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Resumo

Neste trabalho é feito um estudo sobre familias de reticulados algébricos e reticulados ideais.
Nosso principal objetivo é a construgao de reticulados que sao versoes rotacionadas de reticula-
dos ja conhecidos na literatura. Deste modo, apresentamos construgoes obtidas via polinomios,
via perturbacgoes do homomorfismo canonico e, também, construcoes ciclotomicas a partir do

reticulado Z".

Palavras-Chave: Reticulados, homomorfismo canonico, reticulados algébricos, reticulados

ideais, reticulados rotacionados.



Abstract

This work presents a study of algebraic and families of ideal lattices. Our main goal is the
construction of lattices which are rotated versions of known lattices in the literature. In this
way, we present constructions obtained via polynomials, via pertubations of the canonical

homomorphism, and also cyclotomic construction from the lattice Z™.

Keywords: Lattices, canonical homomorphism, algebraic lattices, ideal lattices, rotated latti-

ces.
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Introducao

A Teoria de codigos corretores de erros surgiu com o semanal artigo do matematico Claude
A. Shannon, [25]. Quando transmitimos uma informagao ha uma possibilidade da mensagem
recebida ser diferente da mensagem enviada. Assim, esta teoria surgiu desta necessidade de
detectar e recuperar a mensagem enviada ao receptor e com isso poder construir cédigos com
pequena probabilidade de ocorrerem erros.

Um dos bons parametros para se encontrar bons codigos corretores de erros estd ligado ao
problema do empacotamento de esferas, que surgiu a partir do 18° Problema de Hilbert, que é
uma forma de dispor esferas no espaco euclidiano de modo a cobrir a maior parte do espaco.
Este problema, é denominado de empacotamento esférico e, quando o conjunto de centros das
esferas formam um subgrupo discreto do R™ entao estes empacotamentos passam a se chamar
empacotamentos reticulados.

Pela Teoria de Cédigos, ao tomarmos o espago euclidiano n-dimensional, para n suficiente-
mente grande, se considerarmos os centros das esferas de um mesmo empacotamento reticulado
denso como sinais (para valores altos da relagao sinal-ruido, SNR), obtemos um cédigo de bloco
6timo para um canal gaussiano branco (AWGN), limitado em faixa. Garantindo pequena proba-
bilidade de erro numa transmissao de dados abaixo de uma certa taxa C, chamada capacidade
de canal, como demonstrado por Shannon em [25], o que estabeleceu um importante vinculo
entre empacotamento esférico e a Teoria de Cédigos.

Assim, podemos observar que o problema de encontrar empacotamentos esféricos densos
em um dado espaco é equivalente a encontrar codigos corretores de erros eficientes. A partir
desta percepgao, passaram a associar o estudo dos codigos aos reticulados e surgiram varias
familias de reticulados. Dentre tais familias destaca-se a descrita por Herman Minkowski, no
final do século XIX e inicio do século XX, que encontrou na Teoria algébrica dos ntimeros
ferramentas que viabilizaram o efetivo cdlculo da densidade de centro.

Este modelo, descrito por Minkowski, consiste em tomar um corpo de nimeros K de grau

n e o seu anel dos inteiros algébricos Ok e obter um homomorfismo, chamado de homomorfismo
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de Minkowski (ou homomorfismo canénico), de modo que a imagem de um ideal nao nulo de
Ok, obtido por este homomorfismo, é um reticulado de posto n em R".

A partir do homomorfismo de Minkowski, Bayer em [5] e [4] definiu outros homomorfismos
que chamamos de perturbacoes do homomorfismo canonico. E, destes homomorfismos, podemos
também obter reticulados em R™ e, classificd-los quanto a sua densidade de centro (os quais
chamamos de reticulados algébricos) ou sua diversidade e distancia produto minima (os quais
chamamos de reticulados ideais).

Deste modo, neste trabalho, apresentamos dois métodos de gerar reticulados no R™ através
das pertubacoes do homomorfismo canonico. O primeiro método é um aperfeicoamento do
método utilizado por Ferrari em [I1], onde apresentou familias de reticulados de dimensoes 2, 4,
6 e 8 com densidade de centro 6tima, via o homomorfismo candnico. Assim, nosso objetivo com
estas novas versoes do homomorfismo canonico, é obter familias de reticulados de dimensoes
2, 4, 6, 8 e 12 com densidade de centro 6tima. Também fazendo uso destas perturbacoes
apresentamos uma construcao de Z"-reticulados rotacionados via o anel dos inteiros algébricos
dos subcorpos maximais reais dos corpos Q((,) € Q((ar), onde p é um ndmero primo e r
um inteiro positivo, construgoes estas feitas por Oggier em [22] e por Andrade em [2]. Uma
das vantagens dos reticulados ideais é que os parametros que aparecem como a diversidade
e distancia produto minima (parametros estes que aparecem em problemas de comunicacao
movel) e a forma Z" ciibica serve para manter a energia de transmissao constante.

Além destes dois métodos descritos acima, um outro método ainda pouco explorado de
obter reticulados que sera estudado neste trabalho, é o método apresentado por Souza em [26],
que consiste em obter reticulados via polinomios irredutiveis sobre o corpo dos racionais. Via
este método, apresentamos construcoes de reticulados com densidade de centro 6tima para
dimensoes 2 e 3. Um dos motivos para estudarmos este método é que ele mostrou-se eficiente
quando tratamos de reticulados com densidade de centro étima para dimensao impar, o que
nao obtemos através do método algébrico.

Assim, este trabalho foi estruturado da seguinte forma. No Capitulo (1) apresentamos os
pré-requisitos que serao utilizados no decorrer deste trabalho. As definicoes e resultados apre-
sentados neste capitulo servirao de base para os capitulos posteriores. Iniciamos apresentando
alguns conceitos algébricos, a teoria de Galois, fazemos um estudo sobre a teoria algébrica dos
nuimeros, os corpos quadraticos, os corpos ciclotomicos e apresentamos o conceito de codifer-
ente. Para o desenvolvimento deste capitulo foram utilizadas as referéncias [9], [19], [20], [14],
17, [10), [24], (27, [29] e [13).

No Capitulo (2) fazemos um estudo sobre as formas quadréticas aplicadas aos corpos
ciclotomicos Q(¢p) e Q(¢,), onde p é um nimero primo e n um inteiro positivo. Essas formas

quadraticas serao de grande importancia no calculo do raio de empacotamento de um reticulado.
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Neste capitulo, fizemos uso das referéncias [18], [23] e [21].

No Capitulo (3) apresentamos o conceito central deste trabalho que sdo os reticulados.
Além de definirmos os reticulados, apresentamos também seus principais parametros. Apds
isto, apresentamos o conceito de empacotamento esférico e algumas familias de reticulados
conhecidos na literatura. Para compor este capitulo utilizamos as referéncias [8], [15], [11] e [I].

No Capitulo (4) apresentamos uma construgao de reticulados de dimensoes 2 e 3 via
polinémios. A partir desta construcao, obtemos versoes rotacionados de dimensoes 2 e 3 via
polinémios de graus 2 e 3. Para este estudo fizemos uso das referéncias [12], [26] e [2§].

No Capitulo (5) definimos o homomorfismo de Minkowski e suas perturbagoes o, e oa, €,
mostramos que podemos obter reticulados a partir destes homomorfismos aos quais chamaremos
neste trabalho de reticulados algébricos. Até aqui fizemos uso das referéncias [24], [I1], [I],
[6] e [5]. Para finalizar este capitulo, apresentamos uma construgdo de nossa autoria para
obtencgao de reticulados rotacionados de dimensoes 2, 4, 6, 8 e 12, utilizando ideais principais
do anel dos inteiros de um corpo de nimeros, via pertubagoes do homomorfismo canonico.
Esta construgao foi baseada na construcao feita por Ferrari em [IT]. Destacamos ainda que
estas construgoes deram origem a [3], que esta submetido a revista CAM (Computational and
Applied Mathematics).

No Capitulo (6) apresentamos os reticulados ideais e suas propriedades. Mostramos que
os reticulados ideais também podem ser obtidos via perturbagoes do homomorfismo canonico.
E, para finalizar, apresentamos uma construcao de Z"-reticulados rotacionados via o anel dos
inteiros algébricos dos subcorpos maximais reais dos corpos Q(¢,) ¢ Q((ar), onde p é um nimero
primo e 7 um inteiro positivo. Neste capitulo utilizamos as referéncias [§], [6], [7], [13], [5], [4],
[22], [2] e [16].
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Capitulo 1

Conceltos Iniciais

Neste capitulo iremos apresentar alguns conceitos e resultados que servirao de base no decorrer
deste trabalho. Iniciamos na Secao apresentando conceitos primordiais da algebra que
sao os conceitos de anéis, corpos e modulos. Apds isto, na Se(;éo apresentamos alguns
conceitos e resultados da teoria de Galois. Na Secao desenvolvemos um estudo sobre
a teoria algébrica dos ntimeros. Muitos dos resultados que serao vistos nesta se¢ao irao nos
auxiliar na prova de resultados importantes deste trabalho. Na Secao definiremos os corpos
quadraticos e os corpos ciclotomicos. O estudo destes corpos serd focalizado sobre algumas
propriedades e resultados que serao utilizados no decorrer deste trabalho. Para finalizar, na
Secao apresentamos o conceito de codiferente e de algumas de suas propriedades. Algumas
demonstracoes neste capitulo serao omitidas mas, assim como em todos os resultados, serd

colocado a referéncia que a contém.

1.1 Conceitos basicos de algebra

Nesta secao apresentamos as definicoes de grupos, anéis, corpos, ideais, médulos e mddulos
noetherianos e, algumas de suas principais propriedades. Veremos também alguns resultados

classicos da dalgebra.

1.1.1  Anéis e corpos

Definicao 1.1.1 Um conjunto nao vazio G e uma operacdao x sobre G é chamado grupo se

essa operacao satisfaz as sequintes propriedades:
1. (axb)xc=ax(bxc), para todo a,b,c € G (associativa)
2. eziste e € G tal que a*x e = exa = a, para todo a € G (existéncia de elemento neutro)

3. para todo a € G existe um elemento o' € G tal que a xa’ = a' x a = e (existéncia de

simétricos).
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Se além disso a operacao * for comutativa, isto é, a*b = b* a, para todo a,b € G, o grupo

¢ chamado de abeliano ou comutativo.

Defini¢ao 1.1.2 Um conjunto nao vazio A e um par de operagoes + (adigao) e - (multi-
plicagdo) sobre A é chamado anel se A é um grupo abeliano em relagdo a operagdo + e se a

multiplicacao satisfaz:
1. a(bc) = (ab)c, para todo a,b,c € A (associativa)

2. a(b+c) =ab+ ac e (a+ b)c = ac+ be, para todo a,b,c € A (distributiva).

Definicao 1.1.3 Nas condigoes da Defini¢ao ainda temos que:

1. Quando a multiplicacao do anel A satisfaz ab = ba, para todo a,b € A, dizemos que A €

um anel comutativo.

2. A multiplicacao pode admitir um elemento neutro, isto €, existe 1 € A tal que al = la = a,

para todo a € A. Neste caso, dizemos que A ¢ um anel com unidade.

3. Um anel cuja multiplicacao € comutativa e que possui unidade é chamado de anel co-

mutativo com unidade.

Definicao 1.1.4 Um subconjunto nao vazio B de um anel A € um subanel de A se B € um

anel com as mesmas operacoes de A porém restritas aos elementos de B.

Definicao 1.1.5 Seja A um anel comutativo com unidade.

1. Dizemos que um elemento a € A € um divisor de zero se existe um elemento nao nulo
b € A tal que ab = ba = 0. Se além disso a # 0, entdo dizemos que a € um divisor

préprio de zero.

2. Quando A nao possui divisores proprios de zero dizemos que A € um dominio de inte-

gridade.

Definicao 1.1.6 Dizemos que um anel comutativo com unidade K, é um corpo se todo ele-
mento nao nulo de K possui inverso em relagdo a multiplicacao, isto €, para todo a € K/{0},

existe b € K tal que ab = 1.

Definicao 1.1.7 Um subconjunto nao vazio L. C K é chamado subcorpo de K se L é um

corpo com as operagoes de K restritas a L.

18



Definigao 1.1.8 Seja A um anel comutativo. Um subconjunto a C A, a # (), € chamado de
ideal em A se, para quaisquer x,y € a e para qualquer a € A, as sequintes condi¢oes sao

satisfeitas:
1. x—y€a

2. ax € a.

Defini¢ao 1.1.9 Seja A um anel. Um ideal a gerado por um elemento a € A, isto €, a = {(a) =
{ax © € A}, € chamado ideal principal gerado por a. Se todo ideal do anel A € principal,
entdo dizemos que A € um anel principal. Em particular, se A € um dominio de integridade

onde todo ideal € principal dizemos que A é um dominio principal.

Definicao 1.1.10 Seja A um anel.

1. Dizemos que um ideal p de A é um ideal primo se p # A e se para todo a,b € A tal que

ab € p entdoa €p oub e p.

2. Diz-se que um ideal m é um ideal maximal se m # A se os unicos ideais em A que

contém m sao o proprio m e A.

Definigao 1.1.11 Sejam A um anel e a um ideal de A.

1. Chamamos de classe de equivaléncia do elemento a € A em relacdo ao ideal a o

subconjunto a =a+a={a+x:x € a}.

2. Dados a,b € A, dizemos que a é congruo a b médulo a se a — b € a, e denotamos por

a = b(mod a).

Sejam A um anel e a um ideal. Considerando A/a o conjunto das classes de equivaléncia

dos elementos de A, definimos as seguintes operacoes de soma e produto entre os seus elementos:

a+b=a+b, istoé, (a+a)+(b+a)=(a+b)+a

ab = ab, isto é, (a+a)(b+a)= (ab)+ a.

Defini¢ao 1.1.12 Sejam A um anel e a um ideal. O conjunto A/a, munido das duas operagoes
definidas acima, € um anel chamado de anel quociente de A pelo ideal a. Os ideais de A/a

sGo da forma a'/a onde @' pertence ao conjunto dos ideais de A que contém a.

Teorema 1.1.1 ([9]) Sejam A um anel comutativo com identidade e a um ideal de A. Entao
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1. A/a é um dominio se, e somente se, a é um ideal primo;

2. Ala é um corpo se, e somente se, a € um ideal mazimal. [ ]

Definicao 1.1.13 Sejam A e B dois anéis com elementos identidades 14 e 1g, respectiva-
mente. Uma aplicacao ¢ : A — B ¢ um homomorfismo de anéis de A em B se satisfaz as

seguintes condigoes:
1. ¢z +y) = o(x) + o(y), Yo,y € A;
2. ¢(zy) = o(x)o(y), Yo,y € A;
3. ¢(14) = 15.

Definicao 1.1.14 Chamamos de monomorfismo um homomorfismo injetor e de isomor-
fismo um homomorfismo bijetor. Os isomorfismos de um anel A sobre si mesmo sdo chamados

de automorfismo.

Teorema 1.1.2 ([9]) Se A e B anéis e ¢ : A — B um homomorfismo, entdo:
1. Im(¢) € um subanel de B.
2. Ker(¢) é um ideal de A.
3. ¢ € injetora se, e somente se, Ker(¢) = {0}.

4. Os anéis A/ Ker(¢) e Im(¢) sao isomorfos (Teorema do Isomorfismo). ]

1.1.2 Moébdulos

Definigao 1.1.15 Seja A um anel. Um conjunto nao vazio M ¢é dito um A-médulo se M ¢é
um grupo abeliano com relagao a operagao + e munido de uma aplicagcao ¢ : A x M — M,

definida por ¢(a, m) = am, que satisfaz:
1. a(m+n)=am+ an
2. (a4+b)ym =am+bm
3. (ab)ym = a(bm)
4. Im=m,
para todo a,b € A em,n e M.

Definigao 1.1.16 Um subgrupo aditivo N do A-mddulo M é chamado A-submadédulo de M
se para todo a € A en € N entdo an € N.
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Dado um A-médulo M e um A-submédulo N podemos construir o médulo quociente

M/N da mesma forma como construimos o anel quociente, onde
a(m+ N)=am+ N
para todoa € Aem € M.

Definigao 1.1.17 Um A-mdédulo M é chamado finitamente gerado e denotado por f.g., se

existem elementos x1,...,x, € M tais que todo m € M ¢ da forma m = a1x1 + asxo + . .. anTy,
coma; € A, i=1,...,n. Neste caso, dizemos que x1,...,x, formam um sistema de geradores
de M.

Defini¢ao 1.1.18 Sejam A um anel, M um A-mddulo x1,...,x, € M. Dizemos que {x1,...,x,}

¢ uma base de M se xq,...,x, formar um sistema de geradores de M e se forem linearmente
independentes, ou seja, se exristem aq,---,.n € A tais que a1x, + asxo + ...a,r, = 0 entao
a; =0, para todo i =1,--- ,n.

Definicao 1.1.19 Um A-mddulo que possui uma base € chamado de A-mddulo livre.

Teorema 1.1.3 ([2]|]) Se A € um anel principal, M um A-mddulo livre de posto n, e M’ # 0

um submodulo de M, entao:
1. M’ € livre de posto q, 0 < g <n.

2. existe uma base {ey, ..., e,} de M e elementos nao nulos ay, . .., a, € A tais que {ajes, ..., a.e4}

¢ uma base de M' e tal que a; divide a; 1, 1 <i<q—1. [ |

Definicao 1.1.20 Sejam A um anel e M, N dois A-mddulos. Dizemos que uma aplica¢ao

f:M — N ¢ um homomorfismo de A-modulos se satisfaz as sequintes condi¢oes
1 flz+y) = flx)+ f(y)
2. flax) = af(x),

para todo x,y € M e a € A. Se além disso, a aplicagcao f for injetora, dizemos que f € um
monomorfismo de A-médulos e, se f for bijetora dizemos que f € um isomorfismo de

A-mddulos.

Teorema 1.1.4 ([19]) (Teorema do Isomorfismo de Mddulos) Se A é um anel, M, N sao dois
A-médulos e f : M — N um homomorfismo de A-mddulos, entao os médulos M/Ker(f) e

Im(f) sao isomorfos. ]
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1.1.3 Moddulos Noetherianos

Definicao 1.1.21 Sejam M um A-mddulo e Iy C I,... C I, C ... uma sequéncia crescente
de A-submaodulos de M. Dizemos que esta € uma sequéncia estacionaria se existir ng € N

tal que I,, = I,,,, para todo n > ny.
Observacao 1.1.1 A definicdo € andloga para sequéncia decrescente estacionaria

Definigao 1.1.22 Sejam A um anel e M um A-mdédulo. Dizemos que M é um A-moédulo

noetheriano se satisfaz uma das sequintes condigoes:

1. Todo conjunto nao vazio de A-submddulos de M contém um elemento mazimal.
2. Toda sequéncia crescente de A-submddulos de M é estaciondria.

3. Todo A-submddulo de M € finitamente gerado.

Dizemos que A ¢ um anel noetheriano se A for um A-mddulo noetheriano.
Proposicao 1.1.1 ([19]) Todo anel principal A é noetheriano.

Demonstracgao: Considere uma sequéncia crescente de A-submodulos de M,
LCcLc---CIl,C---

Como A é um anel principal segue que todos os ideais de A sao principais e como os submddulos
de A sao exatamente os ideais de A, segue que os submddulos de A sao principais. Seja [ =

U I,,. Temos que I ¢ um ideal de A pois /; sao ideais de A para todo j € N. Agora, notemos
neN
que I, C I = (a), para todon € N e a € I,,, para algum ng € N, pois a € {(a) = I = U I,.

neN
Como a € I, e a € (a) segue que I = (a) C I,,. Portanto, I = I,,. Assim, existe ny € N tal

que I,, = I,,, para todo Vn > ny. |

Proposigao 1.1.2 ([Z]]) Se A € um anel, M um A-mddulo e N um submddulo de M, entdo

as sequintes condigoes sao equivalentes
1. M é um A-mddulo noetheriano.
M ) .
2. N e N sao A-mddulos noetherianos.

Demonstragao: Suponha que M é noetheriano. Seja (M,),>o uma sequéncia crescente de
A-submédulos de N. Assim, (M,,),>0 também é uma sequéncia crescente de A-submodulos de

M. Como M é noetheriano, segue que (M,),>o ¢ estacionaria. Portanto, N é noetheriano.

M
Para mostrar que N ¢é noetheriano, consideremos os conjuntos
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M
S = { submédulos de M que contém N} e T'= { submédulos de N}

L
Temos que a aplicac¢ao ¢ : S — T definida por ¢(L) = N para L € S, é uma bijecao de S em

M
T. Assim, se (M,),>0 ¢ uma sequéncia crescente de A-submédulos de N entao (o~ (M,))n>0
também é uma sequéncia crescente A-submddulos de M. Como M é noetheriano, segue que

(0™ (M,))n>0 é estaciondria, e portanto (M,),>o ¢ estaciondria. Assim, ~ ¢ noetheriano.

) M - . . .
Reciprocamente, suponhamos que N e N sao noetherianos. Seja (M,),>o uma sequéncia
crescente de A-submddulos de M. Assim, (N N M,),>0 ¢ uma sequéncia crescente de A-
submddulos de N. Como N é noetheriano, segue que (N N M, ),>o é estacionaria, ou seja,

existe k € LL tal que

M, M,
MnﬂN:MnHﬂN,Vnzk‘eW: NJFI,VTLZ]{?.

Sabemos, que M,, C M,.,, para todo n > k. Se x € M, ;, entao existe y € M, tal que
x4+ M =y+ N. Assim, x —y € NN M,,, = NN M,. Logo, xt —y € M,, e como y € M, segue

que x €M,. Portanto, M, = M, ., para todo n > k e assim, M ¢ noetheriano. [ ]

Corolario 1.1.1 ([2])]) Se M, --- , M,, sao A-mddulos noetherianos entao o produto My x - - -

M,, € um A-mddulo noetheriano.

Demonstragao: Faremos a prova por inducao sobre n. Para n = 2, identificamos M; ~
M; x {0} C M; x Mj e definimos a funcao ¢ : My x My — Ms tal que ¢(0,y) = y. Como ¢

My x M.
XM M, onde ker p = M; x {0}. Como M,

¢ um homomorfismo sobrejetor, segue que R
er ¢

M1XM2

¢ noetheriano, segue que ~ M, é noetheriano e pela Proposicao (1.1.2)), segue que

M1 X {0}
M x My é noetheriano. Suponhamos agora, por hipétese de indugao, que M = My x - - - x M,
¢é noetheriano. Como M,, é noetheriano, segue do caso n = 2, que M = M; x --- x M, é um
A-médulo noetheriano. n

Observacao 1.1.2 Do Corolario concluimos que para qualquer anel noetheriano A, o

A-mddulo A x --- x A é noetheriano.
—_—

n

Corolario 1.1.2 ([2])]) Se A é um anel noetheriano e M é um A-mddulo finitamente gerado,

entao M é um A-mddulo noetheriano.

Demonstragao: Seja {e1,---,e,} um conjunto de geradores do A-médulo M. Temos que a

aplicagao ¢ : A" — M definida por ¢(aq,--- ,a,) = aje; + -+ + aye,, ¢ um homomorfismo
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n

sobrejetor. Assim, pelo Teorema do Homomorfismo, temos que - ~ M. Como A é noethe-
er

riano, pelo Corolario (|1.1.1)), segue que A" é noetheriano. Pela Proposigao (1.1.2)), segue que

M é um A-médulo noetheriano. n

Observacao 1.1.3 Vimos no Coroldrio que se A for um anel noetheriano, entao todo
submaodulo de qualquer A-mddulo finitamente gerado serd finitamente gerado. Mas, quando A
nao for noetheriano isto ndao ocorre. De fato, considerando o préprio A como A-mdédulo temos

que A possui submddulos (ideais) nao finitamente gerados.

Proposicao 1.1.3 ([2]|]) Se A é um anel, B um subanel de A e p um ideal primo de A, entdo
pN B € um ideal primo de B.

Demonstragao: Consideremos a aplicacao ¢ : B A5 A/p, onde i é a inclusdo e 7 é a
projecao. A funcao ¢ = m o4 é um homomorfismo, pois 7 e i sao homomorfismo. Além disso,
ker(o) =p N B, jd que p(z) =7moi(x) =7(z) =x+p e p(z) =0 se, e somente se, x € pN B.
Portanto, pelo Teorema (Teorema do Isomorfismo), B/p N B ~ Im(y) C A/p. Como
A/p é um dominio, segue que B/p N B é um dominio. Portanto, pelo Teorema , pNBé

um ideal primo de B. [ ]

Proposicao 1.1.4 ([2]|]) Se um ideal primo p de um anel A contém um produto a; ---a, de

ideats entao p contém pelo menos um dos ideais a;, ¢ =1,--- ,n.

Demonstracao: Se a; € p, para todo j = 1,--- ,n, entao existe o; € a; e o; € p. Como p ¢é
primo, segue que oy -- -, € p. Mas, a;---a, € a;---a, C p, o que é um absurdo. Portanto,

p contém a; para algum j =1,--- ,n. [ |

Proposicao 1.1.5 ([24]]) Em um anel noetheriano A todo ideal de A contém um produto de

ideais primos de A.

Demonstragao: Sejam A um anel noetheriano e F' o conjuntos dos ideais de A que nao contém
um produto de ideais primos. Suponhamos F' # (). Como A é noetheriano, segue que F' tem
um elemento maximal m. Temos que m nao é um ideal maximal, pois caso contrario, m seria
primo e assim, m ¢ F. Assim, existem z,y € A —m tal que xy € m. Notemos que m C (z) +m

em C (y) +m. Logo, (x) + m e (y) + m ndo pertencem a F. Assim,
pip2...pp C(z)+meqqa...q, C (y) +m,
onde p;, q; sao ideais primos de A, e

(P1p2- - Pu)(drdz- - dn) € ((2) +m)((y) +m) C m,
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o que é um absurdo. Portanto, F' = (). [ |

Corolario 1.1.3 ([2]]) Em um dominio noetheriano, todo ideal nio nulo contém um produto

de ideais primos nao nulos.

Demonstragao: Analoga a Proposicao (|1.1.5)). |

1.2 Teoria de Galois

Nesta secao apresentamos alguns conceitos da teoria de Galois. Apesar desta teoria ser muito
rica em resultados, aqui serao apresentados apenas os conceitos e resultados que serao utilizados
no decorrer deste trabalho. Também por necessitar de um estudo mais aprofundado, muitas

das demonstragoes nesta secao serao omitidas.

Definicao 1.2.1 Sejam K e L corpos. Dizemos que K é uma extensao de L se L C K e
denotamos por K/L.

Defini¢ao 1.2.2 Seja K/ uma extensao de corpos. O grau de K sobre L é a dimensao de K

como espago vetorial sobre L, ou seja, dimy, K. Indicaremos o grau de K/IL por [K : 1L].

Observacao 1.2.1 No caso em que [K : L] € finito dizemos que K é uma extensao finita de
L. Temos também que se L C K C M entao M : L] =[M: K] -[K:L] e que [K:L] =1 se, e

somente se, K =1L.

Definicao 1.2.3 Sejam L. C K corpos. Um elemento o € K é chamado algébrico sobre L se
eziste f(x) € L[z]\{0} tal que f(a) = 0. Se o € K nao € algébrico sobre L dizemos que « €

transcendente sobre L.

Observacao 1.2.2 Temos que se a € K € algébrico sobre I entao existe um unico polinomio
monico p(x) de grau minimo tal que p(a) = 0, chamamos este polinémio p(x) de polinémio

minimal de o sobre L.

Definicao 1.2.4 Um corpo de numeros K ¢ uma extensao finita do corpo Q dos nimeros

racionais. Se dimg K = n diz-se que K € um corpo de nimeros de grau n.

Teorema 1.2.1 ([27]) Se K é um corpo de nimeros, entio K = Q(«) para algum nimero

algébrico . ]

Teorema 1.2.2 ([27]) Se K = Q(«) € um corpo de nimeros de grau n, entao existem ezxata-
mente n. monomorfismos distintos o; : K — C tal que, o;(a) = «, para todoi =1,--- ,n, onde

a1, ,Qp SG0 as raizes do polinomio minimal de o € K. [ ]
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Definicao 1.2.5 Sejam K um corpo de nimeros de grau n e oy, ,0, 05 n-monomorfismos

distintos de K em C. Temos que:

1. Se 0;(K) C R dizemos que o; é um homomorfismo real. Caso contrdrio dizemos que

o; € um homomorfismo imaginario.

2. Se 0;(K) CR, para todo i = 1,--- ,n, dizemos que K é um corpo totalmente real. Se

0(K) £ R, para todo i =1,--- ,n, dizemos que K é um corpo totalmente imagindrio.

Definicao 1.2.6 Um corpo de niumeros K € chamado de CM-corpo se existir um corpo de

numeros totalmente real F tal que K é uma extensao quadrdtica totalmente imagindria de F.

Teorema 1.2.3 ([20]) Se L C K é uma extensiao de corpos e o € K, entdo o € algébrico sobre
K se, e somente se, L(a) é uma extensdo finita de L. Neste caso, [L(«) : L] = Op, onde p(z)

¢ o polinémio minimal de a sobre L, e L(a) = L[a]. ]

Defini¢ao 1.2.7 Sejam L C K uma extensao de corpos e f € L[z]. Dizemos que K € o corpo

de raizes de f se K ¢ o menor corpo contendo 1L e todas as raizes de f e denotamos por
K = L(Ry).

Definicao 1.2.8 Seja L um corpo e f(x) € L[z] um polinomio ndao constante. Dizemos que

f(z) é separavel se todas as raizes de f(x) sao simples no seu corpo de raizes.

Definigao 1.2.9 Uma extensao finita K/L € galoisiana se K é o corpo de raizes de L, para

algum f(z) € L[z] separdvel.

Definigao 1.2.10 Sejam L C K uma extensao e H C Aut(K). O corpo
KY={aecK : o(a)=a, Yo € H},

¢ chamado de corpo fixo pelo conjunto H.

Definicao 1.2.11 Seja L C K uma extensao. O grupo de Galois de K sobre I é dado por:
Gal(K/L) = {0 € Aut(K) : o(a) =a, Ya € L}.

Definicao 1.2.12 Seja K um corpo de nimeros.

1. Uma involucao ¢ : K — K ¢ uma aplicacio aditiva e multiplicativa tal que ¢* € a

aplicacao identidade.

2. O conjunto F = {z € K|¢(x) = x} é um corpo chamado corpo fixo da involugao.
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Proposicao 1.2.1 ([20]) Se ¢ : K — K € uma involugdo entio ¢ € Gal(K/Q), onde Gal(K/Q)
denota o grupo de galois de K sobre Q.

Demonstragao: Pela definicao de involugao segue que ¢ é um homomorfismo e que ¢ fixa
Q. Mostremos que ¢ é injetora. Sejam a,b € K tal que ¢(a) = ¢(b). Aplicando ¢ na igualdade
temos que ¢(¢(a)) = ¢(4(b)), mas ¢* = id pois ¢ é uma involugao. Logo, a = b. Para
mostrarmos que ¢ é sobrejetora tomemos y € K. Sabemos que ¢*(y) = y. Assim, se x = ¢(y)
entdo ¢(z) = ¢(d(y)) = ¢*(y) = y. Desta forma, temos que ¢ é um isomorfismo que fixa Q.
Portanto, ¢ € Gal(K/Q). ]

Proposigao 1.2.2 ([20]) Se K € um corpo de nimeros, ¢ uma involugao e F o corpo fizo da

involugao, entdo [K:F| < 2.

Demonstragao: Por definigdo de extensao galoisiana temos que K/Q é uma extensao finita
e separavel. Assim, se H é um subgupo normal de G, onde G = Gal(K/Q), entdo o corpo
L fixo por H, satisfaz [K : L¥] < |H|. Agora, se tomarmos H = {id, ¢} temos que H é um
subgrupo de G, pois ¢? = id. Como L¥ =T é o corpo fixo por H, segue que [K : F] < |H].
Mas, |H| = o(¢) < 2. Logo, [K: F] < 2. ]

Exemplo 1.2.1 Sejam K = Q(i) um corpo de nimeros de grau 2 e ¢ : K — K a conjugagao
complexa. Temos que ¢ € uma involu¢io, F ={z € K|p(z) =2} =Q e [K: F] = [K: Q] = 2.

Observacao 1.2.3 Se K é um CM-corpo, entao a conjugacao complexa comuta com todos os

Q-homomorfismos o1, -+ ,0, de K em C.

1.3 Teoria algébrica dos numeros

Nesta secao serao apresentados conceitos que serao indispensavéis para o desenvolvimento deste
trabalho. Definiremos, mostraremos as propriedades e os principais resultados dos inteiros
algébricos, trago, norma, norma de um ideal, discriminante, anéis de Dedekind e ideais fra-

cionarios.

1.3.1 Inteiros algébricos

Definigao 1.3.1 Sejam A C B anéis. Dizemos que um elemento o € B € inteiro sobre A se

existe um polinémio monico nao nulo f(x) com coeficientes em A tal que f(a) = 0.

Teorema 1.3.1 ([Z]]) Se A é um anel, B C A um subanel e x € A, entdo sio equivalentes:

1. x € inteiro sobre B.

27



2. O anel Blz] é um B—mddulo finitamente gerado.

3. Eziste um subanel C' de A tal que C' € um B—mddulo finitamente gerado que contém B

ex.

Demontracao: 1) = 2) Temos por hipétese que x é inteiro sobre B, ou seja, existem

bo, .. .,b,_1 € B, nao todos nulos, tal que 2™ + b, 12" ' + ... + bz + by = 0. Assim, podemos

escrever " = —(b,_12"' + ...+ bz + by). Seja M =< 1,z,...,2" 1 > um A-médulo fini-
tamente gerado, provemos que Blzx] = M. Temos que z™ € M pois 2™ é uma combinagao
de 1,z,...,2"'. Agora mostremos por inducao que 2/ € M, Vj € N. Temos que para

j < m o resultado se verifica. Suponhamos por hipétese de inducao que 27 € M, ou seja,
¥ =ap_ 12" '+ ...+ ax + ao para ag, ai, ..., a,—1 € B. Mostremos entdao que 27! € M. De

fato:

TS I
(12" '+ . ax+ag)x
(ln_ll’n + ...+ CL11]2 + agx
Up-1(—bp12" ' — ... —ayx —by) + ...+ a1 2® + apx

= an,1b0 + ((Io — an,lbl)x + ...+ (an,g — anflbnfl)l'n_l.

Logo, 2! € M e B[z] C M. Mas, M C B[xz|. Portanto, B[x] = M o que prova que Bl[z]
é uma B—modulo finitamente gerado. Para provar que 2) = 3) basta tomarmos C' = B|z]
pois B C Blz] e x € B[z]. 3) = 1) Suponhamos que C' =< yy,...,y, > seja um B—mddulo
finitamente gerado, ou seja, C' = By; +. ..+ By,. Por hipdtese, temos que x € C entao xy; € C,

para todo i =1,...,n. Assim, temos que

n
TYi = E AijY;j,
j=1

para todo 7 =1,...,m, a;; € A, 1 <4, j <n, é um sistema linear homogéneo nas variaveis

Y1, .-, Yn, OU S€]Q,
n

Z((Sijx —a;)y; =0, i=1,....,n

j=1

onde §;; =1sei=jed;=0sei#j. Sejad=det(d;;x — a;;). Pela regra de Cramer temos
que dy; = 0, Vi. Consequentemente, db = 0, Vb € B; em particular para b = 1 temos d = 0.
Mas, d é um polinémio monico na indeterminada z, d = 2" + a,_12" ' + ... + ag = 0, onde

a; € A. Portanto, z é inteiro sobre A. [ |
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Proposicao 1.3.1 ([2j|]) Sejam A um anel, B C A um subanel e sejam x1,...,x, € A.
Se x1,...,x, sao inteiros sobre Blxy,...,x;1], para i = 2,...,n, entdo, Blxy,...,x,| € um

B—mddulo finitamente gerado.

Demonstragao: Pelo Teorema temos que, se x; é inteiro sobre B entdo B[] é um
B—modulo finitamente gerado. Suponhamos por induc¢ao que C' = Blzy,...,x,_1] seja um
B—médulo finitamente gerado, ou seja, C' = > | Be;, onde ¢y,...,¢, € C. Pelo Teorema
temos que B[z, ...,z,| = C[z,] é um C'—mddulo finitamente gerado. Entao

q q
Clz,) = ZC’wk = Z (Z] = 1chj> wy, = ZBcjwk
k=1 1 J.k

k=

onde wy € C|z,]. Logo, Blxy,...,x,] ¢ um B—mddulo finitamente gerado por {c;wy} com

1<j<p, 1<k<qeportanto Blzy,...,z,| é um B—mddulo finitamente gerado. [ |

Corolario 1.3.1 ([2])]) Sejam A um anel, B C A um subanel e x,y € A. Se x ey sdo inteiros

sobre B entao x +vy, x — 1y e xy sao inteiros sobre B.

Demonstracao: Temos que z+y, x—y e xy pertencem a B[z, y] ¢ um B—mddulo finitamente

gerado. Logo, pelo Teorema (|1.3.1)) temos que = +y, © — y e xy sdo inteiros sobre B. [ |

Definicao 1.3.2 Sejam B C A anéis. Dizemos que A € inteiro sobre B se todo elemento de

A € inteiro sobre B.

Proposigao 1.3.2 ([2]]) Sejam C C B C A anéis. Assim, A € inteiro sobre C' se, e somente

se, A € inteiro sobre B e B ¢ inteiro sobre C'.

Demonstragao: Suponhamos que A é inteiro sobre C. Se o € A, entao existem ag, ..., a,_1 €
C, nao todos nulos, tal que

Q"+ ap_1a" P4 qp = 0.

Como C' C B, segue que a; € B, parat = 0,1,...,n — 1, ou seja, « ¢é inteiro sobre B.
Portanto, A é inteiro sobre B. Agora, seja a € B. Como B C A, segue que o € A e entao por
hipétese « é inteiro sobre C'. Portanto, B é inteiro sobre C. Reciprocamente, seja x € A. Por
hipétese temos que A é inteiro sobre B, assim temos que existem by, by, ...,b,_1 € B tal que

2" + b, 2"+ ...+ by =0. Se R=Cl|by,bi,...,b, 1], entdo x é inteiro sobre R. Mas, como

B é inteiro sobre C segue que b;, i = 0,...,n — 1, sao inteiros sobre C'. Pela Proposicao (|1.3.1]
segue que R[x] = Clbg,...,b,_1,2] é um C'—moédulo finitamente gerado. E, pelo Teorema
(1.3.1]), segue que x é inteiro sobre C'. Portanto, A é inteiro sobre C' como querfamos. |
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Defini¢ao 1.3.3 Sejam A C B anéis. O conjunto Op = {a € B : « € inteiro sobre A} é
chamado de anel dos inteiros de B em A. Se A é um dominio e B = K € o seu corpo de

fragoes, dizemos que Op € o anel dos inteiros de A em K.

Definicao 1.3.4 Sejam A um dominio e K seu corpo de fracoes. Dizemos que A é um anel

integralmente fechado em K se ele contém o anel dos inteiros de A.
Proposigao 1.3.3 ([24]) Todo dominio principal € integralmente fechado.

Demonstragao: Sejam A um dominio principal, K seu corpo de fragoes e x € K um inteiro

[0

sobre A tal que x = &, o, € A e mde(a, §) = 1. Assim, existem ay, ...,a,_1 € A tal que

E?
"+ a2+ a4+ a = 0.
Substituindo z por 3
o o «
_)n + &n_l(—)n_l 4+ ...+ (Il(—) + ag — O,
3 5 5

ou seja,

Q"+ Blap_ 10"+ a4 a8,

Logo, (3 divide o™ e como mdc(a, §) = 1 segue que [ divide «, isto é, o = ¢f3 para algum ¢ € A.

&

B
Até agora, vimos os elementos inteiros sobre um anel qualquer. A partir de agora veremos

Assim, # é uma unidade de A e £ € A. Portanto A é integralmente fechado. [ |

estes elementos sobre um anel especifico, o anel dos inteiros Z.

Definicao 1.3.5 Um numero complero o é um inteiro algébrico se existe um polinomio

monico f(x) com coeficientes inteiros tal que f(a) = 0.

Observacao 1.3.1 Como na Defini¢ao , se K é um corpo de numeros, podemos definir
o anel dos inteiros algébricos de K como o conjunto formado pelos inteiros algébricos de K e

denotamos por Ok.

Teorema 1.3.2 ([2]|]) Se o é um nimero complexo que satisfaz um polinémio monico cujos

coeficientes sao inteiros algébricos, entao v € um inteiro algébrico.

Demonstragao: Seja a raiz de f(r) = 2"+ a, 12" '+ -+ax+ap, onde a; é inteiro algébrico
para i = 0,1,--- ,n — 1. Temos que « é inteiro sobre Z[ag, - ,a,_1]. Mas, pela Proposi¢ao
temos que Zlag, -+ , a,_1] € um Z-mo6dulo finitamente gerado. Desta forma, novamente
pela Proposicao temos que Zlag, -+ ,a,_1,a] é um Z-médulo finitamente gerado. Pelo
Teorema , segue que « é inteiro algébrico. [ |
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Corolario 1.3.2 ([2]]) Se K é um corpo de nimeros, entio K = Q(«) para algum inteiro

algébrico . [ |

Proposicao 1.3.4 ([2]|]) Se A é um dominio, L seu corpo de fragoes, K uma extensdio finita

de I de graun e Ok o anel de inteiros de K sobre A, entao Ok € integralmente fechado.

Demonstracgao: Seja M o corpo das fracoes de Okg. Temos que L. C M C K. Seja x € M tal
que z é inteiro sobre Og. Como Ok é inteiro sobre A segue, da demonstracao da Proposicao
, que x € inteiro sobre A. Assim, se Oy é o conjunto dos elementos de M que sao inteiros
sobre Ok, entao Oy C Og. Como Ok C Oy, temos que Oxg = Oy, 0 que implica que Ok €

integralmente fechado. u

Definicao 1.3.6 Sejam K um corpo de nimeros de graun e Ok o anel dos inteiros algébricos

de K. Chamamos de base integral de K ou de Ox uma Z-base para o grupo aditivo Ok.

Observagao 1.3.2 Se {«ay, - ,a,} € uma base integral Ok entao todo elemento o € Ok pode

ser escrito de modo unico como o = E a;cy, onde a; € 7 para todo i =1,--- ,n.

=1

1.3.2 Tracgo e norma

Defini¢ao 1.3.7 Sejam K/L uma extensdo de grau n e oy,--- ,0, 0s monomorfismos de K
em C. O trago e a norma de um elemento o € K relativamente a extensao K/IL sao definidos

respectivamente por:

Tri(a) = Zai(a) e Ngwla) = Hai(a).

i=1 i=1

Observagao 1.3.3 Sejam K/L uma extensao de graun. Se o, 3 € K e x € L, entao valem as

sequintes propriedades:
1. Trgy(a+ B) = Tri(a) + Tri(B)
2. Trg(va) = 2Trg (o)
3. Trp(z) = nz
4 Nijw(apB) = Nijw(a)Ng/w(B)
5. Ngju(za) = 2" N/ (a)

6. NK/[L(ZL’) =z".
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Se tivermos Ml C L. C K extensoes finitas e a € K temos ainda que:
1. Trg(a) = Trom(Tre (o))
2. Nxm(o) = Npym(WNr(a)).

E, se tivermos Ml C L. C K extensoes finitas e o € I temos também que:
1. Trgm(a) = K LITry (o)

2. NK/M(Oé) = NL/M<C¥)[K:E‘].

Observagao 1.3.4 Denotaremos o tragco e a norma simplesmente por Tr(a) e N(«) quando

nao houver duvida quanto a extensao que contém o elemento a.

Proposicao 1.3.5 ([2]|]) Sejam I um corpo de caracteristica zero ou um corpo finito, K um
extensao algébrica de graun dell e « € K. Se ay, ..., a, sao as raizes do polinomio minimal de
a sobre L, entao Tr(a) =y +as+...+an, N(@)=ajas...a, ep(x) =(x—aq)...(x —ay),

onde p(x) € um polinémio monico com coeficientes em K chamado de polinémio caracteristico.

Demonstragao: Primeiro faremos a demonstracao para o caso em que « ¢é um
elemento primitivo de K sobre L, ou seja, K = L[a]. Se f(z) = 2" + -+ a1x + a9 é o
polinémio minimal de « sobre L, entao {1,c,...,a" '} é uma base de K sobre L. Temos que

a matriz do endomorfismo o, com respeito a esta base é dada por

_ . -

10 -+ 0 —a

M =

00 --- 1 —Anp—1

Assim, det(z] — M) é o determinante da matriz
[ z 0 --- 0 ag ]
1 z -+ 0 a
vly—M=1| = _ _ . (1.3.1)
O O “ .. _1 €T _|_ a/nil

Calculando o determinante da matriz (1.3.1)), obtemos o polinomio caracteristico em «, que é

igual a f(z), o polindbmio minimal de . Sabemos que,

p(z) = det(zl, — M) = 2™ — (Tr(a))z™ ' 4 - + (=1)" det(M).
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Como « é primitivo, segue que

pla) = f(2) = (z — o)z — az) -~ (x — ay) = 2" — (Zm) ---+<—1>”<Hai).

Logo, Tr(« Zal e N(a HO(Z Para o caso geral, seja r = [K : L[o]]. E suficiente
=1
mostrar que o pohnomlo caracteristico p(z) de a, com relagao a K sobre L, é igual a r-ésima
poténcia do polinomio minimal de a sobre L. Seja {yi,---,y,} uma base de L[a] sobre L
e seja {z1,...,2.} uma base de K sobre Lja] com n = ¢gr. Seja M = (a;,) a matriz do
q
endomorfismo de L[a] sobre L com relagao a base {y1,...,y,}. Assim, ay;, = Z(aih)yh e
h=1
q q
a(yiz;) = (Z aih?/h) Z]:Z ain(ynz;). Logo,
h=1 h=1

Y121 = a11Y121 + a1Y221 + -+ - + Aq1Yq21

QYYoz1 = Q12Y121 + A22Y221 + + -+ + Ag2Yg21

aYqz1 = A14Y121 + A24Y221 +---+ AgqYq?1-

Ordenamos a base {y;2;} de K sobre L, de modo que a matriz do endomorfismo seja da seguinte

forma

M0 0
0 M

=
I

o 0 -~ 0 M

isto é, M repete r-vezes na diagonal como blocos na matriz M;. A matriz xI, — M;, consiste
de r-blocos diagonais, cada um tem a forma zl, — M, e consequentemente, det(xzl, — M;) =
det(zl, — M)". Assim, p(x) = det(xI,, — M;) e det(zl, — M) é o polindmio minimal de a sobre

L, de acordo com a primeira parte da demonstracao. [ ]

Proposigao 1.3.6 ([2j)]) Sejam A um dominio, L seu corpo de fragées (de caracteristica zero)
e K uma extensao finita de L. Se a é um elemento de K inteiro sobre A, entdo os coeficientes
do polinomio caracteristico p(x) de a relativo a K e L, em particular, Tr(a) e N(«), sdo

inteiros sobre A.

Demonstracao: Pela Proposigao (1.3.5)), temos que p(z) = (x — ay) ... (z — ay). Os coefi-

cientes de p(x) sdao somas de produtos de a/s, a menos de sinal. Assim, é suficiente provar que
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cada «; é inteiro sobre A. Mas cada «; é um conjugado de « sobre L, isto é, existe um iso-
morfismo o; : L[a] — L[] tal que 0;(a) = ;. Assim, aplicando o; na equagao de dependécia

integral de « sobre A, obtemos uma equacao de dependécia integral de a; sobre A. ]

Corolario 1.3.3 ([24]) Se A é um anel integralmente fechado entdo os coeficientes do polinémio

caracteristico de o € K, em particular, Tr(a) e N(a) sao elementos de A.

Demonstragao: Por definicao esses coeficientes sao elementos do corpos de fracoes L de
A. Pela Proposigao (1.3.6]), temos que s@o inteiros sobre A e como A é integralmente fechado,

segue que sao elementos de A. [ |

Lema 1.3.1 ([10)]) Sejam A um anel integralmente fechado, I seu corpo de fragoes, K/L uma
extensdo finita de grau n e Ox o anel dos inteiros algébricos K. Seja {an,- -+, an} uma base
de K sobre Q onde det(Tr(a;a;)) # 0. Seja o € K. Se Tr(af3) = 0 para todo 8 € K, entdo
a=0.

Demonstragao: Por hipétese {ay, -+, a,} é uma base de K sobre Q. Assim, se a é um
elemento de K entao existem aq,---,a, € Q tal que a = a1 + asas + - -+ + a,a,,. Logo, é
suficiente mostrar que se Tr(aa;) = 0, para cada j = 1,--- ,n, entdo a = 0. Assim, para cada
j=1,--,n, temos que

0 = Tr(aa;) =Tr(aoqo; + - - + apon0;)
= Tr(amaray) + -+ Tr(a,oana;)
= aTr(oqey) + alr(cwa;) + - + a,Tr(onoy).

Na forma matricial, temos que

[ Tr(onay) Tr(asay) - Tr(ayo) 11 a; ] [0 ]
Tr(oqas) Tr(asas) - Tr(ayas) as 0
Tr(onay,) Tr(asay,) -+ Tr(apo,) a, 0
Como det(Tr(a;a;)) # 0 segue que a1 = as = - -- = a, = 0. Portanto, o = 0. [

Lema 1.3.2 ([10]) A aplicagio p : L — Homg(K, Q) definida por p(a) = S,, onde S (5) =

Tr(aB), com 5 € K, é um isomorfismo.

Demonstragao: Se oy, ay € K, entao

plar +@)(B) = Saytrar(B) =Tr((n + a2)B)
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Tr(aaf) +Tr(azf) = Sa,(B) + Sax(5)
= (plen) + p(az))(B)

plaa)(B) = Sua(B) =Tr(aap) = aTr(aB)
= aSa(B) = ap(a)(B),

para todo 3 € K. Logo, p é um homomorfismo. Agora, se o € K é tal que p(a) = 0, entao,
p(a)(B)=5.(8) = Tr(aB) =0, para todo § € K. Assim, pelo Lema ({1.3.1]), segue que o =0 e
entdo p ¢ injetora. Finalmente, como dimgK = dimg(Homg(K, Q)) segue que p é sobrejetora.

Portanto, p é um isomorfismo. ]

Teorema 1.3.3 ([1(]) Se A é um anel integralmente fechado, IL seu corpo de fragoes, K/LL uma
extensao finita de grau n e Og o anel dos inteiros algébricos K, entao Ok € um A-submaodulo

lwre de posto n.

Demonstracao: Seja {aq,- - ,a,} uma base de K sobre L. Como toda extensao finita é
algébrica, segue que todos os o; sao algébricos sobre L, ou seja, existem a;; € A, i =1,--- n,
nao todos nulos, tal que

Qi + Qi1+ + a = 0.

Suponhamos que a;, # 0. Multiplicando a equacdo acima por ', temos que a;,a; é inteiro

m )

sobre A, pois
a?n_l(ama? + o i) = (amos)" + ai(nfl)(ainai)n_l + - al tag = 0.

Tomando a;,; = z; € Ok, para cada i = 1,--- ,n. Mostraremos que {z1,--- , z,} é uma base
de K sobre L. Para isso, suponhamos que by2zy +---+b,2, =0, onde b, € A, parai=1,--- ,n.
Assim, biaj,aq + -+ + bpapa, = 0. Mas, como {ay,- - ,a,} é uma base de K sobre L,
segue que b;a;, = 0 e portanto b; = 0 parai = 1,--- ,n. Portanto, {21, ,2,} é linearmente
independente e como possui n elementos segue que é uma base de IL sobre K. Pelo Lema (|1.3.2))

existe uma base dual {y1, - ,y,} tal que

p(2i)(y;) = Sz, (y;) = Tr(ziy;) = 0y para i, j=1,--- ,n.

Agora, se a € O entao az; € Op, para i = 1,--- ,n. Pelo Corolario (|1.3.3]) segue que
Tr(az) € A, parai =1,--- ,n. Como a = c1y; + -+ + ¢uyn, com ¢; € K parai=1,--- n,
segue que Tr(az;) = ¢; € A, parai = 1,--- ,n. Portanto, Ok é um submdédulo de um A-médulo
livre gerado por {z1, -+, 2,}. [
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Proposicao 1.3.7 ([2]|]) Seja A um anel noetheriano e integralmente fechado. Se . € o corpo
de fragoes de A, K/ uma extensao finita de graun e Ox o anel dos inteiros de A em K, entdo

Ok € um A-mddulo finitamente gerado e Ok € um anel noetheriano.

Demonstragao: Pelo Teorema , temos que Ok é um submdédulo de um A-médulo
livre de posto n. Pelo Corolario , temos que Ok é um A-mddulo noetheriano e portanto
finitamente gerado. Como os ideais de Ok sao A-submédulos de Ok, segue que satisfazem a
condi¢ao de maximilidade da Definicao . Portanto, Ok é um anel noetheriano. ]

1.3.3 Norma de um ideal

Definicao 1.3.8 Sejam K um corpo de nimeros, Ox o anel dos inteiros de K e a um ideal
nao nulo de Og. A norma do ideal a ¢ definida como sendo a cardinalidade do anel quociente
Ox/a, isto ¢,

N(a) = #%.

Teorema 1.3.4 ([24]) Sejam K um corpo de nimeros e Og o anel dos inteiros de K. Se
a = (a) € um ideal principal de O entio N(a) = |N ().

Demonstragao: Como a € Ok e a # 0, segue, pelo Corolario , que N(«a) € Z. Pelo
Teorema , temos que Ok é um Z-modulo livre de posto n. Como ¢ : Ogx — Oka,
definida por ¢(a) = aa, onde o € Ok, é um isomorfismo, segue que Oga é um Z-médulo livre
de posto n. Como Z é um anel principal e Og é um Z-modulo livre segue, pelo Teorema ,
que existe uma Z-base {ej, ..., e,} de Ok e inteiros ¢y, ..., ¢, tal que {cie1,...,cne,} é Z-base
de Oka. A aplicacao ¢ : Og — oz X+ X c%’ definida por ¥(>_7 | a;e;) = (a1, az, . . ., dy),
¢ um homomorfismo sobrejetor e Ker(y) = Oka, pois a € Ker() se, e somente se, ¥(a) =0
se, e somente se, @; = 0, p:mra 1=1, o , M, se, e somente se, a; € ¢;Z, se, e somente se, ¢; divide
a; se, e somente se, a = Zaiei = Zbiciei € Oka. Assim,
i=1 i=1
Ok Y/ 7
Oxa = aZ e

Logo # (%) = C103...C,. Seja a aplicagao Z-linear p : Ox — Ok, definida por p(e;) =
ciei, para © = 1,...,n. Logo, pu(er) = creq + 0eg + -+ + 0ey, - -+, pue,) = Oeg + -+ + cpe, €
det(p) = cicq. .. ¢, Por outro lado, temos que B = {cieyq,...,chen} e C = {aey, ..., ae,} sao
Z-bases de Oga. Portanto existe um automorfismo ¢ : Oga — Oka tal que p(ce;) = ae;,
para i = 1,...,n. Como a matriz mudanga de base é inversivel, segue que det(p) é inversivel

em Z, isto é, det(p) = £1. Também, (pou)(e;) = ¢(u(e;)) = p(cie;) = ae;, parai =1,...,n.
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Assim, (pou)(a) = aa, para todo a € Og. Finalmente, pela Proposicao (|1.3.5)), temos que
O

Nijo(a) = det(pop) = det(p)det(p) = £lcica...c, = £# (O_K) Portanto, [N («)| =
K&

i (éi) = N(a). n

Proposicao 1.3.8 ([2]]) A norma N (a) € finita.

Demonstragao: Se a € a é um elemento nao nulo, entao Ogar C a. Consideremos a aplicacao

< @)
pe (o » ) — <_K> dada por p(z + Oka) = = + a. Temos que ¢ ¢ um homomorfismo
KO a

a

sobrejetor e Ker(p) = (O_> De fato, x + Oxa € Ker(yp) se, e somente se, p(z + Oga) =
KO

r+a =0 se, e somente se, z € a. Desta forma, pelo Teorema ((1.1.2)), segue que

(&) /(2)-(2)
(8)-+(2)+(c)

Pelo Teorema (|1.3.4)), temos que # (5—K> é finito. Portanto, N'(a) = # (%) é finito. =

KO

Assim, segue que

Lema 1.3.3 ([2]]) Se a e b sao ideais nao nulos de Ok, entao N (ab) = N (a)N(b). n

Proposigao 1.3.9 ([Z]]) Se a é um ideal nao nulo de Ok, entdo:
1. N(a) =1 se, e somente se, a = Ok.

2. Se N(a) for um nimero primo entdio o ideal a € primo.

Demonstragao: 1) Temos que N (a) = 1 se, e somente se, # (%) = 1 se, e somente se,
a= Ok.

2) Suponhamos que a nao seja um ideal primo. Assim, a = Ok ou a = q1(z, onde gy, g2 s@o
ideais nao nulos distintos de Ok. Se a = Ok, pelo item (1), temos que N(a) = 1, o que é
contra a hipétese. Se a = q1qs temos, pelo Lema (1.3.3), que N (a) = N(q:)N(q2) e, como por
hipétese, N (a) = p, p primo, segue que N(q1) = 1 e N(q2) = p ou N(q1) = p e N(q2) = 1.

Logo, q1 = Ok ou q2 = Ok, 0 que é contra a hipdtese. Portanto, a é um ideal primo de Og. m

Proposigao 1.3.10 ([27]) Sejam K um corpo de nimeros, Ox o anel dos inteiros de K e a
um ideal nao nulo de Og. Se {wy, - ,w,} for uma Z-base de Ok e {ejwy, - e wy} for uma

Z-base de a, onde ey, - , e, sao inteiros nao nulos, entio N'(a) = |ej ---e,].
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Demonstragao: Consideremos a aplicacao:

Z
w K—>€1ZX XenZ

Zaiwi — (a1 + e1Z, -+ ,an + e, 7).
i=1

n
Temos que ¢ é um homomorfismo sobrejetor. Agora, Ker(¢) = a. De fato, se © = Z a;w; €
i=1

Ker(y), entao ¢(z) = (a1 + e1Z,- - ,an, + e, Z) = (0 + e1Z,--- ,0 + e,Z). Logo, segue que

a; € e;Z, para todo ¢ =1,--- ,n e, assim, existem by, --- , b, € Z tal que a; = ¢;b;, para todo 1,

n n
o que implica que x = Z aw; = x = Zbieiwi € I. Portanto, Ker(y)) C a. Analogamente,
i=1 i=1

se r € a, entao xr = sz-eiwi; b; € Z. Desta forma, ¢(x) = (bie; + e1Z, -+ ,bpe, + €, Z) =
i=1

0+ e1Z,---,0 4 e,Z), o que mostra que a C Ker(¢). Pelo Teorema (|1.1.2), temos que

@) Z Z
TKZQ_ZX”.X%_Z' Portanto, NV (a) = |Ok/a| = |e1 - - ey]. ]

Proposicao 1.3.11 ([27]) Sejam K um corpo de nimeros, Ox o anel dos inteiros de K e

¢ : K — K a conjugagao complexa. Se a é um ideal nio nulo de Ok entao N (a) = N (¢p(a)).
Demonstragao: Consideremos a aplicacao:

(%) — ()
r+ar— ¢(z) + ¢(a).

Temos que ¥ estd bem definida. De fato, primeiro notemos que se x € O, entao ¢(x) € Ok.
Agora, se x+a = y+a, entdo r—y € a. Logo, ¢(z—y) € ¢(a). Assim, ¢p(x)+¢(a) = ¢(y)+o(a).
Além disso, ¢ é um homomorfismo sobrejetor, pois se ¢(z) + ¢(a) € Ox/¢(a), entdo existe
z = ¢(¢(z)) € Ok tal que ¥(z + I) = ¢(x) + ¢(a). Notemos também que 1) é injetora, pois se
o(x) + ¢(a) = ¢(y) + ¢(a), entdo ¢(z) — ¢(y) € ¢(a) e, assim, x —y € a. Logo, v+ a =1y + a.
Portanto, ¥ é um isomorfismo. Desta forma, temos que N (a) = # (%) = # (%) =

¢(a)
N(¢(a)). -

1.3.4 Discriminante

Defini¢ao 1.3.9 Sejam B C A anéis tal que A é um B-mddulo livre de poston e {ay, ..., a,} €

A™. Definimos o discriminante de {ay,...,a,} por

DA/B<041> Ce ,Ozn) = det(TrA/B(oziozj)).
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Proposicao 1.3.12 ([2])]) Sejam B C A anéis. Se {aq,...,an}, {01,..., 0.} € A" sdo tais

que 3 = 35, aija; com a;; € B, entdo

,DA/B(ﬁla ce ,ﬂn> = (det(aij))zDA/B(al, Ce ,Oén).

n

n
Demonstracao: Consideremos 3, = g apicy; e By = E Aqjtj, COM Ay, Gq; € Bel <p,q<
i=1

=1
n. Assim,
n n
Byl = E iy § g = E il Q0
i=1 =1 1<i,j<n
e entao

Trass(BpBe) = Trass( Z Apitlqj0ri0j) = Z apig; T a/p( o).

1<i,j<n 1<ij<n

Na forma matricial, teremos

(TTA/B(ﬁPﬁq))Z,pZI = (api)g,z'zl(TTA/B(O‘iO‘j))ijl((aqj>g,j=1)t'

Aplicando o determinante em ambos os lados segue que

Dap(Br,---,00) = det(Trasp(B,8,)) = det((ap)(Trasp(aia;))(aq;)")
= det(ay;) det(Tr 4 5(va;)) det((aq)") = det(ay;) det((aq;)") det(Tr 4 5(cvua;))
= det(aij)sz/B(al, cey Q)

como queriamos provar. [ |

Observagao 1.3.5 Sejam B C A anéis. Se {an,...,an} e {01,..., 0.} sao duas bases de A
sobre B tais que [3; = Z?Zl a;jo; e a = Z;;l bijB;, onde a;j,b;; € B, temos pela Proposicao
que o discriminante dessas bases sao associados em B ou ambas possuem determinantes
nulos, ou seja, se (a;;) € a matriz mudanga de base {ou, ... ,an} para {f1, ..., 0.}, entdo a

-1

matriz inversa (a;;)~" tem entradas em A. Portanto, det(a;;) e det(a;;)™" sao unidades em B.

Defini¢ao 1.3.10 Sejam K/L uma extensao finita de grau n, Ox o anel dos inteiros de K
e {aq, - ,a,} uma Z-base de Ox. Definimos o discriminante de K como sendo um ideal

principal de Z gerado por Dg (o, -, an) €, denotamos por Dx.

Observagao 1.3.6 Note que o ideal da Definicao (1.3.1(}) independe da base escolhida pois
pela Observagao o determinante de quaisquer duas bases sao associados e entao estes

geram o mesmo ideal.
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Lema 1.3.4 ([2j])(Lema de Dedekind) Sejam G um grupo e K um corpo. Se oy,...,0, sdo

homomorfismos distintos de G no grupo multiplicativo K*, entdo {o1,...,0,} sao linearmente
independentes sobre K. [ ]
Proposicao 1.3.13 ([2])]) Sejam K/IL uma extensao finita de graun e o1, . .., 0, 08 MONOMOT-
fismos distintos de K em um corpo algebricamente fechado F contendo L. Se {ay,...,a,} é

uma base de K sobre L entao
IDK/]L(Oél’ R ,Oén) = det(ai(ozj))Q 7é 0.

Demonstracao: Por definigao, temos que Dy (v, ..., ay) = det(Tr(a;a;)). Como o traco

a0 € a soma dos seus conjugados, segue que

n

DygL(o, ... an) = det(Tr(ovoy)) = det(z o (o)

k=1

= det(z or(ai)or(ay)) = det(oy () det(or(ay))
= (det(i(a;))?.

Resta mostrar que det(o;(e;)) # 0. Suponhamos por absurdo que det(o;(c;)) = 0, entdo as

colunas da matriz (ox(c;))} .=, sdo linearmente dependentes. Assim, existem ai,...,a, € F,

n

nao todos nulos, tal que Zaiai(aj) = 0 para todo j = 1,--- ,n. Assim, por linearidade
i=1

concluimos que Y, a;0;(a) = 0, para todo @ € K, o que contradiz o Lema de Dedekind.

Portanto, det(o;(a;))* # 0. n

Proposigao 1.3.14 ([Z])]) Se K/LL é uma extensao finita de grau n tal que K = L(«a) e f(z)

o polinomio minimal de o sobre I, entao,
Dip(l, ;- a"™) = (=1)2" DN (f/(a)),
onde f'(«) € a derivada de f(a).

Demonstragao: Se ay,--- ,a, sao as raizes de f(z) em alguma extensao de K, entao sdo con-
; n—1 2 i\2
jugados de a. Pelo Lema ([1.3.13)) temos que Dy (1, a,- -+ ,a"™') = (det(oi(a;)))” = det(aj)?,

comi=1,---,nej=0,---,n—1. Como det(aé) ¢ um determinante de Vandermonde segue

que

det(af)® = [ H (Oéi—ak>]

1<k<i<n
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= I (e = aw)(as — )]

1<k<i<n
1

= (= T (@ —aw)

1<k<i<n, ik

- <—1>%"<"-1>H[ 11 <ai—ak>]

i=1 Lk=1, ki
= (~1) T ()
=1
= (~1)""DN(f(a)),

como queriamos provar. |

Teorema 1.3.5 ([27]) O discriminante de qualquer base de K = Q(0) € racional e ndo nulo.

Se todos os K-monomorfismos de 6 sao reais, entao o discriminante de qualquer base € positivo.

Demonstragao: Seja {1,a,...,a" '} uma base de K = Q(f). Se os conjugados de a sio
0,...,0,, entao
2 2
o1(1) oi(a) ... o(a™h) 1 6, ... 67

o3(1) oo(a) ... oz 1 6y ... 0%

Dg (1, v, . .. ,04"71) = ' . ' = = (det@f)?

o,(1) on(a) ... ou(a™) 16, ... 0

n

Um determinante da forma A = det(t? ) é chamado de determinante de Vandermonde, e é
dado por A =[], <i<i<n (t; — t;). Para verificar isto, vamos pensar em tudo como pertencente
a Q[ty,...,t,]. Entdo para t; = t; o determinante tem duas linhas (ou colunas) multiplas, logo
o determinante tem valor zero. Temos que A ¢é divisivel por cada (t; —t;). Para evitar que se
repita algum fator, tomemos i < j. Comparando os graus vemos que A nao tem outros fatores

nao constantes, comparando os coeficientes de ¢35 . ..¢". Logo

DK/Q(L Q... 7an_1) = [H(el - ej)]g'

n—l)

Logo, Dk q(l, o, ..., a é racional desde que 6; sejam distintos e Dy g(1, o, ..., " 1) # 0.

Agora, se {f,...,3,} uma outra base de K, entao,
Diyo(Bi, ..., Bn) = (detcir)*Dgjo(l, a, ..., a1,

para c;; € Q, com det(cy,) # 0, tal que Dk g(f1, ..., 0n) # 0 e Dryg(fi, ..., 0,) € Q. Logo, se

n—l)

todos os 6;’s sdo reais, entdo Dg/g(l, v, ..., « é um numero real positivo. [ ]
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Lema 1.3.5 ([27]) Se G um grupo abeliano livre de posto n, {aq, -+ ,a,} uma base de G e

n
(a;j) uma matriz n x n com entradas inteiras, entao {By, -, By} tal que B; = Z a0, forma
j=1

uma base de G se e somente se (a;;) € uma matriz unimodular. [

Teorema 1.3.6 ([27]) Sejam K um corpo de nimeros de grau n, Ox o anel dos inteiros de

K e {a, -+ ,on} € Ox uma Q-base de K. Se Dgg(a, -, ) € livre de quadrados entao

{aq, -+ ,a,} € uma base integral.

Demonstracao: Se {f,---,0,} é uma base integral, entdo existem inteiros a;; € Z tal
n

que o; = Zai]ﬂj e Dxjg(on, -, an) = det(aij)*Drg(fi, - -+, Bn). Mas, para termos o lado
j=1
esquerdo da igualdade livre de quadrado devemos ter det(a;;) = £1, ou seja, a matriz (a;;) é

unimodular. Assim, pelo Lema (1.3.5)), segue que {ay, -+, a,} é uma Z de Ok, ou seja, uma
base integral de K. =

1.3.5 Anéis de Dedekind

Definicao 1.3.11 Dizemos que um anel A ¢ um anel de Dedekind se satisfaz as sequintes

condicoes:
1. A € integralmente fechado.
2. A € noetheriano.

3. Todo ideal primo nao nulo de A € mazimal.

Teorema 1.3.7 ([2]l]) Se A é um anel de Dedekind, L. seu corpo de frag¢oes, L. C K uma

extensao finita de grau n e Ok o anel dos inteiros de K sobre A. Entao Ok € um anel Dedekind.

Demonstragao: Pelas Prposigoes ((1.3.4) e (1.3.7)), temos que Ok ¢ integralmente fechado e

noetheriano, respectivamente. Assim, falta mostrar que todo ideal primo nao nulo de Ok é
maximal. Seja p C Ok um ideal primo nao nulo. Como A C Ok segue pela Proposicao
que p N A é um ideal primo de A. Vamos mostrar que p N A é nao nulo. Seja o € p e a # 0.
Como p C Ok segue que o € Ok. Assim, existem a; € A, parai = 0,...,n — 1, ndo todos
nulos, tal que

Q"+ a1t 4 ap =0,

e que n seja minimo. Logo, ag # 0, pois caso contrario, obteriamos uma equacao de grau

menor. Assim,

ap=a(—a" "t —a,_ 10" — - —a)) €EaOgNACPNA,
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Portanto, pN A # 0. Como pN A é um ideal primo de A e A é Dedekind segue que pN A é um

ideal maximal de A e assim é corpo. Seja a aplicacdo ¢ : A — O —— —K, onde 7 é

NA
a inclusao e m é a proje¢gao. Como Ok é inteiro sobre A, segue que TK ¢ inteiro sobre b ;:1 e
Assim,
pﬂiA ~ Im(p) C %.
Logo, como ;;1 1 é um corpo segue que % é um corpo. Portanto, p é maximal. [ |

Corolario 1.3.4 ([2]]) Se K é um corpo de nimeros de grau n entdo o anel dos inteiros

algébricos de K é um anel de Dedekind.
Demonstracao: Como Z um anel de Dedekind, pelo Teorema (|1.3.7)) segue o resultado. =

Observacao 1.3.7 O anel dos inteiros Ox de um corpo de numeros é um anel de Dedekind,
mas nem sempre € principal. De fato, vimos que em Og = Z[\/=5], 6 = (1++/=5)(1—+/=5) =
2.3 sao duas fatoracoes distintas do 6, cujas normas sao 6,6,4 e 9, respectivamente. Logo, Ok
nio é um dominio fatorial. Se o elemento 1 + /=5 possuisse um divisor nao trivial entdo
N (1 —+/=5) = 6 também possuiria um divisor ndo trivial mas isso é impossivel pois a equagdo
a® + 5b% = 2 ou 3 ndo possui solu¢io inteira. Assim, 1+ /=5 é um elemento primo. Agora,
se Ok fosse principal e como 1 + /=5 divide 6 = 2.3, teriamos que 1 + /=5 divide 2 ou 3.
Tomando as normas obtemos que 6 divide 4 ou 9 o que € um absurdo. Portanto, Og ndo €

principal.

1.3.6 Ideais fracionarios

Definicao 1.3.12 Seja K um corpo de niumeros. Um Og-mddulo T de K € um ideal fra-
cionario se existe d € Ok ndo nulo tal que dJ C Ok. Em particular, os ideais inteiros de A

sao ideais fraciondrios com d =1

Observacao 1.3.8 Segue da Definicao que os elementos de um ideal fraciondrio J tem

um denominador comum d € A

Lema 1.3.6 ([13]) Sejam K um corpo de nimeros de grau n e Og o anel de inteiros de K

sobre Z. Se J é um ideal fraciondrio de Ok, existe d € Z — {0} tal que dJ C Ok.

Demonstragao: Como K é um corpo de nimeros de grau n, temos pelo Teorema ([1.2.1]) que
existe a € K tal que K = Q(a) e {1,a,--- ,a" '} é uma base de K sobre Q. Como J é um

ideal fracionério de O, segue que J é um Z-médulo livre de posto n. Seja {71, - ,V,} uma
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n—1
Z-base de J. Para cada 1, temos que v; = Zaijaj tal que a;; € Q, paratodoi =1,--- ,ne
=0
b
j=0,1,---,n—1. Como a;; € Q, para todo i,j = 1,--- ,n, segue que a;; = —%; bj,¢;j € Z
Cij
e ¢; # 0, para todo ¢,7 = 1,--- ,n. Seja d = mmc{c;; i =1,---,n,j=0,1,--- ,n—1}
Temos que dv; € Z[a], para todo i = 1,--- ,n. Como Z[a] C Ok, temos que dJ = dZZ% =
i=1
Z Zdvy; C Z[a] C Ok, como queriamos. [
i=1
Proposigao 1.3.15 ([13]) Se A é um dominio noetheriano, entio todo ideal fraciondrio J de

A é um A-mdédulo finitamente gerado.

Demonstracao: Como J é um ideal fraciondrio de A, segue pelo Lema (1.3.6) que existe
d e A—{0} tal que dJ C A. Assim, J C d"*A. A aplicagao ¢ : A — d 'A, definida por
o(z) =d 'z, v € A, é um isomorfismo. Assim, A é isomorfo a d'A. Como A é noetheriano,

segue que d~'A é noetheriano. Logo, J ¢ um A-médulo finitamente gerado. ]

Proposicao 1.3.16 ([2]|]) Se A é um anel de Dedekind que nao € corpo, K seu corpo de fragoes
e m um ideal mazximal de A, entao o conjunto m’ = {x € K:zm C A} € um ideal fraciondrio
de A.

Demonstragao: Seja m um ideal maximal de A. Como A nao é um corpo, segue que m # {0}.
Consideremos n’ = {x € K : am C A}. Temos que n’ é um ideal fracionério, pois n’ é um

A-médulo tal que n’ CKesecem, c+#0, entao em’ C A. [

Lema 1.3.7 ([2])]) Se A é um anel de Dedekind que nao é um corpo e K o seu corpo de fragoes,

entao todo ideal mazimal m de A € inversivel no conjunto dos ideais fraciondrios de A.

Demonstracao: Considere o ideal fraciondrio n = {z € K : azm C A}. Vamos mostrar que
nm = A. Pela definicao de n temos nm C A. Por outro lado, A C n, pois m é um ideal de A.
Assim, m = mA C mn C A. Como m é maximal, segue que m = nm ou nm = A. Suponhamos
que m = nm e consideremos o € n. Entdao am C m, a’m C am C m e a"m C m, para todo
n € N. Sejad € m , d # 0. Entao, da" € A. Portanto, Ala] é um ideal fraciondrio. Como A é
noetheriano, pela Proposicao , segue que Ala] é um A-mdédulo finitamente gerado. Pelo
Teorema , segue que « ¢ inteiro sobre A. Sendo A integralmente fechado, segue que o €
A. Assim, n C A e como A C nsegue que n = A. Falta mostrar que esta igualdade é impossivel.
Seja a € m. Pela Proposicao (L.1.5), temos que (a) = aA D p1ps - - - pn, onde os p;s sao ideais
primos nao nulos de A, com n o menor valor possivel. Assim, m D aA D pips...p,. Pela

Proposicao ([1.1.4]), m contém um dos p;, para algum ¢ = 1,...,n. Sem perda de generalidade,
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digamos que seja py, isto é, m D p;. Como A é Dedekind, segue que m = pq, pois p; é maximal.
Agora, considere q = q3...q,. Entao aA D mq e aA 2 g, pela minimalidade de n. Assim,

existe b € q e b & (a) tal que mb C (a). Logo, —-m C A e assim — € n. Como b ¢ (a) segue que
a a

b

— ¢ A. Assim, n # A. Portanto, mn = A. [ |

a

Teorema 1.3.8 ([2]|]) Se A é um anel de Dedekind que nao é um corpo, entdo

1. Todo ideal fraciondrio J nao nulo de A é um produto de ideais primos de A, de modo

n
unico, isto €, J = | | pt, onde ey, -+, e, $ao inteiros positivos.

77
=1

2. O conjunto dos ideais fraciondrios de A formam um grupo.

Demonstracao: 1) Se J é um ideal fracionario de A, entao existe d € A—{0} tal que dJ C A.
Notemos que, J = (dJ)(d"'A), assim, é suficiente mostrar o resultado para ideais inteiros. Seja
F a familia dos ideais inteiros de A, nao nulos, que nao sao um produto de ideais primos de
A. Suponha que F # (). Como A é noetheriano, segue que F tem um elemento maximal m.
Temos que m # A, pois A é o produto da colecao vazia de ideias primos. Assim, m C p,
onde p ¢ um ideal maximal de A. Pelo Lema (1.3.7), temos que q = {z € K : zp C A} ¢
tal que pg = A. Como m C p segue que mq C pqg = A. Além disso, como A C q, segue
que m = mA C mq C A. Temos que m C mgq, pois se m = mq e se a € ¢, entao am C m,
o’m C am C m e a"m C m, para todo n € N. Assim, se d € m — {0}, entdo da" € m C A.
Portanto, A[a] é um ideal fraciondrio de A. Como A é noetheriano, pela Proposigao (|1.3.15)),
segue que Ala] ¢ um A-médulo finitamente gerado. Pelo Teorema (1.3.1), segue que « ¢ inteiro
sobre A, e sendo A integralmente fechado, segue que o € A. Portanto, ¢ C A e assim q = A.
Mas isto é impossivel, pois se ¢ = A, entao p = pA = pq = A, o que é um absurdo, pois
p é um ideal primo. Pela maximalidade de m e como m C mq temos que mq ¢ F, ou seja,
mq = p;--- Py, onde p;, i = 1,--- ,n, s@o ideais primos de A. Multiplicando por p ambos os
lados, temos que m = py - - - p,p, 0 que é um absurdo, pois m € F. Portanto, F' = ().

2) Pelo Lema ([1.3.7), temos que todo ideal m de A ¢ inversivel. Além disso, A é o elemento

neutro e a multiplicacao de ideais é associativa. ]

1.4 Corpos quadraticos e corpos ciclotomicos

Como vimos na Defini¢ao [1.2.4] um corpo de nimeros é uma extensao finita do corpo Q dos
nimeros racionais. Nesta secao veremos duas classes importantes desses corpos, a classe dos
corpos quadraticos e a classe dos corpos ciclotomicos. Estas classes de corpos desempenham
um papel muito importante na teoria algébrica dos niimeros uma vez que é possivel encontrar o
anel dos inteiros algébricos destes corpos e também podemos obter uma expressao para calcular

o seu discriminante.
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1.4.1 Corpos quadraticos
Definicao 1.4.1 Um corpo quadrdtico € um corpo de niumeros de grau 2.

Proposigao 1.4.1 ([27]) Um corpo quadrdtico ¢ da forma Q(v/d), onde d ¢é um inteiro livre

de quadrados.

Demonstragao: Pelo Teorema ((1.2.1)) temos que K = Q(«), para algum « € K. Seja f(z) =
2% 4+ bx + ¢,com b,c € Q, o polindmio minimal de o« € K. Sabemos que este polinémio tem

grau 2 pois K é um corpo quadratico e entao [K : Q] = 2. Resolvendo a equagao quadratica

a? 4+ ba + ¢ = 0 temos que 2a = —b + /b2 — 4c. Assim, K = Q(a) = Q(+v/b? — 4c). Como

, . ) roors
b* — 4c é um niimero racional, segue que b* —4c = — = — € Q, com 7, s € Z. Portanto
s s

Q) =0 (\F) — Q7).

Suponhamos que rs = k?d, com k,d € Z, e d livre de quadrados. Logo, Q(z) = Q(y/rs) =
Q(Vk2d) = Q(Vd). .

Observacao 1.4.1 Se \/d € raiz do polinémio irredutivel f(x) = 2* —d sobre Q, entdo o grupo

de Galois de K sobre Q possui dois automorfismos dados por

or(a+bVd) =a+bVd

oa(a+bVd) = a — bVd,

com a,b € Q. Deste modo, temos

o1(a+ bVd) + oy(a +bVd) = 2a € Q

o1(a+ bVd)oy(a+ bVd) = a® — db* € Q.

Proposicao 1.4.2 ([27]) Seja K = Q(v/d), com d livre de quadrados, um corpo quadrdtico.
Se um elemento a = a+bvVd € Q(v/d) ¢ um inteiro algébrico, entio 2a e a®> — db* sdo niimeros

nteiros.

Demonstragao: Se o € K é um inteiro algébrico, entao existem ag, aq,...,a,_1 € Q tal que
a™ + ap_1a™ '+ -+ a0+ ag = 0. Assim, considerando o um automorfismo de K tal que

o(Vd) = —V/d, segue que, o(a)" +a,_10(a)" 4 - +ayo(a) +ag = 0, ou seja, () também é
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um inteiro algébrico de K. Do Corolario (1.3.1)), temos que a+o () e ac(a) também sdo inteiros
algébricos de K. Além disso, temos que se o« = a+bv/d, com a,b € Q, entéo at+o(a) =2a€Q
e ac(a) = a® — db* € Q. Como Z ¢é integralmente fechado (Proposigao (1.3.3)) segue que 2a e
a®? — db? sao ntimeros inteiros. |

O teorema que veremos a seguir determina o anel dos inteiros algébricos Og de um corpo
quadrético K = Q(v/d), com d livre de quadrados.

Teorema 1.4.1 ([27]) Seja K = Q(v/d) um corpo quadrdtico, tal que d # 0(mod 4).

1. Se d = 2 ou d = 3(mod 4), entio o anel dos inteiros Og de K, consiste de todos os

elementos da forma a + b\V/d, com a,b € Z.

2. Se d = 1(mod 4), entdo o anel dos inteiros Ok de K, consiste de todos os elementos da

1
forma i(a + b\/g), com a,b € Z, e de mesma paridade.

Demonstragdo: Seja o = a + bW/d € Q(\/E) um inteiro algébrico. Pela Proposicao m,

tomemos a = u/2, b=wv/2 com u,v € Z e temos que u* — dv* € 47Z.

2 —

1. Se d = 2 ou 3(mod 4), temos que u e v a0 pares, pois se v fosse impar teriamos v

2 —

1(mod 4). Assim, como u* — dv® € 47 segue que u? = dv (mod 4), ou seja,

= 0(mod 4) ou d = 1(mod 4), o que é um absurdo. Portanto, concluimos que v é
par, isto é, v? = 0(mod 4) e assim, u?> = dv?> = 0(mod 4) o que implica que u é par.
Logo, se o = a + bv/d € O entdo o € Z[Vd] e assim, Ox C Z[/d]. Por outro lado,
tomando a € Z[v/d], temos que a é raiz do polinomio 22 — 2ax + a®> — db? € Z[z], pois
pela Proposicao , temos que 2a, a? — db* € Z. Logo, Z[vd] C Ok. Portanto,

Ok = Z[Vd).

2. Se d = 1(mod 4), ja que u? — dv? € 4Z, entdao u e v tém a mesma paridade, isto é, sao
ambos pares ou impares. Se u e v sao pares entao a,b € Z. Logo, o = a + Wd e Z[\/a]
Se u e v sdo fmpares, entdao o = a+bvVd = u/2+v/2Vd = (u—v)/2+v ((1 + \/c_l)/2) €
7 [@] Portanto, a € Z [@}, ou seja, Ox C Z [(H\[)} Por outro lado, se
a=a+b (H*[) €L [(HW)} com a,b € 7Z, temos que 2a+b € Z e (a+b/2)>—d (b/2)* =
a*+ab+ (1—d)v*/4 € Z, pois d = 1(mod 4). Logo, Z [(H\[ ] C Ok, pois os coeficientes
do polindémio minimal de o, m(z) = z* — (2a + b)x + a® + ab + (1 — d)b*/4 estao em Z.
Portanto, Z [@} = Ok. [

Proposicao 1.4.3 ([27]) Se K = Q(v/d) ¢ um corpo quadrdtico, onde d é um inteiro livre de

quadrados, entao o discriminante de K sobre Q ¢ dado por:

47



1. Dx =d sed = 1<m0d 4);

2. Dx = 4d se d =2 ou 3(mod 4).

Demonstragao: Sejam oy e 09 0s Q-monomorfismos de K = Q(\/E), com d € Z livre de
quadrados em C, definidos por o1(vd) = Vd e g2(vV/d) = —V/d.

1. Se d = 1(mod 4) entao

2. Se d = 2 ou 3(mod 4) entao

- RPN RO T
De =D (1vd) = [dt<o—1<¢a> aw?o)] )

P 2—4d
1\ va —va )| "

1.4.2 Corpos ciclotomicos

Definicao 1.4.2 Seja n um inteiro positivo.

1. Dizemos que (, € uma raiz n-ésima primitiva da unidade se (' =1 e (" # 1, para
todol <m<n-—1.

2. Um corpo ciclotémico é um corpo da forma Q((,), onde (, é uma raiz n-ésima primitiva

da unidade.
3. O polinomio ¢,(x) = H (x — ¢J) € chamado de n—ésimo polinémio ci-
j=1,mdc(j,n)=1
clotémico.

Proposigao 1.4.4 ([27]) Se n € um inteiro positivo, entdo z™ — 1 = H Ga(z).
dln

Demonstragao: Sendo f(r) = 2" — 1, temos que as raizes de f(z) sao 1, w, w? -+ w" L

Logo, podemos escrever z"" — 1 = (x — 1)(x — w) -+ (z — w™!). Analisando os perfodos de
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cada raiz de f(x), e escrevendo todas as raizes de mesmo periodo como um polinomio da forma

¢a(x) = H (x — w), segue que z" — 1 = H ¢a(z). n

periodow=d din

Observagao 1.4.2 Como consequéncia da Proposi¢ao[1.4.4 seque que

" —1
On() = ——. (1.4.2)
IT ¢u=)
dn,d<n

Assim,
1. Quando n = p, onde p € um niumero primo, seque que

asp—l_:rp—l

— — — Pl 1
¢1(x) 1 T + +x+ 1,

dp(T)

que € chamado de p-ésimo polinéomio ciclotémico.

2. Quando n = p", onde r é um niumero inteiro maior que 1 e p é wm nimero primo, seque

que
P —1

Pt —1

r—1

¢pr (I) = — x(p_l)pT71 + x(p_Q)pT71 + . + xp _|_ 1’

que € chamado de p*-ésimo polinémio ciclotéomico.

Teorema 1.4.2 ([T]|]) Se n é um inteiro positivo, ¢, uma raiz n-ésima primitiva da unidade
e K =Q(¢) o corpo ciclotomico correspondente, entio [K : Q] = p(n), onde ¢ € a fungao de
FEuler.

Demonstracao: Seja f(z) o polindmio minimal de ¢, sobre Q. Logo, 2" — 1 = f(x)h(x),
com h(x) € Q[z]. Pelo Lema de Gauss, temos que f(x),h(x) € Z[z]. Se p é um nimero primo
tal que p 1 n, entao, (¥ é uma raiz n-ésima primitiva da unidade. Logo, (¢?)" —1 = f(C?)h((?),
ou seja, 0 = f(C?)h(CP). Assim, se (P nao for raiz de f(x), entdo (¥ é raiz de h(z) e, portanto,
¢y € raiz de h(zP). Pela forma que tomamos f(x), segue que f(z) | h(2?). Pelo Lema de Gauss,
segue que h(zP) = f(z)g(x), com g(x) € Z[z]. Como consequéncia do Teorema de Fermat,
segue que a? = a(mod p), e assim, h(z?) = h(x)?(mod p). Portanto, f(x)g(xz) = h(z)?(mod p)
o que é equivalente a h(z)? = f(z)g(x)(mod p). Logo, h(¢,)P = 0, pois ¢, é raiz de f(z). B
recursivamente, chegamos que B(Cn) = 0. Portanto f e h tem uma raiz em comum. Assim,

"=l = 0 e assim, para qualquer \ € Z,,

2" —1 = f(x)h(r) tem uma raiz multipla. Logo, nz
temos que nA""! = 0. Como a caracteristica de Z, é p, segue que p | n, o que contradiz o
fato de termos suposto que p t n. Portanto, (¥ é raiz de f(z), Vp t n e mde(p,n) = 1. Logo
I(f(x)) > I(dn(x)), pois toda raiz de ¢,(x) é raiz de f(z), e como f(x) | ¢n(x), segue que

I(¢n()) = 9(f(x)). Portanto, d(¢n(x)) = d(f(x)) = ¢ (n). m
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Corolario 1.4.1 ([13]) Sejam n um inteiro positivo e K = Q((,) um corpo ciclotémico, onde
(o € uma raiz n-ésima primitiva da unidade. Se L = Q((, + (') € o subcorpo mazimal real de
K, entao [K: L] = 2.

Demonstragao: Seja f(z) = 2> — ((, + ¢, ")z + 1 € Llz]. Temos que f((,) = 0. Além
disso, como (, ¢ L, segue que f é irredutivel sobre L. Logo, f = miny(,. Desta forma,
K:L]=0(f) =2 [

Proposicao 1.4.5 ([13]) Os homomorfismos de K = Q((,,) sobre C sao dados por
{o; mdc(i,n) =1 e 0;(()=¢", onde i=1,--- ,n—1}.

Demostragao: Segue do Teorema ((1.2.2)). [

Observagao 1.4.3 Seqgue da Proposi¢ao que K/Q, onde K = Q((,), € uma extensao
de Galois, pois [K: Q] = p(n) = |Z,*|. Além disso, Gal(K/Q) = {o;; mdc(i,n) =1 e 0,(¢,) =
Cnt-

Teorema 1.4.3 ([29]) Se n é um inteiro positivo, (, uma raiz n-ésima primitiva da unidade

e K=Q(¢,) o corpo ciclotomico correspondente, entao

1. 0 anel Ok dos inteiros algébricos de K = Q((p) € Z[Ca] € {1,Cn, (2, 2™ ™) 6 uma

n’

base integral de K;

2. L=Q(¢+¢1) é o subcorpo mazimal real de K, Oy = Z[(, + (Y] € seu anel dos inteiros
o) 1 _(etn)

e {1L,G+ G G G 2 _1)} ¢ uma base integral do subcorpo L. [

Proposigao 1.4.6 ([27]) Se K = Q((,), onde (, € uma raiz p-ésima da unidade e p um nimero

primo impar, entao o discriminante de K = Q((,) sobre Q € dado por

(p—1)(p—2)

Dy = DQ(Q,)/Q(L va T 7C£_2> = (_1) 2 pp_Z-

Demonstracao: Sejam p um nimero primo e (, uma raiz p-ésima da unidade. Vimos, pelo

Teorema ([1.4.3), que {1, {,,---,¢~?} ¢ uma base integral de Z[(,]. Pela Proposicao (1.3.14

temos que
(p—1)(p—2)

Dol G G = (=12 Noga(@),(G)).

Assim, precisamos mostrar que Ny,)/a(#,(¢)) = pP~2. Pela Observacao (1.4.2)), o p-ésimo

P 1
’ . Derivando ambos os lados teremos ¢/ (x) =
1 p

(G—DpG~' = (-1
(Cp o 1)2 ‘

polinémio ciclotomico é dado por ¢,(z) =
l’ E—

(x — paP~t — (2P — 1)
(x—1)°

. Substituindo x por (, temos que gb;)(fp) =
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GG - 1)

Como ¢F = 1, pois ¢, é uma raiz p-ésima da unidade, temos que ¢,,(¢,) = W, ou seja,
, —

p . —D . . .

¢ (¢y)) = ———, e dai ¢/ (({,) = —————. Aplicando a norma e usando a sua linearidade
P (Cp - 1)Cp per (1 - Cp)@
obtemos que
Now)/e(=p) (—=p) ' p!
No)/a(#p(G) = ’ = = =2

BT Noeol = GNagel(G) — p-l p

como queriamos. Portanto
_ (p=DH(p=2)
DQ(Cp)/@(L va T 7C£ 2) = (_1) 2 P’ 2;

como querfamos provar. n

Proposicao 1.4.7 ([22]) Seja K = Q((,), onde (, € uma raiz p-ésima da unidade e p um
numero primo. Se L = Q(¢, + Q;l) é o subcorpo mazimal real de K, entao o discriminante de
L sobre Q ¢ dado por

Proposicao 1.4.8 Se K = Q((,r), onde (,r € uma raiz p"-ésima primitiva da unidade, p um

numero primo e r um inteiro maior que 1, entao o discriminante de K sobre Q é dado por
")-1 =1 (p—1)—
DK:DQ(CM)/Q(LCPT’”' 7C;(p ) ) :ipp (r(p=1) 1).

Demonstracao: Sejam p um ndmero primo, 7 um inteiro maior que 1 e ¢, uma raiz p"-ésima

da unidade. Vimos, pelo Teorema (|1.4.3)), que {1,{y,- - ,Cﬁ(pr)_l} ¢ uma base integral de
Z[Cpr]. Pela Proposicao (1.3.14) temos que
"1
DQ(CpT)/Q(L Cp” cee ;"r(p ) ) — iN@(Cpr)/Q(¢;7T(<pT))-
2P —1

Derivando ambos os membros de ¢, (x) = T temos que

Z‘p7'71 _

i Cot Vot et Vi

QS;)T(I) - ($pr—1 . 1)2 )

e substituindo x por (,r temos que

r—1 7“71_1

A (GRS VR (A § e
(G =1y

QS;;T (Cpr ) =

Como Cﬁ: = 1 segue que
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péy —p"
¢;T Cpr = rflp = r—1 :
T Tt e

r—1 2mi . g 2mi . -
Temos que ¢, = (e?” )’ =er = (,. Aplicando a fun¢do norma em ambos os membros e

usando sua linearidade temos que

_ Nagr)e(=p") |
No,m /el = )N )/a(Gr)

Como o p"-ésimo polinémio ciclotomico tem grau (p—1)pr —1 e seu termo independente é igual

Noie,ry( @ (Gor))

a 1 segue que Noy,.y/0(Gr) = £1. Além disso,

r r — r—1
Naow,ye(—p") = (=p")@ P

r—1

Nagrall = &) = NagaWagnree) (1= 6) = Wagye(l = G)) =2

Portanto -
™Y1 :I:pT‘ p—1)p" (1)
Daepyo(ly s, G = o = D7D,

ppr—l
0 que prova a proposicao. |
Proposicao 1.4.9 ([1d]) Seja K = Q((ar), onde r é um nimero inteiro positivo. Se L. =

Q(Cor +GY) € o subcorpo mazimal real de K, entdo o discriminante de L € dado por |Dy| = 2°,

onde = (r—1)n — 1. [

Teorema 1.4.4 ([29]) Sejam n um inteiro positivo e K = Q((,), onde ¢, é uma raiz n-ésima

primitiva da unidade. O discriminante do corpo K = Q((,) sobre Q € dado por

. ne®)
Dyg = (_1)<P( ) 5
[T
pin
onde p € um numero primo e ¢ € fungao de Euler. [ |

1.5 Codiferente

Nesta secao, apresentamos o conceito de codiferente e suas principais propriedades. Para isto,
sejam A um anel de Dedekind, IL seu corpo de fragoes, K uma extensao separavel de IL de grau

n e Ok o anel dos inteiros de K sobre A.

Definigao 1.5.1 Seja M um subconjunto de K. O conjunto M* = {x € K : Trg/(zy) € A,
V y € M} € definido como o codiferente de M sobre L. Em particular, quando M = Og
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chamamos de codiferente de K sobre L ao conjunto Ox* = {z € K : Trg/(vy) € A,
Y y € Ox}. Neste caso, denotamos Ox* por A(K/L) ™.

Exemplo 1.5.1 Sejam A =7, L = Q, K = Q(V/d), onde d é um inteiro livre de quadrados e
d=2 ou3 (mod4) . Vimos no Teorema que Ox = Z|\Vd) = {x +yVd; ©,y €Z} é o

anel de inteiros de K sobre Z. Temos que

A(K/L)™ = ﬁZW}-

1 1
De ato,seme—Z\/E,ent(iox:—a%—b\/a;a,beZ.DadO = c+eVd € Ok,
f N [Vd] 2\/21( ) y K

temos que Tr(zy) = Tr (( Lo+ b\/ﬁ)) (c+ eﬂ)) =Tr ( Lt %42 be\/a)

2/d Wd 2 2 2
ae + be € Z. Assim, © € A(K/L)™". Logo, #ZZ[\/E] C A(K/L)™'. Reciprocamente, se x =
a4+ bv/d € A(K/L)™", entio a,b € Q, z € K e Tr(zy) € Z, Yy € Z[Vd]. Tomando y = 1,
temos que Tr(zy) = Tr(a +bVd) = 2a € Z. Assim, a = %; m € Z. Tomando y = \/d, temos

que Tr(zy) = Tr(avd + bd) = 2db € Z. Assim, b = i;n € Z. Logo x = MV =

2d 2 2d
1 1 —1 1 -1 _
@(n +mVd) € mZ[\/ﬁ] Desta forma, A(K/L)™" C mZ[\/E] Portanto, A(K/L)"" =
mz[x/&].

Exemplo 1.5.2 Sejam A=7Z,L=Q, K= @(\/c_l), onde d € um inteiro livre de quadrados e
1
d=2 ou3 (mod4). Se M = Z[\/d], entio, pelo Exemplo (1.5.1), temos que M* = ——Z[\/d).

2V/d
Mostremos que M** = M = Z[\/c_l] De fato, se x = a + bV/d € M**, entio a,b € Q, r € K
1 Vd
e Tr(zy) € Z,Ny € M* = ——7\Vd]. Tomando y = —— € M*, temos que Tr(zy) =
(zy) y i [Vd] V=57 q (zy)

2 2 2v/d

Tr (m + 5) =b € Z. Logo, x = a+ bVd € Z[\/d|. Desta forma, M** C Z[\/d]. Agora, se
1

1
x € Z[Vd], entio v = a+ bVd; a,b € Z. Dado y = ¢+ dVd) € —Z\/E, temos que
v y= Sorle+avi) € =m{Vi, temos g
Tr(zy) € Z, pois y € M* = A(K/IL)~'. Logo, Z|\/d] C M**. Portanto, M** = Z[/d] = M.

bd bvd 1
Tr <2 + —) =Tr <g + i) =a € Z. Tomando y = —= € M"*, temos que Tr(zy) =

Proposicao 1.5.1 ([13]) Sejam M um subconjunto de K e M* o codiferente de M sobre L.

Temos que:
1. Se OxM C M, entao M* é um Og-maddulo.
2. Se My, C My, CK, entao My C My C K.
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3. Ox C A(K/L)".

Demonstragao: 1) Suponhamos que OxM C M. Vamos mostrar que se b € Ok e © € M*
entdo bx € M*. Se b € Ok, v € M*e y € M, temos que Tr((bx)y) = Tr(z(by)) € A, pois
by € OxM C M. Assim, bx € M*. As demais propriedades seguem de forma andloga. Logo,
M* é um Ok- médulo.

2) Seja M; C M,. Dado xo € M, entao xo € K e Tr(zoy) € A, para todo y € Ms.
Como M; C My, segue que Tr(xey) € A, para todo y € M;. Logo, zo € M;. Portanto,
M; € My C K.

3) Como Ok ¢ inteiro sobre A e A é integralmente fechado segue que Tr(Ok) C A. Assim, se
z,y € Ok, entdo Tr(zy) € A e, deste modo, z € A(K/L)™". Portanto, Og C A(K/L)™". ]

Seja Ky o espaco dual de K. Pelo Lema , temos que existe um isomorfismo

¢ : K — Ky, tal que p(z) = S,, onde z € Ke S,(y) = Tr(zy), paray € K.

Sejam {zy,---,z,} uma L-base de K e {},..., 25} um conjunto de elementos de K tal que
{#ars -, Par } seja uma base dual de {x7,--- 2y}, isto é, @, (z;) = Tr(zjz;) = &, onde
dii = 1 e dy; =0sei # j. Temos que, {z7,---,x}} é também uma base de K, chamada de
base complementar de {z,--- ,z,}.

Proposigao 1.5.2 ([13]) Com as notagées acima, se {xy,---,x,} € uma L-base de K e
{x3,---,x}} uma base complementar de {x+,--- ,x,}, entdo Dg (21, - -, xn)Dryr(a], -, x})
1.

Demonstragao: Sejam o4, - , 0, os L-homomorfismos de K. Tomando

X = (0i(2;))ij=1 € X* = (03(2F));

J/74,3=1

e denotando por X' a matriz transposta de X, temos que

oi(zy) -+ onlal) oi(z1) -+ oilzn)
(X)X =] : IR : IR = (Tr(x;‘xj))zjzl =1,.
or(xy) - on(ay) on(1) ()
Assim, det(X*)" det(X) = 1. Pela Proposigao (1.3.13)), temos que
Dx(z1, ..., x,) = det(X)? e Dgyp(af, ..., z5) = det(X*)*.
Portanto, Dk/(x1, ..., 2,)Dr(], ..., x5) = 1. n
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Proposicao 1.5.3 ([13]) Se M ¢é um subconjunto de K e M* o codiferente de M sobre L,

entao:
1. M* € um A-mddulo.

2. Se M é um A-mddulo livre com base {z1,--- ,x,} entdo M* é um A-mddulo livre com

base {z7, -,z }, onde {z7,--- ,x}} € uma base de K sobre L tal que Tr(xiz;) = 0;j;
0ij=0,set#jed;=1,sei=j.
3. M*™ =M.

Demonstragao: 1) Sejam z; e 5 € M*. Se y € M, temos que
Tr((z1 + z2)y) = Tr(xy) + Tr(zy) € A.
Assim, 1 + 1o € M*. Agorase a € A, x € M*, dado y € M, temos que
Tr((ax)y) = aTr(zy) € A.

Assim ax € M*. As demais propriedades seguem de forma analoga. Portanto, M* é um A-
modulo.
2) Sejam {z1,...,2,} uma A-base de M e {z7, -+ ,z}} uma L-base de K tal que Tr(zz;) =0
sei#j,eTr(ziz;) =1 Sex = Zaix;‘ € Zij, entao

i=0

=1

Tr(zxj) =Tr ((Z aixZ‘) xj> = ZaiTr(xf:cj) =a; €A paraj=1,...,n.
i=0

i=0
Desta forma, pela linearidade da funcao trago, segue que Tr(xy) € A,Vy € M. Portanto,

n n
E Az C M*. Reciprocamente, se E a;x; € M*, com a; € L, para i =1,--- ,n, entao,

i=1 =1
a; =Tr ((Zaw?) :vj) €A paraj=1,...,n,
i=1

n n

e, deste modo, M* C ZA.%? Assim, M* = ZAw;k Portanto, M* é um A-mddulo livre com
i=1 i=1

base {z7f, -+ ,x’}.

3) Visto que {z7,---,z%} é uma base de M* e {z1,---,z,} é uma base de K sobre L que

satisfaz Tr(zfx;) = d;;, de forma analoga ao que foi feito anteriormente, mostramos que M** =
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zn:AZL‘Z =M. |
i=1

Proposicao 1.5.4 ([13]) Se K = L(«), onde « € inteiro sobre L e [L(a) : L] = n, entdo
A(K/L)™' é um Ox-mddulo finitamente gerado.

Demonstracao: Temos que Ala] C Ok. Assim, pelo item (2) da Proposi¢ao (1.5.1), temos que
A(K/L)™' = Of C Ala]*. Agora, como « é inteiro sobre A, temos que Ala] é um A-mddulo
finitamente gerado por {1,a,--- ,a"'}. Como {1,a, -+ ,a" '} é uma base de K sobre L,
segue que {1,a,--- ,a"" '} é linearmente independente sobre A. Logo, A[a] é um A-médulo
livre. Pelo item (2) da Proposicao (1.5.3), temos que A[a]* é um A-médulo livre finitamente
gerado. Logo, como A é noetheriano segue, pelo Corolario , que Afa]* é um A-mddulo
noetheriano. Como A(K/L)™! é um Og-médulo, pelo item 1. da Proposigao , segue
que A(K/L)™' é um A-médulo. Desta forma, temos que A(K/L)™! ¢ um A-submédulo de um
A-médulo noetheriano Ala]*. Portanto, A(K/L)™! é um A-mdédulo finitamente gerado. Desta
forma, existem zy,--- ,z,, € A(K/L)™! tal que A(K/L)™! = ZA%- Em particular, como
i=1

A(K/L)™ é um Og-médulo, segue que A(K/L)™ C Z Okz; C A(K/L)™. Logo, A(K/L)™*
i=1
é um Og-mdédulo finitamente gerado. |

Corolario 1.5.1 ([13]) Se K = L[a], onde a € inteiro sobre L e [L[a] : L] = n, entao
A(K/L)™! € um ideal fraciondrio de Ok.

Demonstragao: Pela Proposicao ((1.5.4), temos que A(K/L)™! é um Ox-médulo finitamente
gerado. Assim, se tomarmos d um fator comum entre os denominadores dos geradores de
A(K/L)™!, temos que dA(K/L)™' C Ok. Portanto, A(K/L)™' é um ideal fraciondrio de Ok.

1.6 Conclusao do capitulo

Neste capitulo vimos muitos dos resultados que irao nos fornecer uma base tedrica para o
desenvolvimento dos demais capitulos. Dentre outras, destacamos a importancia da definicao
de corpos de niimeros vista em pois todo o trabalho serd desenvolvido através de corpos
de ntmeros, em particular os corpos quadraticos e os corpos ciclotomicos, definidos em (|1.4.1))
e , respectivamente. As defini¢bes de anéis dos inteiros, de traco, norma e discriminante,
vistas na Secao também serao de grande utilidade neste trabalho. Dentre os resultados,
destacamos a importancia dos Teoremas ((1.1.3)), (1.2.2)), (1.3.3)), (1.3.4), (1.4.1)), (1.4.3) e (1.4.4)).

A definicao de codiferente serd utilizada na definicao de reticulado ideal no Capitulo @
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Capitulo 2

Aplicacao das formas quadraticas aos corpos ci-

clotomicos

Nesta se¢ao, apresentamos algumas aplicagoes das formas quadraticas aos corpos ciclotomicos.
Nosso objetivo é encontrar expressoes para calcular o trago de um elemento da forma xZ, onde
x € um inteiro algébrico do anel dos inteiros de um corpo ciclotomico. Veremos inicialmente as
aplicagoes aos corpos ciclotomicos Q((,), onde p é um nimero primo, e depois, resultados mais
gerais serdo vistos para corpos ciclotomicos da forma @Q(¢,), onde n é um inteiro positivo. O
estudo deste capitulo se deve a necessidade de encontrar o raio maximo de empacotamento de

um reticulado que, no Capitulo (5]), veremos que serd equivalente a minimizar a forma trago.

2.1 Aplicagoes aos corpos Q(()

p—2
Sejam K = Q((,) um corpo ciclotémico, Ox = Z[(,] seu anel dos inteiros e z = Z a;C} € Z[G),
=0
p—2
um inteiro algébrico. Sendo ?p =(, L segue que 7 = Z a;C, ' e entdo,
=0

p—2 p—2
rr= (Z ai@) (Z aig") = (a5 + - +ap_y) + (aoar + -+ + ap-za,2) (G + (1) + o+
=0 =0

a0y + a1a,2) (GG + G 7)) + a0ayo(G + G ).

Por outro lado, fazendo z; = CZ’, + C;i e A; = apa; + a1a;41 + - -+ + ap_o_ia,_o, temos que
TT = Ao—f-AlZL‘l —I—"'—f-Ap_QIEp_Q. (211)

Teorema 2.1.1 ([23]) Se K = Q((,) € um corpo ciclotomico, Ox = Z[(,] seu anel dos inteiros
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p—2
ex = E a;(, € Z[Gp), onde p € um niimero primo, entao,
i=0

TTK/@ xT) Za + Z

0<i<j<p—-2

Demonstragao: Seja x = ZaZC’ € Z[(p), com a; € Z, i = 1,...,p — 2. Pela Equacao

- ) temos que T = Ag + Alscl +---+Ay_ox, 2, onde A; = apa; + ar1ai41 + -+ ap_o_iap_a.

Observe que

Tricjo(z;) = Trio(C+ () = Triyo(¢) + Trrj(( ) = —1— 1= =2

e como o coeficiente xy de Ay é igual a 1 temos

Tryse(1) =[Q(G) : Q1 =p -1,

Assim,
Trijo(aZ) = (p— 1)Ag — 2(A1 + Ag + -+ Ap2) = (p — 1) Ap—

—2(apa1+- - -Fap—3ap—a+apao+t- - Fap_4ay_o+- - Faoap_3+a1a,_2+a0a,—2).

Logo,
p—2 p—2
Trgp(2Z) = pZa? - [Z az + 2 Z aiaj]
i=0 i=0 0<i<j<p—2
e, portanto,

Trgjo(aT) = pZa? - [Z ai] : (2.1.2)

Fazendo algumas operacoes no segundo membro da Equacao [2.1.2, temos que

p
pz a? — [Z ai] = plad+---+ aﬁ_Q) —[(ad + -+ af)_g) + apay + - - + ap_3a,_2)
p—2 p—2 p—2
= (p—1)) a’— Z aiaj:Za?vL(p—Q) a; — Z aia;
i=0 0<i<j<p—2 i=0 i=0 0<i<j<p—2
p—2
= a? + Z (a; — a;)?
i=0 0<i<j<p—2
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Portanto,

TTK/Q IT) Za + Z

0<i<j<p—2

como queriamos provar. |

Observacao 2.1.1 Quando K = Q((,), temos que
min{Trg,(27); v € Ok, x #0} =p—1.

Esta minimizacgao da forma quadrdtica serd utilizada quando estudarmos os reticulados algébricos,

no calculo da densidade de centro desses reticulados.

2.2 Aplicacoes aos corpos Q(¢,)

Sejam n um numero inteiro positivo, Q(¢,) um corpo ciclotémico, Ox = Z[(,] seu anel de
p(n)—1

inteiros e x = Z a;¢’ € Ok um inteiro algébrico, onde ¢ é a funcio de Euler.

i=1
Como z = ag+ a1+ ax(*+ .. .+a¢(n)_1§” Lsegue que T = a4+ a2 +. +a_(fl()n).

Assim, 2T = (ag+af+...+a2,) ) +(aa1+a1a2+. . .+ apm)-20pm)-1)((+C1) + (aoaz +araz +

coF ) =30 —1)(CP + C72) + . Aoy ) — L(¢Pm=1 4 ==y Tomando x; = ¢* 4 (77,
<p( ) (J+1)
comi=1,...,0(n)—1leA; = Z a1, para j =1,...,¢(n) — 1, temos:
k=1
e(n)—1

i=1
Deste modo,

p(n)-1 p(n)—1

Trro(2T) = Trrg(Ao+ Z Aiz;) = p(n)Ag + Z AiTrg o(w;)
i=1 i=1
p(n)—1

= pn)Ag+2 > ATrge(G),

=1

uma vez que Tri (¢ + (') = 2Tk g(¢). Além disso, se mdc(k,n) = 1 entdo Trgg(() =

Tryo(Ch)-
A seguir apresentamos alguns resultados que irao auxiliar na prova do resultado principal

desta secao que serd o Teorema ([2.2.1)).
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Lema 2.2.1 ([23]) Sejam j,n nimeros inteiros positivos e K = Q((,) um corpo ciclotémico.

Se mdce(j,n) = d entao

Trise(C)) = ;éi?; Troe,0/0(Chh)-

Demonstragao: Como j ¢ um ntimero inteiro entao (¢ € Q(¢,). Mas, ¢} = Cf;//il, logo
Q(Ci//fl) C Q(¢,). Agora, consideremos as seguintes extensoes Q C Q(Ci//cfl) C Q(¢,). Como
mde(j,n) = d, segue que mde(j/d,n/d) =1, o que implica que Ci//‘fl ¢ um gerador do conjunto
das raizes n/d-ésimas da unidade. Deste modo temos que Q(Ci //Cfl) = Q((pya) € por propriedades
da funcao traco vistas na Secao temos que

» » y
TrejalCua) = 1K QUGD] T (Gl
Do fato que Ci//(fi =(e @(gf;//‘jl) = Q(Co/a), temos que

Trgse(¢l) = [K: Q(CZL//C;)] TT@(Cn/d)/Q(Ci//Z),

¢(n)

e como [K : Q(Ci//cé)] = /)’ segue o resultado. n
Lema 2.2.2 ([23]) Sejam p; um niumero primo, Q((,,) um corpo ciclotomico e j, a; inteiros

positivos, onde a; > 1. Se mdc(j, p;*) = 1, entdo

—1, sea;=1.

Tro(c e /0(Gpe) = {

0, sea; >1.

Demonstragao: Se a; = 1, entao irrg((y,) = 2P ' 4aP2+.. .4 x+1 e como mdc(j, p;) = 1,
segue que (p, € C{)i sao conjugados. Logo sao raizes do mesmo polinomio minimal e conseqiien-

temente possuem o mesmo traco, ou seja,

Troe,/0(C,) = Troe,)/e(G:) = —1.

1

Se a; > 1, entao ier(Cpi“i) = x(l’i—l)l’iai—l + x(?’i-?)l’iai_ o+ xpifli—l 1 1’ o assim

7

Troc, a)/0(Gpiei) = 0, pois o coeficiente de @ ~DP* ™ =1 no polinémio irrg(Gy,e) é nulo. Agora,
como mdc(j, p;*) = 1, segue que (p,e; € Cimi sao conjugados, e portanto possuem o mesmo traco,
ou seja,

Tro, a/0(Cpai) =TT, o)/@(Gpiai) = 0,

0 que prova o lema. [ ]
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Definigao 2.2.1 Sejan = pi'p5*...p%, onde ar, > 1, para k =1,2,...,s. Considere a fun¢dao

(—=1)%, se ax =1, para todo k.
p(n) = 1 , sen=1.

0 , sear>1, para algum k.
A funcao p definida acima é chamada fun¢do de Mobius.

Lema 2.2.3 ([23]) Sejam n um inteiro positivo e K = Q((,) um corpo ciclotomico. Se n =
pyps? ... p%, ondeay > 1, para todok = 1,2,...,s, e j é um nimero inteiro com mde(j,n) = d,
entao

TrijalCh) = oo w(nfa),

onde | € a funcao de Mobius.

(n)

Demonstragao:  Pelo Lema [2.2.1) temos que Trg q(¢)) = h TTQ(Cn/d)/@((fL//Z). Logo

basta mostrarmos que
i/d
Tro,w/e(Ch) = i(n/d).

Temos por hipétese que mdc(j,n) = d, e assim mdc(j/d,n/d) = 1. Para simplificar, tomamos
n/d = m e j/d = i, e assim mdc(i,m) = 1. Como n = p{'p3?...p% e d|n, segue que
m = pi'py?...p%s, onde 0 < «; < a;, para i = 1,2,...,s. Mas, sem perda de generali-
dade, podemos supor a; > 0. Se m = 1, entdao Trg,)0(Ch) = Troe)/o(l) =1 = u(1), o que
prova que o resultado vale. Se m # 1, entao temos os seguintes casos:

1) m é livre de quadrados. Neste caso a demonstragao serd feita por indugao sobre a quantidade

de nimeros primos na decomposicao de m. Se m ¢é livre de quadrados, entao m = pips ... ps.

Se s = 1, e como mdc(i,p;) = 1, pelo Lema segue que Troe, y/0(Ch,) = —1 = u(p1).
Agora, suponhamos que a igualdade seja verdadeira para s = k, ou seja,

Dado m = pips ... pg+1, S€jam a = p1pa...pg € b = pryq. Logo mdce(a,b) = 1, e assim existem

u,v € Z tais que au + bv = 1. Além disso
i, = il — cisw — ¢t cinci,
onde mdc(iu, b) = mdc(iv,a) = 1. De fato, se mdc(iu,b) =t > 1, entdo
(C)™" = (GHC)™ = (G )™)Y =1 = 1.
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Assim, como mdc(i,m) = 1, segue que ¢! é um gerador do conjunto das raizes m-ésimas
da unidade. Logo o(C?)) = m, e assim m| , Ou seja, ab|“7b o que é um absurdo. Portanto,

mdc(iu, b) = 1 e analogamente mdc(iv,a) = 1. Por propriedades da funcao trago temos que

Troen)/e(Ch) = Troc/o(Troem) /) (€)= Troe.)/o(Traem) /o) (GHCY))
= Tro(c.)/0CETroe. /e (C8) = Troc.)o(C Trae,)o(CH)
= Troe) /(G Troe) eCy) = (=1)(=1)*
— (_1)1@4—1‘

Portanto, dado n/d = p1p, . .. ps, temos que TTQ(Cn/d)/Q(Cn//d) pu(n/d).

2) m nao é livre de quadrados. Analogamente ao caso (1), a demonstragao serd feita por
indugao sobre a quantidade de nimeros primos na decomposi¢ao de m. Como m nao é livre
de quadrados, segue que m = pi'p5?...p%, onde pelo menos um a; ¢ maior que 1, para | =
1,2,...,s. Se s =1, entdo m = p}*, com a; > 1, e como mdc(i,m) = 1, pelo Lema segue
que

Trowa(Ga) = 0 = p(pt").

Agora, suponhamos que a igualdade é verdadeira para s = k. Deste modo, temos que

TTQ(CPTI_UPZIC)/Q(C;TI,_ka) = H(p‘fl .. .pzk) =0,

pois existe pelo menos um @; maior que 1, para l = 1,2,..., k. Agora, dado m = pJ* .. pZ’ff,

sejam a = pi* e b= p5?...p A" Supondo a; > 1 e como mdc(a,b) = 1, existem u,v € Z tais
que au + bv = 1. Assim
G = G = (it = (o = GG

Com raciocinio andlogo ao {tem (a) conclui-se que mdc(iu,b) = mdc(iv,a) = 1. Assim, temos

que
Troea/oCh) = Trocy/oTrac)/ec) (€)= Troc)/e(Trac.) /o) (61 ¢Y))
= Tro(c.)/0CTroe /e (63) = Troe.)o(C Troe,)o(Ch)
= Trow)e(C)Trec)oCy)  =0.

Portanto, dado n/d = p{*...p%, temos que Tr@@n/d)/@(@i//i) = 0 = p(n/d), pois pelo menos

um a; é maior que 1, paral=1,2,...,s. [ ]

Lema 2.2.4 ([23]) Sejam n um inteiro positivo e K = Q((,) um corpo ciclotomico. Se n =

pit. .. p%, onde ar, > 1, para k = 1,2,...s, e i é um inteiro, onde i < ¢(n), e d = mdc(i,n),
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entao
Trr/o(Cy) # 0 < d = (n/P)t; e i = (n/P)j,

onde P=py...ps, t; =mdc(j,P) ej=1,2,...,¢(P) — 1.

Demonstragao: Suponhamos Trg/q(¢,) # 0 com d # (n/P)t;. Por hiptese temos que n/d
nao ¢ livre de quadrados, logo, pela definigao da funcao de Mobius temos que u(n/d) = 0, e
portanto Ty g(¢4) = 0, o que é um absurdo. Reciprocamente, se d = (n/P)t; e i = (n/P)j,
primeiramente mostremos que mdc(i,n) = d, com j = 1,2,...,¢(P) — 1. Com efeito, se
mdc(i,n) = d', entao mde((n/P)j,n) = d'. Logo, mde(((n/P)j)/(n/P),n/(n/P))=d /(n/P),
ou seja, t; = mdc(j, P) = (P/n)d’, o que implica que d' = (n/P)t; =d,e j=1,2,...,¢(P)—

pois

on) oY ...p) _ opr) .- o(p5)
¢(P) Opr...ps)  Hpr).. Aps)

= D] [, — 1)
(p1—1).. (ps 1)
= gl =

S E

(A prova de que ¢(n) = @(p1...ps) = &(p1) - .- d(ps) é feita por indugao). Logo, se j > ¢(P),
entao i = (n/P)j = ((¢(n))/(0(P))j = ((¢(n))/(d(P))(¢(P) = ¢(n), o que é um absurdo,
e portanto j = 1,2,...,¢(P) — 1. Agora, se d = (n/P)t;, onde t; = mdc(j, P), para

j=1,2,...,¢(P)—1, entdo os valores que t; pode assumir sdo 1 € p,, ...Pa,, onde 1 < oy, <5
(para k = 1,2,...,t et =1,2,--- ,s) eay # agse k # 1. Logo, d = p™* ' .. .p&~ 1 oud =
P patt L past . p% Tt eassimn/d = pi...psoun/d = pi...Pay-1Pari1 - - - Pas-1Peasil - - - Ds-

Portanto, p(n/d) = £1 # 0. Portanto, pelo Lema [2.2.3] temos que

¢(n)
¢(n/d)

como queriamos provar. [ ]

Tricso(Cn) = p(n/d) #0

Munidos dos resultados vistos acima, temos condi¢oes de provar o principal resultado deste
capitulo que nos fornece uma expressao para calcular o trago Trgq(27), onde K = Q((,) é um

corpo ciclotomico e x é um inteiro algébrico deste corpo.

Teorema 2.2.1 ([25]) Sejam n um inteiro positivo, K = Q((,) um corpo ciclotomico, Ox =

Z[(,) seu anel dos inteiros e x = ZaiC‘p(n)_l € Ok um inteiro algébrico. Se n = pi*...p%,
i=1
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comap>1, parak=1,2,...s, n #2", r > 2, entao

Tryj(47) = F{ O(P)Y_ai+2 ) n()o(t) Ay, }
i=0 j=1 J

onde P =p;...ps; m=¢(n); t; =mdce(j, P), para j =1,2,...,0(P)—1; A; = apa; +ara;41 +

ot amo1 iy, parat=1,2,....m— 1.

Demonstragao: Temos que
m—1

m—1
T = Za?—i_ZAzﬁw
1=0 1=0

onde A; = a,a; + a1aitq + .. + Qpo1_im_1 € B; = ¢\, + (7, para todo i = 1,2,--- ;m — 1.

Assim,
m—1 m—1 m—1 m—1
TTK/Q(wf) = TTK/Q < Zaf -+ ZAzﬁz ) :T’I“K/Q ( ZCL? > + TTK/Q ( ZAZ/HZ ) =
1 Z:(]m—l =0 =0 =0
=my a; + Y ATrge(C,+¢,")

i=0 i=0
Como (! e ¢, sao conjugados, para todoi = 0,1,...,m—1, segue que possuem o mesmo traco,
e assim

Trxo(2) mZa + 2214 Trro(Cn

Pelo Lema [2.2.3, temos que Trgq(Ch) = ¢ p(n/d), onde d = mdc(i,n), e deste modo

¢(n/d)

podemos escrever

Trgo(x) mZa + ZZA pln/d) (2.2.3)

p(n/d)
¢(n/d)
t; =mdc(j,P) ei= (n/P)j, para j = 1, 2 ..,gzﬁ( )—1, e temos ainda que ¢(n) = (n/P)¢p(P).

Temos que mdc((P/t;),t;) = 1, pois caso contrario, se mde((P/t;),t;) =t > 1, entdo, t | (P/t;)
et |t;. Logo existem ki, ko € Z tais que P/t; = thy e t; = tko, e assim P = t*ky ks, ou seja, 2| P.

Pelo Lema [2.2.4} temos que o somatério ZA m ¢é nao nulo quando d = (n/P)t;, onde

Agora, como ¢ > 1 segue que t? > 1, e portanto, t* = pq, . .. Pa,, onde p,, € {p1,...ps}, para
k=1,2,...,r, o que é um absurdo, pois os p;’s sdo distintos. Assim, ¢(P) = ¢((P/t;).t;) =
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o(P/t;)o(t;), ou seja, ¢p(P/t;) = ¢(P)/d(t;). Retomando a Equagao temos que

m— m—1 $(P)—-1

Trijo(2T) = Z Z o =o¢(n Za —l-QZAf]M (1 p(n)

&

Sl
~—

ma

p o5 " =
n m— P(P)—1

ST L) YRS WY

j=1

0
=0 ) ﬁ
n m— ¢(P)—1 P
= ;{ Z a; + Z (t_j)¢(tj)A%j }

M(tj o(P)

0 que prova o teorema. |

2.3  Conclusao do capitulo

Nosso objetivo ao estudar as formas quadraticas e suas aplicagoes aos corpos ciclotomicos neste
capitulo, foi obter uma expressao para a funcao traco de um elemento da forma x7, onde x é um
inteiro algébrico do anel dos inteiros de um corpo ciclotomico, e minimiza-la a fim de obtermos
um raio maximo de empacotamento e, consequentemente, podermos calcular a densidade de
centro de um reticulado. O resultado que forneceu esta condigao foi o Teorema , onde

obtemos uma expressao para o calculo da forma trago que desejamos minimizar.
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Capitulo 3

Reticulados

Neste capitulo faremos um estudo sobre os reticulados, definindo-os e apresentando suas prin-
cipais propriedades. As defini¢oes serao feitas na Secao . Na Secao , apresentamos a
matriz de Gram de um reticulado e seu determinante. O estudo dos reticulados surgiu a partir
do problema de como cobrir o espaco R™ com esferas de mesmo raio de forma que quaisquer
duas esferas se toquem em apenas um ponto e ocupem o maior espago possivel. Este é o pro-
blema de empacotamento que veremos na Se¢ao . Assim, estudar empacotamentos equiva-
le estudar os reticulados. Na Secao apresentamos dois conceitos muito importantes nesta
teoria, a diversidade e a distancia produto minima de um reticulado. Apéds isto, na Secao ,
apresentamos alguns exemplos de reticulados conhecidos na literatura, entre eles, reticulados

com densidade de centro 6tima.

3.1 Definicao

Veremos nesta se¢ao a definicao e alguns exemplos de reticulados no R™ e de algumas de suas

propriedades como a sua matriz geradora e o seu volume.

Defini¢ao 3.1.1 Sejam = {v1, -+ , vy} um conjunto de vetores do R™ linearmente indepen-
dentes sobre R, com m < n. Chamamos de reticulado de dimensao m e base B ao subconjunto
do R"™ da forma

A= {x e R", tal que © = Zaivi, com a; € Z}.

=1

Observacao 3.1.1 Se m = n, dizemos que A € um reticulado completo e que = {vy,--- ,v,}

¢ uma base completa do reticulado.

Exemplo 3.1.1 Seja 3 = {(1,0),(0,1)} a base canénica de Z*. Temos que N = Z* é um

reticulado gerado por [3.
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Observacao 3.1.2 A base de um reticulado ndo € unica, no Exemplo B ={(2,1),(-1,3)}

também é uma base do reticulado Z2, pois o reticulado gerado por 3 estd contido em Z2.

Observagao 3.1.3 Dado um reticulado A no R™ gerado por uma base [ temos que uma
condi¢ao necessdaria e suficiente para que um outro conjunto de vetores linearmente indepen-
dentes (3 de R™ também seja uma base deste reticulado € (3 estar contida em A e a matriz

mudanca de base de 3 para (3 ter entradas inteiras e determinante +1.

Defini¢ao 3.1.2 Seja A C R™ um reticulado, com base 3 = {vy, -+ ,v,}. O conjunto

PgZ{xGR”:x:Z)\ivi,OS)\i<1},

=1

€ chamado de regiao fundamental de A com relagcao a base 3.

Exemplo 3.1.2 Temos que A = {(a,b) € Z* a + b = 0(mod 2)} é um reticulado gerado pelos

vetores v1 = (2,0) e vo = (1,1) com regiao fundamental dada por
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A proposigao abaixo nos diz que dado um reticulado A, além da regiao fundamental Pg,
também existem outras regioes que podem ser obtidas por translagoes de Pg, tais como Pg 41,

com [ € A associadas a uma base 3 do reticulado A.

Proposigao 3.1.1 ([27]) Cada elemento do R™ pertence a exatamente um dos conjuntos Pg+1,
para todo | € A.

Demonstracao: Primeiramente mostremos a existéncia do conjunto Ps + [. Se {e1,...,e,}
¢ um conjunto de vetores linearmente independentes do R"™, entao todo elemento x € R™ pode

ser escrito como
n

xr = g a;e;, onde a; € R" parai=1,2,...,n.
i=1

Mas, podemos separar a parte inteira de cada coeficiente a;, ou seja, podemos escrever a; =
a; +0;,onde a; € Z, 0<0,<1leb; €R" parai=1,2,...,n. Assim, podemos reescrever x

da seguinte maneira:

n n

x:Zaiei:Z (i + 6;)e Zazez—i-ZQez,

1=1 i=1

Portanto x € Pg+ (. Para a unicidade, suponhamos que = pertenca simultaneamente a Ps + [;
e Pg + Lo, onde ll,lg € A, ou seja,
x-Z@ez—l—Zaze“ comao; €7, 0<0;,<1lef, e R" parai=1,2,.

= 1

:B:Z%eﬁ—z&ei, comd; €Z, 0<y <levy, e R", parat=1,2,...,n.
i=1 i=1
onde a primeira parcela das equagoes pertence a A e a segunda parcela sao [y e [y, respectiva-

mente. [gualando, obtemos

Assim, . . .
ZQ‘F% e; Z%%—é 29+ai—%—5i)ei:0.
i=1 i=1 i=1
Como {ey, ..., e,} élinearmente independente, segue que 0;4+a;—v;—0; = 0, parat = 1,2,...,n,
e assim
0i —vi =0 —

Como 0 < 6;,v; < 1, segue que —1 < #; —; < 1. Mas, pela igualdade acima, e pelo fato de que

d; — a; € Z, concluimos que §; = «, para i = 1,2,...,n. Assim, [; = [y, e portanto x pertence
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a exatamente um dos conjuntos Pg + [, com | € A. [ |

Observacao 3.1.4 Uma propriedade importante dos reticulados é que podemos ladrilhar R™
com estas regioes. Isto significa que cada ponto de R" estd em um das translacoes de Pg e que

duas destas regioes s se tocam nos bordos ou nao tém intersecao.

Observacao 3.1.5 Note que um reticulado A do R™ é um conjunto discreto do R™ pois para

qualquer subconjunto compacto K do R", temos que A NK € finito.

Pelo préoximo teorema temos que um reticulado é gerado sobre Z por uma base do R, a

qual é entao, uma Z-base do reticulado dado.

Teorema 3.1.1 ([24]) Se A € um subgrupo discreto do R", entao A é gerado como um Z-mddulo

por 1 vetores linearmente independentes sobre R, com r < n.

Demonstragao: Seja § = {e;, - ,e.} um conjunto de vetores de A que sao linearmente

independentes sobre R, onde r é o maior possivel com r < n. Seja o paralelepipedo P =
T

zeR": ¢ = Z a;e;, 0 < a; <15 construido a partir destes vetores. Como Pg ¢ fechado e
i=1
limitado, segue que P é compacto. Assim, Pz N A é finito pois A é discreto. Se x € A entao

pela maximalidade de r, segue que {z, e1,--- ,e,} é linearmente dependente. Logo existem
T

A €ER,i=1,---,r nao todos nulos, tal que x = Z Aie;. Para cada j € N, seja
i=1

T

i=1
onde [k| denota o maior inteiro menor ou igual a k. Assim,
T

i=1 i=1

i=1

T

Dessa forma, se tomarmos 7 = 1 na Equacao (3.1.1)) temos que z; = x — ZD\J e;, ou seja,
i=1

T
r=ux + ZD\J e;. Assim, como x; € PgN A e este é finito, segue que A ¢é finitamente gerado
i=1
como um Z-moédulo. Por outro lado, do fato de PgNA ser finito e N ser infinito, existem inteiros

Jj e k, tais que z; = z;. Da Equacao (3.1.1)), segue que

T T

vj=x, = jr—» [jNle =k =) [k\]e

=1 i=1
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T

= (J—k)z= Z(D)‘z] — [kXAi])e;

i=1
T

(j—F) Z/\ie' = Z(UM — [kAi])ei
— (= k) = [jA] — kA
_

!

A"_ (inw'_-[kAiw
(A .

G-k
ou seja, A\; € Q. Assim, A é gerado como um Z-médulo por um nimero finito de elementos,
que sdo combinagoes lineares com coeficientes racionais dos e}s. Seja d # 0 um denominador
comum destes coeficientes. Consideremos o conjunto dA. Temos que dA C ZZei. Como Z

i=1

,
é principal, segue que existe uma base {f1,--- , f..} do Z-mdédulo ZZQ‘ e inteiros «;, tal que
i=1
{aq f1,- -+ ,a,f,} gera dA sobre Z. Como o Z-moédulo dA tem o mesmo posto de A e como
T

E Ze; C A, segue que o posto de dA > r. Pela maximalidade de r decorre que o posto de dA é
i=1
r e 0s ass sao nao nulos, pois caso contrario dA nao teria posto r. Assim os f/s sao linearmente

independentes sobre R, uma vez que {ey, - - - , e, } é linearmente independente sobre R. Portanto,
dA é gerado por r vetores linearmente independentes sobre R e consequentemente A também é

gerado por r vetores linearmente independentes sobre R. [ |

Observagao 3.1.6 Seque do Teorema [3.1.1] que qualquer subgrupo discreto do R™ € um reti-

culado.

Definigao 3.1.3 Seja A C R" um reticulado, com Z-base = {vy,--- ,v,}. A matriz ge-

radora do reticulado A € definida como sendo a matriz

V11 V12 - Vi
M — U?l ?22 U?n 7
Un1 Un2 *°° Unpp
onde v; = (Vig, Vi), Para i =1,--- n.

Definicao 3.1.4 Sejam A C R™ um reticulado, 8 = {vy,--- ,v,} uma Z-base de A e Ps sua
regiao fundamental. Definimos o volume da regiao fundamental Pg, como o mddulo do

determinante da matriz geradora de A na base 3 e denotamos por Vol(Pg).

Defini¢ao 3.1.5 Seja A C R"™ um reticulado com Z-base 3 = {vy,vq, -+ ,v,}. Definimos o
volume do reticulado A como Vol(A) = Vol(Ps).
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Observacao 3.1.7 Observe que se 3’ for uma outra base para A, seque que Vol(A) = Vol(N),
pois 3 e 3 diferem pelo produto de uma matriz inversivel com entradas inteiras. Dessa forma,

faz sentido definir o volume de A como sendo o volume de uma regido fundamental.

3.2 Matriz de Gram e o determinante de um reticulado

Nesta secao definiremos a matriz de Gram e o determinante de um reticulado.

Definicao 3.2.1 Sejam A um reticulado e M sua matriz geradora. Definimos a matriz de

Gram associada a matriz geradora por
G = M'M.
Observagao 3.2.1 A matriz de Gram G é uma matriz simétrica.

A matriz de Gram guarda informagoes métricas importantes sobre a base escolhida. Vimos
que um reticulado tem varias bases diferentes. No exemplo a seguir veremos que as suas matrizes

de Gram podem mudar dependendo da base escolhida.

Exemplo 3.2.1 Consideremos o reticulado A = Z* gerado por 3 = {(n,n+1),(—n—1,n)}, n €
Z. Temos que ' = {(n,n+1),(=1,2n+ 1)}, n € Z também é uma base de A. Assim, as

matrizes geradoras das bases 3 e (3 sao, respectivamente,

n -n—1
M=
(n+1 n )
A — n —1
n+1 2n+1 )

E, as matrizes de Gram correspondentes serao dadas respectivamente por,

G on?+2n+1 0
0 o +2n+1

o MmZ+2n+1 2n2+2n+1
M2 +2n+1 4n?>+4n+2 '

No resultado a seguir veremos que o determinante das matrizes de Gram de um reticulado

é o mesmo e esse s6 depende do reticulado.
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Proposicao 3.2.1 ([1f]) Sejam A C R"™ um reticulado com base [ e matriz de Gram G. Se
B" for uma outra base de A, entdo det(G) = det(G’), onde G' é a matriz de Gram de A com

relacao a base (3.

Demostragao:  Consideremos as bases § = {v1,vq,...,v,} € ' = {uj,us,...,u,} de A.

n
Como 3 é base de A, podemos escrever u; = E a;jvj, parat = 1,2,...,n e a;; € Z. Sejam M
=1
e M’ as matrizes geradoras associadas a bases (3 e (', respectivamente. A transformacao linear
T :R" — R", que leva v; em u;, faz a mudanca de base e tem matriz A com determinante +1.

Dai,

M' =AM
e entao
det(G") = det(M"M') = det(MT AT AM)
= det(M7) det(AT) det(A) det(M)
= det(MTM) = det(G),
COomo querfamos. |

Exemplo 3.2.2 No Exemplo ambas as matrizes de Gram tém determinante igual a
(2n% +2n + 1)2

Definicao 3.2.2 Definimos o determinante de A como o determinante de uma matriz de
Gram de A e denotamos por det(\), e, este nimero é o quadrado do volume de uma regido
fundamental de A.

3.3 Empacotamento no R”

O problema classico do empacotamento esférico consiste em encontrar um arranjo de esferas
identicas no espaco n-dimensional de forma que a fracao do espaco coberto por essas esferas
seja a maior possivel. Ao estudar a densidade de empacotamento, um dos principais problemas
¢ a obtencao de reticulados com alta densidade e que sejam ao mesmo tempo manipuldveis.

Dessa forma, estudar os empacotamentos reticulados equivale ao estudo dos reticulados.

Definicao 3.3.1 1. Um empacotamento esférico, ou simplesmente um empacotamento
no R™, € uma distribuicao de esferas de mesmo raio no R™ de forma que a intersec¢ao de
quaisquer duas esferas tenha no mdzimo um ponto e que este arranjo de esferas ocupe o

“maior espago possivel”.
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2. Um empacotamento reticulado ¢ um empacotamento em que o conjunto dos centros

das esferas formam um reticulado A no R”.

Observacao 3.3.1 Pode-se descrever um empacotamento indicando apenas o conjunto dos

centros das esferas e o raio.

Definicao 3.3.2 Dado um empacotamento no R"™, associado a um reticulado A, com ( =
{v1,+ -+ , v, } uma Z-base, definimos a sua densidade de empacotamento, A(A), como sendo

a propor¢ao do espago R™ coberta pela uniao das esferas.

Como queremos que este arranjo de esferas ocupe o “maior espago possivel’no R", o
interessante é estudar empacotamentos associados a um reticulado A em que as esferas tenham
raio maximo.

Para determinarmos este raio, observe que como A é um conjunto discreto do R™ entao
fixado k > 0, a intersecgdo do conjunto compacto {z € R"; |z| < k} com o reticulado A é um

conjunto finito. Assim, faz sentido definirmos o nimero A,,;, = min{|A|; A € A, X\ # 0}.

Defini¢ao 3.3.3 Sejam A C R™ um reticulado e Ay = min{|\[; A € A, X # 0}. O nimero

(Apmin)? € chamado de norma minima de A.

Observacao 3.3.2 O maior raio para o qual € possivel distribuir esferas centradas nos pontos

de A e obter um empacotamento € p = Apin/2.

Sendo A C R™ um reticulado e denotando por B(p) a esfera com centro na origem e raio p,
podemos obter uma expressao para calcular a densidade de empacotamento de A. Temos que

~ Volume da regiao coberta pelas esferas  Vol(B(p))  Vol(B(1))p"

AA) Volume da regiao fundamental ~ Vol(A)  Vol(A)

T

P
Vol(A)

Como o valor de Vol(B(1)) é conhecido, podemos reduzir nosso estudo ao célculo de

que definiremos a seguir.

Definigao 3.3.4 Seja A C R™ um reticulado. Definimos a densidade de centro de A por

2

P
o(A) = Vol(A)’

onde p € o raio de empacotamento de A e Vol(A) seu volume.

Exemplo 3.3.1 Se A C Z? com base 3 = {(1,0),(0,2)}, entao p=1/2, Vol(B(1)) = 7.1 =,

o volume do reticulado € dado por

10
vol(A):<O 2):1.2:2,
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a densidade de empacotamento é dada por

_ o _Gilom
A(A) = Vol(B(l)).Vol(A) =T33
e a densidade de centro € dada por
2
P 11 1
A) = =-.—=_.
N = oy T 1273
B B pn B pn
Observagao 3.3.3 Uma vez que A(A) = Vol(B(l)).VOl(A) ed(N) = Vol (A}’ seque que

A(A) =Vol(B(1)).0(A) .
Exemplo 3.3.2 Se A = Z3 com base 3 = {(4,0,0),(0,3,0),(0,2,1)} entio p = v/5/2, Vol(B(1)) =

47 /3.1 = 4m /3 e o volume do reticulado é dado por

Vol(A) = =43 =12,

S O
N w O
- o O

a densidade de centro é dada por

2

p
o(A) 12 96

A AN
~ Vol(A) T06

e entao, a densidade de empacotamento € dada por

A(A) = Vol(B(1)).6(A) = 4%% - 5‘7/25”.

Exemplo 3.3.3 Seja A = Z" um reticulado do R", gerado pelos vetores vi = (1,0,...,0),

vy =(0,1,...,0),...,v, = (0,0,...,1). A forma quadrdtica |v|* = 23+ - -+ 22 assume o valor
minimo quando um dos x; = 1, para i = 1,--- ,n e os demais nulos. Assim [v]* =1 e p = %
Visto que v(A) = |det B|, e B neste caso é a matriz identidade, temos que o Vol(A) =1, e
portanto, §(A) = 2%

3.4 Diversidade e distancia produto minima

Nesta secao veremos dois outros parametros que sao a diversidade e a distancia produto minima
de um reticulado. Estes parametros sao muito importantes na teoria de reticulados pois

podemos classificar um reticulado, quanto a sua eficdcia, a partir destes parametros.
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Defini¢ao 3.4.1 Sejam z = (z1,...,2,) € y = (Y1,...,Yn) dois vetors no R™. Definimos a

diversidade, ou a distancia de Hamming, de z e y como

div(z,y) = #{i, v; vy, i=1,...,n}.

Definicao 3.4.2 Dado um subconjunto S C R", a diversidade, ou a distancia minima de

Hamming, de S é definida por
div(S) = min{div(z,y) | * # y,x, y € S}.

Como todo reticulado é um subconjunto do R", podemos estender as Definigoes (3.4.1))
e (3.4.2) para reticulados. E, como reticulados tém estrutura de grupo, segue que a soma de
quaisquer dois pontos de A estd em A, assim, podemos reformular a definicao de distancia de

Hamming entre dois vetores para apenas um vetor.

Defini¢ao 3.4.3 Seja A C R"™ um reticulado e © = (x1,...,x,) € A.
1. A diversidade de z € definida como o nimero de x;s nao nulos.

2. A diversidade de A ¢ definida como

div(A) = min{div(z); x € A, = # 0}.

Exemplo 3.4.1 Consideremos o reticulado A = {(x1, x2, x3) € Z* | x1+x9+x3€ um nimero par}.

Temos que uma matriz geradora para este reticulado € dada por

-1 -1 0

Assim, qualquer elemento de A pode ser escrito da forma
a;(—1,1,0) + az(—1,—1,1) + a3(0,0, —1),
com a; € Z. Dessa forma, teremos que
div(A) = min{div(z); x € A, © #0} = 1.

Mazis adiante veremos que este reticulado € conhecido como Ds.
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Defini¢ao 3.4.4 Sejam A um reticulado em R™ com diversidadel <n ex = (xq1, -+ ,x,) € A.

Definimos:

1. A distancia [-produto de x por d.(z) = H |4

2. A distancia [-produto minima de A por

l
dp,min

(A) = min{d,(z) | x # 0,2 € A}.

Defini¢ao 3.4.5 Sejam A C R"™ um reticulado com diversidade n e x = (xq1,- -+ ,x,) € A.
1. A distancia produto de x € definida como d,(x) = H |4
i=1
2. A distancia produto minima de A € definida como

dpmin(A) = min{d,(x) | z € A,z # 0}.

Exemplo 3.4.2 Temos no Exemplo que o ponto (—3,1,3) € um ponto de A. Assim,

d,'(—3,1,3) =3.1.3=9.

3.5 Exemplos de reticulados conhecidos

Nesta secao veremos exemplos de reticulados conhecidos na literatura. E conhecido e provado
que as densidades de centro dos reticulados que veremos nesta secao, a saber: Ay, Ay, D3, Dy,
D5, Eg, 7 e Eg, de dimensoes 1 a 8, respectivamente, sao as melhores e possuem densidade
de centro 6tima. Para dimensoes maiores como 12 e 24 sabe-se que a densidade de centro dos
reticulados Kis e Aoy sdo 6timas. J& para outras dimensoes sao conhecidas as densidades de

centro, mas nao se sabe se sao 6timas.

3.5.1 Reticulado n-dimensional A,,

O reticulado n-dimensional A,,, onde n > 1, é definido por

An:{<x0,x1,-.- ,xn)EZn"rl: x0+371++£13n:0}

n
Assim, A,, esta contido no hiperplano le = 0, e possui uma matriz geradora M, dada por:
i=0
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1 1 0 0 0
0 -1 1 0 0
M= 0 0 -11 0 0|,
0 0 0 0 - —11

raio de empacotamento p = v/2/2 e densidade de centro § = 27"/2(n + 1)~1/2.
Exemplo 3.5.1 Reticulado 2-dimensional A;. O reticulado As é formado por todos os
pontos (xg, 1, 12) de Z3 que pertencem ao plano xy + x1 + x5 = 0, contido em R3. A figura

a sequir mostra a disposicao dos pontos do reticulado no espaco tridimensional, assim como o
empacotamento associado.

Temos que:

e Uma matriz geradora para este reticulado é

-1 1 0
M = ;
(0 —11)

e O raio de empacotamento é p = \/75;

o A densidade de centro é

'

ST e b
5(As) Vo] 2 (241) 775 = 028868,
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O reticulado Ay possui densidade de centro otima para a dimensao 2.

3.5.2 Reticulado n-dimensional D,

O reticulado n-dimensional D,,, onde n > 3, é dado por
Dy, = {(z1,29, - ,2,) €Z" : 21+ 29+ -+, é par}.

Este reticulado pode ser obtido “colorindo” os pontos de Z™ alternadamente com preto e branco
e tomando os pontos pretos.

Uma matriz geradora M de D, é dada por:

1 -1 0 0 0
1 -1 0 0

M=| 0 1 -1 0 0 ,
0 0 0 0 --- 1 —1

raio de empacotamento p = \/5/2 e densidade de centro § = 2~ (1+2)/2

Exemplo 3.5.2 Reticulado 3-dimensional Ds;. O reticulado D3 é formado por todos os
pontos (1, T, x3) € Z3 tal que 11+ o+ 3 € um nimero par. A figura abaizo mostra o arranjo

das esferas do empacotamento associado a Ds.

Este é o empacotamento normalmente encontrado em bancas de frutas (piramide de
laranjas) ou empilhamento de balas de canhdo, encontrado nos memoriais de querra.

Temos que:
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e Uma matriz geradora para D3 é dada por

-1 -1 0
1 -1 0 ;
0 1 -1

M

o O raio de empacotamento é p = \/2/2;

o A densidade de centro é

1

O reticulado D3 possui densidade de centro otima para a dimensao 3.

Exemplo 3.5.3 Reticulado 4-dimensional D,. O reticulado D4y € formado por todos os
pontos (1, Ty, 3, 14) € Z* tal que vy + T9 + T3 + T4 € um niimero par.

Temos que:

e Uma matriz geradora para Dy € dada por

-1 -1 0

e 0 raio de empacotamento € p = \/5/2;

o A densidade de centro é
1
d(Dy) = 3 =0, 125;

e (Cada esfera do empacotamente € tangenciada por exatamente 2/ esferas.
O reticulado Dy possui densidade de centro dtima para a dimensao 4.

Exemplo 3.5.4 Reticulado 5-dimensional Ds. O reticulado Ds é formado por todos os
pontos (1, Ta, T3, T4, T5) € Z° tal que Ty + T3 + T3 + T4 + T5 € UM Nikmero par.

Temos que:
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e Uma matriz geradora para Dy € dada por

-1 -1 0 0 O
1 -1 0
M = 0o 1 -1 0 |;
0o o0 1 -1 0
| 0 0 1 -1}

o O raio de empacotamento é p = \/2/2;

o A densidade de centro é

1
§(Ds) = 575 = 008830,

O reticulado D5 possui densidade de centro étima para a dimensao 5.

3.5.3 Reticulado 8-dimensional FEj:

O reticulado Eg é definido por
Es = {(z0, 21, ,28) ER®: Vay, vy € Zou x; € Z+1/2, ZIZ = 0(mod2)}.

Temos que:

e Uma matriz geradora ¢ dada por

2 0 0 0 0 0 0
-1 1 0 0 0 0 0 0
0 -1 0 0 0 0 0
0 0o -1 1 0 0 0 0
M = ;
0 0 0o -1 1 0 0 0
0 0 0 0o -1 1 0 0

0o 0 0 0 0 -1 1 0
1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2

e O raio de empacotamento é p = \/5/2;
e A densidade de centro é §(Eg) = 15 = 0,06250;

e Cada esfera do empacotamento é tangenciada por exatamente 240 esferas.
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O reticulado Eg possui densidade de centro étima para a dimensao 8.
A partir do reticulado Eg podemos definir outros reticulados de dimensées 6 e 7 que veremos

nos exemplos a seguir.

Exemplo 3.5.5 Reticulado 6-dimensional Eg: O reticulado Eg € definido por
Es={r € Eg:2v=0, Yo e V},

onde V € um Ay—subreticulado em FEg. Temos que:

e Uma matriz geradora é dada por

0 -1 1 0 0 0
0 0 -1 1 0 0
0o 0 0 -1 1 0
o 0 0 0 -1 1
o 0 0 0 0 -1 1 0
1/2 1/2 1/2 1/2 —1/2 —-1/2 —-1/2 —1/2

o O O O

0
0
0
0

e O raio de empacotamento é p = \/2/2;

e A densidade de centro é 6(Eg) = #5 =0,07217

e Cada esfera do empacotamento € tangenciada por exatamente 72 esferas.

O reticulado Eg possui densidade de centro otima para a dimensao 6.

Exemplo 3.5.6 Reticulado 7-dimensional E;: O reticulado E; € definido por
E; ={x € Eg : zv =0}, para algum vetor minimal v € Ej.

Temos que:

e Uma matriz geradora é dada por

1 0 0 0 0 0 0

O 1 0 0 0 0 0

O 0 1 0 0 0 0
M=|o0 0 0 1 0 0 0 |;

1/2 1/2 1/2 0 1/2 0 0

0 1/2 1/2 1/2 0 1/2 0

0 0 1/2 1/2 1/2 0 1/2 ]
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e O raio de empacotamento é p = \/2/2;
e A densidade de centro é 6(E7) = 1z = 0,06250.

O reticulado E; possui densidade de centro otima para a dimensdo 7.

3.5.4 Reticulado laminado A,

Seja Ag = {A}, onde A é um ponto do R". Para n > 1, tomemos todos os reticulados n-
dimensionais com norma minima igual a 4, que tenham no minimo um subreticulado A,_1, e
selecione aqueles com discriminante minimo. Este reticulado é chamado de reticulado laminado
A,.

Para dimensoes até 8, podemos estabelecer a seguinte equivaléncia entre os reticulados

laminados e os reticulados vistos nos exemplos acima:

AN =Z = A Ay = Ay,
A3 = A3 = D3, Ay = Dy,
As = Dy, Ag = Eg,
A B As & By,

Para dimensoes 12 e 24 os reticulados laminados A, = K2 e Agy também sao reticulados

otimos para estas dimensoes.

3.6 Conclusao do Capitulo

Neste capitulo apresentamos o conceito central de nosso trabalho, os reticulados e suas prin-
cipais propriedades. Vimos na Secao que estudar reticulados é equivalente ao estudo de
empacotamentos esféricos. Ainda nesta secao, obtemos uma expressao para o calculo da densi-
dade de centro de um reticulado em (|3.3.4)), expressao que procuraremos melhorar nos proximos
capitulos. Na Secao (3.4)), vimos outros dois parametros que foram a diversidade e a distancia
produto minima de um reticulado. Esses conceitos sao muito importantes pois em [6], vemos
que quanto maior for a diversidade e a distancia produto minima de um reticulado, menor a
probabilidade de ocorrer erro em um dado cédigo associado a este reticulado. Estes conceitos
serao mais explorados no Capitulo @ Como vimos na Secao (3.5)) os reticulados Ay, Ay, D3,
Dy, Ds, Eg, Er7, Eg, K15 e Ayy possuem densidades de centro étimas para suas dimensoes. No
entanto, no Capitulo apresentamos outros exemplos de reticulados de dimensoes 2 e 3 que
possuem a mesma densidade de centro dos reticulados A, e D3 e, no Capitulo apresentamos
também outros exemplos de reticulados de dimensoes 2, 4, 6, 8 e 12 que possuem a mesma den-
sidade de centro dos reticulados Ay, Dy, Fg, Eg e Ki5. Além disso, estes reticulados algébricos

possuem propriedades algébricas de melhor visualizagao dos mesmos.
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Capitulo 4

Reticulados de dimensoes 2 e 3 via polinomios

Neste capitulo apresentamos construgoes de reticulados de dimesodes 2 e 3 a partir de polindmios
irredutiveis no corpo dos niimeros racionais. Deste modo, iremos obter versoes rotacionadas dos
reticulados Ay e D3, definidos anteriormente, utilizando polindomios de grau 2 e 3 irredutiveis em
Q, respectivamente. Na Secao apresentamos uma construcao de reticulados de dimensao
2 via polinémios de grau 2 com raizes reais e, na Secao (4.2)), via polinémios de grau 2 com
rafzes complexas conjugadas. Na Secao (4.3)) apresentamos uma construgao de reticulados de
dimensao 3 via polinomios de grau 3 com raizes reais. Em ambos os casos para dimensao 2
e, para a dimensao 3 obtemos exemplos de reticulados com densidade de centro 6tima para

dimensoes 2 e 3, respectivamente.

4.1 Reticulados de dimensao 2 via polinomios de grau 2 com raizes

reais

Nosso objetivo nesta secao é obter reticulados rotacionados do reticulado A, via polinomios de
grau 2 com raizes reais. Para isso, sejam f(x) = 2? +ax + b, onde a,b € Z e o, 3 € R as raizes

de f. Como queremos que « e (3 sejam reais devemos ter
A=a®—4b>0.

Seja Ay C R? um reticulado gerado pela base {v1,v2}, onde v; = (o, ) e vy = (5, a).

Temos que uma matriz geradora de Ay serd dada por

a
M = . 4.1.
(o) L

Sendo p o raio de empacotamento do reticulado Ay segue pela Definicao (3.3.4) que a
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densidade de centro de Ay ¢ dada por

2 2

p P
Oy = Vol(A;) — |det(M)|

Assim, para calcularmos a densidade de centro de A precisamos encontrar expressoes para

o cdlculo de p e de det(M). O resultado que veremos a seguir nos dd uma expressdo para o

moédulo do determinante da matriz M.

Proposigao 4.1.1 ([20]) Sejam f(z) = 2> + ax + b € Z[z], a,3 € R as raizes de f e M a
matriz dada em . O mddulo do determinante da matriz M € dado por

|det(M)| = |a|VA, onde A= a®—4b.

Demonstragao: Sejam « e (3 as raizes de f. Como vimos, para que « e 3 sejam reais devemos
ter A =a?—4b>0, a,b € Z. Assim,

—a—i—\/ze —a—\/Z

T2 b=
Logo,
8 VE\ VAY
| det(M)] = det(“ ) _ (L) _<—a—_)
0 « 2 2
B a2—2a\/Z+A_a2+2a\/Z+A
B 4 4
—4av/ A
- QT‘/_ = |~ aVA| = |a]VA,
onde A = a? —4b >0, a,b € Z. O que prova a proposicao. [ |

Exemplo 4.1.1 Sejam f(x) = 2> + 3z + 1 um polinomio de grau 2 com raizes reais o e 3.
Temos que: A = 3*—4.1 =5 > 0. Assim, se Ay é o reticulado com base {(c, B3), (3,a)} e
matriz geradora M, seque pela Proposi¢ao que

| det(M)| = |a|VA = 3V/5.

Pela Observacao (3.3.2)), vimos que o maior raio de empacotamento de um reticulado A
ép= AL;”, onde (Apin)? é a norma minima de A. Assim, para que tenhamos um raio de

empacotamento maximo devemos encontrar um vetor de Ay cuja norma seja minima. A seguir,
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veremos uma expressao para o calculo da norma de um vetor de A;. Iniciamos com um resultado

mais geral.

Proposicao 4.1.2 ([26]) Se Ay € um reticulado de dimensao n gerado pela base {v1,...,v,},
f(z) =a"+ap 12" ' +. . +arx+ag, coma; EZ ev € Ny, tal que v = z1v1+. ..+ 2,05, 2 €Q,

entao,
n

> = (a2 y —2a,2) > 22 +2 > Tr(cey)zz,

i=1 1<i<j<n

onde ay;, 1 =1,...,n sao as raizes de f.

Demonstracao: Temos que

W2 = v = (Zn: Zﬂ)i) (Zn: zjv]) = Zn:viv,-z? +2 Z ViV i 25 (4.1.2)
i=1 j=1 i=1

1<i<j<n

Seja G = Gal(K/Q) = {o1,...,0,}, dal v; = (0;(v1), ..., 0i(ay,)). Assim,

viv; = (oi(aq),...,0i(an)).(0i(aq), ..., 0i(an))

oi(a1)? + - i )?

= aj+-+ai
= (g +-a,)? =2 Z ;0

1<i<j<n

2
= a,_; — 20p-2.

Logo, a primeira parcela da Equagao (4.1.2]) pode ser reescrita da seguinte forma:
n n
2 2 2
g vvize = (an_1 — 2a,_9) g zi
i=1 i=1
Para a segunda parcela teremos:

viv, = (oi(ar),...,0i(an)).(0j(cq),...,05(an))

= oi(ar)oj(ar) + -+ oi(on)oj(ay,).

Assim,

n
onde o), = ai_laj. Como, Z a;or(;) = Tr(anok(aq)), segue que
i=1

viv; = Trgg(onok(ar)) € Z.
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Dali,

n n
Tr(voj) = Zal ;) Zo—l oi(ar)oj(ay))
I=1 I=1

n

= Y aloi(ar))oi(o(en)) ZZ‘% (o1(en))aj(oi(en))

=1 =1

n
= E oi(ag)o;(ay) E o oi(ag)o; O'j(Oél)
=1

= Zalak(al) = Tr(aiok(an)).
=1

Portanto,
n

[v]? = (a2 _| — 2a,_2) sz +2 Z Tr(aiog)2izj,

i=1 1<i<j<n

como queriamos mostrar. |

Coroldrio 4.1.1 ([20]) Se f(x) = 2® + ax + b € Z[x| com raizes reais a e 3, Ay € o reticulado
de dimensao 2 gerado pela base {v1,v2}, onde vi = (a, ) e va = (B,a), e v € Ay, tal que

UV = 2101 + 299, com 21, 22 € Q, entao,
[v]? = a®(21% 4+ 25%) — 2b(z1 — 22)°.
Demonstragao: Pela Proposigao (4.1.2]) temos que:

[v]? = (a® — 2b) (27 + 23) + 2Tr(af) 2 2.

Assim,
w2 = (a® —2b)(2} + 23) + 2(2b) 21 2
= a*(z] +23) — 2b(2 + 25 — 212)
= a*(zn? + 2°) — 2b(z1 — 20)?
como queriamos. m

Agora que temos uma expressao para calcular a norma de um vetor de Ay resta saber
onde este vetor atinge norma minima e dai teremos o raio de empacotamento do reticulado e

portanto podemos calcular efetivamente a densidade de centro de reticulado Ay.

Exemplo 4.1.2 Nas condicoes do Exemplo , seja v = 2101 + 2902 € Ay, Pelo Coroldrio
/.1.1)) seque que
0] = 9(27 + 23) — 2(21 — 22)*
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S

7

e, este vetor assume valor minimo 7 quando tomamos z1 = 1 e zo = 0. Logo, p = e portanto,

S(A,) = G o
7 Jdet(M)] ~ 35 125

O resultado que veremos a seguir nos da uma condi¢ao sobre o polinomio f para que o

>~ (), 143.

reticulado Ay tenha densidade de centro étima para dimensao 2.

Teorema 4.1.1 ([20]) Sejam f(z) = 2®*+ax+b € Z[x] com raizes reais o e 3, Ay o reticulado
de dimensao 2 gerado pela base {vy,v2}, onde vy = (o, B) evy = (B, ). Se f satisfaz a condi¢do

% = b, entao o reticulado Ay possui densidade de centro étima.

Demonstragao: Seja f(z) = 2> +ax +b, a,b € Z tal que % = b e seja v = 21V1 + 2oV, CcOM
21,22 € Q um vetor de Ay. Pelo Corolario (4.1.1)) temos que

W] = d®(z1® 4 22°) — 2b(z1 — 22)°

= 6b(212 + 222) — 2b(21 — 22)2.

Observe que esta forma quadréatica assume valor minimo 4b quando z; = 1 e 25 = 0. Logo,

p= = —. (4.1.3)
Agora, pela Proposicao (4.1.1)), temos

| det(M)| = |a|va — 4b = V6bv/2b = 2+/3b. (4.1.4)

Por, (4.1.3)) e (4.1.4)) segue que a densidade de centro de Ay sera dada por

(G2 b 1
S(A;) =22 — - > (), 28868,
() 2v3b  2v3b 23

que é a mesma densidade de centro do reticulado A,. Portanto, Ay possui densidade de centro

Otima para dimensao 2. [ |

Exemplo 4.1.3 Sejam f(z) = 22 + 62+ 6, «, 3 € R as raizes de f e v = 2101 + 2902 € Ay,
onde vi = (o, ) e va = (B, ). Temos que: |v]* = 36(21% + 22%) — 12(21 — 22)%, que assume o

valor minimo 24, logo

e
=~

Temos ainda que

| det(M)| = |a|vVa? — 4b = 6v/12 = 12V/3.
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Portanto,
s - e ) 2]
|det(M)] 123  48V3 2V3

que € a densidade otima para dimensao 2.

Exemplo 4.1.4 Sejam f(z) = 2? + 122+ 24, a, 3 € R as raizes de f e v = 2101 + 2000 € Ay,
v = (a, B) evg = (B,). Temos que: |v|? = 144(z1% + 29?) — 48(21 — 22)* assume valor minimo

48, logo

Temos ainda que,

| det(M)| = |a|va? — 4b = 12/12 = 24V/3.

Com 1sso , (@) " ,
S(A)= =L =2 = :
[det(M)]  12v3 2v3  2V3

que € a densidade otima para dimensao 2.

Observagao 4.1.1 Observe que através do Teorema temos uma “familia” de reticulados

de dimensao 2 com densidade de centro dtima.

4.2 Reticulados de dimensao 2 via polinomios de grau 2 com raizes

complexas conjugadas

Nosso objetivo nesta secao é obter reticulados rotacionados do reticulado A, via polinomios de
grau 2 com rafzes complexas conjugadas. Para isso, sejam f(z) = 22 + ax + b, onde a,b € Z e

Y1, € C as raizes de f. Como queremos que f nao tenha reais devemos ter
A=a>—4b<0.

Assim, tomemos v = a+ 13 e 5 =« — i, com o, € R e 3 # 0 as raizes de f.
Seja Ay C R? um reticulado gerado pela base {vy,vs}, onde v; = (o, 8) e vy = (o, —f3).

Temos que uma matriz geradora de Ay serd dada por

_[ao B
M_<a _5> (4.2.5)

e a densidade de centro de Ay ¢ dada por

S(Ag) = =2 P




onde p ¢ o raio de empacotamento de Ay.
Da mesma forma como no caso anterior, queremos encontrar expressoes para o calcular p

e det(M). No resultado a seguir veremos uma expressao para o célculo de det(M).

Proposicao 4.2.1 ([26]) Se f(x) = 2* + ax + b € Z[x] com raizes complezas o + i3, «, 3 €
R, 6#0 e M ¢é a matriz dada em , entdo o determinante de M € dado por

VATAY
det(M):a 5 onde A =a®—4b<0.

Demonstragao: Sejam v, = a+18 ey =a—1i8, com «a,0 € Re 3 # 0 as raizes de f.

Temos que:
B _ —a—vV-A
M= 5 Y2 = 5 .

e B\ [ B
(0 0)-(2 %)

: —a
Assim, a = 5 e 3

Il
=
)
03
]

Entao,
vV—A VASTAN vV-=A
det(M) = V2 V-2 Vo2
4 4 2
como queriamos mostrar. [
Exemplo 4.2.1 Sejam f(x) = 2% + x + 3 um polinomio de grau 2 com raizes complezas

conjugadas a + i3, — i3 € C. Temos que: A = 12 —4.3 = —11 < 0. Assim, se A; € o
reticulado com base {(«, 3), (o, =)} e matriz geradora M, seque pela Proposi¢ao que

_a\/—A_\/ﬁ
22

det(M)

Vejamos agora um resultado que nos da uma expressao para o calculo da norma de um

vetor de Ay.

Proposigao 4.2.2 ([20]) Se f(z) = 2*> + ax + b € Z[z] com raizes complezas conjugadas
atif, a,0 € R, f# 0, Ay € o reticulado de dimensao 2 gerado pela base {vi,ve}, onde
v = (a, ) evy = (o, =), ev € Ay, tal que v = 2101 + 2902, com 21,29 € Q, entdo,

2 2
5 07 9 4b — a
‘U’ —4(21 —|—22)+ A

(21 — 22)2.
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Demonstragao: Sejam v = a+18 ey =a—if, com a,3 € Re [ # 0 as raizes de f e

v = 2101 + 2909, com vy = (@, 3), va = (o, —3) e 21, 22 € Q. Temos que:

v=2(a, ) + 22(a, =) = (a(z1 + 22), B(z1 — 29)).

Logo,
’U|2 = 042(21 -+ 22)2 -+ ﬁ2<21 — 22)2 )
2
—a vV=A
— (7) (21 + 22)2 + (T) (Zl — 22)2
4b — a?

= az(zl + 22)2 + 1 ¢ (z1 — 22)2,

como queriamos mostrar. [ |

Exemplo 4.2.2 Nas condigées do Exemplo , 8eja v = z1v1 + 2902 € Ay, Pela Proposigao
seque que
(2’12 + 222) + 11(2’1 — 22)2

4

o] =

1

e, este vetor assume o valor minimo 1 quando tomamos zy = 1 e 2o = 0. Logo, p = 3 e
portanto,
2 1)2
5 1
sap = a1
| det(M)| Vil 2¢/11

2

Com o seguinte teorema, temos novamante um familia de reticulados de posto 2 com

densidade de centro otima.

Teorema 4.2.1 ([20]) Sejam f(x) = x> + ax + b € Z[z] com raizes complexas conjugadas
axif, o,0 € R, § # 0, Ay o reticulado de dimensio 2 gerado pela base {vi,v2}, onde
v = (a,0) e vy = (o, —03). Se [ satisfaz a condigao a*> = b, entdo o reticulado Ay possui

densidade de centro dtima.

Demonstragao: Seja f(z) = 2> +azx +b, a,b € Z tal que a® = b e seja v = 21v; + 2903, cOm
21,22 € Q um vetor de Ay. Pela Proposigao (4.2.2)) temos que

2 4b — 2
lv]? = %(212 + 29%) + a (21 — 2)*
b 3b
= 1(212 + 2’22) + Z(Zl — 22)2.

Observe que esta forma quadratica assume valor minimo b quando z; =1 e z, = 0. Logo,

p= = —. (4.2.6)




Agora, pela Proposicao (4.2.1)), temos

ay/—(a® — 4b)

2

| det(M)] = = vVbV3b = bV/3. (4.2.7)

Por, (4.2.6)) e (4.2.7) segue que a densidade de centro de Ay serd dada por

S(A,) = S S
7 ldetD] — 03— 20v3 243

que é a mesma densidade de centro do reticulado A,. Portanto, A possui densidade de centro

= 0, 28868,

Otima para dimensao 2. [ |

Exemplo 4.2.3 Sejam f(z) =2 +x+1, a+if € C as raizes de f e v = 2101 + 2902 € Ay,

2 = 1(z1% + 22%) + 3(21 — 22)%, que assume o

onde v1 = (o, 3) e vg = (ar,—3). Temos que: |v i

valor minimo 1, quando z; =1 e z9 = 0. Logo

1
p_2'

Temos ainda que

det(a)| = | Y@= V3
2 2
Portanto,
N
5(Ay) = r_ <2> )
Q0D - 5 23

que € a densidade otima para dimensao 2.

4.3 Reticulados de dimensao 3 via polinomios de grau 3 com raizes

reais

Nosso objetivo nesta secao é obter reticulados rotacionados do reticulado A3 via polinomios de
grau 3 com raizes reais. Sejam f(z) = ® + ax?® + bz + ¢ com a,b,c € Z e a, 3,y € C as raizes
de f. Queremos que f possua somente raizes reais. Iniciamos mostrando um resultado que nos

garante esta condigao.

Proposicao 4.3.1 ([26]) Seja f(x) = 2® 4 az® + bx + ¢ € Z[z]. Para que as raizes de f sejam

reais € necessdrio e suficiente que

2a% — 9ab + 27¢

a®>—3b>0 e (Va2 —3b)* > 5
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Demonstragao: Uma condi¢ao necessaria e suficiente para que as raizes de f sejam todas
reais é que sua derivada se anule em dois pontos distintos e que a funcao f aplicada nestes
pontos tenham sinais distintos. Assim, se f(z) = 2® + az? + bz + ¢, com a, b, ¢ € Z temos que
sua derivada é dada por f'(z) = 322 + 2ax + b cujas rafzes sao

—a—+va?—3b —a++Va?—3b

T = €Ty =

3 3

Dai, segue que a? — 3b > 0 deve ser um nimero positivo. Agora,

<—a— a2—3b)
+b 5 +c

f(z1) = 2% +az]+br +c

_ <—a—\/m>3+a<—a— 3a2—3b>

2

3

1
— 2—7(2a3 +2(Va2 — 3b)* — 9ab + 27c)

e, portanto, f(x;) > 0 se, e somente se,

<m>3 > 2@2 — 9CLb + 270
5 .

Analogamente,

f(zo) = %(2@3 +2(Va2 — 3b)* — 9ab + 27c)

e, portanto, f(x2) < 0 se, e somente se,

(\/M)?’ S 2a% — 9ab + 27¢
5 :

Logo, para que as raizes de f sejam reais devemos ter

2a% — 9ab + 27¢

a>—=3b>0 e (Va2 —3b)° > i

como queriamos. n

Sejam «, 3,7 € R as raizes de f(z) = 2® + ax? + bx + ¢ € Z[z] que satisfazem as condigoes

da Proposicao (4.3.1)) e

V1 = (avﬁa’}/)
Ug = (770475) )
U3 = (577700
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vetores do R?. Consideremos Ay C R3 o reticulado gerado pela base {v1,v9,v3}, onde vy, vy €

v3 sao como definidos acima. Temos que uma matriz geradora de Ay serd

a By
M=~ a f (4.3.8)
I} Q
e sua densidade de centro sera dada por:
3
P
0(Af) = ———
) = g

onde p é o raio de empacotamento de Ay.
Da mesma forma como para dimensao 2, queremos encontrar expressoes para o calcular p

e det(M). No resultado a seguir veremos uma expressao para o célculo de det(M).

Proposicao 4.3.2 ([20]) Se f(z) = 23 + az® + bx + ¢ € Z[z] com raizes reais a, 3,7 e M € a
matriz dada em , entao o determinante de M ¢ dado por

det(M) = —a(a® — 3b).
Demonstragao: Temos que o determinante de M sera dado por
det(M) = o® + 3° + 9 — 3a37.
Das relacoes de Girard segue que:

a+fB+y=—a
af+ay+py=>,
frya=—c

assim,

(a4 8+7)"=a+ 2+ +2(af + ay + By) = d,

logo,
o® + 3 +9% =a* - 2b. (4.3.9)

Como «a +  + v = —a, multiplicando o lado esquerdo da Equagao (4.3.9) por a + 3+ v e o

lado direito por —a teremos
o’ + 3 +9° + af + B’ + 77 + 70” + 95
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= o+ 8+ +afla+B)+ayla+9)+Bv(B+7)
o’ + 3 +9° —af(y+a) — ay(B+a) - By(a+a)
o+ 24+ = 3aBy — a(aB + ay + 37)

= —a(a® —2b).
Logo,
o’ + 3 4+ — 3apy = —a(a® — 2b) + ab = —a® + 3ab.
Portanto, det(M) = —a(a® — 3b) o que prova a proposigao. n

Exemplo 4.3.1 Sejam f(x) = x* — 92 + 23z — 15 um polinémio de grau 3 com raizes reais

a,B,7v. Se Ay € o reticulado com base {v1,vq,v3} € matriz geradora M, seque pela Proposicao

que
det(M) = —a(a® — 3b) = 108.

Agora, veremos um resultado que nos dard uma expressao para o calculo da norma de um

vetor de Ay.

Proposicao 4.3.3 ([26]) Se f(x) = 2° + ax® + bx + ¢ € Z[z] com raizes reais «, 3,7, Ay €
o reticulado de dimensdo 3 gerado pela base {vy,ve,v3}, onde v = (o, B,7), va = (v,, ),

vg = (B,7,a), ev € Ay, tal que v = 2101 + 22U + 2303, com 21, 22, 23 € Q. Entdo,
[0 = (a® — 2b) (2% + 25 + 23) + 2b(2120 + 2123 + 2223).
Demonstragao: Temos que:

V= 21U1 + 29VU9 + 2303
- 21(0475,’7)+22(%ayﬁ)+23(ﬁ»%04)
= (az +v22 + Bz3, fz1 + aze + V23,721 + 20 + az3).

Entao,
> = (azi + 720 + B23)% + (Bz1 + azy +7v23) + (v21 + Bze + azs)?
(2 + B+ (224 224 22) + 2B + ay + B7) (2122 + 2123 + 2223)
= (a® —2b)(2] + 25 + 23) + 2b(2129 + 2123 + 2923),
como queriamos mostrar. [ ]

Exemplo 4.3.2 Nas condi¢oes do Exemplo , seja v = 21U + 2902 + 2303 € Ay, Pela
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Proposi¢ao seque que

[v|? = 35(27 + 25 + 23) + 46(z122 + 2123 + 2223)

e, este vetor assume o valor minimo 24 quando tomamos z; = 1 , z9 = —1 e z3 = 0. Logo,
p= —V224 e portanto,
3 3
P (VB VB
S(Ay) = = =

T ldet(M)] 108 187

Teorema 4.3.1 ([20]) Sejam f(x) = 2* + az? + bx + ¢ € Z[zx] com raizes reais a, 3,7, As
o reticulado de dimensdo 3 gerado pela base {vy,ve,v3}, onde v = (o, B,7), va = (v,, ),
v3 = (B,7,a). Se [ satisfaz
an 2
<5> —b e ¢(27c+4a® — 18ab) < 0,

entao o reticulado Ay possui densidade de centro dtima.

Demonstracao: Pela Proposigao (4.3.3]) temos que

> = (a® —20)(27 + 25 + 23) + 2b(2122 + 2123 + 2223)

= 2b(2] + 25 + 22 + 2120 + 2123 + 223).

Observe que esta forma quadratica assume valor minimo 2b quando z; = 1 e 25 = 23 = 0. Logo,

p= == (4.3.10)

Agora, pela Proposicao (4.3.2)), temos

| det(M)| = | — a(a® — 3b)| = |ab. (4.3.11)

Por, (4.3.10) e (4.3.11) segue que a densidade de centro de Ay serd dada por

P (23
) = Tqaan] = Tl = 1va

=0,17678,

que é a mesma densidade de centro do reticulado As. Portanto, Ay possui densidade de centro

otima para dimensao 3. [ |

Exemplo 4.3.3 Sejam f(z) = 23 — 627 4+ 92 — 1 com raizes reais a, 3,7, Ay um reticulado de

dimensao 3 gerado pela base {vy,vs,v3}, onde vi = (o, 3,7), v2a = (v,a,0), v3 = (8,7, ), e
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v € Ay, tal que v = 2101 + 2909 + 23V3, cOm 21, 22, 23 € Q. Temos que: |v|* = 18(2F + 25 +23) +

18(z129 + 2123 + 2223), que assume o valor minimo 18, quando z; =1 € zo = z3 = 0. Logo,

VI _ 312

2 2

Temos ainda que

|det(M)| = | — a(a® — 3b)| = 54.
Portanto,

3 3v2
== 2 1
S(A)= L =2 V2 oy e,
|det(M)| 54 8 42

que € a densidade de centro otima para essa dimensao.

4.4 Conclusao do capitulo

Neste capitulo apresentamos uma forma de encontrar reticulados de dimensoes 2 e 3 utilizando
polindémios irredutiveis em Q de graus 2 e 3, respectivamente. Nos resultados , e
mostramos que através deste método é possivel obter reticulados com densidade de centro
Otima para dimensoes 2 e 3 via polinomios. Acreditamos que, da mesma forma como foi feito
para dimensoes 2 e 3, pode-se obter reticulados com densidade de centro 6tima para dimensoes
maiores. O grande desafio desse método é determinar a matriz geradora do reticulado através
das raizes do polindmio em questao e também minimizar a forma quadratica, que repesenta o

quadrado da norma de um vetor nesse reticulado.
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Capitulo 5

Reticulados algébricos

No Capitulo apresentamos o conceito de reticulados e vimos que podemos classificar os
reticulados quanto a sua densidade de centro. Neste capitulo, apresentamos a geracao de
reticulados no R™ a partir do método de Minkowski fazendo uso de ideais do anel dos inteiros
algébricos de um corpo de nimeros. A partir do homomorfismo canénico (ou de Minkowski),
Bayer em [0], definiu outros homomorfismos que neste trabalho chamamos de pertubargoes
do homomorfismo canonico. Na Secao definiremos estes homomorfismos e veremos que
pode-se obter reticulados tanto a partir do homomorfismo canonico quanto a partir de suas
perturbacgoes. Na Secao apresentamos uma construcao de reticulados rotacionados de
dimensoes 2, 4, 6, 8 e 12 dos reticulados ja conhecidos Ay, Dy, Eg, Eg e K15, vistos no Capitulo
(3), a partir das perturbagoes do homomorfismo canonico. Este método é um aperfeigoamento
do método utilizado por Ferrari em [I1], quando obteve reticulados rotacionados de dimensoes

2,4, 6 e 8 apartir do homomorfismo canonico.

5.1 Reticulados via o homomorfismo canonico e suas perturbagoes

Nesta secao iremos definir o homomorfismo canonico e suas perturbacoes e, mostrar como obte-
mos reticulados a partir destes homomorfismos que, neste trabalho, chamaremos de reticulados

algébricos.

5.1.1 Homomorfismo canonico

Iniciamos esta secao mostrando como podemos construir o homomorfismo canonico e depois
colocamos sua definicao propriamente dita. Apds isto, mostramos que a partir deste homomor-
fismo podemos obter reticulados no R"™.

Sejam K um corpo de nimeros de grau n. Temos pelo Teorema que existem
exatamente n monomorfismos distintos o; : K — C. Consideremos ¢ : C — C a conjugacao

complexa. Assim, para todo ¢ = 1,--- ,n, temos que ¢ o g; = oy, para algum 1 < k < n
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e, 0; = oy se, somente se, 0;(K) C R. Desta forma, podemos ordenar os monomorfismos
o1, , 0, de tal forma que até um determinado indice r; tenhamos 0;(K) C R (1 < i < r;), ou
seja, de modo que os monomorfismos oy, - - - , 0,, sejam reais e, os demais monomorfismos serao
todos imaginarios. Como os monomorfismos imaginarios aparecem sempre aos pares, temos
que o nimero n — ry é par e, assim, podemos escrever n — r; = 2ry, ou seja, n = ry + 2rs.

A partir desta construgao, definiremos a seguir um homomorfismo que chamamos de ho-

momorfismo canonico ou homomorfismo de Minkowski.

Definicao 5.1.1 Seja x € K. O homomorfismo og : K — R™ definido por

JK(J:) = (01(513), 0 (35), §R0r1+1($), %0T1+1($)7 T 78%07”1-&-7“2(37)7 %UTI‘H"Q('T))’

€ um homomorfismo injetivo de anéis, chamado de homomorfismo candnico, ou homomor-
fismo de Minkowisk, onde as notagoes R(y) e S(y) representam as partes real e imagindria

de um numero complexo vy, respectivamente.

Exemplo 5.1.1 Sejam o corpo quadrdtico K = Q(i), onde > = —1, e {01,023} 0 grupo dos

Q-monomorfismos de K em C, onde o1 € a aplicag¢ao identidade e o5(a + bi) = a — bi, com
a,b € Q. Neste caso, temos que 1y =0 e ry = 1, ou seja, K € um corpo totalmente imagindrio.

Para x =a+bi € K, com a,b € Q, temos
ox(x) = (Roy(z),Soq(z)) = (a,b).

Exemplo 5.1.2 Sejam o corpo quadrdtico K = Q(v/3) e {o1, 05} 0 grupo dos Q-monomorfismos
de K em C, onde o1 € a aplicagdo identidade e o9(a + b\/g) =a—bV3, com a,b € Q. Neste
caso, 1 = 2 ery = 0, ou seja, K é um corpo totalmente real. Para x = a + bv/3 € K, com
a,b € Q, temos

ox() = (01(2), 02(2)) = (a+ V3,0~ bV3).

Uma das aplicacoes deste homomorfismo é a geracao de reticulados no R”, onde os prin-
cipais parametros podem ser formalmente obtidos via teoria algébrica dos niimeros, através de
propriedades herdadas de K.

Nos resultados a seguir veremos como obter reticulados utilizando o homomorfismo canonico

e também uma féormula para calcularmos a densidade de centro destes reticulados.

Teorema 5.1.1 ([2]|]) Seja K um corpo de nimeros de grau n. Se M C K é um Z-mddulo
livre de posto n e se (x;)1<j<n € uma Z-base de M, entao ox(M) é um reticulado no R™, com
volume dado por:

Vol(ox(M)) =277 det (o;(zx))l,

1<j, k<n
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onde Ty € 0 numero de pares de monomorfismos imagindrios.

Demonstragao: Para melhor entendimento, faremos inicialmente a prova para n = 3. Seja
{1, 29,23} uma Z-base de M. Pelo homomorfismo candnico ok : K — R", para cada j fixo,

as coordenadas de og(;), para j = 1,2, 3, com respeito a base canonica do R", sdo dadas por:
ox(z;) = (01(2;), Roz(z;), Soa(x;)). (5.1.1)

Consideremos D como sendo o determinante da matriz cujas colunas sao as coordenadas de
(5.1.1)).
o1(z1) o1(z2) o1(z3)
D=1 R(oz(z1)) R(oz(z2)) R(o2(z3))

S(oa(z1)) S(oa(ze)) S(o2(w3))

Para o cédlculo do determinante D, considere as seguintes férmulas:

—_

R(z) = %(2—1—2) e 3(z) = %(2—5), (5.1.2)
para todo z € C. Assim,
0'1(33'1) 0'1(33'2) O'1($3)
D = | jloa(a1) + 02(x1)]  3loa(w2) + 02(22)]  3(02(23) + 02(23)]

%[02(901) — oa(71)] %[02(1’2) — 0a(72)] %[02@3) — o3(73)]

Por propriedades elementares de determinantes, podemos colocar em evidéncia % que multiplica

a 2° linha e % que multiplica a 3° linha. Deste modo,

D= % % Z;EZ; + oa(21) Z;EZ; + 09 (22 Z;Ezz; + oa(z3)
(2) (=)

02(331) - 02(961 02(332) - 02(932 02(353) - 02(933

~—

~—
~—
~—

Agora, somando a terceira linha na segunda linha teremos:

o1(xy) o1(z2) o1(z3)

D= (5) (2%) 209 (1) 205 (xs) - 209(w3)

0'2(371) — 0'2(1'1) O'Q(SCQ) — O'Q(l'g) O'2(£C3) — O'Q(l'g)

Colocando 2 que multiplica a segunda linha em evidéncia e em seguida subtraindo da segunda

linha a terceira linha, segue que:
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Como 0y, 4ryti = 0p 4 paras =1,---

o1(z1) o1(xa) o1(x3)
%) 2| o9(x1) o9(xe) 02(x3)
oo(x1) oo(za) 02(x3)

, T2 temos que oy(x;) = o3(x;), para j = 1,2,3. Dali,

or(z1) oi(r2) o1(r3)
27 ()| sten e o= i) ot

Como {1, 9, 3} é uma base de K sobre Q, entao pela Proposicao ([1.3.13)) segue que 1<dekt<
S, RS

(oj(zx)) #

3
0, e portanto D # 0. Assim, os vetores {ok(z1), ox(22), ox(23)} do R? sao linearmente inde-

pendentes e geram oy (M). Como por hipdtese, {z1,xs, 23} formam uma Z-base de M entao

3
dado m € M, temos que m = Zajmj, a; € Z. B, dai
j=1

3
ox(m) = ZajaK(xj), a; € 7.

=1
3

Logo, ox(M) = {Z ajox(x;) : a; € Z} é um reticulado do R?, com volume dado por:
j=1

i~ - det(o;(x
Vol(ox(M)) = |D| = |2i 1det((7j($k))’ =2 1’ det(aj(xk))‘ = M’
o que prova o resultado para n = 3. Veremos agora que o resultado ¢ valido para todo n. Para

cada j fixo, as coordenadas de ok(z;) com respeito a base canonica do R™ sao dadas por

(5.1.3)

UK(xj) - (Ul(xj>’ -y Opy ('Tj)v %UTH-I(‘TJ')’ %O-T1+1(xj)7 s 7§RO’T1+T2(‘IJ')7 %O-TH-W (xj>>

Agora calculemos o determinante D da matriz que tem a j-ésima coluna dada pela Equacao
fazendo uso das férmulas dadas em e das transformacoes elementares no determi-
nante, a saber, pela adigao da (r; + 2[)-ésima linha a sua anterior e em seguida pela subtracao
da (rq + 20 — 1)-ésima linha da sua posterior, para [ = 1,...,7r5. E, como 0, 11,1 = 045, J =

1,--- .7y, temos que
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.o1(zy)

. oo(Ty)

oo ()
. R(or11(zn))

. %(‘77“1+1(xn))

%(UT1+T2 (l’n))

(Or1 47 (7))

%

o1(z1) . o1(zy)
oa(x1) . oa(zy)
Ory (1‘1) - Ony (ﬂf])
D=1 Roys1(21)) .. Rlor4(zy))
(o 11(21)) - S(or4a(75))
%(aﬁJrrz (.1'1)) B 8%(0-7"1+7“2 (xj)) S
S(Or g (71)) oo S(Orgm (7)) -
o1(z1) . op(xy)
oo(21) . oa(xy)
Oy (71) - O (:L‘])

%[01“1-5-1 (‘Tl) + Ori+1 (.231)]

%[Urlﬂ(xl) — Opy41(71)]

%[01"1-"-7“2 (xl) + Ori+ry (1’1)]

%[UT1+T2('$1) - UT1+T2(x1>] s

1)

. %[Urﬁ-l(xj) + 0T1+1('Tj)]

) %[UHH(%‘) — 0y 1(25)]

1

) [01"1 +72 (LL']) + Ori+rg (xj)]

%[UT1+T2 ('TJ) = Orq+4ry (33'])] B

. o1(xy)

. oa(Ty)

. op ()
. %[0r1+1(xn) + 0y 1+1(20)]

. %[0’7‘1+1(xn) - UT1+1<xn)]

1

. §[UT1+T2 (T0) + Opy 11 (xn)]

% [UT1+7"2 (l’n) = Ori+ry (l’n)]

O'l(xl)

O'Q(Il)

Ory (Il)
Opy1(71)

Ori+1 (113'1)

Ori+ry (xl) st

Orpgra(T1) -

. oi(z))

. O'Q(Q?j)

: O-Tl(‘rj)
: UT1+1(ZE]')

- Ori41 (37])
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. oo1(zy)

. o9(xy)

.o ()
- Orta(Tn)

- O (2)

Ori+ry (IJ) s

Ory+ry (ZL‘]) s

Oy 4rg (xn>

Ory 4 (Tn)




o1(x1) . o1(x;) . o1(zn)

o) ... oolzy) ... oo(zn)

Ly I S

2i Op1(z1) oo omga(zy) oo opaa()
Ur1+2(1’1) o 0r1+2(1’j) E a,.1+2(xn)
Ory 421y (561) cer Orp42rg (xj) <o Opy42rg ($n>

= (20)7" det(o; ().

Como (x)1<j<, ¢ uma base de K sobre Q, segue pela Proposi¢ao (1.3.13) que det(o;(xy)) # 0,
e portanto, D # 0. Assim, os vetores ok (z;) do R™ sao linearmente independentes e geram

ox (M), ou seja, ox(M) é um reticulado do R". Do fato de {z1,...,x,} ser uma Z-base de

n
M, segue que m = Zajxj, com a; € Z, e portanto, m € M. Assim, og(m) = ZajaK(xj),
j=1

j=1
n

com a; € Z, ou seja, og(M) = {Z ajox(x;); a; € Z}. Portanto, Vol(ox(M)) = |D| =
j=1
27| deti < ken (0 (1)) =

Corolario 5.1.1 ([2])]) Seja K um corpo de nimeros de grau n. Se Dx € o discriminante de
K, Ok € o anel dos inteiros de K e a é um ideal nao nulo de Ok, entio ox(Ok) e ox(a) sdao

reticulados, com volumes dados respectivamente por:
Vol(ox(Ok)) = 272[Dk|z e Vol(ox(a)) = Vol(ox(Ox)).N (a),
onde ry é 0 nimero de monomorfismos imagindrios de K e N'(a) € a norma do ideal a.

Demonstragao: Pelo Teorema ([1.3.3]) temos que a e Ok sao Z-médulos livres de posto n.
Dal, pelo Teorema ([5.1.1]), segue que ok (a) e ox(Ox) sao reticulados do R" e, dada uma Z-base

{z1, -+ ,x,} de Ok, o seu volume serd
VOZ(O'K(OK)) == 2_T2|DK|%7

pois pela Proposi¢ao (1.3.13) temos que Dk = det(c;(zy))?. Para calcularmos o volume de
ox(a), observe que ok (a) ¢ um subgrupo de ox(Ox) cujo indice é dado por A (a) uma vez que

Ox/a ~ ox(Ok)/ox(a). Além disso, como a regiao fundamental de ox(a) é a uniao disjunta de
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N (a) cépias de uma regido fundamental de ok (Ok), segue que
Vol(ox(a)) = 27| Dx|2N (a) = Vol (o (Ox))N (a),

o que conclui a demonstracao. [ ]

Exemplo 5.1.3 Seja o corpo quadrdtico K = Q(+/—3). Pelo Teorema temos que seu

1++/-3 14++v-3
%} com Z-base {1,%}. Como K ¢ totalmente

anel dos inteiros € Ox = Z [
imagindrio, seque que r1 =0 eryg = 1. Assim, dado x = a + b(%j?’) temos que a imagem do

homomorfismo candnico ox(Ox) C R? € dado por

7<) = Rlor(a+ (Y2 80+ o2
= (R[a+ g + @i],%[a—l— g + @z])
b V/3b
= (a+§,7).

Logo, ox(Ok) € um reticulado de posto 2 do R?, gerado pelos vetores vy = (1,0) e vy = (%, \/7?:),

com regiao fundamental descrita na figura abaizo

e cujo volume € dador por

det ( (1) o) )‘ 1

0'2(1) 0'2( 5

(o}
D
-+
VR
—_ =
ToF
no
N
N~
|
N | =
=

Vol(ow(Ox)) = %

Exemplo 5.1.4 Seja o corpo quadrdtico K = Q(i), onde i* = —1. Pelo Teorema temos

que seu anel dos inteiros € Og = Z[i] (anel dos inteiros de Gauss) com Z-base {1,i}. Como K
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¢ totalmente imagindrio, seque que 11 =0 e ro = 1. Seja a = (2 — i) um ideal principal de Z|i].
Assim, dado x € a, temos que x = (2 —i)(a + bi) = (2a + b) + (2b — a)i, onde a,b € Z. Logo,

a imagem do homomorfismo canénico ox(a) C R? é dado por

ox(a) = R[o1((2a+0) + (2b — a)i)], S[o1((2a + b) + (2b — a)i)])
= (2a+0,2b—a).

Portanto, og(a) é um reticulado de posto 2 do R?, gerado pelos vetores vy = (2, —1) evy = (1,2),

com regiao fundamental descrita na figura abaizo

O volume Vol(ox(Ox)) € dado por

o1(1) o1(4)

0'2(1) Uz(i)

N~
[\]
[ SIS
I
DO | —

VOZ(O’K(OK)) = 2_1 [det (

e pelo Teorema temos que N (a) = |N(2 —1i)| = 5. Portanto,

Vol(ow(a)) = Vol (0w (Ox)).N(a) = 1.5 = 5.

Observacao 5.1.1 Como consequéncia dos resultados anteriores, podemos obter uma expressao
para o cdlculo da densidade de centro do reticulado ox(a) a partir da expressao dada em .

Temos que:
_ 27(plox ()"
d(ox(a)) = D) (5.1.4)

onde p(ox(a)) = %min{|0K(x)|, xr €a, x#0}.
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Nosso objetivo nos resultados que veremos a seguir é melhorar a expressao ((5.1.4)).

Proposigao 5.1.1 ([§]) Se K é um corpo de nimeros de grau n e x € K, entao

lox (2)|* = cx.Tr(2T),

onde
1, se K for totalmente real
CK = 1
5 se K for totalmente imagindrio.
Demonstragao: Sejam oq,--- ,0, os n monomorfismos de K de tal forma que r; 4+ 2r, = n,

onde 7, sao os monormorfismos reais e 7, a metade dos monomorfismos imaginarios. Assim,

para x € K temos pelo homomorfismo canonico que
o (x) = (01(x), -+, 0n (1), ROy 41 (2), - SO, 1y (1))
Como og(x) € R", segue que
low (@) = (01(2))* + -+ + (00, ())* + (Rovy 11 (2)) + - - + (S0, 10, ()

Observe que

oy + B = (jow+ 350 + (geo) - 22,0

21

parar; +1 < 7 <7y 4+ ry. Assim,
|owe(2)* = (01(2))* + -+ + (07, (1)) + 00y 11 (2T) + -+ + Tpy 1, (2T).

Se r; = 0, ou seja, K for totalmente imaginario, entao

o (@)|* = 01(2T) + - + 07, (27) = 01,1 (TT) + ++ + Oryr, (2T)

e, uma vez que ¢ ¢ a conjugagao complexa, temos que 0,,4;(2%) = (¢ 0 0,)(2Z) = 0;(2Z), para
Jj=1,---,r2. Logo,
n

2Jow(2)* = 01(2T) + -+ + 0, (3T) + 0111 (AT) + -+ Oy, (1T) = Y 04(aT)
i=1
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1
e, como os 0;(2T) sdo os conjugados de 2T, segue que |ox(z)|> = éTr(xf). Agora, se ry = 0,

ou seja, K for um corpo totalmente real, teremos
o (@)* = (01(2))* + -+ + (0v, ()

e, como 0;(z) = (7 o 0j)(x) = 0;(T) segue que

0;(aT) = 0;(2)0;(T) = 0;(z)0;(x) = (0;(x))*.

Logo,
log (2)|? = o1(2T) + - -+ + 0y, (27) Z oi(xx) = Tr(z7),

o que conclui a demonstracao. [ ]

Observacao 5.1.2 Pela Proposicdo temos que

1

plow(a)) = 5 min{lox(z)|, © € a, x # 0}

pode ser escrito da sequinte forma:

plox(a)) = %min{\/CKTr(xf), x €a, v #0},

onde

1, se K for totalmente real
CK = 1
3 se K for totalmente imagindrio.

Na Proposicao (b veremos que a densidade de centro do reticulado ok (a) serd a mesma

tanto se K for totalmente real ou totalmente imaginario.

Proposicao 5.1.2 ([11]) Seja K um corpo de nimeros totalmente real ou totalmente ima-
gindrio. Se Ok € o anel dos inteiros de K, Dx o discriminante de K e a é um ideal nao nulo

de Ok, entao a densidade de centro do reticulado ox(a) € dada por:

1 t

d(ox(a)) = (e} N (@)’

onde t = min{Tr(zT), x € a, x # 0} e N(a) € a norma do ideal a.

Demosntragao: Suponhamos que K seja um corpo totalmente real. Assim, r, = 0 e, pela
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Observagao ([5.1.2)) temos que

p(ow(a)) = %min{\/Tr(aﬁ), vea v 40}

E, como t = min{Tr(zT), v € a, z # 0} segue que p(ox(a)) = 1v/t. Assim, pela Equacio

-2
(5.1.4) tem-se que

O R N U

o) = i IN@)  DeN(@) | 2R N

Agora, suponhamos que K seja um corpo totalmente imaginario. Pela Observagao (5.1.2)) temos

que
1 1 1 /1

plox(a)) = §min{ §TT(:L’§), rea v#0} = 5 it'

Além disso, como r; = 0 e = 71 + 27 segue que 7 = 5. Assim, pela Equacao (5.1.4]) temos que
23 (1,/1¢ " 2olyn(t 1\np2 n
5(ow(a)) 2/ 2 22(3)"(5) (5)"t2 1 t2

OK = T = T = T = .

Dxl2N(a)  [Dl*N(a) [Dxl*N(a) 2°|Dx|> N(a)

w3

Portanto, se K for um corpo totalmente real ou totalmente imaginario temos que a densidade

de centro do reticulado ok (a) sera dada por

1 tz
d(ox(a)) = mm,

como queriamos provar. [ |

Exemplo 5.1.5 Seja o corpo quadrdtico K = Q(v/—17). Pelo Teorema (m) temos que
Ok = Z[/—17] e pelo Teorema Dk = —68. Assim, se x € Ok, entdo

r=a+bv/—17=a+bV17i

2T = (a + bV/17i)(a — bW1Ti) = a® — abV/17i + abV/17i + 170° = a® + 170,

Logo, Tr(zT) = 2(a® + 17b%) e entdo t = 2, quando a = 1eb = 0. Assim

GG 1 e

5(0K(OK)) = \/@ = 2\/1—7 4\/ﬁ

107



5.1.2 Perturbacao o,

Sejam K um corpo de nimeros de graun e oy, - - - , 0, 0s homomorfismos de K em C, ordenados
de modo que o; ¢ real para ¢ = 1,---,r1 € Op4py4j = Op4; para j = 1,--- 7y, onde 7y
representa a metade dos homomorfismos imaginarios e r; + 2ry = n. Nesta se¢ao apresentamos
a perturbacao o, do homomorfismo canonico. Temos que esta perturbagao também ira gerar
reticulados no R™ e, partir dela, iremos obter reticulados rotacionados de dimensoes 2, 4, 6, 8
e 12.

Definicao 5.1.2 Sejam K um corpo de niumeros de grau n e o1,--+ ,0, 0S monomorfismos
de K em C. Um elemento o € K tal que o;(a)) € RT, para todo i = 1,--- ,n, é chamado de

totalmente positivo.

Definicao 5.1.3 Seja o € K totalmente positivo. A perturbagao o, : K — R" do homo-

morfismo canénico (ou de Minkowski) é definida como

T0(2) = (V01 (2), - A7y (1), RO T 110 1(2), -2 Sy im0 s (1))

onde as notagoes N(y) e S(y) representam as partes real e imagindria de um nimero complexo

y, respectivamente.

Teorema 5.1.2 ([11]) Seja K um corpo de nimeros de grau n e a € K totalmente positivo.
Se M C K é um Z-mddulo livre de poston e se {1, ,x,} € uma Z-base de M, entio o,(M)

€ um reticulado no R™, com volume dado por:

Vol(ga(M)) = ba| det (o;(xx))],

1<), k<n
onde

=-n

b { (N ()2, se K for totalmente real
o — 9%

(./\/'(oz))%, se K for totalmente imagindrio,

e, N(«) € a norma do elemento .

Demonstracao: Para cada j fixado, as coordenadas de o,(x;) com respeito a base canonica

do R" sao dadas por

Oal) = (VAL ..o /0 (@), oy R T30 02 (1)), ST 73000 (1)), (5.15)

onde a; = 0;(a) > 0, 0;(a) € R, para todoi =1,2,...,7 + 79 ¢ a € K. O determinante D da
matriz cuja j-ésima coluna dada pela Equagao (5.1.5)) é dado por:
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Vaioi(z) . yajo(z;) o Yoo ()

V0,07, (71) o (2) o 0o ()
p - | BVermona(@) o RVaaonalzy) - R0 (@)
S(Var1om () - S(Vanona(zy) 0 S(@ona(zn))

§R(\/ O‘T1+7’20-7’1+T2(x1)) §R(\/ O‘T1+T20-7“1+T2(xj)) %<\/ O‘T1+7’20-7’1+T2(xn))
S(\/WU,,I_,_TQ(J:;[)) g(\/mam-&-rz(xj)) S(MWIW(%))

Utilizando as férmulas dadas em (5.1.2)) e depois, como «; = 0;(a) € R, colocando em evidéncia

cada /a; que multiplica a i-ésima linha além de % e 2%., temos

JVaroq () oo Noqoy(zy)

/Oy (71) oo Ao (Th)

D— %\/ O‘T1+1[‘7r1+1<x1> + Or 41 (331)] e %\/ O‘T1+1[UT1+1 ("En) + UT1+1($71)]
V01 (1) = ona(@)] o g/ ]on 1 (2) = 0 (2)]

2V ¥ri4ra [UT1+7"2 (x1> + Orygrg (Il)] e l\/ Qi try [‘77’1—#7"2 (xn) + Orytry (x'n)]
1

1
2 2
) e e
2iV Qri+ra O (T1) = Oy (1)) 2V Qri+ra O (Tn) = Oy oy ()]
N2/ 1\"
— <§> (Z) /al e a’r’1a7“1+1 P a’r1+7’2D17
onde
o1(z1) ..oor(xj) coeoq(zy)
oo(x1) . oa(xj) oo oo(Ty)
o (1) oo op (7)) oo o ()
Dy = ora(@) +oral@) .o on(zg) tongale) o0 onga(an) + oraa(@1)
or1(@) = orga(@r) o on(@g) —ona(@g) o oa(@n) — (@)
Ori+ry (xl) + Opigry (xl) - Oritrg (xj) + Origrg (751) N O ) (xn) + Origry (xl)
Opy iy (T1) = Oy (T1) oo Opy gy (xj) — Ori+ro ("EJ) oo Oy (Tn) = Oy gy (Th)
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Por propriedades elementares de determinantes, a saber, adigao da (r, + 2[)-ésima linha a sua

anterior e em seguida colocando 2 evidéncia que multiplica a (r; + 2] — 1)-ésima linha e, pela

subtragao da (r; + 21 — 1)-ésima linha & sua posterior, onde [ = 1,--- | ry, temos
o1(xq) ooop(xy) oo op(xy)
o9(x1) o oa(x) oo o9(xy)
N o (1) oo o (7)) coe op ()
b= (2_1) Q1= Qo Q1 Qg | 041 (T1) oo Or(T5) o O ()
UT1+1(x1) T UT1+1(xj> cot O-T1+1(‘TTL)
Oritrs (1) oo Oy (T5) o Oy ()
Orara(T1) oo O (T5)  o Oy ()
Como 0y, 4ry4j = 014, J = 1,--+, 19, temos que
oi(z) ... oilzy) ... oi(zn)
oo(xy) ... oolzy) ... oo(zy)

1\" on(z1) o on(zy) oo o (xn)
D: 2_ /&1...ar1ar1+1...@rl+r2
L on(@1) oo onga(®) o onga(an)
op2(®1) o opsa(Tg) o onge(an)
Ory+2ry (1’1) coe Ori42ry (IJ) R (ZEn)

- (2i)_r2 VOL O Qg1 0 Olpy gy det (O-j(xk»

1<j,k<n

Como {z1,--- ,z,} é uma base de K sobre Q, segue pela Proposigao (|1.3.13) que det(o;(zx)) #

0, e portanto, D # 0. Assim, os vetores o,(x;) do R" sao linearmente independentes e geram
n

n
0a(M) e, para cadam € M temos que m = Z a;jr;, coma; € Z. Assim, o,(m) = Z ajoq (),
j=1 =1

n
com a; € Z, ou seja, 0,(M) = {Z ajoa(z;); aj € Z} é um reticulado e,

j=1

VOZ(UQ(M)) = ’D| =27" VO Qpygy -t ar1+7"2| det (Uj(xk))’

1<j, k<n
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Agora, temos dois casos a considerar:

1. Se r9 = 0 entao

Volloa(M)) = yara] det (oy(z))
n >
- Hl“*a)) | et (o3(e)
= V()H] | et (o3(e)
2. Se r1 = 0 entao
Vol(oa(M Hal 1<(Jie;€t<n (oj(xk))].
Como ar1+r2+] =01, J=1,--+ 19, segue que 0,,4,(a) = 0;(a) = g;(a) pois 0j(a) €
R. Assim, H oi(a (N(oz))% e como n = 2ry segue que

i=1

N

Vol(o,(M)) =272 (N(a))? | det (oj(zx))],

1<j, k<n
0 que prova o teorema. [ |

Corolario 5.1.2 ([11)]) Sejam K um corpo de nimeros de graun e a € K totalmente positivo.
Se Dk € o discriminante de K, Ok o anel dos inteiros de K e a um ideal nao nulo de Ok, entao

0a(0x) e o.(a) sdo reticulados, com respectivos volumes,
Vol(0,(Ok)) = ba|Dx|z e Vol(oa(a)) = ba|Dx|2N (a),

onde b, € como no Teorema (5.1.4), N'(a) é a norma do elemento o e N'(a) é a norma do

ideal a.

Demonstragao: Pelo Teorema ) temos que a e Ok sdao Z-mddulos livres de posto n.
Dai, pelo Teorema , segue que aa(a) e 0,(Ok) sao reticulados do R™ e, dada uma Z-base

{z1,-+ ,x,} de OK, o seu volume sera
Vol(04(Ok)) = ba|Dk?,

pois pela Proposicao ((1.3.13)) temos que Dx = det(o;(xy))?. Para calcularmos o volume de
o,(a), observe que o,(a) é um subgrupo de 0,(Ox) cujo indice é dado por N (a), uma vez que

Ox/a ~ 0,(0Ok)/0a(a). Além disso, como a regiao fundamental de o, (a) é a unido disjunta de
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N (a) cépias de uma regido fundamental de o, (Ox), segue que
Vol(0,(a)) = ba| Dx|ZN (a) = Vol(a4(Ok))N (a),

o que conclui a demonstracao. [ ]

Observacao 5.1.3 Como consequéncia dos resultados anteriores, podemos obter uma expressao
para o cdlculo da densidade de centro do reticulado o,(a) a partir da expressio dada em .

Assim .
S(on(a)) — (@)

- 1 ) (5].6)
ba‘DKPN(G)

onde p(on(a)) = %minﬂaa(:v)\, r €a, x#0}.

Temos como meta melhorar a expressao (5.1.6), para isto, faremos uso da Proposigao

(5.1.3) e da Observacao (5.1.4) que veremos a seguir.

Proposicao 5.1.3 ([11]) Se K € um corpo de nimeros de graun, v € K e o € K totalmente
positivo, entao

loo ()] = caTr(azT),

onde
1, se K for totalmente real
Ca =14 1
“ 50 ¢ K for totalmente imaginario.
Demonstragao: Sejam oy, --- ,0, os n monomorfismos de K de tal forma que r; + 2ry = n,

onde r; sao os monormorfismos reais e 7, a metade dos monomorfismos imaginarios. Assim,

para x € K temos pela perturbacao o, do homomorfismo canonico que

Ua(x) = (\/04—10'1(1‘), ) \/a_ﬁgﬁ (IB), \/Q_H§R0T1+1($), IRV 057“1-1-7‘2%0-7‘1-1—7"2 ($))

Como o,(z) € R™, segue que

oa(@)? = (Va1o1(@))++ (/B0 (@) + (RO, 11 (0) P -+ (B 3ra S0,y (€))7

Observe que [R(o;(2))]* + [S(0;(2)))> = 0j(x)0;(z) = 0(2T) para r1 +1 < j < 1y +79. Assim,
|0a(x)|2 = 041(01(93))2 + o+ apy (0 (35))2 + Q1107 11 (TT) + -+ Ay gy Oy 4y (TT).
Se r; = 0, ou seja, K for totalmente imaginario, entao

loo(2)* = ooy (2T) + - - + ap,0p, (2T)
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= 01(@)@(9@) + - F oy ()0, (2T)
or(ax(r)) + - - + op, (au(z))
= 0T2+1(041L'f)—}- +0T2+T2< )

e, uma vez que ¢ ¢ a conjugacao complexa, temos que oy, 4;(axT) = (7 0 0;)(azT) = 0;(axT),

para j =1,---,7ry. Logo,

2|0(2)|? = 01(axT) + -+ + 00y (QIT) + Oy 1 (QXT) 4 - - + Ty ry (QIT) Z o;(axT)
i=1

1
e, como os 0;(axT) sao os conjugados de axT, segue que |o,(z)]? = §T7’((m:§). Agora, se

ro = 0, ou seja, K for um corpo totalmente real, teremos
|oa(2)[* = ar(o1(2))* + -+ + an, (04, (2))?
e, como 0;(z) = (7 o 0j)(x) = 0;(T) segue que

0;(2T) = 0;(2)0;(T) = 0;(x)0;(x) = (0;(2)).

Logo,
|Ua(x)|2 = 01(2T) + - + oy, 00, (27)
o1(a)or(2T) + - - - + or, (@), (4T)
= oi(axT) + - + 0, (a27T)
= Z oi(axT) = Tr(azT),
o que conclui a demonstracao. ]

Observacao 5.1.4 Pela Proposicdo temos que

1

ploa(a)) = 5 min{loa(2)l, © € a, z # 0}

pode ser escrito da sequinte forma:

p(oa(a)) = %min{ cTr(aaT), © € a, x40},

onde
1, se K for totalmente real
Ca = 1
3 se K for totalmente imagindrio.
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Na Proposicao (5.1.4)) veremos que a densidade de centro do reticulado o, (a) serd a mesma

se K for totalmente real ou totalmente imaginario.

Proposigao 5.1.4 ([11]) Sejam K um corpo de nimeros totalmente real ou totalmente ima-
ginario e a € K totalmente positivo. Se Ok € o anel dos inteiros de K, Dk o discriminante de

K e a € um ideal ndo nulo de Ox, entdo a densidade de centro do reticulado o,(a) € dada por:

1 ta

) D) M)

onde t, = min{Tr(azT), z € a, x # 0}, N(a) € a norma do ideal a e N(«) é a norma do

elemento o.

Demosntracao: Suponhamos que K seja um corpo totalmente real entao temos que ry = 0,

bo = (N(a))2 e pela Observacao (5.1.4) que

ploa(a)) = %min{\/TT(amf), r€a, x#0}

E, como t, = min{Tr(axT), v € a, v # 0} segue que p(o,(a)) = 1\/f,. Assim, pela Equacio

=2
(5.1.6) temos
(3vEa)" 27" (Via)"

0(oa(a)) = 1 1 = 1
(M(@))2[Dx[2N(a)  (N(a)[Dk[)2N (a)
B 1 ta
2 (N ()| D |)z N ()
Agora, suponhamos que K seja um corpo totalmente imaginario. Pela Observagao ([5.1.4]) temos
que
(5a(@) = 3 miny [ $Tr(aaT), z €, 2 #0) = 2/t
ploa(a)) = 5 min{y/STr(aaT), v € a, o =31/ 3¢t

Além disso, b, = Q_Tn(/\/'(oz))% e, como 71 = 0 e = ry + 2ry segue que ro = 5. Assim, pela
Equagao (5.1.6)) temos:

S(oa(a) = — i A—
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Portanto, se K for um corpo totalmente real ou totalmente imaginario temos que a densidade

de centro do reticulado o, (a) serd dada por

como queriamos provar. [ |

5.1.3 Perturbacao o9,

Nesta secao apresentamos a perturbacao oy, do homomorfismo canonico. Obteremos reticula-
dos no R™ a partir desta perturbacgao e também iremos utiliza-la no Capitulo @ para definirmos

um reticulado ideal e para mostrar alguns resultados.

Definicao 5.1.4 Seja o € K totalmente positivo. A perturbagao o5, : K — R” do

homomorfismo canénico (ou de Minkowski) é definida como

0-204(*/1;> = (\/04_10'1(1}), IR \/O‘_no-n (JZ), éR( V 204”_,_10',,1_,_1(5(])), SRR %( V 2ar1+r20r1+T2 (ZE))),

onde notagoes R(y) e S(y) representam as partes real e imagindria de um nimero complezo y,

respectivamente.

Teorema 5.1.3 ([11l]) Seja K um corpo de nimeros de grau n. Se M C K é um Z-mddulo
livre de posto n e se {x1, -+ ,x,} € uma Z-base de M, entio o9,(M) € um reticulado no R,

com volume dado por:

~—
N|=

Vol(o2u(M)) = (M (@))2] | det. (o),

1<), k<n

N(a) € a norma do elemento .

Demonstracao: Para cada j fixado, as coordenadas de 02,(2;) com respeito a base canonica

do R" sao dadas por

a2a(x) = (\/Eial(m)’ SRR MUH (x)> R §R( V 2ar1+rzgr1+r2 (:L‘)), %( V 2ar1+rzar1+r2(x)))>
(5.1.7)

onde a; = 0;(a) > 0, 0;(a) € R, paratodo i =1,2,...,r + 1 ¢ a € K. O determinante D da
matriz cuja j-ésima coluna dada pela Equagao (5.1.7)) é dado por:
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Voo (zr) . yajoi(zy) S yano(xy)

Vo, (1) @ () e @0 (@)
b | RV e)) e RGZaiena (@) R0 ()
S(y2ans10na1(@) oo SV 2armon(@) .. S@yanTionale.)

R(V200 1y Oy (T1)) oo R(V200 0y (T5)) -0 R(V200 4y 0y 15 ()
%(\/ 200, 47y Oy 4y (T1)) -+ %(\/ 200, 47y Oy 4y (x])) cee g(v 200, 47y Oy 475 (Tn))

Utilizando as férmulas dadas em (5.1.2)) e depois, como «; = 0;(a) € R, colocando em evidéncia

cada /a; que multiplica a i-ésima linha além de % e 2%., temos que

Varoi(z) o yoqoi(zy,)

/O 0 (27) e SO0 (T)
5 V20, 1[0 11 (1) + 04y 11 (71)] ce %\/ Wy 11101 +1(Tn) + 0y 1 (7))
TV 20, 41]0p41(21) — 0y 11(21)] cee 2% V20, 11[0v 11(70) — 04y 1 (7)]

o
Il
w|,_. |

o=ttt

V20 1, [UT1+7"2 (x1> + Oy try (Il)] e %v 200y 41y [0r1+r2 (xn) + Oy 4y (xnﬂ
%‘ V200 1 [0y 4y (T1) = Oy (1)) % V200 41 [0y 4y (Tn) = Oy oy (T0)]

[\

1\?/1\"
= (5) <Z) VASS Oér12OéT1+1 e 2@T1+T2D1)

onde

o1(z1) ..oor(xj) coeoq(zy)
oo(x1) . oa(xj) oo oo(Ty)
o (1) oo op (7)) oo o ()

Dy = ora(@) +oral@) .o on(zg) tongale) o0 onga(an) + oraa(@1)
or1(@) = orga(@r) o on(@g) —ona(@g) o oa(@n) — (@)
Opitra (1) + Origry (B1) o Oriry (%) + O (1) oo Oy (Tn) + Oy (1)
Oritrs(T1) = Orygry (T1) oo O (%) = Oy (T5) oo Origery (Tn) — Oy (20)
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Por propriedades elementares de determinantes, a saber, adigao da (r, + 2[)-ésima linha a sua

anterior e em seguida colocando 2 evidéncia que multiplica a (r; + 2] — 1)-ésima linha e, pela

subtragao da (r; + 2 — 1)-ésima linha a sua posterior, onde [ = 1,--- | ry, temos que
o1(xy) oop(xy) coeoor(xy)
oo(x1) . oa(xy) oo og(xy)
N o (1) oo o (7)) oo op ()
b= (§E> o1 200 41 200 gy | Op(T1) o Oppa(T) e Ora(@)
UT1+1<x1) s Or41 (x]) cee Or41 (l’n)
Oritra(T1) oo Oy (T5)  o Oy (Tn)
Ori4ry (:El) coe Oridry (‘1']) coo Ot (Qﬁn)
Como 0y, 4ry4j = 014, J = 1,--+, 12, segue que
o(x) ... olzy) .. oi(zy)
oo(xr) .. oe(zy) . oo(wn)

1\ o, (21 ooz . oz
D — (2_) /—&1 . a,’,12a7.1+1 . 2a7.1+r2 Tl( ) Tl( ]) 7‘1( ’I'L)
L on+1(®1) o onaa() o onga(Tn)
op2(®1) o opaa(Tg) o onge(an)
Ori+2rg (xl) <o Opy42ry (ZE]) <o Ori42ry (In)

= (20) 7 /ar @ 20,41 0 200, 40, det (0j(xg)).

1<j,k<n

Como {z1,---,x,} é uma base de K sobre Q, segue pela Proposicao (1.3.13)), que det(o;(zx)) #
0, e portanto, D # 0. Assim, os vetores 02,(7;) do R” s@o linearmente independentes e geram

02a(M) e, para cada m € M temos que m = Zajxj, com a; € Z. Assim, 09,(m) =
j=1

n n
Z ajo2,(x;), com a; € Z, ou seja, a0 (M) = {Z a;jo2(x;); a; € Z} é um reticulado e,

j=1 j=1

VOZ(UQQ(M>> = ‘D’ =27" Vo Qr 200,41 - - - 2ar1+T2’ 1 det (Jj(xk))’

<j k<n
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Agora, temos dois casos a considerar:

1. Se r9 = 0 entao

VollraalM)) = aran] | det (o(o)

1<j4,k<n

1

_ H@.@) | et (o5(a0)
= (N()?] det (0;(z))].

1<), k<n

2. Se r1 = 0 entao

T2

Vol(03a(M)) =22 [[ 27 0i(a)| _det (o;(xx))]-

; 1<, k<n
=1

Como Ori4ratj = Om+js J = 1,--+,1a, segue que 07«24_]‘(04) = Uj(a) = gj(a) pois Oj(a) €

R. Assim, Haz-(a) = (J\/'(a))% e portanto
i=1

como queriamos provar. |

Corolario 5.1.3 ([11)]) Sejam K um corpo de nimeros de grau n e o € K. Se Dg € o dis-
criminante de K, Ok o anel dos inteiros de K e a um ideal nao nulo de Ok, entao 09,(Ok) e

o9o(a) sdao reticulados, com respectivos volumes,
Vol(020(0x)) = (N (@)|Del)? ¢ Vol(oza(a)) = (N ()| Dxl)*N(a),
onde N(«) € a norma do elemento o e N'(a) € a norma do ideal a.

Demonstragao: Pelo Teorema ([1.3.3]) temos que a e Ok sao Z-médulos livres de posto n.
Dai, pelo Teorema (5.1.3), segue que ga,(a) € 09,(Ok) sdo reticulados do R™ e, dada uma

Z-base {x1,--- ,x,} de Ok, o seu volume sera
Vol(020(Ox)) = (N ()| Dxl)2,

pois pela Proposicao ((1.3.13)) temos que Dx = det(o;(zy))?. Para calcularmos o volume de

02a(a), observe que o9,(a) é um subgrupo de 02,(Oxk) cujo indice é dado por N (a), uma vez
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que Ok/a ~ 09,(Ok)/024(a). Além disso, como a regiao fundamental de o9,(a) é a unido

disjunta de N (a) cépias de uma regiao fundamental de o9, (Ok), segue que
Vol(02a(a)) = (N ()| De]) 2N (a) = Vol (034(Ox)\N (@),
o que conclui a demonstragao. ]

Definicao 5.1.5 Sejam K um corpo de numeros, Ok seu anel dos inteiros, a um ideal nao
nulo de Ok e, og, 0, € 024 0 homomorfismo canonico e suas perturbacoes. Os reticulados

ox(a), on(a) e o9s(a), neste trabalho, serdao chamados de reticulado algébrico.

Observacao 5.1.5 Como consequéncia dos resultados anteriores, podemos obter uma expressao
para o cdlculo da densidade de centro do reticulado o9, (a) a partir da expressao dada em .

Temos que:

6(02a(a)) = (p(@‘”‘(a?)n : (5.1.8)

onde p(og(a)) = %min{|02a(x)|, xr €a, x#0}.

Temos como meta melhorar a Expressao (5.1.8]), a partir da Proposi¢ao (5.1.5) e da Ob-
servagao ((5.1.6) que veremos a seguir..

Proposicao 5.1.5 ([11]) Se K é um corpo de nimeros de graun e o € K totalmente positivo,

entao
090 (2)[* = Tr(axT),
onde x € K.
Demonstragao: Sejam oy, --- ,0, os n monomorfismos de K de tal forma que r; + 2ry = n,

onde r; sao os monormorfismos reais e r, a metade dos monomorfismos imaginarios. Assim,

para x € K temos pela perturbacao oy, do homomorfismo canénico que

02(7) = (\/a—lal(x)a /O Oy (z), V 20, Roypy 11 (), -+, vV 200, 47, S0y 4y (7))

Como o9, () € R", segue que

|o2a(@)[* = (Varou (@) + -+ (/0 00, ()4 (V200,180 41(2)) 4 - (V200,10 307 1y ().

Observe que [R(o;(2))]* + [S(0;(2)))> = 0j(x)0;(z) = 0;(2T) para ry +1 < j < 1y +79. Assim,

|020¢(a7)|2 = Ql(al(x))2 + - oy (o, (I))Q + 200, 4107, 11 (TT) + -+ + 200, 41,0y 4y (7).
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Se r1 = 0, ou seja, K for totalmente imaginario, entao
|02a(2)]* = 20101(2T) + -+ + 204,04, (27)
201 ()01 (2T) + - - - + 20, ()0,

201 (az(x)) + - - - + 20,, (az(x))
= 20,,11(QxT) + - - - + 204,47, (2T)

,(47T)

e, uma vez que ¢ ¢ a conjugacao complexa, temos que o,,;(axZ) = (7 0 0;)(axT) = 0,(axT),

para j =1,---,7ry. Logo,

n

090 (2)|? = 01(@x®) + -+ + 04y (QIT) + 0y 11 (QXT) + -+ + Oy 1y (QIT) Z oi(QrT)
i=1

1
e, como os o;(arZ) sao os conjugados de T, segue que |og,(z)]? = §Tr(ozxf). Agora, se

ro = 0, ou seja, K for um corpo totalmente real, teremos
|020(2)* = a1 (01(2))? + -+ + apy (0, (2))
e, como 0;(z) = (¢ o g;)(x) = 0,(T) segue que

0;(a7) = 0;(2)0;(T) = 0;(2)0;(x) = (0;(x))*.

Logo,
|090(2)|> = a101(2T) + -+ + a,, 0, (27)
o1(a)or(2T) + -+ + or, (@), (2T)
= o1(0aT) + - + 0, (02T)
= Z oi(axT) = Tr(azT),
i=1
o que conclui a demonstracao. [ |

Observacao 5.1.6 Pela Proposicao temos que

p(o20(0)) = 5 min{losa(x)], = € 0, 7 # 0}

pode ser escrito da sequinte forma:
1
p(o2,(a)) = §min{\/T7"(aa:f), r €a, v#0}.
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Na Proposicao (5.1.6) veremos que a densidade de centro do reticulado o, (a) serd a mesma

se K for totalmente real ou totalmente imaginario.

Proposigao 5.1.6 ([11]) Sejam K um corpo de nimeros totalmente real ou totalmente ima-
ginario e a € K totalmente positivo. Se Ok € o anel dos inteiros de K, Dk o discriminante de

K e a € um ideal ndao nulo de Ok, entdo a densidade de centro do reticulado oy (a) € dada por:

1 tQ%a
) NPl N )

onde tyo, = min{Tr(azT), x € a, x # 0}, N(a) € a norma do ideal a e N(«) é a norma do

elemento a.

Demosntragao: Pela Observagao (5.1.6|) temos que

poaa(a)) = %min{\/TT(a;ﬂE), rea, v#0}

E, como toq, = min{Tr(axT), € a, x # 0} segue que p(024(a)) = L1/faq. Assim, pela Equagio

2
(5:1.8) temos

n
2

(osa(a)) = GVE)"  _ 27(VBa)" 1 ts,
’ (N ()| D))z N (@) (N(a)[D])2N (@) 27(N ()| D)z N(a)’
como queriamos provar. [ |

5.2 Uma construcao de reticulados algébricos rotacionados de dimensoes

2,4, 6, 8 e 12 via a perturbacao o, do homomorfismo canonico

Nesta secao apresentamos reticulados algébricos que sao versoes rotacionadas dos reticulados
Ay, Dy, Eg, Es e K15, por meio da perturbacao o, do homomorfismo canonico e de ideais prin-
cipais. Este método comegou a ser formulado e usado por Ferrari, em [I1], quando obteve
versoes rotacionadas dos reticulados As, Dy, Eg e Eg via o homomorfismo canénico. Neste tra-
balho aperfeicoamos este método, adequando-o para a perturbacao o, ja que neste caso temos
mais um parametro a encontrar, a saber, a norma do elemento a.

A construcao proposta consiste em igualar a formula da densidade de centro dada em
aos valores ja conhecidos para estas dimensoes, que sabemos que sao 6timas, e trabalhar para
encontrar convenientes valores de seus parametros para que tenhamos os resultados desejados.
Para isso, o auxilio do programa Mathematica foi indispensével.

Veremos a seguir como este processo foi feito para cada uma das dimensoes citadas acima

e exemplos de reticulados algébricos rotacionados encontrados através deste processo.
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5.2.1 Reticulados algébricos rotacionados de dimensao 2

Nosso objetivo nesta secao é encontrar reticulados algébricos rotacionados de dimensao 2,
fazendo uso de um corpo de numeros K de grau 2, através de ideais principais do seu anel
dos inteiros Ok, utilizando a perturbacao o, do homomorfismo candnico e que tenha densidade
de centro 6tima.

Para isso, seja o corpo K = Q((s). Temos através do Teorema ((1.4.2)) que [K: Q] =2 e, do
Teorema que o anel dos inteiros deste corpo é dado por Ox = Z[(s] e uma base integral
é {1,(s}. Pelo Teorema segue que o discriminante é Dx = —3 e, pela Proposigao ([1.4.5))
que os monormorfismos sao o;((s) = (', com i = 1, 5.

Queremos encontrar reticulados cuja densidade de centro é a mesma do reticulado A, ou

seja, —= utlizando a perturbagao o, do homomorfismo canoénico que é dada por:

2v/3
0a(z) = (Vor(a)oi(z), /os(a)os(z)),

com o;(a) > 0, o;(a) € R.
1
Para isso, basta igualarmos a férmula da densidade de centro do reticulado o,(a) é W
que teremos novos reticulados com densidade de centro étima. Ja temos que n = 2 e D = 3.

Assim, precisamos encontrar convenientes «, a e t, para que tenhamos d(o,(a)) = ﬁ
Na Tabela (5.1)), apreentamos algumas combinagoes possiveis de N (), N (a) e t, que nos

darao o resultado desejado.

N [N(0) [ 1
1 4 4
3 16 24
4 25 40
7 9 42
Tabela 5.1:

Temos que um ideal principal de Ok é da forma a =< ag + a1(s >, assim a norma deste ideal

é dada pela seguinte expressao:

N(a) =N(< ag+ a1l >) = [N(ag + a1ls)| = H oi(ag + a1s) = aj + apay +a3.  (5.2.9)

i=1,5

Alguns ideais de Ok que satisfazem a norma N (a) sdo dados na Tabela (5.2)

122



a
j:OKv j:CGO]Ka j:(]' — Cﬁ)OK
+(1+¢s)Ok, (2 —(6)Ok, (1 —2¢)0k
20y, 260, £(2 — 2650k
+(3—(6)Oxk, £(3 —2¢)0x, £(2+ (6)Ok, (1 +2¢)0k, £(1 —3¢)O0k

S PR PO =
2

Tabela 5.2:

Como estamos trabalhando com a perturbacao o, do homomorfismo canonico, o elemento «
tem que satisfazer as condigoes o;() > 0, o;(a) € R. Mas, no corpo K = Q((s), temos que

estas condigbes irao ocorrer somente quando o € N. Assim, o;(«) = , com i = 1, 5, e portanto,

N(a) = H oi(a) = a’.

i=15

Na Tabela (5.3)), temos alguns possiveis resultados

La [ N()

2 4

3 9

4 16

5 25
Tabela 5.3:

Observacao 5.2.1 Os valores entre 1 e 7 que nao foram colocados na Tabela , nao satis-
fazem a expressao da N(a) dada em e, 0s valores de N(«) vistos na mesma tabela
foram tomados de forma arbritdria, pois como vimos qualquer niumero natural poderia ter sido

tomado neste caso.

Utilizando os dados vistos nas Tabelas (5.1), (5.2)) e (5.3]), veremos na tabela a seguir,
algumas combinacoes de « e a para que tenhamos ¢, desejado e entao reticulados com densidade

de centro 6tima para densidade 2.

| N(a) | a (N [a]t.]
1 +0k, 0k, £(1— (6)Ox 2 [4]4
3 (1 + G)Ox, (2 —¢6)O0k, £(1 —26)O0k 16 |4]24
4 +20x, £2(:0k, £(2 — 2(5)Ok 25 | 5|40
7 [ £B =30k, £(3—26)0x, £(2+(5)O0k, £(1+2)0x | 9 |3 ]42

Tabela 5.4:

Agora, iremos ilustrar alguns exemplos utilizando os dados da Tabela (5.4
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Exemplo 5.2.1 Sejam o corpo K = Q((s), a = (1 — 2(s)Ok um ideal de Ox = Z[(s] e o =
4 € Ok. Temos quen =[K: Q] =2, Dx = =3, N(a) =3 e N(«a) = 16. Dado x € a, podemos
escrever x = (1 — 2(s)(ao + a1(s), onde ag, a1 € Z. Assim, Tr(azt) = 24a} + 24apa; + 2443 e,
emtio to, = min{Tr(azz) : © € a, v #0} =24, comag=1 ea; =0. Portanto, a densidade

de centro do reticulado ox(a) é dada por

1 (ta)?
(IPk|N ()2 N(a)  2v/3

§(0a(a)) = - =~ (), 28868

que € a mesma densidade de centro do reticulado As.

Exemplo 5.2.2 Sejam o corpo K = Q((s), a = (3 — (s)Ox um ideal de Ox = Z[(s] e a« =3 €
Ok. Temos quen = [K: Q] =2, Dx = =3, N(a) =7 e N(a) = 9. Dado x € a, podemos
escrever ¥ = (3 — (g)(ag + a1(s), onde ag,a; € Z. Assim, Tr(axz) = 24a2 + 24apa; + 2403 e,
entao t, = min{Tr(azz) : x €a, x#0} =24, comay=1 ea; =0. Portanto, a densidade

de centro do reticulado ox(a) é dada por

1 (toa)?
(IDx|N(a))z N(a)  2v/3

(a(@) = =~ (), 28868

que € a mesma densidade de centro do reticulado As.

5.2.2 Reticulados algébricos rotacionados de dimensao 4

Nesta secao, o objetivo é obter reticulados algébricos que sao versoes rotacionadas do reticulado
Dy. Para isso, faremos uso do corpo ciclotomico K = Q((g). Temos que [K : Q] = 4, o anel dos
inteiros deste corpo é dado por Ox = Z((s), uma base integral é {1, (s, (s*, (s*}, o discriminante
é Dx = 256 e, os monormorfismos sio o;((s) = ¢s', com i = 1,3,5,7.

A perturbacao o, : K — R* ¢ dado por:

oa(z) = (Voi(a)o1(z), Vos(a)os(z), Vos(a)os(x), v/ or(a)or(x)),
onde 0;(a) > 0, o;(a) € R, para todoi =1,3,5,7.

Sabemos que para dimensao 4, o reticulado com densidade de centro recorde nesta dimensao
é o Dy, cuja densidade de centro é %. Assim, basta igualarmos a formula da densidade de centro
do reticulado o, (a) é % que teremos novos reticulados com densidade de centro 6tima. Ja temos
que n = 4 e Dg = 256. Assim, precisamos encontrar convenientes «, a e t, para que tenhamos
§(0a(a)) = £. Na Tabela (5.5)), apresentamos algumas combinagdes possiveis de N'(a), N(a) e

t. que darao o resultado desejado.
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[ N(a) [N(a) [ ta [ N(a) [N() | ta |

1 8 8 16 32

1 64 16 9 4 24

2 16 16 9 64 | 48

4 4 16 16 4 32

4 64 32 16 64 64
Tabela 5.5:

Temos que um ideal principal de Ok ¢ da forma a =< ag + a;(s + a2(? + az(s > , onde

ag, a1, as € 7 e assim, a norma deste ideal é dada pela seguinte expressao:

N(a) = N(<ag+ ails + axCs + asls >)

= |N(ag + ais + a2g + az(d)|

2 3
= | | oi(ao + aiGs + axls + CL3C8)'
i=1,3,5,7

4, 4 2 2 2 4 2 2 2 2 2 4
= ag+ a; — 4apajas + 2a5a; + ay + 4agaiaz — 4arazas + 2aiaz + 4agasaz + as.

Alguns ideais a que satisfazem a norma N (a) sdo dados na Tabela (5.6)).

(N (a) a
1 +O0k, +(s0x, +G°Ok, £(°Ok, +(—14 (" +(°) Ok, £(Cs + Gs” + G°) Ok,
+(1 — G+ GOk, (1 — G+ GOk, £(1+ G+ G20k, £(1+ G — (%) Ok,
+(—1+ ¢ — )0k, (G — &6+ G*) Ok,
2 (2 +2¢s + (s° — (5°) Ok, £(2+ G — Gs° — 2¢5°) Ok, (1 + Gs)Ox, £(—1 + (5°) Ok,

(6% + G”) Ok, (G + POk, £(—1 — G+ 267 — 26°) O, (1 — 2G5 + 265 — %) Ok
+(—1+4 )OOk, (1 +(°)O0k, £(—(s+ G630k, £(—G7+ G*)Ok

+(2+ (s — N0k, £(14 26 + D0k, £(1+ %)O0k, £(1 — )0k,
(G + %) Ok, £(Gs — ¢°) Ok, (1 —2¢ + %) Ok, £(Gs — 2¢5° + %) Ok

+(3+ 3¢ + C82 - CSg)OKa +(1+ 3¢ + 3C82 + C83)0Ka +(1+ G+ CSQ + CSB)OK,
(=14 (s +G° + %) 0k, £(1+ G — G° — ") Ok, £(-3 + G + Gs* — 3¢s°) Ok,
+(1+ s — 3¢s% — 36) Ok, (1 — G+ % — (°)Ok

+(2+ 2 + 37)Ox, £(1+2G +2¢7) Ok, (s +2¢% + 2¢°) Ok, £(1 — (s — (5°) Ok,
+(1+ G — %0k, £(1+¢° — )0k, £(1— G — YO0k, £(G+ G* — G°) Ok,
(G — 7 — &) Ok, (G — 267 +26%) Ok, (1 — 2¢° + 26%) O, £(2 — 26 + %) Ox

16

+(2+ G + 26:7) Ok, £(2+ 2 — (°) Ok, 20k, £(2 — 2¢° — 2¢5°) Ok,
+(2¢s + 2¢8% + 2¢5%) Ok, G0k, £G20Ok, G20k, (2 — 2¢° + 2¢°) Ok,
+(—2+2¢ — (D) Ok, £(—=24 G — 2630k, £(—2 + 26 — 2¢5*) Ok

Tabela 5.6:

Observacao 5.2.2 Observamos que os ideais da Tabela @) sao apenas alguns ideais, toma-

dos de forma aleatoria, com estas normas e com os escalares variando entre —3 e 3.
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Para o elemento «, como precisamos ter o;(«) € R, tomamos « no subcorpo maximal de
K = Q({s), o corpo L = Q(Cs + (g '). O anel dos inteiros deste corpo é O = Z[(s + (3] e,
{1,¢s + (3 '} é uma base integral de L. Assim, podemos escrever o = by + b1 (s + (3 ') e entdo

a norma desse elemento é dada por

N(@)= T oibo+bi(Gs+G)) = b — 4bgh7 + 4b1. (5.2.10)
i=1,3,5,7
Observacgao 5.2.3 Os valores para N(a) entre 1 e 16 que ndo estio na Tabela nos

fornecem wvalores para N(«) que ndo sio convenientes para o nosso estudo, pois estes nao

satisfazem a expressao para N(«) dada em (5.2.10).

Abaixo veremos alguns elementos a’s que irao satisfazer a Equagao (5.2.10) e também

a; = o;(a) >0, o;(a) € R, para todo i =1,3,5,7:

N(a) | o |
4 ]2+ (G+¢N), 107G+
16 6+4(G+¢ )
64 4+2(+ ¢
Tabela 5.7:

Observagao 5.2.4 Os valores da Tabela foram encontrados variando N («) de 1 a 100 e

/ . .
os escalares bys, com i = 0,1, percorrendo o intervalo de —15 a 15.

Utilizando os dados das Tabelas (5.5), (5.6) e (5.7), apresentamos algumas combinagoes
de a e a para que tenhamos t, desejado. Dessa forma, obtemos reticulados com densidade de

centro 6tima para densidade 4. Para isso, seja v = (g + (5 .

N(a) a N(a) a to
1 +0k, +(0k, £(5°0Ok, 0k, £(—1+ G+ G°) Ok, 4 2—7y, |8
:E(Cg + <82 + <83>OK7 :|:(1 -+ Cg + <82>OK7 :i:(l + Cg — ng)O]K 10 — 7’)/
1 +0k, £G0x, £G°0k, G0k, (1 — G — () Ok, 64 | 4—2v | 16
(G + 6%+ YOk, (1 + G+ %0k, £(1+ (s — (°) Ok
2 +(24 20 + G7 — )0k, £(2+ G — GF — 263 Ok, 16 | 6—4y |16
+(1+ () Ok, £(1 — °) Ok, £(G° + %) Ox, £(Gs + (%) Ox
2 £(1+ (s — 26% + 2¢5°) Ok, £(1 — 265 + 2G° — (5°) Ok 16 | 6+4y |16
+£(1 =)0k, £(1+¢%)0k, +(¢s — %) 0k, (6" — 6°) Ok
4 +(1 — 2(s + (%) Ok, £(1+ 50k, £(1 — (%) Ok, 4 | 24+, |16
+(Cs + () Ok, £(G — %) Ok, £(¢s — 2¢G° + %) Ok 10+ 7
4 +(1 -2 + G670k, £(1+ 50k, £(1 — G7)Ok, 64 | 4+2v |32
(G + %) Ok, £(G — G¥)O0k, £(¢ — 26G° + )0k
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8 +(3 43¢ + G2 — )0k, (1 + 3G + 362 + G°) Ok, 16| 6—4v |32
(14 G+ 67+ 60k, £(—1+ G+ G+ 60k
8 (14 Cs — (¥ — (") Ok, (=34 (s + G — 3¢s°) Ok, 16 | 6+4y |32
+(1+ (s — 367 —36°) Ok, £(1— 5+ ¢ — )0k
9 | £(2+2G + ¢*)Ok, £(1+2¢s +26°) Ok, +(Cs +2¢s° +2¢5°) Ok, | 4 | 2—7, | 24
+(1- G — %0k, £(1+ G — G6H)O0k, £(1+ 6> — )0k 10 =7y
9 | £@2+2G + %)O0k, £(1+2¢+2¢7")O0k, (G +2¢° +2¢°)Ok, | 64 | 4—27 |48
+(1— G — )0k, (14— 7)0x, £(1+ ¢ — %) 0k
16 | £(—2+ (s — 2670k, £(—2+2G° —26:°) Ok, £20k, £0k, | 4 | 2+, | 32
+¢° Ok, £6° Ok, (2 — 26 +2¢5°) Ok, (=24 26 — G°)Ox 10+ 7y
16 +(2 + (s + 2G:%) Ok, +(2+ 26 — (%) Ok, 20k, +(:30k, 64 | 4—2v, | 64
+(2 — 267 — 26°) O, £(° Ok, £(5° Ok, £(2s + 2¢5° + 265°) Ok

Tabela 5.8:
Agora, apresentaremos alguns exemplos utilizando os dados fornecidos pela Tabela (5.8)).

Exemplo 5.2.3 Sejam o corpo K = Q((s), a = (3— (s — (> +3(s*) O um ideal de Ox = Z|[(3] e
o = 64+4(s+4C Tt € Ok. Temos quen = [K : Q] = 4, Dg = 256, N'(a) = 8 e N(a) = 16. Dado
x € a, podemos escrever & = (3—(s— (s> +3Cs?) (ag+a1(s+ass® +asCs®), onde ag, ar,az, a3 € Z.
Assim, Tr(axz) = 32a2 — 32apa; + 32a3 — 32a1as + 32a3 + 32apaz — 32aqa3 + 3243 e, entdo
to = min{Tr(azz) : x €a, v # 0} =32, comay =1 ea; =ay = az = 0. Portanto, a
densidade de centro do reticulado ox(a) € dada por

1 (ta)?

1
d(0a(a)) = (DN @) N@ 8 0,125,

que é a mesma densidade de centro do reticulado Dy.

Exemplo 5.2.4 Sejam o corpo K = Q((g), a = (2¢s + 2¢s* + 2¢Ok um ideal de Ox = Z[(3]
e =4—20— 2" € Ox. Temos que n = [K : Q] = 4, Dx = 256, N(a) = 16 ¢
N(a) = 64. Dado x € a, podemos escrever x = (2(s+2(s>+2(s”) (ag+a1(s+asCs® +as(s®), onde
g, ay, ag, a3 € Z. Assim, Tr(azx) = 32a2+32apa1+32a3+32a;a2+32a% —32apa3+32aza3+32a3
e, entdo to, = min{Tr(azz) : € a, v #0} =32, comag=1 ea; =ay =az =0. Portanto,
a densidade de centro do reticulado ox(a) é dada por

1 (ta)z 1

) S D) N @ 8

que € a mesma densidade de centro do reticulado Dy.
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5.2.3 Reticulados algébricos rotacionados de dimensao 6

Nesta secao, o objetivo é obter reticulados algébricos que sao versoes rotacionadas do reticulado
Es. Para isso, faremos uso do corpo K = Q(¢g). Temos que [K : Q] = 6, o anel dos inteiros
deste corpo é dado por Og = Z({y), uma base integral é {1, (o, (%, Go*, Co*, ("}, discriminante
Dk = 3% e, os monormorfismos sio 0;((y) = (o', com i = 1,2,4,5,7,8.

Neste caso, a perturbacao o, : K — R® do homomorfismo canoénico é dada por:

7a(7) = (Vo1 (@)a1(x), v/ os(@)os(x), V/ou(@)ou(x), \/os()os(2), /o7 (@) oz (x), v/ os(@)os(x))

onde 0;(a) > 0, 0;(cv) € R, para todo i = 1,2,4,5,7,8.

Sabemos que para dimensao 6, o reticulado com densidade de centro recorde nesta dimensao

1

¢é o Ejg, cuja densidade de centro é Ve Assim, basta igualarmos a férmula da densidade de

centro do reticulado o, (a) é ﬁg que teremos novos reticulados com densidade de centro 6tima.

J4 temos que n = 6 e |Dx| = 3. Assim, precisamos encontrar convenientes a, a e t, para que
1
23/3°
Na Tabela (5.9)), apresentamos algumas combinagoes possiveis de N(a), N(a) e t, que

tenhamos (o, (a)) =

darao o resultado desejado.

(N(a) [ M) | ta |

1 81 18
3 18
9 1 18
9 64 | 36

27 81 | 54
81 9 o4

Tabela 5.9:

Um ideal principal de Ok é da forma
a =< ag + a1l + asCy” + azlo® + asCo’ + a5y’ >,
com ag, ai, as, az, as, as € Z. A norma deste ideal é calculada da seguinte forma:

N(a) = N(<ag+ aro+ aslo® + azCe’ + aslo” + asl® >)
= |N(ag+ a1y + asCo® + azlo’® + aslo” + asG)|,
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e pela definicao de norma de um elemento temos

N(a) = H oi(ao + a1e + asle® + aslo” + aslo” + as(y”)

i=1,2,4,5,7,8

Resolvendo, chegamos a seguinte espressao:

_ 6 222 33 33 46 5
N(a) = al—aja’ + a$ + 3agaray — 6agaia2 + Yajaia; — agas — alaj + 3apayay + a§ — 3adas

+6a0a1a3 — 15a0a1a2a3 + 3a1a2a3 — 9a0a1a§a3 — 3a0a2a3 6a1a2a3 + 6a0a3 3a0a1a3+
2 2 2.2 9 3

18a2aazal + 9ataial + 6agasal — Tajal — aas — 15apa1a0a3 — a2%ad + 6aas + 3a,aza3

—3a0a3 + a3 — 3a0a1a4 3a1a4 + 3a0a2a4 + 12a0a‘i’a2a4 — 9aga1a§a4 + 6a%a§’a4 — 6a0a§a4

—9a0a1a3a4 + 3a0a2a3a4 — 15a§a2a3a4 + 9a0a1a%a3a4 + 3a§a3a4 + 18a0a%a§a4 — 9aga2a§a4

—9a1a2a3a4 3a? a3a4 + 12a0a2a§a4 — 6a2a3a4 + 6a0a1a4 + 6a1a4 9a0a1a2a4 + 9a3agai
—3a1a5a] — 9ajaiaza; + 18a3asaza; — Yagazasza; — Yapayaza; + asasa; + 6ajasa; — aga

—T7ajal + 3apaiasal — asal + 6ajasza; — 15a1a0a3a3 — 3agaza; — azai + 6ala) + 3agazay

+3agaza; — 3aya’ + al + 3agaias + 3apatas — Yaialasas + 6agazas — 3aiazas + 3agaiasas
—3aga5 + 3(18&1&3&5 + 3a‘1"a3a5 + 9a0afa2a3a5 — 9a§a§a3a5 + 12a1a§a3a5 — 9a3a1a§a5
—9a3ayaias — Yapazaias + 12aparasas + 6asasas — 6ajazas — 6agasas — 15a0aiasas
—|—9a8a1a2a4a5 — 9a%aga4a5 + 12a0a§a4a5 + 12aga3a4a5 + 3ai’a3a4a5 — 9aga;asasagas
—15a§a3a4a5 — 9aga§a4a5 + 9a1a2a§a4a5 + 3a0a§a4a5 + 3a§a4a5 + 18a0a%aia5 — 9a§a2aia5
+18a1agaia5 — 9(1%&3&2@5 + 9a0a2a3aia5 — 9a2a§aia5 — 15a0a1a2a5 — 3a§aia5 + 12a1a3aia5
+3agayas — 6azajas + Yagaia; — 3agazai + 6aiasa; — Yaparasai + 6asai — Yagaiaza;
+18agasazai — Yayazaza; + 9ajazai — Yapasazai — 3asasai — Yajajasal — Yajasasal
—9apazasai + Yaparazasa; + 18asazasa; — 9ayazasai + 9ajaiai — 9ayazaia — Yapazajal
+9a2a3ia? + 6asaia? — alai — atad + 12apaya0a3 — Tadal — 3alasal + 3a,aza3a?

+6agaiad — adal + 6alasal 4 3apasasa; — 15a3a3a4a3 — 3ayaia; — alad — 6agaral

2 4
+6a5as + 3aazas + 3apasas + 3azasas — 3aqal + al

Observagao 5.2.5 Os valores de N'(a) que estio na Tabela (5.9) sdo os dnicos no intervalo
de 1 a 100 que satisfazem a férmula para N(a), variando os escalares a,’s entre —1 e 1,

1=20,1,2,3,4,5 e também, que nos darao reticulados com densidades de centro étima.

Alguns ideais a que satisfazem a norma N (a) sao dados na Tabela ([5.10))
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| N(a) | a |
1 (14 Co+ " + " + MO0k, £(Co — G + GOk, £(1+ G — §°)Ok,
+(1+ G — Co® — Co® + Gt + C95)OK, +(1 - o — C95)OK,
(o — o° + Co' + (”) Ok, £(Co+ Co” + Go° + o' + (") Ok
3 1+ G+ +6"—6")0k, £(1+G — G — )0k, £(Co+ G° + ¢")Ok,
£(¢o” + Gt + ") Ok, (1 —Co—G*+ G’ + Gt — () Ok,
F(1+ " — G+ G + ") 0k, £(14 ¢ — G — (°)Ox
9 T+ G+ G + 6"+ 6" +6")0k, £(1+ "+ GO0k, £(C + G” + ¢°) Ok,
+(¢o® + ot + (") Ok, £(Co — o° — (o® + (M) Ok, £(1— (o — Co° — (o' — §°) Ok,
(1 +Co” + Co® — " + (")O0r, £(1+ G — o + o® + GOk
27 T(14+G— =GN0k, 1 =G+ 6" —&° + &' — )0k,
(6o + G” — G — (")O0x, (14 G — &° — () Ok
81 +(1—C° — G+ (°)Ok, £(1— (o — Co° + $")O0x, £(Co — G — (" + (o) Ok,

Tabela 5.10:

Observacao 5.2.6 Observamos que os ideais da Tabela sao apenas alguns ideais, toma-

dos de forma aleatoria, com estas normas e com os escalares variando entre —1 e 1.

Como estamos trabalhando com a perturbacao o, do homomorfismo canénico, precisamos
ter o;(a) € RT. Para isso tomamos a no subcorpo maximal de K = Q((g), que é o corpo
L = Q(¢ + ('), pois este é um corpo totalmente real. Temos que o anel dos inteiros deste
corpo 6 Op = Z(Co + &) e, {1,G + G ', G? + G2} 6 uma base integral de L. Assim, o

elemento « pode ser escrio da seguinte forma

a=by+bi(Co+ ")+ ba(C?+ &)

e, a norma desse elemento é dada por

N(a) = H ai(bo + b1(Co + Go 1)+ b2(Co” + G 7%)),

i=1,2,4,5,7,8

que resolvendo temos

N(a) = bS—6bgbT — 2b5b° + 9b3bT + 6bob? + bY + 6b5b1by + 12630 by — 18b2bThy — 42byb7 by
—12b5by — 6bgbs — 6b3b1by + 27babiby + 60bbibs + 42b1b5 — 2b3b — 18b3b1b3
—48bob3b3 — 34b3b3 + 9b3by + 12byb1by — 3b2by + 6bobl + 6by b3 + bS.

Além de satisfazer a expressao da norma N («), ainda precisamos ter o;(a) > 0, o;(«a) € R,
para todo ¢ = 1,2,4,5,7,8, pois estamos trabalhando com o,. Na Tabela , apresentamos
alguns elementos o’s que satisfazem a férmula da norma AN («) e também o;(«) > 0, 0;(a) € R,
para todo ¢ =1,2,4,5,7,8.
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| NMa) | a |
1 24 (Co+G )2+ (G + ¢ . 2— G+ &) =GP+ 6,
3=2(Co+ G )+ (G +6% ™), 3+3(G+¢G ") +26*+6 ™)
2—(Co+¢ ") 2= (6" 46 )24+ G+ )+ (G + &),

9 5=3(Co+ G +2(¢0" +¢ ), 5-2(0+ ") =56+ G2,
B4 (C+6G") =26+ ), 545G+ G +3(6*+6 )
64 [ 4+2(Co+C "), 4+2(C"+C %), 4—2(Co+ ¢ ") —2(6° + G D)
81 34+2(C+ G+ (G +6 ), 3—(C+G ) —2(C" + &),
3= (+&G )+ (G +6™)

Tabela 5.11:

Observacgao 5.2.7 Os valores da Tabela foram encontrados variando N(«) de 1 a 100

’ . .
e 0s escalares bys, com 1 = 0,1,2, percorrendo o intervalo de —5 a 5.

A partir dos resultados vistos nas Tabelas (5.9)), (5.10) e (5.11]), apresentaremos a Tabela
(5.12) com as combinagoes encontradas de o e a que nos fornecerao t, e, com isso densidades

de centro recordes para dimensio 6. Para isso, sejam v = g + G ' e o = Go? + G2

N(a)

a N(a) o to
(1 + G+ G+ o° + (o) Ok,
+(Co — Co” + GOk, £(1+ ¢ — §&°) Ok, 3—71 — 27,
1 (1= Go* — ¢°) Ok, £(¢o — Go® + Go* + G°) Ok, 81 3=+, |18
(¢ + G0 + Go° + G + ) Ok, 34271+
(14 G — " — G° + G + 6”0k
(14 G+ + & — (”)Ok, 2=, 2=,
(14 G — G — &°) Ok, £(Co + G* + (o) Ok, 24+ v+ 72,
3 (G + G + G°) Ok, 9 | 5—3y 42, | 18
(1= o — G+ G + G — §&°) Ok, 5 — 271 — 57,
5+ — 27,
5+ 9571+ 37
1+ G+ C° +6° + G + (o) Ok,
(14 Co” + GOk, £(Co + ¢ + ¢”) Ok, 2471, 2+ 7,

9 | £(¢® + Gt + ") Ok, (G — C® — C® + N0k, | 1 2=y —7, |18
(1= ¢ — G — Gt — () Ok, 34371+ 27
(14 G + & — &'+ §°) Ok, 3 — 271 + 79,

1+ G+ C° +6° + G + (o) Ox,
(1 +Co” + GOk, (G + Go” + *)Ox, 4+ 27,

9 | £(¢’ + "+ 60k, £(Go— G — G’ + 60k, | 64 442y, |36
(1 — ¢ — G — Go* — ) Ok, 4 — 27 — 27
(14 G+ & — &'+ §°) Ok,
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(1 —Co+G =G+ 6" — )0k, 3+ 27 + 7,
27 +(14 G — &* — GOk, 81| 3—m — 27, | 54
£(Co+ G’ — Gt —G”)Ok 3—7+7%
(14 G* — G — )0k
81 +(1— (o — G° + GOk, 9 | 5—=371+ 27, | H4
£({o — G — Gt + §°) Ok
Tabela 5.12:

Agora, veremos alguns exemplos de reticulados via ideais principais e utilizando a per-

turbacao o,, a partir dos dados fornecidos na Tabela ([5.12]).

Exemplo 5.2.5 Sejam o corpo K = Q(G), a = (14 o + G + G&° — &°)Ok, um ideal de
Ok = Z[G)] e v = 24+Co+Cy HG* +Co 2 € Og. Temos quen = [K: Q] =6, Dxg = 3%, N(a) =3
e N(a) =9. Dado x € a, podemos escrever x = (1 + (o + Co® + Co® — (0°)(ag 4+ a1y + axy® +
asCo® + asCo* + asCo®), onde ag, a1, as, a3, a4,a5 € Z. Assim, Tr(azz) = 108¢2 + 162coc; +
108¢? + 36cgey + 162c1co + 108¢3 — 108¢ocs + 36¢1c3 + 162¢9c3 + 108¢2 — 198¢ocs — 108¢i¢y +
36cocy + 162c3c4 + 108¢F — 198cocs — 198cic5 — 108cacs + 36¢3c5 + 162¢405 + 1086% e, entao
to = min{Tr(azz) : x€a, x#0} =18, comcy=0,c; = —1,c0 =1,c3 =0,c4 = —1,¢5 = 0.
Portanto, a densidade de centro do reticulado ox(a) € dada por
1 (to)? 1 185

1 ~
6(0a(a)) = P (De N (@)} N (o) = I =5 0,07217,

que € a mesma densidade de centro do reticulado Fg.

Exemplo 5.2.6 Sejam o corpo K = Q((y), a = ((o+Co° —Co* —(o°) Ok, um ideal de Og = Z[(o]
ea=3—Co—Cy ¢+ (% € Ok. Temos quen = [K: Q] =6, Dx = 3°, N(a) =27 e N(a) =
81. Dado z € a, podemos escrever x = (Co4-Co? —Co* —Co°) (ap+a1Co+asle® +asCo® +aslo* +as(y”),
onde ag,ay, as, as, az, as € Z. Assim, Tr(axT) = 54ck + 5dcoel + 54c3 + bdeyco + H4ca — Hdcges +
54cocs + Hdck — bdcgey — Hdeycy + Hdesey + 54ck — bdcyes — Hdceycs — Hdcacs + Hdeyes + H4cE e, entdo
to = min{Tr(azz) : x€a, ©#0} =54, comcy=1,¢0 = co =c3 =cy =c5 =0. Portanto,
a densidade de centro do reticulado o (a) € dada por
1 (to)? 1 545

1 ~Y
d(oa(a)) = 2 ([DelN (o)) N () = XL =55 = 0,07217,

que € a mesma densidade de centro do reticulado FEg.

5.2.4 Reticulados algébricos rotacionados de dimensao 8

Nesta secao, o objetivo é obter versoes rotacionadas do reticulado Eg. Para isso, faremos uso

do corpo ciclotémico K = Q((s9). Temos que [K : Q] = 8, o anel dos inteiros deste corpo é dado
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por Ok = Z((s), uma base integral é {1, a0, (3, (55, Co05 Co0r 5oy Cao > discriminante Dy = 2856
e, os monormorfismos sdo: 7;(C) = (4, com i = 1,3,7,9,11,13,17,19. Assim, a perturbagao

0, 1 K — R® do homomorfismo canonico é dada por:
oa(z) = (Voi(a)or(z), Vos(a)os(z), Vor(a)or(z), v/ os(a)og(z), Vo (a)oi(z),

o13()o13(x), / orr(a@)oir(z), \/ or9(a)org(z))

onde o;(a) > 0, 0;(a) € R, para todo i = 1,3,7,9,11,13,17, 19.

Como vimos, para dimensao 8, o reticulado com densidade de centro recorde é o FEj,
cuja densidade de centro é 1—16. Assim, basta igualarmos a formula da densidade de centro do
reticulado o, (a) é 1—16 que teremos novos reticulados com densidade de centro 6tima. Ja& temos
que n = 8 e |Dx| = 2855, Assim, precisamos encontrar convenientes a e ¢, para que tenhamos
d(oa(a)) = %6.

Na Tabela , apresentamos algumas combinagoes possiveis de N (a), N («a) e t, que

darao o resultado desejado.

| N) [ Ma) | ta |
6 | 25 |40
S0 | 1[40
256 | 25 | 40

Tabela 5.13:

Um ideal principal de Ok é da forma
_ 2 3 4 5 6 7
a =< ag + a1Ga0 + a2l + asCy + aalyg + a5y + aglyy + a7y >,
com a; € Z, para todo ¢ =0,---,7. A norma deste ideal é calculada da seguinte forma:

N(a) = N(<ag+ arloo + a2y + ashy + aalsy + a5y + ally + a7(270 >)
= |N(ao + a1 + a2Cy + asCoy + sy + asCoy + aglsy + azilo)l,

e pela definicao de norma de um elemento temos que

()

i=1,3,7,9,11,13,17,19 j=1

N(a) =

e, fazendo os cdculos obtemos uma expressao para N (a). Alguns ideais que satisfazem esta
expressao sao dados na Tabela ([5.14))
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N() | a |
16 +(1 — 2¢0 — G5 + 2¢50) Ok,
j:(l — Cgo + Céo — Cgo — C270)0K
80 j:(2 - 4220 + 2<§0 - 2C260 + C270)OK7
i(l — g%o — Cgo — géo — C260>OK
256 £(2 + Cao + 2C5 — C50) Ok,
+(1 + G0 + ¢ + ¢ + $0) Ok

Tabela 5.14:

Para que o;(a) € R tomemos « no subcorpo maximal de K = Q((s), que é o corpo L =
Q(Coo +Cag'), POis este é um corpo totalmente real. Temos que o anel dos inteiros deste corpo é
OL = Z[Cao + Gog') € {1, G0+ G0ty Coo” + G0~ 2, Co0” + (oo °} € uma base integral de L. Assim,

o elemento « pode ser escrio da seguinte forma

a=by+b1(Co+ () +ba(Co® + Co?) + ba(Cao® + 0 7?)

e, a norma desse elemento é dada por:

N(a) = H i(bo + b1(Co + G ") + b2 (Co® + Co~%) + bs(Cao® + G0 7))

i=1,3,7,9,11,13,17,19
Além de satisfazer a expressao da norma N («), precisamos ter o;(«) > 0, o0;(a)) € R, para

todotr=1,3,7,9,11,13,17, 19, pois estamos trabalhando com o,. Temos, por exemplo, que os

elementos
2= G+ &GN+ (G +6G ™) e 2= (G + 62 (5.2.11)

satisfazem essas condigoes.

A partir dos dados das Tabelas (5.13)) e (5.14]) e dos elementos dados em ((5.2.11)), apresen-

tamos na Tabela ((5.15]) as combinagoes encontradas de a e a que dardo t, e, com isso reticulados

com densidades de centro recordes para a dimensdo 8. Sejam v, = (o + (op € Y2 = (2 + (o

N(a) a N () o ta

16 i(l — 220 — Cg)o + 2@0)011@ 25 | 2=+ | 40
i(l — C230 + C§0 — <260 — C270)OK
80 i<2 - C220 + 2C§o - 2C260 + C270)OK7 1 3= 40
i(l — C220 — Cgo — C§0 - <260>OK
256 :|:(2 + (o0 + 2@10 — CSO)OK, 25 | 2—y1+ . | 40
+(1 4 Goo + Gy + ¢ + G0) Ok

Tabela 5.15:

Observacao 5.2.8 Observe que para dimensdo 8, encontramos menos exemplos, isso se deve
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ao custo computacional que ocorre para dimensoes grandes devido a quantidade de elementos

na base que aumenta junto com a dimensao do corpo.

Agora, vamos ilustrar no exemplo a seguir, um reticulado com densidade de centro 6tima

para dimensao 8, a partir dos dados da Tabela ([5.15)).

Exemplo 5.2.7 Sejam o corpo K = Q(Ca0), @ = (2 + 2Ca0 — 5y + G + G5 — 5o — Ca0) Ok
um ideal de Ox = Z[(x] e @ = 3 — (Coo + (a0') — (5 + &) + (G5 + &) € Ox. Temos
quen = [K: Q] =8, Dx = 2855 N(a) =16 ¢ N(a) = 25. Dado x € a, podemos escrever
& = (242G20 — (3 + G+ 30 — S50 — (o) (@0 +a1 a0 +a2(3) +as(3y +aaCe20 +as 5y +asChy +arCy),
onde ag, ay, as, as, ay, as, ag, ay € Z. Assim, Tr(axx) = 40a2+40apa; +40a? +40agas +40a;as +
40@% + 40agasz + 40a;a3 + 40asa3 + 40a§ + 40aya4 + 40asa4 + 40asa4 + 4()&?1 + 40asa5 4+ 40azas +
40aqa5 + 40a§ + 40asag + 40a4a¢ + 40asa¢ + 40a§ — 20asa7 4+ 20asa; + 40asa7 + 80agar + 80a$
e, entio t, = min{Tr(axx) : x €a, © # 0} =40, com ag = 0,a1 = 0,a = —1,a3 = 0,a4 =
0,a5 = 0,a6 = 0,a7 = 0. Portanto, a densidade de centro do reticulado ok (a) é dada por
1 (to)? 1 402

1
5(oala)) = . = S = — 20,06250,
(7a(2)) (| Dg|N ()2 N(a)  28(2856.25)2 16 16

que € a mesma densidade de centro do reticulado FEg.

5.2.5 Reticulados algébricos rotacionados de dimensao 12

Apresentamos nesta secao, reticulados algébricos que sao versoes rotacionadas do reticulado
K15, que é o reticulado com densidade de centro recorde para dimensao 12, através da per-
turbagao o, do homomorfismo candnico e utilizando ideais principais. Neste caso, tomamos em
todo processo o = 1, para facilitar as contas. Dali, trabalhar com a perturbagao o, é equivalente
a trabalharmos com o homomorfismo canonico.

Para isso, consideremos o corpo K = Q({s;). Temos que [K : Q] = 12, o anel dos inteiros
deste corpo é dado por Ox = Z((y1), uma base integral é {1, (o1, (31, Gy, Gy 6oy €555 Cay, €81, €3

29 (i1}, discriminante Dg = 357%° e, os monormorfismos sao:
0i(Cor) = Gy, com i = 1,2,4,5,8,10,11,13, 16,17, 19, , 20.

Como dissemos, para dimensao 12, o reticulado com densidade de centro recorde é o Ko,

cuja densidade de centro é % Assim, basta igualarmos a formula da densidade de centro do

reticulado ox(a) é 2—17 que teremos novos reticulados com densidade de centro 6tima. J& temos

que n =12 e |Dg| = 357, Assim, precisamos encontrar convenientes a e ¢ para que tenhamos

d(ox(a)) = 2% Utilizando programa Mathematica, temos que uma combinacao satisfatéria é

135



tomar AV(a) =7 e t = 28. Um ideal principal de Ok é da forma
a0 =< ag + a1Gar + aaC3) + as(3) + aalyy + a5y + aeCs) + arlsy + asls; + aolsy + ar0lar +a11Gy1 >,
com a; € Z, para todo ¢ =10,---,11. A norma deste ideal é calculada da seguinte forma

11 11
Nia) =N ( S ) _ \N (z <)
=1 =1

Y

e pela definicao de norma de um elemento temos que

11
H i (Z %‘C%i)
j=1

+=1,2,4,5,8,10,11,13,16,17,19,20

N(a) =

e, fazendo os célculos obtemos uma expressao para N (a). Na Tabela (5.16) apresentamos

alguns ideais a que possuem N (a) = 7.

[ Na) | a |
:l:(l + <261 - <281)OK7 :l:(l - Céll + C261)OK7
7 i(l - <221 + C261)OK7 i(l - C221 + C§1)0K7
j3(C221 — C§1 + C281)OK

Tabela 5.16:

Observacao 5.2.9 1. Os ideais da Tabela foram obtidos tomando a1 = a3 = as =

ar = ag = ajg = a1; = 0 e os demais escalares variando entre —1 e 1.

2. Tomando qualquer um dos ideais da Tabela temos t = 28 e portanto reticulados

com densidade de centro recorde.

Através do Exemplo ([5.2.8]), vamos ilustrar um reticulado com densidade de centro 6tima
para dimensao 12, a partir dos dados da Tabela ([5.16]).

Exemplo 5.2.8 Sejam o corpo K = Q((a1), a = (3 — (3 + 8Ok, um ideal de Og = Z[(1].
Temos que n = [K : Q] = 12, Dx = 3°71° N(a) = 7. Dado x € a, podemos escrever v =
(1= G +G31) (ao+arCar +aa (3 +asCh+aalyy +as(3 +a6CH) +arC +asCh+aols +a1067) +ann (i),
onde ag, ay, as, as, ay, as, ag, A7, ag, Ay, A1, A11 € Z. Assim,

Tr(azr) = 28a3 + 28a? + 28agaig — 14ayayg + 28a3, + 28agay; + 28aya11 + 28a%, — 1dagay —
14aq1a0 + 28a% — 14agas — 14aa3 — 28a19as + 28@% — ldagays — 14aq1a4 — 28a11a4 — 14asas + 28@?1 +
28agas — 14aias5 4+ 28a19as — 14dasas — 14azas + 28a§ + 28aiag — 14aqgag + 28a11a¢ — 14asag —

14azag — 14ayag+28a — 28agar — 14ajgar — 14ay a7 +28asay — 1dagay — 1dagar — 1dasar +28a2 —
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28a1ag — 14aipas — 14aq1as + 28asas — ldasag — 14dasags — ldagas + 28(1?3 — ldapag — 14a11a9 —
28asa9 + 28a4a9 — ldazayg — 14agag — 1darag + 28a2

e, entao t = min{Tr(axz) : = € a, v # 0} =28, com ag = 0,a7 = 0,ay = 0,a3 = 0,a4 =
0,a5 =0,a6 = 0,a7 = —1,a3 = 0,a9 = 0,a19 = 0,a;; = 0. Portanto, a densidade de centro do

reticulado ox(a) € dada por

1 ts 1 298% 1
82 _ 1o 0,037037,

6 = =

que € a mesma densidade de centro do reticulado Kis.

5.3 Conclusao do capitulo

Consideramos este, o capitulo mais importante deste trabalho, pois aqui demos nossa con-
tribuigao para a teoria de reticulados, apresentando novos exemplos de reticulados rotacionados
de dimensoes 2, 4, 6, 8 e 12 por meio da construcao proposta na Secao . Iniciamos este
capitulo definindo os homomorfismos que iriamos trabalhar e mostrando que, através destes,
podemos obter reticulados no R™ utilizando o anel dos interiros algébricos de um corpo de
numeros. Para a perturbacao o, por exemplo, isto é provado no Corolario . Note que
em todos os exemplos apresentados neste capitulo, trabalhamos com os corpos ciclotomicos e
seu subcorpo maximal real pois, como haviamos dito no Capitulo , estes corpos sao muito
interessantes de se trabalhar quando tratamos de reticulados, ja que neles sabemos qual é o
seu anel dos inteiros, temos uma Z-base e uma expressao para calcularmos seu discriminante,
fatores estes, importantes quando calculamos a densidade de centro de um reticulado. Também
utilizamos muito os conceitos de forma quadrética, vistos no capitulo (2]), pois como vimos,
uma das maiores dificuldades ao calcular a densidade de centro é encontrar uma expressao para
a funcao trago e minimiza-la. Ressaltamos ainda que, a obtencao de reticulados rotacionados
neste trabalho foi feita através da perturbacao o, do homomorfismo canonico, mas poderiamos
ter feito o mesmo processo utilizando a perturbagao o, que o grau de difilculdade seria 0 mesmo

ja que a formula da densidade de centro é a mesma para ambas as perturbagoes, como pode ser

visto nas Proposicoes (5.1.4) e (5.1.6). Mas, isso ndo significa que os reticulados encontrados

seriam os mesmos. Decidimos, neste capitulo, trabalhar com a perturbacao o, para mostrar os
resultados e, como veremos no Capitulo @, iremos utilizar a perturbacao s, para mostrarmos
os resultados do capitulo. E, como foi dito, para o homomorfismo canonico, o estudo ja foi feito

por Ferrari, em [11].
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Capitulo 6

Reticulados Ideais

No Capitulo apresentamos reticulados a partir das perturbagoes do homomorfismo canénico
e denominamos estes por reticulados algébricos. Neste capitulo apresentamos os reticulados
ideais, que sao definidos a partir de um ideal fracionario e uma forma bilinear simétrica, como
veremos na Secao , onde veremos também algumas propriedades destes reticulados. Na
Secao (6.2), veremos também que os reticulados ideais sdo obtidos a partir do homomorfismo
024- Na Secao veremos os conceitos de diversidade e distancia produto minima de um
reticulado ideal. Vimos que o interessante é ter reticulados com diversidade e distancia produto
minima alta. Assim, na Secao iremos procurar reticulados rotacionados do reticulado Z"
com esta propriedade. Para estas construgoes de Z"-reticulados rotacionados, utilizaremos o
subcorpo maximal dos corpos ciclotomicos Q((,) e Q((ar), onde p é um niimero primo e r é um

inteiro positivo.

6.1 Definicao

Nesta secao veremos a definicao de reticulado ideal e de alguns de seus parametros.

Defini¢ao 6.1.1 Um reticulado inteiro ¢ um par (L,b), onde L é um Z-mddulo livre de
poston, eb: L x L — Z é uma forma Z-bilinear simétrica. Se {vy,vs,...,v,} € uma base de L
entdo a matriz que representa a forma bilinear b é dada por (b(vi,v;))7,=, e, o determinante

de b é o determinante da matriz de b em alguma base de L.

Observacao 6.1.1 Temos que b pode ser diagonalizada sobre os niumeros reais e, b € isomorfa

a soma ortogonal de r cdpias de (1) e s copias de (—1), para inteiros ndo negativos r e s.

Defini¢ao 6.1.2 Definimos a assinatura de b pelo par (r,s) e denotamos esta assinatura por

sign(b) = (r,s).
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Defini¢ao 6.1.3 Dizemos que o reticulado (L,b) € par se b(x,x) € um nidmero par para todo

x € L. Caso contrdrio, dizemos que o reticulado (L,b) é impar.

Defini¢ao 6.1.4 O reticulado (L,b) € positivo se b(z,z) > 0 para todo x € L, © # 0. Nesse
caso, o minimo de (L,b) € definido por min(L,b) = min{b(x,z) tal que x € L, x # 0 }. O

valor b(xz,x) € chamado de comprimento quadratico de z.

Sejam K um corpo de nimeros totalmente real ou um CM-corpo, ¢ : K — K a conjugacao
complexa com corpo fixo dado por F = {z € K|¢(z) = 2} = Q e [K : F] = 2, J um ideal
fraciondrio nao nulo de Ok e a € F tal que aJ¢(J) € A(K/Q)™!, onde A(K/Q)™! = {z €
K|Tr C Z} é o codiferente de K/Q como definido em (|1.5.1)).

Proposicao 6.1.1 ([22]) Nas condi¢oes anteriores, se by : I XTI — 7 € tal que by(z,y) =

Tr(azg(y)), entao b, estd bem definida e é uma forma bilinear simétrica.

Demonstragao: Como aJ¢(J) C A(K/Q)™! = {z € K|Tr C Z} segue que Tr(azé(y)) € Z,
para todo (x,y) € Jx J. Logo, b, estd bem definida. Para mostrar que b, é uma forma bilinear
simétrica observe que como K é totalmente real ou um CM-corpo segue que a conjugacao

complexa comuta com todos os homomorfismos de K em C. Assim,

ba(x,y) = Tr(azd(y)) = Tr(p(¢(e)o(x)y))
P(Tr(p()p(2)y)) = Tr(ad(z)y)
= ba(y,lli'),

como queriamos demonstrar. [ |

Através das condigoes dadas acima podemos definir um reticulado ideal.

Definicao 6.1.5 Sejam K um corpo de niumeros totalmente real ou um CM-corpo, T um ideal
fraciondrio de K, a € F = {z € K|o(x) = z} tal que aTp(T) C A(K/Q)™!, onde ¢ € a
conjugagao compleza. Um reticulado ideal é um reticulado inteiro (J,b,), onde b, : IXT — Z
¢ tal que by(z,y) = Tr(aze(y)). Dizemos que o par (3,b,) é um Og-reticulado, ou que é

obtido por uma construcao traco escalonada.

Defini¢ao 6.1.6 Quando o = 1, dizemos que (J,b) € obtido por uma construgao trago ou que

¢ do tipo tracgo.

Proposicao 6.1.2 ([5]) Sejam K um corpo de nimeros, Ox seu anel dos inteiros e ¢ a con-

Jugagao compleza. Se existe v € Ok tal que v+ ¢() = 1, entao o Ok-reticulado € par.
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Demonstracao: Mostremos que o Ok-reticulado (J,b,) é par, onde J é um ideal fracionério
de Og e by : T x T — Z é tal que by(z,y) = Tr(azd(y)), com a € F e aJp(T) C A(K/Q)™?
Seja x € J ey € Ok tal que v+ ¢(y) = 1. Temos que:

ba(x,x) = Tr Oéw(l’)) T((7+¢(7))(M¢($)))

Portanto, b, (x,x) é um nimero par. [

Proposicao 6.1.3 ([J]) Sejam K um corpo de nimeros, ¢ uma involugio sobre K e F o corpo
fixo da involucdao. Suponhamos que F seja totalmente real e K totalmente imagindrio. Se J C

Ok € um ideal fraciondrio e (3,b) € um Ok-reticulado do tipo traco, entao min(J,b) > K : Q).

Demonstracao: Por hipétese (J,b) é um Ok-reticulado do tipo trago. Assim, se x € J entao
b(z,z) = Tr(zé(x)). Sejam n = [K: Q] e o1,---,0, 08 n homomorfismos distintos de K em
C. Pela desigualdade entre as médias aritmética e geométrica dos homomorfirmos aplicados no

elemento z¢(x) € Jp(T), temos que

n

i=1 >

> olwe(@)) n 1/n
[ U(wcb(x))] ,

e entao
n n 1/n
>_o(ze(r) > n [_H a<x¢<x>>] :

Logo, Tr(z¢(z)) > nN(zd(z))"/™. Como z € T C Ok, segue que N(z¢(z)) > 1. Portanto
min(J,0) > [K: QJ. [

6.2 Reticulados ideais obtidos a partir da perturbacao os, do homo-

morfismo canonico

Sejam K um corpo de niimeros de grau n, oy, - -+ , 0, 0s n homomorfismos distintos de K em C,
Ok o anel dos inteiros de K sobre Z, o € K tal que o; € R e g;(a) > 0, para todoi =1,--- ,n
e 09, : K — R" a perturbagao s, do homomorfismo candnico, como definida em (|5.1.4)).

O principal fator para definirmos tanto o homomorfismo candnico quanto suas perturbagoes
é termos uma Z-base de n elementos. Como todo ideal J de Ok possui uma Z-base de n

elementos, entao podemos construir reticulados a partir de J C Ok.
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Assim, se {wy, -+ ,w,} for uma Z-base de J C Ok, entdo temos pelo resultado (5.1.3) que
a imagem de 09,(J) em R"™ é um reticulado com base {o,(w1), -+ ,0,(w,)} e matriz geradora

dada por:

Vvaro(wy) - yanop(wn) 2001 R0 i (w) - 200,

M Voaroi(ws) o0 apon(we) 20, i Rop 11 (we) o 200, S0, (ws) 6.2.1)
Voaroi(wy) o anon(wn) 200 1 Ro 1 (we) o 200, S0y, (W)
onde a; = 0;(«), para todoi =1,---  n.

Observagao 6.2.1 A matriz de Gram associada ao reticulado o44(J) € dada por G = MM' =

(9i5)ij=1, onde

gi = > Vorok(w)vagor(w;) + Y /200 kR0 1k (0:) /200, 1R (07, 11 (w))) +
k=1 k=1
> V200, S0k (W) /200, 1S (07, 1 (w5)
k=1

D 200 k[ RO (w)) ROy () + S0 (w3)) (0,40 (w;)]: (6.2.2)

Proposigao 6.2.1 ([22]) Se K um corpo de nimeros totalmente real ou um CM-corpo, entdo

o reticuado 09,(JF) € um reticulado ideal.

Demonstracao: Para provarmos que o reticulado 09,(J) é um reticulado ideal precisamos
mostrar que a forma bilinear associada é do tipo traco. Vimos que a matriz de Gram associada
a este reticulado tem entradas dadas por . Como por hipdtese K é totalmente real ou
um CM-corpo temos que a conjugacao complexa comuta com todos os o;, parat = 1,---  n.

Assim,

1 T2
gi = > opop(wiw;) + Y 200,k R(0r, k(W) o, 11 (TT7))
k=1 k=1

1 72
= Y apop(wiw;) + > 200, kR0 1k (wD5))

k=1 k=1
r2

T1 T2
= Y owor(wiwy) + D k0 k(W) > Ay kO 1k (wT05)
k=1 k=1 k=1
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= Trgjo(aww;).

Logo, a matriz de Gram é do tipo traco e portanto, sua matriz geradora M define um reticulado

ideal. n

Observagao 6.2.2 Para que o reticulado ideal 09, (3) seja definido positivo, basta que o € K

seja positivo.

A seguir apresentamos uma expressao para calcularmos o determinante do reticulado ideal
(3,ba) que é denotado por det(b,).

Proposicao 6.2.2 ([22]) Sejam K um corpo de nimeros totalmente real ou um CM-corpo, J
um ideal fraciondrio nao nulo de Ok, Dk o discriminante de K e b, a forma bilinear simétrica

associada. Se (J,b,) € um reticulado ideal, entdo
|det(ba)| = N ()N (3)?| Dx.

Demonstracao: Se J é um ideal fracionario de Ok entao pelo Lema (|1.3.6)) existe d € Z—{0}
tal que dJ C Ok. Denotemos por a = dJ. Como Ok ¢ um Z-moédulo livre de posto n e a é um
Z-submédulo de O, pelo Teorema (|1.1.3)) segue que existe uma Z-base {wq,--- ,w,} de Ok

e inteiros ay, - ,a, tais que {aywy, - ,a,w,} é uma Z-base de a. Como a = dJ segue que
J—dtaeentdao {ayd twy, -+ ,a,d twy} é uma Z-base de J. Assim, a matriz de b, é dada
por:
Tr(aad wyard=twy) -+ Tr(aad wia,d " w,)
Tr(aa,d'wyard=twy) -+ Tr(aa,d  w,a,d " w,)
a?Tr(a(d1)?w wy) oo apanTr(a(d=Y) 2w wy,)
ara,Tr(a(d ) 2w,wy) -+ a2Tr(a(d1)?w,w,)

Calculando o determinante desta matriz temos que

Tr(a(d ) waw;) -+ Tr(a(d)*ww,)
det(by) = (a1 - - - ay)>det :
Tr(a(d ) w,wr) -+ Tr(a(db)?w,w,)
Tr(cwywy) -+ Tr(aww,)

= (a1 an)*((d71)?)"det

Tr(ow,wy) -+ Tr(aw,w,)
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Pela Proposicao ([1.3.10)) temos que N (a) = |a; - - - a,|. Assim,

det(by) = N(a)*((d"1)*)"det(H), (6.2.3)
onde
Tr(cwwy) --- Tr(aww,)
H—
Tr(aw,wy) --- Tr(aw,w,)

Mas, note que H pode ser escrita da forma H = MM+, onde

o(wy) -+ op(wy) o(a) --- 0

or(wy) < op(wy) 0 e on(Q)
e | denota a transposta conjugada. Assim,
det(H) = det(MM%*) = det(M)det(M™*)

det(ST)det((ST)*) = det(S)det(T)det(T+)det(S™)
= (det(T))*det(S)det(St) = (det(T))?|det(S)|>.

Mas, temos que
(det(T))* = o1() - - - on(a) = N(a). (6.2.4)

Por outro lado,

det(S) = det(oi(w)))7;_; = \/Dx. (6.2.5)

Logo, substituindo as Equacoes (6.2.4]) e (6.2.5)) na Equagao (6.2.3)) temos que

det(ba) = N(a)*((d™")*)"N (@) D|.

Agora, como d € Z, segue que N(J) = N(a)N(d™) = N(a)(d1)" e assim, N(J)? =
N (a)?((d~*)™)%. Portanto,
det(by) = N'(3)°N ()| Dk,

como queriamos. n

6.3 Diversidade e distancia produto minima de um reticulado ideal

Nesta secao apresentamos alguns resultados sobre a diversidade e a distancia produto minima

de um reticulado ideal a partir dos conceitos de diversidade e de distancia produto minima de
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um reticulado vistos no Capitulo (3)).

Vimos que os reticulados ideais podem ser dados por uma matriz geradora, esta ¢ uma
vantagem de se trabalhar com os reticulados ideais. Uma outra vantagem é que os pontos
do reticulado sao imagens de inteiros algébricos através do homomorfismo candnico ou suas
perturbacoes aplicado em Q. Assim, podemos estabelecer uma correspondéncia entre os pontos

x € A CR" e os inteiros algébricos, como veremos na observagao a seguir.

Observacao 6.3.1 A partir da matriz geradora M dada em , podemos expressar um

ponto do reticulado como

r = (xlu"‘ xT17xT1+17”‘ 71.7'1+T2)

= Z 6@\/_0-1 wz : Z 6@ V 2051"1—1—1§R Un—l—l wz g T 7Zﬁ1 \V 20‘7"1—4-7'2%(0-7'1—4—1"2 (wz)))
i=1
= (\/04_101(2 Biws), -+, vV 2057‘1—1—1%(0-7‘1—1—1(2 Biw;)), -+, vV 204r1+r2§(0r1+r2(z Biw;)))
=1

i=1 i=1

com (B; € Z, para todo i =1,--- ,n. Portanto,
r = (\/ 0-1 >V 20‘7“1-%1% UT1+1 » 'V 2a7’1+7°2 (UT1+T2 (y)))
= Ua(y)a

para algum inteiro algébrico y = Zﬁiwi € J C Ok. Esta correspondéncia entre um vetor
i=1
x € R" e um inteiro algébrico y € Ok facilita o cdlculo de algumas propriedades de reticulados,

como a diversidade e a distancia produto minima, que em geral sao dificeis de calcular.

O resultado que veremos a seguir fornece uma expressao para calcularmos a diversidade

de reticulados ideais.

Proposigao 6.3.1 ([22]) Se K é um corpo de nimeros de grau n e J um ideal fraciondrio de

Ok, entao o reticulado ideal A = (J,b,) tem diversidade div(A) = ry + ro.

Demonstragao: Seja x € A nao nulo. Pela Observagao (6.3.1)), x pode ser escrito da seguinte

forma:

z=0,(y) = (Vouoi(y »V 20, 11 R(0r, 11 (y sV 200 4, S (om0, (1)),

onde y € J C Ok. Como tomamos = # 0 segue que y # 0 e, sendo assim, temos que o;(y) # 0,
para todo i = 1,--- ,n. Logo, podemos afirmar que os primeiros r; coeficientes de x sao nao

nulos. Asim, o nimero minimo de coeficientes nao nulos dos 2r, que restaram é ro, pois as
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partes real e imaginaria de um homomorfismo complexo nao podem se anular simultaneamente.
Logo, div(A) = min{div(z) : x € A, = # 0} > r1 + re, onde div(z) é definida como o nimero
de z/ nao nulos. Seja agora, § € J tal que § # 0. Como J C Ok, segue que [ é raiz
de um polindmio moénico com coeficientes em Z. Assim, existem ag, aq, -+ ,a, € Z tal que

B+ 1 B+ a1 f 4 ag =0 e ag # 0. Entao,
—ao =" + am-1 "+ FafET.

Como —ag € Z, segue que o;(—ag) = —ag, para todo ¢ = 1,--- ,n. Logo, div(og,(—ag)) =

r1 + 19. Portanto, div(A) = ry + ro. "

Corolario 6.3.1 ([22]) Seja T C Ok um ideal. Um reticulado ideal A = (T, b,) pode ser imerso

no R™, com
1. diversidade n se K ¢ totalmente real.

2. diversidade g se K € totalmente complexo.

Demonstracao: Segue diretamente da Proposicao (6.3.1]). n
Segue A C R" um reticulado com diversidade n e x € A. Como vimos, a distancia produto

n
minima de A é definida como a menor das distancias d,(z) = H, onde x € A, x #0. O

i=1
resultado que veremos a seguir fornece uma expressao para calcularmos a distancia produto

minima de um reticulado ideal A = (J,b,,).

Teorema 6.3.1 ([29]) Se K é um corpo de nimeros totalmente real de grau n com discrimi-
nante Dx e T € um ideal fraciondrio de Ok, entao a distancia produto minima de um reticulado

tdeal € dada por:

dp.min(A) = min(7J) M,
Dx

o N (@)
onde min(J) = [nin, NG)

Demonstracao: Como K é totalmente real de grau n segue que o;(K) C R, para todo i =
1,--- ,ne, pela Proposigao (6.3.1)), temos que a diversidade de A é n. Sex € A C R", temos pela

Observagio (6.3.1)), que = pode ser escrito como 2 = 0,(y) = (\/a1(@)a1(y), -+, /ou(@)on(y)).

Assim,

dpmin(A) = min{d,(x):xz €A, v #0} = Og;ig/\g |4
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= min ﬁ’m%(y)‘ = f[ Voi(a) min ﬁ|0i(y)|

0#y€ed 0#y€d

= VN(a) min [N(y)].

0#£y€eTd

Pela Proposicao (6.2.2), temos que |det(by)| = N(@)N(3)?|Dx|, e deste modo /N(a) =
/ ldet(ba)]
N(3)y/IDx|’

Assim,

() = LS i ING)
[det(ba)] ominy W)
JDe] NO)
min(J) —=+ |det(ba )|
VIDk|

como queriamos provar. [ ]

Lema 6.3.1 ([13]) Nas condi¢oes do Teorema (6.5.1)), se T é um ideal principal de Ok, entdo

min [N (z)] = N(J).

0#£x€T

Demonstragao: Se J C Ok ¢é um ideal principal entao existe a € J tal que J =< a > e

assim, N'(J) = [N (a)|. Se x € J, com z # 0, temos que = = ay, para algum y € Og. Assim,
N ()] = N (a)|IN(y)] = N(T)

e, esta igualdade é verdadeira se, e somente se, N(y) = £1 e, isto ocorrerd se, e somente se,

y é uma unidade de Ok. Logo, |N(z)| = N(J) quando = = ay, com y sendo uma unidade de

Ok. Portant i =N(J). [
k. Portanto, min |V(z)| =N(J)

Corolario 6.3.2 ([22]) Nas condi¢oes do Teorema (6.3.1), se T € um ideal principal de Ok

entdo a distancia produto minima de um reticulado ideal A = (Z,b,) é dado por

dymin(A) = | /%.

Demonstragao: Segue imediatamente do Teorema (6.3.1)) e do Lema ([6.3.1]). [
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6.4 Construcoes de Z"-reticulados rotacionados utilizando reticulados
ideais

Oggier, em [22], mostrou que quanto maior for a diversidade div(A) e a distancia produto

minima d,, ;i (A) de um reticulado, menor é a probabilidade de ocorrerem erros em um dado

codigo reticulado. Assim, faz sentido procuramos e estudarmos reticulados A com div(A)

alta e d!

bmin(A) méxima. Para isso, iremos estudar os Z"-reticulados e versoes rotacionadas

dele. A importancia de estudar estes reticulados estd no fato destes reticulados apresentarem
implementagoes praticas. Deste modo, apresentamos duas construgoes de Z"-reticulados rota-
cionados. Na Secao , apresentamos a construcao via o subcorpo maximal real dos corpos
ciclotomicos Q((,), onde p é um nimero primo e, na Segao , apresentamos outra con-
strucdo via o subcorpo maximal real dos corpos ciclotomicos Q((sr), onde 7 é um nimero inteiro

positivo.

6.4.1 O reticulado Z"

Definigao 6.4.1 O reticulado 7" é um reticulado n-dimensional definido por
n — {(Il,..- ,l'n); x; € Z; Vi = 1’... 7n}_

Temos que a base canénica § = {(1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1)} é uma base
para o reticulado Z". Assim, a matriz identidade Id,, ¢ uma matriz geradora M deste reticulado.
Uma matriz de Gram para Z" é dada por G = M'M = Id,.. E, portanto, pela Definicao (3.2.2))
segue que det(Z") = 1.

Como vimos no Corolario os corpos de numeros totalmente reais tem diversidade
maxima. Assim, para obtermos um reticulado ideal semelhante ao reticulado Z™, n > 2, com
alta diversidade e distancia produto minima maxima, iremos trabalhar com corpos de niimeros
totalmente reais.

Sejam L um corpo de niimeros totalmente real de grau n e O, seu anel de inteiros. Quere-
mos encontrar um reticulado ideal A = (O, b,) que seja um Z"-reticulado rotacionado, ou seja,
um reticulado com as mesmas propriedades de Z".

Observe que se multiplicarmos todos os pontos do reticulado Z™ pelo escalar /¢, onde
¢ € Z teremos um outro reticulado (1/cZ)" que serd uma versao escalar de Z", e que [ =
{(+/¢,0,...,0),...,(0,...,0,4/c)} é uma base para o reticulado (1/cZ)" e, como det(Z") = 1
segue que det(\/cZ) = ™.

Dai, nas duas construgoes que apresentamos nas secoes posteriores em vez de trabalharmos

com o reticulado Z", iremos trabalhar com sua versao escalar (1/cZ)". Para isso, primeiramente
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iremos encontrar a € L totalmente positivo tal que o reticulado ideal A = (O, b,) seja isomorfo
ao reticulado (y/cZ)"™. Apds encontrarmos tal reticulado multiplicamos sua matriz geradora por

1/4/c e assim, obtemos uma versao rotacionada de Z".

6.4.2 Construcao de Z"-reticulados rotacionados via o corpo ciclotomico Q(¢,)

Nesta secao, veremos a construcao de Z™-reticulados rotacionados, n > 2, via o subcorpo
maximal real L = Q(¢, + ¢ 1) do corpo ciclotomico K = Q((,), onde p é um ntimero primo

e p > 5, utilizando reticulados ideais. Desta forma, serao obtidos Z"-reticulados rotacionados

para n = , com p primo, p > 5.

Consideremos o corpo ciclotomico K = Q((,), onde p > 5 é um ntmero primo e, L =
QG+ ¢ 1) 0 subcorpo maximal real de K. Pelo Teorema temos que [K: Q] =p—1e
pelo Teorema 1’ que O = Z[¢, + ¢, 1] ¢ 0 anel dos inteiros de L e, pelo Corolario (1.4.1)),
segue que [K : L] = 2. Assim, pela Observacao , temos que [L: Q] = p%l =n.

Seja A = (O, b,) um reticulado ideal, com « € L totalmente positivo e b, a forma bilinear

simétrica associada a A. Pela Proposigao (6.2.2)), para que A = (O, b,) seja isomorfo ao

reticulado (1/cZ)", temos que o elemento « € L deve satisfazer a seguinte relagao
Nojo(@)N(Q)[DL] = ¢,

onde ¢" = det((1/cZ)™), o que equivale a dizer que det(A) = ¢". Como J = O, segue pela
Proposigao ([1.3.9)) que devemos ter

NL/@(OZ)|DL| =c". (646)

Queremos encontrar « € L totalmente positivo que satisfaga a Equagao (6.4.6). Pela Proposicao

(4D, temos que D, = p*5*. Assim,
—3 1
NL/Q(Q)|DL| :NL/Q(a)pPT = ,

para algum c € Z. Tomando ¢ = p temos Ny g(a) = p. Assim, encontremos « € LL totalmente
positivo tal que NV g(a) = p. Observe que pZ[(,] = (1 — ()P ' Z[(,), e assim Nk g(1 — () = p.
Usando a transitividade da norma (vista na Observagao (|1.3.3)), temos que

p = Niso(l=G¢) =MWkl —¢))
= My((1=¢)(1=¢). (6.4.7)

Logo, tomando o = (1 —)(1—¢ ") =2 — (¢, + ¢, "), temos que av € IL é totalmente positivo
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pois,
2
G+ ¢ = [2c0s =5 <2, p 25

e, pela Equacao (6 segue que Ny jg(a) = p.

Observacao 6.4.1 Note que, encontrar um elemento o € I totalmente positivo tal que
Nrjg(@)|DL| = ¢" nao garante que A = (O, b,) seja isomorfo a (\/CZ)", ou seja, esta € apenas

uma condi¢cao necessdaria.

Agora, através de uma construcao explicita, iremos mostrar que A = (O, b,) é isomorfo

a Z". Pelo Teorema (1.4.3), temos que {e; = ¢J + (7 21 é uma Z-base de O = Z[¢, + ¢, ''].

No resultado a seguir encontramos uma outra Z-base para Of.

Lema 6.4.1 ([13]) See, = e, e;. = Zei, j=1,---,n—1, entio {e}, - ,e,} ¢ uma Z-base
de Op, = ZK + C_l].

Demonstragao Mostremos que {el, cee ;L} ¢ linearmente independente sobre Z. De fato,

seja Z a;e; = 0; a; € Z. Temos que Zaze =are1+ (a1 +ag)es+- -+ (a1 +--+ap_1)e,1+
=1 1=1
(@ + -+ ay)e, = 0. Como {ey,---,e,} é uma Z-base de O, segue que a; = --- = a, = 0.

Mostremos agora que {e},--- e} gera O = Z[¢, + (p’l]. Seja © € Z[(, + C;l]. Temos que

n

T = Zaiei; a; € 7Z. Seja by = a;. Temos que z = Z(ai —a)e; +ailer + - +e,) =

i=1 =2
n n
(a; — ay)e; + bie). Se by = (ay — ay), entdo = = Z(ai — a1 — (ag — a1))e; + baey + bye).
i=2 1=3
Continuando desta forma, tomando b; = a; — aj_;, 7 = 2,---,n, temos que z = Zbie;.
Portanto, {e},--- ,e,} é uma Z-base de Of. ]

Proposigao 6.4.1 ([13]) Se o = 2 — ((, + ¢, ") € L e ba(z,y) = Truglazy), para todo
z,y € OL = Z[(, + ('], entdo:

, Sset=n;
1. ba(ei,ei) = { p

2p, caso contrdrio.

—p, selt—j| =1,
2. ba(ei,ej) = p | j| )
0, caso contrario

Demonstracao: Para simplificar a notagao vamos denotar por o,((,) e por a; = (), os

conjugados de (, e «, respectivamente. Temos que

Trig(Cr+¢ %) =—1, parak=1,...,n
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De fato, como o polindmio ciclotomico de ¢, é f(z) = 2P+ +x+1e C;f, k=1---,n

sdo conjugados de (,, segue que Trgq(Cf) = —1, k = 1,--- ,n. Assim, como Trg/q(¢)) =
Tryo(Tri(C)), segue que Tryg(¢f 4+ (%) = —1, para todo k = 1,--- ,n. Desta forma,
temos que

Trijgla( +6,%) = D oi(@)o; (¢ +¢%)
=1

= Y o+
j=1

= 205G~ GG + G

J=1

- —9_ Z%(Cgﬂ + Cpfkfl + C;kJrl + C;’971>

j=1
_ {—2+1—2n:—p, se k= +1(mod p)

—2+4+1+1=0, caso contrario.

Agora, vamos calcular b,(e;, €;). Temos que
baleive)) = Trujglac)) = ayoi(G' + ™ +2)
=1

= Yo+ 2 2 -+ G Y)
Jj=1 j=1

p, se i =n;
2p, caso contrario.

e assim,
baleie;) = Truglaee;) = (o (G0 + ¢ )+ (o567 + ¢, 7))
j=1 j=1
) ep, ose li—jl=1;
0, caso contrario,
0 que prova o teorema. [ |

Corolario 6.4.1 ([13]) Se B,(z,y) = %Tm/@(aﬂcy), entdo a matriz de B, na base {e1,...,e,}

€ dada por
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-1 2 -1
0 -1 2
(6.4.8)
-1 0
-1 2 -1
0 0 -1 1
Demonstracgao: Segue diretamente da Proposicao (6.4.1]). |

- ’ ’ - . - 1 o
Proposigao 6.4.2 ([22]) See, = e, ce; = E e, paraj=1,--- n—1, entao ~Tryg(ae;e;) =
— p
i=j
dij, onde 0;; € o delta de Kronecker.

Demonstragao: Sejam G a matriz do Coroldrio (6.4.1) e

11 1

01 1
T =

0 0 1

1
Temos que TGT! = I,,. Agora, G = MM?!, onde M = 7NA, com
p

oi1(er) -+ onler) or(a) --- 0

o1(en) - onlen) 0 e on(a)

/

Assim, I, = T(MM")T" = (TM)(TM)". Seja agora e, = e,, €; = Zei; j=1,---,n—1uma
i

outra base de Or. Temos que

) / e 1
oi(er) -+ onle) B 01 .- 1 oi(er) -+ onler)
01 (B;z) T Un(e;z) O O o 1 01 (en) T Un(en)

_ 1 I
Desta forma, M = 7T N A é uma matriz geradora do reticulado A = (O, b,). Como M M f—
p

151



1 1 o

—~TNAA'N'T" = TMM'T" = I, segue que —Tryg(aee;) = d;;, onde §;; é o delta de
p p

Kronecker. [

1
Da Proposigao ([6.4.2)), segue que o reticulado ideal A = (O, —b,), com a = 2 — ((, + Cp’l),
p

2rkj

homomorfismos de L dados por ox(e;) = (7 + (" = 2cos <T>’ k,j =1,...,n e matriz

geradora M = 7TN A, com T, N e A sao como na demonstracao da proposicao, é isomorfo ao
p
reticulado Z". Logo, seguindo os passos da demonstracao da Proposigao (6.4.2)), pode-se con-

struir Z"-reticulados rotacionados para n = 2,3,5,6,8,9,11, 14, 15, 18, 20, 21, 23, 26, 29, 30, . . ..
O resultado que veremos a seguir fornece uma expressao para calcularmos a distancia

produto minima desses reticulados.

Proposigao 6.4.3 ([22]) Sejam L = Q((, + Cp‘l) o subcorpo maximal real de K = Q((,), onde
p>5, e OL=1Z[¢+ ('] o anel dos inteiros de L. Se A = (O, iba), coma=2-(G+"),

— 3—p

é um reticulado ideal de dimensao n = , ent@o dpmin(A) =p 7 .

Demonstracao: Pelo Corolario (6.3.2), temos que a distancia produto minima de A é dada

por

dp min(A)

C fldet(n)] 1
|Dy| VDLl
p—3

uma vez que det(A) = 1. Como o disriminante de LL satisfaz |Dy| = p 2 , segue que dp min(A) =
3—p

pa. [ |
A tabela a seguir fornece a distancia produto minima desta construcao ciclotomica em

algumas dimensoes.

p n dp,miln (A) Vdp,min
51 2 NG 0, 66870
713 z 0,522757
11]5 oz 0, 383215
13| 6 — | 0,343444
171 8 ﬂ% 0, 289520
19]9 = 0,27187
23 | 11 s 0, 240454

Tabela 6.1: Distancia produto minima para a construcao ciclotomica em Q(¢,).

Exemplo 6.4.1 Sejam p=5, L = Q(¢) e K = Q(¢s + ¢ 1). Consideremos a Z-base {ey,es}
de Z[¢s + 5], onde ey = G5+ G ea =G+ (G2 ea=2—(G+ (). Temos que o grupo de
Galois de K sobre Q € dado por {01,052}, onde o1 (CF+¢F) = CF+Fk=1,2 e oo(CE + ¢F) =
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2k (7 k = 1,2. Consideremos o reticulado ideal (Ok, b,), onde by(z,y) = Trig(zy).

Vimos que (Ok, %ba) é um Z2-reticulado rotacionado com matriz geradora M = \/igTNA, onde
N — 0'1(61) O'Q(@l) , T — 1 1 e A— 0'1<C¥) 0 .
o1(e2) o2(e2) 01 0 o)

1 (—1,175570506 —1,902113035)

Logo,

—1,902113034 1,175570503

Tal reticulado possui dy min, = \/Lg, visto que | Dk gl = 5.

6.4.3 Construcao de Z"-reticulados rotacionados via o corpo ciclotomico Q((or)

Nesta secao, veremos a construcao de Z"-reticulados rotacionados, n > 2, via o subcorpo
maximal real L. = Q(Cyr + (') do corpo ciclotomico K = Q((2r), onde r é um inteiro positivo
e r > 3, utlilizando reticulados ideais. Desta forma, serao obtidos Z"-reticulados rotacionados
paran = 2""2 r > 3.

Consideremos o corpo ciclotomico K = Q((»r), 7 > 3 e, L = Q(Cr + (') o subcorpo
maximal real de K. Pelo Teorema temos que [K : Q] = 2! e pelo Teorema que
O = Z[Cor + (5] 6 0 anel dos inteiros de L e {1, Cor + (3, -+, (1 + ("} é uma Z-base
de L. Pelo Corolario , segue que [K : L] = 2. Assim, pela Observagao , tem-se que
[L:Q]=2"2=n.

Seja A = (O,b,) um reticulado ideal, com a € L totalmente positivo e b, a forma
bilinear simétrica associada a A. Como na Secao , para que A = (O, b,) seja isomorfo
ao reticulado (/¢Z)", queremos encontrar « € L totalmente positivo que satisfaga a Equagao
(6.4.).

Na Proposicao , vimos que |Dp| = 2%, onde 3 = (r — 1)n — 1. Assim,

Nujg()|DL| = NMpjg(@)2? = ¢,

onde 8 = (r—1n—1, n=2"2 r >3,ce Z Tomando ¢ = 2! temos Ny g(a) = 2.
Assim, encontremos « € L totalmente positivo tal que Ny g(e) = 2. Observe que 2Z[(or] =
(1 = (or)?®IZ[Cor], e assim N g(1 — (or) = 2. Usando a transitividade da norma, temos que

2 = Ngp(l = () = MWl — ¢or))
= Myo((1—G)1—=3G"N). (6.4.9)

Logo, tomando o = (1 —or)(1—Cor ) = 2— (Cor + ("), temos que o € IL é totalmente positivo
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pois,
s

2T—1

|Cor + (3| = |2 cos | <2, r>3

e, pela Equagao (6.4.9) segue que Ny (o) = 2.
Como vimos na Observagao (6.4.1)) esta é apenas uma condigao necesséaria para que A seja

isomorfo a Z". Agora, faremos uma construcao explicita para mostrarmos este isomorfismo.
Lema 6.4.2 ([13]) Se K = Q((ar), entdo

0, se mde(k,2") <271
Tri(Ch) =4 =2, se mde(k,27) = 27"
2=t se mdc(k,27) > 271

Demonstragao: Temos que o polinémio minimal de (o- sobre Q é dado por ¢y (z) = 2?41
Desta forma, segue que T'rgq(¢5-) = 0, para todo k tal que mde(k, 2") = 1, pois se mde(k, 2") =
1, entdo (5. é conjugado de (or. Agora, seja k tal que mdc(k,2") > 1. Temos trés casos para
analisar:

1° caso: mde(k,27) < 271,

Seja mde(k,27) = 2%, onde s < r — 1. Assim, k= 2%j; j € Ze (h =7 = Cgr,s. Segue entao

que

Trg(Ch) = Tr(G-.) = Troe,—.e(Tresac, o (Ge.))
= Troe,.)/0®’G.) =P Troe,.)/e((—s) =0,

pois mde(j,2" 1) = 1.

2° caso: mdc(k,2") =271,

Temos que o polindémio minimal de (, sobre Q é ¢o(x) = x+1. Desta forma, Tro,)0(¢F) = —1,
para todo k tal que mde(k,2) =1 e (5. = Cg:ilj = ¢}, onde k = 2715 e mdc(j,2) = 1. Segue,

entao, que

Troe(@) = Troc)o(Tra e (@) = 27 Troee(G) = =27

Assim,
Triso(Ch) = Tr(¢)) = —27

3° caso: mdc(k,27) > 2771
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Neste caso, temos que mdc(k,2") = 2" e, desta forma,

TTK/Q(C§T> = TTK/Q<1) = 21”71,
0 que prova o lema. [ ]
Lema 6.4.3 ([13]) Se L = Q(Cor + (3") € o subcorpo mazimal real de K = Q((or), entdo

0, se mde(k,2") <271
Trie(C +GF) =< =271, se mde(k,27) =271,
21 se mdc(k,27) > 2771

Demonstragao: Pela transitividade da forma traco, temos que

Treio(C) + Trryo(Ce®) = Trse(C + &) = Troe(Trei(Gr + 6")) = 2TrLg(¢r + G7).

Desta forma, pelo Lema (6.4.2), tem-se que:

1° caso: Se mdc(k,27) < 2'1, entdo Trx/q(Ch ) + Trro((") = 0, isto &, Tryo((h + &) = 0.
2° caso: Semde(k,2") = 271, entdo Trgq(Ch) + Trrjo((y”) = =21 — 27—t = 2(—2""1), isto
6 TrealCh +Ga) = 21

3° caso: Se mdc(k,2") > 271, entdo Tri/p(Ch) + Trryo(¢F) = 271 4+ 27—t = 2(2771), isto 6,

Trio(Ch + &) = 271, como querfamos provar. ]

Proposigao 6.4.4 ([13]) Sejamey =1 ee; = (o +(o', parai =1,--- ;n—1eby : OpxOp —
Z tal que by (x,y) = Tryg(axy). Tem-se que:

2n, se1 = 0;

1. Sei=0,1,--- ,n—1, entao by(e;, e;) =
dn, sei # 0.

—2n, sei=1;

2. Se 1 # 0, entao by(e;, ep) =
? (€1-€0) { 0, sei# 1.

_9 il =1
3. 5617&0,]7&0 62'7&]'; entdOba(ei,ej):{ n, S€|Z j| 5

0, caso contrario.

Demonstracao: Vamos calcular b,(e;, eq), para i =0,1,--- ;n — 1. Para i = 0, temos que

ba (€0, €0) = Tryjg(aed) = Tryjg(a) = Tryo(2) — Trijg(ler + (1) =2(277%) = 2771
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pois, pelo Lema (/6.4.3), temos que mdc(1,2") < 21, Agora, para todoi =1,--- ,n— 1, temos

que

ba(eisen) = Troglae:) =Trio((2 — (G + G NG +G))
— TT]L/Q(2<2T + 2C . z+1 217—2 . z 1 sz —z)
et QTTL/Q(CZT + CQT ) TT]L/Q( Z+1 + CQT ) TTL/Q(CQT + CQT(Z 1 )
—2n, sei =1

0, caso contrario.

Vamos calcular b,(e;,¢;), para i = 1,--- ;n — 1. Como mdc(2i,2"), mde(2i + 1,2"), mde(2i —
1,2") < 2771 para todoi=1,--- ,n — 1, segue que

buleine) = Trijalae?) = Trua((2 - G+ GG + G +2)
= 2TTL/Q( !+ (7 )+T7’1L/@(4) Treyo(Cs 2 4G 2Z+1)

— Troe(¢Et + %)
= 4n.

Finalmente, para todo i # 0, j # 0 e i # j, como mdc(i + 7,2"), mdc(i — 7,27), mde(i + j +
1,27),mdc(i +j — 1,27) < 2771 segue que

beloisea) = TTL/@@‘%)—TTL/@<<2—<<2T+C;1>>(<’§T+<‘i)<<’§r+<;ﬂ'>> »
= el + 6 G 2T (i + G — Trojg(G ! + G )
— Trog(G ™ + G = Tre(G T + GTY) = TG+ 6TY)

{—Zn, seli—jl=1

0, caso contrario,
0 que prova a proposicao. |

Corolario 6.4.2 ([13]) Se Qu(x,y) = 57=Tr1g(axy), entdo a matriz de Q, na base

{eg, €1, ,en_1} €
1 -1 0
-1 2 -1 0
0o -1 2
G =
2 -1 0
-1 2 -1
0 -1 2
Demonstragao: Segue diretamente da Proposicao (6.4.4)). |
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Proposicao 6.4.5 ([2]) Se{fo, f1,--, fu-1}, onde f; = — Z"_l_i e;, para todoi =0,1,--- ,n—

j=0
1, é uma Z-base de O, entio QT—I_ITr]L/@(afifj) = 0;5, onde d;; € o delta de Kronecker.

Demonstragao: Sejam G a matriz do Corolério (6.4.2)) e

1 -1 -+ -1 -1
~1 -1 -+ =1 0
T =

Temos que TGT" = I,,. Agora, como G é a matriz de Gram do reticulado A = (O, 2TL,lboé),

1
temos que G = MM*, onde M = NA, com
! ,/27”—1
0'1(60) O'n<€0) O'1<Oé) 0
N = e A=
Ul(en—l) an(en_l) 0 O'n(Oé)

Assim, I, = TMM'T" = (TM)(TM)". Seja agora f; = — 3"~ "'e;; j=0,1,--- ,n—1, uma

outra base de Op. Temos que

B |
o1(fo) -+ oul(fo) 1 -1 ... —1 0 oi(eg) -+ onleo)
Ul(fn—l) Un(fn—l) _1 O 0 O Ul(en—l) Un(en—l)

— 1
Logo, M = TNA ¢ uma matriz geradora do reticulado A = (O, 57+bs). Como

\/21«_—1
T = LN aaNtT = Tt = I, segue que lTTL/Q(&Wej) = d;;, onde d;; é o delta de
Kronecke];. P [ |
Da Proposicao (6.4.5)), segue que o reticulado ideal A = (OL, %ba), com a =2 — (Cor +

¢2"~1), homomorfismos de L dados por o4(e;) = C;fj + Cp_kj = 2cos (;’ijl), k,j=0,....n—1e

matriz geradora M = TNA, com T, N e A sao como na demonstracao da proposicao, é

27‘—1
isomorfo ao reticulado Z".
Logo, seguindo os passos da demonstragao da Proposi¢ao (6.4.5)), pode-se construir Z"-

reticulados rotacionados para n = 2,4, 8,16, 32, 64, 128, 256, 512, - - - .

Proposicao 6.4.6 ([2]) Sejam L = Q((or +(5") 0 subcorpo mazimal real de K = Q((or), onde
1

r >3, e Op = Z[(»r+(5'] 0 anel dos inteiros de L. Se A = (Op, ——b,), com a = 2—((or+(500),

or—1 o
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1
¢ um reticulado ideal de dimensao n = 272, entdo dy ymin(\) = \/?, onde 3= (r—1)2"2—1.

Demonstracao: Pelo Coroldrio (6.3.2)), temos que a distancia produto minima de A é dada

por

B | det(A)] 1
| Dy | VDLl

uma vez que det(A) = 1. Como o disriminante de L satisfaz |Dy| = 29, onde 8 = (r—1)2"2 -1,
1
segue que dy min(A) = —. n

NGE

A tabela a seguir fornece a distancia produto minima desta construcao ciclotomica em

dp,mm(A)

algumas dimensoes.

r n /oy min

3 2 0, 594604
4 4 0, 385553
5 8 0, 261068
6 16 0, 180648
7 32 0,126361
8 64 | 0,0888683
9 | 128 | 0,0626695
10 | 256 | 0,044254
11| 512 | 0,0312712
12 1 1024 | 0,0221046

Tabela 6.2: Distancia produto minima para a construgao ciclotomica em ((or).

Exemplo 6.4.2 Sejam n = 2%, (or = Gos, K = Q(¢r) e L = Q((or + &), Temos que uma
Z-base de Op, € {eg = l,e; = Cor + (ties = G+ (iPes = G+ GPY, o grupo de Galois
de IL sobre Q ¢ dado por Gal(K/Q) = {04, 03,05, 07,09,011,013, 015}, onde 0;((ar) = i, para
i =1,3,5,7 e o grupo de Galois de K sobre Q é dado por Gal(L/Q) = {0y,03,05,07}. Seja

1
a=2—(Cor+(01) ebo(z,y) = gTrL/@(axy). A matriz geradora do Z"- reticulado rotacionado

1
¢ dada por R = ﬁTMA, onde

Vo

-1 -1 -1 -1
-1 -1 -1 0
T = ,
-1 -1
-1 0
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o1(1) o3(1) o5(1) o7(1)
o (C+¢ ") a3+ G as(C+GY) o+
oG+ G2 03(G+G2) as(G+6%) oG+ G
a(G +¢,°) 3G +¢°) os(G+¢7) oG+

(@) 0 0 0
Ao 0 os() 0 0
0 0 or(a) 0

0 0 0 77(a)

6.5 Conclusao do capitulo

Iniciamos este capitulo, na Secao , definindo alguns conceitos que sao necessarios para
definirmos um reticulado ideal. Apds isto, apresentamos alguns resultados. Na Secao ([6.2)),
vimos que podemos obter reticulados ideais a partir da perturbacao s, do homomorfismo
canonico. A partir disto, vimos através da Proposicao uma formula para o determinante
de um reticulado ideal que foi muito utilizado em outros resultados. Ressaltamos, como no
Capitulo , que todos os resultados apresentados neste capitulo utilizando a perturbacgao s,
poderiam ter sido mostrados utilizando a perturbacao o,. Foi somente uma questao de escolha
trabalhar com a perturbacao o, nas construgoes do Capitulo e utilizar a perturbagao s,
neste capitulo. Na Secao definimos a diversidade e a distancia produto minima de um
reticulado ideal e, obtemos na Proposi¢ao ([6.3.1)) uma expressao para calcular a diversidade de
um reticulado ideal e no Teoreama (|6.3.1)) mostramos que a distancia produto minima de um
reticulado ideal pode ser obtido a partir do determinante do reticulado e do discriminante do
corpo de numeros. Finalizando o capitulo, apresentamos duas construgoes de Z™-reticulados
rotacionados a partir dos corpos ciclotomicos Q((,) e Q((ar), juntamente com exemplos de

reticulados obtidos a partir desta construcao e o valor de suas distancia produto minima.
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Conclusao

Este trabalho foi dedicado ao estudo de métodos para obter familias de reticulados com boas
densidades de centro e, com diversidade e distancia produto minima alta. Para isso, inicialmente
fizemos um estudo sobre a teoria algébrica dos niimeros que nos forneceu uma base tedrica para
este trabalho, as formas quadraticas, que nos possibilitaram obter uma expressao para o calculo
da forma traco e, a definicao de reticulado e de seus principais parametros.

O primeiro método apresentado foi o de obter reticulados via polinomios irredutiveis no
corpo dos numeros racionais. Neste trabalho abordamos os casos para dimensao 2, utilizando
polindmios irredutiveis de grau 2 com raizes reais e raizes complexas conjugadas e, para di-
mensao 3, utilizando polinomios irredutiveis de grau 3 com raizes reais. Através deste método
encontramos reticulados com as mesmas densidades de centro dos reticulados A, e D3, ou seja,
reticulados com densidade de centro 6tima para dimensodes 2 e 3, respectivamente. Acreditamos
que, a partir deste método, pode ser encontrado reticulados com densidade de centro 6tima para
dimensoes maiores. O grande desafio é determinar a matriz geradora do reticulado através das
raizes do polinomio e também minimizar a forma quadratica.

Para apresentar o segundo método, inicialmente fizemos um estudo sobre o homomorfismo
canonico e suas perturbacoes e, vimos que, podemos obter reticulados via estes homomorfismos.
Dai, apresentamos uma construcao de reticulados rotacionados de dimensoes 2, 4, 6, 8 ¢ 12 dos
reticulados conhecidos Ay, Dy, Fg, Eg e Ki5. Ja que sabemos que a densidade de centro destes
reticulados sao 6timas, este método consiste em igualar a formula da densidade de centro a estes
valores sabidos e trabalhar para encontrar convenientes valores de seus parametros para que
tenhamos os resultados desejados. Para dimensoes impares, por falta de tempo, fizemos apenas
alguns testes, e nao encontramos resultados satisfatérios. Mas acreditamos que seja possivel
encontrar reticulados rotacionados de dimensoes impares utilizando esta mesma teoria.

Os dois casos vistos acima visam obter bons reticulados com relacao a sua densidade
de centro pois, como vimos, encontrar empacotamentos reticulados densos é equivalente a
encontrar codigos corretores de erros eficientes. Mas, no ltimo caso apresentado, nosso objetivo
foi classificar os reticulados quanto a sua diversidade e distancia produto minima. Pois, como
pode ser visto em [22], para termos uma transmissao com pequena probabilidade de erros,

devemos utilizar reticulados com diversidade e distancia produto minima alta. E, como foi visto
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neste trabalho, quando consideramos corpos de numeros totalmente reais temos diversidade
maxima e quanto menor for o discriminante do corpo em questao, maior é a sua distancia
produto minima. Assim, apresentamos construcoes de reticulados rotacionados do reticulado
Z™ via o anel dos inteiros algébricos dos subcorpos maximais reais dos corpos Q((,) e Q(Cor),
onde p é um numero primo e r um inteiro positivo, pois estes reticulados encontrados gozam
destas propriedades sobre a diversidade e distancia produto minima.

Como podemos observar pelo exposto acima, ainda ha muitos resultados que podem ser

obtidos utilizando esta teoria e partindo dos resultados apresentados neste trabalho.
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discriminante,
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empacotamento esférico,
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extensao, [25]
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extensao separdvel,

funcao de Mdbius,
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grupo, [17]
grupo de Galois,
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modulo livre,
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matriz de Gram,
matriz geradora, [70]

monomorfismo,

nimero algébrico,
nimero transcendente,
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norma de um ideal,

norma minima de um reticulado,

perturbagao s, do homomorfismo canonico,
L 15
perturbacgao o, do homomorfismo canonico, [108

polinoémio ciclotomico,

rafz n-ésima primitiva da unidade,
raio de empacotamento,

regido fundamental, [67]

reticulado,

reticulado fmpar, {139

reticulado algébrico, [119

reticulado ideal,

reticulado inteiro, (138

reticulado par, [139

reticulado positivo, (139

sequéncia estacionaria,

subanel,
subcorpo,

submodulo,

traco, [31]

volume de um reticulado,
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