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Resumo

Neste trabalho, apresentamos um estudo com modelos de regressao supondo er-
ros exponencial poténcia multivariada (MPE), distribui¢ao proposta por Gomez, Gémez-
Villegas & Marin (1998). Esta distribui¢ao pertence a classe das distribuigoes elipticas e
vem sendo bastante usada por varios pesquisadores em diversos contextos, como por exem-
plo, em modelos com medidas repetidas, modelos bayesianos hierarquicos. Mostramos
0s processos iterativos de estimacao por méxima verossimilhanca dos parametros sob
restricoes de igualdades e desigualdades lineares. Discutimos o problema de testes de
hipoteses da forma Hy : C3 = 0 contra Hy, : C3 > 0, em modelos MPE. Apresentamos a
avaliacdo do poder dos testes de hipoteses razao de verossimilhancas (RV), Wald (W) e
escore (SR) para dados agrupados e sob presenca de regressores, em amostras pequenas
e moderadas via simulacao de Monte Carlo. Comparamos as distribui¢oes nula tedrica e
empirica dos testes unilaterais. Mostramos dois exemplos praticos para verificar o com-
portamento dos testes sob o modelo MPE. O primeiro conjunto de dados refere-se a um
estudo comparativo entre grupos de diabéticos apresentado em Crowder & Hand (1990).
O segundo conjunto de dados analisado é descrito por Reicziguel (1999) no estudo sobre o

efeito de cholagogues nas mudancas de volumes na vesicula biliar em trés grupos de caes.

Palavras-chave: Teste de hipoteses com restricao; Estimacao restrita; Medidas repeti-

das; Simulagoes de Monte Carlo.
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Abstract

In this work, we investigate the problem of testing equality and inequality constraints
on the regression coefficients in linear models with Multivariate Power Exponential distri-
bution (MPE). This distribution was proposed by Gémez, Gomez-Villegas & Marin (1998)
and has received special attention in recent years of various researchers, for example, Lin-
dsey (1999, 2006), Gomez, Gomez-Villegas & Marin (2008) and Kwitt, Meerwald & Uhl
(2009). The multivariate power exponential distribution, which is a member of the multi-
variate elliptical distributions family, provides a useful generalization of the multivariate
normal distribution, and covers both light and heavy tailed distributions. We presented
the performance of the power of the likelihood ratio, Wald, Score, tests for grouped data
and in the presence of regressors, in small and moderate sample sizes, via Monte Carlo
simulations. We compared the theoretical and empirical distributions of the statistical
one-sided tests. Additionally, we introduced two illustrative examples with real data in

order to verify the performance of the tests under the MPE model.

Keywords: Hypothesis tests; Restricted estimation; Repeated measures; Monte Carlo

simulation.
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CAPITULO 1

Introducdo

1.1 Contextualizacao

E notéria a utilizacio de modelos de regressio para a anélise de dados nas mais
diversas areas do conhecimento, como por exemplo, engenharia, computagao, medicina,
sociologia, entre outros. O objetivo dos modelos de regressao é explicar uma ou mais vari-
aveis de interesse (resposta) em fungao de outras variaveis (explicativas), ver por exemplo
Rao & Toutenberg (1999). Em varias aplicagoes praticas, no uso de modelos de regressao,
¢ assumido para o termo aleatério do modelo, isto é, os erros, a distribuicao normal.
Entretanto, é conhecido que as estimativas dos coeficientes obtidas com a suposicao de
normalidade sdo sensiveis a observagoes atipicas, ver Olive (2008), razdo pela qual foram
desenvolvidas varias metodologias robustas, objetivando fornecer uma maior flexibilidade
a modelagem estatistica, quando o conjunto de dados possui pontos aberrantes (outliers).
Neste sentido, o emprego de distribuigoes com caudas mais pesadasﬂ tem sido uma alter-
nativa para tentar reduzir e ou controlar a influéncia nas estimativas dos coeficientes do
modelo.

Entre os trabalhos desenvolvidos que fazem uso de modelos robustos, destacam-se

Little (1988) e Yamaguchi (1990) propoem modelos cuja distribuicao dos erros ¢ a dis-

!Este termo refere-se as distribuicdes que atribuem maior probabilidade aos eventos que ocorrem em
suas caudas.



CAPITULO 1. INTRODUCAO 2

tribui¢do normal contaminada (vide, por exemplo, Eisenberger (1964)). J& Lange, Litte &
Taylor (1989) utilizaram a distribui¢ao ¢-Student com v graus de liberdade, enquanto que
Taylor (1992) apresentou o ajuste de modelos de regressao linear supondo erros seguindo
a distribuicao exponencial poténcia com um parametro extra de forma. Finalmente,
Liu & Bozdogan (2008) introduziram modelos de regressdo com distribui¢ao exponen-
cial poténcia multivariada (MPE) sob dois enfoques: o primeiro assumindo observagoes

independentes e o segundo observacoes dependentes.

1.2 Formulacao do problema e definicao dos objetivos

Testes de hipoteses na forma de desigualdades lineares foram inicialmente tratados
por Bartholomew (1959a,b) | Chacko (1963) mostrou um teste de homogeneidade contra
uma alternativa ordenada para a analise de variancia. Kudo (1963) estendeu o trabalho
de Bartholomew (1959a,b) para o caso normal multivariado com matriz de variancia
conhecida. Ele mostrou que a distribuicao nula do teste da razao de verossimilhancas
em hipdteses de igualdades contra desigualdades lineares, para os coeficientes do modelo
normal linear, ¢ dada por uma mistura de distribui¢oes qui-quadrados ponderadas por
pesosE] diferentemente do caso em que nao hé restricoes sobre os parametros do modelo.

Contudo, é importante destacar que, em estruturas de regressao, os pesos geralmente
dependem dos parametros do modelo sob a hipétese nula. Devido a essa dependéncia,
a distribuicao nula nao é dnica. Diversos trabalhos que tratam do estudo de testes de
hipo6teses com restrigoes em modelos de regressao foram publicados. Por exemplo, Paula
& Artes (2000) utilizaram o teste tipo escore proposto por Silvapulle e Silvapulle (1995)
para testar correlagao positiva multivariada em modelos logisticos para dados agrupados.
Cardoso-Neto & Paula (2001) fizeram uso do teste tipo Wald proposto por Kodde & Palm
(1986) em modelos lineares generalizados com observagoes correlacionadas. Silvapulle,
Silvapulle & Basawa (2002) mostraram testes com restricdo na forma de desigualdades

em modelos semi-paramétricos.

2Bartholomew (1959a,b) considera o teste de hipoteses Ho: py = pg = - - = g contra Hy: py < pp <
-+ < ug, em k populagdes normais e independentes. Esses resultados de k& populagoes foram estendidos
para a familia exponencial (vide Robertson & Wegman, 1978) e também para outras distribuigoes, tais
como binomial (vide Nagahata, 1979).

3Shapiro (1988) apresentou um resumo sobre a obtengio desses pesos.
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Garre, Vermut & Croon (2002) investigaram o teste da razdo de verossimilhancas
para hipoteses de desigualdades em modelos log-linear. Verbeke & Molenberghs (2003)
aplicaram o teste de Silvapulle & Silvapulle (1995) para avaliar a presenca de efeitos
aleatorios em modelos normais marginais. Cysneiros & Paula (2004) discutem testes de
hipo6teses com restricoes em modelos ¢-Student multivariados com estrutura longitudinal.
Cysneiros & Paula (2005) mostram testes de hipoteses com restricao em modelos simétri-
cos de regressdo. Savalli, Paula & Cysneiros (2006) aplicaram o teste tipo escore abordado
em Sivapulle & Silvapulle (1995) para componentes de varidncia em modelos elipticos li-
neares misto. Pilla & Qu (2006) propuseram o teste escore quadratico (Quadratic Score
Test - QST) usando inferéncia quadrémticaﬂ (Quadratic Inference Function) para detectar
a ordem no efeito dos tratamentos em modelos longitudinais com dados correlacionados.
Tannuri-Pianto, Sousa & Arcoverde (2009) examinaram o teste tipo Wald proposto por
Kodde & Palm (1986) em modelos de fronteira estocastical]

Diante disso, vamos abordar o problema de testes de hipoteses Hy: C3 = d versus
Hy: CB > d, com pelo menos uma desigualdade estrita em H,, em modelos de regressao
com a distribuicao MPE. Esta distribuicao foi proposta por Gémez, Gomez-Villegas &
Marin (1998) como uma generalizagdo para o caso multidimensional da distribuicao ex-
ponencial poténcia unidimensional proposta por Subbotin (1923).

A distribuicao MPE tem recebido especial atencao dos pesquisadores, entre os quais
destacam-se Lindsey (1999), que mostrou aplica¢oes em modelos com medidas repetidas.
Lindsey (2006) apresentou modelos nao-lineares robustos para medidas repetidas com a
distribuicao MPE como uma alternativa aos modelos em que a distribui¢ao t-Student mul-
tivariada é usada. Gomez, Gomez-Villegas & Marin (2008) mostraram que a distribuigdo
MPE ¢ dada como uma mistura de escala da distribuicao normal quando o parametro de
curtose 3 € (0, 1], cujo resultado é usado em modelos bayesianos hierarquicos. Aplicagoes
em modelos de reconhecimento de fala e processamento de imagens podem ser encontradas

em Basu, Micchelli & Olsen (2001) e Kwitt, Meerwald & Uhl (2009).

4Uma abordagem detalhada sobre a func¢do inferéncia quadratica ¢ dada em Qu et al. (2000).
®Detalhes sobre estes modelos podem ser encontrados em Aigner, Lovell & Schimidt (1977).
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Em face disso, o objetivo deste estudo é apresentar o desenvolvimento dos processos
iterativos de estimacao, como também testes de hipdteses em modelos com restricao nos
parametros e o estudo de poder dos testes de hipoteses razao de verossimilhangas (RV),
Wald (W) e escore (SR) em modelos de regressdo com a distribuigdo MPE para a anélise

de dados com estrutura longitudinal.

1.3 Estrutura da dissertacao

A presente dissertacao é constituida por cinco capitulos. No primeiro capitulo,
definimos o objetivo do trabalho e descrevemos algumas propriedades sobre a distribuicao
MPE. Em seguida, no segundo capitulo, apresentamos um processo iterativo de estimacao
por méaxima verossimilhanca dos parametros em modelos elipticos assumindo erros MPE,
como também as expressoes das estatisticas dos testes de hipdteses razao de verossimi-
lhancas, Wald e escore para testes com restrigoes de igualdades e desigualdades lineares
nos parametros. No terceiro capitulo, apresentamos os resultados e analises do estudo
de simulagoes para modelos MPE, supondo dados agrupados e com presenca de regres-
sores. No quarto capitulo, apresentamos duas aplicacoes a conjuntos de dados reais com
o intuito de ilustrar o desenvolvimento tedrico de tais modelos. O primeiro conjunto de
dados encontra-se em Crowder & Hand (1990) referente a um estudo comparativo entre
grupos de diabéticos. O segundo, é descrito por Reicziguel (1999) sobre um experimento
de Sterczer et al. (1996) em que ultra-sonografias bidimensionais sdo usadas no estudo
do efeito de cholagogues.ﬂ

Por fim, no quinto capitulo, discutimos as principais caracteristicas observadas no

estudo dos modelos de regressao MPE e perspectivas de trabalhos futuros.

6Um agente que promove o fluxo de bile para o intestino, principalmente como resultado da contracio
da vesicula biliar.
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1.4 Alguns resultados sobre a distribuicao exponencial
poténcia nos casos univariado e multivariado

A distribuigao exponencial poténcia unidimensional (EP) proposta por Subbotin
(1923) pode ser considerada como uma distribuigdo geral para os erros aleatorios. Sua

funcao densidade ¢ dada por

mh —Rme|m

f(E): 7,11) exXp

,—o0 < €< 00,h>0m>1. (1.1)

Alguns autores apresentam parametrizagoes diferentes para essa distribuicao, dentre
0s quais podemos citar, Lunetta [7] (1963) e Box & Tiao (1973). Este wltimo apresentou
uma parametrizacao da distribuicao exponencial poténcia no contexto bayesiano quando
existe problema na especificacao da distribuicao a priori adequada. Assim, segundo Box

& Tiao (1973), temos que se Y ~ EP(u, ¢, k), a funcao geradora de densidade é dada por

1
g(u) = c(k) exp (—iul/(Hk)) , —1<k<1 u>0, (1.2)

1+k
2

em que (k)™ =T (14 E) 2172,

N2 J
(%)

pode ser visto como um parametro de curtose (ou ndo-normalidade), sendo que para k = 1

3(1+k)
Dessa forma, temos que E(Y) = u e Var(Y) = 20+ r( )

}gb. O parametro k
temos a distribuigdo Laplace (exponencial dupla) e quando k& = 0 temos a distribuigdo

normal. Se k tende para —1, a distribuicao tende a uma distribuicao uniforme no intervalo

(=3¢, 1+ /39).

Definigao 1.1: Um vetor aleatério Y = (Yi,...,Y,,)", com m > 1, tem distribuicao
MPE, m-dimensional, com parametros g, ® e k, em que p € R™, ® ¢ uma matriz m X m,

simétrica definida positiva e —1 < k < 1, se sua funcao densidade é dada por

P ) = C@e] Lo (=LY ey -]l )

"No pacote normalp usado no R, a parametrizacdo considerada é a apresentada por Lunetta (1963).
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B mF(%)
em que C'(k) = W%FOJFM)QHM'

Denotaremos a funcao densidade por MPE,,(u, ®, k). Esta distribuicao per-
tence a classe das distribuicoes elipticas e inclui a distribuicao normal multivariada como
um caso especial (k = 0). A importancia dessa distribuicao reside no fato de que ela requer
apenas duas modificacoes simples para que a distribuicao normal multivariada possa ser
obtida. A primeira é na forma quadratica, visto que na MPE é elevada a uma poténcia.
A segunda modificacao é dada na constante de normalizagao. A distribuicao MPE possui
varias caracteristicas interessantes, tais como: (i) pode ser usada em modelos com caudas
mais pesada, 0 < k < 1, para estimacao robusta em conjunto de dados com observacoes
aberrantes, como também em modelos com cauda mais leve, —1 < k < 0, comparando-se
com a distribuicao normal, (i) o parametro de locagao é a média, de modo que mode-
los lineares e nao lineares podem ser facilmente obtidos, e (ii7) a matriz de covariancia
pode ser estruturada de forma adequada, como por exemplo, estruturas uniforme e/ou
dependéncia serial, mantendo a sua interpretacao de correlagao, ver Lindsey (1999). De
maneira semelhante ao caso unidimensional, temos que se k = 1 obteremos a distribuicao
Laplace multivariada (exponencial dupla multivariada) e, quando k tende para —1, a dis-
tribuicao tende a uma distribuicdo uniforme multivariada. Considere a variavel aleatoria
Y ~ MPE,,(p, ®, k). Resultados importantes para essa distribuigao sao:

(1) E(Y) = p,

(i) Var(Y) =

(1) 1(Y) =0,

. mQF((m,+4)(1+k))r(m(l+k;)) )
(i0) 72(Y) = p2(@) : —m(m — 2), onde 71(Y) e 72(Y) sdo os co-
2

2(k+1)F( (m+2%(1+k))
mI L(l;k))

P,

eficientes multidimensionais de assimetria e curtose (para detalhes ver Mardia, Kent &

Bibby, 1982) isto ¢,

_ 3
1Y) = E[((Y =) Var(¥) (X - w)’]
1Y) = E[((Y = @) Var(Y) (Y = w))*| = m(m +2),
em que X é um vetor de varaveis aleatérias independentes com a mesma distribuicao de Y.

Saliente-se que o termo m(m+2) corresponde ao valor de E [((Y — ) "Var(Y) Y — ;1,))2} :
quando Y ~ N,,(u, ®,,).
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1.5 Geracao de ntimeros aleatoérios MPE

Definicao 1.2: Se Y ~ MPE,,(u, ®, k), entdo podemos escrever Y através da seguinte

transformacao linear

Y = p+ RA'U, (1.4)

em que U é um vetor aleatério uniformemente distribuido na esfera unitaria em R™. R
¢ uma variavel aleatoria nao negativa absolutamente continua e independente de U, com

densidade dada por

m n—1 1 2/(1+k)
B -5 0<r< 1.5
Ja(r) '(1+m(1+k)/2) om(tky2z! P { 5" ; r < 0o, (1.5)

e A é uma matriz quadrada de ordem m tal que A’A = ®.

Os momentos da variavel aleatéria R apresentada em (1.5 sdo dados por

20t 1y (<m+s><1+k>>
2
E(R") = (1+k) ’
(=)
para cada inteiro positivo s.
A distribuicao da variadvel aleatoria T = R ~ Gamma (M, %) A forma

quadratica Z = (Y — p)'® (Y — p) possui a mesma distribuigao de R%. Nesse sentido, se
Y ~ MPE,, (s, ®, k), podemos obter nimeros aleatorios de Y usando a equagao mostrada
em . Assim, devemos seguir os seguintes passos: (i) determinar a matriz A tal que
A'A = @, (i) simular um vetor U uniformemente distribuido na esfera unitéria, (44)
gerar uma observacao da variavel aleatoria com densidade mostrada em e (iv) usar
Y = pu + RA'U para gerar niimeros aleatérios de Y.

Apresentamos, abaixo, os graficos da distribuicao MPE para os seguintes valores de

k=-0,9k=0ek=0,9, todoscomm=2, u=0e¢ & =1,.
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Figura 1.1: Func¢ao de densidade MPE com k£ = —0,9.

Figura 1.2: Fungao de densidade MPE com k = 0 (caso normal multivariado).
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Figura 1.3: Funcao de densidade MPE com k£ =0, 9.

1.6 Suporte computacional

As simulacoes apresentadas no decorrer da dissertacao foram realizadas utilizando
a linguagem matricial de programacao chamado 0x, em sua versao 5.10 para sistema ope-
racional Windows. Esta linguagem de programacao foi desenvolvida por Doornik (1994),
é distribuida gratuitamente para o uso académico, (vide Doornik, 2009).

Os graficos apresentados nesta dissertacao foram produzidos utilizando o software
R, em sua versao 2.8.0 para o sistema operacional Windows. Esta linguagem foi criada
por Thaka e Gentleman (1996) para produzir um ambiente de programacio semelhante ao
S, encontra-se disponivel gratuitamente em http://www.r-project.org, para detalhes
ver Venables & Ripley (2002), Crawley (2007) e Dalgaard (2009).

Para a elaboracao do presente texto, foi usado o sistema tipografico KTEX , desen-
volvido por Lamport (1985), que consiste em uma série de macros ou rotinas do sistema
TEX. O ETEX é distribuido de forma gratuita, maiores detalhes podem ser encontrados
em Knuth (1986).



CAPITULO 2

Modelo Linear Eliptico

2.1 Introducao

Na presente dissertacao, iremos trabalhar com a distribuicado MPE. Como esta per-
tence a classe das distribuigoes elipticas, apresentaremos a seguir, brevemente, defini¢oes
sobre distribuicoes elipticas. As distribuicoes elipticas foram introduzidas por Kelker
(1970) como uma generaliza¢do da familia normal multivariada; para detalhes ver Camba-
nis (1981) e Fang, Kotz & Ng (1990). Esta classe contém vérias distribui¢des que possuem
caudas mais pesadas do que a normal. Devido a essa caracteristica, essas distribuicoes
tém sido bastante aplicada na obtencao dos coeficientes de modelos de regressao, quando
o conjunto de dados possuem pontos aberrantes. Podemos citar como exemplo de dis-
tribuicoes elipticas as seguintes: t-Student, exponencial poténcia, Pearson 1V, Logistica

I, Logistica II e Logistica Generalizada.

10
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2.1.1 Conceitos e definicoes

Dizemos que um vetor m-dimensional Y = (Y1,...,Y,,)" tem distribui¢do normal

multivariada se

Y =p+ AZ,

onde Z = (Zy,...,7,)" & um vetor de n varidveis aleatorias normais padrao mutuamente
independentes, A é uma matriz m xn e p é um vetor m x 1. Podemos expressar a fungao

caracteristica de Y da forma

E (exp(it"Y)) = exp(it " p) exp (—%tTCI)t> : (2.1)

para algum vetor p, m x 1, e alguma matriz ®, m x m, simétrica e definida positiva,
ambos fixados, com t = (t1,...,t,)". Para varidveis aleatérias com distribui¢do normal
multivariada com os parametros p e ®, usamos a notagdo Y ~ N,,(u, ®). Temos que p
é o vetor de médias e ® é a matriz de varidncia-covariancia. Note que ha uma relacao
entre ® e A dada por ® = AAT. A classe de distribuicoes elipticas multivariada é dada

como uma extensao natural da classe de distribuigoes normal multivariada.

Definicao 2.1: Um vetor de varidveis aleatérias Y = (V3,...,Y,,)" tem distribuigao

eliptica com parametros p e ® se a fungao caracteristica pode ser expressa como

E (exp(it"Y)) = exp(it " p)p(t" @t), (2.2)
para alguma funcio 1, com t = (t,...,t,) e ® dado por
d=AAT, (2.3)

para alguma matriz A, m X n.

Se Y possui distribui¢do eliptica usaremos a notacao Y ~ El,,(u, ®,%), em que ¢ é a
funcao caracteristica geradora de Y e, conseqiientemente, a funcao caracteristica geradora
da normal multivariada ¢ dada por ¢(u) = exp(—u/2). Sabemos que a fun¢ao caracteris-

tica de um vetor aleatério sempre existe e que h& uma correspondéncia de um a um entre
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a funcao distribuicao acumulada e a funcao caracteristica. Entretanto, nem toda funcao
1) pode se usada para a construcao da funcao caracteristica de uma distribuicao eliptica.
Temos, obviamente, que a fungdo 1 requer que 1(0) = 1. Uma condigdo necessaria e
suficiente para a funcao caracteristica geradora ¢ de um vetor m x 1 de uma distribuigao

eliptica é dado em Fang & Zhang (1990).

Definicao 2.2: Seja Y um vetor m-dimensional com distribuicao eliptica e parametros
de locagao p € R™ e matriz ® definida positiva. Entao, a funcao de densidade de Y

assume a forma

A (y) =@ ?g(u), y € R™, (2.4)

em que u = (Y —pu) ' ® (Y — ). A fungao g(-), geralmente conhecida, é denominada
de funcao geradora de densidade obedece a condicao fooo u™? 1g(u)du < oo, em que
g(u) > 0, para u > 0, ver por exemplo, Fang & Zhang (1990). Uma descricdo sobre
distribuicoes elipticas multivariada pode ser vista em Galea, Paula & Bolfarine (1997)
e Osorio, Paula & Galea (2007). Apresentamos na Tabela 2.1 algumas distribui¢oes
pertencente a classe de distribuicoes elipticas com suas respectivas funcoes geradoras de

densidade/ou caracteristica.

Tabela 2.1: Distribuicoes que pertencem a classe de distribuicoes elipticas com a funcao
geradora caracteristica e/ou densidade.

Distribuicoes Funcao geradora de densidade, g(u), ou caracteristica ¢ (u)
Normal g(u) = exp(—u/2); ¥(u) = exp(—u/2)
t-Student g(u) = (1 + L)mm/2 =,

Exponencial poténcia | g(u) = exp (—r(u))®, 7, s > 0
Logistica g(u) = [ exp(—u)

14exp(—u)]?

Laplace g(u) = exp(—|ul)
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2.2 Inferéncia em modelos MPE restrito

Consideremos o modelo

Yi:Xi/B+€i, ’L.:1,2,...7TL. (25)

Neste modelo supomos que temos n individuos em que cada um é observado em m;
ocasites. Dessa forma, Y,; é um vetor m;-dimensional, ou seja, a resposta do i-ésimo indi-
viduo ¢ dada pelo vetor m; x 1, Y; = (Yi1, ..., Yim,) ", X; € uma matriz m; x p (denominada
de matriz de planejamento) contendo valores de p variaveis explicativas, B3 = (B1,...,8,)"
é o vetor de parametros e os €.s sao vetores m; x 1 de erros independentes. Cada €; ¢ as-
sumido seguir uma distribuicao MPE, i.e., €, ~ MPE,, (0, ®;, k;), cuja funcdo densidade

i

, . (1+k;) m; :
¢ dada em 1) Assim, temos que E(Y;) = x;8 e Var(Y;) = 2 mii(([[i%(ﬁ)k(j)ﬁ))]m P,.

Neste trabalho assumiremos que os ks sdo fixados.

A matriz ®; pode ser parametrizada assumindo que ®; = 0?R;, em que 02 > 0 é
um parametro de escala e R; = R;(p) é uma matriz de correla¢do para cada individuo
reparametrizada por um conjunto de parametros p = (p1,---,p,)’ que ndao dependem
de B. Para uma abordagem mais detalhada sobre p, ver Jennrich & Schluchter (1986).
Podemos assumir varias estruturas de correlacao para R;(p), ver detalhes em Milliken &

Johnson (2002), Weiss (2005) e Singer, Nobre & Rocha (2009).

2.3 Funcao escore e matriz informacao de Fisher

O logaritmo da fun¢do de verossimilhanga do modelo ((2.5) pode ser escrita como

em que C(k;) = m;I (m;/2) / [7™2T (1 4+ my(1 + k;)/2) 20rmiHk) 2] e Y = (V,...,Y,) T,

Denotando-se v; = ﬁu?/(Hki))*l, em que u; = 5(y; — x;8)'R; (yi — x;8) ¢ a

distancia de Mahalanobis, a funcao escore de 3, o2 e p fica, respectivamente, dada por
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1 < _
Us(0) = EZUinTRil(yi—Xiﬁ)a

U,2(0) = Zvl yi —x:8) R (y: —x:08) e

em que

1 & LOR; 1 T 1OR
i = -z Y i\Y: — X —R,; i — XiP), 2.
U, (0) 2;_1: <R o) >+ =) vi(yi —xi8) 'R; o) R; '(yi —xi8), (2.7)

para j=1,...,q.
A matriz de informagao de Fisher para 8 = (37,02, p")" ¢ dada por

Kz 0 0
KQ@ = 0 Kazg2 Kazp ,
0 K, K,

em que

L& (1 + ki)_2r (mi(l-‘rk’g—Qki-i-Q

K = —= )XTR'_lxia

n

1 m;
K 2 =
7 204 ; (14 k;)?
1 «— 1 IR,
Ky, = — i
= TR (Rz )
m@ 1 + k 1 8RZ 1 8RZ
K,, = - tr | R, R,
PjPe Z m1+2 1_|_k,) I'( 4 ap] ) 8p£

1 — k; OR; OR;
_Z : tr ([ R7'=— ) tr (R == ).
2;(1+lﬁ)(mz‘+2)r< ' 3Pj> r( ' 5Pe>

Note que K2, ¢ um vetor 1 X ¢, em que K,2, representa o j-ésimo elemento, de

forma semelhante temos que K,, é uma matriz ¢ x ¢, em que o elemento (j, ¢)-ésimo é

representado por K, ,,. Pode-se mostrar que 8 e p, como também, 3 e o? sado ortogonais.
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2.4 Estimacao de maxima verossimilhanca

As estimativas dos parametros do modelo (2.5) sdo obtidas através do processo
iterativo conjunto para resolver Ug(8,0%, p) = 0, U,2(8B,0%,p) = 0 e U, (8,02, p) = 0,
dado por

Br+Y (ZU xR ) ZU xR (2.8)

O(T—H) = arg maX9L</8(T+1)7 9)7 com 6 = (027 pT>T7 r= O? 17 T (29)

20) ¢ p devem ser fornecidos para inicializacdo do pro-

Valores inicias de B, o
cesso iterativo (2.8)-(2.9). Como valores iniciais podemos usar os valores obtidos a partir
do método dos momentos ou podemos também fazer o ajuste do modelo supondo er-
ros normais multivariados e tomarmos as estimativas obtidas como valores iniciais. Na
resolugao da equagao , devemos aplicar algum algoritmo de maximizacgao, visto que
os parametros nao possuem forma fechada, dentre os quais temos, quasi-Newton, EM
(Expectation-Mazimization), GA (Genetic Algorithms). Neste trabalho usaremos o algo-
ritmo quasi-Newton BFGS implementado no software 0x. Devido a inferéncia em modelos
elipticos ser dada de forma semelhante a modelos normais, em que este é um caso par-
ticular do primeiro, temos que sob condigoes de regularidade, os estimadores de maxima
verossimilhanga B e 0 sejam assintoticamente normais, como também suas respectivas
matrizes de variancias-covariancias; ver Verbeke (1995). Assim, segundo Lange, Litte

& Taylor (1989) e Kowalski, Mendoza-Blanco, Tu & Gleser (1999), B é um estimador

consistente de 3 e

5 1
ﬁ(ﬁ - B) 4 Np(O,Jgé) emque Jgg = lim —Kpgg.

n—oo 1,

Um estimador consistente da matriz de variancia-covariancia assintotica de 3 é dado

1
1 n D ([m (1+k; ) —2k;+2]/2) T
por K,BB = (F i T2 (ke ) 2T ([ (1 kg )] /2)2 R =D 2K R; Xl)
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2.5 g grupos

Supondo que temos g grupos, em que cada um tenha n, individuos que sao obser-
vados nas mesmas m ocasioes. A resposta para o i-ésimo individuo do f-ésimo grupo é
dada por Yy = (Yier, ..., Yiem) ', parai=1,...,nge £ =1,...,g. O modelo, neste caso,
é representado da forma

Yio = pulm + €,

em que 1,, & um vetor m x 1 de uns e € ~ MPE,,(0, ®;, k;) com ®;, = 0?R(p) e 02 > 0,

onde R(p) denota a matriz de correlagdo para cada individuo, para j = 1,...,m. Assim,

20450 D ([(m42) (1+k()]/2) _2 ; i axi
mr([m(1+kg)]/2)z o?. A estimativa de maxima

temos que E(Yiy;) = s e Var(Yy;) =

verossimilhanca de p, é
Ny -1 ng
fip = {Z @M1;R1(,a)1m} {Z @M1;R1(,3)YM} . (2.10)
i=1 i=1

Neste caso, temos que vy = 1+1kg ugl/(Hké))_l com uy = a—lz(Yie — 161,,) TR (Y0 — pelin).

Assumindo que £ — v,, V¢, quando n — oo, segue sob condigoes de regularidade que

n

Vil — p) % Ny (0,3,

em que = (fi1, ..., [g) , n=n1+---+nged, =dag{r],..., 1]} com
1 U ([m(1 + ko) — 2ke + 2]/2)
2 = lim — R
Vi nxo 1 ; mo22(ke=D (1 + k)T ([m(1 + k)] /2) (L )

I ([m(1 + ko) — 2k +2]/2) v
moa220e=1 (1 4 k)T ([m(1 + k)] /2)

(1, R7'1,).

Dessa forma, um estimador consistente para a variancia assintotica de fi, ¢ dado por

o T ([m(1 + ke) — 2k + 2] /2) e -
v {; 20 (1 + kg)2ma™T ([m(1 + k)] /2) (1R 1m)}
om2Re (1 + k) T (Im(L + k)] /2) 62 11y
- I ([m(1 + ke) — 2k, + 2]/2) ny <1mR 1m> ’ (2.11)

em que 6% = 370 >0 3 O(yieg — fir)” ¢ R = R(p) ¢ avaliado em algum estimador

consistente de p.
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2.6 Restricoes em igualdades lineares

Aqui, estamos interessados na estimacao do vetor de parametros 3 sob k restricoes
lineares independentes do tipo C;3" —d; = 0, em que C;, para j = 1,..., k, sdo vetores
px1led; para j =1,...,k, sdao escalares, ambos nimeros conhecidos e fixados. A difi-
culdade, neste caso, ¢ maximizar o logaritmo da fungio de verossimilhanga L(3, 02, p) su-
jeito as restrigoes lineares C'@—d =0, em que C = (C{,...,.C/)T ed = (dy,...,dp)".
Alguns autores propuseram processos iterativos para encontrar as estimativas de méx-
ima verossimilhangas em modelos com restri¢goes nos parametros como Nyquist (1991) e
Cysneiros & Paula (2005) fizeram uso da fungao penalizada quadratica para encontrar
encontrar as estimativas de maxima verossimilhancas em modelos lineares generalizados
(MLG) e em modelos simétricos de regressao, respectivamente. Esta fun¢ao é usada em
problemas de otimizagao; ver Fletcher (1987) e Bazaraa, Shelali & Shetty (1993). Assim,

a funcao penalizada quadrética para o modelo em estudo é

P(B7027p71/)) = L(IB7027P) - %ij(d] - Cjﬁ)Qa

cujo procedimento de maximizagao consiste em obter a solugao de maxg 42 , P(83,0% p, 1)
para valores positivos e fixados de ¢;, para j = 1,...,k. A solucao para [3 é denotada

por 3(1)) e a estimativa restrita por igualdade é dada por

B = lim B(¥).

Piyeesthp—00

Assim, pode-se mostrar que B(1) é a solucao do processo iterativo

-1 5 n -1
0(r+1)  — (Z U( )XTR > ZUZ(T)XZ-TR,‘_(T)% + (Z Ugr)X:Rz‘_(T)Xi)
i=1 i=1

-1

. 1
C (Z ux Ry (T)Xi> c’ (2.12)
=1
n -1y
x<d-C (Z UET)XIRi(T)Xi> ZUET)XZ-TR;(T)}’Z- ,r=0,1,...
=1

i=1
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em que 02" e RZ(T) sao obtidas por 1} O processo iterativo 1) pode ser escrito

como

—1
60(7"4—1) _ r+1 <ZU XTR )

n -1
C (Z UZ-(T)XZ-TRZ-(T)XZ) CTh {d—CbUtV} r=0,1,...
=1

-1

em que b+ denota B0+ avaliada na estimativa restrita.
Sob condigoes de regularidade mostra-se que ,éo é um estimador consistente de 3;

ver Gouriéroux et al. (1995). Assim,

V(B - B) 5 N, (0,(39,)71),

em que

. . OP(B, 0%, p, 1)
0 o - _ ) ) )
Jgg =, Tm {JE& o { 038"

n

E{_GP(B,ag,p,w)}: 1 3 D1t k) =2k +2/2)  rpa Grge

98087 02 & 20D (1 k2L (g (1 + ki)]/2)

com ¥ = diag{ty, ..., ¥, }. Isto posto, um estimador consistente da matriz de variancia-

covariancia assintotica de 3° é dado por

n

1
1 r (1 ) — 2k; + 2(/2
m2

0% = m2HR (14 k)T ([ma(1 + k)] /2)
= K {L, - CT(CK 5CT)T'CK;},

que pode ser avaliado em algum estimador consistente de 3, tais como 3 ou 3°.
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Temos como interesse testar as hipoteses Hy: C8 = d versus Hy: C3 # d. Usamos
os testes da razao de verossimilhancas, Wald e escore, que sao as estatisticas mais usadas

para testar este tipo de hipoteses. A forma das estatisticas sao

S = 2{L(B,6° p) — L(B",53,")},

& = (CB—d) Var ' (CB)(CB —d)
= (CB-d)"{CK;iC"}(CB—d) e

&r = {Us(B°,65,0°) — Us(B,6° p)} Varg(B)Us(8°, 63, 6°) — Us(B,6%, )}
= Uu(B,63,p") " (K3) ' Us(B,65.0°).

Note que Kﬁﬁ e K%ﬁ sao as matrizes de informacao de Fisher avaliadas em (BT, o2,p")7"
e (8,62 p°)7, respectivamente. Sob Hy e para n grande, temos que &y, &y € Exp

seguem distribuigao qui-quadrado com k graus de liberdade.

2.7 Restricoes em desigualdades lineares

Neste caso, temos que maximizar a funcao log-verossimilhanca dada em ([2.6|) restrita
ao conjunto de desigualdades C3 — d > 0. Este processo é resolvido aplicando-se as
condi¢oes de Kuhn-Tucker para atingir o maximo restrito. Assim, temos que considerar
a funcao lagrangiana

k

L(B.0 p)=L(B,0%, p)+ Y _N(C]B—dy),

i=1
em que A = (Ay,..., M) & o vetor de multiplicadores de Lagrange. Condigoes suficientes

para garantir que B corresponda as estimativas restrita por desigualdades sao:

(4) C]TB =djparajelCl,.. ke C]T,é > d;, Vj ¢ 1, isto é, B é um ponto admissivel;
(i) Existe XA = (A,..., )T > 0 tal que %WRBTW)T =0, isto &, (B7,07)T é um
ponto estacionario;

(111) sTﬂ(B,OQ,p)S|(BT79~T)T < 0,paratodos #0es € {s|C's—d; =0,j € I,\; >
OeCst —d; > 0,i ¢ I, \; = 0}, em que L(B, 02, p) representa a matriz de segundas

derivadas com respeito a (37,07)7.
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Assim, temos que a estimativa por desigualdade (3 é obtida através de um pro-
blema de maximizacao satisfazendo as trés condicoes apresentadas acima. Dessa forma,

o problema restrito por desigualdades reduz-se a um problema restrito de igualdades.

2.8 Testes unilaterais

Aqui, consideramos o problema de testar Hy: C'3 = d versus Hy: C'3 > d, com
pelo menos uma desigualdade estrita em H,. As formas das estatisticas dos testes de

razao de verossimilhancas, Wald e escore sao:

fRV - 2{L<B>&27ﬁ)_L(Bov&gvﬁo)}a
¢w = (CB-d)"{CK,CTHCB—d)e
Esn = {Us(8°,63,p°) — Us(B,6% p)} (K3s) {Us(B°, 63, 6°) — Us(B,67,p)}.

Segue-se sob condi¢oes de regularidade (ver Gouriéroux et al., 1995) que as estatisticas
Ery, Esr e &y sao assintoticamente equivalentes a uma mistura de distribuicoes qui-

quadrados da forma
k
Pri{¢py > c} =Y w(k,(, A)Pr{x] > c}, (2.13)
=0

em que ¢ > 0, A = CKgéCT, X& representa a distribuicdo degenerada na origem e
w(k,l, A) sado os pesos denominados de probabilidades de nivel, que sdo expressos como
funcoes dos coeficientes de correlacdo associados com A. E possivel mostrar que os
coeficientes de correlacao associados com A nao dependem de 3, porém podem depender
dos coeficientes de correlacdo associados com (py, ..., p,). Esta caracteristica ¢ também
observada nos modelos normal e t-multivariado, mas em geral isso nao ocorre em todos
modelos de regressao, por exemplo, em modelos lineares generalizado (vide, Paula &
Sen 1995). Assim sendo, deve-se procurar a situacao menos favoravel no conjunto de

p=(p1,...,py)" ecomisso (2.13) serd expresso como

k
Pr{€ry = ¢} = supr(k,E, A)Pr{x} > c},
A =0

ou entao deve-se substituir A(p) em (2.13)) por uma estimativa consistente.
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2.9 Ordem simples

Considerando-se o caso de g grupos, suponha que estamos interessados em testar
ordem simples Hy: pu3 = -+ = py versus Hy: py < -+ < pgy, com pelo menos uma

desigualdade estrita em Hy. A estatistica de Wald, neste caso, fica dada por

&w = (CR)"(CTV,.C) ' (Ch),

em que C é uma matriz (¢ — 1) X g cuja j-ésima linha é formada por zeros com um na

(j + 1)-ésima posi¢do e —1 na j-ésima posi¢io e V, = vi ..., ug, [ é a estimativa de

méaxima verossimilhanca de g sob Hy. As correlagoes associadas com a matriz A sao

Doer1y = Jeqrye = — 2

- 1/2
2. 2
Ve Vito
I ) 2
Vi T )(Vj+1 + Vj+2)

1/2
- | 55" _ L=1,...,g—2
(Ve + e A + vjfz)]

em que Uy = 0 para [ — 0’| > 1, e ndo dependem de p. Assim sendo, a distribui¢do nula

assintotica da parte direita de (2.13)) ¢ unica para o caso de ordem simples.



CAPITULO 3

Estudo das simulacdes

3.1 Introducao

O objetivo deste capitulo é apresentar os resultados e anélises obtidas através do
estudo de simulagoes de Monte Carlo, com 5000 réplicas, em que avaliamos o poder das
estatisticas {sr, Ery € {w definidas para uma mesma estrutura de correlagao R(p). Ve-
rificamos, também, se ha ganho de poder entre as estatisticas & e £, casos unilateral
e bilateral, respectivamente. Supomos dados agrupados e sob presenca de regressores.
Assumimos dois tipos de estrutura de correlacao, R(p), para as respostas de um mesmo
individuo, sendo estas: uniforme e AR(1). Além disso, foram considerados dois para-
metros restritos. Temos que |p| < 1, todavia, na presente dissertacdo, trabalhamos com
p € [0;0,8]. Em relacao ao poder do teste, este foi estimado como a proporcao de p-valores
maiores que o nivel de significancia o = 5%, em todos os casos. Os p-valores dos testes
bilaterais, {p, Eay € &y, foram definidos como P = Pr{x2 > t}, no qual ¢ é o valor da
estatistica do teste, ao passo que, para as estatisticas unilaterais, {sgr, Erv € Ew, 0 p-valor

é definido como
P = sup{w(2, 1, A)Pr(x} > £) + w(2,2, A)Pr(x3 > 1)}, (3.1)
A

em que P =1 para t = 0, temos que 0s pesos, neste caso, assumem os seguintes valores
w(2,1,A) = % ew(2,2,A) = %— % arccos(v). Note que 9 sdo os coeficientes de correlagido

associados com a matriz A.

22
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3.2 Dados agrupados

3.2.1 Caso I

Seja Y; uma variavel aleatoria com distribuicdo MPE isto é, Y; ~ MPE,,(u, ®, k),
para i = 1,...,n e m = 3. Assim, temos que p = (1, to, pi3) ' e matriz de variancia-
covariancia ® = o?R(p), em que 0> = 2. A distribuicio MPE pode ser usada em
modelos com caudas mais leve ou mais pesadas comparando-se com a distribuicao normal
multivariada. Dessa forma, assumimos para k, parametro de curtose, os valores k =
—0,3 e 0,3. Amostras de tamanhos n = 20,50 e 100 foram geradas para cada uma das
situagoes. Nesse contexto, nosso objetivo é testar as hipoteses Hy: uy = po = ps versus
Ho: iy < po < pg com pelo menos uma desigualdade estrita em H,. Nos dados gerados,

usamos 1 = e = 1 e uz =144, no qual 6 = 0;0,2;0,4;0,6;0,8. A matriz A é expressa

por
A O RPEEDT (O R2) (2200 pi—patpa— ]
nl' (Im(1 + k) — 2k + 2]/2) p1—p2+ps—1 2 — 2p; '
Para a estrutura AR(1), temos que p; = p3 = p e py = p?, logo ¥ = %1 Para a
estrutura uniforme, temos que p; = ps = p3 = p, logo ¥ = —%. Assim, temos que a regiao

menos favoravel ocorre quando p = 1 para a estrutura AR(1), portanto P = tPr{xj >
t} + iPr{x% > t} e é determinada de forma tnica para a estrutura uniforme em que
P =3Pr{x} >t} + tPr{xi >1}, ¢t >0.

Analisando-se os resultados do estudo de simulacao (ver Tabelas [3.153.6)) notamos,
em geral, que os tamanhos empiricos dos testes aproximam-se do nivel nominal & pro-
por¢ao que o tamanho amostral cresce. Observamos, também, que o poder aumenta a
medida que a correlacao e o tamanho amostral crescem. Isto se deve ao fato de que
quanto maior a correlacao entre y;; e y;;7, com j # j', maior é a probabilidade do teste
para captar diferencas entre y; e pj, se estas sao distintas. Note que os testes unilaterais
apresentam um melhor desempenho sobre os testes bilaterais. As Figuras mostram
as diferencas entre as distribuicoes nulas tedrica e empirica, em valor absoluto, da estatis-
tica £py para os percentis 25%, 50%, 75%, 90% e 95% da distribui¢do nula assintotica.

Podemos notar que as diferencas, sao em geral, maiores para as distribuicoes platicirticas
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(k = —0,3) em comparagdo com distribui¢ées leptocurticas (k = 0,3). Isto é verificado
principalmente quando a estrutura de correlagao é AR(1).

Um aspecto que, também, deve ser notado é que, em geral, as diferencas decrescem a
medida que a correlacao cresce. As distribuicoes nulas tedrica e empirica da estatistica gy
sao apresentadas nas Figuras[3.3}3.10} Podemos notar que ha uma boa concordancia entre
as distribuicoes, entretanto, em alguns casos a distribui¢ao empirica parece subestimar a
distribui¢ao nula teorica, como por exemplo para n = 20 e estrutura AR(1). Destaque-se

que tendéncias semelhantes foram observadas para as estatisticas {sr e Egg.

—_—— 0
o | —d— =03
&

—+—  p=07

p=0

Uniforme

@)

—_— p:ﬂ
8‘_"_ p=03 g_—ﬁ— p=03
—— pe0r —— =07

AR(1) Uniforme
] ]

Figura 3.1: Diferencas entre as distribui¢oes acumulada tedrica e empirica da estatistica
Erv (em %) para dados agrupados (caso I), k = —0,3, em que (a) e (b) indicam os
tamanhos amostrais n = 20 e n = 50, respectivamente.
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2 4 24
— a0 —— ;20
—a— =03 —a&— =03
9_—0— p=07 9_—0— p=07
wn - w0 -
o - (=]
T I I I T I T I I I
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
AR(1) Uniforme

fa) (a)

15
I
15

—_—— a0 —_— a0
—a— =03 —a— 203
o p=07 o | —— e-07

(=l | (=l |
T T T T T T T T T T
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
AR(1) Uniforme
) (b)

Figura 3.2: Diferencas entre as distribui¢oes acumulada tedrica e empirica da estatistica
¢ry (em %) para dados agrupados (caso I), kK = 0,3, em que (a) e (b) indicam os tamanhos
amostrais n = 20 e n = 50, respectivamente.
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Empirica Empirica Empirica
S+ ------ Tedrica S+ ------ Tedrica S ------ Tedrica
o 5 10 15 20 25 5 10 15 20 25 5 10 15 20 25
P= p=03 p=07

26

Figura 3.3: Distribuicoes acumuladas tedrica e empirica da estatistica gy para dados
agrupados (caso I), k = —0,3 e n = 20, com estrutura uniforme.

Empirica Empirica Empirica
24 ---=-=-- Teorica S+ ——--—-- Teorica S+ -——-—---- Tedrica
T T T T T T T T T T T T T
5 10 15 20 5 10 15 20 5 10 15 20
p=0 p=0,3 p=0,7

Figura 3.4: Distribuigoes acumuladas teoérica e empirica da estatistica {gy para dados
agrupados (caso I), k = —0,3 e n = 20, com estrutura AR(1).



27

CAPITULO 3. ESTUDO DAS SIMULACOES

9709 0L°¢S 0€TF Ov'el 92°69 9269 | 8%'L9 ¥L'19 €SeS 8¢'LL O01'FL 8L°69 | 80
81L& OIS 80°GZ ¢L'0S 8z'8F 08FV | 992y 01°2¢ 92.°6¢ ¥6'€S ¥L'0S 9¢°9F | 9°0
V06T ¥Z'9T 08°CT 0£'6¢ VL'LC ¥E'GC | 9861 8991 CE'€l @8'8¢ 9.9 9¢'%¢ | 70
82’6 T6'L FE9  96'CT TI'CT 90°CT | E6'8  98°L 89 20T 9F'TIT 99°0T | 0
0.0 06'C ¥.L¥ 069 FL9 8¢9 |¥09 0¢¢ OFF 029 919 98¢ |00 L0
9.°6¢ 019G 8F0C 92'2. S8°TL S8T0L|9¢9¢ 09°¢e 8¢'8F ¢&'89 0629 91°¢9 | 80
Te'ee 8F'CE F6'LT 06'ST 96°LF  0S°9F | 86°C¢ CT0S ¥T9C 6TV 0L'SY TLTV | 90
9.°LT 9191 ¥8'Cl 8¢'2¢ 06°9¢ 9¥'Ge | ¥O'LT ¥I'ST ¥¥Cl 98'%¢ S0'%¢ 08°Ce | 0
918 FIL 9L°G gS'€l 20'€l SIGI | ¥9'8 8¥'L 209 8SIT &E'IT 9¢°01 | 20
¢e'9  9z'¢  8L'¢  01'9 ¥6'C  8S'G | 0T'9 FO'C 90F 99°C 9¥'e  Zg'e |00 S0
¥8'0S ¢c'8F 80k 08G9 CI'G9 86C9 | 80°9F ¥IO'CH 8E'6¢ 0S°09 0¢6S 8S°LC | 80
8G'T¢ CI'6C FI'Ce FF'Sy OLTF OT'€V | 06°2¢ ¥6°CC 90°€% TL'0F 20'0F 99°8¢ | 9°0
96°9T T6TT ¢9¢T TL'CZ 8£'6Z PITC | 99°¢T 9T'FT 80°CT 89°¢c FI'CE 91°CC | 70
8L,  ¥89 8F¢  0Fel ¥6'IT 0T TT|09°L 089 8¢ SFIT OF'IT ¥8°0T | G0
¢e's  9¢'vY  ¥E'e  wF'e 02’ 06'F | 06C  96F FLE€  0OF'S  8¢'e  ZI'c |00 €0
9z'ck 9.°6¢ 0TS¢ F0°LS 0€°9¢ 0SFS | #LOF 00°6¢ 92°GE 80°CE 08'FSC 0%°¢S | 80
ve'ee 91°€c FL6T 91°8¢ 9F'LE 98°GE | 09°F¢ 80°Ce &0z 9L.°9¢ FI9E &¥eg | 9°0
00°GT SF'CT FI'IT 0v'ce S8°1¢ ¥8°0¢ | 8671 &S'Cl 8L°IT 80°¢¢ ¢0'ce SI1'1¢ | ¥'0
¢Vl 91’9 867  90°TT 8S'0T 066 | ¥FL SF'9  FE¢  0S0T FFOT 9T°0T | G0
76 88T  06'¢C 8IS TV  WFV | FIT9  9¢¢  gIT  FO'S 6T 98T |00 T0
FO'LE T6'FE 80T 06°'1C 00°TS SL'6F | 9F'8S 0L9¢ 9¢'¢e FL.¢S 9¢'ce 8L'1¢ | 80
86°CC T6'TC CT6T TL'CE TE'CL 09°€S | 9¥'FE 80°¢c O0T'0T 97°9¢ ZF'9¢ 89°¢g | 9°0
8¥'ZT 9T'TT 806 0F'0Z 8S'6T SFST | FI'CT &g'cl ST0T 29°0¢ 0F'0Z 800z | ¥0
¢6'9  ¥0'9  FLV SOl ¥I6L 0£6 | 90°L 029 @8F% ¥80I 980T 0z01 |20
¢e'S PPV 09°¢ @6F  9LF  9F'F | SF'C  06F F9C 86F 6T @8F |00 00
M3 Ady HES M3 Ady o Usy | M3 Ady HES M3 Ady  US3 ¢ d
ﬁdpwpdﬁm ﬁdpwpdﬁﬁb ﬂmmwpﬁﬁm EM@H@ZQD
QULIOJTU ) va<

0¢ =u 9 ¢‘0— =¥ ([ oseo) sopednide sopep ered 1epod op opnjsy :T'¢ BPQR],



28

CAPITULO 3. ESTUDO DAS SIMULACOES

96°06 ¢8°G6 8LC6 0886 88°L6 TFL6 | 4886 86°26 O0I°L6 ¢F'66 V166 93°86 | 80
06°LL 0S¥L SI0L 96'C8 CL'F8 ¥8CS | ¢9FV8 &6°I8 €9'8L 9106 G068 9¢'28 | 90
F0'8¢ 06'FE SFIE 082S 605 0Z6F | FLCV 8L'6E 96°9¢ 8T'¢S ©9°es 0L'1¢ |70
0L°TT 90T ¥S6 TL'6T 8S'6T TO6T | E6TT 0Z'TIT OFOT 80T OF'LT SO°LT | G0
ge's 0TS 06 g9 8T'9 809 |06F 90°C  00°G  ¥O'C  00°C gge |00 L0
0£'76 0276 09°C6 FL'26 ¥9°L6 0S°L6 | 9LC6 09°C6 8616 TL96 ¥S'96 ¥S°96 | 80
8z‘¢L 09°CL ¥C'IL FF'FS 0LF8 9¢¥S | €69 90°69 8629 80°TS 9808 0908 | 9°0
V6'LE SPLE CFOE PPEC WL'CS 99°€C | GLVE GEVE 0G'SE ¢E8F ¢e'sy ISy | ¥0
06°TT 9L°TT 9¢11 82’02 ¢S'0¢ €90 | OT'TT 98°0T 09°0T STLZT 9&°21 9¥L1 | 20
vy FIF 86'¢ STV OFF 08T | 9TF  0€V  9IF 9TV  FET  S¥FF |00 S0
VP'68 868 €688 886 8676 ¥6F6 | 88°G8  46°G8 0F'G8 0116 ¢c'e6 16 | 80
9%°G9 9669 T0'C9 0L'8L TT'6L 9L'6L | V668 0865 0065 FO'CL 9¥'CL 0S'E€L| 90
8L'T¢ T8'TE 8STE 169y 9S°LV 90°8V | 25'8¢ 99°8¢ O0V'S% ¢T'TF ¢8IV ¥S'ev | 70
PPOT 92°0T ZI'0T 0CG'ST 88T OT'6T | 906 8T'6 0T'6 &6'ST ST9T 099T | 0
¢L'e 0S¢ oF'e 8¢y 9¢F  99F | ¥6'C 007 98¢  80F 8I'F  ¥e¥ |00 €0
80°C8 86T 9¢18 98°06 9016 OT'16 | #S'6L 88°6L 9.°6L 8I'6S TS'68 7968 | 80
VS 9¢'FC CI'PS 0969 80°0L 0S°0L | 9S°IS ¥0'ZS ¥E'eS 8029 89°L9 ¥E'89 | 9°0
01°Gc  ¥¥'GC ¢G'GC 89°9¢ 2L'6¢ 08°6S | OF'Fe 08'F¢ 89F¢ ¢S'9¢ 8G'LE 86LE | ¥0
¢L'8 088 0.8 0¢'eT g8'CGT 809T | #9'8  TL'S 098 9LFT FF'CT TL'GT | G0
gL'e  8L¢  ¥9'C 98y F9FT  9LF | F8E  96'C  98°C 8ST  89F  9LF |00 T0
92°LL T8LL TE'LL 8E'88 TL'88 7888 | PI'8L 8L'8L 99°8L ¥8'SS TT'68 ¥Z'68 | 80
TZ0S TF0S 88°6F 1999 8TL9 F9L9 | ZV0S TOTS T6°0¢ 8999 TELL9 T6L9 | 90
Ve'ee 0% 2T'€c 01T°9¢ 889¢ 0¢L¢ | 0T'¢c 09°¢C 89°€c TF'9¢ FI'LE T9'Le | 0
VL. ¥6'L  06°L 0STI 06FL 2E€Cl| eI’ 8IS  &&'8  FSFIL 00°GT 09°CI | &0
08'¢  9.'¢ 9L°¢ 86'¢C ¥6'C C0V |¥8E 8L¢ @8¢ ¥LE e 0I'F |00 00
M3 Ady HES M3 Ady o Usy | M3 Ady HES M3 Ady  US3 ¢ d
ﬁdpwpdﬁm ﬁdpwpdmﬁb ﬂmpwpﬁﬂm EM@H@ZQD
QULIOJTU ) va<

‘06 =u 9 ¢‘0— = ¥ ([ oses) sopednide sopep ered 1epod op opnjsy :g'¢ BPIR],



29

CAPITULO 3. ESTUDO DAS SIMULACOES

00°00T 00°00T 00001 8666 8666 8666 | 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T | 8°0
0186 0926 ¢0'L6 98'S86 2L'86 ©9'86 | ¢e'66 0166 ¢6'86 9L66 8966 0966 | 9°0
91°T. 0089 9Z'F%9 91'Z8 0018 ©6'6L |86°2L ¢I'9L F¥L'€L 8198 068 FO¥8 | ¥0
PL6T  gS8T  9¢AT  FPTIS FTTE FEFOS | 0661  96°8T  86°LT  ¥60E  9T0¢ 926 | G0
V' ea'y 8T'¥ S SRS 7G'G A 89°C 26 ST'¥ oa'y 86T 00 L0
8666 8666 8666  00°00T 00°00T 00°00T | 88°66 88°66 8866 8666 8666 8666 | 80
9¢°'96 P96 9£96 89'86  0.'86  0L'S6 | 0S°C6 8F'C6  0S°G6 9186  8I'86  FIS6 | 9°0
PI'89  PE'89  0£'89  FI'08 9908 ¢g'I8 | 9¢V9  9¥F9  ¢FV9  G€9L  2g9L  ¥89L | ¥
¢I'6T  8E61  ¥F'6L  00°1¢  96°'1E LGS | €Ll FLLT  T0'ST  88°2¢  ¢S'8¢  86'8¢ | G0
0G'¢ 09°¢ gL' or'y 0L'¥ 88‘F 89°¢C ¥6'C 70y 90‘F oF'¥y 8G'¥ 00 <0
vL'66 9,66 8.°66 0000 00°00T 00001 | 0£'66 ¢E£'66 ¢&'66 0L66 ¢L66 0L66 |80
er'e6  0L'¢6  T8'€6  9FL6 0946  TlL'L6 | 9V'68 FL6S 8868 8676 9TI'G6  TEC6 |90
8%'6¢  FI09 PS09 8¢'QL  TOTL OFGL |TPPES TS 08'¢S  TSL9 0989 FI69 | T0
09T  09°9T F¥T'LT g¢'Lg 8%'ST  ¥E€6C | PEFT  00°GT  09°¢T  F9'%¢ 9¥'ez  81°9¢ | T0
99°¢ 86‘¢C V' 00y 9G¥y ec'y or'e 08°¢ 88°¢ 88°¢ 01y 8¢y 00 €0
0886  ¥6'86 9686  99'66 0.°66 TL'66 | 0I'S6 TZ'86 FF'S6  ¥E'66 CF66 9766 | 80
0798 9028 8F'L8 ¥L'€6 0076 FCV6 | P18  06'€8  09F8  03'G6  ¢9'C6  ¥6C6 | 9°0
80'8F  ¢g6F  0F0S  02'C9 299  9¢L9 | 0%9F  0CLF  FLSF  ¥0Z9  8¢'€9  OIF9 | ¥0
g6'¢T  FOWT  FOST  ¥¥€e  S¥YWE ¥ | OT'CT 00WT  9LPT 96 90WE  89F¢ | 0
79'C 06°C 80T 9¢'y 9G'y 76T 80T oe'y 9G'y 26°¢C 8T'T 8G'Y 00 T°0
P66 8SL6  TLL6  TE'66  9Z'66 9C66 | V6.6 96°L6 80°86  8€66  F¥'66 0566 | 80
0828 ¢S'¢8  0%8'¢8 9%'16 F9'T6  T6'T6 | TET8  86C8  TSE8 0906 0TT6  0L°16 |90
VRS FPOTF 8¢Sy 28°%6S  00°T9 9029 | 06FF  86°CF  STILF ¥0C9  80°€9 0079 | F0
PO'CT  0L'€T  ¢EWl  ov'ee  eb'ec  9¢ve | ¥8'el 20'€T SFEl ¥I'Ge  @6'ce  0L°€e | ¢
98'¢ v0'y 9¢'¥ 81'¥ 'y 89‘F ¥6'C 80°¢C 0G'€ 90°¢ or'e 89°¢C 0'0 00
M3 AU ugs M3 Ad3 qs3 M3 A3 4e3 M3 Ad3 qs3 ¢ d
Mﬁmwpﬁﬂm ﬂmp@pﬁﬂﬁb ﬁdpwpdﬁm Ep@uﬁﬂﬁp
QULIOJTU ) ﬁvm<
00T = u 9 ¢‘0— = ¥ ([ oseo) sopednige sopep ered 1epod ap OpnIsy :¢'¢ BAQR],



30

CAPITULO 3. ESTUDO DAS SIMULACOES

86°CC  ZI'GS 8I9¢ 98'89 8669 9£'0L | 8¥'6C ¥S'09 86°09 ¥6'0L GG'cl VO'EL | 80
0C°2E 86°CE 86'FE CI'LF 0I'6F €08 | 00°CE ¢0°9¢ 80L& 089F 9L'Sy 9z°0S | 90
C9°LT 09°LT TF'ST WL'2C ¥0'6C 09°0€ | 0691 CE'LT 92'8T 0S°G% ©o'.e ¥8'St | ¥'0
89°, gL TSl 8LTl WE'ET STWI | 9¢L  ¥EL @6l 8L6T TEIT WE'el | g0
ge'e 00°¢  gg'e ge'e  gg'c 0g9 |90'¢ TLT 96T 067 FRFT  FI'C |00 L0
Z8'6V 796V 8S6F 9VT9 TE'CY T099 | 88°9F 0LLV  TSLV 0F6S 0909 0£°T19 | 80
286z ¥9'6T 0T0€ 08'Cy 9LFP 0£9% | 00°2¢ T&'L¢ 008 80°6¢ FL'OF WLV | 90
8Z'GT 98'FI ¢9'G1 9G8'F¢ 82'Gc 8€9¢ | 96 VI 8L'CT 89FI ¢g'le ¥8'1¢ VI‘€T | ¥0
96'0 899 ¥g'L ¥S'IT 2E€Tl ¢g'€l | 099 0S9 9.9 9z'0T 0901 SCIT |20
0% OFF% 8&% ¥&'S 80°¢C FF'G |98F SFF  F9F  00°C 00°C 0g¢ |00 S0
0c'ck ¢9'ch 0£'eh 06°2S 20'6S 0L6S | 09°8¢ 026 0S°6¢ 08°CS 98°¢S 0z'¢S | 80
VSVe cOTe 99°GT  ¥8'LE FI6E T90F | ¥0'Ce 0€'TE 0£°€T 98°¢E TIeE ¥L9E | 90
9¢°2T T¢'ZT ¢6cT 8L°0%2 SV'IZ ¥6'C¢ | 89°TT OF'IT &Il 006T 86T ¥6°0C | 0
¢gv'9  ¥T1'9 819 066 866 GOTT|FI'9 06C O0T9 CI'6 ¢&'6 030T|c0
L'y 9€Y 99 9F'y 08V 98% | elV &Sy e9F @8 96 F  0g'e |00 €0
PITS FOTE 89FE¢ ¥Z'0S FO'TS T6TS | 88°C¢ 8GeE OT'FE 8T8y 0L6F 86°0S | 80
VP'0Z ¥2'0C 9.0 CEeE 99'€E 9LFE | PE0C 9202 00°1¢  9L.°0¢ ¥E'eE 08°€E | 9°0
9¢°TT OT‘IT S¥IT S¥'8L O0I'6T ¥€0c | ¥¢'11 &I'IT 06°IT ¥0'ST 88'ST ¢0°0¢ | ¥'0
08¢ 9¢'¢ 9L'¢ gg'8 0%8'8 OF6 |O0LC CF'S e8¢ 068 FI'6 @66 |cT0
78TV 9F'VT  0LF Oy 0S8V P9V | gg’e 00°C g6V 2¢T WL TS |00 T0
SV'I¢ 9¢°1¢ TETE 01°9F FF'LV GS'8V | #S'2¢ 80°¢E TI'CE 00LF 098y S8¥7'6F | 80
06217 VIS8T 99°8T T6'8% 9T°0¢ SF'TE | 98T T6°ST 9L6T 896 8Z'TI¢ 95°C¢ | 9°0
896 9T'6 8F6 CI'AT 9S°LT 0S'8T | 066 8¢'6 066 88°LT ZL8T T9'6T | ¥0
06'¢  ¢F'G 89°C F'8 08'8 9¢'6 | G6'C  S¥'S  €6'G 068 GE'6 9001 | 0
PI'y ¥ ¢0F  9¢v  0¢F  9LF | 0S8V 0V cE€Y PPV 8FF g0’ | 00 00
M3 Ady HES M3 Ady o Usy | M3 Ady HES M3 Ady  US3 ¢ d
ﬁdpwpdﬁm ﬁdpwpdﬁﬁp ﬂmmwpﬁﬁm EM@H@ZQD
QULIOJTU ) va<

0 =u9¢‘0=2y (] osed) sopednige sopep ered 1epod op opnisy :F'¢ RAQR],



31

CAPITULO 3. ESTUDO DAS SIMULACOES

0.6 80F6 ¢0°G6 9896 ¥0'L6 TEL6 | 90°C6 C0°96 9F'96 FLL6 ¥0'S6 8Z'86 | 80
90‘89 FFGL 8SGL 9L°08 SI‘€’ F6FS | 90°CL 88°9L FI6L OF'ES 89'C8 8CL8 | 90
02'c¢ ¥2'9¢ 9¢'0F 8’8y ¥I'CS FEGS | 9GFE 8L'8¢ 8GECF 0SSP 98°C¢ 9¢°9¢ | ¥0
86'6  0S'TT FFET T9'8T TF'0Z 8S'C¢| 056 CI'TT 9F'ET 09°C¢T 0Z'8T 89°0C | ¢'0
0y  9L%  F9°C  09°C 09 969 |06'¢C 9ZF &' 89TV ¥ZS ¥6'C |00 L0
0068 8668 0806 9.LF6 0Z'¢6 0S°C6 | 09°98 8’88 FT'68 FI'C6 98°C6 9¢'F6 | 80
9¢'¢9 9299 FL89 TI'LL TI'6L 8S08 | 89°6C T6'C9 09°G9 08°CL 9Z'SL ¥6°9L| 90
08'8¢ 00°GE 86'7¢ ¢l'ch 86'LF 080G | ¥L6¢ 91°6¢ 92'¢e ¥E'68 8L'eh 9¢'¢y | 0
86'8  ¢I'0OT 0L 1T &F'9L ¥0'ST 91°0% | 608  &I'6  98°0T 8¢'FI 96'Cl ¥LL1 |20
0¢'c  Tl'¢ 097 @0y 29F 8€'G |Z9¢ 00F 00 08¢ OFF  0I'¢C |00 S0
0708 8618 06°C8 9906 €916 ¥I'G6 | 8€'CL &G°LL TL'8L ¥.98 8L'.8 ¢¥'88 | 80
28°c¢ T0'9S 09°8C TL'69 FLTL 89°CL | 9T'LF 99°0¢ 99°¢S FF'€9 0799 90°89 | 9°0
8T°CC 98°GT TF8C 9%8°.¢ 98°0T 99°CT | ¥9°0C TT'CT TV6'GT 96CE  88°C¢ TL'SE | F0
09°2,  ¥9°8  OT0T S8'CT &F'CeT 9g'LT|99°9 9.2 8¥6 F0CT CL'CT ¥&'el | g0
ve'e 8¢ 8SY  wL'E 9I'F  80°¢ | 8I'¢ 08¢ 0LF  9L¢ F¥IV  wo'e |00 €0
ZP'TL 8S'¢L 0£'CL FOFS 2L'C8 098 | 9T°69 08'TL 0£'€L 9578 06'¢8 01°G8 | 80
Ce'Sy  CE€Ov 09'SY ¢E'09 0Z'€9 FEG9 | STIF  OLFF  9EL¥  06°LS 99°09 89C9 | 90
0161 8E'1¢ 89°C¢ ¢0'C¢ ¥6'FE ¥6°LE | SF'ST 92°02 ¥E'€c 99°0¢ 07'€E 01°9¢ | ¥°0
9¢'9  gg'l 898 FE'el 88'CT 8EGT | 9Z°9 969 098 T6TT 9Z'CT 88TVI | G0
062 T¢'¢ 96°¢ SI'¢ 8¢'¢ 8¢T [80°¢ F¥'E 00T FIC gee 9T |00 T0
8¢9 7989 09°0L 09°08 ¢0'C8 9T°€8 | 2999 ¢CS¢'69 O08'TL 9¢'18 ¥6'Z8 9¢'¢8 | 80
92°6¢ ST'TF 9TChF 97°9¢ 9£'6S TLT9 | 9¢°6¢ 9L°CF 79GP g89¢ T0'09 TS'T9 | 90
0L°2T TL'6T ¥ICc T8°6Z 8S'C¢ 8T'GE | FO'ST 0Z'0¢ 86T 0F0¢ 0L2¢ 89°¢¢ | ¥0
06 0.9 ¢I'S 0611 SC'€l ¥F'GI |8LC 8¢9 ¥I'® FIGl @9'€l ¢c'cl | ¢0
9p‘c  88'¢  0ST 29t SI'F  06F% |SF'E 98¢ 9¢F  g9'¢  8¢F  ¥6F | 00 00
M3 Ady HES M3 Ady o Usy | M3 Ady HES M3 Ady  US3 ¢ d
ﬁdpwpdﬁm ﬁdpwpdmﬁb ﬂmpwpﬁﬂm EM@H@ZQD
QULIOJTU ) va<

06 =u o9 ¢‘Q)=2y (] osed) sopednige sopep ered 1epod op opnisy :G ¢ RRYR],



32

CAPITULO 3. ESTUDO DAS SIMULACOES

98°66 ¢6'66 8666 8666 00°00T 00°00T | 96'66 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T | 8°0
0£°96 ¥EL6 88°L6 VG'S6 8C'86  ¥8'S6 | 98°.6 CF'86  8L°86 0166 ¢L'66  FF66 | 9°0
ge'19 ¢0'L9 ¥e'eL 96'GL F9'8L  OF I8 | GE'l9 96'CL  9FLL  ¥F6L  ¢ct8  9g6¢8 | 70
TSPT PSLT 9STC 8€'8C 96'T¢  8PGE | PEGT 9¢'8T  96°%¢  F¥SE  ¢L'6C  V6'EE | T0
ge'e PIV 8E'G 89F  8¢'q 9T°9 86'¢ T8¢ VLT gL'¢ Ve 8¢°G 00 L0
7.'66 8.°66 ¥8'66 V666 ¥666 8666 |9F'66 966 FI66 F866 8866 0666 | 80
89°C6 FL'€6 CF¥6 0896 TLL6 T9L6 | ¥L06 TLT6 TSE6  08°G6  TS96  TIL6 | 9°0
¥e'9S 2909 ¢0v9 SE€1L cE€FL  ©89L | 91°%C 08'9¢  99°09  8S99  ¥F0L 00°€L | ¥0
90'FT S0°LT ¥861 89°CZ 06'8¢  96°T¢ | 90°CT @L'ST  0S'8T OF1¢ 9¢'F¥¢ 98°2¢ |0
pe'c  0¢'e  Tev  el'e  9gF P1°G S¥'c  90°¢ 20y 01°¢ z8'¢ cL'y 00 <0
89'86 ¥8'S6 96'S6 8S'66 0966 8966 | 8G°L6 9186 FE'86 G166 8166  0£66 | 8°0
ge'e8 ST'L8 U688 FF'E6 8TTV6  86'T6 | 8¢T8 9¢'¢8  8F'G8  90°06 9116  9T°T6 | 9°0
90°LV 8TTS 0F'S¢S TPT9 T9°L9  9¢0L | VIV TEOv  8S°0S¢  06°.¢  TFI9  ¥8T9 | T0
0G'TT 9¢€T O0T'9T 91°2¢ 08F%¢ 8T'L¢ |9¢'0T 80°CT 89FT Z¥'S8T 8Z'1¢  0F¥%¢ |20
¢0'c  ¥e'e  OFv  vI'e  8L'¢ e8'¥ 86'¢  8¢'c 8¢y V6'C 08°¢ 8y 00 €0
7296 T0L6 OF'L6 TL'S6 0686 F066 | CS'C6 0296 T996 0F'S6 886 0,86 | 8°0
88°CL  96'8L 8SI8 0L'88 2006 8806 | PO'CL 0£9L 8€6L 8998 088 8F68 | 9°0
06°9¢ 09°0F 8¢'Sy ¥0'cc ¥8'8¢  8L19 | ¥8FE SI'6¢  FI'Cy  ¥Eee  2g9¢  FF6S | 70
866 9F'TT SI'FT &8'LT 8L0%¢ 08°'¢c |01'6 9¢'IT FL'E€T 80T 8961 98°C¢ |T0
0L'C Tr'e TV 0TS T6'¢ 8L'Y 8¢'¢  0g'¢ 8C'T A 00°F z8'y 00 T°0
76'C6 08'F6 ¢E'S6 09°26 8826 9086 | OT'F6 0066  F¥'S6  ¥9°26 0086  FI'86 | 8°0
87°0L 98°¢L 09°9L 08°¢8 ¢L'G8 00°L8 | 080L TZ'FL T89L 86'¢8 86’ 9z°L8 | 9°0
PI'PS 8F'8¢ 8SCh T6'1C FG'GC  FLRS | ZLFE WO'6E  06CF  ¥ETe  90°9¢  9T6¢ | F0
Z8'8  FLOT 0€'€l ¥I'LZL ¥6'6T 9S°C¢ | @06 SO0'IT  9g'€l  OI'LZ1  08'6L @L%e | ¢'0
90'¢  8.'¢ 08%v ¥&'e wLE oSy 01'¢  98°¢ 06'F 0%°¢ 76°C 0Ly 00 00
M3 AdS HES M3 Ad3 qs3 M3 A3 4e3 M3 Ad3 qs3 ¢ d
ﬂmmwpﬁzm EH@&@ZQD ﬁdpwpdmm ﬂmpwﬁmﬁgb
QULIOJTU ) va<

‘00T =u 9 ¢‘0 =2 (] oseos) sopednige sopep ered 1epod ap opnisy :9°¢ R[AqR],



CAPITULO 3. ESTUDO DAS SIMULACOES

Empirica Empirica Empirica
S+ ------ Teérica S 4 —-—---- Tedrica S ------ Tedrica
o 5 10 15 5 10 15 5 10 15
p=0 p=03 p=07
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Figura 3.5: Distribuicoes acumuladas tedrica e empirica da estatistica gy para dados
agrupados (caso I), k = —0,3 e n = 50, com estrutura uniforme.

Empirica Empirica Empirica
S+ ------ Teérica S 4 —-—---- Tedrica S ------ Tedrica
o 5 10 15 5 10 15 5 10 15
p=0 p=03 p=07

Figura 3.6: Distribuicoes acumuladas tedrica e empirica da estatistica gy, para dados
agrupados (caso I), k = —0,3 e n = 50, com estrutura AR(1).
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Figura 3.7: Distribuicoes acumuladas tedrica e empirica da estatistica gy, para dados
agrupados (caso I), k = 0,3 e n = 20, com estrutura uniforme.

Empirica Empirica Empirica
o4 ------ Tedrica S+ ------ Tedrica S ------ Tedrica
o 5 10 15 20 5 10 15 20 25 5 10 15 20
p=0 p=03 p=0,7

Figura 3.8: Distribuicoes acumuladas tedrica e empirica da estatistica gy, para dados

agrupados (caso I), k = 0,3 e n = 20, com estrutura AR(1).
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Figura 3.9: Distribuicoes acumuladas tedrica e empirica da estatistica gy, para dados
agrupados (caso I), k = 0,3 e n = 50, com estrutura uniforme.
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Figura 3.10: Distribuicoes acumuladas tedrica e empirica da estatistica gy, para dados

agrupados (caso I), k = 0,3 e n = 50, com estrutura AR(1).
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3.2.2 C(Caso II

Seja Y uma variavel aleatoria com distribuicdo MPE;, isto é, Y;; ~ MPE,, (u,, ®, k),
comm =4, py = pel,, e ® = c*R(p), parai =1,....,np e £ = 1,2,3. Os valores k e
o? foram fixados, sendo 02 = 1 e k assumindo os mesmos do caso I. Novamente, temos
o interesse em testar hipdteses Hy: p1 = po = pg versus Ho @ g < o < g, com pelo
menos uma desigualdade estrita em H,. Os tamanhos dos grupos sao os mesmos, isto
ény = ny =ng = 10,20 e 50. Em relacdo aos valores p, po € puz, foram assumidos os

mesmos do caso [. A expressao para a matriz A é

A =

a?m(1 + k)2%=DT ([m(1 + k)]/2) 1 < 2 -1 )
nl(m(14+k)—2k+2]/2) 1Tvec(R"YH) \ -1 2 )~

Neste caso, a situacao menos favoravel para ambas as estruturas de correlagao é
tnica quando ¢ = —0,5. Deste modo, tem-se que P = 1Pr{x} > t} + tPr{x3 > ¢}, para
t > 0, e para os dois tipos de estruturas de correlacao adotados.

Nas Tabelas |3.7H3.12| sao apresentados os resultados do estudo da simulacao. Pode-
mos notar que o tamanho dos testes tendem ao nivel nominal com o aumento do tamanho
amostral. Observamos, também, que quando o parametro de curtose k = —0, 3, ou seja,
a distribuicao é platicirtica, temos que a medida que a correlacao aumenta, os tama-
nhos empiricos dos testes de razao de verossimilhancas e Wald ficam, em geral, acima do
nivel nominal 5%, indicando que os testes parecem ser liberais para amostras de tamanho
pequeno, ou seja, n = 10 e 20.

Note que, a proporcao que n aumenta o poder dos testes cresce, porém contrario ao
caso I, o poder diminui, & medida que a correlagao cresce. Podemos explicar isso pelo fato
de que as observacoes Y1, - .., Yirm Dao fornecem muita informacao sobre uy se elas sao
altamente correlacionadas. Aqui, também, observamos a superioridade de sg, {ry € &w
sobre &g, Epy € &y. As Figuras 3.11 apresentam as diferencas entre as distribuicoes
nulas tedricas e empiricas da estatistica gy para alguns percentis da distribuicao nula
assintotica. Verificamos que as maiores diferencas sao observadas quando k£ = 0,3, ou
seja, distribuicao leptoctrtica com estrutura de correlacao é uniforme. Nota-se, em geral,

que as diferencas parecem crescer com o aumento da correlacao.
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As Figuras [3.1313.20| exibem as distribui¢oes nulas teérica e empirica da estatistica
de £gy. Observamos, novamente, uma boa concordancia porém com pequenas oscilacoes
entre as distribuigoes tedrica e empirica, em que na maioria dos casos a distribuicao
empirica parece subestimar a teérica. Comparando-se com o caso I, notamos que as

diferencas entre as distribuicoes nula tedrica e empirica parecem ser menores.
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Figura 3.11: Diferencas entre as distribuicoes acumulada tedrica e empirica da estatistica
Ery (em %) para dados agrupados (caso II), k = —0,3, em que (a) e (b) indicam os
tamanhos amostrais n = 20 e n = 50, respectivamente.
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Figura 3.12: Diferencas entre as distribui¢oes acumulada tedrica e empirica da estatistica
¢ry (em %) para dados agrupados (caso II), & = 0,3, em que (a) e (b) indicam os
tamanhos amostrais n = 20 e n = 50, respectivamente.
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Figura 3.13: Distribui¢oes acumuladas tedrica e empirica da estatistica gy para dados
agrupados (caso II), k = —0,3 e n = 10, com estrutura uniforme.

Empirica Empirica Empirica
24 ---=-=-- Teorica S+ ——--—-- Teorica S+ -——-—---- Tedrica
T T T T T T T T T T T T T T
5 10 15 20 5 10 15 20 5 10 15 20 25
p=0,2 p=0,4 p=08

Figura 3.14: Distribuicoes acumuladas tedrica e empirica da estatistica gy para dados
agrupados (caso II), k = —0,3 e n = 10, com estrutura AR(1).
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Figura 3.15: Distribui¢oes acumuladas tedrica e empirica da estatistica gy para dados
agrupados (caso II), k = —0,3 e n = 20, com estrutura uniforme.
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Figura 3.16: Distribui¢oes acumuladas tedrica e empirica da estatistica gy para dados
agrupados (caso II), k = —0,3 e n = 20, com estrutura AR(1).
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Figura 3.17: Distribui¢oes acumuladas tedrica e empirica da estatistica gy para dados
agrupados (caso II), k = 0,3 e n = 10, com estrutura uniforme.
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Figura 3.18: Distribui¢oes acumuladas tedrica e empirica da estatistica gy para dados
agrupados (caso II), k = 0,3 e n = 10, com estrutura AR(1).
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Figura 3.19: Distribuicoes acumuladas tedrica e empirica da estatistica gy para dados
agrupados (caso II), k = 0,3 e n = 20, com estrutura uniforme.
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Figura 3.20: Distribuicoes acumuladas tedrica e empirica da estatistica gy para dados
agrupados (caso II), k = 0,3 e n = 20, com estrutura AR(1).
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3.2.3 Presenca de regressores

Neste caso, temos que Y; possui distribuicaio MPE, isto ¢ Y; ~ MPE,,(u;, ®, k),

em que m =4, p; = j;1,,, com

Wi = Po+ Bz + fizo, t=1,...,n.

As observacoes xq; e x9; foram obtidas através da geracao de nimeros aleatérios de
uma distribui¢do uniforme em [0;1]. Assumimos os parametros Sy = 1 = [ = 1, 0s
tamanhos amostrais usados foram n = 20, 50 e 100. Vamos testar as hipoteses Hy: 5 =
1,82 = 1 versus Hy: 51 > 1,05 > 1, com pelo menos uma desigualdade estrita em Ho.
Na hipotese alternativa trabalhamos com os parametros 1 = 1+ 1 e S = 1 + 9o, sendo

0 < 61, 01 < 2. Neste caso, a matriz A toma a forma

-1

A _ 0P m4 k20700 (fm(1 £ R)/2) (ZXTR XZ) o

nl' (fm(1 + k) — 2k + 2]/2)

Aqui temos que x; = [1,,, 21,1, 22;1,,]. Para as duas estruturas de correlacao, a
regiao menos favoravel ocorre quando 9 = —corr(x1z2). Com isso, P = 0,5Pr{x? >
t}+0,24Pr{x3 > t}, P = 0,5Pr{x? > t} + 0,27Pr{x32 > ¢}, t > 0 e P = 0,5Pr{x? >
t} +0,25Pr{x3 > t}, t > 0, para n = 20, 50 e 100, respectivamente.

Através dos resultados do estudo de simulagao descritos nas Tabelas|(3.13 obser-
vamos que os tamanhos empiricos dos testes, em geral, ficam proximos ao nivel nominal,
a medida que n cresce. Entretanto, na maioria das situagoes, o tamanho empirico fica
abaixo do nivel de 5%. O poder do teste aumenta a proporcao que n cresce e de forma
semelhante ao caso II temos que o poder diminui quando a correlacdo aumenta. Esta
tendéncia é explicada devido ao fato de que com o aumento da correlacao, temos menos
informacao a respeito da relagao entre p; e (z1;,2;), conseqiientemente, dos valores de
B1 e Ba. As Figuras [3.23H3.30] exibem as distribuicoes nulas teoérica e empirica da estatis-
tica £gy. Podemos notar, em geral, uma boa concordancia, no entanto, em alguns casos
a distribuicao empirica parece subestimar a distribuicao nula. Nas Figuras [3.2143.22
mostramos as diferencas entre as distribuicoes nulas teédrica e empirica da estatistica &gy
para alguns percentis da distribuicao nula assintética. Em geral, temos que as diferencas

parecem crescer quando a correlagdo cresce. De forma semelhante ao caso I, as maiores
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diferencas sao observadas, quando o parametro de curtose k é igual —0,3 e o tamanho
amostral n = 20, porém, neste caso, a estrutura de correlacao é uniforme. Os resultados
apresentados estao em conformidade com os obtidos por Fahrmeir & Klinger (1994), que
comparam as distribuicoes nulas empirica e teérica dos testes unilaterais em modelos li-
neares generalizados e observaram uma boa concordancia para os tamanhos de amostras
maiores ou iguais a 50. Resultados analogos foram obtidos por Cardoso-Neto & Paula
(2001) que fizeram uso desse procedimento em equagoes de estimacdo generalizada. Cys-
neiros & Paula (2004) obtiveram resultados semelhantes na comparagao das distribuigoes

nulas tedrica e empirica do teste gy em modelos t-Student multivariado.
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Figura 3.21: Diferencas entre as distribui¢oes acumulada tedrica e empirica da estatistica
¢ry (em %) para dados agrupados sob presenca de regressores, k = —0, 3, em que (a) e
(b) tamanhos amostrais n = 20 e n = 50, respectivamente.
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Figura 3.22: Diferencas entre as distribui¢oes acumulada tedrica e empirica da estatistica
Ery (em %) para dados agrupados sob presenca de regressores, k = 0,3, em que (a) e (b)
tamanhos amostrais n = 20 e n = 50, respectivamente.
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Figura 3.23: Distribui¢oes acumuladas teérica e empirica da estatistica £y para regres-
sores, k = —0,3 e n = 20, com estrutura uniforme.
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Figura 3.24: Distribui¢oes acumuladas tedrica e empirica da estatistica gy para regres-
sores, k = —0,3 e n = 20, com estrutura AR(1).
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Figura 3.25: Distribui¢oes acumuladas teérica e empirica da estatistica £y para regres-

sores, k = —0,3 e n = 50, com estrutura uniforme.
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Figura 3.26: Distribui¢oes acumuladas teérica e empirica da estatistica £y para regres-
sores, k = —0,3 e n = 50, com estrutura AR(1).
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Empirica Empirica Empirica
S+ ------ Tedrica S+ ------ Tedrica S ------ Tedrica
o] 5; 10 1'5 Qb 2é Gb o] 1'0 Qb 3'0 4b ] 5 1b 1é 2'0
p=0 p=03 p=07
Figura 3.27: Distribuicoes acumuladas teérica e empirica da estatistica £y para regres-

sores, k =0,

3 e n = 20, com estrutura uniforme.
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Figura 3.28: Distribui¢oes acumuladas teérica e empirica da estatistica £y para regres-
sores, k = 0,3 e n = 20, com estrutura AR(1).
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Figura 3.29: Distribuicoes acumuladas teérica e empirica da estatistica £y para regres-
sores, k = 0,3 e n = 50, com estrutura uniforme.
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Figura 3.30: Distribuicoes acumuladas teérica e empirica da estatistica £y para regres-
sores, k = 0,3 e n = 50, com estrutura AR(1).
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CAPITULO 4

Aplicactes

4.1 Dados sobre diabéticos

Analisaremos, a seguir, o exemplo 2.1 do livro de Crowder & Hand (1990), j4 bem
trabalhado na literatura, referente a um estudo comparativo entre grupos de diabéticos,
em que originalmente sao considerados quatro grupos de pacientes. Entretanto, conside-
raremos apenas trés grupos, por que estes foram formulados de acordo com a severidade
da doenga; ver Shin, Park & Park (1996). Os grupos sdo: controle (n; = 8), diabéticos
sem complicagoes (ny = 6) e diabéticos com hipertensao (n3 = 7). A variavel resposta
é obtida como a resposta a um teste fisico observada nos tempos 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8 e 10
minutos. Assim, Yj,; representa a resposta do teste fisico do i-ésimo individuo do ¢-ésimo

grupo no j-ésimo minuto. Dessa forma, assumiremos o modelo
Yoo = po + €, (4.1)

em que py = [/,g]_m (& Yig = (}/igj, ce ,X/igm)T € €y MPEm(O, (I)Z'g, k)) com (I)ig = O'ZR(p)
e m = 8. A estrutura de correlagdo AR(1) é usada para R(p), como sugerido em Shin,
Park & Park (1996). Também, é aceitavel assumir as restrigdes pq > po > s para os

valores esperados do teste fisico.

62



CAPITULO 4. APLICACOES 63

Cysneiros & Paula (2004) apresentaram a anéalise deste mesmo conjunto de dados
sob os modelos normal e ¢-Student multivariado (com 15 graus de liberdade). Os autores
mostraram: (i) a distribui¢ao t-multivariada parece ser mais adequada para ajustar os
dados do que o modelo normal, (i) sob o modelo ¢-Student ha indicagdo de que pelo
menos o grupo de diabéticos com hipertensao apresentou um valor esperado para o teste
fisico menor do que o valor esperado para o grupo controle e (i) os testes unilaterais sao
mais robustos sob o modelo t-Student contra observagoes extremas.

Diante disso, temos como objetivo testar as hipoteses Hg: 1y = po = pg contra
Hoy: 1 > po > pg com pelo menos uma desigualdade estrita em Hs, sob o modelo MPE.
Como discutido na Secao 2.8, temos que as distribuicoes nula assintotica das estatisticas
dos testes é dada por uma mistura de distribuicoes qui-quadrados ponderada por pesos
que neste caso assumem os valores w(0,2,A) =1/3, w(1,2,A) =1/2 e w(2,2,A) = 1/6.

Apresentamos na Tabela as estimativas por maxima verossimilhanca sob Hj e
Hs, como também os valores das estatisticas dos testes razao de verossimilhancas, escore
e Wald (p-valores entre paréntesis) para o modelo MPE e k = 0,5. Na Figura apre-
sentamos uma andlise do critério de informacao de akaike (AIC) para varios valores de k.
Note que o menor valor do AIC é observado para k = 0,8. Contudo, fazendo-se a andlise
dos erros-padrao (EP) das estimativas, como também, dos graficos de envelope e indices
dos residuos padronizados, observamos que para k > 0,5 os EP das estimativas aumen-
tavam e que o melhor ajuste é observado quando k = 0,5. Na Tabela sao mostrados
os resultados dos testes estatisticos para as hipoteses Hg: p1 = o = uz versus Hy: pelo
menos duas médias diferentes. Podemos notar, através dos p-valores, que a hipétese nula
nao é rejeitada ao nivel de 10%. Através da Figura[4.2] nota-se que a distribui¢do parece
ser adequada na modelagem dos dados, todavia, os testes unilaterais parecem nao ser
sensiveis para o modelo MPE (k = 0,5). Uma caracteristica que devemos destacar no
modelo MPE & que tanto estimativa de 0 como o erro padrao obtido sao relativamente
pequenos, comparando-se as estimativas sob o modelo normal e t-Student multivariado

apresentados em Cysneiros & Paula (2004).



CAPITULO 4. APLICACOES 64

AIC
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530
I

520
I

T T T T T
00 02 04 06 08

Valor do pardmetro k

Figura 4.1: AIC para varios valores do parametro k da distribuicao MPE para o conjunto
de pacientes com diabetes.
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Tabela 4.1: Estimativas de méxima verossimilhanca e valores das estatisticas dos testes
sob 0 modelo MPE (k = 0,5), (p-valor em paréntesis).

Parametro Hy H, H,
1 5,554  (0,830) 6,445 (1,277) 5,627 (1,261)
[42 5,554 (0,830) 6,445 (1,475) 7,524 (1,456)
143 5,554  (0,830) 4,146  (1,366) 4,151 (1,348)
o? 2,999 (0,889) 2,733 (0,814) 2,670 (0,793)
p 0,972 (0,009) 0,969 (0,010) 0,968 (0,010)
§sr §LR Sw §sr LR W

2,300 2,080 1,888 3,267 3,063 2,890
(0,117) (0,133) (0,149) (0,195) (0,217) (0,235)
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Figura 4.2: Gréficos de envelope (esquerda) e dos residuo padronizados (direita) sob o
modelo MPE(k = 0,5).
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4.2 Dados sobre volume da vesicula biliar

Reanalisaremos um experimento descrito por Reiczigel (1999), sobre um estudo apre-
sentado em Sterczer et al. (1996), em que ultra-sonografias bidimensionais sao analisadas
com o objetivo de verificar o efeito de cholagogues em trés grupos de caes saudaveis.
Nos grupos 1 e 2 sao usados os medicamentos cholechystokinin e clanobutin, respectiva-
mente. O grupo 3 é o grupo controle. Temos que os tamanhos dos grupos sao iguais,
ny = ny = n3 = 6. Os valores referentes ao volume da vesicula biliar é observado antes da
aplicagao das substancias citadas anteriormente e depois a cada intervalo de 10 minutos,
durante 120 minutos. A varidvel resposta Y, representa o volume da vesicula biliar do
1-¢ésimo cao do ¢-ésimo grupo no j-ésimo intervalo de tempo. Logo, o modelo sera dado
como em , em que py = fely, Yio = Yij, oo, Yim)" € € ~ MPE,,(0,®;, k), com
P, =c’R(p) e m =13.

A estrutura de correlagdo AR(1) é usada para R(p) como sugerido em Myers, Mont-
gomery & Vining (2001). E razoavel assumir as restricdes 11 > s > p3 para os valores
esperados do volume da vesicula biliar, visto que os grupos estao dispostos de acordo com
as mudancas no volume da vesicula. Dessa maneira, temos interesse em testar as hipote-
ses Ho: pt1 = po = pg contra Hao: piy > o > 3 com pelo menos uma desigualdade estrita
em Hsy, sob o modelo MPE. Sabemos que as distribuicoes nula assintotica das estatisticas
dos testes é dada por uma mistura de distribuicoes qui-quadrados ponderada por pesos e
que, neste caso, assumem os mesmos valores do exemplo anterior, uma vez que o nimero
de restricoes é o mesmo.

A Tabela apresenta as estimativas por maxima verossimilhanca sob Hg e Ho,
como também os valores das estatisticas dos testes razao de verossimilhancas, escore e
Wald (p-valores entre paréntesis) para o modelo normal, como também os resultados dos
testes estatisticos para as hipoteses Hy: p1 = s = uz contra Hy: pelo menos duas médias
diferentes. A Figura [4.3] apresenta os graficos de envelope e residuos padronizados sob o
modelo normal. Note através dos p-valores que a hipotese nula néo é rejeitada a 10%,

como também o modelo normal parece nao ser adequado para este exemplo.
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Tabela 4.2: Estimativas de méxima verossimilhanca e valores das estatisticas dos testes
sob 0 modelo normal, (p-valor entre paréntesis).

Parametro Hy, H, H;
wp 16,923 (1,438) 18,830  (2,444) 18,825  (2,429)
e 16,923 (1,438) 15,958  (2,444) 15,225  (2,429)
us 16,923 (1,438) 15,958  (2,444) 16,688  (2,429)
) ) )
)

o? 44,099 (12,559 42,678 (12,101 42,243 (11,960

p 0,970  (0,009) 0,969 (0,009) 0,968 (0,009
§sr §LR Sw §Sr 37 Siv
0,895 0,908 0,921 1,065 1,088 1,111
(0,279) (0,276) (0.274) (0,587)  (0,580) (0,574)
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Figura 4.3: Graficos de envelope (esquerda) e dos residuos padronizados (direita) sob o
modelo normal.
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A Tabela apresenta as estimativas por maxima verossimilhanca sob Hy e Hs,
como também os valores das estatisticas dos testes razao de verossimilhancas, escore e
Wald (p-valores entre paréntesis) para o modelo MPE e k = 0,4. Novamente, ajustamos
varios modelos para diferentes valores de k e de forma semelhante ao caso anterior, dentre
os modelos analisados o menor AIC foi observado para k = 0,8, todavia analisando-
se os graficos de envelope e dos residuos padronizados, notamos que o melhor ajuste é
obtido quando k& = 0,4. Assim, o modelo analisado serd o MPE(k = 0,4). Na Tabela
encontra-se os resultados dos testes estatisticos para as hipoteses Hg : p11 = o = 3 contra
H; : pelo menos duas médias diferentes. A Figura [4.4] apresenta os graficos de envelope
e dos residuos padronizados sob o modelo MPE(k = 0,4). Note através dos p-valores que
a hipotese nula nao é rejeitada a 10%, entretanto, diferentemente do modelo normal, o
modelo MPE ajustado parece ser adequado para o ajuste dos dados, neste exemplo, do
que o modelo normal. Semelhante ao caso anterior, observamos que as estimativas de o2

e erros-padrao sao bem menores do que as obtidas através do modelo normal.
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Tabela 4.3: Estimativas de maxima verossimilhanca e valores das estatisticas dos testes
sob 0 modelo MPE (k = 0,4), (p-valor entre paréntesis).

Parametro Hy H, H,
pr 15857 (1,298) 17,534 (2,221) 17,532 (2,216)
pe 15857 (1,298) 15,357 (2,221) 14,880 (2,216)
pus 15857 (1,298) 15,357 (2,221) 15,707 (2,216)
o? 7,963 (2,348) 7,796 (2,293) 7,763 (2,282)
p 0,969 (0,009) 0,968 (0,010) 0,968 (0,010)
§sr §LR Sw §sr LR Ew

0,560 0,596 0,641 0,637 0,689 0,750
(0,353) (0,344) (0,333) (0,727) (0,708) (0,687)
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Figura 4.4: Graficos de envelope (esquerda) e dos residuos padronizados (direita) sob o
modelo MPE (k = 0,4).



CAPITULO b

Conclusdes

Neste estudo, desenvolvemos o processo iterativo de estimacao dos parametros por
méaxima verossimilhanca restrito em modelos de regressao linear, supondo erros exponen-
cial poténcia multivariada. Discutimos sobre a distribui¢ao nula assintética em testes de
hipoteses da forma Hy: C3 = d versus Hy : C3 > d, com pelo menos uma desigual-
dade estrita em Hy. Observamos que a distribuicao nula assintotica é tinica, ou seja, nao
depende de parametros sobre a hipotese nula, todavia, pode depender das correlagoes.

Os estudos de simulacao apresentados indicaram, em geral, uma boa concordan-
cia entre as distribuigoes tedrica e empirica. Constatamos a superioridade dos testes de
hipoteses unilaterais sobre os bilaterais, principalmente para valores perto dos parametros
sob a hipotese nula. Notamos que, dentre os casos analisados para dados agrupados e pre-
senca de regressores as maiores diferencas foram observadas quando n = 20 e o parametro
de curtose da distribuicao MPE e k = —0,3. Nos exemplos analisados, verificamos que
a distribuicao parece ajustar bem os dados, entretanto, no que tange a sensibilidade dos

testes unilaterais isso nao é verificado.

70



CAPITULO 5. CONCLUSOES 71

Por fim, acrescentamos propostas de estudos de simulacao que poderao ser realizados

a partir do trabalho apresentado nessa dissertacao:

e LEstender os resultados encontrados sob o modelo exponencial poténcia multivariado

para a classe eliptica multivariada;

e Avaliar o poder dos testes de hipoteses razao de verossimilhancas, Wald e escore,

supondo correlacao negativa;

e Verificar o desempenho do teste Bootstrap, como também, do teste tipo escore

proposto por Silvapulle & Silvapulle (1995), nos modelos MPE.
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