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“Aforismo 246 — Matematica — Queremos, até
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do que o meio para o conhecimento geral e
Gltimo dos homens.”'

Friedrich Wilhelm Nietzsche
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RESUMO

KZAM, A. K. L. Formula¢ao Dual em Mecanica da Fratura Utilizando Elementos
de Contorno Curvos de Ordem Qualquer. 2009. 186 f. Dissertagdo de Mestrado — Escola
de Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo, 2009.

Neste trabalho, apresenta-se a formulacdo do método dos elementos de contorno dual
(MECD) aplicada a analise de problemas da Mecanica da Fratura Elastica Linear (MFEL). O
objetivo da pesquisa consiste em avaliar o fator de intensidade de tensdao (FIT) de solidos
bidimensionais fraturados, por meio de trés técnicas distintas, quais sdo: A técnica da
correlagdo dos deslocamentos, a técnica com base no estado de tensdo na extremidade da
fratura e a técnica da integral J . As analises sdo realizadas utilizando o c6digo computacional
desenvolvido durante a pesquisa, que incorpora as formulagdes diretas em deslocamento e em
forca de superficie, do método dos elementos de contorno (MEC), com destaque para a

utilizagdo dos elementos de contorno curvos de ordem qualquer. No MECD as equagdes

integrais singulares do tipo O(r‘l) e O(r‘z) sdo avaliadas satisfatoriamente com o Método

da Subtragdo de Singularidade (MSS). Dessas integrais resultam termos analiticos, os quais
sao avaliados por meio do Valor Principal de Cauchy (VPC) e da Parte Finita de Hadamard
(PFH). Compara-se o coédigo desenvolvido com as solugdes analiticas encontradas na
literatura inclusive na andlise de solidos com fraturas predefinidas e para a avaliacdo do FIT,

que produziram bons resultados.

Palavras chave: Método dos elementos de contorno. Elementos de ordem qualquer.

Mecanica da fratura. Fator de intensidade de tensao.



ABSTRACT

KZAM, A. K. L. Dual Boundary Element Formulation in Fracture Mechanics
Using Curved Element of Any Order. 2009. 186 f. Master Dissertation — School of
Engineering of Sao Carlos, University of Sao Paulo, 2009.

This work presents the dual boundary element formulation applied to linear crack
problem. The goal of this research is the evaluation of stress intensity factor for two-
dimensional crack problem using three different techniques, which are: the technique of
correlation of displacements, the technique based on the state of tension at the crack tip and J
integral. The analysis is performed using the computational code developed during the
research, which incorporates the direct formulations related to displacement and traction
boundary element equation. A greater emphasis is given to the use of curved boundary

element of any order. In the dual boundary element method the singular integral equations

with singular others O(r‘l) and O(r‘z) are assessed satisfactorily with the application of the

singularity subtraction method. The results of these singular integrals are evaluated by the
Cauchy Principal Value and the Hadamard Finite Part. The code developed is compared with
the analytical solutions found in the literature including the analysis of solids with fractures

default and evaluation of stress intensity factor, which produced good results.

Keywords: Boundary element method. Any order elements. Fracture mechanics. Stress

intensity factor.
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1. Introducao

1.1. Apresentacio

Pequenos defeitos na estrutura dos meios materiais sdo uma das principais causas de
acidentes na engenharia. A compreensdo dos mecanismos desses defeitos ¢ importante na
concepcdo de projetos estruturais. O ramo da ciéncia que estuda as falhas presentes na
integridade dos materiais denomina-se mecanica da fratura e se preocupa em analisar os

esfor¢os proximos as fraturas e suas conseqii€ncias no comportamento global da estrutura.

Compreender esse fendmeno ndo ¢ uma tarefa elementar, seja em razdo da
complexidade matematica do problema, ou das limitagdes fisicas de se reproduzir prototipos
em laboratorios. Para se estudar qualitativa e quantitativamente esse fendmeno utiliza-se os
métodos numéricos, cujas solugdes fornecem uma idéia do comportamento do sistema fisico.
Um método eficiente para se representar esse fendmeno ¢ o método dos elementos de

contorno, assunto que serd abordado nesta dissertacao.
1.2. Objetivos

Dividem-se os objetivos desta pesquisa em duas categorias: Objetivos principais e

objetivos complementares, quais sao:

Objetivos principais: Consistem em desenvolver a formulagdo singular, em
deslocamento e em for¢a de superficie, do método dos elementos de contorno (MEC)
empregando elementos curvos de ordem qualquer. A finalidade desse estudo consiste em
aplicar essas duas formulacdes na andlise de problemas de sélidos fraturados. Para tanto,
desenvolve-se um codigo computacional capaz de incorporar essas formulagdes. Por fim,
avalia-se um parametro bastante importante da mecanica da fratura, denominado fator de

intensidade de tensao.

Objetivos complementares: Esses objetivos consistem em desenvolver o método da
subtra¢do de singularidade na regularizacao das integrais singulares dos deslocamentos e das
forcas de superficie. Aplicar os polindmios de Lagrange na generalizagdo da ordem de

aproximagdo da geometria e das varidveis fisicas do problema. Desenvolver o método dos
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elementos de contorno dual e, finalmente, aplicé-los na andlise do fator de intensidade de

tensdo da mecanica da fratura elastica linear (MFEL).

1.3. Metodologia

Tendo em vista atender aos objetivos desta pesquisa, adota-se a seguinte metodologia
para a apresentagdo do conteudo deste trabalho. Primeiramente, apresenta-se uma breve
revisdo bibliografica dos principais trabalhos consultados durante a pesquisa. Em seguida,
apresentam-se 0s aspectos teoricos necessarios para o desenvolvimento das formulagdes
integrais, recorrendo-se aos conceitos matematicos a medida que forem necessarios.
Posteriormente, apresentam-se os aspectos numéricos e computacionais do método dos
elementos de contorno, utilizando exemplos para a validagdo do codigo computacional
implementado. Por fim, apresenta-se o método dos elementos de contorno dual aplicado a
problemas da mecanica da fratura, com a finalidade de determinar os fatores de intensidade de

tensao.
1.4. Organizaciao da Dissertacio

Nesta dissertagdo constam sete capitulos organizados com a finalidade de transmitir o
conteido da pesquisa, desde os conceitos fundamentais da teoria da elasticidade e da
mecanica da fratura, até a elaboragdo da ferramenta computacional com a utilizagdo do

método dos elementos de contorno.
Segue a apresentacdo dos capitulos e seus respectivos contetidos:

Capitulo 2. Neste capitulo, apresenta-se uma breve revisao bibliografica acerca dos
trabalhos consultados durante a pesquisa. Apresenta-se também, o estado da arte acerca dos
trabalhos produzidos no Departamento de Engenharia de Estruturas, referentes ao tema desta

dissertagao.

Capitulo 3. Neste capitulo apresentam-se os fundamentos matematicos da teoria da
elasticidade e as hipoteses fundamentais assumidas na analise dos solidos bidimensionais. O
objetivo do capitulo ¢ fornecer os subsidios para a compreensdo das equacgdes integrais de

contorno.
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Capitulo 4. Neste capitulo apresenta-se a formula¢do geral do método dos residuos
ponderados e suas implicagdes no desenvolvimento das equagdes integrais de contorno.
Apresentam-se também as equagdes integrais que governam as formulacdes em deslocamento
e forca de superficie. Por fim, apresentam-se a formulacdo integral para as variaveis de
dominio. Neste capitulo, destaca-se o célculo das solu¢des fundamentais, cuja obtencdo ¢

apresentada por meio de um procedimento geral descrito no apéndice 1.

Capitulo 5. Neste capitulo descreve-se o método dos elementos de contorno e suas
particularidades em relacdo a implementagdo computacional. Apresenta-se também, o
procedimento de generalizacdo da ordem da aproximagdo da geometria e das varidveis fisicas
do problema. Ainda neste capitulo, apresentam-se o método da subtragao de singularidade
para os nucleos das integrais singulares. Por fim, apresentam-se alguns exemplos resolvidos,
com o objetivo de validar as formula¢des propostas, assim como, o cddigo computacional

desenvolvido.

Capitulo 6. Neste capitulo, sdo apresentados os fundamentos da mecéanica da fratura.
Destaca-se, em particular, o0 método dos elementos de contorno dual usado para avaliar os
campos de deslocamento, tensdo e deformacdo proximos a extremidade da fratura. Por fim,
descrevem-se as estratégias adotadas na obtengdo dos fatores de intensidade de tensdao. Neste
capitulo analisam-se os exemplos que confirmam a utilizagdo do método dos elementos de

contorno, como uma potencial ferramenta para analise de problemas da mecanica da fratura.

Capitulo 7. Este capitulo destina-se as conclusdes obtidas apds a simulacao dos
modelos. Expdem-se também, as sugestdes para trabalhos futuros, inclusive as que serao

estudadas durante o doutoramento do autor.
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2. Revisao Bibliografica

2.1. Apresentacio

Este capitulo est4 dividido em dois itens. No primeiro, apresentam-se os trabalhos de
divulgacdo do método dos elementos de contorno (MEC) que foram consultados durante a
pesquisa das aplicagdes do MEC na teoria da elasticidade e na mecanica da fratura. No
segundo item, apresenta-se o “estado da arte” acerca das teses e dissertagdes produzidas no
Departamento de Engenharia de Estruturas da Escola de Engenharia de Sao Carlos (SET-

EESC) direcionada ao emprego do MEC na mecanica da fratura.

2.2. O MEC no Contexto da Teoria da Elasticidade e da Mecanica da
Fratura Elastica Linear

Os fundamentos do MEC tém como base as formulacdes classicas das equagdes
integrais de contorno (EIC). Os trabalhos pioneiros em teoria da elasticidade empregando
essas equacdes sdo atribuidos a Betti (1872), Somigliana (1886), Fredholm (1906),
Muskhelishvili (1953) e Kupradze (1965). Embora esses trabalhos sejam relevantes, nesta

dissertacao, ressalta-se apenas a importancia histérica de suas contribuigdes.

Na publicagao de Massonnet et al. (1965), a formulagao classica das EIC apresentam
as primeiras caracteristicas de estratégia numérica nos mesmos padrdes do método dos
elementos finitos (MEF). Nesse trabalho o autor aplica o chamado método indireto, uma vez

que as varidveis do contorno sdo grandezas ficticias.

O trabalho de Rizzo (1967) em elasticidade bidimensional e o de Cruse (1969) em
elasticidade tridimensional sdo os primeiros que utilizam os deslocamentos e as forgas de
superficie sobre o contorno para representar as variaveis fisicas do problema. Nesses trabalhos
sdao introduzidas as aproximagdes para descrever as varidveis fisicas por meio de entidades

matematicas discretas.

As contribuicdes de Lachat (1975) e Lachat e Watson (1976) apresentaram a
generalizagdo do procedimento numérico empregando representacdes paramétricas dos
elementos sobre o contorno. Esses autores utilizaram func¢des de aproximacdo lineares,

quadraticas e cubicas para aproximar as variaveis fisicas do problema. Nesses trabalhos
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também foram propostos métodos de integracdo para analise das EIC singulares além de um

método para a resolucdo numérica de sistemas por meio de blocos de matrizes.

Brebbia (1978.a) demonstrou as EIC por meio do método dos residuos ponderados.
Nesse trabalho, o estudo foi realizado sobre equacdo de Laplace para resolver problemas da
teoria do potencial. Em Brebbia (1978.b) ha a extensdo do MRP a analise de problemas da
teoria da elasticidade. A base dessa formulagcdo permite associar o MEC as demais classes de

métodos numéricos, como por exemplo, o MEF e o método das diferengas finitas (MDF).

Brebbia também introduziu a denominacgao utilizada atualmente, designando o método
das integrais de contorno como “Método dos Elementos de Contorno”. A nova metodologia
possibilitou inimeros desenvolvimentos com o MEC e nos mais variados campos da

engenharia. Uma dessas aplicagdes ¢ na mecanica da fratura elastica linear (MFEL).

A seguir, destacam-se os trabalhos relacionados a MFEL. Apresentam-se
primeiramente, os trabalhos cldssicos sobre o assunto. Em seguida apresentam-se aqueles que

empregam o MEC em andlises de s6lidos fraturados.

A primeira referencia a cerca da fratura remete ao trabalho do pesquisador
renascentista Galileu Galilei (1564-1642). Em seus didlogos, Galileu apresenta as idéias e os
modelos acerca da “resisténcia que os solidos oferecem a fratura”, intitulando-a de “primeira
nova ciéncia”. A partir desse trabalho o método cientifico foi formalizado e intimeras
pesquisas nos moldes do trabalho de Galileu proporcionaram avangos significativos no estudo

da mecanica da fratura.

Segundo Rossmanith (1997) o trabalho pioneiro que trata da abordagem analitica da
mecanica da fratura ¢ de Wieghardt (1907). Nesse artigo o autor parte de uma hipdtese
estabelecida por Sommerfeld para determinar o campo de tensdo em torno de uma fratura no
problema denominado problema de Bach. Rossmanith (1995) afirma que essa publica¢do nao
se destacou em razao do jornal em que foi impressa ter encerrado suas tiragens e

conseqiientemente nao ter legado a merecida importancia ao artigo.

Todavia, alguns pesquisadores como, por exemplo, Papadopoulos (1993) atribui a
Inglis (1913) a publicacao do primeiro trabalho com os fundamentos analiticos da mecanica

da fratura. Em Inglis (1913) apud Papadopoulos (1993) ¢ apresentada a solu¢ao do problema
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da distribuicdo de tensdo em torno de uma abertura eliptica inserida em um meio eléstico

infinito submetido a um estado biaxial de tragao.

Em Cotterell (1997) e em Erdogan et al. (1997) sdo dados os méritos aos trabalhos de
Griffith (1921, 1924) devido a iniciativa de aplicar a teoria da mecanica da fratura em
problemas de engenharia. Cotterell (1997) relata que em 1915 A. A. Griffith sob a supervisdo
de G. 1. Taylor realizou experimentos na “Royal Aircraft Establishmen” para medir os
campos de tensdo proximos aos entalhes das pecas utilizadas nos avides de combate da
Primeira Guerra Mundial. Segundo Cotterell (1997), nos artigos de Griffith o autor recorre
aos conceitos da termodinamica para estabelecer um critério de equilibrio energético e utiliza
os resultados de Inglis (1913) para calcular a redugdo da energia potencial do sistema

mecanico devido a formagao de novas superficies de fratura.

Segundo Papadopoulos (1993) um consideravel progresso na mecanica da fratura, em
especial da MFEL foi atingido devido aos trabalhos de Irwin (1948, 1957) e de Orowan
(1950). Em Irwin (1948) sao apresentados os campos de tensdo na extremidade da fratura. O
autor conclui que a fratura se propaga de acordo com trés tipos de mecanismos independentes

de deformagdo e sdo associadas a uma grandeza denominada fator de intensidade de tensao.

Para algumas estruturas com geometria e condigdes de contorno relativamente
simples, os fatores de intensidade de tensdo (FIT) sdo apresentados em alguns manuais tais
como em Irwin (1958), Tada et al. (1973), Rooke et al. (1987), Murakami (1987) e mais
recentemente, em arquivo digital como em Lopez e Aliabadi (1996). Para os casos com
geometria e condicdes de contorno mais complexas € necessario se adotar um procedimento
numérico para solucionar o problema. O MEC ¢ uma dentre as vérias ferramentas numéricas
disponiveis. O desenvolvimento desse método e suas aplicagdes na mecanica do fraturamento

serdo apresentados a seguir.

Antes da formalizagdo do MEC, proposta por Brebbia. Cruse e Van Buren (1971)
utilizaram o método das EIC para analisar os campos de tensdes proximos a fratura. Os
autores consideraram os efeitos provocados por uma fratura plana inserida em um sélido
tridimensional e verificaram que os resultados obtidos ndo eram significativos, o que tornou a
técnica obsoleta. Mas, as pesquisas com o método das EIC continuaram sendo desenvolvidas
até que Snyder e Cruse (1975) propuseram uma nova estratégia de solucdo, com base nas

fungdes de Green. Essa metodologia consiste em obter a solu¢ao fundamental para sélidos de
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dominio infinito com uma fratura preexistente. Destaca-se também nessa area, o trabalho de
Ang e Clements (1987), porém, os resultados obtidos por eles apresentam algumas restri¢des,
sendo aplicados a casos especiais quando as condi¢des de contorno e geometria do problema
sao elementares. Telles e Guimardes (2000) apresentam uma proposta mais genérica para

varios tipos de configuracao do meio fraturado.

Outra estratégia utilizando o MEC na avaliagdo de so6lidos fraturados consiste na
técnica das sub-regides, na qual a fratura ¢ considerada um contorno ficticio dividindo o

dominio em regides distintas.

Blandford et al. (1981) e Weeén (1983) empregaram as formulagdes em deslocamento
do MEC, para simular o crescimento da fratura por meio da técnica da sub-regido. Nesses
trabalhos cada face da fratura representa o contorno das sub-regides, sendo necessario realizar
a compatibilizagdo dos deslocamentos e das forgas de superficie na interface. Essa
metodologia apresenta alguns inconvenientes, tais como, a reordenacdo dos pontos do
dominio, uma vez que esses pontos podem coincidir com as faces das sub-regides e produzir

valores singulares no sistema algébrico.

Crouch (1976) apresenta um método que consiste em descrever o problema da fratura
por meio de uma unica regido. Nesse método, a solugdo fundamental do meio infinito ¢ obtida
considerando-se uma descontinuidade nos deslocamentos dos pontos do dominio. Para
implementar esse método introduz-se uma nova variavel, obtida por meio da diferenca dos
deslocamentos das faces da fratura. A finalidade desse procedimento ¢ se evitar a
coincidéncia entre os pontos fontes de modo a garantir a existéncia da solucao do sistema de
equacdes. O principal inconveniente dessa estratégia consiste na introducdo das novas
varidveis, uma vez que nessa formulagdo deverdo ser adicionadas equagdes extras na

resolucao do sistema. Sladek et al. (1986) apresentam os detalhes desse método.

Outra metodologia importante se baseia na formulacdo das EIC em deslocamentos e
forca de superficie do MEC, tal como sera adotado nesta dissertagdo. O método consiste em
aplicar as EIC em deslocamento em uma das faces da fratura e as equagdes em forca de
superficie na face oposta. Esse procedimento permite introduzir equacdes independentes para
pontos fontes coincidentes, evitando singularidade algébrica e utilizando-se uma Unica regiao.

A base dessa metodologia foi apresentada primeiramente no trabalho de Bueckner (1973).
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Watson (1986, 1988) aplica essa técnica na andlise de solidos bidimensionais, porém,
com a limitacdo de estudar apenas as fraturas que interceptam a contorno do problema. Gray
et al. (1990) aplicam o método em problemas tridimensionais, utilizando as formulagdes em

deslocamento e derivadas dos deslocamentos.

Atualmente, a técnica ganhou maior difusdo em analises de problemas da mecanica da
fratura. Portela (1992.a) faz referencia ao método utilizando a denominagdo de método dos
elementos de contorno dual (MECD). Portela et al. (1992.b, 1993, 2004) apresentam as
principais aplicagdes do método para a determinacgdo de varios parametros da teoria numérica
da MFLE. Outros autores, também apresentam os desenvolvimentos do MECD, tais como
em, Mi e Aliabadi (1992, 1994, 1995), Blackburn e Hall (1994), Chang e Mear (1995). Lutz
et al. (1992).

Devido a versatilidade do MECD, varias aplica¢des se estenderam em diferentes tipos
de analise, como ¢ o caso dos trabalhos de Pan e Amadei (1996), Pan e Yuan (2000) e Sollero

e Aliabadi (1995) que sdo aplicados a problemas com materiais anisotrépicos.

Em problemas elastoplasticos destaca-se o MECD nos trabalhos de Leitdo et al.

(1995.a, 1995.b).

Fedelinski, et al. (1993, 1997) aplicam o MECD em problemas elastodindmicos. Na
teoria de placas e cascas hd também um notavel desenvolvimento das aplicacdes do MECD,
como por exemplo, em Ahmadi-Brooghani e Wearing (1996) e Dirgantara e Aliabadi (2001).
Em problemas termoelésticos as aplicagdes sdo encontradas em Prasad et al. (1994, 1996).

Em Aliabadi (1997), ha uma revisdo detalhada sobre as nuances do método.

A seguir, apresenta-se o “estado da arte” acerca dos trabalhos em mecanica da fratura

utilizando o MEC até entdo produzidos no Departamento de Engenharia de Estruturas.

2.3. O “Estado da Arte” no SET-EESC.

O programa de pos-graduacdo em Engenharia de Estruturas originou-se com a
regulamentacdo estabelecida na década de 1970 apos a departamentalizagdo das unidades da
USP. A partir de 1994, o Departamento de Estruturas passou a ser oficialmente intitulado de
Departamento de Engenharia de Estruturas ligado a Escola de engenharia de Sao Carlos

(SET-EESC).
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As atividades do programa de pos-graduacdo do SET incluem a formagao strictu sensu
nos niveis de mestrado e doutorado nas grandes areas da Engenharia de Estruturas, sendo uma
delas a analise de estruturas via métodos numéricos. Nessa area destacam-se os estudos do
método dos elementos de contorno, cujos trabalhos do SET sdo importantes referéncias no

cendrio cientifico nacional e internacional.

No SET, os estudos com o MEC se iniciaram apos a conclusdo da tese de
doutoramento de Venturini (1982). No ano de 1983 a disciplina foi oferecida pela primeira
vez no programa de pds-graduacdo. A partir de entdo, sessenta e oito trabalhos do tipo
dissertacdes, teses e textos de livres docéncias ja foram concluidas no Departamento. Mais de
dez por cento das pesquisas do SET referem-se ao assunto. Em razdo desses numeros
apresenta-se o “estado da arte” acerca das pesquisas com o MEC aplicadas a mecanica da

fratura.

Dos sessenta e oito trabalhos com o MEC, doze deles destinam-se ao estudo da

mecanica da fratura, um pouco mais de dezessete por cento das pesquisas com o MEC.

O primeiro trabalho que faz referencia aos problemas de descontinuidades ¢ de autoria
de Rocha (1988). Nesse trabalho o autor desenvolve a formulagdo indireta do MEC para
avaliar as descontinuidades provocadas por problemas de barragens, escavacdes e tineis. As
descontinuidades presentes nas analises sdo representadas por superficies de contato curvas,
cujos efeitos sdo avaliados com a introdu¢do de forcas ficticias denominadas bipolos e
quadripolos. A analise dessas descontinuidades ¢ estendida a materiais em regime elasto-
plésticos e elasto-visco-plasticos. De modo geral, os resultados obtidos nesse trabalho,
apresentaram bons resultados para os campos de tensdo e deslocamento quando comparados

as solugodes obtidas com o MEF.

Lopes Junior em (1996) adotou o modelo de fratura coesiva para estudar a propagacao
da fratura em dominios bidimensionais. A formulacdo adotada pelo autor se baseia nas
equagoes integrais em tensoes ¢ deslocamentos, no qual a superficie da fratura € caracterizada
por uma linha de tensdo segundo o conceito de bipolo. Nesse trabalho foi considerado um
modelo de fratura ficticia conforme proposto por Hillerborg et. al.(1976). Foram utilizados
também, elementos de contorno isoparamétricos lineares. As interais singulares foram
calculadas analiticamente enquanto que as integrais ndo singulares foram avaliadas por meio

da técnica da sub-clementacao.
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Agostinho (1998) apresentou um estudo de associacao de chapas com caracteristicas
fisicas diferentes, para a analise de abertura de fratura de materiais enrijecidos. Nesse trabalho
o autor utilizou os conceitos de fratura coesiva para examinar o comportamento de solidos
bidimensionais fraturados. Examinou também, o acoplamento MEC/MEF a fim de estudar o

escorregamento dos enrijecedores em modelos plasticos e visco-plastico.

Rocha (1999) apresentou uma formulagdo do balanco termodinamico da mecanica da
fratura no qual utiliza o método dos elementos de contorno para prever o valor da taxa de
liberagdo de energia, G de um so6lido contendo uma fratura ou varias fraturas predefinidas.
Nesse trabalho foi desenvolvido um codigo computacional capaz de estimar o valor da

integral J, por meio do parametro G .

No que se segue, apresentam-se, os trabalhos que versam sobre a mecanica da fratura
aplicada a problemas dinamicos. O primeiro trabalho nessa area foi realizado por Barbirato
(1999) em que investiga a utilizagdo do MEC em problemas tridimensionais de fraturamento
no regime transiente. Esse autor emprega o método da reciprocidade dual para transformar as
equagoes integrais de dominio em equagdes integrais de contorno, assim como aplica a
discretizagdo do dominio por células. O autor emprega o conceito de dipolo de tensdo na
analise de modelos de fratura coesiva. A integracdo temporal ¢ realizada por meio dos

algoritmos de Newmark e Houbolt.

O outro trabalho nessa mesma linha ¢ de Maciel (2003) que trata da avaliagdo dos
fatores de intensidade de tensdo estdtico e dindmicos de problemas bidimensionais. Nesse
trabalho o autor introduz uma formulacdo alternativa do MEC no qual utiliza as integrais
analiticas dos deslocamentos associadas aos elementos de contorno lineares para caracterizar
a geometria das faces da fratura dispostas paralelamente uma a outra. Para aproximar os
campos de deslocamentos e forcas de superficie, o autor considera a variagdo quadratica
desses parametros, o que caracteriza uma formulagdo superparamétrica do MEC. Os termos
de dominio sdo avaliados por meio de células triangulares e ¢ empregado o algoritmo de

Houbolt na predi¢ao temporal das integrais.

Dentro do que propde a presente dissertacdo, as principais referencias do trabalho sdo
as dissertagdes de Leonel (2006), Lovon (2006) e Vincentini (2006), os quais utilizaram a
fundamentac¢ao tedrica do MECD.
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Em Leonel (2006) foram estudados os solidos multi-fraturados a partir da
implementagdo numérica do MECD e da formulagdo em deslocamento. No tocante ao estudo
da propagacdo da fratura foi estudada uma estratégia especial de avaliagdo dos fatores de
intensidade de tensdo na extremidade de cada nova fratura. Para esse fim, o autor utilizou a
técnica da correlagdo dos deslocamentos e a técnica com base em Maciel (2003). Apos essa
andlise, foram empregadas quatro diferentes teorias de interacdo de modos de fraturamento
onde sdao determinados os angulos de propagacdo da fratura. Nesse trabalho foram
empregados elementos de contorno isoparamétricos lineares € as equagdes integrais foram

avaliadas analiticamente e por meio da técnica de sub-elementacao.

Em Lovon (2006) foi utilizada a formulacdo do MECD para determinar o FIT com
base na técnica da correlagdo dos deslocamentos. Foi utilizada também a teoria da maxima
tensdo circunferencial para prever o angulo de propagagdo da fratura. Nesse trabalho, o autor
utilizou um processo de adaptabilidade hierdrquica para avaliar as varidveis fisicas do
problema, assim como, para o calculo da energia de deformacgdo do sistema. Nesse estudo
foram empregados elementos de contorno reto com aproximacao linear. As integrais

resultantes foram calculadas analiticamente e também pelo método da sub-elementagao.

Vincentini (2006) também explorou as potencialidades do MECD na analise de meios
bidimensionais fraturados. Nesse trabalho a autora verificou a aplicagdo isolada das equagdes
em deslocamento e em forga de superficie nos problemas da MFEL, em seguida estendeu a
aplicacdo do trabalho ao estudo do modelo coesivo. Nesse trabalho foram utilizadas as
solucdes analiticas e com sub-elementagdo para avaliar as equagdes singulares e nao

singulares com elementos de contorno linear.

As pesquisas mais recentes realizadas no Departamento acerca do estudo da mecanica
da fratura com o MEC sao resultados de aplicagdes da andlise inversa e do estudo de

descontinuidades de deslocamentos. Esses trabalhos sdo apresentados logo a seguir.

Ferreira (2007) desenvolveu um trabalho que trata da determinacao de parametros
fisicos por meio da analise inversa de problemas de valor de contorno. Dentro desse estudo, o
autor destaca a técnica de muilti-regides empregando o MEC na avaliacdo de os parametros
do modelo coesivo por meio de medidas do campo de deslocamento de soélidos
bidimensionais. Nesse trabalho foi adotada a formulagdo classica do MEC, no qual emprega

elementos de contorno lineares.
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Pedrini (2008) estudou a formacdo e propagacdo de descontinuidades representadas
por uma frente de fraturamento no qual incorpora a acdo de descontinuidades de células
bidimensionais. Nesse método o autor verifica a formagdo e propagacdo da fratura de
materiais quase-frageis dando énfase aos modelos fisicos e matematicos adotados do

concreto.

Ao se apresentar as pesquisas com o MEC, realizadas no Departamento, ¢ possivel
verificar a evolucdo do conhecimento a cerca das aplicagdes do método, no campo da

mecanica da fratura.

Com o intuito de estender ainda mais as aplicacdes do método, propde-se uma nova
filosofia de estudo que se fundamenta no aprimoramento das equacdes integrais de contorno
com a introducdo de elementos curvos de qualquer ordem de aproximacgdo, tanto no
tratamento de contornos ordinarios quanto no tratamento das faces da fratura, além do método

da subtragdo de singularidade para avaliar as integrais singulares do MEC.
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3. Fundamentos da Teoria da Elasticidade

3.1. Apresentacio

Neste capitulo, apresentam-se as leis matemadticas que governam a teoria da
elasticidade. Ressaltam-se os pontos essenciais da teoria, com a finalidade de facilitar a
compreensdo para os proximos desenvolvimentos. Esse capitulo ¢ introdutério, maiores
aprofundamentos sdo encontrados, por exemplo, em Timoshenko e Goodier (1970) e Sadd

(2000).
3.2. Hipoteses Basicas da Teoria da Elasticidade Linear

Os desenvolvimentos deste trabalho sao fundamentados nas seguintes consideragoes:

— O estudo ¢ realizado apenas para os estados bidimensionais de tensao e de

deformacao.

— O meio material ¢ perfeitamente elastico e satisfaz as condi¢des de homogeneidade

e isotropia.
— O estudo ¢ realizado para as teorias de pequenos deslocamentos e deformagdes.

Posto isso, a seguir, apresentam-se as equacdes que governam a teoria da elasticidade

linear.
3.3. Equacoes Basicas da Teoria da Elasticidade Linear

As relagdes matematicas da teoria da elasticidade sdo fundamentais para compreender
o desenvolvimento das equagdes integrais de contorno. Assunto que sera tratado no proximo
capitulo. Por isso, apresentam-se neste item, as principais equagdes que descrevem a teoria da

elasticidade linear bidimensional.
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3.3.1. Equacdes de Equilibro

Seja um soélido bidimensional com o dominio € limitado por um contorno regular I",

sujeito a uma agao estatica de carregamento, conforme ilustra a Figura 3.1.

q9,

Figura 3.1: Sélido bidimensional.

O estado de tensdo no interior do solido € representado por meio das componentes de

tensao analisadas no elemento infinitesimal d€2, como na Figura 3.2.

Figura 3.2: Estado de tensao no elemento infinitesimal de dominio.
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De posse das componentes de tensdo, apenas trés delas sdo necessarias para
representar o estado de tensdo no interior de €2, isso porque, apos realizar o equilibrio dos

momentos, obtém-se as relagcdes complementares de cisalhamento:
o, =0, i=12. (3.1
As equagoes de equilibrio de forgas, incluindo as forcas de corpo sdo dadas por:

o, +[=0 i=12. (3.2)

g.J

No contorno I', o equilibrio de forgas ¢ obtido em fun¢do dos cossenos diretores e das

componentes das forcas de superficie no elemento infinitesimal da Figura 3.3.

Figura 3.3: Estado de tensdo no elemento infinitesimal de contorno.

Os cossenos diretores sdo as projecdes do versor normal em relagdo a face de

comprimento d/ . O equilibrio no contorno I' é representado pela equagdo:

t,=0.n i=1,2. (3.3)

/A

A equagao (3.3) ¢ denominada condi¢des de contorno de Cauchy.
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3.3.2. Equacoes de Compatibilidade

Para definir as equacdes de compatibilidade ¢ necessario descrever o estado de

deformacao do elemento infinitesimal como na Figura 3.4.

Figura 3.4: Deformacdées especificas.

Os deslocamentos u, e u, sdo paralelos as dire¢des do plano cartesiano, portanto, as

deformacdes especificas em notagdo indicial ficam representadas como:

€, :%(uw. +u,,),  hj=12. (3.4)

J

Sendo:

u. ., as derivadas dos deslocamentos.

i,j°
3.3.3. Equacoes Constitutivas

No inicio do capitulo, foram apresentadas as hipdteses que definem as caracteristicas
do meio material. Para se apresentar as equacdes constitutivas do material, vale reescrever

essas hipdteses, portanto admite-se que:

Todos os pontos do dominio € apresentam as mesmas propriedades (hipdtese de

homogeneidade do material). Nesses pontos o material apresenta as mesmas propriedades em
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qualquer direcao (hipdtese de isotropia). E por fim, as tensdes sdo sempre proporcionais as

deformacdes (hipotese basica da elasticidade linear).

A relagdo constitutiva da elasticidade linear ¢ chamada lei de Hooke e apresenta a

seguinte relacdo indicial:
0, = A6;6, +2uE,. 3.5)

Sendo:

0, » 0 delta de Kronecker,

2v, .
q=—H , a constante de Lamé, ¢

(1-2v)

1 =———, 0 modulo de elasticidade transversal.
2 (1 + v)

A relacdo inversa entre as deformagdes ¢ as tensoes ¢ calculada como:

%:%{%+§%r@%} (3.6)
u u

3.3.4. Estado Plano de Tensao

E o estado de tensdo especificado essencialmente pelas componentes o, o, € o,

do tensor de tensdes, onde o =0

zz Xz

=0, =0 na superficie do corpo ¢ em seu dominio.

Portanto, sdo validas as seguintes relagdes para as deformagoes:

Ao longo da espessura:
1%
£ :—1—(€M+8yy), e.=¢,_=0. (3.7)

Nas demais diregoes:
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£ :%(0' —VO'W), gyyzf(a —voxx)eg =—0,. (3.8)

3.3.5. Estado Plano de Deformacao

E o estado de deformagdo especificado essencialmente pelas componentes &_, € e

xx Xy

7,, do tensor das deformagdes, onde &, =¢_=¢,_ =0 na superficie do corpo e em seu

zz

interior. Impostas essas consideragoes, as seguintes relagdes sao validas.

Para as tensoes:
GZZIV(O'XX-‘FO'W), o.=o0,_=0. (3.9)

Xz yz

Para as deformacgdes:

2 2 2
gxleEV (O-”_ll/ o-yyj, ngl d (O‘ Y axjegxyzlﬂ/ o.. (3.10)

A expressdo da lei constitutiva no estado plano de deformagdes (EPD) pode
representar os problemas no estado plano de tensdes (EPT), para isso, basta se modificar os
coeficientes de Poisson v e o moddulo de elasticidade longitudinal £ do material. Dessa

forma, valem as seguintes transformagoes.

No estado plano de deformagdo, tem-se: v,,, =v € E,,, =E.

Transformando as constantes do EPD para o EPT, tem-se:

——— eEEPT:E{l—(Lj } (3.11)

1+v 1+v

Assim, ¢ possivel unificar a formulagao do MEC como sera descrito proximo capitulo.
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3.3.6. Equacoes de Navier-Cauchy

As equagoes de equilibrio (3.2) podem ser expressas em fun¢do dos deslocamentos.
Substituindo as relagdes (3.4) na equacao constitutiva (3.5) e em seguida, introduzindo esse

resultado nas equagdes de equilibrio (3.2), chega-se na equacao:
pu, y+ (et A)u; , + f, =0 (3.12)

Essa equagdo ¢ conhecida como equagdes de Navier-Cauchy e expressa o equilibrio

dos pontos do dominio € em fun¢do dos deslocamentos.

O equilibrio no contorno em termos dos deslocamentos ¢ obtido da mesma forma,

basta que as substituigdes sejam efetuadas na equagao de equilibrio (3.3), o que resulta:

t,.:ﬂuj’jnl.+,u(ul.’j+uj,l_)nj. (3.13)
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4. Formulacao Integral da Elasticidade Linear

4.1. Apresentacio

Os problemas de engenharia sdo comumente representados por equacdes diferenciais
parciais. Na teoria da elasticidade, essas equacdes sdo obtidas assumindo-se algumas
hipoteses simplificadoras sobre o comportamento do problema fisico. Uma maneira
alternativa de representar esses problemas ¢ por meio de equacdes integrais de contorno.

Neste capitulo, apresenta-se a formulacao integral aplicada a elasticidade linear.

4.2. Método dos Residuos Ponderados

O método dos residuos ponderados (MRP) ¢ uma estratégia matematica utilizada na
geragao de solugdes aproximadas de problemas de valor de contorno. O método consiste na
minimizag¢ao do erro produzido por uma aproximagdo quando se efetua uma ponderacgao sobre
os residuos da equagdo diferencial do problema. Essa metodologia ¢ aplicada a uma variedade
de situagdes praticas. Nesse capitulo, aplica-se o método sobre a equacgdo diferencial da

elasticidade linear.

Antes de iniciar a aplicacdo do MRP, apresenta-se a formulagdo matematica necessaria

para a compreensao do método.
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4.2.1. Conceitos Fundamentais

Seja o soélido definido no dominio bidimensional Q limitado pelo contorno I'.

Define-se o versor normal 7, perpendicular ao versor tangente / em I', de acordo com a

Figura 4.1.

>»X, n

Figura 4.1: Definicdo dos versores normais e tangente ao contorno.

Supde-se que o comportamento quantitativo do sélido seja descrito pela equagao

diferencial parcial:
E(u)+f:0, VueQ. 4.1)
Sendo:

E() + f*, um operador diferencial. O operador pode denotar uma equacao diferencial,

ou um conjunto de equagdes,

u , uma fungao escalar ou vetorial, e
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Para uma fun¢io w regular’ em I'. Define-se o produto interno:

(L(u)+fw)=[[ £(u)+ f ]waQ (4.2)

Q

A proposicdo do MRP consiste em distribuir a agdo do operador diferencial sobre a
regido QU . Essa distribuicdo ¢ feita segundo uma média ponderada com a fungdo w.
Aplicando-se sucessivas integragdes por partes na equagdo (4.2), o procedimento conduz a

forma transposta do produto interno, ou seja, transfere-se a agdo do operador diferencial de

L, (u) para L, (w), conforme a equagdo:

j[c(u)+f]wd9=ju[ﬁ(w)+f]d9+£[/\ﬂ(w)M(u)—M*(w)N(u)]dr. (4.3)

Q Q

Sendo:

M() e N () os operadores resultantes das integracdes por partes atuandoem I, e
L)+, M() e NT(.) os operadores adjuntos de L(.)+ f, M(.) e N'(.).

A equagdo (4.3) associa os operadores diferenciais aos termos contendo as

informagdes sobre as condigdes de contorno, como ¢ o caso de M(u) e N (u). Essa equagdo

¢ conhecida como segunda identidade de Green.

Uma propriedade importante dessa equagdo, afirma que se L'(.)=L(.), entdo
L(.)+ f ¢ auto-adjunto e nesse caso, ¢ possivel provar que M’ ()=M(.) e NT(.)=N ()

também serdo. Portanto, decorrem dois tipos diferentes de condi¢cdes de contorno para o
problema. As condi¢des de contorno essenciais e as condigdes de contorno naturais, assim

definidas:

Para um conjunto de valores N (u), prescritos em I'|, se estabelece um conjunto de

condigdes essenciais ou condi¢des de contorno de Dirichlet. Para valores prescritos de

? Entende-se por regular, toda fungdo continua de classe C".
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/\/l(u), em I',, se estabelece um conjunto de condi¢des naturais ou condi¢des de contorno de

Neumann. Sendo I', UT", por¢des complementares de I como representado na Figura 4.2.

=TT,

Figura 4.2: Por¢oes complementares de I".

Vale lembrar que todo o operador adjunto € positivo definido se:

[[£()+ 1 ]ud0>0, vu,

Q 4.4
j[ﬁ(u)Jrf]udQ:O@uEO. ¢4

Q

A propriedade de positividade definida ¢ importante para se estabelecer estratégias de

solucao aproximada para problemas variacionais.

4.2.2. Exemplo de Aplicaciao
Considere a equagao de equilibrio de Navier-Cauchy:
pu, +(p+A)u,  + f,=0. 4.5)

~ * . ~
Supde-se que u, seja uma funcdo ponderadora e que apresente a mesma natureza
. , . ;. * . . . .y,
vetorial de u;, porém, definida sobre o dominio € . Adiante, justificam-se essas hipoteses. A
parcela f, representa o termo ndo homogéneo da equagdo diferencial que ndo serd

considerado neste exemplo.

42



O operador diferencial da equagao (4.5) atua no campo vetorial dos deslocamentos u

de Q. Define-se o operador da seguinte forma:
L ()= u() 6+ (u+2)() - (4.6)

O objetivo do exemplo ¢ encontrar a forma transposta da equacdo (4.5) a partir do

operador L, (.).
Solugao:
Distribui-se a a¢do do operador £ () em €, aplicando-se o produto interno:

< > j[uujk,ﬁ +(u+A) ”l]u dQ. (4.7)

Integrando duas vezes por partes a equacdo (4.7) e a aplicando o teorema da

divergéncia, encontra-se:

<£l.j (uj ) ,ul*> = jyuj,ku:nké‘ljdl" —Iyu(iuzknké‘ljdl“ +I,uujul % 0,;dQ

(4.8)
+I ,u+/1 ujl ;n,dl — I ,u+/7, uu; n dl“-i—_[ U+ A u]ulﬂdQ
Ao se agrupar todos os termos do dominio e do contorno, obtém-se:
<[,l.j(uj), *> J.[ﬂ”,%uﬁ +(u+/1)ujulﬂ}d§2
“ (4.9)

+I(uf)[,u(uu +u,, )n +Au; n, ]dl"—j[,u(u;,i+uzj)ni +/1u:jni](uj)dl".
r r

JiT

A equacgdo (4.9) ¢ a forma transposta do produto interno, a menos das contribuigdes

dos operadores diferencias sobre o contorno I'.

4.2.3. Método Geral

Definiu-se anteriormente, que o MRP ¢ uma estratégia matematica aplicada na geragao
de solugdes aproximadas de equagdes diferenciais. Neste topico verifica-se o significado

dessa definicdo, a partir das seguintes consideragdes.
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Seja u, uma solucdo analitica da equagdo diferencial (4.1). Essa solugdo satisfaz a

equagao diferencial:
E(uo)zf. (4.10)
Com as seguintes condi¢gdes de contorno:

N (uy)=n, emT,, e

@.11)
M(uy)=m, emT,.

Diversas equagdes diferenciais parciais ndo apresentam solugdes imediatas, em caso
afirmativo, essas solugdes restringem-se a problemas particulares. Por isso, ¢ razoavel, se

admitir uma solucao aproximada # para a equagao (4.10).

Na pratica, essas solugdes sdo determinadas por meio da combinacdo linear entre os

parimetros «, e fungdes base ¢, linearmente independentes e admissiveis’:

=Y af,. (4.12)
Essas solugdes quando substituidas em (4.1) geram um residuo do tipo,
L(i)-f=R#0, emQ. (4.13)

A outra hipdtese consiste em se adotar um tipo especial de fungdo ponderadora. No

caso geral, adota-se a fun¢do w, como sendo a combinagdo linear entre os parametros /.

arbitrarios e fun¢des base linearmente independentes ¢, :

wziﬁigo, (4.14)

3 v~ ey eqe . o~ . . ~

A condicdo de admissibilidade relaciona as condigdes de contorno ao grau de continuidade das fungdes base.
Caso essas fungdes sejam admissiveis, ¢ possivel definir uma combinagdo linear com produto interno, norma e
métrica.
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Para minimizar o erro em ) emprega-se a definicdo do produto interno sobre o

residuo R :

j RwdQ =0, (4.15)
Q

Ao se substituir a fungao ponderadora (4.14) na equagao (4.15), distribui-se em média

o residuo sobre o dominio (2, da seguinte forma:

jR(pﬂ’QzO, VB, i=12,.,n. (4.16)
Q

O mesmo acontece em I, visto que # ¢ aproximado e ndo satisfaz exatamente as

condi¢cdes de contorno essenciais e naturais. Assim, surgem residuos sobre o contorno:

N(i)-n=R,#0,eml, e

M(ii)-m=TR, #0, emT,. (17

Da mesma forma, esses residuos sdo distribuidos em média sobre I') e I',. A segunda

identidade Green em termos dos residuos passa a ser escrita como:

[RwaQ = [ RN (w)dT - [ RM' (w)dT. (4.18)

A equagdo (4.18) ¢ a representagdo integral das equacdes diferenciais (4.1). As
equacdes integrais sdo sentencas matematicas uteis para a geragdo de solucdes aproximadas
de problemas variacionais. Diferentes métodos numéricos podem ser obtidos a partir da
formulacao variacional, o que os diferencia ¢ o tipo de fungdo ponderadora adotada e a ordem

de relaxamento das derivadas do operador diferencial.

4.2.4. Aplicacoes na Elasticidade Linear

Diferentes classes de métodos numéricos podem derivar do MRP, tais como, o método
dos elementos de contorno (MEC), o método dos elementos finitos (MEF), entre outros.

Apresenta-se agora, a aplicacdo do MRP ao problema elastico linear.
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Seja a equacgdo diferencial de equilibrio do problema eldstico linear para materiais

homogéneos e isotrdpicos, reproduzida a seguir:
o, ,;+ /=0, emQ. (4.19)

Com as condi¢des de contorno essenciais e naturais representadas na Figura 4.3.

AdAA

Figura 4.3: Condicoes de contorno em deslocamento e for¢a de superficie.

Nota-se que o operador diferencial ¢ £(.)=(.) +/; e atua sobre o campo o,. A

parcela f, é o termo ndo homogéneo da equagdo diferencial e representa as for¢a de dominio
J& B . ~ * . *
que atuam sobre solido. Assume-se ainda, a mesma fungdo ponderadora u, definida em

.y ;. * , . . ..
com a hipdtese de que o dominio Q apresente as mesmas caracteristicas do meio elastico

linear, homogéneo e isotropico.

O MRP garante que uma solucdo aproximada i , produz o seguinte residuo na equacao

diferencial:

o,/ #0, emQ. (4.20)
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Esse residuo devera ser distribuido em média por todo dominio Q por meio do

produto interno:

[(oy,+1)uid. (4.21)

No contorno, a solu¢ao aproximada também gera um erro dado por:

u,—u,#0,emI’,, e
(4.22)

W

—t#0,emT,.

As desigualdades (4.22) sdo os residuos gerados nas por¢des complementares do

contorno, que surgem ao se aproximar os deslocamentos e as forgas de superficie.

Minimiza-se o residuo de (4.21), procedendo-se a integral:

Yy,J L

[o, wdQ+] fuidQ=0. (4.23)
Q Q

Na equacao (4.23), o residuo atua exclusivamente sobre o dominio do so6lido. A
relag@o entre os residuos do dominio e do contorno ¢ feita ao se integrar por partes a primeira

parcela de (4.23) e em seguida aplicar, o teorema da divergéncia, que resulta:

gt

[onudr—[ou ,d+ fudQ=0. (4.24)
r Q Q

. \ . r . . . . *
Devido as hipdteses assumidas acerca das propriedades dos materiais de Q e Q'

prova-se que os tensores constitutivos desses dominios sdo simétricos. Logo as seguintes

~ ~ rqe * * * * . . *
relagdes sdo validas: o,¢, = E 6,6, = &,E,,6; = 0,,&,. Substituindo o produto o,¢&, na

equagao (4.24) e conservando os indices originais, obtém-se:

g, yoLJ

onudl —|ocu dQ+| fu dQ=0. (4.25)
Jonudr-| [
r Q Q

A relagdo de simetria, o,¢, =0,¢, é também denominada de primeiro teorema de
Betti, ou teorema da reciprocidade e o, ¢ o campo de tensdes associadas a funcdo

ponderadora u, . Porém, a equagio integral (4.25), apresenta ainda o operador atuando sobre
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um termo no dominio. Ao se aplicar o teorema da divergéncia sobre a segunda parcela da

equacao (4.25), resulta:

gyt gy, ot

[onudr—[omnudt+[o; udQ+| fudQ=0. (4.26)
r r Q Q

Substituindo as equagdes de Cauchy, obtém-se a forma transposta da equacao (4.26).

1

[0 udQ+ [ fardQ=—[ta;dl + [ugdr. (4.27)
Q Q r r

Aplicando-se as condi¢des de contorno em deslocamento e forca de superficie nas

por¢des complementares de I", obtém-se:

[0 udQ+ [ furdQ=~[ tuidl — [ Tu/dT + [l + [ wt;dT (4.28)
Q Q I, r, I I,

A equacdo (4.28) ¢ denominada sentenca inversa do MRP.

Ao se substituir as condi¢des de contorno na equagdo (4.27), as aproximagdes para os
campos de deslocamento e for¢a de superficie conduzem aos residuos sobre o dominio e o
contorno. Verifica-se essa propriedade, somente se for recuperada a proposta inicial do MRP.

Efetuando-se duas integracdes por partes na primeira parcela de (4.28), resulta:

J‘(Gm +fl.)u:dQ= .[(ti —tj)ufdl“—j(ui —u)t;dT, (4.29)

Q rz 1—l
A equacdo (4.29) ¢ a sentenca direta ou sentenca original do MRP.

Antes de apresentar as equagdes integrais de contorno do problema elastico, cabe

nesse momento justificar as hipoteses assumidas a respeito da natureza da fung¢do ponderadora

u; € Q. O préoximo item trata desse assunto.

4.3. Solu¢oes Fundamentais

O procedimento para a geragdo da funcdo ponderadora depende do método numérico
adotado para a resolucdo do problema. Aqui, admite-se que a fun¢do ponderadora ¢ uma

solugdo particular da equagdo diferencial do problema fisico denominada solugdo
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fundamental. Essa particularidade se aplica na geracdo das equacdes integrais de contorno,
como sera apresentado a seguir.

Um problema fundamental da elastoestatica consiste na solu¢do da equagao diferencial

de equilibrio para um solido tridimensional infinito sujeito a acdo de uma carga estatica. A

solugdo desse problema para os meios isotropicos foi determinada por Kelvin (1848). A
seguir, obtém-se a solu¢cdo fundamental do problema eldstico bidimensional.

Seja o dominio bidimensional infinito Q. sujeito a a¢do de uma forga concentrada
ponto fonte.

atuando no ponto X', de acordo com a Figura 4.4. Esse ponto ¢ comumente denominado,

I
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Figura 4.4: Problema fundamental.

A realidade fisica ndo permite que uma for¢ca pontual seja descrita em termos de

funcdes matematicas cldssicas, uma vez que haverd sempre uma superficie cuja forga exerce

influéncia. Por essa razdo, ¢ conveniente expressa-la por meio da teoria das distribuigoes.
Nesse caso, a for¢a concentrada ¢ a distribuicao delta de Dirac, escrita como:

£ =8(x"x)e.
Sendo:

(4.30)
o (X X ) , a distribui¢do de Dirac, e
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é,, 0 vetor unitario que orienta o sentido da for¢a no plano.
Para o caso de problemas bidimensionais, decompdem-se a solugdo fundamental em
dois estados de carregamento independentes.

O primeiro representa a acdo da forga pontual unitaria em X' na direcdo x,, ver
Figura 4.5.

X
X!

\
0
\

Figura 4.5: Problema fundamental na direcao 1

As equagdes de equilibrio desse problema sdo:

(4.31)

O primeiro indice das equagdes indica a diregdo de aplicagdo da for¢a no ponto X' .



Situac¢do semelhante ocorre para a for¢a atuando na direcdo de x,, como se verifica na
Figura 4.6.

’

Figura 4.6: Problema fundamental na dire¢do 2.

Nesse caso, as equacdes de equilibrio ficam:

o, (X, X)+0=0, ¢ )
o, (XL X)+5(X,X)=0 '

Em notacdo indicial, € possivel agrupar essas equagdes em uma unica representagao:
0 (X', X)+ (X', X)6, =0 comk=1,2. (4.33)
Sendo:

0,;, 0 delta de Kronecker. O indice & indica a dire¢do da for¢a aplicada e o indice i a
direcdo do equilibrio.

O contorno tracejado representa o limite ficticio I, de um sdlido com dominio
infinito Q.
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Escrevendo a equacdo de equilibrio (4.33) em funcdo dos deslocamentos dos pontos

campo X , devido a presenca da forga unitaria em X', resulta:
pg (XX )+ (pu+A)uy (X, X)==6(X',X)6,. (4.34)

Cheng e Howitt (1996) classificam os métodos de solucdes da equagdo diferencial
(4.34) em dois grupos principais. Os métodos com base nas fungdes de tensdo, como por
exemplo, as fungdes de Airy e as fungdes complexas de Muskhelishvili e os métodos com
base na teoria de potenciais vetoriais como os potenciais de Papkovich-Neuber e Boussinesq-
Galerkin. Neste item demonstra-se a solucdo fundamental dos deslocamentos a partir do

potencial vetorial de Boussinesq-Galerkin.

Homander (1963) apresenta um método de solugdo das equagdes diferenciais parciais
elipticas por meio da teoria de operadores matriciais. O procedimento de Homander ¢ descrito
em Rashed e Brebbia (2003) para transformar a equagao integral das forcas de dominio em
equagoes integrais sobre o contorno. Wang, et al. (2008), prova o método de Homander na
forma de um teorema geral que garante a unicidade das solu¢des na elasticidade. O

enunciando do teorema ¢ o seguinte:

As solugoes das equacdes diferenciais que governam a teoria da elasticidade tém a

forma geral:
th; = 40y
Somente se o potencial vetorial for solugdo da equagdo, Agp,; =-0 (X X )5@- .
Sendo:
Al (.), o operador adjunto de 4, (.),

@,; » um potencial vetorial,

A=l ()

, 0 determinante do operador matricial 4, (.).
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De posse da equagdo diferencial (4.34), define-se o operador:

Ay ()= #() 0 05 + (et 2) (), (4.35)
Substituindo (4.35) na equagdo diferencial (4.34), resulta:

Ay (X', X)=-6(X",X)6,. (4.36)
Sendo:
4, (), um operador matricial.

De acordo com o teorema supracitado, a solu¢cdo fundamental da equagdo diferencial é
determinada por meio do operador adjunto de (4.35). Define-se o operador matricial adjunto

como a matriz transposta da matriz dos cofatores, expressos como:
A1) = (24 2)(),, 8, ~(1+ )0, @37)
Portanto, a solu¢do fundamental da equacgdo diferencial (4.34) fica:
u;;. :(2ﬂ+/1)§0ki,11_(ﬂ+/1)(%,g- (4.38)

Para que o potencial vetorial seja solugdo dessa equagdo, o teorema afirma que ¢,

deve satisfazer a equagdo diferencial,
12u+2) P =6 (X', X) 6, (4.39)
Sendo:
A= pu(2u+2)(.),,,» 0 determinante do operador 4; (.).

A equacao (4.38) expressa os deslocamentos em fun¢do de um potencial vetorial
desacoplado, denominado vetor de Boussinesq-Galerkin. O potencial vetorial ¢ determinado
apos a solugdo da equacao diferencial bi-harmonica (4.39), que € bem conhecida da teoria do

potencial.
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A solucdo dessa equacdo pode ser obtida considerando-se a invaridncia do operador
Laplaciano sob rotagdes que permite expressar uma solu¢do da equacdo (4.39) em termos de

solucdes radiais. Para problemas bidimensionais a solucao fica:

_§ki

=—— K47 h(r)d,. 4.40
87[#(2#_“1)1’ n|r|+ (r) . (4.40)

Oy

Sendo:
h(r) =ar’ +bln|r|+c, uma fun¢ao do raio .

Renardy e Rogers (1993), Kythe (1996) e Axler et. all. (2001) apresentam os

fundamentos para a resolucao das equagdes diferenciais parciais desse tipo.

Realizando as derivagdes necessarias sobre (4.40), obtém-se a solu¢ao fundamental em

deslocamentos, para o problema de Kelvin:

u, = | (3= 4v)In|r| 5, 1, +(7_8V)5,a}. (4.41)

_87r,u(1—v)

De posse da solucdo fundamental dos deslocamentos, determinam-se a solucdo

~ . . . * * %
fundamental em deformagdes realizando a substituigdo 2¢&,, =u,,  +u,;, 0 que resulta:

* 1
S = 8au(l-v)r {(1 ~2v)[1,8, 41,8, [+ 2rrr, ~ ”,kaﬁ} : (4.42)

Substituindo (4.42) na lei de Hooke o, = 8,6, +2uc,;, obtém-se a solugdo

fundamental das tensdes:

. 1
O = —m{(l - 2v)[ijj5kl. +r,0, — ijké'ﬁ] + 2zjkijiijj}. (4.43)
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Do equilibrio sobre o contorno do problema, obtém-se a forca de superficie
fundamental por meio da equagdo de Cauchy 7, = o;;n,, logo:

. 1 0
tki = —m{a’: [(1—21/)51“- +27’:k}’:i]+(1—21/)|:7’:il’lk —I’Zkl’li:l}.

(4.44)

E importante notar que a natureza das solu¢des fundamentais é singular. Quando o
ponto fonte se aproxima do ponto campo a solu¢do fundamental torna-se assintotica e tende a

um valor imprdprio, como pode ser analisando ao se efetuar o limite em » — 0. Essa

caracteristica serd estudada quando for apresentado o método de regularizagdo no préoximo
capitulo.

A seguir apresentam-se as equacdes integrais de contorno que compodem a formulacao
basica para a geracao do método dos elementos de contorno.

4.4. Equacoes Integrais de Contorno

Considere agora, uma sub-regido finita {QUF} Q. , com ponto fonte X' €Q e

ponto campo x € I", conforme a Figura 4.7.

Figura 4.7: Dominio finito {QUT} contido em Q.
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A sentenca inversa do MRP, equagdo (4.27), produz o seguinte resultado quando

aplicada em cada uma das dire¢cdes do problema fundamental:

jO‘kU ; dQ—i—Iuk x)fl (x)dQ = —ju; (X’,x)tl. (x) dl"+_[t; (X',x)ul. (x) dl'.(4.45)

r

A primeira parcela de (4.45) ¢ relativa ao problema fundamental de Kelvin com o

ponto campo localizado sobre o contorno I'. Substituindo (4.33) em (4.45), resulta:

jﬁ(X',x)ui (x)6,dQ = Iu; (X',x)t, (x)dl"—jt; (X',x)u,(x) dl“—i-_[u;. (X',x) f;(x)d €. (4.46)

Q r

Uma propriedade importante da distribui¢do delta de Dirac ¢ a caracteristica de

selecdo, definida como:

[F(x)s(x",x)dQ= (4.47)

Q

F(X'),seX'eQ, e
0, se X' ¢ {QUT}.

A distribui¢do delta de Dirac faz parte de uma classe de fungdes denominadas fungdes
generalizadas. Conceitualmente a distribuicao delta de Dirac representa um efeito de uma

forca impulsiva ou a densidade do carregamento concentrado.

De posse da propriedade de selecao da distribuicao de Dirac, a primeira parcela de
(4.46), resulta:

J-5(X',x)ui(x)5kidQ=uk (X'). (4.48)

Q

Substituindo esse resultado na equacgao (4.46), tem-se:

u, (X')= Iu; (X',x)t, (x)dl"—jt; (X', x)y, (x)dl“-i—ju; (X', x) fi(x)dQ.  (4.49)

r

A equacao (4.49) ¢ denominada identidade Somigliana. Essa equacao integral ¢ a base
para a obtencdo de diferentes tipos de formulagdes com base nas equacdes integrais de

contorno, como sera visto a seguir.

56



4.5. Equacoes Integrais de Contorno para Pontos no Contorno

A identidade Somigliana ¢ valida para qualquer ponto fonte dentro do dominio Q.
Essa equacdo relaciona os valores dos deslocamentos dos pontos do dominio, as variaveis,
deslocamento e for¢a de superficie do contorno I'. Porém, para que possa ser utilizada, ¢
necessario calcular primeiramente as variaveis sobre o contorno, ¢ isso se faz avaliando-se o
limite de (4.49) quando X' € Q— x'eT" . E comum denominar essa situacio de problema
singular, uma vez que as equagdes integrais apresentam valores improprios no integrando em

decorréncia da natureza das solugdes fundamentais.

4.5.1. Formulaciao em Deslocamento

A formulagdo em deslocamento emprega a identidade Somigliana na avaliagdo dos

deslocamentos e forgas de superficie sobre o contorno do problema.

Para que o ponto fonte seja avaliado sobre o contorno, considera-se que o dominio do
problema seja acrescido de uma regido circular de raio & em torno do ponto x', como na

Figura 4.8.

Figura 4.8: Ponto fonte sobre o contorno.
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A regido que delimita a fronteira do dominio é representada por, T = (F -I, ) +T.
Sendo:
I', o contorno original,

I',, a por¢do do contorno original que foi removida, e
I'7, a porgdo acrescida devido a regido Q. .

Realizando o limite na equagdo (4.49) quando ¢ — 0, avalia-se o comportamento das

equagdes integrais de contorno singulares quando, I — T .

Efetuando o limite, a equagdo passa a ser escrita como:

r

u, (x') = Iu;; (x',x)z,(x)dl —jt; (x',x)u, (x)dl“-i—iu; (x',x) f;(x)d (4.50)

—

Para facilitar a andlise dos limites, consideram-se os termos isoladamente. A primeira

parcela do segundo membro da equacdo (4.50) é:

Jui, (¢, %)t (x)dU =lim [ g, (X7,x)1, (x)dT +lim [ (X', %) (x)dT. - (451)
r r;

A primeira parcela da integral (4.51) ¢ impropria e integravel no sentido do valor

principal de Cauchy. Essa caracteristica justifica-se devido a singularidade de ordem O(/nr)

introduzida na solugdo fundamental. Ao integrar o segundo termo com o limite, verifica-se a
regularidade do integrando, cujo limite fundamental ¢ igual a zero. Portanto, a andlise de

(4.51) resulta:

lim | (X',x)t,(x)dl =fu (x',x) ¢ (x)dT. (4.52)
r-r

Isolando agora a segunda parcela do lado direito da equagdo (4.50), tem-se:

Iz‘;(x’,x)ul.(x)dl“zling t;(X’,x)ul.(x)dFJrlirrgIt;(X’,x)ul.(x)dF. (4.53)
f‘ &> E—> r+
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A primeira parcela que contém o limite na equacdo (4.53), também ¢ uma integral
impropria, mas com singularidade de ordem O(r™'). Essa integral deve ser avaliada no

sentido do valor principal de Cauchy, porém com um critério de continuidade mais restrito

para a existéncia dos deslocamentos. Esse critério ¢ dado por meio da continuidade de Holder.

Uma fungao ¢ continua em Holder se existem constantes £ >0 e 0 < <1, tal que,

<k (4.54)

O valor de xdevera estar suficientemente proximo de x’. Sendo r a distancia entre o

ponto fonte e o ponto campo.

Obedecendo ao critério de continuidade de Holder, a primeira parcela pode ser

avaliada no contorno por meio do valor principal de Cauchy, dado por:

e—0

lim t;;.(X',x)ul.(x)df={-t;(x',x)ui(x)dl“. (4.55)
. r

Para se efetuar o limite da segunda parcela de (4.53) procede-se a regularizagao dos
deslocamentos introduzindo o primeiro termo da expansdo de Taylor nas vizinhangas do

ponto fonte, que resulta:

&0 &0
Ty Tt

&

lim | £, (X',x)u, (x)dT =lim | £ (X', x)[u, (x)—u,(x) |dT +u, (x')!gllrg J- t,(X',x)dT. (4.56)
r;

Devido ao critério de continuidade dos deslocamentos sobre o ponto fonte, a primeira

parcela de (4.56) ¢ limitada e nula. A segunda parcela conduz a um coeficiente dado por:

o, (x')=lim | 1, (X",x)dT. (4.57)
T

Substituindo (4.55) e (4.57) na parcela (4.53), resulta:

| Sy

t, (X', x)u,(x)dT = ‘j‘-t,; (x,x)u, (x)dT +a,, (x)u, (x). (4.58)
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Finalmente, as equagdes integrais de contorno para os pontos fontes no contorno I’

sdo escritas, sob a forma geral:

Cy (x")u, (x')+]£t;; (x',x)u, (x)dl =:Fu;;. (x',x)1, (x)dl“+'[u;; (x',x) f;(x)dQ. (4.59)

r

Sendo:
Cy(x') =6, +a, ("), o termo livre da equagio.

Para problemas em que a geometria do contorno € suave demonstra-se que:

a,(x')= —%. (4.60)

Analisando a equacdo integral de contorno (4.59), constata-se que existe ainda uma
parcela relativa as forcas de dominio. Essa parcela pode ser avaliada sobre o contorno, por

meio da técnica do potencial vetorial de Boussinesq-Galerkin.

4.5.2. Formulacao em Tensoes

As tensdes no contorno sdo obtidas apds a diferenciagcdo da identidade Somigliana em

relagdo a direcdo do ponto fonte X A;, seguida da substituicdo da lei constitutiva do material.

Ao se efetuar o limite da distincia entre o ponto fonte e o ponto campo, surge um termo que
carrega consigo uma integral impropria no sentido da parte finita de Hadamard. Nao ha

nenhuma restricdo quanto a essa diferenciacdo desde que as solugdes fundamentais em

deslocamentos e forgas de superficie sejam suaves e de classe C' (Q) O resultado dessas

operagOes gera a equagio:

—o; (x') =:FD,Z.]. (x',x)z, (x)dT —jES;.j (x',x)u, (X)dF+IDZU (x',x) f, (x)dQ. (4.61)

r r
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Sendo:

D (x'.x)=uy (x\x) e Sy (x.x)=t;;(x.x), as derivadas das solugdes
fundamentais dos deslocamentos e das forgas de superficie. Essas solugdes fundamentais
apresentam natureza singular devido o comportamento das fungdes O(r‘l) e O(r‘z) quando

r—0.

A equagdo integral (4.61) permite avaliar as tensdes sobre contornos suaves. Neste
trabalho admite-se sempre a existéncia desse tipo de regido, hipotese essa que serd justificada

quando for explicado o método dos elementos de contorno.

Hé4 também uma forma alternativa de se determinar as variaveis nos pontos do
contorno. Essa se faz por meio da formulagao em forca de superficie, como sera apresentado a

seguir.
4.5.3. Formulac¢do em For¢a de Superficie

As equagdes integrais de contorno provenientes desse tipo de formulagdo apresentam
as mesmas solugdes fundamentais utilizadas na formulagdo em tensdes, conseqiientemente o

mesmo tipo de singularidade presentes nos nucleos das integrais.

A formulagdo em forca de superficie ¢ obtida substituindo-se a equacao de Cauchy em

(4.61), que resulta:

%fi (x")=n, (x')][DZ,-, (x',x)t, (x)dT —n, (x')jtsljﬁ ('.x) 1, (x)dT
) ' (4.62)
th, (x,)J-D;ij (X',x)fk (X)dQ.

Q

A equacdo (4.62) determina os mesmos valores para as variaveis sobre o contorno,
semelhante a equagdo integral (4.59), porém, utilizando a integragdao sobre as derivadas das
solucdes fundamentais, o que ira gerar diferentes valores na primeira e segunda parcela da

equagdo (4.62).

E interessante definir essa equagdo integral alternativa, pois ela é a base da formulagdo

dual do método dos elementos de contorno, tema tratado também no préximo capitulo.
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Uma vez definidos os deslocamentos, as forgas de superficie e as tensdes no contorno,

¢ possivel calcular as varidveis no dominio, como serd apresentado a seguir.
4.6. Equacoes Integrais de Contorno para Pontos no Dominio.

Muitas vezes € interessante determinar os valores dos deslocamentos, tensdes e
deformagdes em pontos do dominio para que seja possivel analisar o comportamento
completo dos solidos. E possivel se efetuar essa analise por meio das equagdes integrais em
deslocamentos, deformacgdes e tensdes para os pontos do dominio, como sera apresentado a

seguir.
4.6.1. Deslocamentos Internos

Os deslocamentos dos pontos do dominio s@o determinados por meio dos valores dos
deslocamentos e forgas de superficie do contorno, utilizando a identidade Somigliana,

reproduzida aqui:

u, (X')= Iu; (X',x)t, (x)dl"—jt; (X', x)y, (x)dl“-i—ju;. (X', x) fi(x)dQ.  (4.63)

r

4.6.2. Deformacoes Internas

Para o calculo das deformacgdes dos pontos internos por meio de equagdes integrais,
procede-se a derivacdo da solucdo fundamental (4.63) e posterior substitui¢ao nas relagdes
deslocamento deformacdes. A derivada da equagdo dos deslocamentos em relagdo ao ponto

fonte fornece:

u, .[u,a]Xx x)dI - '[t

ki,j
r

x)u, (X)dT+ [uy,  (X',x) £, (x)dQ. (4.64)

j

4.6.3. Tensoes Internas

Finalmente, a identidade Somigliana para as tensdes dos pontos internos ¢ obtida ao se

realizar a substitui¢do da lei constitutiva sobre a equacao (4.64), resultando:

0, (X") = [ Dy (X',x) (x)dT = [ Sy (X', x)u, (x)dT + [ Dy, (X', %) £ (x) Q. (4.65)

r
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5. Método dos Elementos de Contorno

5.1. Apresentacio

Segundo Aliabadi (2002), as equagdes integrais de contorno podem ser empregadas
diretamente na solucdo de problemas com geometrias e carregamentos elementares. Em
problemas mais complexos, as equacdes integrais ndo apresentam solugdes imediatas

devendo-se recorrer aos métodos numeéricos.

Este capitulo destina-se a apresentacdo do método dos elementos de contorno como
uma ferramenta numérica para a resolu¢ao de problemas da Engenharia. O método consiste

em discretizar as equagoes integrais de contorno provenientes do MRP.

5.2. Discretizacao das Equacoes Integrais de Contorno

Neste item apresenta-se a forma discreta das EIC. Inicia-se a constru¢do do problema
numérico definindo-se um ente abstrato, de natureza puramente matematica, denominado

elemento de contorno.

Para o caso bidimensional, o elemento de contorno ¢ um segmento qualquer utilizado

na descricao da fronteira do espaco fisico, como na Figura 5.1.

Figura 5.1: Discretizacio com elementos de contorno curvos.

63



A discretizagdo do problema consiste em dividir o contorno em um numero finito de
elementos. Na auséncia de forcas de dominio, as equagdes integrais dos deslocamentos e das

forgas de superficie ficam:

Para a formula¢do em deslocamento.

Cy (x ij,ﬂ (x,x)u, (x)dT, =" [ Uy, (x,x)t,(x)dT,. (5.1)

nlr n=l D

Para a formulag¢do em forgas de superficie.

%t (x")= J.Dky ), (x)dT, —n, (x') ISkU (x',x)u, (x)dr,. (5.2)
Sendo

ne, o numero de elementos de contorno.

Para representar esses segmentos com maior generalidade adotam-se os polinomios de
Lagrange, como serd discutido no proximo item. Apos a explanagdo dos polindmios

interpoladores, retoma-se o procedimento de discretizagao das EIC.

5.2.1. Elementos de Contorno Curvos de Ordem Qualquer

Tendo em vista contribuir com uma nova filosofia de aplicacio do MEC no
Departamento de Engenharia de Estruturas desenvolve-se a formulagdo dos elementos de

contorno curvos com qualquer ordem de aproximacao.

Como j4 mencionado, os elementos de contorno sdo gerados a partir dos polindmios

de Lagrange:
& ‘f - ‘fj
Tl
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Os polindmios de Lagrange resultam do produto de n fatores lineares e satisfazem a

particdo da unidade, ou seja, Y4, (&) =1. Verifica-se também que Z%(ﬁ) =0. Além do

i=1 i=1

mais, em pontos especificos do dominio —1< & <+1, a fungdo de forma assume:

4(¢,)=0, (5.4)
Sendo:

0, » 0 delta de Kronecker.

Neste texto, restringe-se o dominio da func¢ao de forma ao intervalo [—l, +1] , devido as

futuras aplicagdes com a quadratura de Gauss-Legendre.

A seguir ilustram-se algumas fungdes interpoladoras geradas a partir dos polindmios

de Lagrange.
Elementos de Contorno Lineares

O polindmio do primeiro grau ¢ a aproximagdo mais elementar dessa classe de
polindmios. Nessa interpolagdo utilizam-se elementos retos com apenas dois pontos base. As
funcdes de forma sdo geradas particionado o dominio adimensional em subintervalos

igualmente espacados, de acordo com o grau da aproximagao.

Para a aproximagao linear divide-se 0 dominio em um unico intervalo com os pontos

base sendo os proprios valores extremos do intervalo como mostra a Figura 5.2.
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X.

Figura 5.2: Elemento de contorno linear.

As fungdes de forma dessa aproximagao ficam:

§(6)=5(1-8) € 4,(6) = 3(1+8), 6:9)

-1 01— $2(8) 1

Figura 5.3: Polindmio de Lagrange do 1° grau.
Com as derivadas constantes dadas por:

=5 @)=

dé 2 de (5-6)

1
2



—OLEE) —— 62,49

Figura 5.4: Derivadas das funcées interpoladoras do 1° grau.

Elementos de Contorno Quadraticos

O primeiro caso em que € possivel representar o elemento de contorno por um
segmento curvo ¢ por meio das aproximagdes quadraticas. Nessa aproximacdo, o dominio
adimensional ¢ subdividido em dois segmentos igualmente espagados sendo os pontos base

iguaisa & =-1, &, =0 e & =+1, conforme a Figura 5.5.

Figura 5.5: Elemento de contorno quadratico.

As fungdes de forma para esses elementos sdo:
4(&)=-36(1-8), h(&)=1-8 ¢ (&)= (148). (5.7
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-l 0

—1(E) ——¢2(8) =~ ¢$3(9)

Figura 5.6: Polinomio de Lagrange do 2° grau.

As primeiras derivadas dessas fungdes resultam:

A oy L 4oy e Aoy L
dg(‘f)_f > dg(f) 2 e dé(cf) §+2. (5.8)

[ 0160 0260 —0.5©)]

Figura 5.7: Derivada das funcdes interpoladoras do 2° grau.

Elementos de Contorno Cubicos

A aproximacdo cubica ¢ obtida dividindo-se o dominio adimensional em trés

segmentos igualmente espacados de modo que os pontos base sejam, & =-1, &, =-1/3,

& =+1/3 e £, =+1, como na Figura 5.8.
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L

Figura 5.8: Elemento de contorno cubico.

As fungdes interpoladoras com essa aproximacao resultam:

4(8)= (98 -1)(1-8), (&)= (1-¢*)(1-32).

0.(6) = (1-8)(1438) € (&) = (96 ~1)(1+2)

i 043333333 0

0.333333333

[=010) —0© —66 ~ #e)

Figura 5.9: Polindmio de Lagrange do 3° grau.

(5.9)
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As derivadas dessas funcdes sdao dadas por:

¢ o9 PN PN

2z (=15 (1 (1=8). T2(8) =1 (97 -2 -3). oo
dg, 9 2 dg, 9 ’
dii (‘f)zﬁ(—% —26+3) e —CZZ (§)=R(3§—1)(1+§)_

Bl )@333333 0.333333333

[ oree) o260 e - e

Figura 5.10: Derivada das funcoes interpoladoras do 3° grau.

Ao se adotar os elementos de contorno curvos na analise de problemas com o MEC
deve-se calcular os versores normais e tangentes sobre os pontos de colocagdo, assim como
sobre os pontos da integracdo numérica. Essa caracteristica ¢ fundamental para a

generalizacdo do grau da aproximacao usada na interpolagdo com esses polindmios.

Uma vantagem de se usar os polindmios de Lagrange ¢ a facilidade em se gerar

elementos de contorno isoparamétricos.

5.2.2. Elementos de Contorno Isoparamétricos

Utilizando-se as fungdes de forma descritas anteriormente, a geometria do problema

fica dada por: x, =¢, (cf)x;”, com m variando de 1 até o nimero de nos sobre o elemento de

contorno, nne. A quantidade desses pontos sobre o elemento depende exclusivamente do grau

da aproximagao adotada.
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As varidveis fisicas sdo escritas da mesma forma, u,=¢, (é)u’” para os

l

deslocamentos e 7, =¢, (&)t para a forga de superficie, sendo ¢, (&) as fungdes de forma

definidas no sistema de coordenadas adimensional.

O fato da ordem de aproximagdo ser a mesma para todas as variaveis € que determina

a nomenclatura isoparamétrica.

Substituindo-se as aproximacdes da geometria e das variaveis nas equagoes (5.1) e

(5.2), obtém-se a formulagdo discreta das equacdes integrais de contorno.

Para a formulagao em deslocamento

C (), (x) + [, (&) T (', x)dT " = [ 4, (&) Uy (¥, x)dT ", (5.11)

r r

Para a formulacao em forga de superficie.

%ti(x')znj(x')jqﬁm(f)l)ky (X X dF 1= j¢ kl] X' x)dF u,". (5.12)

O indice n representa a quantidade de elementos de contorno da discretizagao.

Com o intuito de facilitar a geracao das funcdes de forma e elaborar uma estratégia de
integragdo numérica geral ¢ conveniente definir o elemento de contorno na sua forma
paramétrica, ou seja, introduzir um elemento de contorno curvo qualquer, no espago

adimensional da coordenada &. Para que essa transformagdo seja escrita corretamente ¢

necessario representar o segmento do contorno dI", a partir do Jacobiano da transformagao.
dr, =J, (&)dé. (5.13)

Sendo:

\/¢m§ x"-¢,.(£)x", o Jacobiano da transformagio do elemento

unidimensional definido no espaco cartesiano bidimensional com i variandode 1 a2, e

n, o numero do elemento e m , a variacao da quantidade de nds por elemento.
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Procedendo a substituicao da relagdo (5.13) nas equagdes (5.11) e (5.12), chega-se

finalmente a forma discreta das EIC:
C. (X Vu, (x )+ H (¥, x)u" =G (x', )" (5.14)

Sendo:

" = j¢ Tu(£,8),(£)dE e

G = .[ 6, (E)U, (&),6)J,(£)dE, os coeficientes das matrizes de influéncia que

trazem nos nucleos das integrais as solu¢des fundamentais da formulacao em deslocamento.

Da mesma forma, para a equacao (5.12):

1

Eti( x')= G (x,x) 8" —H" (X', x)u;”, (5.15)
Sendo:
C_;sz = I¢ kl/ )Jn (§)d§7 S
H!" = I #,(&)S, (x',x)J,(£)dE, os coeficientes das matrizes de influéncia

que trazem nos nucleos das integrais, as derivadas da solugdo fundamental utilizadas na

formulacao em forca de superficie.

5.2.3. Solucio Algébrica do Sistema de Equagoes

O método mais comum de resolugao das EIC ¢ por meio do método da colocacao

pontual, que em notag¢ao indicial fica:
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Para a formula¢do em deslocamento,
1 1 ryinm, nm Inm nm
Eui +H,"u" =Gt (5.16)

Para a formulacao em forca de superficie,

1 ! ~Inm nm Inm_ nm
Eti =G "t —-H,"u". (5.17)
Como mencionado no capitulo anterior, consideram-se os pontos de colocagdo
b
pertencentes a contornos suaves. Portanto, ¢ possivel admitir que os valores de deslocamentos

e forgas de superficies sobre o contorno sejam tunicos, de forma que as equagdes (5.16) e

(5.17) passam a ser escritas como:

(Fl,ﬁ;’m +%5,§;’mju;’m =G}t (5.18)
Inm_ nm ~Inm 1 Inm nm
H"uy :(Gki _Eé‘ki jtk . (5.19)
Em notagdo matricial as equagdes (5.18) e (5.19) ficam:
HU =(GT. (5.20)

Sendo:

H e G matrizes com 2nn linhas por 2nn colunas e nn igual ao nimero de pontos de

colocagao.

A solugdo desse sistema sé € possivel se forem conhecidas as condi¢gdes de contorno
do problema. Ao se introduzir as condi¢des de contorno, as colunas das matrizes H ¢ G

devem ser reorganizadas de modo a se obter um sistema do tipo:

AX =B. (5.21)
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Sendo:

A, uma matriz quadrada, cheia e ndo simétrica, que contém os coeficientes das

variaveis desconhecidas do problema,
X , o vetor com todas as variaveis a serem determinadas, e

B, um vetor resultante do produto matricial entre a matriz dos coeficientes, com o

vetor que contém os valores conhecidos no contorno do problema.

A dificuldade que ocorre na resolucdo desse sistema de equagdes consiste em se
determinar os coeficientes da diagonal das matrizes H e G, pois eles carregam os valores
singulares das equagdes integrais de contorno. Uma forma de transpor esse problema ¢

conhecida como movimento de corpo rigido.

O movimento de corpo rigido se caracteriza pela auséncia das forcas de superficie,

sendo que o so6lido se desloca no espago sem sofrer deformagao, o que resulta:
HU =0. (5.22)

A equacao (5.22) caracteriza-se como um problema tipico de autovalor, contendo uma

solu¢do possivel e determinada denominada solugao trivial.

Dessa equagao decorre que para uma dada linha da matriz H , a soma dos coeficientes
localizados nas colunas pares deve ser nula, assim como a soma dos coeficientes localizados

na coluna impar. Essa propriedade ¢ valida para dominios finitos.

Caso se trate de um dominio infinito, as integrais das forgas de superficie resultam nas

forgas reativas do problema fundamental de Kelvin na dire¢ao considerada.
Essas propriedades podem ser resumidas como:

Para dominios finitos,

2 My =0e ) Hp, =0, (5.23)
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Sendo:

i, o indice que representa as linhas da matriz, e

J, o indice relativo as colunas da matriz.

Para dominios infinitos,

Z; Hopyoy =1 e Zl: Hyiy2) =05 (5.24)
Jj= j=
= H(Zi)(Zj—l) =0e ;H(Zi)(Zj) =1. (5.25)

Nos problemas da MFLE o movimento de corpo rigido perde a validade, por isso é
necessario se desenvolver uma estratégia mais geral para avaliar as integrais singulares. Essa

estratégia ¢ descrita a seguir e denomina-se método da subtracdo de singularidade.
5.3. Método da Subtracio de Singularidade

Neste item apresentam-se as consideragdes acerca do método da subtracdo de
singularidade utilizado para avaliar os valores principais que surgem nas matrizes de
influéncia H e G . O MSS consiste em remover a singularidade da solucao fundamental ao se
subtrair a parte singular da integral imprépria utilizando um integrando da mesma natureza.

As integrais remanescentes podem ser resolvidas numérica e analiticamente.

Na literatura, o parametro fisico que dita a natureza do integrando ¢ medida de acordo
com a distancia relativa entre o ponto fonte e o elemento de contorno que participa da
integragdo. Segundo Aliabadi (2002) as equagdes integrais sdo classificadas em equagdes

regulares, quase singulares, fracamente singulares, fortemente singulares e hipersingulares.

Neste texto, ndo se adotada essas nomenclaturas. Aqui, distinguem-se as EIC em
apenas dois tipos principais, sejam eles: Equacdes regulares ou equagdes singulares. Ressalta-
se o motivo de se adotar essa denominagdo devido o carater absoluto das fun¢des que surgem

nas solugdes fundamentais. Como por exemplo:
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A integral descrita com a funcdo f (r) =r ¢ singular no limite quando » —>0 e

apresenta ordem de singularidade igual a O(r’l). Nomenclatura essa utilizada ao longo do

trabalho.

Entende-se que a natureza da equacdo integral é determinada por meio do tipo de
singularidade da solu¢do fundamental e ndo da distancia relativa do ponto fonte ao elemento

de contorno, sendo essa distancia relevante na avaliagdao da qualidade da integragao.

Em contra partida, a integral da fun¢do f (r) =r ¢ regular e, portanto, ndo ha nenhum

problema no nucleo da equacdo integral quando avaliado em » — 0. Do ponto de vista
numérico, a qualidade da integragdo dos termos singulares afeta o condicionamento das

matrizes do sistema de equagdes como apresenta Sladek e Sladek (1998). A seguir, descreve-

se 0 MSS no calculo das integrais do tipo, O(ln(r)), O(rfl) e 0(’;2) que foram utilizadas

neste trabalho.

Para um contorno I" no qual se deseja determinar os valores dos deslocamentos e das
forcas de superficie sobre o ponto campo x devido a um carregamento aplicado no ponto

fonte X', como na Figura 5.11, as EIC sdo regulares e avaliadas numericamente.

Figura 5.11: Situacio que resulta em EIC regulares.
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Porém quando X' — x os valores dos deslocamentos e das for¢as de superficie em x
sdo avaliados na vizinhanga de x', por meio da expansdo em série de Taylor do nucleo
singular. A interpretacao geométrica desse procedimento conduz a uma avaliagao dos termos
singulares sobre um elemento auxiliar com geometria reta bem definida. A Figura 5.12 ilustra

a conseqiiéncia da expansdo em série sobre um elemento de contorno curvo.

Solucdo Fundamental

Figura 5.12: Interpretacio geométrica do método da subtracio de singularidade.

As setas azuis indicam o sentido de integrag¢do sobre o elemento de contorno auxiliar

quando se considera a varidvel r (ff) como referencia. A interse¢do do circulo com o

elemento de contorno curvo indicam os valores vizinho ao ponto fonte singular &, obtido

apods a expansao em série de Taylor.

A geometria do elemento de contorno curvo € representada por meio da combinagao
dos valores nodais, x, (¢)=¢, (&)x", cujas derivadas sdo dadas por x,.(&)=4¢, . (£)x" que

em série de Taylor em torno de &, resulta:

X (&)=x(&)+x.(&)e+0(e"). (5.26)
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Sendo:

£, o raio que limita os valores na vizinhanca do no singular, e

0(5” ) , 0s termos de ordem superior da série de Taylor que serdo desprezados.

A distancia relativa entre os pontos & e ¢&,, em fun¢do das coordenadas do sistema

global, ¢ representada pelo vetor 7 e calculada como:

17:1;(5) (5.27)

O

Sendo:

A

7., as componentes do vetor unitario que denota a dire¢do e o sentido do vetor 7 e

r(&)=x(£)-x,(&), as componentes do vetor 7.
Denota-se a norma do vetor 7 por 7, dada por:

r=\lrr. (5.28)

Substituindo as componentes do vetor raio na equagao (5.28), encontra-se:

r= O G (O (&)] (5:29)

Observando as equacdes (5.26) e (5.29), € possivel verificar que para os valores nas

vizinhangas do ponto fonte a seguinte substitui¢do ¢ valida:
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r=yr (&) (&) (5.30)
De posse da equacgao (5.30) resulta:

r(&)=J(&)le| (5.31)



Denota-se r (é ) como sendo a distancia do ponto singular sobre o elemento auxiliar

~ . . . * og e
reto. Para &£ ndo infinitesimal calcula-se r (cf) sobre o elemento auxiliar.

Sendo:

, 0 raio da expansao em série.

e =[¢ =<,

Tendo em maos esses resultados € possivel se desenvolver as expressdes do MSS na
avaliacdo das equacdes integrais para as formulacdes em deslocamento e forca de superficie

como sera apresentado a seguir.

5.3.1. Formula¢iao em Deslocamento

Antes de se aplicar o MSS na equacdo integral em deslocamento resumem-se todas as
caracteristicas conhecidas sobre essa formulagdo. Procede-se dessa maneira, para tornar a

apresentacao mais clara.

Sabe-se que a equagdo em deslocamento apresenta integrais improprias com

singularidades de ordem O(ln(r)) e O(r‘l) chamadas valores principais de Cauchy e

representadas pela integral f(.)dl“ cOmo na equagao a seguir:

Cy (x")u, (x') +-J‘—Tkl (x',x)u, (x)dl = ~J:U,fl. (x',x)z,(x)dT. (5.32)

Sendo:

* * ~ . . .
T,, e U,, as solugdes fundamentais de Kelvin reescritas como:

U, (x',x) =ﬁ{—(3—4u)ln[r(x',x)] 0 +r,kr,i}.
T; (X',X) = 4ﬂ(1 —z:)lr(x’,x) {Ijn [(1 - 20)5,d + 21:,(13]—(1 - 20)(1:kn1. —rn, )}
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A equacgido (5.32) apresenta dois nticleos improprios. Aplica-se 0 MSS primeiramente

para o niicleo com singularidade do tipo O(ln(r)) .

Portanto, seja a parcela:

fUs (+, %), (x)dT. (5.33)

r

Transformando o sistema de coordenadas globais para o sistema de coordenadas

adimensionais “ £, obtém-se:

f¢ Uy (&.€)J, (é)di} (5.34)

Simplificando a solu¢do fundamental e escrevendo-a convenientemente com a

introducdo de novas constantes U, e U, . Tém-se:

U, (x,x(&))=Uin(r(&,,€))5, +U,rr,;.
Sendo:

)
l_87r,/,1(1—z)) 2_87z,u(1—0)

implementagao numérica do método.

as novas constantes definidas aqui para facilitar a

Substituindo-se a solu¢do fundamental simplificada na equagdo integral (5.34), tem-se:
+1 +1
F08,(£)in(r(&,,€)) 8,0, (£)dE+ [ Ung, (£)rrd, (£)dé. (5.35)
-1 -1

A equagdo (5.35) possui duas parcelas de naturezas distintas. A Parcela que contém a

constante U, apresenta nucleo de natureza singular no limite quando » — 0. Por outro lado a

parcela com a constante U, apresenta nicleo regular e limitado.

Na regularizagdo com o MSS se subtrai e se soma a parcela singular, uma integral de

natureza semelhante que devera ser avaliada sobre o elemento auxiliar.
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Aplicando o MSS a primeira parcela da equagao (5.35), resulta:

[U8,(£)in(r(£,,£))J,(&)8,dé - jU¢ &)in(r' (£,.6))J,(&)8,d¢
. (5.36)

+[U, (&) In(r (£,,€)), (&) 8,

Sendo:

r*(§07§):J1(§0)|§_§0 5

o elemento auxiliar.

O primeiro termo da expansdo ¢ suficiente para regularizar a integral imprépria da

parcela singular.

Substituindo esses valores na equagao (5.36), encontra-se:

+1

[V, (£)in(r(£.6),(£) 8 =Uidh, (&) n(J, (&)|E =& 1 (&), Jdé
o (5.37)

U, (&)in(7,(&)E-&)) 1, (&) 8.dé.

A andlise limite da equacdo (5.37) permite verificar que a parcela entre colchetes ¢é

limitada e por isso ¢ regular, podendo ser avaliada numericamente.

Agrupando-se todas as parcelas regulares do ntcleo integral (5.33), obtém-se:

+1

[V, (£)in(r(£6)7,(£) 8 =Uidh, (&) n(, (&)|E =& 1 (&), Jdé
o (5.38)

+[U.8, (&), (£)dé.
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Aplicando-se a quadratura de Gauss-Legendre na equagao (5.38), t€ém-se:

we| Ui, (£,)In(r(60:6,)) 7, (£) 8 =Uid, (&) 1n(J,(E)(E, - &) (&) S,

®,.(5.39)
| +U,9, (é:n)}:k’/:i‘]l (fn)

A parcela com nucleo singular resultante em (5.37) deve ser avaliada no sentido do

valor principal de Cauchy, como segue:
+1
F08,(£)in(J, (&€= &) 7, (&) udé. (5.40)
-1

Para ¢=¢-&, implica de=d¢&, assim, os limites de integragdo podem ser

substituidos por [-1-¢&,+1-&].

Reescrevendo a equacao (5.40), tem-se:

+1-&

U, (£)7,(&)0, § in(7,(&))de.

~1-4,

Simplificando:
Ui, (), (&)8, {VPC}. (5.41)
Sendo:

{VPC } , a integral no sentido do valor principal de Cauchy.

A integral em {V/PC} ¢ avaliada da seguinte forma:

-& +1-4

{VP@:@{ [ in(7,(&)e)de+ | ln(J,(éo)g)dg}.

-1-&, +&

Que resulta:

(VPCY=(1+&)In|(1+ &) J, (&) +(1-&) In|(1-&)J, (&) - [(1+&) +(1- &) ]. (5:42)

82



E necessario ainda analisar o que ocorre quando &, ==*1, que sdo os casos em que 0S

elementos de contorno compartilham o mesmo n6é com o elemento adjacente resultando em
valores principais improprios. Para os elementos descontinuos verifica-se que a equagdo

(5.42) nao apresenta problema.

Para transpor o problema quanto se usam os elementos continuos e semi-continuos

aplicam-se as seguintes condigdes:
Quando |f§0| =1.
{(VPC}=2in|2J,(&,)|-2.
Substituindo esse resultado em (5.41), obtém-se:

U1¢m(SZO)JJ(‘fo)gki{zln‘zjz(go)‘_z}~ (5.43)

Quando |r§0| #1.

(VPCY=(1+&)in|(1+ &) J, (&) + (1-&) In|(1-&)J, (&)|-[(1+ &) +(1- &) ].

Ao se substituir esse valor em (5.41), resulta:

(1+cfo>ln\(1+§o)%(50)\+(1‘§°)l"‘(1_§°)J1(50)‘} (5.44)

Uig, (4)71(4)9; {_[(1+§o)+(1_§0)]

Essas consideragdes equivalem a realizar uma integracdo sobre o elemento adjacente
quando o mesmo n6 do elemento integrado ¢ compartilhado.

O procedimento descrito para a solugdo fundamental dos deslocamentos ¢ estendido
para as demais solugdes fundamentais que surgem nas equagdes integrais de contorno. A

seguir apresenta-se o MSS aplicado as demais integrais.
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Procede-se da mesma forma para analisar a outra parcela singular da equacado integral

(5.32). Portanto, seja a integral:

fT,:(x' x)u, (x)dT. (5.45)

r

Nessa equacgdo, a solugdo fundamental em for¢a de superficie € descrita por uma

integral imprépria com singularidade de ordem O(r‘l) .

Por conveniéncia, representa-se a solugdo fundamental por:

T (x,x) = Tr"((x’f:’xx)) (5.46)
Sendo:
T, (x',x), um termo auxiliar que contém niicleo ndo singular.
Substituindo a relagdo (5.46) na equagao (5.45), resulta:

{Mu (x)dT. (5.47)

r r(xx)

Mudando o sistema de coordenadas globais para o sistema de coordenadas

adimensionais “ £, se escreve a integral singular como:

kz 50’ ) lm
d 5.48
{¢ NI J,(£)dé |u (5.48)

Simplificando 7}, (&),£) e escrevendo-o convenientemente com a introdugdo das

constantes 7, 7, e T,, tem-se:

ﬂ{i(x',x(f))zﬂ(zfn§ki)+T(r rr )+T( r,l.nk). (5.49)

84



Sendo:

—(1-2v) -2
=———,T,=—————— e T, =T, as novas constantes.
47 (1-v) 47 (1-v)

Verifica-se que nesse caso todas as parcelas da solugao fundamental sdo singulares em

decorréncia do produto de ]_’ki por . Ao se aplicar o MSS, encontra-se:

j¢ Llend) ) (o j¢m (&) ()

(& i‘g ) 7 (84) (5.50)
— 20T (&) dE.
+_jl¢m(§o)r (.2
Sendo:
]_:.j (éo ) , a solug¢do fundamental auxiliar avaliada no ponto fonte expresso por:
(50) (’”k(go) i(fo)_r,i(fo)nk(fo))- (5.51)
Nesse termo, a deriva normal r, avaliada no ponto singular € nula.
Substituindo a relagdo (5.31) na equagdo (5.50) tem-se:
T I, (& I, (&
T, (e ele) ) 612, ()0 Lo
| ’”(Sgoaég) |‘§_‘§o|
(5 ) (5.52)
f¢m (&) At

Ao se realizar uma andlise limite na equacao (5.52), verifica-se que o termo entre
colchetes ¢ limitado e pode ser calculado por meio da quadratura de Gauss-Legendre. A

parcela restante deve ser calculada analiticamente no sentido do valor principal de Cauchy.

A expressao da parcela numérica avaliada segundo a quadratura de Gauss-Legendre é:

'S ]_-;ci (50’571) ]_-; (5 )
Jl n m 0 n* 553
2|4 gg) M) G T | e

85



Com npg , o nimero de pontos de Gauss utilizado na integracao.

A parcela analitica a ser calculada como valor principal de Cauchy ¢ expressa por:

y(éo)
E-¢&)]

f¢ &) dé. (5.54)

Procedendo-se a uma mudanga de variavel, £ =& —¢&;, os limites de integracdo ficam

representados por [-1-&,,+1-&)].

Reescrevendo a equagao (5.54), tem-se:

+1-&,

¢m(§o) (&) .[ ldé simplificando:
—1- §0

8, (&) T, (&) {VPCY. (5.55)

A integral no sentido do valor principal de Cauchy ¢ determinada por:

>0
g €

+1- §0
{Vpc}:lim{j 1dg+j dg}
{PPCY =lim{in|~e|~In|-1=&|+In|l =& |~ In|é]}.

(VPC} =—In|l+&)|+In|l-&)|. (5.56)

Para o caso dos elementos que compartilham um ou dois nos deve-se proceder de

forma concomitante a integracao nos elementos de contorno vizinhos.

As condigdes abaixo expressam o0s possiveis valores que o ponto singular deve

assumir e suas respectivas expressoes do valor principal.
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Quando &, =-1, entdo:
{VPC} =in(2). Substituindo-o em (5.55), tem-se:

8, (&) T, (&)In(2). (5.57)
Quando &, =+1, entdo:
{VPC} =—-In(2), portanto, a parcela analitica sera:

-8, (&) T, (&)In(2). (5.58)
Quando |&|#1, tem-se:

{(VPC}=In|l-&)|-In|l+&,

, que ao ser substituido em (5.55), resulta:

8, (&) T, (&) {in1=& |- 1+ &, (5.59)

Essa condi¢do ¢ dada somente quando se usam elementos de contorno descontinuos

com nods deslocados da extremidade do elemento.

5.3.2. Formula¢iao em Forc¢a de Superficie

Para a formulacdo em forca de superficie procede-se da mesma maneira como foi

realizado para a formulagdo em deslocamento. Porém agora se aplica o MSS nas integrais

improprias com singularidades de ordem O(r‘l) e O(r‘2 )

A equagdo integral em forga de superficie € reescrita aqui como:

%tl. (x")=n, (x')fD,Zj (x,x)t, (x)dT —n, (x'){tSZl.j (x',x)u, (x)dT. (5.60)

r r
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Que apresentam as solugdes fundamentais:

1 2r, [(1 —2v)r, 6, +v (r,j@k +10) ) —4rrr, } +2v (”i”,j’",k T )

* ' ﬂ
S xhx)= p
k]( ) 27[(1—1/) 72 (x,X) +(1_2V)(2nkr)ir)j+n,5ik+n,§. )—(1—4V)nk5ij

J i jk

o 1
B 47r(1—v) r(x’,x

D;j (x”x) ){(1_2‘/)(’3‘5;‘/( +r,j5ki _’fké‘,j)‘i'zljir’jr’k},

Inicia-se a subtracdo de singularidade avaliando-se a integral:

nl.(x')kal.j (x',x)z, (x)dT. (5.61)
r
Escrevendo a solugao fundamental convenientemente, tem-se:

N 5@- (x',x)
.(x ,x) = —r(x',x) . (5.62)

Sendo D, (x',x) a expressao auxiliar ndo singular utilizada para facilitar a

implementagao das equagdes. Substituindo (5.62) na integral (5.61), tem-se:

n, (x')fr(x—,x))tk (x)dT. (5.63)

Mudando o sistema de referencia global para o sistema de coordenadas adimensional

“&”, a expressao (5.63) fica escrita como:

+1 5 ) , 1
n (&) oy e (.64

Simplificando a expressdo (5.64) e escrevendo-a em func¢do de novas constantes D, e

D, , obtém-se:

Dy (x'.x) =D, (1,8, +1,8, =18, )+ Dy (r7 7 ). (5.65)
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Sendo:

1-2v 1

D = D, = .
an(i—v) © 7 T 2 (1-v)

Aplicando o MSS, encontra-se:

Dy (-9) Dy (&)

n (&) j¢ (50’5) T (£)dé-n, (&) J¢ (& r*(gojg)J,(éo)dé
(5.66)
S0
n (£, J¢ &) *(; ;) J,(&)dé.
Substituindo (5.31) na expressao (5.66), encontra-se:
+1 5 D
n(&)[]4,(£) ul&nt) J(8)-4.(&) (&) | s
-1 ( ) |‘§ ‘§0| (5.67)
kj(‘§0)

n (&, f¢ &)

&~ r:ol

A integral entre os colchetes ¢ limitada, logo ¢ regular e por isso ¢ avaliada

numericamente por meio da quadratura de Gauss-Legendre.

Aplicando a quadratura, tem-se:

k] (‘50)
Jl n) " Pm 0 568
n=l1 " V(lfo,lf,,) (g ) ¢ (g ) g §0 ( )

A integral remanescente ¢ avaliada analiticamente por meio do valor principal de

Cauchy,

n (&) 4, (5)D 1 a5 (5.69)

(fo)|§_—§0
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Realizando a mudanca de variavel nos limites de integracao tem-se:

+1-5

n,(&)4,(&)Dy (&) ][ éd &, que ¢ apresentada como:
)

”i(§0)¢m (660) _kij (950){VPC}- (5.70)

A integral no sentido do valor de Cauchy ¢ semelhante a apresentada para a solucao

fundamental 7},, uma vez que as singularidades sdo de ordem O(r’l) . A integral resulta:

| sl
{VPC}zEB{ j Ed5+ j Edg}

-1-&
{PPCY =lim{In|~¢|~In|-1-&| +In[1 - &~ Inle]}.
{(VPC} =—In|l+&)|+In[1-&. (5.71)

Para os nos extremos procede-se como mencionado anteriormente ao se analisar a

variavel {VPC} admitindo-se as seguintes condigdes:
Quando &, =—1.
{VPC} =in(2), resultando:
n,(&)8, (&) Dy, (&)n(2). (5.72)
Quando &, =+1.
{VPC} =—In(2).

—1,(&) 4, (&) Dy (&) In(2). (5.73)
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Quando |§0| #=1.
{(VPC} =In|l-&)|~In|l+&).

n; (§O)¢m (‘fo)ﬁkij (Sgo){ln|1_§o| _ln|1+§o|}' (5.74)

Nesse caso ¢ interessante realizar o produto n,(&,)D;; (&), pois havera uma

simplificacdo na implementacao das equagdes. Conforme se apresenta no produto a seguir:

n, (‘fo)ﬁkij (‘fo) =D, {[7”,1”1 (‘fo)"'r,znz (é:o )] 5jk +rn (50)_’”,/(”] (é:o )}
+D, {[7”,1”1 (&)+ Faly (Sgo )] T it }

(&) Dy (&)=Di[r, (&) (&)-r (&)n (&) ] (5.75)

Finalmente, apresenta-se o MSS aplicado na avaliacdo da integral que envolve as

derivadas das solu¢des fundamentais em forcas de superficie com ordem de singularidade

igual a O(r‘2 ) A integral desse tipo € representada por f(.)dl‘ que significa a parte finita de
r

Hadamard.

Seja a integral da equagao (5.60).

ni(x’)ng;j (x',x)u, (x)dr. (5.76)

S5 () _Sy(¥x) (5.77)

Sendo:

S Wi (x',x) , a solugdo fundamental auxiliar escrita em termos de seis novas constante,
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= ., or or or

Skij(x,X):Sla(l’:ké‘lj)"f‘S on (r]é‘lk+rl5]k)+53§(7’:i7’:jl’:k) (5.78)

+S, (I’ll.l’:jl’:k +I/ljl’:l.l’:k)+SS (2nkr r,+n0, +n151k)+S6 (nké'l])

u(1-2v) uv —4u 1 —u(1-4v)
S =—"-=,8,= , S, = ;8,=8,;8==S8¢S ="-———.
Yox(t-v) T z(1-v) T z(l-v)” Tt T2 1€ s 27(1-v)
Substituindo a equagdo (5.77) em (5.76), encontra-se a nova integral:
, Ekl_.(x',x)

Mudando o sistema de referencia global para o sistema de coordenadas adimensionais

“&7 resulta:

+1 §
()| Fo. (612 (e o (550)

Aplicando o MSS, encontra-se:

" gk” kij 0
(&) [0, (65 &) ) (e (s )J6i(&) *zgff ;)J,@o)dg
o (5.81)

Para o caso de integrais improprias com singularidades de ordem O(rfz)é necessario

considerar a expansdo em série Taylor até o termo linear das fun¢des de forma. Esse termo ¢
suficiente para que a integral seja avaliada no sentido do valor principal de Cauchy e da parte

finita de Hadamard.

Procedendo a expansdo em série até primeira ordem para as fungdes de forma, resulta:

6, (£)=0,(&)+8,:(&)e

Para os outros termos, basta considerar a parcela constante da expansao.
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S (50 ) , € 0 termo constante da expansdo em série da solugdo fundamental auxiliar, e

r*(‘foaég):-jz(goﬂg

, a distancia do ponto fonte ao ponto campo, com |£| = |§ - §O| .

Substituindo essas variaveis na expressao (5.81), encontra-se:

nl(éo)]l ¢m (‘f)M‘]l(‘f)_(ém (‘fo) gkij (SZO) _¢m,§ (‘fo)M dé

) r (g‘o_,x(é)) Jz(cfo)(f—fozz ACO (5.82)
(& &) "”(f‘)_) paeeniafo. (@) s

A integral entre os colchetes ¢ regular e por isso ¢ avaliada numericamente por meio

da quadratura de Gauss-Legendre.

Aplicando a quadratura de Gauss-Legendre, tem-se:

I _" ’ gki' 0
o VT ) 8
n,-(cfo); %”"(5 ) AR P (5.83)
_¢’"’§ (§°)J1 (&)(&-4) |

As integrais fora dos colchetes, sdo integrais imprdprias no sentido de Hadamard e
Cauchy, respectivamente. Isso permite que elas possam ser avaliadas analiticamente sobre o

elemento reto auxiliar como sera apresentado a seguir para cada uma dessas integrais.

Primeiramente avalia-se a parcela analitica da integral no sentido da parte finita de

Hadamard:

Ekij (650)
J(E)E &Y

n(£)$4,(£) dé. (5.84)
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Realizando a mudanca de varidvel dos limites de integracdo para [—1—§O,+1—§0] , €

reescrevendo (5.84), encontra-se:

Sq(&) ] 1
(a2 B dae]
Simplificadamente,
§k" 0
n,(&)8, (&%) J”((Sf)){PFH}. (5.85)
Sendo:

{PFH} , a integral no sentido da parte finita de Hadamard.

Essa integral ¢ calculada da seguinte forma:

-0 £
&

1+¢p 1-& 1
{PFH}zlim{ [ =de+ | ?dg}.

{PFH } =lim 2.t U , considera-se apenas a parte finita da integral:
0 e 146, 1-¢,
1 1
{PFH} =- - (5.86)
1+ Sgo 1- ‘fo

A parte infinita ¢ cancelada com o termo idéntico e de sinal contrario que surge no
infinito, semelhante ao calculo realizado para se determinar o termo livre da equacao integral,

como foi apresentado no capitulo anterior.

Porém, ainda havera problemas quanto ao uso de elementos continuos e descontinuos.
Nesse caso procede-se da mesma maneira com ja vem sendo aplicado, desde que os elementos
contiguos nao apresentem cantos agudos entre si. Dessa forma ¢ possivel realizar a integragao

sobre o elemento vizinho como ¢ especificado nas condigdes a seguir.
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Quando |§0| =1.

1
{PFH} = 70 quegeraa expressio:

S,
(&), (&) ((f )) o (587)
Quando |§0| #=1.
{PFH}=- 1 +1§o - 1_1‘50 , 0 que resulta:
gkz'j (&) ] 1 1
(B (S5 ) {1—50 +1+r§o}' (>89

A outra parcela da equagdo (5.82) traz a integral no sentido do valor principal de

Cauchy que ¢ dada pela integral:

éf;i dé. (5.89)

\Oﬂ

n (&, Mg &)

Novamente procede-se a mudancga de variavel para os limites de integracdo, resultando

[-1-&,,+1—-&,]. Substituindo esses limites na equagdo (5.89), resulta:

kl] (‘50 ) s . .
()8, (& ) .[ —de¢ ¢, ou simplificadamente,

(&) e (&)= o5 VPCY (5.90)

O valor principal de Cauchy sera:

-0

-1 50

{VPC}:lim{j de++lfo de}
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Resultando:
{(VPC} =—In|l+&)|+In|l-&)|. (5.91)
Aplicando as condigdes para os ndés comuns dos elementos adjacentes, obtém-se:

Quando &, =-1

{VPC} =1In(2), substituindo esse valor em (5.90), encontra-se:

S (&),
(&)

ni(§0)¢m§(§0) ”(2) (5.92)

Quando &, =+1, o valor de Cauchy fica:

{VPC} =—In(2). Ao se substituir esse valor na expressdo (5.90), resulta:

S
(§O)¢m ¢ (Sgo) (é: ) n(2) (5.93)
(&)
Quando |§0| #1, o valor principal se mantém.
{VPC} =-In|l+&)|+In[1-&,
S (%)
(&) b (&) (e {in|l-& |~ In|1+ &)} (5.94)

O produto entre o vetor normal e a solu¢ao fundamental auxiliar sobre o né singular é:

+[r1n1 §0 +r2n2
[”1”1 ‘fo)'*‘”z”z 680 ]7”,;’”,1{
+n, [’”,1”1 (Sgo)‘*' r,n, (Sgo )] 'y

ni(cfo)g (&)=S Sn[r’knj(50)}+S2%(§0){rm(§0) :I }

Sy %(680)([’”1”1 (980)4"”,2”2 (‘fo )] l/:jl:k)+S4 {

2n, [7/,1”1 (‘fo)‘*‘ rym, (Sgo )] r,tnn, (680)
5 +[n1nl(§o)+nznz(‘§0)]5jk

}4‘ S [nknj (& )]



Como os valores da derivada normal sobre o ponto fonte se anulam, realizam-se

algumas simplifica¢des algébricas, que resultam:

n; (‘fo)gkij (‘fo) =S, {[”1 (680)”1 (§O)+”2 (50)”2 (go ):I T; (50)7”,/( (é:o )}
+5; {”j (Sgo)nk (Sgo)‘*'[”l (‘fo)nl (éo)‘*‘ n, (50)”2 (50 )] 5jk}+ S [”k (50)”]- (é:o )}

A descrigdo realizada até aqui consiste na base do método de regularizacio

desenvolvido para avaliar as equagdes integrais singulares com ordem de singularidade iguais

a O(ln(r)), O(r’l) e O(r’z) utilizadas nesta dissertagdo. No item a seguir apresentam os

exemplos de aplicacao desses procedimentos.
5.4. Exemplos

Com o intuito de se validar a formulacao apresentada, analisam-se trés exemplos cujas

solucdes sdao amplamente divulgadas na literatura, Saad (2005).

Nestes exemplos os pontos fonte sdo considerados sobre o contorno, de modo que as

integrais singulares sejam avaliadas com o MSS.

Para facilitar a identificagdo dos exemplos criou-se uma metodologia de construcio

dos nomes dos modelos.
Por exemplo: Seja o cilindro pressurizado com pressdo interna.

Denota-se o problema por meio de suas iniciais, no caso do exemplo, CPPI
representa o problema do cilindro pressurizado com pressao interna. A discretizagdo ¢
representada pela letra M , de malha, seguida do numero de elementos de contorno adotados,
por exemplo, para uma malha com 32 elementos de contorno utiliza-se M32. Como a analise
podera ser realizada para qualquer grau de aproximacdo indica-se a letra G, de grau, seguida
do respectivo valor adotado para o grau da aproximacgdo. A ultima letra representa o tipo de
formulagdo empregada. Escreve-se U para a formulacdo dos deslocamentos e 7 para a
formulagdo em for¢a de superficie. Escreve-se D no caso de se empregar as duas
formulacdes simultaneamente, ou seja, a formulagao dual. Para distinguir essas caracteristicas

utiliza-se um hifen de separagdo. Posto isso, analisam-se os seguintes exemplos.
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5.4.1. Exemplo 1: Cilindro Pressurizado com Pressao Interna (CPPI)

O primeiro exemplo a ser investigado consiste no cilindro pressurizado da Figura 5.13.

VA

<t
[~

A

=V

P;

P.

Figura 5.13: Problema geral do cilindro pressurizado.
Sendo:
r, € r,, 0s raios externo e interno do cilindro, respectivamente,
p. € p,, as pressdes externas e internas, e

r, a distancia do ponto A ao centro do cilindro.

A solucdo desse problema ¢ obtida por meio das condi¢des de axissimetria e das

funcdes de tensdo de Airy em coordenadas polares.
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A solucdo desse problema ¢ dada para os campos:

De tensoes,
2.2 2 2
o = lre (pe_pi)i_i_pzz _pe}/;z e
o 2 2 2 2 2 0
. =1 r r. —F
) 5 , , (5.95)
__nr(p=p) 1 pr’—po
O o 2 2 2 2 2
ro—r r ro-r
1 e 1
Sendo:

o, € 0,,,a tensdo radial e circunferencial, respectivamente.

De deslocamento,

l+v| #(p.—p)1 p1 = pI
u, = B — rz_rz ;+(1—2V)ﬁl" . (596)

Sendo:

u,, o deslocamento radial.

Nesse exemplo considera-se p, =0.

5.4.1.1 Dados do Problema

Analise: Estado plano de deformagao.

Modulo de elasticidade do material: E =7,3x10° MPa.

Coeficiente de Poisson: v =0,32.

Pressdo interna: p, =100,0 MPa .

Raio externo: 7, =100,0 cm .

Raio interno: r, = 50,0 cm .
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5.4.1.2 Modelos

Utilizam-se os seguintes modelos para a analise:

CPPI - MxGy U, CPPI - MxGy—T ¢ CPPI —MxGy—D.

Com x igual a 16, 32, 64, 128, 256 ¢ 512 elementos e y igual a aproximacao de

grau 1, 2 e 3.

5.4.1.3 Analise dos Resultados

Avaliam-se os resultados numéricos em relacao ao valor analitico por meio da equagao

do erro relativo dada por:

100%. (5.97)

Sendo:

, a norma euclidiana do erro,

‘e(ﬁi)

u, e u,, os deslocamento analiticos e numéricos, respectivamente.

Campo de Deslocamento Radial

Inicia-se a analise realizando-se o estudo da convergéncia do campo de deslocamento
radial do contorno externo e interno do cilindro. Para isso utiliza-se a equacdo integral dos
deslocamentos. Os resultados dessa analise podem ser verificados no grafico da Figura 5.14 e

Figura 5.15, que servem de base para as proximas analises.

100



log, x

‘—Analitico —*%— CPPI-MxG1-U —%— CPPI-MxG2-U —%— CPPI-MxG3-U ‘

Figura 5.14: Analise de convergéncia. Deslocamento radial do contorno externo.

0.0135 ¢

0.0130 1
0.0125 |

0.0120 |

ur (cm)

0.0115 1
0.0110 1

0.0105 *

3
0.0100 + T T T T 1

log, x

|— Analitico =% CPPI-MxG1-U —%~ CPPI-MxG2-U —% CPPI-MxG3-U |

Figura 5.15: Analise de convergéncia. Deslocamento radial do contorno interno.

101



Com base nos graficos de convergéncia verifica-se que a solu¢cdo numérica com a
formulagdo em deslocamento apresenta convergéncia mondtona a partir da discretizacdo da
malha com 32 elementos. Para os elementos isoparamétricos quadraticos e cubicos, nota-se
que a convergéncia ¢ mais rapida do que com os elementos lineares. Isso ocorre porque sao
utilizados elementos curvos para representar a geometria do problema, o que ndo se verifica
para os elementos lineares. A seguir apresentam-se as malhas de um dos modelos estudados,

com a finalidade de demonstrar essa afirmacao.

—o— Nos e Elementos de Contorno

® Noés de Dominio

556065707580859095

Figura 5.16: Modelo CPPI —M32Gl.

Observa-se na Figura 5.16 que a geometria do problema CPPI —M32G1 ¢é conectada
apenas por elementos de contorno retos. O mesmo ocorre para a pressdo interna do cilindro

que apresentam descontinuidades nos cantos agudos formados pela unido entre os elementos.

r

Com o aumento do grau da aproximagdo esse problema ¢ atenuado, sendo

preponderante o erro devido a qualidade da integragdo numérica.

As malhas a seguir demonstram a melhora na representagdo da geometria quando se

eleva o grau da aproximagao.
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—o— Nos e Elementos de Contorno

® No6s de Dominio

—e— Nos e Elementos de Contorno

® Noés de Dominio

Figura 5.17: Modelo CPPI —M32G?2.

Figura 5.18: Modelo CPPI —M32G3.

556065707580859095

556065707580859095
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Continuando as analises, utilizam-se as formula¢des em for¢a de superficie e dual para

se estudar os resultados dos campos de deslocamento dos nés de dominio.

Tendo em mente que a andlise do dominio ¢ uma etapa de pds-processamento

utilizam-se os modelos CPPI-M128Gy—T e CPPI—-M128Gy—D para verificar os

resultados dos nds do dominio.

Formulag¢do em Forga de Superficie

0.014

0.013

0.012

€
L 0.011
3
0.010
0.009
0.008 f f f f f f f f T {
50 55 60 65 70 75 80 85 90 95 100
r (cm)

‘—Analitico —*%— CPPI-M128G1-T —— CPPI-M128G2-T —*— CPPI-M128G3-T

Figura 5.19: Deslocamento radial dos nés de dominio, modelos CPPI —M128Gy—T .

Tabela 5.1: Erro relativo, modelo CPPI — M 128Gy —T .

T (cm) Analitico (cm) CPPI-M128G1-T (cm) Erro (%) CPPI-M128G2-T (cm) Erro (%) CPPI-M128G3-T (cm) Ero (%)

55 0.01215 0.01192 1.910 0.01218 0.200 0.01215 0.036
60 0.01135 0.01110 2.153 0.01136 0.137 0.01134 0.050
65 0.01068 0.01044 2.289 0.01070 0.114 0.01068 0.043
70 0.01013 0.00989 2.395 0.01014 0.101 0.01013 0.034
75 0.00966 0.00942 2.493 0.00967 0.089 0.00966 0.025
80 0.00927 0.00903 2.597 0.00928 0.075 0.00927 0.017
85 0.00894 0.00869 2.722 0.00894 0.053 0.00893 0.013
90 0.00865 0.00840 2.893 0.00865 0.013 0.00865 0.019
95 0.00841 0.00814 3.162 0.00840 0.104 0.00840 0.077

Nota-se que a precisdo dos resultados com os elementos curvos sao melhores que a

aproximacao linear do elemento reto.
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Formula¢dao Dual

Ao se adotar a formulagdo dual optou-se em aplicar as equacdes dos deslocamentos
para os nds do contorno externo e as equagdes das forgas de superficie para os nds do
contorno interno. A formulagdo dual, nesse exemplo, tem a fungdo de validar a utilizacao das
duas equacdes quando aplicadas simultaneamente. O objetivo da formulacdo dual serad

apresentado no proximo capitulo.

0.008 |+ v e e e b e
50 55 60 65 70 75 80 85 90 95 100

r (cm)

‘—Analitico —*— CPPI-M128G1-D —— CPPI-M128G2-D —X—CPPI-M128G3-D‘

Figura 5.20: : Deslocamento radial dos nds de dominio, modelos CPP/ —M128Gy—-D.

Tabela 5.2: Erro relativo, modelo CPP/ — M 128Gy —D.

r (cm) Analitico (cm) CPPI-M128G1-D (cm) Erro (%) CPPI-M128G2-D (cm) Erro (%) CPPI-M128G3-D (cm) Erro (%)

55 0.01215 0.01201 1.148 0.01217 0.109 0.01213 0.169
60 0.01135 0.01119 1.359 0.01135 0.045 0.01133 0.190
65 0.01068 0.01053 1.461 0.01069 0.021 0.01066 0.190
70 0.01013 0.00997 1.530 0.01013 0.006 0.01011 0.189
75 0.00966 0.00951 1.589 0.00966 0.008 0.00965 0.189
80 0.00927 0.00912 1.651 0.00927 0.023 0.00925 0.192
85 0.00894 0.00878 1.730 0.00893 0.046 0.00892 0.199
90 0.00865 0.00849 1.848 0.00864 0.092 0.00863 0.221
95 0.00841 0.00823 2.037 0.00839 0.218 0.00838 0.301

Os resultados acima garantem que formulagdo dual fornece boa precisdo dos
resultados, como se verifica nas colunas dos erros. A fim de completar a anélise do exemplo

procede-se a analise do campo de tensdes radiais e circunferenciais nos nés de dominio.
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Campo de Tensao

r

O célculo da tensdo nos nés de dominio também ¢ encarado como um pos-
processamento no MEC, uma vez que a equacdo em tensdo depende dos resultados das

variaveis do contorno.

No que segue, apresentam-se os resultados obtidos com os modelos

CPPI—M128G3—(U, T eD).
Tensdo Radial

50 55 60 65 70 75 80 85 90 95 100
00 +————f——— Ly
-5.0
-10.0
-15.0
-20.0
-25.0
-30.0
-35.0
-40.0
-45.0
-50.0
-65.0
-60.0
-65.0
-70.0
-75.0
-80.0
-85.0
-90.0
-95.0
-100.0

or (MPa)

r (cm)

|— Analitico % CPPI-M128G3-U —%— CPPI-M128G3-T —% CPPI-M128G3-D |

Figura 5.21: Tensdo radial, modelos CPMI —M128G3—(U, T e D).

Tabela 5.3: Erro relativo, modelos CPMI - M128G3—(U, T ¢ D).

T (cm) Analitico (MPa) CPPI-M128G3-U (MPa) Erro (%) CPPI-M128G3-T (MPa) Erro (%) CPPI-M128Ga-D (MPa) Erro (%)

55 -76.85950 -77.18242 0.420 -76.68985 0.221 -76.70145 0.206
60 -59.25926 -59.29900 0.067 -59.05375 0.347 -59.07842 0.305
65 -45.56213 -45.56412 0.004 -45.40285 0.350 -45.44043 0.267
70 -34.69388 -34.69344 0.001 -34.56550 0.370 -34.61628 0.224
75 -25.92593 -25.93295 0.027 -25.81625 0.423 -25.88175 0.170
80 -18.75000 -18.76948 0.104 -18.65067 0.530 -18.73465 0.082
85 -12.80277 -12.84414 0.323 -12.71017 0.723 -12.82084 0.141
90 -7.81893 -7.92267 1.327 -7.75211 0.855 -7.90825 1.142
95 -3.60111 -4.11747 14.339 -3.84343 6.729 -4.10983 14.127
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Tensdao Circunferencial

165.0
160.0
155.0
150.0
145.0
140.0
135.0
130.0
125.0
120.0
115.0
110.0
105.0
100.0
95.0
90.0
85.0
80.0
75.0
70.0
65.0
60.0 + f f f f f f f f f {
50 55 60 65 70 75 80 85 90 95 100
r (cm)

Goo (MPa)

|— Analitico % CPPI-M128G3-U —%— CPPI-M128G3-T —% CPPI-M128G3-D |

Figura 5.22: Tensao circunferencial, modelos CPMI —M128G3 —(U , Te D) .

Tabela 5.4: Erro relativo, modelos CPMI - M128G3—(U, T e D).

T (cm) Analitico (MPa) CPPI-M128G3-U (MPa) Erro (%) CPPI-M128G3-T (MPa) Erro (%) CPPI-M128G3-D (MPa) Erro (%)

55  143.52617 144.11350 0.409 143.64927 0.086 143.55481 0.020
60  125.92593 126.31393 0.308 125.96448 0.031 125.87125 0.043
65  112.22880 112.51238 0.253 112.24659 0.016 112.15609 0.065
70  101.36054 101.57717 0.214 101.36737 0.007 101.27941 0.080
75 92.59259 92.76065 0.182 92.59125 0.001 92.50496 0.095
80 85.41667 85.54501 0.150 85.40795 0.010 85.32194 0.111
85 79.46943 79.56219 0.117 79.45467 0.019 79.36636 0.130
90 74.48560 74.54802 0.084 74.47409 0.015 74.37646 0.147
95 70.26777 70.34206 0.106 70.33007 0.089 70.19313 0.106

Verifica-se nos graficos e tabelas acima que os campos de tensdes apresentam erros da
ordem de 1% em relacdo a solu¢do analitica. Porém, na Tabela 5.3, para o valor de
r =95 cm, nota-se um desvio em comparacao aos demais valores. De modo geral, o erro ¢
aceitavel nos demais nos constatando-se que os deslocamentos do contorno produzem bons
resultados para os nés do dominio, desde que esses noés ndo estejam tdo proximos ao
contorno. Caso contrario, se os pontos estiverem muito préximos do contorno, deve-se adotar

uma estratégia especial de integracdo numérica.

O proximo exemplo ¢ um caso particular do problema do cilindro pressurizado.
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5.4.2. Exemplo 2: Cavidade Pressurizada no Meio Infinito (CPMI)

A solucao desse problema ¢ determinada a partir das equagdes (5.95) e (5.96)

considerando p, =0 e 7, — oo, tal como ilustra a Figura 5.23.

O problema consiste em determinar os deslocamentos radiais, as tensdes radiais e as

tensdes circunferenciais no ponto A4 localizado a uma distancia » do centro da cavidade.

NS
a

=Y

Figura 5.23: Cavidade pressurizada no meio infinito
5.4.2.1 Dados do Problema

Analise: Estado plano de deformacao,
Mbédulo de elasticidade do meio: E =2,05x10* KN/cm?,

Coeficiente de Poisson do meio: v =0,3,
Pressdo interna: p, =100,0 KN/cm® , e

Raio interno:  =10,0 m .
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5.4.2.2 Modelos

Nesta analise consideram-se os modelos:

CPMI — MxGy—U , CPMI - MxGy—T e CPMI - MxGy —D.

Com x igual a 16,32 e 64 elementos e y igual a aproximacao de grau 1,3 e 5.

5.4.2.3 Analise dos Resultados

Primeiramente apresentam-se um estudo de convergéncia a fim de se definir qual

modelo adotar e aplicar nas demais analises, de modo a tornar a apresentagdo mais sucinta.

Campo de Deslocamento Radial

Formulagcdao em Deslocamento

ur (mm)

|— Analitico % CPMI-M16G1-U —%~ CPMI-M16G3-U —%— CPMI-M16G5-U |

Figura 5.24: Deslocamentos radiais, modelos CPMI -M16Gy-U .

No grafico da Figura 5.24 apresenta-se o comportamento qualitativo da solugdo. O

circulo em azul representa a cavidade e os pontos em vermelho, os n6s no meio infinito.
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Tabela 5.5: Erro relativo, modelos CPMI - M16Gy-U

r (m) Analitico(mm) CPMI-M16G1-U (mm) Erro (%) CPMI-M16G3-U (mm) Erro (%) CPMI-M16G5-U (mm) Erro (%)

15 42.27642 40.90052 3.25 42.68731 0.97 42.61709 0.81
20 31.70732 30.42931 4.03 32.01957 0.98 32.00631 0.94
25 25.36585 24.24814 4.41 25.62716 1.03 25.63329 1.05
30 21.13821 20.16123 4.62 21.36267 1.06 21.37595 1.12
35 18.11847 17.25655 4.76 18.31468 1.08 18.33049 117
40 15.85366 15.08515 4.85 16.02762 1.10 16.04404 1.20
45 14.09214 13.40012 4.91 14.24819 1.1 14.26441 1.22
50 12.68293 12.05428 4.96 12.82430 1.1 12.83995 1.24
55 11.52993 10.95448 4.99 11.65909 1.12 11.67403 1.256
60 10.56911 10.03882 5.02 10.68794 1.12 10.70215 1.26
65 9.75610 9.26459 5.04 9.86612 1.13 9.87959 1.27
70 9.05923 8.60134 5.05 9.16163 1.13 9.17442 1.27
75 8.45528 8.02679 5.07 8.55103 1.13 8.56317 1.28
80 7.92683 7.52424 5.08 8.01673 1.13 8.02827 1.28
85 7.46055 7.08096 5.09 7.54527 1.14 7.55625 1.28
90 7.04607 6.68704 5.10 7.12617 1.14 7.13664 1.29
95 6.67522 6.33465 5.10 6.75118 1.14 6.76118 1.29
100 6.34146 6.01757 5.11 6.41368 1.14 6.42324 1.29

Verifica-se na Tabela 5.5 que os erros produzidos pelas aproximagdes do 3° e do 5°
grau sdo menores com relacdo a solugdo analitica. Verifica-se que a aproximacgdo cubica
apresenta os melhores resultados. E importante também destacar que nesse exemplo apenas o
contorno da cavidade ¢ discretizado. O meio infinito ¢ uma caracteristica incorporada na

propria formulacdo do MEC. Continuando a anélise obtém-se:

60.0
55.0

50.0
45.0
40.0

35.0

30.0

25.0

ur (mm)

20.0

15.0

10.0

|— Analitico % CPMI-M32G1-U %~ CPMI-M32G3-U —%— CPMI-M32G5-U |

Figura 5.25: Deslocamento radial, modelos CPMI -M32Gy—-U .
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Tabela 5.6: Erro relativo, modelos CPMI - M32Gy-U .

T(m) Analitico (mm) CPMI-M32G1-U (mm) Erro (%) CPMI-M32G3-U (mm) Erro (%) CPMI-M32G5-U (mm) Erro (%)

15
20
25
30
35
40
45
50
55
60
65
70
75
80
85
90
95
100

42.27642
31.70732
25.36585
21.13821
18.11847
15.85366
14.09214
12.68293
11.52993
10.56911
9.75610
9.05923
8.45528
7.92683
7.46055
7.04607
6.67522
6.34146

41.95338
31.38208
25.07657
20.88359
17.89300
15.65217
13.91042
12.51768
11.37854
10.42952
9.62666
8.93860
8.34236
7.82071
7.36047
6.95140
6.58541
6.25603

0.76
1.03
1.14
1.20
1.24
1.27
1.29
1.30
1.31
1.32
1.33
1.33
1.34
1.34
1.34
1.34
1.35
1.35

42.46386
31.86319
25.49976
21.25460
18.22089
15.94484
1417417
12.75739
11.59806
10.63186
9.81424
9.11339
8.50595
7.97442
7.50541
7.08851
6.71547
6.37974

0.44
0.49
0.53
0.55
0.57
0.58
0.58
0.59
0.59
0.59
0.60
0.60
0.60
0.60
0.60
0.60
0.60
0.60

42.43631
31.85506
25.49769
21.25495
18.22229
15.94671
14.17623
12.75950
11.60016
10.63391
9.81623
9.11530
8.50778
7.97618
7.50710
7.09012
6.71702
6.38123

0.38
0.47
0.52
0.55
0.57
0.59
0.60
0.60
0.61
0.61
0.62
0.62
0.62
0.62
0.62
0.63
0.63
0.63

ur (mm)

|— Analitico —%— CPMI-M64G1-U —%— CPMI-M64G3-U —% CPMI-M64G5-U |

Figura 5.26: Deslocamento radial, modelos CPMI - M 64Gy—-U .
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Tabela 5.7: Erro relativo, modelos CPMI - M 64Gy —-U .

r (m) Analitico (mm) CPMI-M64G1-U (mm) Erro (%) CPMI-M64G3-U (mm) Erro (%) CPMI-M64G5-U (mm) Erro (%)

15 42.27642 42.19862 0.18 42.36751 0.22 42.35782 0.19
20 31.70732 31.62537 0.26 31.78574 0.25 31.78164 0.23
25 25.36585 25.20244 0.29 25.43386 0.27 25.43157 0.26
30 21.13821 21.07341 0.31 21.19757 0.28 21.19611 0.27
35 18.11847 18.06101 0.32 18.17082 0.29 18.16981 0.28
40 15.85366 15.80226 0.32 15.90034 0.29 15.89959 0.29
45 14.09214 14.04576 0.33 14.13418 0.30 14.13359 0.29
50 12.68293 12.64073 0.33 12.72111 0.30 12.72064 0.30
55 11.52993 11.49127 0.34 11.56489 0.30 11.56450 0.30
60 10.56911 10.53345 0.34 10.60132 0.30 10.60098 0.30
65 9.75610 9.72303 0.34 9.78595 0.31 9.78567 0.30
70 9.05923 9.02841 0.34 9.08705 0.31 9.08679 0.30
75 8.45528 8.42643 0.34 8.48131 0.31 8.48109 0.31
80 7.92683 7.89971 0.34 7.95128 0.31 7.95108 0.31
85 7.46055 7.43497 0.34 7.48360 0.31 7.48342 0.31
90 7.04607 7.02187 0.34 7.06788 0.31 7.06771 0.31
95 6.67522 6.65226 0.34 6.69591 0.31 6.69575 0.31
100 6.34146 6.31962 0.34 6.36114 0.31 6.36099 0.31

Verifica-se nas tabelas acima que os menores erros ocorrem com os modelos
CPMI — MxG3—-U . Justifica-se a melhora desse resultado em decorréncia da utilizagao dos
elementos de contorno curvos na representacdo da geometria circular. Nota-se também que o
erro relativo para os elementos com aproximacao do 5° grau geram bons resultados, porém o
maior nimero de graus de liberdade diminui a precisdao dos resultados devido a quantidade de
pontos fonte singulares sobre o elemento. Nada que prejudique o resultado global da
aproximacao, que continua a ser muito boa. Em virtude da convergéncia, utilizam-se os

valores de x =64 e y =3 nas proximas analises.
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ur (mm)

Formulagdo em For¢a de Superficie

60.0
55.0
50.0
45.0
40.0
35.0
30.0
25.0
20.0
15.0
10.0
5.0
0.0
-5.0

-10.0

Figura 5.27: Deslocamento radial, modelo CPMI — M 64G3—-T .

Tabela 5.8: Erro relativo, modelo CPMI — M 64G3—-T .

|— Analitico —— CPMI-M64G3-T |

r (m) Analitico (mm)

CPMI-M64G3-T (mm) Erro (%)

15
20
25
30
35
40
45
50
55
60
65
70
75
80
85
90
95
100

42.27642
31.70732
25.36585
21.13821
18.11847
15.85366
14.09214
12.68293
11.52993
10.56911
9.75610
9.05923
8.45528
7.92683
7.46055
7.04607
6.67522
6.34146

42.24214
31.69215
25.35948
21.13582
18.11800
15.85418
14.09318
12.68424
11.53138
10.57061
9.75762
9.06074
8.45677
7.92827
7.46195
7.04743
6.67654
6.34274

0.081
0.048
0.025
0.011
0.003
0.003
0.007
0.010
0.013
0.014
0.016
0.017
0.018
0.018
0.019
0.019
0.020
0.020
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Analisando a Tabela 5.8 verifica-se que a formulagcdo em forca de superficie apresenta
resultados com boa precisdo, o que permite concluir que o método da subtracdo de

singularidade atende aos requisitos de regularizagao da parte finita de Hadamard.

A seguir, apresentam-se os resultados do campo de deslocamento utilizando o modelo
dual CPMI — M 64G3— D . Nesse modelo alterna-se a colocagdo da equagdo em deslocamento

e da equacdo em forga de superficie.

Formula¢cao Dual

60.0
55.0
50.0
45.0
40.0
35.0
30.0
25.0

ur (mm)

20.0
15.0
10.0
5.0
0.0

-5.0

-10.0

‘—Analitico —*— CPMI-M64G3-D

Figura 5.28: Deslocamento radial, modelo CPMI - M 64G3—-D.
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Tabela 5.9: Erro relativo, modelo CPMI —M64G3—-D.

r (m) Analitico (mm) CPMI-M64G3-D (mm) Erro (%)

15 42.27642 42.35968 0.197
20 31.70732 31.78015 0.230
25 25.36585 25.42935 0.250
30 21.13821 21.19378 0.263
35 18.11847 18.16755 0.271
40 15.85366 15.89746 0.276
45 14.09214 14.13161 0.280
50 12.68293 12.71880 0.283
55 11.62993 11.56278 0.285
60 10.56911 10.59938 0.286
65 9.75610 9.78416 0.288
70 9.05923 9.08538 0.289
75 8.45528 8.47976 0.289
80 7.92683 7.94982 0.290
85 7.46055 7.48223 0.291
90 7.04607 7.06658 0.291
95 6.67522 6.69468 0.291
100 6.34146 6.35997 0.292

Os resultados obtidos com o modelo dual apresentam valores intermediarios em
relacdo aos obtidos independentemente com as duas formulagdes. Esses resultados ja eram
esperados, pois a estratégia dual estd sendo usada nesse exemplo apenas para validagdo e nao
para transpor as possiveis singularidades do sistema algébrico como ocorre na mecanica da
fratura e que sera apresentado no préximo capitulo. A seguir analisam-se os resultados para os

campos de tensdo desse exemplo.
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Campo de Tensao Radial

Formulagdao em Deslocamento, For¢a de Superficie e Dual.

10.0
5.0 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90 95 100
0.0
-5.0
-10.0
-15.0
-20.0
-25.0
-30.0
-35.0
-40.0
-45.0
-50.0
-55.0
-60.0
-65.0
-70.0
-75.0
-80.0
-85.0
-90.0

or (MPa)

r(m)

‘—Anall'tico —*%— CPMI-M64G3-U —— CPMI-M64G3-T —— CPMI-M64G3-D ‘

Figura 5.29: Tensdes radiais, modelos CPMI - M 64G3—(U, T e D).

Tabela 5.10: Erro relativo, modelos CPMI — M 64G3—(U, T ¢ D).

T (m) Analitico (MPa) CPMI-MB64G3-U (MPa) Erro (%) CPMI-MB4G3-T (MPa) Erro (%) CPMI-M64G3-D (MPa) Erro (%)

15 -44.44444 -44.45196 0.017 -44.33980 0.235 -44.43922 0.012
20 -25.00000 -25.02106 0.084 -24.96312 0.148 -25.01678 0.067
25 -16.00000 -16.02410 0.151 -15.98474 0.095 -16.02148 0.134
30 -11.11111 -11.13273 0.195 -11.10398 0.064 -11.13088 0.178
35 -8.16327 -8.18152 0.224 -8.15965 0.044 -8.18013 0.207
40 -6.25000 -6.26522 0.243 -6.24807 0.031 -6.26413 0.226
45 -4.93827 -4.95099 0.257 -4.93721 0.022 -4.95012 0.240
50 -4.00000 -4.01071 0.268 -3.99941 0.015 -4.01000 0.250
55 -3.30579 -3.31489 0.275 -3.30547 0.010 -3.31430 0.258
60 -2.77778 -2.78559 0.281 -2.77762 0.006 -2.78509 0.263
65 -2.36686 -2.37363 0.286 -2.36680 0.003 -2.37321 0.268
70 -2.04082 -2.04673 0.290 -2.04081 0.000 -2.04636 0.272
75 -1.77778 -1.78298 0.293 -1.77781 0.002 -1.78266 0.275
80 -1.56250 -1.56711 0.295 -1.56255 0.003 -1.56683 0.277
85 -1.38408 -1.38820 0.297 -1.38415 0.005 -1.38794 0.279
90 -1.23457 -1.23826 0.299 -1.23464 0.006 -1.23803 0.281
95 -1.10803 -1.11136 0.300 -1.10811 0.007 -1.11116 0.282
100 -1.00000 -1.00302 0.302 -1.00008 0.008 -1.00283 0.283
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Na Tabela 5.10 verifica-se que a tensdo radial apresenta melhores resultados com a

equacdo em for¢a de superficie. Justificam-se esses resultados pelo fato da equagdo integral e

da solugfo analitica dependerem de 7.
Campo de Tensoes Circunferencial

Formulag¢do em Deslocamento, For¢a de Superficie e Dual.

90.0
85.0
80.0
75.0
70.0
65.0
60.0
55.0
50.0
45.0
40.0
35.0
30.0
25.0
20.0
15.0
10.0
5.0
0.0
-5.0 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90 95100

-10.0

G0 (MPa)

r (m)

|[— Analitico —%~ CPMI-M64G3-U —%~ CPMI-M64G3-T —%~ CPMI-M64G3-D |

Figura 5.30: Tensao circunferencial, modelos CPMI — M 64G3 —(U , Te D).
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Tabela 5.11: Erro relativo, modelos CPMI —M 64G3—(U, T e D).

r (m) Analitico (MPa) CPMI-M64G3-U (MPa) Erro (%) CPMI-M64G3-T (MPa) Erro (%) CPMI-M64G3-D (MPa) Erro (%)

15 44.44444 44.59542 0.340 44.44423 0.000 44.58465 0.315
20 25.00000 25.06929 0.277 24.99563 0.017 25.06455 0.258
25 16.00000 16.04408 0.276 15.99796 0.013 16.04118 0.257
30 11.11111 11.14240 0.282 11.11034 0.007 11.14040 0.264
35 8.16327 8.18675 0.288 8.16308 0.002 8.18527 0.270
40 6.25000 6.26828 0.293 6.25008 0.001 6.26715 0.274
45 4.93827 4.95290 0.296 4.93846 0.004 4.95200 0.278
50 4.00000 4.01197 0.299 4.00023 0.006 4.01124 0.281
55 3.30579 3.31575 0.301 3.30603 0.007 3.31514 0.283
60 277778 2.78620 0.303 2.77801 0.009 2.78569 0.285
65 2.36686 2.37407 0.305 2.36709 0.009 2.37364 0.286
70 2.04082 2.04706 0.306 2.04102 0.010 2.04668 0.287
75 1.77778 1.78323 0.307 1.77797 0.011 1.78290 0.288
80 1.56250 1.56730 0.307 1.56268 0.011 1.56702 0.289
85 1.38408 1.38835 0.308 1.38425 0.012 1.38809 0.290
90 1.23457 1.23838 0.309 1.23472 0.012 1.23815 0.290
95 1.10803 1.11146 0.309 1.10817 0.012 1.11125 0.291
100 1.00000 1.00310 0.310 1.00013 0.013 1.00291 0.291

A partir dos resultados verificados para o campo de tensdes, afirma-se que ambas as
formulacdes produzem bons resultados comprovando-se que a subtragdo de singularidade ¢
uma estratégia robusta para regularizacdo das equagdes integrais singulares inclusive quando

se utilizam elementos curvos de ordem qualquer.

Nota-se que ao se fixar a quantidade de elementos de contorno e aumentar o grau da
aproximagao, aumenta-se também a quantidade de graus de liberdade do problema. A seguir
apresenta-se um exemplo em que ¢ fixada a quantidade de graus de liberdade do problema

aumentando-se apenas o grau da aproximacao.

5.4.3. Exemplo 3: Chapa Tracionada com Furo Eliptico (CTFE)

Nesse exemplo considera-se o efeito da concentracdo de tensdo provocada por um furo
eliptico no meio infinito submetido a um estado uniaxial de tensao, como na Figura 5.31.
Prioriza-se a verificacdo do fator de concentracdo de tensdo na extremidade do furo uma vez
que essa grandeza caracteriza as causas dos problemas de fratura nos materiais dicteis, Pilkey

e Pilkey (2008).

Gao (1996) apresenta a solucdo analitica do problema biaxial geral de uma cavidade
eliptica inclinada no meio infinito expressa em termos das tensdes ¢ dos deslocamentos em
coordenadas curvilineas. A particularizacdo da solu¢do apresentada por Gao (1996) permite
determinar os campos de deslocamento e tensdo do problema sujeito a agdo uniaxial para o

caso da tra¢do perpendicular ao semi-eixo maior da elipse.
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Figura 5.31: Chapa tracionada com um cavidade eliptica central

As equagoes que descrevem esse problema em particular sdo apresentadas a seguir.

Para o campo de deslocamento:

_\/ET N

U, =——
16 u \/cosh2§O—005277

{(K + 1) [coshZfO — (625" + 1)c0s277 + 1}}

(5.98)
\/E T \V a2 _b2 26
u,=—— [(K+1)e °Sen277]
16 u \/cosh2§O —cos2n
Para o campo de tensao:
o, =0
1+e7% ) senh2é&
o =T ( ) ° 1 (5.99)
"” cosh2&, —cos2n
Ogp = 0

Sendo:

& e n, as coordenadas curvilineas sobre a elipse,
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1, 0 modulo de elasticidade transversal, e

3—4v, para o estado plano de deformacgao, e
K=<3-

1% <
, para o estado plano de tensao.
I+v

Define-se o fator de concentragdo de tensdo como a grandeza que dita o crescimento
da tensdo na extremidade do furo. No transcorrer do exemplo apresentam-se as equagoes € 0s

valores do fator de concentracao de tensdo para cada caso estudado.

5.4.3.1 Dados do Problema

Analise: Estado plano de tensao,

Modulo de elasticidade do meio: E =3,0x10° MPa,
Coeficiente de Poisson do meio: v=0,3, ¢

Tragdo uniaxial: 7 =100,0 MPa .

5.4.3.2 Modelos

Nesta andlise consideram-se os modelos:
CTF —MxGy-U .
Adotam-se as seguintes dimensdes para o furo:

Fixa-se o valor do semi-eixo maior a =5 mm e varia-se a dimensdao do semi-eixo

menor b em:

b=5, 2,5 1,0,5¢e0,1 mm.

5.4.3.3 Analise dos Resultados

A primeira andlise a ser apresentada consiste em verificar a influéncia da quantidade

de noés na solucdo do problema como citado anteriormente. Para isso, apresentam-se os
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resultados gerados com o modelo CTF —MxGy—U adotando-se a excentricidade nula para a

elipse, que consiste no caso da chapa infinita com um furo circular.

Adotam-se para essa analise os modelos com x igual a 150 e 100 elementos de

contorno referentes as aproximagodes y do 1° e 2° grau, respectivamente, totalizando 300 nos

sobre o contorno do furo.

A solugdo analitica desse problema ¢ apresentada em Timoshenko e Goodier (1970).

Em coordenadas polares o campo de tensao ¢ dado por:

2 4 2
o, 21( —’?—zj+€(l+3%—4iéjcos20,
r

2 r r
T r? T 3rt
0, =—|1+-% |——| 1+—% |cos20, e 5.100
T(3rt 2r°
c,=—|—+t——t—1|sen20
0 2( o j

Sendo:

r;, o raio do furo circular.

Os valores das tensdes maximas que ocorrem na dire¢do perpendicular de aplicacdo da
tragdo ¢é obtida quando @ =+7/2 e valem o, =0, =0 e o, =3T . Nos pontos paralelos a
tracdo, ou seja, quando & ==7 ocorre uma compressdo na dire¢do tangencial dada por

Oy =-T.

A distribuicdo adimensional do campo de tensdo na dire¢@o perpendicular a aplicagao

da tragdo ¢ calculada por meio das equagdes:

2 4
Gw T 115 [0 5l 5] | e (5.101)
T T 2 y y
o}
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Os resultados gerados pelo programa de elementos de contorno e pela solucdo

analitica (5.101) sdo apresentados nos graficos a seguir:

Distribui¢éo de oy,

yIr

|— Analitico —- CTF-M150G1-U — CTF-M100G2-U |

Figura 5.32: Campo adimensional de tenséo o, perpendicular a solicitacao.

Distribuicao de o,y

5e

5e
ox! T

|— Analitico —- CTF-M150G1-U —%- CTF-M100G2-U |

Figura 5.33: Campo adimensional de tensdo o perpendicular a solicitacao.
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A distribuicdo adimensional do campo de tensdo na dire¢do paralela a aplicagdo da

tracdo fica determinada por meio das equagdes:

2 4
O _%w i[5 3|k e (5.102)
T T 2|\x y
G _Zw _
T T

Distribuicdo de o,

3

ox! T

al
x/r

|[—— Analitico —*— CTF-M150G1-U —*— CTF-M100G2-U |

Figura 5.34: Campo adimensional de tensao o paralelo a solicitacao.
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Distribuigéo de oy,

Gy /T

-3

x/r

|— Analitico —— CTF-M100G2-U —*— CTF-M150G2-U

Figura 5.35: Campo adimensional de tensdo o, paralelo a solicitagio.

O fator de concentragdo de tensdo K, desse problema ¢ calculado procedendo-se a

normalizacdo entre a tensdo maxima que ocorre na extremidade do furo e a tensdo de

solicitagdo da estrutura, que no caso € igual a 7', portanto:
K =i (5.103)

Logo, o fator de concentracdo de tensdo para o problema do furo circular sob tracao

uniaxial é K, =3 e significa que a tensdo cresce trés vezes mais na extremidade do furo na

dire¢do perpendicular a de aplicagdo da solicitagdo.

A quantidade de graus de liberdade ndo influenciou a qualidade dos resultados em

ambas as aproximacdes, pois foi utilizada uma malha bem refinada nos modelos.

No modelo a seguir, varia-se a excentricidade do furo para se analisar o fator de
concentracao de tensdo. Nesse caso analisa-se apenas a distribuicdo do campo de tensdao na

dire¢do perpendicular a solicitacao, pois € nela que ocorre a maxima concentragao de tensao.
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Para efetuar a analise nas vizinhangas da extremidade do furo eliptico é conveniente

transformar o campo de tensdo (5.99) em componentes cartesianas. Assim para a tensdo ao

longo do eixo maior do furo eliptico, quando x=0 e y >a, Boresi et al. (1993) apresenta a

transformacao:

Sendo:

s:lh/l—m,com B:l(a+b) e m= a—b.
2B 2B 2 a+b

Os valores de F, () e F, (s) sdo calculados por:

2 st—m

Fl(s>=5{l+M} ¢

-T2 ()

(5.104)

(5.105)

No que segue apresentam os resultados do fator de intensidade de tensdo para os

modelos CTF -M500G2—-U, variando-se a excentricidade da elipse como descrito

anteriormente.

O valor da tensdo méxima ocorre quando se substitui na equacdo (5.99) o valor

cos2n =1, que resulta:

. = (1+ 2£jT.
b

Que implica no fator de concentragdo de tensao, dado por:

K=o _1402
T b

A seguir apresentam-se os resultados desses modelos.

(5.106)

(5.107)
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y/r

alb=1,K=3

5
4
3]
2
- ol T
‘—Anah’tico —*— Numeérico ‘
Figura 5.36: Fator de concentracio 3 para excentricidade 0
alb=2,K=5
5
4
3]
ol T

‘—Analitico —*%— Numeérico ‘

Figura 5.37: Fator de concentracio 5 para excentricidade 0,86602.
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ylr

ylr

alb =5, K =11

-3

-2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

ol T

‘—Analitico —*— Numérico ‘

Figura 5.38: Fator de concentracio 11 para excentricidade 0,97979.

alb =10, K,=21

1

4 - -
| | | 0 | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | |
I i B i .

-1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 1 15 16 17 18 19 2

o ! T

‘—Analitico —*— Numeérico ‘

Figura 5.39: Fator de concentracio 21 para excentricidade 0,99498.

21
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a/b = 50, K; =101

y/r
N

I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I |
LIV L

-5 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90 95 100 105

o ! T

‘—Anah’tico —*— Numeérico ‘

Figura 5.40: Fator de concentracdo 105 para excentricidade 0,99979.

E possivel constatar por meio dos graficos acima o crescimento abrupto do fator de
concentracdo de tensdo com o aumento da excentricidade da elipse. Quando o semi-eixo
menor da elipse colapsa para zero o fator de concentracdo de tensdao tende a um valor limite
chamado de fator de intensidade de tensdo, como no caso da mecanica da fratura que sera

tratada no proximo capitulo.

128



6. Mecanica da Fratura

6.1. Apresentacio

Neste capitulo apresenta-se a formulagdo da mecanica da fratura linear eléstica
(MFEL). Descrevem-se os métodos de analise da MFEL com destaque para o método dos
elementos de contorno dual (MECD) e para as técnicas numéricas de avaliagdo do fator de
intensidade de tensdo (FIT). Encerra-se o capitulo com dois exemplos de validagdao das
técnicas de extragdo do FIT, mais um exemplo que justifica a utilizagio do MECD para

simular fraturas curvas.
6.2. Notas Historicas

Segundo Rossmanith (1997), a revolucao industrial do século XIX proporcionou um
aumento significativo na procura de ferro e aco para o uso na engenharia, sobretudo a partir
da segunda metade do século XIX. Erdogan et al. (1997) ressalta que o progresso alcangado
na tecnologia metalurgica foi fundamental para utilizacao desses metais como matéria prima
em grandes estruturas. Os autores destacam, também, que concomitantes ao desenvolvimento
desse periodo intimeros acidentes catastroficos ocorreram em razdo do uso indiscriminado
desses materiais. Por exemplo, Rossmanith (1997) descreve que na década de 1870 a revista
Engineering publicava as estatisticas semanais dos acidentes provocados nas ferrovias
inglesas, devido os problemas de fraturamento nos eixos dos vagdes e nas linhas férreas.
Erdogan et al. (1997) informa que nesse periodo morriam, aproximadamente, duzentas

pessoas por ano na Gra-Bretanha em razdo desses acidentes.

Barsom e Rolfe (1999) afirmam que as principais causas dos acidentes nas estruturas
estdo relacionadas a ruptura fragil dos materiais. Em Barsom e Rolfe (1999) sdo apresentados
diversos casos de falhas provocadas devido a ruptura fragil do ferro e do ago. Em Leibowitz
(1969) encontram-se as analises e discussdOes acerca de varios acidentes catastroficos
ocorridos em grande estruturas, como por exemplo: Tanques de armazenamento de petrdleo,

gas e dgua; vasos de pressdo, turbinas, caldeiras, gasodutos, pontes, avides, ferrovias e navios.

Em Meguid (1989) ha uma cuidadosa avaliagdo dos relatérios que apontam as causas

de um dos acidentes mais famosos da historia contemporanea, os ocorridos com os navios
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Liberty durante a Segunda Guerra Mundial. Rossmanith (1997) relata que nos primeiros dias
de guerra, a marinha Alema havia afundado varios navios de carga Britanicos. Nos termos do
programa do apoio de guerra dos Estados Unidos, o Land-Lase Act, os americanos se
encarregavam de enviar suprimentos e materiais bélicos aos paises aliados. Nessa iniciativa,
um famoso engenheiro americano, Henry Kaiser, fora convocado por ter desenvolvido uma
técnica revoluciondria de fabricagdo de navios. De acordo com Meguid (1989) essa técnica
substituia os cascos rebitados por cascos soldados resultando em uma producao recorde de

fabricagdo, sendo construido um navio em quatro dias.

De acordo com Blake (2005), em 1943, um desses navios se partiu ao meio enquanto
navegava no pacifico norte. Acerca desse acidente, Meguid (1989) apresenta alguns nimeros:
Do total de 2.700 navios fabricados, 400 navios apresentavam fraturas brandas, 90 navios
apresentavam fraturas mais sérias, 20 estavam completamente comprometidos e outros 12
partiram-se ao meio ainda parados nas docas. No relatorio final do Laboratorio de Pesquisas
Navais de Washington foi constatado que havia trés causas principais responsaveis pelo
aparecimento desses defeitos. A primeira responsabilizava a qualidade das soldas. A segunda
dizia que as fraturas que eclodiam de cantos onde havia concentra¢do funcionavam como
mecanismos iniciais de ruptura. E a terceira dizia que os cascos de aco dos navios

apresentavam baixa tenacidade ao fraturamento.

Segundo Blake (2005) foi apds a investigacdo das causas desses acidentes que
culminaram nos desenvolvimentos e definicdes da moderna mecanica da fratura eléstica
linear. Blake (2005) destaca que as maiores contribui¢des referentes ao assunto ocorreram no
inicio da década de 1950 quando Irwin e Kies (1952, 1954) e Irwin (1957) forneceram a
extensdo da teoria de Griffith e estabeleceram um critério de propagagdo da fratura com base
na taxa de liberacdo de energia e no trabalho critico requerido para a formagdo da nova
superficie de fratura. Nesses trabalhos Irwin relacionou a taxa de liberacao de energia ao
campo de tensdo na extremidade da fratura por meio da técnica apresentada em Westergaard
(1939) apud Liebowitz (1968). Irwin demonstrou que esse campo podia ser determinado por

meio de uma grandeza fundamental denominada fator de intensidade de tensao.

Ap0s esse breve historico apresenta-se os fundamentos teoricos da MFEL.
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6.3. Mecanica da Fratura Elastica Linear

De acordo com Meguid (1989) na fase de projeto de um componente estrutural ndo ¢
suficiente considerar apenas os limites de tensdo do material. Para se garantir a integridade
mecanica da estrutura deve-se considerar também, as condi¢des operacionais de solicitagao
devido a presenga dos defeitos no meio material. O autor define a mecanica da fratura como o

ramo da analise estrutural que se destina ao estudo dos meios fraturados.

O caso particular quando se desconsidera a plastificagdo na extremidade da fratura

chama-se a mecanica da fratura elastica linear.

O contetido dos itens a seguir fundamenta-se nos trabalhos de Liebowitz (1968), Rice

(1968), Meguid (1989), Parton (1992) e Papadopoulos (1993).

6.3.1. O Critério Energético de Griffith

Com base nos teoremas de energia, Griffith (1921) apud Meguid (1989) analisou o
campo de tensdes em uma chapa infinita, tracionada e com uma fratura eliptica central,

conforme a da Figura 6.1.
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Figura 6.1: Chapa infinita com uma fratura eliptica central

131



De acordo com Meguid (1989), o critério energético de Griffith estabelece que o

decréscimo na energia potencial interna U, ocorre devido o aumento da superficie de fratura

que ¢ contrabalanceada pelo aumento na energia requerida para a formagao da nova superficie

de fratura U S

O equilibrio estatico e termodindmico fornece a energia total em fun¢do das parcelas:
U=U+U,+U,+U,. (6.1)

A primeira parcela corresponde a energia de deformacgdo eldstica da chapa com

espessura unitaria. Na auséncia de defeitos, essa parcela ¢ dado por:

2
U =[Zdu. (6.2)
)2E

A segunda parcela refere-se a taxa de energia de deformacdo elastica devido a
introducao de um fratura eliptica de comprimento 2a. Griffith (1921) apud Liebowitz (1968)

demonstrou que para uma chapa de espessura unitaria essa parcela ¢ calculada como:

2 2
noa
U,=+ .
E

(6.3)

A terceira parcela considera a contribuicao do trabalho das forcas externas por unidade

de espessura, sendo expressa por:

U, = j Fay. (6.4)
5

A quarta e ultima parcela corresponde ao acréscimo na energia superficial eldstica

devido a formagao da nova superficie de fratura, que ¢ dada por:
U, =4ay,. (6.5)

Com y, igual a energia superficial eldstica do material por unidade de espessura da

Chapa. Esse valor ¢ constante e depende das propriedades fisicas do material.
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Fisicamente a parcela U, corresponde a energia requerida para romper as ligagdes
atdmicas na frente da extremidade da fratura e se caracterizando como uma forma de energia

irreversivel, ver Meguid (1989). Portanto, U, néo contribui no potencial interno do sistema,

sendo a energia potencial interna U, determinada apenas pelas parcelas U, +U, +U .

Outra andlise refere-se aos tipos de condigdes de contorno do problema. Nesse caso

destacam-se duas: Deslocamento constante ou carregamento constante.

No caso das condi¢gdes de contorno associadas ao deslocamento, verifica-se que o

trabalho das forgas externas ¢ U, =0. Quando houver o relaxamento na intensidade do

carregamento ocorrerd um decréscimo na rigidez e conseqlientemente na energia de

2 2
o a

deformacdo elastica da fratura, de modo que U, =- . Nessa situacdo a energia

potencial interna do sistema resulta:

7Z'O'a

U, j Ly (6.6)

No caso das condigdes de contorno associadas ao carregamento, verifica-se que o

trabalho das forgas externas ¢ U, # 0 e com isso, 0 carregamento promove 0 aumento na taxa

de deformagao elastica da fratura. Resultando na seguinte energia potencial interna:

2 2
o a

2
(o2
U =|—dA+ — | Fdy. 6.7
, £2E j y (6.7)

Posto isso, a energia total do sistema mecanico fica:

2 2
o a

2
U =[Z_ g4+

=1z —;[de+4a7/e. (6.8)

Na equagéo (6.8) as parcelas de energia U, e U, variam parabolica e linearmente em

relacdo ao comprimento da fratura.
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Considerando as condi¢des de contorno em deslocamento. O ponto de equilibrio

t

a

. . L g 0
energético do sistema ¢ obtido ao se efetuar =0, logo:

2 2
ai(— 7o 4 +4a7/ej =0, desde que,
4 (6.9)
iUi =0.
oa

Essa condi¢do estabelece que uma fratura de comprimento 0<a<a, , com a, o

comprimento critico da fatura, fornece uma quantidade de energia minima para que haja o
crescimento da fratura, ou seja, para que a propagacdo ocorra de maneira estavel. Porém

quando a >a, a taxa de energia de deformacdo excede a quantidade de energia necessaria

para se criar uma nova superficie de fratura, e essa se propaga de maneira instavel.

No equilibrio encontra-se:

o~Nma =,/2Ey,, para o estado plano de tensdo, e

2Ey,
1-v*’

(6.10)

oNra = para o estado plano de deformagao.

Das equagdes (6.10) conclui-se que a propagacao estdvel ou instavel da fratura
depende das condigdes de carregamento da Chapa, da geometria da fratura e das propriedades

do material. Conseqiientemente, as equagdes (6.10) indicam a situacdo critica que ocorre

quando o produto o+/7a atinge um valor limite, como sera apresentado posteriormente.
As equagodes (6.10) podem também ser escritas da seguinte forma:

72'0'261

=2y,, para o estado plano de tensdo, e
(6.11)

72'0'261

(1 —? ) =2y,, para o estado plano de deformacao.

Em termos dimensionais, a quantidade do lado esquerdo da igualdade ¢ equivalente a
uma forga disponibilizada pelo sistema para que a frente de fraturamento avance uma unidade

de comprimento. Essa quantidade ¢ representada por G, .
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Dimensionalmente, a quantidade do lado direito ¢ equivalente a uma forga resistente
ao avango da fratura e é representada por R. Assim, a condi¢do de propagacdo instavel ocorre

quando:

G.>R. (6.12)

a <
, para o estado plano de tensdo,

2
= ﬂol-? 4 (1 —y? ), para o estado plano de deformagio, e

_au,

R .
oa

Para a condicdo de contorno em carregamento, a energia total do sistema mecanico

(6.8) pode ser representada da seguinte forma:

U =U+U,~U,+U,. (6.13)

I . . . . . ou
Novamente, o equilibrio do sistema ¢ determinado realizando-se a operagao 3 L=0.
a

o oU,
Para que ocorra a propagacao instavel da fratura se faz 5 £ <0, que resulta:
a

0

—(U -U_+U_)<0. 6.14

20 w19
Resultando em:

0 0

—(U -U )>2—U.. 6.15

8a( " ”) oa "’ (©6.15)
Ouseja G, > R, com G, =§(UW—UQ).

a

De acordo com a equagdo (6.15) € possivel definir G, como a taxa de liberagdo de
energia potencial, conforme apresentado em Meguid (1989).
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Analisando as possiveis condi¢des de contorno apresentadas anteriormente para esse

problema, G, podera ser ora a taxa de liberagdo de energia de deformacdo ora a taxa de

liberacdo de energia potencial, caso se prescreva ou o deslocamento constante ou o

carregamento constante. De forma geral G, pode ser definida como a libera¢do de energia por

unidade de comprimento da fratura, por unidade de espessura da Chapa. Em termos

dimensionais Meguid (1989) define G, como a for¢a motriz de fraturamento.

Apesar do critério de Griffith medir a energia global do sistema, ele ndo fornece as
informacdes do comportamento local da fratura e ¢ aplicada exclusivamente para materiais
frageis. De acordo com Liebowitz (1968), Irwin (1957) demonstrou que o processo de
propagacdo se desenvolve em uma pequena regido proxima a extremidade da fratura. Irwin
determinou os campos de tensdo e deslocamento nessa regido em termos de uma grandeza que
denominou de fator de intensidade de tensdo. No item a seguir, apresenta-se a formulacao

proposta por Irwin.

6.3.2. A Abordagem de Irwin-Orowan

Segundo Meguid (1989), Irwin (1952, 1955) e Orowan (1950) estenderam a teoria de
Griffith considerando o efeito da plastificacio em uma regido limitada, proxima a
extremidade da fratura. Irwin e Orowan postularam que a resisténcia ao aumento do

comprimento da fratura ¢ igual a soma da energia superficial eldstica y, com a energia de
dissipagdo plastica y,. Segundo essa defini¢do os autores introduziram a parcela y, na
equacao do equilibrio energético do sistema, resultando:

rc’a

E
ro’a

= 2( Y.t7, ), para o estado plano de tensdo, e
(6.16)

(1 - vz) = 2(;/e +7, ), para o estado plano de deformacao.

Nos materiais ducteis o termo y, € muito maior que y, e a resisténcia ao avango da

fratura ¢ governada principalmente, por meio da energia de dissipagdo plastica. Porém,
Orowan (1950) apud Liebowitz (1968) verificou que esse critério ndo era suficiente para
determinar o crescimento da fratura. Orowan estabeleceu que a plastificagdo deve ocorrer em

uma regido suficientemente préxima a extremidade da fratura, denominada zona pléstica.
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Na MFEL o termo y, ¢ muito menor que y, € o campo de tensdes na extremidade da

fratura ¢ governado apenas pelo comprimento da fratura. Partindo dessa premissa, Irwin
(1957) apud Meguid (1989) demonstrou que as tensdes elasticas proximas a fratura podiam
ser determinadas por meio de uma representagdo em série do campo tensdo. Para os

problemas bidimensionais essa série € expressa como:
_ K. 11 (0)+K, £ (6 6.17
O-ij_ﬁli 1 y( )+ nty ( )] (6.17)

Sendo:

re @, a posicdo de um elemento de volume em relagdo a extremidade da fratura,

expressa no sistema de coordenada polar, conforme a Figura 6.2.

K, e K, , os fatores de intensidade de tensdo correspondentes aos dois modos bésicos

de deformagdo da superficie da fratura.

X2 A

X7
S
4

Figura 6.2: Sistema de referencia polar.

Segundo Papadopoulos (1993), Irwin observou que nos solidos bidimensionais o

fraturamento resulta da superposi¢do dos modos basicos que sdo definidos como:
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Modo I ou modo de abertura. As faces da fratura tendem a se separar simetricamente

em relacdo ao plano da fratura em decorréncia de solicitagdes de tragdo, como na Figura 6.3.

AY
«— >
' Modo
«— —»

X

Figura 6.3: Modo de abertura da fratura. Modo I.

Modo II ou modo de escorregamento. As faces da fratura deslizam em relagdo ao

plano da fratura, em decorréncia de solicitagdes de cisalhamento, conforme a Figura 6.4.

AY

Modo 11

X

Figura 6.4: Modo de escorregamento. Modo II.

Os FIT sao grandezas que dependem da forma da fratura e do tipo de carregamento do

problema. Os fatores K fornecem uma estimativa local da intensidade das tensdes nas

proximidades da fratura.
Portanto, na teoria da MFEL, o FIT ¢ a principal grandeza que determina o

comportamento dos campos de tensdao dos solidos fraturados. Existem diferentes formas de se

determinar o FIT. Apresentam-se, a seguir, alguns desses métodos.
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6.3.3. Métodos Experimentais

Existem diversos métodos de avaliagdo experimental do FIT. Estas técnicas incluem a
extensometria, a fotoelasticidade, a interferometria e mais recentemente por meio de

processamento digital de imagens e emissao acustica.

Por exemplo, na extensiometria as deformagdes proximas a extremidade da fratura sdo
medidas a partir da variagao da resisténcia elétrica provocada pela deformacgao especifica do

extensOmetro.

Dally e Sanford (1987) demonstraram que para um material homogéneo, eléstico
linear, o fator de intensidade de tensao do modo de abertura relaciona-se com a deformacgao

medida no extensdmetro por meio da equagao:

2ue = K, [Kcos(gj—%sen(@)sen(?jcos@a)+%sen(0)c0s(%)sen(2a)}.(6.18)

2xr
Sendo:

K, , o fator de intensidade de tensdo critico ou tenacidade ao fraturamento no modo I,

1-v .. .
K= 1— , 1, 0mobdulo de elasticidade transversal do material, e
+v

0 e «, as orientagdes do extensdmetro em relacdo a extremidade da fratura

calculadas em func¢do do coeficiente de Poisson, por meio das equagdes:
cos(20¢):v—_1 etg(gjz—cotg(Za). (6.19)

De acordo com Barsom e Rolfe (1999) a importancia dos métodos experimentais
consiste na determinacdo das caracteristicas limites dos materiais como, por exemplo, o FIT

critico K, € definido como a tenacidade de um corpo de prova. Os autores destacam que os
métodos experimentais utilizados na obtencdo do K, devem ser obtidos para condi¢des de

servico, como por exemplo, temperatura ambiente, taxa de carregamento e restri¢do ao

escoamento do material.
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6.3.4. Métodos Analiticos

De acordo com Parton (1992), a maioria dos métodos analiticos restringe-se a
problemas com condigdes de contorno simplificadas. Como mencionado anteriormente,
Liebowitz (1968) apresenta as solucdes analiticas obtidas por Irwin utilizando as chamadas

fungdes de tensdo de Westergaard.

O campo de tensdo proximo as extremidades da fratura pode ser calculado por meio

das fungdes de tensdes complexas de Westergaard:
® = ReZ + yImZ. (6.20)
Sendo:

Z ,uma funcao analitica de variaveis complexas z = x+ yi ,

Re e Im , a parte real e imaginaria da funcdo Z,
Z :C;—Z e Z :62—2, sendo Z o conjugado da fungdo Z e Z o conjugado de Z .
4 4

E possivel escrever o campo de tensdao em termos de Z, por meio das fungdes de

tensao de Airy:

‘O ‘O @
awzaz,a =azeO'X __9 . (6.21)
Yoy o Y Ox0Oy
Das condig¢des de Cauchy-Riemann determinam-se os valores das tensoes:
o, =ReZ-yIlmZ',
o, =ReZ+ylmZ', e (6.22)
o, =—yReZ'.
Sendo:
7=
dz
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Para o problema bidimensional infinito com uma fratura eliptica submetida a um

estado biaxial de tragdo, conforme apresentado na Figura 6.5.

EEEEEEEEERRRRRR AR RR ST aaaaaey:

(RRANRARARNNRRRARNNNRRRRRNNRRRSI
ARy

A R R A A AR

Oy

Figura 6.5: Fratura central em uma Chapa infinita.

Determinam-se os FIT para os dois modos de deformagdo a partir das seguintes

definigoes:
Analise no Modo I

Liebowitz (1968) apresenta a fungao de tensao de Airy @ para o modo I, da seguinte

forma:

b, =—. (6.23)
! z—a’
Com as condigdes de contorno:
O'yy=0 —a<x<+a,
0, =0, X—®,¢ (6.24)

=+
O'yy—)OO X =xa.
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Portanto, a funcdo de tensdo de Westergaard para o modo de abertura fica:

(6.25)

Para se transladar a origem do sistema de coordenada e posicionéd-lo na extremidade

da fratura, Meguid (1989) recomenda que se utilize a transformacdo ¢ =z —a. Substituido

essa mudanga de variavel na equacao (6.25), encontra-se:

o, (¢ +a) .
\/Z«/é’+2a

Z, = (6.26)

Realizando a expansdo em série de Taylor na variavel ¢ , tem-se:

7,2l J;_a[l_;(%}g%j_..}. 627)

Admitindo-se que ¢ <<a, os termos de ordem superior da série podem ser omitidos.

Aplicando essa consideracdo sobre a equacdo (6.27) e substituindo a transformacao

trigonométrica ¢ =re”, obtém-se:
(6.28)

Irwin (1957) apud Papadopoulos (1993) define o fator de intensidade de tensao do

modo I como sendo a magnitude do campo de tensdo proximo a extremidade da fratura, ou

fator de intensidade de tensio de tragdo dado por K, =o, (r,0 = O)Iir% Nrzr.

Substituindo a equagdo (6.28) em (6.22) determinam-se as tensdes em fun¢ao do FIT:

el a3 hel3)

o, = cos| — || 1—sen| — |sen| — ||,
’ 27y 2 2 2
o =Lcos(gj 1+sen(gjsen(ﬁj , € (6.29)
Y 2y 2 2 2

el ol 5l
o, =0, =——==sen| — |cos| — |cos| — |.

2zr 2 2 2
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Substituindo a equagdo (6.29) na lei de Hooke e em seguida, na relacdo deformagdo

deslocamento, obtém-se:

ux:& Lcos(gj (K—l)+25en2 (gj , €

S 2u\2rx 2 2

uyzﬁ Lsen(gj (K+1)—2cos2 (gj .
2u\2rx 2 2

(6.30)

Sendo:
L, 0 mddulo de elasticidade transversal e

k =3—4v, para o estado plano de deformacdo e x =——, para o estado plano de
+v

tensdo, com v igual ao coeficiente de Poisson.

Em Meguid (1989) ¢ apresentado a demonstragao para determinar a taxa de energia de
deformacao elastica por unidade de comprimento no modo I. Os resultados dessa

demonstragdo geram as seguintes relacdes:

2
G, = —’(1 —vz), para o estado plano de deormacao, e
£ 6.31)

2
G, = ?’, para o estado plano de tensao.

Analise no Modo 11

De maneira similar, Liebowitz (1968) apresenta a fun¢do de tensdo de Airy @ para o

modo II:
D, =—yReZ,,. (6.32)
Cujas condi¢des de contorno sio:

0,=0 —a<x<+a,

=7, y—o>om,e (6.33)

Xy

o, >© x=ta.

143



Nesse caso a fungdo de tensdo de Westergaard tem a forma:

7.z
Z, :%. (6.34)
z°—a
Sendo:

7, , a tensdo de cisalhamento.

Para um valor limite de », as componentes de tensdo e deslocamento em funcao das

coordenadas polares resultam:

R R R
o, = cos| — |{cos| — || 2+cos| — |cos| — || ¢,
2xr 2 2 2
o, = K, cos (Qj{sen (gj cos (ﬁﬂ, e (6.35)
? 27y 2 2 2
o.=0 :Lcos(g){l—sen(gjsen(ﬁﬂ
SRR /Y 2 2 2 )]

Para os campos de deslocamento, tem-se:

. zlg—z\/%sen(gj{(lc+l)+2cosz(gﬂ, c
u, = I;—Z\/%cos (gj |:(K— 1)+ 2sen’ (gﬂ

O fator de intensidade de tensdo do modo II é dado por K, =o, (r,0=0)lim«27r .

r—0

S

[\

(6.36)

A taxa de energia de deformagdo G, , é semelhante a apresentada na equagdo (6.31), e ¢

expressa por:

2
G, = ?”(l —v? ), para o estado plano de deormacao, e

(6.37)

2
G, = ?”, para o estado plano de tensdo.

Outro método analitico bastante empregado na avaliacdo do fator de intensidade de

tensdo considera o balanco de energia por meio de uma integral de linha.
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Segundo Meguid (1989) o conceito de integral J foi desenvolvido por Eshelby (1956)
para caracterizar a distribui¢do de forg¢as e deslocamentos provocados por imperfeicdes nos
materiais elasticos. Esta integral descreve a modificacdo da energia total do sistema mecanico,
provocadas pela presenca de singularidades. De acordo com Meguid (1989), a definicao da
integral J dada por Rice (1968) se aplica ao caso particular de sélidos homogéneos, com
material linear ou nao linear, livre de for¢as de dominio, de deformacdes iniciais e de forcas

de superficie nas faces da fratura.

No trabalho de Rice (1968) sdo apresentadas as relagdes entre a integral J e o fator de
intensidade de tensdo. Nesse trabalho, Rice mostrou que o decréscimo da energia potencial

interna U, associada com o desenvolvimento da fratura ¢ dado por:

U, = j WdQ - j tudr. (6.38)
Q T

Sedo:

a densidade de energia de deformacgdo, com o, » O tensor de tensdo e

[/

W= .[aﬁdgu

1 ~
&; = Eui ; o tensor de deformagao.

t,, € a forca de superficie que atua no contorno I" e ¢ definida em termos do vetor

1

normal n; da seguinte forma: #, = on;.

O sinal negativo de U, na equagdo (6.38) indica a redugdo da energia devido a

diminui¢do da energia de deformacado interna. Para problemas bidimensionais d€) representa
a area do material removido para a formacao da fratura. Para um crescimento infinitesimal do

comprimento da fratura a variagdo da energia potencial € expressa como:

oU |
r :ja—WdQ—jz,.%dr. (6.39)
da 3 Oa ~ Oa
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Ao se transferir o sistema de coordenadas para a extremidade da fratura, como na

Figura 6.6 e fazendo da = dx , a equagao (6.39) fica:

oU ,
- p:Ia—WdQ—Iti%dF (6.40)
Oa { Ox T Ox
X,
t
dr
Q
da! 5
/@ xl
a
r

Figura 6.6: Notacao e parametros usados na integral J .

Aplicando o teorema da divergéncia sobre a equacgao (6.40), resulta:

:(ﬁ(Udy : _jdr (6.41)
I
Sendo:

oU .
——~L aintegral J, portanto:

Ooa

J—qS(Ud _z%jdr (6.42)
! Y —1, O . )

Duas propriedades importantes da equagao (6.42) sdo demonstradas em Rice (1968).

146



Uma delas ¢ que a integral ao longo do contorno fechado ¢ nula, resultando:

cﬁ(Udy—g %jdr - 0. (6.43)
ox

r

A outra propriedade diz que a integral ¢ independente do caminho, o que condiz com

um principio de conservagao.

A relagdo entre a integral J e o FIT ¢ obtida por meio da taxa de liberagdo de energia

G, e € expressa como:

ou,
G=-—L. (6.44)

Meguid (1989) destaca que na MFEL a variagdo da energia potencial dissipada
durante o crescimento da fratura ¢ equivalente a integral J, como foi apresentado

anteriormente, logo:

ou,
=t (6.45)

Por essa razao, a integral J pode ser entendida como uma forga conservativa visto que
dimensionalmente G apresenta unidade de for¢a. Se o meio material apresentar
comportamento elastico, isotropico, ndo necessariamente linear, a energia G se reduz a

integral J, que em fun¢do do fator de intensidade de tensdo fica expresso por:

2

G =J :%, comm=1,1I. (6.46)

Sendo:

E', 0 modulo de elasticidade dada por: E’'= E, para o caso de problemas em estado

plano de tensdes ¢ E' = para o caso de estado plano de deformagao.

1-v?

Essas sdo as formas analiticas classicas de avaliacdo do FIT. Porém, e novamente se

insiste em afirmar, essas formulagdes nem sempre atendem a problemas mais gerais, e por
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isso existem varios “handbbooks” destinados a apresentar o calculo do fator de intensidade
de tensdo, para casos especiais, como por exemplo, Murakami (1987) e o aplicativo

“Database for Stress Intensity Factors” de Lopez e Aliabadi (1996).

Uma maneira mais geral de se determinar o FIT ¢ por meio dos métodos numéricos
devido a flexibilidade e aplicabilidade a uma grande classe de geometrias, materiais e
condi¢des de contorno. A seguir apresentam-se os fundamentos dessa metodologia, com

énfase nas aplica¢des do método dos elementos de contorno dual.

6.3.5. Métodos Numéricos

Existem diversas metodologias que podem ser utilizadas na resolugdo numérica de
problemas da MFEL, como por exemplo, o método dos elementos finitos, o método dos

elementos de contorno, entre outros.

Nesta pesquisa utiliza-se o método dos elementos de contorno dual, como sera

apresentado a seguir.

6.3.5.1 Método dos Elementos de Contorno Dual

O método dos elementos de contorno dual, como apresentado em Portela (1992.b),
surgiu como uma ferramenta numérica para andlise de problemas da mecanica da fratura. O
método consiste na aplicagdao simultanea das formulagdes diretas do MEC em deslocamento e
em forga de superficie. A principal vantagem dessa estratégia ¢ a colocagdao de pontos fontes

em posicdes coincidentes do espago sem a geracao de sistemas de equagdes singulares.

Em razao das potencialidades que essa estratégia oferece, desenvolve-se neste trabalho
o MECD com liberdade, no que diz respeito a escolha da posi¢do dos pontos colocagao.
Permite-se definir os pontos fontes em qualquer posicdo do contorno, diferentemente do que

sugere as formulacdes classicas do MECD.

A posigao e o tipo de pontos escolhido contribuem somente na geracao das linhas das

matrizes de influéncia de modo a tornar o sistema algébrico possivel e determinado.

Portela (1992.b) ao discretizar a faces da fratura coloca em uma das faces as equagdes

dos deslocamento, enquanto que na face oposta aplica a equagdo das forcas de superficie.
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Para um soélido fraturado, I'" e I representam as faces da fratura ¢ o contorno

remanescente ¢ indicado por I'", como ilustra a Figura 6.7.

Figura 6.7: Representac¢iao do contorno da fratura na formulacio dual.

Caso se utilize o ponto fonte que gere as equagdes em deslocamento na face I'", os

pontos fonte singulares x* produzirdo, na auséncia de forcas de campo e para elementos

suaves a seguinte equagao integral:

1 a1 _ o 4 -
Eui (x )+Eui (x )+-_£Tki (x ,x)ul. (x)dr :]F[U,d (x ,x)tl. (x)dT. (6.47)
Quando a formulagao em forga de superficie € aplicada na face oposta I'", € possivel

demonstrar que o ponto fonte singular x~ gera a seguinte equacao integral:

1 ] . - . _ .
Et,. (x )+Eti(x ):nj (x ){-D,dj (x ,x)tk (x)dF—nj (x )jc-Skl.j (x ,x)uk (x)dI. (6.48)
r r
A dificuldade em se realizar as integrais das equacdes (6.47) e (6.48) consiste em se
desenvolver um procedimento geral de avaliacao das integrais no sentido do valor principal de
Cauchy e da parte finita de Hadamard. Esse procedimento foi apresentado no capitulo anterior

quando se utilizou a subtracdo de singularidade para regularizar essas integrais.

Quando se aplica a solu¢do fundamental das equagdes em forca de superficie, os

termos livres sO existem para contornos suaves, sendo assim deve-se aplicar a técnica de
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elementos descontinuos para discretizar a fratura, ou seja, ndo se adotam pontos fontes na

extremidade da fratura.

Posto isso, cabe utilizar a estratégia de modelagem que atenda aos critérios
estabelecidos pela formulagdo dual. Portela (1992.b) apresenta a metodologia classica que

pode ser visualizada na Figura 6.8.

Figura 6.8: Estratégia de coloca¢ao dos nés do contorno na formulaciao dual classica.

Os nos azuis indicam equagdes em deslocamento. Os nds vermelhos indicam equagdes

em forca de superficie.

Nessa estratégia, as faces da fratura s@o modeladas com elementos de contorno
descontinuos enquanto que o contorno remanescente fica-se livre para se adotar tanto

elementos continuos, semi-continuos ou até mesmo descontinuos.

As equagdes em deslocamento sdo colocadas em uma das faces da fratura enquanto
que na face oposta utiliza-se obrigatoriamente a formulagdo em forca de superficie para evitar

a singularidade na resolucao algébrica do sistema.
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No contorno remanescente colocam-se pontos fontes com a formulacdio em
deslocamento. Na realidade essa condi¢do pode ser modificada uma vez que a introducao das

equagoes em forga de superficie produz o mesmo resultado.

6.3.5.2 Fator de Intensidade de Tensao

Para se obter numericamente os valores do FIT a partir dos resultados gerados com o

MECD apresentam-se trés técnicas que sao utilizadas neste trabalho.

Técnica de Correlacao dos Deslocamentos

Essa técnica associa os deslocamentos dos nds calculados na extremidade da fratura
com as solucdes analiticas obtidas das equacdes (6.30) e (6.36) apos substituir o angulo & por

—r ¢ +x . Como ilustra a Figura 6.9.

Figura 6.9: Técnica da correlacao dos deslocamentos

O FIT ¢ calculado procedendo-se a diferenca entre os deslocamentos das faces da
fratura que apresentam o mesmo modo de abertura. Por exemplo, aplica-se o procedimento
para o nd6 C a partir da configuracdo deformada e indeformada das superficies da fratura. A

figura a seguir ilustra essas configuracdes.
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COD
Cl

<>

CSD

Figura 6.10: Configuracio deformada e indeformada das faces da fratura

Sendo:

COD, o “Crack Open Displacement” que calcula a diferenca dos deslocamentos do

modo de abertura da fratura, e

CSD, o “Crack Sliding Displacement” que calcula a diferenca dos deslocamentos do

modo de escorregamento da fratura.

O FIT do ponto C ¢ calculado com as equagdes:

K< = ELICOD,e

roKs (6.49)
K = |22 £ csp.

r K+l

Com COD = (u§ —ug') e CSD = (uf —uf'). O FIT total é obtido fazendo-se a média
aritmética das contribuicdes de cada par de nos localizado na extremidade da fratura.

Portanto:

K =i eK, == (6.50)
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Técnica com Base no Estado de Tensao

A técnica com base no estado de tensdao leva em consideragdo o calculo das tensdes
obtidas nos nds proximos a extremidade da fratura. Maciel (2003) padroniza a técnica

apresentada em Paris e Cafias (1997).

Maciel (2003) propde a colocacgdo de trés pontos no dominio do problema distantes a

1 1 1 . . . .
ga, 7a e ga em relacdo a extremidade da fratura, com a igual a metade do comprimento

da fratura. A Figura 6.11, ilustra a colocagdo desses pontos, que devem ser colineares ao eixo

da fratura quando essa tiver geometria reta.

Figura 6.11: Colocac¢ao dos nos de dominio proximos a extremidade da fratura.

O FIT sera calculado por meio das equagdes analiticas (6.29) e (6.35) substituindo o
angulo d=0 e o raio r, por cada um das distancias estabelecidas para colocagdo dos pontos
fontes. Essa substitui¢do permite calcular o valor do FIT para cada um dos ndés com as

equacdes para os respectivos modos de abertura:

K, =0, ,N2xr, e

K,=0,N2xr.

(6.51)
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O calculo final do FIT ¢ obtido como na técnica anterior, realizando-se a média

aritmética entre os fatores tomados para cada uma das distancias:

ANCORCARILING
(6.52)
K _ (KH )A +(K11 )B +(K11 )C
i 3

Essas técnicas apresentam-se bastante robustas para o calculo do FIT. Outra

alternativa robusta fundamenta-se na integral independente de caminho, a integral J .
Técnica da Integral J

Aliabadi (2002), mostrou que a partir de um simples procedimento proposto
inicialmente por Ishikawa et al. (1980), a integral (6.43) pode ser expressa,

independentemente, em fun¢do dos modos bidimensionais de abertura da fratura.

Essa decomposicao ¢ obtida considerando-se as componentes simétricas e anti-
simétricas dos campos de deslocamento e tensdo. A Figura 6.12, ilustra essas componentes
para o campo de deslocamentos situados nos pontos P e P’ em quadrantes simétricos em

relacdo ao eixo da fratura.

1 17

\4

Figura 6.12: Componentes simétricas e anti-simétricas dos campos de deslocamentos.
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O mesmo se apresenta para os campos de tensdes, como na Figura 6.13

Y
\4

P! P! \L
Figura 6.13: Componentes simétricas e anti-simétricas dos campos de tensoes.

Os deslocamentos e as tensdes nesses pontos podem ser expressos em termos dessas

componentes, como apresenta-se a seguir.
Para as componentes simétricas:

Dos deslocamentos,

’
u 1|y +u,
Pl=— . (6.53)
2w, —ul
U, 2 U
Das tensoes,
1 ’
Oy 0, t0oy
1 _ i
Ol =] 0n + Ol (6.54)
1 !
Oy O~ 0p
Para as componentes anti-simétricas:
Dos deslocamentos,
1 !
u 1) u —u
Pl=— . (6.55)

!
u, 2 \u, tu,
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Das tensoes,

Oy 1 0,1~ 0
m | _ '

Oy (= > Oy — 0y ¢ (6.56)
1 ’

Oy 0y, + 0y,

Aplicando essas relagdes na integral (6.43) decompdem-se a integral J como:

m 1 m _.m m_.m
J"=| (qu ern — ol .Jnl.jdr. (6.57)

J
r
Com m = 1,1l adepender do modo analisado.
Da relagdo entre o FIT e a integral J expresso na equacdo (6.46), obtém-se:

2 2
J! _K eJ” :K—'. (6.58)
E' E'

O procedimento de implementacdo da integral J ¢ simples e pode ser obtido

escolhendo-se um contorno circular centrado na extremidade da fratura de modo que os

pontos deverdo ser posicionados no dominio formando um contorno circular. Essa curva deve

se iniciar em uma das faces da fratura e terminar na face oposta.

Para os nés que formam o caminho de integracdo sobre a fratura utilizam-se nds

duplos para que as integrais possam ser regulares e estejam fora do contorno.
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A Figura 6.14 ilustra alguns dos possiveis trajetos ao se discretizar o problema.

Figura 6.14: Trajetos da integracao para o calculo da integral J.

A integracdo ao longo do contorno curvo ¢ efetuada por meio da quadratura numérica

de Gauss-Legendre. Portanto, integral J ¢ avaliada da seguinte forma:

=3 S (@)er (@)n(a)-or (@ e)n (@) pa)e. 6

Uma sugestao para a extragdo dos valores dos fatores de intensidade de tensdo € se
realizar a média aritmética entre os fatores obtidos por trés linhas de raios diferentes

adotando-se, por exemplo, os valores sugeridos por Maciel (2003).

A seguir apresentam-se as aplicagdes dessas estratégias em trés exemplos.
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6.4. Exemplos

A primeira andlise consiste em avaliar os campos de deslocamento proximos a fratura.

Posteriormente coletam-se os dados necessarios para se realizar os calculos do FIT.

Comparam-se os campos de deslocamentos obtidos com os gerados pelo pacote de
elementos finitos Ansys. Na modelagem aplica-se um procedimento convencional de
simulacdo onde sdo especificados os tipos de elementos e a malha utilizada. A comparagao
dos resultados dos FIT ¢ obtida base nas solugdes analiticas, extraidas de Lopez e Aliabadi

(1996).

Adota-se a metodologia apresentada no capitulo anterior para identificar os modelos
analisados, na qual o ¢ referenciado por meio das iniciais do problema seguidos dos dados
referentes @ malha juntamente com o grau da aproximagdo dos elementos. No final da

identificacdo do modelo, se indica o tipo de formulagdo empregada.

Nos dois primeiros exemplos determinam-s os valores do FIT para os modos de
abertura I e II, respectivamente. Em seguida apresentam-se os resultados do exemplo que

considera o0 modo misto. Por fim, avaliam-se os FIT para um problema com fratura curva.

A seguir apresentam-se os exemplos.
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6.4.1. Exemplo 1: Chapa Tracionada com Fratura na Borda (CTFB)

Neste exemplo considera-se uma Chapa de espessura unitaria com uma fratura na

borda e submetida tracdo perpendicular a face da fratura, como ilustra a Figura 6.15.

Figura 6.15: Fator de intensidade de tensdo do modo I.

Sendo:

[ e h os parametros da geometria da estrutura € a € o as caracteristicas geométricas

da fratura,

E e v, as constantes fisicas do material. Modulo de elasticidade longitudinal e

coeficiente de Poisson, respectivamente, e

o, a tensdo de tragdo aplicada no contorno do problema.

No exemplo em questdo determina-se o fator de intensidade de tensdo para o modo de
abertura aplicando-se as técnicas apresentadas anteriormente. Comparam-se esses resultados

aos valores analiticos retirados de Lopez e Aliabadi (1996).
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Para esse caso as equagdes analiticas sdo:

Para i =0,5.
h

K
L=1,09+2,18a —17,27a’ +157,61a’ —575,54a* +1120,08c° —1092,58¢° +441,24a.".(6.60)

0
Sendo:

a . , L.
a= e o comprimento caracteristico da fratura, e K, =ovrza .

6.4.1.1 Dados do Problema

Analise: Estado plano de tensao.

Propriedades do material: £=210,0 GPa e v =0,30.
oy e h h
Caracteristicas geométricas: £ =1,0 m com 125 =0,5mea :Z =0,25m.

Carregamento: o =100 MPa .

Distancia entre as faces da fratura: 6 =0,01 m.

6.4.1.2 Modelos

Para analisar os resultados gerados com o MEC, utilizam-se as malhas de

90, 180 e 270 elementos quadraticos aplicando-se a formulacao classica em deslocamento.

Estuda-se a convergéncia dos resultados utilizando as malhas com

1134, 4522 ¢ 10248 elementos finitos triangulares. Esses elementos possuem seis nos e dois

graus de liberdade por n6. As malhas do Ansys seguem as divisdes do contorno em

90, 180 e 270 elementos quadraticos.
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Para a avaliacdo do fator de intensidade de tensdo com o MEC, adotam-se os modelos:

CTFB—-MxGy—-D.

Com x igual a 90, 180 e 270 elementos de contorno e y igual as aproximagdes de

1°, 2° e 3° grau.

Verifica-se também, a influéncia do comprimento caracteristico da fratura, no calculo

do FIT, para isso, adota-se 0 modelo CTFB—M270G2— D e varia-se o parametro a =a/h,

que assume os seguintes valores:
a=0,10, 0,15, 0,20, 0,25, 0,30, 0,35, 0,40, 0,45, 0,50.

Comparam-se os resultados desses modelos aos valores calculados com a equagdo

analitica (6.60).

Na obtencao do FIT com a técnica da integral J, adota-se a discretizacao dos contornos

circulares, com 8 elementos lineares e quadraticos.
A seguir apresentam-se os resultados obtidos apos as simulagdes desses modelos.

6.4.1.3 Analise dos Resultados

Os resultados dos modelos do Ansys e do MEC apresentaram campos convergentes
para o deslocamento dos modelos com 10248 elementos finitos € 270 elementos de contorno
com 9801 nds de dominio. Para os campos de tensdao o Ansys ndao convergiu, enquanto que o
MEC apresentou a convergéncia para os valores tanto das tensdes no contorno quanto das

tensoes nos nds do dominio.

As malhas utilizadas nas discretizagdes e as configuragcdes indeformada e deformada

sao apresentadas nas Figura 6.16 com o MEF e Figura 6.17 com o MEC.
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A visualizagdo dos resultados do MEC ¢ obtida efetuando-se o pos-processamento no

programa Surfer. Nas figuras, a seguir, ilustram-se os campos de deslocamentos na dire¢ao x.

AN

-.614E-03
-.560E-03
-.527E-03
-.4839E-03
-.451E-03
-.403E-03
-.365E-03
-.326E-03
-.288E-03
-.240E-03
-.202E-03
-.163E-03
-.125E-03
-« 7T72E-04
-.383E-04
.624E-06
. 37TE-04
L 760E-04
L124E-03
L162E-03
L2Z01E-03
239E-03
L287E-03
.325E-03
.363E-03
L402E-03
.450E-03
.4388E-03
. 526E-03
«OB4E-03
612E-03

BEAACCO0000000CREOEOOECECoDENN

Figura 6.18: Campos de deslocamentos na dire¢do x com o0 MEF

.00E-004
.50E-004
.00E-004
.50E-004
.00E-004
.50E-004
.00E-004
.50E-004
.00E-004
.50E-004
.00E-004
.00E-005
.49E-020
.00E-005
.00E-004
.50E-004
.00E-004
.50E-004
-3.00E-004
-3.50E-004
-4.00E-004
-4.50E-004
-5.00E-004
-5.50E-004
-6.00E-004

O O ENNDWWS NS OO

| A B R |
NN PO

Figura 6.19: Campos de deslocamentos na dire¢io x com o MEC.
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Da mesma forma apresentam-se os resultados dos deslocamentos para a direcdo y.

Nota-se a semelhanga desses resultados, por meio dos valores reproduzidos nas escalas.
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Figura 6.20: Campos de deslocamentos na direcio y com o0 MEF.
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Figura 6.21: Campos de deslocamentos na direcio y com o MEC.
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As proximas figuras ilustram as configuragdes das trés técnicas de obtengdo do FIT

K.
para o problema em questao. Todos os valores do FIT estdo em —],Y\/m .
m

Técnica da correlacdo dos deslocamentos

e e
-—p ¢———

Figura 6.22: Disposi¢ao dos nos para o calculo do FIT.

Na tabela a seguir apresentam-se os valores numéricos do FIT obtidos com a técnica

da correlacao dos deslocamentos.

Tabela 6.1: Fator de intensidade de tensdo para o modo I.

Modelo Técnica da Correlagdao dos Deslocamentos Analitico
Dual
Malha Grau K, Ky K, Ky

1° 152034,25552 0,00139

90 2° 151205,36742 0,00098
3° 149433,34587 0,00074
1° 149978,87595 0,00112

180 2° 148547,69854 0,00089 144010,33837 0,00000
3° 147985,78421 0,00074
1° 150142,34758 0,00123

270 2° 148417,71423 0,00086
3° 145472,47961 0,00072

Verifica-se a influéncia de erros numéricos para o modo IL
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Esses resultados sdo de grande importancia quando se assume que a abertura da fratura

¢ nula. As consideracdes para esse tipo de situagdo serd tema de investigacdes futuras.

Com base nos resultados da Tabela 6.1 pode-se afirmar que a técnica da correlacao

dos deslocamentos prevé o valor do FIT com boa precisdo.

Técnica com base no estado de tensao na extremidade da fratura

Figura 6.23: Coloca¢iio dos nos a a/8 , a/7 e a/6 da extremidade da fratura.

A técnica com base no estado de tensdo proximo a extremidade da fratura ¢ uma
alternativa robusta para a predi¢do dos valores do FIT. Além de ser uma alternativa que
produz bons resultados ¢ de facil implementa¢do uma vez que o FIT pode ser obtido com a
avaliacdo dos campos de tensdes proximos a extremidade da fratura definidos apenas em

funcdo do comprimento da fratura.
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Tabela 6.2: Fator de intensidade de tensdo para o modo I.

Modelo Técnica com Base no Estado de Tensdo Analitico
Dual
Malha Grau K, Ky K, Ky

1° 142436,02143 0,00065

90 2° 141040,13999 0,00069
3° 144357,10311 0,00051
1° 143047,39945 0,00043

180 2° 144441,56842 0,00034 144010,33837 0,00000
3° 144568,60040 0,00026
1° 146753,80580 0,00021

270 2° 145554,65914 0,00048
3° 143240,11943 0,00030

A adaptacdo dessa técnica foi inicialmente proposta por Maciel (2003) com base no
trabalho de Paris e Canas (1997). Diversos trabalhos confirmam a relevancia dessas

observagdes, como por exemplo, Leonel (2006) e Lovon (2006).

Na Tabela 6.2 ¢ possivel observar que os resultados apresentam boa qualidade. Nota-

se uma melhora nos resultados quando se aumenta a discretizagao.

Técnica da integral J

Na Figura 6.24, representa-se a distribuicdo dos nods sobre o circuito em torno da

extremidade da fratura.

L

Yo

e
%,

Figura 6.24: Contornos circulares com raios iguais a a/8 , a/7 e a/6.
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Na tabela a seguir apresentam-se os resultados do exemplo em questao.

Tabela 6.3: Resultados do FIT com a integral J.

Modelo Técnica da integral J
Sual Analitico
Malha | Grau 1° grau 2° grau
Kl | Kl Kl Kl Kl [ K

1° 140606,10207 0,00159 141937,36525 0,00091

90 2° 145501,44572 0,00065 144867,63569 0,00038
3° 144160,99056 0,00034 144113,78373 0,00020
1° 142103,67297 0,00014 142745,63298 0,00008

180 2° 144133,76796 0,00008 144062,30432 0,00005 144010,33837 0,00000
3° 143798,82138 0,00007 143900,65702 0,00004
1° 142875,93518 0,00019 143212,99929 0,00011

270 2° 144420,45264 0,00008 144150,76238 0,00004
3° 143721,33432 0,00005 143841,69479 0,00003

Apesar do inconveniente produzido com os pontos fontes préximo ao contorno, os

resultados sao satisfatorios.

A titulo de esclarecimento, adota-se a distribuicdo classica da formulagdo dual, onde
os nds de uma das faces da fratura sao avaliados com as equagdes em deslocamento, enquanto

que nos nos da face oposta, emprega-se a formulacdo em forga de superficie. Nos demais nos

do contorno, aplica-se a formulacdo em deslocamento.

Estuda-se também o efeito do comprimento da fratura na avaliagdo do FIT. O modelo
adotado ¢ o PTFB—-M?270G2—-D. Utilizam-se as trés técnicas de extracdo do FIT para

apresentar os resultados quando se varia o comprimento da fratura. Apresentam-se esses

resultados no grafico da Figura 6.25.
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Figura 6.25: Variaciao do FIT, com o aumento do comprimento da fratura.

Em razdo desses resultados, reitera-se a afirmacdo de que a abordagem com as trés

técnicas fornecem bons resultados.
Para finalizar as andlises do exemplo apresentam-se os campos de tensao produzidos

na extremidade da fratura do modelo CTFB-M270G2-D.
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Figura 6.26: Campos de tensiao na extremidade da fratura.

As técnicas de avaliagdo do FIT abordadas neste exemplo apresentam bons resultados

mesmos com as dificuldades inerentes a formula¢ao do MEC.
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6.4.2. Exemplo 2: Chapa com Fratura Inclinada no Centro (CFIC)

Neste exemplo considera-se uma Chapa de espessura unitaria com uma fratura
inclinada no centro. O objetivo do exemplo ¢ calcular o FIT para o modo misto de fratura. Na

Figura 6.27 apresentam-se os parametros fisicos e geométricos do problema.
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Figura 6.27: Fratura inclinada no centro da Chapa

De acordo com Lopez e Aliabadi (1996), a solugdo analitica do problema ¢é expressa

como.

Para%zZ e 0=45°.

% =0,5+0,004a +0,394a> +0,333a° —0,932a* +1,275¢° —0,954a® + 0,397 .(6.61)

0

% =0,5-0,0008c + 0,189 — 0,028’ +0,008a* +0,064c. (6.62)

0
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Sendo:
a . , -
o= Z , 0 comprimento caracteristico da fratura, e K,=ovra.

6.4.2.1 Dados do Problema

Andlise: Estado plano de tensao.

Propriedades do material: £=210,0 GPa ¢ v =0,30.
Caracteristicas geométricas: #=0,5m com /[=1,0m, a=0,25m e 6 =45°.
Carregamento: o =100 MPa .

Distancia entre as faces da fratura: 6 =0,01 m.

6.4.2.2 Modelos

Nesse exemplo considera-se o modelo:
CFIC-M500G2-D.

Na discretizagdo das faces da fratura utilizam-se 100 elementos de contorno, com
aproximagao quadratica, segundo recomendacdo apresentadas em Maciel (2006), que avalia a

convergéncia no valor do FIT, com o aumento da discretizacao.

Os valores do FIT sdo obtidos com as trés técnicas apresentadas anteriormente. Para a
aplicagdo da técnica com a integral J utiliza-se 8 elementos de contorno lineares para

discretizar o caminho de integragdo.

6.4.2.3 Analise dos Resultados

Apresentam-se, primeiramente, os resultados dos campos de deslocamentos que

concordaram exatamente com os obtidos com o Ansys
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Figura 6.28: Campo de deslocamento na presenca da fratura inclinada
Devido a simetria do problema, os valores do fator de intensidade de tensdo nas duas
extremidades devem apresentar o mesmo resultado. Para confirmar essa sentencga analisam-se

esses valores nas extremidades da fratura por meio das trés técnicas estudadas.

Todos os valores do FIT sdo apresentados em ﬂz\/; .
m
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Técnica da correlacdo dos deslocamentos

A primeira técnica utilizada ¢ a técnica da correlagdo dos deslocamentos. Nessa
técnica € necessario se conhecer a configuragdo deformada da estrutura. Ilustram-se essas

configuragdes na Figura 6.29.

‘—‘— Indeformada —— Deformada ‘

Figura 6.29: Configuracdes indeformada e deformada das faces da fratura.

Na Tabela 6.4 constam os valores do FIT obtidos com a técnica da correlagdo dos

deslocamentos.
Tabela 6.4: Valores do FIT para os modos I e I1.
Modelo Formulagao Dual Analitico
Ponta
Malha Grau KI KII KI KH
500 2° A 36150,45786 >0215,87430 54228,53406 48370,14164
B 56987,65741 50208,20702

Verifica-se nessa tabela, que os valores divergiram de 3 a 5% do valor analitico.
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Técnica com base no estado de tensao na extremidade da fratura

Nessa técnica tomam-se os pontos distantes da extremidade da fratura na razao

a/8 , a/7 e a/6. A Figura 6.30: ilustra a configuragdo dos pontos para esse problema.

Figura 6.30: Nos de dominio para o calculo do FIT com o estado de tensio.

Na Tabela 6.5 apresentam-se os valores do FIT nas extremidades 4 ¢ B.

Tabela 6.5: Valores do FIT para os modos I e I1.

Modelo Pont Formulagado Dual Analitico
Malha Grau onta K Ky K, Ky
500 2° A S0754,46727 44349,33322 54228,53406 48370,14164
B 50754,46727 44349,53322

Verifica-se que esses valores apresentam uma precisdo um pouco menor do que os

calculados com a técnica da correlacao dos deslocamentos. Porém, verifica-se que os valores

do FIT nas extremidades da fratura sao iguais. Os valores calculados diferem da solugdo

analitica de 6 a 7%.
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Técnica da integral J

Nessa técnica optou-se em discretizar o contorno do caminho com menos nds. Propos-

se que fossem utilizadas as mesmas distancias adotadas com a técnica do campo de tensao. A

Figura 6.31 ilustra a malha utilizada para os calculos dos FIT com essa estratégia.

B

Figura 6.31: Configuracio da malha para o calculo da integral do caminho.

Na Tabela 6.6 apresentam-se os resultados do FIT com a técnica da integral J .

Tabela 6.6: Valores do FIT para os modos I e I1.

Modelo Pont Formulagdo Dual Analitico
Malha | Grau | K, Kn K, K
500 2° A S7873,56843 46698,54693 54228,53406 48370,14164
B 57875,56843 46698,54693

Verifica-se que apesar do calculo produzir erros da ordem de 3 a 6%, essa técnica

apresentou resultados iguais para o FIT nas extremidades opostas da fratura.
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A deformada total da estrutura ¢ ilustrada na figura a seguir:

Figura 6.32: Configuracoes deformada e indeformada da Chapa.

De modo geral, comparando-se as trés técnicas, reitera-se a afirmagdo de que esses
procedimentos geram bons resultados para a analise dos fatores de intensidade de tensdo com

o MEC.

No proximo exemplo avalia-se o FIT no problema de uma chapa com carga biaxial e

uma fratura curva no seu interior.
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6.4.3. Exemplo 3: Chapa com Tracao Biaxial e Fratura Curva (CTBFC)

it
AT

6.4.3.1 Dados do Problema

Analise: Estado plano de tensao.

Propriedades do material: £=210,0 GPa e v =0,30.

Caracteristicas geométricas: h=0,5m, [=1,0m, R=0,2m a=45°.
Carregamento: o, =0, =100 MPa.

Distancia entre as faces da fratura: 6 =0,01 m

6.4.3.2 Modelos

Nesse exemplo considera-se o modelo:

CBTFC—-M500G2-D.
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Cada face da fratura ¢ discretizada com 100 elementos de contorno quadraticos.

Emprega-se 8 elementos lineares para discretizar o circuito da integral J .

6.4.3.3 Analise dos Resultados

A seguir apresentam-se os valores do FIT para o problema da fratura curva utilizando

cada uma das técnicas implementadas aplicadas apenas na extremidade A. Nas tabelas a

unidade do FIT é dada em K—]:]\/Z .
m

Técnica da correlacdo dos deslocamentos

Tabela 6.7: FIT para dos modos I e II.

Modelo Formulagao Dual

Malha Grau K
500 2° 36993.49966

KH
41659.34646

Técnica com base no estado de tensao na extremidade da fratura

Tabela 6.8: FIT ds modos I e II.

Modelo

Formulagao Dual

Malha

Grau

K,

I<H

500

20

34587.87524

40347.73985

Técnica da integral J

Tabela 6.9: FIT dos modos I e 1.

Modelo

Formulagao Dual

Malha

Grau

K,

I<H

500

20

35591.69871

40973.43651

Nota-se que os valores do FIT para os modos I e II apresentam em média os valores

K, =35724,35787 “X e K, =40993,5076 X .
m m

2
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Como obtido nos demais exemplos o campo de deslocamento concorda com os

resultados gerados pelo pacote de elementos finitos Ansys. A seguir ilustram-se os valores do

deslocamento u,, u, e do vetor resultante obtidos com o Ansys e com o MEC.
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Figura 6.33: Deslocamento z_ com o MEF.
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Figura 6.34: Deslocamento ©_ com o MEC.
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Figura 6.35: Deslocamento u, com o MEF.
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Figura 6.36: Deslocamento «, com o MEC
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Figura 6.37: Deslocamento resultante com o0 MEF.
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Figura 6.38: Deslocamento resultante com 0 MEC.

No proximo capitulo apresentam-se as principais conclusdes desse trabalho e as
contribui¢des realizadas com o MEC para o Departamento de Engenharia de Estruturas da

Escola de Engenharia de Sao Carlos, além das sugestdes para futuros estudos sobre o assunto.
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7. Conclusoes e Sugestoes

Nesta dissertacdo abordaram-se diversos assuntos relacionados as formulagdes do

método dos elementos de contorno € da mecanica da fratura linear elastica.

Destaca-se, primeiramente, a utilizagcdo do procedimento geral de deducdao das
solucdes fundamentais, visto que, variagdes nas caracteristicas dos problemas fisicos podem
ser englobadas & metodologia geral e aplicadas a diversos problemas com o MEC. Destaca-se
ainda, a utilizagdo do potencial vetorial de Boussinesq-Galerkin, na geracdo das equagdes

integrais descritas apenas com termos no contorno.

A contribuigdo, inovadora deste trabalho, consiste na utilizagdo dos elementos de
contorno curvos com aproximacao polinomial de ordem qualquer. Dar-se a devida
importancia a essa abordagem, em razao de ser o primeiro trabalho no Departamento de
Engenharia de Estruturas que associa a generaliza¢do dos polindmios de Lagrange com a

parametrizag¢do dos elementos de contorno curvos.

A importancia dessa abordagem pode ser verificada na utilizacdo dos elementos de
contorno isoparamétricos, onde a geometria e as variaveis do problema sdo recuperadas com a
introdugdo desses elementos. Essa caracteristica fica clara na resolugdo dos exemplos
apresentados no capitulo 5. Nesses exemplos verifica-se que apesar de se utilizar uma
discretizagdo pequena para o contorno do problema, a convergéncia com os elementos curvos

de ordem qualquer ¢ mais significativa.

Posto a generalizagdo das aproximacdes, fica evidente a contribui¢do no
estabelecimento de um procedimento geral para a analise das equagdes integrais.
Especialmente quando se emprega o método da colocagdo dos pontos fontes sobre o contorno.
A outra generalizacdo que se apresentou refere-se utilizagdo de um procedimento para avaliar

as integrais singulares, denominados método da subtracao de singularidade.

Na avalia¢do das equacdes integrais singulares o MSS atende a todas as ordens de
singularidades presentes nas solu¢des fundamentais, provando-se que ¢ realmente uma
estratégia geral para as aplicagdes do método dos elementos de contorno. Ao se construir essa
metodologia, recaiu-se em integrais improprias que foram avaliadas analiticamente segundo

os conceitos de integrais no sentido de Cauchy e Hadamard.
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Essas integrais foram calculadas originalmente aqui sobre um elemento auxiliar reto
que representa a interpretacdo geométrica do MSS. Mostrou-se que as integrais no sentido do
valor principal de Cauchy resultam da aplicacdo desse método sobre a formulacdo em

deslocamento, enquanto e que o conceito de parte finita de Hadamard resulta da avaliagao do

ntcleo com singularidade do tipo O(r‘z) presente na formula¢do em forca de superficie.

Ainda a respeito do MSS propds-se a mudanca da denominacdo das formulagdes
singular e hipersingular para a denominagdo das formulagdes em deslocamento e forca de
superficie. Entende-se que aquelas nomenclaturas causam conflitos no entendimento acerca
do tipo de estratégia que esta sendo adotado, uma vez que se pode desenvolver uma analise
considerando os pontos de colocacdo fora do contorno, onde, nesse caso, as integrais sao

sempre regulares. Ou mesmo em alguns problemas cuja solugdo fundamental apresentar

ordens de singularidades maiores que O (r‘z) .

Por meio dos exemplos constatou-se que tanto a formulacdo em deslocamento quanto
a formulagdo em forca de superficie apresentam a mesma qualidade de resultados. Verificou-
se que para a formulacdo em for¢a de superficie, a ado¢ao de elementos com aproximagao
linear produziu erros maiores do com a formulagdo em deslocamento. Verificou-se também

que os erros diminuem com o aumento da quantidade de elementos na discretizagdo.

Como ja era esperado, observou-se a necessidade de se adotar técnicas de integracao
mais robustas para pontos fonte externos e proximos ao contorno, o que serd efetuado

futuramente.

Neste trabalho também se apresentou a formulagdo dual, no qual utilizam as
formulacdes em deslocamento e forga de superficie simultaneamente. A contribui¢do que se
propdes com essa formulacdo refere-se a liberdade em se aplicar uma das duas formulagdes a
qualquer nés do contorno. Com isso, avaliaram-se os resultados dos exemplos com a
formulacao dual escolhendo-se, da maneira mais conveniente, o tipo de formulacao para cada
no. Os resultados produzidos com essa formulagcdo apresentaram-se semelhantes aos obtidos
com a aplicacdo das formulag¢des independentemente. Era de se esperar que esses resultados
se comportassem dessa forma, pois a diferenca entre as formulagdes consiste na mudanga dos
valores produzidos nas linhas das matrizes de influéncia do método o que resulta em sistemas

de equacdes equivalentes devido a natureza do MEC.
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As aplicagdes dessas formulacdes nos problemas da mecanica da fratura foram
verificadas no capitulo 6, onde se analisou os campos de deslocamentos e tensdes proximos a
extremidade da fratura. Foram estudados também os valores dos fatores de intensidade de
tensdao. Para isso, foram utilizadas trés técnicas distintas na obtencdo do FIT, quais sdo: A
técnica da correlacdo dos deslocamentos, a técnica com base no estado de tensdo na

extremidade da fratura e a técnica da integral J .

Os valores do FIT apresentaram resultados coerentes com as trés técnicas, uma
apresentando resultados melhores que as outras, a depender do modelo. De modo geral,
afirma-se que o MEC conduz a bons resultados para a predicao dessa grandeza. Constatou-se
que com a técnica da correlacdo dos deslocamentos obtém-se melhores resultados quando a
malha ¢ bastante refinada, condi¢do que ndo ¢ tdo necessaria quando se aplica a técnica com
base no campo de tensao na extremidade da fratura ou a integral J . Essas técnicas por serem
de facil implementagdo e produzirem bons resultados para o FIT serdo utilizadas em estudos

futuros sobre o crescimento da frente de fraturamento.

Como sugestdo para trabalhos futuros recomenda-se o emprego da formulacao
realizando-se a sobreposi¢ao das faces da fratura. Com essa estratégia torna-se imediato a
determinagdo das trajetorias de fraturamento, os angulos de propagacdo e a utilizacdo de
elementos curvos trazendo maior representatividade na avaliagdo do fenomeno de

fraturamento.

,

E necessario também que se realize um estudo sobre a qualidade de integracdo
numérica, tendo em vista melhorar a solucdo do problema quando os ndés de dominio se
situem muito préximos ao contorno. Recomenda-se a criacdo de uma técnica semelhante ao
método da subtracao de singularidade para avaliar a coloca¢ao de pontos muito proéximos ao
contorno, ou estratégias de sub-elementa¢do com controle de erro das integrais numéricas ou

quadraturas especiais.

Outra proposta para continuidade do trabalho e que também ja esta em andamento ¢ a
utilizagdo de splines na interpolagdo das varidveis fisicas e geométricas dos problemas. A
razdo de se propor um estudo dessa natureza ¢ porque a maioria dos problemas que
consideram descontinuidades em forgcas de superficie emprega o método dos minimos
quadrados para regularizacao, como por exemplo, os problemas com o modelo coesivo,

acoplamento MEC/MEF, erijecedores, entre outros.
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Por fim, propdem-se a ampliagdo dos problemas bidimensionais tratados aqui, para a

andlise tridimensional. Assunto que serd tema especifico de estudo no doutoramento do autor.

Espera-se com esse trabalho que se possa auxiliar futuras pesquisas a cerca do estudo
do método dos elementos de contorno aplicados a mecanica da fratura, tema de grande

importancia na engenharia.
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9. Apéndice I

9.1. Solucao Fundamental de Kelvin

Nessa se¢do utiliza-se o teorema enunciado no capitulo 4 para se obter a solugdo

fundamental de Kelvin, a partir do vetor de Boussinesq-Galerkin.

Seja o operador diferencial do problema,
Alf/(.):‘u(.),kk 54‘/‘+(/u+ﬁ“)('),ij' 9.1

Adota-se a notacdo matricial para tornar mais clara a obten¢do do operador adjunto

Al (.), portanto,

_ /u('),kk +('u+/1)('),11 ('u_'-ﬂ')('),lz
A(')‘[ (D)0 #0, a;ﬁ(um)(-),zj‘ -
Primeiramente calcula-se a matriz dos cofatores, designada por A () .
-\ lu('),kk +(,u+/1)(-),22 —(,u+/1)(-)’21
A(.)_! _('LH_;L)(')JZ lu('),kk_i_(lu_i_/l)('),ll]. -

Agora, calcula-se a matriz transposta da matriz cofatora, representada por A’ ()

()= {u('),kk Hur2)0), —(ur2)(),, } o0
() )y #O)uF(ur2)0),,
Que em notacao indicial, escreve-se:
A= ()=ur 2)(),, 8, -+ 2)(),. ©.5)
De acordo com o teorema, o deslocamento fundamental é:
uy, = Alp,.. (9.6)
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Logo, u,; =(2u+ )@, —(1+2)@,,.¢ a solugdo da equagdo diferencial de Navier-

Cauchy em fun¢do do potencial vetorial desacoplado ou potencial vetorial de Boussinesq-
Galerkin.

assim;

196

Seja a equagdo diferencial do problema fundamental:
g (X, X )+ (u+A)uy (X', X)==6(X',X)6,. 9.7)
A solugdo fundamental em fungdo do vetor de Boussinesq-Galerkin escreve-se:
g (X', X)=2u+2) @, (X', X)=(u+2) g, (X', X). (9.8)

Como essa ¢ a solugdo fundamental, entdo ela deve satisfazer a equagdo diferencial,

Primeira parcela, u,, , (X', X)=(2u+A) @, (X, X)=(p+A) @, 0 (X', X),
Segunda parcela, u,, , (X', X)=(2u+2) @ (X', X)=(u+2) 9 ; (X', X),
Substituindo as parcelas na equacao (9.8), obtém-se:

ﬂ[(2ﬂ+/1)¢ki,/j11 _(ﬂ+/1)(01q,g/11]+(ﬂ+/1)[(2,“"'/1)(%‘,11;; _(ﬂ+/1)(0k1,j1y‘:| = _5(X'5X)§ki'

Simplificando,

218 Py g+ HADy i — M Py — HAP
T2 Py HADy 1y + 2HAD 1y + A0y
—HPu iy = 2HAPy iy = A Pu
=-5(X',X)3,.

2,U2§0ki,jﬂz + :U/lwki,jjll = _5(X" X) O

HQ2u+2) gy =—6(X',X)6,. (9.9)



Verifica-se que essa solucdo satisfaz o teorema supracitado afirmando-se novamente

que se o potencial vetorial for solu¢ao da equagdo diferencial entdo ele deve ser solugdo de:

A(p,g,=—5(X',X)5,g.. (9.10)
O determinante do operador adjunto ¢ A= ‘A; .

Para o operador matricial:

(OO, )0, ] o1
(e 2)()y m0) (a2,
O determinante serd:
|4 = (204 2) () - (9.12)
Substituindo no teorema supracitado:
H(2p+A) @y =0 (X', X) 5, 9.13)

Conclui-se que o potencial vetorial € solu¢ao do problema fundamental.

Devido invaridncia do operador harmonico quando sujeito a rotagdes, pode-se
expressar a solucdo da equacdo diferencial, por meio de fungdes radiais. A equacao
diferencial que se tem em mao ¢ uma equacdo diferencial parcial ndo homogénea. Para se
obter uma solugdo dessa equacdo, deve-se admitir que a solugdo geral ¢ uma combinagdo
linear da solucdo da equacdo homogénea e uma solugdo particular da equacdo nao-

homogeénea, como a seguir.
Equagao diferencial homogénea:
P tinm = 0-
Equagao diferencial nao-homogénea:

/u(zll’l + /?“)wkj,llmm = _§(X” X) é‘kj'
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Procedendo-se primeiramente a resolucdo da equagdo diferencial parcial homogénea,
tendo em mente as propriedades de invaridncia do operador, € possivel escrevé-lo da seguinte

maneira,

1d| d|1d( do, . . :
r—| ——| r—— || =0, que é uma equacao diferencial ordinaria de variaveis
rdr| dr|rdrl dr
separaveis cuja solugdo ¢ ¢, = K,r’Inr + K,r* + K,lnr + K ,.

Realizando a resolugdo particular da equagao ndo-homogénea.

y(2,u + /1) P timm = —5(X', X)é'kf.

Considerando a propriedade da distribuicao delta de Dirac, tem-se:

p(2u+2)lim [Py 1= ~lim [ 5(X’, X)5,dQ. (9.14)
Q Q
d0-— % _

Que resultano lim | ¢, .
9%05[ o pu(2u+A)

Aplicando o teorema da divergéncia:

lrlgggﬁ Py (2u+ ol 9.15)
1d .
Efetuando ¢, = r—[Kr Inr + K,r* + K Inr + K ] , obtém-se:
rdr
Py = klnr + k. (9.16)

Substituindo (9.16) em (9.15), encontra-se:

0.
lim i(klznr+k2)arr=—"f.
0 On pu(2u+2)
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5.
Sﬁ&@dr_—"f, como dI'=rd@ entdo,
F—>O 7 8]/1 2[[[—}-/1)

2r _5 5
lim kgrdﬁ——k simplificando, hmJ-k @dﬁ——k], resulta,
>0 4 On p(2u+)’ u(2u+A)
_§kf or
=———— pois —=1.
27z,u(2,u+/7,) on

Retornando ao potencial vetorial dado por:
Oy = K. ’Inr+ K,r* + K,Inr + K.
A forma geral do vetor de Galerkin fica:

_5kj

oy = Arinr+ H(r) com A= 0 o0

e H(r)=K,r’ +Klnr +K,.
A solucao fundamental é escrita como:
Uy = B@y 40y = COy - 9.17)
Com B=(2u+24) e C=(u+A).
Calculando a parcela, ¢, ,, escreve-se:

Py = A(rzlnr)ﬂ +H, (r)

rdr| dr
1d 2 2
=——I|2rilnr+r
rdr[ }
=4inr+4.
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1d| d
H(r)’” =;E{rE(K2r2 + K Inr +K, )}

:%%[2]@2 +K; |

=4K,.
Logo:

@y =4Adlnr+44+4K,.

Calculando a parcela ¢, , tem-se:

Pyi = A(rzlnr)’i +H ,(r).

A(rzlnr)l =2Arr Inr+ Arr,.

H, (r) =2K,rr; + K, %l’:i.

Py = A(rzlnr)’l_j +H ,(r).

A(rzlnr) = (2Arrl.lnr + Arrl.) =2Arr Inr +2A45,Inr =2 Ar,r Inr
Sij ’ ) 4 e

+24ry; + Ay + Aoy — Arr,.

H,.(l"):(szl"l’:i +Ksl’”,ij =2K,9, —2K3ir.r. +K i5

Jij 2 00N 3270
r J r r

Portanto:

Py = 2A5ﬁlnr + 2A7fizjj + Aé‘ﬁ + 2K2§ij —-2K, ir.r. +K Lé‘

2 it 327"
r

7

Substituindo (9.18) e (9.19) no deslocamento fundamental (9.17), encontra-se:

*
Uy, = B(Pzg,zzaki - C(Pkf,ij'-

(9.18)

(9.19)



u, = B(4Alnr +44+4K,) 3, C(ZA&' Inr+2Ar;r; + A5; +2K,0, — 2K, 12 rr+ K, 12 5”)
r
u, =4ABInrs, +4A4BS,, +4BK,5,,
“24CS Inr—2ACr,r,— ACS, —2CK,8, +2CK, 12 rr,—CK, 12 5,
r
Sendo:
5.
AB=—"2 ¢
8
- )6,
AC = (1+2)3, , logo:
8ru(2p+A)
u, =— 9 lnr—i+8,uK25ki+4/1K25ki
2mu 2mu
(u+2)6, (u+2) . (u+2)6,
4ru(2u+2) Aau(2u+A) " 8au(2u+A)
1 1
2(u+2)K,5,+2(u+ 1)K, — ST —(u+2)K, > — 6.
Separando as constantes desconhecidas, tem-se:
= O Inp — O N (u+2)3, (u+4) ror 4 (u+2)d,
27 27u 47[;1(2,u+l) 47z,u(2,u+l) o 87z,u(2y+l)
+K, (8ud,, +445, —2u8, -245,)+ K, (2/1 12 1+ 20— 1 12 8~ 12 5,/)
. 4(2u+2)s, 4(2u+2)6, 2(u+1)s, 2(u+2) (u+2)6,
T _ — A —
87z,u(2,u+l) 87[;1(2y+l) 87z,u(2,u+l) 8ﬂy(2y+l) K 87[;1(2y+l)
+K, (8ud,, +445, —2u8, —245,)+ K, (2/1 12 1+ 20— 1 12 S8~ 12 5,])
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Fazendo-se K, = K, =0, tem-se:

. 1 {4(2,u+l)5kilnr+4(2,u+l)5ki—2(u+l)5kilnr}

“u :_87z,u(2,u+/1) 2(u+ ), —(u+2)8,

. 1 8ulnro,, +4Alnro, +8uod,, +440,, —2ud, Inr =249, Inr
U, =———— .
O 8mu(2u+A)

—2uryr, =201, — po, — A,

* 1
u, = “Smioni ) {641dnr, +2AInrS,, +7 uS,, +3A8, = 2ur,r, —22r,r,}.
u, = ;{[(6;1 +2)Inr +(Tu+ 3/1)] S —(2u+ 2/1)1(kifi}.

g _872,u(2,u+/1)

2uv
1-2v

R ) {2"(3_@)};@@{M}&H—( 2 jm}.

Clemlt(1-v) || 1-2v 1-2v 1-2v

Como A= , entao:

u, =— f,u(l—Zv) (3—4v)lnr5kl.+w5ki—rkri .
16717 (1-v)(1-2v) 2 m

Finalmente encontra-se a solu¢ao fundamental:

u, :—; (3—4v)lnr6 . +(7——8v)5 =TT (9.20)
ki 872'/,[(1—‘/) ki 2 ki kUi
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Livros Gratis

( http://www.livrosgratis.com.br )

Milhares de Livros para Download:

Baixar livros de Administracao

Baixar livros de Agronomia

Baixar livros de Arquitetura

Baixar livros de Artes

Baixar livros de Astronomia

Baixar livros de Biologia Geral

Baixar livros de Ciéncia da Computacao
Baixar livros de Ciéncia da Informacéo
Baixar livros de Ciéncia Politica

Baixar livros de Ciéncias da Saude
Baixar livros de Comunicacao

Baixar livros do Conselho Nacional de Educacdo - CNE
Baixar livros de Defesa civil

Baixar livros de Direito

Baixar livros de Direitos humanos
Baixar livros de Economia

Baixar livros de Economia Doméstica
Baixar livros de Educacao

Baixar livros de Educacdo - Transito
Baixar livros de Educacao Fisica

Baixar livros de Engenharia Aeroespacial
Baixar livros de Farmacia

Baixar livros de Filosofia

Baixar livros de Fisica

Baixar livros de Geociéncias

Baixar livros de Geografia

Baixar livros de Histdria

Baixar livros de Linguas
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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