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Resumo

Baseado em um trabalho de Alfas-Chaves-Mira [6], apresentamos um estudo local
de superficies maximas no espaco de Lorentz-Minkowski R? com base em uma férmula
de representacao complexa para esta classe de superficies. Como uma aplicacao, re-
solvemos um certo tipo de problema de Bjorling no espaco de Lorentz-Minkowski e esta-
belecemos, a partir desta representacao complexa, uma maneira de introduzir exemplos
e classificar superficies maximas com interessantes propriedades geométricas.

Palavras-chave: espaco de Lorentz-Minkowski, superficies maximas, representacao

de Bjorling



Abstract

Based on a Alias-Chaves-Mira’s article [6], in this work we present a local study of
maximal surfaces in the Lorentz-Minkowski R? space, based on a complex representa-
tion formula for this class of surfaces. As an aplication we solve a certain Bjorling-type
problem in Lorentz-Minkowski space and we established from this complex represen-
tation, a way of introducing examples and classify maximal surfaces with interesting
geometric properties.

Keywords: Lorentz-Minkowski space, maximal surfaces, Bjorling’s representation
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Introducao

No espago Euclidiano 3-dimensional R?, o problema de Bjorling classico [14, 21] foi
proposto pelo mesmo [9] em 1844 e consiste na construgao de uma superficie minima em
R3 contendo uma faixa analitica prescrita. A solucdo para este problema foi dada por
H. A. Schwarz [37] em 1890 por meio de uma férmula explicita em termos da faixa pres-
crita. Esta férmula fornece um belo método, além da representacao de Weierstrass [35],
para construir superficies minimas com interessantes propriedades geométricas. Por
exemplo, propriedades de simetria.

Estes resultados tém inspirado varios autores a obter resultados andlogos em outros
espagos ambiente. Por exemplo, em 2007 J. A. Aledo, R. M. B. Chaves e J. A. Géalvez [4]
estudaram o problema de Bjorling no contexto da geometria afim e, mais recentemente,
em 2009 J. A. Aledo, A. Martinez e F. Milan [3] generalizaram os resultados obtidos
em [4] quando resolveram o problema de Bjorling para superficies maximas afim.

Em 2009, F. Mercuri e I. Onnis [30] estudaram o problema quando o espago am-
biente é um grupo de Lie, enquanto no mesmo ano J. Aledo, J. Gélvez e P. Mira [2]
resolveram o problema para superficies flat na esfera 3-dimensional. A versao do pro-
blema de Bjorling no espaco hiperbélico 3-dimensional H? pode ser encontrada no
trabalho de J. A. Gélvez e P. Mira [20].

Quando o espago ambiente é o espaco de Lorentz-Minkowsk: RY, isto €, o espaco

Euclidiano n-dimencional R™ dotado da forma bilinear Lorentziana
(,);: R*xR* — R
n—1
(u’ U) = Z U;V; — UpUp,
i=1

citamos o trabalho de A. Asperti e J. M. Vilhena [7], onde no ano de 2006 os mesmos

apresentaram o problema de Bjorling para superficies de tipo espaco em R}. Uma



superficie é dita de tipo espaco se a métrica induzida da métrica ambiente Lorentziana
¢ uma métrica Riemanniana sobre a superficie. Em 2009, R. M. B. Chaves, M. P.
Dussan, M. Magid [11] estudaram o problema de Bjorling para superficies minimas de
tipo tempo em R3.

O presente trabalho baseia-se em um estudo de L. J. Alias, R. M. B. Chaves e P.
Mira [6], onde os mesmos resolveram o problema de Bjorling para superficies maximas
em R3.

Uma superficie mdzima em um espago Lorentziano é uma superficie de tipo espago
com curvatura média nula.

A importancia de tais superficies em R? é conhecida, nao somente do ponto de
vista matematico mas também do ponto de vista fisico, por causa do seu importante
papel em diferentes problemas que surgem, por exemplo, em Relatividade Geral [28].
Estas superficies em R? compartilham algumas propriedades com superficies minimas
no espaco Euclidiano R3. Ambas as familias surgem como solucoes de problemas varia-
cionais: maximo (minimo) local para o funcional area no caso Lorentziano (Euclidiano),
veja [10]. Além disso, como para superficies minimas em R? as superficies maximas em
R3 também admitem uma representagao de Enneper-Weierstrass [17, 18, 25]. Con-
tudo, existem diferencas substanciais entre a teoria global das superficies maximas em
R? e a de seu correspondente Euclidiano, como podemos observar no entao chamado
teorema de Calabi-Bernstein o qual afirma que [10, 12]: As unicas superficies mdzimas
completas em R3 sao os planos de tipo espago.

Dividimos o nosso trabalho em quatro capitulos e um apéndice, a saber:

e Capitulo 1: Preliminares. Neste capitulo, fixaremos notagoes e veremos al-
guns fatos que serao usados no decorrer desta dissertacao. Relembraremos al-
guns conceitos de geometria Riemanniana e definiremos o espago ambiente no
qual trabalharemos. Em seguida, veremos as imersoes de tipo espaco com cur-
vatura média nula e trataremos do conceito de superficies de Riemann, as quais
localmente terao a estrutura do plano complexo C tornando-se o dominio ideal
para desenvolver o estudo de fungoes, integrais e diferenciais de uma varidavel

complexa. Baseamos o referido capitulo principalmente nos livros [13, 26, 34].



e Capitulo 2: Estrutura Complexa Local. Enunciaremos e resolveremos o
problema de Bjorling para superficies maximas em R$. Como uma consequéncia,
mostraremos que uma curva de tipo espago « juntamente com um campo vetorial
V ao longo de a determina completamente uma superficie maxima a qual pode ser
construida por um caminho explicito por meio de a e V. Também apresentaremos
algumas propriedade de superficies maximas relacionadas com tal problema. Por

exemplo, propriedades de simetria.

e Capitulo 3: Teoremas de Classificacao. Em contraste com o caso de su-
perficies minimas em R3, onde uma superficie minima de rotagao (respectiva-
mente superficie minima regrada) é localmente congruente um catenéide (respec-
tivamente um helicdide), existem varios tipos de superficies maximas de rotagao
ou regradas no espaco de Lorentz-Minkowski R?. Neste capitulo voltaremos nossa
atencao a este estudo, expondo estas superficies maximas como solugao para um

certo problema de Bjorling.

e Capitulo 4: Superficies maximas geradas por curvas especificas. Fi-
nalizaremos nosso trabalho construindo novos exemplos de superficies maximas,
porém, iniciando com uma curva analitica de tipo espac¢o com um claro significado
geométrico. Em seguida, apresentaremos uma analogia natural destas superficies

maximas com suas correspondentes Euclidianas.

e Apéndice A: Teoremas de Bernstein e Calabi-Bernstein: uma dua-
lidade entre a equacao das superficies minimas e a equagao das su-
perficies maximas. Baseado em [5], mostraremos como o teorema classico de
Bernstein sobre superficies minimas no espaco Euclidiano R? pode ser visto como
uma consequéncia do teorema de Calabi-Bernstein sobre superficies maximas no
espago de Lorentz-Minkowski R? (e vice-versa). Isto segue de uma simples mas
elegante dualidade entre as solucoes de suas correspondentes equagoes diferenci-

als.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, fixaremos notacoes e veremos alguns fatos que serao usados no
decorrer deste trabalho. O espaco de Lorentz-Minkowski, sendo um dos exemplos mais
simples de variedade Lorentziana, é definido na Secao 1.1. E na Secao 1.2, definiremos
as superficies de tipo espaco com curvatura média nula.

Na Secao 1.3, estudaremos o conceito de superficies de Riemann, as quais localmente
terao a estrutura do plano complexo C tornando-se o dominio ideal para desenvolver
o estudo de funcoes, integrais e diferenciais de uma variavel complexa. Baseamos o

referido capitulo principalmente nos livros [13, 26, 34].

1.1 Variedades Pseudo-Riemannianas

Nesta secao relembraremos alguns conceitos de geometria Riemanniana. Iniciare-

mos com a noc¢ao de variedade diferencidvel.

Definigao 1.1 Uma variedade diferencidvel' n-dimensional (resumidamente: uma n-
variedade) é um conjunto M juntamente com uma familia (U, )z, de subconjuntos
tais que
L M= ],
acl
2. para todo a € L existe uma aplicagao injetiva ¢, : U, — R™ tal que ¢, (U,) é

aberto em R"”, e

'Por diferencidvel entenderemos como de classe C*.
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3. para U, NUs # &, vo(Us NUg) é aberto em R", e a composicao

w50 Pa pa(Ua NUp) — 95U NUp) (1.1)
¢ diferenciavel para arbitrarios «, 3.

1 como uma parametrizagio (ou sistema

Referimos a cada ¢, como uma carta, ¢,
de coordenadas) cujo dominio é o conjunto ¢, (U, ), € 0 par (Uy, ¢a)acr ¢ chamado um
atlas. As aplicagdes dadas em (1.1) definidas sobre a intersecao de duas tais cartas,
sao chamadas transformacoes coordenadas ou fungoes de transi¢cao. Sem perda de
generalidade, podemos assumir que o atlas é mdximo com respeito a adicao de mais

cartas satisfazendo as condicoes 2 e 3 da definicao acima. Neste sentido, um atlas

méaximo é chamado uma estrutura diferencidvel.

Observagao 1.1 Uma estrutura diferenciavel em um conjunto M induz de uma ma-
neira natural uma topologia em M. Basta definir que A C M é um aberto de M se
©a(ANTU,) é um aberto de R™ para todo «. E imediato verificar que M e o vazio sio
abertos, que a uniao de abertos é aberto e que a intersecao finita de abertos é aberto.
Observe que a topologia ¢é definida de tal modo que os conjuntos U, sao abertos e as

aplicacoes ¢, sao continuas.

Exemplo 1.1 O espaco euclidiano R”, com a estrutura diferenciavel dada pela iden-

tidade é um exemplo trivial de variedade diferenciavel.

Consideremos, entao, M uma n-variedade e p € M um ponto fixado. Para falarmos

no espaco tangente de M no ponto p é necessario o seguinte conceito geométrico:

Definicao 1.2 Um vetor tangente em p é uma classe de equivaléncia de curvas dife-
rencidveis ¢ : (—¢,e) — M com ¢(0) = p, onde ¢ ~ ¢* se, e somente se, (¢ o) (0) =

(p o ¢*)'(0) para toda carta ¢ contendo p.

Entao, o espago tangente T,M de M em p é definido como o conjunto de todos os
vetores tangentes no ponto p. Por definicao, T,M e T, M sao disjuntos se p # q.
Para a proxima definicao, é conveniente relembrarmos o seguinte fato de algebra

linear:
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O espago L*(T,M;R) = {a : T,M x T,M — R | « é bilinear} tem a base
{dz;l, ® dxj|, | i,j =1,..,n},
onde o dz; forma a base dual no espaco dual
(T,M)" = L(T,M;R),

definida como segue:
1 sei =7y,
0 sei##j.

As formas bilineares dz;|, ® dz;|, estdo definidas em termos de suas agoes sobre a base

dzil, (05p) = 045 =

(esta acao sendo entdo estendida por linearidade):

1 sei=kej=I,
(dxilp, ® dxjly) (Oklp, Oilp) = dirdj = -
0 caso contrario.

Pela acao de a na base, para os coeficientes da representacao

a:ZOéij'd-%i@dmj

i?j
obtemos a expressao a;; = «(0;, 0;).

Isto posto, segue o conceito de métrica Riemanniana sobre uma n-variedade M:

Definicao 1.3 Uma métrica Riemanniana g sobre M é uma correspondéncia da forma

M > p— g, € L*(T,M;R) tal que as seguintes condigoes estao satisfeitas:
L. g,(X,Y) = g,(Y, X) para todo X,Y (simetria)
2. ¢g,(X,X) > 0 para todo X # 0 (positiva definida)
3. Os coeficientes g;; em toda representacao local (isto é, em toda carta)
9p = Zgij(p) s dailp © dajly
]
sao fungdes diferenciaveis. (diferenciabilidade)

As fungoes g¢;; ( = gj;) sdo chamadas expressoes da métrica Riemanniana (ou “os
gi; da métrica”) em toda representacao local em torno de p. E uma n-variedade M

com uma dada métrica Riemanniana g, (M, g), chama-se uma variedade Riemanniana.
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Observagao 1.2 Uma métrica Riemanniana g define em todo ponto p um produto
interno g, sobre o espaco tangente 7,M, e portanto a notagao (X,Y’) em vez de g,(X,Y)

¢ também usada.

Exemplo 1.2 M = R" com 0; identificado com ¢; = (0, .., 1,..0). A métrica é dada por

(0, 0j) = d;j. A geometria Riemanniana deste espaco é a geometria métrica euclidiana.

Se na Definicao 1.3 a condicao que g é positiva definida é substituida pela condicao
mais fraca que ela é nao-degenerada (significando que ¢g(X,Y) = 0 para todo Y im-
plica X = 0), entdo obtemos a no¢ao de uma métrica pseudo-Riemanniana (ou semi-
Riemanniana), a saber, g. Estritamente falando, uma n-variedade M com uma dada
métrica pseudo-Riemanniana g, (M, §), chama-se uma variedade pseudo-Riemanniana.

A dimensao méxima de um subespago W de T, M tal que a restri¢ao glw ¢ negativa
definida, isto é, para cada w € W, w # 0, g(w,w) < 0, é chamada de indice no ponto
p e denotada por 9J(p). Entretanto, quando ¥ = ¥(p) é o mesmo para todo p € M,
chamamos 9J(p) o indice da variedade: 0 <9 < n = dim(M).

No caso em que ¥ = 1 e n > 2, temos um tipo especial de variedade pseudo-
Riemanniana, ou seja, dizemos que M ¢é uma variedade de Lorentz.

Um tipico exemplo de uma variedade Lorentziana é o espaco de Lorentz-Minkowski*

R?, isto é, o espaco Euclidiano n-dimensional R™ dotado da forma bilinear Lorentziana
(,);: R"xR" — R
n—1
(w,v) = Z UiV — UpUp -
i=1
O espago ambiente no qual trabalharemos ¢ o R?, onde a categoria na qual um

dado vetor tangente v € R? estd inserido é chamado de cardter causal do vetor. Mais

precisamente:
Definigao 1.4 Um vetor tangente v € R3 ¢

tipo espaco (spacelike) se (v,v); >0 ou v =0,
tipo luz  (lightlike) se (v,v); =0 e v#0,

tipo tempo  (timelike) se (v,v), <O0.

2Na literatura, usam-se também os termos espaco de Minkowski ou espaco de Lorentz e o denota

por ™.
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Observagao 1.3 A terminologia acima deriva da Teoria Relativistica. E um vetor de

tipo luz é também conhecido como isotropico ou vetor-nulo.
Em R3, definimos o pseudo-produto a A b como
alNb:= (agbg — &3b2, a3b1 — (Ilbg, CLle — albg).

Assim, para qualquer z € R} temos a relagao (a A b, x), = det(a, b, z).
As superficies de tipo espaco no espago de Lorentz-Minkowski R? é um assunto para

a proxima secao.

1.2 Imersoes Maximas em R;

Trabalharemos com superficies de tipo espaco com curvatura média nula, que sao

chamadas superficies mdrimas. No entanto, consideremos a seguinte definicao.

Definigao 1.5 Seja M uma 2-variedade com atlas (U, ¢a)acr. Uma funcao xy : M —
R3 de classe C? é uma imersao se para todo ¢, : Uy — R% (x4 A Xo) (u,v) # 0, onde

Xu = OuX = au (XO (p;l)a Xv = OpyX = av (XO ()0;1) € Spa(p> - (U,U).

Se M ¢ uma 2-variedade conexa e a imersao diferenciavel x induz sobre M uma

métrica Riemanniana, obtemos o seguinte conceito.

Definigao 1.6 Uma imersao diferencidvel y : M — R?, de uma 2-variedade conexa é
dita uma superficie de tipo espago em R? se a métrica induzida sobre M via x é uma

métrica Riemanniana.

Exemplo 1.3 (Plano de tipo espago) Dados dois vetores de tipo espago linearmente
independentes u e v em R3, a aplicacdo dada por x(s,t) = py + su + tv, (s,t) € R? e

po = (0, Yo, 20) € R3, claramente é uma superficie de tipo espago em R3.

E interessante notarmos que para toda superficie de tipo espaco em R? a variedade

M ¢é orientavel. Com efeito, dado qualquer sistema de coordenadas locais

-1

U3 (u,v) & pe M,
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onde U é um subconjunto aberto de R?, podemos definir um campo de vetores normais

unitarios por

Xu A Xo
§(u,v) = 7=,
Xu A X0l
onde || denota a norma em R? dada por |z| = |(z, x)l\%, para todo = € R},

Como (Xu, Xu A Xv)1 = (Xvs Xu A Xu); = 0, & é sempre de tipo tempo, o que implica
que sua terceira coordenada é sempre nao-nula.

Portanto, a conexidade da superficie nos permite definir um tinico campo de vetores
normais e unitarios de tipo tempo N, globalmente definido sobre M, que extende
o campo local ¢. Este campo normal N pode ser considerado como uma aplicacao
N : M — H?, onde H? denota o espaco hiperbdlico 2-dimensional, isto ¢, H? =
{x € R} : (x,2), = —1}. Referimos & N como a aplicagio de Gauss da superficie. Em
particular, se a variedade M pode ser coberta por uma tunica carta coordenada entao
N(u, ) = Xu A Xo/ [Xu A Xol-

Relacionado com o N, o operador normal de M em R?, A : X(M) — X(M), é

dado pela féormula de Weingarten
A(X) = —dN(X),

para todo campo vetorial tangente X € X(M).

Associado ao operador normal de M definimos a curvatura média da superficie por

H= —%tr(A), (1.2)

onde tr(A) denota o traco do operador normal A. Quando uma dada superficie de tipo

espaco tem curvatura média H = 0, a mesma recebe um nome especial.

Definigao 1.7 Uma superficie de tipo espaco em R} ¢é dita uma imersio mdzima se

sua curvatura média é identicamente nula.
Exemplo 1.4 Um plano de tipo espaco é uma imersao maxima.

Em [25], Kobayashi apresenta uma representacao de Enneper-Weierstrass para
imersoes maximas em R?. Esta representagiao pode ser reformulada em termos globais
seguindo a exposicao em [8] da correspondente situacao Euclidiana (veja também [17]).
Na proxima secao, sob certas condigoes, representaremos localmente uma imersao

maxima via uma equagao complexa.
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1.3 Superficies de Riemann

No decorrer desta secao, veremos um pouco da relagao entre a teoria das superficies
méximas em R? e a teoria das fungoes analiticas de varidveis complexas. A principio

definiremos uma superficie de Riemann.

Definicao 1.8 Uma superficie de Riemann S é uma variedade bidimensional, conexa,
de Hausdorff com um atlas maximo .4, onde as mudancas de coordenadas sao fungoes

analiticas complexas.

Se A = {(Ua, ¢a),a € L}, onde U, e p, (U,) sao abertos de S e C, respectivamente,
entdo ¢, é um homeomorfismo e para todo U,NUs # &, 0os = @popst : 0u(UaNUs) —

©3(Us NUg) é uma funcao analitica.

Observacgao 1.4 Dizemos que ¢, define coordenadas ou parametros na vizinhanca
coordenada U, de S e ¢, ¢ uma mudanca de coordenadas ou mudanca de parametros.

Dizemos que o atlas maximo A define uma estrutura complexa em S.

Exemplo 1.5 Considere a esfera unitéria C = CU{co} com o atlas méximo contendo
as coordenadas @, : C\ {oo} — C e 5 : C\ {0} — C, onde pq, @5 sio as projecoes
estereograficas pelos pélos norte e sul, respectivamente. A mudanca de coordenadas
0ap 1 C\ {0} — C\ {0}, é pas(z) = z71. Com esta estrutura complexa C é chamada

esfera de Riemann.

Sejam M uma 2-variedade conexa e orientdvel e y : M — R? uma superficie de
tipo espaco. Para um atlas méximo de M, vamos nos restringir somente as cartas
isotérmicas, as quais sabemos que sempre existem. Dessa forma, admitindo um tal
sistema isotérmico, M é evidentemente localmente conforme a um plano, cuja métrica
induzida sobre M via x sera representada, localmente, em termos de tais parametros

isotérmicos, por

I=c"{ds*+dt’} =e* |dz|*

onde z = s + it, para alguma funcao p : M — R diferencidvel.
Especificamente, como toda superficie de tipo espaco x : M — R? ¢é orientdvel,

podemos nos restringir somente a familia de parametros isotérmicos cuja mudanca de
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coordenadas preserva a orientacao de M. Isto significa que em termos da varidvel

z = s +1t, a mudanca de coordenadas é uma funcgao analitica.

Observagao 1.5 Uma superficie M juntamente com uma tal familia de parametros
isotérmicos torna-se uma superficie de Riemann, visto que esta familia define uma

estrutura complexa em M.

Proposigao 1.1 Seja x : M — R? uma imersio conforme de uma superficie de Rie-
mann M em R3. Entao

Ay =—-2HN, (1.3)
onde H e N sdo, respectivamente, a curvatura média e a aplicacdo normal de Gauss

da imersao.

Prova. Para coordenadas locais z = s+ it, isto decorre do fato de y ser uma aplicacao

conforme, isto é,

<X57Xs>1 - <Xt>Xt>1 = 62p € <XS?Xt>1 = O’

onde obtemos por derivacao

(Xssr Xs)1 = (st Xy € (s Xe)y + (s Xu)y = 0.
Disto, vemos que
<Xss + Xtts Xs>1 =0
e, analogamente,
<Xss + Xtts Xt>1 = O,
donde segue-se que Ay é paralelo a N.
Como N, e N; pertencem a T,M, p € M, podemos escrever
Ns = a11Xs T G12Xt,
Ny = anxs + azx:,

donde a curvatura média da imersao é dada (veja (1.2)) por

1
H = 5((111 + (122).
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Dali,
e (Ax, N)y = (Xss + Xt N,

= —(Xss No)1 — (xey Vi),

= —an11 {Xs, Xs)1 — @22 {Xt> Xt)

= — (a1 + agp)e*

= —2He?,
isto é, Ax = —2H N, concluindo o resultado desejado.

O

Uma consequéncia direta da Proposicao 1.1 e da Definicao 1.7 é o seguinte coroldrio.

Corolario 1.1 Seja M uma superficie de Riemann. Uma aplicagio x : M — R}
€ uma tmersao marima se, e somente se, x € harmonica. Em particular, M € nao

compacta.

Considere M uma superficie de Riemann nao compacta, e defina em termos de um

parametro complexo local z = s + it do atlas isotérmico de M, as fungdes complexas

¢1, @2, @3 dadas por
1
O = O:xk = §(ast — i0sXk), (1.4)

onde 1 < k < 3.
Obviamente, ¢ = (¢1, @2, ¢3) onde cada ¢y é dado por (1.4), é uma fungao definida
localmente sobre M com valores em C?. Na verdade, sua imagem estd contida na

quadrica Q de C? dada pela equacao
Of+ ¢ — 05 =0
onde ¢ = (¢1, o, ¢p3) € C3. Com efeito,
G+ — 5 = X+ 05— 0.3
= %1 [(@Xl - Z'8t><1)2 + (Osx2 — atX2)2 — (Osx3 — Zathﬂ

1
=~ [(0XF + 0:x3 — 0:x3) — (03 + 0ix3 — 0x3)] —

4
1.
1 20 (Dsx10:x1 + Osx20ix2 — Osx30:x3)]
1 .
= 1 [(sx, Osx); — (Dex, Oix)y — 26 (DsX, Orx),]

I
o
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pois x é um sistema local isotérmico de M. Além disso, vemos também que

61> + 62 — 16317 = ¢101 + datpr — 305

1< 1<
= ZZ(ast)2+ZZ(3th)2
=1

i=1

1
= 3 (19sx[* + 19ex[?)

e

2
isto é, |¢1|2+ |¢2\2 — |¢3\2 > 0. Dai segue que, se z = s+it e w = x + 1y sao parametros
isotérmicos em torno de algum ponto de M, entao a mudanca de coordenadas w = w(z)

6 holomorfa com d,w # 0. Segue-se que ¢ = d,,y estd relacionada a ¢ por

Assim, se considerarmos as I-formas complexas vetoriais dadas por ® = ¢dz e ¢ =

Pdw, temos

d = ¢pdz = pd,wdz = pdw = .

Isto significa que temos uma I1-forma vetorial diferenciavel ® globalmente definida

sobre M, cuja expressao local é & = (&1, &y, $3), com
1<k <3.

Observagao 1.6 No contexto de superficies de Riemann é possivel simplificar a ex-
pressao de muitas entidades que aparecem no estudo de superficies. Um exemplo disto

ocorre quando consideramos localmente, em uma superficie de Riemann, os operadores
1 , 1 .
82 = 5 (83 — Zat) e ag = 5 (85 -+ Zat) s

que nos fornece o seguinte operador Laplaciano

1 0 0 4
A= @ <@ + @) = 58282. (1.6)

Convém observar que as I-formas dadas em (1.5) sao holomorfas se, e somente
se, M é uma imersao maxima em R?. De fato, das equacoes dadas em (1.4) e (1.6),

obtemos

62

0
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Assim, segue do Corolario 1.1 que @, sao holomorfas se e somente se M é uma imersao
maxima em R}, k = 1,2, 3.
Neste caso, as I-formas ®; nao tem periodos reais e a imersao maxima y pode ser

representada como

X(Z) =2 Re/ (q)l, @2,@3)7 (17)

Yz
onde v, é qualquer caminho de um ponto base fixado a z € M.

Observacao 1.7 Quando a parte real da integral de ® ao longo de qualquer caminho
fechado é zero, dizemos que ® nao tem periodos reais. A nao existéncia de periodos
reais é facilmente vista por sua equivaléncia a Re / ® ser independente do caminho

Yz
sobre M.
A reciproca trivialmente vale, conforme especificamos abaixo.

Teorema 1.1 Seja M uma superficie de Riemann e escolha trés 1-formas holomorfas

D, Oy e P3 globalmente definidas sobre M satisfazendo:

(a) ®2 + &2 — B2 = 0 (i.¢, localmente @), = ¢rdz e ¢? + @2 — ¢3 = 0),
(0) [@1]” + @2 — |5” > 0,

(¢) cada Dy ndao tem periodos reais.

Entio a aplicagio x : M — R3 dada pela equagdo (1.7) é uma imersao mdzima em
R3.
2

Claramente, a condigao (c¢) é necesséria para garantir que Re / ®,. depende so-
mente do ponto final z. Assim, cada yj; estd bem definida inde;gndentemente do
caminho v, de py a z. E tendo em maos a existéncia de parametros isotérmicos locais
garantida pelo item (a), o item (b) fornece a existéncia de um plano de tipo espago
tangente em todo pondo da superficie, isto é, x é regular (logo uma imersao) e de tipo
espaco. Como P é holomorfa segue-se que y é harmonica. Portando, x é uma superficie
de tipo espaco com H = 0, donde x é uma imersao maxima.

O seguinte teorema foi primeiramente provado por P. Koebe e H. Poincaré (veja [1]

p. 181).
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Teorema 1.2 (Teorema de Uniformizagao) A superficie de recobrimento universal de
qualquer superficie de Riemann é conformemente equivalente ao disco unitdrio, ao

plano ou a esfera de Riemann.

Observagao 1.8 A superficie de recobrimento universal de qualquer superficie é sim-

plesmente conexa, e ela é fechada somente no caso de uma esfera.?

Com o teorema de Uniformizacao, uma elegante situacao particular do Teorema 1.1
ocorre quando a superficie de Riemann M é simplesmante conexa. Neste caso, como
superficies de tipo espaco em R? nao sdo compactas, temos que M é conformemente

1 p ) q
equivalente a um subconjunto aberto do plano complexo. Como faremos um estudo

local de imersoes méaximas, tudo que temos dito justifica a seguinte definicao.

Definigao 1.9 Uma superficie mdzima é uma imersao méxima y : Q C C — R? cuja

s . . . . , 2 .
métrica Riemanniana induzida é I = €?* |dz|”, onde z = s + it.

Neste caso, as coordenadas de y sao fungoes harmonicas no sentido Euclidiano. E
escrevendo €2 C C, estamos enfatizando que €2 herda, via y, uma estrutura de superficie

de Riemann sendo exatamente a superficie de Riemann que tem €2 como subconjunto

de C.

Observacao 1.9 Note que, toda imersao maxima pode ser localmente escrita como
uma superficie maxima. Além disso, uma imersao méaxima simplesmente conexa pode

ser globalmente expressa como uma superficie maxima via teorema de Uniformizacao.

3Veja [1] p. 181.



Capitulo 2

Estrutura Complexa Local

Resolveremos o problema de Bjorling para superficies maximas em R} e mostra-
remos algumas consequéncias e propriedades de tais superficies relacionadas com tal
problema. Na tltima secao, veremos alguns exemplos conhecidos como solugoes para

um adequado problema de Bjorling.

2.1 Representacao de Bjorling

Nesta secao introduziremos uma representacao complexa local para superficies
maximas. Esta representacao é inspirada na férmula de Schwarz a qual resolve o pro-
blema de Bjorling classico no espaco Euclidiano, e serd o resultado chave para nosso

trabalho. Comecaremos com a definicao de curva de tipo espaco.

Definigao 2.1 Uma curva regular o : I C R — R} é dita de tipo espago se (o/,a’) > 0

em todo ponto.

Teorema 2.1 (Representacao de Bjorling) Seja x : 2 € C — R} uma superficie
mdzima em R? e defina a(s) = x(s,0), V(s) = N(s,0) sobre um intervalo real I C €.
Escolha qualquer conjunto aberto simplesmente conexo U C € contendo I sobre o qual
podemos definir extensoes holomorfas a(z) e V(z) de a e V, respectivamente. Entdo
para todo z € U vale

x(2) = Re (a(z) ti / V(w) /\o/(w)dw) , (2.1)

S0
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onde sy € um ponto arbitrariamente fixado de I e a integral € tomada ao longo de um

caminho arbitrario em U ligando sq e z.

Observagao 2.1 O problema de extensao de funcoes analiticas é um dos mais impor-
tantes da andlise complexa. Temos que: uma condi¢ao necessdria e suficiente para que
uma fungao f(x), a valores no corpo dos reais e definida no intervalo aberto I C R,
admita um complemento holomorfo F(z) € que ela seja, neste intervalo, uma fungdo

analitica da varidvel real x. E tal complemento holomorfo, se existir, é tnico.!

Antes de provarmos o teorema da representacao de Bjorling, é importante fazermos

alguns comentarios.

1. Como x é uma superficie maxima, as fungoes a(s) e V(s) sao reais analiticas para
todo s € I. Assim as extensoes holomorfas a(z) e V(2) sempre existem para todo
z € U, e segue das equacoes de Cauchy-Riemann que estas extensoes sao unicas.
Notemos também que, se a é uma curva unitdria entao a extensao a(z) satisfaz

(o/(2),d/(2)) =1 para todo z € U.

2. A integral na férmula (2.1) ndo depende da escolha do caminho ligando sq e z,
uma vez que U é simplesmente conexo. Assim y(z) estd sempre bem definida

para todo z € U.

3. Para cada sy € I, a equagao dada em (2.1) define a mesma aplicagao x(z) para
todo z € U. Isto facilmente segue do fato de a(z) e V(2) tomarem valores reais

quando restritos a 1.

Prova do Teorema 2.1. Como y : Q C C — R} é uma imersao méxima segue-se que
a aplicagao
p: QCC — R}
2 = 9x(2)

é de fato holomorfa sobre €2, pois

2

'Uma demonstragao deste fato é encontrada, por exemplo, em [36] pp. 346-347.
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em €. E pelo Teorema 1.1 podemos escrever y como

x(z) =2 Re / o(w)dw, (2.2)

com a constante de integragao sendo tal que a expressao x(s,0) = «a(s) seja vélida para
todo s € 1.
Por outro lado, como x é uma aplicacdo conforme, vemos que N(z) A Osx(2) =

—0ix(2), onde z = s + it. Logo,

1

o(z) = 5 (Osx(2) —i0x(2))
= % (0sx(2) +iN(2) A Dsx(2)) -

Restringindo ¢(z) ao intervalo I e lembrando que d5x(s,0) = o/(s) e N(s,0) = V(s),

obtemos

8(5,0) = 5 (0/(s) + iV (5) A ' (5)).

Isto é uma aplicacao de I em C?, e tomando o complemento holomorfo de o e V

podemos escrever

8() = 5 (0/(2) +iV(2) A o/(2)

para todo z € U.
Agora notemos que, como U é simplesmente conexo e a aplicagdo V(2) A o/(2) é
holomorfa sobre U, a integral
/ V(w) Ao (w)dw
S0

nao depende da escolha do caminho ligando sy e z. Isto nos permite definir a aplicacao

1 z
o(z) = 5 (a(z) +i/ V(w) A o/(w)dw> ,
80
a qual é uma primitiva sobre U da aplicagdo holomorfa ¢(z), e quando restrita a [
satisfaz a condi¢ao 2 Re ¢(s,0) = a(s). Concluimos de (2.2) que

X(2) = Re (a(z) +i / V(w) A o/(w)dw> .

50
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Esta representacao de Bjorling é a ferramenta chave no estudo do problema de
Bjorling para superficies maximas em R}. Formularemos este problema como segue.

Seja a : I — R3 uma curva regular analitica de tipo espago em R? e seja V : [ — R3
um campo vetorial analitico unitario de tipo tempo ao longo de « tal que (o/, V') = 0.
Determine uma superficie maxima y : 2 C C — R$ tal que x(s,0) = a(s) e N(s,0) =
V(s) para todo s € I. Aqui © ¢ um dominio complexo com I C Qe N : Q — R}
consiste da aplicacao de Gauss da superficie.

Como um caso particular, considere uma curva analitica de tipo espago e parame-
trizada pelo comprimento de arco o : I — R} tal que o’(s) ¢ de tipo tempo para todo
s € 1. Entao V = o/ |a”| é um campo vetorial unitario de tipo tempo ao longo de «
para o qual (o/,V), = 0. Isto revela que o problema de Bjérling é uma generalizacao
do seguinte problema restrito: Seja o : I — R3 uma curva real analitica em R3 com
(o), =1 e tal que a'(s) € de tipo tempo para todo s € I. Construa uma superficie
mdzxima em R3 contendo a como uma geodésica.

Uma curva «a(s) sobre uma superficie de tipo espago em R? é uma geodésica se
a’(s) é colinear com a aplicacdo de Gauss N(«(s)) para todo s € I. Por conseguinte,
o’ deve ser de tipo tempo sempre que 0 mesmo é nao nulo. Por isso, assumir que o é

sempre de tipo tempo na formulagao do problema anterior é uma condi¢ao necessaria.

Observacao 2.2 Vale ressaltar que o problema de Bjorling nao esté interessado so-
mente na existéncia de uma superficie maxima contendo uma faixa analitica de tipo
espago em R?. Ele estd também interessado na construgao explicita de uma tal su-
perficie maxima. Atualmente, a questao de existéncia e unicidade de uma superficie sa-
tisfazendo as condigoes do problema de Bjorling pode ser vista como uma consequéncia
do teorema geral de Cauchy-Kovalevsky (veja [19] p. 46), como segue: Se «, V estao
nas condicoes do problema de Bjorling e definimos V = o/ A V, entdo as coordenadas
de o e V sdo analiticas e deste modo o problema de Cauchy
Oixe+ Ofxi = 0
Xk(5,0) = ag(s)
dxr(s,0) = ‘7k(5)
para k = 1,2, 3 tem unica soluc¢ao sobre uma certa vizinhanga €2 da origem. Note que

o'(s) e V(s) geram um plano de tipo espaco em R? para todo s. Consequentemente,
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reduzindo  se necessdrio, a fungao y : 2 C C — R? dada por x = (x1, X2, X3) ¢ uma
superficie maxima em R? com x(s,0) = a(s) e N(s,0) = V(s). Tudo isto garante a

existéncia e unicidade desejadas.

Teorema 2.2 FEzxiste uma unica solucao para o problema de Bjorling para superficies
mdzimas em R3. Na verdade, se a, V estao definidos como na formulagio anterior do

problema de Bjorling, entao:

1. existe um certo conjunto aberto simplesmente conexo 2 C C contendo I para
o qual o, V admitem extensoes holomorfas a(z), V(z) sobre Q e a aplicagio
X : Q C C — R? dada por
z
x(z) =2 Re (a(z) + z/ V(w) A o/(w)dw)
S0
€ uma solugcdo para o problema de Bjorling. Aqui sq € I € arbitrariarmente

fixado.

2.5 x: ) CC — RS ¢:Qy CC — R} sio duas solugoes distintas para o

problema de Bjorling, entdao x = 1 sobre o conjunto aberto nao vazio €2y N s.

Prova. Iniciaremos provando a unicidade. Para isto somente temos que relembrar a
representacao de Bjorling, a qual mostra que toda solugao para o problema de Bjorling
¢ dada por (2.1) sobre qualquer conjunto aberto simplesmente conexo para o qual
a(z), V(z) existem. Assim todo par de soluges x, ¢ para o problema de Bjorling
coincidem sobre um conjunto aberto nao vazio, e uma vez que ambas x e v sao funcoes
harmonicas, elas devem coincidir sobre €21 N €25.

Para provar a existéncia, definimos uma aplicacao holomorfa ¢ como

¢p: QCcC — C3
;e % (/(2) + iV (2) A a/(2)).

Aqui, a principio, somente exigimos que {2 seja um conjunto aberto contendo I sobre
o qual as extensoes holomorfas a(z), V(z) existem para todo z € 2.

Com esta definigao, se ¢ = (¢1, ¢2, ¢3), temos para todo z € 2

$1(2) + ¢3(2) — ¢3(2) = 0
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e, sobre I,
[@1(s,0)* + [da(s, 0)]* — |¢s(s,0)[* > 0.

Assim, reduzindo €2 se necessario, podemos assumir que €2 é simplesmente conexo e

|61(2)|* + |2(2))* = |¢3(2)|* > 0

para todo z € Q. Desta forma, as fun¢oes holomorfas ¢.(z), £k = 1,2,3, ndo tém
periodos reais. Por este motivo, se fixarmos um arbitrario sg € I, o Teorema 1.1
afirma que
x(z) = 2Re /Z o(w)dw

s
é uma imersao mdxima em R?. Em outras pafavras, a aplicacao x : Q C C — R? dada
por )

x(z) = 2Re (a(z) + z/ V(w) A o/(w)dw>

s
determina uma superficie maxima. O que ;)108 resta é verificar que esta superficie
satisfaz as condigoes do problema de Bjorling, isto é, x(s,0) = a(s) e N(s,0) = V{(s)
para todo s € I.

A verificagao do primeiro termo é imediata, uma vez que ambos a(z) e V'(z) sao reais

quando restritos a I. Para verificarmos o segundo termo recordamos que 2¢(z) = 29,

e, portanto, valem sobre [
Osx(5,0) = /(s) e 0Oix(s,0) ==V (s) Ad(s).

Estas formulas dizem que
—V(s) NOsx(s,0) = ix(s,0)
= —N(s,0) Adsx(s,0),
e entdo a condicao N(s,0) = V/(s) ¢ satisfeita.

0

A parte da existéncia da prova mostra um caminho para gerar superficies maximas
contendo uma prescrita faixa analitica de tipo espago. Na verdade, para obtermos uma
superficie maxima passando pela curva analitica o e com V' como a aplicacao de Gauss
da superficie ao longo de «, temos que calcular a integral

a(s)+i /8 V(r) Ad(r)dr,

S0
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entao substituimos a variavel real s pela variavel complexa z, e finalmente tomamos a
parte real da expressao resultante.

A parte da unicidade é um pouco mais delicada, uma vez que ela unicamente refere-
se a superficie maxima y : 2 C C — R? satisfazendo x(s,0) = a(s), N(s,0) = V(s).
Assim nao conhecemos ainda se existe uma tnica imersao maxima contendo uma dada
faixa analitica de tipo espago em R3. Contudo isto ¢ verdade, como mostra o seguinte

corolério.

Coroldrio 2.1 Seja o : I — R3 uma curva reqular analitica de tipo espago em R3, e
seja V : I — R3 um campo vetorial unitdrio analitico de tipo tempo ao longo de « tal
que (o, V) = 0. Eziste uma tnica imersio mdzima em R? cuja imagem contém o(I)
e tal que sua aplicacdo de Gauss ao longo de a € V. Esta imersao mdxima pode ser

construida sequindo o procedimento descrito acima.

Prova. Temos a existéncia do Teorema 2.2. Para provar a unicidade iniciaremos com
uma imersao maxima Y : M — R3 e escolhemos um sistema de coordenadas locais
isotérmicos (U, z) tal que U é aberto em M e um subconjunto «(.J) de a(I) contido em
Y (U). Entao a imersao méaxima Y|y pode ser expressa como uma superficie maxima
X:Q=21U) CC — R} Além disso, existe uma curva v(s) : J — Q satisfazendo
X(7(s)) = a(s) e N(y(s)) = V(s) para todo s € J. Como « ¢é analitica e x é uma
imersao maxima temos que 7y é analitica, e assim admite uma extensao holomorfa
Y(w) : W C C — C. Aqui W é aberto e contém o intervalo real J. Também note que
v(s) é regular, pois a(s) também é.

Agora escolha sy € J. A fungao holomorfa y(w) tem derivada nao nula em s,
e assim podemos aplicar o teorema da funcao inversa para fungoes holomorfas para
obter uma aplica¢ao bi-holomorfa (isto é, um difeomorfismo holomorfo) v(w) : Uy C
C — Uy C C. Aqui U; é um subconjunto aberto de W contendo um intervalo real da
forma (sg — 9,50 + 6), e Us é um subconjunto aberto de 2. Tudo isto mostra que a
superficie maxima x|y, : Us C 2 — R? pode ser expressa como 1) : U; C ) — R?, onde

Y(w) = x(y(w)). Além disso, 1(w) satisfaz, para todo s € (sg — d, sg + ),
L 4(s,0) = x(7(s)) = a(s),

2. Ny(s,0) = N(v(s)) = V(s).



2.1 Representacao de Bjorling 23

Assim, ¥(w) é a solugao para o problema de Bjorling com as condigoes o, V', o que
significa que ¥ (w) é tinica. Daqui mostramos que Y : M — R? é também tnica,
tendo em conta o fato de que duas imersoes maximas nao podem se sobrepor sobre um

conjunto aberto nao vazio.
U

Como um resultado, se o e V' estao nas condigoes do Corolario 2.1, podemos falar
num sentido geral sobre a solugao para o problema de Bjorling para as condicoes « e
V. Esta solugao refere-se & unica imersao mdxima em R} contendo « e tal que sua

aplicagao de Gauss ao longo de o é V.

Corolério 2.2 Se a : I — R} € uma curva analitica de tipo espago com velocidade
constante em R? tal que o'(s) é de tipo tempo para todo s € I, entdo existe uma tinica

imersao mdzima em R que contém o como uma geodésica.

Prova. A primeira vista, encontramos no Corolario 2.1 no maximo duas imersoes
méximas em R? contendo o como geodésica, dependendo da escolha de V = "/ ||
ouV = —a”"/|a"| como a aplicagdo de Gauss da superficie ao longo de a. Contudo a
unicidade do Corolério 2.1 mostra que qualquer uma delas é obtida da outra revertendo
orientacao. Portanto ambas as imersoes sao, na verdade, a mesma e a unicidade é

obtida.

O

[lustraremos tudo o que foi dito apresentando um exemplo particular para o qual

necessitamos de alguns conceitos.

Definigao 2.2 Um circulo em R} ¢ definido como sendo uma curva plana de tipo

espago em R$ com curvatura constante nao nula.

Observacao 2.3 Quando uma transformacao linear no espaco Euclidiano R? preserva
o produto interno usual, chamamos esta de transformacdo ortogonal. Em R3, as trans-
formacoes lineares que preservam a forma bilinear (, ), sdo chamadas de transformagoes
de Lorentz, e o conjunto de todas as tranformacoes de Lorentz forman um grupo, o

qual passamos a descrever:
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e O grupo de Lorentz?
0(2,1) ={R: R} — R} | (Ru, Rv), = (u,v),,V u,v € R}}
age sobre o espaco de Lorentz-Minkowski R? e preserva o conjunto
HR = {u |+ ud — o = (u,u), — 1},
o qual sabemos ser o hiperboléide de duas folhas no espaco Euclidiano.

Com respeito a este grupo ortogonal Lorentziano, existem trés subgrupos a 1-parametro

de isometrias de R? dependendo do carédter causal do eixo [, ou seja:
1 )

1. se [ é um eixo de tipo espaco (por exemplo o eixo (0, 1,0)) a matriz de rotacao é

descrita por
cosh(s) 0 senh(s)

Ri 0 1 0
senh(s) 0 cosh(s)

H
I

2. se [ é um eixo de tipo luz (por exemplo o eixo (1,0,1)) obtemos a matriz

2 2
1+%5 -5 s
2 2
S 2 2
R2: % 1—% S
S —S 1

3. se [ é um eixo de tipo tempo (por exemplo o eixo (0,0,1)) entao

cos(s) —sen(s) 0
Ry =| sen(s) cos(s) 0
0 0 1

Equivalentemente, um circulo em R? pode ser visto como a érbita de um ponto p
€ R? sobre o grupo a l-parametro de transformagoes ortogonais de R? que fixa uma

certa reta [ de R} nao contendo p.

20 leitor interessado pode consultar, por exemplo, [32] p. 15, onde terd a disposi¢do uma boa

abordagem sobre o assunto.
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Assim, qualquer circulo em um plano de tipo tempo de R? é congruente a uma
curva da forma z3 — 23 = —r?.

De fato, a menos de isometrias de R? podemos supor que o plano no qual o circulo
a(s) esta contido é o plano z1z3 e que [ = [(0,1,0)] é a tal reta fixada. Dai, uma vez

que (0,1,0) é de tipo espago, se p = (21,0, 23) e a(s) = (ai(s),0,as(s)), entao

afs) = Rip,

donde obtemos a curva «(s) = (z1cosh(s)+xzsenh(s),0,x1senh(s)+xscosh(s)). Logo,

como o circulo « por definigao é de tipo espaco, existe 0 # r € R tal que

rt ={d(s),d/(s))

_ 2 2

conforme a afirmacao. E esta, por sua vez, pode ser parametrizada por «a(s) =
r(senh(s),0, cosh(s)) para todo s € R.

Para uma curva a deste género, o Corolario 2.2 mostra que existe uma tinica imersao
//|

méxima em R? contendo o como uma geodésica. Agora, se definirmos V = —a”/ |a

facilmente obtemos

as) +1 /OS V(w) A/ (w)dw = r(senh(s),0, cosh(s)) +i /OS(O, —r,0)dw
= r(senh(s), —is, cosh(s)).

O procedimento descrito acima assegura que esta imersao maxima contendo o como

uma geodésica é dada por
X(z) = Re (senh(z), —iz, cosh(z)),

ou seja,

X(s,t) = r(senh(s)cos(t),t, cosh(s)cos(t)). (2.3)

Aqui x estd definida em R x (—7/2,7/2) C C, e a imersao maxima é chamada um
catendide hiperbolico. Uma forma diferente para tal imersao serd apresentada na Segao
2.3. Finalmente, note que se uma imersao méxima em R? contém um circulo como uma
geodésica, o plano no qual o circulo esta contido deve ser de tipo tempo. Resumindo,

provamos que:
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Proposigao 2.1 Qualquer imersio mdzima em R3 contendo um circulo como uma

geodésica € congruente a um pedago de um catendide hiperbolico.

Assim como para superficies minimas no espago Euclidiano, vale um principio de
simetria para superficies méaximas no espaco de Lorentz-Minkowski. A seguir, com o

auxilio da representacao de Bjorling voltaremos nossa atencao para este fim.

2.2 Principio de simetria para superficies maximas

Fixaremos inicialmente algumas notacgoes: se 2 C C é aberto, entao definimos
O = {z2:2€Q}, o qual também é aberto. Da mesma forma, se f € H(Q) =
{f:Q— C: féholomorfa} definimos uma fungao holomorfa f* € H(Q*) por f* =
f(%). Com isto, vemos que se € contém um intervalo real I e se f € H(Q) é real
quando restrita a I, entao f = f* sobre o conjunto aberto nao vazio 2N Q*. Assim f

pode ser holomorficamente extendida a 2 U Q*.

Observagao 2.4 Principio de reflexao®: seja f(z) uma fungdo analitica, reqular em
uma regiago D C C intersectada pelo eizo real, e real sobre o eizo real. Entdo f(z) toma

valores conjugados para conjugados valores de z.

Corolario 2.3 Seja x : Q C C — R? a solugio para o problema de Bjorling com as
condicoes o e V. Considere qualquer conjunto aberto simplesmente conexo U C )
com I C U eU = U* sobre o qual a, V' possuem extensoes holomorfas a(z), V(z),
respectivamente. Entao para todo z € U temos

X(%) = Re (a(z) - z/ V(w) A o/(w)dw) .

S0

Prova. Defina a aplicacao
X' *CC — R3
z = x(2)
onde g7, i, j € {1,2}, é a métrica induzida de x*(z). Dai, vemos que
95 =95 1=7=12
95, = =95 1# ],

3Para maiores detalhes veja [38] p.155.
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onde g;; é a métrica riemanniana de y : @ C C — R?. Assim det (gl*j) = det (gi5)
e, sendo y : © C C — R$ uma superficie de tipo espaco, x*(z) também serd de tipo

espago com aplicagao de Gauss dada por N*(z) = —N(2). Logo,
“ONH = Ay = A" = —2N*H* = ONH*, (2.4)

onde H e H* sao a curvatura média da imersao y e x*, respectivamente.
Portanto, segue de (2.4) que H* = —H e entdao x* é uma superficie méxima pois x
também o é. Além disso x*(s,0) = x(s,0) = a(s) e N*(s,0) = —N(s,0) = =V (s). O

resultado agora segue da representacao de Bjorling.
OJ

O corolério anterior implicitamente diz que se x(z) é a solu¢ao para um problema
de Bjorling com as condigbes o e V', a imersao x(Z) resolve o problema de Bjorling com
as condigoes av e —V.

A representacao de Bjorling juntamente com o fato de que as curvas coordenadas

sobre uma superficie maxima sao reais analiticas nos permite afirmar o seguinte lema.

Lema 2.1 Seja x : Q C C — R} wma superficie mdzima, com Q = Q*, e defina

a(s) = x(s,0).
1. Se a curva afs) estd contida no eizo xy, entdo

(x1(2), x2(2), x3(2)) = (xa(2), =x2(2), —x3(2)).

2. Se a curva a(s) estd contida no plano x1x3 11 e a superficie intersecta I1 ortogo-

nalmente ao longo de «, isto €, N(s,0) € Il para todo s € I, entdo
(x1(2), x2(2), x3(2)) = (X1 (%), —x2(2), x3(2))-

Prova.
1. Como usual, seja V(s) = N(s,0). As condigoes da hipdtese mostram que

a(s) = (ai(s),0,0) e V(s) = (0, Va(s), V5(s)). Portanto

V(s) Aa'(s) = (0,01(s)V3(s), o (s) Va(s)).



2.2 Principio de simetria para superficies maximas 28

Entao segue da representagao de Bjorling que as extensoes holomorfas de «, V' satis-

fazem
(X1(2), x2(2), x3(2)) = (Reai(z), Im¥y(z), ImWs(z)) (2.5)

para qualquer z pertencente a um conjunto aberto simplesmente conexo U C 2. Onde

Uy(z) = — /Z o (w) Va(w)dw

S0

Uy(2) = —/Z o (1) Va(w)duw

S0

sao fungoes holomorfas definidas em U. Entao, em U N U* segue que a1(z) = aj(z)
e VUy(z) = Vj(2), pois todas elas tomam valores reais quando restritas a /. Assim de

(2.5) temos que

(x1(2), x2(2), x3(2)) = (xa(2), =x2(2), —x3(2))

para todo z € U NU*. As equacoes de Cauchy-Riemann para fungoes harmonicas
mostram que estas relagoes valem para todo z € €).

2. Pela hipétese segue que
a(s) = (o(s),0,a3(s)) e V(s) = N(s,0) = (Vi(s),0, Vs(s)),

donde
V(s) Aal(s) = (0,0 (s)Va(s) — az(s)Vi(s), 0).

Portanto, segue da representacao de Bjorling que

X) = Re(al)+i [ Toltu)Vatu) - ajw)ViCuwio

S0

= (Re ay(2), Im U3(z), Re a3(z)), (2.6)
para qualquer z pertencente a um conjunto aberto simplesmente conexo U C 2. Onde

¥(2) = = [ o )Valw) — aw)iw)ldu,

S0
¢ uma fungao holomorfa em U. Entao, em U N U* segue que a1(z) = af(z) e ¥3(z) =
U*(z), pois todas elas tomam valores reais quando restritas a I. Logo, da equagao (2.6)

temos

(x1(2), x2(2), x3(2)) = (xa(2), —x2(2), x3(2)),
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para todo z € U NU*. As equagoes de Cauchy-Riemann para fungdes harmonicas

mostram que estas relagoes valem para todo z € 2.

Definigao 2.3 Seja x : M — R? uma superficie de tipo espaco em R3.

1. Uma curva de tipo espago [ C x(M) é dita ser um eizo de simetria da superficie
se para todo p € x(M) \ [, existe um certo ¢ € x(M) tal que pg intersecta [
1

ortogonalmente e (1) (p+¢) € L.

2. Um plano de tipo tempo II C R? que intersecta ortogonalmente uma superficie
é dito ser um plano de simetria da superficie se para todo p € x(M) \ I, existe

um certo ¢ € x(M) tal que pg é perpendicular a Il e (1) (p+ ¢) € L.

Destas defini¢oes e do lema acima obtemos o seguinte principio de simetria para

superficies maximas em R3.

Teorema 2.3

1. Toda reta de tipo espaco contida numa superficie mdzrima € um eixo de simetria

da superficie.

2. Todo plano de tipo tempo que intersecta ortogonalmente uma superficie mdxrima

¢ um plano de simetria da superficie.

Prova.

1. Seja x(M) uma superficie maxima e considere | C x(M) uma reta de tipo
espaco, onde, sem perda de generalidade, podemos supor que [ C xi-eixo. Dai, para
todo p € x(M)\L, p = (x1(2), x2(2), x3(2)), devemos ter xx(z) # 0 para k = 2 ou 3,
visto que p ¢ [. Suponhamos entao que x2(z) # 0 (o caso x3(z) # 0 é andlogo).

Agora, definindo ¢ € x(M) por ¢ = (x1(2), x2(Z), —x3(Z)), pelo item 1 do Lema

2.1, obtemos que

pg = q—0p
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intercepta [ ortogonalmente e,

S0 = 50a() () e ) ulE) + )
= (X1<Z>7070)

petence a [. A conclusao segue da Definicao 2.3.

2. Anélogo a 1.
O

Observe que neste teorema e também no lema anterior nao assumimos que o dominio
da superficie maxima seja simplesmente conexo. Contudo, estes resultados mostram,
através do teorema de Uniformizagio, que se x : M — R} é uma imersao maxima
simplesmente conexa entao toda reta de tipo espaco contida em y(M) é um eixo de
simetria e todo plano de tipo tempo intersectando x(M) ortogonalmente é um plano

de simetria.

2.3 Exemplos

Nesta se¢ao examinaremos alguns exemplos conhecidos de imersoes maximas em
R? sob uma perspectiva diferente. Mais concretamente, iremos apresentd-los como
solucoes para um problema de Bjorling adequado. As superficies que iremos mostrar
aqui foram obtidas em [25] através da representagdo de Enneper-Weierstrass (veja
também [29, 39]). Caracterizaremos estes exemplos nas Segoes 3.1 e 3.2.

Inicialmente, mostraremos um caminho para gerar superficies maximas comecando

com uma curva analitica de tipo espaco.

Lema 2.2 Seja a(s) = (a(s),0,b(s)) uma curva analitica de tipo espaco em R3 contida
l E ~ . . . ~ s . R3 .

no ptano rixrs. kntao exriste uma unica imersao mazrima em Ry que intersecta orto-

gonalmente o plano x1x3 ao longo de o. Esta imersao maxima € dada explicitamente

por

«(2) = (Re a(e).m | V= PP Re ). e



2.3 Exemplos 31

Prova. A aplicacao de Gauss ao longo de o de qualquer imersao maxima nas condigoes
acima ¢é ortogonal a o/ e e5 = (0,1,0). Entao, revertendo a orientacdo se necessario,

temos que

V(s) = N(s,0) = 212

e Aeol

e do Corolario 2.1 obtemos a existéncia e a unicidade desejada. Assim, temos
WP - PP

VIR -6R )

Substituindo na equagao (2.1) da representacao de Bjorling segue que

V(s)ANd(s) = — (O,

x(z) = Re (a(z)—l—i ZV(w)/\o/(w)dw)

S0

_ (Re a(2), Re (-i / NI [b/(w)]zdw>,Re b(z))
- (Reat)mm | VP = PP Re ).

U

Observagao 2.5 Claramente aqui estamos considerando o ramo principal da funcao
holomorfa raiz quadrada, definida em C\ {z € R: 2z <0}. Note que a serd uma
geodésica para esta superficie maxima sempre que ela tiver velocidade constante. Além
disso, a reciproca é trivialmente satisfeita. Chamaremos qualquer curva deste género

de geodésica plana.
Exemplo 2.1 (Catenéide Hiperbdlico)
Consideremos a curva de tipo espaco
a(s) = A(s,0,cos(s — 0)),

com A>0e6 € R, definida em (§ — 7/2,0 + 7/2). Se para esta curva considerarmos
o parametro u = s — 6, entao pelo Lema 2.2 obtemos uma superficie maxima que pode

ser parametrizada como

X(u,v) = A(u+0,Im sen(z), Re cos(z))
= A(u+6,cos(u)senh(v), cos(u)cosh(v)). (2.8)
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Esta superficie estd definida em Q = (—7/2,7/2) x R C C e é denominada catendide

hiperbélico (veja a Figura 2.1). Para esta superficie observamos que

xi(z) = xi(2),
x2(2) = —x2(2),
xs(z) = xs(2),

para z = u + iv, isto é, vale o segundo principio de simetria citado no Teorema 2.3

(Figura 2.2).

Figura 2.1: Figura 2.2:

Observagao 2.6 A expressao dada em (2.8) define a mesma superficie que foi apre-

sentada em (2.3). De fato, fazendo a mudanca bi-holomorfa u 4 iv < t — is obtemos

X(t,—s) = A(t+0,cos(t)senh(—s),cos(t)cosh(—s))
= A(t + 6, —cos(t)senh(s), cos(t)cosh(s)).
Em seguida, aplicando a (¢, —s) uma rotagao Euclidiana de 90° em torno do eixo de

tipo tempo (0,0,1) encontramos

R;r/zX(tﬂ _S) = C(S7 t)

onde

((s,t) = A(senh(s)cos(t),t + 0, cosh(s)cos(t)),

o que mostra o desejado.
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Exemplo 2.2 (Catenéide Eliptico)

Consideremos a curva
a(s) = A(senh(s +6),0,s),

A > 0, 0 € R, definida para todo s > —f. Se escolhermos o parametro u = s + 6,

encontramos pelo Lema 2.2 uma superficie maxima dada por

x(u,v) = A(Re senh(z),Im cosh(z),u — 0)
= A(senh(u)cos(v), senh(u)sen(v),u — @),
definida para todo u+iv com u > 0. Esta superficie é chamada catendide eliptico (veja

Figura 2.3). Para este exemplo, também verificamos que

xi(z) = xi(2),
x2(2) = —xa(2),
x3(2) = xs(2),

ou seja, vale o segundo principio de simetria citado no Teorema 2.3, onde uma ilustracao

geométrica é apresentada na Figura 2.4.

Figura 2.3: Figura 2.4:

Para o préximo exemplo, afim de simplificarmos os calculos introduziremos o refe-

rencial canonico nulo de R} dado por

F= {(\/5/2,0, V2/2), (v/2/2,0, —/2/2), (0, 1,0)}. (2.9)
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E facil verificar que se a, b € R? sao dados em coordenadas com respeito & F por
a = (ay,as,a3), b = (by,be,b3), entdo a A b = (agby — a1bs, asbs — asby, arby — asby) e
(a,a), = 2a1as + a3.

Consideremos agora uma curva analitica de tipo espaco a(s) = (a1(s),0, a3(s)) no

plano xyx3. Com recursos de dlgebra linear, se escrevermos

20 o (0L

(a1(s),0,a3(s)) = a(s) ( 5 5 50— ) + ¢(s)(0,1,0),

entao apos igualarmos os termos correspondentes encontramos

a(s) = 7(041(5) + az(s)),
M$==%am@—%®» (2.10)
c(s) =0

Dessa forma, expressamos a(s) com respeito a F por a(s) = (a(s),b(s),c(s)), sendo
a(s), b(s) e ¢(s) dados conforme (2.10).

Entao, via uma variacao do Lema 2.2, podemos construir a Unica imersao maxima
em R? que contém @ como uma geodésica plana, ou seja, visto que e; = (0,1,0) com

respeito a F é dado por é; = (0,0, 1), obtemos

V()= Ns,0) = S0

) VI Aey, d Aey) (a8, 0)(s)
1
= —————=(-dV,0)(s
|2(—a’)b/|( )(s)

= (a0 0)(s)

—_

pois como a curva a(s) é de tipo espago, temos (& (s), @' (s)), = 2a'(s)b'(s) > 0. Dai,

|
—_

V(s)Na(s) = 2a’b’(0’ 0,—2a'b")(s),

e segue da férmula (2.1) na representagao de Bjorling que esta imersdo maxima é dada
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com respeito a F por

x(s,t) = Re (@(z)+i/ZV(w)A@’(w)dw)

S0

= (Re a(z),Re b(z),Re <—¢ / \/de))
= (Re a(z),Re b(z),Im / \/de) : (2.11)

Exemplo 2.3 (Catendide Parabdlico)

Seja agora

1 B B?
a(s) = A (s + B, 683 + 552 + - 5 0)

com respeito a estrutura canonica nula de R}, onde A >0, B € Re s > —B. Assim «
é uma curva real analitica de tipo espago que estd contida no plano x;x3. Aplicando
2.11, mostramos que a tnica imersao maxima em R$ contendo o como uma geodésica

plana é dada em coordenadas com respeito a F por
t2 3 B BQ
X(s,t) = A (s + B, —5(3 + B) + % + 532 + 73,75(3 + B)) : (2.12)
e estd definida sempre que s > —B. Esta superficie maxima é chamada um catenoide
parabdlico (veja Figura 2.5).

Seguindo a ideia dos exemplos anteriores, verificamos que vale o segundo principio

de simetria citado no Teorema 2.3 (veja Figura 2.6).

Figura 2.5: Figura 2.6:

Observagao 2.7 Em [25] o catendide hiperbdlico (respectivamente catendide eliptico,

catendide parabdlico) é chamado o catenéide do segundo tipo (respectivamente catenoéide
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do primeiro tipo, superficie de Enneper do segundo tipo). Os nomes que usamos aqui
sao inspirados em [22], onde os grupos a 1-parametro de transformagoes ortogonais de
R3 fixando um eixo [ sdo chamados movimentos hiperbélicos, elipticos ou parabdlicos,
de acordo com a caracteristica do eixo ser de tipo espaco, de tipo tempo, ou de tipo
luz.

Também observamos que a expressao para o catenodide parabdlico que apresentamos
¢ um pouco mais complicada que as expressoes que aparecem em [25, 29|, mas este é o
preco que temos que pagar para uma importante vantagem: a imersao 2.12 é conforme.

Isto nao ocorre com as parametrizacoes usuais do catendide parabdlico.
Exemplo 2.4 (Helicéide do primeiro tipo)
Para este exemplo escolhemos as condi¢oes no problema de Bjorling como

a(s) = (s,0,0),
V(s) = ——— (0,1, ks),

k2s2 — 1
onde k > 0 e s > 1/k. Fazendo a mudanga de parametros dada por ks = cosh(u),

u > 0, entao o e V' tornam-se

a(u) = ((1/k)cosh(u),0,0)
1

Viw) = _senh(u)(

0,1, cosh(u)).

Assim,

afu) 41 /OZ V(w) Ao (w)dw = %(cosh(u), —isenh(u), —iu).

Seguindo o procedimento descrito no texto precedente ao Corolario 2.1, podemos cons-

truir a solugao deste problema de Bjorling, obtendo

1
X(w) = %(cosh(u)cos(v), cosh(u)sen(v),v), (2.13)
definida para todo w = u 4 v com u # 0. Chamaremos esta superficie um helicdide
do primeiro tipo (veja Figura 2.7).
Note que o primeiro principio de simetria citado no Teorema 2.3 é satisfeito para

esta superficie, conforme ilustramos na Figura 2.8.
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Figura 2.7: Figura 2.8:
Exemplo 2.5 (Helicéide do segundo tipo)

Agora consideraremos o problema de Bjorling com as condigbes «, V, definidas

como

a(s) = (s,0,0),

1
Vi(s) = _\/1?1#32(0’ ks, 1),

onde k > 0 e |s| < 1/k. Se desta vez fizermos a mudanga de parametros ks = sen(u)

encontramos, seguindo as etapas do problema anterior, que

alu) = %(sen(u), 0,0),
1

V(u) = —W(O, sen(u), 1).
Assim,
a(u) + z'/o V(w) Ao (w)dw = %(sen(u), —iu, icos(u)).

A superficie maxima encontrada destas condigoes é parametrizada por

1
x(w) = E(sen(u)cosh(v), v, sen(u)senh(v)),
onde x estd definida na faixa aberta —7/2 < Re w < 7/2. Esta superficie é chamada
um helicoide do sequndo tipo (veja Figura 2.9).
Para este exemplo vale o primeiro principio de simetria citado no Teorema 2.3 (veja

Figura 2.10).
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Figura 2.9: Figura 2.10:
Exemplo 2.6 (Superficie regrada de Cayley)

Desta vez escolhemos

a(s) = (s,0,0),
1
V(S) = \/ﬁ(o, ]{?S, 1 -+ k?S),

onde k # 0, definida sempre que 1+ 2ks > 0. Considerando a mudanca de parametro

u? =1+ 2ks, u > 0, temos

1 2
- (-1
o(u) = g(u’~1,0,0)
1
V(U) = %(O,Iﬂ — 1,u2+1)

Assim, a integral de linha usual é dada por

3u? — 3, iu(u? + 3),du(u® — 3)).

afu) +i /Ou V(w) A (w)dw = é(

Daqui obtemos uma superficie médxima parametrizada por
1 2 2 3 2 3 2
x(u,v) = @(3u —3v° —3,v° — 3uv — 3v,v° — 3u v+30),

definida sempre que u > 0. Seguindo [15] chamaremos esta superficie de superficie
regrada de Cayley (veja Figura 2.11). Devemos dizer que em [25] a superficie regrada
de Cayley ¢é chamada a conjugada da superficie de Enneper do sequndo tipo.

Note o primeiro principio de simetria citado no Teorema 2.3 (veja Figura 2.12).
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Figura 2.11: Figura 2.12:

Observagao 2.8 Antes de passarmos para o préximo capitulo, vamos fazer alguns
comentarios sobre a nomenclatura dos helicéides aqui mencionados.

Definimos um mowvimento helicoidal Lorentziano como qualquer grupo nao-trivial
a 1-parametro de transformacgoes Lorentzianas. Por casos triviais entendemos grupos
de translacao pura. O seguinte fato classifica todos tais grupos a l-parametro de
transformacoes Lorentzianas, justificando tal definicao:

A menos de conjugacao no grupo de todos os movimentos Lorentzianos, os sequintes
trés casos cobrem todos 0s possiveis subgrupos nao-triviais a 1-parametro de movimen-
tos Lorentzianos em R3:

xr = RTQZ + Tl,
r — Riz+1Ts,
xr — Rizv+Ts,

onde Ty = h(0,s,0)", Ty = h(% + s, % —3,8%) e T3 = h(0,0,s)', s € R ex € R3.

Em todos os casos, a parte linear (h = 0) é uma rotagao Lorentziana, cujo eixo é de
tipo espago no primeiro caso, de tipo luz no segundo caso e de tipo tempo no terceiro
caso. Por definicao, uma superficie regrada helicoidal é a 6rbita de uma reta sob a agao
de um grupo a l-parametro de movimentos helicoidais Lorentzianos.

Portanto, dependendo do carater causal do eixo, existem trés tipos diferentes de
superficies helicoidais, onde referimos ao helicéide do primeiro tipo (resp. helicdide
do segundo tipo) como o helicdide com eixo de tipo tempo (resp. helicdide com eixo

de tipo espago). O segundo tipo de movimento helicoidal é chamado de movimento
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helicoidal cibico.

Afim de nao sermos prolixos, omitiremos a demonstracao do fato anterior, o que
nos possibilitara um enfoque maior no objetivo principal deste trabalho. No entanto, o
leitor interessado numa justificativa de tal afirmagao podera consultar [15], por exem-

plo.

No proximo capitulo, entre outras coisas classificaremos as supeficies regradas via

um problema de Bjorling adequado.



Capitulo 3

Teoremas de Classificacao

Em contraste com o caso de superficies minimas no espaco Euclidiano R?, onde uma
superficie minima de rotacao (respectivamente superficie minima regrada) é localmente
congruente a um catenéide (respectivamente um helicéide), existem véarios tipos de
superficies mdximas de rotacao ou regradas no espaco de Lorentz-Minkowski R3. Neste

capitulo voltaremos nossa atencao a este estudo.

3.1 Superficies maximas de revolucao

Definigao 3.1 Uma superficie de tipo espaco em R} é uma superficie de revolugdo se
ela pode ser obtida pela acao sobre uma curva plana o C II do grupo a 1-parametro

de movimentos rigidos de R? que fixa um certo eixo [ C IT tal que a Nl = &.

E conveniente notarmos que neste caso o plano II é sempre de tipo tempo, pois a
aplicagdo normal de Gauss da superficie ao longo de a, N(a(s)), pertence a II. Dali,
toda superficie de revolugao em R é congruente a uma superficie de revolugao para
o qual IT é o plano zyz3 e | é o eixo z; = [(1,0,0)], o eixo z3 = [(0,0,1)] ou a reta
ry = z3 = [(1,0,1)], dependendo da caracteristica causal de I. Assim, a menos de
movimento rigido de R?, toda superficie de revolugao em R? deve ser de um dos trés

tipo que especificamos a seguir (veja [22, 29]).
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1. Sel éoeixo z1 e a(s) = (a(s),0,b(s)), a superficie é parametrizada por
1 0 0 a(s) a(s)
0 cosh(t) senh(t) 0 = | b(s)senh(t) |,
0 senh(t) cosh(t) b(s) b(s)cosh(t)
ou seja,
X(s,t) = (a(s),b(s)senh(t), b(s)cosh(t)). (3.1)
Aqui a condi¢do o Nl = @ implica que b(s) # 0 para todo s.
2. Se l é o eixo x3 e a(s) = (a(s),0,b(s)), a superficie é parametrizada por
Ry(a(s),0,0(s))" = (a(s)cos(t), a(s)sen(t), b(s))",
isto é,
X(s,t) = (a(s)cos(t), a(s)sen(t), b(s)). (3.2)
Desta vez a Nl = & assegura que a(s) # 0 para todo s.
3. Se I = [(1,0,1)], uma parametrizagdo da superficie com respeito a estrutura
canonica nula F de R? dada em (2.9) é
X(s.t) = (als), =(t*/2)a(s) + b(s), ta(s)). (3.3)

Onde « é escrita em coordenadas com respeito a F como «(s) = (a(s),b(s),0), e

obtemos de Nl = @ que a(s) # 0 para todo s.

Além disso, facilmente vemos que em qualquer um destes casos podemos escolher o

parametro da curva a de tal modo que a imersao x(s,t) seja conforme.

Por exemplo, se assumimos que o eixo [ é o eixo x; e a superficie de revolucao é

dada por (3.1), entéo
(Xosxs)1 = [ (8)]° = V()
(Xs;xt)y = 0,
(xt:xe) = U%(s),

onde a primeira forma fundamental da superficie é escrita como

I=|o/(s)|? ds? + b?(s)dt?.
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Assim a reparametrizacao de a(s) dada por

u:u(s):/s:

()] = o/ (u(s))u/(s)]

o (w)
b(w)

du

faz a relacao

isto é,

valer, e assim temos uma parametriza¢ao conforme x(u,t) globalmente definida para a
nossa superficie de revolucao.
Analogamente, se a superficie de revolu¢ao é dada por (3.2), a primeira forma

fundamental da superficie é expressa como
I = |o/(s)]” ds® + a?(s)dt?,

onde desta vez a reparametrizacao de a(s) dada por
u=u(s) = /
S0

[ ()| = a®(u)

o (w)

du

a(w)

faz a relacao

valer e, consequentemente, temos uma parametrizagao conforme y(u,t) globalmente
definida para a nossa superficie de revolucao.
Finalmente, se agora considerarmos a superficie de revolugao dada por (3.3), en-

contramos

I=|o/(s)]” ds® + a?(s)dt?,

onde desta vez a reparametrizacao de a(s) dada por
u=u(s) = /
S0

2a/ (w)V/(u) = o’ () = a*(u)

o (w)

au

a(w)

faz a relacao
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valer e, consequentemente, temos uma parametrizagao conforme y(u,t) globalmente
definida para a nossa superficie de revolucao.

Vamos agora classificar as superficies méximas de revolucao em R?. Inicialmente,
consideremos uma superficie maxima de revolugao do primeiro tipo, isto é, parametri-
zada por uma imersiao conforme x : Q C C — R} dada pela férmula (3.1). Note que o
plano x;x3 intersecta a superficie ortogonalmente ao longo da curva a(s) = x(s,0) =
(a(s),0,b(s)). Portanto, N(s,0) Acd/(s) é colinear com e; = (0,1,0) e segue da equagao
(2.7) dada no Lema 2.2 que as extensoes holomorfas a(z) e b(z) das fungoes analiticas

a(s) e b(s) satisfazem, repectivamente,
Re a(z) =a(s) e Re b(z) =0b(s)cosh(t).

Note que, sendo x conforme, podemos escrever z = s+it, onde s,t sao os parametros
da imersao y. Dessa forma, as equagdes de Cauchy-Riemann para a(z) s@o expressas

CcOo1mo

Odm a(z) = OJ;Re a(z),
OIm a(z) = —0;Re a(z2).
Substituindo Re a(z) = a(s) nestas equagoes, concluimos que a(s) = As+ B, onde
A e B s@o constantes. Analogamente, como Re b(z) = b(s)cosh(t), das equagoes de

Cauchy-Riemann para b(z) obtemos

OIm b(z) = 04(b(s)cosh(t)) = U (s)cosh(t),
OIm b(z) = —0y(b(s)cosh(t)) = —b(s)senh(t).

Derivando em s o resultado da integracao em ¢ da primeira equacao e, em seguida,

substituindo a expressao resultante na segunda equacao, encontramos
V'(s) +b(s) =0,

cuja solucao é dada por b(s) = Cicos(s)+Cssen(s), para C; e Cy constantes. Portanto,

a curva «(s) procurada é da forma

a(s) = (As + B,0,Cicos(s) + Caysen(s)).
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Neste ponto deduzimos da condicio |o/(s)|> = b%(s) que C2 +C2 = A2 significando

que existe um certo 6 € R satisfazendo C) = Acos(6) e Cy = Asen(6). Dali,

b(s) = Cicos(s)+ Casen(s)
= Acos(0)cos(s) + Asen(d)sen(s)
= Acos(s —0),

para este # particular. Logo,
a(s) = A(s + By, 0, cos(s — 0)),

onde compondo, se necessario, com uma simetria com respeito a origem podemos supor
que A > 0, e uma aplicacao direta do Lema 2.2 mostra que a superficie é, a menos
de uma translacao na direcao do eixo x1, uma pedaco do catendide hiperbdlico, como
visto no Exemplo 2.1.

Agora considere uma superficie maxima de revolugao do segundo tipo, ou seja,
dada por uma imersao conforme y : 2 C C — R2. Com o mesmo procedimento usado
anteriormente, na férmula (3.2) a fungao b(s) é linear, b(s) = As + B com A > 0,

enquanto que a(s) = Asenh(s + 0) para um certo 6 € R. Portanto,
a(s) = A(senh(s+0),0,s + By)

e a superficie resultante é um pedaco do catendide eliptico dado no Exemplo 2.2.
Para o terceiro e iltimo caso, iniciamos com uma superficie méaxima parametrizada

por uma imersao conforme x : Q C C — R? do tipo (3.3). Observemos que o plano

x1xo (isto é, o plano zjx3 com relagdo a F) intersecta a superficie ortogonalmente ao

longo de a(s) = x(s,0) = (a(s), b(s),0). Além disso, temos

N(s,0) Ad/(s) = &ZE?;:ZEZ& A (d/(s),(s),0)
(a'(s), —b/(s),0)

- 2a/ (5)V(s) A (d'(s),b'(s),0)

= (0,0,£+/2d'(s)V/(s))

ao longo de «, onde o sinal é dado conforme a(s) seja positivo ou negativo. Logo, a

superficie admite a representacao de Bjorling

19 = (Re a(2). Re o). 1 | Ve
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com respeito a F e seguindo as notagoes usuais. Comparando esta férmula com (3.3)

temos

Re a(z) =a(s) e Reb(z) = —(t?/2)a(s) + b(s).

Novamente, como x é conforme, z = s+t e por meio das equagoes de Cauchy-Riemann

encontramos

a(s) = A(s+B)e

bis) = A ((%) s° + §s2 - Cs) .

Além disso, da condicao de conformidade, temos 2a’(s)b'(s) = a?(s), donde obtemos
2C = B? e aplicando o Lema 2.2, mostramos que a superficie ¢ um pedaco do catendide
parabdlico, conforme Exemplo 2.3.

Resumindo, escolhendo uma representacao de Bjorling adequada temos provado, de

modo alternativo, o seguinte fato conhecido ( [25, 29]).

Proposigao 3.1 As tnicas superficies mdrimas de revolugdo em R3 com eixvo de tipo
espago (respectivamente eixo de tipo tempo, eizo de tipo luz) sdo congruentes a um

pedago do catendide hiperbélico (respectivamente catendide heliptico, catendide parabolico).

3.2 Superficies maximas regradas

Uma superficie de tipo espago em R} é uma superficie regrada se ela pode ser vista
como gerada pelo movimento de um segmento ou uma curva no espago R?. Precisa-

mente temos:

Definigao 3.2 Diz-se que uma superficie de tipo espaco em R? é uma superficie regrada
se ela pode ser expressa como uma aplicagao da forma
Yp:DCR? — RS

(s,r) = (s) +rv(s),

(3.4)

onde D é um subconjunto aberto de R? contendo um certo intervalo I de R, v : [ — R?
¢ uma curva de tipo espago sobre a superficie, chamada curva base (ou diretriz) e

v: I — R? é um campo de vetores unitdrios de tipo espaco ao longo de 7.
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Exemplo 3.1 Com a definicao acima a superficie regrada de Cayley é, de fato, uma
superficie regrada de tipo espago em R?. Basta considerarmos as expressoes de v e v

dadas respectivamente por

1 )
v(s) = —(3s*+3r* =3, -2 —2r°),
6k
1
v(s) = 6—k(—6r, 3r? —3s% — 3,3r? — 3s* + 3),

substituirmos na relagdo 3.4 e compararmos com a parametrizacao encontrada no

Exemplo 2.6.

Como no espac¢o Euclidiano, podemos escolher sobre qualquer superficie regrada
uma curva base conveniente «/(s), s € I, tal que a superficie regrada possa ser denotada
por x(s,t) = a(s) + tv(s), onde 0 novo dominio de defini¢do D também contém I e as
relagoes (o/,v), =0, (¢/,'); =1 identicamente valem sobre I.

Além disso, se para uma superficie regrada dada em (3.4) o vetor v/ é sempre de
tipo tempo ou, alternativamente, o mesmo ¢ de tipo espaco e nao-nulo, podemos supor
a existéncia de uma curva parametrizada «(s) tal que (a/(s),7'(s)); =0, s € I, e que

o traco de a esteja contido no traco de 1, isto é,

afs) =(s) + t(s)v(s), (3:5)

para alguma funcao a valores reais t = t(s), s € I.

Assim, da equacgao (3.5) e omitindo o parametro s por conveniéncia obtemos,
o =+ +tv+

como (v,v'), =0,

O: <O/7V/>1 = <’y/7y/>1—|—t<y/7y/>1’

isto é, t = t(s) é dada por

s € I. Logo, definimos « pelas equagoes (3.5) e (3.6).

Observacao 3.1 Chamamos a curva « de linha de estriccdo da superficie regrada.
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E importante notar que a curva a nao depende da escolha da curva base v para
a superficie regrada, pois, para qualquer que seja 4 uma outra diretriz de uma tal

superficie, vale para todo (s,7) € D,

b(s,r) =7(s) +rv(s) =7+ als)v(s) (3.7)
para alguma funcao o = o(s). Dali, segue das equagdes (3.5) e (3.6) que
~ = <&, — 7/7 V/>
04—04:(7—7)+WV7

onde @ ¢ a linha de estriccao correspondendo a curva base 7. Por outro lado, da

equagao (3.7) temos

e, portanto,

Isto conclui nossa afirmagao.
Dessa forma, tomaremos a linha de estriccao como sendo a curva base da superficie

regrada e denotaremos a superficie da seguinte forma
X(s,t) = al(s) + tv(s),

(s,t) € D. Como (/,v), =0 e (V,a/), = 0, concluimos que o/ A v = \/ para alguma

fungdo A = A(s), donde

<Xs A Xty Xs A Xt>1 = <)\2 - t2) <I/7 VI>1 ) (38)
(o' N, V'),

(denominado parametro de distribui¢ao da su-
(v, v'),

e observemos que A :=

perficie regrada).

Observagao 3.2 Na expressao (3.8), se v/ é de tipo espago entao \* < t? e, dessa
forma, t nunca se anula. Assim, « nao estd sobre a superficie. Todavia, se ' é de
i 2 < )2 linha d icca 4 sob fici

tipo tempo temos t° < e a linha de estric¢ao esta sobre a superficie, uma vez que

podemos fazer t = 0.

Considerando estes resultados, caracterizaremos superficies maximas regradas em

R? expondo-as como solucao para um certo problema de Bjorling.
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Teorema 3.1 Qualquer superficie mdzima regrada ¥ (s,r) = (s) + rv(s) em R3 é

congruente a um pedago de uma das sequintes superficies:

(a) um plano de tipo espago,

(b) um helicoide do primeiro tipo;

(¢) um helicoide do sequndo tipo;

(d) uma superficie regrada de Cayley.

Observagao 3.3 As superficies nao-planares do teorema acima foram apresentadas

nos Exemplos 2.4, 2.5 e 2.6, respectivamente.

Prova. Inicialmente consideremos o caso no qual v/(sg) = 0 para um certo sy € I.
Entao, a aplicacao de Gauss

N(sp,7) Vs A 1/17«‘ (s0,7)

|1hs Aty
(v Av)

= 2 (s)

Y Av)l
é constante para todo 7, e assim podemos assumir que N(sg,7) = (0,0, 1). Podemos
também supor que a reta r — 1(sg, ) esta contida no eixo z;. Portanto, a superficie

regrada obtida da representacao de Bjorling com as condicoes

B(r) = (bi(r),0,0)
V(r) = (0,0,1),
descreve um subconjunto do plano z1x,. E a superficie regrada resultante é congruente
a um pedago de um plano de tipo espago, verificando o item (a).
Agora, suponhamos que v/(sg) é de tipo luz para algum sy € I, e expressemos a
superficie como

X(s,t) = a(s) + tr(s),

com (/,v); =0 e (¢/,); = 1. Entao, no ponto (sg,1),

d€t<,>1 _ det <X57Xs>1 <X57Xt>
<Xs> t>1 <X57Xs>

142t (o, V'),
0 1

= 1+2t(d,0V),

= det
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e, além disso, (' Av,a’ Av), (so) = —(a’, 1) (s9). Daqui, denotando (&, v'), (s9) =
¢, concluimos que

(&' Av)(s0) +t (¥ Av)(s0) o
N(so,t) = o e N(sp,0) = (' Av)(s0),

donde obtemos

(N(50.8). Moo, 0))y = o (0 A0) (s0) 10/ 4 0) (s0). (0! A0) ()

_ VT%?EKdAVﬂﬂAw1+t@UUGdAVh]
= [ ) — (o), ), — 1]

V14 2ct

14+ct
= ——, 3.9
V14 2ct (3.9)

Podemos assumir que N(sp,0) = (0,0,1) e que L; : t — x(so,t) parametriza o eixo x;.

1
Dai, se N(So, t) = W
C

<(m1,x2,x3) (0,0 1)> _ l4d
VIi+2e T/, V14 2ct’

o que implica em x3 = 1+ ¢t. E como N(so,t) é ortogonal a L;, também obtemos

(x1, 22, x3), entao de (3.9) temos que

z1 = 0. Por tdltimo, (N, N), = —1 fornece

-1 = <N(30vt>7N(30at)>1
x5 — (1 + ct)?
1+ 2ct

o que nos da x4y = ct. Logo,

1
N(s0,) = ——e (0, ct, 1 + ct)

V14 2ct
e L, é dada por ((t) = (¢,0,0), novamente compondo se necessario com uma adequada
transformacao ortogonal de R? fixando o eixo z3. Assim, sabemos que nossa superficie

regrada é a solucao para o problema de Bjorling com as condigoes

plt) = (,0,0),

1
V() = ———(0,ct,1+ct),
®) \/1+2ct( ¢ ct)

o que significa que a superficie é congruente a um pedago de uma superficie regrada de

Cayley, onde mostramos (d).
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Agora, assumamos que v/(s) é de tipo tempo para todo s € I. Entao podemos
escrever a superficie como x(s,t) = «(s) + tv(s), onde « a linha de estriccao. Se
denotarmos por N(s,t) a aplicagdo de Gauss da nossa superficie regrada, por um
célculo semelhante ao anterior temos da equagao (3.8) que

1
V1= 22’

onde sg € I, ¢ =1/A(sp) e A é o parametro de distribuigdo. Além disso, podemos supor

(N (s0,t), N(s0,0)); = — (3.10)

novamente que N(sg,0) = (0,0, 1) e que a reta L; : t — x(so,t) parametriza o eixo x;.
Entao, da equagao (3.10) juntamente com a relacao (N, N), = —1, determinamos

1

e compondo, se necessario, com uma transformagao ortogonal adequada de R? que fixa

N(sp,t) = (0, £ect, 1)

0 eixo x3, podemos assumir que

N(sp,t) = (0,ct, 1)

1
V1 — 22
e que a reta L; estd parametrizada como ((t) = (¢,0,0). Dai, concluimos que nossa

superficie maxima regrada é a solugao para o problema de Bjorling com as condigoes

B(t) = (t,O, 0>’
1
V(it) = ——(0,ct,1).
W = e &t
Invertendo orientacao obtemos que a superficie é um pedaco de um helicéide do segundo
tipo, mostrando o item (c).
Para finalizar a classificagao, assumiremos que v/(s) é de tipo espago e nao-nulo

para todo s € I. Entao, podemos expressar a superficie regrada como
X(s,t) = al(s) + tv(s),
onde « é a linha de estriccao da superficie. Assim,

Xs N\ Xt Xs A\ Xt
(N(s0,8), N(so.10); = <—<so,t>,—<so,to>>
! IXs A Xl s A Xl .

N A Wt A
N N
A2 — tt

= : 3.11
V2= N2\ /13— N2 (3.1
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onde \ é o parametro de distribuicao em sy € I e ty arbitrariamente fixado de tal
modo que (sq, %)) € D. Da mesma forma, podemos supor que N(so,to) = (0,0,1) e
1
ue L; it — x(sg,t) esta contida no eixo x;. Entao, se N(sg,t) = ———(v1, Y2, ¥3),
q t X(s0,1) 1 (s0,t) 1+2tc(y1 Y2,Y3)
usando (3.11) vemos que
<(y17927y3> (0 0 1)> _ )‘2 _tOt
Vitoee 7 VRN N

A2 —tot

Ny
lado, sendo (N, N), = —1,

ou seja, yz = — e, como N(sg, tg) é ortogonal a L;, obtemos y; = 0. Por outro

-1 = (N,N),(s0,1)

_ 1 ) (A +tot)’
g\ e )

donde yy = %, e concluimos que
1 2
N(so,t) = E i (0, |A| (to — t), tot — A?) (3.12)

e que L, estd parametrizada por B(t) = (£,0,0). Agora, note que ¢y = v/2 |\| satistaz

t2—X2 = A2 > 0 ¢, consequentemente, (so, t,) € D. Substituindo em (3.12) encontramos

N(so. 1) = ﬁ@,ﬁlkl NG (3.13)

Finalmente, compondo com a transformacao ortogonal de R? cuja expressao matricial

em coordenadas canonicas é

1 0 0
O _\/§ _1 9
0 -1 —2

a férmula (3.13) pode ser escrita como

—1
—)\2(07 |>“ 7t>?

N(Sg,t) = t2

donde

Moot = Jar—1

(0,1, ct),
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1
com ¢ = ﬂ Assim, nossa superficie é a solu¢ao para o problema de Bjorling com as
condicoes
ﬂ(t) = (t’ 0, 0)7
-1
V() = (0,1, ct).

Vet — 1
Isto fornece um pedaco de um helicéide do primeiro tipo, obtendo (b) e finalizando a

prova.
U

Este teorema foi primeiramente provado em [25]. Ele também aparece em [15] como
um caso especial de um teorema mais geral. A abordagem que temos introduzido aqui
fornece dois importantes recursos que nao aparecem na prova dada por Kobayashi. Por
um lado, ela revela a importancia da caracteristica causal do campo de vetores v/ na
classificacao. Por outro lado, ela produz parametrizacoes isotérmicas globais para a
superficie méaxima regrada resultante.

No Exemplo 2.4 da Secao 2.3, resolvemos o problema de Bjorling com as condigoes

a(u) = ((1/k)cosh(u),0,0),

Viu) = —;(0,1,cosh(u)),

senh(u)

e obtemos a parametrizagao do helicéide do primeiro tipo dada por
1
x(w) = E(cosh(u)cas(v), cosh(u)sen(v),v),

definida para todo w = u + 7w com u # 0. A imagem em R?® desta superficie é
um pedaco aberto do helicoéide classico minimo, uma vez que podemos observar na
expressao acima que kxg = arctan(xs/x;). Reciprocamente, vamos verificar que esta
propriedade caracteriza o helicéide.

Para tanto, toda superficie regrada de tipo espaco pode ser escrita como

v:DCR? — RS 5.14)
(s,6) — a(s)+tn(s) '

onde D é um subconjunto aberto de R? contendo um certo intervalo I C R, o : [ — R3

é uma curva de tipo espago parametrizada pelo comprimento de arco e n : [ — R3 é
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um campo vetorial normal unitério ao longo de a. Note que n(s) é um campo vetorial
assint6tico sobre a superficie e que o/(s) + tn'(s) é perpendicular a n(s).

Dai, segue da maximalidade que o/(s) + tn'(s) é uma diregdo assintética. Em
particular, pondo t = 0, podemos ver que n(s) é o vetor normal principal a «a(s), pois
dé a direcao da curvatura. Portanto, temos somente que determinar a curva a(s) e
substitui-la em (3.14).

Denotando por b(s) o binormal de a(s), temos as férmulas de Frenet-Serret em R3:

S),

a’(s) = k(s)n(s)
7(s)n(s)
n'(s) = —k(s)a(s) +7(s)b(s),

s (3.15)

)

onde k(s) e 7(s) sdo a curvatura e a torgao de a(s), respectivamente. Salvo mencao
em contrario, convenientemente omitiremos o parametro s e as expressoes que serao
apresentadas valerdo para todo (s,t) € D.
Portanto,
o +tn = o +t(—ka' +7b)
= (1—tk)da +trb,
onde novamente por derivagao em s,
o +tn" = —th'd' + (1 —tk)a" +tr'b+ trb’
= —tk'd + (1 —tk)kn+t7'b+trn
= (k—tk®> +tr*)n + t(—K'ao' + 7'b)
Como o + tn’ é uma direcao assintética, o + tn” é tangente & superficie. Isto é,

t(—k'a/ + 7'b) é paralelo a (1 — tk)a’ + t7b. Por conseguinte, para todo A € R
t(—k'o +7'b) = A[(1 — th)a' + 7]
& [tk — Al —th)] o/ + (t7' — AtT) b= 0.
Sendo o' e b linearmente independentes,
—tk" — A(1 —tk) =0
tr' — At =0,

onde isolando A nestas relagoes,

tk' T
1—tk

all
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Esta tultima igualdade é satisfeita se, e s6 se, 7/ = k’ = 0, pois se o contrario ocorrece,
k' iria variar enquanto 7’ nao varia. Logo se uma variasse a outra teria que variar

também, donde segue que k e 7 sao constantes.
b n k
Podemos reescrever as relagoes dadas em (3.15) como: n = — b= — + —ad’ e
T T T

" o__ k / . ~ 1. ~
o' = —=b', que por integracao em s desta ultima equacao temos
7—

o = —b+c
T

k;(n’ k ,)
= - |-+ =o' | +oo,

T T T

sendo ¢y = cte e, isolando o/,

k /
o = _—k:2 — 7_2n + ¢y,

2

para c; = — ;¢ € R. Agora, integrando o/,

-
k2 —r1

ORI + c18 + co,
-

aqui co € R.

Denotando por a = ¢1$ 4 ¢9, podemos escrever

k n (3.16)

k2 — 72 ?

a=oa+

a qual fornece

o~ k k?
(@, a'), = (o a), + 25— (a, ), + 2 (n',n)y -

No entanto, das identidades (o/,a/), = 1, (n',n'), = k* — 7% e (/,n'), = —k, as quais

trivialmente podem ser verificadas, encontramos

Temos agora que considerar dois casos:
Se |k| > |7| > 0, a curva dada em (3.16) é de tipo tempo visto que (&', &), < 0. Sem
perda de generalidade, podemos supor que & esta contida no eixo x3 = [(0,0,1)]. Como

(@' ,n), = 0, temos n(s) = —(cos(p(s)), sen(p(s)),0), pois todo vetor ortogonal a um
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eixo tem sua coordenada correspondente nula. Entao, escrevendo a(s) = (0,0, 8(s)),

de (3.16) obtemos
k k
a= mCOS(P)a msen(ﬂ)ﬁ :

Calculando o” e usando o fato de o = kn, encontramos as seguinte igualdades

_ﬁ [cos(p)(p')* + sen(p)p"] = —kcos(p)
_ﬁ [sen(p)(0')* + cos(p)p”] = —ksen(p)
/8// — O

o que nos fornece, em termos das derivadas das fungoes p(s) e 3(s), as identidades

p// — O
pl = k2 - T27
ﬁl/ — O

sendo possivel concluir, mediante integracdo, que p(s) = svk? — 72 e B(s) = as, onde
as constantes resultantes de tal acao foram tomadas de modo conveniente. Logo, a

curva o'(s) = (af(s), a4(s), a4(s)) fica dada por

0h(s) = VR sen (VT 7))
ag(s) = = f . VEk% — 72 cos (sv k2 — 7'2> ,

as(s) = at,

T

onde usando a relagdo (o/,a’); =1 a constante a fica determinada por a =

Concluindo, a superficie definida por (3.14) tem coordenadas

Ui (s,t) = (L - t> cos (sm) :

L2 _ 2
k
- ([ 2 _ =2
o(s,t) = (k:2—7'2 t>sen(5\/k; 7'),
Tt
Y3(s,t) = Nt

resultando que ¥ (s, t) = (¥1(s,t),12(s,t),1¥3(s,t)) é congruente a uma parte do helicéide
do primeiro tipo.
Se || > |k| > 0, a curva dada em (3.16) ¢é de tipo espaco visto que (&', &), > 0. Sem

perda de generalidade podemos supor que & estd contida no eixo x5 = [(0, 1,0)]. Como
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(@',n), =0, temos n(s) = —(cosh(p(s)), senh(p(s)),0), pois como ja o dissemos, todo
vetor ortogonal a um eixo tem sua coordenada correspondente nula. Com argumentos
inteiramente analogos aos anteriores, encontramos a seguinte parametrizacao para a

superficie definida em (3.14),

(s, t) = < i —t)cosh(tﬂ),

72 — k2
TS

N
bals,b) = ( i —t)senh(tﬂ)a

@ZJQ(S, t) =

T2 — k?
o que mostra que ¥(s,t) = (U1(s,t),va(s,t),13(s,t)) é congruente a uma parte do
helicéide do segundo tipo. Em todo caso, segue demonstrada nossa afirmacao, isto é,
que

kxs = arctan(xs/x1),

caracteriza o helicéide.

Observacao 3.4 A menos do plano, o helicdide é a tnica superficie minima em R?
possuindo um subconjunto aberto o qual é uma imersao maxima com respeito a métrica
Lorentziana de R?. Ora, sabemos que qualquer superficie em R? localmente é sempre

o gréafico de
z=f(z,y), (3.17)

onde f é uma funcao diferencidvel definida num subconjunto aberto U C R2.

No caso de uma superficie minima dada por (3.17), a mesma é caracterizada pela

seguinte equagao diferencial parcial eliptica nao-linear

(L4 D) foy = 2fafyfoy + (U4 [7) fra = 0. (3.18)

No mesmo caminho, uma superficie de tipo espago em R? localmente ¢ sempre o gréifico

de (3.17). E a equacao resultante para a superficie méxima é da forma

(1_fa?)fyy‘i_Qfxfyfzvy"_(1_f5)fm:O- (3-19)

Agora, suponha que f satisfaga (3.18) e (3.19). Entao, por um calculo simples

obtemos

_fa%fyy+2fxfyfary_f;fxx:0 (320)
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Pondo X = (2/(t),y/(t)) = (—fy, f), que é um campo vetorial tangente a { f = constante}

no plano zy, temos

VaX = (@(0.5'0)
- (G5 %(fz>)
(Or (= £, (1) + 0, (~ £,/ 0. 0 £)2(0) + 0, £ 1)
= ()~ Fufe Ful =)+ fenf)
(fySay = Folyy, Fofoy — fyTas) -
Dai,
—fy fa
Jyfoy = Tolyy  Joloy — Fylos
f2fyy = 2fufyfoy + 13 fr-

Isto, juntamente com (3.20), implica que as curvas integrais de X em R? sao retas.

det (X, VX)) =

Como f é constante sobre cada uma de suas curvas integrais, segue-se que a superficie
z = f(z,y) é uma superficie regrada. Agora uma superficie minima regrada em R? é um

plano ou um helicéide. Como estamos excluindo o plano, concluimos nossa afirmacao.



Capitulo 4

Superficies maximas geradas por

curvas especificas

Finalizaremos nosso trabalho construindo novos exemplos de superficies méximas
via o Lema 2.2 e apresentaremos uma analogia natural destas superficies maximas com
suas correspondentes Euclidianas.

Ao longo deste ultimo capitulo, II denotara o plano x;z3, o qual é um plano vetorial

de tipo tempo em R.

4.1 Superficie maxima de Henneberg

Considere sobre II, seguindo [33], a parabola de Neil
(z3 +2)* = 927.
Esta equacao determina implicitamente uma curva que pode ser parametrizada por
a(s) = (2003h(5) + %cosh(&s), 0, 2cosh(25)) : (4.1)
ou equivalentemente como
a(s) =2 (%cosh‘g(s), 0,2cosh?(s) — 1) : (4.2)

Usando (4.1) e assumindo que s # 0, vemos que « é uma curva analitica de tipo espago

(S

|d/(s)| = 8cosh(s)senh?(s).
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Aplicando o Lema 2.2 construimos uma superficie maxima em R3, a qual por (4.2) é

escrita em coordenadas como

2
x1(s,t) = 2Re cosh(z) + gRe cosh(3z),

x2(s,t) = Im /OZ(o/(w),o/(w)}%alw7
xs(s,t) = 2Re cosh(2z),

onde z = s+ it e s > (0. Como

/|a’(w)|dw = gsenh?’(s)
0

2
= gsenh(?)s) — 2senh(s),

obtemos da equacao acima que y ¢ dada em coordenadas por

xi(s,t) = 2003h(s)cos(t)+gcosh(?)s)cos(?)t),
xa(s,t) = gcosh(Bs)sen(Bt)—QCosh(s)sen(t),

x3(s,t) = 2cosh(2s)cos(2t).

Inspirados pela situacao Euclidiana chamaremos esta superficie de superficie mdzima

de Henneberg (veja Figura 4.1).

Observagao 4.1 Esta superficie intersecta ortogonalmente o plano Il ao longo da
curva coordenada t = 0, donde verificamos o segundo principio de simetria citado no
Teorema 2.3 (veja Figura 4.2). Além disso, devido ao Lema 2.2 a superficie méxima
de Henneberg ¢ a tinica imersao méxima em R} que contém a pardbola de Neil como

uma geodésica plana.
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Figura 4.1: Figura 4.2:
4.2 Superficie maxima de Enneper

Considere sobre II a parabola

8 8
.1'%: gl’g——.

9

Esta curva pode ser parametrizada como
1 2
v(s) = 5(43,0, 25+ 1),

onde claramente vemos que 7 é de tipo espaco se s € (—1,1). Note que, para cada s
podemos construir uma tunica curva em II sobre a qual os pontos ¥(s) e (O, 0, —%) de

IT sao simétricos. Esta curva de simetria é dada pela equagao
s — 2 Ly 2
B°=2sx1 —(1+s ):ch—l-g(s —3s%) = 0.

Assim obtemos uma familia a 1-parametro de retas de tipo espago em II. O envelope
desta familia é uma curva sobre II cuja velocidade em cada s esta na direcao especificada
por (3%. Além disso, esta curva pode ser obtida da condicao #° = 0 = 9,0°, a qual
produz

a(s) = (%s?’ + 5,0, 32) .
Esta ¢ uma curva de tipo espago sobre IT com |o/(s)| = 1 — s, Aplicando o Lema 2.2
obtemos uma superficie maxima y : D C C — R? intersectando II ortogonalmente ao

longo de «, dada por

1 1
X(s,t) = (553 — st + s, §t3 —s*t+t, s — t2) :
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Mediante a construcao que acabamos de fazer, denominamos esta superficie de su-
perficie maxima de Enneper (veja Figura 4.3), em analogia com a situagao Euclidiana

(veja [33] p. 80).

Observagao 4.2 Note que esta superficie intersecta ortogonalmente o plano II ao
longo da curva coordenada ¢t = 0, donde verificamos o segundo principio de simetria

citado no Teorema 2.3 (veja Figura 4.4).

Figura 4.3: Figura 4.4:

4.3 Superficie maxima de Catalan

Para este exemplo relembramos que a cicldide em R? pode ser descrita como a
érbita da origem quando rolamos o circulo unitédrio centrado em (—1,0) sobre o eixo y.
Esta curva pode ser vista como uma aplicacao a qual associa a cada t € R a imagem
do ponto (1,0) sobre a rotagao em R? do angulo —t composta com a translagio (—1,1).
Notemos também que em um plano de Lorentz R? uma rotagao do angulo ¢ é dada
pela matriz

cosh(t) senh(t)
senh(t) cosh(t)
Fixe o ponto (1,0,0) € II. Entao o processo em II equivalente ao anterior que

descreve a cicléide em R?, produz uma curva que pode ser parametrizada como

a(s) = (cosh(s) —1,0,s — senh(s)). (4.3)
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Esta curva é de tipo espaco sempre que s > 0. Uma aplicagao padrao do Lema 2.2
para o usando a relagao geral cosh(6) = 2cosh?(6/2)—1 produz uma superficie maxima

dada por

X(z) = (cosh(s)cos(t) ~ L asenh () sen (%) o senh(s)cos(t)) S

onde z = s+ it e s > 0. Chamamos esta superficie de superficie mdzima de Catalan
(veja Figura 4.5), uma vez que a superficie classica de Catalan é a unica superficie

minima em R? a qual contém a cicléide como uma geodésica plana (veja [14, 21, 33]).

Observacao 4.3 Olhando a construcao desta superficie maxima, vemos facilmente
que ela intersecta ortogonalmente o plano Il ao longo da curva coordenada ¢t = 0,

donde verificamos o segundo principio de simetria citado no Teorema 2.3 (veja Figura

4.6).

Figura 4.5: Figura 4.6:

4.4 Relagao entre superficies maximas em R} e minimas

em R?

Nesta secao, veremos a relacao entre as superficies méaximas apresentadas neste
capitulo e suas correspondentes superficies minimas em R3.

Para isto, iniciaremos relembrando (veja [35] p. 64) que qualquer superficie minima
simplesmente conexa M, em R? é representada como a parte real de uma curva holo-

morfa f. € C* que satisfaz condigao de isotropia (f/, f/), = 0. Aqui (,), representa o



4.4 Relacao entre superficies maximas em R} e minimas em R? 64

produto interno Euclidiano usual em C?, o qual associa a z,w € C3 o valor complexo
(z, w)o = 21w + 2ow9 + 23w3 com as notacoes padrao.

Além disso, qualquer superficie minima simplesmente conexa M, em R? também
pode ser representada por um par (u€, 0¢), onde p é holomorfa e 0¢ é meromorfa. Estas
quantidades (u€, o) sdo chamadas as relagoes de Enneper- Weierstrass da superficie, e
sao dadas por

€
po=di—isy e of= B
o] — 195
onde estamos denotando f! = (¢9, ¢S, ¢5).

Da mesma forma, vamos mostrar que qualquer superficie maxima simplesmente

conexa M em R} pode ser expressa como a parte real de uma curva holomorfa f =

(f1, fa, f3) em C? tal que

(o =ri+f—f =0
|f’1|2+’f/2‘2_’f/3‘2 > 0.

Para tal, mostraremos o seguinte lema (veja [25]).

Lema 4.1 Seja D um dominio no plano complexo, o uma funcao meromorfa arbitrdria
em D ey uma funcao analitica em D tendo a propriedade que em cada ponto onde o

tem um polo de ordem m, p tem um zero de ordem no minimo 2m. Entdo, as funcoes
1 2 i 2
¢1:§M(1+0); ¢2=§N(1—U)6¢3:MU (4.5)
sao analiticas em D e satisfazem a equacdo
¢+ ¢ — ¢35 =0. (4.6)

Reciprocamente, toda tripla de funcgoes analiticas em D satisfazendo (4.6) podem ser

representadas na forma (4.5), exceto para ¢1 = —ipy e ¢p3 = 0.

Prova. Note que

¢1+ 5 — ¢ = Bu(l + 02)} 2 + Bu(l - 02)} — (uo)?
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isto é, as fungdes (4.5) satisfazem (4.6). Reciprocamente, dada qualquer solucao de

(4.6), definimos

=y +idy e o= ﬁ. (4.7)

Se escrevermos (4.6) na forma

(61 — i) (¢ +ih2) = 93, (4.8)
encontramos

- e e

= o’ (4.9)
Combinando (4.7) e (4.9) obtemos

o1+ = p

O1— 1Py = puo‘
¢3 = po
cuja solugao é dada por (4.5).
A condicao relativa aos zeros de u e aos pélos de o devem valer pois, caso contrario,
pela equagao (4.9), ¢ — igy deixaria de ser analitica. Esta representagdo pode falhar
somente se o denominador na expressao para o em (4.7) for identicamente nula. Neste

caso temos por (4.8) que ¢3 = 0, o qual é o caso excepcional mencionado.

O

Observacgao 4.4 Uma funcao definida num conjunto aberto e conexo D é meromorfa
se ela é analitica em todo D, exceto nos pélos. De outro modo, as singularidades de

uma funcao meromorfa sao somente pélos.
Com o Lema 4.1, mostraremos o afirmado demonstrando o seguinte resultado
(ver [25]).

Lema 4.2 Toda superficie mdzima simplesmente conexa em R? pode ser representada

na forma

\i(2) = Re / on(w)dw, (4.10)
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onde 1 < k < 3 e as ¢ps estio definidas por (4.5), as funcoes p e o tendo as pro-
priedades citadas no Lema 4.1, o dominio D sendo o disco unitdario ou o plano inteiro,
e a integral sendo tomada ao longo de um caminho arbitrdrio da origem ao ponto z.
A superficie serd regular se, e somente se, u satisfaz a propriedade adicional que ela
se anula somente nos polos de o, e a ordem de seus zeros em tal ponto é exatamente

duas vezes a ordem do polo de o.

Prova. Para tanto, como a superficie maxima é simplesmente conexa, pela Observacao
1.9 a mesma pode ser representada na forma x : D C C — R3 onde D é o disco unitério

ou o plano, e as coordenadas Y sao harmonicas, 1 < k£ < 3. Se definirmos

i2) 1= 0u(2) = 0oxa(2) = 500k — i00w) (),

onde z = s + it, entdo estas fungdes serao analiticas e (4.10) vale (a integral sendo
independente do caminho). Se zp é um ponto onde ¢ tem um pdlo de ordem m, entdo
de (4.5) vemos que u deve ter um zero de ordem exatamente 2m em 2, a fim de termos
a condicao

L+ 1l = 1" >0

satisfeita e cada ¢, holomorfa, 1 < k < 3.

Observagao 4.5 Substituindo (4.5) em (4.10), encontramos

1
xi(z) = Re/ 5#(1+02)dw7
0

) = Re [ Ju(l-o)du,
0

x3(z) = Re/ podw,
0

que sao chamadas de formulas de representagao de Weiertrass da superficie méaxima. E
as expressoes de p e o dadas em (4.7), sdo chamadas de relagoes de Enneper- Weierstrass

da superficie maxima.

Mostraremos agora, um caminho natural de associar a cada superficie maxima em

R? uma superficie minima em R3. Sejam Q;, Q> C C? quddricas complexas de C?
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dadas por
Q=2+ Z3-7 = 0,
Qu=22+22+272 = 0.

Definimos a aplicacao linear

v C3 — 3
(Zl, ZQ, Zg) — (’iZl, iZQ, Z3),

que é obviamente uma bijecao entre Q; e Q. Desta maneira podemos associar cada
superficie méxima M em R? representada pela curva holomorfa f = (fi, f2, f3) a uma
superficie minima M, em R3 a qual é representada por f. = U(f) = (ifi,ifs, f3).
Note que f!/ = U(f’), e consequentemente M, é de fato uma superficie minima em R3.
Dizemos que M é ¥ — relacionada a M,.

Existe um primeiro fato interessante que segue deste conceito. Se M é uma su-
perficie mdxima em R} e M, ¢ uma superficie minima em R?, a menos de translagao
em R3 vemos que M é U — relacionada & M, se, e somente se, (u,0) = (u,0¢). Com

efeito,
M é ¥ — relacionada & M, < fl=U(f")

< (91, 65, 95) = (id1, 192, P3)
S O] = i1, ¢35 =iz e 3= 3
& (u550%) = (1,0)

Com tudo isto existe um fato sobre as superficies maximas que temos introduzido
neste capitulo: a superficie maxima de Henneberg (respectivamente superficie maxima
de Enneper) é ¥ — relacionada a superficie classica de Henneberg (respectivamente su-
perficie de Enneper), e assim elas tem a mesma representagao de Enneper-Weierstrass.

De fato, para a superficie maxima de Henneberg temos
2
fi = 2cosh(z)+ gcosh(?)z),

fo = —i <§senh(3z) - QSenh(z)) ;
fs = 2cosh(2z),
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e para a superficie classica de Henneberg (veja [33] p. 144)
1 2
f. = 2senh(z) — gsenh(?)z),

2= —i (%cosh(Sz)—f—?cosh(z)),
2 = 2cosh(22).

Agora, note que

ifi = i(2senh(z) + 2senh(3z)),
7 é = 2(305h(3z) —QCOSh(Z),

fs = 4senh(2z).
Apo6s uma rotacao de —90° no plano de tipo espago x1xs obtemos
-7 . . t
Ry i1 it £3)" = (D (2 (£2))'

isto é, a superficie maxima de Henneberg é W — relacionada a superficie classica de

Henneberg, visto que a expressao acima equivale a f! = U(f’) (veja Figuras 4.7 e 4.8).

Figura 4.7: Superficie Figura 4.8: Superficie

mdxima de Henneberg em R?. minima de Henneberg em R3.

Da mesma forma, a superficie maxima de Enneper é determinada por

1 1
f= <§z3+z,i(§z3—z> ,22),

e temos (ver [14] p. 145) que para a superficie minima de Enneper

1 1
f.= (z — gzg,i <z + 523) ,z2> .
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Entao, apés uma rotacao de 90° no plano de tipo espaco zix2 obtemos
2 t
Ry (ifyifs £5)" = () (F2) ()"

isto é, a superficie maxima de Enneper é ¥ — relacionada a superficie classica de

Enneper, visto que a expressao acima equivale a f! = U(f’) (veja Figuras 4.9 e 4.10).

Figura 4.9: Superficie Figura 4.10: Superficie

mdzima de Enneper em R3. minima de Enneper em R3.

Com relagao a superficie maxima de Catalan a situagao muda, mas entretanto
podemos mostrar um caminho natural de relaciona-la a sua correspondente Euclidiana.

Para isto, definimos a aplicagao linear

v c? - C?
(D1, 2, 3) = (d1, P2, ich3),

que também ¢é uma bijecao de Q; para Q,. Entao U* associa a cada superficie maxima
M em R$ uma superficie minima M, em R3. Dizemos que M é U* — relacionada a M..

Como para a superficie maxima de Catalan temos

f= (cosh(z) — 1, —4icosh (%) — senh(z)) )

e para a superficie de Catalan em R? vale (veja [14] p. 173)

fe= (1 — cos(z), 4dicos (%) 2+ sen(z)> :

apos fazermos na expressao anterior a mudanca w = 7z mostramos que a superficie

méxima de Catalan é U* — relacionada a superficie cléssica de Catalan (veja Figuras

411 e 4.12).
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Figura 4.11:  Superficie Figura 4.12:  Superficie

. 3
mdzima de Catalan em RY. minima de Catalan em R3.

Neste ponto podemos resumir os resultados da presente secao em um caminho
alternativo. Consideremos, por exemplo, a superficie classica de Henneberg. Uma
questao natural que aparece no contexto de nosso trabalho é a seguinte: qual superficie
méxima em R} desempenha o mesmo papel que a superficie de Henneberg desempenha
no espago Fuclidiano? Um primeiro candidato natural para resolver esta questao é a
superficie maxima em R? cujas relagoes de Enneper-Weierstrass sio as mesmas relagoes
da superficie de Henneberg. Neste caso, mostramos que esta superficie maxima é
W —relactonada a superficie de Henneberg. Onde aqui, os célculos da Secao 4.1 revelam
que esta canditada e sua correspondente Euclidiana tém uma importante caracteristica
propria: elas contém a parabola de Neil como uma geodésica plana. Resumindo, nesta
secao estamos usando nosso estudo sobre o problema de Bjorling para confirmar que
nossa primeira candidata natural para resolver a questao acima ¢é atualmente a melhor
escolha.

O mesmo ocorre com a superficie de Enneper. Contudo, para a superficie de Catalan
a situacao nao é tao clara a primeira vista. Portanto, para finalizar mostraremos uma
importante propriedade que a superficie maxima de Catalan tem com sua anéloga

Euclidiana. Seja so > 0 e considere a isometria de R? dada por

X cosh(sg) 0 senh(sg) ) 1 — cosh(sg) + sosenh(so)
Xy | = 0 1 0 xo | — 0
X3 senh(so) 0 cosh(so) T3 spcosh(sg) — senh(so)

Com respeito a esse novo sistema de coordenadas ortogonais em R? mostramos que

a curva coordenada x(so,t) da superficie maxima de Catalan dada em (4.4) é escrita
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CcOo1mo

(s0,t) = <cos(t) — 1 dsenh (22) sen (é) ,0) .

Assim ela é uma parabola no plano de tipo espaco X;X5, uma vez que ela satisfaz
S
X2 = —8senh? (50) Xi.

Assim deduzimos que cada curva coordenada com s fixado sobre a superficie maxima de
Catalan é uma pardbola em um plano de tipo espaco cujo vértice estd situado na curva

cicléide (4.3). Isto imita a situagdo no espac¢o Euclidiano para a superficie minima de

Catalan (veja [33]).



Apeéendice A

Teoremas de Bernstein e
Calabi-Bernstein: uma dualidade
entre a equacao das superficies
minimas e a equacao das superficies

maximas.

Baseado em [5], mostraremos como o teorema classico de Bernstein sobre superficies
inimas Euclidi R3 pod ist encia do t

minimas no espaco Euclidiano pode ser visto como uma consequéncia do teorema
de Calabi-Bernstein sobre superficies mdximas no espago de Lorentz-Minkowski R} (e
vice-versa). Isto segue de uma simples mas elegante dualidade entre as solugoes de suas
correspondentes equagoes diferenciais.

Comecgaremos recordando que um superficie minima no espago Euclidiano é uma
superficie com curvatura média nula. Bernstein (1915-1917) provou que os planos sao

as linicas minimas inteiras do tipo gréafico em R?.

Teorema A.1 (Teorema de Bernstein) As wnicas solugoes inteiras para a equagao das
superficies minimas

D
Div —f =0
1+ IDf
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sao funcoes afins.

Por outro lado, Calabi (1970) obteve a correspondente versao do teorema de Berns-

tein no caso de superficies maximas.
Teorema A.2 (Teorema de Calabi-Bernstein) As tnicas solugées inteiras para a equagao
das superficies mdximas

D
Div| —2 | = o

\/1—|Dg|”

IDg|” < 1,
sao funcoes afins.

Observagao A.1 A condicao |Dg|2 < 1 no Teorema A.2 significa precisamente que o

grafico definido por g é de tipo espaco.

Nosso objetivo €, entao, provar a seguinte dualidade entre as solugoes das equagoes

diferenciais parciais dadas nos Teoremas (A.1) e (A.2).

Teorema A.3 Seja Q C R? um dominio simplesmente conexo. Existe uma solugdo

nao-afim de classe C* para a equacao das superficies minimas sobre )

Df

V1+IDfI?

se, e somente se, existe uma solucio nao-afim de classe C? para a equacdo das su-

Div —0 (A1)

perficies mdximas sobre €2

Div[—29 | - o (A.2)

\V1- |Dgl”

|Dg|” < 1.

Prova. Assumamos que f seja uma solugao nao-afim da equagao dada em (A.1) sobre o
dominio €. Dado um campo vetorial X sobre R?, sejam .J uma rotacao positiva de um
angulo /2 no plano e wyy uma 1-forma sobre R? a qual é metricamente equivalente

ao campo JX, isto é, wyx satisfaz

wjx(Y) = <JX, Y>
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para todo campo vetorial Y sobre R?. Entao,
(DivX)dzy A dre = dwyy.

Com efeito, seja X um campo de vetores em R? dado por

X R — R?
p o~ > aper
k

onde R? 3 (1, 29) = p % axp(p) € R, 1 < k < 2, sdo fungoes diferencidveis e {ey, e} é

a base canonica do R?. Denotando por J = (¢;i) podemos escrever a 1-forma w;x

2x2)

CcOo1mo

p — wyx(p): R? =R
Y — <Z ak(p)cjkej,Y>.
.k

Ora, como wyy é uma 1-forma entao wy;y = E Aidx;, sendo que os Ay, ficam
i

determinados por

Ai = wix(p)e;
= <Z ar(p)cjre;, 6z'>
I

= > ar(p)eji (ej )

j7k

= Z a(p)cik,

k
V1<, k<2 Logo,
wyx(p) =Y ar(p)cinda;.
i,k

Omitindo por conveniéncia o parametro p, a derivada exterior desta tultima relagao
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fornece

dwjx = Z cirdag N dx;

ik

= Z Cike (Op, apdxy + Opyardrs) N dz;
ik

= Z Cike (Op, apdry A dx; + Op,ardxs N dx;)
ik

= Z (C180p,apdxe A dxy + 910y, axdxy N dxs)
k

= Z (_clkaIQGk + CQkazl ak)) d.rl A d.’,UQ
k
= (811 a; + amaz) dxy N\ dxg

= (DivX)dz; A dx,,

como queriamos demonstrar.

Agora, se U é o campo sobre §2 dado por

Df

V1+I[Df |

entdo a equagao (A.1) é equivalente ao fato que wyy é fechado sobre €2, pois

U:

dwyy = (DivU)dx; A dzy
= 0.

Entao, como o dominio €2 é simplesmente conexo, podemos escrever

Df

V1+I[DfI

para uma certa funcao g de classe C? sobre 2. Como .J é uma isometria, segue-se que

|2 _ ’Df|2
1+|DfJ?

J = Dg (A.3)

|D 1, (A.4)

e também

IDfI?
1+ |Dff?
—1
1+ [Df)*

—1+|Dg|* =
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isto é,

1
1—|Dgl*
De (A.4), vemos que g satisfaz a condigdo de tipo espago. Além disso, usando o

fato de J? = —Id, obtemos de (A.3) e (A.5) que

J % — J(Dg)y/1+ DS = D(~).
1—|Dg

e assim (A.2) segue sobre €.

1+ |Dff’ = (A.5)

Se g for afim, entdao Dg é um vetor constante e, consequentemente, ]Dg\z =cte. E
entdo segue de (A.5) que |Df|” é uma constante também. Dai, temos de (A.3) que Df
é um vetor constante, contradizendo o fato de termos assumido que f é nao-afim.

Um argumento muito semelhante, iniciando com uma solu¢ao nao-afim da equagao

(A.2) sobre © com |Dyg| < 1, produz uma solugdo nao-afim da equagao (A.1) sobre .
O
Em particular, quando € é todo o plano R? obtemos o seguinte:

Corolario A.1 FEziste uma solucdo inteira nao-afim de classe C? para a equacdo das
superficies minimas
Df

Div| ———
1+ |Df|?

=0

sobre R? se, e somente se, existe uma solucdo inteira nao-afim de classe C? para a

equacao das superficies mdximas

sobre R2.
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