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Resumo

Baseado em um trabalho de Aĺıas-Chaves-Mira [6], apresentamos um estudo local

de superf́ıcies máximas no espaço de Lorentz-Minkowski R
3

1
com base em uma fórmula

de representação complexa para esta classe de superf́ıcies. Como uma aplicação, re-

solvemos um certo tipo de problema de Björling no espaço de Lorentz-Minkowski e esta-

belecemos, a partir desta representação complexa, uma maneira de introduzir exemplos

e classificar superf́ıcies máximas com interessantes propriedades geométricas.

Palavras-chave: espaço de Lorentz-Minkowski, superf́ıcies máximas, representação

de Björling



Abstract

Based on a Aĺıas-Chaves-Mira’s article [6], in this work we present a local study of

maximal surfaces in the Lorentz-Minkowski R
3

1
space, based on a complex representa-

tion formula for this class of surfaces. As an aplication we solve a certain Björling-type

problem in Lorentz-Minkowski space and we established from this complex represen-

tation, a way of introducing examples and classify maximal surfaces with interesting

geometric properties.

Keywords: Lorentz-Minkowski space, maximal surfaces, Björling’s representation
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2.3 Exemplos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

3 Teoremas de Classificação 41
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Introdução

No espaço Euclidiano 3-dimensional R
3, o problema de Björling clássico [14, 21] foi

proposto pelo mesmo [9] em 1844 e consiste na construção de uma superf́ıcie mı́nima em

R
3 contendo uma faixa anaĺıtica prescrita. A solução para este problema foi dada por

H. A. Schwarz [37] em 1890 por meio de uma fórmula expĺıcita em termos da faixa pres-

crita. Esta fórmula fornece um belo método, além da representação de Weierstrass [35],

para construir superf́ıcies mı́nimas com interessantes propriedades geométricas. Por

exemplo, propriedades de simetria.

Estes resultados têm inspirado vários autores a obter resultados análogos em outros

espaços ambiente. Por exemplo, em 2007 J. A. Aledo, R. M. B. Chaves e J. A. Gálvez [4]

estudaram o problema de Björling no contexto da geometria afim e, mais recentemente,

em 2009 J. A. Aledo, A. Mart́ınez e F. Milan [3] generalizaram os resultados obtidos

em [4] quando resolveram o problema de Björling para superf́ıcies máximas afim.

Em 2009, F. Mercuri e I. Onnis [30] estudaram o problema quando o espaço am-

biente é um grupo de Lie, enquanto no mesmo ano J. Aledo, J. Gálvez e P. Mira [2]

resolveram o problema para superf́ıcies flat na esfera 3-dimensional. A versão do pro-

blema de Björling no espaço hiperbólico 3-dimensional H
3 pode ser encontrada no

trabalho de J. A. Gálvez e P. Mira [20].

Quando o espaço ambiente é o espaço de Lorentz-Minkowski R
n
1
, isto é, o espaço

Euclidiano n-dimencional R
n dotado da forma bilinear Lorentziana

〈, 〉
1

: R
n × R

n → R

(u, v) 7→
n−1
∑

i=1

uivi − unvn,

citamos o trabalho de A. Asperti e J. M. Vilhena [7], onde no ano de 2006 os mesmos

apresentaram o problema de Björling para superf́ıcies de tipo espaço em R
4

1
. Uma
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superf́ıcie é dita de tipo espaço se a métrica induzida da métrica ambiente Lorentziana

é uma métrica Riemanniana sobre a superf́ıcie. Em 2009, R. M. B. Chaves, M. P.

Dussan, M. Magid [11] estudaram o problema de Björling para superf́ıcies mı́nimas de

tipo tempo em R
3

1
.

O presente trabalho baseia-se em um estudo de L. J. Aĺıas, R. M. B. Chaves e P.

Mira [6], onde os mesmos resolveram o problema de Björling para superf́ıcies máximas

em R
3

1
.

Uma superf́ıcie máxima em um espaço Lorentziano é uma superf́ıcie de tipo espaço

com curvatura média nula.

A importância de tais superf́ıcies em R
3

1
é conhecida, não somente do ponto de

vista matemático mas também do ponto de vista f́ısico, por causa do seu importante

papel em diferentes problemas que surgem, por exemplo, em Relatividade Geral [28].

Estas superf́ıcies em R
3

1
compartilham algumas propriedades com superf́ıcies mı́nimas

no espaço Euclidiano R
3. Ambas as famı́lias surgem como soluções de problemas varia-

cionais: máximo (mı́nimo) local para o funcional área no caso Lorentziano (Euclidiano),

veja [10]. Além disso, como para superf́ıcies mı́nimas em R
3 as superf́ıcies máximas em

R
3

1
também admitem uma representação de Enneper-Weierstrass [17, 18, 25]. Con-

tudo, existem diferenças substanciais entre a teoria global das superf́ıcies máximas em

R
3

1
e a de seu correspondente Euclidiano, como podemos observar no então chamado

teorema de Calabi-Bernstein o qual afirma que [10, 12]: As únicas superf́ıcies máximas

completas em R
3

1
são os planos de tipo espaço.

Dividimos o nosso trabalho em quatro caṕıtulos e um apêndice, a saber:

• Caṕıtulo 1: Preliminares. Neste caṕıtulo, fixaremos notações e veremos al-

guns fatos que serão usados no decorrer desta dissertação. Relembraremos al-

guns conceitos de geometria Riemanniana e definiremos o espaço ambiente no

qual trabalharemos. Em seguida, veremos as imersões de tipo espaço com cur-

vatura média nula e trataremos do conceito de superf́ıcies de Riemann, as quais

localmente terão a estrutura do plano complexo C tornando-se o domı́nio ideal

para desenvolver o estudo de funções, integrais e diferenciais de uma variável

complexa. Baseamos o referido caṕıtulo principalmente nos livros [13, 26, 34].
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• Caṕıtulo 2: Estrutura Complexa Local. Enunciaremos e resolveremos o

problema de Björling para superf́ıcies máximas em R
3

1
. Como uma consequência,

mostraremos que uma curva de tipo espaço α juntamente com um campo vetorial

V ao longo de α determina completamente uma superf́ıcie máxima a qual pode ser

constrúıda por um caminho expĺıcito por meio de α e V . Também apresentaremos

algumas propriedade de superf́ıcies máximas relacionadas com tal problema. Por

exemplo, propriedades de simetria.

• Caṕıtulo 3: Teoremas de Classificação. Em contraste com o caso de su-

perf́ıcies mı́nimas em R
3, onde uma superf́ıcie mı́nima de rotação (respectiva-

mente superf́ıcie mı́nima regrada) é localmente congruente um catenóide (respec-

tivamente um helicóide), existem vários tipos de superf́ıcies máximas de rotação

ou regradas no espaço de Lorentz-Minkowski R
3

1
. Neste caṕıtulo voltaremos nossa

atenção a este estudo, expondo estas superf́ıcies máximas como solução para um

certo problema de Björling.

• Caṕıtulo 4: Superf́ıcies máximas geradas por curvas espećıficas. Fi-

nalizaremos nosso trabalho construindo novos exemplos de superf́ıcies máximas,

porém, iniciando com uma curva anaĺıtica de tipo espaço com um claro significado

geométrico. Em seguida, apresentaremos uma analogia natural destas superf́ıcies

máximas com suas correspondentes Euclidianas.

• Apêndice A: Teoremas de Bernstein e Calabi-Bernstein: uma dua-

lidade entre a equação das superf́ıcies mı́nimas e a equação das su-

perf́ıcies máximas. Baseado em [5], mostraremos como o teorema clássico de

Bernstein sobre superf́ıcies mı́nimas no espaço Euclidiano R
3 pode ser visto como

uma consequência do teorema de Calabi-Bernstein sobre superf́ıcies máximas no

espaço de Lorentz-Minkowski R
3

1
(e vice-versa). Isto segue de uma simples mas

elegante dualidade entre as soluções de suas correspondentes equações diferenci-

ais.



Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo, fixaremos notações e veremos alguns fatos que serão usados no

decorrer deste trabalho. O espaço de Lorentz-Minkowski, sendo um dos exemplos mais

simples de variedade Lorentziana, é definido na Seção 1.1. E na Seção 1.2, definiremos

as superf́ıcies de tipo espaço com curvatura média nula.

Na Seção 1.3, estudaremos o conceito de superf́ıcies de Riemann, as quais localmente

terão a estrutura do plano complexo C tornando-se o domı́nio ideal para desenvolver

o estudo de funções, integrais e diferenciais de uma variável complexa. Baseamos o

referido caṕıtulo principalmente nos livros [13, 26, 34].

1.1 Variedades Pseudo-Riemannianas

Nesta seção relembraremos alguns conceitos de geometria Riemanniana. Iniciare-

mos com a noção de variedade diferenciável.

Definição 1.1 Uma variedade diferenciável1 n-dimensional (resumidamente: uma n-

variedade) é um conjunto M juntamente com uma famı́lia (Uα)α∈L de subconjuntos

tais que

1. M =
⋃

α∈L

Uα,

2. para todo α ∈ L existe uma aplicação injetiva ϕα : Uα → R
n tal que ϕα(Uα) é

aberto em R
n, e

1Por diferenciável entenderemos como de classe C∞.
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3. para Uα ∩ Uβ 6= ∅, ϕα(Uα ∩ Uβ) é aberto em R
n, e a composição

ϕβ ◦ ϕ−1

α : ϕα(Uα ∩ Uβ) → ϕβ(Uα ∩ Uβ) (1.1)

é diferenciável para arbitrários α, β.

Referimos à cada ϕα como uma carta, ϕ−1

α como uma parametrização (ou sistema

de coordenadas) cujo domı́nio é o conjunto ϕα(Uα), e o par (Uα, ϕα)α∈L é chamado um

atlas. As aplicações dadas em (1.1) definidas sobre a interseção de duas tais cartas,

são chamadas transformações coordenadas ou funções de transição. Sem perda de

generalidade, podemos assumir que o atlas é máximo com respeito à adição de mais

cartas satisfazendo as condições 2 e 3 da definição acima. Neste sentido, um atlas

máximo é chamado uma estrutura diferenciável.

Observação 1.1 Uma estrutura diferenciável em um conjunto M induz de uma ma-

neira natural uma topologia em M . Basta definir que A ⊂ M é um aberto de M se

ϕα(A ∩ Uα) é um aberto de R
n para todo α. É imediato verificar que M e o vazio são

abertos, que a união de abertos é aberto e que a interseção finita de abertos é aberto.

Observe que a topologia é definida de tal modo que os conjuntos Uα são abertos e as

aplicações ϕα são cont́ınuas.

Exemplo 1.1 O espaço euclidiano R
n, com a estrutura diferenciável dada pela iden-

tidade é um exemplo trivial de variedade diferenciável.

Consideremos, então, M uma n-variedade e p ∈M um ponto fixado. Para falarmos

no espaço tangente de M no ponto p é necessário o seguinte conceito geométrico:

Definição 1.2 Um vetor tangente em p é uma classe de equivalência de curvas dife-

renciáveis c : (−ǫ, ǫ) → M com c(0) = p, onde c ∼ c∗ se, e somente se, (ϕ ◦ c)′(0) =

(ϕ ◦ c∗)′(0) para toda carta ϕ contendo p.

Então, o espaço tangente TpM de M em p é definido como o conjunto de todos os

vetores tangentes no ponto p. Por definição, TpM e TqM são disjuntos se p 6= q.

Para a próxima definição, é conveniente relembrarmos o seguinte fato de álgebra

linear:



1.1 Variedades Pseudo-Riemannianas 6

O espaço L2(TpM ; R) = {α : TpM × TpM → R | α é bilinear} tem a base

{dxi|p ⊗ dxj|p | i, j = 1, .., n} ,

onde o dxi forma a base dual no espaço dual

(TpM)∗ = L(TpM ; R),

definida como segue:

dxi|p (∂j|p) = δij =







1 se i = j,

0 se i 6= j.

As formas bilineares dxi|p ⊗ dxj|p estão definidas em termos de suas ações sobre a base

(esta ação sendo então estendida por linearidade):

(dxi|p ⊗ dxj|p) (∂k|p, ∂l|p) := δikδjl =







1 se i = k e j = l,

0 caso contrário.

Pela ação de α na base, para os coeficientes da representação

α =
∑

i,j

αij · dxi ⊗ dxj

obtemos a expressão αij = α(∂i, ∂j).

Isto posto, segue o conceito de métrica Riemanniana sobre uma n-variedade M :

Definição 1.3 Uma métrica Riemanniana g sobre M é uma correspondência da forma

M ∋ p 7→ gp ∈ L2(TpM ; R) tal que as seguintes condições estão satisfeitas:

1. gp(X,Y ) = gp(Y,X) para todo X,Y (simetria)

2. gp(X,X) > 0 para todo X 6= 0 (positiva definida)

3. Os coeficientes gij em toda representação local (isto é, em toda carta)

gp =
∑

i,j

gij(p) · dxi|p ⊗ dxj|p

são funções diferenciáveis. (diferenciabilidade)

As funções gij ( = gji) são chamadas expressões da métrica Riemanniana (ou “os

gij da métrica”) em toda representação local em torno de p. E uma n-variedade M

com uma dada métrica Riemanniana g, (M, g), chama-se uma variedade Riemanniana.
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Observação 1.2 Uma métrica Riemanniana g define em todo ponto p um produto

interno gp sobre o espaço tangente TpM , e portanto a notação 〈X,Y 〉 em vez de gp(X,Y )

é também usada.

Exemplo 1.2 M = R
n com ∂i identificado com ei = (0, .., 1, ..0). A métrica é dada por

〈∂i, ∂j〉 = δij. A geometria Riemanniana deste espaço é a geometria métrica euclidiana.

Se na Definição 1.3 a condição que g é positiva definida é substitúıda pela condição

mais fraca que ela é não-degenerada (significando que g(X,Y ) = 0 para todo Y im-

plica X = 0), então obtemos a noção de uma métrica pseudo-Riemanniana (ou semi-

Riemanniana), a saber, g̃. Estritamente falando, uma n-variedade M com uma dada

métrica pseudo-Riemanniana g̃, (M, g̃), chama-se uma variedade pseudo-Riemanniana.

A dimensão máxima de um subespaço W de TpM tal que a restrição g̃|W é negativa

definida, isto é, para cada w ∈ W , w 6= 0, g̃(w,w) < 0, é chamada de ı́ndice no ponto

p e denotada por ϑ(p). Entretanto, quando ϑ = ϑ(p) é o mesmo para todo p ∈ M ,

chamamos ϑ(p) o ı́ndice da variedade: 0 ≤ ϑ ≤ n = dim(M).

No caso em que ϑ = 1 e n ≥ 2, temos um tipo especial de variedade pseudo-

Riemanniana, ou seja, dizemos que M é uma variedade de Lorentz.

Um t́ıpico exemplo de uma variedade Lorentziana é o espaço de Lorentz-Minkowski2

R
n
1
, isto é, o espaço Euclidiano n-dimensional R

n dotado da forma bilinear Lorentziana

〈, 〉
1

: R
n × R

n → R

(u, v) 7→
n−1
∑

i=1

uivi − unvn.

O espaço ambiente no qual trabalharemos é o R
3

1
, onde a categoria na qual um

dado vetor tangente v ∈ R
3

1
está inserido é chamado de caráter causal do vetor. Mais

precisamente:

Definição 1.4 Um vetor tangente v ∈ R
3

1
é

tipo espaço (spacelike) se 〈v, v〉
1
> 0 ou v = 0,

tipo luz (lightlike) se 〈v, v〉
1

= 0 e v 6= 0,

tipo tempo (timelike) se 〈v, v〉
1
< 0.

2Na literatura, usam-se também os termos espaço de Minkowski ou espaço de Lorentz e o denota

por L
n.
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Observação 1.3 A terminologia acima deriva da Teoria Relativ́ıstica. E um vetor de

tipo luz é também conhecido como isotrópico ou vetor-nulo.

Em R
3

1
, definimos o pseudo-produto a ∧ b como

a ∧ b := (a2b3 − a3b2, a3b1 − a1b3, a2b1 − a1b2).

Assim, para qualquer x ∈ R
3

1
temos a relação 〈a ∧ b, x〉

1
= det(a, b, x).

As superf́ıcies de tipo espaço no espaço de Lorentz-Minkowski R
3

1
é um assunto para

a próxima seção.

1.2 Imersões Máximas em R
3
1

Trabalharemos com superf́ıcies de tipo espaço com curvatura média nula, que são

chamadas superf́ıcies máximas. No entanto, consideremos a seguinte definição.

Definição 1.5 Seja M uma 2-variedade com atlas (Uα, ϕα)α∈L. Uma função χ : M →
R

3

1
de classe C2 é uma imersão se para todo ϕα : Uα → R

2, (χu ∧ χv) (u, v) 6= 0, onde

χu = ∂uχ = ∂u (χ ◦ ϕ−1

α ), χv = ∂vχ = ∂v (χ ◦ ϕ−1

α ) e ϕα(p) = (u, v).

Se M é uma 2-variedade conexa e a imersão diferenciável χ induz sobre M uma

métrica Riemanniana, obtemos o seguinte conceito.

Definição 1.6 Uma imersão diferenciável χ : M → R
3

1
, de uma 2-variedade conexa é

dita uma superf́ıcie de tipo espaço em R
3

1
se a métrica induzida sobre M via χ é uma

métrica Riemanniana.

Exemplo 1.3 (Plano de tipo espaço) Dados dois vetores de tipo espaço linearmente

independentes u e v em R
3

1
, a aplicação dada por χ(s, t) = p0 + su + tv, (s, t) ∈ R

2 e

p0 = (x0, y0, z0) ∈ R
3

1
, claramente é uma superf́ıcie de tipo espaço em R

3

1
.

É interessante notarmos que para toda superf́ıcie de tipo espaço em R
3

1
a variedade

M é orientável. Com efeito, dado qualquer sistema de coordenadas locais

U ∋ (u, v)
ϕ−1

7→ p ∈M,
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onde U é um subconjunto aberto de R
2, podemos definir um campo de vetores normais

unitários por

ξ(u, v) =
χu ∧ χv
|χu ∧ χv|

,

onde |·| denota a norma em R
3

1
dada por |x| = |〈x, x〉

1
|
1

2 , para todo x ∈ R
3

1
.

Como 〈χu, χu ∧ χv〉1 = 〈χv, χu ∧ χv〉1 = 0, ξ é sempre de tipo tempo, o que implica

que sua terceira coordenada é sempre não-nula.

Portanto, a conexidade da superf́ıcie nos permite definir um único campo de vetores

normais e unitários de tipo tempo N , globalmente definido sobre M , que extende

o campo local ξ. Este campo normal N pode ser considerado como uma aplicação

N : M → H
2, onde H

2 denota o espaço hiperbólico 2-dimensional, isto é, H
2 =

{x ∈ R
3

1
: 〈x, x〉

1
= −1} . Referimos à N como a aplicação de Gauss da superf́ıcie. Em

particular, se a variedade M pode ser coberta por uma única carta coordenada então

N(u, v) = χu ∧ χv/ |χu ∧ χv|.
Relacionado com o N , o operador normal de M em R

3

1
, A : X(M) → X(M), é

dado pela fórmula de Weingarten

A(X) = −dN(X),

para todo campo vetorial tangente X ∈ X(M).

Associado ao operador normal de M definimos a curvatura média da superf́ıcie por

H = −1

2
tr(A), (1.2)

onde tr(A) denota o traço do operador normal A. Quando uma dada superf́ıcie de tipo

espaço tem curvatura média H ≡ 0, a mesma recebe um nome especial.

Definição 1.7 Uma superf́ıcie de tipo espaço em R
3

1
é dita uma imersão máxima se

sua curvatura média é identicamente nula.

Exemplo 1.4 Um plano de tipo espaço é uma imersão máxima.

Em [25], Kobayashi apresenta uma representação de Enneper-Weierstrass para

imersões máximas em R
3

1
. Esta representação pode ser reformulada em termos globais

seguindo a exposição em [8] da correspondente situação Euclidiana (veja também [17]).

Na próxima seção, sob certas condições, representaremos localmente uma imersão

máxima via uma equação complexa.
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1.3 Superf́ıcies de Riemann

No decorrer desta seção, veremos um pouco da relação entre a teoria das superf́ıcies

máximas em R
3

1
e a teoria das funções anaĺıticas de variáveis complexas. A prinćıpio

definiremos uma superf́ıcie de Riemann.

Definição 1.8 Uma superf́ıcie de Riemann S é uma variedade bidimensional, conexa,

de Hausdorff com um atlas máximo A, onde as mudanças de coordenadas são funções

anaĺıticas complexas.

Se A = {(Uα, ϕα), α ∈ L}, onde Uα e ϕα (Uα) são abertos de S e C, respectivamente,

então ϕα é um homeomorfismo e para todo Uα∩Uβ 6= ∅, ϕαβ = ϕβ◦ϕ−1

α : ϕα(Uα∩Uβ) →
ϕβ(Uα ∩ Uβ) é uma função anaĺıtica.

Observação 1.4 Dizemos que ϕα define coordenadas ou parâmetros na vizinhança

coordenada Uα de S e ϕαβ é uma mudança de coordenadas ou mudança de parâmetros.

Dizemos que o atlas máximo A define uma estrutura complexa em S.

Exemplo 1.5 Considere a esfera unitária Ĉ = C∪{∞} com o atlas máximo contendo

as coordenadas ϕα : Ĉ\ {∞} → C e ϕβ : Ĉ\ {0} → C, onde ϕα, ϕβ são as projeções

estereográficas pelos pólos norte e sul, respectivamente. A mudança de coordenadas

ϕαβ : C\ {0} → C\ {0}, é ϕαβ(z) = z−1. Com esta estrutura complexa Ĉ é chamada

esfera de Riemann.

Sejam M uma 2-variedade conexa e orientável e χ : M → R
3

1
uma superf́ıcie de

tipo espaço. Para um atlas máximo de M , vamos nos restringir somente às cartas

isotérmicas, as quais sabemos que sempre existem. Dessa forma, admitindo um tal

sistema isotérmico, M é evidentemente localmente conforme a um plano, cuja métrica

induzida sobre M via χ será representada, localmente, em termos de tais parâmetros

isotérmicos, por

I = e2ρ
{

ds2 + dt2
}

= e2ρ |dz|2 ,

onde z = s+ it, para alguma função ρ : M → R diferenciável.

Especificamente, como toda superf́ıcie de tipo espaço χ : M → R
3

1
é orientável,

podemos nos restringir somente à famı́lia de parâmetros isotérmicos cuja mudança de
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coordenadas preserva a orientação de M . Isto significa que em termos da variável

z = s+ it, a mudança de coordenadas é uma função anaĺıtica.

Observação 1.5 Uma superf́ıcie M juntamente com uma tal famı́lia de parâmetros

isotérmicos torna-se uma superf́ıcie de Riemann, visto que esta famı́lia define uma

estrutura complexa em M .

Proposição 1.1 Seja χ : M → R
3

1
uma imersão conforme de uma superf́ıcie de Rie-

mann M em R
3

1
. Então

∆χ = −2HN, (1.3)

onde H e N são, respectivamente, a curvatura média e a aplicação normal de Gauss

da imersão.

Prova. Para coordenadas locais z = s+ it, isto decorre do fato de χ ser uma aplicação

conforme, isto é,

〈χs, χs〉1 = 〈χt, χt〉1 = e2ρ e 〈χs, χt〉1 = 0,

onde obtemos por derivação

〈χss, χs〉1 = 〈χst, χt〉1 e 〈χts, χt〉1 + 〈χs, χtt〉1 = 0.

Disto, vemos que

〈χss + χtt, χs〉1 = 0

e, analogamente,

〈χss + χtt, χt〉1 = 0,

donde segue-se que ∆χ é paralelo a N .

Como Ns e Nt pertencem a TpM , p ∈ M , podemos escrever

Ns = a11χs + a12χt,

Nt = a21χs + a22χt,

donde a curvatura média da imersão é dada (veja (1.2)) por

H =
1

2
(a11 + a22).



1.3 Superf́ıcies de Riemann 12

Dáı,

e2ρ 〈∆χ,N〉
1

= 〈χss + χtt, N〉
1

= −〈χs, Ns〉1 − 〈χt, Nt〉1
= −a11 〈χs, χs〉1 − a22 〈χt, χt〉1
= − (a11 + a22) e

2ρ

= −2He2ρ,

isto é, ∆χ = −2HN , concluindo o resultado desejado.

�

Uma consequência direta da Proposição 1.1 e da Definição 1.7 é o seguinte corolário.

Corolário 1.1 Seja M uma superf́ıcie de Riemann. Uma aplicação χ : M → R
3

1

é uma imersão máxima se, e somente se, χ é harmônica. Em particular, M é não

compacta.

Considere M uma superf́ıcie de Riemann não compacta, e defina em termos de um

parâmetro complexo local z = s + it do atlas isotérmico de M , as funções complexas

φ1, φ2, φ3 dadas por

φk = ∂zχk =
1

2
(∂sχk − i∂tχk), (1.4)

onde 1 ≤ k ≤ 3.

Obviamente, φ = (φ1, φ2, φ3) onde cada φk é dado por (1.4), é uma função definida

localmente sobre M com valores em C
3. Na verdade, sua imagem está contida na

quádrica Q de C
3 dada pela equação

φ2

1
+ φ2

2
− φ2

3
= 0

onde φ = (φ1, φ2, φ3) ∈ C
3. Com efeito,

φ2

1
+ φ2

2
− φ2

3
= ∂zχ

2

1
+ ∂zχ

2

2
− ∂zχ

2

3

=
1

4

[

(∂sχ1 − i∂tχ1)
2 + (∂sχ2 − ∂tχ2)

2 − (∂sχ3 − i∂tχ3)
2
]

=
1

4

[(

∂sχ
2

1
+ ∂sχ

2

2
− ∂sχ

2

3

)

−
(

∂tχ
2

1
+ ∂tχ

2

2
− ∂tχ

2

3

)]

−
1

4
[2i (∂sχ1∂tχ1 + ∂sχ2∂tχ2 − ∂sχ3∂tχ3)]

=
1

4
[〈∂sχ, ∂sχ〉1 − 〈∂tχ, ∂tχ〉1 − 2i 〈∂sχ, ∂tχ〉1]

= 0,
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pois χ é um sistema local isotérmico de M . Além disso, vemos também que

|φ1|2 + |φ2|2 − |φ3|2 = φ1φ1 + φ2φ2 − φ3φ3

=
1

4

3
∑

i=1

(∂sχk)
2 +

1

4

3
∑

i=1

(∂tχk)
2

=
1

4

(

|∂sχ|2 + |∂tχ|2
)

=
e2ρ

2

isto é, |φ1|2 + |φ2|2−|φ3|2 > 0. Dáı segue que, se z = s+ it e w = x+ iy são parâmetros

isotérmicos em torno de algum ponto de M , então a mudança de coordenadas w = w(z)

é holomorfa com ∂zw 6= 0. Segue-se que φ̃ = ∂wχ está relacionada a φ por

φ = ∂zχ = ∂wχ∂zw = φ̃∂zw.

Assim, se considerarmos as 1-formas complexas vetoriais dadas por Φ = φdz e Φ̃ =

φ̃dw, temos

Φ = φdz = φ̃∂zwdz = φ̃dw = Φ̃.

Isto significa que temos uma 1-forma vetorial diferenciável Φ globalmente definida

sobre M , cuja expressão local é Φ = (Φ1,Φ2,Φ3), com

Φk = φkdz, (1.5)

1 ≤ k ≤ 3.

Observação 1.6 No contexto de superf́ıcies de Riemann é posśıvel simplificar a ex-

pressão de muitas entidades que aparecem no estudo de superf́ıcies. Um exemplo disto

ocorre quando consideramos localmente, em uma superf́ıcie de Riemann, os operadores

∂z =
1

2
(∂s − i∂t) e ∂z̄ =

1

2
(∂s + i∂t) ,

que nos fornece o seguinte operador Laplaciano

∆ =
1

e2ρ

(

∂

∂s2
+

∂

∂t2

)

=
4

e2ρ
∂z∂z̄. (1.6)

Convém observar que as 1-formas dadas em (1.5) são holomorfas se, e somente

se, M é uma imersão máxima em R
3

1
. De fato, das equações dadas em (1.4) e (1.6),

obtemos

∂z̄Φ = ∂z̄∂zχ =
e2ρ

4
∆χ.
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Assim, segue do Corolário 1.1 que Φk são holomorfas se e somente se M é uma imersão

máxima em R
3

1
, k = 1, 2, 3.

Neste caso, as 1-formas Φk não tem peŕıodos reais e a imersão máxima χ pode ser

representada como

χ(z) = 2 Re

∫

γz

(Φ1,Φ2,Φ3), (1.7)

onde γz é qualquer caminho de um ponto base fixado à z ∈ M .

Observação 1.7 Quando a parte real da integral de Φ ao longo de qualquer caminho

fechado é zero, dizemos que Φ não tem peŕıodos reais. A não existência de peŕıodos

reais é facilmente vista por sua equivalência a Re

∫

γz

Φ ser independente do caminho

sobre M .

A rećıproca trivialmente vale, conforme especificamos abaixo.

Teorema 1.1 Seja M uma superf́ıcie de Riemann e escolha três 1-formas holomorfas

Φ1, Φ2 e Φ3 globalmente definidas sobre M satisfazendo:

(a) Φ2

1
+ Φ2

2
− Φ2

3
= 0 (i.é, localmente Φk = φkdz e φ

2

1
+ φ2

2
− φ2

3
= 0),

(b) |Φ1|2 + |Φ2|2 − |Φ3|2 > 0,

(c) cada Φk não tem peŕıodos reais.

Então a aplicação χ : M → R
3

1
dada pela equação (1.7) é uma imersão máxima em

R
3

1
.

Claramente, a condição (c) é necessária para garantir que Re

∫ z

p0

Φk depende so-

mente do ponto final z. Assim, cada χk está bem definida independentemente do

caminho γz de p0 à z. E tendo em mãos a existência de parâmetros isotérmicos locais

garantida pelo item (a), o item (b) fornece a existência de um plano de tipo espaço

tangente em todo pondo da superf́ıcie, isto é, χ é regular (logo uma imersão) e de tipo

espaço. Como Φ é holomorfa segue-se que χ é harmônica. Portando, χ é uma superf́ıcie

de tipo espaço com H ≡ 0, donde χ é uma imersão máxima.

O seguinte teorema foi primeiramente provado por P. Koebe e H. Poincaré (veja [1]

p. 181).
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Teorema 1.2 (Teorema de Uniformização) A superf́ıcie de recobrimento universal de

qualquer superf́ıcie de Riemann é conformemente equivalente ao disco unitário, ao

plano ou à esfera de Riemann.

Observação 1.8 A superf́ıcie de recobrimento universal de qualquer superf́ıcie é sim-

plesmente conexa, e ela é fechada somente no caso de uma esfera.3

Com o teorema de Uniformização, uma elegante situação particular do Teorema 1.1

ocorre quando a superf́ıcie de Riemann M é simplesmante conexa. Neste caso, como

superf́ıcies de tipo espaço em R
3

1
não são compactas, temos que M é conformemente

equivalente a um subconjunto aberto do plano complexo. Como faremos um estudo

local de imersões máximas, tudo que temos dito justifica a seguinte definição.

Definição 1.9 Uma superf́ıcie máxima é uma imersão máxima χ : Ω ⊆ C → R
3

1
cuja

métrica Riemanniana induzida é I = e2ρ |dz|2, onde z = s+ it.

Neste caso, as coordenadas de χ são funções harmônicas no sentido Euclidiano. E

escrevendo Ω ⊆ C, estamos enfatizando que Ω herda, via χ, uma estrutura de superf́ıcie

de Riemann sendo exatamente a superf́ıcie de Riemann que tem Ω como subconjunto

de C.

Observação 1.9 Note que, toda imersão máxima pode ser localmente escrita como

uma superf́ıcie máxima. Além disso, uma imersão máxima simplesmente conexa pode

ser globalmente expressa como uma superf́ıcie máxima via teorema de Uniformização.

3Veja [1] p. 181.



Caṕıtulo 2

Estrutura Complexa Local

Resolveremos o problema de Björling para superf́ıcies máximas em R
3

1
e mostra-

remos algumas consequências e propriedades de tais superf́ıcies relacionadas com tal

problema. Na última seção, veremos alguns exemplos conhecidos como soluções para

um adequado problema de Björling.

2.1 Representação de Björling

Nesta seção introduziremos uma representação complexa local para superf́ıcies

máximas. Esta representação é inspirada na fórmula de Schwarz a qual resolve o pro-

blema de Björling clássico no espaço Euclidiano, e será o resultado chave para nosso

trabalho. Começaremos com a definição de curva de tipo espaço.

Definição 2.1 Uma curva regular α : I ⊆ R → R
3

1
é dita de tipo espaço se 〈α′, α′〉 > 0

em todo ponto.

Teorema 2.1 (Representação de Björling) Seja χ : Ω ⊆ C → R
3

1
uma superf́ıcie

máxima em R
3

1
e defina α(s) = χ(s, 0), V (s) = N(s, 0) sobre um intervalo real I ⊂ Ω.

Escolha qualquer conjunto aberto simplesmente conexo U ⊆ Ω contendo I sobre o qual

podemos definir extensões holomorfas α(z) e V (z) de α e V , respectivamente. Então

para todo z ∈ U vale

χ(z) = Re

(

α(z) + i

∫ z

s0

V (w) ∧ α′(w)dw

)

, (2.1)
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onde s0 é um ponto arbitrariamente fixado de I e a integral é tomada ao longo de um

caminho arbitrário em U ligando s0 e z.

Observação 2.1 O problema de extensão de funções anaĺıticas é um dos mais impor-

tantes da análise complexa. Temos que: uma condição necessária e suficiente para que

uma função f(x), a valores no corpo dos reais e definida no intervalo aberto I ⊂ R,

admita um complemento holomorfo F (z) é que ela seja, neste intervalo, uma função

anaĺıtica da variável real x. E tal complemento holomorfo, se existir, é único.1

Antes de provarmos o teorema da representação de Björling, é importante fazermos

alguns comentários.

1. Como χ é uma superf́ıcie máxima, as funções α(s) e V (s) são reais anaĺıticas para

todo s ∈ I. Assim as extensões holomorfas α(z) e V (z) sempre existem para todo

z ∈ U , e segue das equações de Cauchy-Riemann que estas extensões são únicas.

Notemos também que, se α é uma curva unitária então a extensão α(z) satisfaz

〈α′(z), α′(z)〉 = 1 para todo z ∈ U .

2. A integral na fórmula (2.1) não depende da escolha do caminho ligando s0 e z,

uma vez que U é simplesmente conexo. Assim χ(z) está sempre bem definida

para todo z ∈ U .

3. Para cada s0 ∈ I, a equação dada em (2.1) define a mesma aplicação χ(z) para

todo z ∈ U . Isto facilmente segue do fato de α(z) e V (z) tomarem valores reais

quando restritos a I.

Prova do Teorema 2.1. Como χ : Ω ⊆ C → R
3

1
é uma imersão máxima segue-se que

a aplicação

φ : Ω ⊆ C → R
3

1

z 7→ ∂zχ(z)

é de fato holomorfa sobre Ω, pois

∂z̄φ =
λ2

4
∆χ = 0

1Uma demonstração deste fato é encontrada, por exemplo, em [36] pp. 346-347.
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em Ω. E pelo Teorema 1.1 podemos escrever χ como

χ(z) = 2 Re

∫

γz

φ(w)dw, (2.2)

com a constante de integração sendo tal que a expressão χ(s, 0) = α(s) seja válida para

todo s ∈ I.

Por outro lado, como χ é uma aplicação conforme, vemos que N(z) ∧ ∂sχ(z) =

−∂tχ(z), onde z = s+ it. Logo,

φ(z) =
1

2
(∂sχ(z) − i∂tχ(z))

=
1

2
(∂sχ(z) + iN(z) ∧ ∂sχ(z)) .

Restringindo φ(z) ao intervalo I e lembrando que ∂sχ(s, 0) = α′(s) e N(s, 0) = V (s),

obtemos

φ(s, 0) =
1

2
(α′(s) + iV (s) ∧ α′(s)) .

Isto é uma aplicação de I em C
3, e tomando o complemento holomorfo de α e V

podemos escrever

φ(z) =
1

2
(α′(z) + iV (z) ∧ α′(z))

para todo z ∈ U .

Agora notemos que, como U é simplesmente conexo e a aplicação V (z) ∧ α′(z) é

holomorfa sobre U , a integral

∫ z

s0

V (w) ∧ α′(w)dw

não depende da escolha do caminho ligando s0 e z. Isto nos permite definir a aplicação

ϕ(z) =
1

2

(

α(z) + i

∫ z

s0

V (w) ∧ α′(w)dw

)

,

a qual é uma primitiva sobre U da aplicação holomorfa φ(z), e quando restrita a I

satisfaz a condição 2 Re ϕ(s, 0) = α(s). Conclúımos de (2.2) que

χ(z) = Re

(

α(z) + i

∫ z

s0

V (w) ∧ α′(w)dw

)

.

�
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Esta representação de Björling é a ferramenta chave no estudo do problema de

Björling para superf́ıcies máximas em R
3

1
. Formularemos este problema como segue.

Seja α : I → R
3

1
uma curva regular anaĺıtica de tipo espaço em R

3

1
e seja V : I → R

3

1

um campo vetorial anaĺıtico unitário de tipo tempo ao longo de α tal que 〈α′, V 〉 ≡ 0.

Determine uma superf́ıcie máxima χ : Ω ⊆ C → R
3

1
tal que χ(s, 0) = α(s) e N(s, 0) =

V (s) para todo s ∈ I. Aqui Ω é um domı́nio complexo com I ⊂ Ω e N : Ω → R
3

1

consiste da aplicação de Gauss da superf́ıcie.

Como um caso particular, considere uma curva anaĺıtica de tipo espaço e parame-

trizada pelo comprimento de arco α : I → R
3

1
tal que α′′(s) é de tipo tempo para todo

s ∈ I. Então V = α′′/ |α′′| é um campo vetorial unitário de tipo tempo ao longo de α

para o qual 〈α′, V 〉
1
≡ 0. Isto revela que o problema de Björling é uma generalização

do seguinte problema restrito: Seja α : I → R
3

1
uma curva real anaĺıtica em R

3

1
com

〈α′, α′〉
1
≡ 1 e tal que α′′(s) é de tipo tempo para todo s ∈ I. Construa uma superf́ıcie

máxima em R
3

1
contendo α como uma geodésica.

Uma curva α(s) sobre uma superf́ıcie de tipo espaço em R
3

1
é uma geodésica se

α′′(s) é colinear com a aplicação de Gauss N(α(s)) para todo s ∈ I. Por conseguinte,

α′′ deve ser de tipo tempo sempre que o mesmo é não nulo. Por isso, assumir que α′′ é

sempre de tipo tempo na formulação do problema anterior é uma condição necessária.

Observação 2.2 Vale ressaltar que o problema de Björling não está interessado so-

mente na existência de uma superf́ıcie máxima contendo uma faixa anaĺıtica de tipo

espaço em R
3

1
. Ele está também interessado na construção expĺıcita de uma tal su-

perf́ıcie máxima. Atualmente, a questão de existência e unicidade de uma superf́ıcie sa-

tisfazendo as condições do problema de Björling pode ser vista como uma consequência

do teorema geral de Cauchy-Kovalevsky (veja [19] p. 46), como segue: Se α, V estão

nas condições do problema de Björling e definimos V̄ = α′ ∧ V , então as coordenadas

de α e V̄ são anaĺıticas e deste modo o problema de Cauchy


















∂2

sχk + ∂2

t χk = 0

χk(s, 0) = αk(s)

∂tχk(s, 0) = V̄k(s)

para k = 1, 2, 3 tem única solução sobre uma certa vizinhança Ω da origem. Note que

α′(s) e V̄ (s) geram um plano de tipo espaço em R
3

1
para todo s. Consequentemente,
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reduzindo Ω se necessário, a função χ : Ω ⊆ C → R
3

1
dada por χ = (χ1, χ2, χ3) é uma

superf́ıcie máxima em R
3

1
com χ(s, 0) = α(s) e N(s, 0) = V (s). Tudo isto garante a

existência e unicidade desejadas.

Teorema 2.2 Existe uma única solução para o problema de Björling para superf́ıcies

máximas em R
3

1
. Na verdade, se α, V estão definidos como na formulação anterior do

problema de Björling, então:

1. existe um certo conjunto aberto simplesmente conexo Ω ⊆ C contendo I para

o qual α, V admitem extensões holomorfas α(z), V (z) sobre Ω e a aplicação

χ : Ω ⊆ C → R
3

1
dada por

χ(z) = 2 Re

(

α(z) + i

∫ z

s0

V (w) ∧ α′(w)dw

)

é uma solução para o problema de Björling. Aqui s0 ∈ I é arbitrariarmente

fixado.

2. se χ : Ω1 ⊆ C → R
3

1
, ψ : Ω2 ⊆ C → R

3

1
são duas soluções distintas para o

problema de Björling, então χ ≡ ψ sobre o conjunto aberto não vazio Ω1 ∩ Ω2.

Prova. Iniciaremos provando a unicidade. Para isto somente temos que relembrar a

representação de Björling, a qual mostra que toda solução para o problema de Björling

é dada por (2.1) sobre qualquer conjunto aberto simplesmente conexo para o qual

α(z), V (z) existem. Assim todo par de soluções χ, ψ para o problema de Björling

coincidem sobre um conjunto aberto não vazio, e uma vez que ambas χ e ψ são funções

harmônicas, elas devem coincidir sobre Ω1 ∩ Ω2.

Para provar a existência, definimos uma aplicação holomorfa φ como

φ : Ω ⊆ C → C
3

z 7→ 1

2
(α′(z) + iV (z) ∧ α′(z)) .

Aqui, a prinćıpio, somente exigimos que Ω seja um conjunto aberto contendo I sobre

o qual as extensões holomorfas α(z), V (z) existem para todo z ∈ Ω.

Com esta definição, se φ = (φ1, φ2, φ3), temos para todo z ∈ Ω

φ2

1
(z) + φ2

2
(z) − φ2

3
(z) = 0
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e, sobre I,

|φ1(s, 0)|2 + |φ2(s, 0)|2 − |φ3(s, 0)|2 > 0.

Assim, reduzindo Ω se necessário, podemos assumir que Ω é simplesmente conexo e

|φ1(z)|2 + |φ2(z)|2 − |φ3(z)|2 > 0

para todo z ∈ Ω. Desta forma, as funções holomorfas φk(z), k = 1, 2, 3, não têm

peŕıodos reais. Por este motivo, se fixarmos um arbitrário s0 ∈ I, o Teorema 1.1

afirma que

χ(z) = 2Re

∫ z

s0

φ(w)dw

é uma imersão máxima em R
3

1
. Em outras palavras, a aplicação χ : Ω ⊆ C → R

3

1
dada

por

χ(z) = 2Re

(

α(z) + i

∫ z

s0

V (w) ∧ α′(w)dw

)

determina uma superf́ıcie máxima. O que nos resta é verificar que esta superf́ıcie

satisfaz as condições do problema de Björling, isto é, χ(s, 0) = α(s) e N(s, 0) = V (s)

para todo s ∈ I.

A verificação do primeiro termo é imediata, uma vez que ambos α(z) e V (z) são reais

quando restritos à I. Para verificarmos o segundo termo recordamos que 2φ(z) = 2∂zχ

e, portanto, valem sobre I

∂sχ(s, 0) = α′(s) e ∂tχ(s, 0) = −V (s) ∧ α′(s).

Estas fórmulas dizem que

−V (s) ∧ ∂sχ(s, 0) = ∂tχ(s, 0)

= −N(s, 0) ∧ ∂sχ(s, 0),

e então a condição N(s, 0) = V (s) é satisfeita.

�

A parte da existência da prova mostra um caminho para gerar superf́ıcies máximas

contendo uma prescrita faixa anaĺıtica de tipo espaço. Na verdade, para obtermos uma

superf́ıcie máxima passando pela curva anaĺıtica α e com V como a aplicação de Gauss

da superf́ıcie ao longo de α, temos que calcular a integral

α(s) + i

∫ s

s0

V (r) ∧ α′(r)dr,
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então substituimos a variável real s pela variável complexa z, e finalmente tomamos a

parte real da expressão resultante.

A parte da unicidade é um pouco mais delicada, uma vez que ela unicamente refere-

se à superf́ıcie máxima χ : Ω ⊆ C → R
3

1
satisfazendo χ(s, 0) = α(s), N(s, 0) = V (s).

Assim não conhecemos ainda se existe uma única imersão máxima contendo uma dada

faixa anaĺıtica de tipo espaço em R
3

1
. Contudo isto é verdade, como mostra o seguinte

corolário.

Corolário 2.1 Seja α : I → R
3

1
uma curva regular anaĺıtica de tipo espaço em R

3

1
, e

seja V : I → R
3

1
um campo vetorial unitário anaĺıtico de tipo tempo ao longo de α tal

que 〈α′, V 〉 ≡ 0. Existe uma única imersão máxima em R
3

1
cuja imagem contém α(I)

e tal que sua aplicação de Gauss ao longo de α é V . Esta imersão máxima pode ser

construida seguindo o procedimento descrito acima.

Prova. Temos a existência do Teorema 2.2. Para provar a unicidade iniciaremos com

uma imersão máxima Y : M → R
3

1
e escolhemos um sistema de coordenadas locais

isotérmicos (U, z) tal que U é aberto em M e um subconjunto α(J) de α(I) contido em

Y (U). Então a imersão máxima Y |U pode ser expressa como uma superf́ıcie máxima

χ : Ω = z−1(U) ⊆ C → R
3

1
. Além disso, existe uma curva γ(s) : J → Ω satisfazendo

χ(γ(s)) = α(s) e N(γ(s)) = V (s) para todo s ∈ J . Como α é anaĺıtica e χ é uma

imersão máxima temos que γ é anaĺıtica, e assim admite uma extensão holomorfa

γ(w) : W ⊆ C → C. Aqui W é aberto e contém o intervalo real J . Também note que

γ(s) é regular, pois α(s) também é.

Agora escolha s0 ∈ J . A função holomorfa γ(w) tem derivada não nula em s0,

e assim podemos aplicar o teorema da função inversa para funções holomorfas para

obter uma aplicação bi-holomorfa (isto é, um difeomorfismo holomorfo) γ(w) : U1 ⊆
C → U2 ⊆ C. Aqui U1 é um subconjunto aberto de W contendo um intervalo real da

forma (s0 − δ, s0 + δ), e U2 é um subconjunto aberto de Ω. Tudo isto mostra que a

superf́ıcie máxima χ|U2
: U2 ⊆ Ω → R

3

1
pode ser expressa como ψ : U1 ⊆ Ω → R

3

1
, onde

ψ(w) = χ(γ(w)). Além disso, ψ(w) satisfaz, para todo s ∈ (s0 − δ, s0 + δ),

1. ψ(s, 0) = χ(γ(s)) = α(s),

2. Nψ(s, 0) = N(γ(s)) = V (s).
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Assim, ψ(w) é a solução para o problema de Björling com as condições α, V , o que

significa que ψ(w) é única. Daqui mostramos que Y : M → R
3

1
é também única,

tendo em conta o fato de que duas imersões máximas não podem se sobrepor sobre um

conjunto aberto não vazio.

�

Como um resultado, se α e V estão nas condições do Corolário 2.1, podemos falar

num sentido geral sobre a solução para o problema de Björling para as condições α e

V . Esta solução refere-se à única imersão máxima em R
3

1
contendo α e tal que sua

aplicação de Gauss ao longo de α é V .

Corolário 2.2 Se α : I → R
3

1
é uma curva anaĺıtica de tipo espaço com velocidade

constante em R
3

1
tal que α′′(s) é de tipo tempo para todo s ∈ I, então existe uma única

imersão máxima em R
3

1
que contém α como uma geodésica.

Prova. À primeira vista, encontramos no Corolário 2.1 no máximo duas imersões

máximas em R
3

1
contendo α como geodésica, dependendo da escolha de V = α′′/ |α′′|

ou V = −α′′/ |α′′| como a aplicação de Gauss da superf́ıcie ao longo de α. Contudo a

unicidade do Corolário 2.1 mostra que qualquer uma delas é obtida da outra revertendo

orientação. Portanto ambas as imersões são, na verdade, a mesma e a unicidade é

obtida.

�

Ilustraremos tudo o que foi dito apresentando um exemplo particular para o qual

necessitamos de alguns conceitos.

Definição 2.2 Um ćırculo em R
3

1
é definido como sendo uma curva plana de tipo

espaço em R
3

1
com curvatura constante não nula.

Observação 2.3 Quando uma transformação linear no espaço Euclidiano R
3 preserva

o produto interno usual, chamamos esta de transformação ortogonal. Em R
3

1
, as trans-

formações lineares que preservam a forma bilinear 〈, 〉
1
são chamadas de transformações

de Lorentz, e o conjunto de todas as tranformações de Lorentz forman um grupo, o

qual passamos a descrever:
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• O grupo de Lorentz 2

O(2,1) = {R : R
3

1
→ R

3

1
| 〈Ru,Rv〉

1
= 〈u, v〉

1
,∀ u, v ∈ R

3

1
}

age sobre o espaço de Lorentz-Minkowski R
3

1
e preserva o conjunto

H
2 = {u | u2

1
+ u2

2
− u2

3
= 〈u, u〉

1
= −1},

o qual sabemos ser o hiperbolóide de duas folhas no espaço Euclidiano.

Com respeito a este grupo ortogonal Lorentziano, existem três subgrupos a 1-parâmetro

de isometrias de R
3

1
dependendo do caráter causal do eixo l, ou seja:

1. se l é um eixo de tipo espaço (por exemplo o eixo (0, 1, 0)) a matriz de rotação é

descrita por

Rs
1

=











cosh(s) 0 senh(s)

0 1 0

senh(s) 0 cosh(s)











2. se l é um eixo de tipo luz (por exemplo o eixo (1, 0, 1)) obtemos a matriz

Rs
2

=











1 + s2

2
− s2

2
s

s2

2
1 − s2

2
s

s −s 1











3. se l é um eixo de tipo tempo (por exemplo o eixo (0, 0, 1)) então

Rs
3

=











cos(s) −sen(s) 0

sen(s) cos(s) 0

0 0 1











.

Equivalentemente, um ćırculo em R
3

1
pode ser visto como a órbita de um ponto p

∈ R
3

1
sobre o grupo a 1-parâmetro de transformações ortogonais de R

3

1
que fixa uma

certa reta l de R
3

1
não contendo p.

2O leitor interessado pode consultar, por exemplo, [32] p. 15, onde terá à disposição uma boa

abordagem sobre o assunto.
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Assim, qualquer ćırculo em um plano de tipo tempo de R
3

1
é congruente a uma

curva da forma x2

1
− x2

3
= −r2.

De fato, a menos de isometrias de R
3

1
podemos supor que o plano no qual o ćırculo

α(s) está contido é o plano x1x3 e que l = [(0, 1, 0)] é a tal reta fixada. Dáı, uma vez

que (0, 1, 0) é de tipo espaço, se p = (x1, 0, x3) e α(s) = (α1(s), 0, α3(s)), então

α(s) = Rs
1
p,

donde obtemos a curva α(s) = (x1cosh(s)+x3senh(s), 0, x1senh(s)+x3cosh(s)). Logo,

como o ćırculo α por definição é de tipo espaço, existe 0 6= r ∈ R tal que

r2 = 〈α′(s), α′(s)〉
1

= −x2

1
+ x2

3
,

conforme a afirmação. E esta, por sua vez, pode ser parametrizada por α(s) =

r(senh(s), 0, cosh(s)) para todo s ∈ R.

Para uma curva α deste gênero, o Corolário 2.2 mostra que existe uma única imersão

máxima em R
3

1
contendo α como uma geodésica. Agora, se definirmos V = −α′′/ |α′′|

facilmente obtemos

α(s) + i

∫ s

0

V (w) ∧ α′(w)dw = r(senh(s), 0, cosh(s)) + i

∫ s

0

(0,−r, 0)dw

= r(senh(s),−is, cosh(s)).

O procedimento descrito acima assegura que esta imersão máxima contendo α como

uma geodésica é dada por

χ(z) = r Re (senh(z),−iz, cosh(z)),

ou seja,

χ(s, t) = r(senh(s)cos(t), t, cosh(s)cos(t)). (2.3)

Aqui χ está definida em R × (−π/2, π/2) ⊂ C, e a imersão máxima é chamada um

catenóide hiperbólico. Uma forma diferente para tal imersão será apresentada na Seção

2.3. Finalmente, note que se uma imersão máxima em R
3

1
contém um ćırculo como uma

geodésica, o plano no qual o ćırculo está contido deve ser de tipo tempo. Resumindo,

provamos que:
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Proposição 2.1 Qualquer imersão máxima em R
3

1
contendo um ćırculo como uma

geodésica é congruente a um pedaço de um catenóide hiperbólico.

Assim como para superf́ıcies mı́nimas no espaço Euclidiano, vale um prinćıpio de

simetria para superf́ıcies máximas no espaço de Lorentz-Minkowski. A seguir, com o

aux́ılio da representação de Björling voltaremos nossa atenção para este fim.

2.2 Prinćıpio de simetria para superf́ıcies máximas

Fixaremos inicialmente algumas notações: se Ω ⊆ C é aberto, então definimos

Ω∗ = {z̄ : z ∈ Ω}, o qual também é aberto. Da mesma forma, se f ∈ H(Ω) =

{f : Ω → C : f é holomorfa} definimos uma função holomorfa f ∗ ∈ H(Ω∗) por f ∗ =

f(z̄). Com isto, vemos que se Ω contém um intervalo real I e se f ∈ H(Ω) é real

quando restrita a I, então f ≡ f ∗ sobre o conjunto aberto não vazio Ω ∩ Ω∗. Assim f

pode ser holomorficamente extendida a Ω ∪ Ω∗.

Observação 2.4 Prinćıpio de reflexão3: seja f(z) uma função anaĺıtica, regular em

uma região D ⊆ C intersectada pelo eixo real, e real sobre o eixo real. Então f(z) toma

valores conjugados para conjugados valores de z.

Corolário 2.3 Seja χ : Ω ⊆ C → R
3

1
a solução para o problema de Björling com as

condições α e V . Considere qualquer conjunto aberto simplesmente conexo U ⊆ Ω

com I ⊂ U e U = U∗ sobre o qual α, V possuem extensões holomorfas α(z), V (z),

respectivamente. Então para todo z ∈ U temos

χ(z̄) = Re

(

α(z) − i

∫ z

s0

V (w) ∧ α′(w)dw

)

.

Prova. Defina a aplicação

χ∗ : Ω∗ ⊆ C → R
3

1
,

z 7→ χ(z̄)

onde g∗ij, i, j ∈ {1, 2}, é a métrica induzida de χ∗(z). Dáı, vemos que






g∗ij = gij i = j = 1, 2;

g∗ij = −gij i 6= j,

3Para maiores detalhes veja [38] p.155.
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onde gij é a métrica riemanniana de χ : Ω ⊆ C → R
3

1
. Assim det

(

g∗ij
)

= det (gij)

e, sendo χ : Ω ⊆ C → R
3

1
uma superf́ıcie de tipo espaço, χ∗(z) também será de tipo

espaço com aplicação de Gauss dada por N∗(z) = −N(z̄). Logo,

−2NH = ∆χ = ∆χ∗ = −2N∗H∗ = 2NH∗, (2.4)

onde H e H∗ são a curvatura média da imersão χ e χ∗, respectivamente.

Portanto, segue de (2.4) que H∗ = −H e então χ∗ é uma superf́ıcie máxima pois χ

também o é. Além disso χ∗(s, 0) = χ(s, 0) = α(s) e N∗(s, 0) = −N(s, 0) = −V (s). O

resultado agora segue da representação de Björling.

�

O corolário anterior implicitamente diz que se χ(z) é a solução para um problema

de Björling com as condições α e V , a imersão χ(z̄) resolve o problema de Björling com

as condições α e −V .

A representação de Björling juntamente com o fato de que as curvas coordenadas

sobre uma superf́ıcie máxima são reais anaĺıticas nos permite afirmar o seguinte lema.

Lema 2.1 Seja χ : Ω ⊆ C → R
3

1
uma superf́ıcie máxima, com Ω = Ω∗, e defina

α(s) = χ(s, 0).

1. Se a curva α(s) está contida no eixo x1, então

(χ1(z), χ2(z), χ3(z)) = (χ1(z̄),−χ2(z̄),−χ3(z̄)).

2. Se a curva α(s) está contida no plano x1x3 Π e a superf́ıcie intersecta Π ortogo-

nalmente ao longo de α, isto é, N(s, 0) ∈ Π para todo s ∈ I, então

(χ1(z), χ2(z), χ3(z)) = (χ1(z̄),−χ2(z̄), χ3(z̄)).

Prova.

1. Como usual, seja V (s) = N(s, 0). As condições da hipótese mostram que

α(s) = (α1(s), 0, 0) e V (s) = (0, V2(s), V3(s)). Portanto

V (s) ∧ α′(s) = (0, α′

1
(s)V3(s), α

′

1
(s)V2(s)).
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Então segue da representação de Björling que as extensões holomorfas de α, V satis-

fazem

(χ1(z), χ2(z), χ3(z)) = (Reα1(z), ImΨ1(z), ImΨ2(z)) (2.5)

para qualquer z pertencente a um conjunto aberto simplesmente conexo U ⊆ Ω. Onde

Ψ1(z) = −
∫ z

s0

α′

1
(w)V3(w)dw

e

Ψ2(z) = −
∫ z

s0

α′

1
(w)V2(w)dw

são funções holomorfas definidas em U . Então, em U ∩ U∗ segue que α1(z) = α∗
1
(z)

e Ψk(z) = Ψ∗

k(z), pois todas elas tomam valores reais quando restritas a I. Assim de

(2.5) temos que

(χ1(z), χ2(z), χ3(z)) = (χ1(z̄),−χ2(z̄),−χ3(z̄))

para todo z ∈ U ∩ U∗. As equações de Cauchy-Riemann para funções harmônicas

mostram que estas relações valem para todo z ∈ Ω.

2. Pela hipótese segue que

α(s) = (α1(s), 0, α3(s)) e V (s) = N(s, 0) = (V1(s), 0, V3(s)),

donde

V (s) ∧ α′(s) = (0, α′

1
(s)V3(s) − α′

3
(s)V1(s), 0).

Portanto, segue da representação de Björling que

χ(z) = Re

(

α(z) + i

∫ z

s0

[α′

1
(w)V3(w) − α′

3
(w)V1(w)]dw

)

= (Re α1(z), Im Ψ3(z), Re α3(z)) , (2.6)

para qualquer z pertencente a um conjunto aberto simplesmente conexo U ⊆ Ω. Onde

Ψ3(z) = −
∫ z

s0

[α′

1
(w)V3(w) − α′

3
(w)V1(w)]dw,

é uma função holomorfa em U . Então, em U ∩ U∗ segue que α1(z) = α∗
1
(z) e Ψ3(z) =

Ψ∗(z), pois todas elas tomam valores reais quando restritas a I. Logo, da equação (2.6)

temos

(χ1(z), χ2(z), χ3(z)) = (χ1(z̄),−χ2(z̄), χ3(z̄)),



2.2 Prinćıpio de simetria para superf́ıcies máximas 29

para todo z ∈ U ∩ U∗. As equações de Cauchy-Riemann para funções harmônicas

mostram que estas relações valem para todo z ∈ Ω.

�

Definição 2.3 Seja χ : M → R
3

1
uma superf́ıcie de tipo espaço em R

3

1
.

1. Uma curva de tipo espaço l ⊂ χ(M) é dita ser um eixo de simetria da superf́ıcie

se para todo p ∈ χ(M) \ l, existe um certo q ∈ χ(M) tal que pq intersecta l

ortogonalmente e
(

1

2

)

(p+ q) ∈ l.

2. Um plano de tipo tempo Π ⊂ R
3

1
que intersecta ortogonalmente uma superf́ıcie

é dito ser um plano de simetria da superf́ıcie se para todo p ∈ χ(M) \ Π, existe

um certo q ∈ χ(M) tal que pq é perpendicular a Π e
(

1

2

)

(p+ q) ∈ Π.

Destas definições e do lema acima obtemos o seguinte prinćıpio de simetria para

superf́ıcies máximas em R
3

1
.

Teorema 2.3

1. Toda reta de tipo espaço contida numa superf́ıcie máxima é um eixo de simetria

da superf́ıcie.

2. Todo plano de tipo tempo que intersecta ortogonalmente uma superf́ıcie máxima

é um plano de simetria da superf́ıcie.

Prova.

1. Seja χ(M) uma superf́ıcie máxima e considere l ⊂ χ(M) uma reta de tipo

espaço, onde, sem perda de generalidade, podemos supor que l ⊂ x1-eixo. Dáı, para

todo p ∈ χ(M)\l, p = (χ1(z), χ2(z), χ3(z)), devemos ter χk(z) 6= 0 para k = 2 ou 3,

visto que p /∈ l. Suponhamos então que χ2(z) 6= 0 (o caso χ3(z) 6= 0 é análogo).

Agora, definindo q ∈ χ(M) por q = (χ1(z̄), χ2(z̄),−χ3(z̄)), pelo item 1 do Lema

2.1, obtemos que

pq = q − p

= (χ1(z̄) − χ1(z), χ2(z̄) − χ2(z),−χ3(z̄) − χ3(z))

= (0, χ2(z̄) − χ2(z), 0)
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intercepta l ortogonalmente e,

1

2
(p+ q) =

1

2
(χ1(z) + χ1(z̄), χ2(z) + χ2(z̄), χ3(z) + χ3(z̄))

= (χ1(z), 0, 0)

petence a l. A conclusão segue da Definição 2.3.

2. Análogo a 1.

�

Observe que neste teorema e também no lema anterior não assumimos que o domı́nio

da superf́ıcie máxima seja simplesmente conexo. Contudo, estes resultados mostram,

através do teorema de Uniformização, que se χ : M → R
3

1
é uma imersão máxima

simplesmente conexa então toda reta de tipo espaço contida em χ(M) é um eixo de

simetria e todo plano de tipo tempo intersectando χ(M) ortogonalmente é um plano

de simetria.

2.3 Exemplos

Nesta seção examinaremos alguns exemplos conhecidos de imersões máximas em

R
3

1
sob uma perspectiva diferente. Mais concretamente, iremos apresentá-los como

soluções para um problema de Björling adequado. As superf́ıcies que iremos mostrar

aqui foram obtidas em [25] através da representação de Enneper-Weierstrass (veja

também [29, 39]). Caracterizaremos estes exemplos nas Seções 3.1 e 3.2.

Inicialmente, mostraremos um caminho para gerar superf́ıcies máximas começando

com uma curva anaĺıtica de tipo espaço.

Lema 2.2 Seja α(s) = (a(s), 0, b(s)) uma curva anaĺıtica de tipo espaço em R
3

1
contida

no plano x1x3. Então existe uma única imersão máxima em R
3

1
que intersecta orto-

gonalmente o plano x1x3 ao longo de α. Esta imersão máxima é dada explicitamente

por

χ(z) =

(

Re a(z), Im

∫ z

s0

√

[a′(w)]2 − [b′(w)]2dw,Re b(z)

)

. (2.7)
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Prova. A aplicação de Gauss ao longo de α de qualquer imersão máxima nas condições

acima é ortogonal a α′ e e2 = (0, 1, 0). Então, revertendo a orientação se necessário,

temos que

V (s) = N(s, 0) =
α′ ∧ e2

|α′ ∧ e2|
,

e do Corolário 2.1 obtemos a existência e a unicidade desejada. Assim, temos

V (s) ∧ α′(s) = −
(

0,
[a′(s)]2 − [b′(s)]2
√

[a′(s)]2 − [b′(s)]2
, 0

)

.

Substituindo na equação (2.1) da representação de Björling segue que

χ(z) = Re

(

α(z) + i

∫ z

s0

V (w) ∧ α′(w)dw

)

=

(

Re a(z),Re

(

−i
∫ z

s0

√

[a′(w)]2 − [b′(w)]2dw

)

,Re b(z)

)

=

(

Re a(z), Im

∫ z

s0

√

[a′(w)]2 − [b′(w)]2dw,Re b(z)

)

.

�

Observação 2.5 Claramente aqui estamos considerando o ramo principal da função

holomorfa raiz quadrada, definida em C \ {z ∈ R : z ≤ 0}. Note que α será uma

geodésica para esta superf́ıcie máxima sempre que ela tiver velocidade constante. Além

disso, a rećıproca é trivialmente satisfeita. Chamaremos qualquer curva deste gênero

de geodésica plana.

Exemplo 2.1 (Catenóide Hiperbólico)

Consideremos a curva de tipo espaço

α(s) = A(s, 0, cos(s− θ)),

com A > 0 e θ ∈ R, definida em (θ − π/2, θ + π/2). Se para esta curva considerarmos

o parâmetro u = s− θ, então pelo Lema 2.2 obtemos uma superf́ıcie máxima que pode

ser parametrizada como

χ(u, v) = A(u+ θ, Im sen(z),Re cos(z))

= A(u+ θ, cos(u)senh(v), cos(u)cosh(v)). (2.8)
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Esta superf́ıcie está definida em Ω = (−π/2, π/2) × R ⊂ C e é denominada catenóide

hiperbólico (veja a Figura 2.1). Para esta superf́ıcie observamos que

χ1(z) = χ1(z̄),

χ2(z) = −χ2(z̄),

χ3(z) = χ3(z̄),

para z = u + iv, isto é, vale o segundo prinćıpio de simetria citado no Teorema 2.3

(Figura 2.2).

Figura 2.1: Figura 2.2:

Observação 2.6 A expressão dada em (2.8) define a mesma superf́ıcie que foi apre-

sentada em (2.3). De fato, fazendo a mudança bi-holomorfa u+ iv ↔ t− is obtemos

χ(t,−s) = A(t+ θ, cos(t)senh(−s), cos(t)cosh(−s))
= A(t+ θ,−cos(t)senh(s), cos(t)cosh(s)).

Em seguida, aplicando à χ(t,−s) uma rotação Euclidiana de 90◦ em torno do eixo de

tipo tempo (0,0,1) encontramos

R
π/2
3
χ(t,−s) = ζ(s, t)

onde

ζ(s, t) = A(senh(s)cos(t), t+ θ, cosh(s)cos(t)),

o que mostra o desejado.
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Exemplo 2.2 (Catenóide Eĺıptico)

Consideremos a curva

α(s) = A(senh(s+ θ), 0, s),

A > 0, θ ∈ R, definida para todo s > −θ. Se escolhermos o parâmetro u = s + θ,

encontramos pelo Lema 2.2 uma superf́ıcie máxima dada por

χ(u, v) = A(Re senh(z), Im cosh(z), u− θ)

= A(senh(u)cos(v), senh(u)sen(v), u− θ),

definida para todo u+ iv com u > 0. Esta superf́ıcie é chamada catenóide eĺıptico (veja

Figura 2.3). Para este exemplo, também verificamos que

χ1(z) = χ1(z̄),

χ2(z) = −χ2(z̄),

χ3(z) = χ3(z̄),

ou seja, vale o segundo prinćıpio de simetria citado no Teorema 2.3, onde uma ilustração

geométrica é apresentada na Figura 2.4.

Figura 2.3: Figura 2.4:

Para o próximo exemplo, afim de simplificarmos os cálculos introduziremos o refe-

rencial canônico nulo de R
3

1
dado por

F =
{

(
√

2/2, 0,
√

2/2), (
√

2/2, 0,−
√

2/2), (0, 1, 0)
}

. (2.9)
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É fácil verificar que se a, b ∈ R
3

1
são dados em coordenadas com respeito à F por

a = (a1, a2, a3), b = (b1, b2, b3), então a ∧ b = (a3b1 − a1b3, a2b3 − a3b2, a1b2 − a2b1) e

〈a, a〉
1

= 2a1a2 + a2

3
.

Consideremos agora uma curva anaĺıtica de tipo espaço α(s) = (α1(s), 0, α3(s)) no

plano x1x3. Com recursos de álgebra linear, se escrevermos

(α1(s), 0, α3(s)) = a(s)

(√
2

2
, 0,

√
2

2

)

+ b(s)

(√
2

2
, 0,−

√
2

2

)

+ c(s)(0, 1, 0),

então após igualarmos os termos correspondentes encontramos

a(s) =

√
2

2
(α1(s) + α3(s)),

b(s) =

√
2

2
(α1(s) − α3(s)), (2.10)

c(s) = 0.

Dessa forma, expressamos α(s) com respeito à F por ᾱ(s) = (a(s), b(s), c(s)), sendo

a(s), b(s) e c(s) dados conforme (2.10).

Então, via uma variação do Lema 2.2, podemos construir a única imersão máxima

em R
3

1
que contém ᾱ como uma geodésica plana, ou seja, visto que e2 = (0, 1, 0) com

respeito à F é dado por ē2 = (0, 0, 1), obtemos

V̄ (s) = N̄(s, 0) =
ᾱ′ ∧ ē2
|ᾱ′ ∧ ē2|

(s)

=
1

√

|〈ᾱ′ ∧ ē2, ᾱ′ ∧ ē2〉1|
(−a′, b′, 0)(s)

=
1

√

|2(−a′)b′|
(−a′, b′, 0)(s)

=
1√
2a′b′

(−a′, b′, 0)(s),

pois como a curva ᾱ(s) é de tipo espaço, temos 〈ᾱ′(s), ᾱ′(s)〉
1

= 2a′(s)b′(s) > 0. Dáı,

V̄ (s) ∧ ᾱ′(s) =
1√
2a′b′

(0, 0,−2a′b′)(s),

e segue da fórmula (2.1) na representação de Björling que esta imersão máxima é dada
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com respeito à F por

χ(s, t) = Re

(

ᾱ(z) + i

∫ z

s0

V̄ (w) ∧ ᾱ′(w)dw

)

=

(

Re a(z),Re b(z),Re

(

−i
∫ z

s0

√

2a′(w)b′(w)dw

))

=

(

Re a(z),Re b(z), Im

∫ z

s0

√

2a′(w)b′(w)dw

)

. (2.11)

Exemplo 2.3 (Catenóide Parabólico)

Seja agora

α(s) = A

(

s+B,
1

6
s3 +

B

2
s2 +

B2

2
s, 0

)

com respeito à estrutura canônica nula de R
3

1
, onde A > 0, B ∈ R e s > −B. Assim α

é uma curva real anaĺıtica de tipo espaço que está contida no plano x1x3. Aplicando

2.11, mostramos que a única imersão máxima em R
3

1
contendo α como uma geodésica

plana é dada em coordenadas com respeito à F por

χ(s, t) = A

(

s+B,−t
2

2
(s+B) +

s3

6
+
B

2
s2 +

B2

2
s, t(s+B)

)

, (2.12)

e está definida sempre que s > −B. Esta superf́ıcie máxima é chamada um catenóide

parabólico (veja Figura 2.5).

Seguindo a ideia dos exemplos anteriores, verificamos que vale o segundo prinćıpio

de simetria citado no Teorema 2.3 (veja Figura 2.6).

Figura 2.5: Figura 2.6:

Observação 2.7 Em [25] o catenóide hiperbólico (respectivamente catenóide eĺıptico,

catenóide parabólico) é chamado o catenóide do segundo tipo (respectivamente catenóide
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do primeiro tipo, superf́ıcie de Enneper do segundo tipo). Os nomes que usamos aqui

são inspirados em [22], onde os grupos a 1-parâmetro de transformações ortogonais de

R
3

1
fixando um eixo l são chamados movimentos hiperbólicos, eĺıpticos ou parabólicos,

de acordo com a caracteŕıstica do eixo ser de tipo espaço, de tipo tempo, ou de tipo

luz.

Também observamos que a expressão para o catenóide parabólico que apresentamos

é um pouco mais complicada que as expressões que aparecem em [25, 29], mas este é o

preço que temos que pagar para uma importante vantagem: a imersão 2.12 é conforme.

Isto não ocorre com as parametrizações usuais do catenóide parabólico.

Exemplo 2.4 (Helicóide do primeiro tipo)

Para este exemplo escolhemos as condições no problema de Björling como

α(s) = (s, 0, 0),

V (s) = − 1√
k2s2 − 1

(0, 1, ks),

onde k > 0 e s > 1/k. Fazendo a mudança de parâmetros dada por ks = cosh(u),

u > 0, então α e V tornam-se

α(u) = ((1/k)cosh(u), 0, 0)

V (u) = − 1

senh(u)
(0, 1, cosh(u)).

Assim,

α(u) + i

∫ z

0

V (w) ∧ α′(w)dw =
1

k
(cosh(u),−isenh(u),−iu).

Seguindo o procedimento descrito no texto precedente ao Corolário 2.1, podemos cons-

truir a solução deste problema de Björling, obtendo

χ(w) =
1

k
(cosh(u)cos(v), cosh(u)sen(v), v), (2.13)

definida para todo w = u + iv com u 6= 0. Chamaremos esta superf́ıcie um helicóide

do primeiro tipo (veja Figura 2.7).

Note que o primeiro prinćıpio de simetria citado no Teorema 2.3 é satisfeito para

esta superf́ıcie, conforme ilustramos na Figura 2.8.
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Figura 2.7: Figura 2.8:

Exemplo 2.5 (Helicóide do segundo tipo)

Agora consideraremos o problema de Björling com as condições α, V , definidas

como

α(s) = (s, 0, 0),

V (s) = − 1√
1 − k2s2

(0, ks, 1),

onde k > 0 e |s| < 1/k. Se desta vez fizermos a mudança de parâmetros ks = sen(u)

encontramos, seguindo as etapas do problema anterior, que

α(u) =
1

k
(sen(u), 0, 0),

V (u) = − 1

cos(u)
(0, sen(u), 1).

Assim,

α(u) + i

∫ u

0

V (w) ∧ α′(w)dw =
1

k
(sen(u),−iu, icos(u)).

A superf́ıcie máxima encontrada destas condições é parametrizada por

χ(w) =
1

k
(sen(u)cosh(v), v, sen(u)senh(v)),

onde χ está definida na faixa aberta −π/2 < Re w < π/2. Esta superf́ıcie é chamada

um helicóide do segundo tipo (veja Figura 2.9).

Para este exemplo vale o primeiro prinćıpio de simetria citado no Teorema 2.3 (veja

Figura 2.10).
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Figura 2.9: Figura 2.10:

Exemplo 2.6 (Superf́ıcie regrada de Cayley)

Desta vez escolhemos

α(s) = (s, 0, 0),

V (s) =
1√

1 + 2ks
(0, ks, 1 + ks),

onde k 6= 0, definida sempre que 1 + 2ks > 0. Considerando a mudança de parâmetro

u2 = 1 + 2ks, u > 0, temos

α(u) =
1

2k
(u2 − 1, 0, 0),

V (u) =
1

2u
(0, u2 − 1, u2 + 1).

Assim, a integral de linha usual é dada por

α(u) + i

∫ u

0

V (w) ∧ α′(w)dw =
1

6k
(3u2 − 3, iu(u2 + 3), iu(u2 − 3)).

Daqui obtemos uma superf́ıcie máxima parametrizada por

χ(u, v) =
1

6k

(

3u2 − 3v2 − 3, v3 − 3u2v − 3v, v3 − 3u2v + 3v
)

,

definida sempre que u > 0. Seguindo [15] chamaremos esta superf́ıcie de superf́ıcie

regrada de Cayley (veja Figura 2.11). Devemos dizer que em [25] a superf́ıcie regrada

de Cayley é chamada a conjugada da superf́ıcie de Enneper do segundo tipo.

Note o primeiro prinćıpio de simetria citado no Teorema 2.3 (veja Figura 2.12).
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Figura 2.11: Figura 2.12:

Observação 2.8 Antes de passarmos para o próximo caṕıtulo, vamos fazer alguns

comentários sobre a nomenclatura dos helicóides aqui mencionados.

Definimos um movimento helicoidal Lorentziano como qualquer grupo não-trivial

a 1-parâmetro de transformações Lorentzianas. Por casos triviais entendemos grupos

de translação pura. O seguinte fato classifica todos tais grupos a 1-parâmetro de

transformações Lorentzianas, justificando tal definição:

A menos de conjugação no grupo de todos os movimentos Lorentzianos, os seguintes

três casos cobrem todos os posśıveis subgrupos não-triviais a 1-parâmetro de movimen-

tos Lorentzianos em R
3

1
:

x 7→ Rs
1
x+ T1,

x 7→ Rs
2
x+ T2,

x 7→ Rs
3
x+ T3,

onde T1 = h(0, s, 0)t, T2 = h( s
3

3
+ s, s

3

3
− s, s2)t e T3 = h(0, 0, s)t, s ∈ R e x ∈ R

3

1
.

Em todos os casos, a parte linear (h = 0) é uma rotação Lorentziana, cujo eixo é de

tipo espaço no primeiro caso, de tipo luz no segundo caso e de tipo tempo no terceiro

caso. Por definição, uma superf́ıcie regrada helicoidal é a órbita de uma reta sob a ação

de um grupo a 1-parâmetro de movimentos helicoidais Lorentzianos.

Portanto, dependendo do caráter causal do eixo, existem três tipos diferentes de

superf́ıcies helicoidais, onde referimos ao helicóide do primeiro tipo (resp. helicóide

do segundo tipo) como o helicóide com eixo de tipo tempo (resp. helicóide com eixo

de tipo espaço). O segundo tipo de movimento helicoidal é chamado de movimento
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helicoidal cúbico.

Afim de não sermos prolixos, omitiremos a demonstração do fato anterior, o que

nos possibilitará um enfoque maior no objetivo principal deste trabalho. No entanto, o

leitor interessado numa justificativa de tal afirmação poderá consultar [15], por exem-

plo.

No próximo caṕıtulo, entre outras coisas classificaremos as supef́ıcies regradas via

um problema de Björling adequado.



Caṕıtulo 3

Teoremas de Classificação

Em contraste com o caso de superf́ıcies mı́nimas no espaço Euclidiano R
3, onde uma

superf́ıcie mı́nima de rotação (respectivamente superf́ıcie mı́nima regrada) é localmente

congruente a um catenóide (respectivamente um helicóide), existem vários tipos de

superf́ıcies máximas de rotação ou regradas no espaço de Lorentz-Minkowski R
3

1
. Neste

caṕıtulo voltaremos nossa atenção a este estudo.

3.1 Superf́ıcies máximas de revolução

Definição 3.1 Uma superf́ıcie de tipo espaço em R
3

1
é uma superf́ıcie de revolução se

ela pode ser obtida pela ação sobre uma curva plana α ⊂ Π do grupo a 1-parâmetro

de movimentos ŕıgidos de R
3

1
que fixa um certo eixo l ⊂ Π tal que α ∩ l = ∅.

É conveniente notarmos que neste caso o plano Π é sempre de tipo tempo, pois a

aplicação normal de Gauss da superf́ıcie ao longo de α, N(α(s)), pertence a Π. Dáı,

toda superf́ıcie de revolução em R
3

1
é congruente a uma superf́ıcie de revolução para

o qual Π é o plano x1x3 e l é o eixo x1 = [(1, 0, 0)], o eixo x3 = [(0, 0, 1)] ou a reta

x1 = x3 = [(1, 0, 1)], dependendo da caracteŕıstica causal de l. Assim, a menos de

movimento ŕıgido de R
3

1
, toda superf́ıcie de revolução em R

3

1
deve ser de um dos três

tipo que especificamos a seguir (veja [22, 29]).
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1. Se l é o eixo x1 e α(s) = (a(s), 0, b(s)), a superf́ıcie é parametrizada por











1 0 0

0 cosh(t) senh(t)

0 senh(t) cosh(t)





















a(s)

0

b(s)











=











a(s)

b(s)senh(t)

b(s)cosh(t)











,

ou seja,

χ(s, t) = (a(s), b(s)senh(t), b(s)cosh(t)). (3.1)

Aqui a condição α ∩ l = ∅ implica que b(s) 6= 0 para todo s.

2. Se l é o eixo x3 e α(s) = (a(s), 0, b(s)), a superf́ıcie é parametrizada por

Rt
3
(a(s), 0, b(s))t = (a(s)cos(t), a(s)sen(t), b(s))t,

isto é,

χ(s, t) = (a(s)cos(t), a(s)sen(t), b(s)). (3.2)

Desta vez α ∩ l = ∅ assegura que a(s) 6= 0 para todo s.

3. Se l = [(1, 0, 1)], uma parametrização da superf́ıcie com respeito à estrutura

canônica nula F de R
3

1
dada em (2.9) é

χ(s, t) = (a(s),−(t2/2)a(s) + b(s), ta(s)). (3.3)

Onde α é escrita em coordenadas com respeito à F como α(s) = (a(s), b(s), 0), e

obtemos de α ∩ l = ∅ que a(s) 6= 0 para todo s.

Além disso, facilmente vemos que em qualquer um destes casos podemos escolher o

parâmetro da curva α de tal modo que a imersão χ(s, t) seja conforme.

Por exemplo, se assumimos que o eixo l é o eixo x1 e a superf́ıcie de revolução é

dada por (3.1), então

〈χs, χs〉1 = [a′(s)]2 − [b′(s)]2 ,

〈χs, χt〉1 = 0,

〈χt, χt〉1 = b2(s),

onde a primeira forma fundamental da superf́ıcie é escrita como

I = |α′(s)|2 ds2 + b2(s)dt2.
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Assim a reparametrização de α(s) dada por

u = u(s) =

∫ s

s0

∣

∣

∣

∣

α′(w)

b(w)

∣

∣

∣

∣

dw

faz a relação

|α′(s)| = |α′(u(s))u′(s)|

= |α′(u(s))| |u′(s)|

= |α′(u(s))| |α′(s)|
|b(u(s))| ,

isto é,

|α′(u)|2 = b2(u)

valer, e assim temos uma parametrização conforme χ(u, t) globalmente definida para a

nossa superf́ıcie de revolução.

Analogamente, se a superf́ıcie de revolução é dada por (3.2), a primeira forma

fundamental da superf́ıcie é expressa como

I = |α′(s)|2 ds2 + a2(s)dt2,

onde desta vez a reparametrização de α(s) dada por

u = u(s) =

∫ s

s0

∣

∣

∣

∣

α′(w)

a(w)

∣

∣

∣

∣

dw

faz a relação

|α′(u)|2 = a2(u)

valer e, consequentemente, temos uma parametrização conforme χ(u, t) globalmente

definida para a nossa superf́ıcie de revolução.

Finalmente, se agora considerarmos a superf́ıcie de revolução dada por (3.3), en-

contramos

I = |α′(s)|2 ds2 + a2(s)dt2,

onde desta vez a reparametrização de α(s) dada por

u = u(s) =

∫ s

s0

∣

∣

∣

∣

α′(w)

a(w)

∣

∣

∣

∣

dw

faz a relação

2a′(u)b′(u) = |α′(u)|2 = a2(u)
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valer e, consequentemente, temos uma parametrização conforme χ(u, t) globalmente

definida para a nossa superf́ıcie de revolução.

Vamos agora classificar as superf́ıcies máximas de revolução em R
3

1
. Inicialmente,

consideremos uma superf́ıcie máxima de revolução do primeiro tipo, isto é, parametri-

zada por uma imersão conforme χ : Ω ⊆ C → R
3

1
dada pela fórmula (3.1). Note que o

plano x1x3 intersecta a superf́ıcie ortogonalmente ao longo da curva α(s) = χ(s, 0) =

(a(s), 0, b(s)). Portanto, N(s, 0)∧α′(s) é colinear com e2 = (0, 1, 0) e segue da equação

(2.7) dada no Lema 2.2 que as extensões holomorfas a(z) e b(z) das funções anaĺıticas

a(s) e b(s) satisfazem, repectivamente,

Re a(z) = a(s) e Re b(z) = b(s)cosh(t).

Note que, sendo χ conforme, podemos escrever z = s+it, onde s, t são os parâmetros

da imersão χ. Dessa forma, as equações de Cauchy-Riemann para a(z) são expressas

como

∂tIm a(z) = ∂sRe a(z),

∂sIm a(z) = −∂tRe a(z).

Substituindo Re a(z) = a(s) nestas equações, conclúımos que a(s) = As+B, onde

A e B são constantes. Analogamente, como Re b(z) = b(s)cosh(t), das equações de

Cauchy-Riemann para b(z) obtemos

∂tIm b(z) = ∂s(b(s)cosh(t)) = b′(s)cosh(t),

∂sIm b(z) = −∂t(b(s)cosh(t)) = −b(s)senh(t).

Derivando em s o resultado da integração em t da primeira equação e, em seguida,

substituindo a expressão resultante na segunda equação, encontramos

b′′(s) + b(s) = 0,

cuja solução é dada por b(s) = C1cos(s)+C2sen(s), para C1 e C2 constantes. Portanto,

a curva α(s) procurada é da forma

α(s) = (As+B, 0, C1cos(s) + C2sen(s)).
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Neste ponto deduzimos da condição |α′(s)|2 = b2(s) que C2

1
+C2

2
= A2, significando

que existe um certo θ ∈ R satisfazendo C1 = Acos(θ) e C2 = Asen(θ). Dáı,

b(s) = C1cos(s) + C2sen(s)

= Acos(θ)cos(s) + Asen(θ)sen(s)

= Acos(s− θ),

para este θ particular. Logo,

α(s) = A(s+B1, 0, cos(s− θ)),

onde compondo, se necessário, com uma simetria com respeito à origem podemos supor

que A > 0, e uma aplicação direta do Lema 2.2 mostra que a superf́ıcie é, a menos

de uma translação na direção do eixo x1, uma pedaço do catenóide hiperbólico, como

visto no Exemplo 2.1.

Agora considere uma superf́ıcie máxima de revolução do segundo tipo, ou seja,

dada por uma imersão conforme χ : Ω ⊆ C → R
3

1
. Com o mesmo procedimento usado

anteriormente, na fórmula (3.2) a função b(s) é linear, b(s) = As + B com A > 0,

enquanto que a(s) = Asenh(s+ θ) para um certo θ ∈ R. Portanto,

α(s) = A(senh(s+ θ), 0, s+B1)

e a superf́ıcie resultante é um pedaço do catenóide eĺıptico dado no Exemplo 2.2.

Para o terceiro e último caso, iniciamos com uma superf́ıcie máxima parametrizada

por uma imersão conforme χ : Ω ⊆ C → R
3

1
do tipo (3.3). Observemos que o plano

x1x2 (isto é, o plano x1x3 com relação à F) intersecta a superf́ıcie ortogonalmente ao

longo de α(s) = χ(s, 0) = (a(s), b(s), 0). Além disso, temos

N(s, 0) ∧ α′(s) =
(a′(s),−b′(s), 0)

|(a′(s),−b′(s), 0)| ∧ (a′(s), b′(s), 0)

=
(a′(s),−b′(s), 0)
√

2a′(s)b′(s)
∧ (a′(s), b′(s), 0)

= (0, 0,±
√

2a′(s)b′(s))

ao longo de α, onde o sinal é dado conforme a(s) seja positivo ou negativo. Logo, a

superf́ıcie admite a representação de Björling

χ(z) =

(

Re a(z),Re b(z),∓Im

∫ z

s0

√

2a′(w)b′(w)dw

)
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com respeito à F e seguindo as notações usuais. Comparando esta fórmula com (3.3)

temos

Re a(z) = a(s) e Re b(z) = −(t2/2)a(s) + b(s).

Novamente, como χ é conforme, z = s+it e por meio das equações de Cauchy-Riemann

encontramos

a(s) = A(s+B) e

b(s) = A

((

1

6

)

s3 +
B

2
s2 + Cs

)

.

Além disso, da condição de conformidade, temos 2a′(s)b′(s) = a2(s), donde obtemos

2C = B2 e aplicando o Lema 2.2, mostramos que a superf́ıcie é um pedaço do catenóide

parabólico, conforme Exemplo 2.3.

Resumindo, escolhendo uma representação de Björling adequada temos provado, de

modo alternativo, o seguinte fato conhecido ( [25, 29]).

Proposição 3.1 As únicas superf́ıcies máximas de revolução em R
3

1
com eixo de tipo

espaço (respectivamente eixo de tipo tempo, eixo de tipo luz) são congruentes a um

pedaço do catenóide hiperbólico (respectivamente catenóide heĺıptico, catenóide parabólico).

3.2 Superf́ıcies máximas regradas

Uma superf́ıcie de tipo espaço em R
3

1
é uma superf́ıcie regrada se ela pode ser vista

como gerada pelo movimento de um segmento ou uma curva no espaço R
3

1
. Precisa-

mente temos:

Definição 3.2 Diz-se que uma superf́ıcie de tipo espaço em R
3

1
é uma superf́ıcie regrada

se ela pode ser expressa como uma aplicação da forma

ψ : D ⊆ R
2 → R

3

1

(s, r) 7→ γ(s) + rν(s),
(3.4)

onde D é um subconjunto aberto de R
2 contendo um certo intervalo I de R, γ : I → R

3

1

é uma curva de tipo espaço sobre a superf́ıcie, chamada curva base (ou diretriz ) e

ν : I → R
3

1
é um campo de vetores unitários de tipo espaço ao longo de γ.
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Exemplo 3.1 Com a definição acima a superf́ıcie regrada de Cayley é, de fato, uma

superf́ıcie regrada de tipo espaço em R
3

1
. Basta considerarmos as expressões de γ e ν

dadas respectivamente por

γ(s) =
1

6k
(3s2 + 3r2 − 3,−2r3,−2r3),

ν(s) =
1

6k
(−6r, 3r2 − 3s2 − 3, 3r2 − 3s2 + 3),

substitúırmos na relação 3.4 e compararmos com a parametrização encontrada no

Exemplo 2.6.

Como no espaço Euclidiano, podemos escolher sobre qualquer superf́ıcie regrada

uma curva base conveniente α(s), s ∈ I, tal que a superf́ıcie regrada possa ser denotada

por χ(s, t) = α(s) + tν(s), onde o novo domı́nio de definição D̂ também contém I e as

relações 〈α′, ν〉
1
≡ 0, 〈α′, α′〉

1
≡ 1 identicamente valem sobre I.

Além disso, se para uma superf́ıcie regrada dada em (3.4) o vetor ν ′ é sempre de

tipo tempo ou, alternativamente, o mesmo é de tipo espaço e não-nulo, podemos supor

a existência de uma curva parametrizada α(s) tal que 〈α′(s), ν ′(s)〉
1

= 0, s ∈ I, e que

o traço de α esteja contido no traço de ψ, isto é,

α(s) = γ(s) + t(s)ν(s), (3.5)

para alguma função a valores reais t = t(s), s ∈ I.

Assim, da equação (3.5) e omitindo o parâmetro s por conveniência obtemos,

α′ = γ′ + t′ν + tν ′;

como 〈ν, ν ′〉
1

= 0,

0 = 〈α′, ν ′〉
1

= 〈γ′, ν ′〉
1
+ t 〈ν ′, ν ′〉

1
,

isto é, t = t(s) é dada por

t(s) = −〈γ′(s), ν ′(s)〉
1

〈ν ′(s), ν ′(s)〉
1

(3.6)

s ∈ I. Logo, definimos α pelas equações (3.5) e (3.6).

Observação 3.1 Chamamos a curva α de linha de estricção da superf́ıcie regrada.
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É importante notar que a curva α não depende da escolha da curva base γ para

a superf́ıcie regrada, pois, para qualquer que seja γ̄ uma outra diretriz de uma tal

superf́ıcie, vale para todo (s, r) ∈ D,

ψ(s, r) = γ(s) + rν(s) = γ̄ + σ(s)ν(s) (3.7)

para alguma função σ = σ(s). Dáı, segue das equações (3.5) e (3.6) que

α− ᾱ = (γ − γ̄) +
〈γ̄′ − γ′, ν ′〉

1

〈ν ′, ν ′〉
1

ν,

onde ᾱ é a linha de estricção correspondendo à curva base γ̄. Por outro lado, da

equação (3.7) temos

γ − γ̄ = (σ − r)ν,

e, portanto,

α− ᾱ =

{

(σ − r) +
〈(r − σ)ν ′, ν ′〉

1

〈ν ′, ν ′〉
1

}

= 0.

Isto conclui nossa afirmação.

Dessa forma, tomaremos a linha de estricção como sendo a curva base da superf́ıcie

regrada e denotaremos a superf́ıcie da seguinte forma

χ(s, t) = α(s) + tν(s),

(s, t) ∈ D̂. Como 〈ν ′, ν〉
1
≡ 0 e 〈ν ′, α′〉

1
≡ 0, conclúımos que α′ ∧ ν = λν ′ para alguma

função λ = λ(s), donde

〈χs ∧ χt, χs ∧ χt〉1 = (λ2 − t2) 〈ν ′, ν ′〉
1
, (3.8)

e observemos que λ :=
〈α′ ∧ ν, ν ′〉

1

〈ν ′, ν ′〉
1

(denominado parâmetro de distribuição da su-

perf́ıcie regrada).

Observação 3.2 Na expressão (3.8), se ν ′ é de tipo espaço então λ2 < t2 e, dessa

forma, t nunca se anula. Assim, α não está sobre a superf́ıcie. Todavia, se ν ′ é de

tipo tempo temos t2 < λ2 e a linha de estricção está sobre a superf́ıcie, uma vez que

podemos fazer t = 0.

Considerando estes resultados, caracterizaremos superf́ıcies máximas regradas em

R
3

1
expondo-as como solução para um certo problema de Björling.
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Teorema 3.1 Qualquer superf́ıcie máxima regrada ψ(s, r) = γ(s) + rν(s) em R
3

1
é

congruente a um pedaço de uma das seguintes superf́ıcies:

(a) um plano de tipo espaço;

(b) um helicóide do primeiro tipo;

(c) um helicóide do segundo tipo;

(d) uma superf́ıcie regrada de Cayley.

Observação 3.3 As superf́ıcies não-planares do teorema acima foram apresentadas

nos Exemplos 2.4, 2.5 e 2.6, respectivamente.

Prova. Inicialmente consideremos o caso no qual ν ′(s0) = 0 para um certo s0 ∈ I.

Então, a aplicação de Gauss

N(s0, r) =
ψs ∧ ψr
|ψs ∧ ψr|

(s0, r)

=
(γ′ ∧ ν)
|γ′ ∧ ν)|(s0)

é constante para todo r, e assim podemos assumir que N(s0, r) = (0, 0, 1). Podemos

também supor que a reta r 7→ ψ(s0, r) está contida no eixo x1. Portanto, a superf́ıcie

regrada obtida da representação de Björling com as condições

β(r) = (β1(r), 0, 0)

V (r) = (0, 0, 1),

descreve um subconjunto do plano x1x2. E a superf́ıcie regrada resultante é congruente

a um pedaço de um plano de tipo espaço, verificando o item (a).

Agora, suponhamos que ν ′(s0) é de tipo luz para algum s0 ∈ I, e expressemos a

superf́ıcie como

χ(s, t) = α(s) + tν(s),

com 〈α′, ν〉
1
≡ 0 e 〈α′, α′〉

1
≡ 1. Então, no ponto (s0, t),

det 〈, 〉
1

= det





〈χs, χs〉1 〈χs, χt〉1
〈χs, χt〉1 〈χs, χs〉1





= det





1 + 2t 〈α′, ν ′〉
1

0

0 1





= 1 + 2t 〈α′, ν ′〉
1
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e, além disso, 〈ν ′ ∧ ν, α′ ∧ ν〉
1
(s0) = −〈α′, ν ′〉

1
(s0). Daqui, denotando 〈α′, ν ′〉

1
(s0) =

c, conclúımos que

N(s0, t) =
(α′ ∧ ν) (s0) + t (ν ′ ∧ ν) (s0)√

1 + 2ct
e N(s0, 0) = (α′ ∧ ν) (s0),

donde obtemos

〈N(s0, t), N(s0, 0)〉
1

=
1√

1 + 2ct
〈(α′ ∧ ν) (s0) + t (ν ′ ∧ ν) (s0), (α

′ ∧ ν) (s0)〉1

=
1√

1 + 2ct
[〈α′ ∧ ν, α′ ∧ ν〉

1
+ t 〈ν ′ ∧ ν, α′ ∧ ν〉

1
]

=
1√

1 + 2ct

[

(〈ν, α′〉
1
)2 − 〈α′, α′〉

1
〈ν, ν〉

1
− tc

]

= − 1 + ct√
1 + 2ct

, (3.9)

Podemos assumir que N(s0, 0) = (0, 0, 1) e que Lt : t 7→ χ(s0, t) parametriza o eixo x1.

Dáı, se N(s0, t) =
1√

1 + 2ct
(x1, x2, x3), então de (3.9) temos que

〈

(x1, x2, x3)√
1 + 2tc

, (0, 0, 1)

〉

1

= − 1 + ct√
1 + 2ct

,

o que implica em x3 = 1 + ct. E como N(s0, t) é ortogonal a Lt, também obtemos

x1 = 0. Por último, 〈N,N〉
1
≡ −1 fornece

−1 = 〈N(s0, t), N(s0, t)〉1
=

x2

2
− (1 + ct)2

1 + 2ct
,

o que nos dá x2 = ct. Logo,

N(s0, t) =
1√

1 + 2ct
(0, ct, 1 + ct)

e Lt é dada por β(t) = (t, 0, 0), novamente compondo se necessário com uma adequada

transformação ortogonal de R
3

1
fixando o eixo x3. Assim, sabemos que nossa superf́ıcie

regrada é a solução para o problema de Björling com as condições

β(t) = (t, 0, 0),

V (t) =
1√

1 + 2ct
(0, ct, 1 + ct),

o que significa que a superf́ıcie é congruente a um pedaço de uma superf́ıcie regrada de

Cayley, onde mostramos (d).
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Agora, assumamos que ν ′(s) é de tipo tempo para todo s ∈ I. Então podemos

escrever a superf́ıcie como χ(s, t) = α(s) + tν(s), onde α a linha de estricção. Se

denotarmos por N(s, t) a aplicação de Gauss da nossa superf́ıcie regrada, por um

cálculo semelhante ao anterior temos da equação (3.8) que

〈N(s0, t), N(s0, 0)〉
1

= − 1√
1 − c2t2

, (3.10)

onde s0 ∈ I, c = 1/λ(s0) e λ é o parâmetro de distribuição. Além disso, podemos supor

novamente que N(s0, 0) = (0, 0, 1) e que a reta Lt : t 7→ χ(s0, t) parametriza o eixo x1.

Então, da equação (3.10) juntamente com a relação 〈N,N〉
1
≡ −1, determinamos

N(s0, t) =
1√

1 − c2t2
(0,±ct, 1)

e compondo, se necessário, com uma transformação ortogonal adequada de R
3

1
que fixa

o eixo x3, podemos assumir que

N(s0, t) =
1√

1 − c2t2
(0, ct, 1)

e que a reta Lt está parametrizada como β(t) = (t, 0, 0). Dáı, conclúımos que nossa

superf́ıcie máxima regrada é a solução para o problema de Björling com as condições

β(t) = (t, 0, 0),

V (t) =
1√

1 − c2t2
(0, ct, 1).

Invertendo orientação obtemos que a superf́ıcie é um pedaço de um helicóide do segundo

tipo, mostrando o item (c).

Para finalizar a classificação, assumiremos que ν ′(s) é de tipo espaço e não-nulo

para todo s ∈ I. Então, podemos expressar a superf́ıcie regrada como

χ(s, t) = α(s) + tν(s),

onde α é a linha de estricção da superf́ıcie. Assim,

〈N(s0, t), N(s0, t0)〉1 =

〈

χs ∧ χt
|χs ∧ χt|

(s0, t),
χs ∧ χt
|χs ∧ χt|

(s0, t0)

〉

1

=

〈

λν ′ + tν ′ ∧ ν√
t2 − λ2

,
λν ′ + t0ν

′ ∧ ν
√

t2
0
− λ2

〉

1

=
λ2 − tt0√

t2 − λ2

√

t2
0
− λ2

, (3.11)
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onde λ é o parâmetro de distribuição em s0 ∈ I e t0 arbitrariamente fixado de tal

modo que (s0, t0) ∈ D̂. Da mesma forma, podemos supor que N(s0, t0) = (0, 0, 1) e

que Lt : t 7→ χ(s0, t) está contida no eixo x1. Então, se N(s0, t) =
1√

1 + 2tc
(y1, y2, y3),

usando (3.11) vemos que

〈

(y1, y2, y3)√
1 + 2tc

, (0, 0, 1)

〉

1

=
λ2 − t0t√

t2 + λ2

√

t2
0
+ λ2

,

ou seja, y3 = − λ2 − t0t√
t2 − λ2

e, como N(s0, t0) é ortogonal a Lt, obtemos y1 = 0. Por outro

lado, sendo 〈N,N〉
1
≡ −1,

−1 = 〈N,N〉
1
(s0, t)

=
1

t2
0
− λ2

(

y2

2
− (−λ2 + t0t)

2

t2 − λ2

)

,

donde y2 =
|λ| (t− t0)√
t2 − λ2

, e conclúımos que

N(s0, t) =
1√

t2 − λ2

√

t2
0
− λ2

(0, |λ| (t0 − t), t0t− λ2) (3.12)

e que Lt está parametrizada por β(t) = (t, 0, 0). Agora, note que t0 =
√

2 |λ| satistaz

t2
0
−λ2 = λ2 > 0 e, consequentemente, (s0, t0) ∈ D̂. Substituindo em (3.12) encontramos

N(s0, t) =
1√

t2 − λ2
(0,

√
2 |λ| − t,

√
2t− |λ|). (3.13)

Finalmente, compondo com a transformação ortogonal de R
3

1
cuja expressão matricial

em coordenadas canônicas é










1 0 0

0 −
√

2 −1

0 −1 −
√

2











,

a fórmula (3.13) pode ser escrita como

N(s0, t) =
−1√
t2 − λ2

(0, |λ| , t),

donde

N(s0, t) =
−1√
c2t2 − 1

(0, 1, ct),
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com c =
1

|λ| . Assim, nossa superf́ıcie é a solução para o problema de Björling com as

condições

β(t) = (t, 0, 0),

V (t) =
−1√
c2t2 − 1

(0, 1, ct).

Isto fornece um pedaço de um helicóide do primeiro tipo, obtendo (b) e finalizando a

prova.

�

Este teorema foi primeiramente provado em [25]. Ele também aparece em [15] como

um caso especial de um teorema mais geral. A abordagem que temos introduzido aqui

fornece dois importantes recursos que não aparecem na prova dada por Kobayashi. Por

um lado, ela revela a importância da caracteŕıstica causal do campo de vetores ν ′ na

classificação. Por outro lado, ela produz parametrizações isotérmicas globais para a

superf́ıcie máxima regrada resultante.

No Exemplo 2.4 da Seção 2.3, resolvemos o problema de Björling com as condições

α(u) = ((1/k)cosh(u), 0, 0),

V (u) = − 1

senh(u)
(0, 1, cosh(u)),

e obtemos a parametrização do helicóide do primeiro tipo dada por

χ(w) =
1

k
(cosh(u)cos(v), cosh(u)sen(v), v),

definida para todo w = u + iv com u 6= 0. A imagem em R
3 desta superf́ıcie é

um pedaço aberto do helicóide clássico mı́nimo, uma vez que podemos observar na

expressão acima que kx3 = arctan(x2/x1). Reciprocamente, vamos verificar que esta

propriedade caracteriza o helicóide.

Para tanto, toda superf́ıcie regrada de tipo espaço pode ser escrita como

ψ : D ⊆ R
2 → R

3

1

(s, t) 7→ α(s) + tn(s)
(3.14)

onde D é um subconjunto aberto de R
2 contendo um certo intervalo I ⊆ R, α : I → R

3

1

é uma curva de tipo espaço parametrizada pelo comprimento de arco e n : I → R
3

1
é
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um campo vetorial normal unitário ao longo de α. Note que n(s) é um campo vetorial

assintótico sobre a superf́ıcie e que α′(s) + tn′(s) é perpendicular a n(s).

Dáı, segue da maximalidade que α′(s) + tn′(s) é uma direção assintótica. Em

particular, pondo t = 0, podemos ver que n(s) é o vetor normal principal a α(s), pois

dá a direção da curvatura. Portanto, temos somente que determinar a curva α(s) e

substitúı-la em (3.14).

Denotando por b(s) o binormal de α(s), temos as fórmulas de Frenet-Serret em R
3

1
:

α′′(s) = k(s)n(s),

b′(s) = τ(s)n(s),

n′(s) = −k(s)α′(s) + τ(s)b(s),

(3.15)

onde k(s) e τ(s) são a curvatura e a torção de α(s), respectivamente. Salvo menção

em contrário, convenientemente omitiremos o parâmetro s e as expressões que serão

apresentadas valerão para todo (s, t) ∈ D.

Portanto,

α′ + tn′ = α′ + t (−kα′ + τb)

= (1 − tk)α′ + tτb,

onde novamente por derivação em s,

α′′ + tn′′ = −tk′α′ + (1 − tk)α′′ + tτ ′b+ tτb′

= −tk′α′ + (1 − tk)kn+ tτ ′b+ tττn

= (k − tk2 + tτ 2)n+ t(−k′α′ + τ ′b)

Como α′ + tn′ é uma direção assintótica, α′′ + tn′′ é tangente à superf́ıcie. Isto é,

t(−k′α′ + τ ′b) é paralelo a (1 − tk)α′ + tτb. Por conseguinte, para todo A ∈ R

t(−k′α′ + τ ′b) = A [(1 − tk)α′ + tτb]

⇔ [−tk′ − A(1 − tk)]α′ + (tτ ′ − Atτ) b = 0.

Sendo α′ e b linearmente independentes,

−tk′ − A(1 − tk) = 0

tτ ′ − Atτ = 0,

onde isolando A nestas relações,

− tk′

1 − tk
=
τ ′

τ
.
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Esta última igualdade é satisfeita se, e só se, τ ′ = k′ = 0, pois se o contrário ocorrece,

k′ iria variar enquanto τ ′ não varia. Logo se uma variasse a outra teria que variar

também, donde segue que k e τ são constantes.

Podemos reescrever as relações dadas em (3.15) como: n =
b′

τ
, b =

n′

τ
+
k

τ
α′ e

α′′ =
k

τ
b′, que por integração em s desta última equação temos

α′ =
k

τ
b+ c0

=
k

τ

(

n′

τ
+
k

τ
α′

)

+ c0,

sendo c0 = cte e, isolando α′,

α′ = − k

k2 − τ 2
n′ + c1,

para c1 = − τ 2

k2 − τ 2
c0 ∈ R. Agora, integrando α′,

α(t) = − k

k2 − τ 2
n+ c1s+ c2,

aqui c2 ∈ R.

Denotando por α̃ = c1s+ c2, podemos escrever

α̃ = α+
k

k2 − τ 2
n, (3.16)

a qual fornece

〈α̃′, α̃′〉
1

= 〈α′, α′〉
1
+ 2

k

k2 − τ 2
〈α′, n′〉

1
+

k2

(k2 − τ 2)2
〈n′, n〉

1
.

No entanto, das identidades 〈α′, α′〉
1

= 1, 〈n′, n′〉
1

= k2 − τ 2 e 〈α′, n′〉
1

= −k, as quais

trivialmente podem ser verificadas, encontramos

〈α̃′, α̃′〉
1

= − τ 2

k2 − τ 2
.

Temos agora que considerar dois casos:

Se |k| > |τ | > 0, a curva dada em (3.16) é de tipo tempo visto que 〈α̃′, α̃′〉
1
< 0. Sem

perda de generalidade, podemos supor que α̃ está contida no eixo x3 = [(0, 0, 1)]. Como

〈α̃′, n〉
1

= 0, temos n(s) = −(cos(ρ(s)), sen(ρ(s)), 0), pois todo vetor ortogonal a um
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eixo tem sua coordenada correspondente nula. Então, escrevendo α̃(s) = (0, 0, β(s)),

de (3.16) obtemos

α =

(

k

k2 − τ 2
cos(ρ),

k

k2 − τ 2
sen(ρ), β

)

.

Calculando α′′ e usando o fato de α′′ = kn, encontramos as seguinte igualdades

− k

k2 − τ 2

[

cos(ρ)(ρ′)2 + sen(ρ)ρ′′
]

= −kcos(ρ)

− k

k2 − τ 2

[

sen(ρ)(ρ′)2 + cos(ρ)ρ′′
]

= −ksen(ρ)

β′′ = 0

o que nos fornece, em termos das derivadas das funções ρ(s) e β(s), as identidades

ρ′′ = 0,

ρ′ =
√
k2 − τ 2,

β′′ = 0,

sendo posśıvel concluir, mediante integração, que ρ(s) = s
√
k2 − τ 2 e β(s) = as, onde

as constantes resultantes de tal ação foram tomadas de modo conveniente. Logo, a

curva α′(s) = (α′
1
(s), α′

2
(s), α′

3
(s)) fica dada por

α′

1
(s) = − k

k2 − τ 2

√
k2 − τ 2 sen

(

s
√
k2 − τ 2

)

,

α′

2
(s) =

k

k2 − τ 2

√
k2 − τ 2 cos

(

s
√
k2 − τ 2

)

,

α′

3
(s) = at,

onde usando a relação 〈α′, α′〉
1

= 1 a constante a fica determinada por a =
τ√

k2 − τ 2
.

Concluindo, a superf́ıcie definida por (3.14) tem coordenadas

ψ1(s, t) =

(

k

k2 − τ 2
− t

)

cos
(

s
√
k2 − τ 2

)

,

ψ2(s, t) =

(

k

k2 − τ 2
− t

)

sen
(

s
√
k2 − τ 2

)

,

ψ3(s, t) =
τt√

k2 − τ 2
,

resultando que ψ(s, t) = (ψ1(s, t), ψ2(s, t), ψ3(s, t)) é congruente a uma parte do helicóide

do primeiro tipo.

Se |τ | > |k| > 0, a curva dada em (3.16) é de tipo espaço visto que 〈α̃′, α̃′〉
1
> 0. Sem

perda de generalidade podemos supor que α̃ está contida no eixo x2 = [(0, 1, 0)]. Como
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〈α̃′, n〉
1

= 0, temos n(s) = −(cosh(ρ(s)), senh(ρ(s)), 0), pois como já o dissemos, todo

vetor ortogonal a um eixo tem sua coordenada correspondente nula. Com argumentos

inteiramente análogos aos anteriores, encontramos a seguinte parametrização para a

superf́ıcie definida em (3.14),

ψ1(s, t) =

(

k

τ 2 − k2
− t

)

cosh
(

t
√
τ 2 − k2

)

,

ψ2(s, t) =
τs√
τ 2 − k2

,

ψ3(s, t) =

(

k

τ 2 − k2
− t

)

senh
(

t
√
τ 2 − k2

)

,

o que mostra que ψ(s, t) = (ψ1(s, t), ψ2(s, t), ψ3(s, t)) é congruente a uma parte do

helicóide do segundo tipo. Em todo caso, segue demonstrada nossa afirmação, isto é,

que

kx3 = arctan(x2/x1),

caracteriza o helicóide.

Observação 3.4 A menos do plano, o helicóide é a única superf́ıcie mı́nima em R
3

possuindo um subconjunto aberto o qual é uma imersão máxima com respeito à métrica

Lorentziana de R
3

1
. Ora, sabemos que qualquer superf́ıcie em R

3 localmente é sempre

o gráfico de

z = f(x, y), (3.17)

onde f é uma função diferenciável definida num subconjunto aberto U ⊂ R
2.

No caso de uma superf́ıcie mı́nima dada por (3.17), a mesma é caracterizada pela

seguinte equação diferencial parcial eĺıptica não-linear

(1 + f 2

x)fyy − 2fxfyfxy + (1 + f 2

y )fxx = 0. (3.18)

No mesmo caminho, uma superf́ıcie de tipo espaço em R
3

1
localmente é sempre o gráfico

de (3.17). E a equação resultante para a superf́ıcie máxima é da forma

(1 − f 2

x)fyy + 2fxfyfxy + (1 − f 2

y )fxx = 0. (3.19)

Agora, suponha que f satisfaça (3.18) e (3.19). Então, por um cálculo simples

obtemos

−f 2

xfyy + 2fxfyfxy − f 2

y fxx = 0. (3.20)
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Pondo X = (x′(t), y′(t)) = (−fy, fx), que é um campo vetorial tangente à {f = constante}
no plano xy, temos

∇XX = (x′′(t), y′′(t))

=

(

d

dt
(−fy),

d

dt
(fx)

)

= (∂x(−fy)x′(t) + ∂y(−fy)y′(t), ∂x(fx)x′(t) + ∂y(fx)y
′(t))

= (−fyx(−fy) − fyyfx, fxx(−fy) + fxyfx)

= (fyfxy − fxfyy, fxfxy − fyfxx) .

Dáı,

det (X ,∇XX ) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−fy fx

fyfxy − fxfyy fxfxy − fyfxx

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= f 2

xfyy − 2fxfyfxy + f 2

y fxx.

Isto, juntamente com (3.20), implica que as curvas integrais de X em R
2 são retas.

Como f é constante sobre cada uma de suas curvas integrais, segue-se que a superf́ıcie

z = f(x, y) é uma superf́ıcie regrada. Agora uma superf́ıcie mı́nima regrada em R
3 é um

plano ou um helicóide. Como estamos excluindo o plano, conclúımos nossa afirmação.



Caṕıtulo 4

Superf́ıcies máximas geradas por

curvas espećıficas

Finalizaremos nosso trabalho construindo novos exemplos de superf́ıcies máximas

via o Lema 2.2 e apresentaremos uma analogia natural destas superf́ıcies máximas com

suas correspondentes Euclidianas.

Ao longo deste último caṕıtulo, Π denotará o plano x1x3, o qual é um plano vetorial

de tipo tempo em R
3

1
.

4.1 Superf́ıcie máxima de Henneberg

Considere sobre Π, seguindo [33], a parábola de Neil

(x3 + 2)2 = 9x2

1
.

Esta equação determina implicitamente uma curva que pode ser parametrizada por

α(s) =

(

2cosh(s) +
2

3
cosh(3s), 0, 2cosh(2s)

)

, (4.1)

ou equivalentemente como

α(s) = 2

(

4

3
cosh3(s), 0, 2cosh2(s) − 1

)

. (4.2)

Usando (4.1) e assumindo que s 6= 0, vemos que α é uma curva anaĺıtica de tipo espaço

e

|α′(s)| = 8cosh(s)senh2(s).
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Aplicando o Lema 2.2 construimos uma superf́ıcie máxima em R
3

1
, a qual por (4.2) é

escrita em coordenadas como

χ1(s, t) = 2Re cosh(z) +
2

3
Re cosh(3z),

χ2(s, t) = Im

∫ z

0

〈α′(w), α′(w)〉
1

2

1
dw,

χ3(s, t) = 2Re cosh(2z),

onde z = s+ it e s > 0. Como

∫ s

0

|α′(w)| dw =
8

3
senh3(s)

=
2

3
senh(3s) − 2senh(s),

obtemos da equação acima que χ é dada em coordenadas por

χ1(s, t) = 2cosh(s)cos(t) +
2

3
cosh(3s)cos(3t),

χ2(s, t) =
2

3
cosh(3s)sen(3t) − 2cosh(s)sen(t),

χ3(s, t) = 2cosh(2s)cos(2t).

Inspirados pela situação Euclidiana chamaremos esta superf́ıcie de superf́ıcie máxima

de Henneberg (veja Figura 4.1).

Observação 4.1 Esta superf́ıcie intersecta ortogonalmente o plano Π ao longo da

curva coordenada t = 0, donde verificamos o segundo prinćıpio de simetria citado no

Teorema 2.3 (veja Figura 4.2). Além disso, devido ao Lema 2.2 a superf́ıcie máxima

de Henneberg é a única imersão máxima em R
3

1
que contém a parábola de Neil como

uma geodésica plana.
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Figura 4.1: Figura 4.2:

4.2 Superf́ıcie máxima de Enneper

Considere sobre Π a parábola

x2

1
=

8

3
x3 −

8

9
.

Esta curva pode ser parametrizada como

γ(s) =
1

3
(4s, 0, 2s2 + 1),

onde claramente vemos que γ é de tipo espaço se s ∈ (−1, 1). Note que, para cada s

podemos construir uma única curva em Π sobre a qual os pontos γ(s) e
(

0, 0,−1

3

)

de

Π são simétricos. Esta curva de simetria é dada pela equação

βs ≡ 2sx1 − (1 + s2)x3 +
1

3
(s4 − 3s2) = 0.

Assim obtemos uma famı́lia a 1-parâmetro de retas de tipo espaço em Π. O envelope

desta famı́lia é uma curva sobre Π cuja velocidade em cada s está na direção especificada

por βs. Além disso, esta curva pode ser obtida da condição βs = 0 = ∂sβ
s, a qual

produz

α(s) =

(

1

3
s3 + s, 0, s2

)

.

Esta é uma curva de tipo espaço sobre Π com |α′(s)| = 1 − s2. Aplicando o Lema 2.2

obtemos uma superf́ıcie máxima χ : D ⊆ C → R
3

1
intersectando Π ortogonalmente ao

longo de α, dada por

χ(s, t) =

(

1

3
s3 − st2 + s,

1

3
t3 − s2t+ t, s2 − t2

)

.
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Mediante a construção que acabamos de fazer, denominamos esta superf́ıcie de su-

perf́ıcie máxima de Enneper (veja Figura 4.3), em analogia com a situação Euclidiana

(veja [33] p. 80).

Observação 4.2 Note que esta superf́ıcie intersecta ortogonalmente o plano Π ao

longo da curva coordenada t = 0, donde verificamos o segundo prinćıpio de simetria

citado no Teorema 2.3 (veja Figura 4.4).

Figura 4.3: Figura 4.4:

4.3 Superf́ıcie máxima de Catalan

Para este exemplo relembramos que a ciclóide em R
2 pode ser descrita como a

órbita da origem quando rolamos o ćırculo unitário centrado em (−1, 0) sobre o eixo y.

Esta curva pode ser vista como uma aplicação a qual associa a cada t ∈ R a imagem

do ponto (1, 0) sobre a rotação em R
2 do ângulo −t composta com a translação (−1, t).

Notemos também que em um plano de Lorentz R
2

1
uma rotação do ângulo t é dada

pela matriz




cosh(t) senh(t)

senh(t) cosh(t)



 .

Fixe o ponto (1, 0, 0) ∈ Π. Então o processo em Π equivalente ao anterior que

descreve a ciclóide em R
2, produz uma curva que pode ser parametrizada como

α(s) = (cosh(s) − 1, 0, s− senh(s)). (4.3)
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Esta curva é de tipo espaço sempre que s > 0. Uma aplicação padrão do Lema 2.2

para α usando a relação geral cosh(θ) = 2cosh2(θ/2)−1 produz uma superf́ıcie máxima

dada por

χ(z) =

(

cosh(s)cos(t) − 1, 4senh
(s

2

)

sen

(

t

2

)

, s− senh(s)cos(t)

)

, (4.4)

onde z = s + it e s > 0. Chamamos esta superf́ıcie de superf́ıcie máxima de Catalan

(veja Figura 4.5), uma vez que a superf́ıcie clássica de Catalan é a única superf́ıcie

mı́nima em R
3 a qual contém a ciclóide como uma geodésica plana (veja [14, 21, 33]).

Observação 4.3 Olhando a construção desta superf́ıcie máxima, vemos facilmente

que ela intersecta ortogonalmente o plano Π ao longo da curva coordenada t = 0,

donde verificamos o segundo prinćıpio de simetria citado no Teorema 2.3 (veja Figura

4.6).

Figura 4.5: Figura 4.6:

4.4 Relação entre superf́ıcies máximas em R
3
1 e mı́nimas

em R
3

Nesta seção, veremos a relação entre as superf́ıcies máximas apresentadas neste

caṕıtulo e suas correspondentes superf́ıcies mı́nimas em R
3.

Para isto, iniciaremos relembrando (veja [35] p. 64) que qualquer superf́ıcie mı́nima

simplesmente conexa Mǫ em R
3 é representada como a parte real de uma curva holo-

morfa fǫ ∈ C
3 que satisfaz condição de isotropia 〈f ′

ǫ, f
′
ǫ〉0 = 0. Aqui 〈, 〉

0
representa o
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produto interno Euclidiano usual em C
3, o qual associa a z, w ∈ C

3 o valor complexo

〈z, w〉
0

= z1w1 + z2w2 + z3w3 com as notações padrão.

Além disso, qualquer superf́ıcie mı́nima simplesmente conexa Mǫ em R
3 também

pode ser representada por um par (µǫ, σǫ), onde µǫ é holomorfa e σǫ é meromorfa. Estas

quantidades (µǫ, σǫ) são chamadas as relações de Enneper-Weierstrass da superf́ıcie, e

são dadas por

µǫ = φǫ
1
− iφǫ

2
e σǫ =

φǫ
3

φǫ
1
− iφǫ

2

,

onde estamos denotando f ′
ǫ = (φǫ

1
, φǫ

2
, φǫ

3
).

Da mesma forma, vamos mostrar que qualquer superf́ıcie máxima simplesmente

conexa M em R
3

1
pode ser expressa como a parte real de uma curva holomorfa f =

(f1, f2, f3) em C
3 tal que

〈f ′, f ′〉
1

= f ′2

1
+ f ′2

2
− f ′2

3
= 0,

|f ′
1
|2 + |f ′

2
|2 − |f ′

3
|2 > 0.

Para tal, mostraremos o seguinte lema (veja [25]).

Lema 4.1 Seja D um domı́nio no plano complexo, σ uma função meromorfa arbitrária

em D e µ uma função anaĺıtica em D tendo a propriedade que em cada ponto onde σ

tem um pólo de ordem m, µ tem um zero de ordem no mı́nimo 2m. Então, as funções

φ1 =
1

2
µ(1 + σ2), φ2 =

i

2
µ(1 − σ2) e φ3 = µσ (4.5)

são anaĺıticas em D e satisfazem a equação

φ2

1
+ φ2

2
− φ2

3
= 0. (4.6)

Reciprocamente, toda tripla de funções anaĺıticas em D satisfazendo (4.6) podem ser

representadas na forma (4.5), exceto para φ1 ≡ −iφ2 e φ3 ≡ 0.

Prova. Note que

φ2

1
+ φ2

2
− φ2

3
=

[

1

2
µ(1 + σ2)

]2

+

[

i

2
µ(1 − σ2)

]2

− (µσ)2

=
1

4
µ2(2σ2 + 2σ2) − µ2σ2

= 0,
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isto é, as funções (4.5) satisfazem (4.6). Reciprocamente, dada qualquer solução de

(4.6), definimos

µ := φ1 + iφ2 e σ :=
φ3

φ1 + iφ2

. (4.7)

Se escrevermos (4.6) na forma

(φ1 − iφ2)(φ1 + iφ2) = φ2

3
, (4.8)

encontramos

φ1 − iφ2 =
φ2

3

φ1 + iφ2

= (φ1 + iφ2)
φ3

(φ1 + iφ2)

φ3

(φ1 + iφ2)

= µσ2. (4.9)

Combinando (4.7) e (4.9) obtemos


















φ1 + iφ2 = µ

φ1 − iφ2 = µσ2

φ3 = µσ

,

cuja solução é dada por (4.5).

A condição relativa aos zeros de µ e aos pólos de σ devem valer pois, caso contrário,

pela equação (4.9), φ1 − iφ2 deixaria de ser anaĺıtica. Esta representação pode falhar

somente se o denominador na expressão para σ em (4.7) for identicamente nula. Neste

caso temos por (4.8) que φ3 ≡ 0, o qual é o caso excepcional mencionado.

�

Observação 4.4 Uma função definida num conjunto aberto e conexo D é meromorfa

se ela é anaĺıtica em todo D, exceto nos pólos. De outro modo, as singularidades de

uma função meromorfa são somente pólos.

Com o Lema 4.1, mostraremos o afirmado demonstrando o seguinte resultado

(ver [25]).

Lema 4.2 Toda superf́ıcie máxima simplesmente conexa em R
3

1
pode ser representada

na forma

χk(z) = Re

∫ z

0

φk(w)dw, (4.10)



4.4 Relação entre superf́ıcies máximas em R
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onde 1 ≤ k ≤ 3 e as φk′s estão definidas por (4.5), as funções µ e σ tendo as pro-

priedades citadas no Lema 4.1, o domı́nio D sendo o disco unitário ou o plano inteiro,

e a integral sendo tomada ao longo de um caminho arbitrário da origem ao ponto z.

A superf́ıcie será regular se, e somente se, µ satisfaz a propriedade adicional que ela

se anula somente nos pólos de σ, e a ordem de seus zeros em tal ponto é exatamente

duas vezes a ordem do pólo de σ.

Prova. Para tanto, como a superf́ıcie máxima é simplesmente conexa, pela Observação

1.9 a mesma pode ser representada na forma χ : D ⊆ C → R
3

1
, ondeD é o disco unitário

ou o plano, e as coordenadas χk são harmônicas, 1 ≤ k ≤ 3. Se definirmos

f ′

k(z) := φk(z) = ∂zχk(z) =
1

2
(∂sχk − i∂tχk)(z),

onde z = s + it, então estas funções serão anaĺıticas e (4.10) vale (a integral sendo

independente do caminho). Se z0 é um ponto onde σ tem um pólo de ordem m, então

de (4.5) vemos que µ deve ter um zero de ordem exatamente 2m em z0, a fim de termos

a condição

|f ′

1
|2 + |f ′

2
|2 − |f ′

3
|2 > 0

satisfeita e cada φk holomorfa, 1 ≤ k ≤ 3.

�

Observação 4.5 Substituindo (4.5) em (4.10), encontramos

χ1(z) = Re

∫ z

0

1

2
µ(1 + σ2)dw,

χ2(z) = Re

∫ z

0

i

2
µ(1 − σ2)dw,

χ3(z) = Re

∫ z

0

µσdw,

que são chamadas de fórmulas de representação de Weiertrass da superf́ıcie máxima. E

as expressões de µ e σ dadas em (4.7), são chamadas de relações de Enneper-Weierstrass

da superf́ıcie máxima.

Mostraremos agora, um caminho natural de associar a cada superf́ıcie máxima em

R
3

1
uma superf́ıcie mı́nima em R

3. Sejam Q1,Q2 ⊂ C
3 quádricas complexas de C

3
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dadas por

Q1 ≡ Z2

1
+ Z2

2
− Z2

3
= 0,

Q2 ≡ Z2

1
+ Z2

2
+ Z2

3
= 0.

Definimos a aplicação linear

Ψ : C
3 → C

3

(Z1, Z2, Z3) 7→ (iZ1, iZ2, Z3),

que é obviamente uma bijeção entre Q1 e Q2. Desta maneira podemos associar cada

superf́ıcie máxima M em R
3

1
representada pela curva holomorfa f = (f1, f2, f3) a uma

superf́ıcie mı́nima Mǫ em R
3, a qual é representada por fǫ = Ψ(f) = (if1, if2, f3).

Note que f ′
ǫ = Ψ(f ′), e consequentemente Mǫ é de fato uma superf́ıcie mı́nima em R

3.

Dizemos que M é Ψ − relacionada a Mǫ.

Existe um primeiro fato interessante que segue deste conceito. Se M é uma su-

perf́ıcie máxima em R
3

1
e Mǫ é uma superf́ıcie mı́nima em R

3, a menos de translação

em R
3 vemos que M é Ψ − relacionada à Mǫ se, e somente se, (µ, σ) = (µǫ, σǫ). Com

efeito,

M é Ψ − relacionada à Mǫ ⇔ f ′
ǫ = Ψ(f ′)

⇔ (φǫ
1
, φǫ

2
, φǫ

3
) = (iφ1, iφ2, φ3)

⇔ φǫ
1

= iφ1, φ
ǫ
2

= iφ2 e φǫ
3

= φ3

⇔ (µǫ, σǫ) = (µ, σ)

Com tudo isto existe um fato sobre as superf́ıcies máximas que temos introduzido

neste caṕıtulo: a superf́ıcie máxima de Henneberg (respectivamente superf́ıcie máxima

de Enneper) é Ψ−relacionada a superf́ıcie clássica de Henneberg (respectivamente su-

perf́ıcie de Enneper), e assim elas tem a mesma representação de Enneper-Weierstrass.

De fato, para a superf́ıcie máxima de Henneberg temos

f1 = 2cosh(z) +
2

3
cosh(3z),

f2 = −i
(

2

3
senh(3z) − 2senh(z)

)

,

f3 = 2cosh(2z),
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e para a superf́ıcie clássica de Henneberg (veja [33] p. 144)

f 1

ǫ = 2senh(z) − 2

3
senh(3z),

f 2

ǫ = −i
(

2

3
cosh(3z) + 2cosh(z)

)

,

f 3

ǫ = 2cosh(2z).

Agora, note que

if ′

1
= i(2senh(z) + 2senh(3z)),

if ′

2
= 2cosh(3z) − 2cosh(z),

f ′

3
= 4senh(2z).

Após uma rotação de −90o no plano de tipo espaço x1x2 obtemos

R
−π/2
3

(if ′

1
, if ′

2
, f ′

3
)
t
=
(

(f 1

ǫ )
′, (f 2

ǫ )
′, (f 3

ǫ )
′
)t
,

isto é, a superf́ıcie máxima de Henneberg é Ψ − relacionada a superf́ıcie clássica de

Henneberg, visto que a expressão acima equivale a f ′
ǫ = Ψ(f ′) (veja Figuras 4.7 e 4.8).

Figura 4.7: Superf́ıcie

máxima de Henneberg em R
3

1
.

Figura 4.8: Superf́ıcie

mı́nima de Henneberg em R
3.

Da mesma forma, a superf́ıcie máxima de Enneper é determinada por

f =

(

1

3
z3 + z, i

(

1

3
z3 − z

)

, z2

)

,

e temos (ver [14] p. 145) que para a superf́ıcie mı́nima de Enneper

fǫ =

(

z − 1

3
z3, i

(

z +
1

3
z3

)

, z2

)

.
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Então, após uma rotação de 90o no plano de tipo espaço x1x2 obtemos

R
π/2
3

(if ′

1
, if ′

2
, f ′

3
)
t
=
(

(f 1

ǫ )
′, (f 2

ǫ )
′, (f 3

ǫ )
′
)t
,

isto é, a superf́ıcie máxima de Enneper é Ψ − relacionada a superf́ıcie clássica de

Enneper, visto que a expressão acima equivale a f ′
ǫ = Ψ(f ′) (veja Figuras 4.9 e 4.10).

Figura 4.9: Superf́ıcie

máxima de Enneper em R
3

1
.

Figura 4.10: Superf́ıcie

mı́nima de Enneper em R
3.

Com relação a superf́ıcie máxima de Catalan a situação muda, mas entretanto

podemos mostrar um caminho natural de relacioná-la à sua correspondente Euclidiana.

Para isto, definimos a aplicação linear

Ψ∗ : C
3 → C

3

(φ1, φ2, φ3) 7→ (φ1, φ2, iφ3),

que também é uma bijeção de Q1 para Q2. Então Ψ∗ associa a cada superf́ıcie máxima

M em R
3

1
uma superf́ıcie mı́nima Mǫ em R

3. Dizemos que M é Ψ∗− relacionada a Mǫ.

Como para a superf́ıcie máxima de Catalan temos

f =
(

cosh(z) − 1,−4icosh
(z

2

)

, z − senh(z)
)

,

e para a superf́ıcie de Catalan em R
3 vale (veja [14] p. 173)

fǫ =
(

1 − cos(z), 4icos
(z

2

)

, z + sen(z)
)

,

após fazermos na expressão anterior a mudança w = iz mostramos que a superf́ıcie

máxima de Catalan é Ψ∗ − relacionada à superf́ıcie clássica de Catalan (veja Figuras

4.11 e 4.12).
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Figura 4.11: Superf́ıcie

máxima de Catalan em R
3

1
.

Figura 4.12: Superf́ıcie

mı́nima de Catalan em R
3.

Neste ponto podemos resumir os resultados da presente seção em um caminho

alternativo. Consideremos, por exemplo, a superf́ıcie clássica de Henneberg. Uma

questão natural que aparece no contexto de nosso trabalho é a seguinte: qual superf́ıcie

máxima em R
3

1
desempenha o mesmo papel que a superf́ıcie de Henneberg desempenha

no espaço Euclidiano? Um primeiro candidato natural para resolver esta questão é a

superf́ıcie máxima em R
3

1
cujas relações de Enneper-Weierstrass são as mesmas relações

da superf́ıcie de Henneberg. Neste caso, mostramos que esta superf́ıcie máxima é

Ψ−relacionada à superf́ıcie de Henneberg. Onde aqui, os cálculos da Seção 4.1 revelam

que esta canditada e sua correspondente Euclidiana têm uma importante caracteŕıstica

própria: elas contém a parábola de Neil como uma geodésica plana. Resumindo, nesta

seção estamos usando nosso estudo sobre o problema de Björling para confirmar que

nossa primeira candidata natural para resolver a questão acima é atualmente a melhor

escolha.

O mesmo ocorre com a superf́ıcie de Enneper. Contudo, para a superf́ıcie de Catalan

a situação não é tão clara à primeira vista. Portanto, para finalizar mostraremos uma

importante propriedade que a superf́ıcie máxima de Catalan tem com sua análoga

Euclidiana. Seja s0 > 0 e considere a isometria de R
3

1
dada por











X1

X2

X3











=











cosh(s0) 0 senh(s0)

0 1 0

senh(s0) 0 cosh(s0)





















x1

x2

x3











−











1 − cosh(s0) + s0senh(s0)

0

s0cosh(s0) − senh(s0)











.

Com respeito a esse novo sistema de coordenadas ortogonais em R
3

1
mostramos que

a curva coordenada χ(s0, t) da superf́ıcie máxima de Catalan dada em (4.4) é escrita
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como

χ(s0, t) =

(

cos(t) − 1, 4senh
(s0

2

)

sen

(

t

2

)

, 0

)

.

Assim ela é uma parábola no plano de tipo espaço X1X2, uma vez que ela satisfaz

X2

2
= −8senh2

(s0

2

)

X1.

Assim deduzimos que cada curva coordenada com s fixado sobre a superf́ıcie máxima de

Catalan é uma parábola em um plano de tipo espaço cujo vértice está situado na curva

ciclóide (4.3). Isto imita a situação no espaço Euclidiano para a superf́ıcie mı́nima de

Catalan (veja [33]).



Apêndice A

Teoremas de Bernstein e

Calabi-Bernstein: uma dualidade

entre a equação das superf́ıcies

mı́nimas e a equação das superf́ıcies

máximas.

Baseado em [5], mostraremos como o teorema clássico de Bernstein sobre superf́ıcies

mı́nimas no espaço Euclidiano R
3 pode ser visto como uma consequência do teorema

de Calabi-Bernstein sobre superf́ıcies máximas no espaço de Lorentz-Minkowski R
3

1
(e

vice-versa). Isto segue de uma simples mas elegante dualidade entre as soluções de suas

correspondentes equações diferenciais.

Começaremos recordando que um superf́ıcie mı́nima no espaço Euclidiano é uma

superf́ıcie com curvatura média nula. Bernstein (1915-1917) provou que os planos são

as únicas mı́nimas inteiras do tipo gráfico em R
3.

Teorema A.1 (Teorema de Bernstein) As únicas soluções inteiras para a equação das

superf́ıcies mı́nimas

Div





Df
√

1 + |Df |2



 = 0
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são funções afins.

Por outro lado, Calabi (1970) obteve a correspondente versão do teorema de Berns-

tein no caso de superf́ıcies máximas.

Teorema A.2 (Teorema de Calabi-Bernstein) As únicas soluções inteiras para a equação

das superf́ıcies máximas

Div





Dg
√

1 − |Dg|2



 = 0,

|Dg|2 < 1,

são funções afins.

Observação A.1 A condição |Dg|2 < 1 no Teorema A.2 significa precisamente que o

gráfico definido por g é de tipo espaço.

Nosso objetivo é, então, provar a seguinte dualidade entre as soluções das equações

diferenciais parciais dadas nos Teoremas (A.1) e (A.2).

Teorema A.3 Seja Ω ⊂ R
2 um domı́nio simplesmente conexo. Existe uma solução

não-afim de classe C2 para a equação das superf́ıcies mı́nimas sobre Ω

Div





Df
√

1 + |Df |2



 = 0 (A.1)

se, e somente se, existe uma solução não-afim de classe C2 para a equação das su-

perf́ıcies máximas sobre Ω

Div





Dg
√

1 − |Dg|2



 = 0, (A.2)

|Dg|2 < 1.

Prova. Assumamos que f seja uma solução não-afim da equação dada em (A.1) sobre o

domı́nio Ω. Dado um campo vetorial X sobre R
2, sejam J uma rotação positiva de um

ângulo π/2 no plano e wJX uma 1-forma sobre R
2 a qual é metricamente equivalente

ao campo JX, isto é, wJX satisfaz

wJX(Y ) = 〈JX, Y 〉
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para todo campo vetorial Y sobre R
2. Então,

(DivX)dx1 ∧ dx2 = dwJX .

Com efeito, seja X um campo de vetores em R
2 dado por

X : R
2 → R

2

p 7→
∑

k

ak(p)ek,

onde R
2 ∋ (x1, x2) = p

ak7→ ak(p) ∈ R, 1 ≤ k ≤ 2, são funções diferenciáveis e {e1, e2} é

a base canônica do R
2. Denotando por J = (cjk)2×2

, podemos escrever a 1-forma wJX

como

wJX : R
2 →

[

(R2)p

]∗

p 7→ wJX(p) : R
2 → R

Y 7→
〈

∑

j,k

ak(p)cjkej, Y

〉

.

Ora, como wJX é uma 1-forma então wJX =
∑

i

λidxi, sendo que os λi′s ficam

determinados por

λi = wJX(p)ei

=

〈

∑

j,k

ak(p)cjkej, ei

〉

=
∑

j,k

ak(p)cjk 〈ej, ei〉

=
∑

k

ak(p)cik,

∀ 1 ≤ i, k ≤ 2. Logo,

wJX(p) =
∑

i,k

ak(p)cikdxi.

Omitindo por conveniência o parâmetro p, a derivada exterior desta última relação
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fornece

dwJX =
∑

i,k

cikdak ∧ dxi

=
∑

i,k

cik (∂x1
akdx1 + ∂x2

akdx2) ∧ dxi

=
∑

i,k

cik (∂x1
akdx1 ∧ dxi + ∂x2

akdx2 ∧ dxi)

=
∑

k

(c1k∂x2
akdx2 ∧ dx1 + c2k∂x1

akdx1 ∧ dx2)

=
∑

k

(−c1k∂x2
ak + c2k∂x1

ak) dx1 ∧ dx2

= (∂x1
a1 + ∂x2

a2) dx1 ∧ dx2

= (DivX)dx1 ∧ dx2,

como queŕıamos demonstrar.

Agora, se U é o campo sobre Ω dado por

U =





Df
√

1 + |Df |2



 ,

então a equação (A.1) é equivalente ao fato que wJU é fechado sobre Ω, pois

dwJU = (DivU)dx1 ∧ dx2

= 0.

Então, como o domı́nio Ω é simplesmente conexo, podemos escrever

J





Df
√

1 + |Df |2



 = Dg (A.3)

para uma certa função g de classe C2 sobre Ω. Como J é uma isometria, segue-se que

|Dg|2 =
|Df |2

1 + |Df |2
< 1, (A.4)

e também

−1 + |Dg|2 = −1 +
|Df |2

1 + |Df |2

=
−1

1 + |Df |2
,
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isto é,

1 + |Df |2 =
1

1 − |Dg|2
. (A.5)

De (A.4), vemos que g satisfaz a condição de tipo espaço. Além disso, usando o

fato de J2 = −Id, obtemos de (A.3) e (A.5) que

J





Dg
√

1 − |Dg|2



 = J(Dg)

√

1 + |Df |2 = D(−f),

e assim (A.2) segue sobre Ω.

Se g for afim, então Dg é um vetor constante e, consequentemente, |Dg|2 ≡ cte. E

então segue de (A.5) que |Df |2 é uma constante também. Dáı, temos de (A.3) que Df

é um vetor constante, contradizendo o fato de termos assumido que f é não-afim.

Um argumento muito semelhante, iniciando com uma solução não-afim da equação

(A.2) sobre Ω com |Dg| < 1, produz uma solução não-afim da equação (A.1) sobre Ω.

�

Em particular, quando Ω é todo o plano R
2 obtemos o seguinte:

Corolário A.1 Existe uma solução inteira não-afim de classe C2 para a equação das

superf́ıcies mı́nimas

Div





Df
√

1 + |Df |2



 = 0

sobre R
2 se, e somente se, existe uma solução inteira não-afim de classe C2 para a

equação das superf́ıcies máximas

Div





Dg
√

1 − |Dg|2



 = 0,

|Dg|2 < 1,

sobre R
2.
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[6] ALÍAS, L. J., CHAVES, R. M. B. and MIRA, P. Björling problem for maximal

surfaces in Lorentz-Minkowski space. Math. Proc. Camb. Phil. Soc. (2003), 289-

316.

[7] ASPERTI, A., VILHENA, J. M. Björling problem for spacelike, zero mean curva-

ture surfaces in L
4. J. Geom. Phys. 56, n. 2 (2006), 196-213.

[8] BARBOSA, J. L. Minimal Surfaces in R
3. Lecture Notes in Mathematics 1195

Springer-Verlag (1986).
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[27] LÓPEZ, F. J., LÓPEZ, R. and SOUAM, R. Maximal surfaces of Riemann type in

Lorentz-Minkowski space L
3. Michigan Math. J. 47 (2000), 469-497.

[28] MARSDEN, J. E. and TIPLER, F. J. Maximal hypersurfaces and foliations of

constant mean curvature in general relativity. Phys. Rep. 66 (1980), 109-139.

[29] McNERTNEY, L. V. One parameter families of surfaces with constant curvature

in Lorentz 3-space. Ph. D. Thesis, Brown University (1980).

[30] MERCURI, F. and ONNIS, I. On the Björling problem in a three-dimensional Lie

group. Illinois J. Math. 53 (2009), 431-440.

[31] MIRA, P. and PASTOR, J. A. Helicoidal Maximal Surfaces in Lorentz-Minkowski

Space. Monatsh. Math. 140 (2003), 315-334.

[32] NABER, L. G. The Geometry of Minkowski Spacetime: An Introdution to the

Mathematics of the Special Theory of Relativity Springer-Verlag, New York, Inc.

(1992).
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