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Resumo

Nesta dissertacdo estudamos o emaranhamento em alguns sistemas fundamentais da
Fisica, como um a4tomo no espaco livre realizando emissao espontanea e em osciladores
harmonicos acoplados. Para o estudo do emaranhamento na emissdo espontanea no
espago livre, utilizamos a teoria de Weisskopf-Wigner que nos permitiu obter a evo-
lugdo temporal, tanto do estado do atomo, quanto do estado do campo. Para o caso
de emaranhamento bipartido entre os modos do campo apds a emissdo espontanea,
mostramos que os modos podem ficar altamente emaranhados e que as caracteristicas
desse emaranhamento dependem fortemente de como sdo realizadas as parti¢des. Para
o emaranhamento entre o 4tomo e o campo durante a emissdo espontanea, pudemos
relacionar o emaranhamento com uma quantidade Fisica bastante conhecida, o tempo
de vida do dtomo no seu estado excitado. Ainda com o intuito de estudar sistemas
fisicos simples, mas de relevancia na Fisica, utilizamos, em um segundo trabalho, uma
cadeia de osciladores harménicos acoplados. J4 era bem conhecido dos pesquisadores
na drea de informac¢do quantica que uma cadeia linear de osciladores acoplados, na
aproximacdo de onda girante e preparados em estados classicos, ndo cria emaranha-
mento. Assim, utilizamos dois osciladores de referéncia em estados comprimidos para
permitir a criagdo de emaranhamento. Encontramos resultados a respeito da relacdo
das fases dos osciladores de referéncia e a dindmica do emaranhamento na cadeia para
algumas configuracdes de acoplamentos. Mostramos que nem sempre a compressao
dos estados comprimidos favorece a criacdo de emaranhamento e que na configuracgdo
utilizada por nds é possivel localizar o emaranhamento. N6s propusemos uma possivel

implementacdo de nossos estudos em sistemas microeletromecanicos acoplados.

Palavras-chave: Emaranhamento, Emissdo Espontanea, Oscilador Harmonico Acoplado,
Sistema Microeletromecénico.
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Abstract

In this dissertation, we studied entanglement in some fundamental systems of physics,
such as an excited atom in free-space spontaneously decaying and coupled harmonic
oscillators. In order to study entanglement in spontaneous emission in free-space, we
employed the Weisskopf-Wigner theory which allowed us to obtain the time evolution
of both the atom and field states. In the case of bipartite entanglement among field
modes after spontaneous emission, we showed that the modes can become highly
entangled and that the features of this entanglement strongly depend on the way the
partitions are made. For the entanglement between atom and field during spontaneous
emission, we were able to relate entanglement to a well known physical quantity
namely the lifetime of an atom in a excited state. Keeping in mind the intention
to study simple but relevant physical systems, we used in the second work a chain
of coupled harmonic oscillators. It was well-known among researchers in the field
of quantum information that a linear chain of coupled oscillators in the rotating wave
approximation and prepared in classical states would never create entanglement. Then,
we used two reference oscillators prepared in squeezed states to make creation of
entanglement possible. We found results concerning the relationship between the
phases in the reference oscillators’ state and dynamics of entanglement in the chain for
some coupling configurations. We showed that it is not always true that squeezing can
favor entanglement creation and that with the configuration used by us it is possible
to localize entanglement. We proposed a possible implementation of our results in

coupled microelectromechanical systems.

Keywords: Entanglement, Spontaneous Emission, Coupled Harmonic Oscillator, Microelectro-
mechanical System.
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Introducao

A mecanica quantica teve seu inicio em 1900 com o trabalho de Planck sobre a radia¢do de
corpo negro. Mas seu desenvolvimento estrutural ocorreu por cerca de 30 anos com os trabalhos
de Einstein, de Broglie, Schrodinger, Bohr, Sommerfeld, Heisenberg, Pauli, Dirac, entre outros
[1,2].

Em 1935 Einstein, Podolski e Rosen (EPR) [3] apresentaram um trabalho em que conside-
ravam a mecanica quantica uma teoria incompleta. Segundo os autores, uma teoria completa
deveria contemplar o que eles definiram como elementos de realidade. Um elemento de reali-
dade seria, ainda segundo os autores, qualquer grandeza fisica que pudesse ser definida antes
que uma medida fosse feita. Passaram-se muitos anos de discussdes e debates qualitativos em
torno da duvida se a mecéanica quantica era uma teoria completa ou ndo. Nesses anos surgiram
teorias de varidveis ocultas que tentavam acabar com a interpretagao probabilistica da mecanica
quantica [4, 5].

Na década de 60, Bell [6] publicou um trabalho em que deduziu uma desigualdade, a qual
qualquer teoria local de varidveis ocultas deveria obedecer, e que poderia ser testada experimen-
talmente. Os primeiros experimentos para testar a desigualdade de Bell resultaram na violagao
dessa [7, 8, 9], derrubando a idéia classica de realidade, ou seja, algo ja estar definido antes
da medida, ajudando na firmagdo da mecanica quantica como uma teoria completa. Contudo,
ainda existem certos aspectos desses experimentos ( deficiéncia dos detectores, etc.) que faz
com que a possibilidade de teorias de varidveis ocultas ndo tenha ainda sido completamente
eliminada [10, 11]. Tais deficiéncias sdo comumente chamadas "Loopholes"[12].

Por trds do argumento EPR, encontra-se uma propriedade quantica, ligada as correlagdes
(relagdes entre duas variaveis) ndo-locais dos resultados das medidas, denominada emaranha-
mento. Muitos pesquisadores em vez de persistirem nessa discussdo, da natureza ser local ou

nao-local, partiram para a seguinte questdo: O emaranhamento pode ser 1til?



Emaranhamento é uma correlagdo quantica entre grandezas fisicas (polarizagado, spin, po-
sigdo, momento, etc.) de dois ou mais sistemas quanticos (f6tons, ions, elétrons, moléculas,
etc.). Um aspecto fundamental do emaranhamento é que embora possamos ter completo co-
nhecimento de um sistema composto, teremos menor conhecimento sobre seus subsistemas.
Essa relagdo do emaranhamento com a informagéo foi formalizada através da entropia de von
Neumann [13].

O emaranhamento é estudado e utilizado em diversos ramos de pesquisa, como por exem-
plo: criptografia quantica [14], computagdo quantica [15], 6ptica quéntica [16], transi¢do de fase
quantica [17], fisica da matéria condensada [18], entre outros. Nesta dissertacdo, estudamos
essa propriedade, exclusivamente do dmbito da mecanica quéntica, no processo de emissado
espontanea e em um sistema de osciladores harmonicos.

Emissao espontanea é um fendmeno natural em que &tomos ou moléculas no estado excitado
emitem fétons ao passar para um estado de menor energia. Esse processo é essencial em
muitas aplicag¢des tais como tubos de fluorescéncia, lasers, etc [19]. A emissdo espontanea ja
foi muito estudada sob diversos aspectos, tais como seu controle [20], sua inibigdo [21], sua
ocorréncia em cristais fotdnicos [22] ou cavidades [23], entre outros. Estudamos a emissio
espontanea no espago livre do ponto de vista do emaranhamento, buscando alguma relagado
deste com a conhecida constante de decaimento e também estudando o emaranhamento entre
os modos do campo. Esse é um estudo de fundamentos da Fisica, em que visamos compreender
melhor a relagdo de um fendmeno bastante conhecido, emissdo espontanea, com o fendmeno
do emaranhamento.

Em nosso estudo do emaranhamento na emissdo espontanea observamos que o tempo
necessario para o 4tomo e o campo se emaranharem maximamente é equivalente ao tempo
médio de vida do 4&tomo no seu estado excitado, ou seja, hd uma relagdo entre o emaranhamento
e a constante de decaimento atdomica. Analisamos também o emaranhamento entre grupos de
modos do campo eletromagnético separados em duas partigdes apds a emissao espontanea
e observamos que o emaranhamento entre grupos de modos das duas parti¢des dependem
do tamanho das parti¢des e também possui uma forte dependéncia com a dissonancia com a
frequéncia do atomo.

Um oscilador harmonico representa qualquer sistema que oscila periodicamente em torno

de uma posicdo de equilibrio (pequenas amplitudes). Muitos sistemas fisicos podem ser mo-



delados por um oscilador harménico como 0 movimento de 4tomos em redes cristalinas, pén-
dulo, uma massa presa numa extremidade de uma mola, campo eletromagnético, entre outros.
Muitos pesquisadores ja estudaram emaranhamento em cadeias de osciladores harmonicos
[24, 25, 26, 27, 28]. Nessa dissertacdo, estudamos a dindmica do emaranhamento em uma
cadeia de osciladores harmonicos acoplados, utilizando uma configuragao de anel central com-
posto de quatro osciladores, ao qual sdo acopladas duas cadeias de osciladores. Verificamos a
relacdo dos parametros dos estados dos osciladores do anel com a criagdo de emaranhamento.

Com essa configuragao, obtemos que o emaranhamento entre o primeiro e o tiltimo oscilador
da cadeia pode ser zero para uma ampla faixa de valores do dngulo relativo de compressdo de
osciladores no anel central no estado comprimido. Nessa faixa de angulos o emaranhamento
permanece localizado apenas no anel central e ndo se propaga pela cadeia. Verificamos que a
largura da faixa de dngulos de compresséo relativo, proibindo a geracdo de emaranhamento
na cadeia, depende da magnitude do parametro de compressdo dos estados comprimidos mas
independe do ntimero de osciladores na cadeia. Assim, foi possivel obter uma solucdo analitica
que relaciona o angulo de compressao relativo com a magnitude do parametro de compressao
analisando apenas o anel central. Constatamos também a existéncia de outras configuragdes
para o arranjo central que também produzem os mesmos resultados.

Esta dissertagdo estd organizada como segue. No capitulo 1, apresentamos os conceitos e
ferramentas fundamentais utilizados em todos os trabalhos relacionados com esta dissertacéo,
como a quantizagdo do campo eletromagnético, a interagdo atomo-campo, estados quanticos
do oscilador harmonico, critérios de separabilidade e medidas de emaranhamento. No capitulo
2, apresentamos a teoria de Weisskopf-Wigner [29] para a emissdo espontdnea de um dtomo
no estado excitado no espago livre. Essa teoria nos permitiu estudar o emaranhamento entre o
atomo e o campo do espaco livre durante a emissdo espontanea. Obtemos uma relagdo entre o
tempo para o emaranhamento dtomo-campo méximo e o tempo médio de vida do 4&tomo no seu
estado excitado. Analisamos também o emaranhamento entre os modos do campo separados
em duas parti¢cdes e obtemos que os modos podem se emaranhar fortemente dependendo do
tamanho das parti¢cdes e de qudo perto estdo da ressondncia com a frequéncia atomica. No
capitulo 3, propomos uma configuragdo simples de osciladores harmonicos acoplados que
possui dois osciladores inicialmente no estado comprimido que, dependendo dos ajustes nos

parametros de compressdo (magnitude e fase), podem localizar o emaranhamento apenas na



regido central da configuragdo. Sugerimos os sistemas microeletromecanicos para uma possivel
implementacdo dos nossos resultados por atualmente possuirem um alto nivel de controle e
manipulagdo. No capitulo 4, apresentamos nossas conclusdes finais e algumas perspectivas

para trabalhos futuros.



Capitulo 1

Fundamentos

Neste capitulo mostraremos alguns conceitos fundamentais como a quantizagdo do osci-
lador harmonico, quantizagdo do campo eletromagnético, sistemas de dois niveis e interagdo
atomo-campo, que sdo importantes principalmente nas dreas de dptica quantica, computagio
quantica e informagdo quantica. Na quantizagdo do oscilador harménico, veremos uma ca-
racteristica bem distinta do oscilador cldssico que é a quantizagdo da energia, isto é, energias
discretas. Na quantizagdo do campo eletromagnético, uma caracteristica importante é o fato de
que o campo pode ser descrito como um conjunto infinito de osciladores harmoénicos quanticos
independentes. Apds a quantizagdo do campo eletromagnético, veremos a descrigao dos siste-
mas de dois niveis como, por exemplo, a polariza¢do da luz e o spin dos elétrons. Trataremos
também a interacdo do campo eletromagnético com dtomos de dois niveis. Mostraremos alguns
estados quanticos bastante conhecidos do oscilador harmoénico, com énfase nos estados gaussi-
anos. Finalizaremos este capitulo com uma rdpida revisdo sobre emaranhamento, incluindo a

questdo de critérios de separabilidade e sua quantificagdo.

1.1 Oscilador Harmonico Unidimensional

O oscilador harmoénico é um dos sistemas mais importante na Fisica. Seu modelo fisico e
matematico podem ser usados desde sistemas muito simples, como o péndulo, até em sistemas
mais complexos como redes cristalinas.

O oscilador harménico também é muito importante no estudo e na quantizagdo do campo
eletromagnético, onde podemos associar cada modo do campo a um oscilador harmoénico
independente.

Na mecanica cldssica o movimento de uma particula com massa m sob a agdo do potencial



V(x) = %kx2 é descrito pela 22 lei de Newton
M—=x = ——xV(x) = —kx, (1.1)
onde k é uma constante. A solugdo geral para esta equagao é da forma [30]
X = Xy cos(vVt — ), (1.2)

onde v = Vk/m é a frequéncia angular, x,, a amplitude méxima e ¢ uma fase.

A energia cinética da particula é

2 2
T= %m(ix) - (1.3)

onde p é o momento linear. Neste caso, a energia total classica do sistema é

2.2 2
m P (1.4)

E=V+T=
2 2m

Na mecanica quantica, as quantidades cldssicas x e p sdo substituidas, respectivamente,

pelos operadores X e P, que satisfazem a relagdo de comutagao [30]
[X,P] = ih. (1.5)

Assim, obtemos para o operador Hamiltoniano (energia) H

~ P2 m2X?
H=—+

2m 2

(1.6)

Podemos definir, por conveniéncia, dois operadores ndo-Hermitianos em fungio dos ope-

radores X e P

R mv (. iP
a= ﬁ (X + %), (17)
R mv (. P
ﬂ+ = E (X— E), (18)

conhecidos como operadores de aniquilagdo e criagdo, respectivamente. Usando a equagdo 1.5

obtemos a relagdo de comutacdo para 4 e 4'

44" =L (1.9)

Se agora definirmos o operador namero 7 como

+

n=ata, (1.10)



o qual é Hermitiano, podemos obter o Hamiltoniano, equagédo 1.6, em uma forma simples, linear

no Operador nﬁmero
H:m(m %) (1.11)

Esta é uma importante relagdo entre o operador Hamiltoniano e o operador nimero, pois mostra

que os autovetores de H sdo autovetores de 7, e vice-versa. Definindo a notagao

fln) = nln), (1.12)
Hin) = E,n), (1.13)
é possivel mostrar a partir das relagdes [71,4] = —d e [7,4t] = 4, obtidas da equacgdo 1.9, que n

é um numero inteiro positivo, incluindo o zero. Assim, os autovalores de energia do oscilador

harmonico assumem a forma
1
E, =hv (n + E)' (1.14)
comn =0,1,2,3,.... Para o estado fundamental (menor energia) n = 0, temos
Ey=— (1.15)

conhecido como energia de ponto zero. Assim, a energia possui caracteristicas bem distintas
entre os osciladores quantico e classico, sendo que o tltimo possui energias continuas a partir
do zero, em contraste com os resultados apresentados nas equagdes 1.14 e 1.15.

Os operadores d e @' atuam no ket [n) da seguinte forma [31]

ity = Vn+ 1ln + 1), (1.16)
any = Vnln - 1), (1.17)

e por isso a nomenclatura operadores criagdo e aniquilagdo. De modo semelhante a equagao
1.12 explica a origem do termo operador ntimero.
Da equacgdo 1.16 podemos ver que o estado [n) pode ser obtido a partir de sucessivas

aplicagdes do operador de criagdo no estado de vacuo |0)

ﬁ'l'n

Vn!

e através da equagdo 1.17, temos também que 4/0) = 0. Os resultados da préxima se¢do nos

In) = 0), (1.18)

permitirdo interpretar os autovalores de energia, equagdo 1.14, como a existéncia de n quanta

ou fétons de energia v, quando se trata da energia de um modo do campo eletromagnético.
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1.2 Quantizacao do Campo Eletromagnético

Pararealizar a quantizagdo do campo eletromagnético, partiremos das equagdes de Maxwell,

considerando o campo no vacuo e na auséncia de fontes

V.B=0, (1.19)
V-E=0, (1.20)

L 0B
VXE=-*=— 1.21
o (1.21)

. - 10E
VxB=—=-=, 1.22
% c2 ot ( )

=2 . g ’ P z . 2z
onde E é o campo elétrico, B é o campo magnético e ¢ é a velocidade da luz no vacuo. Podemos

. g g . - . -
relacionar E e B com o potencial vetor A através da rela¢des

B=VxA, (1.23)

L A o

F=-Z_Vu 1.24
T (1.24)

onde U é o potencial escalar. Utilizando o calibre de Coulomb definido por U#t) =0e VA = 0,é
possivel utilizar as equagdes de Maxwell para obter a seguinte equagdo de onda para o potencial

vetor

(G
2 of?

V2A(71) = (1.25)

Vamos considerar que o campo esta confinado em um cubo de tamanho L e que o potencial

vetor é uma somatoria de ondas planas

- 1 - 2 >
AR = (e, (1.26)
€0L3 Z k

k

2

com as componentes do vetor k dadas por k; = 2mnj/L, com nj sendo um ntmero inteiro.
Para que a equagdo 1.26 seja real é necessario impor que /Y_E(t) = /Y;%(t) Substituindo a
equacdo 1.26 na equagao 1.25 obtemos para as amplitudes do potencial vetor

S , ,
o) = & + &M, (1.27)
k
5
sendo v} a frequéncia do modo k.
> - -
Para satisfazer a condigdo de calibre V- A = 0, os vetores k e A; devem ser perpendiculares.

-
-

Desse fato, segue que €; pode ser escrito como a combinagao linear de dois versores ortogonais
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€, e €, satisfazendo
_)]? = 8»1(-?*1 + 8626_%2, (1.28)
k-é =0, s=12, (1.29)
é;%s : _)_»s’ = 655’1 (130)
&, xé, =k/k, (1.31)
onde ey = €€, e &g, = € - €, Utilizando as equagdes 1.26 e 1.28 teremos
{(7t) = Z Z[u (t)E; el’” i (D€ e -7, (1.32)

ivat

com uz (t) = ez e . Pela substitui¢do da equacdo 1.32 nas equagdes 1.23 e 1.24, obtemos

ks ks

finalmente os campos elétrico e magnético

of > ik

E(7t) @ E E ivelug (t)ekse u (t)el?se 1, (1.33)
2oon 1 2o 2 kT s 2o oy —ik7

B(rt) = E E ES [z, (B)(k X €2 )e +ul?5(t)(k><el?s)e 1, (1.34)

a partir das quais podemos calcular o Hamiltoniano para o campo eletromagnético.

O Hamiltoniano para o campo eletromagnético é dado por [32]

—)2 -
H=1 f [eoﬁz(zm B (r’t)}dv, (1.35)
2 Jy to

no qual substituindo as equagdes 1.33 e 1.34 torna-se
H=2 Z Z Vg (O (1.36)
]? s

E importante salientar que até o presente momento todas as equagdes para o campo eletromag-

nético sdo aquelas da Fisica Classica. No intuito de obter uma forma mais propicia para efetuar

a quantizagdo, podemos empregar novas variaveis definidas como

qg,(t) = up (D) + 1, (8), (1.37)
Pr(8) = —ivelup (t) —us (D], (1.38)

com as quais obtemos H escrito de maneira conveniente como

=3 ZZ PO+ V2 () (139)



Notamos que o campo eletromagnético é matematicamente isomorfo a um conjunto de
osciladores harmonicos independentes. Assim, para a quantizagdo do campo, podemos usar o
mesmo raciocinio da segdo 1.1, substituindo as varidveis canonicas p;_e q;_ pelos operadores pe.

e (?ES, respectivamente, e obter
N1 ) 222
A= Z ;[p,%(t) + V2 (O], (1.40)
K

obedecendo a relagdo de comutacao [§; p;.,] = 1102, 0s. Assim como fizemos com o oscilador
ks’F'k’s kk

harmoénico simples, iremos agora definir os operadores de criacdo e aniquilagdo para o campo

eletromagnético
mys ip>
PO k A ks
ap, = T (qs+ mv)' (1.41)
mv; ipz
~ k(s _ Tks
TN 2n (qks mv)' (142

em termos dos quais o Hamiltoniano da equagdo 1.40 pode ser reescrito, a menos de uma

constante, como

o A
H= E E vy Je (1.43)
Os campos elétricos e magnéticos passam a ser dados por

h
2€0L3

[y

1/2 R R

—ira 2 i(kT-vE) _ st o —i(ki-vt)
) E E Vvpildg eqe H-aee ], (1.44)
7 S

(7t) = (

1/2
O . Lo 2 o iRt | at (e 2\ i)
B(r,t)—(2€0L3) ZZ‘ [,k x @) ®0 1 at (kx & )e ®0], (145)

que sdo operadores Hermitianos.

1.3 Sistema de Dois Niveis

Os sistemas de dois niveis, comumente chamados de qubits nas dreas de informagdo quantica
e computacdo quantica [33], sdo sistemas que possuem apenas duas dimensdes no espaco de
estados [30]. Existem sistemas fisicos que possuem naturalmente apenas dois niveis, como
spins-1/2 e fétons, e outros que podem ser aproximados por qubits, como moléculas de amonia

[30].
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Os qubits sao muito utilizados por possuirem um modelo matemaético simples e permitirem
a verificagdo experimental de intimeros fendmenos quanticos, tais como ressonancia quantica
[34], emaranhamento [35], oscilagdes de Rabi [36], coeréncia quantica [37], entre outros.

Para sistema de dois niveis é conveniente utilizar as matrizes de Pauli [30]

01 0 —i 1 0
GX = (1 O)I 61 = (1 0 )/ GZ = (O _1)/ (146)

escritas aqui na base dos autoestados da matriz o, {|+),|-)}. Da equagdo 1.46 é possivel obter

algumas propriedades importantes tais como

Det[o;] = -1, comj=x,y,z (1.47)

Tr[o;] = 0, (1.48)
2 2 2 10

oy=0y,=0;=IL coml= 0 1) (1.49)

[ox,0y4] = 2i0;; e permutagdes ciclicas. (1.50)

E fundamental notar que, em conjunto com a matriz identidade I, as matrizes de Pauli

formam uma base no sentido de que uma matriz arbitraria 2 x 2

M1 Mip
= ’ 1.51
(le Mzz) (L51)
pode sempre ser escrita como uma combinagéo linear de I,0,0,,0.. De fato,
M+ M My - M My + M Mp - M
Mz( 11 22)]I+( 11 22)02+( 12 21)0x+i( 12 21)Gy (1.52)
2 2 2 2
= apll + 4.3, (1.53)

na qual os coeficientes ao,ay,ay,a, sdo nimeros complexos.
Vamos agora definir duas novas matrizes, tteis ao longo da dissertacdo, em fungdo das

matrizes de Pauli

Oy +i0
0y = ——2, (1.54)
2
Oy — i0
o= — 5 ! (1.55)

conhecidas como operadores de levantamento e abaixamento, respectivamente. Podemos vi-

sualizar melhor o motivo dessa nomenclatura aplicando os operadores 0. e o nos kets |+) e

-,
oil) = (8 3) (‘1’) - ((1)) = 1+, (1.56)
o4y = ((1) 8) ((1)) - ((1)) = ). (1.57)



Um célculo andlogo mostra que o.|+) = 0 = 0_|-), consistente com o fato do sistema possuir

apenas dois niveis.

1.4 Interacio Atomo-Campo

Um elétron atdmico de carga e e massa m interagindo com um campo eletromagnético

externo é descrito pelo Hamiltoniano de acoplamento minimo (sem considerar o spin) [38]

A= % [p - eAED] +eUtn + V), (1.58)

sendo p é o operador momento, A)(?,t) é o potencial vetor, U(7t) potencial escalar e V(7) é o
potencial eletrostdtico central. Consideraremos que o campo externo seja uma onda plana e
trabalharemos no calibre de Coulomb, VA= U@t) = 0.

O Hamiltoniano de acoplamento minimo entre o d&tomo e o campo eletromagnético pode
ser reduzido a uma forma simples usando a aproximacdo de dipolo. Nesta aproximagdo, é
considerado que o comprimento de onda do campo é muito maior que a dimensdo do atomo,
ou seja, k-7 < 1. Assim, se 7 é a posigdo do centro de massa do dtomo, podemos considerar

e ~ ¢*10 [39], e 0 Hamiltoniano pode ser escrito como

A

% [p - eAGo0)] + V. (1.59)

A equagdo de Schrodinger na aproximagédo de dipolo e no calibre de Coulomb é entdo dada

por

J. W s e, T ,
ihi— W(r) = {—% [V - %A(ro,t)] + V(r”)} W(7t). (1.60)

Para simplificar a equagdo 1.60, vamos definir uma nova func¢do de onda ®(#t) tal que

Lo
ie

W) = d FAODApe ), (1.61)

Substituindo a equagédo 1.61 na equagdo 1.60 e desprezando os termos quadraticos do potencial

vetor, obtemos a nova equagao de Schrodinger

o
iSO = [Fo + A0, (1.62)
com Hy = % + V(7) a parte livre e i = —e7- E(#b) a parte de interagdo 4tomo-campo. O

PN T
ikr elkro

Hamiltoniano de interagdo é um termo de dipolo elétrico, por isso a aproximagao e
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recebe 0 nome de aproximacao de dipolo. Vamos considerar agora a interacdo de um dtomo de
dois niveis com o campo eletromagnético quantico, realizando as altera¢des E(?o,t) = E(7pt) e
Hy= L+ V(@ +Zk25hv

Os autoestados |i) de Hy formam uma base para o espaco de estados do 4&tomo. Considerando

I = Y0, onde 0;; = |i){]|, e assim

Ay = THI = Z Eio;i + Z Z vt i, (1.63)

A =TAT=-) ;- E(ro,ﬂoij, (1.64)
ij
com ©;; = (ilPlj), e p = er é o operador de momento de dipolo. Denotaremos os dois niveis do

atomo como |a) (nivel excitado) e |b) (nivel fundamental) com autovalores E, = fiw, e E; = fiwy,

respectivamente. Teremos entdo para o Hamiltoniano

H = Ho + F{[, (165)
= Z Z ﬁv,f;sﬁ,; + Eq0aa + Ey0by = Qab - E(F0,1)0a = P - E(F0,t) 0. (1.66)
E S

Como o,p|b) = |a) e opgla) = |b), vemos que o, corresponde ao operador 0., equagdo 1.54, e oy,
corresponde ao operador o_ dada pela equacdo 1.55. Os termos correspondentes a 04, € 0y, do
Hamiltoniano de interagdo sao nulos porque ndo existe momento de dipolo entre um mesmo
nivel, isto é, P, = Py = 0.

Obtemos entdo, a menos de um termo constante
At oA 1 A = A &>
Z Z hv Ea? Ehwaz — @ab * E(T’O,t)0+ — ©ba* E(T’O,t)(f_, (167)

utilizando as relagdes E; — E;, = fiw e 043 — 0pp = 0. Substituindo o campo elétrico dado pela

equacao 1.44 no Hamiltoniano da equacgdo 1.67, temos

N o 1 y o iR
= 2 Z hvlzaz,sak» Eha)az +ih Z Z 8k ( —i(k-—v Do — aﬁsel(k v, (1.68)
e

+ﬁt e_l(k'rO_VEt)o_ — 4 ez(k~r0—vEt)0_)l
ks ks

hivs @ b &>
k4 ks
L o= _,f——. 1.
gk,s 260L3 h ( 69)
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Algumas vezes é conveniente tratar os problemas em outras representa¢des, ou seja, em
uma representagao diferente da de Schrodinger. Nesta dissertacdo, trataremos o Hamiltoniano
acima na representagdo de interagdo [38]

N

B =in ), Y (3,70 o, g o0, (1.70)
/S ks S
];’ S

+d}'§ e—zkm el(v;—w)tg_ _ d]zselk-ro e—l(v;+w)to_) ,
s

utilizando a transformacao H;,; = e/Hot/H;e~Hot/ na qual

T oa 1
Hy = Z Z hvﬁa;%sa»s + Ehwaz, (1.71)
];’ S
Ay =in Y, Y s, (a0, g dE 00, 172)
]z s

+ﬁt e—l(k'l’o—vit)a_ _ a\_} el(k'l’o—vl?f)a_) .
ks ks

O Hamiltoniano na representacdo de interagdo facilita a identificagdo dos termos dominantes
na evolugdo temporal do sistema sob a condig¢do de acoplamento fraco, ou seja, 8ty < Vpw. E
possivel demonstrar, no ambito da teoria da pertubacdo dependente do tempo, que os termos
que possuem a soma das frequéncias, v; e w, podem ser desprezados em relagdo aos termos
que possuem a subtracdo dessas frequéncias . A aproximagdo na qual desprezam-se os termos
rapidamente oscilantes (soma das frequéncias) é conhecida como aproximagao de onda girante
[38]. Neste caso, o Hamiltoniano do sistema na representagdo de interacdo assume a forma

simples
Hint =1ih Z Z I:g]z,s (?O)a\;sei(v}?_w)ta_ _ g%s(?O)dESe_i(V’?_w)ta+] , (173)
ko® ,
com

8 (70) = gp e 7). (1.74)

1.5 Estados Quanticos do Oscilador Harmonico

Nesta secdo, por questdo de simplicidade, iremos considerar o campo eletromagnético

quantico com apenas um tnico modo. Neste caso, os campos elétrico e magnético sdo dados
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por

1/2
Ao h . - '_»._»_ _'_»._)_
E@t) = (2€OL3) iVv[age kvt — gteremiter=vt)] (1.75)
fi 1/2 1 S o R .
B = (2€OL3) $[d(k x &)el k™D 4 gt (ke x &)~ kD], (1.76)

Ja o Hamiltoniano para o campo com apenas um modo é igual ao do oscilador harménico

quantico, equagao 1.11, com autovalores e autovetores
Hin) = E,|n). (1.77)

A generalizacdo para multimodos é possivel fazendo o produto tensorial dos espacos de estados

de cada modo.

1.5.1 Estado de Fock

Na quantizagdo do campo eletromagnético, os autoestados do Hamiltoniano da equagao
1.77 possuem ntimero de fétons bem definido e por isso sdo denominados estados de Fock [31].

Estes estados formam uma base ortogonal completa

(nlmy = bum, (1.78)

Y m)nl =1 (1.79)

Uma importante propriedade do estado de Fock |11) é que o valor esperado do campo elétrico

é zero, isto é
(n|Eln) = 0. (1.80)

Porém, o valor esperado do quadrado do campo elétrico ndo é nulo:

n+1)

) = 20 (5

(1.81)

sendo 11 = \hv/2¢9L? a amplitude do campo. Do desvio quadratico médio, AE = \(E2) — (E)?,
percebemos entdo que ha flutuagdes no campo proporcionais ao ntiimero de fétons. Ainda
podemos notar que estas flutuagdes existem mesmo para o estado de vacuo |0). Essas flutuagdes
sd0 responsaveis por muitos fendmenos em Optica quantica, como por exemplo a emissdo
espontanea de um féton por um dtomo excitado no espaco livre, que veremos com mais detalhes

adiante.
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1.5.2 Estado Coerente

O estado coerente |a), sendo @ um ntiimero complexo, surge da idéia de se criar um estado
quantico que, sob certas condi¢des, se aproxime de um estado classico [30]. Este estado é

definido como autoestado do operador de aniquilacéo 4, ou seja
dla) = ala). (1.82)

Diferentemente dos estados de Fock, os estados coerentes formam uma base super completa

[40]
1 2
- floc)(ald a=1, (1.83)
e dois estados coerentes distintos ndo sdo ortogonais [38]
(a|p) = @B —laP-I8P), (1.84)

Uma maneira de gerar o estado coerente é a partir do acoplamento entre uma distribuicao de
corrente cldssica, representada por um vetor Jr,p, o qual ndo é um operador, e o operador
potencial vetor A(r,t). Para maiores detalhes verificar [38].

O estado coerente pode ser expandido na base de Fock como [38]

o2 =
= 2 . 1.85
lay = e ZO M'”> (1.85)

Tal expansao facilita alguns calculos como a probabilidade p(1) de encontrar n fétons no estado

lay e a dispersdo At = /(712) — (1)2. O resultado é

(e
pln) = Kl = =——, (1.86)

A = |, (1.87)

Além disso, pode-se usar equagdo 1.86 para mostrar que (n) = Y, np, = |a|>. Analisando a
relacdo

Al 1

percebemos que no limite &« — oo 0 estado coerente terd energia, ou seja, nimero de fétons bem

definido. Como o estado coerente ja possui fase bem definida [38], no limite de @ muito grande

o estado coerente se aproxima entdo do estado cldssico para o campo eletromagnético.
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Assim como ocorre para o estado de Fock é possivel obter o estado coerente a partir da

aplicagdo de um operador sobre o estado de vdcuo através de
lay = D(@)I0), (1.89)

com

~ At

D(a) = e*" %4, (1.90)

conhecido como operador de deslocamento de Glauber [38].

O operador de deslocamento é unitdrio, isto é, D(a)Dt(a) = T e atua nos operadores i e at

da seguinte forma [38]
DY (@)aD(a) =4 + a, (1.91)
DY a)a'D(e) = at + a". (1.92)
1.5.3 Estado Comprimido

Se dois operadores A e B satisfazem a relacdo de comutacgdo [AB]£0,a relagdo de incerteza

de Heisenberg pode ser escrita como [31]
PP TP
AAAB > §|([A,B]>|- (1.93)

Um estado de um sistema qualquer é dito ser um estado comprimido se possui

AA<,/%|<[A,E]>| ou AB< %K[A,B])L (1.94)

No caso dos operadores Y; e Y3 definidos como

Yi=a+4, (1.95)

Y, = i@t - a), (1.96)

também chamados de operadores de quadratura, obtemos a seguinte relagdo utilizando a

equacgao 1.93
AY1AY, > 1. (1.97)

Para o estado coerente |a), assim como para o estado de vacuo |0), temos que AY1 =AY, =1,

que corresponde exatamente a minima incerteza permitida pelo principio de Heisenberg na
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equacdo 1.97. Os estados que satisfazem a equagdo 1.94 terdo incerteza (flutuagdes), em uma
das quadraturas, menor que aquela do estado coerente (ou estado de vacuo). As flutuagdes
nessa quadratura sdo entdo ditas comprimidas, ou seja, menores que um. Obviamente que
flutuagdes na outra quadratura aumentardo pois é necessario satisfazer a relacao de incerteza.

Estados comprimidos podem ser gerados a partir da aplicacdo do operador de compressao

definido como [38]

+2)

5(e) = ex(@@—ei™) (1.98)

onde € = re?, com r conhecido como pardmetro de compressdo, 0 < r < oo, e ¢ o angulo de

compressdo, 0 < ¢ < 2n. Semelhante ao operador de deslocamento, o operador de compressao

também é unitério 5'(€)S(e) = I. Além disso, pode-se demonstrar as seguintes propriedades de
transformagdes dos operadores 4 e at [40]

5t (€)aS(e) = 4 cosh(r) — ate®senh(r), (1.99)

St(e)atS(e) = 4" cosh(r) — e~ Psenh(r). (1.100)

Dentre os muitos estados comprimidos, aquele obtido a partir do vacuo pela aplicagdo do

operador de compressdo é um exemplo importante. Tal estado é portanto chamado de vacuo

comprimido e é matematicamente dado por
le) = 5(€)|0). (1.101)
Usando as equagdes 1.99 e 1.100, obtemos para esse estado as variancias (quadrado das incer-
tezas)
(AY1)? = cosh(2r) — senh(2r) cos(¢h), (1.102)
(AY7)? = cosh(2r) + senh(2r) cos(¢h). (1.103)
Fazendo ¢ = 0, estas se reduzem a
(AY1)> =e7%, (1.104)
(AY,)? =€, (1.105)
nas quais podemos verificar que a compressao ocorre apenas na quadratura Y;. Para ¢ = 7
a compressio serd apenas na quadratura Y. Notamos que nos casos de ¢ = 0 ou 7, o estado

de vacuo comprimido é um estado de minima incerteza, isto é, estado que tem a igualdade na

equacao 1.97.
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1.5.4 Estado Térmico

No equilibrio térmico, o estado de um sistema com Hamiltoniano Hé representado pelo
operador densidade [31]
e BH
Tr[e-FA]

Pt = (1.106)

onde = (kg T)~!, sendo kg a constante de Boltzmann e T a temperatura absoluta.
Para um oscilador harmonico de frequéncia angular v em um estado térmico a temperatura
T, o operador densidade é
o Pivh

= R (1.107)

P
Podemos ver que este operador é funcdo apenas do operador de niimero 7, assim o estado

térmico é diagonal na base de Fock

pr=Y Pulm)nl, (1.108)
n=0
onde a probabilidade P(n) é dada por
P, = e "Bl — ey, (1.109)

O ntimero médio 7 é o valor esperado do operador nimero 7, que no caso térmico é dado

por
i = (), (1.110)
1
= 1 (1.111)
da qual podemos inverter obtendo
wp o 1112
¢ n+1’ (1112)

para reescrever o estado térmico em func¢do do ndmero médio de fétons

b= i(ﬂ ) i (1.113)
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1.5.5 Estado Gaussiano Geral

Os estados coerente, comprimido e térmico sdo também chamados de estados gaussianos,
pois possuem a sua funcdo caracteristica gaussiana. A fungdo caracteristica nos da todas as
informacg0des sobre o sistema, assim como o operador densidade. Neste sentido, ela é uma
alternativa completa para a descrigdo do estado do sistema [31].

Podemos definir a fungao caracteristica para n-osciladores como [31]

X(Ep) = Tl pD(E)]eP 72, (1.114)
com & = (51,...,5,1)T € C"ep = -1,0,1, onde cada valor do parametro p corresponde ao
ordenamento anti-normal (p = —1), simétrico (p = 0) e normal (p = 1) dos operadores criagdo

e aniquilagdo. Substituindo a generalizacdo do operador de deslocamento para o caso de n

modos
n n N
D(&) = Q) Di(r) = () eiitick, (1.115)
k=1 k=1
na equagdo 1.114 obtemos
& u 2
X(Ep) = Telp () 4%tk jereF 12, (1116)
k=1

A transformada de Fourier das fungdes caracteristicas anti-normal, simétrica e normal nos
fornece as fungdes distribuicdo: fun¢do Q de Husimi, fun¢ao de Wigner e func¢ao P de Glauber,
respectivamente [31]. Estas fung¢ées de distribuig¢do sdo similares as fung¢des de distribui¢do de
probabilidade, exceto pelo fato das fun¢des de Wigner e fun¢do P poderem apresentar valores
negativos. Por essa razdo, muitas vezes sdo denominadas fung¢des quasi-probabilidades.

Para estados gaussianos a funcao caracteristica tem a seguinte forma para p = 0
= ~5&Tre+DTe
X(&) = x(0)e™3 , (1.117)

com I uma matriz 2n x 2n, D € R?". O vetor D se relaciona com os primeiros momentos e a

matriz I' com os segundos momentos pelas seguintes relagdes [25]

D =ad, (1.118)

T =0Ty, (1.119)
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sendo 0 uma matriz anti-simétrica 2n X 2n, conhecida como matriz simplética, dada por

0 1,
o—_( 1, 0 ) (1.120)

d um vetor cujos elementos sdo os primeiros momentos (valores médios) e y a matriz das

covariancias (segundos momentos). Matematicamente [25]

dj =(Oj) = Tr[pO;], (1.121)

vij = 2Re Tr[p(O; — (O)(O; = (O], (1.122)

onde O é um vetor composto dos operadores momento e posigdo de cada oscilador do sistema,

O=&,%,...,%,P1,P2---, ﬁn)T. Essa é uma grande vantagem dos estados gaussianos, eles sdao

completamente caracterizados pelos seus primeiros e segundos momentos, equagdo 1.117.
Vamos mostrar agora, como exemplo, a fungdo caracteristica para o estado coerente |a). Por

simplicidade, consideraremos um tnico oscilador, O = (Y1,Y2)T. Assim, os valores médios sdo

dados por
di = (alYilay = a + o, (1.123)
dr = (a|Yala) = i(a" — a). (1.124)
Considerando &« como
. a
a:a+zb:(b), (1.125)

podemos simplificar as equagdes 1.123 e 1.124 obtendo

dy = 2a, (1.126)

d, = 2. (1.127)

Ja para a matriz de covariancia, equacdo 1.122, temos

y11 = 2Re[(Y]) — (Y1)?] = 2Re[{a|Vi|a) — (@l Y1]a)*] = 2, (1.128)
y12 = 2Re[(Y1Y2) — (Y1)(Y2)] = 2Re[(a| Y1 Yala) — {a|Y1la)a|Yala)] = O, (1.129)
a1 = 2Re[(Y2 Y1) — (Y2)(Y1)] = 2Re[{a| Y2 Y1|a) — (alYala){alYq]a)] = 0, (1.130)
y2 = 2Re[(Y3) — (Y2)?] = 2Re[(a|V3|a) — (@l Yala)?] = 2, (1.131)

onde utilizamos as equagdes 1.95-1.96 e a relagdo dla) = ala).
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Utilizando as equagdes 1.118-1.120 podemos obter a fungéo caracteristica dada pela equagao

1.117,
X(a) = e_(a2+b2)/2 = e—IaIZ/Z. (1.132)

Este resultado, obviamente, deve ser o mesmo se partimos da equagdo 1.114 com p = 0,

x(@) = Tr[pD()], (1.133)
= (a|D(a)la), (1.134)
= (0la), (1.135)
= ¢lf/2, (1.136)

De acordo com [41], podemos construir qualquer estado gaussiano (chamado estado gaus-
siano geral) a partir do estado térmico, equacdo 1.113, e dos operadores de compressdo e

deslocamento, equagdes 1.98 e 1.90, através de
pcc = D(@)5(e)p:ST(€)D' (a). (1.137)

Para o estado gaussiano geral de um tnico oscilador, que sera de grande interesse no decorrer

da dissertacdo, os elementos da matriz de covariancia sdo

y11 = (27 + 1)[cosh(2r) — senh(2r) cos(¢)], (1.138)
712 = —(271 + 1)[senh(2r)sen(¢)], (1.139)
y21 = —(271 + 1)[senh(2r)sen(¢)], (1.140)
y22 = (271 + 1)[cosh(2r) + senh(2r) cos(¢)]. (1.141)

A partir da equagdo 1.137 podemos obter alguns dos estados apresentados neste capitulo.
O estado térmico obtemos fazendo r = ¢ = a = 0, o estado coerente puro considerando

r=¢ =7 =0e o estado comprimido puro fazendo a = 1 = 0.

1.6 Emaranhamento

1.6.1 Definicao

O fendomeno de emaranhamento é observado em sistemas quanticos compostos, ou seja, siste-
mas com no minimo dois subsistemas. Tal fendmeno é um dos mais interessantes na mecanica

quantica[33,42]. Apresentaremos agora alguns resultados fundamentais sobre emaranhamento.
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O espaco de estados H associado com um sistema composto é o produto tensorial de cada
espaco de estados H; associado com o subsistema i. Em um caso simples de um sistema quantico

bipartido, isto é, sistema com dois subsistemas, temos
H = Hy o Hy, (1142

A base mais natural para o espago de estados H é construida com produtos tensoriais dos

vetores base de H4 e Hp. Por exemplo, tendo para Hy e Hp, respectivamente,

{004,134} {10)8,11)8}, (1.143)

como vetores de base, entdo a base de H é dada por
{10)4 ®10)8,10)4 ®[1),11)4 ®10)5,/1)4 ® [1)5}. (1.144)

O principio de superposigdo permite que o estado (puro) mais geral no espago de estados H
ndo seja um produto tensorial dos estados de H, e Hp, mas uma superposicao arbitrdria de tais

estados, escrita como
) = z Cijlin ®lj)2 = z Gijlif)- (1.145)
ij ij

Por defini¢do, um estado de H ¢é dito ser emaranhado, ou ndo-separdvel, se ndo pode
ser escrito como o produto tensorial de um estado |®)4 pertencendo a H, e um estado |®)p

pertencendo a Hp. Ao contrério, se podemos escrever
[P) = D)4 ® ©), (1.146)

dizemos que o estado |)) é separavel, ou seja, ndo-emaranhado. Como exemplo de estado

emaranhado, considere o estado de dois qubits (H = C?eC?
1
[W)1 = — (]00) + |11)). (1.147)
L1 N

Pode-se mostrar que ndo existe nenhuma operagdo unitdria atuando em H que leva [i)); a uma

forma fatorada (equacdo 1.146). Como exemplo de estado ndo-emaranhado considere

1
= —(I01) +11)), 1.148
1Y)z \/E(I )+ [11) (1.148)

que é separavel porque podemos escrevé-lo na forma fatorada (equagdo 1.146) como

)2 = 0) + 1) ® 1] (1.149)

1
$[(
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Quando dois sistemas sdo emaranhados, ndo é possivel determinar seus vetores de estado
individuais, [P)4 e |®)g. Nesse caso, cada subsistema é descrito por um operador (operador
densidade) [31].

Um estado de mistura estatistica p descrevendo um sistema cujo espago de estados é H =

Ha ® Hp é dito ser emaranhado quando ndo puder ser escrito como
p=Y pipy ® Pl (1.150)
i
sendo p; a probabilidade estatistica do estado i. Um exemplo de estado misto emaranhado é o

estado de Werner [43]
b1 = ST+ Ly (1.151)
pl - 8 2 I1b III} 4 .
sendo I a identidade e [¢7) = %(IOD —110)). Como exemplo de estado misto separdvel temos
1
P2 = §(I01><01I +[11)(11)), (1.152)
pois podemos escrever da forma fatoravel, equagdo 1.150,
R 1
p2 = 5[(I0><0I +[1)(1)) ® [11]]. (1.153)

Além de varios aspectos qualitativos, o emaranhamento é visto como um importante recurso
para processamento de informacdo quantica [44]. Esse recurso permite a realizacdo de tarefas
que sdo impossiveis ou ineficientementes realizadas com estados separdveis. Um exemplo é o

teletransporte quantico proposto por Bennett et al [45].

|
|

[4) e | R

_ I B R

- \

~o !

ok
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I

Figura 1.1: Teletransporte do estado da particula C para a particula B. A linha tracejada indica
que as particulas A e C estdo localmente separadas da particula B e o tempo corre de cima para
baixo.
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O teletransporte do estado [) da particula C para a particula B com uma fidelidade F,
F = (J|¢p), acima de % s0 é possivel utilizando um canal emaranhado, na figura acima, o par
de particulas AB. Se este canal for maximamente emaranhado, o estado teletransportado |¢) é
exatamente igual ao estado [¢). Se o estado das particulas A e B forem separdves, a fidelidade
do teletransporte serd sempre menor ou igual a %

Assim, naturalmente surge a pergunta: Dado um sistema quéntico composto de dois ou

mais subsistemas, como saber se ele é emaranhado ou nao?

1.6.2 Critérios de Separabilidade

Como resposta a pergunta do item anterior, apresentaremos aqui dois critérios de separabi-
lidade, a decomposigdo de Schmidt e o critério Peres-Horodecki [46, 47].

Decomposigio de Schmidt. Seja [p) € H = Ha ® Hp um estado puro bipartido. Se {[i)} e {|})}
sdo bases ortonormais de Hy e Hjp, respectivamente, podemos expandir o estado da seguinte

maneira
Yy = E Cijlij). (1.154)
if

A matriz quadrada C cujos elementos sdo os coeficientes C;; da expansdo acima pode ser
decomposta, como C = UDV [48], onde U e V sdo matrizes unitdrias e D uma matriz diagonal

positiva semidefinida, ou seja, possui autovalores maiores ou iguais a zero. Logo,

) = Y UsDyeVigli). (1.155)
ijk

Podemos definir |ka) = Y; Ugli), lkg) = Y. j Vijlj) € Ay = Dy, ficando com a seguinte expressao

) = ) Addkaks), (1.156)
k

onde Ay sdo ntimeros reais positivos, satisfazendo Y /\i = 1, conhecidos como coeficientes de
Schmidt. Podemos mostrar que os coeficientes de Schmidt sdo invariantes por operagdes locais,

como segue

1Py = Uly), (1.157)

com U uma operacao local
U=Uy® Ug. (1.158)
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Assim
19y = )" Alalka) ® Uslks), (1.159)
k
1) = " Axlkaks), (1.160)
k

com os mesmos coeficientes de Schmidt. Desse fato, temos que um estado é emaranhado se
este possuir mais que um coeficiente de Schmidt, isto é, possuir no minimo dois coeficientes de
Schmidt.

Critério Peres-Horodecki. O critério Peres-Horodecki é baseado em transposi¢do parcial de
um sistema. Dadas as bases ortonormais quaisquer f{le,,)} de Hy e {|f,)} de Hp, aplicando
a transposigdo parcial aos elementos de matriz pa,s de um estado arbitrario p atuando em

H = H, @ Hp, obtemos

pz;zs;a]ﬁ = <8# ®f“|pTB|e’7 ®fﬁ> = <e/-l ®fﬁ|p|en ®fa> = ﬁyﬁz]a- (1161)

Essa transformagcdo corresponde a transpormos apenas os elementos de matriz correspon-
dentes ao segundo subsistema, em outras palavras, aplicarmos a transformacédo II4 ® T, onde
I4 é aidentidade no subsistema A e Tg € a transposi¢do no subsistema B.

Considerando um estado separavel arbitrario p = }; piﬁfq ® ,5%, a matriz transposta parcial

é simplesmente
p=WaeTe)p=Y piply® (P (1.162)

Como a transposicdo preserva tanto o traco quanto os autovalores e hermiticidade de pj;, vemos
Al 7L A, Z
que (plB)T representa um estado legitimo” e, consequentemente, p também corresponde a um

estado legitimo. Logo, chegamos a seguinte condicdo necessdaria para separabilidade
Seja p é um estado separdvel, entdo a matriz densidade transposta parcial de p também é um estado.

Assim, dado um estado arbitrério, se sua transposta parcial ndo corresponder a um estado
legitimo, conclui-se que o estado em questdo nao tem a forma da equacdo 1.162, e é portanto
emaranhado. Na prética, basta checar se a matriz transposta parcial possui algum autovalor
negativo para ser emaranhado. O critério Peres-Horodecki também ¢é condigdo suficiente para

sistemas com dimensdes 2 ® 2, 2 ® 3 [47] e para estados gaussianos [49].

“Para descrever um estado fisico, o operador densidade, deve: (i) ser Hermitiano; (ii) ser positivo
semidefinido; (iii) ter traco unitério.
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Utilizando o critério Peres-Horodecki vamos verificar se o estado na equacéo 1.151 é real-

mente emaranhado. Escrevendo o estado de forma explicita temos

p1 = %HOO)(OOI +101)¢01] + [10)C10[ + [T1)11]] + }L[I01><01I +110)(10[ — |01)(10[ — [10)01[],

= %[IOO)(OOI + 3|01)<01| + 3|10)¢10] + [11)(11] — 2|01){10| — 2|10)<01]]. (1.163)

Fazendo a transposi¢do parcial sobre o subsistema B, ou seja, trocando linhas por colunas,

obtemos
ﬁlTB = %[IOO)(OOI + 3]01)¢01] + 3]10)<10| + |11){11| — 2|00){11| — 2]11)<00]], (1.164)

com autovalores {%, %, %, - %}. Como esse estado possui pelo menos um autovalor negativo ap6s

a transposicao parcial, concluimos que ele é emaranhado.

1.6.3 Quantificacao de Emaranhamento

Obviamente depois do conhecimento do que é emaranhamento, qual a sua importancia
e como definir se um estado é emaranhado ou ndo, devemos nos preocupar em saber quanto
emaranhamento certo sistema possui, isto é, devemos aprender a quantificar o emaranhamento.
Este serd nosso objetivo neste item.

Atualmente ndo estd fechado todos os requisitos que uma medida de emaranhamento E

deve satisfazer [44, 50], entretanto, podemos listar alguns [50]:
e Se p é separavel, entdo E(p) = 0.

o Nio aumentar com OLCC: Aplicando operagdes locais (OL) em p e se comunicando classi-

camente (CC) ndo se pode aumentar o emaranhamento de p
E(AoLcc(p)) < E(D). (1.165)

e Continuidade: No limite em que a distancia entre dois estados tende a zero, a diferenga

entre seus emaranhamentos deve tender a zero
E(p) - E(6) > 0 (1.166)

para ||[p — 6|l — 0, sendo ||.]| alguma fungdo distancia.
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e Aditividade: O emaranhamento de n cépias idénticas de p deve ser igual a n vezes o

emaranhamento de uma cépia de p, isto é:

E(p®") = nE(p). (1.167)

o Convexidade: O emaranhamento deve ser uma fungdo convexa, ou seja:
E(Ap + (1 = A)8) < AE(p) + (1 — A)E(6) (1.168)
para0 <A <1

O primeiro requisito vem da prépria defini¢do de emaranhamento, ou seja, se o estado
do sistema pode ser escrito como produto de estados dos seus subsistemas, esse sistema nao
é emaranhado. O requisito seguinte trata do comportamento do emaranhamento sobre ope-
ragoes locais, ou seja, medidas, mudancas de base e comunicagdo cldssica. Uma vez que o
emaranhamento é uma propriedade nao-local, ele ndo pode aumentar com operagdes locais.
O terceiro requisito diz que uma medida de emaranhamento deve ser continua, uma vez que
alterando um estado infinitesimalmente, o emaranhamento deve ser alterado por quantidades
infinitesimais. O quarto requisito exige que n cdpias independentes de um estado p tenham
n vezes a quantidade de emaranhamento de cada cépia. O ultimo requisito estd relacionado
com a perda de informacdo, pois uma soma convexa de estados leva a um estado de mistura
estatistica, que consequentemente possuird menor emaranhamento.

Existem vdrias medidas de emaranhamento, cada uma com suas peculiaridades, mas da-
remos énfase nas medidas usadas nesta dissertagdo, ou seja, a entropia de emaranhamento,
entropia linear, negatividade logaritmica e emaranhamento destilavel. Vamos nos restringir ao
emaranhamento bipartido, isto é, emaranhamento entre dois subsistemas.

Entropia de Emaranhamento. A entropia de emaranhamento E(p4p) é uma medida do grau
de mistura do estado quantico reduzido [51]. Ela é definida como a entropia de von Neumann,

S(pi), para um dos estados reduzidos de um estado psp puro de dois subsistemas, A e B [52]

E(pas) = 5(pa) = =Tr[paln(pa)], (1.169)

onde pa = Trg[pag] é o operador densidade do subsistema A.
A entropia de von Neumann tem um papel importante na correspondéncia entre o emara-

nhamento e a Termodindmica. A entropia de von Neumann pode ser vista como o equivalente
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quantico da entropia de Gibbs-Boltzmann
E=-k) pin(p), (1.170)
i

com k a constante de Boltzmann e p; a probabilidade de uma particula estar no estado i.

Além disso, existe também uma outra correspondéncia formal. Esta correspondéncia se
da por alguns principios existentes na Termodindmica que sdo aplicados ao emaranhamento.
Um principio é a impossibilidade de se construir uma maquina perpetuum mobile, resultado
da segunda lei da Termodinamica. A correspondéncia com o emaranhamento se da pela im-
possibilidade de criar (ou aumentar) o emaranhamento entre sistemas quanticos distantes por
operagdes locais, como descrito no item dos requisitos exigidos as medidas de emaranhamento,
expressos na equacao 1.165. O andlogo de uma maquina térmica reversivel é qualquer trans-
formacdo reversivel, consistindo somente de operagdes locais que transformam um estado
emaranhado em outro. Outro principio é o limite termodindmico, que exige a definicdo de
quantidades intensivas. Assim, uma medida de emaranhamento também deve ser uma gran-
deza intensiva, isto é, a medida de emaranhamento de n estados iguais emaranhados deve ser
proporcional a 1, ou seja, E(p®") = nE(p) [53], sendo que esta correspondéncia também faz parte
das propriedades das medidades de emaranhamento, equagado 1.167.

Podemos demonstar que para estados puros a entropia de von Neumann do subsistema A

é igual aquela para o subsistema B. De fato, utilizando a desigualdade de Araki-Lieb [54]
5(pap) < 15(pa) = S(ps)l, (1.171)

temos que S(P4) = S(pg), onde pp = Tra[pas].

Se pa estiver diagonalizado, podemos escrever a entropia de emaranhamento como
S(pa) ==Y pin(p), (1.172)
i

onde p; sdo os autovalores de p4. A entropia de emaranhamento somente é valida para quanti-
ficar emaranhamento em sistemas cujo estado pap € puro.

Negatividade Logaritmica. A negatividade logaritmica é uma medida de emaranhamento que
quantifica a violagdo do critério Peres-Horodecki apresentado na se¢do 1.6.2. A negatividade
N(p) é definida como

CpTel -1

N(p) = ——,

(1.173)
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onde [|pT¢|| = Tr[/pTs7pTs] é a norma-traco de p’® (transposta parcial de p em relagdo ao

subsistema B). A negatividade logaritmica é dada por
N(p) = Inlp"™|. (1.174)

Ja sabemos que o estado da equacgdo 1.151 é emaranhado, mas agora através da negatividade
logaritmica podemos saber o quanto esse estado possui de emaranhamento. Utilizando o estado

da equagdo 1.164, onde foi feita a transposi¢do parcial na base dos seus autovetores, temos

XTB

Py = , (1.175)

S O Oww
S O xw O
OXw O O

o O O

Q=

implicando na norma-trago |I§1TB | = %. Assim o emaranhamento do estado p, equagdo 1.151, é
N(p1) = Inl|p]?|| = 0,223144. (1.176)

Para estados gaussianos, que é de nosso interesse, a negatividade logaritmica é relacionada

apenas com a matriz de covariancia definida na equagao 1.122, e é dada por [25]

N(p) =~ ) Inlmin(Lly "], (1.177)

M-

=1
Tg .~ . " . “n . .
onde Vi ’ sdo os autovalores simpléticos da matriz de covariancia transposta parcialmente 5.

A transposicdo parcial é obtida a partir de [25]

yTs = pyp, (1.178)
sendo
100 0
010 0
P=l0 01 o | (1.179)
000 -1

e os autovalores simpléticos sdo obtidos como médulo dos autovalores da matriz 071y, com
o dada pela equagao 1.120 [25].

Emaranhamento Destildvel. Emaranhamento destildvel surgiu da dificuldade de se obter es-
tados puros maximamente emaranhados nos laboratérios, sendo que estes sdo fundamentais
nas aplicagdes praticas. Esta dificuldade deve-se as imperfeices nas operacdes nos estados e as

perdas da coeréncia quantica (decoeréncia) pela interacdo com o ambiente. Bennett et al. [55]
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foram os primeiros a considerar a destilacdo (purificagdo) de emaranhamento. Quando duas
partes distantes compartilham n cépias de um estado misto bipartido, que contém emaranha-
mento ndo puro, eles podem realizar operagdes locais e comunicagao cldssica (OLCC) e obter m
copias de um estado muito préoximo de um estado puro emaranhado, com m sempre menor que
n. Uma sequéncia de OLCC realizando esta tarefa é chamada de purificacdo de emaranhamento
ou protocolo de destilagdo de emaranhamento. O maior interesse sdo nos protocolos 6timos de
destilagdo de emaranhamento, ou seja, nos que resultam em uma fragdo ! maxima no limite de
um nimero n grande de copias de entrada. Essa fragdo 6tima é chamada de emaranhamento
destildvel, e satisfaz os requisitos ja apresentados anteriormente.

De uma maneira mais formal, temos que o emaranhamento destilavel Ep caracteriza a
quantidade de emaranhamento de um estado p, como a fragdo de estados maximamente ema-
ranhados que podem ser destilados usando um protocolo de purificagdo 6timo: Ep = limy, e 7,
onde 1 é o niimero de copias de p e m é o nimero maximo de estados maximamente emaranha-
dos que podem ser destilados de p. O emaranhamento destilavel relaciona-se com as entropias

através de [44]

Ep(pap) < max[S(pp) — S(Pag),0]. (1.180)

Entropia Linear. A entropialinear é uma medida de emaranhamento para um estado puro pap
baseada na pureza dos estados reduzidos. Para o estado reduzido p4 do sistema A possuindo

dimensio d, ela é definida como [56]

51(p) = 711~ TH(EL)] (1.181)

Note que na entropia linear, assim como na entropia de von Neumann, a escolha do subsistema
A ou B é indiferente. Tal fato segue da desigualdade de Araki-Lieb, mostrada na equagdo
1.171. Com essa defini¢do, Sr(p4) varia de O (para estado ndo-emaranhado) a 1 (para estado
maximamente emaranhado). Geralmente a entropia linear é mais simples de calcular do que a
entropia de emaranhamento, pois ndo é necessdrio fazer a diagonalizagdo do operador densi-
dade reduzido.

A entropia linear também é considerada como uma aproximacdo da entropia de emaranha-

mento em primeira ordem. Da equagédo 1.169 temos
5(pa) = ~Trlpaln(pa)]. (1.182)
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Usando a expansao

-1 y-1° @y-1*
5 + 5 "4 +...,

In(y)=@-1)- (1.183)

com 0 < y < 2, podemos expandir o logaritmo da equacdo 1.182 em primeira ordem como
In(pa) = pa -1, (1.184)
que substituindo na entropia de emaranhamento resulta
St(pa) =1-"Tr(p%). (1.185)
Para um estado puro p4p maximamente emaranhado, sabemos que p4 = I/d. Nesse caso,

S1(pa) , (1.186)

[ W =Y

-1-
d—

assim para o emaranhamento estar normalizado entre 0 e 1 devemos acrescentar o fator %’

obtendo finalmente

d
Su(pa) = 7—[1 = Te(p3)]. (1.188)
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Capitulo 2

Emaranhamento na Emissao Espontanea

Além da importancia do emaranhamento como um recurso, comentado na subsecédo 1.6.1,
existem alguns trabalhos que investigaram a conexdo entre a matéria e a teoria de informagao
quantica [57, 58] e apontaram que o emaranhamento pode ser importante em outras dreas além
da informagdo quéntica pura, como nas dreas de Fisica do estado sélido [59], Biofisica [60] e
Cosmologia [61].

Considerando entdo o emaranhamento como uma legitima quantidade fisica, estudamos
seu comportamento no fendmeno da emissdo espontanea atdomica, que é um dos processos
fisicos mais fundamentais da natureza.

O sucesso da descrigdo do decaimento atdmico no espaco livre ¢ uma das notaveis conquistas
da teoria quéntica da radiagdo. Esta mostra que as flutua¢des do campo eletromagnético no
espaco livre sdo responsaveis pelo decaimento atdmico. Apresentaremos agora o tratamento
teorico desse problema, a chamada teoria de Weisskopf-Wigner [29]. Usando essa teoria, vamos
estudar o emaranhamento entre os modos dos campos e o emaranhamento entre o 4&tomo e o

campo eletromagnético. Estes resultados foram publicados em [62].

2.1 Teoria de Weisskopf-Wigner
Comegamos com o Hamiltoniano 4tomo-campo dado pela equacdo 1.73

Al = )" Y |, (o)t e o go Foyige ™. |. @)
P ’



Assumimos que inicialmente (tp = 0) o &tomo esta no estado excitado |a) e os modos do campo

estdo no estado de vacuo |0) = |0,0,...,0). O vetor de estado para o sistema é entdo

(0) = ca(®)a,0) + Y ¢, ¢ (Blb1; 10D, (22)
ks

5
sendo I1ES,{O}> o estado do campo com um fé6ton no modo {k,s} e o restante no estado de vacuo,

e
c(0) =1, (2.3)
¢,2,(0) = 0. 2.4)

Da equacdo de Schrodinger na representagdo de interagao

d [ A
S0®) =~ Hinly (®), (25)

encontramos as equag¢des de movimento para as amplitudes de probabilidades

el = E:g )@, 2 (1), (2.6)

d >\ —i(w—Vv->
Wm=%%MWWW) 27)

Podemos integrar a equagdo 2.7

t
%a®=ga%ﬁﬁdﬁﬂww%mm 2.8)

e substitui-la na equagdo 2.6, o que resulta em

Let) = 2]&<mﬁj"lw”“”uw. 29)

Ressaltamos que até aqui ndo fizemos nenhuma aproximacao.
Assumindo que os modos sdo muito préximos em frequéncia, que é uma caracteristica do
espago livre, podemos trocar a somatéria por uma integral, que em coordenadas esféricas é

dada por [38]

v fZTl fﬂ foo 5
- d dBsend dkk*, (2.10)
Z @2n)3® Jo ¢ 0 0

"y

k,s

com V sendo o volume do cubo utilizado na segdo 1.2. Da equagédo 1.74 temos

A2

Uk 20 2.11
W abCOS ’ ( )

18z, (F0)F =
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onde 60 é o angulo entre 0 momento de dipolo elétrico e o vetor de onda do campo. Obtemos

entdo para a equagao 2.9

d
- 7 i(w— V*)t t')
dtca(t) (2n)26h€oc3 f dv vﬁf dt’e Jea(), (2.12)

s . « s Ve . . .
onde foi feita a integragdo sobre 0 e ¢ e utilizado k = -*. Vamos considerar que a intensidade
da luz associada com a radiacdo emitida é muito centrada em torno da frequéncia atdmica w,

ou seja, v ~ w. Assim, podemos trocar v> por w® e o limite inferior da integragio em v, por —co,
k Pt k

obtendo
d iwo-v)(i=F)
%ca(t) (2n)26h60c3 f dar’ f dvee cl(t), (2.13)
= _(Z:%Tb;eocfsf dt’%ca(t’), (2.14)
4471:2;(—: c3 (), (2.15)
= —5el), (2.16)
comI = 4§hc3 Tney (real e positivo). A solugdo da equagdo 2.16 é
ca(t) = T2, (2.17)
o queleva a
lea(O))> = e, (2.18)

ou seja, a probabilidade de encontrar um dtomo no estado excitado no espaco livre (vacuo)
decai exponencialmente, com tempo de vida 7 = 1/T". Tal comportamento é observado experi-
mentalmente [63, 64].

Substituindo a equagdo 2.17 na 2.8 obtemos

t
0 = g5, ) [ arerteomnr T, 2.19)

1 - —i(w—v)t-Tt/2
¢ (2.20)

=igy (7t :
8isl O)[ (v — @) + /2
Finalmente obtemos a seguinte forma para o vetor de estado para o &tomo e o campo

—e i(a)—vA)t—Ft/Z

hb(t)) _ e—rt/2|a 0> + Z lgk (1’0 [ (1/ — a)) n r/z ] |b’1E,s’{0}> (221)

35



2.2 Emaranhamento entre os modos do campo

Vamos agora estudar o emaranhamento contido nos modos do campo eletromagnético do
espago livre devido a emissdo espontanea de um féton pelo dtomo. O estado do campo ap6s a
emissdo é denotado por |yp) e é obtido da equacio 2.21 considerando f > '™

lgl?s 1’0
[yo) = Z(V o O (2:22)

Este estado representa uma superposicao das diferentes possibilidades de distribuicdo de um
féton entre os infinitos modos, consequentemente é um estado emaranhado multipartido. Exis-
tem muitas maneiras de separar este estado em duas parti¢des, e escolhemos aquela apresentada

> e modos distri-

na figura 2.1. Uma parti¢do é formada por um modo central com frequéncia v;

buidos no intervalo (th - 6,1/5 + 0), chamada de particdo A, e a outra particdo é formada pelos
modos restantes e chamada de partigdo B. Esta é uma escolha fisicamente interessante porque
nos permite estudar o efeito de ter v; proximo ou longe da ressonancia com a frequéncia w do
dtomo, através do parametro A = v; — w, e verificar qual a importancia do tamanho da parti¢ao

via parametro 0.

A

Figura 2.1: Biparticdo teérica do campo eletromagnético no espago livre. A é a dissonancia

entre View.

Como [yp) é um estado puro, a medida de emaranhamento apropriada entre as parti¢des
A e B do sistema € a entropia de emaranhamento, discutida na se¢do 1.6.3. Para calcula-la é
necessario obter o operador densidade reduzido de uma das parti¢des. O estado reduzido para

a particdo A pode ser obtido da equacédo 2.22 tragcando os modos da particdo B. Assim, obtemos

pa =2 FIODAON+ Y pupilly , A0 (O, (2.23)

k ,8 km /kn /S

- - -
onde k; referem-se aos vetores de onda dos modos da partigao B, k;, (k) referem-se aos modos

da partigdo A, |[{0}) ao estado de vacuo dos modos na parti¢do A, |1l? S ,{0}) ao estado com um
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féton no modo Em(n)ls da partigdo A e vacuo para o restante dos modos desta particdo e

. -
i8¢, <(70)

PI= mw) + 2 (2.24)

Diagonalizando o estado p4, verificamos que este possui apenas dois autovalores diferentes

de zero, denotados aqui por A1 e A, e dados por

M=) i (2.25)
Fos

A=Y Ipul. (2.26)
ks

Assim, temos para a entropia de von Neumann do estado reduzido e, portanto, a entropia de

emaranhamento a seguinte equagao
S5(pa) = —Alog, (A1) — Azlog,(A2). (2.27)

Assim como fizemos anteriormente, vamos substituir a somatéria por uma integral obtendo

! f A f‘x’ v -
= - o~ - + 7 .
Rl I TR ca vy S S T e E7 (2.28)
/\2 N ()
© Vit V3
Ag= —2b f S S— 2.29
27 bm2heyc | 750 (v—w)?+T12/4 4 (229)

Por consisténcia com a teoria de Weisskopf-Wigner para obter o vetor de estado, vamos trocar

1/3 por @ e o limite inferior de 0 para —co. Com essas consideragdes obtemos para os autovalores

(equagdes 2.25 e 2.26)
1 2 1 2
A=1- p arctan [f(é +vp— a))] - arctan [1:(6 —vp+ w)] , (2.30)
1 2 1 2
Ap = — arctan [—(6 +vz— a))] + — arctan [—(6 —Vz+ a))] . (2.31)
e r q e r 1

Depois dessas aproximagdes é importante notar nas equagdes 2.30 e 2.31 que a normalizac¢do do
estado na equagdo 2.23 ¢é conservada independentemente dos parametros 6, w e vz (A1 + A2 = 1).
Para facilitar as andlises do emaranhamento, vamos definir as quantidades adimensionais

5=06/TeA=AJT.
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Figura 2.2: Emaranhamento S entre as parti¢cdes A e B como fun¢do do tamanho 5 da partigao

A. As curvas correspondem a diferentes valores de A: 0,0 (solida), 2,0 (ponto-tracejada), 4,0
(ponto), 8,0 (tracejada).

Podemos ver na figura 2.2 que inicialmente o efeito de aumentar o tamanho da parti¢do A
é um aumento do emaranhamento entre as duas parti¢des. Entendemos que fisicamente isso
acontece porque mais e mais modos emaranhados sdo compartilhados pelas parti¢des. Era
esperado que o emaranhamento chegasse a um valor maximo porque, conforme 5 aumentasse,
chegaria um ponto onde o nimero de modos em cada parti¢do otimizaria o emaranhamento
bipartido compartilhado entre as partigdes. Se 6 continua a aumentar, a situagéo retorna a ser
desbalanceada e o emaranhamento comeca a diminuir, onde no limite § — co ndo havera modos
na particdo B, e o emaranhamento entre as parti¢des vai a zero. Também na figura 2.2 podemos
observar que a quantidade de modos necessarios para obter o emaranhamento maximo entre as
parti¢des depende de quanto a frequéncia central v; estd proxima ou longe da ressonancia com
a frequéncia w do dtomo (valores de A). Podemos ver que sdo necessarios mais e mais modos
para chegar a0 maximo de emaranhamento conforme v; vai ficando longe da ressonancia.
Percebemos entdo que o emaranhamento entre os modos do campo eletromagnético depois do
decaimento atdmico depende consideravelmente também da dissonancia A entre o 4tomo e o

modo central da particio A. Esse comportamento nos motivou a verificar a dependéncia do

emaranhamento com a dissonancia, mostrada na figura 2.3.
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Figura 2.3: Emaranhamento S entre as parti¢des A e B como fungédo da dissonancia A entre o
dtomo e o modo central da particio A. As curvas correspondem a diferentes valores de &: 0,2
(s6lida), 0,5 (ponto-tracejada), 5,0 (ponto), 9,0 (tracejada).

Primeiramente podemos notar na figura 2.3 que se o tamanho da banda de frequéncia 6 é
muito pequena, o maximo de emaranhamento ndo é alcancado em nenhum valor da dissonancia
A. Tsso estd em total acordo com tudo o que j4 foi discutido sobre a funcio de §. Por outro lado,
se § é suficientemente grande, haverd sempre um valor de A o qual permitird ao sistema chegar
a0 maximo emaranhamento. E fisicamente esperado que se considerarmos uma parti¢do cuja
frequéncia central seja muito longe da ressonancia com o dtomo (A grande), os modos quase
ndo serdo afetados pelo decaimento atdmico. De fato, podemos ver na figura 2.3 que no limite
A — +c0 0 emaranhamento vai a zero.

Devemos deixar claro que na realidade A ndo pode ser muito grande pois estamos no &mbito
da mecanica quantica ndo-relativistica, na qual as interagdes de altas energias ndo sdo devida-
mente consideradas. Na verdade, mesmo o Hamiltoniano equagédo 1.73 obtido na aproximacao
de dipolo nédo seria vélido nesse regime. Apesar disso a teoria de Weisskopf-Wigner usada
aqui é muito precisa no dominio de comprimentos de onda no visivel e microondas, e explica
completamente as principais caracteristicas da emissdo espontanea no espago livre. Uma ten-
tativa de ir além da teoria de Weisskopf-Wigner é apresentada em [65]. E importante também
lembrar que o emaranhamento do momento linear do centro de massa do &tomo e 0 campo néo
é incluido em nosso tratamento. Tal problema foi tratado em [66, 67], onde os autores concluem
que tal emaranhamento é muito pequeno.

Usando as defini¢cdes 6 = 6/T e A = A/T na equagdo 2.27, com os autovalores dados pelas
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equagdes 2.30-2.31, podemos derivar a entropia de emaranhamento em relagdo a § e igualar
a zero, obtendo uma relagdo entre o tamanho da particdo A e a dissondncia para os quais o

emaranhamento serd maximo

O
Il

4A2 +1. (2.32)

N =

Na equagio acima podemos ver que na ressonancia, A = 0, o tamanho minimo para a particdo
A se emaranhar maximamente com a partigdo B é igual a 0,5, conforme podemos observar na
figura 2.3. Os aspectos gerais da figura 2.2 também sdo explicados pela equagdo 2.32.

A teoria de Weisskopf-Wigner nos permite entdo estudar o emaranhamento nos modos
do campo eletromagnético do espago livre depois da emissdo espontanea. Como essa teoria
também fornece a evolugdo temporal do estado global constituido do 4&tomo e do campo, vamos

agora obter a dindmica do emaranhamento entre esses dois subsistemas.

2.3 Emaranhamento entre o &tomo e 0 campo

Partindo da equagdo 2.21 podemos obter o operador densidade reduzido para o atomo,

tracando os modos do campo

g + g712e T2 — 2e71/2| g |2 cos[(v; — w)t]
A -I't k k k k
() = . 2.
pult) = e a)al + ) [ R byl (@233)
k
Como ja fizemos antes, passamos de somatéria para integral, obtendo
Par(t) = e Mla)al + (1 = e )Ib)B, (2:34)

o qual coincide com o operador densidade atomico obtido no formalismo da equagdo mestra
nas aproximagdes de Born-Markov [68]. Em situa¢des onde a aproximacdo de Markov falha,
a abordagem de Weisskopf-Wigner pode ser bastante ttil para o estudo de sistemas quanticos
abertos. Um problema interessante onde a teoria de Weisskopf-Wigner se aplica ¢é a inibicdo da
emissdo espontanea em cristais fotonicos, o qual é conhecido ser um processo ndo-Markoviano
[69].

O estado pg(t) ja estda na forma diagonal, assim é direto calcular a entropia de emaranha-
mento entre o &tomo e campo. Sua evolugdo temporal é mostrada na figura 2.4. O emaranha-
mento méximo ocorre no tempo de t,, = In(2)/I'. Consequentemente, podemos reinterpretar o

emaranhamento médximo como a quantidade fisica que fixa o tempo necessario para metade da
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populagdo num ensemble atdbmico decair espontaneamente. Esse tempo é chamado de meia vida
em Fisica nuclear. Note que em t = t,, 0 &omo e o campo estdo maximamente emaranhados de

acordo com a figura 2.4.
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Figura 2.4: Evolugdo temporal do emaranhamento entre o 4tomo e os modos do campo
eletromagnético do espaco livre.

A primeira vista, os resultados apresentados aqui parecem estar em conflito com o que
é esperado nas aproximagdes de Born-Markov, vélidas para a emissao espontdnea no espago
livre. A aproximagdo de Bornrequer que o estado d&tomo-reservatério seja pouco diferente de um
estado produto [68]. Consequentemente, 0 emaranhamento mostrado na figura 2.4 ndo deveria
ser tao alto. De fato, se calcularmos o emaranhamento entre o 4tomo e cada modo ou pequeno
grupo de modos do campo, veremos que o emaranhamento é praticamente zero indicando
estados separaveis. Contudo, quando consideramos a quantidade grande de modos do espaco
livre, esse emaranhamento bipartido somado pode ser consideravelmente alto. Assim, embora
seja correto dizer que o estado dtomo-reservatdrio é quase separdvel devido ao fato de que
o reservatdrio é um sistema muito grande, é exatamente porque ele é muito grande que o
pequeno emaranhamento entre cada modo e o d&tomo leva a um alto emaranhamento quando
todos os modos sdo considerados, como mostrado na figura 2.4. N6s pensamos que esse é um
resultado central nesse capitulo. A validade da hipé6tese de fatorizagdo dos estados é estudada
quantitativamente na abordagem pertubativa em [70].

Se o reservatério é um sistema quantico grande (muitos graus de liberdade), é esperado
que ele seja mantido no equilibrio térmico, de modo que ndo é suposto preservar as mudangas

induzidas pelo &tomo em tempos anteriores. Isso é o que chamamos de aproximagdo de Markov
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nesse problema [68]. Como estamos tratando o caso de temperatura zero, o estado de equilibrio
térmico seria o estado de vacuo que ndo possui emaranhamento. Agora, sdo nossos resultados
encontrados na primeira parte desse trabalho que parecem estar em conflito com a aproximagao
de Markov.

Novamente, o tamanho do reservatério ¢ a peca chave para o entendimento desse aparente
conflito. O estado do campo depois do decaimento atdmico contém apenas um féton compar-
tilhado por um ntimero infinito de modos da radiagdo. Fisicamente esperamos que esse estado
seja muito préximo do estado de vacuo no comego do processo de decaimento atomico (exceto
pelo fato de estar emaranhado). Se isso é verdade, a aproximagdo de Markov é ainda vélida
porque o estado resultante se desviaria muito pouco do equilibrio térmico. Um calculo da fide-
lidade F = Tr[ly0){Y0lPvacuol, Ou seja, o quanto o estado do campo se aproxima ou se afasta do
estado de equilibrio térmico, levaria a F = 0, contrariando a aproximagdo de Markov. Esse tipo
de célculo ndo é relevante para o tipo de problema que estamos lidando (continuo de infinitos
subsistemas). Por exemplo, esperamos que o estado |0,1) seja "mais distinto"do estado |0,0)
que |0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0) é de |0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0). Basicamente, nossa expectativa é baseada no
numero de subsistemas no estado de vacuo. Quanto mais subsistemas no estado de vacuo, mais
o estado global se aproxima do estado de vacuo. Contudo, a fidelidade continua sendo zero
para ambos os casos nesse exemplo. Para contornar esse problema, vamos concentrar nossa
atencdo em uma particdo em vez do estado global |yg) e veremos que isso ¢é fisicamente mais
relevante.

Na figura 2.5, mostramos como o estado da particdo A , equagdo 2.23, se compara ao estado
de vacuo usando F(5,A) = Tr[paPoacuo] nO limite para o continuo. Podemos ver que existe uma
vasta regido na qual a fidelidade é igual a um, com respeito ao vacuo. Embora isso ndo seja uma
prova formal de que o estado do campo fica basicamente em equilibrio, podemos ver facilmente
que dependendo do "corte"ou partigdo (escolha de 6 e A), o estado resultante é de fato muito
proximo do vacuo.

Comentamos anteriormente que o estado |y() é um estado puro, obtido da equac¢do 2.21 para
t — oo, mas agora vamos estabelecer limites de validade para tempos finitos. Primeiramente,
vamos utilizar o emaranhamento destilavel equagao 1.180 que se relaciona com as entropias
através da desigualdade 1.180, sendo que agora, A e B referem-se as particdes dos modos do

campo. No caso especial do estado global do campo ser puro, S(pap) = 0, a desigualdade 1.180
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Figura 2.5: Fidelidade entre o estado da partigdo A e o estado de vacuo como fungdo do

tamanho da partigdo 0 e a dissondncia A entre o modo central e a frequéncia atomica.

se torna uma igualdade. Nesse caso, 0 emaranhamento passa a ser quantificado pela entropia do

estado reduzido, como fizemos até agora. Para que nossos resultados sejam validos (no minimo

qualitativamente) para tempos finitos, temos que nos certificar que a entropia dos modos S(p p)

é de fato aproximadamente igual a zero. Da desigualdade de Araki-Lieb na equagdo 1.171, e

do fato que o estado atomo-campo na equagdo 2.21 é puro para todo tempo ¢, segue que

S(paB) = S(par). A figura 2.4 mostra claramente que a entropia do 4&tomo (consequentemente a

entropia dos modos AB) vai a zero rapidamente. Por exemplo, S(p4p) = 1072 é alcancado para

I't = 7. Como podemos ver, nossos resultados permanecem validos para tempos finitos, e esse

fato pode facilitar a investigagdo experimental das propriedades do emaranhamento discutidas

aqui.

2.4 Conclusoes

Estudamos neste capitulo o emaranhamento bipartido no fendmeno de emissao espontanea.

2

O0S O

Para o estado do campo ap

atomo emaranham fracamente com o resto, e que o tamanho da banda de

dissonancia com o

frequéncias de cada parti¢do muda fortemente o emaranhamento. E importante ressaltar que

esse trabalho representa um estudo sobre fundamentos das interag

de vista da informacdo quantica, e ndo visa necessariamente aplicagdes. Atualmente, aplicagdes



do emaranhamento no estado do campo de radiagdo no espago livre, depois de um simples
decaimento atdmico como considerado aqui, sdo improvaveis. O decaimento atdmico no espago
livre poderia ser usado para emaranhar dtomos distantes como mostrado em [71, 72]. Contudo,
o que estudamos aqui é apenas o emaranhamento entre os modos do espago livre. Isso faz com
que o controle coerente seja uma tarefa desafiadora quando comparada ao emaranhamento
atomico. Por outro lado, acreditamos que um esquema para acessar experimentalmente o
emaranhamento no campo induzido pelo decaimento atdmico poderia ser feito utilizando
cristais fotdnicos [69].

Cristais fotdnicos sdo construidos artificialmente sendo compostos de estruturas dielétri-
cas periddicas que afetam a propagacgdo de ondas eletromagnéticas [69]. Os fétons podem se
propagar, ou ndo, nos cristais fotonicos dependendo de seu comprimento de onda. Os com-
primentos de ondas que sdo permitidos formam as bandas. As bandas de comprimentos de
ondas nado-permitidos sdo chamadas gap de banda foténica (GBF). Emissdo espontidnea nesse
ambiente ja foi estudado em [69] e [73], e esse sistema parece ser mais controldvel que o campo
eletromagnético no espaco livre. O trabalho [73] mostra que um cristal fotonico se comporta
praticamente igual a um espaco livre quando a dessintonia entre o 4&tomo e o GBF é muito
grande.

Espera-se que esse trabalho possa ser um ponto de partida para lidar com o tratamento
tedrico das propriedades do emaranhamento no decaimento atomico em cristais fotonicos,
principalmente o emaranhamento entre os modos do campo, como também para outras questdes
como a aplicagdo das técnicas usadas em [65] neste problema.

Estudamos também o emaranhamento entre o 4&tomo e o campo eletromagnético no espago
livre durante o processo de emissdo espontanea, e estabelecemos que o tempo necessério para
obter o médximo de emaranhamento equivale ao tempo médio de vida do estado atomico

excitado.
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Capitulo 3

Localizacao do emaranhamento usando
estados comprimidos

Nesse capitulo, investigamos a dindmica da criagdo de emaranhamento entre o primeiro e
o ultimo membro de uma cadeia linear de osciladores harmoénicos acoplados na aproximagao
de onda girante. E bem conhecido que em uma cadeia linear de osciladores preparados em
seu estado fundamental ndo ha criagdo de emaranhamento nessa aproximagdo. Provocamos a
criagdo do emaranhamento acoplando a cadeia dois outros osciladores de referéncia preparados
em estados comprimidos puros com o mesmo fator de compressao e fases diferentes. Resultados
como perfeita localizacdo do emaranhamento aparecem dependendo da relacdo entre as fases
dos estados comprimidos dos osciladores de referéncia. Esses resultados foram publicados em

[74].

3.1 Descricao do Sistema

A configuracdo estudada por nés é composta de um anel central constituido de quatro
osciladores, onde dois deles sdo utilizados para acoplar a cadeia e os outros dois sdo osciladores
de referéncia, preparados em estados especiais, conforme figura 3.1. Outras possibilidades de

arranjos para a estrutura central serdo discutidas mais tarde.



M-1 M

Figura 3.1: Um diagrama da configuragdo dos osciladores usado nesse trabalho. M + 2
osciladores idénticos (massa e frequéncia unitaria) sdo inicialmente preparados no estado de
vacuo exceto dois osciladores (nomeados como r; e ) que sdo inicialmente preparados em
estados comprimidos puros. N é a negatividade logaritmica calculada entre os osciladores dos
extremos da cadeia e ¢ sdo constantes de acoplamento.

O Hamiltoniano na aproximacdo de onda girante para esse sistema é dado por (7 = m =

w=1)

=

S IR 1., o 1 22, 2], Con A~ N2, € A \2
H=20r, +4)+ 50, +4,) + EZ (7 + 8] + 3@ = 4y + Zn ~ )

i=1

C . ~ c, . C . ~ C . PN
+ 70 = qu) + 2(Pr — Posg2)” + 2 = Gu)* + (P, — Py)?
c c c &
+ 7 = Qup) + (P, = pua) + 4 Z |Gisr =407 + (Pra = 7], (3.1)
i
#M2+2

onde p e § sdo os operadores momento e posi¢do e ¢ sdo constantes de acoplamento. Tal

Hamiltoniano pode ser reescrito como
~ 1 P 1 7V O
H=3 Z(PiTz’ij +4iVij) = SR [ 0T ]R, 3.2)
1

onde R = (§r,,4r,,91, - - - M PrProiP1, - - - ,ﬁM)T e V e T sdo matrizes simétricas cujos elementos
podem ser obtidos da equagéo 3.1.

Inicialmente todos os osciladores foram preparados em estados de vacuo individuais com
excegdo dos osciladores de referéncia r; e 2, que foram preparados em estados comprimidos
puros, ou seja, no estado dado pela equagdo 1.137, com a = 2 = 0. Estamos trabalhando apenas
com estados gaussianos e assim vamos utilizar o formalismo da fungdo caracteristica discutida
na secdo 1.5.5. Como estamos interessados no emaranhamento, precisamos apenas da matriz

de covariancia definida na equagédo 1.122. Para essa preparacao inicial, a matriz de covariancia
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torna-se

Y11 0 0 0 0 9yimss 0 0 0 0]
0 920 0 0 0 0 Yomes O 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 O
0 0 0o . 0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0) = 3.3
YO=1 s 0 0 0 0 ymams 0 0 0 0 5-3)
0 ymia2 0 0 0 0 YMram+s 0 0 0
0 0 0 0 O 0 0 1 0 0
0 0 0 0 O 0 0 0 . 0
0 0 0 0 O 0 0 0 0 1]
sendo
y11 = cosh(2r) — senh(2r) cos(¢1), (3.4)
Y1,M+3 = Ym+3,1 = —senh(2r)sen(¢1), (3.5)
Ym+3M+3 = cosh(2r) + senh(2r) cos(¢p1) (3.6)
y2,2 = cosh(2r) — senh(2r) cos(¢2), (3.7)
V2,M+4 = YM+42 = —senh(2r)sen(¢n), (3-8)
YM+aM+4 = cosh(2r) + senh(2r) cos(¢2), (3.9)

sdo os elementos da matriz de covaridncia referentes aos dois osciladores no estado comprimido
puro. Eles possuem o mesmo fator de compressao r e fases diferentes ¢ e ¢».

A evolugado temporal da matriz de covaridncia é dada pela expressao [25]

() = E@)y(0)E®)T, (3.10)

sendo

E(t) =exp [( _OV g )t] (3.11)

Para maiores detalhes verificar apéndice A. Agora ja temos todas as ferramentas necessarias
para estudar a dindmica do emaranhamento em nosso sistema.

Antes de apresentar os resultados vamos fazer uma breve discussdo sobre o que ja é bem
conhecido sobre criagdo de emaranhamento com osciladores harmoénicos acoplados. Um dos
fatos conhecidos é que estados cldssicos, estados que possuem a fungdo P de Glauber bem

comportada, isto é, uma fun¢do regular ndo-negativa [75], como estados coerentes ou estados
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térmicos, ndo sdo capazes de criar emaranhamento em cadeias de osciladores harmonicos aco-
plados na aproximagdo de onda girante. Muitos artigos estudaram o problema de geragao
de emaranhamento na aproximacdo de onda girante e sua dependéncia com o estado inicial
dos osciladores [76, 77]. Embora sejam necessarios estados nao-cldssicos, como o estado com-
primido, para criar emaranhamento na aproximacao de onda girante, nem todos os estados
nao-cldssicos criam emaranhamento. Por exemplo, dois osciladores harmonicos (com opera-
dores de aniquilacio 4 e b) acoplados nessa aproximacio e inicialmente preparados em estados
comprimidos puros [, e [rpeie), respectivamente, nunca vao se emaranhar com a interacdo
A= g(ﬁ*l; +b'a), quando r, = 1, e angulo relativo ¢, — ¢, = 7. Para esse caso existe uma diregado

relativa de compressdo no dominio [0,27r) no qual nunca serd gerado emaranhamento.

3.2 Dinamica do Emaranhamento

Veremos agora que a configuracdo descrita na figura 3.1 apresenta uma rica estrutura a
respeito da dependéncia da dindmica do emaranhamento com a diregao relativa do angulo de
compressdo dos dois osciladores de referéncia. Mostraremos também que nessa configuragao
ocorre uma perfeita localizacdo do emaranhamento (independente do tempo) para uma grande
familia de estados comprimidos.

Na figura 3.2, mostramos a evolugdo temporal do emaranhamento entre os osciladores de
cada extremo da cadeia considerando M = 38. O estado inicial é aquele cuja a matriz de
covariancia é dada pela equagdo 3.3. Verificamos que o comportamento do emaranhamento na
figura 3.2 é um padrao cujo aspecto geral se repete para cadeias de tamanhos arbitrarios. O
primeiro e o tltimo oscilador da cadeia levam um certo tempo para se emaranharem e depois
desse tempo ocorre um pico inicial seguido por picos menores. Esse transiente é mais visivel
para cadeias com um ntimero M grande de osciladores. Apoés esse periodo inicial ocorre sempre
uma dinadmica irregular de maximos e minimos. Aspectos particulares nesse padrdo, como o
tempo para se estabelecer emaranhamento, ou ainda os valores dos picos, dependem fortemente
do ntimero de osciladores na cadeia.

E interessante notar na figura 3.2 que para qualquer tempo fixo, o emaranhamento decresce
quando o angulo de compressao relativo 6 = ¢ — ¢; aumenta. Esse angulo de compressao

relativo é descrito na figura 3.3
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Figura 3.2: Evolugao temporal da negatividade logaritmica para diferentes angulos relativos
de compressdo. Utilizamos M =38er = 1.

Figura 3.3: Representagdo dos dois estados comprimidos considerados nesse trabalho. Os
osciladores de referéncia sdo preparados em estados comprimidos [rei®1) e |rei®2), com angulo
de compressao relativo 6 = ¢, — ¢1.

A figura 3.2 indica que conforme 6 aumenta chegard a um ponto em que ndo havera criagdo
de emaranhamento entre os osciladores 1 e M em qualquer instante de tempo. Diferentemente
do caso de apenas dois osciladores acoplados na aproximagdo de onda girante, verificamos
que 6 ndo é tnico no intervalo [0,27). Existe em nosso sistema um continuo de valores de 6
para os quais nunca havera criacdo de emaranhamento. Continuando a aumentar 9, ocorrera

um valor em que o emaranhamento é novamente criado entre os osciladores nos extremos da
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cadeia. Essa faixa de 6 para o qual ndo hé criacdo de emaranhamento entre os osciladores 1 e
M depende do pardmetro de compressao r na preparagdo inicial.

Na figura 3.4 mostramos a variacdo do emaranhamento como fung¢do de 6 para diferentes
valores de compressado r para o tempo fixo ct = 58. Escolhemos esse tempo por ser aproxima-
damente o tempo do primeiro méximo local do emaranhamento para ct < 80 como pode ser
visto na figura 3.2. Fica bastante claro na figura 3.4 que o aumento do pardmetro de compressao
r aumenta a faixa de 6 para o qual ndo hé criacdo de emaranhamento. Isso claramente indica
que a declaragcdo de que compressao favorece a criagdo de emaranhamento tem que ser vista
no contexto correto. Aqui encontramos um exemplo em que quanto mais comprimidos os
estados dos osciladores de referéncia, maior a dificuldade para a criacdo de emaranhamento,
considerando o fato de que a faixa de valores de 6 que permite a criagdo do emaranhamento
entre os osciladores 1 e M diminui. Conforme r aumenta, o sistema se torna entdo mais seletivo
a respeito da geragdo de emaranhamento entre os osciladores dos extremos da cadeia.

0,08

0,07k r=1,00
\ - - —-r=125
0,06 | r=1,50

| - —r=175

0,05 1\

0,04F !

0,03 !

Negatividade Logaritmica

0,021 \

0,01} |

Figura 3.4: Negatividade logaritmica em ¢t = 58 como fungdo do

angulo de compressado
relativo 6 para o caso M = 38.

A razdo porque o emaranhamento nio se propaga na situacdo descrita anteriormente reside

no fato que o emaranhamento entre os osciladores % e 2#2 ¢ zero para a faixa de 6 que proibe

a criacdo de emaranhamento entre 1 e M. Verificamos que o emaranhamento é criado apenas

entre % er, % er, % ern, % e 7, mas ndo entre ]\2—4 e ]\% para aquelas faixas de 6. Esse

emaranhamento localizado na estrutura central persiste por todo o tempo. Podemos notar na

figura 3.2 que os osciladores 1 e M levam um certo tempo para emaranharem, ct ~ 15, isso esta
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de acordo com a visdo de que o emaranhamento estd sendo criado no centro da configuracgao,
no anel, e entdo esta sendo propagado pela cadeia. Propagacdo de emaranhamento também é
cuidadosamente estudada em [24, 25, 78].

No6s testamos numericamente a relagao da faixa de 6 com o niimero de osciladores na cadeia,
de M = 2 até M = 98, e notamos que essa faixa é independente do niimero de osciladores. Na
figura 3.5 mostramos essa independéncia apenas para alguns valores de M para facilitar a
visualizagdo. Como j4 era esperado, o emaranhamento decresce com a distancia, ou seja, com
o nuimero de osciladores na cadeia. Podemos observar isso na figura 3.5 nas regides em que o

emaranhamento é diferente de zero.
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Figura 3.5: Primeiro méximo local da negatividade logaritmica no dominio ¢t < 80 como
fungdo do angulo de compressao relativo 6 para diferentes ntimeros M de osciladores na cadeia.
Consideramos r = 1.

Para esse grafico consideramos o emaranhamento méximo para tempos ct < 80, mas outras
escolhas, testadas por noés, levardo a resultados similares (valores de 6, independéncia com M,
etc.), assim esse resultado é independente do tempo. Nossos resultados, mostrados nas figuras
3.2 e 3.4, sugerem independéncia de M e por isso resolvemos investigar o anel isoladamente.
Nesse caso, uma solugdo analitica pode ser obtida e maiores detalhes sdo apresentados no

apéndice B. Os autovalores simpléticos encontrados para o anel sdo

leB = {| cos?[ct] + sen?[ct](cosh[2r] — senh[2r]| cos[6/2]])}}/?, (3.12)

ygB = {| cos?[ct] + sen?[ct](cosh[2r] + senh[2r]| cos[5/2])]} /2. (3.13)

Da defini¢do da negatividade logaritmica para estados gaussianos, equagao 1.177, temos que
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apenas os autovalores simpléticos menores que 1 contribuem para o emaranhamento. Assim,
Tp 4 : P Ty
apenas o autovalor ;" € importante, pois € o tinico que pode ser menor que 1. Para y,” ser

menor que 1 devemos ter

> (3.14)

wof2)]- 1

E importante notar que essa desigualdade ndo depende da constante de acoplamento ¢ e nem
do tempo t, em conformidade com a andlise numérica apresentada nas figuras anteriores. Para
r = 1 a desigualdade acima é satisfeita para —1,41005 < 6 < 1,41005. Entao os osciladores 1 e 2
ndo vao emaranhar se 1,41005 < 6 < 4,87313, e isso estd de acordo com os valores numéricos
mostrados na figura 3.4 com M = 38. Usando agora r = 1,75 na desigualdade 3.14 ha criacdo
de emaranhamento se —0,68822 < 6 < 0,68822, implicando ndo haver emaranhamento com
0,68822 < 6 < 5,59496, também em acordo com a figura 3.4. Embora a relagdo entre 0 e 7 seja
independente de M, ressaltamos que a quantidade de emaranhamento e a dindmica mudam
completamente conforme o nimero de osciladores na cadeia. Como exemplo, mostramos na
figura 3.6 a evolugdo temporal do emaranhamento entre os osciladores 1 e M para M = 4.
Quando comparado com o grédfico mostrado na figura 3.2, onde foi considerado M = 38,
podemos ver que as frequéncias envolvidas na evolugdo e a quantidade de emaranhamento
disponivel para os dois osciladores dos extremos da cadeia mudam. Contudo, a localizagao
como fungdo de 6 serd idéntica, independente do nimero de osciladores M, em conformidade

com a desigualdade 3.14.
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Figura 3.6: Evolugao temporal da negatividade logaritmica para diferentes angulos de com-
pressdo. Utilizamos M =4er =1.
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Uma outra forma de apresentar a relacdo entre o angulo relativo de compressao e o emara-
nhamento é fixando 6 e variando o valor de r. Na figura 3.7 mostramos como o emaranhamento
entre 1 e M, para o caso mais simples M = 2 (anel), depende do parametro de compressdo para
diferentes valores de 6. Vemos que uma vez fixado 9, existe um limite superior para r. Acima
desse limite nenhum emaranhamento é criado apesar do fato de o estado inicial dos osciladores

de referéncia ser cada vez mais comprimido, e portanto, menos cldssico.

0,35 T
B § =1,41005
0.3+ /‘/ \\ - - - - 6:1/11612 m
- * §=0,87814
, N - - - §=0,68822
© 0,25 ’ \ 4
L ’ \
£ / \
g 0,2 /I - *
L P 4
3 0 N N
g / // N \
& , N \
2 0,15} r, . . 1
2 "y \ \
S ‘1 \
o} ; \ \
z 0,1t // A \ 4
// A A
P \
7 \ )
0,051 / \ \ 1
/ ' \
\ .
\ \
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0 0,5 1 15 2 2,5

compressao

Figura 3.7: Negatividade logaritmica em ct = 1 como fun¢do da magnitude de compressao e
diferentes angulos relativos 0, para o caso M = 2.

Vamos fazer agora uma breve discussao sobre a escolha do arranjo descrito na figura 3.1.
Nosso principal objetivo nesse trabalho foi mostrar a existéncia e a forte dependéncia da perfeita
localizagdo do emaranhamento com a diferenca de fase de compressao entre os dois osciladores
de referéncia. Cadeias de diferentes tamanhos foram utilizadas para enfatizar a localizagdo do
emaranhamento na estrutura central.

Exaustivo trabalho numérico mostrou que esse fendmeno ocorre quando pelo menos um
oscilador é acoplado diretamente aos dois osciladores de referéncia. Outras escolhas para a
configuragdo central, satisfazendo esse requisito, sio mostradas na figura 3.8, onde as conexdes
em aberto sdo para o acoplamento com cadeias. Podemos perceber que a configura¢do do
anel que utilizamos nesse trabalho é mais simples quando comparada com as configuragdes

mostrada na figura 3.8.
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Figura 3.8: Exemplos de diferentes arranjos que localizam o emaranhamento. Cadeias de
diferentes tamanhos podem ser acopladas em tais estruturas através das linhas abertas a fim
de estudar a criagdo e propagagdo do emaranhamento. Dependendo do angulo relativo de
compressdo dos osciladores de referéncia r; e r, ndo haverd criagdo de emaranhamento entre os
membros das cadeias acopladas a essas estruturas.

Vamos agora fazer alguns comentarios sobre a conexdo de nossos estudos com aplicagdes
em uma configuracdo de estado sélido. Escolhemos o0s osciladores microeletromecanicos, em
inglés "microelectromechanics systems (MEMSs)", para a implementa¢do de nosso trabalho,
pois atualmente eles podem ser fabricados e controlados com alta precisdo. Osciladores MEMS
utilizam a integracdo de elementos mecanicos e eletronicos em um substrato de silicio através
da tecnologia de microfabricagdo. Se resfriados a temperaturas suficientemente baixas , esses
sistemas operam como osciladores harmonicos no regime quantico. Os osciladores podem
ser construidos via fotolitografia de ouro em um substrato de silicio [79]. Outros trabalhos
como [81, 82] estudaram o emaranhamento em osciladores harmoénicos acoplados e também
sugerem esses dispositivos como possiveis implementagdes fisicas. E claro que na pratica,
os osciladores ndo vdo apenas acoplar-se entre si. Eles acoplardo também com o ambiente e
o substrato de silicio. Apesar disso, foi mostrado em [81] que a criagdo e a propagacdo de
emaranhamento sdo surpreendemente robustos contra esse ruido causado pelo acoplamento
com o substrato. Eles utilizaram oito osciladores MEMS com frequéncias naturais de 5 GHz
e resfriados a temperaturas de 10 mK e obtiveram um emaranhamento préximo de 0,2 para

acoplamento ¢ = 0,3 e fator de qualidade Q = 103. Assim, MEMS sao fortes candidatos para
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implementacdo das idéias apresentadas nesse capitulo. Apresentamos no apéndice C, a Fisica

bésica dos MEMS.

3.3 Conclusoes

Nos estudamos a dindmica de emaranhamento em um arranjo simples de osciladores com
énfase na relacdo entre estados comprimidos e a criagdo de emaranhamento. Tal arranjo é
formado por uma estrutura central e cadeias de osciladores acoplados. Encontramos que, para
uma grande familia de estados comprimidos para os dois osciladores de referéncia, ha uma
forte localizagdo do emaranhamento entre apenas alguns dos osciladores centrais. Apresenta-
mos uma cuidadosa andlise dos pardmetros envolvidos e concluimos que tanto a magnitude
do parametro de compressdo quanto sua fase sdo importantes na criagdo de emaranhamento.
Mostramos que a localizagdo do emaranhamento depende somente do anel central e assim re-
duzimos a andlise para apenas quatro osciladores. Isso nos permitiu obter expressdes analiticas
que captam todos os aspectos da localizagdo do emaranhamento. Propomos um método para
gerar e localizar emaranhamento que ndo envolve controle externo das constantes de acopla-
mento mas somente controle local de estados quénticos individuais. Finalizamos sugerindo

um sistema microeletromecanico para implementacdo das idéias apresentadas aqui.
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Capitulo 4

Conclusoes e Perspectivas Futuras

Finalizamos essa dissertacdo reunindo as idéias principais dos trabalhos e sugerindo alguns
possiveis trabalhos futuros.

No primeiro trabalho, estudamos o fendmeno da emissdo espontdnea no espaco livre do
ponto de vista da teoria de informagdo quantica. Para isso, utilizamos a teoria de Weisskopf-
Wigner que descreve quanticamente a interacdo de um tnico 4tomo com uma excitagdo e o
campo eletromagnético no vacuo. O primeiro resultado que obtivemos foi analisado ap6s a
emissdo espontanea e mostrou que o emaranhamento entre os modos do campo poder chegar
a 1 ebit. Esse emaranhamento possui uma forte dependéncia com a frequéncia dos modos
do campo e a frequéncia atdmica e também com o tamanho das duas parti¢des consideradas.
Para o caso de ressonancia basta um pequeno grupo de modos em uma das parti¢des para
que o emaranhamento va rapidamente ao méximo. Para o caso fora de ressonancia também
é sempre possivel chegar ao maximo de emaranhamento aumentando o nimero de modos.
Embora mostramos que os modos do campo podem estar altamente emaranhados, parece ndo
ser possivel ter um controle total sobre o espaco livre, limitando assim a possibilidade de
deteccdo experimental.

Nos propomos a utilizagdo de cristais fotdonicos para observagdo de nossos resultados, por
serem um ambiente mais controldvel do que o espaco livre. A Fisica desses sistemas é bastante
rica e por este motivo ha muito para ser explorado a respeito da emissdo espontanea em cristais
fotdnicos. Assim, sugerimos como perspectiva futura de pesquisa o estudo do emaranhamento
entre os modos do campo do cristal fotonico fora das condi¢des em que este se comporte
como o espago livre. Uma vez que os modos do cristal fotonico estdo sempre emaranhados

com o dtomo, ndo é mais possivel utilizar a entropia de emaranhamento. Tendo em vista que



ndo possuimos uma medida de emaranhamento operacional para estados globalmente mistos,
a nado ser para estados com alta simetria, como os estados gaussianos, vemos portanto que
trata-se de um problema desafiador. Também foi analisado o emaranhamento entre o d4tomo
e o campo durante o processo da emissdo espontanea e verificamos que existe uma relagao
do tempo médio de vida do atomo no seu estado excitado com o tempo necessdrio para o
atomo e o campo atingirem emaranhamento maximo. Este resultado corrobora a importancia
do emaranhamento e também legitima o emaranhamento como uma grandeza fisica.

No segundo trabalho, exploramos uma configuracdo simples de osciladores harmonicos
acoplados. Encontramos uma situagdo em que quanto mais comprimidos os estados dos os-
ciladores de referéncia, maior é a dificuldade de se emaranhar os osciladores dos extremos da
cadeia. Verificamos também que essa situagdo localiza o emaranhamento no anel central da
cadeia. Para a situagdo mais simples (apenas o anel central) foi possivel encontrar uma solugao
analitica simples que captura os aspectos essenciais dos efeitos obtidos para cadeias de tamanho
arbitrario.

Encontramos outras configuragdes mais complexas para o arranjo central que proporciona-
ram os mesmos resultados do anel, mas que por serem mais complexas, as solu¢des analiticas
ndo sdo tdo facilmente obtidas. Verificamos que em todas as configura¢des de arranjo central
em que ocorreu a localizagdo do emaranhamento, os osciladores que servem como hub para
conectar as cadeias devem estar acoplados diretamente aos dois osciladores no estado compri-
mido. O completo entendimento deste fato ndo nos ficou totalmente claro e assim sugerimos
como trabalhos futuros a andlise detalhada dessa relacao, utilizando outras ferramentas como,
por exemplo, as fun¢des de quasi-probabilidade. Uma outra possibilidade de anélise futura
do nosso problema consiste em considerar o sistema acoplado a reservatérios para verificar se
nossos resultados se preservam em condigdes mais préximas da realidade experimental.

Concluimos, assim, agradecendo a todos que de alguma maneira contribuiram com os
trabalhos apresentados aqui e que esses trabalhos estimulem e contribuam de alguma forma

para o desenvolvimento da Ciéncia.
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Apéndice A

Operador de Evolucao Temporal da
Matriz de Covariancia

Neste apéndice, iremos demonstrar a lei de evolugdo temporal da equagdo 3.10. Comegamos

reescrevendo a equacdo 1.122 para os elementos da matriz de covaridncia como
yij = 2Re[(0;0) — (O(0))], (A1)

com O = (41,42, - -- Amp1.p2, - - - Pm)T. Sabemos que operacdes locais ndo afetam o emaranha-
mento [25], assim os valores médios podem ser feitos iguais a zeros por operagdes locais nos
osciladores individuais, neste caso através do operador de deslocamento da equagao 1.90. Re-
alizando tais transformagdes, podemos trabalhar com uma expressdo mais simples para os

elementos da matriz de covaridncia dada por
vij = 2Re(0;0;). (A.2)
Por simplicidade de nota¢do na demonstracdo, definiremos
7ij = (0;0;) = (00", (A.3)

e deixaremos para tomar a parte real apenas no final dos célculos.

Derivando J;; com rela¢do ao tempo obtemos

dyij  [dO; do; dO; do,;
i = (o o) - (Fo) o) .

Utilizando a equagao de Heisenberg [30] para os operadores O; e O; temos

% = (1[A,0:10;) + (10:[H,0,1). (A.5)



Primeiramente vamos considerar que O; = §; e O; = §;, ou seja, estamos considerando que os

elementos O; e O sejam apenas operadores de posi¢do. Assim,
dyll
] f & A . A . A . & A .
— = (LA4;) + (A1)
Utilizando o Hamiltoniano da equagao 3.2 obtemos
N 1 A o
[H.4i] = 5 Z[Pkalpz,Eli],
ki
1 . A A AT A
=5 Z{Pkaz[Pz,qi] + [P gil Tuapi},
ki
1 . 5
=5 Z{Pkal(—l5li) + (=10k)) T},
ki
1 . .
=3 (Zk: PiTyi + Zl: Tilpl]-
De maneira anéloga,
A 1 R R
[H,4;] = -5 [Z PrTxj + Z szpz]-
k l
Substituindo as equagdes A.7 e A.8 na equagdo A.6 obtemos

dyy!
t

Uma vez que p e T sdo hermitianos segue que
+
Y AT = {Z ﬁkai) =Y Tipt =) Tupr,
k k k k
.l.
Z Tipr = [Z Tﬂﬁz) = Z pTy= Zﬁsz]',
] ] ] ]

e assim

ij o A A
= (Zl: Tupig;) + (Zk: ik Tkj)-

1 U 1 A 1 A 1 . A
e §<Zk: PrTwidj) + §<; Tupigj) + §<; GipkTxj) + E(Zl: 4iTpn)-

(A.6)

(A7)

(A.8)

(A.9)

(A.10)

(A.11)

(A.12)

Agrupando os operadores p em um vetor O(p), podemos reescrever a equagdo anterior como

a0

o = ((TOMIid)) + GO P)TI)),
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onde [TO(p)]; significa a i-ésima linha do produto da matriz T pela matriz O(p) e [O*(ﬁ)T]j
significa a j-ésima coluna do produto da matriz ot (p) pela matriz T. Agrupando agora os
operadores § num vetor O(j), podemos reescrever a equagao A.13

514
—L = (TO@)0' @l + 0@O )T,

dt
= (TO(P)O"(@))ij + (O@O" (P)Tij. (A.14)

Da equacdo A.14 concluimos que

dyl?f?

o = (TOMO'@) +(O@O" H)T)

= T(O(p)O"(@)) + (OGO (P)T. (A.15)

Finalmente obtemos para o subespago 4j
dqu

S =Tyt T, (A.16)

Agora consideraremos O; = §; e O; = p;. Procedendo de maneira andloga ao que fizemos

para o subespago 44 teremos

any A
— L = (iALa1p;) + (il py1). (A17)

O comutador [H,§;] j4 foi calculado na equagdo A.7 e assim basta calcular [H jl- O resultado é

Z G Vij + Z Mz) (A.18)

/P]] -

Assim,

~’M
—L = <Z Tapipj) - <Z Gk Vi), (A19)

onde utilizamos o fato de 4, p, V e T serem Hermitianos. Utilizando a mesma notacdo anterior,

obtemos
T
= (TOP)O'(p)yi; = (COGO' @ V)i, (A.20)
que implica em
dy 2O (5 SOt
— = {TO@O () - OGO @DV),

= TyPP — 11V, (A.21)
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Para os casos O; = p;; Oj = §; e O; = p;; O; = p; seguimos exatamente o0 mesmo raciocinio

dos casos anteriores, resultando em

dyP o
% =yl 4 0T, (A.22)
dyPP U
Zi/t = —VyiP — Py, (A.23)
Reunindo esses resultados teremos
i dypie AR A AR AB
oo o0 U VR A 1 O I | 4 (A.24)
dyPt dyP? -V o || 971 PP g (T 0 | :
ar dr
ou seja,
i e P (A.25)
at | -v oo |"TY|T o '
A solugdo desta equacao diferencial é
7(t) = E@OPO)E®)", (A.26)
na qual
0 T
E(t) =exp [( vV 0 )t] (A.27)

Demonstramos assim a equagao 3.10.
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Apéndice B

Soluc¢ao Analitica do Anel de

Osciladores

Nesse apéndice mostraremos com maiores detalhes a

solucdo analitica para o anel da cadeia

de osciladores do capitulo 3. A matriz de covaridncia inicial é dada por

yii. 0 00 »gs
0 V2,2 0 0 0
0 0 10 0
0 0 01 O
YO=1 00 0 00 yss
0 V6,2 0 0 0
0 0 00 O
0 0 00 O

onde os elementos y;; sdo dados pelas equagdes 3.4-3.9 co

por
1+c O —c/2

o1 0 1+4c —c/2

r=vs= —c/2 -c/2 1l+4+c

0 —-c/2 —c/2

0 0 0]

y26 0 0

0O 00

0O 00

0 0 o0l (B.1)
Y66 0 0

0O 1 0

0 0 1|

m M = 2. As matrizes T e V sdo dadas

—c/2
—c/2
0
1+c¢

(B.2)

4

Utilizando a equagéo 3.11 obtemos os seguintes elementos de matriz do operador de evolugao

temporal

Ei11=Epy =Es3 =E44=Ess=FEge = Ey7 = Egg = cos?[ct/2] cos[(1 + c)t],

Eg1 =Eyp =E¢3 =Es4 = —E45 = —E36=—Ex7 =

—Ei8 = sen2[ct/2]sen[(1 + o)t],

Er1 =E31=Ei1p=E4p =E13=Es3=Ey4s =E34=Ess5=Ey5=Es6 =

1
=Egg=Esy=Eg7 =Egs =E7g = Esen[ct]sen[(l +o)t],



Ee1 =Ey1 =Esp =Egp =Es3 =Eg3 =E¢4 =E74=—Ep5=—-E35=—E16=

}L{sen[(l + 2¢)t] — sen|[t]},

Ey1 =E3p = Exs = E1g = Ess = E76 = Eg7 = Esg = —sen?[ct/2] cos[(1 + c)t],

=—E46=—-E17=—-E4y7=-Exg=—E3s =

Es1=FEey=Ey3 =Egy=—E15=—Eyg = —E37 = —E4g = — cos®[ct/2]sen[(1 + c)t].

A partir desses elementos de matriz, a evolucdo temporal da matriz de covariancia é obtida
pela equagdo 3.10.

Como estamos interessados apenas no emaranhamento entre os osciladores 1 e M, nesse
caso considerando M = 2, tragamos os osciladores de referéncia e ficamos com a matriz de
covariancia evoluida temporalmente apenas para os osciladores 1 e 2. Definindo sh[7] = senh[n]

e ch[n] = cosh[n], os elementos da matriz de covaridncia sdo dados por

yim = 5o
= 31 {3 — 2 cos[2ct]sh?[r] + ch[2r] + 2 cos[6/2] cos[2(c + 1)t + 6/2 + qbl]senz[ct]sh[Zr]} ,
(B.3)
Vas (B = Vi)

= 411 {3 — 2 cos[2ct]sh?[r] + ch[2r] — 2 cos[6/2] cos[2(c + 1)t + 6/2 + q)l]senz[ct]sh[Zr]} ,

B.4
Ve =g O =V O =g O =y O =y B =rE O =y ®) o

= —% cos[6/2]sen?[ct]sen[2(c + 1)t + 6/2 + ¢y]sh[2r], (B.5)
VAB(1) = y4B (1) = %senz[ct] {ch[Zr] — 1+ cos[6/2] cos[2(c + 1)t + 5/2 + qbl]sh[Zr]}, (B.6)
vaB() = yAB(1) = %senz[ct] {ch[2r] - 1 - cos[5/2] cos[2(c + 1)t + 5/2 + ¢ ]sh[2r]}, (B.7)

onde A e B referem-se aos osciladores 1 e 2 respectivamente.

Fazendo a transposigdo parcial utilizando a matriz dada pela equacédo 1.179, e a transfor-
magdo simplética utilizando a matriz dada pela equagdo 1.120 obtemos a matriz de covaridncia
simplética transposta parcialmente. Agora, basta diagonalizar para obter os autovalores sim-

pléticos

1% = {lcos®(ct) + sen?(ct)[cosh(2r) — senh(2r)| cos(5/2)[]1}'/, (B.8)

ygB = {| cos?(ct) + sen?(ct)[cosh(2r) + senh(2r)| cos(5/2)|]1}/2. (B.9)
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Apéndice C

Osciladores Microeletromecanicos

Osciladores microeletromecanicos (MEMS) sdo sistemas mecanicos controlados eletronica-
mente e fabricados na escala de micrometro. Podem ser compostos de componentes micromeca-
nicos como microengrenagens, microalavancas, etc, e componentes microeletronicos para obter
informacao e controle. A integragdo entre os sistemas mecanicos e eletronicos sdo comumente
feitos em um substrato de silicio através da tecnologia de microfabricacdo. Enquanto os ele-
tronicos sdo fabricados usando processos sequenciais de circuitos integrados, os componentes
micromecanicos sdo fabricados usando o processo de microusinagem [79].

O nosso objetivo nesse apéndice é mostrar que os sistemas MEMS podem se comportar
como osciladores harmonicos sobre certas condigdes, possibilitando assim uma possivel imple-
mentacao de nosso trabalho. A demonstragao foi baseada na referéncia [80].

O sistema micromecénico escolhido pode ser modelado por uma barra com uma das extre-

midades fixa e a outra livre para oscilar, conforme figura C.1



Figura C.1: Barra de tamanho / fixa em apenas uma das extremidades utilizada como modelo
para um sistema MEMS.

A equagdo de movimento é dada por [83]

dx* Ix? oz’

4 2 2
O AL i 162 S 1C7) (C.1)

onde u(x,t) é o deslocamento, na direcdo y, de um ponto na barra , Ey é o médulo de Young
do material, I é o momento de inércia, T é a tensdo na barra e m é a massa por unidade
de comprimento (densidade linear). O termo de quarta ordem resulta da rigidez da barra,
enquanto que o termo de segunda ordem espacial resulta da aplicagdo de tensao.

Considerando que a fungédo u(x,t) pode ser escrita como
u(x ) = y(oe(), (C2)

e substituindo na equacgdo C.1, a equagdo diferencial para a parte espacial se torna

d* T d?
=) €

na qual definimos € = Eyl e @ uma constante de separagdo. Supondo uma solugado do tipo

Ya(x) = Ae™ + Be™™ 4 Ce** + De™*, (C.4)

obtemos
K+ (T/e)k* = a*, (C.5)
k* = (T/e)x? = a*. (C.6)
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As constantes k e k sdo determinadas aplicando as condigdes de contorno.

A parte dependente do tempo obedece a equagédo diferencial

m d?z(t)

e —att(t), (C.7)
sendo a solugdo geral dada por
To(t) = cre'¥et + cpe™'@at, (C.8)
onde
wWe = a*\e/m. (C.9)
Assim, chegamos a solugédo geral
u(et) = ) val)talt), (C10)
{a}

onde a soma é feita sobre todos os valores possiveis de a para um conjunto particular de
condig¢des de contorno escolhidas. Os modos espaciais y,(x) sdo ortogonais e normalizados tais

que

/
\L ya(x)ya’(x)dx = Oaa- (C.ll)

Agora vamos obter o Hamiltoniano para o sistema. A energia total do sistema é a soma da

energia cinética e a energia potencial. A energia potencial V é dada por

1 L Pu(x b))\ L ou(x )\
V—E[ej(;( Ep )dx+Tf(;( E )dx. (C12)

Utilizando a expansdo da equacado C.10, obtemos para a energia potencial

1 Hdya ()| (d2ya (%) H(dya(x)\ (dya (x)
_E;;Ta(t)za,(t)[efo( o )( a2 )dx+Tf0( - )( - )dx. (C.13)

Fazendo a integracado por partes e utilizando as condigdes de contorno para uma barra, fixa em

uma extremidade e livre na outra [83], ou seja,

dya (x)
dx

a3 Ya (x)
x=I - dx3

_ dz]/oc(x)
x=0 B dx?

=0, (C.14)

x=I

Ya(0) =

obtemos

a dz a
ZZM e (1 f ( ) _ gxi”)ya«xmx. (€15)
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Utilizando as equagdes C.3 e C.11, obtemos a forma final para a energia potencial

=5 Z ea’ T (C.16)

A energia cinética é dada por

1 ! du(x,t) 2
K—Efom( T )dx, (C.17)

na qual utilizando novamente a equagdo C.10 e as condi¢des de contorno da equacdo C.14

obtemos

2 Z (dT“(t ) . (C.18)

Assim o Hamiltoniano cldssico para a barra é

H=V+K (C.19)

2
=5 Z [ea o (t) + m (dT;t(t)) l (C.20)

Definindo 1, = g, € (d74/dt) = (pa/m) podemos reescrever o Hamiltoniano como

H-= Z ( mw“q“). (C.21)

Demonstramos entdo que cada modo de vibra¢do da barra é modelado por um oscilador harmo-

nico com massa m e frequéncia w,. A quantiza¢do, como fizemos para o campo eletromagnético,

se dé pela troca de p, e g, pelos operadores p, € §o ([fa,Por] = iH0aa)

2 a2
2 pa mwaqa
A= Za ( ot — ) (C.22)

Vamos mostrar agora como acoplar os osciladores. Para isso, vamos considerar a situacdo

descrita na figura C.2
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Figura C.2: Duasbarrasidénticas fixas em apenas uma das extremidades, com separagao d entre
suas posicoes de equilibrio. As oscilagdes das placas foi exagerada para melhor visualizagao.

O Hamiltoniano para esse sistema é dado por

H = Ho + H], (C.23)
com a parte livre dada pela equacdo
2 52 242 242
. py  p5  mw gy mwd;
=—+ = 24
M= omtm* 2 * 2 29
e a parte de interagdo dada por
. C(gV?
H; = %, (C.25)

na qual C(q) é a capacitancia, sendo g = (g2 — 1), e V é a diferenga de potencial elétrico
aplicado entre as barras, considerando-as como um capacitor de placas paralelas. Nesse caso a

capacitancia é [84]

SoA
@d-q)’

C(g) = (C.26)

com &g a permissividade elétrica do vacuo, A a drea das placas e d a distancia entre as posi¢des

de equilibrio das placas. Assim, temos para o Hamiltoniano de interacdo

2
A = qu. (C.27)
24(1 - )
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Considerando pequenas oscilagdes, g < d, vamos fazer a expansao de (1 — %)‘1 até a segunda

ordem, obtendo

N é‘oAVz é‘oAVz 2
H; = + cte. 2

O termo linear em g causa apenas uma redefini¢do da posicao de equilibrio e o termo quadratico

é o responsével pela intera¢do. Finalmente, o Hamiltoniano do sistema é dado por

2 p2 5,242 5 242
a- 5_;1 N ;9_;1 mw; 77 + TI’Ia); 13 g2 - 1) (€.29)
no qual
. g0AV?
Wa = Wa+ =55 (C.30)
A= 80;1;/2- (C31)

Escrevendo os operadores p e § em funcdo dos operadores de criagdo e aniquilagdo, apare-
cerdo termos quadréticos que na aproximacdo de onda girante podem ser desprezados. Apods
essa aproximagdo podemos voltar a escrever o Hamiltoniano em termos dos operadores p e g,

e o resultado é

2 p2 5 252 5 252
A pl pz mawgy ql maoy q2 /\ . N2 A A o
H=om ™ 2m (02— (P2 - 32
om T amt Tt t @ q) (=P (C.32)

sendo este 0 mesmo Hamiltoniano generalizado para a configuragao utilizada nesta dissertagao

descrita pela equagédo 3.1.
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