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Resumo

ALMEIDA, Vinicius Vivaldino Pires de, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, fevereiro
de 2010. Controle 6timo aplicado a problemas bioldgicos. Orientadora: Lucy
Tiemi Takahashi. Co-orientadores: Sandro Vieira Romero e Valéria Mattos da Rosa.

Este trabalho tem como objetivo o estudo da Teoria do Controle Otimo e sua
aplicagao a problemas biologicos. Estudamos dois modelos de controle 6timo: o primeiro
aplicado a invasoes biolégicas em uma rede de lagos e o segundo aplicado ao tratamento
de cancer através do uso de drogas. Os modelos que descrevem a dinamica dos proble-
mas considerados sao baseados em equagoes diferenciais ordinarias. Os problemas sao
colocados no formato de um problema de controle étimo, onde no primeiro minimizamos
o custo, que é composto do custo de prevencao adicionado aos prejuizos causados pela
invasao, e no segundo minimizamos a densidade do tumor de cancer no tempo final do

tratamento e os efeitos (males) causados pela droga durante o tempo de tratamento.



Abstract

ALMEIDA, Vinicius Vivaldino Pires de, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, February
2010. Optimal control applied to biological problems. Advisor: Lucy Tiemi
Takahashi, Co-advisors: Sandro Vieira Romero and Valéria Mattos da Rosa.

This work aims to study the Theory of Optimal Control its application to biological
problems. We studied two models of optimal control: the first applied to biological
invasions in a network of lakes and the second applied to the treatment of cancer through
the use of drugs. The models that describe the dynamics of the problems considered
are based on ordinary differential equations. The problems are placed in the form of
an optimal control problem, where in the first we minimize the cost, which is composed
of the added cost of preventing in the damage caused by invasion, and in the second
we minimize the density of tumor cancer in end time of treatment and the effects (ills)

caused by the drug during the treatment period.

vi



Introdugao 1

Introducao

O objetivo deste trabalho é apresentar de uma forma introdutéria a Teoria do
Controle Otimo com aplicagoes na area bioldgica. Esta teoria foi desenvolvida pelo
matematico russo Lev Semenovich Pontryagin que, por volta de 1962 publicou The Ma-
thematical Theory of Optimal Processes [11] com outros autores, e seu trabalho é até
hoje o mais significante desenvolvido na Teoria do Controle Otimo. Sua aplicacao é bas-
tante ampla, permitindo abordagens de problemas atuais e de diferentes areas, tais como
matematica, biologia, fisica, economia e outras ciéncias aplicadas.

A formulacdo de um problema pela Teoria do Controle Otimo considera alguns
elementos fundamentais. Sao eles: um funcional objetivo que deve ser maximizado (ou
minimizado), as equagoes algébricas ou diferenciais (modelos que representam a dinamica
do problema), que restringem as agbes que podem ser tomadas sobre o sistema que
representam, e condicoes de contorno, que explicitam os estados inicial e, ou, final.

O comportamento do sistema que modela a dinamica do problema é descrito por
variaveis de estado, que sao quantidades que desejamos controlar. Elas representam as
condicoes em que se encontra o problema que estd sendo modelado, em um instante
de tempo. Ja as variaveis de controle entram no sistema de equacoes e afetam a sua
dinamica.

O objetivo em um problema de controle 6timo é encontrar controles que maximizem
(ou minimizem) um determinado funcional objetivo, sujeito a um determinado modelo
que retrata a situacao considerada. Assim, de forma geral, o funcional objetivo depende
de uma ou mais variaveis de estado e de controle.

Em alguns problemas podem haver limitacoes as varidveis de controle e também
pode ser que, além de maximizar (ou minimizar) o funcional objetivo, podemos estar
interessados em maximizar (ou minimizar) uma fungdo no estado final ou no estado
inicial (fun¢ao chamada termo de retorno).

Para solucionar os tipos de problemas citados acima, serao apresentadas aqui con-
digoes necessarias para encontrar as solucoes étimas. Junto a teoria, sao apresentados
exemplos matematicos e biologicos que visam um melhor entendimento dela e também
uma maior motivacao ao seu estudo.

Introduzimos o problema de controle 6timo com uma variavel de controle e uma
variavel de estado no Capitulo 1, onde o estado serd fixado no tempo inicial e o termo de
retorno sera identicamente nulo. Na Secao 1.1 serao apresentadas condigoes necessarias,
por meio do Principio do Maximo de Pontryagin, para que uma solugdo (controle e

estado) para tal tipo de problema, seja 6tima. Neste caso, sao apresentadas condigoes
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suficientes sobre controle e estado para que estes sejam solugoes 6timas para o problema
em consideragao.

No Capitulo 2 sera apresentada uma extensao do problema do Capitulo 1. Na Secao
2.1 sera considerado o mesmo problema da Secao 1.1 com um fator adicional, o termo de
retorno e as condicoes necessarias sao adequadamente alteradas. O mesmo problema da
Secao 2.1 é apresentado na Secao 2.2, porém com a variavel de estado fixada no tempo
final e na Secao 2.4 é inserido um fator adicional ao problema da Secao 2.1, que é a
variavel de controle limitada inferiormente e, ou, superiormente, e serao desenvolvidas
condigoOes necessarias alternativas para este tipo de problema.

Ja no Capitulo 3, o que foi apresentado nos Capitulos 1 e 2 é estendido para o
problema que possui varias variaveis de controle e multiplas variaveis de estado.

E por 1ltimo, apresentamos no Capitulo 4 duas aplicagoes da Teoria do Controle
Otimo a problemas bioldgicos. A primeira delas, apresentada na Secao 4.1, é o artigo
Optimal Control of Biological Invasions in Lake Networks de Alexei B. Potapov, Mark
A. Lewis e David C. Finnoff [10] e a segunda, na Segao 4.2, é baseada no artigo Optimal
Control Applied to Competing Chemotherapeutic Cell-Kill Strategies de K. Renee Fister
e John Carl Panetta [3].

A primeira aplicagao trata de um problema em que espécies exéticas invadem um
ecossistema de lagos causando mudangas economicas e biolégicas na Regiao dos Grandes
Lagos na América do Norte [10]. Um exemplo de uma espécie exética invasora, neste
caso, ¢ o mexilhdo zebra [10].

Apresentaremos o problema de controle étimo com as partes biolégica e economica
envolvidas, e utilizaremos a Teoria do Controle Otimo, apresentada na Secao 3.1 para
soluciona-lo. Para uma melhor compreensao, serd apresentado simulacoes numéricas,
onde conclui-se que a politica de prevencao étima depende de vérios fatores chaves,
incluindo o prejuizo economico médio por lago, a eficiéncia da prevencao, o planejamento
horizontal, a magnitude inicial da invasao, e a taxa de desconto.

Fister e Panetta consideram trés abordagens diferentes para a modelagem de qui-
mioterdpicos para matar células de tumores de cancer que sdo apresentados em [3], mas
aqui serd estudado apenas um deles, usando a teoria apresentada. O problema consiste
em minimizar o funcional objetivo, que leva em consideracao a quantidade de droga
administrada e a densidade do tumor no tempo final de tratamento. Buscaremos, neste
problema, o comportamento da densidade do tumor em funcao da quantidade de droga
administrada no tratamento.

Para realizar as simulagoes numéricas deste trabalho utilizamos o software Matlab,
Versao 6.5 [8].



Capitulo 1
Teoria do Controle Otimo

Nosso foco neste trabalho é a Teoria do Controle Otimo, que considera alguns
elementos fundamentais tais como, um funcional objetivo que deve ser maximizado (ou
minimizado), as equagoes algébricas ou diferenciais, que restringem as ac¢oes que podem
ser tomadas sobre o sistema que representam, e algumas condig¢oes de contorno, que
explicitam os estados inicial e, ou final do estado.

A Teoria do Controle Otimo é uma poderosa ferramenta matematica que pode ser
usada para tomar decisoes que envolvam diversos fenomenos, entre eles biolégicos. Por
exemplo, quando dado um modelo de epidemia queremos saber qual o percentual da po-
pulacao que deve ser vacinado, quando o tempo varia, de forma a minimizar o nimero de
infectados e os custos da implementacao da estratégia de vacinagao. O resultado dese-
jado, ou objetivo, depende da situacao particular e do modelo considerado. Como outro
exemplo, podemos estar interessados em minimizar uma populacao de um determinado
virus que é prejudicial, mas ao mesmo tempo manter baixo o nivel da droga toéxica ad-
ministrada. Nesse caso, os modelos dos niveis de virus e de drogas sao fungoes do tempo,
que aparecem juntas em um sistema de equagoes diferenciais ordinarias.

O comportamento do sistema dinamico fundamental é descrito por uma variavel
de estado, que sao quantidades que desejamos controlar. Essas variaveis representam
as condigbes em que se encontra o problema (fisico ou biolégico, por exemplo) que esté
sendo modelado, no instante de tempo ¢. Assumimos que hd uma maneira de orientar a
variavel de estado, agindo sobre ela com uma fun¢ao de controle adequado. O controle
entra no sistema de equagoes diferenciais ordindrias e afeta a dinamica do sistema do
estado. O objetivo é encontrar um controle que maximiza (ou minimiza) um determinado
funcional objetivo, sujeito a um determinado modelo que retrata a situacao considerada
e as restricoes do problema considerado. Um funcional, neste texto, se refere a uma

aplicacao f de um determinado conjunto F' de funcoes, para os numeros reais, ou seja,



f+ F'— R (aqui sera representado por uma integral [12]). Muitas vezes, este funcional
objetivo sera o balanco entre o objetivo desejado e o custo necessario para alcanca-lo.
Nem sempre custo representara dinheiro, pode representar também efeitos colaterais ou
danos causados pelo controle, uma droga no tratamento de uma doenca, por exemplo.
Em geral, o funcional objetivo depende de uma ou mais variaveis de estado e de con-
trole, pois muitas aplicacoes podem ter diversas variaveis de estado e multiplas variaveis
de controle. Por exemplo, se consideramos um modelo utilizando antibiéticos (varidvel
de controle) para combater uma infecgao viral, além de querer acompanhar o nimero
de particulas virais no sangue, podemos também acompanhar o niimero de anticorpos e
glébulos brancos e assim eles seriam representados como variaveis de estado adicional.
Poderiamos também querer administrar mais de um tipo de antibiotico ao paciente, e
assim teriamos variaveis adicionais ao nosso problema. Em outros problemas podemos
ter que exigir limites sobre a varidavel de controle para obtermos uma solugao realista. Por
exemplo, se nossa variavel de controle representar a quantidade de um produto quimico
utilizado em um sistema, devemos exigir que essa quantidade seja nao negativa. Pode
acontecer, além de ser limitada inferiormente, ser limitada superiormente, pois pode
acontecer de haver algumas limitacoes fisicas na quantidade de produto quimico ou leis
ambientais que proibem certos niveis de utilizagao acima do permitido por lei.
Primeiro, vamos concentrar-nos sobre o caso de um controle e um estado, no qual
o controle nao possui qualquer restricao sobre ele. Depois, no Capitulo 3, estenderemos
a teoria para varios controles e varios estados e também estudaremos outros problemas
com outros tipos de restrigoes. Para isso apresentaremos agora alguns conceitos que serao

usados no desenvolvimento das condigoes necessarias para o controle étimo.

Definicao 1.1 Dizemos que h: I C R — R ¢ diferencidvel por partes, se ela é continua
em I e diferencidvel em todos os pontos de I, exceto em um numero finito de pontos de

I e além disso, h' for continua onde ela estiver definida.

Definicao 1.2 Dizemos que g : I TR — R € continuamente diferencidvel se g’ existir e

for continua em I.
Definicao 1.3 Uma funcao f : V C R? — R € dita concava se
af(zy,y) + (1 —a)f(x,y2) < flaz + (1 — )z, ayr + (1 — a)ys)

para todo 0 < a < 1 e todos (x1,y1), (z2,y2) € V.

Uma funcao é dita convexa sobre V' se a desigualdade contraria acima for satisfeita.
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Observacgao 1.1 Assim, se f € concava e possui derivadas parciais em toda parte, entdo
vale:

0 0
f(xr, ) — fw2,92) > (71 — xz)a—i(%’yl) + (1 — y2)8—£($1,y1)7

para todos (z1,y1), (T2, 42) € V.

Proposicao 1.1 O dominio Q CR x E do fluro ¢ : 2 — R™ de um campo f: E — R"
de classe C*, com 1 < k < 400, é um aberto e o fluro ¢ € uma aplicacdo de mesma

classe C* em .

A prova deste resultado pode ser encontrada em [2].
Na secao a seguir apresentaremos o problema de controle étimo no caso em que

temos uma variavel de estado e uma variavel de controle.

1.1 Problema com um Controle e um Estado

1.1.1 O Problema basico e as condicoes necessarias:

No nosso problema de controle étimo para equagoes diferenciais ordinérias, usare-
mos u(t) para denotar a varidvel de controle e z(t) para denotar a variavel de estado, no
instante de tempo t. A variavel de estado satisfaz a equacgao diferencial, com dependéncia

sobre a variavel de controle:
dz

(1) = g(t.2(0).u(t). (1)
A equagao (1.1) acima é chamada Equacdo de Estado.

A medida que a funcao de controle é alterada, a solucao da equacao diferencial

também serd alterada. Assim, podemos ver a relacao controle-estado como uma aplicagao

(z é na verdade uma funcao da variavel independente t, escrevemos z(u) simplesmente
para nos lembrar de sua dependéncia da ). Nosso problema bésico de controle 6timo
consiste em encontrar um controle, continuo por partes, e a variavel de estado associada
z(t) para maximizar (ou minimizar) o funcional objetivo dado, que no nosso caso é dado

por J. Logo, o problema é:

mas J(u) = max /t CH(E (), ult))dt, (1.2)

sujeito a
—(t) = g(t, 2(t), u(t)), 2(tg) = 29 € z(tq) livre .
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Tal controle, se existe, sera chamado controle 6timo e serd denotado por u* e o estado
correspondente serd denotado por z*. Onde as funcoes f e g sao fungoes continuamente
diferenciaveis nas trés variaveis. Assim, como o controle é sempre continuo por partes, o
estado associado sempre serd diferenciavel por partes.

A técnica usada para resolver tais problemas de controle 6timo, é desenvolver con-
di¢bes necessérias (na verdade um conjunto de condigbes necessarias) que um controle
otimo e o estado correspondente a ele, devem satisfazer para solucionar tal problema, ou
seja, assuma que o controle 6timo (continuo por partes) exista e que u* seja tal controle,

com estado correspondente z*. Dai sabemos que
J(u) < J(u*) < oo

para todo controle wu.
Buscaremos desenvolver as condi¢oes necesséarias. Para isso, seja h(t) uma fungao

real, no tempo ¢, com variacao continua por partes e € € R uma constante. Entao
u(t) = u*(t) + eh(t)

é outro controle continuo por partes. Seja z¢ o estado correspondente ao controle u€, no
instante t, logo z¢ satisfaz

) = o(t,2 (1), w (), (1)

onde u€ é continua. Uma vez que as trajetorias comecam na mesma posi¢ao, tomamos

2¢(tg) = 2. Vemos que u(t) — u*(t) para todo t, quando € — 0. Além disso, para todo ¢

ou*
e (t) = h(t).

e=0

Devido aos pressupostos feitos sobre g, segue que
2°(t) — 2*(¢),

para cada t fixado, quando € — 0. Além disso, a derivada

0z¢

(t)

e=0
existe para cada t. O valor dela nao sera importante aqui, pois precisamos apenas saber
que ela existe.

O funcional objetivo para u¢ é:

T ()] = / (2 (1), (1)),
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Estamos agora prontos para introduzir uma nova variavel no problema, chamada de
funcao adjunta ou variavel adjunta A. Seja A(t) uma fungao diferencidvel por partes em
t € [to, t1], a ser determinada. Pelo Teorema Fundamental do Célculo,
bod
[ OO0 = M) ) = M) ()
que implica

t1 d

/ %(A(t)zﬁ(t))dt + A(to)2z(to) — A(t1)2°(¢1) = 0.
to

Assim, adicionando este valor a expressao de J(u€) e usando (1.3), temos

sy = [ reso) + F000)] dexws - 2w

= [ [0 00+ a0 50| o At - M=)

:/t 1[f(t, 2°(), u(t)) + N (€)2°(¢) + A(t)g(t, 2°(t), u(t))] dt + A(to)zo — A(t1)2(t1).

0
Assim, desde que o méximo de J com respeito ao controle v ocorra em u*, a derivada

de J(u) com respeito a € (na diregdo h) é zero, ou seja,

0= Lywsy| =m0 =)

de o 0 €

(1.4)

Isto nos d4 um limite de uma expressao integral. Uma versao do Teorema da Convergéncia
Dominada de Lebesgue [12] (pdgina 26), permite-nos passar o limite para dentro da inte-
gral. Isto deve-se ao fato do intervalo de integracao ser compacto e da diferenciabilidade

por partes do integrando. Portanto,

d
0 = EJ(UE)L:O
tl a € € !/ € € € 8 €
= e L (6 2°(1), w () + N(0)2°(t) + A(t)g(t, 2°(1), u(t))dt] | — 5-A(t1)2"(t)
to € e=0 e e=0
Aplicando a regra da cadeia para f e g, segue
9z ou’ . 0z° 0z° ou’ 0z°
0= /to fza + fua + N(t) De + A(t) <9z§ + gu@) ‘Ejot — A(t1) De (t1) 6207(1-5)

onde f., fu, 9., € g, denotam as derivadas parciais de f e g em relagao a u e z, calculadas

em (t,2*(t),u*(t)). Reordenando os termos de (1.5) temos

0z¢

0= [ |0+ 300+ x0) 00 -

(A0 | i = M) G (1)

(1.6)

e=0

e=0
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Queremos escolher uma funcao adjunta que simplifica (1.6) e que faga o coeficiente de

0z¢
5 (t)

e=0

desaparecer. Deste modo, escolhemos a fungao adjunta A(t) satisfazendo
N(t) = =[f=(8, 27 (8), u™(£)) + A(B)g=(t, 2" (1), w"(1))] ( Equagdo Adjunta),
e a condicao de fronteira

A(t1) =0 (Condicao de transversalidade).

Agora (1.6) reduz a

0= / (Fult 2 (0,0 () + A)ga (8, 2* (1), w* (1)) h(D) . (1.7)

to
Uma vez que a expressao (1.7) acima é valida para qualquer funcao variagao h(t) continua

por partes, vale em particular para
h(t) = fu(t, 2(t), u* (1)) + A(t)gu(t, 27 (1), u"(t)).

Neste caso, temos que (1.7) torna-se

0= / [fult, 2 (), 0" (£)) + A(E)gu(t, 2* (1), u* (1)) dt.

to
O que nos da a condicao de otimalidade
Ju(t, 25(t),u™ (1)) + AMt)gu(t, 2" (t),u"(t)) =0, para todo ty <t < t.
Assim,
( Ju(t, 25(t), u*(t)) + A(t)gu(t, 2*(t), u*(t)) =0 (condigao de otimalidade),

N(t) = —[fa(t, 2 (1), u*(t)) + A(t)g.(t, 2" (t),u*(t))] ( equacdo adjunta),

| A(t1) =0 (condigao de transversalidade),

formam um conjunto de condi¢oes necessarias que um controle 6timo u*, com estado z*
associado, deve satisfazer. Na pratica, geramos as condi¢oes necessarias acima em termos

do Hamultoniano H, que é definido por

H(t, 2(1), u(t), A(t) = (&, 2(2), u(t)) + At)g(t, 2(2), u(t)). (1.8)
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Pois, assim as condigoes anteriores podem ser reescritas em termos do Hamiltoniano:

H
0= fu+Agu = %— para u* (condicao de otimalidade),
u

o

N = —(f+ A = =

(equagao adjunta),

At1) =0 (condigao de transversalidade).

A dinamica da equacao de estado é dada por

Tt = gt 20,u0) = DL o) = 2

Estas condigoes estao agora em uma versao do Principio do Mdzimo de Pontryagin [11],

enunciado a seguir

Teorema 1.1 (Principio do Méaximo de Pontryagin) Se u*(t) e 2*(t) sdo solugoes

otimas para o problema

Ju(t)] = / (b 2(0), u(t))dt, (1.9)

sujeito a p
z
%(t) :g(t,Z(t),U(t)), Z(tO) = 20,
entdao existe A(t), diferencidvel por partes, tal que
H(t, 2 (), u” (1), M(t)) = max H (£, 2(1), u(t), A() (1.10)
ue

para todo controle u em cada t € [tg, t1], A(t1) =0 e

N(t) = —%—Z(t,z*(t),u*(t)) (1.11)

= =S 0, (1) — MOS0 (0,0 (1)),
onde H(t,z(t),u(t), \(t)) = f(t, z(t),u(t)) +A(t)g(t, 2(t), u(t)) € o Hamiltoniano, A(t) é a
varidavel adjunta e U é o conjunto de controles admissiveis, isto €, conjunto dos controles

que satisfazem a todas as restrigoes do problema (explicitas e implicitas).

Esta versao do Principio do Méximo de Pontryagin estd de acordo com [7]. Para

outras versoes veja [5] e [11].

Observagao 1.2 No caso em que o funcional objetivo (1.9) representa lucros ou custos,
é comum o uso do termo “pre¢o sombra” para a varidvel adjunta \(t). O termo prego
sombra refere-se ao fato de que o valor de posse (o que tenho de dinheiro agora) nao € o
valor da quantidade vendida (ou gasta), mas o valor atribuido a sua produtividade futura
[1]. Posso querer saber, por exemplo, quanto de dinheiro adicional vou ter (ou precisar),

com um incremento adicional na varidvel de estado.
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Observacgao 1.3 O Principio do Mdaximo de Pontryagin pode ser interpretado como um
teorema de multiplicadores de Lagrange em espacos de dimensdo infinita, por exemplo,

quando as solugdoes dtimas ocorrem no interior do conjunto admissiveis [6].

[lustraremos a aplicagao deste teorema com o seguinte exemplo:

Exemplo 1.1 ([7]) Encontre o controle 6timo que mazimiza

Ju(t)] = /1 [—tu?(t) — % 2(t)]dt

sujeito a

Resolugao: Formemos primeiramente o Hamiltoniano (1.8) que, neste caso, é dado por
H(t, 2(t), u(t), (1)) = —tu’(t) — % 2(t) + A(t)(—u(t)).

Dai temos a equacao adjunta

OH
I 7T 42
N = 5 te.
t3
O que implica em A(t) = 3 + C. Como temos que A(2) = 0 (pois A(t;) = 0), segue
3
A(t) = % - 2 Agora da condigao de otimalidade temos
OH t* 8
0="" = ot — = 4 2.
du “ T3

Logo

s (8t
2t \3 3)/°

Substituindo ©* na equagao de estado obtemos

degy_ _L(8_Y__4 2
"’ N '

3

4
Logo z(t) = ~3 Int+ %8 + C}. Como z(1) = 1, segue

Na Figura 1 abaixo, plotamos a evolucao do controle 6timo u* e estado 6timo z* obtidos no

Exemplo 1.1. Podemos ver que u* e z* sdo decrescentes no intervalo de tempo ¢ € [1, 2].
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Além disso, observe que z*(1) = 1, satisfaz a restricao da variavel de estado.

1.4

e
N
T

e
T

gosr
5 u
Co.6r
0.4t
0.2
0.2
O Il Il Il Il Il
0 ‘ ‘ ‘ ‘ 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
1 1.2 14 rompo 18 1.8 2 Tempo

Figura 1: Sao ilustradas a evolucao do controle 6timo u* e estado 6timo z*, obtidos
para o Exemplo 1.1. Note que, u* e z* s@o decrescentes em t € [1, 2] e que z* satisfaz

a restrigao exigida, z*(1) = 1.

1.1.2 Condigoes suficientes

Apresentaremos nesta subsecao um resultado, possivel neste caso, que nos dao
condigbes suficientes que u*(t) e z*(t) devem satisfazer para que elas sejam solugdes

6timas para o problema (1.2).

Teorema 1.2 Considere o problema

max J[u max/ f(t, z(t),u(t))dt, (1.12)

sujeito a d
Z(0) = gt 20, u(t), lto) =

Sejam f e g funcoes continuamente diferencidveis nos trés argumentos e concava em
z e u. Suponha que u* seja um controle, com estado associado z*, e A uma funcdo

dz’ferencz'dvel por partes, tal que u*, z* e \ satisfacam para ty <t < tq,

89
1) Aoy =0
d\ _ (0f
2) <8z * 8z)
3) At1) =
4) AM(t) =20

Entao, J(u*) > J(u) para todo controle u.
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Prova: Seja u um controle qualquer e z o estado associado. Como f é concava em z e

u, segue

Dai

dz(t,z ,u) + (u u)du(t,z ,ut)dt. (1.13)

vV
s~
— %
—~
N
*
|
oy
|

Substituindo of p
* * __/ _ _g * *
(17 w) = =X () = AL (2 w)
¢ df d
* * _ g * *
Lt 2 ) = A0 21,2 w)

em (1.13), obtemos
" ,\dg
* _ > * _ _ _ _J * * * _ _ _J * * .
J(u*) J(u)_/t0 {(z z)( A )xdz(t,z,u))—i-(u u)( )\du(t,z,u))} dt
Usando integracao por partes e recordando que A(t1) = 0 e z(tg) = 2*(tg), vem

t1 t1
/ —N(z*—=2)dt = / —\z* —z2)dt

to to

= / 1 —Xg(t, 2", u*) — g(t, z,u))dt.

to

Dai

J(u*)—J(u) 2/ 1)x{g(t, 25 u)—g(t, z,u)—(2" — z)%(t,z*,u*)—(u* — u)j—i(t, 2* u*) | dt.

to <

Como por hipétese A\(t) > 0 e g é concava em z e u, tem-se
J(w*) = J(u) > 0.

No proximo capitulo apresentaremos extensoes do problema apresentado até agora,
onde serd inserido uma fungao ao funcional objetivo (termo de retorno) e serd considerado

outros tipos de restrigoes.



Capitulo 2

Extensao da Teoria do Controle

Otimo

Neste capitulo, consideramos o mesmo problema de controle 6timo do capitulo
anterior com algumas mudancas no funcional objetivo e, ou, nas restricoes da variavel de
estado.

Na proxima secao, a mudanga no problema ocorre no funcional objetivo, onde é
considerada uma fun¢ao (chamada termo de retorno) que representa um objetivo desejado

em relagdo a posigao final (pode também ser inicial) da varidvel de estado.

2.1 Termos de Retorno

Muitas vezes, além de maximizar (ou minimizar) os termos sobre todo intervalo de
tempo, queremos também maximizar (ou minimizar) o valor de uma fungao em um deter-
minado tempo, especificamente no final do intervalo de tempo. Por exemplo, suponha que
queremos minimizar as células de um tumor no tempo final em um modelo de cancer, ou
o numero de individuos infectados no momento final de um modelo de epidemia. Sendo
assim, as condigoes necessarias da Secao 1.1 devem ser adequadamente alteradas. Em

geral, temos o seguinte problema:

max J (1) = max [¢(z(t1))+ /t LAt 2(8), u(®))dt | (2.1)

sujeito a p
(1) = glt.2(0),u(t)),  2(to) = 20 € 2(t) livre,
onde ¢(z(t1)) é um objetivo desejado em relagdo a posigao final ou nivel da populagao

2(t1), por exemplo. Chamamos ¢(z(t1)) termo de retorno e algumas vezes esse termo

13
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também é chamado de prazo de resgate. A partir de agora, iremos encontrar as mudancas

nas condigoes necessarias. Agora o nosso funcional objetivo é dado por

t1
Hw) = o(e(t) + [t 200, u(®).
to
Procedendo como fizemos na Secao 1.1, no calculo de

0 = lim 24 = J()

e—0 €

Y

a mudanca ocorre apenas no momento final

t1 €
0:/ [(fz+)\gz+>\/)di
to de

Assim, se escolhermos a varidvel adjunta satisfazendo a equagao adjunta de antes e
também A(t;) = ¢'(2*(¢1)), temos

(g0 e (M) 90 ) o)

e=0

L (22)

e=0

)‘/(t) = _fz(tv 2*7 U*) - )‘(t)gz(t> Z*a U*)>
A(t1) = ¢/'(2"(t1));
assim (2.2) reduz a
t1
0= / (fu(t, 25u") + At)gu(t, 27, u*))h(t) dt,
to
e a condicao de otimalidade
fult, 25 u™) + Nt)gu(t, 2", u™) =0,

segue como antes. Assim, mudamos as condi¢oes necessarias apenas para a condicao de

transversalidade
A(t1) = ¢'(2"(tr))-

Para esclarecer como se calcula esta condigao e esclarecer mais sobre o assunto, conside-

remos os seguintes exemplos:

Exemplo 2.1 ([7]) Mazimizar

sujeito a
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Resolucao: Neste problema, temos que

$(s) = 55>

Daf segue ¢'(s) = 15s%. O que implica que a condicao de transversalidade é

Exemplo 2.2 ([7]) Seja z(t) o nimero de células de um tumor no tempo t (com fator
de crescimento exponencial ) e u(t) a concentra¢ao de droga administrada ao paciente
para combater este tumor no tempo t. Nosso objetivo é minimizar simultaneamente o
numero de células do tumor ao fim do periodo de tratamento e acumular pequenos efeitos

da droga no corpo do paciente. Assim, matematicamente o problema é:

min J(u) = min {Z(T) + /0 ' u2(t)dt] , (2.3)

sujeito a

dz

E(t) = az(t) — u(t), 2(0) = 29 > 0.
Este modelo é nao realistico, usamos ele apenas para ilustrar a aplicagao dos novos
conceitos apresentados na teoria. Um modelo mais realista sera apresentado na Segao 4.2
do Capitulo 4.

Resolucao: Para transformar o problema de minimizar J em um problema de maximizar

J, lembremos que min J = — max{—.J}* Assim, o nosso problema passa ser de maximizar

—J(u) = {—Z(T) - /0 TuQ(t)dt} , (2.4)

sujeito a J
d—j(t) —az(t) —u(t),  2(0)=z > 0.
Note que ¢(s) = —s, o que nos dé ¢'(s) = —1. Construindo o Hamiltoniano,

H(t, 2(t), u(t), A1) = —u?(t) + A(t) (az(t) — u(t)),

calculemos as condigoes necessarias:
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nos da
A(t) = Ce™,

Como \(T') = ¢'(z*(T)) = —1, segue que a variavel adjunta é
At) = —e T,

Portanto, obtemos o controle 6timo

e podemos entao encontrar o estado 6timo resolvendo

dz e(T—t)
pri az(t) —u(t) = az(t) — 5

Z(O) = 20,

que nos da
e—at _ eat
25 (t) = zpe® + T (7) :
4o

Na secao a seguir, o problema ¢é praticamente o mesmo dessa se¢ao, porém agora a

varigvel de estado é fixada no momento final.

2.2 Estado Fixado no Tempo Final

Existem vérias possibilidades de fixar a posigao do estado, ou no inicio (como na
Secao 2.1), ou no final do intervalo de tempo, ou ambos. Logo o funcional objetivo pode
depender da posicao final ou inicial.

Considere o problema de

max J(u) = max [gb(z(to)) + /t 1 f(t, z(t),u(t))dt]|, (2.5)

sujeito a g
z .
() =g(t2(t) u(t),  2(to) livre, 2(t1) = 21.

Este problema é diferente dos ja vistos até agora, pois o estado é fixado no tempo
final, nao no inicio. No entanto, o mesmo argumento que foi utilizado na Se¢ao 1.1, com
a variavel adjunta escolhida apropriadamente, mostra que as condigoes necessarias para
um par u*, z* ser 6timo, serd como antes, apenas mudara a condicao de transversalidade.

Mais especificamente,
/
Ato) = ¢'(2(to))-
Na préxima secao estudaremos o mesmo problema dessa se¢ao, mas com a variavel

de estado fixa tanto no tempo inicial como no final.
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2.3 Estado Fixado no Tempo Inicial e Final

Considere o problema abaixo, onde o estado é fixado tanto no tempo inicial como

no tempo final,

max J(u) = max [gb(z(to)) + /t 1 f(t, 2(t),u(t))dt]| ,

sujeito a
dz

%(t) = g(t, z(t), u(t)), z(to) = 20, 2(t1) = 2. (2.6)

As restrigoes z(tg) = 29, z(t1) = 21, significam que todos os controles devem levar
os estados da condigao inicial fixada para o estado final também fixo.
Para resolvermos este tipo de problema é preciso algumas modificagoes nas condi¢oes

necessarias, que apresentaremos a seguir, sem demonstra-las.

Teorema 2.1 Se u*(t) e z*(t) sdo dtimas para o problema

max J(u) = max [gb(z(to)) n /t ! f(t, 2(t), u(t))dt| ,

sujeito a
dz

a(t) = g(t, z(t),u(t)), 2(to) = 20, 2(t1) = z1 ambos fixados, (2.7)

entdo existe uma varidvel adjunta \(t), diferencidvel por partes, e uma constante Ao, igual

a 0 ou 1, tal que

H(t,z*(t),u"(t),\(t)) = max H(t, z(t), u(t), \(t)),

uelU

para todo controle admissivel u em cada t € [to, t1], onde o Hamiltoniano H é dado por

H = Xof (1, 2(t), u(t) + At)g(t, 2(t), u(t))

V(1) = =12 1), 0 (0) = —dook — MDY, 2.8)

Os exemplos seguintes ilustram a forma de resolver tais problemas.

Exemplo 2.3 ([4]) Minimizar

sujeito a
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Resolucao: Primeiro, transformemos o problema de minimo em um problema de méximo,

Ccomo segue

u u u

1 1
min J(u) = min/ u(t)dt = — max/ —u(t)dt,
0 0

sujeito a
dz 9
O =u®)  2(0)=0, 2(1) =0.

Se examinarmos a equacao diferencial, vemos que u = 0 é o Unico controle que produz
um estado z que satisfaz as condicoes de fronteira. Portanto, ele é automaticamente o

controle 6timo. De fato, primeiro vamos supor que estamos no caso Ao = 1. Entao

H = —u+ M2,
OH

N=——=0.
0z

Isto mostra que A\ = ¢ para alguma constante c. Agora, a condicao que maximiza H em
u*, é a condicao 0 = OH/Ou. A saber,

OH
0 = —
ou
= —14+2\u"
= —142cu*.
Dai,
L 1
U = —.
2c
Portanto,
dz(t) 1
dt "’ 42

Mas, isto é incompativel com as condic¢oes de fronteira. Logo, Ag # 1.
Por outro lado, podemos verificar que u = 0 satisfaz todas as condi¢oes do teorema (2.1)

quando Ay = 0.

Exemplo 2.4 ([4]) Minimizar

sujeito a
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Resolucao: Novamente transformemos o problema de minimo em um problema de

maximo, como segue

min J(u) = min/o u?(t) + z(t)dt

sujeito a J
E(t) = u(t), 2(0) =0, z(4) = 1.

Formemos o Hamiltoniano

H=—u’— 2+ \u.

Note que nao temos condicao de transversalidade, pois z possui condigoes inicial e final,

mas faremos uso da equacao adjunta, que é dada por

0H
/ = —— = ]_
Nty =" =1,
que nos da
At) =t +k,

onde k£ é uma constante. Entao, a condicao de otimalidade nos fornece

OH
"=
= —2u+ A\
Assim, obtemos que
A(t)
* ¢ — 2\
wi) = 2
btk
=

Resolvendo a equagao de estado com este controle, temos

. 2kt
Z®ZZ+§+Q

onde ¢ é uma constante. Usando as condigoes de fronteira z(0) = 0, obtemos ¢ = 0, e

2(4) =1 nos déd k = —3. Assim,

2t — 3 2 — 3t
u*(t) = 1 e 2*(t) = T

Na Figura 2, plotamos a evolucao do controle 6timo u* e estado 6timo z* obtidos

para o Exemplo 2.4. Podemos ver que apesar de u* ser sempre crescente em ¢ € [0, 4], o
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mesmo nao vale para z*, que possui um intervalo de descrescimento. Além disso, observe

que z*(4) = 1, satisfazendo a restrigao imposta a variavel de estado.

1.5 i i i T T T T 1

0.81
0.61
0.4
0.2
0

Controle
o
Estado

-0.2f -
-0.4f
-0.6f
-0.8f

_1 '5 1 1 L L L L L - Il Il Il Il Il Il Il
0 05 1 15 2 25 3 35 4 o o5 1 15 2 25 3 35 4

Tempo Tempo

Figura 2: Sao ilustradas a evolugao do controle 6timo u* e estado 6timo z*, em fun-
¢ao do tempo, obtidos para o Exemplo 2.4. Note que, u* é crescente em ¢ € [0,4] e z*

satisfaz a restricao exigida, z*(4) = 1.

Exemplo 2.5 ([7]) Encontre o controle étimo e estado étimo que minimiza

sujeito a ;
E(t) = z(t) + u(t), 2(0) =1, z(1) = 0.

Resolucao: Mais uma vez, transformemos o problema de minimo em um problema de

maximo, como segue
. 1,
min J(u) = ming [ u (t)dt
v 0
T,
= —max= [ —(u*(t))dt,
2.Jo

u
sujeito a

dz
ﬁ(t) = z(1) + u(t), 2(0) =1, 2(1) = 0.

Note que aqui o funcional objetivo nao depende de z, mas devemos encontrar um controle

que leva z do valor de 1 para o valor 0. O Hamiltoniano é
1
H= —§u2 + Az + .

A condigao de otimalidade nos d&

on

du

= —u+ A\
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Logo
u*(t) = A(t)
Temos também
, o0H
YO = 5,
= -\
Dai
At) =Ce™,

onde C' é uma constante. Assim temos
u*(t) = A\(t) = Ce ™.
Desta forma,

— () = z(t) +u(?)
= 2(t)+ Ce ™,

que nos fornece c
24(t) = —56_t + Ke'.

Usando as condicoes de fronteira sobre z, obtemos

1=2(0) = —% + K
0=2(1) = —2—6; + Ke.
Dai temos C' = —6226_21 e K = ﬁ, e assim
u*(t) = %62_'5 e 2*(t) = > 1_ . (¥t —e).

Na Figura 3, plotamos a evolucao do controle 6timo u* e estado 6timo z* obtidos no
Exemplo 2.5. Podemos ver que u* é estritamente crescente em t € [0, 1] em contraste

com z* que é estritamente decrescente neste mesmo intervalo de tempo. Note também,



Problema de Controle Otimo com Varidvel de Controle Limitada 22

que z*(1) = 0, satisfazendo a restrigdo da varidvel de estado.

Controle

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Tempo Tempo

Figura 3: Sao ilustradas a evolugao do controle 6timo u* e estado 6timo z*, obtidos
para o Exemplo 2.5. Note que, u* é estritamente crescente em t € [0, 1], ao passo que

z* ¢ estritamente decrescente em ¢ € [0, 1] e satisfaz a restrigao exigida, z*(1) = 0.

Nesta proxima secao sera considerado o mesmo problema da Secao 2.1, mas adicio-

nando restrigoes (limitagoes) a varidvel de controle.

2.4 Problema de Controle Otimo com Variavel de

Controle Limitada

Em muitos problemas podemos ter que exigir também algumas restrigoes sobre o
controle para obtermos uma solucao realista. Suponha, por exemplo, que nosso controle
¢ a quantidade de um produto quimico usado em um sistema. Devemos entao exigir que
essa quantidade seja nao negativa, ou seja, u > 0. Muitas vezes, o controle também deve
ser limitado superiormente, pois talvez haja limitagoes fisicas na quantidade de produto
quimico ou regulamentos ambientais que proibem certos niveis de utilizagao. Também
poderiamos ter um problema onde o controle fosse a percentagem de alguma forca ou
utilizagao, assim
0 <u < 1. A fim de resolver os problemas onde o controle possui limitacoes, temos que
desenvolver condig¢oes necessarias alternativas.

Estamos agora considerando o problema de maximizar

Jlu(t)] =¢(Z(t1))+/t1f(t72(t)7U(t))dt, (2.9)

sujeito a
— () =g(t, 2(t),u(t)),  2(to) =20, a<u(t)<bh
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onde a e b sao constantes reais fixadas, com a < b.
Sejam z*, u* um par de solugoes 6timas para este problema. Seja h uma funcao real,

continua por partes, onde existe uma constante positiva €y tal que para todo € € (0, €)
u(t) = u*(t) + eh(t)
¢ um controle admissivel, ou seja,
a<u‘(t) <b para todo t.

Devido as limitagdes no controle, a derivada do funcional objetivo pode nao ser
zero no controle 6timo, uma vez que o controle u, pode estar na fronteira para alguns
pontos do intervalo de tempo considerado. Sendo assim, s6 podemos conhecer o sinal
dessa derivada. Para calcular este sinal, também restringimos o sinal do parametro e.
Seja z¢(t) a variavel de estado correspondente para cada e € (0, ).

Exatamente como foi feito na Segao 1.1, introduzimos a varidvel adjunta A(t),
continua por partes e aplicamos o Teorema Fundamental do Célculo para escrevermos

J(uf) como

J(u) = /1[f(t,ze(t),ue(t))+A(t)g(taze(t),ue(t))+Z€(t)X(t)]dt

to

_)\(tO)ZO —+ )\(tl)Ze(tl) + gb(z(tl)) (210)

Como o maximo de J(u) ocorre em u*, segue

0> iJ(ue)

> — (2.11)

=0 e—0t €

Observe que a constante € foi escolhida positiva, entao podemos fazer apenas o limite
lateral a direita. O numerador é claramente nao-positivo, pois u* é méximo para J(u) e
isto nos dé a desigualdade mostrada acima, ao invés da igualdade (1.4) da Secao 1.1. No
entanto, isso é tudo que precisamos. Como fizemos antes, escolhemos a varidvel adjunta

de modo que,

)‘/(t> = _[fz(tv Z*v U*) + )\(t)gz(t7 Z*v u*>]7 A(tl) = ¢/(Z*(t1)).

Assim, (2.10) e (2.11) reduzem a

0> /tl(fu + Agu)h dt, (2.12)

to
e esta desigualdade vale para todo h, como descrito acima.

Seja s um ponto de continuidade de u*, com a < u*(s) < b. Suponhamos que

fu+ Ag, >0 para s.
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Como u* é continua em s, temos que f, + Ag, também o é. Dal, existe um intervalo
I C R, contendo s, tal que f, + Ag, é estritamente positiva e u* < b, para pontos de I.
Seja

M = max{u*(t) :t € [} <b.

Defina uma h particular por

b—M setel,
h(t) =
0 set&l.
Observe que h > 0 em I, pois b — M > 0. Além disso, a < u* + eh < b, para todo

e € [0, 1]. Mas,
t1
/ (fu + Agu)h dt = / (fu + Mg dt > 0,
I

to

devido a escolha de I e h. Isto contradiz (2.12), e implica f, + A\g, < 0 para s.
De modo andlogo, seja s um ponto de continuidade de u*, com a < u*(s) < b.
Suponha f, + Ag, < 0 em s. Como anteriormente, existe um intervalo I C R, contendo

s, em que f, + \g, ¢ estritamente negativa e u* > a, para pontos de I. Seja
m = min{u*(t) : t € I},
e defina uma funcao h por
a—m setéeE 1:,
h(t) = i
0 setéel.

Entéo, a < u* 4 eh < b, para todo € € [0, 1]. Mas,

/tl(fu+>\gu)hdt _ /j(fu+>\gu)hdt >0,

to
que contradiz (2.12). Assim, f, + Ag, > 0 para s. Além disso, isto vale para todos os

pontos de continuidade s. Em resumo,

of
* — —J <
u*(t) =a se 8u+>\8u_0’
. of 99 _
a<u'(t)<b se 5 + Adu =0, (2.13)
of
* — > .
u (t) =10 u + )\au >0

Sendo que essas relagoes valem para todos os pontos ¢t onde u é continua. Como os

pontos de descontinuidades sao irrelevantes para o funcional objetivo e para a equacao de
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estado, nao nos preocuparemos com eles. Estas novas condigoes necessarias podem ser
escritas também em fungao do Hamiltoniano como as estabelecidas até agora. Formando
o Hamiltoniano

H(t, z,u,\) = f(t,z,u) + A(t)g(t, z,u),

as condigoes necessarias para z* e A\ permanecem inalteradas, a saber

H
Z(t) = 80_)\’ z(to) = o,
(2.14)
V()= -9 At) = 9/a(0)
- Oz ) 1) — 1))
E segue que as condigoes de otimalidade (2.13) sao dadas por
(= se o <0
Ut =a 7 ,
H
a<u*<b se 8—20, (2.15)
ou
OH
=0 — > 0.
| u se >

Observacgao 2.1 Observe que os limites sobre o controle nao tiveram efeito sobre a
condicao de transversalidade. No desenvolvimento das condigoes acima, lidamos apenas
com o caso do estado ser fixado no momento inicial e livre no momento terminal. No
entanto, outros casos podem ser tratados da mesma forma, fazendo algumas adaptacoes.
Por exemplo, se z(tg) e z(t1) sao fixos, entdo a varidvel adjunta nao terd condigoes de

contorno.

Apresentamos a seguir um exemplo em que existem restrigdes sobre o controle.

Exemplo 2.6 ([4]) Maximizar

Ju(t)] = /0 [22(t) — 3u(t) — u?(t)]dt

sujeito a
LW = tu), A0 =5  0<u()<2

Resolucao: Formemos o Hamiltoniano
H=2z—3u—u>+\z+u).

Entao, resolvemos a equagao adjunta

N(t) = —%—Z 9o — ()= -2+ Ce
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Como A(2) = 0, segue que A(t) = 2e?~t — 2. J4 que encontramos o valor da adjunta,

voltaremos nossa atencao para u*, que deve levar em conta o sinal de —. Como
’ 0
U

a—H:—B—Zu—i-)\,
ou

temos

H
0>8a—uemt — u(t)=0
= 0>-3+A=-3+(2""-2)
= t>2-—1In(5/2),

H
O<a—emtL = u(t) =2

ou
— 0<-3-202)+A=-T+(2e""-2)
— t<2-1n(9/2),
OH 1

— 0< 2
<50

3) <
— 2 -1n(9/2) <t <2—1n(5/2).

Portanto, o controle 6timo é dado por

2 quando 0 <t <2—1In(9/2),
ut(t) =9 e*t - g quando 2 —1In(9/2) <t <2 —1n(5/2),
0 quando 2 —1In(5/2) <t < 2.

Para encontrar o estado 6timo, substituimos o valor de u* encontrado, na equacao dife-

rencial p
z
Z(t) = t
(1) = 2(0) + u(t)

e resolvemos os tres casos. Fazendo isso, encontramos que o estado 6timo é dado por

[ Cret —2 quando 0 <t < 2—In(9/2),
1
25(t) = § Che’ — 3¢ e’ t+g quando 2 —1n(9/2) <t <2—1n(5/2),
Cset quando 2 —1In(5/2) <t <2,

\

onde C1, Cy, C5 sao constantes. Usando o fato que z(0) = 5, obtemos Cy = 7. Lembrando

que a varidvel de estado é continua, exigimos que ela seja continua em t = 2 —In(9/2) e
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81
t =2 —1In(5/2), e encontramos assim as constantes Cy = 7 — ge_z e Cy3 =7—"Te 2 Dai

o estado étimo é

[ Tet -2 quando 0 <t <2-—1n(9/2),
. 81 o\ ¢ 1oy D
2 (t) = 7—§e ¢~z +3 quando 2 —1In(9/2) <t <2—-1n(5/2),
L (T—Te?)e! quando 2 —1In(5/2) <t < 2.

A Figura 4 mostra a evolucao do controle 6timo u* e estado 6timo z*, em funcao do
tempo, obtidos no Exemplo 2.6. Note que, u* comeca sendo constante, igual a 2, passa
por um intervalo de decrescimento, e depois volta a ser constante igual a 0, enquanto z*
é estritamente crescente em todo intervalo de tempo t € [0, 2]. Além disso, observe que

2*(0) = b5, satisfazendo a restricdo da varidvel de estado.

45

Controle

0 0.5 1 1.5 2 0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
Tempo Tempo

Figura 4: Sao ilustradas a evolucao do controle étimo u* e estado étimo z*, obtidos
para o Exemplo 2.6. Note que, enquanto u* permanece constante ou em decrescimen-
to em t €0, 2], z* é estritamente crescente neste intervalo e satisfaz a restrigao exigi-

da, 2°(0) = 5.



Capitulo 3
Controle Otimo de Varias Varidveis

Nos capitulos anteriores analisamos problemas com um controle e uma variavel de
estado apenas. Muitas vezes queremos considerar mais variaveis. Por exemplo, quando
consideramos um sistema de modelagem em que é utilizado antibidticos para combater
uma infeccao viral. Além do nimero de particulas virais no sangue podemos também
querer acompanhar o niimero de anticorpos e glébulos brancos. Estas quantidades seriam
representadas como variaveis de estado adicionais. Além disso, suponha que o paciente
estivesse tomando dois antibiéticos diferentes o que levou o organismo a produzir anti-
corpos em diferentes taxas ou horas. Poderiamos também estar interessados em analisar
um modelo de epidemia SIR [13], onde o controle fosse os diferentes niveis de vacinagao.

Discutiremos a seguir, como lidar com problemas deste tipo.

3.1 Condicoes Necessarias

Nesta secao estenderemos as condigoes necessarias para otimalidade, no caso de
uma variavel de controle e uma varidvel de estado da Secao 1.1, para o problema que
possui varias variaveis de controle e miiltiplas varidaveis de estado.

O método desenvolvido até agora para um controle e um estado é estendido a
controle 6timo de multiplos estados e varidaveis de controle. Considere um problema com
n variaveis de estado, m variaveis de controle e uma funcdo retorno ¢. Assim, o nosso

problema é

UL, Um

max ¢(z1(t1),...,zn(t1))+/t1f(t,zl(t),...,zn(t),ul(t),...,um(t))dt : (3.1)

sujeito a

dZi

E(t) = gi(t,21(t), oy 20 (t), ur(t), ..oy um (1)), zi(to) = zpo parai =1,...n,

28
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onde f, g; sao continuamente diferenciaveis em todas variaveis. Nao fazemos nenhuma
restricao sobre m, n, ou seja, m < n, m = n ou m > n sao todos aceitos. Usaremos a
notagao vetorial para transformarmos o problema em uma forma mais familiar.
Sejam
2(t) = (z1(t), ..., za(t))
u(t) = (ur(t), ..., um(t)),
20 — (210, ceey Zno),

g(t, 2(t), u(t)) = (91 (L, 2(t), u(?)), ., gn(, 2(t), u(?))).

Entao, podemos reescrever o nosso problema como segue

max J(u) = max [gb(z(tl)) +/tl ft, z(t),u(t))dt] , (3.2)

sujeito a
dz

w0 =gt 2(t),u(®)), (o) = 2.

Seja u* um vetor de fungoes de controle 6timo e z* o vetor de variaveis de estado 6timo
correspondente. Com estado de dimensao, precisamos de n equagoes adjuntas, uma para

cada dimensao do estado. Introduzimos um vetor de fungoes diferenciaveis por partes,

At) = (Ai(t), -, An(t)),

onde cada \; é a variavel adjunta correspondente ao estado z;. Defina o Hamiltoniano

H(t, 2(1), u(t), A#)) = [t 2(2), u(t)) + A1) - g (¢, 2(1), ul?)),

onde - representa o produto interno de vetores. Pelo mesmo argumento ja apresentado
para um controle e um estado apenas, encontramos as variaveis satisfazendo a condigao
de otimalidade, equagao adjunta e a condicao de transversalidade em cada componente

do vetor, ou seja, u* maximiza H (t,z*,u*, \) com respeito a u em cada t e u*, z* e A

satisfazem

dz; H ,

d_zt(t) = g)\i = gi(t, z,u) ezi(to) =z0 1=1,...,n.

H
Ni(t) = _of e A(t1) =¢.,(2(t1)) paraj=1,..n.
J 8zj J
0= 8_H para k=1,...,m,
8uk

onde

n

H(t, (1), u(t), \() = f(t,2(t), u(t) + > X(t) - gilt, 2(t), ult)),

i=1
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e ¢, representa a derivada parcial de ¢ na componente z;. Observe que se ¢ = 0, entao
Aj(t1) = 0 para todo j, como usual.

Modificagoes dos problemas produzem ajustes sobre as condigoes necessarias, analo-
gas as apresentadas para uma variavel de controle e uma variavel de estado. Por exemplo,
se uma variavel de estado z;, particular, satisfaz z;(ty) = zi0, zi(t1) = 21, ambos fixados,
entao a adjunta A nao tem condicao de fronteira. Similarmente, se limitagoes sao impostas
sobre as variaveis de controle, a; < ug < bg, entao a condicao de otimalidade ¢ mudada
de

OH
—— =0,
8uk
para
( 0H
U, = se — < 0;
8uk
OH
ap <up <b, se — =0; (3.3)
8uk
OH
uy, = by, se — >0
\ 8uk
[lustraremos estas idéias com os exemplos a seguir:
Exemplo 3.1 ([7]) Resolva
' L, L,
max [ z(t) — suj(t) — zus(t)dt (3.4)
uu2 Jo 8 2

sujeito a

Resolucao: O Hamiltoniano neste caso é dado por

1 1
H(t, 2(8), ua (1), us(), A(1)) = 2 = qui(t) = 5us(t) + Ab)ur (8) + AE)ua ().
A equacao adjunta e a condicao de transversalidade produzem
, 0H
N(t) = 5, = -1 A1) =0.

Dai, A(t) = 1 — t. O segundo controle nao tem limitagao, assim podemos encontréa-lo

fazendo, iy
0=—=— A
auz Ug +
Dai, u(t) = A\(t) =1 —t.
Para encontrarmos uj, note que
8H Uq
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E assim temos,

S—Z<O = w(t) =1
— 1—t<1
4
— t>§
4
g—izo — wy(t) =4N=4—4t
— 1<4—4t<2
1.3
27 T 4
a—H>O = wuy(t) =2
ouq
1
== 1—-t>=
1
- t<§.

Substituindo os trés casos na equagao de estado,

dz
0 = walt) + ualt),

e exigindo a continuidade, encontramos z*. Entao, o conjunto de solucoes étimas é:

2 0<t<i,
ui(t) =9 4—4t ;<t<?¥ W) =1 —t,
(1 S <t<l.
(Bt—%ﬂ 0<t<i,
25(t) = < 5t—%t2—1 %Stﬁg,
| 2t—3t*+§ §<t<]

Na Figura 5, é mostrado a diferenga entre os uj e u3 em funcao do tempo, obtidos no
Exemplo 3.1. Note que, uj comeca sendo constante, igual a 2, passa por um intervalo

de decrescimento, e depois volta a ser constante igual a 1, enquanto o controle uj é
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estritamente decrescente em todo intervalo de tempo ¢ € [0, 1].

Controle

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Tempo

Figura 5: Sao ilustradas a evolucao dos controles uj e uj obtidos para o Exemplo 3.1.

Note que, enquanto u] permanece constante em valores diferentes, ou em decrescimen-

to em t € [0, 2], u} é estritamente decrescente em todo este intervalo.

Exemplo 3.2 ([7]) Considere um biorreator bem agitado em que eziste contaminante e

bactérias e que eles estejam espacialmente uniforme, onde

e 2(t) é a concentragdo de contaminante no instante t e

e x(t) é a concentragdo de bactéria no instante t.
O biorreator € rico em todos nutrientes, exceto um, que queremos controlar,
u(t) concentra¢ao da entrada de nutrientes no instante t.

A bactéria degrada o contaminante via co-metabolismo, ou seja, as bactérias ndao con-
somem o contaminante diretamente. O crescimento das bactérias como resultado do

consumo de nutriente u € uma funcao crescente limitada, chamada cinética Monod ou

Michealis-Menton [7]:

I/(t) _ Gu@)

— mx@) —Dz*(t),  x(0) =

2(t) = —Kuz(t)z(t), 2(0) = 2.
Aqui, G representa a taxa mdzrima de crescimento, D € a taxa de mortalidade e K € a
taxa de degradacao das bactérias e a constante B é a concentracao de nutrientes. Nosso
objetivo neste problema é minimizar a concentracao final de contaminantes e injecao total
do nutriente. Como o logaritmo natural é uma funcao estritamente crescente, podemos

minimizar o funcional objetivo

J(u) = In(=(T)) + /0 Au(t)dt. (3.5)
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Resolucao: A introducao do logaritmo natural apesar de parecer artificial, permite uma
grande simplificagao. Observe também que a primeira variavel de estado x, no instante
t, ndo depende de z(t) em sua equacao de estado. Entdo, se podemos encontrar uma
expressao de z(t) em termos de t, = e, ou u, podemos eliminar a variavel z do problema.

Resolvendo a equagao
2(t) = —Kx(t)z(t),

segue que
t

= L)

Usando esta expressao com t =T,

T

T

/1@@%:—m<4)):m%yk@w»
0 20

A constante In(zy) é irrelevante na minimizagao, assim ignoramos ela. Substituindo

In(z(T)) pela expressao integral acima em (3.5), e tomando —J(u), o nosso problema

passa a ser expresso como

u

max /OT [Kxz(t) — Au(t)] dt, (3.6)

sujeito a
C;—f( )= %x(t} — Dz*(t), 2(0) = zo, u(t) > 0.

Observe que eliminamos a variavel z, portanto nao ha necessidade de incluir a sua
equacao de estado no problema. Uma vez que tenhamos encontrado o controle 6timo
e =¥, entao podemos encontrar z. Por enquanto, trabalharemos apenas com x, e assim,
apenas uma equagao adjunta.

Usando o Hamiltoniano, calculamos as condigoes necessarias

H:Kx—AHA(GW —Dx2>
B4+u

OH GB . s s

5 A+>\x(B—|—u)2 — u* = max{0, A7 /*(\zGB) B},
oH Gu

== — — 2D K T)=0.

A 5 {)\<B+u x)+ ], ANT)=0

Agora poderfamos encontrar u*, x* e A\ numericamente, mas este trabalho nao é feito
aqui. Para ver um problema do biorreator com um termo de crescimento mais simples e
sua solucao numérica veja [7].

No préximo capitulo usaremos a teoria estudada até agora em dois problemas rea-

listas.



Capitulo 4

Aplicacoes da Teoria do Controle
Otimo

Neste capitulo iremos apresentar aplicagoes praticas da Teoria do Controle Otimo,
por meio do estudo dos artigos Optimal Control of Biological Invasions in Lake Networks
de Alexei B. Potapov, Mark A. Lewis e David C. Finnoff [10] e Optimal Control Applied to
Competing Chemotherapeutic Cell-Kill Strategies de K. Renee Fister e John Carl Panetta
[3]. Para estudar o primeiro artigo, na Secao 4.1, utilizaremos a teoria apresentada no
Capitulo 3, no caso em que o termo de retorno ¢ = 0. J4 para o segundo, na Secao
4.2, usaremos a teoria estudada na Secao 2.4, caso em que o termo de retorno nao é
identicamente nulo.

Na Secao 4.1, apresentamos o modelo de controle da invasao em redes de lagos
[10], onde iremos entender por meio das solugoes analitica e numérica, como a politica
de prevencao otima se comporta com a mudanca de alguns fatores, tais como os danos
economicos causados pela espécie invasora, a eficiencia da prevencao, o tempo horizonte,
a quantidade de lagos invadidos no inicio da prevencao, e a taxa de desconto.

Finalizamos apresentando na Segao 4.2 o modelo de tratamento de cancer [3], onde
buscaremos como se comporta a densidade de um tumor quando é aplicado e nao é
aplicado controle no tratamento (tratamento com drogas) e ainda saber qual a influéncia

da densidade inicial para o tratamento.

4.1 Controle Otimo de Invasdes Biol6gicas em uma

Rede de Lagos

Atualmente, com a globalizagdo, as trocas comerciais, o turismo e os meios de

transporte entre regides ou até mesmo entre paises, vém favorecendo a introdugao (en-

34
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trada e estabelecimento) e dispersao de espécies exéticas invasoras de uma regiao para
outra. Espécies exdticas invasoras sao espécies nao nativas que sao introduzidas por meio
de dispersao natural ou devido a a¢ao humana (por meio maritimo ou rodoviério, por
exemplos), que encontrando um meio favoravel para o seu desenvolvimento, estabelece
e comeca espalhar-se, causando danos bioldgicos e economicos, pois uma vez que nao
existe predadores para tal espécie, ela comeca a se espalhar, competindo assim com ou-
tras espécies nativas e muitas vezes também prejudicando alguma atividade economica
da regiao em que infesta [13].

Um exemplo de uma espécie exdtica invasora é o mexilhao zebra, que vem trazendo
sérios problemas na Regido dos Grandes Lagos na América do Norte [10], que é a regido

central do mapa, ilustrada na Figura 6.

Figura 6: Regiao dos Grandes Lagos, situados na América do Norte,

formada pelos Lagos Superior, Michigan, Huron, Erie e Ontario.

Dentre os problemas causados pelo mexilhao zebra podemos citar:
e Entupimento do sistema de abastecimento de dgua de tubos de centrais elétricas e
industriais.
e Problemas de gosto e odor na agua potavel.
e Danos nos motores de barcos e fixacao no casco de barcos de pesca.

e Matam moluscos nativos, perturbando assim a cadeia alimentar aquética e eliminam

as camas de desova dos peixes.

e Criam mau cheiro em praias e outras areas de diversao.
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O primeiro e terceiro problemas sao apresentados na Figura 7.

ZM-83. End wew of zebra mussels clogging pipe
FPhoto Credit: Crag Czarnecks
Organization: Michigan Sea Grant

Figura 7: Na figura a esquerda temos a hélice de um barco tomada pelo mexilhao ze-

bra e na figura a direita temos o entupimento de canos pela mesma espécie invasora.

Nessa segao iremos fazer um estudo do artigo Optimal Control of Biological Inva-
sions in Lake Networks de Alexei B. Potapov, Mark A. Lewis e David C. Finnoff, que
apresenta uma andlise de como gerir recursos para controlar a invasao de espécies exdticas,
como o mexilhdo zebra, numa rede de lagos. O artigo considera uma rede de lagos, que
¢ invadida por espécies exoticas que causam danos bioldgicos e, ou, econdmicos a regiao.
Entao, é apresentado o modelo que descreve a parte bioldgica do problema e em seguida,
como existe um certo custo (prejuizos causados por ela e custos devido a prevencao que
necessita ser empregada) devido a essa invasao, o objetivo é encontrar controles Gtimos
que minimizem este custo restrito a descricao do modelo bioldgico.

Apresentaremos, na Subsecao 4.1.1, a descricao do problema e um modelo mate-
matico que o descreve. Apresentaremos ainda a descricao da parte econémica envolvida,
pois a invasao causa prejuizos e também gastos devido a prevencao empregada. Aplica-
se, entao, na Subsecao 4.1.2, a Teoria do Controle Otimo, apresentada na Secao 3.1
(¢ =0, a < ug <b) para solucionar o problema.

Alguns resultados utilizados nas Subsecoes 4.1.1 e 4.1.2 serdao provados em 4.1.4

para simplificagao do texto.

4.1.1 Modelo macroscépico de invasao e prevencao

Suponhamos que exista uma espécie exdtica invasora (neste caso, uma espécie
invasora pode significar um grupo de espécies, pois o grupo causa o prejuizo econdmico e,
ou, biolégico) introduzida em um ou varios lagos, que ela tenha se estabelecido e comega
a espalhar-se para outros lagos da regiao. A principal acao humana que influencia a
propagacao de tais espécies é o transporte de barcos e equipamentos de pesca de um lago
para outro. Consideremos que o gestor de recursos, o responsavel pelo gerenciamento

do problema em questao, possui recursos escassos para maximizar o bem estar social,
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sujeito aos danos da invasao, custos de prevencao de disseminagao e propagacao da espécie
invasora.

Chamaremos os lagos invadidos de “doadores”, uma vez que eles sao as fontes da
propagacao de invasores, e os lagos nao invadidos chamaremos de “destinatarios”. O

nimero total de lagos N se presume ser grande o suficiente, tal que

(i) podemos caracterizar o processo de invasao por uma tnica variavel, a proporgao de
lagos invadidos p, no instante de tempo ¢, (o ntimero de lagos invadidos, denotado

N;
por N;, dividido pelo nimero total de lagos N, p = N) e

(ii) a mudanga de p com o tempo pode ser razoavelmente aproximada por uma funcao
continua e diferencidvel. Neste caso é possivel obter um modelo de crescimento qua-
drético para p(t), isto é, que é tanto biologicamente razodvel e matematicamente
conveniente

dp

= = Ap(t)(1 = (1)), (4.1)

conhecida como Modelo de Verhulst ou Equacgdo Logistica [9].

A obtencao de (4.1) decorre da hipétese de que o transporte de barcos e equipa-
mentos de pesca independem do processo de invasao e é também suposto este mecanismo
de transporte para poder ligar todos os lagos considerados.

Ao numero médio de propagacao de invasores que podem ser transportados de
um doador para um destinatdrio, chamaremos trafego do mecanismo de transporte e
na auséncia de qualquer aplicacao de prevencao, assumimos que o numero médio de
propagacao que pode ser transportado de qualquer lago doador para um lago desti-
natario por tempo, (definido como intensidade de transporte de propagacao) é constante
e denotado por Aj;.

Para um pequeno periodo de tempo At, o nimero médio total de propagacao trans-

portada de cada lago invadido V;, para qualquer outro dado lago é entao
K = N;A 1 At.
Assim, o nimero total introduzido dentro de N, lagos ainda nao invadidos é
N; N, A;At.

Se a probabilidade de uma propagacao sobreviver depois da introducao é dado por

As, o nimero de propagacoes sobreviventes serd

N;N, A1 A;At.
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Como N, é o nimero de lagos ainda nao invadidos, N, = N — Nj;, e assim o aumento no

numero de lagos invadidos durante At é

Dividindo a equagao (4.2) por N e levando em conta que AN;/N = Ap, N; = pN, e
AN; = NAp, temos
Ap = A1 A3 Np(1 — p)At.

Assumindo p(t) diferenciavel e At pequeno, obtemos a equacao (4.1), com A = A A;N.

Suponha que o gestor de recursos leve em conta que os beneficios de prevenir a
disseminacao da invasao seja tal que grandes investimentos na prevenc¢ao sao justificados.
Suponha que seja possivel estimar o custo dos danos causados ao ecossistema pela invasao
e que o custo do prejuizo por unidade de tempo seja proporcional ao nimero total de
lagos invadidos, e seja g (constante) o custo financeiro do prejuizo em um tnico lago
durante uma unidade de tempo. Assim, o custo do prejuizo total por unidade de tempo

sera
Cl(t) = gNi(t)'

Suponha ainda que o gestor dos recursos emprega alguma prevencao, o que aumenta
o custo da invasao por unidade de tempo. Por exemplo, um meio empregado na prevencao
da disseminacao, é a desinfeccao de equipamentos quando se vai de um lago para outro e
para isso é necessario criar postos de controle e fornecer materiais, sendo que ambos sao
caros.

Embora nao seja necessério, para abreviar o processo de desinfeccao (prevengao),
consideraremos que este processo de desinfeccao possa ser realizado em todos os lagos,
tanto doadores como também em destinatarios (No contexto de epidemias, isto é similar
ao tratamento de tanto infectados, com uma doenca, como também daqueles ainda nao
infectados).

Sendo assim, sejam x(t) os esfor¢os de prevengao em lagos doadores no instante de
tempo ¢, com unidade de custo w, (constante), e s(t) os esforgos de prevencao em lagos
destinatarios no instante de tempo t, com unidade de custo w,. Dai, o custo total da

prevencao por unidade de tempo é
Co(t) = wex(t)N;(t) + wgs(t) (N — Ny(t)). (4.3)

Combinando prejuizos e custo da prevencao, temos o custo total por unidade de tempo,

C(t) = CLt) + Calt) = gNi(#) + wea(t)Ni(t) + wys(t)(N — Ni(#)).
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Para manter o foco do gestor sobre a proporcao de lagos invadidos, calcularemos o custo

médio de invasao por lago por unidade de tempo,

C(t) = —= = gp(t) + wea(t)p(t) + wss(t)(1 — p(t)). (4.4)

Note que o custo médio é composto do custo médio dos prejuizos causados devido a
invasdo (primeiro termo), custo médio de prevengao para lagos doadores (segundo termo)
e o custo médio de prevencao para lagos destinatarios (terceiro termo).

Note também que a prevencao z(t) em um lago doador reduz o nimero médio de

propagagao transportada para qualquer lago destinatario de A; para
Aja(z(t)), 0 <a <1,

onde a(xz(t)) é a probabilidade de uma propagacao escapar depois do tratamento e temos
que 1 — a(z(t)) pode ser interpretada como a proporcao tratada em lagos doadores.

Analogamente, s(t) e b(s(t)) (0 < b < 1), sao esforgos de prevencao e a proba-
bilidade de uma propagacao escapar apds o tratamento em qualquer lago destinatario,
respectivamente.

Para concluir a descricao do problema é necessario definir uma relagao explicita
entre a proporcao tratada, 1 — a(z(t)) em doadores, 1 — b(s(t)) em destinatarios e os
esforcos de tratamento x(t) e s(t). Iremos assumir que os efeitos de dois tratamentos
sucessivos sao independentes, e o tratamento com efeitos x; e x5 sdo equivalentes a um
unico tratamento com efeito x; + x5. Entao, das propriedades de probabilidade de dois

eventos independentes, temos
a(z1 + x2) = a(z1)a(z2). (4.5)

Assumimos ainda, que um pequeno efeito xo = Ar << 1 trata uma fragao propor-
cional de propagacao
1 —a(Ax) = k1 Ax, (4.6)

onde k; é a eficdcia do controle. Usando as relagoes (4.5) e (4.6) obtemos
a(x + Az) = a(zr)a(Ax) = a(z) — kya(x)Ax,
ou
Aa = —kja(z)Az

quando Az — 0.

Similarmente,
Ab = —kyb(s)As,
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quando As — 0. Isto nos leva a uma forma exponencial que incorpora a eficicia de
prevencao,

a(z(t)) = e 2O p(s(t)) = e 50, (4.7)

onde k; e ko caracterizam a eficiéncia do tratamento.

Sob estes pressupostos, a disseminacao da infec¢ao quando empregado prevencgao é
descrita pela equagao (4.1), com A = A; A3 N sendo substituida por A = AjaAsbN, onde
a e b sao dados pela equagao (4.7),

d
o = AT Op() (1 (1) (48)

com uma proporgao inicial de lagos infectados p(0) = py.

Na subsecao a seguir, é estudado o problema de controle 6timo em questao, fazendo

uso da Teoria do Controle Otimo apresentada na Segao 3.1.

4.1.2 Controle 6timo da invasao

Para caracterizar o gerenciamento 6timo, o problema que o gestor de recursos
enfrenta é a escolha dos esforcos de prevencao, z(t) > 0 e s(t) > 0, de modo a minimizar
o fluxo de custos descontado J durante um dado tempo horizonte (duragdo de tempo

méximo que se pretende fazer a prevencao) T,

Tla(t), s(t)] = /0 Ot

sujeito a
—(t) = Ae7PEO= R Wp(@) (1 — p(1)),  p(0) = po,
onde
C(t) = gp(t) + wez(t)p(t) + wss(t)(1 = p(t))

representa o custo médio da invasao e r (constante) é a taza de desconto (taxa de desconto
e taxa de juros, sao termos sinonimos, normalmente aplicada quando os pagamentos
futuros sd@o descontados ou quando os pagamentos atuais sdo compostos, respectivamente)
[1].

Se x e s sao escolhidos tais que o custo total da invasao J seja minimo, uma tarefa
de controle 6timo é obtida. Trajetdrias Gtimas para x e s serao denotadas por z*(t), s*(t).
Note que queremos minimizar J, entao vale lembrar que min{.J} = —max{—J}. Assim,
preocuparemos com max{—.J}.

O Principio do Mazimo de Pontryagin (versao das condi¢bes necessarias apresen-

tada na Secao 3.1) é usado para resolver a tarefa imposta ao gestor. Regras étimas para
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x e s, dada uma proporcao inicial de lagos invadidos, pode ser encontrada pelo principio
do maximo aplicado ao Hamiltoniano do wvalor corrente (valor corrente quer dizer que o
determinado valor esta expresso exatamente com os niimeros que ele tinha na época em
que foi registrado). O Hamiltoniano do walor presente (valor atual do investimento que

serd feito, ou seja, o valor agora de tal investimento que serd feito) é dado por
H(t, (x,8),p,A) = —e "C(t) + A(t)Ae= k25 p(1 — p).
Logo o Hamiltoniano do wvalor corrente, definido por H=¢"H , ¢ dado por
H=e"H=—C(t) + pAe M7= k25p(1 — p),
onde

p(t) = e"A(t)

é o preco sombra do wvalor corrente da proporgao de lagos invadidos (valor atribuido a
produtividade futura, ou seja, quanto de dinheiro adicional vou precisar quando fizer um

aumento adicional na proporgao de lagos invadidos). Portanto,

H(t, (z,8),p, ) = —(gp + wexp + wes(1 — p)) + pAe M F5p(1 —p).  (4.9)

Do Principio do Maximo de Pontryagin, para controles étimos z*, s*, ;1 temos

—=rp— —— = p[r — AeMTR25 (1 — 2p)] + (g 4+ wer — wys).
Logo p e i satisfazem as equacgoes diferenciais

% = Ae ROk WOpp) (1 — p(t)) = F(p,x,s), 0<t<T (4.10)

d
d_’: = pfr — Ae P 7R25(1 — 2p)] + (g + wex — wes) = G(p, p, 7,5),  (4.11)

p(0) =p,  wWT)=0.

Dado o pressuposto do controle ser limitado inferiormente, continuo por partes,
isto implica que p(t) e u(t), solugdes das equagoes diferenciais ordindrias (4.10) e (4.11),
sao continuas e continuamente diferenciaveis por partes, isto devido a continuidade por
partes da expressao do lado direito das equagoes (4.10) e (4.11).

A condicao necessaria de otimalidade (caso de controles limitados (veja a Secao 3.1,

equagao (3.3)), para o controle étimo é o valor maximo de H para cada momento de
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tempo t, isto é, para étimos r = z* e s = s*

OH OH

- _ _ Ae~ke—kasp1 _ ) — =0, — 4.12
81’ Wy P klu € p( p) 07 ou 07 8$ < 07 ( )
OH OH
55 = —wy(1 —p) — kopAe ™" F25p(1 —p) =0, ou s=0, a5 < 0, (4.13)

onde suprimimos a notagao de tempo.

A primeira condigao em cada equagao de (4.12) e (4.13) correspondem a um “maximo
no interior” para x e s, respectivamente, enquanto que a segunda condi¢ao corresponde
a0 “maximo na fronteira’”.

Observe que, genericamente, as condi¢oes

OH OH
— =0 e — =0,
ox ds

nao podem serem satisfeitas juntas, porque entao simultaneamente,

Wy = —kypAe”Femkes (1 p) wy = —kopAe~ TRy (4.14)

ou kopw, = ki(1 — p)ws, isto nos da apenas um tnico valor para p, a saber

wskl

= 4.15
wsk‘l —l-’ka‘g ( )

P =Ds

Ou seja, a proporc¢ao de lagos invadidos é fixa, o que nao condiz com a realidade. Portanto,
nao mais que um tipo de controle é nao nulo, isto é, se x > 0 temos s =0 ese s > 0
devemos ter x = 0.

No que se segue ¢é necessario conhecer o sinal de .

Proposicao 4.1 O preco sombra p(t) parat < T é sempre negativo, desde que a invasao

seja cara, ou seja g > 0.

A prova deste resultado é dada na Subsecao 4.1.4.
Para determinar que p vai corresponder a que tipo de controle considere (4.15) e as
condicoes necessarias.
Sendo p < ps, entao das expressoes para
OH  OH
9r s

segue que,

se s>0 e a—H:O, entao a—H>0 e x>0,
Js ox
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o que nos da uma contradicao, pois para x > 0 temos que

OH
<.
83:_0

Por outro lado,

_ OH
se t>0 e — =0, entao — <0 e s=0,
ox Js

o que é compativel.

Analogamente, para o caso p > ps, se SUpomos que

H H
se s>0 e 8—:0, entao 8—<O e =0,
0s ox

o que é compativel com o que temos. Mas,

0H 0OH
se t>0 e — =0, entao — >0 e s=0,
ox ds
o que é uma contradi¢ao, pois para s > 0 temos que
OH
— <0.
0s —

Estas consideragoes nos permite concluir que
a) Para p < p,s apenas controle para lagos invadidos (doadores) pode ser nao nulo;

b) Para p > p, apenas controle para lagos nao invadidos (destinatérios) pode ser nao

nulo;

¢) O valor p = p, corresponde a mudanca entre os dois tipos de controle. As condi¢oes
(4.12) e (4.13) fornecem apenas o valor do controle total, ¢ = kyz + kas para este
ponto, mas nao para x e s separadamente. Portanto, um dos controles x ou s
podem ser escolhidos a nossa conveniéncia. Por exemplo, podemos escolher s = 0,

entao um dos controles é zero para p = p;.

Portanto, para qualquer momento apenas uma variavel de controle serd nao nula.
Isto permite que as condigoes suficientes para um maximo de H sejam verificadas como
se fosse uma funcao de apenas uma variavel, e assim basta apenas verificar os sinais das
segundas derivadas 92H /0z2 e 0H /0s®. Isto ocorre pelo fato do méximo de H, neste
caso, sempre ser alcangado na fronteira do conjunto de controle admissivel (pois, de modo
geral, ndo ocorre x > 0 e s > 0 simultaneamente).

Deste modo, o procedimento padrao para maximo interno de uma funcao de duas

variaveis, envolvendo a matriz Hessiana, nao é aplicavel.
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Para as condigoes suficientes podemos mostrar que, desde que pu < 0,

2H i
= KAl p(1 - p) <0,
0*H -
= KuAebeIp(1 — p) <,
e portanto as condigoes B
oH 0H
— =0 — =0
Ox N s ’

implicam que existe um ponto de méximo de H em relacdo a x ou s.
Em resumo, temos Regioes I, I e III, onde obtemos os seguintes tipos de solucoes

Otimas:

(i) Regiao I. Controle em doadores, * > 0, s* = 0, as condi¢oes de otimalidade

OH OH
— =0, — <0
ox " Os ’
significam que p < p, e
1 —k1Ap(1 = p)
f=—In| ————= ). 4.1
x i n < o, (4.16)
De fato,
aj—v‘[ —k1z—kos —kix*
0= = —wyp — k1pAe p(l—p) = —wyp—kipde p(1—p) =0.
Dai
e—klw* — — Wy 7
kipA(L — p)
que nos da
oo L (—/ﬁAu(l —p))
]{71 Wy
(i) Na Regiao II. Controle em destinatarios z* = 0, s* > 0, as condi¢bes de otimali-
dade _ _
OH OH
— <0, — =0
or T Os ’
significam que p > p, e
1 —ko App
f=—In— ). 4.17
s s n( w. (4.17)
De fato, como
aﬁ —kix—kas —kas*
0=— = —ws(1—p)—kopuAe "7 "°p(1—p) = —w,(1—p)—kopuAe™"** p(1—p) = 0.

GE
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Dai
—kos* _ —Wg
koptAp’
que nos da
. 1 (—k:QA,up)
s=—In|—— ).
k’g Wg

(iii) Na Regiao III. Nenhum controle, z* = 0, s* = 0, as condigbes de otimalidade
OH OH
— <0, — <0
Ox " Os ’

nos dao que

kAl —p)u > —w, e koApu > —ws.

De fato,
8FI —ki1z—kas
By = WaP kipAe ™7 25p(1 — p) < 0 = kipAp(l —p) > —w,p
— kKAl —p)p > —w,, (4.18)
e
af[ —kix—kas
55 = —w(1 —p) — kopAe ™™ 2p(1 —p) < 0 = (—ws — kapuAp)(1 —p) <0
= koApp > —ws. (4.19)
Combinando as solugoes (4.18) e (4.19), temos
Wy W
= — — . 4.20
o) = st ) 20

A curva p = psw(p) corresponde a outra mudanga de condigao: de controle positivo para
nao controle.
Como expressamos z*, s* em (4.16) e (4.17) por meio de p e u, podemos reescrever

(4.10), (4.11) como um sistema autéonomo de Equagoes Diferenciais Ordinarias (EDO)

% = Fp,a*(p, ), s"(p, 1)) = F(p, ),
(4.21)
%ﬁb = G(p, i, 2" (p, 1), 8" (p, 1) = G(p, ),

e portanto podemos aplicar a técnica de andlise do plano de fase para estuda-lo.

As curvas
pw=pswp), 0<p<l, e p=ps p<pswp),

dividem o plano de fase pu em trés regioes, de acordo com os trés tipos de controle.

Quando as trajetérias de (4.21) cruzarem estas linhas, a mudanga de controle ocorre
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(veja a Figura 8). Na Figura 8 é plotado o plano de fase p i, que é dividido em Regiao
I (controle em lagos doadores), Regiao II (controle em lagos destinatarios) e Regiao 111
(nenhum controle). E mostrado também os pontos ps, que é o ponto de mudanca de z
controle para a regiao de s controle e pz, que é o ponto de mudanga de x, ou s controle
para nenhum controle e a linha pugy, que separa as Regioes I e II de s controle e x

controle, respectivamente, da Regiao III de nenhum controle.

ps pzpe  f

1, x controle Il, s controle

P
Figura 8: Sao exibidas esquematicamente as trés Regioes I, 11, e III do plano de fase
P 14, que sao, respectivamente, as regioes de x controle, s controle e nenhum controle.
Também é ilustrado uma trajetéria e os pontos de mudanga ps (mudanca de = contro-
le para s controle e vice-versa) e pz (mudanga de x ou s controle para nenhum contro-

le) de uma regiao para outra, além do ponto inicial pg e ponto final p.

Esta abordagem nos permite inferir sobre o comportamento do controle 6timo “to-
tal” @(t) = kyx* + kos™ (relembrando que apenas um ou nenhum controle serd nao nulo

fora dos pontos de mudangas) que é importante para a construcao de solugoes.

Lema 4.1 O controle dtimo total, p(t) = kix* + kos* € uma fun¢do continua no tempo

em [0, T, e € diferencidvel por partes neste intervalo.

A prova é dada na Subsegao 4.1.4.

Corolario 4.1 O fluzo de (4.21) é C* dentro de cada Regido I, II, III, e é C° parap > 0,
w < 0.

Este resultado segue da Proposigao 1.1.

Corolério 4.2 Para o ponto t = t; de mudanga de controle, de x > 0 para s > 0 (p = ps)

lim kyz(t) = lim kos(t). Para os pontos de mudanga onde o controle total vai para zero,
t—ty t—t]

o valor de x* = 0 ou s* = 0 deve ser dtimo, afim de que uma das relagoes (4.14) se
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mantenha com @* = 0. Isto nos permite relacionar valores de p e p com o0s pontos de

mudanga, uma vez que p(l —p) = —w,/(k1A) ou up = —wy/ (ko A).

Prova: Pelo Lema 4.1, temos que

lim ¢(t) = lim @(t) = lim @(t).

t—ty t—t} t—ty

Como
lim p(t) = lim kyz(t) e lim p(t) = lim kos(t),

t—t] t—t] t—tf t—t)
segue
lim kyz(t) = lim kos(t).

t—ty t—tt
Mais simplificacoes estao relacionadas com a substituicao do valor do problema na
fronteira para p e p por um problema para p apenas. A idéia é usar p como uma varidvel
independente.
Desde que 0 < p < 1, dp/dt > 0 na equacao (4.10), assim p(¢) é uma fungao 1-1

(bijetora) estritamente crescente em [pg, p.], onde a proporcao final de lagos invadidos é

pe = p(T).

Portanto, p(f) tem uma inversa t(p). Substituindo-a em z(t), s(t), e u(t) obtemos o

seguinte lema.
Lema 4.2 Os controles x e s, e o preco sombra i podem ser expressos como fungoes de
p: z(p), s(p), e u(p), definidas no intervalo [po, pe], pe = p(T).

Este lema permite-nos resolver apenas uma equagao em vez de duas em (4.21),

du _ G(p,p)
dp  F(p,p)

(4.22)

Podemos resolver (4.22) numericamente, ou algumas vezes analiticamente, para
qualquer p. tal que 0 < py < p. < 1. O procedimento consiste do seguinte: encontramos
primeiramente a solucao da equagao dentro de cada regiao do plano de fase, uma vez que
nas Regioes I e II as condicoes iniciais nao sao dadas, a solu¢ao contém uma constante

arbitraria. Para a Regiao III a condigao inicial é
:u(pe) = 07
que entao fornece uma solucao pr77(p). O processo é continuado até a linha de mudanca

H = Hsw (p)
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e € interceptada para algum p = pz. Suponha que isto aconteca na fronteira entre as
Regioes 111 e II, ou seja, pz > ps. Entao, desde que p seja continua, temos a condigao
inicial para a Regiao II,

Hrr (pz) = KUsw (pz),

e devido a continuidade do controle total,

s(pz) = 0.

Por isso, temos a solucao dentro da Regiao II.
Novamente continuando o processo até a proxima linha de mudanca p = p,, obtemos

a condicao inicial para a Regiao I,

kix(ps) = kas(ps) e pr(ps) = prr(ps)-

Entao podemos construir a solucao na Regiao I e continuar para baixo até p = pg. Se
pe € suficientemente pequeno, a solugdo nao entra na Regiao 11 (py < pz < ps), entao
o controle no lago destinatario nunca é utilizado, e a solu¢ao permanece no interior da
Regiao I e III. Finalmente, pode ser que p. seja tao pequeno, que pz < pp, € entao
a solucao sempre permanece na Regiao II, e por isso a completa auséncia de qualquer
controle é 6timo.

Na subsecao a seguir, serao analisadas algumas propriedades da solucao étima para

o problema.

4.1.3 Propriedades da solucao 6tima

Nas Regioes I e I, podemos expressar o preco sombra p como fungao dos controles
x ou s e também de p, e para obter a equagao para dx/dp e ds/dp, respectivamente, o

que é mais simples que (4.22). As equagoes resultantes para as trés regioes,

" d [ klg) ] r ef® wyek®
Regido I: — |kpr+ (1+ 29 )p| =L N VP
: ap [ ( )P ATy P T RAn 4

» d [ kag r ek2s wgek?2s
. L1 — —1)pl =L — 424
Regito 1 [la(1—pis + (22 1) | = 200 = =22z
Regitio I1T: - [p(1 — p) —i]—ﬁ (4.25)

g - gy (PO P= 0| = Zu -

Para mais detalhes veja a Subsecao 4.1.4.
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No caso 7 = 0 as equagdes (4.23), (4.24) e (4.25) podem ser resolvidas analitica-
mente, mesmo sabendo que nao condiz com a realidade, mas os resultados sao balizadores

para o caso r > 0. Para isto, a solugao satisfazendo pu(p.) = 0, para a Regiao III é

g DPe—P
M( ):—Zm,

De fato, como r = 0 a equagao (4.25) torna-se

max{po, pZ} S p S De, r=0.

d g
@)M P) Aﬂ 0

Logo

p(l—=pp—=p

e

¢ constante. Como p(p.) = 0, segue

g g
1—pu—Zp=2p,.
p(1—p)u TP =P
Dai,

Ap(l—p)
Isto nos permite obter a expressao para pz, que é o ponto de interseccao das trajetorias

pip) =5 L =P

com a linha pgw(p) (4.20),

k2gpe — Wg klgpe
= . 4.2
b max{ kog —ws  k1g + w, (426)
De fato,
umMﬂzmw{— e c-ws}, plp) = -2 L P
kiA(L—p)" koAp Ap(l—p)

Para p = pgz, se

Wy, Ws
usw(pz) - max{_klA(l—pZ)’ k:gApz}

Wy

kAL —py)

g Pe — Pz

Apz(1—pz)’

temos
k1gpe
Pz =

kgt w,
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Se

Wy, Ws
— max - T
psw(pz) { ki A(L —py) k‘zAPZ}

Wy

a ]szpZ

g DPe—DPz

Apz(1—pz)’
temos

_ Fragpe —ws
k2g — Ws .

Portanto,

k2gpe — Wy klgpe }

= max ,
bz { kog —ws " k1g + wy

kag _

Ws

Para a Regiao II:  kos(p) = ( 1) bz — P ps <p<pyz

1—p’
(somente se ps < pz, Po < Pz)-

De fato, para r = 0, da equagao (4.24) temos
d kag
— | ko(1 — -1 =0.
dp{2( p)5+<ws )p} ’

ka(1 — p)s + (k” - 1) p

s

Dai, segue que

é constante. Como s(pz) = 0, para p; < p < pz, segue

k k
k2(1_p>5+< 29—1)17:( 2g—1>PZ-
Wi Wi

Logo,

k1gpe —
E para a Regiao I:  kyz(p) = Mg Pe — P

Wy P

-1, po < p < min{ps, pz}

(somente se py < pz, Po < Ds)-

50

(4.27)

(4.28)
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De fato, para r = 0, a equagao (4.23) torna-se
d k
@ [klpx v (1 n ﬂ) p} — 0.
dp Wy

k
kipx + (1 + ﬂ) p ¢ constante.

Dai, segue

xT

Para p; < ps temos

D — max { k2gpe — Ws klgpe }
“ kog —ws  kig + w,
klgpe
l{:lg + w, .

Neste caso, temos a condigao x(pz) = 0. Dal

k k
klpx+<1+ﬂ)p = <1+ﬁ)pz
Wy Wy

_ <1+@> kigpe
Wy klg + Wy

Logo L
kiz(p) = SPeP g
Wy P
Para ps, < pz, temos
by — max kagpe — ws  k1gpe
“ kog —ws  kig + w,
k2gpe — Ws
k2g — Ws '

Neste caso, temos a condigao kas(ps) = k1z(ps). Mas, de (4.27) temos

k Pz — Ds
kas(ps) = (;g - 1) 12_7]9

B (kzg—ws) (kzgpe —ws ) 1
Wy kag — wy b (1 - pS)
]{?29(]96 - ps> - ws(l _ps>
ws(l _ps>

Logo,
k e Vs
ps(py) = 29WPe = Ps)

—1.
ws(l - ps)

51

(4.29)
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d k
4 {klpx + (1 + Lg) p] —0,
dp Wy

k
l{;lpx—ir(l—kﬂ)p:a

T

Como

temos

onde C' é uma constante. Dai, fazendo p = p,

k
klpsx(ps) + <1 + ﬂ) Ps = C.

xT

Substituindo kyz(ps) pela expessao (4.29) obtida anteriormente,

o = Pskeg (e —ps) | Kigps
Wg (]- - ps) Wy

Lembrando que
Wg ]{31

wskl -+ wml@’

e fazendo manipulagoes algébricas, obtemos

k Sk e HMs k s
ke + (14+29), = 2 29 (P = s) , Fagp
z ws (1_p3> wx

Ps =

k1gpe
— b (4.30)
Wy
Logo,
kigpe —p
Portanto, )
kiz(p) = ngpep D1, po<p<minp,, ps}.

A trajetoria permanece no interior da Regiao III. Ela é sempre 6tima para nenhum

controle desde que

kogpe — ws  kigpe }

> max ,

Exemplos de solucoes analiticas sao mostradas na Figura 9, para trés valores dife-

rentes para ki, ky e g, onde adotamos
Wy = Wy = 1.

As trajetérias correspondem a trés valores distintos para p., entre 0,4 e 0,9, e sendo

po = 0,05. O ponto de mudancga de z controle para s controle é dado, neste caso, por
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ps = 0,5. Observe que, como um dos controles x, ou s é nulo, o controle total mostra

apenas o comportamento do outro controle que é nao nulo.

—— x-controle — x—controle
s—controle —controle

300
250r
2001
100

50r

0 0.2 0.4 06 08 1 % 1
P

a)k, =0,5, k=05 9¢=571r/A=0 b)]ﬁ:l, k2:1,g:5,T/A=0.

©
T

k1x+k23
- N W A& O O N ®
! ) i i i } i
k1x+k23
-
a
O

800 ; T .
700t s—controle
600

» 500f
O

T
X~ 400
X
300
200

1001

00 0.2 0.4 0.6 0.8

p

C)k’1:2,k’2:2,g:10,7”/14:0.

-

Figura 9 : Nas figuras 9a, 9b e 9c¢ sao mostradas solugoes analiticas no plano de fa-
se py, onde p(p) = k1z(p) + kos(p) é o controle total. As trajetérias correspondem a

trées valores de p, entre 0,4 e 0,9, sendo py = 0, 05.

Para r > 0, as equagoes (4.23), (4.24) e (4.25) nao podem ser resolvidas analiti-
camente, mas podemos fazer algumas comparacoes entre as solugoes para r > 0 com as
solucoes analiticas para r = 0, (para mais detalhes veja a Proposigao 4.3 e o Corolario
4.3, na Subsegao 4.1.4).

Por brevidade, apenas os principais pontos da comparacao dos resultados sao dis-
cutidos, apesar de resultados completos e as suas provas estarem na Subsecao 4.1.4. E
natural usar a solucao analitica de (4.26), (4.27) e (4.28) como um ponto de referéncia
para o caso r > 0, com outros parametros mantidos constantes. Contudo, aqui chegamos
a um problema, se a taxa de desconto é alterada para um valor nao nulo, isto normal-

mente muda o valor do controle 6timo, e portanto muda o valor final de p. Portanto, se
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precisamos comparar duas solugoes com o mesmo tempo horizonte T', elas tém diferentes
Pe € Vice-versa.
Dadas estas questoes, um resumo dos resultados da comparagao é
e Se consideramos duas solugoes com r =0 e r > 0 e mesmo pg e p., entao a solugao
com 7 > (0 possui tempo horizonte 7" menor (Proposigao 4.3, Corolérios 4.3, 4.4),
vide Subsecao 4.1.4.
e Se consideramos duas solugoes com r = 0 e r > 0 e mesmo py e T', entao a solugao
com r > 0 possui maior p, (Corolario 4.5), vide Subsecao 4.1.4.
e Das duas declaragoes acima é entao possivel usar as solugoes analiticas como limite

superior na estimativa para os valores de controle, isto é
T>x, s>s e < u,

onde T, 5, i sdo as solugoes parar = 0 e x, s, usao as solugoes para r > 0 (Corolario
4.6), vide Subsegao 4.1.4.

e Consequentemente, se em um caso de nao desconto é 6timo para que haja nao
controle, o mesmo é verdade para qualquer r > 0 e mesmo p, (Corolario 4.7), vide
Subsecao 4.1.4.

e Existe uma correspondéncia 1-1 entre p.py < pe < 1, e o tempo horizonte T'. Isto
é, para tais p, existe T para o qual p(T') = p.. Dai, entao existe uma fungao 7'(p.),

que é continua e estritamente crescente (Proposi¢ao 4.4), vide Subsegao 4.1.4.

O 1ltimo resultado é importante para a validade de ambas técnicas analitica e
numérica.
Algumas combinacoes de parametros e trajetérias resultantes sao mostrados na

Figura 10, para o caso em que nao ha taxa de desconto, e w, = w, = 1. Na Figura 10a,
k1 =0,1, ks =0,1,g=0,5r/A=0,

ou seja, a eficacia dos controles é baixa, o prejuizo causado pela invasao é pequeno.
Observe que as trajetérias nao chegam a curva de mudanca (ficando todas dentro da
regiao de nenhum controle), isto é, neste caso é 6timo nenhum controle. Nas Figuras
10b e 10c, k1 = 1, ko = 1,9 = 0,5, r/A =0eky = 2,ky = 2,9 =0,5,7r/A =0,
respectivamente. Nas Figuras 10b e 10c, as trajetorias possuem um ou dois pontos de

mudanca, de x controle para s controle ou de x controle para nenhum controle, ou de s
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controle para nenhum controle.

~10° | YA S—
-10° 1
10°
= =57
1
-10" \/ E b
|
1 —10* nao controle |{
\ n&o controle s—controle
l J— —— x—controle
2 sw — usw
-10 L L 1 L T 5 ‘ ‘ ‘
0 02 04 0.6 0.8 1 1% 0.2 0.4 0.6 0.8 1
P P

a) k1 =0,1,kb=0,1,9g=0,5,7/A=0b) ky =1, ks =1,¢9g=10,7/A=0.

nao controle
s—controle
—— x-controle
— usw
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

c)ki=1k =1 49g=10,r/A=0,03.

Figura 10 : Nas Figuras 10a, 10b e 10c temos u(p) plotada no plano p p. As trajeto-
rias correspondem a trés valores de p, entre 0,4 e 0,9, sendo py = 0,05. A mudanca
de z controle para s controle é dada pela linha tracejada. E a mudanca de x controle
ou s controle para nenhum controle por pgy. A Figura 10a mostra que as trajetorias
nao chegam a cruzar gy, ou seja, 6timo é nenhum controle. Nas Figuras 100 e 10c

podemos ver que existem um ou dois pontos de mudanca de controle.

Solugdes x(t), s(t), u(t) e a relagao entre p, e T' nao podem ser encontradas analiti-
camente, nem mesmo para r = 0, exceto no caso de nao controle.

Quando o controle é muito eficiente (k1, ko grandes) ou se existe grandes perdas (g
grande), e a taxa de desconto é 0 ou muito pequena, torna-se 6timo manter os elevados
niveis de controle, veja a Figura 9c. Isto faz a invasao propagar muito lentamente, e
portanto os valores de p proximos de 1 s6 podem ser alcancados depois de um periodo

de tempo muito grande (7" grande). Por causa desta dependéncia do tempo horizonte no
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nivel final de invasoes, consideramos a influéncia de parametros na politica de controle
para p,. fixado e T' fixado.

A dependéncia das solugoes analiticas de ki, ko e g nos dd que quanto maior sao
seus valores mais intenso é o controle. Isto continua verdade no caso r > 0.

O desconto traz duas novas caracteristicas qualitativas:

(i) s(p) pode ir crescendo para algum p, mas no caso de nao desconto é sempre decres-

cente, (Veja as Figuras 9a, 9b e 9¢ ).

ii) x continua uma funcao decrescente de p, mas o seu crescimento torna-se limitado
G
quando p — 0 (Figuras 11a e 11b), em contraste com o caso de nao desconto, (veja

Figura 9a).

As Figuras 11a e 11b, ilustram a influéncia do desconto no comportamento das

trajetorias no plano de fase p ¢ quando comparadas com aquelas da Figura 9a.

6 6 ! . T
- x—con:ro:e —— x-controle
s-controle s—controle
5 1 5l |
4 4
mN
; 3 x'_ 3 L
fou
27 1 2 L
1" 1 1+
0 . . . . 0 . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
p p

a)ky =0,5,k=0,5,9g=51r/A=0,03. b))k =0,5 ky=0,5,9g=51/A=0,1.
Figura 11 : Sao ilustradas solucoes analiticas no plano de fase py, para dois descontos
diferentes, onde p(p) = k1z(p) + k2s(p) é o controle total. Podemos ver a influéncia do
desconto no comportamento das trajetérias no plano de fase, quando comparamos com
a Figura 9a. Fizemos aqui 7 = 0,03 e r = 0, 1. As trajetérias correspondem a trés valo-

res de p, entre 0,4 e 0,9, sendo py = 0, 05.

O modelo de controle da invasao desenvolvido no artigo Optimal Control of Biologi-
cal Invasions in Lake Networks [10] demonstra importantes implicagdes para o gestor de
recursos para preven¢ao. Podemos notar, por meio das solugoes analitica e numérica, que
a politica de prevencao 6tima € sensivel a alguns fatores chave, dos quais incluem os danos
economicos causados pela espécie invasora, a eficiencia da prevencao, o tempo horizonte,

e da quantidade de lagos invadidos no inicio da prevencao, e a taxa de desconto.
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Podemos notar também, que cada momento é 6timo para fazer apenas um tipo
de prevengao (em doadores ou em destinatdrios) ou mesmo nenhum e nunca nos dois ao
mesmo tempo. Vimos que pode haver um momento de mudanga de controle, que depende
da eficiéncia e do custo por unidade de controle de cada lago.

Como uma caracterizacao analitica do sistema nao foi possivel, foi apresentado
algumas proposigoes de comparagao entre as solugoes analiticas (caso de nao desconto) e

as solugdes numéricas (caso em que a taxa de desconto é nao nula).

4.1.4 Provas dos resultados utilizados

Esta subsecao contém a prova de alguns resultados que foram apresentados no
problema de controle 6timo de invasoes bioldgicas em redes de lagos das Subsecoes 4.1.2

e 4.1.3. Isto foi feito para simplificacao do texto.

Proposicao 4.2 O preco sombra u(t) parat <T € sempre negativo desde que o prejuizo

da invasao g > 0.

Prova: De acordo com a condigao de fronteira, u(7") = 0, que implica

o0H 0H

para t = T. Neste caso, o maximo de H ¢é alcancado para x = s = 0, e nenhum controle

é 6timo para o tltimo instante de tempo. Portanto, du/dt(T) = g > 0. Dal, perto de T,
t<T, p(t) <O0.

Para atingir valores ndo negativos, a fungao continua p(t) deve atravessar o eixo ¢ pelo
menos uma vez, e para o ponto de travessia, que chamaremos de t¢, du/dt < 0. Para
este ponto p(tc) = 0. Por isso, 9H/0x < 0 ¢ OH/ds < 0 para t = t¢, e portanto
z(tc) = s(te) = 0. Isto implica que du/dt(tc) = g > 0, que nos dd uma contradigao

provando a proposicao.

Lema 4.3 O controle dtimo “total”, ¢*(t) = kix*+kos™ € uma fungdo continua no tempo

sobre [0, T'], e é diferencidvel por partes neste intervalo.

Prova: Se ¢(t) > 0, uma das condigoes de otimalidade (4.14) deve ser satisfeita.

Seja p < ps, entao s* = 0, e portanto (4.14) é satisfeita para z* e s*, e

¢ = ki|ulA(1 ~ p)/w,.
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Uma vez que p(t) e u(t) s@o continuas, ¢*(t) também o é. Analogamente, no caso em que
©*(t) > 0 e p > ps obtemos a continuidade de (4.14). Para p = p, a continuidade segue
de ambas condigoes. No caso ¢*(t) = 0 a afirmacao do resultado é direta.

O Lema 4.3 mostra que o controle total ndo pode parar bruscamente, isto é, p*(t)
nao pode saltar de um valor positivo para zero. De fato, considere a funcao continua

F(t) = kalpu(t) 20— 20)

Wy
Suponha que para

t <tsw, o (t) > fo >0, epara t>tsw, p*(t) =0.
Sem perda de generalidade, seja (4.14) satisfeita para t < tgy . Entao,
F(t)=¢" >elo > 1.

Parat > tgy, s* = 2* = 0 6timo, implica que 8?[/8x < 0 e portanto F'(t) < 1. Dai temos
descontinuidade em t = tgy, pois F tem um salto de eo) para um valor inferior a 1, sem
tomar qualquer valor intermediario, por exemplo, ela nao passa através de e(%o), 0 que
¢ uma contradigao. Esta contradi¢ao implica que ¢*(t) deve aproximar continuamente a
zero no tempo. Por isso, é uma fungao continua em todo o intervalo [0, T']. A continuidade
de ¢*, significa que a equagao (4.10) implica que p é continuamente diferencidvel em toda
parte, exceto nos pontos de transigao, e a equagao (4.11) implica que g tem a mesma
propriedade. Portanto, ¢(t) = log(F'(t)) é também diferencidvel em toda parte, exceto
nos pontos de transicao.

A seguir apresentaremos as dedugoes das equagoes (4.23), (4.24) e (4.25), onde
obtemos as expressoes para dz/dp, ds/dp, du/dp e escrevemos o prego sombra em fungao
dos controles x ou s.

Nas Regioes I e II, podemos expressar o preco sombra g como fungao dos controles
x ou s e também de p, e para obter a equacao para dx/dp e ds/dp, respectivamente, o
que é mais simples que (4.22). As equagoes resultantes para a
Regiao I, z > 0, s = 0.

A relagao (4.14) permite-nos expressar z através de p e p,

1 (_klA:u(l _p>) e—k1m _ Wy

r=—In - ’
ky w, ki Ap(l = p)
e para reescrever (4.10) e (4.11) como um sistema de equagoes diferenciais, que nao

contem controles desconhecidos:

dp _ wyp

dt N k:l,u’

dpu w (1 — 2p) Wy ki Ap(1 — p)
et o) Doy (TP
@ M A=y TR w, )’
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pois
d:u o —ki1x—kas
= ur — pAe (1 —=2p) + (9 + wexr — wss)
= pur — pAe (1 = 2p) + (g + wyx)
we(1 — 2p) Wy < ki Ap(1l — p))
SR . <A Y R
a k1 (1—p) g k1 Wy
Assim,

d k wy(1 —2 Wy k1 Ap(l —

_“:_1“[ + ( p)+g+—ln<—1 1 p))}
dp Wyp ki(1—p) 3} Wy

E possivel conseguir uma forma mais conveniente para a andlise, usando z, u e p:

wmeklx

n= ki Ap(l—p)

Note que,
dx Wy 1 du dp
ki— = ————— | -k A—(1 - ki1 Ap—
T klA,u(l—p)ww< AL =P+ h “dt)
o l(rwxeklw Awr(l=20) 4 g~ 1ya ) (1-p)—A }
= - - g — WaX —P) — AWgp
wy |\ (1=p) (1-p) 1 1
e—klx
= (rwxek” — Aw,(1 = 2p) — k1 Ag(1 — p) — kyAw, (1 — p) — Aw,p)
Wy
A
= r— AeM7(1 - 2p) — —gkle_klm(l —p) — Akyze™M*(1 — p) — Ae™Mp
Wy

= r— Ae™M(1 —p) (1 + kg + k‘lx) :

T

Entao, chegamos ao sistema

dp —k
O peFrp 1
o = e p(1—p),
d k
k:ld—f =7 — Ae”™*(1 —p) (1 TR klx) :
Dai
k
r— Ae M2(1 — p) (1 + 29 k‘lx)
k9 We
"dp Ae~Frep(1 —p)
kg
’r‘eklx (1 + —w -+ /{?11’)

= i . . (4.31)
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Multiplicando a equacao (4.31) acima por p, obtemos

dx reke kig
kip— = ———(1+—=+k :
v = a1

Wy
Dai,
dx kig refi®
k k1p— 1+—=)=———
v ”’dﬂ( *wx) A=)
ou seja,

klg 6k1 x wxekl x

i[k x+(1+_) ]—1 ot
dp | w, )P T AG=p) " T TRAQ-p)

Regiao II, z =0, s > 0.

Analogamente ao caso anterior, da relagao (4.15) podemos expressar s em fungao de p e

s
1
s=—1In _kaAup : ehes — __Ws
ko Wg ko App
Dai
B wse—kgs
ne ko Ap

Temos, para este caso, o seguinte sistema

dt kop
dpu ws(1 — 2p) Wi ko Aup
o Ds\2 T AP) e PO A o
i M Ty TR M e )
pois
d_:u _ . —k1x—kas _ o
il pAe (1 —=2p) + (9 + wexr — wss)

= pur — pAe ™51 — 2p) + (g — w,s)

1-2 A
= ur—i—u#—g—%ln ke Aup .
ksp kS Ws

E possivel conseguir uma forma mais conveniente para a analise, usando s, y e p:

wsekgs

- ko App’
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Seguindo os mesmos passos como na Regiao I, obtemos

k @ W _k2Apd_,u B k2A,ud_p
2dp ko App ws dt ws dt
Wy ko Ap —k koAp . 4
S - ~ AehR2s(1 - 9 - _ 28 fekasp(1 -
i (B [ — et )+ (g - ) - E (1 - )

g WS

= r—Ae "1 —2p) + < — + Ae™™5(1 — p)
i

 ghkyAe ™

Ws

= r+4 Ae %% + kyApe s

kas 1 k k
S + gr2 RS (4.32)

Ap(l—p)  (1-p) w(d-p  (1-p)

Multiplicando a equagao (4.32) acima por 1 — p temos,

ds rekes gk
1—plke— = 1-— k
( p) 2dp Ap + w, + K28
ds ds  keg r eh2s
= ko— — kos — kop— —1==
2dp 28 2pdp+w5 A
ou seja,
d ]{;29 r 6k23 wse—kzs
— |ka(1 — -1 = — =— )
dp { sl =pjst (ws )p} A p : kg Ap

Obtemos assim (4.24).

Regiao III, z =0, s = 0.

Neste caso, os termos de controle somem, e podemos usar (4.10), (4.11) diretamente

dp

— = Ap(1 —

du

e — A1 =2 .
g plr —A(l —2p)] +g

Entao (4.22) assume a forma

dp r (1—2p) g

ap M ap(i=p) " p(i—p)] " Ap(l—p)

Depois multiplicando a tltima equagao por p(1 — p), obtemos

du 7
p(l—p)% = pg = n(l = 2p) +

NS

Dai, p p
H 20 g r
29y — 2
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ou seja,

Esta é a nossa equacao (4.25).
Agora apresentaremos alguns resultados de comparacao entre as solugoes para x, s

e i, no caso em que a taxa de desconto é r =0 ou r > 0.

Proposicao 4.3 (Comparagao) Seja x(p) solugao de (4.23) para r > 0 em [p1, pa),
e T(p) a solugao para r = 0, tal que T(py) > x(p2). Entio T(p) > x(p) em [p1, pa).
Proposigoes similares podem ser provadas para s(p) e u(p) : se s(p), 8(p), fi(p) sao as
solugoes de (4.24) e (4.25), e além disso, 5(p2) > s(p2), fi(p2) < fi(p2), entao 5(p) > s(p),
f(p) < iu(p) em [p1, p2|, respectivamente.

Prova: Mostraremos primeiramente para z(p), e posteriormente para os outros dois

casos. Temos

d ]{Zlg T €klm d - ]{Zlg
- 14+ 12 - = 14+ 7 —0.

Subtraindo a segunda da primeira temos

d . r e

kix

> 0.

Desde que p > 0,
kip(z(p) — Z(p)) < kipa(x(p2) — Z(p2)) < 0.

Se Z(p2) > z(p2), entdo Z(p) > x(p).
Agora mostremos o fato para s(p). De (4.24)

d kag r ek2s
= ka(1 - —1)pl =2 4.
i {kz( p)s + (ws )p} A (4.33)
d ~ kag o
i {1@(1 — )3+ (ws - 1) p} —0. (4.34)
Subtraindo a equagao (4.34) de (4.33), obtemos
d _ r ekes
Tkl =p)(s 3] = 557 >0,

desde que p > 0. Dessa expressao, temos

ko(1—p)(s(p) —3(p)) < ka(1 —p2)(s(p2) —5(p2)) < 0.

Logo, s(p) < 5(p) em [py, pal.
Analogamente, de (4.25) temos

r

d g
& p(1—p)u — Zp] =K (4.35)
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9.1 _
p(1—p)p p] =0. (4.36)
Subtraindo a equacao (4.36) de (4.35), obtemos

d

@@ﬂ—mw—ﬁﬂ=%u<0

Dai
p(L —p)(u(p) — 1i(p)) > pa(1 — p2)(p(p2) — pi(p2)) > 0.

Logo, u(p) > ji(p) em [py, pal.

Corolario 4.3 Vamos denotar por x(p), s(p), fi(p) e x(p), $(p), i(p) as solugdes do pro-
blema de controle dtimo, com mesma condi¢do inicial e nivel final de invasao pg € pe,
r >0 er = 0, respectivamente. Entao Z(p) > z(p), 5(p) > s(p), f(p) < u(p), e para
valores de p onde, T(p) > 0 ou 5(p) > 0, ou fi(p) < 0 a desigualdade correspondente é
estrita, isto € T(p) > x(p), §(p) > s(p), ou fi(p) < u(p).

Prova: E conveniente analisar a situacao de “frente para tras”, ou seja, de p. para po.

Como [i(pe) = p(pe) = 0, de acordo com a Proposigao 4.3, para p < pe,

f(p) < p(p),

onde elas satisfazem (4.25), ou seja, antes de interceptarem a curva de mudanga gy (p)
(4.20). Desde que

fi(p) < p(p),

temos que fi(p) intercepta a curva de mudanga primeiro. Isto implica que os pontos de

mudanca pz > pz. No intervalo [pz, pz],

f(p) < p(p),

pois elas sao separadas pela curva de mudanca. Para simplicidade, assuma que pz > p,

entao

8(pZ) = 07
enquanto que §(pz) > 0. Se a Proposicao 4.3 for aplicada novamente no intervalo onde
ps > pz, entao

3(p) > s(p).

w ~
°_ek2% entdo
ko A

Manipulando a condi¢ao de otimalidade de modo que p = —

fi(p) < p(p).
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Finalmente para p = p; Z(ps) > x(ps), € por isso

Z(p) > z(p),
para p < p,. Usando que
- _ Wy kix
]{ZlAp 7
obtemos
fi(p) < p(p)

Situagoes como

Dz >DPs >DPz € D> Pz > Dz,

64

podem ser analisadas similarmente. Se para o problema de nao desconto a escolha 6tima

for nenhum controle, entao as solugoes coincidem.

Corolario 4.4 Se as condicoes do Coroldrio 4.3 sao satisfeitas, entao o tempo horizonte

para o problema com desconto € menor que para o caso do problema de nao desconto, ou

seja, T' < T.

Prova: Temos que p: [0, T| — [po, pe| ¢ estritamente crescente, logo admite inversa

h : [po, pe] = [0, T1.

Dai, h(p(t)) = t. Aplicando a regra da cadeia, temos

dh . dp
LN L) = 1.
)0
Logo,
() = ——
dp P dpja(ty
Dai,
Pe dh De 1
= [
/po dp o dp/dt
ou seja,

Pe 1

h(pe)—h(po)z/ de

po

Mas, como h(py) = h(p(0)) = 0, segue

h Pe 1 d
(pe)—/po W p-

Assim, lembrando que

dp eyt —kas
g7 = AeTh O Op() (1 - (1),
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temos

T = h(p(T)) = h(p.) = / "

Ppo

1 De Lk1x(p)+kas(p)
/ c dp. (4.37)
D

— dp= -
dp/dt™” . Ap(l—p)

Assim, desde que Z(p) < z(p), para py < p < min(ps, pz), € como o integrando é sempre

Pe  okiz(p) Pe  okiZ(p) ~
T = / —dp < / —dp=T.
v Ap(1—p) v Ap(1—Dp)

Corolario 4.5 Se os problemas com desconto e nao desconto tém o mesmo tempo hori-

positivo, obtemos

zonte T' e 0 mesmo nivel inicial de invasao pgy, o problema com desconto tem maior nivel

final de infeccao, isto €, p. > pe.

Prova: Para o problema de nao desconto x(p), s(p), e pz sao fungoes crescentes de p,, e
por isso T é uma funcao crescente de p, também. Para fazer o tempo horizonte iguais em
ambos os problemas, é necessdrio reduzir T, e consequentemente o nivel final de invasao.
Isto prova a afirmacao.

Para tempo horizonte 7" muito grande, o nivel final de invasao é muito préximo de
1, assim é razoavel considerar o que acontece no limite p, — 1. Em seguida, para o caso

de r = 0 as solucoes analiticas nos dao

(i) pz — 1, quando p, — 1.

De fato,
by = max { kagpe —ws  kigpe } ‘
kog —ws  kig 4w,
Dai quando p. — 1,
Dz —>max{1 &} =1
" kg 4w,

(ii) kos(p) — (ng - 1) , quando p, — 1.
w

De fato, )
k _
s (p) = ( 2y 1) Pz —p

Ws

Se p. — 1, pelo item anterior p; — 1. Logo,

kas(p) — (ng - 1) .

kigl—
(iii) kz(p) — ngoTrP 1, quando p, — 1.
Wy D

De fato, ’
)= kigpe —p
Wy P
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Quando p, — 1, L
1—
kix(p) — WL
Wy P
Uma vez que z e s aumentam com aumento de p., é possivel obter limites para os

controles:

Corolario 4.6 Os valores das varidveis de controle sob o controle dtimo, para qualquer

r satisfaz
kig1 — k
osm@sﬁLi—Loswws<”q)
Wy P Wy

Seque que, o controle de lagos destinatdrios € usado somente no caso kog > ws. De (4.24),

quando p — pz, S vai para zero e nao pode ser crescente, assim ds/dp < 0. Isto significa

que a condi¢cao necessdria para o controle de lagos destinatdrios €

T k’gg

+1<0 ou ainda k292w3<1+%>>w3<1+1).

Apz Wy Pz A

Prova: De (4.24)

ds kog T ekes
—has) ka1 -+ (B -1) = 50

Quando p — pz, s — 0 e disso ds/dp < 0. Dai

Logo
ALPZ - ’Zg +1<0,
ou ainda
95 T4
ws — Apy
Assim,

k2gzws<1+Aipz) >ws(1+%).

Corolario 4.7 (Condicao suficiente para a otimalidade de nenhum controle) Se
no casor =0 (nao desconto) é étimo para uma completa auséncia de controle, entao para
r > 0 e mesmo nivel final de infeccao p., também € dtimo para que haja uma auséncia

de controle.

Prova: Considere, as trajetérias de frente para tras, de p. para py para ambos problemas.

O controle muda quando cruza a curva de mudancga. De acordo com o Corolario 4.8,

fi(p) < p(p),



Controle Otimo de Invasées Biolégicas em uma Rede de Lagos 67

para p < p, portanto fi(p) deve atravessar a curva de mudanga primeiro. Se nao tiver
atravessado ela até pg (quando o ndo controle é 6timo), o mesmo seréd verdade para p(p).

Isto significa que para r > 0 a auséncia de controle é 6tima.
Proposicao 4.4 Para cada 0 < py < 1 e Ty > 0 finito, existe p. > po, tal que h(p.) = Tp.

Prova: Para cada 0 < py < 1, existem tunicas solucoes limitadas do problema de controle

6timo para u(t), x(p), s(p), e portanto é possivel definir uma funcao h(p.), dada por

. pe i De 6klr(p)+k28(17)d 438
(pE)_/pO dp/dtp_/po Ap(l—p) p ( )

Como a solucao da EDO depende continuamente dos dados iniciais, esta fungao é continua
e monotonicamente crescente em toda parte que ela existe.
Considere duas solugoes

p1(p) e pa(p), Per < Peo-

Uma vez que sao trajetérias no plano, elas nao podem se cruzar, e portanto

pa(p) > po(p), para py < p < per.

Das condigoes de otimalidade, segue-se que para os mesmos valores p,
1 < X, S1 < Sg,

e daf de (4.38) temos
pe1 k12(p)+kas(p) pe2 1z (p)+kas(p)
Ty = h(pe1) = /po mdp < /po mdp = h(pe2) = To.
Logo, Ty < Ts.
Para demonstrar que o dominio de h(p.) é po < p. < 1 e que seu alcance é T > 0,

os limites inferior e superior sao determinados. Do Corolario 4.6 resulta que

1—
0< kiz+kys < max{@—p -1, Fag - 1}
Wy P Ws
k
< max{i, k2g} =C.
WgPs Ws
Considere duas equagoes
d
d_QtL = Au(l —u),
d u(0) = v(0) = po.
- Ae (1 —v),

=



Tratamento de Cancer 68

Comparando com (4.10), obtemos que

du dp dv
u>p>v, E(p)>—(p)>—(p), po<p<Ll.

Portanto, de (4.37)

/pe 1 d h( ) Pe eC d
————du < h(p.) < / ——du,
vo Au(l —u) Au(l —u)

0 po

%m (H) < h(pe) < iln (H) '

Portanto, o dominio de h(p.) é po < pe < 1, e toma qualquer valor positivo quando

ou seja

pe — 1. Entao ela tem uma inversa em [0, 0o), e por isso para qualquer Ty > 0 finito,
existe um correspondente py < peo < 1, tal que h(peo) = Ty, e existe a solucao de controle
6timo correspondente.

Na préxima secao apresentaremos uma aplicacao da Teoria do Controle Otimo ao
tratamento de cancer baseado no artigo Optimal Control Applied to Competing Chemo-
therapeutic Cell-Kill Strategies de K. Renee Fister e John Carl Panetta [3].

4.2 Tratamento de Cancer

A Teoria do Controle Otimo tem grande utilidade no desenvolvimento de estratégias
6timas para o tratamento de cancer através do uso de drogas. O objetivo no tratamento
do cancer é minimizar a densidade do tumor e além disso, minimizar os efeitos (males)
causados pela droga ao longo de um determinado intervalo de tempo, e um trabalho
desse tipo foi feito por Panetta e Fister no artigo Optimal Control Applied to Competing
Chemotherapeutic Cell-Kill Strategies [3].

O tratamento do cancer se resume a encontrar estratégias eficazes e a compreender
os efeitos (males) causados pelas drogas de quimioterapia em tumores, que é de grande
importancia. Varias abordagens para a modelagem de quimioterapicos para matar células
de tumores de cancer tém sido desenvolvidos. Trés modelos diferentes sao apresentados
em [3]. Aqui estudamos apenas um deles, o que diz que as células mortas pelas droga
administrada é proporcional as células do tumor. Dai, se N(t) representa a densidade do

tumor no tempo ¢, temos o modelo matematico,
dN 1

— =rN({t)In | —= ) —ou(t)N(t 4.39
=N () - BN, (4.39)

onde N é o volume do tumor, r é a taxa de crescimento do tumor, § é a magnitude da

dose do controle u(t), F(N) =In (+) representa uma func¢io de crescimento e a fungao
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G(N) = du(t)N descreve os efeitos farmacocinéticos (caminho que o medicamento faz
no organismo, etapas que a droga passa desde sua administragao, até sua eliminacao) e
efeitos farmacodinamicos (efeitos fisioldgicos causados pela droga). Observe que u(t) =0
implica que a droga nao esté presente, ao passo que u(t) > 0 significa a intensidade dos
efeitos da droga que estd presente.

O funcional objetivo leva em consideracao a quantidade (toxicidade) da droga ad-
ministrada e a densidade do tumor no tempo final de tratamento. Nosso objetivo é entao

minimizar este funcional. Entao, matematicamente, queremos minimizar

J(u) = aN(T) + b / ")t (4.40)
sujeito a
Z—]tv — N In (ﬁ) _Su®N(E),  N(0) = Ny,

onde 0 < Ny < 1, a e b sao parametros positivos. Nosso conjunto de controles admissiveis

sera

U={ut)/0<ult)< M, telo, T}

tal que o funcional seja minimizado sobre a classe de controle U. Para simplificar as
discussoes, fazemos x(t) = In N(¢) e assim o problema original (4.40) é transformado em

minimizar

T
J(u) = ae® ™) + b/ u(t) dt, (4.41)
0
sujeito a
dx
E = —rx — (5u(t)7 ;U(O) = lnN(].
lembrando que minJ = —max(—.J), trabalharemos com —J. Assim o nosso problema
passa a ser de maximizar
T
() = —ae™™ / u(t) dt, (4.42)
0
sujeito a
dx
Frimi ou(t), z(0) = In Ny.
Usaremos para resolver esse problema a teoria desenvolvida na se¢ao (2.4). Note que
¢(S) = _a687
o que nos da
¢'(s) = —ae®.

Formando o Hamiltoniano, temos

H(t, 2(t), u(t), A1) = —bu(t) + A(t)(—rz — du(t)).
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Conforme o que foi visto, na Segao 2.4, condic¢oes dadas pela equagao (2.14), obtemos

%(t) =rX e MT)=—ae*™),

Das condigoes de otimalidade dadas pela equagao (2.15) da Secao 2.4, segue

u* =0 se 8—H<0,
ou

u* =M se 8—H>0.
ou

Dai,
uw*=0 se A>—b/o,
ut* =DM se A< —b/d

Portanto, temos o seguinte sistema de otimalidade

(dx .
- =TT ou*(t),
dA oy _ (4.43)
p (t)=rA

| 2(0)=InNo, e A(T) = —ae® ),

onde
u* =0 se A>-—b/d,

u* =M se A< —b/6.
A partir do sistema dado em (4.43), fizemos algumas simulagoes, lembrando que

z(t) = In N(¢).

Na Figura 12 é plotado em um mesmo plano de fase o controle u(t) (quantidade de droga)
e o estado N (t) (densidade do tumor) em funcao do tempo ¢. Para a Figura 12a adotamos

os seguintes parametros

o || M| N0 |a|T
0,225[0,1| 1 |0,75]0,5 40|14

Para a Figura 12b foram adotados os mesmos parametros anteriores, com excecao da
densidade inicial, que agora é Ny = 0, 30.

Na Figuras 12a e 12b, podemos notar que quando nao é administrada nenhuma
quantidade de droga, a densidade do tumor é uma funcao crescente no tempo mas, a
partir do momento que comega a ser administrada uma certa quantidade (constante) da

droga, a densidade do tumor cai muito rapidamente nos primeiros instantes do tratamento
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e depois mais lentamente com o passar do tempo. Note que, quando consideramos o tumor
com densidade inicial maior (Figura 12a), a queda geral da densidade do tumor quando
¢ empregado tratamento (u(t) > 0) é mais acentuada que aquela quando consideramos
ele com uma densidade inicial menor (Figura 12b).

Foram realizadas também outras simulagoes considerando os mesmos parametros
acima, mas onde inicia-se o tratamento mais cedo. Porém, o comportamento das solucoes
no tempo final é muito préximo do obtido.

Assim, a partir das simulagoes realizadas concluimos que quando nao é adminis-
trada nenhuma quantidade de droga, a densidade do tumor aumenta com o passar do
tempo mas, a partir do momento que comega o tratamento, sua densidade cai muito
rapidamente nos primeiros instantes e depois mais lentamente com o passar do tempo.
Além disso, iniciando o tratamento mais cedo nao se obtém resultados melhores, isso im-
plicaria somente numa maior exposicao do paciente aos males causados pelo tratamento.
Portanto, com os resultados advindos da Teoria do Controle Otimo sabemos quando é

6timo aplicar ou nao a droga.

it i
‘ 0.8- 3
i 0.61 3
i 50.4— ‘
i 0.2r i
0 ii — Densit_:lade do tumor T 0 i —— Densidade do tumor
L ‘ ‘ —— Quantidade de droga | — Quantidade de droga
0 2 4 6 8 10 12 14 0 é 4‘1 ‘ é é 16 1‘2 14
Tempo Tempo
a) §=0,225, r=0,1, M =1, Ny=0,75, b) §=0,225, r=0,1, M =1, Ny=0, 30,
b=0,5a=40, T =14. b=0,5a=40, T =14.

Figura 12 : Nas Figuras 12a, 12b temos N, u plotadas em fun¢ao do tempo t. Note
que, nas duas figuras, quando nao é administrada nenhuma quantidade de droga, a
densidade do tumor vai crescendo com o passar do tempo t, mas a partir do momen-
to que comeca ser empregado o tratamento, sua densidade cai muito rapidamente nos
primeiros instantes do tratamento e depois mais lentamente com o passar do tempo.
Observe que a unica diferenga da Figura 12a para a 12b foi a densidade inicial do tu-
mor Ny. Note ainda que, quando a densidade inicial do tumor é maior (Figura 12a),
sua queda geral quando é empregado o tratamento é mais acentuada que aquela em

que consideramos uma densidade inicial menor (Figura 12b).
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Conclusoes Gerais

Pudemos ver que a utilizagao da Teoria do Controle Otimo no modelo de controle
da invasao dos lagos desenvolvido no artigo Optimal Control of Biological Invasions in
Lake Networks [10] é de grande importancia para o gestor de recursos para a prevengao,
pois com as solugoes analitica e numérica obtidas pode-se notar que a politica de pre-
vencao Otima é sensivel a alguns fatores, tais como os prejuizos economicos causados pela
espécie invasora, a eficiéncia da prevencao usada no processo de prevencao, o tempo que
é empregado a prevencao e a taxa de desconto. Notamos também, que cada momento
é 6timo para fazer apenas um tipo de prevencao (em doadores ou em destinatarios) ou
mesmo nenhum e nunca os dois ao mesmo tempo.

O modelo de invasao estudado é adequado para o caso em que a espécie invasora
causa somente prejuizos. Um exemplo onde este modelo nao se aplica é a invasao de
Pinus em uma regiao, pois apesar de trazer prejuizos ecolégicos, pode-se obter lucros por
meio da comercializacao da madeira.

Agora utilizando a Teoria do Controle Otimo para o modelo de tratamento de
cancer, apresentado no artigo Optimal Control Applied to Competing Chemotherapeutic
Cell-Kill Strategies [3], observamos que ela nos leva a concluses importantes como, por
exemplo, quando nao é administrada nenhuma quantidade de droga a densidade do tumor
é crescente no tempo mas, a partir do momento em que ela é administrada, essa densidade
cai (o que, em geral, condiz com a realidade). Além disso, quando consideramos o tumor
com uma densidade inicial maior, a queda de sua densidade quando é empregado o
tratamento é mais acentuada, que aquela quando o consideramos com uma densidade
inicial menor. Além disso, nos da quando é 6timo aplicar ou nao a droga, o que é de
fundamental importancia no tratamento do cancer.

Com esta dissertagao entao, pudemos notar a grande aplicacao da Teoria do Con-
trole Otimo para a obtencao de regras 6timas em problemas biologicos, sendo que existem
ainda diversas aplicagoes em outras areas, mostrando a grande importancia de tal teoria.

Esperamos que este texto introdutério sobre Teoria do Controle Otimo, apresentado
de forma multidisciplinar: matematica, economia e biologia, possa servir de estimulo aos
iniciantes nesse assunto.

E dominando as técnicas apresentadas, podemos estudar problemas mais elabora-
dos com véarios objetivos como, por exemplo, o trabalho Multi-Objective Fvolutionary
Optimization of Biological Pest Control with Impulsive Dynamics in Soybean Crops de
Rodrigo T. N. Cardoso, André R. da Cruz, Elizabeth F. Wanner e Ricardo H. C. Taka-
hashi, publicado no Journal Bulletin of Mathematical Biology em 2009.
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