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Resumo

GOUVEIA, Tatiana Aparecida, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, Dezembro,
2009. PI-Algebras e Crescimento Polinomial das Codimensoes. Orienta-
dora: Marinés Guerreiro. Co-orientadoras: Sonia Maria Fernandes e Ana Cristina
Vieira.

Sejam [ um corpo infinito e A uma F-algebra com identidades polinomiais, ou
seja, uma Pl-algebra. Dizemos que A tem crescimento polinomial (das codimensdes)
se a sequéncia de codimensodes ¢, (A) é limitada polinomialmente, isto é, existem
constantes a,t > 0 tais que ¢,(A4) < an', para todo nimero natural n > 1. Neste
trabalho caracterizamos as Pl-algebras de crescimento polinomial das codimensoes.
Provamos ainda que, para uma Pl-dlgebra associativa unitdria A de crescimento
polinomial, temos c,(A) = gn* + O(nf1), onde ¢ é um ndimero racional, k um
VR . 1 ko(—1)!
inteiro nao negativo e o < q < Z S

! = J!
verificamos que um melhor limite inferior do coeficiente dominante ¢ é dado por
%~ Além disso, para qualquer grau fixo k, construimos Pl-algebras associativas
unii:érias, cuja sequéncia das codimensoes possui 0 maior € o menor crescimento
polinomial possivel de grau k e descrevemos explicitamente uma base para o T-ideal
de tais algebras. Por fim caracterizamos, a menos de Pl-equivaléncia, as PI-dlgebras

associativas unitarias de crescimento polinomial no méaximo cubico.

- Em particular, quando k£ é impar,
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Abstract

GOUVEIA, Tatiana Aparecida, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, December,
2009. PI-Algebras and Polynomial Growth of the Codimensions. Adviser:
Marinés Guerreiro. Co-Advisers: Sonia Maria Fernandes and Ana Cristina Vieira.

Let F' be an infinite field and A an F-algebra with polynomial identities, that
is, a Pl-algebra. We say that A is of polynomial growth (of the codimensions) if
the sequence of codimensions ¢, (A) is polynomially bounded, that is, there exist
constants a,t > 0 such that ¢,(A) < an’, for all natural numbers n > 1. In this
work we characterize the Pl-algebras of polynomial growth of the codimensions.
For an unitary associative Pl-algebra A of polynomial growth, we prove even that
cn(A) = qn* + O(nF~1), where ¢ is a rational number, k a nonnegative integer and

1 E (—=1)J

0 <qg< > ( ,') - In particular, when k is odd, we show that a better lower
! =0 7

bound of the leading coefficient ¢ is given by ~__~. Moreover, for any fixed degree

|
k, we construct unitary associative Pl-algebras those codimension sequence has the
largest and smallest possible polynomial growth of degree k£ and describe an explicit
basis for the T-ideal of such algebras. Finally we characterize, up to Pl-equivalence,
the unitary associative Pl-algebras of polynomial growth at most cubic.
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Introducao

Sejam F' um corpo e F(X) a dlgebra livre associativa gerada por X = {x1, xs, ...},
um conjunto enumeravel de indeterminadas nao comutativas. Uma identidade
polinomial para uma F-dlgebra A é um polinémio f(z1,xs,...,2,) € F(X) que se
anula quando avaliado em todos os elementos da dlgebra A, ou seja, f(ai, az, ..., a,) =
0, para todos aq,as,...,a, € A. Quando existe uma identidade nao trivial para a
algebra A, dizemos que A é uma Pl-algebra. Por exemplo, o comutador de Lie
[r1, 23] = 2129— 2221 é uma identidade polinomial para qualquer algebra comutativa.
As élgebras de dimensao finita tais como as dlgebras de matrizes My (F), dlgebras
de matrizes triangulares superiores UTy(F') e a dlgebra de Grassmann de dimensao
infinita G (que satisfaz o comutador [zq, 2, 23]) sdo exemplos de PI-algebras.

Chamamos de PI-Teoria a subarea da Teoria de Anéis que estuda as classes de
algebras que satisfazem identidades polinomiais, dentre elas as algebras comutativas,
as algebras de dimensao finita, as algebras algébricas de grau limitado e as algebras
nilpotentes.

Apesar de polinomios nao comutativos se anulando em &élgebras aparecerem na
literatura em artigos anteriores, como nos artigos de Dehn [5], Wagner [41] e Hall
[21], publicados em 1922, 1936 e 1943, respectivamente, o efetivo inicio da PI-teoria
se deu ap6s um artigo de Kaplansky [24], em 1948. Dois anos apés o Teorema
de Kaplansky, Amitsur e Levitzki em [1] provaram, utilizando métodos puramente
combinatoriais, que o polinomio standard de grau 2n é uma identidade de grau
minimal na algebra das matrizes M, (F). Este resultado foi o ponto inicial para
uma nova abordagem da PI-Teoria cuja preocupagao passou a ser a descricao das
identidades polinomiais satisfeitas por uma dada algebra.

Muito da estrutura da Pl-teoria foi desenvolvida nos anos 60 e 70 e pode ser
encontrada em varios livros relativos a teoria de anéis ou de outras areas diferentes
que possuem partes dedicadas a teoria de identidades polinomiais como os livros de
Herstein [19], Jacobson [23], Procesi [32], Rowen [35] e Shirshov [37].



Os principais resultados desenvolvidos nos ltimos anos sobre as Pl-algebras
tém sido obtidos, em sua maior parte, através de técnicas que fazem o uso de repre-
sentacgoes do grupo simétrico em caracteristica zero e teoria de algebras graduadas,
além de métodos assintéticos, integrando assim varias teorias matematicas em uma
area de pesquisa bastante atual. Muitos resultados da Pl-teoria também sao vélidos
sobre corpos de caracteristica nao nula. Neste trabalho nos restringiremos a corpos
de caracteristica zero a menos de alguma mencgao ao contrario.

O conjunto Id(A) das identidades polinomiais satisfeitas por uma dada &lgebra
sobre um corpo F' é um T-ideal da algebra F'(X) dos polinomios nas varidveis nao
comutativas, isto é, é um ideal invariante sob todos os endomorfismos de F/(X). A
fim de descrevermos todas as identidades polinomiais satisfeitas por A, é suficiente
obtermos os geradores de Id(A) como um T-ideal. Além disso, como algebras dis-
tintas podem ter o mesmo T-ideal, se torna mais conveniente estudar a classe das
algebras que satisfazem essas identidades, chamada a variedade gerada por A.

Dessa forma, em 1950, Specht conjecturou que todo T-ideal de uma &algebra
associativa é finitamente gerado sobre um corpo de caracteristica zero. Embora
provada para casos particulares nos anos seguintes, esta conjectura so teve uma
prova completa em 1987, dada por Kemer. Mesmo assim, a descricao do T-ideal
de uma algebra é em geral um problema dificil, pois o trabalho de Kemer nao
estabelece como se determina tal base finita. Como exemplo, para a &dlgebra de
matrizes My(F') o T-ideal foi descrito somente para k = 2, até o presente momento.
Logo determinar o grau minimo de uma identidade satisfeita por uma algebra pode
se tornar relevante.

Para enfrentar estas dificuldades, é natural introduzir uma funcdo que mede
de uma certa maneira o crescimento das identidades de um T-ideal. Tal idéia foi
introduzida por Regev [34] em 1972 e se tornou nao apenas a maior ferramenta, mas
também o principal objeto de estudo na teoria de PI-dlgebras em caracteristica zero.

Como o T-ideal é invariante sob endomorfismos de F/(X) definimos uma agao do
grupo simétrico .5, sobre os subespacos P, dos polindbmios multilineares em n inde-
terminadas 1, ..., x, e associamos ao T-ideal de uma PI-algebra A uma sequéncia
de caracteres x,(A) dos grupos simétricos S,, n = 1,2, ..., chamada sequéncia dos
cocaracteres de A e uma sequéncia numérica c,(A), dita sequéncia das codi-

mensoes de A, dada pelos graus correspondentes dos F'S,-médulos ——————,
que medem o crescimento do T-ideal. Como a sequéncia das codimensoes mede,
de alguma forma, a taxa de crescimento das identidades polinomiais de uma dada

algebra, faz sentido tentar estimar as codimensoes assintoticamente.

O ponto inicial para a investigacao do crescimento dos T-ideais é um teorema de



Regev [34] (1972) que estabelece que a sequéncia das codimensdes de uma dada PI-
algebra A ¢ limitada exponencialmente. Giambruno e Zaicev [12] e [13] mostraram
em 1998 e 1999 que o crescimento exponencial de um T-ideal proprio é um inteiro,
dito o expoente de um T-ideal ou de uma PI-algebra correspondente.

Nos tltimos anos, um dos enfoques da PI-Teoria tem sido a classificacao de
T-ideais de acordo com o comportamento assintotico de suas sequéncias de codi-
mensoes e muitos tém sido os resultados obtidos. De modo geral, o objetivo do
estudo desta teoria é a obtencao do comportamento assintotico das sequéncias das
codimensoes e cocaracteres de especificas Pl-algebras, além do comportamento das
sequéncias de codimensoes graduadas e cocaracteres graduados de algumas impor-
tantes superalgebras. Também procura-se estabelecer novos resultados sobre clas-
sificacao de Pl-dlgebras cuja sequéncia de codimensoes tenha um comportamento
pré-estabelecido, como por exemplo em [10] e [17].

Nosso trabalho esta dividido em quatro capitulos. No primeiro capitulo, apre-
sentamos as defini¢oes basicas, como identidades polinomiais, T-ideais, variedades
de algebras, polinomios multihomogéneos e multilineares, o grupo simétrico S,, e as
tabelas de Young, a sequéncia das codimensoes e dos cocaracteres entre outros, e
listamos os principais resultados relacionados a estes conceitos necessarios no desen-
volvimento deste trabalho.

No Capitulo 2, definimos o crescimento polinomial (das codimensoes) e o cresci-
mento exponencial (das codimensoes) de uma dlgebra A, apresentamos resultados
importantes de caracterizacao de algebras de crescimento polinomial. Primeira-
mente, listamos o Teorema de Wedderburn-Malcev que estabelece a decomposicao
de uma algebra de dimensao finita em uma algebra semisimples e seu radical de Ja-
cobson, uma relevante ferramenta para a demonstracao dos resultados deste capitulo.
Verificamos, através de um Teorema de Kemer, a importancia da dlgebra de Grass-
mann G e da algebra das matrizes triangulares superiores 2 x 2, U'T5, na caracteri-
zagao de crescimento polinomial quando sao excluidas da variedade de uma algebra
A. Ainda, devido a Giambruno e Zaicev, garantimos que uma variedade de dlgebras
com crescimento polinomial é gerada por uma algebra de dimensao finita. Além
disso, apresentamos um Teorema de Giambruno e Zaicev que caracteriza o cresci-
mento polinomial em termos da sequéncia de cocaracteres da algebra A. Na Segao 2.1
listamos as algebras M;, para 1 <7 < 6, seus cocaracteres, codimensoes e T-ideais a
fim de caracterizarmos, nas segoes seguintes, as algebras de crescimento constante e
linear (para o qual definimos também a algebra M; de grande relevancia), segundo
Giambruno e La Mattina em [17]. Em seguida caracterizamos variedades minimais
de crescimento quadratico segundo os resultados apresentados por Vieira e Jorge em

[39].



No Capitulo 3, definimos os polinomios proprios, que tém um papel fundamental
no estudo das identidades de uma algebra unitéria A. Provamos o Teorema da Base
de Specht, que nos fornece uma base do espaco dos polinomios proprios multilineares,
afim de obtermos os principais resultados deste capitulo, como, por exemplo, o
resultado que relaciona as codimensoes ordinérias e as codimensoes préprias de uma
PI-algebra unitaria sobre um corpo infinito F. Para finalizar o capitulo, a partir deste
resultado, verificamos que uma PI-algebra unitdria tem codimensao ou exponencial
maior ou igual a 2”71 ou polinomial sendo o coeficiente dominante do polinémio um
nimero racional com determinados limites inferior e superior.

No dltimo capitulo estudamos algebras associativas unitarias com crescimento
polinomial das codimensoes. Para qualquer grau fixo k, construimos algebras asso-
ciativas cuja sequéncia de codimensoes tem o maior e o menor crescimento polinomial
possivel de grau k, explicitando as identidades destas algebras segundo os resultados
demonstrados em [18] por Giambruno, La Mattina e Petrogradsky.

Mais precisamente construimos PI-dlgebras que atingem o menor e o maior valor
do coeficiente dominante g. Construimos uma &algebra de matrizes triangulares su-

_ ko(—1)

periores usando o valor ¢ = ) —

j=2 J:

é obtido apenas no caso em que k é par. Para k fmpar o limite inferior é dado
k—1

Ainda provamos que o limite inferior de ¢

por e construimos uma algebra com tal propriedade. E por fim apresentamos
um teorema que classifica, a menos de Pl-equivaléncia, as PI-algebras unitarias cuja

sequencia de codimensoes tem crescimento no maximo cubico.

O trabalho termina com algumas consideragcoes finais nas quais retomamos alguns
dos resultados obtidos neste texto e apontamos questoes ainda em aberto.



Capitulo 1

Identidades Polinomiais e
PI-Algebras

1.1 Conceitos Basicos

Seja X = {x1, 3, ...} um conjunto infinito e enumeravel de elementos nao comu-
tativos aos quais chamaremos variaveis ou indeterminadas. Uma palavra em
X é uma sequéncia x;, z;,...z;, com n € N e a palavra z;, z;,...z;, , com n = 0, serd
a palavra vazia que denotaremos por 1.

Definicao 1.1 Sejam B uma classe de dlgebras e A € B uma dlgebra gerada por
um conjunto X. A dlgebra A é chamada uma dlgebra livre na classe B, livremente
gerada por X, se para qualquer dlgebra R € B, qualquer aplica¢ao ¢ : X — R pode
ser estendida a um homomorfismo de dlgebras i : A — R. A cardinalidade | X| do
conjunto X é chamada posto de A.

Seja F'(X) o F-espago vetorial que tem uma base formada por todas as palavras
em X. F(X) munido com a multiplicagao natural definida por justaposigao é uma
algebra livre associativa com unidade gerada por X.

Chamaremos de mondémios os produtos de um escalar por uma palavra de X
e de polinémios os elementos de F'(X) que sdo somas formais de mondmios. Se
f € F(X) escrevemos f = f(xy,...,x,) para indicar que x1,...,x, sd0 as Unicas
indeterminadas aparecendo em f. Usaremos também z,vy, z,w,t,... para denotar
indeterminadas do conjunto X.

Além disso, temos as seguintes defini¢oes relacionadas aos elementos de F/(X) :

5



Definigao 1.2 Sejam m = ax;,x;,...x;, um monomio e f um polinomio de F(X).

n

(1) Sexj € X entdo o grau de x; em m, denotado por deg, m, é o nmimero de
ocorréncias de x; em m.

(2) O grau de m, denotado por degm, € o nimero total n de indeterminadas
presentes no monomio m, considerando também as multiplicidades de cada
indeterminada.

(3) O grau de f, denotado por deg f, € o maior grau obtido entre seus monoémios.

Recordamos que uma F-dlgebra A é um F-espago vetorial munido de um “pro-
duto” compativel com a multiplicacao por escalares que satisfaz as seguintes condigoes:
(i) (a+b)c=ac+ bc
(ii) a(b+c) = ab+ ac
(iii) a(ab) = (aa)b = a(ab)

para todos a,b,c € A, a € F.

Se o produto for associativo entao dizemos que A é uma algebra associativa.
Usaremos simplesmente a palavra algebra para nos referirmos a uma algebra asso-
ciativa, a menos que algo seja dito em contrario.

Se a,b sao elementos de uma algebra A entdo o comutador de Lie de peso 2 é
dado por
la,b] = ab— ba

e o comutador de peso n normado a esquerda é definido indutivamente por
(a1, . 1, an) = [[a1, ..., an_1], anl,
para todo n > 3 e todo a; € A.

Definicao 1.3 Uma dlgebra (nao necessariamente associativa) A sobre um corpo
F é uma dlgebra de Lie se existe um produto x : A x A — A satisfazendo

(i) axa =0 (anticomutatividade),

(11) (axb)*c+(bxc)*xa+(cxa)xb =0 (identidade de Jacobi), para todos a,b,c € A.



Definigao 1.4 Dada uma dlgebra (associativa) A, ao considerar um novo produto

(colchete de Lie) definido por [a,b] = ab—ba temos uma dlgebra de Lie que denotamos
por A,

Se uma dlgebra de Lie L € isomorfa a uma subdlgebra de A7), dizemos que A é
uma dlgebra envolvente de L.

Definicao 1.5 Seja L uma dlgebra de Lie. Uma dlgebra associativa U é uma en-
volvente universal de L se L é subdlgebra de U™) e para toda dlgebra associativa
A e todo homomorfismo ¢ : L — A de dlgebras de Lie, existe um tinico homo-
morfismo de dlgebras associativas @ : U — A de modo que @|; = ¢.

Teorema 1.6 (Poincaré-Birkhoff- Witt)([11], Teorema 1.3.2) Toda dlgebra de
Lie L possui uma inica (a menos de isomorfismo) dlgebra envolvente universal U(L).
Se L possui uma base {a; : i € I}, com I totalmente ordenado, entao U(L) tem uma
base a;, a;,...a;,, com iy < iy < ... <ig i €1,5=0,1,...

Consideremos Com(X) = {[zi,, Tiy, ..., 75, ] : k > 2,1, € X}, isto é, Com(X) ¢é
o conjunto de todos comutadores de peso maior ou igual a 2 em X.

Notemos que para uma algebra de Lie A (com operagao de Lie %), os elementos
de uma subdlgebra de Lie de A gerada por um subconjunto {ay,as, ..., ax,...} C A
sao dados por combinagoes lineares de elementos (...((a;, *a;,) *...) *a;,). Deste modo
os elementos da subdlgebra de Lie L(X) de F(X)(™) gerada por X sdo combinacdes
lineares de elementos de X e elementos de Com(X).

Teorema 1.7 (Witt)([11], Teorema 1.3.5) A subdlgebra de Lie L(X) de F(X)()
gerada por X € isomorfa a dlgebra de Lie livre com X como um conjunto de geradores
livres. Além disso U(L(X)) = F(X).

Definigao 1.8 Seja A uma F-dlgebra e f = f(x1,x9,...,x,) € F(X). Dizemos que
f € uma tdentidade polinomial de A se

flai,az,...,a,) =0, para todo ay,as, ..., a, € A.
Neste caso, diremos que f = 0 é uma identidade de A ou que A satisfaz f = 0.

Uma vez que o polinomio nulo é uma identidade para toda algebra A, estabelecemos
o seguinte:

Definicao 1.9 Se A satisfaz uma identidade polinomial nao trivial entao A € uma

PI-dlgebra.



A seguir apresentamos exemplos de Pl-algebras e de identidades polinomias sa-
tisfeitas por estas dlgebras.

Exemplo 1.10 1) Se A € uma dlgebra comutativa, entao A é uma Pl-dlgebra, uma
vez que satisfaz a identidade [x,y] = vy — yx = 0.

2) Toda dlgebra nilpotente é uma Pl-dlgebra. De fato, se temos A™ = 0, para
algum n > 1, entao r1x3...x, =0 é uma identidade polinomial de A.

3) Seja A uma dlgebra nil de expoente limitado, ou seja, existe um inteiro n > 1
tal que a™ = 0, para todo a € A. Entao x" =0 é uma identidade polinomial de A.

4) Seja UT,(F) a dlgebra das matrizes triangulares superiores n X n sobre F.
Entao UT, (F) € uma Pl-dlgebra, uma vez que satisfaz a identidade

(1, Za]...[xon_1, X2n] = 0.

Isto € facilmente visto, jd que o comutador de duas matrizes triangulares supe-
riores € exatamente uma matriz estritamente triangular superior. Ainda o conjunto

das matrizes estritamente triangulares superiores formam um ideal nilpotente I de
UT,(F) tal que I"™ = 0.

5) A dlgebra My(F') das matrizes 2 x 2 sobre F' satisfaz a identidade

[lz, y)*, 21 = 0.

De fato, se A € My(F) entio seu polinomio caracteristico é x? — tr(A)zx + det(A)E,
onde E € a matriz identidade 2 x 2. Se A = [B,C|, para B,C € My(F), entdo
tr(A) = 0, e dai A* + det(A)E = 0, ou seja, A> = —det(A)E. Assim, o quadrado
de um comutador é uma matriz escalar (logo central) e, portanto [A*, M| =0, para
todo M € My(F).

6) Seja G a dlgebra (exterior) de Grassmann sobre um espago vetorial de di-
mensao enumerdvel sobre um corpo F tal que car F # 2. FEsta dlgebra pode ser
construida como seque: Consideramos F(X) a dlgebra livre de posto enumerdvel

sobre X = {xy,x9,...}. Se I € o ideal de F(X) gerado pelo conjunto de polinémios
F{X)

{zixj+ax;: 1,5 > 1} entao G = — Se escrevemos e; = x;+1 parai=1,2, ...,

entao G tem a sequinte apresentacao:



G =(l,e1,eq,... . eej = —eje;, para todoi,j > 1).

Seja S, o grupo simétrico sobre {1,2,....,n}, para 1 <k <l <n,
€i, ...eikileikeikﬂ "'eilfleil eilJrl €, = —€4 ...eikileileikﬂ ..'eilfleikeil‘i’l R P
Portanto, se o € S, obtemos
Co(ir)--Colin) = (SN O)€;,...€;,,

onde sgn o € o sinal da permutacao o, ou seja, sgn 0 = +1 ou sgn o = —1 se o €
uma permutacao par ou impar, respectivamente.

E conveniente escrever G na forma G = GO @ GW, onde
GO = spanp{e; ...e,, + 1 <1y < ... <ig, k> 0},
G = spanp{e;, ..., ., + 1 <idp < ... <igeqr, k> 0}

E’fdcil ver que GOGO + GHGH C GO ¢ GOGH 4+ MGEO C GW . Além disso,
GO ¢ o centro de G.

Devido a observagao acima € facil ver que G satisfaz a identidade [x1,x2, 3] =
[[x1, 22], 23], jd que [x1,29] € GO,

Observacao 1.11 Nos Exemplos 4 e 5 apresentamos Pl-dlgebras de dimensao finita,
enquanto no Exemplo 6 temos uma Pl-dlgebra de dimensao infinita.

1.2 T-ideais e Variedades de Algebras

As identidades polinomiais de uma dada algebra A podem também ser identidades
para outras algebras diferentes. Assim, quando estudamos um determinado conjunto
de polinémios S é mais apropriado considerarmos a classe de todas as &dlgebras
satisfazendo todas as identidades de S. Isto nos leva a nocao de variedades de
algebras, que vamos definir nesta secao.

Dada uma algebra A podemos considerar
Id(A) ={f e F(X): f=0em A},

o conjunto de todas as identidades polinomiais de A e claramente Id(A) é um ideal de
F(X). Além disso se f = f(x1, ..., x,) é qualquer polinomio em Id(A) e g1, ..., g, sdo
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polinémios arbitrarios em F(X) é claro que f(g1,...,g,) € Id(A). Como qualquer
endomorfismo de F'(X) é determinado pela aplicagao x; — ¢;, parai = 1,2, ..., com
gi € F(X), segue que Id(A) é um ideal invariante sob todos os endomorfismos de
F(X). Os ideais de F/(X) com essa propriedade sdo chamados T-ideais, conforme
a proxima definigao.

Definigao 1.12 Um ideal I de F(X) é um T-ideal se (1) C I, para todo endo-
morfismo ¢ de F(X).

Assim, dada uma algebra A, Id(A) é um T-ideal de F(X) dito o T-ideal da
algebra A. Por outro lado é facil verificar que todos T-ideais de F'(X) sao desse

F(X
tipo, para isto é suficiente mostrarmos que Id (L) =1, com [ um T-ideal de

I
F(X).

Definigao 1.13 Dado um subconjunto S de F(X) o T-ideal gerado por S, de-
notado por (S)r, é o conjunto

(S)r = spanp{h1¢(f)ha; f €S, ¢ € End(F(X)),h1,hy € F(X)}.

Definimos o polinémio standard de grau n por

Stp(xy, .y xy) = Z (891 )T o(1)s s To(n)-

gES)

Exemplo 1.14 1) Em [1], Amistur-Levitzki provaram que o polinémio standard
Ston(T1, ..., Top) € uma identidade minimal da dlgebra de matrizes M, (F). Além
disso, Razmyslov, em [33], considerando F' um corpo de caracteristica zero determi-
nou uma base com 9 identidades para Id(Ms(F)). E em 1981, Drensky [7] provou
que

]d(MQ(F)) = <[[l’1, l’2]2, .I'g], St4<$1, Lo, T3, ZE4)>T7

sobre um corpo I de caracteristica zero.

Porém, o T-ideal 1d(M,(F)) ainda nao é conhecido para m > 3.
2) Se A é uma dlgebra comutativa e unitdria entao I1d(A) = ([x1, z2])r.

3) 1d(UT,) = ([x1, xa][3, 4]...[T2n—1, T2n]) T

4) (129], Krakowski e Regev, 1973) 1d(G) = ([x1, X2, x3]) 1
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Vimos que qualquer algebra A determina um T-ideal de F'(X). Por outro lado,
muitas algebras podem corresponder a um mesmo T-ideal (como o ideal de suas
identidades). Introduzimos assim a nogao de variedades de dlgebras.

Definigao 1.15 Dado um conjunto nao vazio S C F(X), a classe de todas as
dlgebras B tais que f =0, em B, para todo f € S, é chamada variedade V = V(S)
determinada por S e dizemos que 1d(V) = (S)r é o T-ideal da variedade V. Em
particular, se Id(V) = Id(A) para alguma dlgebra A, denotaremos V = var(A) e
diremos que V € a variedade gerada por A.

1.3 Polindmios Homogéneos e Multilineares

Quando o corpo base I é infinito (ou ainda car F' = 0), o estudo das identidades
de uma dada algebra se reduz ao estudo dos polinémios homogéneos (ou multi-
lineares). Nesta segdo daremos as definigoes correspondentes e provaremos essas
redugoes.

Seja Fy = F(xq,...,x) a élgebra livre de posto k > 1 sobre F. Uma tal dlgebra
pode ser naturalmente decomposta como:

F,=FYaFrYa .. (1.1)

onde, para cada n > 1, F k(") é o subespaco gerado por todos os monomios de grau
total n. Como Fél) . F,gj) C FIEHJ), para todo i,7 > 1, dizemos que F}, é graduada
pelo grau ou que Fj tem uma estrutura de algebra graduada. Os F; k(f) sao chamados

componentes homogéneas de F). A decomposigao (1.1) ainda pode ser refinada
como segue: para cada n > 1, escreva

Fm = EB Flineiv),

t1+...+ig=n

onde Fk(“""’““) ¢é o subespaco gerado por todos os monomios de grau i; em xq, ..., iy

). Fkgjl’“wjk) C F}gi1+j17~~7ik+jk

em xj. Além disso, F,E“""’Z’“ ) e dizemos que F, é6 multi-

graduada.
E claro que tais decomposigoes se estendem de maneira ¢bvia para F(X).

Definicao 1.16 Um polinomio [ pertencente a Fk(n), para algumn > 1, serd chamado
homogéneo de grau n. Se f pertence a algum Fk(”"”’”"), f serd dito completa-
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mente homogéneo de mailtiplo grau (i, ...,ix). Também dizemos que f é ho-
mogéneo na varidvel x;, se x; aparece com o mesmo grau em todos 0s MonoOMios

de f.

Se F' é um corpo infinito entao todo T-ideal é homogéneo em relacao a multi-
graduagao acima. Se f € F(X) podemos sempre escrever:

f _ Z f(i1,...,in)7

1120,...,5, 20

onde fli-in) & a soma de todos os monémios em f, onde z; aparece com grau
i1, ..., T, aparece com grau i,. Os polinémios £ ) que sdo nao-nulos sdo chama-
dos componentes multihomogéneas de f.

Teorema 1.17 Seja F' um corpo infinito. Se f = 0 é uma identidade polinomial
para a dlgebra A entao toda componente multihomogénea de f € também uma iden-
tidade polinomial para A.

m
Prova: Para cada z;, 1 <t < n, podemos decompor f = > f;, onde f; é a soma
i=0
de todos os monomios de f nos quais x; aparece com grau i e m = deg,, f ¢ o grau
de z; em f. Por um argumento indutivo sobre n é suficiente provar que, para cada
variavel x;, f; = 0, para todo ¢ > 0. Sejam «, ..., @, elementos distintos de F'.

Claramente, para j = 0,...,m,

f1, ., 5z, o, x,) =0

¢ ainda uma identidade para A. Como cada componente f; é homogénea em x; de
grau 4, temos fi (1, ..., T, .o, ) = & fi(T1, .o Ty oy 7). Logo

flxr, o ajmy, . xy,) = Zaj-fi(:cl, @) =0 (1.2)
i=0

em A, para todo j =0, ..., m. Escrevendo a matriz de Vandermonde:

1 1 1
%) 651 O

A= o .
m m m
o0 a7 O

Desta maneira (1.2) nos diz que para cada ay, ..., a, € A se escrevemos f;(ay, ..., a,) =
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f;, temos

1 ... ... 1

_ _ _ _ Qp (6 R 6 799,

(fO fl fm)A:<f0 fl fm) :

ag o el
=fotrafitotalfm+fotarfit.+alfom+.+fotanfit..+alfn=0.
Como o determinante de Vandermonde det(A) = [[ (a; — o) # 0, segue que

0<i<j<m

fo=0,..., fr, = 0 sao identidades de A. |

Observacao 1.18 O Teorema 1.17 ainda é valido se F' é um corpo finito tal que
|F| > deg f. Por outro lado, se F' é um corpo com q elementos, F satisfaz a
tdentidade x?7 — x = 0, mas as componentes homogéneas dessa identidade nao se
anulam em F'.

Uma consequéncia importante do Teorema 1.17 é que, sobre um corpo infinito,
todo T-ideal é gerado pelos seus polinomios multihomogeéneos.

Dentre os polinomios multihomogéneos, um papel importante é desempenhado
pelos multilineares, que definiremos a seguir.

Definicao 1.19 Um polinomio f € linear na varidvel x;, se x; ocorre com grau
1 em cada monomio de f. Um polinomio que € multihomogéneo e linear em cada
uma de suas varidveis € dito multilinear.

Na linguagem acima, dizemos que um polinomio f(xy,...,x,) € F(X) é multi-
linear se ele é multihomogéneo de multiplo grau (1,1,...,1).

Observagao 1.20 Como em um polindmio multilinear f(xy, s, ..., x,) cada varidvel
aparece em cada monomio com grau 1, € claro que tal polinomio é sempre da forma

f(xlv'r% 7mn) = Z aoxa(l)xa(Q)---xa(n)v
O'GSn

onde o, € F.

Note que se f(z1,...,2,) é um polindmio linear numa variavel, digamos x;, entao

f (Z Q;Yi, T2, 7xn> = ZQif<yi7x27 "'7In>7
para todos «; € F, y; € F(X).

Esta propriedade sera usada a seguir.
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Proposicao 1.21 Seja A uma F-dlgebra gerada como espaco vetorial por um con-
gunto B sobre F'. Se um polinomio multilinear f se anula em B entdo f € uma
identidade polinomial de A.

Prova: Sejam a; = Y ayt;,...,a, = Y apu,; elementos de A, onde os us sao
elementos de B. Entao, como f é linear em cada uma de suas varidveis, tem-se

f(CLl, ...,an) = f (Z AUy onny ZO&MU,Z> = Zaul...amnf(uil, ,uzn) = 07

pois, por hipdtese, f se anula em B. [ ]

Definicao 1.22 Seja S um conjunto de polindmios em F(X) e f € F(X). Dizemos
que f € uma consequéncia dos polinémios em S (ou que f seque dos polinomios
em S) se f € (S)r, o T-ideal gerado pelo conjunto S.

Definicao 1.23 Dois conjuntos de polinomios sao equivalentes se eles geram o
mesmo T-ideal. Ainda escrevemos (f1, ..., fx)r para indicar (S)r, se S = {f1, ..., [x}-
Note que se S; C Sy entao (S1)r C (Sa)r.

A seguir apresentaremos o Processo de Multilinearizagao que nos permite
obter uma identidade multilinear de grau menor ou igual a k a partir de uma identi-
dade polinomial arbitraria de grau k de uma élgebra A. Verificaremos como funciona
este processo. Além disso, veremos um resultado que nos diz que, em caracteristica
zero, todo T-ideal é gerado pelo conjunto formado por seus polindomios multilineares.

Seja f(x1,x2,...,x,) € F(X) uma identidade polinomial para a dlgebra A. Se
cada variavel x; aparece com grau menor ou igual a 1 em cada monémio de f, entao
aplicando endomorfismos de F(X), podemos eliminar alguns monémios (e ainda
assim, ter uma identidade polinomial) da seguinte maneira: suponha que z; nao
aparece em algum monomio de f. Aplique o endomorfismo ¢;: 1 — 0 z; — x5,
para todo i # 1. Assim, f¥' sé possui monomios sem x; e continua sendo uma
identidade polinomial para a algebra A. Continuando, se x5 nao aparece em algum
monomio de f¥', aplique py: xo — 0 x; — x;, para todo ¢ # 2. Logo f¥#1¥2
sO tem monomios sem 7 e sem To. Seguindo dessa forma este algoritmo termina
pelo fato do ntimero de variaveis em f ser finito e o polinémio resultante f¥#* %" ser
multilinear, pois o algoritmo termina quando no polinémio f¥!%» todas as variaveis
que aparecem tém expoente igual a 1 em todos os monomios.

Assim, podemos supor que existe uma varidvel, digamos z1, tal que deg, f =
d > 1. Consideremos o polinomio

h(yl + Y2, T2, '-~7$n) - f(yl + Yo, T2, al‘n) - f(ylvaa 72771) - f(y27x27 al‘n)

14



Note que h é uma identidade polinomial para A e deg h < deg f. Vamos mostrar
que h # 0.

Suponha que h = 0, ou seja, que f(y1 + y2, %2, ..., %) = f(y1,22,...,2,) +
f(y2, 9, ..., z,). Como qualquer funcdo X — X pode ser estendida a um en-
domorfismo de F(X), a funcao y; — 1, y2 — =1, T; — x4, para todo i # 1,
promove uma troca das variaveis y; e yo por xj. Assim:

[y, xa, ..., xy) = 2f (21, T, ...y Tpy)-

Agora, se decompormos f na soma f = fo + fi + ... + fg, onde f; é a soma de
todos os monomios de f nos quais z; aparece com grau i temos f;(2z1, xg, ..., T,) =
2 fi(xy, T, ..., ), assim fo + 21 + ... +2%f3 = 2(fo + f1 + ... + fa4) e, portanto,

fo=(22=2)foa+ ...+ (29— 2)f, (1.3)

o que contradiz a desigualdade d > 1, pois em (1.3) no primeiro membro da igualdade

nao aparece xrp, enquanto no segundo membro aparece x; com grau maior ou igual
a 2.

Como deg,, h = deg,,h = d —1 < deg,, f, por um argumento indutivo, uti-
lizando o fato do nimero de varidveis ser finito, aplicamos o algoritmo para h(y; +
Y2, T2, ..., Tp) € para as outras variaveis, obtendo um polinémio que é multilinear e
que continua sendo uma identidade polinomial em A.

Teorema 1.24 Se carF = 0, todo polinomio nao nulo f € F(X) € equivalente a
um conjunto finito de polinomios multilineares.

Prova: Pelo Teorema 1.17, f é equivalente ao conjunto de suas componentes mul-
tihomogéneas. Assim podemos supor que f = f(x1, 2, ...,x,) é multihomogénea.
Aplicamos a f o processo de multilinearizacao: se deg,, f = d > 1,entao escrevemos:

d
h = f(yl + Y2, T2, "'7'7:71) = Zg’i(ylay%x% "'7'7771)7
=1

onde deg,, g; = i, deg,, g; = d — i e deg,, g; = deg,, f, para todo t = 2, ...,n. Assim
todos os polinémios g; = ¢;(y1, Y2, T2, ..., T,), @ = 1,...,d — 1 sdo consequéncias de f.
Note que, <g17 "'7gd> g <f>T7 para cada i7

d
gi(yhyl;l‘% ,I’n) = (i)f(yl,l'g, 731/’”)

Como carF =0, | . | #0, logo f é uma consequéncia de qualquer g;, i = 1,...,d —
i

1. Portanto, f € (g;)7. Aplicando inducao sobre o indice das varidveis podemos
completar a demonstracao. [ ]
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1.4 O Grupo Simétrico 5, e as Tabelas de Young

A teoria de representagoes de grupos, desenvolvida por Schur e Frobenius, teve
particularmente para as representacoes dos grupos simétricos .S,,, uma contribuicao
significativa a partir da utilizacao dos métodos desenvolvidos por Young. Esta teoria
tem papel fundamental no estudo de PI-dlgebras, como se pode constatar em diversos
artigos cientificos recentes. Vamos estabelecer aqui alguns conceitos importantes da
teoria de Young. Utilizaremos como referéncia o livro [20].

Como sobre corpos de caracteristica zero qualquer S,-representacao irredutivel
¢ absolutamente irredutivel é suficiente considerar as representacoes irredutiveis de

S, sobre Q.

Seja n > 1 um inteiro. Uma partigao A de n é uma sequéncia finita de inteiros
r
A= (A, Ay, A) tal que Ay > Ao > ..o > A > 0e ) \; = n. Neste caso escrevemos
i=1
AFEn.

Sabe-se que as classes de conjugacao de S,, sao indexadas pelas particoes de n.
De fato, se ¢ € 5,,, decompomos ¢ em um produto de ciclos disjuntos, incluindo
1-ciclos, e esta decomposicao ¢ linica se exigirmos que

0 = T T9... Ty,

com Ty, Ta, ..., T, ciclos de comprimento A\ > Ay > ... > A\, > 1, respectivamente.
Entao a partigaio A = (A, Ag, ..., A,) unicamente determina a classe de conjugagao
de o, pois duas permutacoes sao conjugadas em S, se, e somente se, tém a mesma
estrutura ciclica.

Desta maneira, todos os caracteres irredutiveis de 5,, sao indexados pelas particoes
de n, ja que caracteres sao fungoes de classe. Denote por x, o S,-caracter irredutivel
correspondente a partigdo A F n e por dy o seu grau, ou seja, dy = xa(1).

A seguir descrevemos uma féormula para calcular os graus d.

Para cada A = (A, ..., \,) F n, definiremos o diagrama de Young associado
a A consistindo de n bozxes distribuidos de modo que tenhamos r linhas de bozes
dispostos lado a lado, os primeiros boxes a esquerda de cada linha sejam colocados

um abaixo do outro e, para cada i = 1, ..., 7, o nimero de bozes da i-ésima linha seja
A
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Por exemplo, o diagrama D5 322 1) € representado por

Para uma particado A F n denotaremos por ) a particao conjugada de \;
N = (N, ..., \)) é a particao tal que N}, ..., \, s@o os comprimentos das colunas de
D,. Logo D) é obtido de D,, através de uma reflexdo de D) em relacao a diagonal
principal.

Exemplo 1.25 Para A\ = (5,3,2,2,1) temos X' = (5,4,2,1,1), logo Dy ¢é dada por:

Definicao 1.26 Seja A = n. Uma tabela de Young T\ do diagrama D, é um
preenchimento dos boxes de Dy com os inteiros 1,2, ...,n. Também diremos que T)
€ uma tabela de tipo \.

Existem n! tabelas distintas. Dentre estas, as tabelas standard sao de grande
importancia no nosso estudo.

Definicao 1.27 Uma tabela T de tipo \ é standard se os inteiros em cada linha
e em cada coluna de Ty crescem da esquerda para a direita e de cima para baizo,
respectivamente.

Como exemplo temos a tabela T{y 4y abaixo:

|OO[\3H
&
[ [&x
O

Existe uma estreita relacao entre as tabelas standard e os graus dos S,,-caracteres
irredutiveis.

17



Teorema 1.28 ([20], Coroldrio 3.1.13) Dada wma particao A\ = n, o nimero de
tabelas standard de tipo A € i1gual a dy, o grau do caracter irredutivel x correspon-

dendo a \.

Dado um diagrama D), A F n, identificamos um bozx de D) com o correspondente
ponto (z, 7). Por exemplo, o terceiro box da primeira coluna tem coordenadas (3, 1).

Definicao 1.29 Para qualquer box (i,j) € Dy, definimos o gancho de (i, j) como
hij=Xi+ N, —i—j+1, onde N = ()\},..., \]) € a particio conjugada de M.

Observe que h;; conta o nimero de bozes no gancho com extremidade em (3, j),
isto é, todos os bozes a direita e abaixo de (i, ) incluindo o boz (i, 7). No seguinte
exemplo temos escrito dentro de cada box este niimero.

A13]1]
2

|>—t>4>®

Proposicao 1.30 ([20], Teorema 2.3.21) (A Férmula do Gancho)

n!
Hi,j hij’

onde o produto percorre todos os boxes de D).

dy =

Dada qualquer tabela T\ de tipo A F n, denote por T\ = D,(a;;), onde a;; é o
inteiro no box (i, j). Entao

Definicao 1.31 O estabilizador-linha de T\ ¢ o grupo

RTA = S)\1<a117a127 "'7a1)\1) X ... X S)\T(arlaaT’Zy "'aa’TAr)7

onde Sy, (a1, i, ..., a;y,) denota o grupo simétrico agindo sobre 0s inteiros a;1, a, ..., Gy, -

Logo Ry, ¢ osubgrupo de S, consistindo de todas as permutacoes que estabilizam
as linhas de 7).

Definigao 1.32 O estabilizador-coluna de T) = D)(a;;) € o grupo
Cr, = Sy (@11, A1, s ax1) X oo X Sy (@rng; G2xgs - Axyy ),

onde N = (N}, ..., \)) € a particdo conjugada de M.
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Portanto, Cr, é o subgrupo de S, consistindo de todas as permutagoes que
estabilizam as colunas de T).

Definicao 1.33 Para uma dada tabela T, definimos o idempotente essencial cor-
respondente de F'S,, por

er, = Z (sgnt)oT.

UERT}\
TEC’TA

Pelo Teorema de Wedderburn-Artin, considerando que todo corpo de carac-
teristica zero é um corpo de decomposigao para S, ([20], Teorema 2.1.12) e pelo
Teorema 3.1.24, [20], obtemos o préximo resultado.

Proposicao 1.34 ([16], Proposi¢ao 2.2.2) Seja F' um corpo de caracteristica zero
en > 1. Seja {x»: A\ n} um conjunto completo de caracteres irredutiveis de S, e
seja dy = xA(1) o grau de xx, A\ - n. Entao

FS, =D I

AFn

onde I, = My, (F) é um ideal minimal bilateral de FS,, de dimensio d3 e I, =
BAFSn.

Descrevemos a seguir um conjunto completo de ideais minimais a esquerda de

FS,.

Teorema 1.35 ([20], Teorema 3.1.10 e Coroldrio 3.1.11) Seja M um S,-mddulo
irredutivel a esquerda com caracter x(M) = xx, A = n. Entdo M pode ser gerado
como um S,-mddulo por um elemento da forma er, f, para algum f € M e alguma
tabela de Young T de tipo X\. Além disso, para qualquer tabela de Young T de tipo
A eziste f' € M de modo que M = FSyer; f'.

Lema 1.36 ([16], Lema 2.4.2) Seja Ty uma tabela de Young correspondente a A = n
e seja M um S,,-modulo tal que M = My @ ... ® M,,, onde My, ..., M,, sao FS,-
submodulos irredutiveis com caracter xx. Entdo m € igual ao numero mdzrimo de
elementos linearmente independentes g € M tais que og = g para todo o € RT).
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1.5 Codimensoes e Cocaracteres de uma Algebra

A fim de minimizar a dificuldade de descrever o T-ideal de uma F-algebra A, as-
sociaremos & A duas sequéncias numéricas ¢, (A) e [,,(A) para n = 1,2, ..., chamadas
sequéncia de codimensoes de A e sequéncia de cocomprimentos de A, res-
pectivamente, que medem de um certo modo a taxa de crescimento das identidades
polinomiais satisfeitas por A. Dessa forma, é interessante estudar o comportamento
assintético destas sequéncias para compreendermos o T-ideal da algebra A.

Nesta se¢ao apresentaremos as defini¢goes de codimensoes, cocaracteres e cocom-
primentos de uma dada algebra e relacionaremos tais definigoes com o T-ideal.

Em geral é uma tarefa teoricamente dificil calcular os valores exatos das codi-
mensoes para uma dada dlgebra e até o momento isto foi feito para poucas PI-
algebras.

Como, em caracteristica zero, Id(A) é completamente determinado pelos polinomi-
os multilineares, é importante considerar

P, = spanp{x,q)...To(n) : 0 € Sy}

o espacgo dos polindmios multilineares nas indeterminadas x4, ..., ,,. O grupo
simétrico S,, age sobre P, a esquerda do seguinte modo:

U.f(:lfl, ceey .’Ijn) = f(l‘g(l), ceey .Cljo(n)),
onde o € S, e f(x1,...,x,) € Py.
Como Id(A) é um T-ideal de F'(X), o subespaco P, N Id(A) é invariante por

esta acao, assim
Py

Bald) =55 [d(A)

tem uma estrutura de S,-mddulo.

O S,-caracter de P,(A), denotado por x,(A), é chamado n-ésimo cocaracter
de A.

Definigao 1.37 Para cada n € N, o inteiro nao-negativo
cn(A) = dim P,(A)

€ chamado a n-ésima codimensao da dlgebra A.
Para V uma variedade de dlgebras tal que V = var(A), definimos ¢ (V) = ¢, (A).
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Observacao 1.38 Seja A uma dlgebra. Entdo A é uma Pl-dlgebra se, e somente
se, cn(A) < n! para algum n > 1.

Teorema 1.39 (Regev, 1972)([11], Teorema 4.2.4) Se uma dlgebra A satisfaz uma
identidade de grau d > 1 entdo c,(A) < (d —1)*".

Exemplo 1.40 1) Seja A uma dlgebra nilpotente tal que A™ = 0, entao c¢,(A) =0,
para todo n > m.

2) Seja A uma dlgebra comutativa, entdo c¢,(A) < 1, para todo n > 1.
3) (130], Malcev, 1971) Para todo n > 1, temos ¢, (UTy) = 2" (n — 2) + 2,

4) (129], Krakowski e Regev, 1973) Para todo n > 1, ¢,(G) = 2" 1.

Como, em caracteristica zero, existe uma correspondéncia um a um entre .S,,-
caracteres irredutiveis e as particoes A - n, se y, denota o S,-caracter irredutivel
correspondente a A entao

Xn(A) = ZmAXA7 (1.4)
Arn
onde my > 0 ¢ a multiplicidade de x, na decomposicao dada.

Existe uma outra sequéncia numeérica que pode ser associada as identidades de
uma algebra A, a saber, a sequéncia dos cocomprimentos definida a seguir.

Definicao 1.41 O numero
(A) =) my
AFn
¢ chamado n-éstmo cocomprimento de A.

Em outras palavras, [,,(A) conta o nimero de S,,-mddulos irredutiveis que apare-
P,

P.N ;d(A) '

Observagao 1.42 Sejam A e B duas F-dlgebras e A® B a soma direta de A e B.

Se xn(A) = D0 maxa, Xu(B) =Y. mixa e xo(A® B) = > m{x, sdo os n-ésimos
An AFn An
cocaracteres de A, B e A @ B, respectivamente, entao

cem na decomposicao de

m! <my+mh, L(A® B) < 1(A) +1.(B), co(A® B) < co(A) + cn(B).

Se B é uma dlgebra nilpotente e B* = 0, entao para todo n > k temos m} = my.

Logo 1,(A® B) =1,,(A) e cp,(A® B) = cn(A).
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Prova: Considere a aplicacao de S,,-modulos

P, — I D b
T B ATd(A) P, N 1d(B)

de modo que o f) = (f+(P,NId(A)), f+(P,NId(B))). Notemos que Id(A® B) =
Id(A) N Id(B)- Assim, Ker(a) = P, N Id(A)NI1d(B) = P, N Id(A @ B) e temos
uma imersao de S,-mdodulos

Py Py Py

PonldAaB)  BnldAd) "~ PnldB)

Assim, m{ < my+m), [,(A® B) <1,(A) +1,(B) e cp,(A® B) < c,(A) + cn(B).

Se B*¥ = 0 entao para todo n > k, ¢ o médulo nulo. Portanto,

P, N 1d(B)

B, -~ I
P,NId(A®B) P,NId(A)’

para todo n > k.

Dada uma algebra A, é claro que para B € var(A) temos
Ih(B) < 1a(A) e cu(B) < cu(A),

pois, neste caso, Id(A) C Id(B) e assim P,(B) pode ser imerso em P, (A).

Definigao 1.43 Sejam A e B dlgebras. Dizemos que A é PI-equivalente a B, se
Id(A) = Id(B). Notagao: A ~p; B.

Teorema 1.44 Seja A uma Pl-dlgebra com n-ésimo cocaracter x,(A) dado em
(1.4). Para wma particio pn = n, a multiplicidade m,, € igual a zero se, e somente
se, para qualquer tabela de Young T, de tipo j e para qualquer polinomio f =
f(z1,...,2,) € Py, a dlgebra A satisfaz a identidade e, f = 0.

Prova: Considere as decomposicoes

FS, =@ n, P.=QeJ,
AFn
P,

P, NId(A)

1.4) se, e somente se, 1,,J = 0. Por outro lado, a igualdade I,,J = 0 € equivalente
1 1

onde Q@ = P, NId(A) e J ~

- Fize algum p = n. Entao m, = 0 em
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a inclusao I, P, € Q. Como I, € a soma de todos os ideais a esquerda F'Syer,, a
inclusao I, P, C Q ocorre se, e somente se, er, [ € Q, para qualquer f € P,, isto ¢,
er, [ =0 € uma identidade de A e demonstragao estd completa.

Observagao 1.45 ([20], Teorema 2.4.10)

i)

i)

iii)

Para cada n, as unicas representacoes ordindrias unidimensionais de S, sao
as correspondentes as parti¢oes (n) e (1™).

Para 2 < n # 4, a dimensao minima diferente de 1 de uma representa¢ao
irredutivel ordindria de S, é n — 1. Note que paran =4 e A = (2,2) temos o
sequinte diagrama de Young

Logo, se My € o S,-mddulo irredutivel associado a A, obtemos dim M), =

n! 41
[Mh; 3221 ="

Para 2 < n # 6, as unicas representacoes irredutiveis ordindrias de S, que
tém dimensdo n — 1 sdo as correspondentes as parti¢oes (n —1,1) e (2,1"72),
pois, para n = 6, as representacoes irredutiveis correspondentes as particoes
(3%) e (23) também sdo de dimensio 5 =n — 1.

Para 2 < n # 5, nao existe representacdao ordindria irredutivel correspondente
a uma particao o de S, que € de dimensao t tal que

n<t<n+42.

Note que para n = 5 as representagoes correspondentes as particoes (3,2) e
(22,1) sdo de dimensdo n = 5, e a representacio correspondente a parti¢do
(3,1%) € de dimensao 6 =n + 1.

Teorema 1.46 (]3], Teorema 16) Seja A uma Pl-dlgebra sobre um corpo F de
caracteristica zero com cocaracter x,(A) = > myxa. Entdo as multiplicidades my

P\

sao limitadas polinomialmente, isto €, existem constantes a,k > 0 tais que, para
todon e A n, my < ank.

Observagao 1.47 Seja A uma Pl-dlgebra sobre um corpo F' e F' C K uma extensdo
do corpo. Entao

Logo,

Id(A) @p K = Id(A ®F K).
para todon > 1, ¢,(A) = c,(A®p K).
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Prova: E claro que Id(A) ®p K C Id(A ®p K). Consideremos f(z1, ..., &) =
Y kiM; € Id(A®p K) onde os M/s sao distintos monoémios no alfabeto X e k; € K.
i=1

Seja by, ..., b, uma base do espaco vetorial gerado pelos coeficientes ki, ..., k. sobre

n
F e considere k; = ) ay;b;, com «; € F, para todo i = 1,...,7. Entao
j=1

f(l’l, ,ZEm) = Z ZaijbjMi = Z (Z OéijMi) X bj.
i=1

i=1 j=1 j=1

Para quaisquer aq, ..., a,, € A, temos

O:f(a1®1,...,am®1) = (ZaijMi(al,...,am)> ®b]

T
Como os bs sdo linearmente independentes sobre F, segue que ) a;;M; é uma

=1
identidade polinomial de A, para todo j = 1, ..., n. Portanto Id(A®pr K) C Id(A)®Fp
K. ]

Pela observagao acima, podemos considerar algebras sobre corpos algebricamente
fechados, pois é suficiente tomar K o fecho algébrico de F' e como vimos as identi-
dades serao as mesmas.

1.6 Acao do Grupo Linear Geral GL,,

Usaremos também a teoria de representacoes do grupo linear geral que ¢é rela-
tiva a do grupo simétrico. Para este fim introduziremos o espaco dos polinomios
homogéneos em um dado conjunto de variaveis.

Seja F,,(X) = F(xy, ..., zn,) a dlgebra associativa livre gerada pelo conjunto finito
X ={zy,...,xn}. O grupo GL(X) = GL,,(F) age naturalmente sobre o conjunto X
a esquerda e podemos estender esta acao diagonalmente a uma agao sobre F,,(X).
O espago F,,(X) N Id(A) é invariante por esta a¢ao, logo

Fn(X)

Fn(X)(4) = Fo(X) N 1d(A)

induz uma estrutura de G L,,,-médulo a esquerda. Seja F" (X) o espago dos polindémios
homogéneos de grau n > m nas varidveis 1, ..., ,,. A acao de GL,, sobre F! (X)
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dada por

9( > kil,.‘.,iniUilxig---xin): > kiang(@i)g(@s).g(w,),

1<ig,..in<m 1<i,yin<m

para todo g € GL,,, pode ser estendida para F"(X). O espaco F’(X) N Id(A) é
invariante sob esta acdo e assim F'(X) N Id(A) é um GL,,-submddulo de F}(X).
Portanto, o espaco

Fn(X)
FTL A — m
m(4) Fr(X)NId(A)
tem uma estrutura de G L,,-modulo e entao podemos considerar o seu caracter que
denotamos por ¥ (A).

Pela teoria de representacoes polinomiais do grupo linear geral, o GGL,,-modulo
F"(A) é uma soma direta de GL,,-submddulos irredutiveis e existe uma corres-
pondéncia um a um entre os G L,,-submdédulos irredutiveis de F'(A) e o conjunto
de todas as partigdes A F n com hi(A) < m, onde h;(\) corresponde a altura
da i-ésima coluna do diagrama de Young de A ([11], Teorema 12.4.4). Considere
¥y o GLy,-caracter irredutivel associado a particdo A = n (assumindo ¥, = 0 se
hi(A) > m), temos a seguinte decomposigao

Y (A) =)y, (1.5)

AFn

onde m) ¢ a multiplicidade de v,.

Teorema 1.48 (/11], Teorema 12.4.20) Para toda particao A = n tal que hy(\) <
m, a multiplicidade T, dada na decomposicao (1.5) € igual a multiplicidade my do
caracter x\ em P,(A).

Assim, pela observacao acima, obtemos uma relacdo entre a estrutura de S,,-
moédulo de P,(A) e a estrutura de GL,,-médulo de F) (A).

A seguir definiremos o vetor de peso maximo associado a uma particao A\ que
sera uma importante ferramenta para se obter as multiplicidades m.

Teorema 1.49 (/11], Teorema 12.4.12) Qualquer GL,-submddulo irredutivel de
FM(X) correspondente a A b n, denotado por W,,(\) e com hi(\) < m € gerado
por um polinomio nao nulo fy, dito polinomio vetor de peso mdximo associ-
ado a ),

A1
f)\ = HSthi()\)($1, ...,xhi()\)) Z 50, (16)
i=1

O'GSn
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onde o, € F, a agao a direita de S, sobre F'(X) € definida pela permutagio de
lugares, ou seja,

< : : ailv--»’inxil"'ajin) g = E Oéilw--’inxio-(l)"'xia(n)7

1<iy, e in<m 1<it,...,in<m

para todo o € Sy, o, ., € F. Aqui hy(\) € a altura da i-ésima coluna do diagrama
de Young de A e Stp,(n)(x1, ..., Th,0)) € 0 polinomio standard de grau h;(\). Note
que f\ € unico a menos de uma constante multiplicativa.

Para uma tabela de Young T}, denote por fr, o vetor de peso maximo as-
sociado a T) obtido de (1.6) considerando a unica permutacao o € S, tal que os
inteiros o(1),...,0(h1())), nesta ordem preenchem a primeira coluna de Ty de cima
para baixo, o(hy(A) + 1), ...,0(h1(N) 4+ he(X)) preenchem a segunda coluna de 7T} de
cima para baixo, e assim por diante.

Proposicao 1.50 ([11/, Proposi¢ao 12.4.12) Cada polinémio fy pode ser expresso
de forma unica como uma combinacgao linear dos polinomios fr,.

Observamos que as representacoes irredutiveis de .S,, e os G L,,,-submodulos irre-
dutiveis de F' (X)) sao descritos por meio de partigdes e de tabelas de Young, o que
nos indica a existéncia de uma conexao entre estes, sobretudo nas identidades de A
(ver por exemplo [11, Proposigao 12.4.14]).

Proposigao 1.51 Se ¢, (A) = > My € 0 GL,,-caracter de F"(A), entdo my # 0
AFn
se, e somente se, existe uma tabela Ty tal que o vetor de peso mdximo correspondente

fr, nao é uma identidade polinomial para A. Além disso, My € igual ao nimero
mdzximo de vetores de peso mdzximo linearmente independentes fr, em FJ'(A).

Prova: A multiplicidade m, ser nao nula significa que na decomposicao

Fr(A) = > maWa())
hl(A;\_)nSm

Wi () aparece efetivamente, isto é, W,,(A\) = spanp{fi} # 0. Portanto, f\ # 0.
Como pela Observacao 1.50, fy é combinacao linear dos fr,, segue que existe uma
tabela T de modo que fr, & Id(A). [ ]
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Capitulo 2

Algebras com Crescimento
Polinomial das Codimensoes

Definigao 2.1 Uma dlgebra A tem crescimento polinomial (das codimensoes)
se sua sequéncia de codimensoes c,(A) € limitada polinomialmente, isto €, se existem
constantes a,t > 0 tais que c¢,(A) < an', para todo n > 1.

Definicao 2.2 Dizemos que uma dlgebra A tem crescimento exponencial (das
codimensoes) se sua sequéncia de codimensoes c,(A) € limitada exponencialmente,
ou seja, se existem constantes a, > 0 tais que ¢, (A) < aa™, para todo n > 1.

Pelo Teorema 1.39, toda PI-algebra tem crescimento exponencial. Dessa forma
algebras de crescimento polinomial tém crescimento exponencial.

Neste capitulo caracterizaremos élgebras com crescimento polinomial das codi-
mensoes. O resultado a seguir estabelece uma decomposigao para uma algebra de
dimensao finita em termos de seu radical de Jacobson que serd uma importante
ferramenta na demonstracao de muitos resultados neste capitulo.

Teorema 2.3 (Wedderburn-Malcev)([A], Teorema 72.19) Seja A uma dlgebra
de dimensado finita sobre um corpo F, de caracteristica zero e seja J(A) o radical de
Jacobson de A. Entao existe uma subdlgebra semisimples mazimal B de A tal que

A= B+ J(A).

O primeiro resultado de caracterizacao de algebras com crescimento polinomial
é o seguinte, devido a Kemer.
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Teorema 2.4 (Kemer, 1979)(26]) Sejam G a dlgebra de Grassmann e UTy a
dlgebra das matrizes triangulares superiores 2 X 2. Entao c,(A), n = 1,2, ..., € li-
mitada polinomialmente se, e somente se, G,UTy & var(A), onde var(A) denota a
variedade das dlgebras gerada por A.

As élgebras G e UT; sao algebras de crescimento quase polinomial, isto é,
var(G) e var(UTy) tém crescimento exponencial, como vimos no Exemplo 1.40 e
suas subvariedades préprias tém crescimento polinomial.

O proximo resultado garante que uma variedade de algebras com crescimento
polinomial é gerada por uma &lgebra de dimensao finita.

Teorema 2.5 (Giambruno e Zaicev, 2001)([14], Teorema 1) Seja A uma PI-
dlgebra. Se ¢, (A) € limitada polinomialmente entdo existe uma dlgebra de dimensao
finita B tal que Id(A) = Id(B).

Observagao 2.6 Para A uma dlgebra de dimensao finita, usando o Teorema 2.3,
temos a sequinte decomposicao:

A=B1® B & ...® By + J,

onde o0s Bls sao dlgebras simples, subdlgebras de A e J = J(A) € o radical de Ja-
cobson de A.
A partir dos Lemas 2 e 3, [12], de Giambruno e Zaicev, uma dlgebra A tem cresci-

mento polinomial se, e somente se, dimp B; =1 e B;JB; =0, para todo i # j.

Teorema 2.7 Seja A uma dlgebra de dimensdo finita sobre um corpo algebrica-
mente fechado F. Entdo a sequéncia das codimensoes {c,(A)}n>1 € limitada polino-
mialmente se, e somente se,

(1) A= Ay®A1D...DA,, € uma soma direta de F-dlgebras onde, parai =1,...,m,
A; = B;+ J;, B; = F, J; é um ideal nilpotente de A; e Aq, J1, ..., Jn sdo ideais
nilpotentes a direita de A;

(2) para todo i,k € {1,...m},i #k, A;A, =0 e B;Ay = 0.

Prova: Seja A = B + J a decomposicao de Wedderburn-Malcev de A, onde B é
uma subdlgebra semisimples de A e J = J(A) é o radical de Jacobson de A. Escreva
B =DB®..® By, com By,..., B, F-ilgebras simples. Como c¢,(A) é limitada
polinomialmente, pela Observacao 2.6, B;J B, = 0, para todo i # k, e dimp B; = 1,
Lk=1,..,m.
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Seja e = e; +...+ e, a decomposicao do elemento unidade de B em idempotentes
centrais ortogonais em B. Assim e¢;B = B; = F. Defina, para todo i = 1,...,m,
Ji =eiJ e Jy={x e J:Bx =0} E fcil mostrar que A = B+.J = (B, + J;) &
@ (B + Jm) @ Jo. Agora faca A; = B+ J; e Ag = Jo.

Parai # k € {1,...,m}, observe que A; Ay = (B;+J;)(Br+Jx) = 0, pois e;ex, = 0
e B;JB, = 0. Além disso, para i # 0, B;Ag = 0.

Reciprocamente, suponha que A satisfaga (1) e (2). Das relagoes A;A; = 0 ¢
B;Ay = 0 segue que J = Ag+ J1 + ... + J,, é um ideal bilateral nilpotente de A
e A=B®..8® B, ®J, onde B; = F, para todo i. Como das relagoes definidas
A;Ar = 0 e B;Ag = 0 temos B;JBy, = 0, para todo @ # k, entao ¢,(A) é limitada
polinomialmente pela Observacao 2.6.

A seguir damos uma caracterizagdo do crescimento polinomial em termos da
sequéncia de cocaracteres da algebra A.

No que segue, para A - n, escrevemos x,(1) = d, para o grau do S,-caracter
irredutivel x, e, se Ty é uma tabela de Young de tamanho A, consideramos e, o
idempotente essencial correspondente de F'S,,. Note que se A = (A1, Ay, ..., A\x) b 1

entao n — A; denota o numero de boxes abaixo a primeira linha do diagrama de
Young de .

Teorema 2.8 (Giambruno e Zaicev, 2001) Seja A uma dlgebra de dimensao
finita sobre um corpo F' de caracteristica zero. Entao {c,(A)}n>1 € limitada polino-
mialmente se, e somente se,

Xn(A) = Z TMAXAs

AFn
n—XA1<q

onde J(A)? = 0.

Prova: Note que a decomposicao de x,(A) em componentes irredutiveis nao muda
quando estendemos o corpo base. Portanto, como J(A ®r F) = J(A) @r F e
assim J(A ®p F)? = 0, podemos assumir sem perda de generalidade, que F ¢é
algebricamente fechado.

Suponha primeiro que as codimensoes de A sao limitadas polinomialmente. Seja
A uma particao de n tal que n — A; > ¢ e suponha, por contradigao, que my # 0.
Entao, pelo Teorema 1.44, existe uma tabela de Young T de modo que er, f(z1, ..., z,)
¢ Id(A). Considere X' = (A}, ..., A}) a partigdo conjugada de . Assim er, f(z1, ..., Zy,)

29



¢ uma combinacao linear de polindmios cada um alternando sobre ¢ conjuntos disjun-
tos de A}, ..., A} variaveis, respectivamente. Chegaremos a uma contradi¢ao provando
que cada tal polinomio f se anula em A.

Fixe uma base de A que seja a uniao de bases de By, ..., B, e J, respectivamente.
Pela Observacao 2.6, B;JB, = 0, para todo i # k, e como B;B; = 0 para obter
um valor nao-nulo de f devemos substituir todas as variaveis com elementos de J
e de uma componente simples, digamos B;. Além disso, como dim B; = 1, podemos
substituir no méaximo um elemento de B; em cada conjunto alternado. Logo podemos
substituir ao todo no maximo ¢t = A; elementos de B;. Segue que, para obter um
valor nao nulo devemos substituir no minimo n — A; > ¢ elementos de J. Como
J9 = 0, conseguimos f = 0 e com essa contradicao a demonstracao da primeira
parte do teorema esta completa.

Suponha agora x,(A4) = > maxa € my = 0, quando n — \; > ¢. Pelo Teorema
AFn
1.46, as multiplicidades m) sao limitadas polinomialmente, logo

Cn(A): Z m,\d,\SCnt Z d,\,

AFn AbEn
n—XA1<q n—XA1<q

e a demonstragao agora decorre da férmula do gancho para os graus d,.

2.1 T-ideal de algumas PI-algebras

Nesta secao apresentamos os cocaracteres, as codimensoes e os T-ideais de algu-
mas Pl-algebras que desempenharao um importante papel neste capitulo.

Utilizamos uma notacao concisa para descrever algumas &dlgebras de matrizes

que denotamos por M;, v =1, ..., 7. Por exemplo, para M, = {( 0 a ) ca,b e F}

0 b
usamosM1:(8 ?)

Lema 2.9 ([17], Lema 3) Sejam M, = ( 8 ? ) e My = ( Ig }0? ) . Entao, para

todo n > 1,

(Z) Xn(Ml) = Xn(MQ) = X(n) + X(n—1,1)-
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(i1) cn(My) = (M) = n.

(i1i) Id(My) = (z[x,y])r e Id(Ms) = ([z,y]|z)r.

Lema 2.10 ([17], Lema 4) Seja M3 = {(

o O 2
o @ o
SIS T

) :a,b,c,dEF}. Entao,

para todo n > 3,

(1) Xn(M3) = X(n) + X(n—-1,1) + X(n—2,1,1)-

n(n—1)+2
5 .

(i) Td(Ms) = ([z,y, 2], [z, y][z, w])z.

Lema 2.11 ([17], Lema 5) Seja B = M, & M,. Entao, para todo n > 3,

(i) cn(Ms) =

(Z) Xn(B) = X(n) + 2X(n—1,1)-
(ii) c,(B) =2n — 1.

(111) 1d(B) = (St3(z,y, 2), z[z, y|w, [z, y][z, w])7.

F F F 0 F F
Lema 2.12 ([17], Lema 6) Sejam My = | 0 0 F |, M;=1| 0 0 F | e
0 0 0 0 0 F
0 F F
Mg=1| 0 F F |. Entao, para todo n > 3,
0 0 O

(i) Xn(Ms) = xXn(Ms) = xn(Ms) = X(n) + 2X(n-1.1) + X(n-2,2) + X(n—2,1,1)-
(11) cn(My) = c(Ms) = ¢, (Mg) = n(n —1).
(111) 1d(My) = ([z,y|lzw)r, Id(Ms5) = (zw|z,y])r e Id(Ms) = (z[x, y]w)7.

Observacgao 2.13 M; € var(UT,) Nvar(G).

Prova: Pelo Exemplo 1.14, Id(UT3) = ([z,y|[z,w])r e Id(G) = ([z,y, z])r. Logo,
como [z,y|[z,w], |x,y, z] € Id(Ms), segue que Id(UT;) U Id(G) C Id(Mj3) e assim
M; € var(UTy) Nvar(G). n
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2.2 Codimensoes limitadas por uma constante

Nesta e na proxima secao usamos os resultados da Segao 2.1 deste Capitulo sobre
as algebras M;, com i = 1, ..., 6, para caracterizarmos algebras de codimensoes cons-
tante ou linear. Além disso, utilizamos o seguinte resultado sobre a decomposicao
do radical de Jacobson de uma algebra de dimensao finita, cuja demonstracao pode
ser vista em [15].

Um R-médulo M é dito zero médulo a esquerda se rm = 0, para todo r € R.

Lema 2.14 Seja A uma dlgebra de dimensao finita sobre F' e tal que A = B + J,
onde B é uma subdlgebra semisimples e J = J(A) € o radical de Jacobson de A.
Entao J pode ser decomposto na soma direta de B-bimddulos

J = Joo ® Jo1 ®© Jio @ J11,

onde, parai € {0,1}, Jix € um mddulo fiel a esquerda ou um zero mddulo a esquerda,
conforme © = 1 ou 1 = 0, respectivamente. Similarmente, Jj € um modulo fiel a
direita ou um zero modulo a direita conforme k = 1 ou k = 0, respectivamente.
Além disso, para i,k,l,m € {0,1}, JixJim C OpiJim, sendo 6 o delta de Kronecker
e J11 = BN, para alguma subdlgebra nilpotente N de A que comuta com B.

Observagao 2.15 Seja A = B + J uma dlgebra satisfazendo a hipotese do lema
anterior e 1g a unidade de B, entao

lgalg =a, 1gb=">b e clg = c,

para todos a € Ji1, b€ Jig e c € Jo.

No que segue assumimos implicitamente que J tem a decomposicao dada no
Lema 2.14.

Lema 2.16 ([17], Lema 9) Seja A= F + J. Se [Ji1, Ji1] # 0, entdao Mz € var(A).

Lema 2.17 ([17], Lema 10) Seja A = F+J com Jo1 # 0 (respectivamente Jyg # 0).
Entao B =F+ Jy1 ou B = F+ Jy + Ji1, no caso em que Jy1 € comutativo B € uma
subdlgebra Pl-equivalente a M (respectivamente B = F + Jig ou B = F + Jyg + J11
¢ Pl-equivalente a M, ).

Teorema 2.18 Seja A uma F-dlgebra cujas codimensoes sao limitadas polinomial-

mente. Entdao existe uma dlgebra B de modo que A ~p; B e B= B1®...® B,,, onde
B;

By, ..., B, sao dlgebras de dimensao finita tais que dim ——— < 1, sendo J(B;) o

J(B;)
radical de Jacobson de B;, 1 < i < m.
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Prova: Pelo Teorema 2.5, existe uma algebra B de dimensao finita tal que A ~p; B.
Pelo Teorema de Wedderburn-Malcev, B = B’ + J(B), onde B’ é uma subélgebra
semisimples e maximal de B. Logo

B'=B@®..® B,,_1,

sendo Bls &lgebras simples. Dai pela Observagao 2.6, temos dim B, = 1, para
i=1,...,m—1. Assim B=B"+J(B) =B & ...® By_1 & B,,. Temos J(B;) =0,

J(Bi)
B, = J(B), segue que J(B,,) = J(B). Logo

= dim B;—dim J(B;) = 1. Por outro lado, como

J(B) ... B
=0. A — <1
T(By) 0. Assim dim 7B = ,

1t =1,...,m—1. Portanto, dim

para todo i =1, ..., m.

Agora provaremos o principal resultado desta secao.

Teorema 2.19 (Giambruno e La Mattina, 2005) Seja A uma F-dlgebra.

Entao My, My, M3 & var(A) se, e somente se, lim [,,(A) existe e é limitado por
n—oo

1.

Prova: Suponha que lim [,(A) < 1. Entao se M; € var(A) para algum i € {1,2,3},
n—oo

segue que l,(M;) < 1,(A). Mas, pelos Lemas 2.9 e 2.10, temos, para todo n > 3,
l,(M;) > 1 e isto contradiz a suposi¢ao lim [,,(A) < 1.
n—oo

Reciprocamente, suponha que My, My, M3 ¢ var(A). Pela Observagao 2.13, as
algebras UTy, G ¢ var(A), logo pelo Teorema 2.4 as codimensoes de A sao limi-
tadas polinomialmente. Como as codimensoes e os cocaracteres de uma &algebra
sao invariantes sob uma extensao do corpo base assumimos que F' é algebricamente
fechado. Também pelo Teorema 2.18 podemos assumir

A=A @.. @A,

T(A)
1 <i<m. Assim A; = F + J(A4;) ou A; = J(4;) é uma algebra nilpotente.

onde Ay, ..., A,, sao algebras de dimensao finita tais que dim < 1, para cada

Se A; = J(A;) é nilpotente para todo i, entdao A é uma &lgebra nilpotente e
para n suficientemente grande, [,,(A) = 0. Neste caso, o teorema esté provado. Por-
tanto, podemos assumir que existe ¢ € {1,...,m} tal que A, = F + J(A;) e seja
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J(A;) = Joo ® Jo1 ® Jio ® Ji1, onde Joo, Jo1, J10, J11, s80 os bimédulos definidos no
Lema 2.14. Se J;; é ndo comutativo, pelo Lema 2.16, M3 € var(A;) C var(A), uma
contradi¢ao. Logo Ji; deve ser comutativo. Como M, My & var(A), pelo Lema
2.17, temos Jig = Jo1 = 0. Assim A; = (F + Ji1) @ Joo ¢ uma soma direta de
algebras e F' + Ji; é uma subalgebra comutativa de A;.

Provamos, desta maneira, que se para algum 7, A; nao é nilpotente, entao A;
é a soma direta de uma algebra comutativa e uma &algebra nilpotente. Como A =
AL @ ...® A, ordenando as partes comutativas e as nilpotentes, podemos escrever

A=CaN,

onde C' é uma algebra comutativa nao nilpotente e N é uma &lgebra nilpotente.
Como, para todo n, [,,(C') = 1 e, para n suficientemente grande, [,,(N) = 0, pela
Observagao 1.42; temos [,,(A) = [,,(C') = 1, para n suficientemente grande, logo a
conclusao do teorema segue.

A demonstragao do Teorema anterior mostra que My, My, M3 & var(A) se, e so-
mente se, existe ng > 3 tal que [,,,(A) < 1. Também neste caso A é Pl-equivalente ou
a uma algebra nilpotente ou a soma direta de uma algebra nilpotente e uma algebra
comutativa. Assim [,(A) tem valor constante igual a 0 ou 1 para n suficientemente
grande. Em termos das codimensoes obtemos o seguinte corolario.

Corolario 2.20 (Giambruno e La Mattina, 2005) Para uma F-dlgebra A, as
sequintes condicoes sao equivalentes:

(Z) Mla MQ, M3 ¢ UGT(A).
(ii) Existe ng > 3 tal que l,,(A) < 1.
(11i) lim [,,(A) eziste e é limitado por 1.
n—oo

(iv) Ou A ~p; N ou A ~p; C @ N, sendo N uma dlgebra nilpotente e C' uma
algebra comutativa.

(v) c,(A) <k para alguma constante k > 0, para todo n > 1.
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2.3 Variedades de Cocomprimento menor ou igual
a2

Nesta segao trabalhamos com o caso [,,(A) < 2, usando ainda a notac¢ao do Lema
2.14. Usaremos os seguintes lemas cujas demonstragoes serao omitidas.

Lema 2.21 ([17], Lema 15) Seja A = F + J uma F-dlgebra.

(i) Se JiJoo # 0, entdo My € var(A).
(ii) Se JooJor # 0, entdo Ms € var(A).

Lema 2.22 ([17], Lema 16) Seja A = F + J tal que Jip # 0, Jo1 # 0 e JipJo1 =
Jo1J10 = 0. Se Ji1 € comutativo entao B = F + J1g + Jo1 + J11 € uma subdlgebra de
A que € Pl-equivalente a My & M.

Lema 2.23 Seja A= Al @D AQ, onde Al = F+ J(A1>, com J(Al)l(] 7é 0, & AQ =
F+ J(Ay), com J(A3)o # 0. Entao My & My € var(A).

Prova: Temos que B = (F 4+ J(A1)10) ® (F + J(As2)p1) é uma subélgebra de A.
Logo

Id(B) = Id(F + J(A1)10) N Id(F + J(A3)o1)
e, pGIO Lema (217), Id(B) = ]d(Ml) N Id(MQ) = ]d(Ml D Mg) Assim M1 D MQ S
var(A). [

Teorema 2.24 (Giambruno e La Mattina, 2005) Seja A uma F-dlgebra.

Entao My®Msy, M3, My, M5 & var(A) se, e somente se, lim [,,(A) eziste e € limitado
n—oo

por 2.

Prova: Primeiramente suponha que exista um inteiro ng > 3 de modo que /,,,(A) <
2. Entao como, paran > 4, My & M,, M3, My, M5 tém sequéncia de cocomprimentos
limitada superiormente por 3, segue que My ® My, M; & var(A), para cadai = 3,4, 5.

Reciprocamente, suponha que M; & My, M; & var(A), para i = 3,4,5. Temos,
pela Observagao 2.13, UTy, G & var(A). Podemos assumir F' algebricamente fechado
eque A=A @ .. A, onde A; ou é uma algebra nilpotente ou A; = F + J(A;),
it =1,...,m. Reordenando eventualmente as dlgebras A;, podemos escrever

A=A Q. OA DA ... ® Ay,
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onde A; = F + J(A;), para i = 1,...,k, e Agi1,..., Ay, sdo dlgebras nilpotentes.
Assim A1 @ ... ® A, € uma algebra nilpotente e, pela Observagao 1.42,

L(A) = 1,(A @ ... ® Ay),

para n suficientemente grande. Logo, sem perda de generalidade, podemos assumir
A=A1d.. 0 A,, com A, =F + J(A;), para cada i = 1, ..., m.

Como M;® M, & var(A), pelo Lema 2.23, A pode ser apenas de um dos seguintes
tipos:

(1) paracadai=1,...,m, A; = F + J(A;) com J

(3) existe i de modo que A; = F + J(A;) com J

(

(2) paracadai=1,...m, A; = F + J(A;) com J(
(

cada j # 1, A;j = F + J(A;) com J(Aj)10 = J(

)

)
Az)lO 7’é 0, J( i)()l # 0, e para
Aj)

Note que, como M; & var(A;) C var(A), pelo Lema 2.16, temos que J(A4;)11 é co-
mutativo, para todo i =1, ..., m.

Iniciamos considerando o primeiro caso, isto é, J(A;)o1 = 0, para todo i. Escreva
A = F+J com J = J(A;). Se JipJoo # 0 entdo, pelo Lema 2.21 obtemos M, €
var(A;) C var(A), uma contradigao. Portanto JigJoo = 0 e isto diz que

Ai = (F + Jio+ Ju1) @ Joo
é uma soma direta de algebras. Assim, pelo Lema 2.17, temos ou
Ai ~pr My ® Joo ou A; ~pr C'® Jyo,

para alguma algebra comutativa C, conforme Jig # 0 ou Jig = 0, respectivamente.
Disto e lembrando que C' € var(Ms), temos

A~pr My® ..My BC PN ~pr Mo B C BN ~p; My B N

ou
A~pr My@ ... ® My ® N ~pp My ® N

ou
A~pr C®N,
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onde N é uma algebra nilpotente e C' é uma &algebra comutativa nao nilpotente.
Assim, para n suficientemente grande, a sequéncia de cocomprimentos de A é cons-
tante e [,(A) é igual a 1 ou 2, como queriamos.

Para a segunda possibilidade, a demonstracao é analoga a primeira e logo
A~pr Mi& N ou A~p CEB N,

e l,(A) é constante igual a 1 ou 2, para n suficientemente grande.

Agora mostraremos que a terceira possibilidade nao ocorre. Como My, My ¢
var(A;), pelo Lema 2.21, JI_OJOO = JooJo1 = 0. Isto implica que JigJo1 + Jp1J19 € um
ideal bilateral de A;. Seja A; a algebra

_ A,

' (JroJo1 + Jo1J10)

E facil verificar que A; = F + J(4;) e o radical de Jacobson J(4;) satisfaz
J(A)oJ(Ai)1o =0 e J(A)J(Ai)or = 0.

Temos Jig, Jo1 € JioJo1 + Jo1J10 €, portanto, J(A)10, J(As)o1 # 0. Logo, pelo Lema

2.22, My, @& My € var(4;) C var(4;) C var(A), uma contradigao. Isto completa a
demonstracao.

Da demonstragao do Teorema 2.24 segue que M; @ My, My, My, M5 ¢ var(A)
se, e somente se, existe ng > 3 tal que [,,(A) < 2. Também neste caso A é PI-
equivalente ou a uma das algebras do Corolario 2.20 ou a M; ® N ou a My @ N com
N uma &lgebra nilpotente. Assim [,,(A) tem valor constante igual ou a 0 ou 1 ou 2,
para n suficientemente grande. Também em termos de codimensoes temos:

Corolario 2.25 (Giambruno e La Mattina, 2005) Para uma F-dlgebra A, as
sequintes condicoes sao equivalentes:

(1) My @ My, Ms, My, M5 & var(A).
(2) Existe ng > 3 tal que l,,(A) < 2.

(3) lim [,,(A) existe e é limitado por 2.
n—oo
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(4) A € Pl-equivalente a uma das dlgebras N,C & N, M; & N, ou My @ N, onde
N € uma dlgebra nilpotente e C' € uma dlgebra comutativa.

(5) cn(A) < n, para n suficientemente grande.
Consequentemente temos a seguinte classificagao, onde N denota uma algebra

nilpotente e C' uma &dlgebra comutativa nao nilpotente: para qualquer algebra A e
n suficientemente grande,

(1) 1,,(A) =0 se, e somente se, A ~p; N.
(2) 1,(A) =1 se, e somente se, A ~p; C @ N.

(1) 1,(A) = 2 se, e somente se, A ~p; M1 & N ou A ~p; My @ N.

2.4 Algebras com Crescimento Linear das
Codimensoes

Introduzimos uma nova algebra denotada por M; e definida como

b
M; = 0 ca,b,c,d € F
0

o O 2
SRS}

Nesta secao e nas préximas verificaremos a importancia desta dlgebra na carac-
terizagao de algebras com crescimento linear das codimensoes.

Lema 2.26 A sequéncia de codimensoes de My € limitada inferiormente por n?.

De fato, para mostrar isto, é suficiente obter um S,,-caracter irredutivel com
multiplicidade nao nula na decomposigao de x,(Mz), cujo grau é maior ou igual
a n?. Considere a particio A = (n — 2,1,1) e seja fr, o vetor de peso mdximo
correspondente a tabela de Young standard contendo os inteiros 1,2,3 na primeira
coluna. Escolhendo a; = €11 + e33, as = e12 € ag = eg3 obtemos fr, (a1, az2,a3) =
2e13 # 0. Portanto, pela Proposicao 1.51, X(n—21,1) tem multiplicidade nao nula
em Xn(Mz7). Logo, como pela féormula do gancho, deg X(n—21,1) = (n 1)2(n 2>,

o - n’
¢n(Mz7) cresce assintoticamente no minimo como —-

2
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Lema 2.27 ([17], Lema 20) Seja A = F+J uma F-dlgebra. Se JigJoo = JooJo1 = 0
e JonJio # 0, entao Mg € var(A).

Lema 2.28 Se A= F + J com JigJo1 # 0 e Jo1J10 = 0. Entao M; € var(A).

Prova: Sejam a € Jyg, b € Jy; tais que ab # 0. A subdlgebra B gerada por 1p,a e b
sobre F' é isomorfa a M5. Isto é facilmente visto pois J3 = Ji, = Jo1J1p = 0 implica
que a® = b* = ba = 0. Assim B = spanp{lp,a,b,ab} é isomorfa a M; através da
aplicagao ¢ tal que

90(1F) = e11 + €33, 90(@) = €12, @(b) = €23, @(ab) = €13.
]

Teorema 2.29 (Giambruno e La Mattina, 2005) Seja A uma F-dlgebra. As
sequintes condicoes sao equivalentes:

(1) c,(A) < kn, para todo n > 1, para alguma constante k.
(2) Ms, My, Ms, Mg, M7 & var(A).

(3) A é Pl-equivalente ou a N ou a C & N ou a My & N ou a My ® N ou a
Mi® M@ N, onde N € uma dlgebra nilpotente e C' € uma dlgebra comutativa.

Prova: Primeiro suponha que ¢,(A) é limitada linearmente. Pelos Lemas 2.10,
2.12 e 2.26, Ms, My, M5, Mg, M7 & var(A). Suponha agora que a propriedade (2) é
vélida. Entao, como M3 ¢ var(A), pela Observacao 2.13, UT,, G & var(A) e, como
na demonstracao do Teorema 2.24, podemos assumir I’ algebricamente fechado e

A=A @.. @A,

onde, para cada i = 1,....,m, ou A; = F + J(A;) ou A; = J(A;) é uma &algebra
nilpotente. Suponha que para algum i, A; nao seja uma algebra nilpotente. Como
M; & var(A), pelo Lema 2.16, Jj; é comutativo. Também, como My, My, Mg, M, &
var(A), pelos Lemas 2.21, 2.27, e 2.28, temos

J10doo = JooJor = Jo1J10 = J10Jo1 = 0.

Sob estas condigoes, Jyp é um ideal nilpotente bilateral de A; e A; = F + Jy1 +
Jio + Ji1 + Joo. Pelos Lemas 2.17 e 2.22, obtemos A; ~p; B, onde B é ou M; & N
ou My @® N ou M; ® My ® N ou C @ N. Os quatro casos aparecem de acordo com
Jo1 # 0, Jig =0o0u Jy; =0, Jig # 0 ou Jo1 # 0, Jip # 0 ou Jyg = Jo1 =0, Ji; # 0,
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respectivamente. Como A = A; @ ... ® A,,, obtemos que a propriedade (3) é vélida.

E claro que como cada uma das algebras N,C &N, M1 &N, Mo® N, My d My DN
tém a sequéncia das codimensoes limitadas linearmente, entao a propriedade (3)
implica a propriedade (1).

Desta forma, as possiveis codimensoes de uma PI-algebra com crescimento linear
sao dadas pelo préximo resultado.

Corolario 2.30 (Giambruno e La Mattina, 2005) Seja A uma F-dlgebra tal
que ¢, (A) < kn, para todo n > 0. Entdo existe ng de modo que, para todo n > ny,
devemos ter ou ¢, (A) =0 ou ¢, (A) =1 ou ¢, (A) =n ou ¢, (A) =2n — 1.

2.5 Variedades Minimais de Crescimento
Quadratico

Vimos nas Secoes 2.2, 2.3 e 2.4 deste capitulo que Giambruno e La Mattina exibi-
ram uma lista de sete algebras, a saber M;, 1 < i < 7, a serem excluidas da variedade
gerada por uma algebra sobre um corpo F' de caracteristica zero cuja sequéncia das
codimensoes tem crescimento constante ou linear. Para obterem tais resultados,
estudaram o comportamento das sequéncias ¢, (M;), 1 < i < 7. A sequéncia das
codimensoes foi completamente descrita para 1 < ¢ < 6, no entanto para a algebra
M7 a unica informacao era que sua sequéncia das codimensoes tem crescimento
assintotico no minimo quadratico.

Nesta segao apresentaremos resultados obtidos por Vieira e Jorge em [39] que
nos fornecem as codimensoes, os cocaracteres e os cocomprimentos de M; e uma

P,
P, N Id(M-)

sobre F' através da teoria de representagoes do grupo linear geral G L,,(F).

completa descricao do T-ideal desta algebra, além de uma base para

Consideremos a subalgebra de UTj

M, = ca,b,c,d € F

o O 2
o o o
Q@ QU O
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Usando os resultados da Secao 1.6 do Capitulo 1 obteremos as identidades mul-
tihomogéneas de grau 4 associadas a cada particao A F n, através de combinagoes
dos vetores de peso mdximo. Além disso, verificaremos que ¢y (M7) = 42 — 4 = 12.

Para isto, consideraremos cada uma das particoes de 4.

Para A\ = (4), temos apenas uma tabela standard:

T

cujo vetor de peso maximo é
4
le (l’) =T

Como fr, (e11 +e33) = (e11 +e33) = €11 +e33 # 0, segue que fr, € Id(My). Logo
nao temos identidade associada a esta particao. Assim, pela Proposicao 1.51 e pela
Observacao 1.48, my =my = 1.

Para A\ = (3,1), temos trés tabelas standard a considerar. Apresentamos cada
tabela com seu respectivo vetor de peso maximo.

T, - 1]13]4] fri(z,y) = St2(q;,y)q:20*1 = xyx® — ya°,
onde o = 1.

7y: [0y ay) = Stalep)ao = ape — ya,
onde o = (23).

T; 411 213) fry(@,y) = Stala,y)a*o ™" = 2y — ya,

onde o = (243).

Como

fr (€11 + es3, e23) = fr,(€11 + €33, €23) = fry(e11 + €33, €23) = —ea3 # 0 (2.1)

temos fr, fr,, fr, € Id(Mz7). Portanto, pela Proposicao 1.51, my # 0.
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A fim de obtermos uma identidade de M; que seja combinacao linear destes
vetores de peso maximo consideremos «, 3, € F' de modo que

f=afr + Bfr, +fr, € Id(M7).

Assim por (2.1) temos oo+ f + v = 0, o que implica &« = —f — 7. Usando que
fri(e11+es3,€12) = fr,(e11+es3,€12) = 0 e que fr,(e11 +es3, e12) = €12, temos v = 0.
Logo f = a(fr, — fr,) 0 que torna o polinémio

le - fT2 = 'r[x7y]m (22)

um candidato a uma identidade de M. Fazendo os cdlculos obtemos x[z,y|lz = 0
em M7.

Ainda, podemos concluir que temos no maximo 2 vetores de peso maximo line-
armente independentes, portanto, pela Proposicao 1.51, my = 2.

Para A\ = (2,2), temos 2 tabelas standard que apresentamos a seguir com seus
respectivos vetores de peso maximo.

Ty: 8 fn = Sta(,y)Sta(ey)o " = [r.y),
onde o = 1.
T2 : :1)) i fTQ = Stg({,E,Q)StQ(.I',y)O'il = [wQ,y]y + [yQ,fE].T,
onde o = (23).
Temos fr,(e11 + €33, €12 + e23) = —ey3 # 0 e fr,(e11 + €33, €12 + €23) = e13 # 0,

assim, pela Proposicao 1.51, m, # 0, além disso

f=afr +B8fn €ldM;)= —a+B=0=a=0F=f=al(fn+ fr)

Note que [A, B]? + [A%, B]B + [B?, AJA = 0, para todo A, B € Mz, logo

f,y) = fr + fr = [z, + [2% yly + [y, 2]e € Td(My),

ainda qualquer outra identidade de M; associada a A = (2,2) é multipla desta.
Portanto, my = 1.
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Observacao 2.31 Aplicando o processo de multilinearizacao, para a identidade
f(z,y) acima, obtemos

g(m,y,z,w)+g(z,w,x,y)+g(x,w,z,y)+g(z,y,x,w) =
fle+y,z+w) = flz,z+w) = fly,z+w) = fle+y,2) + f(z,2) + f(y,2)

—f(x+y,w) —I—f(ZL‘,’LU) +f(y7w) € ]d(M7>7

onde g = g(z,y,z,w) = [x,y|[z,w] + [z, w][x,y] + z[z,w]y — y[z,w]z. Isto sugere
que verifiguemos se g € uma identidade de M. Fazendo os cdlculos necessdrios
verificamos que g € Id(My).

Para A = (2,1,1), temos 3 tabelas standard, apresentadas aqui com seus respec-
tivos vetores de peso maximo.

1[4
Ti: [2] fri(2,y,2) = Sty(,y, 2)vo ™" = aly, 2]x + [y, 2]a* + [z, ya],
3
onde o = 1.
1 2| 1 2 2
Ty: [3] fry(z,y,2) = Sts(@,y, 2)wo™" = [z, 27y + [y, zx] + [27, Y2,
4

onde o = (234).

3]

Ty : fr(x,y,2) = Sty(z,y, 2)xo ™" = [y, 2]2” + [z, 2°y] + [2°,y]=

|H>|NJ —

+aly, xz] + x[z, 2]y,
onde o = (34).

Como ey1 + e33, €12, 23 € M7, temos fr,(e11 + €33, €12, €23) = 2e13 e fr, (e +
€33, €12, 623) = fT3(€11 + €33, €12, 623) = ey3, assim, pela Proposi¢ao 1.51, my # 0.

Consideremos «, 5,7 € F' de modo que f = afr,+ B fr,+7vfr, € Id(M;). Usando
as observagoes acima temos

20+ +y7=0= 7= 20— 3= f=oalfn, —2fn,) + B(fn — fr,)-
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Fazendo os célculos necessarios, obtemos que fr, —2fr, e fr, — fr, sao identidades
de M; e my = 1. Logo

fro = fro = fr, = (2,9, [z, 2]) + yalz, 2] + 22y, 2] + 2°[z,9] € 1d(Mz).  (2.3)

Por fim, consideramos o tltimo caso.

Para A = (1,1,1,1), temos uma tabela standard e seu vetor de peso maximo
correspondente.

fr(z,y, z,w) = Sty(x,y, z,w).

Nao ¢ dificil mostrar que Sty(x,y, z,w) € Id(Mz). Portanto my = 0.
Ainda, temos

ca(M7) = deg x(a) + 2deg x(3,1) + deg X(2,2) + deg X(21,1)

4(4-3) (4—2)(4—-1)
SR 2

= 12.

—1+24-1)+

2.6 A PI-Algebra M-

O principal resultado desta se¢ao fornecerda um conjunto gerador para o T-ideal
da dlgebra M; e descrevera as sequéncias {c,(M7)}n>1, xn(M7) e 1,(M7), para todo
n>1.

Pelo fato de M; nao possuir identidades de grau 3, obteremos as identidades de
grau n > 4. Na Secdo 2.5, vimos que o polinémio standard f; = Sty(x,y,z,w) é
uma identidade de M7, que podemos escrever como:

fr= [z, yllz, w] + [z, 0]z, y] + [y, 2z, w] + [z, wlly, 2] + [z, 2][y, w] + [y, w][z, z].
Uma segunda identidade, que foi obtida na Observacao 2.31, é

fa = [z,y]lz, w] + [z, w][z, y] + 2z, wly — ylz, wle.

Como f1, fo € Id(M;) podemos escrever f; a partir de fo da seguinte forma

ylr, wlz — zlx, wly + y[z, xjw — wlz, 2]y + z[x, y|lw — w[z,y]z =0 em M. (2.4
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Aplicando o processo de multilinearizacao para a identidade z[z,y]z de My,
obtemos

z[z, ylw + wlx, y)z + ylz, zJw + wlz, 2|y + y[z, w]z + z[z,wly =0 em M;. (2.5)

Subtraindo as equagoes (2.4) e (2.5) obtemos
z[z, wly + ylx, 2zJw + wlz,y]z = 0 em Mj. (2.6)
Por outro lado, aplicando também, o processo de multilinearizacao para a iden-
tidade [[z,y], [z, x]] + yz[z, 2] + 2x[y, z] + 2|z, y] de M; (equagao (2.3)) obtemos
rylw, 2] + yx|w, 2| + wzr(z, y| +wylz, | + 22y, w] + zylz, w]+

[z, z][w,y] — [w,y][z, 2] + [y, z][w, x| — [w,z][y, z] =0 em M;. (2.7)

e, usando o fato que yx = zy — [z, y], conseguimos uma nova identidade para M, a
saber,
fo = 2eylw, 2] + walz, y) + wylz, 2] + 2aly, w] + zyle, wl+

[z, [z, wl + [z, 2w, y] = [w, yllz, 2] + [y, 2w, 2] — [w, 2]y, 2].
Fazendo os calculos podemos verificar que M; satisfaz as identidades
fa =[x, ylz[w, t], f5s =[[z,y][z,w],t], fo = [z]z,y]w,t] e fr =[x, y][z,w][t, v].
Usando calculo de comutadores obtemos

vylz, w] — xlz, wly = (2zly, w] = =y, w]z) = (zwly, 2] = zly, zJw). (2.8)

Agora através de propriedades de comutadores e fy, temos

zly, z][w, t] = ylz, z|[w, t] — z[z, y|[w, t]. (2.9)

Analogamente, usando f; e fs,

zly, z][w, t] = wly, 2][z, t] — tly, z|[z, w]. (2.10)

E por fim usando fs
zz, wly — zylz, w] = (y[z, w]r — yx[z, w]) = 2[z, y|[2, 0] — [z, 0][z,y].  (2.11)
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Considere Q = <f17f27 f37 f47f57 f6>T' Como f7 = [.CC,y][Z,U)][t,U} € Q7 pelo Teo-
rema 5.2.1 [11], sabemos que qualquer identidade multilinear de grau n pode ser
escrita, modulo @), como uma combinacao linear de polinémios do tipo

Ty T [T, Ty ey T4, ) [Tk Ty s ooy T
onde j1 < ..<Jg ki < ...<kp, j>J1, k>k e 11 <..<ip.

P
Pne

Se ¢ ¢ um comutador de peso arbitrario, usando as identidades f4 e f5 temos

Usaremos isso para obter um conjunto de geradores para

[z,y, z]c = [x,y|zc — 2]z, y]c = —2[x, y]c,
clx,y, 2] = clx,ylz — ezlx, y] = clz, y|z = zclx, yl.
Logo é suficiente considerar polinomios dos seguintes tipos
Ty, [T, T4 [Tk, Ty |, (2.12)
Tiy T [T, Ty ooy Ty s (2.13)
onde j1 < .. < Jpnom-1, J>J1, K>k, n < .. <1y, € m#=En—1.

Por outro lado, comutadores de peso maiores ou iguais a 3 podem ser reescritos
em funcao de comutadores de peso 2 multiplicados pelas variaveis que nao os compoe,
por exemplo:

[I7ya vavt] = ([Iay}zw - z[x,y]w)t - (w[x,y]z - wz[xvy])t
—(tr, ylz — tzlz, yhw + t(wlz, y]z — w2z, y])

Assim, para m # n, qualquer polinomio (2.13) é combinacao linear sobre F' de
polinomios do tipo
Liy oL, [Z’j, iL‘jl]
Tiy T ([T, T3 [T Ty — T, 0 55,
Tiy - T (T[T, 05 |05 — rs 25, 25,]) (2.14)
Ty Ti s (T[T, 05 |5 — Toslay, @5 ],

com iy < ... <y, J > J1.

As expressoes (2.12) e (2.14) sugerem que os seguintes tipos de polindmios podem
formar um conjunto gerador para P, moédulo P, N Q.
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Polinémios do tipo I
Pr=x29...2,,.

Polinémios do tipo 11

P = w(xs[ry, 11)0s — w324[20, 21])
P = w(wslws, 2]y — wawylwy, 11])
PI(?) = w(fﬁz[m, SUl]x?, - $2£173[374, 561})

Se n > 5, entdo P}? = w(xs[r), v1|xy — x324[75, 1]), para b < j < n.

Polinémios do tipo III
PI(})I - w([xj7x1]xi1"'$i—n—2 — Tjy ['Tj>$1]$i2"'xin—2)7 2 S ] S n,
onde 11 < ip < ... < ip_9.

Polinémios do tipo IV
P2,1,3,4 = w([l"z, 171][9337 $4])7 ﬁ2,1,3,4 = w([ifza, 5764] [$27 131])
P3 194 = w([xs, 21][22, 24])
P4,1,2,3 = w([x4, 551][3327373])7 134,1,2,3 = w([x% 5’53][374, 551]);
para 5 < j < n,

Pj,1,3,4 = w([l'j,xﬂ[ﬂ?s,m]), Pj,1,3,4 = ’w([3337374] [l’j, 33'1])

Porjory = w(lae, a1)[zj1,75]), Porjory =w([zj_1, z;)[xe, 21])
e, por fim,

1Dz',1,2,j = w([l’z’,xl][%zaxj]), Pz‘,1,2,j = w([ﬁzaﬂﬁj][miaﬁl]%

onde 4 <1< 75— 1.

Além disso, cada polinomio w dado acima é um monoémio linear formado pelas
varidveis restantes zy, de {1, ..., x,} de modo ordenado.

A seguir apresentaremos alguns lemas que serao importantes para a demonstra-
¢ao do principal resultado desta secao.

Denotaremos por T'(L) o conjunto dos polinémios do tipo L.
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Lema 2.32 ([39], Lema 3.2) Paran = 4, qualquer polinomio da forma x,|xg, x1]zs—
T xg[xy, 1], com rk,s € {2,3,4} pode ser escrito, mddulo Q, como combinagao
linear dos polinomios dos tipos II e IV sobre F.

No resultado a seguir, consideraremos os polindémios Py, = w|xg, x][x,, x5

e Pyirs = Wy, xs][xg, x), onde w = x;,..2;,, com i; < ... <y € Gp, .yl €
{k,l,r, s}.

Lema 2.33 ([39], Lema 3.3) Para todo n > 4, qualquer polinomio da forma Py,

(e Py1.r.s) pode ser escrito, modulo @, como combinagdo linear sobre F' dos elementos
de T(IV), onde l,r, s,k € {1,...,n}.

Lema 2.34 ([39], Lema 3.4) Para todo n > 4, qualquer polinémio da forma
([T, 1i]Ts — Tp2s[TE, T1])

pode ser escrito, modulo ), como combinacao linear sobre F dos polinomios de
T UT(V), onde l,r, s,k € {1,....,n} ew € o produto das varidveis restantes x;
com i #1,r, s, k, ordenadas.

Lema 2.35 ([39], Lema 8.5) Para todo n > 4, qualquer polinémio da forma w(x,, x|
pode ser escrito, modulo @), como combinacao linear sobre F dos elementos de
T(II)UT(IV), onde r,s € {1,....,n} e w € o produto ordenado das varidveis x;
com i #r,s.

Teorema 2.36 (Vieira e Jorge, 2006) Para qualquer n > 4, temos

(1) Xn(M7) = X(n) + 2X(n-1,1) T X(n-2,1.1) + X(n—2.2),

(2) 1.(Mz) =5,

(3) T=T{)UTUIHUTIIT)UT(IV) é uma base de P, mddulo (P, NI1d(Mz)),
(4) ca(Mz) =n(n —1),

(5) 1d(M7) = (f1, fa, f3, f, [5, fo)r-

Prova: Considere Q = (f1, fo, f3, f1, [5, fo)r € note que @ C Id(M7). Pelas obser-

vacoes e lemas anteriores desta secao, para mostrar que

T =T()UTUII)UTUIII)UTIV)
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gera P, modulo P, N @, é suficiente mostrar que qualquer polinomio da forma
W' (w2, vlrr — o[y, v5))r = w' (@2, w[,, 1] + ol 2, w]).

Observe que
T =1, |TUD|=[TUI)]=n—1

T (IV)] :5+Zn:(j—2) =n®—3n+1.

Jj=5

Assim, |T| = |T(I)| + |T(ID)| + |T(III)| + |T(IV)| = n* — n. Portanto, se
V = var(Q) entao c,(M7) < c,(V) < n?—n.

Para A = (n), fr, = 2™ & Id(M;), pois fr,(e11 + e33) = e11 + e33 # 0. Logo, pela
Proposi¢ao 1.51, my,) # 0.

Por outro lado, se A = (n — 1,1) entao, pela Observacao 1.51, afirmamos que
my > 2. Com efeito, sejam

Jrm = 2"y — g™t e pn-1) = " ryr — ya !
A A

(. X -1
os vetores de peso maximo correspondentes as tabelas standard T)E") e Tin ), com
n e n — 1 nos unicos boxes das segundas linhas, respectivamente, ou seja,

1 .

n—1

Como fT§n>(€11 + es3,e12) = enn # 0, fTA(n—l)(en + e33,€93) = —ea3 # 0 e
fron-n (e + ess, e2) = 0, segue que f ), frm-1 & [d(Mz) e sdo linearmente in-
A A A
dependentes médulo Id(M).

Se A = (n—2,1,1), entao f = Sts(z,y,2)a"3 & Id(Mz), pois f(ey +
€33, €12, €23) = 2e13 7# 0. Logo m,_2,1,1) # 0.
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Finalmente, quando A = (n — 2,2), temos que
fr = myayz™ ! =z — yatya" Tt 4 yaya"

nao pertence a Id(M;), j4 que fi(e;n + es3,e12 + ea3) = —ey3 # 0. Assim, pela
Proposicao 1.51, m,—29) # 0. Portanto,

cn(Mz7) > deg X(n) +2deg X(n-1,1) + deg X(n-2,11) + deg X(n—22) = n(n — 1),
onde a igualdade decorre da férmula do gancho da Proposicao 1.30. Dai
n(n —1) < c,(M7) < c,(V) <n(n—1),

P,
P, N 1d(M;)
Xn(M7) = X(n) + 2X(n—1,1) T X(n—2,1,1) T X(n—2,2) €, consequentemente, [,(M7;) =5. =

portanto, ¢,(M;) =n(n—1) e Id(M;) = Q. Assim, T é uma base para

2.6.1 Crescimento Quadratico

Pelo Teorema 2.36 e pelos Lemas 2.10 e 2.12 podemos constatar que as variedades
var(M;), para 3 < i < 7, tem crescimento quadratico. Além disso também é possivel
provar que elas tém a seguinte propriedade.

Definigao 2.37 Dada uma F-dlgebra A, dizemos que a variedade V = var(A) €
variedade minimal de crescimento quadrdtico se a sequéncia de suas codi-
mensoes ¢, (V) = ¢, (A) tem crescimento quadrdtico e se todas as suas subvariedades
proprias tem crescimento linear ou constante.

Teorema 2.38 (Vieira e Jorge, 2006) As variedades var(Ms), var(My), var(Ms),
var(Mg) e var(Mz) sdo variedades minimais de crescimento quadrdtico.

Prova: Sejam A uma F-dlgebra e var(A) uma subvariedade prépria de var(My).
Entao Id(M7) G Id(A), M7 & var(A) e cpy(A) S ¢ny(M7), para algum ng natural.
Ainda

(i) My, M3 & var(A), pois
f=1lz,y], [z, 2] + yalr, 2] + zaly, 2122, 4] € 1d(M7) G Td(A),

mas f &€ I[d(Ms) e f & Id(My).
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(il) My, Ms, Mg & var(A), caso contrario, se M; € var(A), para algum i = 4,5, 6,
entao Id(A) C Id(M;) e pelos Lemas 2.10 e 2.12 terfamos

CTLO(M7> = CTL0<Mi) < Cno(A) é CTLO(M7)7

o que é uma contradicao.

Se My & var(A), entdao pelo Coroldrio 2.20 segue que ¢,(A) = ¢,(var(A)) tem
crescimento constante. Caso contrario, temos que ¢, (A) = ¢,(var(A)) tem cresci-
mento linear e o resultado esta provado para var(Mz).

Se var(A) é uma subvariedade prépria de var(Ms), temos M; ¢ var(A), para
2 <4 < 7. Com efeito, Mz ¢ var(A) e f = [2,y,2] € Id(Ms) & Id(A), contudo
f # 0 em M;, quando i = 2,4,5,6,7. Assim var(A) tem crescimento linear ou
constante dependendo se M; pertence ou nao a var(A), respectivamente.

Por outro lado, se U = var(B) é uma subvariedade prépria de var(M,) segue
que My ¢ U e, como ¢, (My) = ¢,(Ms) = ¢,(Mg) = c,(My), usando a mesma idéia
do item (ii) acima concluimos que Ms, Mg, M7 & U.

Como f = [z,ylzw € Id(My) G Id(B), mas f ¢ Id(Ms) U Id(M;) temos que
My, M3 & U. Logo U tem crescimento constante ou linear dependendo se M, pertence
ou nao a U, respectivamente. Usando que f = zw[z,y] € Id(Ms), g = z[z,ylw €
Id(Ms) e um raciocinio andlogo ao anterior para provar que todas as subvariedades
proprias de var(Ms) e var(Ms) tem crescimento constante ou linear, concluimos o
teorema.

Corolario 2.39 (Vieira e Jorge, 2006) As variedades var(Ms), var(My), var(Ms),
var(Mg) e var(Mz) sdo as inicas variedades minimais de crescimento quadrdtico.
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Capitulo 3

Polinomios Proéprios

Os polinomios préprios tém um papel importante no estudo das identidades de
uma algebra unitaria A, conforme veremos na Proposicao 3.1. O nosso objetivo
é provar o Teorema da Base de Specht, que nos fornece uma base do espago dos
polinomios proprios multilineares para, a partir deste, obtermos os principais resul-
tados deste capitulo. Para isto utilizaremos o Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt e
o Teorema de Witt.

Lembramos que Com(X) = {[zi,, iy, ..., 23, : k > 2,25, € X} é o conjunto de
todos os comutadores de peso maior ou igual a 2 em X e consideramos B = B(X)
a subélgebra com unidade de F/(X) gerada por Com(X), ou seja, se b € B entao:

b = Zai,m,j[a:il, ...,.Iit]...[ilfjl, ...,Ijr], ai,...,j - F, t, T 2 2.

Convencionamos 1 o produto de um conjunto vazio de comutadores e diremos
que os elementos de B sao os polinémios préprios de F'(X).

3.1 Identidades Polinomiais Proéprias

Provaremos a seguir um resultado sobre a relagdo entre uma base para L(X) e
para F'(X). Tal resultado diz respeito também a identidades polinomiais préprias
de uma algebra A.

Considere F,,, = F(z1, ..., ) 0 espago dos polindémios nas indeterminadas z, ...,
Tm- Seja B, = BN F,, o espago dos polindmios préprios nas variaveis xy, ..., Tp,.
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Proposicao 3.1 (i) Se escolhemos uma base ordenada da dlgebra de Lie livre

(i)

L(X)
T, T2y oy [Tiys Tig )y [Ty T ls ooy [Thy s Thigs Thisg) s -

consistindo das variaveis em X, sequidas de comutadores ordenados pelos pe-
s0s, entdo o espago vetorial F(X) tem uma base

am u@l UBQ U/Bt

aq
.%'1 ...l’m 1 jz... jt’

onde a; >0, s > 0, uj, € Com(X), mantendo a ordem da base de L(X).

Além disso, os elementos da base de F(X) com oy = ... = a,,, = 0 formam
uma base para o espaco B dos polinomios proprios.

Se A € uma Pl-dlgebra unitdaria sobre um corpo infinito F' entdo todas as iden-
tidades polinomiais de A sequem a partir das identidades polinomiais proprias,
isto €, daquelas em I[d(A) N B. Se car F' = 0 entao as identidades polinomi-
ais de A sequem das identidades polinomiais proprias multilineares, ou seja,
daquelas em U (P, N (Id(A) N B)).

n>1

Prova:

(i)

Dada uma base ordenada de L(X): xy, g, ..., u1, Uz, ..., onde {u;} € Com(X)
e estao ordenados pelo peso entao, pelo Teorema 1.7, U(L(X)) = F(X) e, pelo
Teorema 1.6, F'(X) tem uma base

Lip oo Wi gy on Uy s

com i1 < ... <1, J1 < ... < Ji, 0 que prova a primeira afirmacao.

Agora para garantir a afirmacao sobre a base de B, observamos que cada
comutador [z, ..., x| pode ser escrito como uma combinacao linear dos co-
mutadores u, da base de L(X) e assim cada produto de comutadores

[.Z'il, ceey l'ip]...[le, PN :qu]

pode ser escrito como combinagao linear dos produtos u,...u;,, com cada uy,
pertencente a base de L(X). Logo, resta mostrar que podemos sempre supor
[ < ... < ;. Para isto basta observar que para quaisquer dois comutadores
consecutivos (ambos da base de L(X)) que estejam na ordem “errada”, isto é,

[Thys ooy Ty | [Tay s ooy Tap ] = Upla
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(i)

com b > a, podemos substituir uyu, por
UgUp — [Uq, Up).

Mas [uq, up] € L(X) logo também é combinagao linear de comutadores a partir
da base de L(X) e assim, aplicamos argumentos indutivos e garantimos que
os elementos de B sdo combinagoes lineares de uy, uy,...u;,, com u;, € Com(X)
eli <l <..<l.

Sejam A uma Pl-dlgebra unitaria e f(xq,...,x,) € Id(A). Como F é in-
finito, podemos supor f homogéneo em cada variavel x;. Escrevemos f como
combinagao linear dos elementos da base em (i), ou seja, f(xy,...,x,) =
oAzttt go (T, oy @), onde @ = (v, ...yap), a; > 0, A\, € F e g, € B.
O leitor poderéd, se achar conveniente, acompanhar esta demonstracao com o
Exemplo 3.2.

Ao substituirmos a variavel x; por 1 4+ x; em f, a substituicdo por 1 em cada
comutador de g, é nula. Como f(1+ x1, 29, ...,x,) é também uma identidade
polinomial para A, obtemos

a1 a

N
fl+x1, 29,0 xpy) = Z)\a Z; ( ; )mﬁmg‘?..xﬁ”ga(ml, oy Ty) € Id(A).

1=
A componente homogénea de grau minimal com respeito a x; é obtida do
somando com «; maximal entre aqueles em que A\, # 0, pois, quando «y

é maximal, o grau de x; em g¢,(x1,...,2,) é minimal, com a = (aq, ..., ).
Como o T-ideal Id(A) é homogéneo, obtemos

Z Aol 0 go (21, ..oy 1) € Td(A).

ajmazr

Multiplicando a esquerda a identidade polinomial acima por z{* e subtraindo
de f(xi,...,x,) obtemos uma identidade similar a f mas agora envolvendo
valores mais baixos para o grau de x; fora de comutadores. Procedendo assim,
concluimos que, para todo «a; fixo, temos

Z A2y o (1, .oy ) € Td(A).

Portanto, ao repetir o processo para xs,x3 e assim por diante até para xz,,
concluiremos que g, (21, ...,z,) € Id(A), para todo « tal que A, # 0 e isto
completa a demonstracao.
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A parte da afirmacao sobre as identidades multilineares é também clara, pois
tomando f € Id(A) multilinear, usamos o raciocinio anterior e obteremos que
f segue de identidades polinomiais préprias que também sao multilineares.

Exemplo 3.2 Aplicaremos o processo descrito na demonstracao do item (ii) da
Proposi¢ao 3.1 ao polinémio completamente homogéneo de multigrau (2,2,2,1)

f(Il, T2, T3, $4) = $§$3[$27 $3] [952, $4] + 51/’%302%964[952, $3] - 4$1$2$3$4[$1, T2, $3]

"‘7.1'%1‘3 [l’l, ZE3] [1'1, ZL‘4] + T3 [{L‘l, [EQ]Q[?I]g, 1'4]
+[r1, 2] [Ta, T3] [21, T3, T4] + 14[T1, T2, T3] [T1, T2, T3, T4].

Assim
2 2
f(Il, T2, T3, $4) = T1%39(2,0,1,0) T 5x1x2963$49(271,1,1) - 4$1$2$3$49(1,1,1,1)

+75Eg$39(0,2,1,0) + 239(0,0,1,0) T 9(0,0,0,0) 5

onde

9(2,0,1,0) = [$2,$3][$2,$4]7 de,1,1,1) = [$2,$3]7 ga,1,1,1) = [$1,$2,$3];
9(0,2,1,0) = [ﬂUl,533][351,554]79(0,0,1,0) = [$1,-’B2]2[$37904],
9(0,0,0,0) = [371, 552}[902, $3] [1?17333, $4] + 14[:111,9527 $3H131,372, I3, 5U4]-

Consideremos A uma Pl-dlgebra unitdria sobre um corpo infinito e f € Id(A) entdo
f(l+xzq, 29,23, 24) € Id(A). E como obtemos zero ao substituir uma varidvel x; em
um comutador por 1 temos

J(+ a1, 29,23, 24) = (1 + 551)23739(2,0,1,0) +5(1 + 371)21'295311749(2,1,1,1)

—4(1 + 21)2223T49(11,1,1) + 71’%%39(0,2,1,0) + Z39(0,0,1,0) T 9(0,0,0,0) = 0 em A.

Note que a componente homogénea de grau minimal em x1 € T39(2,0,1,0)+5T203T49(2,1,1,1)
(obtida a partir dos termos com oy = 2). Como Id(A) € homogéneo, seque que esta
componente também € uma identidade de A, isto €,

139(2,0,1,0) T 9T223749(2,1,1,1) = 0 em A. (3.1)

Multiplicando esta identidade por x? e subtraindo o produto de f obtemos a identi-

dade f1 :
= w%(x3g(2,0,1,0) + 52223740 (2,1,1,1)) = —4T1T2T3%49(1,1,1,1) + 75153%9(0,2,1,0)
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+39(0,0,1,0) + 9(0,0,0,0)-

Procedendo de modo andlogo com f, temos
Fi(l 421, 20, 23, 24) = —4(1 +$1)I2$3$49(1,1,1,1) + 7x§l’39(0,2,1,0) +239(0,0,1,0) T 9(0,0,0,0)

= —43325539649(1,1,1,1)—4-T15U2333ZU49(1,1,1,1)+733§ZU39(0,2,1,0)+x39(0,0,1,0)+9(0,0,0,0) =0emA.

Logo a componente homogénea de grau minimal em x1 € —4x903749(1,1,1,1) (obtida a
partir dos termos com a; = 1). Assim

—4wow3149(1,1,1,1) € Id(A) (3.2)

fi — 21 (—422x3249(11,10)) = 7$§$3g(0,2,1,0) + 239(0,0,1,0) + 90,000 € 1d(A). (3.3)

Note que com este processo consequimos obter as identidades (3.1), (3.2) e (3.3), to-
das com a propriedade que a varidvel x1 nao aparece fora de comutadores. Repetindo
este processo agora para a varidvel xo nos polinomios

g® = 239(2,0,1,0) T 9T2T3T4G(2,1,1,1), gV = —4T223%49(1,1,1,1)

9(0) = 7$§l’3g(0,2,1,0) + 239(0,0,1,0) T 9(0,0,0,0) 5

obtemos novas identidades

(2,1) (2,0)

977 =5r3%4921,1,1), 9 = 39(2,0,1,0)

gt = —4r3249(1,1,1,1)

( (0,0)

g 02) = Tr39(0,2,1,0) € g

nas quais as varidveis 1 e Tro ndo aparecem fora de comutadores. Aplicando agora
0 processo para a varidvel xs nos polinomios ¢ acima, consequimos desaparecer
com a varidvel xz fora dos comutadores. Finalmente repetindo este processo para a
varidavel T4 obtemos

= 39(0,0,1,0) T 9(0,0,0,0)

g(al,ag,a3,a4) =0 emA

para todo (o, g, az, ay). Portanto as identidades polinomiais de A sequem de iden-
tidades polinomiais proprias.

Observacao 3.3 Pela Proposi¢ao 3.1 podemos garantir que os produtos de ele-

mentos da forma x{*..x*, com o; > 0 e k > 0, com os elementos de uma base

de B geram F(X) como espaco vetorial. Em particular os produtos xi*...xom,

Ay ..., @y > 0, com os elementos de uma base de B,, geram F,, como espaco vetorial.
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Proposicao 3.4 Seja PL, = L(X) N P, o conjunto dos polinémios de Lie multi-
lineares. O espaco vetorial PL, tem uma base

{l#n, To(1)s s Ton—1)] : 0 € Spa}, paran > 1.

Prova: Basta utilizar a identidade de Jacobi sobre os comutadores de peso maior
ou igual a 3 e a anticomutatividade para mostrar que cada comutador [z;,, ..., x;, | é
combinacao linear de comutadores do tipo [, Zs(1); ---s To(n-1)], 0 € Sp_1, obtendo
assim que o conjunto acima gera o espaco vetorial PL,,. Além disso o conjunto é line-
armente independente, pois escrevendo [z, To(1)s o) xa(n,l)] como uma combinacao
linear dos monomios x,(1y...T-(n), T € S, € suficiente mostrar que x,Zy(1)...To(n-1) €
o termo dominante de [z, To(1)y s :Ug(n_l)] com respeito a ordem lexicografica em

F(X). u

Exemplo 3.5 Mostremos que [xs, 3,11, x4) € uma combinagao linear de comuta-
dores do tipo (T4, To(1), To(2), Ta(3)], 0 € S
De fato, usando a identidade de Jacobi e propriedades de comutadores temos

(T2, 73,71, 24] = [[22, 73], 71 7\@)
= _[x17x47 [l’g,ngH [':E47 [.1'2,1'3],371]
—[[z1, 24], 22, 23] +Q/2_/, T3, T4 1]
== @/7 Zs3 xlaxll l’3,$4,$2,$1 [$4,$2,x3,$1]
= —[as, [I1,$4],x2} — [[21, 24], w9, T3] + [74, T3, T2, 71 — [24, T2, T3, 71]
= [[$1,x4],x3,l’2] + [1'4,.771,%2,373] + [1'4,.1'3,1’2,.771] - [1'4,5[;2,]73,%1]
- —[1'4,[[‘1,37371'2] + [$4,$1,5E2,$3] + [I’4,$3,.T2,$1] - [$4,$2,$3,$1].

3.2 Teorema da Base de Specht

Consideremos o espago dos polinomios proprios multilineares nas variaveis zy, ..
x, denotado por I';, = BN P,, para n > 1. Convencionamos dim I'g = 1.

°)

Ja sabemos pela Proposicao 3.1, que as identidades polinomias multilineares de
uma Pl-algebra unitaria A seguem a partir de polinomios proprios multilineares, ou
seja, dos elementos de I',, N Id(A).
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Provaremos agora o teorema que fornece uma base para o espaco I',, que é
conhecido como Teorema da Base de Specht, o qual foi demonstrado por Specht em
1950.

Teorema 3.6 O espaco I'), possui uma base que consiste de produtos de comuta-
dores:

[Z)’Jil,...,J]ik]...[l’jl,...,Ijt], (34)

onde:

(i) Todos os produtos sdo multilineares nas varidveis xy, ..., Tp.

(i) Cada comutador [z, ...,x,,| € normado 4 esquerda, de peso maior ou igual a
2 e o indice mdzrimo estd na primeira posi¢ao, isto €, r1 > ro, ..., Ts.

(i1i) No produto (3.4) temos k < ... < t, ou seja, os comutadores estio ordenados
pelos pesos.

() Se [Ty, ..., Tp,] €[Tgy, ..., Tq,] SG0 dois comutadores de mesmo peso consecutivos
em um produto do tipo (3.4), entdo o indice da primeira varidvel do primeiro
comutador € menor que o indice da primeira varidvel do sequndo comutador,
ou seja, p1 < qi.

Prova: Podemos escolher uma base de L(X) formada por elementos
L1, X2y -eny [ximxlé]a )

de modo que comutadores de peso menor precedam os de peso maior e dois comu-
tadores de mesmo peso sao comparados pelas suas primeiras varidveis. Com isto,
pela Proposigao 3.1 (i) e a Proposicao 3.4, o resultado segue. [ ]

Corolario 3.7 Para cadan =0,1,2,...,

n

dim I',, = n! (Z(—l)k%> .

k=0

Prova: Note que cada elemento da base de Specht é um produto

C1Cs...Cy
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de comutadores C; em varidveis distintas dentre as variaveis z, ..., x,,, com peso(C};) =
pj > 2.

Associamos a cada comutador C; de peso p; um ciclo de comprimento p;, onde o
primeiro elemento do ciclo é o indice da primeira variavel do comutador, o segundo
elemento do ciclo é o indice da segunda variavel do comutador e assim por diante,
por exemplo: a permutagao associada ao comutador

Oj = [xjusz;-“axjpj}a J1 > 72, woos Jpj

[N

(jl .j2 jpj>'

Assim, o produto C7C5...C; corresponde a um produto de ciclos disjuntos de
comprimento maior ou igual a 2 onde todos os nimeros de 1 até n aparecem.

Logo temos uma correspondéncia entre a base de Specht e o conjunto das per-
mutagoes cadticas em S, (que é o conjunto das permutagoes em S,, que movem
todos os elementos 1,...,n), pois uma permutacao é cadtica se, e somente se, é um
produto de ciclos disjuntos com peso maior ou igual a 2, onde todos os niimeros de
1 até n aparecem.

Dessa forma, contando o niimero de permutacoes cadticas, obtemos dim I',,.
Sabemos que o nimero total de permutagoes em S,, é dado por |S,| = n!. Para cada
1 < i < mn, considere Fix(i) = {o € S, : 0(i) = i} e, para um conjunto {4y, ..., }

com i1 < ... < iy, denote Fix(iy,....,ix) = () Fixz(i;). Temos
1<t<k
Ty = > |Fiz(i)| = > (n—1)! =n(n—1)! =n!
i=1

=1

|

= © (Fulii)= £ w-2=(5)n-2-

1<i<j<n 1<i<j<n 2 2!
o n n!
Ty = > |Fix(i, g, k)| = > (n=3)= ( >(n—3)!:—
1<i<j<k<n 1<i<j<k<n 3 3!

fn = Fiz(1,2,..,n) = (”) (n—n)l = n!

H.
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Como | J Fia(i)| = 32

(—1)771T}, segue que
=1 7=1

n

dim T, = [S,| — || Fiz(i)| = nl = > (=1)7'T;
=1

=nl— (T —To+ T3 — ...+ (=1)"'T,)
nl n! nl nl n! p T

:a—ﬂ—i-i—i—l—...—i-(—l)nE:Z(—l) H

" 1 n!
. _ k
dim T',, = n! ( g (—1) y> ~ —

Deste modo, ao trabalhar com polinomios préoprios multilineares no lugar de poli-
nomios multilineares arbitrarios, diminuimos a quantidade de calculos em aproxi-
madamente e vezes.

Podemos usar o seguinte resultado ([11], Exercicio 4.3.6) como um teste para
garantir quando um polinémio em F(X), com car F' = 0, é préprio.

Proposicao 3.8 Seja car F'=0. Um polinomio f(xq,...,x,) € F(X) € préprio se,
0

e somente se, as derivadas parciais formais

sao iguais a zero, parat = 1,....n,
9.
¢ a derivagao de F(X) definida por 5 - d;j o delta de Kronecker.

X X

onde

3.3 A Sequéncia das Codimensoes Prdéprias

Definic¢ao 3.9 Dada uma Pl-dlgebra (unitdria) A sobre um corpo F de carac-

teristica zero, para cada n > 0, podemos considerar o espago vetorial I',,(A) =
Ly,

———— . A sequéncia das codimensoes proprias de A é dada por
T, N Id(A) 1 prop P

?(A)=dim T',(A4), n=0,1,2, ...
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Considerando B,,(A) =

B F
M e F (A= —— ™
B ¢ A = BoaTaay

o préximo resul-

tado nos diz como podemos determinar uma base para F,,(A) a partir de uma base
de B,,(A), e uma base para P,(A) a partir de uma base de I'y(A), quando A é uma
PI-algebra unitaria sobre um corpo infinito.

Teorema 3.10 Considere A uma Pl-dlgebra unitdaria sobre um corpo infinito F.

(i)

(i)

Seja

{9;(z1,....2) g =1,2,...}
uma base do espaco vetorial B,,(A). Entao {xi*..x0mg;(z1,...,xm) @ j =
0,1,...; a; > 0} € uma base de F,,(A).

Se o conjunto {fjr(z1,...,x) 1 j =1,2,...,ch(A)} € uma base do espago veto-
F{X)
F(X)NI1d(A)
entao, paran > k, o espaco P, (A) tem uma base consistindo de todos polinomios

multilineares da forma

rial Tp(A) dos polinémios préprios multilineares de grau k em

Tpyoelp, o fik(@grs oy g)y J=1,2,...,(A), k=0,1,2,...,n,

onde p1 < ... < Pk €qr < ...< Q.

Prova:

(i)

Consideremos a projecao

B,
B, — BN 1dd) Bn(A).

Dada uma base {g;(x1, ..., xp) : j > 1} de B,,(A), consideramos g;(z1, ..., Tm) €
B,, a pré-imagem homogénea de g; € B,,(A), para j > 1. Escolhendo uma
base homogénea arbitraria {hy : £ > 1} de B,, N Id(A), temos que

{g;(z1, s tm), by 1 J > 1,k > 1}
é uma base homogénea de B,,. Pela Observacao 3.3 vemos que
21t gi (T, ey ), 05 > 0,5 > 1

geram F,,, (médulo F,, N Id(A)), ou seja, F,,,(A) é gerado por estes elementos.
Ainda estes elementos sao linearmente independentes, pois caso

Zk 2t gi (T, s T) = 0 mod(F,, N 1d(A)),
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entdo »  k;xt...xdmg;(z1, ..., Ty) € 1d(A), logo usando o raciocinio da demons-
tragao da Proposicao 3.1 (i) obtemos Y k;g;(x1, ..., Zy) = 0 € como

{gj(xlv 7xm) : j Z 1}
¢ uma base do espago vetorial B,,(A) o resultado segue.

A demonstracao é similar, basta considerar a projecao

L'y

Tomamos polinomios multilineares fjk(wl, ., xr) € D'y, para serem as pré-
imagens de fjx(z1,...,2;) € 'y e escolhemos uma base multilinear para I'y N
Id(A), a saber, {vs : s > 1}, assim

{f;k(ml, e @), Vs 1S > 1 j =1, (A}

forma um conjunto gerador multilinear para I'y. Portanto, fazendo isto para
cada 0 < k < n, temos que os polinomios

Tpy T, fik(Tgrs ooy g, ), para j=1,2, ... ¢ (A),

com p; < ... < pppeq < ..<q geram P, médulo P, N Id(A) e estes
elementos sao linearmente independentes. Logo formam uma base para P, (A).

Lembramos que F)! é a componente homogénea de grau n de F,,. Seja B] o
subespaco de todos os polinomios proprios homogéneos de grau n em F,,, isto é,
B = BN E’. Temos que B é um GL,,(F)-submddulo de F,,. Logo podemos
decompor B)' em uma soma de submddulos irredutiveis. Temos ainda que é possivel
obtermos uma observacao andloga a Observacao 1.48 para os espacos de polinomios
proprios B e I'),. Utilizaremos este fato no exemplo a seguir no qual apresentaremos
a decomposicao destes espacos paran =4 en = 5.

Exemplo 3.11 A decomposicao do Sy-mddulo I'y € dada por

T, 2 M(3,1) & M(2%) & M(2,1%) & M(14),

onde My € o Sy-submaodulo irredutivel correspondente a \ F 4.
De fato pelo comentdrio anterior basta mostrar que a decomposicio do G L, (F)-
mdédulo B ¢ dada por

Bl =W, (3,1) @ W, (23) @ W, (2,1%) @ W, (1%).

m
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Agora mostraremos a decomposicao de B utilizando para isso os vetores de peso
mdximo e, para calcular as dimensoes dos Sy-modulos irredutiveis utilizaremos a

formula do gancho da Proposi¢ao 1.30. Temos
dim M(3,1) = dim M(2,1%) = 3,
dim M (2?) = 2, dim M(1*) = 1.
Como
dimTy = 9 = dim M (3,1) + dim M (2*) 4+ dim M(2,1?) + dim M (1%),

¢ suficiente obter em B um vetor de peso mdzimo f} para cada A = (3,1),(2?), (2,1%),
(1%). Isto garantird que o G L, (F)-mddulo

Win(3,1) © Wi (2%) ® W, (2, 1) @ W, (1Y)
¢ um submddulo de B2 | portanto,
M(3,1) @ M(2*) @ M(2,1%) & M(1*)

serd um Sy-submodulo de T'y. Como a dimensdo deste Sy-submaodulo € igual a di-
mensao de I'y, obtemos que esta decomposicao coincide com a decomposicao de I'y.
Nas tabelas a sequir apresentamos os vetores de peso mdzimo fy de F*. os homo-
morfismos de GL,,(F)-mddulos de F? para B} e suas imagens (respectivos vetores

de peso mdzimo f de Bl ):

A vetores de peso mdzimo (fy) ) homomorfismos
mmagem de T, TipTisTiy
4 ]
(3,1) Sto(z1, )73 @ [Tiy, Tin, Tig, Tiy)

Stz(ml, :Bg)Stg (;r1, .IQ)

@ @iy, T | [Ty, Tiy ]

2,1?) Sts(z1,x2,z3)T1 0 : [y, Ty [Tig, Tiy ]
5 Sta(z1, 2,13, 74) ) [Tiq, Tiy | [Tig, Tiy)

imagens “ A

0

d(f3,1)) = 2[z1, %2, 21, 31] 1

¢(f(22)) = 2[w1, z2]? 1

9(f(2712)) = 2[x1,:p3][:)31,x2} 72[$1,$2][$1,(£3] 1

V(faay) = A, wo]les, wa] + 4wz, za][wr, w2] + 4fxs, 21][22, 4] ,

+4[z2, z4][r3, 1] + 422, T3] [21, T4] + 4[1, T4][T2, T3]

7z . . ~ 5 ’ .
De modo andlogo verificamos que a decomposicao de B,, € a sequinte

B2 = W,,(4,1) @ 2W,,(3,2) @ 2W,,(3,1%) @ 2W,,(2%, 1) @ 2W,,,(2, 1%),
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pois as dimensoes dos Ss-maodulos irredutiveis sao
dim M(4,1) = dim M(2,1°%) = 4,

dim M(3,2) = dim M(2% 1) =5, dim M(3,1%) = 6.

Além disso,
dim s = 44 = dim M (4,1) +2dim M (3,2) +2dim M (3,1?)

+2dim M(2%1) +2dim M(2,1%).

Note que neste caso enquanto para A = (4, 1) precisamos apenas encontrar um vetor
de peso mdzimo f; em B2, (o que pode ser feito de maneira andloga ¢ acima), para
as demais particoes precisamos obter dois vetores de peso mdximo linearmente inde-
pendentes. Por exemplo, para A = (3,2) definimos os homomorfismos de G L, (F)-
modulos

V; - F% — Bfn,pamz’ =1,2,

por
28 R R ['Tiwxizaxis][xiwxu]

Y2 1 Ty . Tig 7 [xi1>xi2][$2'37 Liy, xis]

e 0s polinomios

<P1<f(3,2)) = 4[55275517171”5527131]7 902(f(3,2)) = 4[$2,$U1][372,SU1,171]

s@o vetores de peso mdzimo linearmente independentes. Logo 2W,,(3,2) C B3 . As
consideracoes para 0s demais \ sao andlogas. Portanto temos a sequinte decom-
posicao para I's

D52 M(4,1) ®2M(3,2) ®2M(3,1%) @ 2M (2%, 1) @ 2M (2, 1%).

3.4 Relacao entre Codimensoes Ordinarias e
Codimensoes Proéprias

Apresentaremos nesta se¢ao um resultado que relaciona as codimensoes ordinérias
e as codimensoes proprias de uma Pl-adlgebra unitaria sobre um corpo infinito F.
Usando este importante resultado verificaremos que uma Pl-algebra unitaria tem
codimensao ou exponencial maior ou igual a 2! ou polinomial com coeficiente
dominante racional.

64



Teorema 3.12 (Drensky e Regev, 1996) Seja A uma Pl-dlgebra unitdria sobre

um corpo infinito F, entao c,(A) = Z <Z>c£(A), para n > 0.
k=0

Prova: No Teorema 3.10, para cada k = 0, 1, ...,n, considerando uma base

{fir(z1,..m) 17 =1,2,...,ch(A)}

de I'y(A), construimos uma base de P, (A) formada pelos elementos x,, ...xp, _, fir(Zq,,
ey ), para j = 1,2, ... (A), k=0,1,2,..,n, comp; < ... < pppeq < .. <
qi- Assim, para cada um dos ¢} (A) polindomios fj; em I'y(A), construimos (Z)

polindmios da forma

Tpy T, Jik(Tgys s @gp,), cOM Py < oo < Pk € @1 < ... < q em P,(A),

uma vez que temos ( k) maneiras de escolher as k varidveis que aparecem em fjj.

Logo, para cada k = 0,1, ..., n, temos (Z) ct (A) polinomios, e portanto o nimero
total de polinomios da base de P,(A) é dado por ¢,(A) = Z (n>cﬁ(A) [
k=0
Lema 3.13 (Drensky e Regev, 1996) Se, para uma Pl-dlgebra unitdria A, existe
k tal que ¢ (A) =0, entao ¢?,(A) =0 para todo m > 2k.

Prova: Seja b, (A) = 0. Logo I'yr = I'yp, N Id(A) e assim I'y, C Id(A). Considere
n > 2ke
U = [To1), -] o[y Tom)] € I'n, para o € 5,.

Se u é um produto de comutadores de peso 2, entao n é par e

U = ([To(1), To@))-- [To(2r-1) To(2k)]) [To@2kt1)s To@kt2)]--[To(n-1), Tom))]

pertence a Id(A).

Suponhamos que u € I',, seja um produto de comutadores de peso no maximo ¢
com t > 2 e que, para todo produto de comutadores u' com peso no maximo ¢t — 1
em I'y, com 2k < v < n, temos v’ € Id(A). Como u contém um comutador de peso
maior que 2, ou seja,

u = [l'a(l), ...]...[Ia(p), l‘a(erl), :L'U(p+2), ][, :L‘U(n)],
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renomeando o comutador [Z,(y), Te(p+1)] POI ¥ Obtemos um elemento u que é uma
consequéncia de comutadores em I',,_;. Usando inducao, temos u € Id(A) e apli-
cando o endomorfismo y — [Zo(p), To(pt1)], Obtemos u € Id(A). [

Teorema 3.14 (Drensky e Regev, 1996) Seja A uma Pl-dlgebra unitdria. Entdo
ou

(i) cn(A) > 2771 logo c,(A) € exponencial ou
(ii) existe um inteiro k > 0 e um nimero racional q tal que

ca(A) = qn* +O(n*),

L, <11 1)
I T )

Prova:

(i) Supondo ¢, (A) # 0 para todo I > 0, entdo, pelo Teorema 3.12,
& n
B e~
7=0 J 3>0 j=>0 2‘7
(ii) Agorase cb(A) = 0, para algum [/, entao pelo Lema 3.13, existe k£ > 0 de modo
k
que 4 (A) # 0ec? (A) = 0 para todom > k. Portanto, ¢, (A Z ( )

J=0
e entao

a@) = () (")am

CQ(A) k-1 n
= =1 (n—k+1)+ 3 (j)c§<A)
ck(A !
_ IE:!) ko
cx(4)

Como ¢} (A) é um inteiro temos g = um nudmero racional. Pelo fato de

k!
1 < (A) <dim I'y e pelo Coroldrio 3.7 segue que

ca(A) = gn* + O(n* ),
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Pelo Teorema anterior uma PI-algebra unitaria ou tem crescimento exponencial
maior ou igual a 2", o qual nao é polinomial, pois 2"~! > an’ para todo a,t > 0 e
n suficientemente grande ou tem crescimento polinomial.

Corolario 3.15 Seja A uma dlgebra associativa com unidade. Se a sequéncia de
codimensao c,(A), n =0,1,2, ..., € limitada por uma fun¢ao polinomial, entdo c,(A)
€ um polinomio com coeficientes racionais.

Prova: Segue da demonstragao do Teorema 3.14 que, como ¢,(A) é limitada por
uma fung¢ao polinomial, entao existe k& > 0 de modo que f(A) # 0 e & (A) = 0,

k k (A
para todo m > k. Logo ¢,(A) = > <n>c§(A) =>nn—-1)..(n—j+1) J(,' )

j=0 \J j=0 J:
Expandindo todos os produtos e coletando o coeficiente ¢; de cada n’, para j =
0,1,...,k, vemos que ¢; € Q, para todo j (ja que ¢/(A) é um inteiro para todo i) e
k

assim ¢, (A4) = > ¢;n’ é um polindmio com coeficientes racionais.
i=0
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Capitulo 4

Algebras de Matrizes de
Crescimento Polinomial das
Codimensoes

Estudaremos algebras associativas unitarias com crescimento polinomial das
codimensoes. Para qualquer grau fixo k, construiremos algebras associativas cuja
sequencia de codimensoes tem o maior e o menor crescimento polinomial possivel de
grau k, explicitando as identidades destas algebras segundo os resultados demons-
trados em [18].

4.1 Introducao

Seja A uma algebra associativa sobre um corpo F' e seja ¢,(A), n = 1,2,...,; a
sequéncia das codimensoes. No caso em que A é uma Pl-algebra, Regev provou
em [34], que ¢,(A) é limitada exponencialmente e se carF = 0, conforme vimos
no Teorema 3.14, ou ¢,(A) cresce exponencial ou polinomialmente. Abordaremos o
caso de crescimento polinomial. Neste caso provamos, no Teorema 3.14, que ¢, (A)
se comporta assintoticamente como

cn(A) = gn* + O(n*1) =~ ¢n*, quando n — oo

para algum nimero racional ¢. Além disso, se A é uma &algebra unitaria e k > 1,

k .
1 —1) 1
7 <qg< ; (b j!) == quando k& — oo, (4.1)
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onde e = 2, 71... No caso de A ser uma algebra nao unitaria, para qualquer 0 < q €
Q, é possivel construir uma algebra A tal que ¢, (A) ~ gn*, para um k conveniente
[10].

O nosso objetivo é construir Pl-algebras que atingem o menor e o maior valor

de q. Construiremos uma algebra de matrizes triangulares superiores usando o valor
ko (—1)7
=2 J !

- Ainda provaremos que o limite inferior de (4.1) é obtido apenas no

caso em que k é par. Para k impar o limite inferior é dado por e construiremos

k!

uma algebra com tal propriedade.

A técnica utilizada é baseada em calculos da sequéncia de codimensoes ordinérias
e da sequéncia de codimensoes préprias de uma Pl-algebra. Uma exposicao detalha-
da de ambas foi feita no Capitulo 3.

Suponha agora que ¢,(A) = gn* + O(n*~!) é um polinémio de grau k. No Teo-
rema 3.14 provamos que o coeficiente dominante ¢ é um numero racional satisfazendo
a desigualdade (4.1).

Primeiro melhoraremos o limite inferior de ¢ para k& impar.

Proposicao 4.1 (Giambruno, La Mattina e Petrogradsky, 2007)

Seja A uma Pl-dlgebra unitdria sobre um corpo F' de caracteristica zero. Se ¢, (A) =
qn* + O(n*=Y), para algum inteiro impar k > 1 e um mimero racional q, entdo
q=> T

Prova: Como vimos na demonstracao do item (ii) do Teorema 3.14 temos

cn(A) = i (77>c§<A) = &(A) (Z) +§ (?)cf(/l) ~ Czlif%’f, quando n — co-

Logo q = e precisamos calcular o menor valor possivel de ¢} (A).

Sabemos que o grupo simétrico Sy age sobre o espago vetorial Py, = Py(x1, ..., Tx)
dos polinomios multilineares de grau k, permutando as variaveis e P é isomorfo
ao Sp-modulo regular, ou seja, P, = F'Si. Pela Observacao 1.45, P, tem apenas
dois submoédulos unidimensionais correspondendo aos diagramas de Young A = (k)
e A = (1¥). Os submédulos de dimensao 1 sdo gerados pelos vetores de peso maximo

multilinearizados
fo="> Ty Ta)
TES
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St = Z (—1)7Tx7r(1)...$7r(k),

TES

correspondentes as particoes A = (k) e A = (1¥), respectivamente. Claramente,

[y C Py é um Sk-submédulo e, como I'y N Id(A) é invariante sobre permutagoes das
[y

Iy NId(A)

o qual é chamado o k- ésimo cocaracter proprio de A. Pela redutibilidade completa,

X+ (A) se decompoe em caracteres irredutiveis e assim podemos escrever

Xi(A) = ZmAX)n (4.2)

Ak

variaveis, torna-se um Sy-médulo. Denotaremos seu caracter por xh(A)

onde x, é o Sp-caracter irredutivel associado a particao A e my é a multiplicidade
correspondente. Logo ¢f(A) = >~ maxa(1).
Ak

Pode ser facilmente verificado usando a Proposicao 3.8, que fi ¢ 'y, para todo

k. Além disso, Sty & 'y, para k impar, e St € ['y, para k par. Portanto, quando

k é impar, o menor grau possivel aparecendo em (4.2) com multiplicidade nao nula

Aa(A) k-1

> .
KTk

deve ser k — 1 pela Observacao 1.45. Logo ¢ = [ ]

Na proxima se¢ao provaremos, construindo algebras convenientes, que o limite
superior e o limite inferior de ¢ sao realmente obtidos para todo k.

4.2 Pl-algebras que atingem os limites

Nesta secao, para qualquer k > 1 fixo, construiremos élgebras associativas com
unidade, cuja sequéncia de codimensoes é dada assintoticamente pelo maior ou
menor polinomio possivel de grau k.

Seja Uy = Ui(F) a algebra das matrizes triangulares superiores k X k com en-
tradas em F' e entradas iguais na diagonal principal, isto é,

o 2 Q13 ... Qg
0 o Qo3 ... Qg
U, = 0 O O N 213 to, ap €F -

o
O e
o
Q
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Note que no caso particular k£ = 3, Uy, ¢é a dlgebra M3 vista no Lema 2.10, a qual

n(n—1)+2

tem sequéncia de codimensoes e o T-ideal das identidades gerado por

[y, 2] e [z, y][z, w].

No préximo teorema provaremos que a algebra Uy tem o maior crescimento
polinomial possivel de grau k — 1, a saber, ¢,(Uy) ~ ¢gn*~!, quando n — oo, onde

k=1 (—-1)J dim I';
=% E seja g, = ML

j=2 7! 1.
matrizes estritamente triangulares superiores sobre F.

e considere também SU, = SUL(F) a élgebra das

Teorema 4.2 (Giambruno, La Mattina e Petrogradsky, 2007)
Seja F' um corpo infinito. Entao:

(i) Uma base de identidades de Uy é dada pelo produto de comutadores de grau
total k da forma

[Z1, ooy Tay | [Tayt1s o Tag ) [Tar_ 1415 s Tay s (4.3)

com a, = k, quando k € par, e pelos polindmios em (4.3) mais o polinomio de
grau k +1
(21, za].. [Tk, Tppa],

quando k for impar.

(i)

T
L

n!

— ;= Op_1n* L, quandon — .
(n—Jj)!

Cn<Uk) = :

J

Il
o

Prova: Para uq,...,u; € Uy, escreva u; = o, F + v;, com v; € SUp, 1 < i < t, onde
FE denota a matriz identidade k£ x k. Entao

[Uy, ..., ] = [v1, ..., 0] € (SUR),

e, pelo fato de SUy ser um ideal nilpotente de indice de nilpoténcia k, ou seja,
(SUR)* = 0, segue que todos os polindmios em (4.3) produzem identidades de Uy.
Se k ¢é impar, obtemos que [z1, x3]...[Tk, Tg11] ¢ também uma identidade de Uy.

Seja agora f € Id(Uy). Como vimos na Proposicao 3.1, as identidades polinomi-
ais de uma algebra unitaria sobre um corpo infinito seguem dos polinémios proprios,
logo podemos assumir que f é préprio. Além disso, sabe-se que x;...x; é uma base
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das identidades de SUy ([30], [36]). Portanto, em particular, SUy nao satisfaz qual-
quer identidade de grau menor que k. Se f é uma identidade de SUy C Uy, entao o
grau de f é maior ou igual a k. Por outro lado, é claro que um comutador de peso
m > 2 é uma consequéncia de qualquer comutador de peso menor que m. Assim um
produto de comutadores de peso total m > k é uma consequéncia de produtos de
comutadores de peso total menor que m e, portanto, f resulta dos polindmios em
(4.3) ou do polinémio [xy, xa)...[Tk, Tr+1]. Isto prova a primeira afirmagao.

De (i) se f € Ty, para t < k, entdo f ndo é uma identidade de Uj. Logo, para
qualquer ¢ < k, temos I'; N Id(Uy) = {0} e assim ¢/ (Uy) = dimp I'; = ¢!6,. Por outro
lado, se t > k entao I'y N Id(Uy) =Ty e assim ¢} (Uy) = 0. Logo

cn(Uy) = § (?)cg’(Uk) - S (Z‘)we - (n+!—i—1)!0k_l +§ (7)219

1=0 =0 -0
n(n—1)...(n —k+1)! 2 /n
— |
e 2 ()

quando n — oo.

A importancia de Uy é mostrada a seguir.

Teorema 4.3 (Giambruno, La Mattina e Petrogradsky, 2007)
Seja A uma dlgebra unitdria sobre um corpo infinito F tal que c,(A) =~ qn*, quando
n — oo. Entao Id(A) 2 Id(Uk41).

Prova: Por hipétese, c,(4) = > (n

1=0

)cf(A) e cp,;(A) = 0, para todo j > 1.

i
. Dy

b .;(4) = dim m temos I'yy; = Ty, [ Id(A) e, portanto,

['y+; C Id(A), para j > 1. Pelo Teorema 4.2, Id(Uy41) é gerado por I'y11 e, no caso

k par, também por [zq, g]...[Tkr1, Tri2] € Tkiz, assim obtemos Id(Ugyq1) C Id(A).

Como 0 = &

Agora retornamos ao problema de construir algebras de crescimento polinomial
das codimensoes atingindo o menor valor possivel para q.
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k=1

Suponha k > 3. Considere J = ) e;,+1 € Uy, a matriz com entradas nao nulas
i=1

iguais a 1 somente na diagonal imediatamente acima da diagonal principal. Para

cada l € {1,2,...,k — 1} defina a subélgebra de U, como segue:
Ny = Niy(F) = spanp{E, J, J?, T el e, o €1k ej 1 j—i>k—1}
O caso seguinte
Ny, = N1 = spanp{E, J, J? ..., J* 2 e, 13, ..., e11.} = Ny

¢ de interesse especial, pois esta dlgebra é gerada por {E, J, e1o}. Em geral temos a
seguinte inclusao estrita:

Nk71 = Nk72 C ... C Nk,k—l = U,.

Exemplo 4.4 Consideremos k =6 el <[ <k —1=05. As subdlgebras Ny, de Us
8G0:
N6,1 = spanF{E, J, Jz, JS: J4; €12, €13, €14, €15, 616}7

5

_ _ 2 3 _

onde J = ) €41 = €12+ €23 + €34 + €45 + €56, J* = €13 + eos + €35 + €q5, J° =
=1

€14 + €25 +1236, J4 = e15 + €95 €
N2 = SpCmF{E, J, JQ, J3; €12, €13, €14, €15, €16, 626}7
Nes = Sp(mF{E7 J, J2; €12, €13, €14, €15, €16, €25, €26, 636}:
N6,4 = SPGTLF{Ey J; €12, €13, €14, €15, €16, €24, €25, €26, €35, €36, 646}7

N6,5 = SpfmF{E; €12, €13, €14, €15, €16, €23, €24, €25, €26, €34, €35, €36, €45, €46, 656}-

a1l a2 a1z ai4 a5 aie
0 a11 a23 ag4 azs agze
. o 0 0 ail a3 a4 ag2s . y 1
Assim Ng 1 = 0 0 0 an awm am ta; €F,1<0<2,1<5<6,
0 0 0 0 a1 a23
0 0 0 0 0 arl
(/[ a1 a2 a3 ais a5 aig )
0 a11 a23 a24 azs age
0 0 ail a23 a24 a5 . y 1
N672_ 0 0 0 a1l  a23  a24 a'LJGF71§Z§271§j§6 )
0 0 0 0 ai1 a3
L 0 0 0 0 0 a1l y,
(/[ a1 a12 a3 a4 a5 aig )
0 a11 a23 a24 a5 age
0 0 ail  a23 G24 A36 . ; )
N673_ 0 0 0 ail a3  a24 'aijEF’1§Z§3’1§]S6 )
0 0 0 0 aj]  ag3
L\ o o o 0o 0 an J
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ail a2

0 a1

0 0

N6,4 - 0 0

0 0

0 0

€

a1l a2 a3
0 a1 ao3
_ 0 0 ail
N6,5 - 0 0 0
0 0 0
0 0 0

a13
a23
ail

0

a4
a24
as4
aii
0
0

a14
a24
a23
ail
0
0

ais
azs
ass
a4s
aii
0

ais  aie
azs  a26
a3s ase . . .
a3 a4 'aijeF71§Z§4,1§j§6
ail a3
0 an
aie
a6
Ziz ra; € F,1<1<5,1<j<6 ) =Us.
ase

ail

Portanto N671 = Ngyg C N6’3 C N674 C N6’5 = U6'

Mostraremos que as algebras Nj, Ny 3, ..., Ni p—2 tém assintoticamente o mesmo
crescimento das codimensoes o qual ¢é diferente daquele de Ny ;1 = Uy, para k > 4.

Exemplo 4.5 Descreveremos os elementos tipicos de alguns comutadores na dlgebra

Nkl.
Sejam A, B,C,D,E € Ng; = Ngo. Assim,
0 0 oa13 aig
0 0 0 0
0 0 0 0
[Av B] = 0 0 O 0
0 0 0 0
0 0 o0 0
0 0 0 PBia
00 0 0
000 0
[A7B’ O] = 00 0 O
000 0
000 O
0 0 0
0 0 0
0 0 0
[A,B,C,Dl=| 4 o o
0 0 0
0 0 0
[A,B,C,D,E] =

ais  a1g

0 0

OO [ F,i=1,3<j<6
0 0 7(12]6 y =1, =70
0 0

0 0

Bis  Bies

0 0

RO ¥ F i=1,4<j<6
0 0 75%]6 y =1, =70
0 0

0 0
0 ms5 716
0 0 0
0 0 0 ) . .
0O 0 0 a7ij€F7Z:17]:5767
0 0 0
0 0 0

0 0 0 0 0 9416

0O 0 0 0 O 0

00 000 0 )

00 000 O ;016 € F.

0O 0 0 0 O 0

0O 0 O 0 O 0



Sejam A, B,C,D,E € Ng3. Logo

);az]EF,i1,2,3<j<6,

16
26
0
0
0
0

o5
0
0
0
0
0

<
JOoO oo oo

™
TJOoO oo oo

[ee el e i)

(e en el e B M en)

N~ —
I
&)
=

);ﬁlje 7Z:174§j§67

©
-0 O O OO
Q

0
SO o000
Q

<
SO o000
Q

(el eleloNoNe)
(el NNl

(e en e e e M e)

o (

);WUE 7i:17j:5767

©o
40 OO oo

0
JO0 OO oo

(=il ool
SO OO0 OO
(el elololNoNel

(el eleloNoNel

[A,B,C, D] = (

);516€F.

©
oo ooo
)

(el eloloNoNel
[N ool NNl
oo oo oo
(el el el B el an)

(=il

[A,B,C,D,E] = (

Sejam A, B,C, D, E € Ng4. Portanto,

<0,

;35

1<:<3

);O@G )

a16

Q26
3
0
0
0

);6746 77':17274§]§67

<t
el elei o]
Q

(el NoNe)
(el el e

(e e el B el en)

- (

);’Y’LJE 72.:17.].:5767

©
O OO oo

0
JO0 OO oo

(=il ool
SO OO0 OO
(el eloloNoel

[N eloloNoel

[A,B,C,D] = (
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[=2]

[A,B,C,D,E]: ;016 € F.

[N el el e N e N an]
oo oo o
S oo OoCOoOOo
[Nl NN
[N elolo NNl
ocococoox

Teorema 4.6 (Giambruno, La Mattina e Petrogradsky, 2007)
Sejam 1, k inteiros positivos tais que 1 <1 < k—2,k > 4. Se F' ¢ um corpo infinito,
entao:

(1) Ny e Uy geram variedades diferentes.

(i1) Quando n — oo, o comportamento assintotico das codimensoes de Ny é dado
por
k—2
cn(Ny) ~ ————pkL.
(Nea) (k—1)!
Prova: Como Nj; é uma subalgebra de Uy, ¢,(Nk,;) < ¢,(Ux). Logo pelo Teorema
4.2 ?(Ng,;) = 0, para todo n > k e assim precisamos calcular ¢;_,(Ng,). Para este
fim afirmamos que o polinémio [z, ..., x—1] ndo ¢ uma identidade de Ny .

De fato, substituindo z; = ejg, 29 = ... = 231 = J no comutador obtemos
[e12, J, ..., J| = e1x # 0. Por outro lado, qualquer produto de comutadores de Lie

[T1, ey T | [Ty i1y ooy Ty oo [Ty 11y ooy Ty (4.4)

de grau total r, = k — 1 e contendo ¢ > 2 comutadores ¢ uma identidade de Ny;.

Com efeito considere o polindémio [z1, xg, ..., x,], onde r > 2. Por indugao sobre
r prova-se que o resultado de todas as substitui¢oes por elementos de Nj; no comu-
tador [z1, 29, ..., x,| estd contido no espago vetorial spanp{ey 41, €142, ..., €1k} €;j
j—i>k—1l+r—1}

Note que a primeira parte deste conjunto contém matrizes cujas entradas nao
nulas estao sobre ou acima da r-ésima diagonal acima da diagonal principal, en-
quanto a segunda parte estd sobre ou acima da diagonal r + (k — 1 —1) > r + 1.
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Ao considerarmos a matriz resultante da avaliacao dos elementos da &dlgebra
Ny no produto (4.4), vemos que um elemento nao nulo nesta matriz sé podera ser
obtido a partir do produto dos elementos das diagonais 71, (1o — 71), ..., (s — r¢_1)
das matrizes obtidas dos comutadores de pesos ry, 79, ..., ¢, respectivamente, pois
ry = k—1. Mas estes elementos pertencem a primeira linha e, portanto, como r; > 2
e t > 2, concluimos que seu produto nos dé o elemento nulo. Logo (4.4) é uma
identidade de Ny, que nao é uma identidade de Uy, pelo Teorema 4.2. Obtemos que
I'y—1 é gerado médulo Id(Ny,;) pelos comutadores

[xiuxizv '-'7xik_1] (45)

de comprimento k — 1. Afirmamos que podemos tomar i; > is < ... < 7p_1.

Para este fim provaremos que Ny ; satisfaz as identidades

Hxh [ERE) $7’]7 [xr-i-la IT—}—Q]a Try3, ..oy xk—l]a r Z 2. (46)

De fato, pelo argumento acima, qualquer avaliacao dos dois primeiros comuta-
dores por elementos de Nj; produz matrizes cujas entradas nao nulas estao sobre
ou acima da r-ésima diagonal e da segunda diagonal acima da diagonal principal,
respectivamente, enquanto os k —r — 3 fatores restantes sao matrizes cujas entradas
nao nulas estao no minimo sobre a primeira diagonal, pois a diagonal principal é
central. Somente o caso extremo poderia ser um produto nao nulo, mas neste caso
os dois primeiros fatores pertencem a primeira linha e conseguimos anular.

As identidades (4.6) nos permitem permutar os elementos ..., x;_, N0 CO-
mutador (4.5) de um modo arbitrario. Também, podemos fazer x;, minimo entre
{4, xi,, iy } usando a identidade de Jacobi.

Portanto, os polinomios [x;, 1, ..., Ty, ..., Tx_1], © = 2,3, ...,k — 1, onde o simbolo
z; significa que a varidvel x; estd omitida, geram I'y_; mddulo Id(Ny,).
Para mostrar que estes elementos sao linearmente independentes consideraremos

k—1
f= Zaj[xj,xl,xg, s Ty ooy Tp—1) = 0, médulo Id(Ny,), com a; € F.
=2
Fazendo a seguinte substituicao zo = €19, 1 = 23 = ... = 2, = J obte-
mos f(J,ein,J,....,J) = alers, J, ..., J] = aerg-1)+1 = 0, e portanto oy = 0.
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Prosseguindo de modo andlogo obtemos «; = 0, para 3 < ¢ < k — 1. Assim os
polinémios [z, 1, ..., Ti, ..., Tg_1], © = 2,3,...,k — 1, formam uma base para I'y_;
moédulo Id(Ny,). Logo ¢ (Ny,) =k —2e

J=0 =0
n(n —1)...(n — k + 2) SIQY
R AP IV A
=0
k-2 _
=5 towT)
k=2
Portanto, quando n — 0o, ¢, (Nk,;) ~ (k — 1)1”

A seguir descrevemos explicitamente as identidades de N, = N1 = Nj 2. Lembre
que definimos Nj; somente para k > 3.

Teorema 4.7 (Giambruno, La Mattina e Petrogradsky, 2007)
Sejam k > 3 e F um corpo de caracteristica zero. Entao:

(1) Uma base das identidades de Ny, € dada pelos polindmios

(1, .y xy], (21, 2223, 4] (4.7)

(i) O comportamento assintdtico das codimensoes c,(Ny), quando n — oo, € dado

por
k—1
B . n\ k-2 ,,

Prova: E claro que [Ni, Ni| C span{eis, 14, ..., €11}, pela demonstragao do Teo-
rema 4.6. Assim [z1, 25][z3, 4] é uma identidade de Nj. A outra identidade em (4.7)
segue do Teorema 4.2, pois N é uma subalgebra de Uy.

Seja agora f uma identidade de N;. Como Nj é uma algebra com unidade, pela
Proposicao 3.1, podemos tomar f proprio multilinear. Apds reduzir o polindmio
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f médulo as identidades em (4.7), pela demonstracao do Teorema 4.6, f pode ser
escrito como uma combinagao linear de comutadores normados a esquerda de peso
digamos s < k — 1, isto é,

S
f= g ajlxj, T, T2, ..., Tj, ..., Ts), com o € F.

Como f € Id(Ny) substituindo xs = €13, 1 = J, e 3 = ... = x5 = J obtemos
0= f(J, e, J,....J) = aslern, J, ..., J| = ageq 511, € assim ap = 0 (j& que €3 511 # 0).
De modo andlogo obtemos a; = 0, para j = 3, ..., s. Logo uma base das identidades
de Nj é dada pelos polinomios (4.7).

Note que os argumentos acima também provam que os polindémios [x;, 1, ..., Ty, ..., T,
onde 7 = 2,3, ..., s formam uma base de polinomios préprios multilineares de grau s
k=1 /p
médulo Id(Ny). Logo B(Ny) = s—1, paras = 2,....k—1, e c,(Ng) = > (J)cg(]\fk) =

Jj=0

(o) 050+ ()t + () N ‘”kzl“‘”(j) pois A =

J J
A (Np) =0ecj(Ny) =j— 1 para j — 1. Assim

k—2

_ k=2 k—2
E consequentemente, quando n — oo, temos
k—2
(N) ~ ————nk L
en(Ne) > gy
[ ]

Vamos introduzir agora a algebra G que também é uma algebra de dimensao
finita, obteremos uma base para o T-ideal desta e verificaremos que ¢,(Ga) tem

o menor crescimento polinomial possivel de grau 2k, a saber, c,(Ga) ~ ——n?F,

(2k)!
quando n — oo-

Seja Gop a algebra de Grassmann com unidade sobre um espago vetorial de
dimensao 2k sobre um corpo F' de caracteristica diferente de 2. Lembre que
Gor = (1, €1,..., €95 : €;ej = —e;€;)
e Gor, = spanp{e;,...e;. + 0 <y < .. < i, < 2k}. Podemos decompor G da

seguinte forma Gy = Gg,? ) GSC), onde Gg,? e GSC) sao os subespacos gerados pelos

monomios nos e;s de graus par e impar, respectivamente.
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Teorema 4.8 (Giambruno, La Mattina e Petrogradsky, 2007)
Seja F' um corpo de caracteristica zero. Entao:

(i) Uma base de identidades da dlgebra Goy, € dada pelos polinomios

(21, T2, 3], [T1, Ta)...[Tok 41, Torta]. (4.8)
" /n 1
(11) cn(Gax) = Z ( ) ~ ——n** quandon — oco-
«\2j (2k)!

j=

Prova: E facil ver que os polindmios em (4.8) sdo identidades para Gay, pois
[1, 9, 23] gera o T-ideal da algebra de Grassmann de dimensao infinita e quando
substituimos elementos de Goi, em [x1, Z3)]...[Tox 11, Togr2] Obtemos um monomio de
grau 2k + 2.

Seja agora f uma identidade de Gg,. Como F' é um corpo de caracteristica zero,
pela Proposicao 3.1, podemos assumir f um polinémio préprio multilinear. Apds
reduzir o polinémio f mddulo as identidades em (4.8) obtemos que f é um pro-
duto de comutadores de Lie de peso 2. Pode ser verificado que [y, z|[y,z] = 0 é
uma consequéncia de [z1, xe,z3] = 0. Aplicando o processo de multilinearizagdo ao
polinémio [y, z|[y, z] = 0, obtemos [yo, x|[y1, 2] = —[y1, z][ye, 2] e isto juntamente
com [x1, Ty, x3] diz que o polinomio f pode ser escrito como um produto de comu-
tadores de Lie de peso 2 ordenados, isto é, f = a1, za]...[T2j41, T2j12], com j < k
(ver [16, Teorema 4.1.8]). Como f € Id(Gay), substituindo z; = e;, i = 1,...,25 + 2,
obtemos 0 = f(eq, €, ..., €2542) = aler, €a]...[€2j41, €2j42] = a2t ejen...e9j 116910 €
assim o = 0 (pois ejez...€9;41€2j12 7 0). Portanto (i) estd provado.

A fim de concluirmos (ii) é suficiente notar que os argumentos acima provam
que, para j < k, o polinomio
[I1,$2]--~[132j—1;$2j]

é uma base de polinomios préprios multilineares de grau 25 médulo Id(Gay). Assim
¢ (Ga) = 1 e ;1 (Ga) = 0, para j = 1,...,k. Portanto, obtemos c,(Ga) =

5)
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Uma classificacao dos T-ideais cujo crescimento das codimensoes é no maximo
linear foi feita no Capitulo 2. O teorema a seguir nos diz que podemos classificar, a
menos de Pl-equivaléncia, as PI-adlgebras com unidade cuja sequéncia de codimensoes
tem crescimento no maximo ctbico.

Teorema 4.9 (Giambruno, La Mattina e Petrogradsky, 2007)
Seja A uma dlgebra unitdria sobre um corpo de caracteristica zero. Se c,(A) < an?,
para algum a > 1, entao 1d(A) = Id(F) ou Id(A) = 1d(Us) ou Id(A) = Id(Uy).

Prova: Seja A uma Pl-dlgebra tal que c,(A) ~ qn*, para k < 3. Como c§(A) =
1, (A) = 0 e &(A) < 1, pelo Teorema 3.12, obtemos ¢, (4) = 1, se k = 0, e

cn(A) =1+ Z se k = 2. Note que A nao pode ter crescimento linear. No

caso k = 3, pela demonstracao da Proposicao 4.1, o menor grau possivel apare-
cendo na decomposicao x5(A) = masyXas) + MenX (1) + M3)X () com multipli-
cidade nao nula deve ser k — 1 = 2. Como associadas as partigoes A = (1%) e
A = (3) temos submoédulos unidimensionais, segue que mgsy = ms) = 0. Assim
X5(A) = m@1)X(2,1). Por outro lado, ¢§(A) = x5(A)(1) < dimI's =2 e x(@2,1)(1) = 2,
portanto x45(A) = x@21) e (A4) = 2.

Temos ch(A) # 0, pois caso contrario, pelo Lema 3.13, deverfamos ter ¢?,(A) = 0,
para todo m > 2, o que nao ocorre, ja que c4(A) = 2, assim obtemos

n(A) =1+ (Z) + 2(7;)

Logosek =0, Id(A) = Id(F) = Id(Uy). Se k = 2, como ¢4(A) = ¢;(A) = 0, obtemos
que [z1, T2, x3] = 0 e [x1, 2o][x3, 4] = 0 sao identidades de A. Assim, [d(Us) C Id(A)
e, como as duas algebras tém o mesmo crescimento das identidades multilineares,

temos a igualdade Id(Us) = Id(A).

Se k =3, ¢j(A) = 0. Portanto I’y C Id(A) e, como I'y é uma base das identidades
de Uy, obtemos que Id(Uy) C Id(A). Como estes T-ideais tém o mesmo crescimento
também neste caso temos Id(Uy) = Id(A). n
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4.3 Consideracoes Finais

Uma classificacdo dos T-ideais Id(A) de modo que ¢,(A) =~ gn*, para k > 4,
parece ser inatingivel até o momento.

Para uma 4lgebra A com unidade tal que c,(A4) ~ ¢n*, sabemos que % <qg<
(=1 ‘
j!

,onde r =1our =Fk—1 se k é par ou impar, respectivamente.

k
2.
j=2

Um problema interessante neste contexto é determinar todos os valores possiveis
de q para k > 2. Pela demonstracao do Teorema 4.9, ja sabemos a resposta quando

1
k = 2,3. Para k = 4, temos 21 <q< 21 e o Sy-caracter de I'y tem a seguinte
decomposicao

X(Ts) = X1 + X2) + X212) + X9
(ver Exemplo 3.11). Como xi1)(1) = Xx(2,12)(1) = 3, xe2(1) = 2, xan(1) =1, é

1
facil ver que ¢ pode assumir todos os valores possiveis ¢ = g7 om 1 =1,2,...,9.

Nao é verdade em geral que ¢ pode assumir todos os valores possiveis ¢ =

E (—1)3
i=k—1k, .. k> ( : )
‘ |
7j=2 J:
de I's dada no Exemplo 3.11, é possivel verificar que ¢ nao pode tomar alguns dos
4 44

valores entre — e —, como por exemplo —-
5! 5! 5!

1
E, para

, para k impar. De fato, considerando a decomposicao
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Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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