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Resumo

In�ação Cósmica e
Teorias Escalar-Tensoriais da Gravitação

Marcos Carvalho Brum de Oliveira
Orientador: Ioav Waga

Resumo da Dissertação de Mestrado submetida ao Programa de Pós-
graduação em Física, Instituto de Física, da Universidade Federal do Rio de
Janeiro - UFRJ, como parte dos requisitos necessários à obtenção do título
de Mestre em Ciências (Física).

In�ação Cósmica é uma hipótese acerca do Universo primordial cuja mo-
tivação é explicar a homogeneidade e a isotropia do Universo, ao mesmo
tempo que fornece uma explicação para a origem das �utuações na densi-
dade de energia que geraram estruturas em largas escalas, como galáxias e
seus aglomerados. Os modelos in�acionários existentes, para que sejam con-
sistentes, requerem certas condições que, quando comparadas às condições
impostas pelas observações, deixam uma faixa muito estreita, dentro da qual
os cenários são viáveis. Na maioria dos casos, di�cilmente esta faixa é �sica-
mente realizável.

É questionado se a teoria da Relatividade Geral é a teoria �nal de grav-
itação. Uma das ideias que nortearam Einstein na formulação desta teoria
é que a inércia de um corpo é determinada pela sua interação com todos
os outros corpos do Universo. Esta ideia, contudo, não está completamente
incorporada à teoria de Einstein. Uma maneira de realizar isto é substituir
a constante de acoplamento gravitacional por um campo escalar dinâmico,
determinado pela distribuição de energia no Universo. As teorias que buscam
realizar isso são as chamadas teorias Escalar-Tensoriais da Gravitação.

Este trabalho se propõe a analisar a possibilidade de formular um cenário
in�acionário, nos moldes do que hoje é chamado �Velha In�ação�, dentro do
contexto de gravitação escalar-tensorial.

Palavras-chave: Cosmologia. In�ação Cósmica. Gravitação Escalar-Tensorial.

Rio de Janeiro

Fevereiro de 2010
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Abstract

Cosmic In�ation and

Scalar-Tensor Theories of Graviation

Marcos Carvalho Brum de Oliveira

Orientador: Ioav Waga

Abstract da Dissertação de Mestrado submetida ao Programa de Pós-
graduação em Física, Instituto de Física, da Universidade Federal do Rio de
Janeiro - UFRJ, como parte dos requisitos necessários à obtençao do título
de Mestre em Ciências (Física).

Cosmic In�ation is a hypothesis about the Early Universe whose moti-
vation is to explain the homogeneity and isotropy of the Universe, at the
same time that it provides an explanation to the origin of the �uctuations
in the energy density that generates large-scale structures, such as galaxies
and clusters. The existing in�ationary models, to be consistent, require some
conditions that, when compared to the ones imposed by observations, leave
a very narrow range, inside which the scenarios are viable. In most cases,
this range is hardly physically realizable.

It is questioned whether the General Relativity Theory is the ultimate
theory of gravitation. One of the ideas that guided Einstein to the formula-
tion of this theory is that the inertia of a body is determined by its interaction
with all the other bodies in the Universe. Nonetheless this idea is not embod-
ied in Einstein's theory. A way of doing this is substituting the gravitational
coupling constant for a scalar dinamical �eld determined by the distribution
of energy in the Universe. The theories that attempt to realize this are called
Scalar-Tensor theories of Gravitation.

This work proposes to analise the possibility of formulating an in�ationary
scenario in the role of what is presently called �Old In�ation� in the context
of scalar-tensor gravitation.

Key-words: Cosmology. Cosmic In�ation. Scalar-Tensor Theories of Gravity.

Rio de Janeiro

Fevereiro de 2010



vi



Notações e Convenções

1. Índices gregos variam de 0 a 3.

2. Índices latinos variam de 1 a 3.

3. Derivada Parcial: ∂φ
∂xα

= ∂αφ = φ,α

4. Símbolo de Christo�el: {αβγ} = 1
2
gαµ(∂γgµβ + ∂βgµγ − ∂µgβγ)

5. Derivada covariante: Tβ;α = ∇αTβ = ∂αTβ − ΓλβαTλ

6. Tensor de Riemann:Rµ
ναβ = Γµνβ,α − Γµνα,β + ΓµσαΓσβν − ΓµσβΓσαν

7. Tensor de Ricci: Rµν := δβαR
α
µβν

8. Escalar de Ricci: R := gµνRµν

9. Tensor de Einstein: Gµν := Rµν − 1
2
Rgµν

10. Tensores simétricos: T(αβ) ≡ 1
2
(Tαβ + Tβα)

11. Assinatura da métrica: (−,+,+,+)

12. No sistema de unidades utilizado: ~ = c = kb = 1

13. Equações de Einstein: Gµν = 8πGTµν

vii
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Capítulo 1

Introdução à Cosmologia

Neste capítulo serão discutidos alguns aspectos básicos, observacionais e

teóricos, da Cosmologia moderna. Ênfase será dada ao material necessário

para os capítulos seguintes.

A princípio, será feita uma breve discussão sobre as equações de Einstein,

seguida do Princípio Variacional (porém sem entrar em muitos detalhes, prin-

cipalmente os técnicos), que permite uma maneira bastante elegante de se

chegar às equações da Relatividade Geral, qualquer que seja o conteúdo ma-

terial do Universo.

Na sequência, será descrito um Universo homogêneo e isotrópico em ex-

pansão, com a introdução da métrica de Robertson-Walker, apontando algu-

mas observações que dão suporte ao uso desta para o Universo observável.

Alguns aspectos da teoria da Relatividade Geral serão tratados quando Gra-

vitação Escalar-Tensorial for tratada. Este capítulo partirá das equações de

Einstein. Para uma leitura mais aprofundada, sugere-se a literatura con-

sagrada [3, 4, 5, 6].

Mostrar-se-á como se dá a expansão no caso de um Universo contendo

matéria não-relativística (poeira, daqui para a frente), radiação, curvatura

1



2 CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO À COSMOLOGIA

e constante cosmológica. Falar-se-á sobre a existência de horizontes. Já

pode ser adiantado que existem alguns tipos diferentes de horizonte, mas a

presente discussão irá se concentrar no mais importante para a Cosmologia

In�acionária, o horizonte de curvatura H−1.

1.1 As equações de Einstein

Como se sabe, a Teoria da Relatividade Geral mostra que a interação

gravitacional pode ser interpretada como uma distorção do espaço-tempo,

alterando sua geometria, tornando-a curva. A maneira mais simples de ex-

pressar essa relação, respeitando os princípios de conservação de energia e de

momento, é através das equações de Einstein

Rµν −
1

2
Rgµν = 8πGTµν . (1.1)

O lado esquerdo desta equação é conhecido como Tensor de Einstein

Gµν = Rµν −
1

2
Rgµν .

A equação de Einstein mostra de que forma a distribuição de energia no

Universo, dada pelo tensor energia-momento, in�uencia sua geometria, dada

pelo Tensor de Einstein.

A geometria do espaço-tempo, dada pelo lado esquerdo das equações

acima, é descrita pela métrica, que pode ser de�nida através do elemento

de linha:

ds2 = gµνdx
µdxν . (1.2)

O tensor energia-momento, lado direito das equações de Einstein, descre-
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ve o conteúdo material do Universo. Para um �uido perfeito1 (sem tensão

anisotrópica nem �uxo de energia), sua forma é

Tµν = (ρ+ p)uµuν + pgµν , (1.3)

onde uα é a quadri-velocidade de um elemento do �uido, ρ é sua densidade de

energia e p pressão. Para um observador co-móvel, uα = −δ0
α (será tomada

esta situação, salvo indicação explícita do contrário). Em geral, uα := dxα

dt
.

Se a matéria for descrita em termos de campos (escalares, vetoriais ou

tensoriais, dependendo do caso; não será falado aqui de espinores), é mais

conveniente usar-se a formulação Lagrangeana. Pode-se, de fato, escrever

o lado esquerdo (geometria) das equações de Einstein a partir de uma La-

grangeana, a chamada Lagrangeana de Einstein-Hilbert, e chega-se à ação

correspondente

S =

∫ √
−gR , (1.4)

onde
√
−g é a raiz do módulo do determinante da métrica (o Jacobiano

da Transformação, de um sistema cartesiano para um sistema arbitrário de

coordenadas). A variação desta ação em relação à metrica conduz às equações

de Einstein no vazio [3]

Rµν −
1

2
Rgµν = 0 . (1.5)

À inclusão matéria, dada pela densidade Lagrangeana2 Lm(gµν , ψ), onde

1Este é o único tipo de �uido compatível com a métrica de Robertson-Walker. Tanto
�uxo de energia quanto tensão anisotrópica indicariam anisotropias, e o primeiro seria,
também, indicativo de inomogeneidades.

2Chamar-se-á a densidade Lagrangeana apenas de Lagrangeana. Será usada uma no-
tação simplista. A Lagrangeana, em geral, também depende de derivadas dos campos ψ
e, em alguns casos particulares, também de derivadas da métrica.
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ψ denota, coletivamente, todos os campos de matéria, tem-se a ação

S =

∫ √
−g {R + Lm(gµν , ψ)} . (1.6)

Variação desta ação em respeito à metrica conduz às equações de Einstein

(1.1), dado que [3]

Tµν =
−2√
−g

δ(
√
−gLm)

δgµν
. (1.7)

Pelo Teorema de Noether, se a Lagrangeana da matéria for invariante

por deslocamentos in�nitesimais, o tensor energia-momento é conservado.

Por conservação, diz-se

T µν ;ν = 0 ,

onde ; indica derivação covariante [3]. Pode-se mostrar [3] que, levando-se

em conta as simetrias dos campos de matéria, que se re�etirão em simetrias

do espaço-tempo, via equações de Einstein, as equações deduzidas a partir

da conservação do tensor energia-momento reduzem-se às equações de Euler-

Lagrange calculadas pela variação da ação em relação aos campos de matéria,

δLm
δψ

= 0.

Esta equação de Euler-Lagrange mostra como a geometria do Universo in-

�uencia no movimento de partículas.

Visto desta forma, entendemos com mais clareza a célebre frase: "Space

tells matter how to move. Matter tells space how to curve."
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1.2 A métrica de Robertson-Walker

Primeiramente, é importante colocar o que signi�ca exatamente a a�r-

mação que o Universo é homogêneo e isotrópico. Dentro da galáxia veri�ca-

se inomogeneidades e anisotropias. Se o Universo for observado numa escala

de distância da ordem de 300 milhões de anos-luz (∼ 1013km) veremos um

Universo isotrópico. A a�rmação da isotropia do Universo é válida para

distâncias a partir desta.

Na Radiação Cósmica de Fundo, essa isotropia3 é da ordem de uma parte

em 10−5, como pode ser visto na �gura (3.2). Uma vez que nossa posição no

Universo não é privilegiada, constata-se que quaisquer outros observadores

veriam o Universo isotrópico, ao seu redor. A a�rmação de que o Universo é

isotrópico em relação a todos o pontos leva à conclusão de que o Universo é,

também, homogêneo.

É importante ressaltar que esta a�rmação é feita em relação a obser-

vadores que não se movem relativisticamente em relação às galáxias. Estes

são chamados observadores co-móveis.

3Um observador movendo-se relativisticamente numa dada direção veria a Radiação
Cósmica de Fundo com muito mais intensidade à sua frente do que às suas costas. Ao con-
trário, observadores movendo-se juntamente com as galáxias vêem a Radiação Cósmica de
Fundo isotrópica. É estes observadores que são referidos quando se a�rma que o Universo
é, em largas escalas, homogêneo e isotrópico.
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Figura 1.1: Mapa de �utuações de temperatura na Radiação Cósmica de

Fundo. As regiões vermelhas são mais quentes e as azuis, mais frias. A

variação fracional de temperatura é ∆T
T
∼ 10−5 [1].

A métrica de Robertson-Walker, que descreve o Universo homogêneo e

isotrópico em expansão, é dada por

ds2 = −dt2 + a2(t)

(
1

1−Kr2
dr2 + r2(dθ2 + sin2(θ)dφ2)

)
= a2(τ)

[
−dτ 2 +

1

1−Kr2
dr2 + r2(dθ2 + sin2(θ)dφ2)

]
. (1.8)

O fator a(t) é o fator de escala, através do qual descreve-se a evolução de

distâncias espaciais. Um fator de escala crescente (descrescente) indica que o

Universo está se expandindo (contraindo). Com a expansão do Universo, as

distâncias entre objetos são alteradas (tornando-se notável apenas a partir

da escala de galáxias), e esta alteração é medida pelo fator de escala. É

conveniente de�nir o conceito de distâncias co-móveis, a distância que um
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dado objeto teria de nós caso o Universo não estivesse em expansão. As

distâncias medidas sao chamadas de distâncias �sicas. Ve-se pela métrica

de Robertson-Walker que λfis = a(t)λco, onde λ refere-se a uma distância

qualquer.

Não menos importante é o parâmetro de Hubble,

H(t) :=
1

a(t)

da(t)

dt
=
d ln a(t)

dt
,

que pode ser medido pelas observações, de uma maneira bem simples: Tome-

se uma galáxia a uma distância (co-móvel) x de nós, �xa. A distância �sica

correspondente evolui da seguinte forma:

d(a(t)x)

dt
= ȧ(t)x =

ȧ(t)

a(t)
a(t)x ∴ ẋfis = H(t)xfis . (1.9)

Observações que indiquem esta relação linear entre a velocidade de afas-

tamento (recessão) de galáxias e a distância são um forte indicativo de que

o Universo sofre expansão, e esta é homogênea e isotrópica. Esta relação

é exatamente a que tem sido observada desde 1929, quando Edwin Hubble

concluiu que a velocidade de recessão, em relação à nossa galáxia, de galáxias

observadas aumentava linearmente com a distância a nós. Apesar de erros

naquelas medidas, a linearidade e a isotropia foram con�rmadas por diversos

outros grupos, até os dias atuais.

Uma das grandes fontes de erro nessas medidas é o fato de as galáxias

observadas terem um movimento próprio, independente da expansão do Uni-

verso. Galáxias próximas umas das outras formam estruturas gravitacional-

mente ligadas, chamadas Aglomerados de Galáxias, e cada galáxia orbita em

torno do centro de massa do aglomerado. Esse movimento, em galáxias a

distâncias d tais que d� c
H
, é difícil de ser distinguido do movimento devido
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à expansão do Universo.

Como se ve, o parâmetro de Hubble tem dimensão de tempo−1. Usual-

mente, ele é escrito na forma

Ho = 100h km s−1 Mpc−1 ,

e as observações são usadas para restringir o valor de h �gura (1.2).

Figura 1.2: A velocidade de recessão de galáxias em função da distância.

Dados do Hubble Space Telescope (Freedman et al. 2001 [2]). Na parte

inferior, o valor atual do parâmetro de Hubble, 72± 8 km s−1Mpc−1. Não

será usado este valor �xo, mas a parametrização acima.

Outro conceito já introduzido em (1.8) é o de tempo conforme, dτ :=

dt
a(t)

. Escrevendo a métrica desta forma, �ca evidente que se pode obter

a métrica de Minkowski a partir de uma Transformação Conforme (mais

sobre transformações conformes será colocado no capítulo sobre Gravitação

Escalar-Tensorial). Escrevendo a métrica em termos do tempo conforme, a

solução de algumas equações se torna mais imediata.
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Por �m, K é a tri-curvatura das seções espaciais do Universo. Dada

uma hipersuperfície de tempo constante, este parâmetro mede o quanto a

geometria desta se afasta da geometria euclideana. Se K = 0, a geometria é

euclideana. Se K = +(−)1, a geometria é esférica (hiperbólica).

1.2.1 Desvio para o Vermelho

Ver-se-á como a expansão do Universo altera as medidas de tempo feitas

por 2 observadores observando um mesmo fenômeno em instantes diferentes.

Supõe-se que um observador num ponto r1 mande, no instante t, um

sinal luminoso para outro observador, situado no ponto r2. Este segundo

observador receberá o sinal em t0. Como a luz viaja numa geodésica nula,

∫ t0

t

dt′

a(t′)
=

∫ r1

r2

dr√
1−Kr2

.

Como a distância (co-móvel) entre os observadores é �xa, a passagem do

tempo deve se relacionar com o fator de escala na forma

∆t0
a(t0)

=
∆t1
a(t1)

.

Relacionando então a frequência da luz na emissão e na recepção,

ν

ν0

=
a(t0)

a(t)
=: 1 + z . (1.10)

Se z > 0, a frequência na emissão (ν) é maior que a recebida, ν0, ou

seja, há um desvio para o vermelho nas linhas espectrais de fontes distantes

de luz. Por isso, o parâmetro z é conhecido como Desvio para o Vermelho.

z é ajustado para 0 hoje. É comum caracterizar o instante de ocorrência

dos eventos do passado do Universo (desacoplamento, equipartição matéria-
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radiação) pelo desvio para o vermelho.

1.2.2 Equações de Friedman

Um conjunto de equações pode ser deduzido a partir das equações de Ein-

stein (1.1), usando a métrica de Robertson-Walker (1.8). Estas são chamadas

Equações de Friedman [7, 8, 9, 10]:

H2(t) =
8πG

3
ρ(t)− K

a2(t)
(1.11)

e

ä(t)

a(t)
= −4πG

3
(ρ(t) + 3p(t)) . (1.12)

A primeira delas mostra como o parâmetro de Hubble se relaciona com a

densidade de energia da matéria (poeira, radiação, ou qualquer outra com-

ponente) presente no Universo e com a tri-curvatura das seções espaciais.

Já se pode ver que, num Universo vazio (ρ = 0), caso a geometria seja eu-

clideana (K=0), não há expansão (H = 0 ∴ a = constante). A segunda

equação mostra a relação entre a aceleração do Universo e o seu conteúdo

material. Ve-se que, para que o Universo se expanda de uma maneira aceler-

ada, ρ+3p < 0. Nenhum tipo de matéria observado na natureza se comporta

dessa forma, com exceção do vácuo, para o qual p = −ρ. A densidade de

energia do vácuo é também chamada de Constante Cosmológica.

Uma terceira equação pode ser obtida através destas duas, ou, igualmente,

da conservação do Tensor energia-momento (1.3). Para um �uido perfeito e

a métrica de Robertson-Walker, essa equação se torna

ρ̇(t) + 3H(t)(ρ(t) + p(t)) = 0 . (1.13)
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Por apenas duas destas três equações serem independentes, e ter-se três

variáveis independentes (a(t), ρ(t) e p(t)), não se pode resolver estas equações

para um �uido genérico. Precisa-se ainda de uma equação de estado para o

�uido. Uma equação usual é p(t) = w(t)ρ(t), onde w(t) é conhecido como o

parâmetro de estado. Desta forma, a equação acima tem a seguinte solução:

ρ(a) = ρ0e
−3
∫

(1+w(a))d ln a . (1.14)

Para os casos onde w é constante, pode-se ir mais adiante.

ρ(t) = ρ0

(
a(t)

a0

)−3(1+w)

→ a(t) = a(0)

(
t

t0

) 2
3(1+w)

. (1.15)

Antes de usar essas relações para estudar alguns casos ilustrativos, vale

chamar à atenção um fato importante: A energia total de uma partícula

relativística é

E2 = p2 +m2.

No caso de fótons (m=0), p ∝ ν ∝ a−1. Então, a densidade de energia ρ =

E/V ∝ a−1/a3, ou seja, ρ ∝ a−4. Para partículas massivas, a energia cinética

é proporcional à temperatura da partícula. Neste caso, com a diminuição da

temperatura do Universo, quando T . m, elas deixarão de ser partículas

relativísticas.

Como será colocado abaixo [7], a entropia destas partículas é transferida

para as partículas ainda relativísticas. Não há, aqui, produção de entropia,

apenas transferência. A menos deste ou de processos que produzam entropia

(Transições de Fase, por exemplo), a expansão do Universo é adiabática e,

neste caso, pode-se mostrar que T ∝ a−1 [7]. A despeito de decaimentos, a

massa é constante. Então, após um certo tempo da evolução do Universo,
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E ≈ m→constante. Assim, neste caso, ρ ∝ a−3.

O mais importante desse último comentário é que, se observar-se a evolução

do Universo retrospectivamente, ver-se-á o momento linear de partículas não-

relativísticas aumentando com o fator de escala e, a partir de um certo mo-

mento, este passou a ser (retrospectivamente falando) o termo mais impor-

tante na energia da partícula, e passa-se então a ter, mesmo para partículas

massivas, ρ ∝ a−4. Ou seja, a matéria não-relativística, aqui tratada como

poeira, nos primórdios do Universo, era também relativística! Este fato será

de fundamental importância quando falarmos sobre dissipação de pertur-

bações antes da formação de galáxias.

Serão agora estudados alguns casos ilustrativos:

Poeira

Essa descrição serve para a matéria bariônica (alem de elétrons) e para a

matéria escura, após elas terem perdido sua energia cinética com a expansão

do Universo. Por essas partículas terem velocidades muito baixas, sua pressão

é desprezível frente à densidade de energia, e pode-se tomar w = 0. Então,

para um Universo dominado por poeira (desconsiderando curvatura, K=0),

tem-se (1.11)

a ∝ t2/3 .

O Universo se expande de maneira desacelerada. Esse tipo de expansão

é o necessário para a formação de galáxias [11].



1.2. A MÉTRICA DE ROBERTSON-WALKER 13

Radiação

Radiação é uma maneira genérica de referir-se a fótons e neutrinos4.

Como foi colocado acima, esta descrição também serve para bárions e matéria

escura, antes de estes perderem sua energia com a expansão. No equilíbrio

térmico, um gás de fótons tem equação de estado p = 1
3
ρ, o que, pela equação

de conservação, (1.15), concorda com ρ ∝ a−4. Então (desconsiderando cur-

vatura, K=0),

a ∝ t1/2 .

A densidade de energia da radiação é diluída mais rapidamente que a da

poeira. A expansão do Universo também é desacelerada neste caso, mas não

ocorre formação de galáxias durante esse período [11].

Sabe-se que, até muito recentemente, a densidade de energia do Universo

era composta, predominantemente, por poeira. Conforme foi visto, a densi-

dade de energia da radiação diminui mais rapidamente que a da poeira. Isso

quer dizer que, se a evolução do Universo for analisada retroativamente, a

densidade de energia da radiação aumenta mais rapidamente que a da poeira,

o que leva à conclusão que, antes de o Universo ser dominado por poeira, ele

foi dominado por radiação.

Seria interessante se, de alguma forma, essa transição pudesse ser tratada.

O que será visto a seguir é que se pode calcular analiticamente a evolução

do fator de escala, se utilizar-se o tempo conforme.

Poeira e radiação

Caso poeira e radiação estejam juntas, com abundâncias comparáveis,

tem-se que levar as duas em conta ao se analisar a expansão do Universo. A

4Não será tratado aqui da massa dos neutrinos. A discussão será concentrada em
radiação eletromagnética
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equação de Friedman (1.11) (desconsiderando curvatura, K=0) �ca

H2 =
8πG

3

[
ρeq

(aeq
a

)3

+ ρeq

(aeq
a

)4
]
, (1.16)

onde eq indica o instante no qual poeira e radiação estão com densidades

iguais. Esta equação pode ser reescrita na forma

ȧ2(t) =
8πG

3
ρeq

[
a3
eq

a
+
a4
eq

a2

]
. (1.17)

Como dτ := dt
a(t)
∴ d

dt
= 1

a(τ)
d
dτ
, a equação acima �ca

(a′)2 =
8πG

3
ρeqa

4
eq

(
1 +

a(τ)

aeq

)
, (1.18)

onde ′ ≡ d
dτ
. Integrando esta equação de τeq até τ , e ajustando a(0) = 0,

encontra-se

a(τ)

aeq
= (2
√

2− 2)

(
τ

τeq

)
+ (3− 2

√
2)

(
τ

τeq

)2

, (1.19)

onde τeq = 2
√

2−2
aeq

√
3

8πGρeq
. Ve-se que

τ � τeq ⇒ a ∝ τ 2 → t ∝ τ 3 ∴ a ∝ t2/3

τ � τeq ⇒ a ∝ τ → t ∝ τ 2 ∴ a ∝ t1/2 .

Consegue-se reproduzir a expansão do Universo, em termos do tempo con-

forme, desde a época na qual a dinâmica do Universo era dominada pela ra-

diação (Era da Radiação) até a época na qual a poeira dominava a dinâmica

o Universo (Era da Matéria).
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Constante Cosmológica

A Constante Cosmológica é caracterizada pela equação de estado w = −1.

Com isso, a(t) = a(0)eHt, onde H = 8πG
3
ρ é constante. Ela não se dilui.

Portanto, se estiver presente, por menor que seja sua contribuição, em algum

momento ela começará a ser a componente mais relevante para a dinâmica do

Universo. Isso é exatamente o que se veri�ca nos dias atuais, pela constatação

de que, presentemente, a expansão do Universo ocorre de forma acelerada

(este assunto não será abordado nesta Dissertação) [12].

O periodo in�acionário também é um período no qual o Universo es-

teve acelerado e, naturalmente, buscou-se obter esta aceleração através de

um termo com densidade de energia constante. Porém, como será visto no

próximo capítulo, este cenário não é viável.

Curvatura

Para um Universo com curvatura espacial positiva, K = 1. Se considerar-

se o Universo contendo apenas poeira, ρ ∝ a−3. Então,

ȧ2 =
C

a
− 1→

√
ada√
C − a

= dt .

De�nindo

sin2 θ ≡ a

C
,

2C sin2 θdθ = dt ∴ C

(
θ − sin θ cos θ

2

)
= t . (1.20)

onde C = 8πG
3
ρ0a

3
0.

Quando t=0, θ = 0 e a = 0. O fator de escala atinge um valor máximo

quando θ = π
2
, correspondendo ao tamanho máximo que o Universo atinge,
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neste caso, e depois contrai-se, colapsando quando θ = π, t = C π
2
. Este,

claramente, não é o caso do nosso Universo [9, 10].

No caso de um Universo espacialmente aberto, K = −1, apenas com

poeira, tem-se [13]

ȧ2 =
C

a
+ 1→

√
ada√
C + a

= dt

t =
1

2
C(sinhψ − ψ) , (1.21)

onde a = 1
2
C(coshψ − 1).

Como o termo de curvatura é diluído mais lentamente que a densidade de

energia da poeira, poderíamos esperar que o Universo, após a Era da Matéria,

fosse dominado pela curvatura. Porém, este cenário está em desacordo tanto

com as observações da Radiação Cósmica de Fundo quanto com os modelos

de formação de estruturas. É importante ressaltar que a hipótese descartada

pelas observações é a de uma fase dominada pela curvatura. A existência de

um pequeno termo de curvatura não é descartada pelas observações.

Campos Escalares

Para descrever-se a dinâmica do Universo dominado por um campo es-

calar, convém retornar-se à lagrangeana deste campo. A lagrangeana mais

simples que pode-se formular para um campo escalar é

Lφ = −1

2
∂µφ∂

µφ− V (φ) . (1.22)

Da equação (1.7), juntamente com as equações de Einstein e usando

a métrica de Robertson-Walker, encontra-se as equações de campo para o
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campo escalar:

H2(t) =
8πG

3

[
1

2
(φ̇)2 + V (φ)

]
(1.23)

e

φ̈+ 3H(t)φ̇+ V,φ = 0 . (1.24)

Quando mencionou-se de �uidos genéricos, a�rmou-se que era necessário

uma equação de estado do �uido para que o sistema pudesse ser resolvido. No

caso do campo escalar, precisa-se especi�car a forma do potencial ao qual este

está submetido. Estes casos podem ser relacionados através da identi�cação,

pelas equações (1.22), (1.7) e (1.3),

ρφ =
1

2
(φ̇)2 + V (φ) e pφ =

1

2
(φ̇)2 − V (φ) . (1.25)

Um caso interessante, a ser discutido rapidamente, é: V (φ) =constante.

A equação (1.24) apresenta soluções

φ̈+ 3H(t)φ̇ = 0

 φ = constante ;

φ̇ ∝ a−3 .
(1.26)

No primeiro caso, a equação (1.23) mostra que o parâmetro de Hubble

é constante. Logo a expansão do Universo é exponencial. Pode-se ver pelas

equações (1.25) que, neste caso, p = −ρ.

No segundo caso, se considerar-se que a energia potencial do campo é,

inicialmente, desprezível frente à cinética, veri�ca-se que o fator de escala

evolui com a ∼ t1/3 e, consequentemente, φ̇ ∼ t−1, ou seja, a energia cinética

diminui e, como a potencial é constante, esta passa a dominar. Então, no

caso de um potencial constante, mesmo que a expansão não seja exponencial
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inicialmente, ela passa a ser assim após um tempo.

Para outros tipos de potencial, tem-se comportamentos diferentes, po-

dendo ter tanto aceleração quanto desaceleração. Diversas possibilidades de

se obter aceleração a partir de campos escalares foram utilizadas na tentativa

de se obter um cenário in�acionário viável. Mais sobre isso será falado no

próximo capítulo.

Será introduzido agora um conceito muito importante na conexão entre

teoria e observações: o Parâmetro de Densidade.

1.3 Parâmetro de Densidade

O Parâmetro de Densidade é uma grandeza adimensional que expressa

qual a contribuição de cada componente material (poeira, radiação, constan-

te cosmológica, curvatura, ou qualquer outra componente exótica) para o

conteúdo total do Universo.

Parte-se da equação de Friedmann,

H2 =
8πG

3
(ρm + ρr)−

K

a2
+

Λ

3
, (1.27)

onde Λ é a constante cosmológica. Escrevendo a densidade de energia da

poeira como

ρm = ρm,0

(a0

a

)3

= ρm,0(1 + z)3,

e a da radiação da forma correspondente, tem-se

H2 =
8πG

3

[
ρm,0(1 + z)3 + ρr,0(1 + z)4

]
−K(1 + z)2 +

Λ

3

= H2
0

[
Ωm,0(1 + z)3 + Ωr,0(1 + z)4 + ΩK,0(1 + z)2 + ΩΛ,0

]
,(1.28)
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onde, para poeira e radiação,

Ω :=
ρ

ρcr
,

sendo ρcr a densidade crítica, de�nida como

ρcr :=
3H2

8πG
.

A de�nição conceitual da densidade crítica será dada adiante.

Para as outras componentes,

ΩK,0 := − K
H2

0
ΩΛ,0 := Λ

3H2
0
.

Então, pode-se reescrever a equação de Friedmann de uma maneira bas-

tante usual:

1 =
H2

0

H2

[
Ωm,0(1 + z)3 + Ωr,0(1 + z)4 + ΩK,0(1 + z)2 + ΩΛ,0

]
. (1.29)

Como já foi citado acima, e será mais explorado adiante, a curvatura K do

espaço é desprezível. A densidade crítica é, então, de�nida como a densidade

que toda a matéria deve ter (poeira, radiação, constante cosmológica) para

que o Universo seja espacialmente chato.

Atualmente existem boas restrições sobre os valores desses parâmetros.

O resultado conjunto de observações de Supernovas, Radiação Cósmica de

Fundo e Espectro de potências de galáxias, juntamente com a previsão de

Nucleossíntese Primordial, dá os valores para estes parâmetros:

Ωm,0 = 0, 0456±0, 0015; Ωc,0 = 0, 228±0, 013; ΩΛ,0 = 0, 726±0, 015 ;
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−0, 0179 < ΩK,0 < 0, 0081 (1σ); Ωr,0 ≈ 10−5 ,

onde c indica matéria escura não-bariônica [12]. Todos os dados são con-

dizentes com ΩK(o) = 0. Como será visto no capítulo sobre In�ação, este

fato é origem de um dos problemas que In�ação Cósmica pretende resolver.

Será agora apresentado o conceito de horizontes, um conceito primordial

para a Cosmologia In�acionária.

1.4 Horizontes

O fato de que a luz viaja a uma velocidade constante leva à existência

de uma distância máxima que pode ser percorrida num dado intervalo de

tempo. Esta distância será chamada horizonte. Existem algumas de�nições

distintas de horizonte em Cosmologia. Pode-se considerar toda a região que

tem contato causal conosco, cuja extremidade será chamada Horizonte de

Partícula, dp(t), ou a máxima distância na qual um evento pode ocorrer,

de forma que ele possa in�uenciar nosso futuro, o Horizonte de Eventos.

Pode-se, também, associar um horizonte ao parâmetro de Hubble. Mais

precisamente, a H−1. Este será chamado Horizonte de Curvatura. Aqui

serão descritos apenas o Horizonte de Partícula e o Horizonte de Curvatura.

1.4.1 O Horizonte de Partícula

NumUniverso homogêneo e isotrópico, descrito pela métrica de Robertson-

Walker, pode-se escrever o elemento de linha na forma

ds2 = −dt2 + a2(t)
[
dχ2 + Φ2(χ)

(
dθ2 + sin2 θdϕ2

)]
, (1.30)
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onde

Φ(χ) =


sinhχ ,K = −1;

χ ,K = 0;

sinχ ,K = +1.

(1.31)

Sabe-se que, para fótons, ds2 = 0. Considerando geodésicas radiais, as

trajetórias de fótons são descritas pela equação

χ =

∫
dt′

a(t′)
. (1.32)

χ, na equação acima, é uma coordenada co-móvel. De�ne-se o Horizonte

de Partícula como a máxima distância física que um fóton, emitido num

instante inicial ti, pode viajar até um outro dado instante t.

dp(t, ti) = a(t)

∫ t

ti

dt′

a(t′)
. (1.33)

Ve-se que dp ∝ t, desde que a ∝ tn, n 6= 1. No caso de um Universo

desacelerado (n<1), uma dada distância física Lfis = a(t)Lco, para a qual

Lco=cte, que seja, num dado instante, maior que o horizonte de partícula, irá

entrar no horizonte, num instante posterior. Caso o Universo seja acelerado,

distâncias físicas menores que o horizonte saem deste. Esta possibilidade

de cruzar o horizonte nos dois sentidos (saída e entrada) é de fundamental

importância para a In�ação Cósmica.

Pode-se reescrever esta equação em termos do desvio para o vermelho.

Primeiramente, faz-se uma mudança de variáveis

dt

a
=
dt

da

da

a
=

da

Ha2

dz = −a0

a2
da→ da

a2
= −dz

a0

.
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E utilizando a equação (1.28), o horizonte de partícula �ca

dp(z) =
1

(1 + z)H0

∫ z

0

dz′√
Ωm,0(1 + z′)3 + Ωr,0(1 + z′)4 + ΩK,0(1 + z′)2 + ΩΛ,0

.

(1.34)

Pode-se relacionar, para um dado desvio para o vermelho, o horizonte de

partícula, sendo conhecidos os valores atuais dos parâmetros de densidade.

1.4.2 O Horizonte de Curvatura

Pelas equações de Einstein, para o caso de um Universo dominado por

uma densidade de energia constante (seja uma constante cosmológica, ou um

campo escalar no estado de vácuo), o escalar de Ricci é

R = 12H2 .

Assim, H−1 de�ne uma escala natural de curvatura. Como veremos no capí-

tulo 3, esta escala é de fundamental importância para a descrição da evolução

de perturbações in�acionárias.

As perturbações serão caracterizadas pelo seu comprimento de onda λ =

a
k
. Durante a maior parte do período in�acionário, na grande maioria dos

cenários, a expansão do Universo é acelerada com a ∝ tn, onde n > 1 eH−1 ∝

t, ou a expansão é exponencial e H é constante. Em ambos estes casos, escalas

inicialmente menores que o horizonte de curvatura poderão, depois de um

certo tempo, sair deste. Veremos que, a partir deste momento, a amplitude

das perturbações nestas escalas passa a ser, com muito boa aproximação,

constante. É como se estas escalas não mais interagissem com as perturbações

próximas. Ou seja, como se estivessem separadas por distâncias maiores que
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o horizonte de partícula. Porém, como veremos, este efeito é consequência

da evolução do campo num espaço-tempo curvo.

Caso o fator de escala evolua como uma potência do tempo, a ∝ tn,

o horizonte de partícula irá diferir do horizonte de curvatura por um fator

multiplicativo. Isto só reforça a confusão que geralmente é feita entre essas

duas escalas.

Analisar-se-á a evolução térmica do Universo. Serão discutidos breve-

mente a evolução de espécies em equilíbrio térmico e a entropia do Universo.

1.5 Termodinâmica do Universo Primitivo

Num gás de partículas, a uma dada temperatura, pode-se encontrar

partículas com valores diferentes de energia. A fração de partículas com

uma dada energia é dada pela função de distribuição,

f(p) =
1

e(E−µ)/T ± 1
(1.35)

onde o sinal de + ocorre se o gás em questão for um gas de férmions, − se

for um gás de bósons, E2(~p) = |~p|2 +m2 e µ é o potencial químico. Se houver

diversas espécies i, j, k, l em equilíbrio químico, o potencial de todas essas

espécies se relaciona. Se o equilíbrio for dado pela relação

i+ j ↔ k + l ,

teremos

µi + µj = µk + µl .

A densidade numérica n, densidade de energia ρ e pressão do gás p são

dadas por [7]
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n =
g

2π2

∫ ∞
m

(E2 −m2)
1/2

e(E−µ)/T ± 1
EdE (1.36)

ρ =
g

2π2

∫ ∞
m

(E2 −m2)
1/2

e(E−µ)/T ± 1
E2dE (1.37)

p =
g

6π2

∫ ∞
m

(E2 −m2)
3/2

e(E−µ)/T ± 1
dE . (1.38)

Nestas equações, g é o número de graus de liberdade de spin das partículas.

No limite relativístico (T � m), e para T � µ (não será tratado aqui o

caso onde o potencial químico das espécies é relevante), as equações acima

tem solução

n =


(
ζ(3)
π2

)
gT 3 (Bósons)(

3
4

) ( ζ(3)
π2

)
gT 3 (Férmions)

; (1.39)

ρ =


(
π2

30

)
gT 4 (Bósons)(

7
8

) (
π2

30

)
gT 4 (Férmions)

; (1.40)

p = ρ/3 . (1.41)

No limite não-relativístico (m� T ),

n = g

(
mT

2π

)3/2

e−(m−µ)/T ; (1.42)

ρ = mn ; (1.43)

p = nT � ρ . (1.44)

Na ocasião de termos várias espécies (diferentes bósons e férmions), as

energia e pressão totais podem ser expressas em termos da temperatura dos
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fótons

ρR = T 4
∑
i

(
Ti
T

)4
gi

2π2

∫ ∞
xi

(u2 − x2
i )

1/2

eu−yi ± 1
u2du (1.45)

pR = T 4
∑
i

(
Ti
T

)4
gi

6π2

∫ ∞
xi

(u2 − x2
i )

3/2

eu−yi ± 1
du . (1.46)

onde xi ≡ mi/T , yi ≡ µ/T , u ≡ E/T , Ti é a temperatura da espécie i e T a

temperatura dos fótons.

Como a densidade de energia e a pressão de partículas não-relativísticas

são suprimidas por um fator exponencial, pode-se aproximar as equações

(1.45) (1.46), levando em consideração apenas a contribuição das compo-

nentes relativísticas. Assim,

ρR =

(
π2

30

)
g∗T

4 (1.47)

pR = ρR/3 =

(
π2

90

)
g∗T

4 , (1.48)

onde

g∗ =
∑

i=bósons
gi

(
Ti
T

)4

+
7

8

∑
i=férmions

gi

(
Ti
T

)4

. (1.49)

Estes conceitos serão usados para analisar a evolução da entropia no Uni-

verso. Esta será importante quando colocar-se os problemas abordados pela

in�ação.
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1.5.1 Entropia

No Universo em expansão, tomando um volume comóvel unitário (Vfis =

a3), a primeira Lei da Termodinâmica, desprezando os potenciais químicos,

�ca

TdS = d(ρV ) + pdV = d[(ρ+ p)V ]− V dp . (1.50)

Como derivadas parciais comutam,

∂2S

∂T∂V
=

∂2S

∂V ∂T
,

a densidade de energia e a pressão se relacionam por

T
dp

dT
= ρ+ p . (1.51)

Substituindo (1.51) em (1.50), tem-se

dS =
1

T
d[(ρ+ p)V ]− (ρ+ p)V

dT

T 2
= d

[
ρ+ p

T
V

]
. (1.52)

Pela conservação de energia, d(ρV ) = −pdV . Usando isso na equação

(1.50),

d

[
ρ+ p

T
V

]
= 0 . (1.53)

Isto implica que, em equilíbrio térmico, a entropia do Universo é conservada!

Pode-se, pela equação (1.52), de�nir a densidade de entropia

s ≡ S

V
=
ρ+ p

T
. (1.54)
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Pelas equações (1.47) e (1.48),

s =
2π2

45
g∗sT

3 , (1.55)

onde

g∗s =
∑

i=bósons
gi

(
Ti
T

)3

+
7

8

∑
i=férmions

gi

(
Ti
T

)3

. (1.56)

Antes que qualquer espécie de partícula tenha se desacoplado, todas elas

têm a mesma temperatura e g∗ e g∗s podem ser intercambiados.

Como entropia (S) é conservada, s ∝ a−3 e a equação (1.55) mostra que

g1/3
∗s Ta

é constante ao longo da evolução do Universo. Enquanto se estiver em regimes

nos quais o número de graus de liberdade não muda, g∗s permanece constante

e tem-se a relação

a ∝ T−1 .

Conforme partículas deixam de ser relativísticas, g∗s diminui e, como T ∝

g
−1/3
∗s a−1, a temperatura das partículas que permanecem relativísticas diminui

mais lentamente nesta situação.

Como ilustração deste efeito de desacoplamento e alteração no número

de graus de liberdade de partículas relativísticas, será analisado brevemente

o desacoplamento de neutrinos. Esta parte dará uma estimativa da entropia

do Universo e, conforme será mostrado no próximo capítulo, esta está direta-

mente ligada aos problemas cosmológicos para os quais o modelo in�acionário

foi desenvolvido para resolver.
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1.5.2 Desacoplamento de Neutrinos

No Universo primitivo, neutrinos são mantidos em equilíbrio através de

reações do tipo νν ↔ e+e−, νe↔ νe, e outras. A seção de choque para estes

processos de interação fraca é σ ' G2
FT

2, onde GF é a constante de Fermi,

que vale GF = 1, 664 × 10−5GeV −2. A densidade numérica para partículas

não-massivas5 é n ∝ T 3. Então, a taxa de interação por neutrino é

Γint = nσ|v| ≈ G2
FT

5. (1.57)

Dizemos que uma espécie desacoplou quando a razão

Γint
H

torna-se menor que 1. Pode-se motivar essa conclusão pelo seguinte argu-

mento: considerando o número de colisões que uma espécie sofre a partir de

um instante t,

N =

∫ ∞
t

Γint(t
′)dt′ . (1.58)

Considere-se Γint ∝ T n ∝ a−n (como caso que estamos estudando). Na

Era da Radiação,

N =
(Γint/H) |t
n− 2

.

Para n > 2, a partícula interage menos que uma vez após o instante no qual

Γint ∝ H.

5Sabe-se que há uma massa não-nula de neutrinos. Porém, se hoje eles são relativísticos,
no Universo primitivo esta aproximação era ainda melhor, onde sua temperatura era muito
maior.
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Voltando aos neutrinos,

Γint
H
' G2

FT
5

8πGT 2
'
(

T

1MeV

)3

. (1.59)

As interações mantém os neutrinos em equilíbrio térmico até a tempera-

tura de 1 MeV. Abaixo desta, as interações dos neutrinos não são su�cientes

para mante-los em equilíbrio com o plasma. A partir de então, a temper-

atura dos neutrinos passa a diminuir como T ∝ a−1. Para saber-se como se

comporta a temperatura dos fótons, precisa-se olhar a alteração no número

de graus de liberdade e usar a conservação da densidade de entropia (1.55).

Logo após o desacoplamento dos neutrinos, a temperatura torna-se menor

que a massa dos elétrons (me ≈ 0, 5MeV ), e a entropia nos pares e± é trans-

ferida para os fótons, não para os neutrinos (pois estes estão desacoplados

do plasma).

Para T & me, as partículas relativísticas em equilíbrio com os fótons

(g=2, um grau de liberdade correspondendo a spin para cima e o outro, spin

para baixo) incluem os pares e± (g=4). Pela equação (1.49),

g∗i =
11

2
,

onde g∗i é o número de graus de liberdade antes do desacoplamento dos

neutrinos. Para T � me, apenas o fóton permanece em equilíbrio e

g∗f = 2 .

Antes de T ' 1MeV , fótons e neutrinos têm a mesma temperatura T.

Abaixo desta, neutrinos passam a ter uma temperatura Tν , que se relaciona
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com a temperatura anterior por

aT = adTν ,

onde ad é o fator de escala depois do desacoplamento dos neutrinos com o

plasma. Já a temperatura dos fótons segue como

g
1/3
∗i aT = g

1/3
∗f adTγ .

Assim,

Tγ
Tν

=

(
g∗i
g∗f

)1/3

=

(
11

4

)1/3

≈ 1, 4 . (1.60)

É interessante notar que o decréscimo de g∗ não chega a causar um aumento

na temperatura, mas diminui seu decréscimo.

Calculando agora g∗ e g∗s hoje, para todas as particulas relativísticas

(no raciocínio acima, calculamos g∗ apenas para as partículas em equilíbrio

térmico com os fótons),

g∗ = 2 +
7

8
× 2× 3×

(
4

11

)4/3

= 3, 36 (1.61)

g∗s = 2 +
7

8
× 2× 3× 4

11
= 3, 91 . (1.62)

Vale notar que estas equações não são válidas apenas hoje, mas desde T .

1MeV . Juntando (1.62) com (1.55),

s =
2π2

45
g∗sT

3 ' 2, 23× 10−11(eV )3 . (1.63)

Este resultado será utilizado no próximo capítulo para relacionarmos a
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entropia do Universo com características deste.
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Capítulo 2

In�ação Cósmica

O Modelo Padrão da Cosmologia explica a expansão do Universo e, jun-

tamente com a Nucleossíntese Primordial, a presença dos elementos químicos

leves (H, He e Li). Não explica, porém, a origem das galáxias1, por que o Uni-

verso é homogêneo2, por que sua geometria espacial é, com boa aproximação,

chata, e qual a causa da ausência, no Universo, de monopólos magnéticos.

No ano de 1981, dois importantes artigos foram publicados, propondo que

um período de aceleração cósmica no começo do Universo poderia resolver

estes problemas. Alan Guth [14] mostrou que esta fase acelerada explicaria

por que o Universo é, em escalas superiores às de galáxias, com boa aproxi-

mação, homogêneo - Problema do Horizonte - e, se forem tomadas as hipersu-

perfícies de tempo constante no Universo, estas são aproximadamente chatas

- Problema da Chateza (explicava também a ausência de monopólos; não

citaremos mais este problema, apesar de esta ter sido a motivação inicial para

1Acreditava-se na formação de galáxias por instabilidade gravitacional, a partir do
crescimento de �utuações na densidade de energia da matéria não-relativística, mas a
origem dessas �utuações era desconhecida.

2Antes da decada de 80, não haviam tantas observações que a�rmassem a homogenei-
dade do Universo, mas esta era corroborada pelas medições do parâmetro de Hubble,
sempre mostrando a relação linear entre velocidade de recessão e distância radial, inde-
pendente da direção.

33



34 CAPÍTULO 2. INFLAÇÃO CÓSMICA

a formulação do modelo in�acionário por Alan Guth). Independentemente,

Mukhanov [15], em colaboração com Chibisov, mostrou que perturbações

na densidade de energia geradas numa fase acelerada cresceriam e dariam

origem a galáxias e aglomerados. As perturbações geradas por �utuações

estatísticas, num Universo em expansão usual (desacelerada), não gerariam

um campo gravitacional grande o su�ciente para aglomerar matéria e formar

estruturas gravitacionalmente ligadas.

Como já foi mencionado, não há, na literatura, um cenário in�acionário

padrão. Contudo, por suas simplicidade e �exibilidade, cenários nos quais

o Universo é dominado por um campo escalar, submetido a um potencial,

ganharam destaque entre os demais. Nestes casos, passou-se a buscar qual

forma de potencial poderia dar origem a um período in�acionário que tanto

resolvesse os problemas já citados (que serão mais minuciosamente destrin-

chados abaixo) quanto permitisse o retorno à evolução conforme o Modelo

Padrão da Cosmologia.

Além de campos escalares, tem-se tentado obter in�ação a partir de cam-

pos vetoriais [16], Branas [17], teorias de Cordas [18], lagrangeanas não-

canônicas [19], gravitação modi�cada [20] etc. Neste Capítulo, serão aborda-

dos apenas o cenário in�acionário original, proposto por Alan Guth e, de uma

maneira bem simples, o paradigma conhecido como rolamento lento. In�ação

no contexto de gravitação modi�cada será apresentada posteriormente.

2.1 Os problemas abordados pela In�ação Cós-

mica

Existem, na literatura, algumas abordagens diferentes para esses proble-

mas. Será adotada aqui uma abordagem semelhante às adotadas por Mukhanov
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e Weinberg ([9] e [10]). Outras abordagens podem ser encontradas em

[7, 21, 8].

2.1.1 O Problema do Horizonte

O Problema do Horizonte é um problema de causalidade. Como foi visto

na seção 1.4, existe uma distância máxima que fótons podem percorrer, num

dado intervalo de tempo3.

Como foi mencionado no capítulo anterior, o nosso Universo observável é

altamente homogêneo em grandes escalas, e esta a�rmação tem sua melhor

veri�cação na temperatura da Radiação Cósmica de Fundo4. A variação

fracional desta é da ordem5 de 10−5, ou seja,
δT

T
∼ 10−5, ao longo de todo o

Céu [1].

Isto leva à conclusão de que regiões separadas por uma distância da or-

dem do tamanho do Universo observável, dp(t), têm alguma relação causal.

Contudo, seja D := dp(to) a distância física correspondente ao nosso hori-

zonte de partícula atual. Como D é uma distância física, evolui com o fator

de escala. Pode-se determinar qual é a distância física correspondente a D

no instante da recombinação:

Drec =
a(trec)

a(to)
D . (2.1)

3Pode-se ver que, sendo a origem do tempo t=0 e a expansão do Universo acelerada, o
horizonte de partícula é in�nito!

4A Radiação Cósmica de Fundo mostra, na verdade, que o Universo é isotrópico. Como
a nossa localização no Universo não é privilegiada, a isotropia deve ser veri�cada a partir de
todos os pontos. Esta a�rmação leva à conclusão de que o Universo é, tambem, homogêneo
[5]

5Este valor é encontrado quando, a partir do mapa de temperaturas da Radiação Cós-
mica de Fundo, retira-se o termo de dipolo, pois este é causado pelo movimento de nossa
galáxia.
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Já o horizonte de partícula, na recombinação, media

dp(trec) ∝ trec = dp(to)
trec
to

= D

(
a(trec)

a(to)

)3/2

. (2.2)

Tomando a razão entre essas distâncias, encontra-se

Drec

dp(trec)
=

(
a(trec)

a(to)

)−1/2

=

(
Trec
To

)1/2

. (2.3)

Como To ≈ 3K ∼ 10−4eV e Trec ∼ 10eV,

(
Drec

dp(trec)

)3

∼ 1015/2 . (2.4)

O volume próprio do presente horizonte, na recombinação, era 1015/2 vezes

maior que o volume da região causalmente conectada. Se forem buscados

instantes ainda mais no passado do Universo, essa razão aumenta cada vez

mais.

Pode-se então resumir o problema do horizonte na seguinte pergunta:

Como poderia o Universo tornar-se tão homogêneo tendo iniciado a partir

de tão grande região causalmente desconectada?

Poder-se-ia supor que o Universo começou com tal grau de homogenei-

dade. Por mais arti�cial que esse tipo de hipótese possa parecer, a questão

de atribuir condições iniciais ao Universo é totalmente aberta. Como �utua-

ções de energia tendem a crescer, para que, hoje, a �utuação na temperatura

da Radiação Cósmica de Fundo seja tão pequena, esta deveria, inicialmente,

ser muito �namente ajustada a 0. Senão, δT
T
∼ 1.
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2.1.2 O Problema da Chateza

O espectro de �utuações na temperatura da Radiação Cósmica de Fundo,

juntamente com medidas do valor atual do parâmetro de Hubble favorecem

ΩK,0
≈ 0 [12]. Ou seja, com muito boa aproximação, o Universo é espacial-

mente chato.

O Problema da Chateza questiona a causa desse fato. Pode-se ver com

clareza o motivo de isso ser um problema. Pela de�nição do parâmetro de

densidade

Ω(t) =
8πG

3

ρ

H2 ,

tem-se

Ω(t)− 1 =
K

a2H2 =
K
ȧ2 = −ΩK(t) . (2.5)

Desde o começo da era dominada pela poeira, quando T ≈ 1eV , até mais

recentemente, o fator de escala a(t) cresceu com t2/3, então

ȧ2 ∝ t−2/3

e, consequentemente,

ΩK ∝ a(t)

cresceu 4 ordens de grandeza, pois, durante esta época, a ∝ T−1 e a tem-

peratura do Universo diminuiu de T ≈ 1eV para To ≈ 10−4eV . Para que se

tenha ΩK(o) < 1, seria necessário ter, na equipartição,

ΩK < 10−4 .
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O mesmo ocorreu durante a Era da Radiação, pois

a ∝ t1/2 ∴ ȧ2 ∝ t−1 .

Assim, durante esse estágio, ΩK cresceu como ΩK ∝ a2. Do começo da

produção de hélio, T ≈ 105eV ao �m da Era da Radiação, o fator de escala

cresceu 5 ordens de grandeza. Juntando este crescimento com o crescimento

durante a Era da Matéria, conclui-se que, para que ΩK(o) < 1, na época da

Nucleossíntese Primordial,

ΩK(tNP ) < 10−14 . (2.6)

O Universo deveria ter começado muito �namente ajustado à chateza

para reproduzir o Universo atualmente observado. Pode-se também dizer

que a Chateza do Universo é um estado de equilíbrio (muito) instável.

Será visto agora, rapidamente, como um estágio acelerado durante a

evolução do Universo resolve os problemas apresentados acima, e depois será

explicado o mecanismo através do qual esta aceleração se realiza.

2.1.3 Solução dos Problemas

Pode ser visto, claramente, que se, durante algum período, a expansão do

Universo for acelerada, ȧ aumenta e |Ω(t) − 1| → 0, resolvendo o Problema

da Chateza. Para o Problema do Horizonte, se a expansão fosse acelerada, a

equação (2.2) �caria

dp(trec) = dp(to)
trec
to

= D

(
a(trec)

a(to)

)n
, n < 1 , (2.7)
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o que inverteria o sinal do expoente na equação (2.3), ou seja, nosso Universo

observável estaria todo contido, no passado, numa região de contato causal!

Como já foi mencionado, não há um mecanismo padrão de aceleração.

Diversas maneiras de obter in�ação cósmica foram sugeridas. Existir uma

solução acelerada não é su�ciente para que os problemas descritos sejam

resolvidos. É necessário que a aceleração ocorra por tempo su�ciente para

que o Universo in�e o bastante de forma a tornar-se espacialmente chato e

causalmente conectado. Não menos importante é a recuperação, ao �m da

in�ação, da expansão usual, desacelerada. Estas são características básicas

que os cenários in�acionários buscam.

Antes de seguir para a descrição da solução in�acionária, serão apresen-

tadas estas mesmas ideias sob a perspectiva da termodinâmica do Universo

primitivo. Esta era a abordagem usual na época da formulação dos modelos

in�acionários.

2.1.4 O aspecto termodinâmico destes problemas

Será usado aqui o que foi desenvolvido nas seções 1.5.1 e 1.5.2. Calcula-se

a presente densidade de entropia do Universo (1.63)

so =
2π2

45
g∗soT

3
o ' 2, 23× 10−11(eV )3 , (2.8)

lembrando-se que, como a entropia é adimensional, a densidade de entropia

tem dimensão de [energia]3.

A entropia no nosso horizonte de partícula é

S =
4π

3
(dp)

3s.
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Tem-se então

So =
4π

3
× (3to)

3s ≈ 8, 8× 1087 , (2.9)

onde t é o valor atual da idade do Universo, medido em (eV )−1. Tem-se que

to ≈ 1032(eV )−1.

Este é o valor da entropia contida atualmente no nosso horizonte de

partícula. No começo do Universo, enquanto havia partículas saindo do equi-

líbrio e simetrias sendo quebradas, ocorria produção de entropia. O último

evento desta natureza, na história do Universo, é a recombinação, quando

elétrons, até então altamente espalhados pelos fótons da Radiação Cósmica

de Fundo, foram capturados por núcleos atômicos, formando os átomos mais

leves. Desde então, não houve produção signi�cativa de entropia (se houve

alguma). Se for calculado o valor da entropia contida no Universo logo após

a recombinação (t ≈ 1013s ' 1028(eV )−1, g∗s ≈ 4 e T ≈ 10−4/3eV ),

Srec ≈ 6, 8× 1082 . (2.10)

Da recombinação até o presente, não ocorreram processos capazes de gerar

tamanha diferença de entropia (quebras de simetria, desacoplamentos...)!

Portanto, intimamente ligado ao Problema do Horizonte, está um problema

de aumento da entropia do Universo. A questão que �ca é a seguinte:

Qual mecanismo gerou tamanha entropia no Universo?

Será Visto agora como o Problema da Chateza se relaciona à entropia do

Universo.

Como é sabido, a densidade de energia dos fótons é proporcional a a−4, e
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sua densidade de energia é dada por

ργ =

(
π2

15

)
T 4
γ . (2.11)

Para os fótons, g = 2.

Assim,

aTγ =

(
15ρ0γa

4
0

π2

)1/4

= constante . (2.12)

Então,

Sγ = a3sγ =

(
4π2

45

)
(aTγ)

3 =

(
4π2

45

)(
15ρ0γa

4
0

π2

)3/4

. (2.13)

ρ0γ ' 2× 10−15(eV )4. Como foi visto em (2.5), e usando que [22]

0.01 < Ω0 < 2 :

 k = 1⇒ 1
a2
0H

2
0
< 1 ∴ a0 > H−1

0

k = −1⇒ 1
a2
0H

2
0
< 0, 99 ∴ a0 > H−1

0 .
(2.14)

Como H−1 = 3000h−1Mpc ' 6, 7×1032eV −1, a constatação de que o Uni-

verso é, com boa aproximação, espacialmente chato, implica que a entropia

total do Universo é

Sγ ' 3, 4× 1087 . (2.15)

Assim, ambos os problemas podem ser refraseados na seguinte pergunta:

Por que a entropia do Universo é tão grande?
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Como foi mostrado acima 2.1.3, uma época acelerada na evolução do

Universo poderia resolver os problemas da chateza e horizonte. Ve-se agora

que esta solução, além de incluir uma fase acelerada, deve produzir uma

grande quantidade de entropia!

2.2 A solução In�acionária

Serão discutidos aqui os cenários mais simples obtidos a partir de campos

escalares. Esta discussão será iniciada com o trabalho já citado de Alan

Guth [14]. Esta versão é atualmente conhecida como "Velha In�ação". O

paradigma de Rolamento Lento, mais usado atualmente, dentro do contexto

de In�ação Cósmica, será comentado brevemente.

2.2.1 Velha In�ação: a versão original

Num trabalho publicado em 1980 [23], Guth, em colaboração com Henry

Tye, mostrou que, no contexto de Teorias de Grande Uni�cação, uma Tran-

sição de Fase de primeira ordem, na qual ocorresse um superresfriamento,

poderia resolver o problema da abundância (esperada) de monopólos mag-

néticos. Analisando a in�uência desta transição para a expansão do Universo,

Guth chegou à conclusão de que um Universo dominado por um campo no

estado de vácuo daria origem a uma expansão exponencial. Rapidamente

ele notou que esta expansão poderia resolver os problemas do horizonte e da

chateza.

Durante a Transição de Fase, a dinâmica do Universo era dominada por

um campo escalar, o ín�aton. A altíssimas temperaturas, o potencial ao

qual o ín�aton está submetido apresenta apenas um ponto de equilíbrio,

localizado em φ = 0. Conforme a temperatura diminui, o potencial começa a
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desenvolver um segundo ponto de equilíbrio �gura (2.1). Abaixo de uma certa

temperatura crítica Tc, este novo ponto de equilíbrio tornou-se o ponto de

equilíbrio estável, também chamado Vácuo Verdadeiro, e o anterior tornou-se

um ponto de equilíbrio metaestável, ou Falso Vácuo.

Figura 2.1: Potencial do campo escalar. Muito acima de uma temperatura

crítica Tc, o potencial tem apenas um mínimo (curva A). Conforme a temper-

atura diminui, o potencial desenvolve outro mínimo e, em Tc, estes se tornam

igualmente favoráveis (curvas B, C e D). Abaixo da Tc é mais favorável, ener-

geticamente, que o campo escalar esteja concentrado no novo mínimo (curva

E).

Ocupando o mínimo do potencial em φ = 0, o campo se encontra no es-

tado de Falso Vácuo. Classicamente, o campo está fadado a permanecer neste

estado inde�nidamente. Quanticamente, existe a possibilidade do campo

tunelar para o estado de Vácuo Verdadeiro �gura (2.2).
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Figura 2.2: Forma do potencial do campo escalar abaixo da Temperatura

Crítica. A seta pontilhada indica que a Transição de Fase ocorre pelo tunela-

mento do Falso Vácuo ao Vácuo Verdadeiro.

Com o Universo no estado de Falso Vácuo, o campo escalar permanece

estático e, como foi visto na seção 1.2.2,

ρvac = V (φ) (constante) ,

e

H2 =
8πG

3
V (φ) =

8πG

3
ρvac (constante). (2.16)

Consequentemente, a expansão é exponencial

a(t) = a(t0)eχ(t−t0) , (2.17)

onde χ =
√

8πG
3
ρvac. Nas regiões do Universo que sofrem expansão exponen-

cial, antes de ocorrer a Transição de Fase, não há produção de entropia e,

como não é esperada nenhuma alteração nos graus de liberdade das particu-

las relativísticas, a ∝ T−1 (ver seção 1.5). Assim, a expansão acelerada leva

a um resfriamento exponencial do Universo.

A taxa de tunelamento depende de detalhes que não serão abordados.
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A informação necessária (para não dizer indispensável) é que, a baixíssimas

temperaturas, a taxa de tunelamento por unidade de volume (Γvac), é con-

stante [14], determinada pela ação do campo escalar, assim como pela escala

de energia na qual ocorre a transição [24, 25, 26, 27]. Conforme o tempo

passava, regiões distintas do Universo tunelavam do estado de Falso Vácuo

para o Vácuo Verdadeiro.

Seguindo o raciocínio que levou à equação (2.1), para que nosso Universo

atual tenha estado todo contido numa região de contato causal logo após o

periodo in�acionário, o fator de escala deve ter crescido, durante a In�ação,

por um fator de 1028 (ver seção 2.1.3).

A Transição de Fase ocorre da seguinte maneira: o campo escalar tem uma

certa probabilidade de tunelar do estado de Falso Vácuo para o de Vácuo

Verdadeiro. Em certas regiões do Universo, este tunelamento ocorrerá, e

o campo passará a ocupar o ponto de equilíbrio estável do potencial. A

diferença de energia entre esses dois estados, como mostrado em [25, 26],

�ca armazenada nas fronteiras desta região, na forma de calor latente. Esta

região é chamada de bolha, e diz-se que a energia, ao ocorrer a Transição de

Fase, �ca armazenada nas paredes da bolha. Após formada, o raio da bolha,

se maior que um raio crítico [25], cresce aproximadamente com a velocidade

da luz.

No começo da Transição de Fase, o Universo estava à temperatura crítica

Tc. Conforme sofreu expansão exponencial, a temperatura do Universo di-

miniu da mesma forma e, no momento em que a Transição de Fase ocorre, a

temperatura do Universo é Ts, muito abaixo de Tc.

Para que a Transição de Fase se complete, dando origem a um Universo

homogêneo em grandes escalas, é necessário que ocorra percolação, ou seja,

que as bolhas formem uma todalidade, ocupando uma região grande o su�-
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ciente para abarcar todo o nosso Universo observável. Conforme as bolhas

crescem, elas podem começar a colidir. Nesse processo de colisão, a energia,

inicialmente armazenada na parede que sofreu a colisão, �ui pelo interior das

bolhas.

Esta liberação de energia pelo interior da bolha aquecerá o interior desta

região até uma temperatura Tr (reaquecimento), da mesma ordem de Tc,

e um aumento na entropia do Universo se dará por um fator da ordem de

(Tr/Ts)
3 [14]. Se o Universo tiver sofrido um resfriamento de 28 ordens

de magnitude ou mais, este processo produzirá a entropia presentemente

esperada no Universo!

Para reproduzir os primórdios do nosso Universo, essa energia deve entrar

em equilíbrio térmico (homogeneizar-se) no interior da bolha. Portanto, não

é su�ciente que ocorra a percolação. Deve haver também homogeneização da

energia armazenada nas paredes da bolha.

Uma bolha nucleada no instante t0 tem seu raio igual a

d(t, t0) =

∫ t

t0

dt′

a(t′)
=

1

χ

(
e−χt0 − e−χt

)
. (2.18)

Assintoticamente, este raio tende a [28]

D(t0) =
1

χ
e−χt0 . (2.19)

A probabilidade p(t) de que um dado ponto permaneça na região de Falso

Vácuo (não sofra Transição de Fase) é

p(t) = e

[
− 4π

3
Γvac

∫ t
tb
dt′(a(t′)d(t′,t0))3

]
, (2.20)

onde tb é o começo da Transição de Fase.

Após um longo tempo (em relação ao tempo cósmico, ou seja, t − tb �
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χ−1),

p(t) ≈ e−
4π
3
rχ(t−tb) , (2.21)

onde r = Γvac
H4 .

Para que os problemas (horizonte e chateza) sejam resolvidos, como foi

visto acima, o fator de escala deve crescer, pelo menos, por 28 ordens de mag-

nitude, antes que uma fração relevante do Universo tenha sofrido Transição

de Fase. Isso pode ser obtido se [28]

r . 3/(4π ln 1028) = 4× 10−3 .

Apesar de a resolução dos problemas cosmológicos favorecer r muito

baixo, no mesmo trabalho os autores mostram que, se r < 10−6, não há

percolação. Além disso, a região onde 10−6 < r < 10−3 so é satisfeita para

um ajuste muito �no dos parâmetros.

Ainda restaria a possibilidade de nosso Universo observável não ser orig-

inário da percolação de bolhas formadas na Transição da Fase. Uma pequena

região, na qual as bolhas colidissem e a energia liberada pudesse ser homo-

geneizada, resolveria o problema. Mas, no mesmo trabalho, é mostrado que,

para a maioria das bolhas, as colisões que elas sofrem são com bolhas muito

menores, o que impossibilita sua homogeneização, uma vez que parte da en-

ergia continuaria distribuída pela parede da bolha (a parte que não colidiu),

enquanto que outra parte iria se espalhar pelo interior da bolha. Para que

haja homogeneização das bolhas, é necessário que, além de elas não serem

grandes (para que haja tempo de ocorrer a homogeneização), elas devem ter,

aproximadamente, o mesmo tamanho, para que a energia liberada se espalhe

igualmente por toda a região. Para que isso aconteça, a in�ação deve ser
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rápida.

Com isso, concluiu-se que o cenário in�acionário, da forma como foi pro-

posto por Alan Guth, não era viável. Apesar disso, a ideia de uma In�ação

Cósmica continua o principal paradigma para explicar os Problemas do Hor-

izonte, Chateza e geração de perturbações para a formação de estruturas.

Durante a década de 80, e na primeira metade da década de 90, princi-

palmente, diversos outros cenários in�acionários foram sugeridos. Alguns se

tornaram mais in�uentes ([29, 30, 31]. Para uma revisão destes e de outros,

[32]). Neste ínterim, uma nova ideia, dentro do contexto de In�ação Cósmica,

foi lançada [33]. Esta ideia �cou conhecida como Rolamento Lento. A ideia

de Rolamento Lento reúne uma variedade enorme de modelos in�acionários

e aponta características básicas necessárias tanto para que o cenário seja

consistente quanto para que esteja em acordo com as observações.

Será feita agora uma breve descrição deste paradigma. Para revisões, veja

[34, 8, 9, 10, 35].

2.2.2 Rolamento Lento

Pela equação de aceleração,

ä

a
= −8πG

3

(
φ̇2 − V

)
, (2.22)

ve-se que, para que o campo escalar produza aceleração,

φ̇2 � V.

Com esta condição, a equação de Klein-Gordon �ca dominada pelo potencial

do ín�aton.

A existência de uma solução acelerada não é su�ciente para garantir-se
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que o cenário seja viável. É necessário que a energia cinética do campo escalar

permaneça subdominante durante o tempo de Hubble, ∆tH ≡ H−1, intervalo

de tempo durante o qual o fator de escala, neste caso, cresce por um fator

e1. É comum utilizar H−1 como escala de tempo. Assim, a condição acima

implica que

φ̈� φ̇

∆tH
= Hφ̇ .

Para que haja retorno à evolução ordinária, com o Universo quente e

desacelerado, sem comprometer teorias já bem estabelecidas sobre o Universo

primitivo (como, por exemplo, a Nucleossíntese Primordial), e para que não

haja con�ito com as observações (bolhas de diferentes tamanhos causando

anisotropias, como vimos acima), a in�ação deve ser rápida. Isso favorece

a expansão exponencial. Este tipo de expansão, dentro da aproximação de

rolamento lento, é obtido se o potencial do ín�aton for, durante o periodo

in�acionário, aproximadamente constante. As equações de Klein-Gordon e

Friedmann �cam então

φ̇ ' −V,φ
3H

. (2.23)

e

H2 ' 8πG

3
V (φ)→ constante , (2.24)

e a expansão é exponencial.

Pode-se resolver estas duas equações para encontrar a(φ). Basta notar

que

H =
d ln a

dt
= φ̇

d ln a

dφ
= −V,φ

3H

d ln a

dφ
. (2.25)
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Usando (2.24)

−V,φ
d ln a

dφ
= 8πV G , (2.26)

e então

a(φ) = aie
8π
∫ φi
φ

V
V,φ

dφ
. (2.27)

Para um potencial tipo lei-de-potência V = λnφ
n/n, onde λn tem dimen-

são de (energia)4−n,

a(φ(t)) = aie
4π
n (φ2

i−φ2(t)) . (2.28)

Como foi visto em 1.2.2, na parte sobre campos escalares, caso o potencial

seja constante (não é o caso exatamente, mas, com boa aproximação, se o

valor inicial do campo for baixo), mesmo que a energia cinética do campo

seja dominante inicialmente, esta decai rapidamente e a expansão do Universo

tende à aceleração semelhante a de Sitter.

Pode-se resumir as condições acima colocadas nas chamadas Condições

de Rolamento Lento:

ε ≡ 1

16πG

(
V,φ
V

)2

� 1 (2.29)

e

η ≡ 1

8πG

∣∣∣∣V,φφV
∣∣∣∣� 1 (2.30)

(se apenas a primeira derivada do potencial fosse muito pequena, o campo

poderia estar próximo a um mínimo do potencial, situação na qual não have-
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ria rolamento lento).

Este paradigma engloba tanto in�ação com campo escalar inicialmente

pequeno �gura (2.3), como in�ação com o campo escalar inicialmente alto

�gura (2.4)

Figura 2.3: Primeiramente, o campo rola pela parte aproximadamente plana

do potencial. Durante este período, ocorre a expansão semelhante a de Sitter.

Ao �m da In�ação, o campo chega próximo do mínimo do potencial e oscila,

perdendo sua energia por atrito.
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Figura 2.4: O potencial não apresenta parte plana. Este potencial pode ser,

por exemplo, uma potência do campo escalar. Assim, as condições de rola-

mento lento são satisfeitas para campos altos. Neste caso, o termo de atrito

na equação de Klein-Gordon impede que o campo role rápido ao longo do po-

tencial, garantindo a expansão semelhante a de Sitter. Ao �m da In�ação, o

campo chega próximo do mínimo do potencial e oscila, novamente perdendo

sua energia por atrito.

Em rolamento lento, pode não haver percolação pois, em certos casos, uma

única bolha pode crescer o su�ciente para abarcar todo o Universo observável.

Nestas situações, a entropia do Universo é gerada pelas oscilações do campo

escalar quando este está próximo ao mínimo do potencial.

Este tipo de expansão pode levar à ocorrência de In�ação em diferentes

regiões do Universo, dando origem a múltiplos mini-Universos, independentes

um do outro e com características diferentes [36].

Como já foi mencionado, no começo deste capítulo, uma das maneiras

mais utilizadas de restringir modelos in�acionários é através do espectro de

perturbações escalares. Estas perturbações são �utuações do ín�aton. No

próximo capítulo, será analisada a evolução das �utuações deste campo es-

calar, e suas consequências observacionais.
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Um outro assunto, que não faz parte do trabalho que desenvolvemos, mas

que merece ser mencionado dentro do contexto da Cosmologia In�acionária, é

o Reaquecimento. Ao �m da in�ação, as partículas do ín�aton devem decair

em radiação. No contexto de Velha In�ação, esta conversão da energia em

radiação se dá pelas colisões das bolhas. No contexto de Rolamento Lento,

esta conversão se dá quando o campo escalar, oscilando em seu potencial,

�gura (2.3) e �gura (2.4), perde energia por atrito, decaindo em radiação.

Caso o produdo deste primeiro decaimento não seja radiação, pode haver um

segundo reaquecimento [35].

O decaimento do ín�aton pode ocorrer antes da fase oscilatória, no chamado

Pré-aquecimento. Este ocorre durante a fase na qual a aproximação de rola-

mento lento já não é mais válida, e a energia é dominada pelo termo cinético,

sendo então ρ ' P ∝ a−6. Nesta situação, dada a interação do ín�aton

com outras partículas, a transferência de energia pode ser bastante e�ciente,

convertendo praticamente toda a energia do ín�aton em alguns modos do

campo de radiação [9, 35, 37, 38, 39].
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Capítulo 3

Perturbações In�acionárias

O estudo de perturbações cósmicas é essencial para fazer-se a conexão

entre teoria e observação. Pelo lado teórico, tem-se �utuações da métrica que

podem ser interpretadas como um campo gravitacional perturbativo. Estas

são geradas pelas �utuações do ín�aton, e causam aglomeração de matéria

em certas regiões do Universo, gerando sobredensidades.

Essas sobredensidades são responsáveis pela formação de galáxias, por

reforçarem os poços no potencial gravitacional, atraindo ainda mais matéria

e assim, por instabilidade gravitacional, galáxias e aglomerados são forma-

dos. Além disso, os fótons, ao atravessarem galáxias, em geral, perdem en-

ergia para sair do campo gravitacional destas. Esta é uma forma de gerar

anisotropias na Radiação Cósmica de Fundo.

Será seguido um roteiro bastante simples: �utuações quânticas em torno

do valor clássico do campo escalar (ín�aton) geram �utuações na métrica

de fundo. Será calculado o espectro das perturbações da métrica que será

comparado às observações.

Não será abordado o mecanismo de formação de estruturas. Para tal,

sugere-se [8, 11, 9, 10, 35]. Serão focadas a geração de perturbações a partir

55
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da in�ação e o espectro de perturbações observado.

Antes de começar-se a abordar as perturbações em si, vale mencionar

que o espectro gerado pela in�ação não é exatamente o observado. Como

foi mencionado em 1.4.2, escalas saem do horizonte de curvatura durante a

in�ação e, após o �m desta, com a evolução desacelerada do Universo, estas

escalas entram novamente no horizonte. O espectro gerado pela in�ação é

comparado com o espectro das perturbações neste momento de entrada. A

evolução do espectro desde então até o presente, quando ele é observado,

é dada pela Função de Transferência. Estas são calculadas levando-se em

conta todas as interações da matéria (bariônica, relativística e escura).

3.1 Flutuações no campo escalar e na métrica

Considera-se �utuações do ín�aton em torno do campo homogêneo,

φ(x, t) = φ0(t) + δφ(x, t) . (3.1)

Antes de se escrever �utuações da métrica, precisa-se fazer certas consi-

derações de extrema importância.

Sabe-se que se pode decompor um vetor como a soma de um vetor sem

divergência e o gradiente de uma função escalar.

vα = aα + b,α onde aα,α = 0 .

Esta componente sem divergência é chamada de modo vetorial, e a função

escalar é chamada modo escalar. Da mesma forma, um tensor de ordem 2

pode ser escrito como a soma de um tensor de ordem 2 sem divergência e

sem traço, o gradiente de um modo vetorial, sem divergência, e a segunda
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derivada de uma função escalar (este tensor de ordem 2 é chamado de modo

tensorial).

Wαβ = Aαβ + Pα;β + C,αβ onde Aαα = 0 ; Aαβ ;α = Aαβ
;β = 0 e Pα;α = 0 .

É sabido que, ao se analisar a evolução de perturbações na aproximação

linear, e fazendo a decomposição acima, a evolução de modos escalares, ve-

toriais e tensoriais é desacoplada [8]. Como in�ação é gerada por um campo

escalar (pelo menos, no trabalho desenvolvido aqui), este só tem perturbações

escalares.

Não será mostrado aqui, mas perturbações vetoriais1 (na métrica) de-

crescem rapidamente com o fator de escala [35] e perturbações tensoriais dão

origem a ondas gravitacionais. Estas, apesar de não serem geradas pelas �u-

tuações do ín�aton, crescem com a expansão acelerada, e sua medição imporá

fortes vínculos sobre modelos in�acionários, podendo descartar vários mode-

los, senão todos (comentar-se-á brevemente sobre essa possibilidade quando

se falar do espectro de potências)! O fato de ondas gravitacionais ainda

não terem sido observadas já serve para descartar modelos que gerem ondas

gravitacionais com um espectro cuja amplitude seja comparável à das pertur-

bações escalares. Estes conceitos (amplitude e espectro) �carão mais claros

no decorrer deste capítulo.

Considera-se, agora, apenas a parte escalar das �utuações da métrica, em

torno da solução homogênea (a métrica será escrita, por conveniência, em

1Perturbações vetoriais seriam indicativos de anisotropias. Pode-se argumentar, tam-
bém, por conservação de momento angular que, com a expansão isotrópica, qualquer vetor
deve ter seu módulo atenuado pela expansão.
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termos do tempo conforme)

ds2 = a2(τ)[−(1+2ϕ)dτ 2−2B,i dτdx
i+((1−2ψ)δij−2E,ij )dxidxj] . (3.2)

Não existe uma maneira unívoca de separar, numa dada grandeza física,

a parte não-perturbativa (fundo) da parte perturbativa. A escolha de uma

dada separação entre fundo e perturbação é chamada escolha de calibre. Será

visto agora como relacionar duas escolhas diferentes de calibre. Esta parte

seguirá de perto as referências [8, 9, 40].

3.1.1 Escolha de Calibre

Considere-se duas variedades: Uma variedade M, na qual as grandezas

�sicas estão de�nidas, e uma variedade N , a variedade de fundo, sem per-

turbações, na qual as coordenadas estão �xas xαf .

Seja uma função qualquer Q de�nida em M e a correspondente (0)Q

de�nida em N . Um difeomor�smo [3, 41]

D : N →M

induz um sistema de coordenadas (D : xαf → xα) emM. A diferença entre

o valor da função Q calculada num dado ponto p da variedadeM, Q(p), e o

valor da função (0)Q calculada no ponto correspondente à imagem inversa do

ponto p pela transformaçãoD, (0)Q(D−1(p)), é o que se chama de perturbação

de Q, δQ [40]:

δQ = Q(p)− (0)Q(D−1(p)) . (3.3)
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Um outro difeomor�smo D̃ induz um outro sistema de coordenadas (D̃ :

xαf → x̃α) emM e uma nova perturbação δ̃Q:

δ̃Q = Q̃(p)− (0)Q(D̃−1(p)) . (3.4)

É importante notar que ambos os difeomor�smos são de N emM, e assim

(0)Q(D−1(p)) = (0)Q(D̃−1(p)) �gura (3.1).

Figura 3.1: Dois difeomor�smos diferentes induzindo dois sistemas de coor-

denadas diferentes na mesma variedadeM.

A mudança de calibre é dada pela mudança de correspondência D → D̃

entre as variedades, consequentemente uma mudança nas coordenadas xα →

x̃α induzidas nesta variedade. Pode-se considerar mudanças in�nitesimais

nas coordenadas

x̃α = xα + ξα(xβ) (3.5)

Ao se escolher calibres diferentes, as perturbações δQ transformam-se

como

∆Q = δ̃Q− δQ = LξQ = Lξ (0)Q , (3.6)
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onde Lξ é a Derivada de Lie ao longo do vetor ξ. A última igualdade é devida

a ξ ser um vetor in�nitesimal, e assim LξδQ = O(2).

As perturbações de campos escalares, vetoriais e tensoriais genéricos transformam-

se como [8, 9]

δ̃χ = δχ− (0)χ,α ξ
α (3.7)

˜δvα = δvα − (0)v
α
,β ξ

β + (0)v
β
ξα,β (3.8)

˜δAαβ = δAαβ − (0)A
α
β,γ ξ

γ + (0)A
γ
βξ

α,γ −(0)A
α
γξ
γ,β . (3.9)

As componentes espaciais do vetor in�nitesimal ξα = (ξ(0), ξi) podem ser

escritas como

ξi = ξi⊥ + ℵ,i, (3.10)

onde ξi⊥,i = 0 é um vetor com divergência nula e ℵ é uma função escalar.

Para a perturbação do ín�aton e para as componentes da métrica pertur-

bada,

δ̃φ = δφ− (0)φ,0 ξ
(0) (3.11)

e

ϕ̃ = ϕ− 1

a

(
aξ(0)

)′
B̃ = B + ℵ′ − ξ(0)

ψ̃ = ψ +
a′

a
ξ(0) Ẽ = E + ℵ . (3.12)

Com as componentes da métrica, pode-se construir duas grandezas in-
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variantes de calibre:

Φ = ϕ− 1

a
[a (B − E ′)]′ Ψ = ψ + a′

a
(B − E ′) (3.13)

e a perturbação do campo escalar invariante de calibre

δφ = δφ− (0)φ
′
(B − E ′) . (3.14)

Ao se usar grandezas invariantes de calibre existe a conveniência de de-

senvolver os cálculos em qualquer sistema de coordenadas.

A escolha do calibre altera a própria interpretação das coordenadas uti-

lizadas. Por exemplo, no espaço-tempo não perturbado, as hipersuperfícies

de tempo constante são ortogonais às linhas (�os, ou threads, como comu-

mente encontrado na literatura [8]) ao longo das quais xi é constante. Isso

já não é verdade na presença das perturbações que estamos considerando,

pois a função B, conhecida como Função de Deslocamento (Shift Function),

desfaz essa ortogonalidade. Ver �gura (3.2).

Mesmo na ausência desta função, a passagem do tempo não se dá da

mesma forma entre dois calibres para os quais a perturbação ϕ seja diferente.
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Figura 3.2: A linha indicada como τ de�ne a linha de xi constante. A linha

xi denota a hipersuperfície de tempo constante, ou �fatia� (slice). A �gura

deixa explícito que estas não são ortogonais, e esta não-ortogonalidade é dada

pela função de deslocamento, que de�ne a linha ortogonal à hipersuper�cie

de tempo constante. A linha deslocada de τ pelo vetor ~v indica a direção de

propagação de um �uido com velocidade ~v arbitrária.

Poderiam ser destacados, aqui, dois calibres diferentes. Um deles, mais

por sua importância histórica. O outro, além da importância histórica, pelo

desenvolvimento que será feito aqui, ao se avaliar a evolução das pertur-

bações.

Não se entrará em detalhes sobre o primeiro, o Calibre Síncrono [9]. Será

dito apenas que ele é de�nido como tendo ϕ = B = 0, ou seja, os �os são

curvas geodésicas e são ortogonais às hipersuperfícies de tempo constante.

Porém, como pode ser visto pelas equações (3.12), esta escolha não deixa �xo

o sistema de coordenadas utilizado. Caso haja um sistema de coordenadas

(τ , xi) que satisfaça a estas condições, um outro (τ̃ , x̃i) também as satisfará,
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desde que [9]

τ̃ = τ +
C1

a
x̃i = xi + C1,i

∫
dτ
a

+ C2,i . (3.15)

C1 e C2 são funções arbitrárias das coordenadas espaciais. Esta liberdade

di�culta em muito a interpretação dos resultados.

Será dito um pouco mais sobre o segundo.

O Calibre Newtoniano (ou longitudinal)

Neste calibre, coordenadas são escolhidas tais que B = E = 0. Com esta

escolha, a métrica volta a ser diagonal e, pela equação (3.13), ve-se que as

funções ϕ e ψ correspondem às grandezas invariantes de calibre Φ e Ψ. A

métrica perturbada é, então

ds2 = a2(τ)
[
− (1 + 2Φ) + (1− 2Ψ) δijdx

idxj
]
. (3.16)

Caso estas perturbações sejam geradas por um �uido isotrópico (como é

o caso do campo escalar considerado), pode-se ver (será mostrado abaixo)

que Φ = Ψ. Comparando esta métrica com a de Schwarzschild [5], pode-se

interpretar este campo como o campo gravitacional gerado pelas perturbações

do ín�aton.

Pela equação (3.14), ve-se que, neste calibre, δφ = δφ. Este calibre torna-

se, então, extremamente útil pois, para se escrever as equações perturbadas

numa forma invariante por calibre, basta tomá-las no calibre Newtoniano

(fazendo B=E=0) e fazer a identi�cação entre estas e as perturbações invari-

antes de calibre [9]! Encontrar as equações para as variáveis invariantes de

calibre a partir das perturbações genéricas e usando (3.13) e (3.14) é muito
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mais trabalhoso.

Para se fazer a conexão entre teoria e observação, como já foi mencionado

anteriormente, usa-se o espectro de potências gerado pela in�ação. É no

espectro da perturbação ζ que se interessará2. Agora esta perturbação será

de�nida e se mostrará como esta se relaciona a Φ e a φ, e seu espectro será

calculado.

3.2 A perturbação de Curvatura; Evolução das

Perturbações

Pode-se de�nir a parte espacial da métrica de uma maneira genérica [35]:

gij = a(x, t)γij(x, t) , (3.17)

onde

a(x, t) = a(t)eχ(x,t) (3.18)

é o fator de escala local. Em primeira ordem, χ = −ψ (3.2).

O número de e-folds entre duas fatias genéricas é

N12(x) =

∫ t2

t1

1

a

da

dt
dt = Hδt− ψ(x, t2) + ψ(x, t1) , (3.19)

onde H = 1
a
da(t)
dt

e δt = t2 − t1 é a diferença na de�nição de tempo entre os

dois sistemas de coordenadas, o que caracteriza a diferença entre as fatias.

2O espectro desta perturbação, especi�camente, está associado à distribuição de galáx-
ias. As anisotropias da Radiação Cósmica de Fundo estão associadas ao espectro de Φ,
que se relaciona com ζ de uma maneira muito simples, como se verá.
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Assim, de�ne-se a perturbação de curvatura, numa fatia genérica:

ζ = Hδt− ψ . (3.20)

Partindo da variedade de fundo para uma variedade física qualquer, e

pela equação (3.7),

δφ(x, t) = − (0)φ̇(t)δt .

Assim, a (3.20) �ca

ζ = −
(
ψ +H

δφ
(0)φ̇

)
= −

(
Ψ +H

δφ
(0)φ̇

)
= −

(
Ψ +H δφ

(0)φ
′

)
. (3.21)

Onde foram usados (3.13) e (3.14).

Serão calculadas agora as perturbações do tensor energia-momento. Com

a conservação deste e as equações de Einstein, a evolução da perturbação do

campo escalar será desenvolvida e seu espectro será calculado. A este desen-

volvimento deve ser adicionada a amplitude inicial das perturbações. Esta é

dada pelas �utuações de vácuo do ín�aton. Então, uma teoria completa de

perturbações in�acionárias deve ser uma teoria quântica.

Poderiamos ser escrita a lagrangeana clássica e, a partir desta, quantizar

o campo na equação de movimento. Porém, este procedimento leva a in-

correções na normalização dos modos encontrados [42]. Assim, é necessario

quantizar a própria ação e, a partir desta, encontrar as equações clássicas às

quais os campos estão submetidos. Para encontrar as equações de primeira

ordem, será necessario expandir a ação em segunda ordem nas perturbações.

Antes de se calcular as equações quânticas perturbativas, serão encon-

tradas as equações clássicas não-perturbadas. Estas serão úteis ao se analisar

as perturbações quânticas. Para tal, precisa-se do tensor energia-momento
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do campo escalar.

3.2.1 O tensor energia-momento

Parte-se da ação do campo escalar [9]

S =

∫
d4x
√
−g
{
−
[

1

2
gαβ

∂φ

∂xα
∂φ

∂xβ
+ V (φ)

]}
. (3.22)

Variando-a em relação ao campo φ, encontra-se a equação

1√
−g

∂

∂xα

(√
−ggαβ ∂φ

∂xβ

)
− ∂V

∂φ
= 0 . (3.23)

Tem-se então a equação de Klein-Gordon não perturbada

(0)φ
′′

+ 2H(0)φ
′
+ a2V,φ = 0 , (3.24)

(onde ' é derivação em relação ao tempo conforme).

Aqui vale a pena chamar à atenção um fato importante: tanto a equação

(3.22) quanto (3.23) podem ser encontradas na literatura com sinais difer-

entes. Esta diferença é devida à escolha de assinatura da métrica. Como foi

falado na parte de Notações e Convenções desta Dissertação, a métrica aqui

é usada com assinatura (−+ ++). Então, a energia cinética do nosso campo

escalar é

−1

2
gαβ

∂φ

∂xα
∂φ

∂xβ
.

O importante, ao se escrever a lagrangeana, é não se perder de vista que ela

deve ter a forma L = T − V , onde T é a energia cinética e V , a potencial.

Tendo isso em vista e reconhecendo quem são as energias cinética e poten-

cial dos campos em questão, a lagrangeana é imediata. Para conferir que

a lagrangeana foi escrita corretamente, deve-se ter também em mente que,
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não importa qual a assinatura usada, as equações de campo devem ser as

mesmas.

O tensor energia-momento é encontrado variando-se a ação (3.22) em

relação à métrica. Tem-se

Tαβ = gαγ
∂φ

∂xγ
∂φ

∂xβ
−
(

1

2
gµν

∂φ

∂xµ
∂φ

∂xν

)
δαβ . (3.25)

Escrevendo a ação completa, incluindo a parte gravitacional e o campo

escalar,

S =

∫ {
−1

16πG
R−

[
1

2
gαβ

∂φ

∂xα
∂φ

∂xβ
+ V (φ)

]}√
−gd4x , (3.26)

encontra-se as equações de campo

H2 = 8πG
3

[
1
2
( (0)φ′)2 + V (φ)

]
(3.27)

2H′ +H2 = 8πG
[
−1

2
( (0)φ′)2 + V (φ)a2

]
. (3.28)

O desenvolvimento destas depende do modelo in�acionário particular que

for analisado. Elas serão mantidas nesta forma geral e, agora, as perturbações

serão analisadas.

3.2.2 Perturbações e quantização da ação

A princípio, a parte gravitacional da ação (3.26) será abordada:

Sgr =
−1

16πG

∫
R
√
−gd4x . (3.29)
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Para expandir esta ação em segunda ordem nas perturbações, é conve-

niente usar o formalismo ADM [40, 43]:

ds2 = −
(
N 2 −NiN i

)
dτ 2 − 2Nidxidτ + γijdx

idxj , (3.30)

onde

N = a

(
1 + φ− 1

2
φ2 +

1

2
B,iB,i

)
é a função Lapso (esta de�nição da função lapso engloba a parte não-perturbada

da métrica),

Ni = a2B,i

é a função de deslocamento e

γij = a2 [(1− 2ψδij + 2E,ij )]

é a parte espacial da métrica.

Para a ação do campo escalar,

Sφ =

∫
−
[

1

2
gαβ

∂φ

∂xα
∂φ

∂xβ
+ V (φ)

]√
−gd4x , (3.31)

precisa-se levar diferentes termos em conta,

δ2Sφ =

∫
d4x
√
− (0)g

[
δ2 (
√
−g)√
− (0)g

(0)Lφ +
2δ1 (
√
−g) δ1 (Lφ)√
− (0)g

+ δ2 (Lφ)

]
,

(3.32)

onde
(0)Lφ = −

[
1

2
gαβ

∂φ

∂xα
∂φ

∂xβ
+ V (φ)

]
.

δ1 (Lφ) e δ2 (Lφ) podem ser calculados expandindo-se (0)Lφ em série de Taylor

em torno de (0)φ.
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Expandindo as ações (3.29) e (3.31) em segunda ordem nas perturbações

e desprezando termos de superfície, encontra-se [40, 44]

δ2S = δ2Sgr + δ2Sφ =
1

16πG

∫
{a2
[
−6ψ′2 − 12Hϕψ′ − 2ψ,i (2ϕ,i−ψ,i )− 2(H′ + 2H2)ϕ2

+ 8πG(δφ′2 − δφ,i δφ,i−V,φφ a2δφ2) + 16πG[ (0)φ′(ϕ+ 3ψ)′δφ− 2V,φ a
2ϕδφ]

+ 4(B − E ′),ii
(
4πG (0)φ′δφ− ψ′ −Hϕ

)
}d4x .

(3.34)

É importante ressaltar que, mesmo com os índices na mesma altura, está

sendo usada a convenção de soma de einstein. Esta liberdade é causada

pois, uma vez que o fator de escala e as perturbações da métrica foram

destacados, a ação resultante é a dos termos entre chaves num espaço-tempo

de Minkowski.

De�nindo a variável

υ = a

(
δφ+

(0)φ′

H
ψ

)
= a

(
δφ+

(0)φ′

H
Ψ

)
= −a

(0)φ′

H
ζ , (3.35)

a expansão assume uma forma muito mais simples (mais uma vez, termos de

superfície foram desprezados, e a equação (3.21) foi usada):

δ2S =
1

2

∫ (
υ′2 − υ,i υ,i +

z′′

z
υ2

)
d4x , (3.36)

onde

z = a
(0)φ′

H
. (3.37)
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A ação �nal, com a qual se trabalhará, é a ação de um campo escalar, com

massa variável, num espaço-tempo chato [45], e este campo escalar relaciona-

se de uma maneira muito simples com a variável cujo espectro pretende-se

calcular (ver equação (3.35)).

Prosseguindo com a quantização do campo, de�ne-se o momento π canon-

icamente conjugado a υ,

π(τ,x) =
∂L
∂υ′

= υ′(τ,x) . (3.38)

Estes operadores devem obedecer às regras de comutação padrões:

[υ̂(τ,x), υ̂(τ,x′)] = [π̂(τ,x), π̂(τ,x′)] = 0

[υ̂(τ,x), π̂(τ,x′)] = iδ(x− x′) . (3.39)

Expandindo o operador υ̂(τ,x) em modos,

υ̂(τ,x) =
1√
2

∫ [
υ∗k(τ)eikxâ−k + υk(τ)e−ikxâ+

k

] d3k

(2π)3/2
, (3.40)

as regras de comutação (3.39) reduzem-se a

[
â−k , â

−
k′

]
=
[
â+
k , â

+
k′

]
= 0[

â−k , â
+
k′

]
= δ(x− x′) . (3.41)

Da ação (3.36), com o operador υ̂ dado por (3.40), encontra-se a seguinte

equação de movimento, para os modos:

υ′′k + ω2
k(τ)υk = 0 , (3.42)
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onde

ω2
k(τ) = k2 − z′′

z
.

O vácuo desta teoria é de�nido, como de costume, como sendo o estado

aniquilado pelo operador de destruição a−k ,

a−k |0〉 = 0 〈0|a+
k = 0 .

Com isso, calcula-se o espectro de υ.

3.2.3 O espectro de potências

O espectro de uma grandeza arbitrária é de�nido da seguinte forma: seja

uma grandeza h(x, t) e sua transformada de Fourier [35]

h(k, t) =
1

(2π)3/2

∫
h(x, t)e−ik·xd3x . (3.43)

De�ne-se a Transformada de Fourier inversa:

h(x, t) =
1

(2π)3/2

∫
h(k, t)eik·xd3k . (3.44)

De�ne-se o espectro de potências através de

〈h∗(k)h(k′)〉 = δ3(k− k′)
2π2

k3
Ph(k) . (3.45)

Uma maneira bastante conveniente de analisar a dependência do espectro

com a escala de perturbações é atraves do índice espectral, de�nido como

ns − 1 ≡ d lnP
d ln k

. (3.46)

O índice espectral do espectro de perturbações do potencial gravitacional é
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o primeiro vínculo observacional que se impõe sobre modelos in�acionários.

Os resultados observacionais indicam que ns . 1. O melhor valor deste

parâmetro, de acordo com os dados observacionais, será mencionado mais

para a frente, quando for falado sobre In�ação em teorias Escalar-Tensoriais

da Gravitação, quando for abordado o trabalho que desenvolvemos.

No caso de perturbações quânticas, o valor médio é o valor esperado no

vácuo. Assim,

〈0|υ̂(τ,x)υ̂(τ,y)|0〉 = 1
2

∫∫
〈0|
[
υ∗k(τ)eikxâ−k + υk(τ)e−ikxâ+

k

]
×[

υ∗q (τ)eiqyâ−q + υq(τ)e−iqyâ+
q

]
|0〉d

3k d3q

(2π)3

=
∫ |υk(τ)|2k3

4π2

sin kr

kr

dk

k
. (3.47)

O espectro de υ é dado por

Pυ =
|υk(τ)|2k3

4π2
. (3.48)

Só falta a solução da equação (3.42). Pelas equações (3.27) e (3.28),

encontra-se

(0)φ′

H
=

√
1−H′/H2

4πG
. (3.49)

Com isso, ve-se qual a forma de z′′/z para formas genéricas do fator de escala.

No caso, por exemplo, de aceleração tipo de Sitter,

a ∝ −1

τ
→ H =

−1

τ
⇒ 1− H

′

H2
= 0 ∴ z ≡ 0 . (3.50)

Pode-se veri�car que, nesta caso, a equação (3.36) deixa de ser válida! Inclu-
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sive, pode-se ver que as perturbações da métrica decrescem com a expansão

do Universo, neste caso [46].

Caso o fator de escala cresça como uma potência do tempo, a ∝ tα →

a ∝ τα/(1−α),

(0)φ′

H
=

1√
4πGα

, (3.51)

uma constante. Assim,

z′′

z
=
a′′

a
=
α(2α− 1)

(α− 1)2

1

τ 2
. (3.52)

Para simpli�car, será de�nido, momentaneamente, p ≡ α(2α−1)
(α−1)2

. Assim, (3.42)

�ca

υ′′k +
(
k2 − p

τ 2

)
υk = 0 . (3.53)

O horizonte de Hubble é proporcional a τ . No começo da in�ação, quando

os modos ainda estão dentro do horizonte, k � τ−1. A equação (3.53) passa

a ser a equação de um oscilador harmônico, cuja solução é

υk(τ) =
1√
2k
e−ikτ . (3.54)

Esta solução, a de um campo propagando-se no espaço-tempo de Minkowski,

corresponde à propagação de um modo de energia positiva do campo. Ela

é válida como condição inicial neste caso (enquanto a aproximação k � τ−1

for válida). Este vácuo é o chamado Vácuo de Bunch-Davies [47].

A solução geral de (3.53), correspondente a (3.54) é

υ =
1

2

√
π|τ |H(2)

3/2(kτ) =
e−ikτ√

2k

kτ − i
kτ

, (3.55)
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onde H(2)
ν é a função de Hankel de segunda espécie.

Como

ζ = −a−1 H
(0)φ′

υ ,

usando (3.48), o espectro de ζ é

Pζ =

(
H

(0)φ′

)2(
Hk

2π

)2

, (3.56)

onde Hk é o parâmetro de Hubble calculado no instante em que k = aHk.

Esta é a forma geral do espectro de potências in�acionário. Para cada

modelo, sua amplitude e seu espectro (3.46) são calculados e comparados às

observações. Dentro do contexto de rolamento lento [9], o índice espectral

pode ser associado à segunda derivada do potencial. Esta conta não será

feita aqui, pois o objetivo desta Dissertação é desenvolver in�ação cósmica

em gravitação escalar-tensorial, e não será feito uso de rolamento lento.

O objetivo deste capítulo era mostrar como in�ação gera perturbações e

estas estão associadas às observações. A discussão aqui feita restringiu-se à

produção das perturbações durante o periodo in�acionário e ao seu cresci-

mento até a reentrada no horizonte de curvatura, após o �m da in�ação. A

evolução subsequente destas perturbações leva em conta sua interação com

a matéria e a radiação presentes no Universo [35, 48]. Esta evolução não é

tratada aqui pois os experimentos realizados em cosmologia já apresentam

em seus resultados o espectro de potências in�acionário [12]. Portanto, o

desenvolvimento deste capítulo já basta para a comparação da previsão in-

�acionária com os resultados experimentais. Os próximos capítulos tratarão

de Gravitação Escalar-Tensorial, in�ação cósmica e teoria de perturbação

neste contexto.

Além disso, existem dois tópicos dentro do asunto de Perturbações Cós-



3.2. A PERTURBAÇÃODE CURVATURA; EVOLUÇÃODAS PERTURBAÇÕES75

micas que, apesar de não serem centrais para o presente desenvolvimento, são

questões em aberto dentro do contexto da Cosmologia In�acionária e mere-

cem atenção. Um deles é a questão de saber se as perturbações in�acionárias

são gaussianas [35, 49, 50, 51, 52], ou seja, se toda a informação sobre a dis-

tribuição estatística das perturbações está contida na função de correlação de

dois pontos, cujo espectro foi calculado neste capítulo. Os limites vindos do

mapa da Radiação Cósmica de Fundo não são conclusivos ainda. Espera-se

que o satélite Planck [53], que foi lançado ao espaço em maio de 2009, forneça

melhores medidas para responder a esta questão.

O outro tópico é sobre a ocorrência de retro-reação (backreaction). Flu-

tuações de vácuo geram pares virtuais. Com a expansão acelerada durante

a in�ação, alguns desses pares podem se afastar bastante e o campo gravita-

cional existente pode fornecer-lhes a energia necessária para que se tornem

partículas reais. Esta geração de matéria durante a in�ação poderia desacel-

erar a in�ação e, se este efeito for relevante o su�ciente, poderia até induzir

o �m do período in�acionário [54, 55, 56].
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Capítulo 4

Gravitação Escalar-Tensorial

4.1 Introdução - Conceitos básicos da Relativi-

dade Geral

Antes de Gravitação Escalar-Tensorial ser apresentada como alternativa à

Teoria da Relatividade Geral, serão discutidos brevemente alguns fundamen-

tos desta. A preservação ou violação destes fundamentos na teoria escalar-

tensorial será ressaltada.

4.1.1 Princípio de Equivalência

Existem algumas formulações diferentes para o princípio de equivalência

[6, 57]. A ideia de Einstein ao formulá-lo era a de identi�car a aceleração

gravitacional com uma aceleração qualquer. Além disso, como uma teoria de

gravitação, a Relatividade Geral deveria ter como limite a teoria newtoniana.

Uma característica da teoria newtoniana preservada pela Relatividade

Geral é o princípio de Queda Livre Universal: Todos os corpos, independen-

temente de sua composição interna, devem sofrer a mesma aceleração quando

77
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submetidos ao mesmo campo gravitacional. Na linguagem relativística, as

partículas devem seguir a mesma geodésica. Este princípio é chamado de

Princípio de Equivalência Fraco. Uma outra maneira de dizer isso é

a�rmar que a massa inercial mi e a massa gravitacional mg dos corpos são

iguais.

Um outro principio de equivalência, o Princípio de Equivalência de

Einstein, além das características do Princípio de Equivalência Fraco, tem

como características, para fenômenos não-gravitacionais (eletromagnéticos,

por exemplo), a Invariância Local de Lorentz - resultados de experimentos

devem ser independentes da velocidade do referencial - e a Invariância Local

de Posição - o resultado dos experimentos não deve depender do local de

sua realização. Ainda um outro princípio de equivalência, o Princípio de

Equivalêcia Forte, tem estas mesmas características, mas ampliadas para

englobar fenômenos gravitacionais.

4.1.2 O Princípio de Mach

A formulação deste princípio é um pouco menos clara. Basicamente, Mach

considerava que a inércia de um corpo era determinada por suas interações

com todas as outras partículas do Universo. Considerava também que, em

mecânica, apenas o movimento relativo entre todas as massas era importante.

Nunca houve uma formulação quantitavita para estas ideias. Elas in-

�uenciaram Einstein no sentido de buscar uma teoria na qual o espaço fosse

in�uenciado pela presença de matéria, em oposição à ideia de espaço absoluto

newtoniana.

Apesar da in�uência de ideias Machianas na formulação da Relatividade

Geral, esta não é uma teoria inteiramente Machiana. Por exemplo, na ausên-

cia de matéria, a solução das equações de Einstein é o bem conhecido espaço-
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tempo de Minkowski. A existência de uma solução (métrica) favorece certas

curvas (geodésicas) para o movimento de partículas. Num ponto de vista

Machiano, não faz sentido falar em trajetórias preferenciais para partículas

de teste, na ausência de outros corpos que nos permitam de�nir sua inércia.

Portanto, num ponto de vista Machiano, não há a solução de Minkowski!

O Princípio de Mach in�uenciou Brans e Dicke na formulação da teoria

escalar-tensorial [58] no sentido que a Constante Universal da Gravitação é

substituída por um campo escalar, e este, ao entrar nas equações de campo,

é determinado pela distribuição de matéria do Universo.

Estes princípios discutidos nesta seção serão citados adiante, onde será

mencionado em quais situações eles são preservados, ou violados.

Antes de se seguir para discutir gravitação escalar-tensorial, será comen-

tado rapidamente sobre uma tentativa, contemporânea à Relatividade Geral,

de formular uma teoria escalar de gravitação. Esta teoria escalar não foi bem

sucedida, mas serve de base e inspiração para teorias alternativas à Relativi-

dade Geral.

4.2 Gravitação Escalar

A ideia de descrever a interação gravitacional, no contexto relativístico,

através de um campo escalar, intencionava generalizar a gravitação newto-

niana. Uma tentativa relevante foi feita pelo físico �nlandês Gunnar Nord-

ström. Será feita aqui uma descrição muito breve desta tentativa, baseada

nas revisões [59, 60].

Tendo como ponto de partida a equação de campo newtoniana,

∇2φ = 4πGρ , (4.1)
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Nordström [61] considerou sua generalização mais simples,

�φ = −4πGρ . (4.2)

A quadri-velocidade uµ de uma partícula obedeceria à equação de movi-

mento

u̇µ + φ̇uµ = ∂µφ . (4.3)

Todas as partículas caem da mesma forma na presença do campo gravita-

cional, o que satisfaz o Princípio de Equivalência Fraco [57].

Como mencionado em [59], esta teoria não pode ser derivada a partir de

um princípio variacional e, para preservar a invariância de Lorentz na equação

(4.2), esta não deveria ser obtida calculando-se uma componente particular

de uma equação tensorial, mas uma equação de traço, e a densidade de

energia ρ deveria ser proporcional ao traço do tensor energia-momento do

sistema. Além disso, esta teoria é linear. Esperava-se que o campo gravita-

cional, em analogia com o eletromagnetismo, carregasse energia. De acordo

com a Relatividade Especial, energia equivale a massa, e esta é fonte de

campo gravitacional. Portanto, a equação de campo deveria ser não-linear.

Isso levou Nordström a reconsiderar a relação entre massa inercial e massa

gravitacional [62].

Em 1913, Nordström formulou uma segunda versão de sua teoria [63].

Nesta, a equação de campo deveria ser

φ�φ = −4πGTm , (4.4)

onde Tm é o traço do tensor energia-momento da matéria. A equação de

movimento de uma partícula submetida a um campo gravitacional, no con-
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texto desta teoria, é

φu̇µ + φ̇uµ = ∂µφ . (4.5)

Einstein e Fokker [64] mostraram que esta equação de movimento pode

ser derivada a partir da Lagrangeana

L =
1

2
φ2ηµν u̇

µu̇ν . (4.6)

A teoria de Nordström, como uma teoria escalar, considerava que a métrica

do espaço-tempo era a métrica de Minkowski. Porém, pela Lagrangeana

(4.6), vemos que esta teoria pode ser reinterpretada como uma teoria métrica

cujo tensor métrico é

gµν = φ2ηµν . (4.7)

As curvas (4.5) são as geodésicas deste espaço-tempo curvo. Como esta

métrica é conformalmente chata, o escalar de Ricci é

R = −6
�φ
φ3

. (4.8)

O traço do tensor energia-momento, através da Transformação Conforme

(4.7), transforma-se como [57, 20]

T → T/φ4 .

Assim, a equação de campo (4.4) pode ser escrita como

R = 24πGTm . (4.9)
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Esta equação relaciona diretamente a geometria do espaço-tempo com o

conteúdo material do Universo, assim como as equações de Einstein. Porém,

como esta teoria é conformalmente chata, o tensor de Weyl,

Cαβµν ,

é nulo [3]. Assim, toda a geometria do espaço-tempo é dada pelo tensor

de Ricci, e toda a relação entre matéria e curvatura do espaço-tempo está

contida na equação (4.9).

Como o tensor energia-momento do campo eletromagnético não tem traço,

na teoria de Nordström não há acoplamento entre a luz e a gravitação. Assim,

não haveria desvio na trajetória da luz ao passar por um campo gravitacional.

Esta discordância, além do fato de a previsão desta teoria para a precessão

do periélio de Mercúrio estar errada, descartam-na como uma teoria viável

de gravitação. Porém, ela serve não apenas de inspiração para a construção

de outras teorias alternativas de gravitação, como inspirou o próprio Ein-

stein - que a reconheceu como uma forte candidata à sua própria teoria - na

formulação da Relatividade Geral.

4.3 Gravitação Escalar-Tensorial

A Relatividade Geral é uma teoria que tem, como grandeza fundamental,

um tensor. Nela, o mediador da interação gravitacional é uma particula

de spin 2. Numa teoria escalar-tensorial, além de um tensor fundamental,

tem-se um campo escalar, igualmente fundamental. Ou seja, numa teoria

escalar-tensorial, além de uma partícula de spin 2, a interação gravitacional

é mediada por uma partícula de spin 0.

Teorias escalar-tensoriais da gravitação são formuladas a partir de uma
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lagrangeana. Sua forma genérica é

S =

∫
d4x
√
−gf(φ)R , (4.10)

onde f(φ) é uma função arbitrária do campo escalar φ.

Na ação acima, foi explicitada apenas a generalização do termo de Einstein-

Hilbert. O termo f(φ)R é chamado de termo de acoplamento não-mínimo.

Esta nomenclatura �cará mais clara nos próximos parágrafos.

Incluindo na ação (4.10) o termo cinético do campo escalar, juntamente

com o potencial e considerando a presença de matéria, tem-se a ação mais

genérica

S =

∫
d4x
√
g

[
f(φ)R− 1

2
w(φ)gµν∂µφ∂νφ− V (φ) + Lm

]
. (4.11)

Se o primeiro termo do membro direito desta equação fosse o termo de

Einstein-Hilbert comum (R, ao invés de f(φ)R), o acoplamento entre o campo

escalar e a gravitação seria o mesmo que para qualquer1 campo em Relativi-

dade Geral. Este acoplamento é o chamado acoplamento mínimo pois, na

ausência de campo gravitacional, basta fazer

gµν → ηµν ;

∇ → ∂

e o acoplamento entre campos e gravitação desaparece.

1Qualquer, aqui, quer dizer qualquer campo escalar. Um campo vetorial seria um
pouco diferente [3] e, para se descrever um campo espinorial em espaço-tempo curvo, seria
necessário usar o formalismo de tétradas [3, 47]. Esta dissertação continuará restrita a
campos escalares.
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O termo de acoplamento não-mínimo recebe este nome exatamente por,

dadas as relações acima, o acoplamento entre o campo e a gravitação não

desaparecer.

As equações de campo, análogas às equações de Einstein, obtidas variando-

se a ação (4.11), são

Gµν =
1

2f(φ)
Tµν

(m) − gµν
�f(φ)

f(φ)
+

1

f(φ)
∇µ∇νf(φ)

+
w(φ)

f(φ)

(
1

2
∇µφ∇νφ−

1

4
gµνg

αβ∇αφ∇βφ

)
− gµν

V (φ)

2f(φ)
. (4.12)

Não é útil seguir-se calculando equações de campo genéricas. A descrição

agora será restrita a um caso bastante simples, simples o bastante para que

os resultados possam ser interpretados, mas não o bastante para que ca-

racterísticas importantes das teorias escalar-tensoriais sejam perdidas. Será

analisado agora o modelo de Brans e Dicke (BD) da gravitação [58].

4.4 A teoria de Brans-Dicke

A formulação da teoria de Brans-Dicke tem sua motivação no princípio

de Mach. Como foi mencionado acima, não há uma formulação quantita-

tiva do princípio de Mach. Suas a�rmações são conceituais e baseadas em

argumentos de ordem de magnitude.

Num desses argumentos de ordem de magnitude [65], considerou-se um

Universo contendo apenas uma casca esférica massiva e, próximo ao seu cen-

tro, duas partículas em mútua atração gravitacional. Num referencial no qual

uma destas partículas está em repouso, a força gravitacional devida à outra

partícula deve ser compensada pela atração gravitacional devida à casca es-
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férica. A força inercial, pelas Leis de Newton e de acordo com o princípio

de Mach, como argumentado em [65], deveria ser proporcional às massas da

partícula e da casca, assim como à aceleração da partícula. Assim, a força

inercial sobre a particula em repouso deveria ser

F = b
mMaG

rc2
, (4.13)

onde m é a massa da parrtícula, M a massa da casca, a a aceleração da

partícula, G a constante de Newton, c a velocidade da luz, b um parâmetro

adimensional, que deveria ser da ordem da unidade, e r a distância entre as

duas partículas. Para que esta expressão esteja em acordo com F = ma,

GM/Rc2 ∼ 1 . (4.14)

Esta relação abre duas possibilidades [58]: na primeira delas, a razão

M/R é �xa, e isso poderia resultar de condições de contorno impostas às

equações de campo da Relatividade Geral. A segunda alternativa é permitir

que G varie com a distribuição de massa. A primeira possibilidade não

é realizável, pois não é possível especi�car tais condições de contorno. A

segunda possibilidade será explorada aqui.

Uma consequência imediata é a violação do Princípio de Equivalência

Forte. Como G não é mais constante, o resultado de experimentos gravita-

cionais depende do local (no espaço ou no tempo) de sua realização.

A teoria de Brans-Dicke parte da seguinte ação

S =

∫
d4x
√
g

[
φR− w

φ
gµν∂µφ∂νφ+ Lm(gµν , ψ)

]
, (4.15)

muito semelhante à equação (4.11), com f(φ) = φ, w(φ) = w/2φ e V = 0.

O campo φ tem dimensão de [energia]2. Esta escolha torna w um parâmetro
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adimensional. A lagrangeana da matéria é uma função somente da métrica

e de quaisquer campos (ψ) de matéria, não do campo φ!

Comparando-se a ação (4.15) com uma ação ordinária na Relatividade

Geral,

S =

∫
d4x
√
g

[
R

16πG
+ Lm(gµν , ψ)

]
, (4.16)

ve-se que, para que haja acordo entre os testes gravitacionais e a teoria de

Brans-Dicke, φ ∝ G−1, constante e uniforme.

Variando-se esta ação com respeito ao campo escalar, encontra-se

2wφ−1�φ− (w/φ2)gµν∂µφ∂νφ+R = 0 . (4.17)

Tomando (4.17) com o traço de (4.12) (ajustada à teoria de Brans-Dicke),

encontra-se

�φ =
1

2(3 + 2w)
T (m) = ζ2T (m) (4.18)

onde T (m) é o traço do tensor energia-momento da matéria e

ζ−2 ≡ 2(3 + 2w) . (4.19)

Esta equação de Poisson para o campo escalar mostra o caráter machiano

desta teoria.

Será analisada, agora, a conexão entre esta teoria e a Relatividade Geral,

fazendo a aproximação de campo fraco e através da Parametrização Pós-

Newtoniana.

4.4.1 Campo Fraco e PPN

Esta parte segue de perto a descrição feita em [57].
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Por conveniência, será feita uma rede�nição do campo escalar. De�ne-se

o campo

ϕ2 ≡ 2ξ−1φ , (4.20)

onde

ξ−1 = 4w . (4.21)

Em termos deste campo, a ação passa a ter um termo cinético canônico.

S =

∫
d4x
√
g

[
1

2
ξϕ2R− 1

2
gµν∂µϕ∂νϕ+ Lm(gµν , ψ)

]
. (4.22)

Faz-se a aproximação de campo fraco expandindo o campo ϕ:

ϕ = υ + Zσ , (4.23)

onde υ é o campo de fundo, constante, e temos υ � Zσ. O primeiro termo

da ação (4.22) �ca

√
−g1

2
ξυ2R . (4.24)

Como este é idêntico ao termo de Einstein-Hilbert, pode-se tomar

ξυ2 = 1⇒ ξ−1 = υ2 .

Das equações (4.20), (4.18) e (4.23), tem-se

�σ = ξ−1/2Z−1ζ2T (m) . (4.25)

Considerando, no limite newtoniano, uma partícula pontual de massa M
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em repouso, tem-se2

σ =
M

MPl

ξ−1/2Z−1ζ2 1

4πr
. (4.26)

Tomando a métrica perturbada em primeira ordem, onde a perturbação

representa o efeito do campo fraco, tem-se

gµν = ηµν +M−1
Pl hµν . (4.27)

Linearizando a equação (4.12) - ajustada à teoria de Brans-Dicke - na

métrica e no campo, encontra-se

�hµν − ∂µ∂λhλν − ∂ν∂λhλµ + ∂µ∂νh+ ηµν (∂σ∂ρh
σρ −�h)

−4Zξ1/2 (ηµν�− ∂µ∂ν)σ = −2M−1
Pl Tµν

(m) . (4.28)

O termo do lado esquerdo na segunda linha desta equação representa a

mistura entre os campos. Esta mistura pode ser removida de�nindo-se o

campo auxiliar χµν ,

χµν ≡ hµν −
1

2
ηµνh− 2Zξ1/2ηµνσ . (4.29)

Invertendo esta equação, encontra-se

hµν ≡ χµν −
1

2
ηµνχ− 2Zξ1/2ηµνσ . (4.30)

Impondo o calibre

∂λχ
λ
ν = 0 ,

2No limite newtoniano, o campo é estático.
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encontra-se

�χµν = − 2

MPl

Tµν
(m) . (4.31)

Para uma partícula pontual em repouso com massa M, a solução desta

equação é

χ00 = 2
M

MPl

1

4πr
. (todas as outras componentes nulas.) (4.32)

Pelo fato de a teoria escalar-tensorial ser uma teoria métrica, partículas

pontuais de teste percorrem geodésicas da métrica. O potencial gravitacional

é dado por

V = −1

2

m

MPl

h00 = Vχ + Vσ . (4.33)

Como (4.30)

h00 =
1

2
χ00 + 2Zξ1/2σ , (4.34)

usando (4.26) e (4.32),

Vχ = −1

2

mM

M2
Pl

1

4πr
(4.35)

Vσ = −mM
M2

Pl

ζ2 1

4πr
. (4.36)

Como a força devida ao campo escalar é proporcional à massa do corpo

pontual de teste, o princípio de equivalência fraco é satisfeito para estas

partículas.

A Parametrização Pós-Newtoniana é usada para comparar as previsões de

uma teoria métrica com observações no sistema solar. Com esta parametriza-
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ção, fortes vínculos sobre alguns parâmetros da teoria são impostos. Ex-

pandindo os termos g00 e grr da métrica [57],

− g00 ≈ 1− ag
r

+
β − γ

2

a2
g

r2
(4.37)

grr ≈ 1 + γ
ag
r

, (4.38)

onde ag é o raio de Schwarzschild do corpo.

A solução original de Schwarzschild corresponde a β = γ = 1 [5]. Em

termos destes parâmetros, alguns testes dão:

• de�exão da luz pelo Sol:

∆φ =
1 + γ

2

2ag
r0

; (4.39)

• Desvio do periélio de Mercúrio:

∆φ =
2− β + 2γ

3

3agπ

l
. (4.40)

O resultado mais recente de de�exão da luz pelo VLBI fornece [57]

γ = 1, 00000± 0, 00028 , (4.41)

e a teoria de BD fornece

γ − 1 = 4ζ2 . (4.42)

Usando (4.19) e (4.21),

w & 3, 6× 103 ξ . 7× 10−5 . (4.43)
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Estes resultados restringem fortemente a teoria de BD. Como foi visto nesta

seção, com a de�nição do campo ϕ (4.20), este resultado pode ser estendido

a teorias cujo termo de acoplamento não-mínimo consista numa função não-

linear do campo escalar.

4.4.2 O Princípio de Equivalência

Na teoria de BD, por ser esta uma teoria métrica, partículas pontuais

de teste satisfazem o princípio de equivalência fraco. Para estas, mi e mg

são iguais. Em 1951, Papapetrou [66] mostrou que, na Relatividade Geral,

corpos extensos também satisfazem a este princípio.

Em dois artigos em 1968, Nordtvedt analisou este caso na teoria de BD.

No primeiro artigo [67], ele argumentou que os testes clássicos, até então

realizados, não indicavam nada sobre a contribuição da auto-energia gravita-

cional para a massa inercial ou gravitacional de um corpo.

No segundo artigo [68] ele analisa o caso de duas massas mi e mj em

órbita circular em torno do centro de massa do sistema composto por estes

dois corpos e uma terceira massa distante me. No regime em que o campo

gerado por esta massa externa é fraco, ele calculou a aceleração do sistema

devida à presença da massa externa. Considerando que o plano da órbita

dos corpos i e j forma um ângulo θ com a direção que os liga à massa e,

Nordtvedt calculou a aceleração na direção desta massa externa:

a = ge

{
1 +

mimj

(mi +mj)rij

[
8∆− 4β − 3γ − χ+

1
2

sin2 θ
(
2β + χ+ 8∆′ − α′ − 2

)]}
,

(4.44)

onde α′, β, γ, ∆, ∆′ e χ são correções à metrica devidas à presença da massa

externa. É imprescindível mencionar que esta equação é independente de

teoria de gravitação usada.
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Para que o princípio de equivalência fraco seja válido, deve-se ter

a = ge .

Pela equação (4.44), isso corresponde a

8∆− 4β − 3γ − χ = 0 , (4.45)

2β + χ+ 8∆′ − α′ − 2 = 0 . (4.46)

O que Nordtvedt mostra é que, na teoria de BD, a equação (4.45) não é

satisfeita, e o princípio de equivalência fraco é violado [68]!

(8∆− 4β − 3γ − χ)BD = − 1

2 + w
. (4.47)

4.5 Transformações Conformes

Pode-se reescrever a teoria escalar-tensorial de forma que ela �que com

a aparência de Relatividade Geral. Isto é feito através da Transformação

Conforme.

A transformação conforme consiste em rede�nir a métrica a partir de uma

certa função escalar pela relação

g̃µν = Ω2(x)gµν . (4.48)

Conforme será visto adiante, existe uma função especí�ca Ω(x) que trans-
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forma o termo

S =

∫
d4x
√
−g1

2
f(φ)R (4.49)

em

S =

∫
d4x
√
−g̃1

2
R̃ . (4.50)

Quando se trabalha com a métrica gµν , diz-se que se está trabalhando

no quadro de Jordan (Jordan Frame). Quando a métrica usada é g̃µν , diz-se

estar no quadro de Einstein. No quadro de Einstein, as unidades de tempo e

comprimento passam a depender da função Ω(x), não sendo mais �xas [20].

As unidades �xas de tempo e espaço comumente usadas são as do quadro de

Jordan.

Partindo de (4.48), ve-se que

g̃ = Ω8g →
√
−g̃ = Ω4

√
−g . (4.51)

As conexões e o escalar de Ricci transformam-se como [57, 20, 3, 41]:

Γ̃αβγ = Γαβγ + Ω−1
(
δαβ∇γΩ + δαγ∇βΩ− gβγ∇αΩ

)
(4.52)

e

R̃ = Ω−2 (R− 6gµν∇µ∇νΩ− 6gµν∇µ ln Ω∇ν ln Ω) . (4.53)

Juntando (4.51) e (4.53), e comparando com (4.49), ve-se que se a função

Ω for de�nida como

Ω(x) =
√
f(φ) , (4.54)
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o termo de Einstin-Hilbert �ca

√
−g̃1

2
R̃ . (4.55)

Invertendo-se a equação (4.53),

R = Ω2
(
R̃ + 6g̃µν∇̃µ∇̃ν ln Ω− 6g̃µν∇̃µ ln Ω∇̃ν ln Ω

)
, (4.56)

e olhando para a ação completa (4.11), ve-se que o termo g̃µν∇̃µ∇̃ν ln Ω da

equação (4.56) dará origem a um termo de superfície [57], portanto será

descartado.

A ação �nal, no quadro de Einstein, é

S =

∫
d4x
√
g̃

[
1

2
R̃− 1

2
K(φ)g̃µν∇̃µφ∇̃νφ−

V (φ)

f 2(φ)
+
Lm
f 2(φ)

]
, (4.57)

onde

K(φ) ≡ 3f ′2(φ) + 2w(φ)f(φ)

2f 2(φ)
. (4.58)

Com a de�nição do novo campo

dΦ ≡
√
K(φ)dφ , (4.59)

tem-se

S =

∫
d4x
√
g̃

[
1

2
R̃− 1

2
g̃µν∇̃µΦ∇̃νΦ−

V (Φ)

f 2(Φ)
+
Lm
f 2(Φ)

]
. (4.60)

Estes resultados serão usados no próximo capítulo, quando for desen-
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volvida a teoria de perturbações in�acionárias em gravitação escalar-tensorial.
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Capítulo 5

In�ação em Gravitação

Escalar-Tensorial

Este é o capítulo �nal desta Dissertação. Nele, conceitos de todos o

capítulos anteriores serão utilizados. O objetivo deste capítulo é chegar ao

trabalho que desenvolvemos, uma tentativa de tornar viável um cenário in-

�acionário no contexto de gravitação escalar-tensorial. Para atingir tal ob-

jetivo, é necessário discutir in�ação estendida [69]. Conforme foi percebido

que existem di�culdades em compatibilizar as previsões deste com obser-

vações cosmológicas e testes gravitacionais [70, 71, 72, 73], outros cenários

foram propostos.

Uma tentativa mais recente [74] traz algumas diferenças em relação à

in�ação estendida, mas também tem incompatibilidades com observações

cosmológicas. Mais precisamente, o espectro de perturbações gerado não

corresponde ao observado. Uma outra alternativa, a qual utiliza a ideia de

Rolamento Lento em Gravitação Escalar-Tensorial [75], fornece um cenário,

a princípio, viável.

A teoria de Perturbações In�acionárias em Gravitação Escalar-Tensorial

97
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será desenvolvida com certo detalhe, pois é de fundamental importância para

a conexão entre teoria (In�ação) e observações (espectro). Nesta parte, a

tecnica de transformações conformes será fundamental.

5.1 In�ação Estendida

O cenário de In�ação Estendida [69] foi proposto com o objetivo de for-

mular um cenário in�acionário no qual a transição de fase se completasse sem

rolamento lento. Para tal propósito, basearam-se na teoria de Brans-Dicke,

partindo da ação já conhecida

A =

∫
d4x
√
−g
[
−ΦR + w

(
∂µΦ∂µΦ

Φ
+ 16πLm(gµν , ψ)

)]
, (5.1)

onde foi considerado, assim como em [14], o Universo contendo um campo ψ

que sofre uma Transição de Fase. A diferença entre o cenário de velha in�ação

e o cenário de In�ação Estendida é que no primeiro a gravitação é descrita

pela teoria de Einstein, enquanto que neste último cenário, a gravitação é

descrita pela teoria de Brans-Dicke. A transição de fase não está associada ao

campo Φ mas sim ao campo ψ, inserido no conteúdo material do Universo,

que é submetido a um potencial tal que a transição de fase é de primeira

ordem. Enquanto no estado de Falso Vácuo, sua densidade de energia é

constante. A dinâmica da transição de fase é a mesma, mas agora, como

a teoria de gravitação é diferente, a expansão do Universo será diferente,

então pode-se perquirir se haverá percolação e homogeneização das regiões
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de Vácuo Verdadeiro. As equações de campo, para k = 0,

H2 =
8πρ

3Φ
+
w

6

(
Φ̇

Φ

)2

−H

(
Φ̇

Φ

)
(5.2)

e

Φ̈ + 3HΦ̇ =
8πρ

3 + 2w
, (5.3)

tem solução

Φ(t) = m2
Pl (1 + χt/α)2 (5.4)

a(t) = (1 + χt/α)w+1/2 , (5.5)

onde χ = 8πρ/3m2
Pl, mPl é o valor efetivo da massa de Planck no começo

da in�ação, e α2 = (3 + 2w)(5 + 6w)/12. Os limites então conhecidos sobre

o parâmetro w vindos de medições no Sistema Solar impunham [76] w >

500 � 1 (atualmente, o vinculo é w > 3000 [57]). Inicialmente, enquanto

t� α/χ, o campo escalar era aproximadamente constante e o fator de escala

crescia exponencialmente, a ≈ eχt. Posteriormente, quando t� α/χ, Φ ∝ t2

e a ∝ tw+1/2.

Como já foi mencionado no capítulo sobre In�ação Cósmica, a transição

de fase não se completa se o Universo estiver passando por uma expansão ex-

ponencial. Considerando a probabilidade de um ponto qualquer permanecer

no estado de Falso Vácuo durante a transição de fase, iniciada em tb [70],

p(t) = e

[
− 4π

3
Γvac

∫ t
tb
dt′(a(t′)d(t′,t0))3

]
, (5.6)

onde

d(t, t0) =

∫ t

t0

dt′

a(t′)
, (5.7)
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ve-se que, durante uma expansão tipo lei-de-potência, o expoente da equação

(5.6) �ca π
3
εw(y4−y4

B), onde ε = Γvac/χ
4 e y = χt/w>1. O espaço preenchido

pelo Vácuo Verdadeiro cresce exponencialmente, como no cenário original,

mas, dessa vez, o Universo cresce como uma lei-de-potência. Assim, a tran-

sição de fase pode chegar a um �m.

Analisando a fração do espaço V>(d, tend) contido em bolhas cujo raio

é maior que um certo raio d em tend, o instante �nal da transição de fase,

calcula-se que este deveria ser

V>(d, tend) ≈ ln [p−1(tend)]

(
d0

d

)4/w

, (5.8)

onde d0 é o raio assintótico de bolhas formadas em tend.

Até que o horizonte de partícula (dH(T ) ∼ MPl/T
2) seja igual ou maior

que o raio de uma bolha a(t)d, a região dentro desta bolha não poderá estar

em equilíbrio térmico. Pode-se, então, relacionar a razão entre o raio de duas

bolhas com a razão entre as temperaturas nas quais estes raios tornaram-se

iguais ao horizonte de partícula. Encontra-se

d0

d
=

T

Tend
.

Voltando à equação (5.8), considerando que a fração do espaço nestas

regiões não ocupa mais que 10−n quando a temperatura do Universo é T,

encontra-se

w <
4 log10 (Tend/T )

n+ log10 ln [p−1(tend)]
<

4

n
log10

Tend
T

, (5.9)

onde a segunda desigualdade segue de p(tend) < e−1. Impondo que não

mais que 10% do espaço ainda esteja em processo de termalização durante

a Nucleossíntese (T ≈ 100KeV), e considerando que a transição de fase se
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completou a T ≈ 1014GeV, chega-se a

w < 76 , (5.10)

em forte desacordo com os testes gravitacionais!

Em [71] os autores argumentam que, para que a distribuição de energia

após a colisão das bolhas preserve a homogeneidade da Radiação Cósmica

de Fundo, o parâmetro w deve estar no intervalo 1, 5 < w < 25. Porém,

observações no Sistema Solar restringem este parâmetro a w > 3000 [57].

Para evitar esta restrição, o campo Φ deveria estar sujeito a um potencial

V (Φ) que �xasse o valor do campo escalar dentro do Sistema Solar. Este

efeito é conhecido como Mecanismo Camaleão, e tem sido bastante usado em

outros contextos [77, 78].

Num outro trabalho, analisando a dinâmica das bolhas num modelo no

qual o ín�aton tivesse um potencial tipo poço duplo [72],

V (ψ) =
λ

8
(ψ2 − a2)2 − ρ

2a
(ψ − a) , (5.11)

os autores concluíram que, se λ ∼ M
MPl

, a formação de bolhas seria suprimida

durante a maior parte da transição de fase. Assim, esta se completaria pela

percolação de bolhas pequenas, que facilmente atingiriam a homogeneização,

mesmo para valores de w satisfazendo as restrições do Sistema Solar.

Percebeu-se rapidamente [73] que λ ∼ M
MPl

, suprimindo a produção de

bolhas, tornaria a in�ação mais longa e, consequentemente, o campo escalar

cresceria mais, ultrapassando a escala da presente constante de acoplamento

gravitacional.

Antes de se falar sobre o modelo in�acionário por nós estudado mais a

fundo, é necessário que se fale antes de perturbações cósmicas em gravitação
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escalar-tensorial.

5.2 Perturbações In�acionárias em Gravitação

Escalar-Tensorial

Como foi visto no capítulo anterior, uma transformação conforme per-

mite reescrever a lagrangeana de forma a que as equações tenham a mesma

aparência das equações da Relatividade Geral. A rede�nição da métrica

ĝαβ ≡ Ω2gαβ ,

leva à seguinte rede�nição das coordenadas [79] (esta referência será seguida

ao longo desta seção):

â = aΩ dt̂ = Ωdt . (5.12)

A transformação conforme aqui realizada intenciona tornar as equações

da teoria escalar-tensorial idênticas às da Relatividade Geral. Partindo da

teoria escalar-tensorial,

S =

∫
a3dtd3x

√
g(3)f(φ,R) , (5.13)

sabe-se que, se Ω =
√
F , onde F = ∂f(φ,R)

∂R
, este termo da ação �ca

S =

∫
â3dt̂d3x

√
g(3)R̂ , (5.14)

onde
√
g(3) é o determinante da métrica do tri-espaço. Por (5.12), ve-se que

este termo não muda pela transformação conforme1.

1Para coincidir com a literatura, o termo gravitacional, f(φ)R, será escrito como
f(φ,R). Esta formulação permite o tratamento de teorias mais gerais que a aqui tratada.
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Como foi visto no capítulo anterior, se o campo escalar for rede�nido

dφ̂ =

√
w

F
(dφ)2 +

3

2F 2
(dF )2 , (5.15)

a lagrangeana, no quadro de Einstein, �ca

L̂ =
1

2
R̂− 1

2
ĝαβ∂αφ̂∂βφ̂− U(φ̂) , (5.16)

onde U(φ̂) = V/F 2.

O procedimento para analisar as perturbações, neste momento, será idên-

tico ao usado no capítulo 3: a métrica e o campo escalar serão perturbados

em primeira ordem e, para encontrar as equações perturbadas em primeira

ordem, a ação será perturbada em segunda ordem.

Escrevendo campo e métrica perturbados,

φ̂(x, t) = φ̂0(t) + δφ̂(x, t) , (5.17)

ds2 = −(1 + 2ϕ)dt̂2 − 2â(t̂)B,i dt̂dx
i

+ â2(t̂)((1− 2ψ)δij − 2E,ij )dxidxj . (5.18)

e de�nindo a perturbação invariante de calibre

δφ̂ψ̂ ≡ δφ̂+

ˆ̂̇
φ

Ĥ
ψ̂ ≡

ˆ̂̇
φ

Ĥ
ψ̂δφ̂ , (5.19)

Quando o tratamento voltar a se restringir ao caso original, basta tomar o termo gravita-
cional como F (φ)R.
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a ação perturbada, no quadro de Einstein, nestas variáveis, �ca [79, 80]

S =
1

2

∫
â3

−ĝαβδφ̂ψ̂ ;αδφ̂ψ̂ ;β +
Ĥ

â3
ˆ̂̇
φ

â3

 ˆ̂̇
φ

Ĥ

.̂

.̂

δφ̂2
ψ̂

 dt̂d3x . (5.20)

Como â = a
√
F ,

Ĥ =
1

â

dâ

dt̂
=

1√
F

(
H +

Ḟ

2F

)
. (5.21)

Da mesma forma,

dφ̂

dt̂
=

√
w

F 2

(
dφ

dt

)2

+
3

2F 3

(
dF

dt

)2

. (5.22)

A equações (5.21) e (5.22), juntamente com ĝαβ ≡ Ω2gαβ e (5.12) serão

usadas para reescrever (5.20) no quadro de Jordan. Ainda resta saber como

se transforma δφ̂ψ̂. Por (5.18) ve-se que

ψ̂ = ψ + δΩ , (5.23)

onde δΩ = δF
2F

e δF = Ḟ δφ

φ̇
= Ḟ δφ̂

ˆ̇
φ̂
. Juntamente com (5.19), (5.21) e (5.22),

ve-se que ψ̂δφ̂ é invariante por transformações conformes [79]. Assim,

δφ̂ψ̂ = −δφψ
1√
F

√
w +

3Ḟ 2

2φ̇2F

1

1 + Ḟ
2HF

, (5.24)

e, de�nindo

Z ≡
w + 3Ḟ 2

2φ̇2F(
1 + Ḟ

2HF

)2 , (5.25)
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(5.20) �ca [20]

S =
1

2

∫
a3Z

{
δφ̇2

ψ −
1

a2
δφ,iψδφψ,i +

1

a3Z

H

φ̇

[
a3Z

(
φ̇

H

).].
δφ2

ψ

}
dtd3x .

(5.26)

A equação de movimento encontrada é [20, 81, 82]

δφ̈ψ +
(a3Z)

.

a3Z
δφ̇ψ −

{
∇2

a2
+

1

a3Z

H

φ̇

[
a3Z

(
φ̇

H

).].}
δφψ = 0 . (5.27)

De�nindo

z =
aφ̇

H

√
Z =

aφ′

H
√
Z , (5.28)

onde ′ = d
dτ

e H = 1
a
da
dτ
, e

υ ≡ z
H

φ̇
δφψ = a

√
Zδφψ (5.29)

a equação (5.27) �ca

υ′′ −
(
∇2 +

z′′

z

)
υ = 0 . (5.30)

Procedendo à quantização das perturbações, este campo torna-se um op-

erador

υ̂(τ,x) =
1√
2

∫ [
υ∗k(τ)eikxâ−k + υk(τ)e−ikxâ+

k

] d3k

(2π)3/2
, (5.31)
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onde os operadores a− e a+ obedecem às regras de quantização

[
â−k , â

−
k′

]
=
[
â+
k , â

+
k′

]
= 0[

â−k , â
+
k′

]
= δ(x− x′) . (5.32)

A equação (5.30) torna-se uma equação de movimento para os modos do

campo

υ′′k +

(
k2 − z′′

z

)
υk = 0 . (5.33)

Serão usadas as mesmas de�nições de vácuo e de espectro dadas nas seções

3.2.2 e 3.2.3. É importante notar que, apesar de as equações (3.49), (3.50) e

(3.51) do capítulo 3 não serem mais válidas, se

z′′

z
=
m

τ 2
, (5.34)

onde m é uma constante, continua-se tendo como solução [20, 81]

υk(τ) =

√
π|τ |
2

[
c1(~k)H1

ν (k|τ |) + c2(~k)H2
ν (k|τ |)

]
(5.35)

e

δφψk(τ) =

√
π|τ |

2a
√
Z

[
c1(~k)H1

ν (k|τ |) + c2(~k)H2
ν (k|τ |)

]
, (5.36)

onde ν =
√
m+ 1

4
. c1 e c2 estão sujeitos à seguinte normalização:

|c2(~k)|2 − |c1(~k)|2 = 1 .

Esta normalização preserva as regras de comutação (5.32).

O vácuo desta teoria será escolhido como em 3.2.3. Assintoticamente,

quando k � τ−1, a solução (5.36) deve corresponder à propagação de um
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modo de energia positiva do campo. Conhecido o comportamento assintótico

das funções de Hankel de primeira e segunda espécies [83], ve-se que o com-

portamento desejado é o comportamento assintótico da função de Hankel de

segunda espécie. Assim, a condição de normalização de c1 e c2 impõe

c1(~k) = 0 , c2(~k) = 1 . (5.37)

Como mencionado na parte acima citada, esta escolha de vácuo corresponde

ao Vácuo de Bunch-Davies [47].

O espectro de δφψ é [20, 81]

P1/2
δφψ

=
H

2π

Γ(ν)

Γ(3/2)

(
1

2

k

aH

)3/2−ν

. (5.38)

Comparando a equação (5.19) com a defnição da variável ζ, (3.21), ve-se

que ψδφ = −ζ. Finalmente, o espectro da perturbação de curvatura gerada

por um período in�acionário em gravitação escalar-tensorial é

P1/2
ζ =

∣∣∣∣Hφ̇
∣∣∣∣P1/2

δφψ
=

∣∣∣∣Hφ̇
∣∣∣∣ H2π Γ(ν)

Γ(3/2)

(
1

2

k

aH

)3/2−ν

. (5.39)

Pela de�nição de índice espectral (3.46),

ns = 4− 2ν . (5.40)

Isto completa a análise perturbativa em gravitação escalar-tensorial. Será

mencionada ainda uma condição para que as perturbações, após a in�ação,

possam entrar no horizonte e sobreviver a processos dissipativos usuais, mas

este ponto será abordado na última seção deste capítulo, quando for fal-

ado sobre as modi�cações que propusemos ao modelo in�acionário que será

descrito agora.
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5.3 O Modelo de Di Marco & Notari

O modelo de Di Marco & Notari [74] generaliza o conceito de In�ação

Estendida na medida que eles consideram a relevância do estágio inicial in-

�acionário, enquanto a dinâmica do Universo está dominada pela densidade

de energia do vácuo. Para fazer isso, o acoplamento entre o campo escalar e

o escalar de Ricci é modi�cado,

S =

∫
d4x
√
−g
[

1

2

(
M2 + βφ2

)
R− 1

2
∂µφ∂µφ− ρV

]
, (5.41)

onde M é um termo constante, com dimensão de energia. Este termo é

importantíssimo para a duração do primeiro estágio.

Variação desta ação com respeito à métrica dá

Gµν =
1

M2 + βφ2
{β [−2gµν (∇αφ∇αφ+ φ∇α∇αφ) +∇µφ∇νφ+ φ∇µ∇νφ]

+ ∇µφ∇νφ−
1

2
gµν∇αφ∇αφ− gµνρV } . (5.42)

As equações de campo são

H2 =
1

3(M2 + βφ2)

[
1

2
φ̇2 − 6Hβφφ̇+ ρV

]
, (5.43)

e

Ḣ =
−1

2(M2 + βφ2)

[
φ̇2 − 8Hβφφ̇+ 2βφ̇2 + 2β2φ2R

]
, (5.44)

onde o escalar de Ricci é

R = 6(Ḣ + 2H2) . (5.45)
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Rearrumando termos em (5.42), encontra-se

Gµν =
1

M2

[
T φµν − gµνρV

]
, (5.46)

de onde se calcula a densidade de energia do campo escalar

ρφ =
1

2
φ̇2 − 6Hβφφ̇− 3βH2φ2 (5.47)

e a pressão

pφ =
1

2
φ̇2 − 2Hβφφ̇+ 3βH2φ2 + 2β2Rφ2 + 2Ḣβφ2 + 2βφ̇2 . (5.48)

A equação de Klein-Gordon pode ser calculada pela variação da ação

(5.41) com respeito ao campo escalar

φ̈+ 3Hφ̇− βRφ = 0 . (5.49)

Como foi mencionado no começo desta seção, inicialmente a dinâmica

do Universo é dominada pela densidade de energia do vácuo. Durante este

estágio, tem-se M2 � βφ2 e φ̇2 � ρV . Assim, (5.43) �ca

H2 ≡ H2
I =

ρV
3M2

. (5.50)

Com o parâmetro de Hubble constante, de (5.45) e (5.49), a evolução do

campo escalar, durante este estágio, é

φ = φ0e
(εHI t)/2, onde ε ≡

√
9 + 48β − 3 , (5.51)
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e sua densidade de energia evolui como

ρφ ' −AH2
Iφ

2
0e
εHI t, A ≡ 3β(1 + ε)− 1

8
ε2 > 0 . (5.52)

Enquanto este comportamento perdurar, tem-se o que é chamado, para este

modelo, primeiro estágio in�acionário.

Como o valor do campo aumenta exponencialmente com o tempo, rapi-

damente tem-se βφ2 �M2 e, por (5.43) e (5.47),

ρφ = −ρV → constante . (5.53)

Disto, conclui-se que o fator de escala passa a crescer como uma potência

do tempo e que o campo passa a evoluir linearmente no tempo

a ∝ tα φ ∝ Bt , (5.54)

onde

α =
1 + 2β

4β
=

1

4β
+

1

2
B =

4
√
βρV√

60β2 + 28β + 3
. (5.55)

Nesta situação, passa-se a ter o segundo estágio in�acionário.

Vê-se claramente que a equação (5.54) corresponde a (5.4) e (5.5) (como

foi visto no capítulo anterior, a teoria de Brans-Dicke pode ser reescrita como

uma teoria cujo termo de acoplamento não-mínimo é βφ2R e w = 1
4β
).

Como no modelo original, a transição de fase ocorre por nucleamento de

bolhas cujo interior está na nova fase. Estas bolhas são formadas com uma

taxa de nucleamento por unidade de volume Γvac constante. A razão entre
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esta taxa e a quarta potência do parâmetro de Hubble,

r(t) =
Γvac
H4(t)

, (5.56)

regula o preenchimento do Universo pelas bolhas. Para que haja in�ação su-

�ciente de forma a resolver os problemas (Problema do Horizonte e Problema

da Chateza), esta razão deve valer, inicialmente [28, 84, 85, 86],

r0 =
Γvac
HI

. 10−7 . (5.57)

Para que a in�ação termine com percolação de bolhas,

r(tend) =
9

4π
. (5.58)

Di Marco e Notari assumiram que as perturbações nas escalas cosmologi-

camente relevantes saíram do horizonte de curvatura ainda durante o primeiro

estágio in�acionário. As escalas de interesse cosmológico são as escalas en-

tre 50h−1Mpc, a escala de super aglomerados de galáxias, e 3000h−1Mpc, o

tamanho atual do horizonte de Hubble.

Para restringir a saída destas escalas ao primeiro estagio in�acionário, é

conveniente parametrizar as escalas pelo número de e-folds que o fator de

escala cresce entre o instante no qual uma dada escala cruza o horizonte e o

�m da in�ação. O número de e-folds entre um instante qualquer e o �m da

in�ação é

N(t) =

∫ tend

t

Hdt =

∫ tend

t

d ln a

dt
dt = ln

a(tend)

a(t)
(5.59)

(percebe-se que esta grandeza tem esta forma logarítmica independentemente

da evolução do fator de escala).
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Como este número aumenta para o começo da in�ação, restringir que as

escalas acima saem do horizonte durante o primeiro estágio implica em

NII < N50h−1Mpc . (5.60)

Como 3000h−1Mpc é maior que a escala usada na equação acima, ela deverá

sair do horizonte antes que 50h−1Mpc. É útil relacionar uma dada escala L

ao número de e-folds no qual ela saiu do horizonte. Pode-se associar a escala

com o valor do parâmetro de Hubble quando a escala o cruzou:

HL
−1 =

aL
a0

L .

A partir disto, encontra-se

L

(
T0

Trh

)
e−NL = HL

−1 . (5.61)

Assumindo que o reaquecimento seja rápido,

Hrh
2 = Γvac

1/2 = MPl
−2Trh

2 ⇒ Trh
4 = rL

1/2HL
2MPl

2 , (5.62)

onde rL é o parâmetro r calculado no momento em que uma escala arbitrária

L cruza o horizonte.

Tomando-se como referência a escala de Hubble presente e usando (5.62),

encontra-se, para (5.61)

NL = 63, 3 + ∆N + ln
L

3000h−1Mpc
, (5.63)

onde

∆N =
1

2
ln

HL

1014GeV
− 1

8
ln

rL
10−7

− 1

2
ln

(MPl)
2

1019GeV
. (5.64)
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Para as duas escalas de interesse,

N3000 = 63, 3 + ∆N3000 N50 = 59 + ∆N50 . (5.65)

Como há o vínculo dado pela equação (5.60), é importante ter uma esti-

vativa para NII . É sabido que, durante o segundo estágio,

r(N) =
Γvac
α4

tend
4e−4N/α =

9

4π
e−4N/α . (5.66)

Pode-se dizer que o segundo estágio começou quando r ≈ r0,

9

4π
e−4NII/α ≈ r0 ⇒ NII ≈ −

α

4
ln

[
4π

9
r0

]
. (5.67)

Assim, por (5.60) e (5.65),

α .
−4(59 + ∆N50)

ln
[

4π
9
r0

] . (5.68)

Uma vez que esta escala saiu do horizonte durante o primeiro estágio, r50 =

r0 ≈ 10−7, H50 = HI . 1014GeV [74]. O termo MPl que aparece na equação

(5.64) depende do valor do campo escalar ao �m da in�ação, e deve-se ter

MPl & 1019GeV. Assim, durante todo o primeio estágio, ∆N . 0, e

α .
−236

ln
[

4π
9
× 10−7

] ⇒ β &
1

58
. (5.69)

Este vínculo será usado para se impor uma restrição sobre o valor do

índice espectral previsto pelo modelo. Para calcular este vínculo, é necessário

saber se a equação (5.34) continua válida. Pela de�nição (5.25) e como, neste

modelo, F = M2 +βφ2 ≈M2 ∴ Ḟ ≈ 0 e w = 1, Z ≈ 1. Pela de�nição (5.28),
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e como a = − 1
HIτ

, de (5.34),

m = 2(1 + 6β) ,

e

ν ' 3

2
+ 4β . (5.70)

Assim,

ns ≈ 1− 8β . 0, 86 , (5.71)

em claro desacordo com as observações, que indicam ns = 0, 970±0, 015 [12].

Como este não é o espectro observado, os autores impuseram que a amplitude

deste espectro deveria ser menor que a amplitude do espectro observado e

incluíram um campo adicional, o cúrvaton, para que este campo gerasse o

espectro observado.

Uma outra possibilidade é generalizar a função F (φ). Em [75] os au-

tores encontram um índice espectral em acordo com o observado, dentro do

paradigma de rolamento lento.

Agora serão mencionadas as modi�cações que nós propusemos para con-

ciliar a ideia de se ter in�ação, no espírito do modelo original, em gravitação

escalar-tensorial.

5.4 Modi�cações

A hipótese de que as perturbações nas escalas relevantes saíram do ho-

rizonte durante o primeiro estágio in�acionário levou ao vínculo dado por

(5.69). Ingenuamente, pode-se ver que se a desigualdade em (5.60) for inver-

tida, ou seja, caso se suponha que as perturbações saem do horizonte durante

o segundo estágio in�acionário, a restrição sobre β passará a ser um limite su-
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perior e, consequentemente, a restrição sobre o índice espectral irá se tornar

um limite inferior. Essa possibilidade nos atraiu para a investigação dessa

hipótese.

A primeira mudança que ocorre é que, como a escala de 3000h−1Mpc

cruza o horizonte antes que a de 50h−1Mpc, restringir que as duas escalas

cruzam o horizonte durante o segundo estagio é impor

NII > N3000h−1Mpc . (5.72)

Por (5.63), (5.64) e (5.66), vê-se que

N3000h−1Mpc = (1 + 2β)

[
63.3 +

1

2
ln
H3000h−1Mpc

1014GeV
− 1

8
ln

9

4π10−7

]
(5.73)

e

N50h−1Mpc = (1 + 2β)

[
59 +

1

2
ln
H50h−1Mpc

1014GeV
− 1

8
ln

9

4π10−7

]
. (5.74)

A equação (5.68) torna-se

α >
4NII

ln 9×107

4π

. (5.75)

Como NII > N3000h−1Mpc,

β <
ln 9×107

4π

16×N3000h−1Mpc − 2 ln 9×107

4π

. (5.76)

Igualmente importante à produção das perturbações e à sua entrada no

horizonte com o espectro correto, é a sobrevivência dessas perturbações aos

processos dissipativos usuais. Se as perturbações entrarem no horizonte en-
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quanto a matéria escura ainda é relativística, esta não terá formado poços no

potencial gravitacional que permitirão que as �utuações cresçam e formem

estruturas gravitacionalmente ligadas. Nesta situação, como a velocidade

das partículas de matéria escura ainda é alta, esta dissipará as �utuações, ao

invés de aglomerá-las. Este processo é conhecido como free-streaming [11].

Como há interesse no momento no qual uma dada escala das perturbações

entra no horizonte, deve-se prestar atenção ao momento no qual, durante

a in�ação, esta escala sai do horizonte. Considere-se uma dada escala da

tamanho co-móvel L. Do momento no qual ela saiu do horizonte ao �m da

in�ação, ela cresceu por um fator eNL . O horizonte de Hubble, por sua vez,

cresceu por um fator

H−1
end

H−1
L

=
tend
tL

= eNL/α (5.77)

(as escalas relevantes saem do horizonte durante o segundo estágio in�a-

cionário). A razão entre o crescimento de uma escala L e o crescimento do

horizonte, durante a in�ação, é

aend/aL
(Hend/HL)−1

= eNL( 1−2β
1+2β ) . (5.78)

Ao �m da in�ação, uma dada escala L é eNL( 1−2β
1+2β ) vezes maior que o

horizonte. Do �m da in�ação (z ≈ 1028) à equipartição matéria-radiação

(z ≈ 103), a ∝ t1/2,

aeq
ai

' 1025 ∴
H−1
eq

H−1
i

=
teq
ti

= 1050 ,

⇒ (Heq/Hi)
−1

aeq/ai
' 1025 ≈ e57.6 .
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Da equipartição ao presente, a ∝ t2/3,

ao
aeq

' 103 ∴
to
teq

=
H−1
o

H−1
eq

= 104.5 ,

⇒ (Ho/Heq)
−1

ao/aeq
' 101.5 ≈ e3.45 .

Então,
(Ho/Hi)

−1

ao/ai
≈ 1026.5 ≈ e61.02 . (5.79)

Escalas para as quais

NL

(
1− 2β

1 + 2β

)
< 57.6 (5.80)

entram no horizonte durante a Era da Radiação. Aquelas para as quais

57.6 < NL

(
1− 2β

1 + 2β

)
< 61.02 (5.81)

entram no horizonte durante a Era da Matéria.

Para que as perturbações estejam livres do free-streaming, seu compri-

mento de onda deve ser maior que a distância que uma partícula de matéria

escura pode cruzar num dado intervalo de tempo. Esta distância é dada por

lFS(t) = a(t)

∫ t

ti

v(t′)

a(t′)
dt′ . (5.82)
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Calculado do �m da in�ação ao presente,

lFS(t) =


H−1 t < tnr
lFS(tnr)a(t)

anr

(
1 + ln a(t)

anr

)
tnr < t < teq[

lFS(tnr)
anr

(
1 + ln aeq

anr

)
+ 3

2
lFS(tnr)
anr

(
1− a

1/2
eq

a(t)1/2

)]
a(t) t > teq .

(5.83)

Antes de tnr, as partículas de matéria escura ainda são relativísticas, en-

tão v ≈ 1 e a escala de free-streaming é o próprio horizonte de curvatura.

Qualquer perturbação que entrar no horizonte durante este estágio será dis-

sipada.

Entre tnr e a equipartição matéria-radiação, a escala do free-straming

cresce mais rapidamente que o fator de escala, logo mais rápido que as escalas

das perturbações, mas mais lentamente que o horizonte.

Após a equipartição, a escala de free-streaming cresce mais lentamente

que a escala das perturbações. Qualquer escala que entre no horizonte após

a equipartição sobreviverá ao free-streaming.

É interessante notar que perturbações que entram no horizonte durante

a Era da Radiação podem crescer e formar estruturas pois, se elas entrarem

muito tempo após tnr, elas poderão sobreviver até a equipartição e então

free-streaming não será mais um problema.

O momento tnr no qual particulas de matéria escura tornam-se não-

relativísticas é o momento no qual TDM ≈ mDM . Sabendo que a matéria

escura deve ser fria, tnr < tdec, o momento no qual ela desacopla do plasma

formado pelas particulas ordinárias. Para t < tdec, TDM ' Tr, e pode-se usar

a temperatura da radiação (a ∝ T−1) para encontrar o instante no qual a

matéria escura torna-se não-relativística.

Os resultados mais recentes de detecção de matéria escura, apesar de
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ainda não conclusivos, favorecem a hipótese de que esta é uma WIMP cuja

massa é, aproximadamente, 90GeV [87]. Então, essas partículas terão se

tornado não-relativísticas quando sua temperatura cair abaixo deste valor.

Tnr ' 9× 1010eV.

Tnr
Teq

≈ 9× 1010 ∴
anr
aeq
≈ 1, 1× 10−11 →

tnr
teq

≈ 1, 2× 10−22 = H−1
nr /H

−1
eq , (5.84)

lFS(teq)

lFS(tnr)
=

(
1 + ln

aeq
anr

)
aeq
anr
' 23, 6× 1011 . (5.85)

Enquanto o fator de escala cresceu por um fator de 9× 1010 desde tnr até

a equipartição, lFS cresceu por 23, 6× 1011, 26 vezes mais.

Ainda,

lFS(teq) ' 23, 6× 1011 lFS(tnr)︸ ︷︷ ︸
H−1
nr

≈ 2× 10−10H−1
eq . (5.86)

Para que as escalas de interesse não sejam dissipadas, elas devem entrar no

horizonte num instante tal que seu comprimento de onda físico, na equipar-

tição, seja maior que 10−9H−1
eq . Como os cálculos aqui feitos são baseados

em estimativas de ordem de magnitude, será requerido que, no momento da

equipartição, o comprimento �sico da escala de interesse seja quatro ordens

de magnitude maior que a escala de free-streaming. Isso quer dizer

H−1
enter︸ ︷︷ ︸

a(tenter)L

aeq
aenter

∼ 10−5H−1
eq ,
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por exemplo. Esta escala começará a Era da Matéria 10.000 vezes maior que

a escala de free-streaming, e em tnr essa razão era 260.000.

Então, aeq
aent
' 105 ≈ e11. Tomando a menor escala de interesse, 50h−1Mpc,

caso

N50h−1Mpc

(
1− 2β

1 + 2β

)
& 46.5 (5.87)

as escalas de perturbação estarão livres do free-streaming. Isso será usado

como um vínculo sobre o nosso trabalho.

Para calcular N50h−1Mpc será necessária a amplitude das perturbações

escalares quando esta escala cruza o horizonte.

Para calcular a amplitude do espectro, serão necessários conceitos da

seção 5.2. Em primeiro lugar, o parâmetro Z, de�nido em (5.25), é

Z =
φ2(1 + 6β)(
φ+ φ̇

H

)2 , (5.88)

onde foi usado que F = M2 + βφ2 ≈ βφ2.

Uma vez que a ∝ tα,

dτ = t−αdt⇒ τ =
t1−α

1− α
, t = [(1− α)τ ]

1
1−α . (5.89)

Então,
z′′

z
= 2

(1 + 8β + 12β2)

(2β − 1)2

1

τ 2
. (5.90)

Como (5.34) continua válido, o espectro terá a forma de (5.39), e será [88]

P1/2
ζ =

H2

B

(
1− 2β

1 + 2β

)ν√
1 + 6β

1− 4β2

(
Γ(ν)

2πΓ(3/2)

)(
k

2aH

)3/2−ν

, (5.91)
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onde

ν =

√
n+

1

4
=

3 + 10β

2(1− 2β)
. (5.92)

A amplitude deste espectro é

A =

(
H2

B

)2(
1− 2β

1 + 2β

)2ν (
1 + 6β

1− 4β2

)(
Γ(ν)

2πΓ(3/2)

)2

(5.93)

e o índice espectral é

ns = 1 +
dPC
d ln k

= 4− 2ν . (5.94)

Em [12], a amplitude das perturbações é descrita pela parametrização

∆2
R(k) = ∆2

R(k0)

(
k

k0

)ns(k0)−1+(1/2)dns/d ln k

.

Em k0 = 0.002Mpc−1, ∆2
R(k0) = 2.445× 10−9. Precisa-se do valor de H em

k = (3000h−1Mpc)−1 e em k = (50h−1Mpc)−1.

O modelo prevê que o índice espectral é constante e, como será men-

cionado adiante, há produção de ondas gravitacionais. Para este caso, o

valor observado do índice espectral é ns = 0, 97. Usando h=0,7, encontra-se

∆2
R(k = (3000h−1Mpc)−1) = 2.6× 10−9 . (5.95)

Durante o segundo estagio in�acionário,

φ�M/
√
β ∴ B � M

t
√
β

=
4
√
β

1 + 2β
HM .

Um limite inferior para H3000h−1Mpc, como função do parâmetro M , é encon-

trado pela substituição desta relação na equação (5.95). O mesmo é feito

para H50h−1Mpc.
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5.4.1 Resultados

Numericamente, encontrou-se que o vínculo do free-streaming (5.87), im-

poe que M ≥ 1010GeV. De outra forma, as perturbações in�acionárias não

estão livres do free-streaming.

A partir de M = 1010GeV, encontrou-se uma faixa de valores de β que

resolve o free-streaming. Isto esta mostrado na �gura (5.1). Na �gura (5.2)

está mostrado, explicitamente, a localização do valor mínimo de β.

Figura 5.1: No eixo vertical esta N50h−1Mpc

(
1−2β
1+2β

)
. A região escura mostra

onde a função é maior ou menor que 46,5. Pode-se ver claramente um limite

superior em β, β = 0.016.
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Figura 5.2: A localização do mínimo de β, β = 3.59× 10−5.

Para estes valores de β, o índice espectral está na faixa

0.7359 < ns < 0.9994 , (5.96)

Em acordo com as observações.

Ve-se de (5.66) que

r3000h−1Mpc = 1, 1× 10−6 (5.97)

e

r50h−1Mpc = 3, 3× 10−6 . (5.98)

Para valores maiores de M o mesmo comportamento foi veri�cado, mas

o limite superior de β que satisfaz à equação (5.87) não satisfaz (5.76). O

limite inferior em β não apresenta con�ito. Para estas, o limite superior em

β é calculado diretamente de (5.76).

ParaM = 1011GeV atéM = 1019GeV, os limites no índice espectral estão
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na faixa

0.69 < ns < 1 , (5.99)

também em acordo com as observações.

5.4.2 Perturbações Tensoriais

Este modelo também gera ondas gravitacionais. A evolução das pertur-

bações tensoriais é semelhante à das perturbações escalares. Uma análise

destas pode ser vista em [20, 89, 90]. Aqui elas serão brevemente discutidas.

Levando-se em conta perturbações tensoriais na métrica,

ds2 = −dt2 + 2a2(t)HTYijdx
idxj ,

e seguindo o mesmo procedimento usado para as perturbações escalares,

encontra-se que as perturbações tensoriais obedecem à equação

v′′g −
(
z′′g
zg

+∇2

)
vg = 0 (5.100)

onde vg(t, ~x) = zgcij(t, ~x), cij(t, ~x) = HT (t)Yij(~x), e zg = a
√
F , F = M2 +

βφ2.

O que se encontra é que
z′′g
zg

=
z′′

z
, assim como νg = ν, e o vínculo sobre

o índice espectral de perturbações tensoriais é o mesmo que no caso escalar.

A razão entre a amplitude das perturbações tensoriais e a das pertur-

bações escalares é

r =
8β

1 + 6β
< 0, 133 (5.101)

em acordo com os limites presentes [1].
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5.5 Conclusões e Perspectivas

Aparentemente, as modi�cações apresentadas na seção anterior tornam

o cenário in�acionário viável, tendo ainda o mérito de garantir que as per-

turbações geradas sobrevivem a processos dissipativos e podem crescer e dar

origem a galáxias e aglomerados [88].

Este cenário é bastante semelhante ao modelo de in�ação estendida, tanto

que cabe perguntar se ele sofre das mesmas di�culdades que aquele [91, 92].

A princípio, poderia-se acreditar que não, devido à relevância do primeiro

estágio da evolução in�acionária. De fato, é assim no trabalho de Di Marco

& Notari [74]. Olhando-se para a equação (5.10), ve-se que este resultado

pode ser re-escrito como

β >
1

304
, (5.102)

satisfeito por este.

Porém, o que a nossa modi�cação faz é diminuir a relevância do primeiro

estágio, tornando portanto o modelo mais semelhante à in�ação estendida.

Pode ser visto, pelas �gura (5.1) e �gura (5.2), que o valor (5.102) está dentro

da faixa de valores de β que tornam o modelo viável, mas este levaria a um

limite superior muito baixo para o índice espectral, ns < 0, 95, em claro

desacordo com as observações.

A conclusão �nal é que, apesar de uma possibilidade interessante, este

cenário não é viável, nem em sua forma original [74], nem com a modi�cação

que propusemos aqui [88]. Uma possibilidade que permanece como viável é

construir um cenário in�acionário, em gravitação escalar-tensorial, dentro da

ideia de rolamento lento [75].
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