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Resumo

Neste trabalho investigamos estruturas magnéticas que apresentam as chamadas desordens
determinísticas. Especificamente, sistemas de super-redes magnéticas, que são construídos
obedecendo a sequência quasi-periódica de Fibonacci generalizada, e cristais magnôni-
cos. O principal interesse de nosso estudo foi investigar o efeito da quasi-periodicidade nas
propriedades físicas dos sistemas citados acima. No caso das super-redes magnéticas quasi-
periódicas, mostramos o efeito da quasi-periodicidade nas bandas de volume através do espec-
tro de ondas de spin em estruturas que seguem as sequências de Fibonacci golden mean (GM),
silver mean (SM), bronze mean (BM) e nickel mean (NM). Entre estes efeitos destacamos: (i)
a fragmentação das bandas de volume que, no limite de altas gerações, se tornam conjuntos
de Cantor; e (ii) a obediência a uma lei de escala que relaciona a largura total das bandas de
volume e o número de camadas que compõem a célula unitária. Percebemos que as super-redes
magnéticas podem ser consideradas como cristais magnônicos undimensionais. Logo, estende-
mos o modelo teórico para investigar a propagação de ondas de spin em cristais e quasi-cristais
magnônicos. Com relação ao quasi-cristal, a sequência quasi-periódica considerada é a de Fi-
bonacci GM. Neste último caso, verificamos que o sistema apresenta uma banda magnônica
parcialmente proibida, na qual a excitação propaga-se apenas em algumas direções do vetor
de onda, cujo intervalo de frequência é da ordem do terahertz (THz). Portanto, do ponto de
vista tecnológico, os cristais magnônicos podem ser utilizados como transportadores ou pro-
cessadores de informações, sendo o magnon o responsável por esse transporte e processamento.

Palavras-chave: Onda de Spin; Super-rede Magnética; Fractal; Cristal Magnônico e Banda
Magnônica Proibida.
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Abstract

In this work we investigate magnetic structures that present the so called deterministic disor-
ders. Specifically, magnetic superlattices systems, which are constructed in according with by
obeying the generalized Fibonacci quasiperiodic sequence, and magnonic crystals. The aim
of our study was to investigate the quasiperiodicity effect in physical properties of the systems
mentioned above. In the case of quasiperiodic magnetic superlattices, we show the quasiperi-
odicity effect on the spin waves bulk bands throughout the spectrum of spin waves in structures
which follow the Fibonacci sequence golden mean (GM), silver mean (SM), bronze mean (BM)
and nickel mean (NM). Among these effects we emphasize: (i) the fragmentation of bulk bands
that, in the high generations limit, become Cantor sets and (ii) the obedience to a scaling law
that relates the total width of the bulk bands and number layers that compose the unit cell. We
realized that the superlattices can be considered as unidimensional magnonic crystals. So, we
extend the theoretical model to investigate the propagation of spin waves in magnonic crystals
and quasicrystals. With respect to the quasicrystal, the quasiperiodic sequence considered is
Fibonacci (golden mean). In this case, the system displays a partial magnonic band gap, in
which the excitation can propagate only in some directions of wavevector, whose frequency
range is from order of terahertz (THz). Therefore, in the technological point of view, magnonic
crystals can be used like carriers or processors information, and the magnon is the responsible
for this transporting and processing.

Keywords: Spin Waves; Magnetic Superlattices; Fractal; Magnonic Crystal and Magnonic
Band Gap.
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CAPÍTULO 1

Introdução

Há muito o magnetismo atrai a curiosidade humana e possui inúmeras aplicações práticas[1].
A Figura 1.1 mostra-nos a bússola que os chineses utilazavam em suas navegações. O estudo
da ciência do magnetismo se apresenta há muito como um dos campos mais profícuos e compe-
titivos do conhecimento. Desde o descobrimento da magnetita (Fe3O4)1 há aproximadamente
4000 anos atrás na Região da Magnésia e Ásia Menor[2], passando por novas e intrigantes
descobertas sobre crescimento e comportamento de estruturas multi-cristalinas[3], até investi-
gações em nanomateriais, o interesse por seu estudo só tem aumentado. A razão para isso é a
possibilidade de uma grande quantidade de aplicações práticas na área de dispositivos magnéti-
cos: sensores magnéticos feitos com materiais que apresentam magnetoresistência gigante[4],
gravação de dados em fitas magnéticas e discos rígidos, memórias magnetoresistivas (MRAM),
etc.

Dentro deste amplo contexto, o estudo de sistemas físicos tais como super-redes, multi-
camadas e filmes finos magnéticos têm tornado-se uma área de muita atividade na Física da
Matéria Condensada nestes útimos 50 anos devido ao importante papel que estes novos ma-
teriais magnéticos têm desempenhado no desenvolvimento de novas tecnologias[5]. Uma das
principais características destes sistemas físicos, e que também é a principal motivação para
o forte interesse nestas estruturas artificiais, é que estas podem exibir novas e intrigantes pro-
priedades físicas, não presentes nos seus constituintes individualmente. Além disso, com o de-
senvolvimento de novas e altamente sofisticadas técnicas de crescimento, muitos dos sistemas
magnéticos que foram alvo somente de trabalhos teóricos puderam ser realizados experimen-
talmente. Esta combinação de avanços teóricos e experimentais têm sido o combustível para o
sucesso nesta área.

Dentre as várias técnicas de crescimento podemos citar como exemplos a epitaxia por feixe
molecular (MBE) e a deposição por vapor químico metal-orgânico (MOCVD)[6, 7, 8, 9].

Existem também algumas técnicas de caracterização que têm tornado possível a fabricação
de materiais com forma e interfaces de alta qualidade, e com dimensões comparáveis à do livre
caminho médio e do comprimento de onda de Broglie do elétron. O espalhamento de raio X,
a difração de elétrons de baixa energia (LEED) e a difração de nêutrons são alguns exemplos
destas técnicas.

Já com relação às técnicas utilizadas para investigar as propriedades físicas destes sistemas,
temos o método de espalhamento inelástico da luz, que inclui o espalhamento Raman, a téc-
nica experimental mais útil para estudar os mais diversos modos de propagação em sólidos,
o espalhamento Brillouin ressonante (RBS), apropriado ao estudo de polaritons de excitons;
e o método de reflexão total atenuada, que foi originalmente desenvolvido por Otto[10] para

1Este minério era conhecido pelos gregos antigos como magnes lapis, que significa Pedra da Magnésia.
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2 CAPÍTULO 1 INTRODUÇÃO

Figura 1.1 Bússola utilizada pelos chineses por volta do ano 1100 a.C. É considerada o primeiro dis-
positivo a utilizar materiais magnéticos.

o estudo de polaritons de superfície (surface polaritons) em metais. A partir destes trabalhos
experimentais, muitas técnicas e métodos teóricos foram testados, o que levou a um razoável
entendimento do comportamento destas estruturas.

Paralelamente ao desenvolvimento de sistemas fabricados artificialmente, uma nova área
de pesquisa surgiu na Física, os sistemas quasi-cristalinos. O primeiro trabalho nesta área foi
desenvolvido em 1984 por Schechtman e colaboradores[11], os quais relataram a descoberta
de uma fase quasi-cristalina em ligas de Al-Mn. Após isto, motivados pelas idéias de Levine
e Steinhardt[12], Merlin e colaboradores[13] desenvolveram a primeira super-rede seguindo
uma seqüência quasi-periódica de Fibonacci, a qual é a realização unidimensional de um
quasi-cristal2. Seguindo estes trabalhos, um grande número de sistemas têm sido estudados
em quasi-cristais unidimensionais, sendo a motivação para isto o fato destes serem classifica-
dos como intermediários entre um cristal periódico e um sólido aleatoriamente amorfo. Além
disso, correlações de longo alcance induzidas pela construção do sistema3, juntamente com
o arranjo quasi-periódico, exercem uma forte influência no comportamento das várias pro-
priedades físicas dos sistemas quasi-periódicos, tais como transmissão eletrônica, propagação
de luz, densidade de estados, magnetização, magnetoresistência, calor específico, etc. Estas
propriedades apresentam uma característica que é comum aos sistemas quasi-periódicos: a
fractalidade de seus vários espectros[14].

Neste trabalho estamos interessados em estudar os efeitos da quasi-periodicidade em sis-
temas magnéticos que seguem a seqüência de Fibonacci generalizada, restringindo-nos aos sis-
temas magnéticos conhecidos como super-redes magnéticas quasi-periódicas. Utilizamos uma
teoria microscópica baseada no hamiltoniano de Heisenberg para o estudo das propriedades
dinâmicas, mais especificamente a obtenção dos espectros das ondas de spin. O método de
cálculo utilizado é o da equação de movimento do operador de spin, dentro da aproximação

2Embora o termo quasi-cristal seja mais apropriado quando aplicado a compostos naturais ou ligas artificiais,
em uma dimensão (1D), não existe diferença entre estes e as estruturas quasi-periódicas formadas pelo arranjo de
células unitárias periódicas.

3Os sistemas quasi-cristalinos são estudados teoricamente usando-se relações de recorrência para construí-los,
e no Capítulo 4 nós faremos uso de algumas relações para estudar as super-redes quasi-periódicas.
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RPA (Random Phase Approximation), juntamente com o método da matriz transferência, que
simplifica bastante a álgebra do problema. Supomos que os materiais que compõem as multi-
camadas são ferromagnetos de Heisenberg com estrutura cúbica simples e estão sob a ação de
um campo magnético externo estático.

Este trabalho está organizado da seguinte maneira. No Capítulo 2, fazemos uma breve
exposição de alguns conceitos de Física do Estado Sólido considerados básicos e, ao mesmo
tempo de fundamental importância para o entendimento dos resultados do nosso trabalho. No
Capítulo 3 discutimos alguns aspectos ligados ao problema de super-redes: resultados da liter-
atura, modelos e técnicas de estudo destes sistemas. No Capítulo 4 apresentamos nossos resul-
tados para a sequência de Fibonacci generalizada, enfatizando os espectros das ondas de spin
nas sequências golden mean (GM), silver mean (SM), bronze mean (BM) e nickel mean (NM),
o comportamento fractal destes espectros e a obediência a uma lei de escala. No Capítulo 5
apresentamos o problema da super-rede magnética periódica (quasi-periódica) considerando-a
como um cristal (quasi-cristal) magnônico unidimensional. Finalmente, no Capítulo 6, apre-
sentamos as conclusões gerais e algumas perspectivas para possíveis extensões do nosso tra-
balho.





CAPÍTULO 2

Excitações Elementares: Ondas de Spin

Neste Capítulo apresentamos alguns conceitos de Física do Estado Sólido considerados como
básicos e, ao mesmo tempo de fundamental importância para o entendimento dos capítulos
seguintes, como redes de Bravais, suas simetrias e redes recíprocas (para uma revisão, são re-
comendadas algumas referências como Ascroft[15], Kittel[16] e Oliveira[17].). Falamos breve-
mente dos tipos de materiais magnéticos, bem como da origem deste alinhamento espontâneo
dos spins. Discorremos rapidamente as principais excitações coletivas elementares em sólidos,
a fim de dar uma visão mais ampla sobre estas. Então, faremos uma discussão de maneira mais
detalhada sobre a propagação de ondas de spin em materiais magnéticos (especificamente, em
ferromagnetos) através da obtenção da relação de dispersão e do espectro desta excitação, e
sobre os regimes em que estas ondas podem ser estudadas. Pretendemos, através do espectro
de magnons, obter alguns “insights” qualitativos e quantitativos para entendermos os espectros
nas super-redes magnéticas periódicas e quasi-periódicas. Aqui também será apresentada a
maior parte do cálculo teórico utilizado neste trabalho que é o hamiltoniano de Heisenberg e a
aproximação RPA.

2.1 Conceitos Básicos de Estado Sólido

O modelo de elétrons livres em metais (modelo de Drude), que considera os elétrons como
sendo um gás ideal em uma caixa, é capaz de descrever semi-quantitativamente várias pro-
priedades dos metais, tais como a condutividade elétrica DC e AC, o efeito Hall, a magnetore-
sistência e a condutividade térmica, e sendo ainda hoje muito evocado como ponto de partida,
ou até mesmo como um limite, em diversas situações. Entretanto, um grande número de fenô-
menos importantes não encontram explicações se não considerarmos os efeitos do potencial
gerado pelos íons do material sobre os elétrons, como no modelo de Fermi. Este é, por exem-
plo, o caso do calor específico e do fenômeno da supercondutividade, talvez o mais espetacular
destes efeitos. Sobre este modelo, H. A. Lorentz afirmou: “Em uma teoria que têm dado resul-
tados como estes, certamente deve existir um grande fundo de verdade (In a theory which has
given results like these, there must certainly be a great deal of truth)”.

A propriedade mais importante do potencial cristalino é o fato de ele possuir periodici-
dade espacial determinada pelas simetrias do cristal. Portanto, a sua inclusão na equação de
Schrödinger de um elétron, quer localizado, quer itinerante, demanda um conhecimento preciso
da estrutura cristalina do sólido.

5



6 CAPÍTULO 2 EXCITAÇÕES ELEMENTARES: ONDAS DE SPIN

2.1.1 Redes de Bravais

O estado cristalino se caracteriza pela repetição espacial de uma estrutura básica que pode
conter um ou mais átomos ligados entre si. As implicações dessa regularidade espacial para
as propriedades físicas dos materiais são muitas. Tais estruturas periódicas são as conhecidas
redes de Bravais.

Uma rede de Bravais é um arranjo infinito de pontos dispostos regularmente no espaço, tal
que qualquer ponto desta rede pode ser localizado pelo vetor de translação

R = n1a1 +n2a2 +n3a3, (2.1)

onde n1, n2 e n3 são números inteiros e a1, a2 e a3 são chamados vetores primitivos ou vetores
da base, que gera todo o cristal a partir de uma célula unitária. Esta é definida como sendo o
volume necessário para envolver um único sítio da rede, ou seja, um átomo por célula unitária.
Note que uma rede de Bravais, como definida acima, é um conceito matemático, pois possui
dimensão infinita, e quaisquer de seus pontos é equivalente a qualquer outro. Um cristal real
consiste de um número muito grande, porém finito, de átomos que ocupam posições dentro
de uma rede de Bravais subjacente. Obviamente que os átomos da superfície em um cristal
real ocupam posições que não são equivalentes àquelas dos átomos em seu interior (“bulk”).
No entanto, os efeitos de superfície que surgem desse fato podem ser, na maioria dos casos,
desprezados1.

Figura 2.1 Principais tipos de redes de Bravais: (a) cúbica simples (SC), (b) cúbica de corpo centrado
(BCC), e (c) cúbica de face centrada (FCC).

O exemplo mais simples de uma rede de Bravais em três dimensões é a cúbica simples (SC),
mostrado na Figura 2.1 (a). Além desta, outras redes importantes são a rede cúbica de corpo
centrado (BCC) e a rede cúbica de face centrada (FCC), que estão esquematizadas nas Figuras
2.1(b) e (c), respectivamente. O comprimento da aresta do cubo que forma a célula unitária é
chamado parâmetro de rede, e, na maioria dos cristais, é da ordem de alguns angstrons (de 2
a 8 Å). Existem, em uma, duas e três dimensões, quatorze redes de Bravais ao todo[15, 16].

1Estes efeitos de superfície (ou de borda) se tornam relevantes quando lidamos com amostras em que uma ou
mais dimensões são mesoscópicas ou nanoscópicas.
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2.1.2 Simetrias do Estado Cristalino

O conceito matemático que exprime a regularidade de um objeto é o de simetria. As estruturas
critalográficas conhecidas na natureza são classificadas de acordo com as suas propriedades de
simetria e são afetadas pela simetria do cristal. Aqui, apenas introduzimos a noção de opera-
ções de simetria e de grupo pontual de simetria. Um estudo mais detalhado é encontrado em
Cornwell[18] e Dresselhaus[19].

Se realizarmos operações em um cristal, tal como uma rotação em torno de um eixo, uma
inversão em relação a um ponto, ou uma reflexão em torno de um plano, e após a operação o
cristal permanecer com a exata aparência de antes, dizemos que a operação realizada foi uma
operação de simetria e que o cristal contém esta simetria. Abaixo estão descritas as chamadas
operações de simetria pontuais. Esta denominação vem do fato de que estas operações são
realizadas em relação a um ponto fixo no espaço:

• Identidade E. Todos os objetos possuem esta simetria. Ele leva todas as coordenadas
nelas mesmas: E(x,y,z) = (x,y,z);

• Inversão I. Todas as coordenadas são invertidas em relação à origem:
I(x,y,z) = (−x,−y,−z);

• Rotação Cn. Rotação de um ângulo igual a 360◦/n em torno de um eixo. Por exemplo,
C4, representa um rotação de 90◦, C2

4 de 180◦, etc. Tomando z como eixo de rotação,
teremos: C4(x,y,z) = (y,−x,z);

• Reflexão em um plano horizontal σh. Reflete as coordenadas em relação a um plano
horizontal que contém o eixo principal de simetria. Um cubo, por exemplo, possui este
elemento de simetria;

• Reflexão em um plano vertical σv. Reflete as coordenadas em relação a um plano
vertical que contém o eixo principal de simetria;

• Reflexão em um plano diagonal σd . Reflete as coordenadas em relação a um plano
diagonal que contém o eixo principal de simetria;

• Rotação imprópria Sn. Esta operação de simetria consiste de uma rotação de um ângulo
igual a 360◦/n, seguida de uma reflexão em um plano horizontal: Sn = σhCn.

2.1.3 Rede Recíproca

Em quase todas as situações em Física lidamos com problemas envolvendo muitos corpos que
interagem entre si, e quando usamos as leis da Física, sejam as leis de Newton, na Mecânica
Clássica, ou a equação de Schrödinger, na Mecânica Quântica, para descrever tal situação,
as equações expressas não são independentes, isto é, a equação de movimento para um dado
corpo depende das demais, devido a existência da interação. Dizemos então que as equações
estão acopladas. Uma maneira de resolver este impasse é considerar as interações desprezíveis.
Em outras situações, utilizamos procedimentos aproximativos, dentre os quais podemos citar
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a aproximação de Hartree-Fock, o método tight-binding, e métodos pertubativos. Mesmo des-
prezando as interações, ainda assim o problema pode ser bastante complicado de resolver.
Outra saída é procurar uma base onde as equações de movimento sejam independentes ou de-
sacopladas, que, no estudo de sistemas cristalinos, chamamos de espaço dos momentos ou
espaço k. O espaço real (coordenadas x, y e z) é assim chamado de espaço das configurações.
Ao considerarmos os efeitos do potencial da rede cristalina sobre os elétrons, é conveniente
procurar resolver o problema no espaço k. Esta idéia leva ao conceito de rede recíproca.

Por definição, a rede recíproca associada a uma dada rede cristalina é aquela formada pelos
vetores K que satisfazem a seguinte condição:

eiK·R = 1, (2.2)

para todo vetor R da rede direta2. Esta definição embute a propriedade da periodicidade da
rede de Bravais. De fato, considerando a onda plana, eiK·r, verificamos a periodicidade da rede
de Bravais por

eiK·r = eiK·(R+r), (2.3)

que somente será verdadeira se a Equação (2.2) for satifeita.
É fácil mostrar que a rede recíproca também é uma rede de Bravais com vetores primitivos

b1, b2 e b3 dados por

b1 = 2π
a2×a3

a1 ·a2×a3
;

b2 = 2π
a3×a1

a1 ·a2×a3
; (2.4)

b3 = 2π
a1×a2

a1 ·a2×a3
,

onde a1, a2 e a3 são os vetores primitivos da rede direta. Repare que (a1 ·a2×a3) é o volume
da célula unitária na rede direta. Note também que

bi ·a j = 2πδi j. (2.5)

A periodicidade da rede possui importantes consequências para a análise de problemas
envolvendo a condução em cristais. Considere, por exemplo, duas funções de onda, ψk(r) e
ψk+K(r), onde K é um vetor da rede recíproca. Na medida em que a rede recíproca é também
uma rede de Bravais, isto é, possui simetria de translação, esses duas funções de onda podem
diferir no máximo por um fator de fase global, ou seja,

|ψk(r)|2 = |ψk+K(r)|2. (2.6)

Isto significa que todos o valores de k que são fisicamente distinguíveis pertencem a uma
única célula unitária da rede recíproca. Esta região, devido à sua importância no estudo da
dinâmica dos elétrons na rede, possui um nome especial: primeira zona de Brillouin.

2Passaremos a nos referir à rede de Bravais no espaço real como rede direta a fim de diferenciá-la da rede
recíproca.



2.2 MATERIAIS MAGNÉTICOS 9

A primeira zona de Brillouin é construída em duas etapas: primeiro tomamos um ponto
qualquer da rede recíproca e o ligamos por linhas retas a todos os seus pontos vizinhos mais
próximos. Depois, traçamos planos perpendiculares a essas linhas em seus ponto médios. A
figura obtida pela interseção desses planos conterá somente um ponto da rede recíproca e re-
fletirá toda as suas propriedades de simetria. Esta é a primeira zona de Brillouin. Esta maneira
que explicamos para determinar a primeira zona de Brillouin também pode ser usada na rede
direta, e a célula obtida é chamada de célula de Wigner-Seitz. Portanto, podemos dizer que a
primeira zona de Brillouin é célula de Wigner-Seitz na rede recípoca.

O conceito de zona de Brillouin pode ser estendido para abranger outras zonas da rede
recíproca. Por exemplo, a segunda zona de Brillouin é obtida da mesma forma que a primeira,
mas considerando os segundos vizinhos mais próximos; a terceira, em relação aos terceiros;
etc.

A aplicação destes conceitos a elétrons em um cristal é apenas por razões históricas, e, como
veremos a seguir, todos os conceitos discutidos aqui podem ser aplicados a diversos sistemas.
No nosso caso, estamos interessados em sistemas magnéticos.

Vamos, a seguir, fazer uma breve descrição dos tipos de alinhamentos magnéticos, ou seja,
os materiais magnéticos presentes na natureza, e de sua origem microscópica[16, 17, 20].

2.2 Materiais Magnéticos

Todas as substâncias, sejam sólidas, líquidas ou gasosas, revelam algum carácter magnético,
em todas as temperaturas. Dessa forma, o magnetismo torna-se uma propriedade fundamental
de qualquer material.

Existem três tipos principais de materiais que apresentam um ordenamento magnético, a
saber: ferromagnetos, antiferromagnetos e ferrimagnetos (χ � 1)3. Estes arranjos estão
mostrados esquematicamente na Figura 2.2, considerando que os momentos magnéticos de
spin comportam-se como vetores no espaço Euclidiano. Em ferromagnetos (Figura 2.2 (a)), a
interação entre os spins de íons vizinhos favorece um alinhamento paralelo espontâneo a baixas
temperaturas. Já em antiferromagnetos e ferrimagnetos (Figuras 2.2(b) e (c), respectivamente),
a interação possui sinal oposto, levando a um alinhamento antiparalelo espontâneo dos spins.
Diferentemente dos antiferromagnetos, os ferrimagnetos possuem os spins que estão para cima
(“up”) com magnitude diferente dos spins que estão para baixo (“down”). Isto leva a uma
magnetização espontânea diferente de zero em baixas temperaturas mesmo na ausência de um
campo magnético externo aplicado, e, neste aspecto, os ferrimagnetos se comportam similar-
mente aos ferromagnetos. Por sua vez, os antiferromagnetos, sem campo magnético externo
aplicado, possuem magnetização líquida igual a zero devido a mesma magnitude dos spins “up”
e “down”.

Experimentalmente é observado que a ordem magnética, ou mais claramente, a magneti-
zação, diminui com o aumento da temperatura até anular-se a uma dada temperatura crítica

3O símbolo χ é a susceptibilidade magnética e é definida pela razão entre a magnetização M e campo mag-
nético externo aplicado H: χ = M/H. Em ferromagnetos, a relação entre M e H não é linear, de modo que a
susceptibilidade é calculada como sendo a variação de M com relação a H: χ = ∂M/∂H.
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Tc, onde ocorre a transição de uma fase ordenada (fase ferro-, antiferro-, ou ferrimagnética)
para uma desordenada, em que não há alinhamento algum entre os spins, que é chamada fase
paramagnética (χ ≥ 1).

Para ferromagnetos e ferrimagnetos, a temperatura Tc, onde ocorre a transição de fase, é
chamada de temperatura de Curie (TC), e em antiferromagnetos, temperatura de Néel (TN).
Com respeito às transições de fase, há uma grande quantidade de livros textos e artigos cien-
tíficos que tratam deste assunto de forma detalhada. Uma discussão pode ser encontrada em
Stanley[21] e Salinas[22].

Figura 2.2 Configuração do alinhamento dos spins nos três principais tipos de materiais magnéticos:
(a) ferromagneto, (b) antiferromagneto, e (c) ferrimagneto.

2.2.1 Origem do Alinhamento Magnético: Interação de Troca

Um ponto de fundamental importância no estudo do magnetismo é o entendimento da origem
microscópica do mecanismo que leva ao alinhamento dos spins. As substâncias ferromagnéti-
cas, por exemplo, possuem um momento magnético espontâneo em temperaturas abaixo da
temperatura crítica Tc.

A existência de um momento magnético espontâneo sugere, portanto, que os spins no in-
terior da amostra estão dispostos de forma regular, conforme já foi dito anteriormente. Pode-
ríamos em princípio imaginar que a interação direta entre os spins, como aquelas que ocorrem
entre dipolos magnéticos, fosse responsável por esse alinhamento magnético. Mas a energia
envolvida nesta interação é tão pequena que a agitação térmica, mesmo em baixas temperatu-
ras, seria capaz de destruir o ordenamento entre os spins. Experimentalmente observa-se que
no ferro (Fe) a fase ferromagnética pode persistir até 1000 K.

A descrição da interação entre os spins, responsável pelo efeito do ordenamento destes,
foi feita por Heisenberg[23], e é conhecida como interação de troca ou termo de exchange.
A origem microscópica desta interação é eletrostática e também devido ao comportamento
fermiônico dos elétrons. Consequentemente, sua função de onda global deve ser anti-simétrica
sob uma troca de coordenadas. Isto é válido para dois ou mais elétrons mesmo que estejam
em íons diferentes. Por simplicidade, consideremos o caso de dois íons vizinhos cada qual
com um elétron. A função de onda total pode ser escrita como a parte orbital ψ vezes a parte
“spinorial” χ . Uma vez que os elétrons são indistinguíveis, podemos escrever a função de onda
orbital como sendo

ψ =
1√
2

[ψa(r1)ψb(r2)±ψb(r1)ψa(r2)] , (2.7)
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onde a e b se referem aos íons, e r1 e r2, aos elétrons. Como a função de onda global deve
ser anti-simétrica, o sinal (+) na Equação (2.7) se acopla com a função de onda de spin anti-
simétrica, que descreve o estado singleto (spins antiparalelos, S = 0), e o sinal (-) se acopla
com a função de onda de spin simétrica, que descreve o estado tripleto (spins paralelos, S = 1).

Se levarmos em conta a interação eletrostática dos íons, a qual pode ser escrita como um
potencial da forma

U(r1,r2) =
e2

4πε0r12
, (2.8)

onde r12 = |r1− r2| é a distância entre os elétrons, e calcularmos a energia média usando as
funções de onda espaciais, temos,

〈U〉= e2

4πε0

∫
ψ
∗(r1,r2)

1
r12

ψ(r1,r2)d3r1d3r2. (2.9)

Substiuindo a Equação (2.7) na expressão da energia média, obtemos

〈U〉= E± J, (2.10)

onde

E =
e2

4πε0

∫
ψ
∗
a (r1)ψ∗b (r2)

1
r12

ψa(r1)ψb(r2)d3r1d3r2, (2.11)

e

J =
e2

4πε0

∫
ψ
∗
a (r2)ψ∗b (r1)

1
r12

ψa(r1)ψb(r2)d3r1d3r2. (2.12)

Podemos notar que E é a energia Coulombiana média do sistema. Este seria o único termo
presente se o princípio da exclusão de Pauli não tivesse sido levado conta. A imposição feita
pelo princípio de Pauli sobre a função de onda do par introduz o outro termo, J, que é conhecido
como interação de troca ou termo de exchange.

O sinal (±) na expressão de 〈U〉 será positivo ou negativo, dependendo do estado de spin, se
singleto ou tripleto. Portanto, embora a interação entre os elétrons não dependa explicitamente
dos spins, a energia média dependerá. É plausível então pensar que a energia do sistema possa
ser escrita em termos das variáveis de spin. Podemos ver isso de uma maneira simplificada
escrevendo a expressão para 〈U〉 da seguinte forma:

〈U〉= E±4JS1 ·S2. (2.13)

Note que quando os dois spins forem paralelos, teremos S1 ·S2 = +1/4 e a função espacial
é anti-simétrica, e quando forem anti-paralelos, S1 ·S2 = −1/4, e a função de onda espacial é
simétrica.

Werner Heisenberg foi o primeiro a notar, em 1928, a importância da energia de troca
para explicar o ordenamento espontâneo dos spins nos materiais magnéticos. Ele escreveu o
hamiltoniano de troca como sendo

H =−2JS1 ·S2, (2.14)

que é conhecido como hamiltoniano de Heisenberg, e é a base dos modelos de magnetismo
nos sólidos.
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2.3 Excitações Elementares em Sólidos

Um cristal pode ser estudado por várias técnicas experimentais dependendo do efeito em inte-
resse: campos elétricos e magnéticos, gradientes de temperatura, fenômenos ópticos, espalha-
mento de elétrons e nêutrons, dopagem, etc. Logo, é impossível desenvolver um único modelo
teórico que leve em conta todos estes fenômenos, por tratar-se de um sistema de muitos corpos.
Modelos apropriados e simplificados são então deduzidos para áreas particulares de interesse.
Porém, deverá haver um conceito que possa unificar estes apectos individuais. Este conceito é
o de excitações elementares.

O conceito de excitações elementares pode ser entendido da seguinte maneira. Se temos
um sistema mecânico de massas pontuais, nós sabemos como descrever os modos complexos
de oscilação em termos simples. Para um sistema com n graus de liberdade, introduz-se n
novas coordenadas generalizadas (ou normais) de tal maneira que o operador hamiltoniano
apresente-se numa forma diagonal. Isto é, as complexas equações de movimento são expres-
sas em coordenadas normais nas quais as n equações de movimento são agora independentes,
representando, assim, o movimento de osciladores livres. Resumindo, o que fazemos é substi-
tuir o complicado sistema com partículas interagentes por um sistema simples equivalente, em
que seus constiuintes são agora não-interagentes. Estes constituintes são o que chamamos de
quasi-partículas. A seguir discutimos superficialmente as excitações elementares mais conhe-
cidas em Matéria Condensada. Pode-se encontrar uma excelente discussão sobre excitações
elementares em Madelung[24] e Albuquerque[25].

2.3.1 Phonons

Os phonons são os “quanta” de energia associados às vibrações da rede. Para introduzir
este conceito vamos considerar dois casos: (i) uma cadeia monoatômica formada por N íons
idênticos (mesma massa), ditribuídos ao longo de uma rede de Bravais unidimensional como
mostrado na Figura 2.3 (a); e (ii) uma cadeia diatômica constuída de dois tipos diferentes de
íons com massas m1 e m2 por célula unitária, isto é, a célula unitária agora contém dois íons,
distribuídos ao longo de uma reta como mostrado na Figura 2.3 (b). Por simplicidade, conside-
raremos ainda que o movimento vibracional se dá apenas ao longo da cadeia. Tais modos são,
assim, denomindado, modos longitudinais de vibração.

A relação de dispersão é a expressão que relaciona a frequência da oscilação com o seu vetor
de onda e os demais parâmetros do sistema. Para phonons, em cadeias como as acima descritas,
a relação de dispersão é obtida por meio da segunda lei de Newton aplicada ao movimento de
um íon num dado sítio da rede. É esta relação que determina em quais modos a rede é permitida
vibrar, isto é, ela fornece os modos de ressonância da rede.

As curvas de dispersão obtidas para as cadeias unidimensionais monoatômica e diatômica
estão mostradas na Figura 2.4. No primeiro caso, cadeia monoatômica, o espectro de energia
é formado por apenas um único ramo (Figura 2.4 (a)); enquanto que no outro caso, cadeia
diatômica, o espectro revela dois ramos (Figura 2.4 (b)). O ramo de menor energia é conhecido
como ramo acústico. Já o ramo mais energético é conhecido como ramo óptico.

A classificação dos modos vibracionais em ramos acústicos e ópticos pode ser aplicada
para sólidos tridimensionais com uma base poliatômica. Suponha que se tenha um cristal com
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Figura 2.3 Cadeias lineares formadas por: (a) N íons de massa m (cadeia monoatômica), e (b) 2N íons
de massas m1 e m2 (cadeia diatômica), ambas separadas por um parâmetro de rede a.

p átomos em cada célula unitária e um número de sítios N muito grande, de tal modo que
estas células formem um cristal. Neste caso, existirão 3pN graus de liberdade e, portanto,
3pN modos normais de vibração (ramos). De todos estes ramos, apenas 3N serão acústicos,
sendo 2N transversais (TA modes) e N longitudinais (LA modes), tendo a propriedade de que
ω(k) ∝ k para k→ 0. Os 3(p−1)N modos restantes são ramos ópticos transversais (TO modes)
e longitudinais (LO modes), tendo a propriedade de que ω(k) tende a um valor constante não-
nulo para k→ 0. O modo óptico transversal com grande comprimento de onda em cristais
iônicos pode interagir com a radiação eletromagnética (o photon), dando origem a um modo
chamado phonon-polariton[27, 28], que será discutido mais à frente. Contudo, nem todos estes
modos são opticamente ativos no sentido de interagirem com o campo de radição[16, 26, 29].

2.3.2 Plasmons

Uma oscilação de plasma em um metal é uma excitação longitudinal coletiva do gás de elétrons
de condução. O termo “plasma” foi sugerido em 1916 por Langmuir[30] para descrever as
propriedades elétricas coletivas que ele notou em um gás ionizado. Desde esse tempo, muitos
dos fenômenos observados em plasma gasoso (um meio com igual concentração de cargas
positivas e negativas, onde pelo menos um tipo de carga move-se) podem ser reproduzidos no
gás de elétrons em um metal ou um semicondutor.

O plasmon é o “quantum” de energia associado à oscilação de plasma. Embora tenha
poucas observações diretas do ponto de vista experimental, uma notável exceção é a perda de
energia, em múltiplo de h̄ωP (onde ωP é a frequência do plasmon), quando elétrons são atirados



14 CAPÍTULO 2 EXCITAÇÕES ELEMENTARES: ONDAS DE SPIN

Figura 2.4 Relação de dispersão de phonons na 1a
¯ zona de Brillouin em uma cadeia unidimensional:

(a) monoatômica e (b) diatômica. Fonte: Albuqueruque e Cottam[26].

através de um filme metálico, ou refletindo um elétron ou um photon de um filme[31]. Também
pode-se ter plasmons com energia comparável à dos photons, resultando num modo misto entre
estas duas excitações, o plasmon-polariton. Para mais detalhes, ver[32, 33].

2.3.3 Magnons

Em materiais magnéticos, também pode-se encontrar excitações coletivas que são fruto da in-
teração entre os momentos magnéticos de spin do material. Tais modos são chamados ondas
de spin, e o “quantum” de sua energia é o que conhecemos como magnon. Uma discussão
sobre a quantização destas excitações é encontrada em[29, 34, 35, 36].

Assim como as excitações descritas acima, os magnons também se acoplam aos photons,
gerando o magnetic-polariton (ou magnon-polariton), que podem ser vistos em mais detalhes
em[26, 37]. Mais detalhes sobre as ondas de spin são apresentados na Subseção 2.4.2. Para
uma leitura específica e atual sobre ondas de spin, ver[38].

2.3.4 Polaritons

Quando a radiação eletromagnética se propaga em um cristal dielétrico polarizável ou mag-
nético, ela excita alguns graus de liberdade internos do cristal, dando origem a um modo híbrido
(ou misto) chamado polariton. Logo, polaritons são quasi-partículas em sólidos formadas por
um photon (“quantum” da radição eletromagnética) acoplado a uma outra excitação elemen-
tar (phonon, plasmon, magnon, etc.) que polariza o cristal[39]. Evidências experimentais da
existência de polaritons foram fornecidas por Henry e Hopfield[40] para phonon-polariton.
Albuquerque e Cottam fazem uma ampla discussão sobre polaritons[26].

Após esta brevíssima discussão sobre as principais excitações elementares que podemos
encontrar em sólidos, vamos nos restringir somente àquelas que se propagam em meios mag-
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néticos, a saber, as ondas de spin (magnons).

2.4 Ondas de Spin ou “Magnons”

Ondas de spin (SWs)4 são excitações coletivas de menor energia que propagam-se em um sis-
tema magnético. As ondas de spin foram postuladas em 1930 por Felix Bloch[41], possuindo
naquela época um caráter muito mais teórico do que experimental. Entretanto, vários trabalhos
experimentais[42, 43] comprovaram a existência das ondas de spin em materiais magnéticos,
indicando que elas são muito mais do que uma entidade puramente matemática. Elas são pre-
vistas do própio operador hamiltoniano do sistema, que, no nosso caso, é o hamiltoniano de
Heisenberg. A introdução das SWs foi uma tentativa de explicar o comportamento da magneti-
zação M de um ferromagneto à medida que sua temperatura era elevada lentamente a partir do
zero, pois os resultados experimentais mostram que a magnetização diminui com o aumento da
temperatura devido à agitação térmica que desalinha os momentos magnéticos microscópicos,
acarretando uma magnetização menor do que a observada a 0 K, onde os momentos magnéticos
estão todos alinhados.

As SWs podem ser geradas, por exemplo, quando um ou mais spins são invertidos (em
T 6= 0). Por exemplo, se o momento magnético de um íon é devido, como no caso mais sim-
ples, a um spin S = 1/2, então haverá somente dois valores possíveis da componente z do
momento, que são +1/2 ou −1/2. Neste caso, a propagação de um desalinhamento através
da rede será a propagação de um spin reverso. Isso fará com que o sistema esteja em um es-
tado excitado e, então, as ondas de spin propagam-se através do meio magnético. De maneira
mais clara, considere a cadeia unidimensional de spins com ordenamento ferromagnético con-
forme mostra a Figura 2.5 (a). Se um dos spins é perturbado (Figura 2.5 (b)), ele começa a
precessionar “classicamente” em torno da direção de equilíbrio (Figura 2.5 (c)). Como ele está
acoplado aos vizinhos através do termo de “exchange”, esta perturbação se propaga na rede de
forma coerente. Podemos considerar este cenário como uma superposição de desalinhamentos
simples que viajam de um íon a outro através da rede (Figura 2.5 d). A propagação deste desa-
linhamento através da rede, em termos bastante simples, é o que entendemos por onda de spin.
Caso o sistema magnético apresente spin S > 1/2, a propagação será devida a um desvio de
spin do valor máximo de Sz.

As ondas de spin têm sido intensamente estudadas teórica e experimentalmente. O inte-
resse reside em diversos fatores. Primeiro, como quaisquer outras excitações de um sistema, os
magnons desempenham um papel importante para se determinar as propriedades termodinâmi-
cas de um sistema, uma vez que são excitações de spin a partir de um estado fundamental[44].
Isto é, os magnons são os auto-valores (auto-energias) do operador energia associado aos micro-
estados acessíveis do sistema, quântica e estatisticamente falando. As ondas de spin podem ser
termicamente excitadas quando o sistema se encontra a uma temperatura finita. A quantidade
de magnons excitados determina o comportamento de várias quantidades termodinâmicas, tais
como magnetização[45], calor específico[46, 47], magnetoresistência[48], etc. Portanto, eles

4A abreviação SWs para ondas de spin vem da palavra inglesa “spin waves”, e acabou tornando-se uma notação
muito utilizada por pesquisadores da área, motivo pelo qual nós a utilizaremos aqui também.
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Figura 2.5 (a) Esquema clássico do estado fundamental de um ferromagneto simples mostrando todos
os spins paralelamente alinhados; (b) um possível estado excitado, com apenas um spin invertido; (c)
excitacões elementares de baixa energia, chamadas ondas de spin, com as extremidades dos vetores
precessionando conicamente; (d) a propagação de uma onda de spin vista de cima.

influenciam a resposta dinâmica de um sistema magnético[49, 50]. Segundo, as SWs são afe-
tadas por estímulos externos de diferentes tipos, tal como a radiação eletromagnética, sendo
provado por diversas técnicas experimentais, como excitação de microondas[51, 52], espec-
troscopia, espalhamento de luz[53, 54, 55]. Há algum tempo, as propriedades não-lineares das
ondas de spin têm ganhado muita atenção[56].

2.4.1 Regimes Magnéticos

Excitações em materiais magnéticos podem ser estudadas por diversos modelos teóricos. O
modelo adequado é definido pelo regime no qual deseja-se estudar as SWs. No nosso caso,
como estamos fazendo uma análise microscópica, o termo predominante no hamiltoniano do
sistema é o que contém a interação de troca (ver Subseção 2.2.1). Portanto, o regime que
estamos interessados é o denominado regime de exchange. Para tanto, nós utilizamos um
modelo baseado no hamiltoniano de Heisenberg.

Existem vários estudos em outros regimes sobre excitações em materiais magnéticos (ou
não-magnéticos, no caso de filmes finos, multicamadas e super-redes). Conforme esquemati-
zado na Figura 2.6, temos o regime magnetostático ou dipolo-dipolo, onde o comprimento



2.4 ONDAS DE SPIN OU “MAGNONS” 17

Figura 2.6 Diferentes regiões do comportamento magnético em termos da magnitude do vetor de onda
|k|. Os números são aproximados e podem variar para diferentes materiais.

de onda da excitação é maior que o espaçamento entre os spins, o regime dipolo-exchange,
que é um regime de transição entre o de “exchange” e o magnetostático e o regime de polari-
ton, onde a energia a excitação é da mesma ordem que a energia do photon, havendo assim
a possibilidade dessas duas excitações se acoplarem formando o magnetic-polariton, citado
anteriormente (ver Subsecções 2.3.3 e 2.3.4.).

2.4.2 Magnons em Materiais Ferromagnéticos (FM) e Aproximação RPA

Esta seção é destinada à determinação da relação de dispersão e do espectro de ondas de spin em
materiais ferromagnéticos (um meio homogêneo) com a finalidade de obter alguns “insights”
qualitativos e quantitativos e, então, entender o espectro destas excitações em super-redes fer-
romagnéticas periódicas e quasi-periódicas. A relação de dispersão dessas excitações nestes
materiais já foi amplamente estudada e pode ser encontrada em[57].

Para os cálculos desenvolvidos nesta seção, nós utilizamos um ferromagneto cuja dis-
tribuição espacial dos átomos segue uma estrutura cúbica simples com parâmetro de rede a,
como mostrado na Figura 2.7. O hamiltoniano que iremos utilizar para estudar ondas de spin
que se propagam em ferromagnetos é o hamiltoniano de Heisenberg

H = −1
2 ∑

i, j
i 6= j

Ji jSi ·S j−gµBH0 ∑
i

Sz
i

= −1
2 ∑

i, j
i 6= j

Ji j

(
Sx

i Sx
j +Sy

i Sy
j +Sz

i S
z
j

)
−gµBH0 ∑

i
Sz

i , (2.15)

onde o primeiro somatório representa a interação de troca entre um spin no sítio i e seus vizi-
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nhos mais próximos j 5. O fator (1/2) foi introduzido neste termo com a finalidade de excluir
os termos duplicados no somatório. Já o segundo somatório no hamiltoniano é devido à inter-
ação do campo magnético externo H0 = H0ẑ com o spin do sítio i, que também é conhecida
como energia Zeeman[58].

Figura 2.7 Representação esquemática de um ferromagneto cujos sítios estão disposto segundo uma
estrutura cúbica simples e com parâmetro de rede a.

Vê-se facilmente pela Equação (2.15) que as componentes de Si não são independentes.
Por outro lado, esta equação é quadrática, o que nos leva diretamente a propor uma base de
operadores “escada” S±, sabendo que esta representação será mais conveniente que aquela
seguindo assim a idéia de Holstein e Primakoff[34]. Portanto, vamos definir os operadores S±i
como sendo

S±i = Sx
i ± iSy

i , (2.16)

de modo que tais operadores obedeçam às seguintes relações de comutação (aqui fizemos h̄ = 1)[
S+

i ,S−j
]

= 2Sz
i δi j, (2.17)

[
Sz

i ,S
±
j

]
=±S±i δi j. (2.18)

A Equação (2.15) na representação dos operadores “escada” torna-se, usando a definição
mostrada na Equação (2.16),

H =
(
−1

2

)
∑
i, j

i 6= j

Ji j

(
1
2

S+
i S−j +

1
2

S−i S+
j +Sz

i S
z
j

)
−gµBH0 ∑

i
Sz

i , (2.19)

5Seguindo a convenção utilizada por vários autores, tomaremos o valor da constante de troca Ji j como sendo
positivo para materiais ferromagnéticos e, portanto, devemos introduzir o sinal (−) no hamiltoniano a fim de que
a energia do estado fundamental seja mínima.
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Dos textos básicos de Mecânica Quântica[59, 60, 61], temos que a equação de movimento
para o operador S±i é

i
dS±i
dt

= ih̄
∂S±i
∂ t

+
[
S±i ,H

]
. (2.20)

Como neste caso não há uma dependência explícita de S±i com o tempo t, a Equação (2.20) é
simplificada, podendo ser reescrita na seguinte forma

i
dS±i
dt

=
[
S±i ,H

]
. (2.21)

Usando a Equação (2.19) juntamente com a Equação (2.21), obtemos

i
dS±i
dt

=

S±i ,

(
−1

2

)
∑
i, j
i6= j

Ji j

(
1
2

S+
i S−j +

1
2

S−i S+
j +Sz

i S
z
j

)
−gµBH0 ∑

i
Sz

i


=

(
−1

2

)
∑
i, j
i6= j

Ji j

[
S±i ,

(
1
2

S+
i S−j +

1
2

S−i S+
j +Sz

i S
z
j

)]
−gµBH0 ∑

i

[
S±i ,Sz

i
]
,

ou ainda

i
dS±i
dt

=±∑
i, j
i6= j

Ji j

[
Sz

jS
±
i −S±j Sz

i

]
±gµBH0S±i . (2.22)

A equação acima é a equação de movimento para os operadores S±i para um spin localizado
no sítio i, sendo não-linear. Portanto, a Equação (2.22) não possui solução exata, e pode parecer,
em princípio, que apenas introduzimos no problema operadores mais complicados tais como
Sz

jS
±
i e S±j Sz

i . Nota-se também que não há acoplamento entre os operadores S±i . Isto é devido
ao fato de não ter-se considerado termos de anisotropia na Equação (2.15) [62]. Portanto, a
escolha de qual operador (S+

i ou S−i ) utilizar na Equação (2.21) é completamente arbitrária, e
optaremos por S+

i .
Contudo, é possível linearizar a Equação (2.22), obtendo, assim, uma solução aproximada

através da conhecida aproximação de fase aleatória ou aproximação RPA (Random Phase
Approximation)[63]. Esta aproximação consiste em considerar que os spins estão em equilíbrio
e bastante bem alinhados ao longo da direção z, de tal modo que possamos substituir o operador
Sz por sua média térmica 〈Sz〉, i.e.,

Sz→ 〈Sz〉, (2.23)

que, em um ferromagneto de volume, não depende do sítio. Isto deixa a equação de movimento
(2.22) como,

i
dS+

i
dt

= ∑
i, j

i 6= j

Ji j〈Sz〉
[
S+

i −S+
j

]
+gµBH0S+

i . (2.24)

Para as ondas que se propagam no volume (“bulk modes”), propomos soluções do tipo onda
plana para a Equação (2.24), ou seja,

S+
i ∝ exp [i(k · r−ωt)] . (2.25)
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Assim, a Equação (2.24) fica sendo

ωS+
i = gµBH0S+

i + ∑
i, j

i 6= j

Ji j〈Sz〉
[
S+

i −S+
j

]
. (2.26)

Figura 2.8 Representação esquemática do sítio “i” e de seus vizinhos mais próximos para uma rede SC.

Explicitando a Equação (2.26) para um dado spin no sítio i da rede e seus vizinhos mais
próximos (Figura 2.8), obtemos

ωS+
i = gµBH0S+

i + JS
6

∑
j=1

[
S+

i −S+
j

]
ωS+

i = gµBH0S+
i + JS

[
6S+

i −
(
S+

1 +S+
2
)
−
(
S+

3 +S+
4
)
−
(
S+

5 +S+
6

)]
, (2.27)

onde substituimos Ji j por J, que é a constante de troca do meio, e 〈Sz〉 por S, que é a média
térmica dos spins do meio. Da Figura 2.8, vemos que as posições dos sítios vizinhos ao sítio i
em relação a este é

r j = ri +aê j, j = 1,2,3,4,5,6 (2.28)

onde ê j =±x̂, ±ŷ ou ±ẑ.
Portanto, substituindo a proposta de solução dada na Equação (2.25) na Equação (2.27),

juntamente com a Equação (3.2), obetmos a seguinte expressão

ω(k) = gµBH0 +2JS
{

3− [cos(kxa)+ cos(kya)+ cos(kza)]
}

, (2.29)

que é a equação que fornece a frequência ω dos modos de oscilação dos spins que são per-
mitidos propagarem-se neste material em função do vetor de onda k (k = kxx̂ + kyŷ + kzẑ).
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Esta equação é comumente conhecida como relação de dispersão ferromagnética. Existem
outras maneiras de obter a Equação (2.29), como por exemplo, utilizando transformação de
Fourier[25, 26], de forma algébrica utilizando relações de comutação, como é feito no os-
cilador harmônico quântico. Este último formalismo é conhecido como segunda quantiza-
ção[29, 35, 36].

Figura 2.9 Curva de dispersão para SWs em um ferromagneto com estrutura SC para várias direções
(valores) de k. Observe que a curva de dispersão aproxima-se de uma parábola quando o vetor de onda
é muito pequeno, isto é, |k|� π/a, conforme é previsto pela Equação (2.30).

Da Equação (2.29), vemos que a frequência da onda de spin depende da direção do vetor
de onda k. A Figura 2.9 mostra o espectro de SWs em ferromagnetos, onde pode-se ver a
dependência da frequência ω com o vetor de onda k (aqui tomamos gµB = 1). A seguir,
listamos alguns dos seus valores específicos:
→ para k = (0,0,0), temos

ω = gµBH0;
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→ para k = (π/a,0,0), temos

ω = gµBH0 +4JS;

→ para k = (π/a,π/a,0), temos

ω = gµBH0 +8JS;

→ para k = (π/a,π/a,π/a), temos

ω = gµBH0 +12JS.

Para valores pequenos de k (|k|� π/a), a Equação (2.29) aproxima-se de

ω ≈ gµBH0 +2JS(ka)2, (2.30)

conforme é visto na Figura 2.9.



CAPÍTULO 3

Super-redes Magnéticas

Neste capítulo discutiremos o espectro de energia de ondas de spin em estruturas artificiais co-
nhecidas como super-redes. Primeiramente, iremos definir o que seria tal estrutura, dizer como
se deu seu surgimento e que motivos temos para estudá-las. As super-redes podem ser classifi-
cadas, basicamente, em três tipos: periódicas, quasi-periódicas, e aperiódicas ou aleatórias.
As estruturas quasi-periódicas são consideradas como um regime de transição do caso perió-
dico para o aleatório, e vice-versa. Mostraremos os espectros de ondas de spin que se propagam
em super-redes periódicas e quasi-periódicas, sendo que, para o caso aperiódico, serão feitos
apenas alguns comentários. Os cálculos utilizados aqui são semelhantes aos apresentados no
Capítulo 2 para um material ferromagnético, isto é, baseados no hamiltoniano de Heisenberg e
na aproximação RPA. Porém, será necessário a utilização de um método adicional que é o da
matriz transferência.

3.1 Super-redes

O tema super-rede (SL)1 obteve grande importância logo após a publicação do artigo experi-
mental de Schechtman e colaboradores[11] sobre ligas metálicas de Al-Mn mostrando muitos
dados surpreendentes e interessantes de difração de elétrons. Eles misturaram Al e Mn em
uma proporção aproximada de 6 por 1 e aqueceram a mistura até que ela fundiu-se. A mis-
tura foi então rapidamente resfriada até retornar ao estado sólido. Após ter sido solidificada,
esta foi examinada por meio de um microscópio eletrônico e uma nova estrutura foi revelada.
Seu arranjo nem era amorfo e nem cristalino[64]. Medidas subseqüentes usando espalhamento
de raio X em alta resolução levou a padrões de difração de elétrons mostrando não somente
simetria quíntupla, mas também icosahédrica, proibidas pelas regras da cristalografia. Estu-
dos teóricos desenvolvidos por Levine e Steinhardt[12] explicaram este tipo de simetria. Suas
predições eram, na verdade, qualitativamente semelhantes às observações de Schechtman e co-
laboradores. Além de mais estudos experimentais, a mudança seguinte foi o desenvolvimento
de modelos teóricos para caracterizar estas estruturas artificiais. Desde a sua descoberta, as
super-redes têm despertado um grande interesse dos físicos e matemáticos em estruturas que
exibem o que foi chamado de desordem determinística, dando origem a vários trabalhos em
quasi-cristais2 unidimensionais[65, 66, 67, 68, 69].

1SL é a abreviação da palavra inglesa “superlattice”.
2Embora o termo quasi-cristais é mais apropriado quando aplicado a compostos naturais ou ligas artificiais,

em uma dimensão (1D), não existe diferença entre estas e as estruturas quasi-periódicas formadas pelo arranjo de
células unitárias periódicas.

23
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Uma classe de modelos que atraiu atenção especial foi a das super-redes quasi-periódicas
construídas a partir de sequências substitucionais. Estas estruturas quasi-periódicas são for-
madas pela justaposição de dois (ou mais) blocos de construção, que são ordenados de acordo
com uma determinada sequência previamente escolhida. O cristal artificial obtido possuía uma
estrutura da qual podemos dizer que situava-se entre a estrutura de um cristal periódico e a
de um sólido amorfo[70] (daí o nome quasi-periódico). Este fato torna as super-redes quasi-
periódicas um excelente “laboratório” para sistemas desordenados, uma vez que podemos cons-
truir sequências bastantes desordenadas aproximando-nos, assim, do regime aperiódico. Uma
das características mais notáveis é que estruturas artificiais do tipo super-redes possuem pro-
priedades que não estão presentes em seus constituintes individualmente, isso por causa das
correlações de longo alcance, induzidas pela construção do sistema. Logo, esperamos que isso
reflita de alguma forma nos diversos espectros destas estruturas (como na propagação da luz,
transmissão eletrônica, densidade de estados, polaritons, etc.), definindo uma nova descrição
de desordem. De fato, tratamentos via matriz transferência mostram que estes espectros são
fractais, o que pode ser considerado como sua assinatura básica[14, 71, 72].

Avanços na fabricação de multicamadas forneceram a possibilidade de revelar novas ca-
racterísticas destas estruturas. As técnicas incluem métodos modernos de crescimento de ca-
madas, como epitaxia por feixe molecular (MBE), deposição por pulverização, deposição por
evaporação térmica ou feixe eletrônico a ultra vácuo, e permitiu a realização em laboratórios
de muitas destas estruturas, a partir das quais foi possível testar os resultados e previsões das
técnicas e modelos teóricos previamente desenvolvidos[6, 7, 8].

3.2 Magnons em Super-redes Periódicas e Método da Matriz
Transferência

Como vimos na seção anterior, super-redes são sistemas de camadas justapostas artificialmente.
Se esta justaposição de camadas se dá de forma periódica (· · ·ABAB · · · , onde A e B são dois
materiais distintos, por exemplo), tais super-redes são ditas ser super-redes periódicas.

Nesta seção discutiremos a relação de dispersão de SWs para uma super-rede em que dois
materiais ferromagnéticos, nominados A e B, são justapostos de maneira periódica constituindo,
assim, uma super-rede, conforme pode ser visto na Figura 3.1. Esta super-rede é composta de
materiais ferromagnéticos com estrutura cúbica simples (ver Seção 2.4). O parâmetro de rede
em cada material vale a. As constantes de troca valem JA (linhas vermelhas) e JB (linhas
verdes), conforme mostra a Figura 3.2, em A e B, respectivamente. Nas interfaces, a constante
de troca entre spins pertencentes aos materiais A e B vale I (linhas pretas na Figura 3.2). Outro
detalhe importante a ser notado nesta estrutura é que, em temperatura não-nula, a configuração
de equilíbrio na interface A/B deve exibir algo análogo a uma reconstrução de superfície. Isto
implica que a média do spin S é uma função da distância à interface mais próxima[57]. Emb-
ora este efeito seja de interesse, ele pode ser “driblado” restringindo nossa atenção ao regime
de baixas temperaturas, ou seja, temperaturas muito abaixo da temperatura crítica (T � Tc).
Assim, podemos considerar que os spins estão completamente alinhados, 〈Sz〉= S.
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Figura 3.1 Representação esquemática da super-rede ferromagnética periódica estudada aqui.
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Figura 3.2 Representação esquemática da interface A/B da super-rede ferromagnética periódica apre-
sentada na Figura 3.1.

O hamiltoniano que descreve a energia do sistema é dado pela Equação (2.15),

H =−1
2 ∑

i, j
i6= j

Ji jSi ·S j−gµBH0 ∑
i

Sz
i . (3.1)

Aqui, nós não consideramos termos anisotrópicos e nem biquadráticos no hamiltoniano.
Porém, alguns grupos já investigaram a influência destes termos para a propagação de magnons
em vários tipos de materiais magnéticos e misturas destes com materiais não-magnéticos para
os diversos regimes magnéticos[46, 62, 73, 74, 75, 76, 77, 78].

Na Subseção 2.4.2 nós já determinamos a expressão que fornece os modos de excitação
magnética que são permitidos propagarem-se no volume de um ferromagneto (Equação (2.29)).
Portanto, o que precisamos fazer agora é “casar” as funções de onda das excitações que se
propagam nos materiais A e B. Para isso, devemos aplicar a equação de movimento do operador
S+

i , dada pela Equação (2.22), em spins que estão localizados nas interfaces da super-rede.
Faremos novamente o uso da aproximação RPA para linearizar esta equação de movimento.

Para tal, consideremos inicialmente o sítio “α” na interface “α−β”. A Figura 3.1 mostra
o sítio “α” e a sua vizinhança.

A posição de cada sítio vizinho a “α” é

r j = rα +aê j, j = 1,2,3,4,5,6 (3.2)

onde ê j =±x̂, ±ŷ ou ±ẑ.
Para um spin na camada “α”, a Equação (2.22) fica sendo

i
dS+

α

dt
= gµBH0S+

α + Jα1
(
Sz

1S+
α −Sz

αS+
1
)
+ Jα2

(
Sz

2S+
α −Sz

αS+
2
)
+ Jα3

(
Sz

3S+
α −Sz

αS+
3
)
+

Jα4
(
Sz

4S+
α −Sz

αS+
4
)
+ Jα5

(
Sz

5S+
α −Sz

αS+
5

)
+ Jα6

(
Sz

6S+
α −Sz

αS+
6

)
. (3.3)
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Figura 3.3 Representação esquemática do sítio “α” e de sua vizinhança.

Usando o fato de que Jα1 = Jα2 = Jα3 = Jα4 = Jα5 = JA e Jα6 = I, a Equação (3.3) pode
ser reescrita como

i
dS+

α

dt
= gµBH0S+

α + JA
[(

Sz
1S+

α −Sz
αS+

1
)
+
(
Sz

2S+
α −Sz

αS+
2
)
+
(
Sz

3S+
α −Sz

αS+
3
)]

+

JA
[(

Sz
4S+

α −Sz
αS+

4
)
+
(
Sz

5S+
α −Sz

αS+
5

)]
+ I
[
Sz

6S+
α −Sz

αS+
6

]
. (3.4)

Fazendo uso da aproximação RPA, podemos fazer Sz
α = Sz

1 = Sz
2 = Sz

3 = Sz
4 = Sz

5 = SA e
Sz

6 = SB na Equação (3.4), que podemos escrevê-la da seguinte forma

i
dS+

α

dt
= gµBH0S+

α + JASA
[
5S+

α −
(
S+

1 +S+
2 +S+

3 +S+
4 +S+

5

)]
+

ISBS+
α − ISAS+

6 . (3.5)

Rearrumando a Equação (3.5), temos

(ω−gµBH0−5JASA− ISB)S+
α + JASA

(
S+

1 +S+
2 +S+

3 +S+
4 +S+

5

)
=

−ISAS+
6 , (3.6)

onde supomos solução do tipo S+
α ∝ exp(−iωt) para a parte temporal do operador S+

α .
Agora, vamos convencionar que (Figura 3.1)

rlA = [(l−1)na+a] ẑ ; rlB = [(l−1)na+(nA +1)a] ẑ, (3.7)

e, sabendo que

rα = [(l−1)na+nAa] ẑ ; rβ = [(l−1)na+(nA +1)a] ẑ, (3.8)

vamos propor soluções do tipo

S+
i = {Al exp [ikA · (ri− rlA)]+Bl exp [−ikA · (ri− rlA)]}exp(−iωt) , (3.9)



28 CAPÍTULO 3 SUPER-REDES MAGNÉTICAS

para spins do material A, na célula l, e solução do tipo

S+
i = {Cl exp [ikB · (ri− rlB)]+Dl exp [−ikB · (ri− rlB)]}exp(−iωt) , (3.10)

para spins do material B, na célula l.
Então, substituindo as Equações (3.7) e (3.8) nas Equações (3.9) e (3.10), obtemos3

→ para i = α:

rα − rlA = [(l−1)na+nAa] ẑ− [(l−1)na+a] ẑ
= [nAa−a] ẑ,

e
S+

α = Al exp
[
ikA

z nAa
]

exp
[
−ikA

z a
]
+Bl exp

[
−ikA

z nAa
]

exp
[
ikA

z a
]

; (3.11)

→ para i = 1:

r1− rlA = rα +ax̂− rlA

= ax̂+[nAa−a] ẑ,

e

S+
1 = Al exp

[
ikA

x a
]

exp
[
ikA

z nAa
]

exp
[
−ikA

z a
]
+Bl exp

[
−ikA

x a
]

exp
[
−ikA

z nAa
]

exp
[
ikA

z a
]

;
(3.12)

→ para i = 2:

r2− rlA = rα −ax̂− rlA

= −ax̂+[nAa−a] ẑ,

e

S+
2 = Al exp

[
−ikA

x a
]

exp
[
ikA

z nAa
]

exp
[
−ikA

z a
]
+Bl exp

[
ikA

x a
]

exp
[
−ikA

z nAa
]

exp
[
ikA

z a
]

;
(3.13)

→ para i = 3:

r3− rlA = rα +aŷ− rlA

= aŷ+[nAa−a] ẑ,

e

S+
3 = Al exp

[
ikA

y a
]

exp
[
ikA

z nAa
]

exp
[
−ikA

z a
]
+Bl exp

[
−ikA

y a
]

exp
[
−ikA

z nAa
]

exp
[
ikA

z a
]

;
(3.14)

→ para i = 4:

r4− rlA = rα −aŷ− rlA

= −aŷ+[nAa−a] ẑ,
3Aqui nó consideramos apenas apenas a parte espacial das Equações (3.9) e (3.10) uma vez que a solução da

parte temporal é a mesma para cada sítio.
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e

S+
4 = Al exp

[
−ikA

y a
]

exp
[
ikA

z nAa
]

exp
[
−ikA

z a
]
+Bl exp

[
ikA

y a
]

exp
[
−ikA

z nAa
]

exp
[
ikA

z a
]

;
(3.15)

→ para i = 5:

r5− rlA = rα −aẑ− rlA

= −aẑ+[nAa−a] ẑ,

e

S+
5 = Al exp

[
−ikA

z a
]

exp
[
ikA

z nAa
]

exp
[
−ikA

z a
]
+Bl exp

[
ikA

z a
]

exp
[
−ikA

z nAa
]

exp
[
ikA

z a
]

;
(3.16)

→ para i = 6:

r6− rlB = rα +aẑ− rlB

= [(l−1)na+nAa] ẑ+aẑ− [(l−1)na+(nA +1)a] ẑ
= 0ẑ,

e
S+

6 = Cl +Dl; (3.17)

Substituindo as Equações (3.11 - 3.17) na Equação (3.6), obtemos

AltA f A
[
ω−gµBH0−5JASA− ISB + JASA

(
γA + f A

)]
+

BltA fA [ω−gµBH0−5JASA− ISB + JASA (γA + fA)] = −ISACl− ISADl

AltA f A

[
− ω

SA
+

gµB

SA
H0 +

SB

SA
I + JA

(
5− γA− f A

)]
+

BltA fA

[
− ω

SA
+

gµB

SA
H0 +

SB

SA
I + JA (5− γA− fA)

]
= ICl + IDl

λAtA f AAl +λ AtA fABl = ICl + IDl , (3.18)

onde definimos
fA = exp

[
ikA

z a
]

e f A = exp
[
−ikA

z a
]
, (3.19)

tA = exp
[
ikA

z nAa
]

e tA = exp
[
−ikA

z nAa
]
, (3.20)

e

λA =
[
− ω

SA
+

gµB

SA
H0 +

SB

SA
I + JA

(
5− γA− f A

)]
, (3.21)
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λ A =
[
− ω

SA
+

gµB

SA
H0 +

SB

SA
I + JA (5− γA− fA)

]
, (3.22)

onde γA é dado por

γA = 2
[
cos
(

kA
x a
)

+ cos
(

kA
y a
)]

. (3.23)

Aplicando a equação de movimento 3.3 aos sítios pertencentes às camadas β , na interface
α−β , γ e δ , na interface γ−δ (Figura 3.1), nós obtemos as seguintes equações:
→ para a camada β :

λ BCl +λBDl = ItA f AAl + ItA fABl , (3.24)

onde definimos

λB =
[
− ω

SB
+

gµB

SB
H0 +

SA

SB
I + JB

(
5− γB− f B

)]
, (3.25)

λ B =
[
− ω

SB
+

gµB

SB
H0 +

SA

SB
I + JB (5− γB− fB)

]
, (3.26)

e γB é dado por
γB = 2

[
cos
(
kB

x a
)
+ cos

(
kB

y a
)]

; (3.27)

→ para a camada γ:

λBtB f BCl +λ BtB fBDl = IA(l+1) + IB(l+1), (3.28)

onde definimos
fB = exp

[
ikB

z a
]

e f B = exp
[
−ikB

z a
]
, (3.29)

tB = exp [ikz
BnBa] e tB = exp [−ikz

BnBa] , (3.30)

→ para a camada δ :

λ AA(l+1) +λAB(l+1) = ItB f BCl + ItB fBDl . (3.31)

Colocando as Equações (3.18), (3.24), (3.28) e (3.31) em uma forma matricial , temos [79](
λAtA f A λ AtA fA
ItA f A ItA fA

)(
Al
Bl

)
=
(

I I
λ B λB

)(
Cl
Dl

)

MA

(
Al
Bl

)
= NB

(
Cl
Dl

)
, (3.32)

e (
λBtB f B λ BtB fB
ItB f B ItB fB

)(
Cl
Dl

)
=
(

I I
λ A λA

)(
A(l+1)
B(l+1)

)

MB

(
Cl
Dl

)
= NA

(
A(l+1)
B(l+1)

)
. (3.33)
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Podemos facilmente associar as amplitudes (Al,Bl) com
(
A(l+1),B(l+1)

)
fazendo algumas

manipulações matemáticas e, assim, obtendo a seguinte expressão(
A(l+1)
B(l+1)

)
= T

(
Al
Bl

)
, (3.34)

onde
T = N−1

A MBN−1
B MA (3.35)

é a matriz transferência para a super-rede ferromagnética periódica, uma vez que ela relaciona
os coeficientes da (l +1)-ésima célula com os da l-ésima. A forma das matrizes NA, MA, NB e
MB são dadas nas Equações (3.32) e (3.33) acima.

Utilizando o teorema de Bloch para esta super-rede, temos(
A(l+1)
B(l+1)

)
= exp(iQ ·D)

(
Al
Bl

)
, (3.36)

onde Q é o vetor de onda de Bloch e D = lnaẑ é o tamanho da célula unitária, nós encontramos

[T − exp(iQD)]
(

Al
Bl

)
= 0. (3.37)

Fazendo um procedimento similar para relacionar as amplitudes
(
A(l−1),B(l−1)

)
com (Al,Bl),

nós obtemos [
T−1− exp(−iQ ·D)

]( Al
Bl

)
= 0. (3.38)

Combinando as Equações (3.37) e (3.38), temos[
T +T−1− exp(iQD)− exp(−iQD)

]
= 0

2cos(QD) =
[
T +T−1]

cos(QD) =
(

1
2

)
Tr [T ], (3.39)

onde
[
T +T−1]= Tr [T ] já que a matriz transferência T é 2x2 é unimodular, e Tr [T ] é o traço

da matriz T .
A Equação (3.39) descreve os modos de volume de uma onda de spin em um arranjo peri-

ódico das camadas magnéticas e, portanto, é a relação de dispersão de SWs nestas estruturas.
Uma vez que conhecemos a forma da matriz transferência T , o espectro de volume das ondas
de spin pode ser determinado.

Agora vamos apresentar agora alguns resultados numéricos que ilustram a relação de dis-
persão para ondas de spin de volume em super-redes periódicas[49, 79]. Nós justapomos nA
camadas do material A com nB camadas do material B. Ambos os materiais são ferromagne-
tos com a estrutura de rede sendo cúbica simples e o parâmetro de rede a, conforme mostra a
Figura 3.1. A interação de troca nos materiais A e B é, respectivamente, JA e JB. Já os termos de
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Figura 3.4 Curva de dispersão de ondas de spin para a super-rede ferromagnética periódica.

troca na interface A/B é I, segundo a Figura 3.2. Os parâmetros físicos utilizados são os mes-
mos considerados por Bezerra e Albuquerque[80], a saber, o número de planos atômicos em
cada material nA = nB = 3, a média dos spins SA = 1.0 e SB = 1.5, a razão entre os acoplamen-
tos de troca nos dois materiais JAB = JA/JB = 2.0, IA = I/JA = 1.2 e IB = I/JB = 2.4. Também
são considerados o campo magnético externo relativo H0/JA = 1.0 e H0/JB = 2.0. Para todas
as figuras, nós consideramos kya = 0.0.

Primeiramente, vemos, por meio da Figura 3.4 a, que o espectro de ondas de spin em super-
redes periódicas no plano Ω−QD (Ω = ω/JASA é a frequência reduzida) é do tipo “zig-zag”,
para um valor fixo de kxa. Esse “zig-zag” ocorre porque na super-rede o limite da 1 a zona é
dado por Q = π/(nA+nB)a, bem menor que os valores Q = π/nAa e Q = π/nBa encontrados no
caso dos constituintes[49]. Este comportamento do espectro é semelhante ao caso de fônons.
Observamos que o número de bandas de volume é igual ao número de planos atômicos em
cada material vezes o número de camadas na célula unitária, igual a seis. Nossos cálculos
numéricos indicam que isto ocorre sempre que nA = nB. Vemos ainda que as extremidades
dos ramos (QD = 0 e QD = π) são descontínuas, indicando que existem estados nos quais a
excitação é proibida de propagar-se na rede. O que acarreta essas descontinuidades entre as
curvas permitidas é o “dobramento” da zona de Brillouin, juntamente com o fato de tratar-
se de uma estrutura com materiais diferentes. Tais descontinuidades são chamados estados
proibidos ou, simplesmente, gaps.

Na Figura 3.4 b, temos a curva de dispersão para a mesma super-rede mostrada como função
da frequência reduzida Ω versus o vetor de onda adimensional kxa, onde kx é o vetor de onda
na direção x (no plano) e a é o parâmetro de rede. As áreas escuras são as bandas de volume,
também conhecidas como pass bands ou bulk bands, e são limitadas pelas curvas QD = 0 e
QD = π . Observe que esta ordem se inverte quando se passa de uma banda para outra, isto
é, ela obedece à sequência QD = 0, π , π , 0, 0, π , π , 0, etc (ver Figura 3.4). As bandas
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de volume são intervalos de frequência onde kx é real. Fora desta região temos as bandas
proibidas (os stop bands) ou, como são comumente conhecidos, gaps, e kx agora é imaginário.
É exatamente nesta região que podemos ter os modos de superfície, que não foram tratados
aqui. Bezerra et al.[80] analisaram estes modos de superfície, observando a existência de dois
modos superficiais distintos, a saber, os que persistem até kxa→ ∞ e outros que penetram em
uma banda de volume para um valor finito de kxa. Os primeiros foram chamados modos de
superfície reais e os últimos, modos de superfície virtuais. Analisando ainda a Figura 3.4 b,
podemos notar duas regiões distintas de frequência: (a) no intervalo onde Ω < 3.8, as bandas
de volume são mais largas que os gaps; (b) para o intervalo Ω > 3.8, ocorre o inverso, pois os
gaps são mais largos que as bandas de volume.

Bezerra et al.[80] investigaram também a propagação de magnons em uma super-rede
aleatória ou randômica, isto é, os blocos A e B que formavam a célula unitária foram dispostos
de maneira aleatória, o que “simularia” um material completamente aperiódico. Eles utilizaram
10 blocos, cada um com 3 camadas. Logo, como descrito acima, o número de bandas de vol-
ume é 3× 10 = 30. Devido ao tamanho de sua célula unitária, esta estrutura apresentou um
número bem maior de bandas de volume, que por outro lado são extremamente localizadas.

Das considerações acima podemos tirar algumas conclusões importantes. Em primeiro
lugar, o número de camadas na célula unitária possui uma influência direta no número de
bandas de volume dos espectros. Em segundo lugar, quanto mais bandas de volume estão
presentes maior a localização das mesmas. Pensando em termos de ordem e desordem, ve-
mos que quanto mais desordenada for a super-rede (super-rede aleatória), mais localizados são
os estados acessíveis (bandas de volume), e quanto mais ordenada for a super-rede (super-
rede periódica) menos localizados são os estados acessíveis. Na seção seguinte discutiremos
o comportamento das ondas de spin em super-redes quasi-periódicas e os resultado que já são
conhecidos na literatura[5] para, então, no Capítulo 4 nos dedicarmos às sequências quasi-
periódicas de Fibonacci generalizada.

3.3 Magnons em Super-redes Quasi-Periódicas

Vamos brevemente descrever algumas propriedades gerais das sequências que já foram con-
sideradas em outros trabalhos. Inicialmente veremos a definição de uma sequência substitu-
cional. Considere um conjunto finito A , chamado um alfabeto,e A ∗, o conjunto de todas as
palavras finitamente longas que podem ser escritas neste alfabeto. Considere ainda A N e A Z ,
os conjuntos de todas as sequências de letras semi-infinitas e infinitas de A , respectivamente.
Definimos agora ξ , uma transformação de A em A ∗, ou seja, uma regra que associa a qual-
quer letra em A uma palavra finita. A transformação ξ é chamada regra de substituição, de
inflação, ou, como é conhecida mais comumente, relação de recorrência, e pode ser estendida
para uma transformação de A ∗ em A ∗, especificando que ξ age sobre uma palavra substi-
tuindo cada letra αi da palavra pela sua imagem correspondente ξ (αi). Do mesmo modo a
ação de ξ é estendida para A N e A Z . Uma sequência u∈A N é então chamada uma sequência
substitucional se é um ponto fixo de ξ , ou seja, se permanece invariante quando cada letra na
sequência é substituida por sua imagem em ξ . Estes pontos fixos da transformação ξ são as
sequências quasi-periódicas. As sequências quasi-periódicas que, de imediato, mais atraíram
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a atenção dos físicos foram:
i. a sequência de Fibonacci, onde A = A,B e cuja regra de substituição é,

A→ ξ (A) = AB,B→ ξ (B) = A; (3.40)

ii. a sequência de período duplo ou double-period (DP), onde A = A,B e cuja regra de
substituição é,

A→ ξ (A) = AB,B→ ξ (B) = AA; (3.41)

iii. a sequência de Thue-Morse (TM), onde A = A,B e cuja regra de substituição é,

A→ ξ (A) = AB,B→ ξ (B) = BA; (3.42)

iv. e a sequência de Rudin-Shapiro (RS), onde A = A,B,C,D e cuja regra de substituição
é,

A→ ξ (A) = AC,B→ ξ (B) = DC,C→ ξ (C) = AB,D→ ξ (D) = DB. (3.43)

Matematicamente, estas SLs são ditas ser quasi-periódicas pelo fato de que em tais es-
truturas o número σ = Fn/Fn−1 é irracional, onde Fn é o número de blocos corrspondente a
n-ésima geração. Logo, elas não podem ser classificadas como estruturas periódicas. Ape-
sar disso, elas também não podem ser amorfas porque existe uma regra de recorrência para
cada geração. Para um estudo mais aprofundado sobre as excitações nas outras seqüências
mencionadas acima, ver[25, 26].

Estas seqências são classificadas em termos da natureza do seu espectro de Fourier[81] que
pode ser : dense pure point (Fibonacci), singular continuous (período duplo e Thue-Morse) e
absolutely continuous (Rudin-Shapiro). Uma vez definida a sequência quasi-periódica que se
quer trabalhar, associamos a ela a superposição dos blocos de construção que formarão a célula
unitária do sistema físico quasi-periódico.

Com relação ao espectro de ondas de spin nas super-redes quasi-periódicas citadas acima
têm-se que todos apresentam auto-similaridade, o que indicaria um possível comportamento
fractal. Após a obtenção destes espectros, Bezerra et al. investigaram, quantitativamente, essa
propriedade da auto-similaridade do espectro das ondas de spins através das análises frac-
tal[82] e multifractal[83].

Do ponto de vista experimental, o procedimento para a construção de estruturas quasi-
periódicas tornou-se padrão após os trabalhos de Merlin et al[13], que relataram a construção da
primeira super-rede quasi-periódica seguindo a sequência de Fibonacci, e mais tarde seguindo
a sequência de Thue-Morse[84, 85], ambas por Molecular Beam Epitaxy (MBE). Do ponto de
vista teórico, várias partículas e quasi-partículas têm sido estudadas nestes sistemas, a saber:
phonons[86, 87], elétrons [88], polaritons[89].

Apesar desta diversidade de sistemas teóricos estudados, pouco esforço foi feito no es-
tudo das propriedades magnéticas de super-redes quasi-periódicas. O objetivo do Capítulo 4
é investigar o efeito da quasi-periodicidade nas propriedades das ondas de spin de super-redes
magnéticas construídas a partir de sequências quasi-periódicas. É importante enfatizar que a
quasi-periodicidade está embutida na construção das células unitárias das super-redes, e que
a super-rede como um todo é periódica. Portanto o teorema de Bloch ainda é válido, e será
utilizado no cálculo das ondas de spin. Consideramos especificamente as quatro sequências
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quasi-periódicas conhecidas como sequências Fibonacci generalizada σ(p,q): (a) Fibonacci
golden mean (GM) σg(1,1), (b) Fibonacci silver mean (SM) σs(2,1), (c) Fibonacci bronze
mean (BM) σb(3,1) e (d) Fibonacci nickel mean (NM) σn(1,3). Os cálculos são executados
usando a técnica da matriz transferência, e dentro da aproximação RPA. Nas próximas seções
falaremos sobre a maneira de como se dá o crescimento de cada tipo de sequência estudada
aqui, desenvolveremos a matriz transferência para cada sequência (juntamente com a relação
de dispersão) e apresentaremos os resultados numéricos e as conclusões no final do capítulo.





CAPÍTULO 4

Super-redes Quasi-periódicas de Fibonacci
Generalizada σ(p,q)

Neste capítulo apresentamos a sequência de Fibonacci generalizada, que é a sequência quasi-
periódica de nosso interesse, juntamente com os espectros de ondas de spin para as super-
redes geradas a partir destas sequências. Baseado em trabalhos desenvolvidos por outros
pesquisadores sobre estruturas quasi-periódicas acerca de comportamento auto-similar dos es-
pectros, é feito um estudo sobre as propriedades de localização e de leis de escala das bandas
permitidas de magnons nas estruturas de Fibonacci generalizada. Propriedades estas que são
originadas exclusivamente pelo arranjo quasi-periódico! Este estudo tem como objetivo confir-
mar, ou não, os indícios de fractalidade observados nos espectros obtidos. Tal comportamento
fractal é, portanto, confirmado mediante a auto-similaridade do espectro e a obediência a uma
dada lei de escala para altas gerações e que foi obtito para os casos das super-redes quasi-
periódicas já estudadas.

4.1 Sequência de Fibonacci Generalizada σ(p,q)

A chamada sequência de Fibonacci generalizada, como o próprio nome sugere, é uma ge-
neralização da famosa sequência de Fibonacci, que é o exemplo mais antigo de uma cadeia
aperiódica. Ela foi desenvolvida por Leonardo de Pisa (cujo apelido era Fibonacci, que sig-
nifica “filho de Bonacci”) em 1202 como resultado de sua investigação sobre o crescimento
de uma população de coelhos, segundo determinadas regras de reprodução, e qual seria sua
população total depois de um período fixo (a princípio um ano). Fibonacci observou que em
cada geração de coelhos, existia uma relação entre esta e as duas gerações anteriores. Esta
relação é uma relação de recorrência, definida por Fn = Fn−1 + Fn−2, onde n ≥ 2, e seus
primeiros termos são (1,1,2,3,5,8,13,21,34 . . . ). Daí afirmar que os números da sequência de
Fibonacci são gerados adicionando os dois números antecessores da sequência, após especi-
ficar as condições iniciais. Esta sequência é uma sequência infinita, e tem uma característica
muito interessante: no limite n→ ∞, a razão entre dois termos consecutivos (Fn/Fn−1) tende
para um número irracional, que, para os matemáticos, é considerado o número irracional mais
“puro”, e é comumente conhecido pelo nome de “razão áurea” (ou “número de ouro”), a saber
τ = (1 +

√
5)/2 = 1.61803398874.... Um fato notório e curioso é que todos os termos da

sequência de Fibonacci podem ser gerados a partir da razão áurea, através da relação

Fn =
τn− (−1/τ)n

√
5

, (4.1)

37
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ou seja, uma sequência de números inteiros é gerada por potências de números irracionais!
Essa relação é conhecida na literatura como Fórmula de Binet.

Existem na literatura diversos trabalhos aplicando a sequência de Fibonacci a sistemas físi-
cos, incluindo estudos de propriedades supercondutoras[90], plasmon-polaritons em super-
redes do tipo Fibonacci constituídas de materiais dielétricos[91, 48], e transmissão de luz[71,
92].

Uma estrutura quasi-periódica construída segundo a sequência de Fibonacci generalizada
pode ser obtida a partir de uma relação de recorrência, como a discutida acima, formando uma
cadeia binária que pode ser crescida experimentalmente pela justaposição de dois blocos de
construção, a saber, A e B, de maneira que o n-ésimo estágio da super-rede Sn é gerado pela
relação recursiva dada por

Sn = Sp
n−1Sq

n−2, para n≥ 2, (4.2)

com S0 = B e S1 = A. Os índices p e q são números inteiros positivos arbitrários e são eles que
determinam o tipo de sequência a ser gerada. A quantidade Sp

n (Sq
n) representa p (q) repetições

adjacentes de Sn. Quando p = q = 1, tem-se a sequência de Fibonacci “normal”, discutida
acima.

Uma maneira equivalente de gerar a sequência de Fibonacci generalizado é pela seguinte
relação substitucional

B→ A, e A→ ApBq, (4.3)

onde Ap (Bq) é uma cadeia de pA’s (qB’s). O número total de blocos A e B em Sn é igual ao
número de Fibonacci generalizado, Fn, que é dado pela relação de recorrência aseguir,

Fn = pFn−1 +qFn−2, para n≥ 2, (4.4)

com os valores iniciais F0 = F1 = 1.
O valor caracterítico, σ(p,q), que é a razão Fn/Fn−1, no limite n→∞, é dado pela solução

positiva da equação quadrática
σ

2− pσ −q = 0, (4.5)

ou explicitamente dado por

σ(p,q) = lim
n→∞

Fn

Fn−1
=

p±
√

p2 +4q
2

. (4.6)

Como dissemos anteriormente, os índices p e q determinam qual o tipo de sequência que
está sendo analisada. Por exemplo, para p = q = 1, temos σ(1,1) = σg, que é a sequência de
Fibonacci “normal” e será chamada simplesmente de golden mean (GM). Semelhantemente,
σ(p = 2,q = 1) = σs é a silver mean (SM), σ(p = 3,q = 1) = σb é a bronze mean (BM), e
σ(p = 1,q = 3) = σn, a nickel mean (NM). Observe que σ é completamente equivalente à de-
terminação dos auto-valores da matriz de substituição (para mais detalhes, ver[93]). Portanto,
seguindo os critérios definidos nesta referência, nós podemos classificar as sequências substi-
tucionais consideradas neste trabalho baseadas na irracionalidade de σ−(p,q) (onde o sinal (-)
significa a raiz negativa da Equação (4.6)), ou seja, se |σ−(p,q)| < 1, o valor característico é
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dito ser um número irracional de Pisot-Vijayraghavan (PV), e a flutuação das propriedades físi-
cas desta sequência substitucional são mais acentuadas. Por outro lado, se |σ−(p,q)| > 1, ele
não é um número tipo PV, e a flutuação de suas propriedades físicas é menor. Das sequências
aqui estudadas, somente a do tipo NM não possui um valor caracterítico do tipo PV e, portanto,
nós esperamos uma flutuação mais pronunciada de suas propriedades físicas (no nosso caso, o
espectro de propagação de magnons em super-redes do tipo Fibonacci NM.).

Vamos, brevemente, ver como são as estruturas das super-redes formadas segundo as se-
quências de Fibonacci generalizada que foram consideradas neste trabalho.

4.1.1 Sequência de Fibonacci Golden Mean (GM), σ(1,1) = σg

Uma estrutura de Fibonacci GM é obtida fazendo p = q = 1 na Equação (4.2), de tal maneira
que o n-ésimo estágio do processo, Sn, é dado pela regra de recorrência Sn = Sn−1Sn−2, para
n ≥ 2, começando com S0 = B e S1 = A. Segundo a Equação (4.3), ela tem a propriedade de
ser invariante sob a transformação A→ AB e B→ A, conforme é visto na Figura 4.1 a.

As gerações de Fibonacci GM são:

S0 = B; S1 = A; S2 = AB; S3 = ABA; S4 = ABAAB, etc.

Da Equação (4.4), o número de blocos aumenta de acordo com a expressão Fn = Fn−1+Fn−2
(com F0 = F1 = 1).

A matriz transferência para a n-ésima geração é dada pela seguinte relação de recorrência:

TSn = TSn−2TSn−1, (n≥ 3) (4.7)

onde TS1 = N−1
AA MAA e TS2 = N−1

A MBN−1
B MA.

4.1.2 Sequência de Fibonacci Silver Mean (SM), σ(2,1) = σs

Já a estrutura de Fibonacci SM é obtida fazendo p = 2 e q = 1 na Equação (4.2), e o n-
ésimo estágio do processo, Sn, é dado pela regra de recorrência Sn = (Sn−1)

2 Sn−2, para n≥ 2,
começando com S0 = B e S1 = A. Esta sequência é invariante sob a transformação A→ AAB e
B→ A, conforme é visto na Figura 4.1 b.

As gerações de Fibonacci SM são:

S0 = B; S1 = A; S2 = AAB; S3 = AABAABA;

S4 = AABAABAAABAABAAAB, etc.

Aqui, o número de blocos aumenta de acordo com a expressão Fn = 2Fn−1 + Fn−2 (com
F0 = F1 = 1).

A matriz transferência para a n-ésima geração é dada pela seguinte relação de recorrência:

TSn = TSn−2(TSn−1)
2, (n≥ 3) (4.8)

onde a matriz TS2 agora será dada por TS2 = N−1
A MBN−1

B MAN−1
AA MAA.
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Figura 4.1 Ilustração esquemática do crescimento das estruturas quasi-periódicas estudadas neste tra-
balho: (a) Fibonacci GM, (b) Fibonacci SM, (c) Fibonacci BM, e (d) Fibonacci NM.

4.1.3 Sequência de Fibonacci Bronze Mean (BM), σ(3,1) = σb

Para a sequência de Fibonacci BM, temos p = 3 e q = 1 na Equação (4.2), e esta sequência
pode ser gerada pela seguinte regra de substituição: Sn = (Sn−1)

3 Sn−2 (n ≥ 2), com S0 = B e
S1 = A. Uma outra maneira de gerar esta estrutura é pela transformação A→ AAAB e B→ A,
como pode ser visto na Figura 4.1 c.

As gerações de Fibonacci BM são:

S0 = B; S1 = A; S2 = AAAB; S3 = AAABAAABAAABA;

S4 = AAABAAABAAABAAAABAAABAAABAAAABAAABAAABAAAAB, etc.

O número de blocos nesta sequência aumenta de acordo com a expressão Fn = 3Fn−1 +Fn−2
(com F0 = F1 = 1).
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A matriz transferência para a n-ésima geração é obtida através da relação:

TSn = TSn−2(TSn−1)
3, (n≥ 3) (4.9)

com TS2 sendo TS2 = N−1
A MBN−1

B MAN−1
AA MAAN−1

AA MAA.

4.1.4 Sequência de Fibonacci Nickel Mean (NM), σ(1,3) = σn

Por último, temos a sequência de Fibonacci NM, que corresponde a p = 1 e q = 3 na Equação (4.2),
podendo, assim, ser gerada pela regra: Sn = Sn−1 (Sn−2)

3 (n≥ 2), com S0 = B e S1 = A. Isso é
análogo a fazer a seguinte transformação: A→ ABBB e B→ A (ver Figura 4.1 d).

As gerações de Fibonacci NM são:

S0 = B; S1 = A; S2 = ABBB; S3 = ABBBAAA;

S4 = ABBBAAAABBBABBBABBB, etc.

O número de blocos nesta sequência aumenta de acordo com a expressão Fn = Fn−1 +3Fn−2
(com F0 = F1 = 1).

Aqui, a matriz transferência para a n-ésima geração desta sequência é dada por

TSn =
(
TSn−2

)3 TSn−1 , (n≥ 3) (4.10)

sendo TS2 = N−1
A MBN−1

BB MBBN−1
BB MBBN−1

B MA.
A partir do que foi discutido nas Subseções 4.1.1-4.1.4, por indução matemática, podemos

estender o método da matriz transferência para uma sequência de Fibonacci generalizado para
quaisquer valores de p e q. A matriz transferência para a n-ésima geração da sequência será
dada por

TSn =
(
TSn−2

)q (TSn−1

)p
, (n≥ 3) (4.11)

onde teremos TS1 = N−1
AA MAA e TS2 = N−1

A MB
(
N−1

BB MBB
)(q−1)

N−1
B MA

(
N−1

AA MAA
)(p−1)

.
No Apêndice A nós mostramos em maiores detalhes a maneira de obter as regras de recor-

rência para as sequências de Fibonacci GM, SM, BM e NM.

4.2 Localização e Leis de Escala

Em diversos sitemas, físicos ou não, pode-se observar comportamento auto-similar, ou seja,
uma mudança de escala leva essencialmente ao mesmo sistema (Figura 4.2). A presença de
objetos auto-similares em estruturas desordenadas e processos aleatórios é hoje muito comum
na ciência de uma forma geral. Tais objetos são encontrados em sistemas físicos totalmente
diferentes, como por exemplo terremotos, polímeros, galáxias, etc[14]. Apesar desta diversi-
dade de exemplos, em áreas aparentemente sem conexão e escalas tão diferentes, os objetos
auto-similares são descritos por uma teoria matemática específica chamada geometria frac-
tal[94]. Estes objetos auto-similares são então denominados fractais e caracterizados por uma
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dimensão fracionária, que é mais comumente conhecida como dimensão fractal, d f . Existem
ainda fractais que são compostos de subconjuntos fractais, chamados fractais compostos ou
multifractais, que são analisados por uma função simplesmente denominada f (α), onde o es-
pectro desta função f (α), também conhecido como espectro das singularidades, caracteriza
a distribuição como multifractal[76, 95].

Figura 4.2 Exemplos de diferentes sistemas mas que apresentam uma propriedade em comum: todos
eles são objetos auto-similares e são, portanto, denominados de fractais.

Na Física da Matéria Condensada, muitas vezes se está interessado em sistemas que tenham
resposta numa faixa bastante estreita dos espectros considerados (de frequências, de espalha-
mento, etc.). Uma maneira de se obter tais propriedades em sistemas cristalinos é manipu-
lar as propriedades dos materiais através de técnicas de dopagem, por exemplo. No caso de
super-redes magnéticas, pode-se “simular” esta dopagem também através de diferentes téc-
nicas de crescimento. Neste capítulo iremos aprofundar nossa descrição de ondas de spin
em super-redes quasi-periódicas discutindo a localização das bandas de volume1[82] para
altas gerações das sequências quasi-periódicas e as leis de escala que são características de
cada sequência neste processo. Antes de apresentarmos uma discussão quantitativa sobre a
análise fractal do espectro das ondas de spin em quasi-cristais, vamos inicialmente descrever
resumidamente alguns conceitos sobre objetos fractais (para uma revisão mais profunda, ver
Mandelbrot[94] e Gouyet[96].).

Inicialmente definiremos o conceito de volume observável. Considere um objeto de dimen-
são d qualquer e tamanho linear L, e uma grade fixa de caixas de dimensão d e tamanho linear
l. Portanto, o volume observável é o volume total formado pelo volume das caixas necessárias

1Por localização queremos nos referir à fragmentação do espectro de bandas de energia que ocorre devido ao
aumento da desordem da estrutura.
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Figura 4.3 (a) O conjunto (pontos) e a grade de tamanho l. L denota o diâmetro do conjunto. (b) Caixas
(em preto) necessárias para cobrir o conjunto.

para cobrir todo o objeto (veja a Figura 4.3). Note que o volume observável depende da resolu-
ção ε = l/L da grade. Isto nos leva à seguinte definição de fractal: um objeto fractal é aquele
cujo volume observável depende da resolução da grade, em várias ordens de magnitude, e cujo
comportamento segue uma lei de potência com um expoente não-trivial. A partir da Figura 4.3
podemos concluir que à medida que diminuimos o tamanho da grade o número de caixas não-
vazias N(ε) aumenta. Este número de caixas não-vazias N(ε), necessárias para cobrir o objeto,
obedece uma lei de escala com a resolução,

N(ε)∼ ε
−d f , (4.12)

onde d f é a dimensão fractal do objeto a ser coberto. Por exemplo, d f = 1 para uma reta
e d f = 2 para um plano. Em fractais, frequentemente, d f é um número não-inteiro. É fácil
determinar N(ε) para um objeto geométrico simples. Como exemplo, tomemos um segmento
de reta de tamanho L. A grade que utilizamos é obtida pela divisão de L em l pedaços. O
número de caixas de tamanho l necessárias para cobrir o objeto é portanto L/l, e obviamente
N(ε) = L/l = ε−1. Como esperado d f = 1 para um segmento de reta. Outro exemplo simples
é o conjunto de Cantor, o qual é construído pela retirada do terço central de um segmento
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unitário, e em seguida do terço central dos segmentos restantes ad infinitum (veja Figura 4.4).
A grade que utilizaremos é obtida pela divisão do segmento unitário em 3m partes iguais. O
número de caixas necessárias para cobrir o conjunto é 2m, e, portanto,

N(ε)∼ ε
−0.631 = ε

ln2/ ln3. (4.13)

Figura 4.4 Figura mostrando as primeiras gerações do conjunto de Cantor.

O expoente fracionário indica que o conjunto de Cantor é um fractal com dimensão fractal
d f = ln2/ ln3. Note que a dimensão fractal é sempre menor do que a dimensão euclidiana
do espaço no qual o fractal está embebido (também chamado de dimensão do suporte)! Um
fato notável é que a dimensão fractal é universal para algumas classes de sistemas a saber[14],
litorais (d f ≈ 1.25), paisagens (d f ≈ 2.2), cadeias poliméricas
(d f ≈ 1.66), etc.

A Figura 4.5 mostra a forma como se dá a localização das larguras de bandas de frequências
(energias) permitidas (pass bands) do espectro de ondas de spin nas super-redes de Fibonacci
generalizada versus o número da geração n, para um valor fixo do vetor de onda no plano,
kxa = 0.5. O número de bandas permitidas é três vezes o número de Fibonacci da geração
correspondente para cada sequência, confirmando o que já fora dito na Seção 3.2. Notamos
claramente que, a medida que avançamos na geração da sequência, as regiões de bandas per-
mitidas se tornam mais e mais limitadas, com um aspecto típico de um conjunto de Cantor,
indicando uma localização cada vez mais forte. A largura total das bandas permitidas ∆, para
uma dada geração n, obedece uma lei de escala da forma,

∆∼ F−δ (kxa)
n , (4.14)

onde Fn é o número de Fibonacci associado a n-ésima geração, e o expoente δ (kxa), que,
a princípio, depende do valor do vetor de onda no plano, pode ser interpretado como uma
medida do grau de localização da excitação, recedendo o nome de coeficiente de difusão do
espectro[97, 98].

Estes comportamentos do tipo leis de escala das larguras de bandas permitidas indicam
quantitativamente a fractalidade das ondas de spin das super-redes quasi-periódicas. Contudo,
se faz necessário uma análise mais completa dos perfis das bandas de volume das sequências
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Figura 4.5 Localização das larguras de pass bands e gaps em função do número da geração das sequên-
cias quasi-periódicas estudadas, para kxa = 0.5: (a) Fibonacci GM, (b) Fibonacci SM, (c) Fibonacci BM,
e (d) Fibonacci NM.

quasi-periódicas via análise multifractal[83]. A análise multifractal que foi empregada no es-
tudo das larguras de bandas permitidas mostra que estes objetos são na verdade multifractais
com uma função f (α) bem definida.

Na seção seguinte, apresentamos as curvas de dispersão no plano Ω− kxa para ondas de
spin no bulk nas sequências quasi-periódicas estudadas aqui. Estas curvas são as soluções da
Equação (3.39) usando as matrizes transferências correspondestes a cada uma das sequências
de Fibonacci generalizada discutidas nas Subseções 4.1.1-4.1.4. Mostramos ainda os resultados
obtidos com relação à análise fractal dos espectros das ondas de spin, comprovando se estas
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sequências possuem um espectro fractal ou não.

4.3 Resultados Numéricos e Conclusões

Primeiramente, apresentamos alguns resultados numéricos que ilustram a relação de dispersão
para ondas de spin de volume nas super-redes quasi-periódicas de Fibonacci generalizadas
consideradas. Os parâmetros são os mesmos utilizados na Seção 3.2. Diferentemente do caso
periódico, aqui podemos ter interfaces do tipo A/A e B/B. Porém, a Equação (3.39) permanece
inalterada, havendo apenas a necessidade de mudar a constante de troca na interface de I para
IA (na interface A/A) ou IB (na interface B/B). E os valores adotados para estes parâmetros
foram: IAA = IA/JA = IBB = IB/JB = 0.8.

Figura 4.6 Curva de dispersão de magnons em super-rede ferromagnética do tipo Fibonacci GM: (a)
1a

¯ geração ([A]); (b) 2a
¯ geração ([A|B], que corresponde ao caso periódico); (c) 3a

¯ geração ([A|B|A]); e
(d) 4a

¯ geração ([A|B|A|A]).

Na Figura 4.6 temos a curva de dispersão para as quatro primeiras gerações da sequência
quasi-periódica do tipo Fibonacci GM, respectivamente. Note que a forma das curvas de dis-
persão são semelhantes à do caso periódico. A 2a

¯ geração desta sequência corresponde ao caso
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periódico. Obeserve ainda que à medida que o número de geraçoes aumenta, as bandas de
volume tornam-se mais estreitas, o que já era previsto, conforme foi discutido na Seção 3.2,
pois, dessa maneira, a estrutura está saindo de uma regime ordenado (caso periódico) em di-
reção a um desordenado (caso aperiódico). O número total de bandas de volume em cada
geração é dado pelo número de blocos A’s (B’s) contidos na célula unitária vezes a quanti-
dade de planos atômicos referentes ao material A (B), ou seja, no

¯ de bandas de volume =
nA×no

¯ de blocos A+nB×no
¯ de blocos B, que, no nosso caso, isto resume-se apenas a

no
¯ de bandas de volume = n×Fn,

pois nA = nB = n.

Figura 4.7 Curva de dispersão de magnons em super-rede ferromagnética do tipo Fibonacci SM: (a) 2a
¯

geração ([A|A|B]); (b) 3a
¯ geração ([A|A|B|A|A|B|A]).

Figura 4.8 Curva de dispersão de magnons em super-rede forromagnética do tipo Fibonacci BM: (a)
2a

¯ geração ([A|A|A|B]); (b) 3a
¯ geração ([A|A|A|B|A|A|A|B|A|A|A|B|A]).
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Figura 4.9 Curva de dispersão de magnons em super-rede forromagnética do tipo Fibonacci NM: (a)
2a

¯ geração ([A|B|B|B]); (b) 3a
¯ geração ([A|B|B|B|A|A|A]).

Uma observação cuidadosa das Figuras 4.6a-4.6d revela-nos qualitativamente um compor-
tamento dos espectros pela reprodução das bandas de volume do caso periódico. No limite de
altas gerações (n→ ∞) esta fractalidade é mais forte, conforme veremos abaixo de maneira
quantitativa!

Nas Figuras 4.7, 4.8 e 4.9 temos o espectro de ondas de spin para a 2a
¯ (figuras da esquerda)

e 3a
¯ (figuras da direita) gerações das sequências de Fibonacci SM, BM e NM, respectivamente.

Se compararmos as Figuras 4.6b, 4.7a e 4.8a, observamos que o número de bandas permitidas
aumenta, pois, para uma mesma geração, a sequência BM possui mais blocos que a SM, que por
sua vez possui mais blocos que a GM. Consequentemente, as larguras das bandas vão ficando
cada vez mais estreitas, devido a este aumento na desordem da estrutura. Como foi observado
para o caso GM, aqui também notamos qualitativamente a fractalidade destes espectros pela
reprodução das bandas de volume do caso periódico que se torna mais forte em altas gerções
(n→ ∞).

Dos resultados aqui apresentados podemos inferir que o grau menos desordenado da se-
quência de Fibonacci GM, o que pode ser visualizado com a proximidade de seu espectro com
aquele da sequência periódica. Também é importante comentar que no limite de altas gerações,
para qualquer uma das sequências, a localização das bandas de volume se torna mais forte, para
um valor fixo de kxa, e no limite n→ ∞, as larguras de bandas formam um conjunto de Cantor.
Passaremos agora a discutir este apecto da localizçao das bandas detalhadamente.

Como dissemos no Capítulo 3, um espectro de energia fractal é a assinatura básica de sis-
temas quasi-periódicos. Vamos agora descrever esta fractalidade além do aspecto qualitativo.
Para isto vamos descrever a localização das bandas de volume das ondas de spin e as pro-
priedades de escala que governam esta localização[82].

Nas Figuras 4.10-4.13 temos o gráfico da frequência reduzida Ω versus o número da geração
n para as sequência quasi-periódicas de Fibonacci GM, SM, BM e NM, respectivamente. Aqui
fizemos kxa = 0.5.

Na Figura 4.10 identificamos três regiões onde encontramos um comportamento auto-
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Figura 4.10 Localização das larguras de bandas permitidas (pass bands) em função do número da
geração n para a sequência quasi-periódica de Fibonacci GM com kxa = 0.5. Na Figura (a) temos o
espectro completo com n variando de 1 a 12 mostrando diversas regiões do espectro que apresentam
comportamento auto-similar. Nas Figuras (b)-(f) temos a ampliação dessas regiões auto-similares e
podemos observar que mais regiões auto-similares são reveladas. Aqui as bandas permitidas dividem-se
em outras duas.

similar (ver Figura 4.10 a). A região I é semelhante ao espectro todo. Já as regiões II e III são
semelhantes entre si. Observe que temos duas bandas permitidas se fragmentando em outras
três. Na Figura 4.10 b, temos a ampliação da região II, e aqui encontramos duas outras regiões
auto-similares, IIa e IIb. Ampliando esta última, Figura 4.10 c, encontramos mais regiões auto-
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smilares, que também podem ser visto na Figura 4.10 d, que é a ampliação da região IIb2.
Na Figura 4.10 e, temos a ampliação da região III da Figura 4.10 a. Por fim, ampliamos a
região IIIb, Figura 4.10 f. Em ambas novamente encontramos aspectos auto-similares. Logo,
esperamos encontrar um comportamento de lei de escala para a sequência Fibonacci GM.

Na figura seguinte, Figura 4.11, temos a mesmo gráfico de antes, porém para Fibonacci SM.
Nele identificamos cinco regiões onde encontramos um comportamento auto-similar
(Figura 4.11 a). A região I é semelhante ao espectro todo. Já a região II é semelhante à
IV, enquanto que a região III é semelhante à V. Aqui observamos que existem dois tipos de
fragmentação do espectro: um em que uma única banda se divide em duas, e um outro em que
esta única banda se divide em três outras. Na Figura 4.11 b temos a ampliação da região II, e
encontramos outras três regiões auto-similares. Na Figura 4.11 c temos a ampliação da região
IIc, onde encontramos mais três regiões auto-similares. Aqui todas as três regiões, IIc1, IIc2 e
IIc3 são semalhantes entre si. Ampliando a região III da Figura 4.11 a, encontramos também
outras três regiões semelhantes. Finalmente, nas Figuras 4.11e e 4.11f, temos a ampliação das
regiões IV e V da Figura 4.11 a, respectivamente, que também são auto-similares. Assim como
no caso da sequência GM, também esperamos obter um comportamento de lei de escala para
Fibonacci SM.

Na Figura 4.12 temos o mesmo que na Figura 4.10 para o caso Fibonacci BM. Nela iden-
tificamos duas regiões onde encontramos um comportamento auto-similar (ver Figura 4.12 a).
Esta menor quantidade de regiões auto-similares já era esperada devido à sequência de Fi-
bonacci BM ser mais “desorganizada” que as sequências GM e SM. Note que o espectro aqui,
para uma mesma geração, é bem mais localizado (comparar as Figuras 4.7 com 4.8, e 4.11a
com 4.12a). Note que a região I é semelhante à região II. Na 4.12b temos a ampliação da
região I e encontramos uma região auto-similar, que denominamos Ia. Note que esta região
é semalhante às regiões I e II. Já na 4.12c, ampliamos a região Ia e novamente observamos a
existência de outras três regiôes auto-similares, a saber, Ia1, Ia2 e Ia3. Todas estas três regiões
também são semalhantes entre si e às demais. A 4.12d, mostra-nos agora a região II ampliada,
onde encontramos mais regiões auto-similares. Nas Figuras 4.12e e 4.12f temos a ampliação
das regiões IIc, da 4.12d, e IIc1, da 4.12e. Observamos ainda que uma única banda de divide
em três outras em todas as escalas observadas, diferentemente do que ocorre no espectro da
sequência SM.

Na Figura 4.13 temos o mesmo que a Figura 4.10 para o caso Fibonacci NM. Note que não
há nenhuma região auto-similar neste espectro, diferentemente dos casos GM, SM e BM. Das
quatro sequências estudadas aqui, a nickel mean é a mais “desorganizada”. Lembre-se que a
sequência BM tem um comportamento fractal, auto-similar, bem mais “pobre” que a SM, ou
seja, o espectro das ondas de spin na sequência BM é menos rico em regiões auto-similares
que na SM. Todavia, no caso NM, o comportamento fractal simplesmente não existe. Logo,
concluímos que quanto maior for a desordem, menor será o comportamento fractal do espectro,
podendo até nem mesmo existir, mesmo que a sequência seja quasi-periódica, como é o caso
da sequência Fibonacci NM. Com isso, também podemos inferir que, de todas as sequências de
Fibonacci generalizada estudadas aqui, a que mais se aproxima do regime aperiódico é a nickel
mean.

Das observações feitas com respeito à localização das bandas permitidas e à observação de
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Figura 4.11 Mesmo que a Figura 4.10 para a sequência quasi-periódica de Fibonacci SM com kxa = 0.5.
Neste espectro podemos observar dois tipos de fragmentação da banda permitida: um em que a banda
se divide em duas, e um outro que ela divide-se em outras três.

comportamento auto-similar dos espectros, nossa previsão é que os espectros das sequências
de Fibonacci GM, SM e BM obedeçam a uma lei de escala, uma vez que a auto-similaridade
está presente apenas nestes casos. Por sua vez, esperamos não obter tal obediência a uma lei
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Figura 4.12 Mesmo que a Figura 4.10 para a sequência quasi-periódica de Fibonacci BM com kxa =
0.5. Aqui observamos que a banda permitida se divide em outras três, diferentemente da sequência de
Fibonacci SM.

de escala para o caso da sequência de Fibonacci NM. E é isto que passaremos a investigar a
seguir.

A origem da auto-similaridade, do comportamento de escala e da multifractalidade dos es-
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Figura 4.13 Mesmo que a Figura 4.10 para a sequência quasi-periódica de Fibonacci NM com kxa =
0.5. Neste caso, o espectro não apresenta nenhuma região auto-similar, contrariamente ao observado nas
sequências GM, SM e BM.

pectros das ondas de spin nestes sistemas, deve ser atribuída à própria estrutura hierárquica
auto-similar não usual das sequências, que impõe uma ordem quasi-periódica de longo alcance
que influencia de forma contundente as propriedades físicas das super-redes. Resultados aná-
logos foram obtidos para plasmon-polaritons em multicamadas quasi-periódicas[95].

Foi observado que o comportamento de escala linear para todas as sequências não se ajusta
bem para pequenos valores do índice de geração das estruturas quasi-periódicas. Argumenta-
mos que a razão para isso é que para pequenos valores do índice de geração, n, as estruturas
consideradas ainda não têm a marca da quasi-periodicidade, que pode ser observada mais facil-
mente para altas gerações. Por exemplo, a célula unitária para a super-rede de Fibonacci GM
para n = 2 é [A|B] (a célula unitária puramente periódica, como considerada no trabalho de
Camley et al.[99]), e para n = 3 é [A|B|A], e que dá praticamente o mesmo resultado para os
modos de volume que a segunda geração, bastando neste caso fazer a substituição A→ 2A. Por
outro lado, quando se aumenta o valor de n, se obtém um rápido aumento na fragmentação dos
ramos em todas as sequências consideradas.

Na Figura 4.14 temos o gráfico do da largura total das bandas permitidas, ∆, vesus o número
de Fibonacci, Fn, para as sequências de Fibonacci GM (4.14a), de Fibonacci SM (4.14b), de
Fibonacci BM (4.14c) e de Fibonacci NM (4.14d). Note que em todas as sequências a largura
total das bandas diminui com um aspecto semelhante ao de uma lei de escala.
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Figura 4.14 Largura total das bandas permitidas, ∆, versus o número de Fibonacci, Fn,: (a) Fibonacci
GM; (b) Fibonacci SM; (c) Fibonacci BM; e (d) Fibonacci NM.

Para confirmar, ou não, esses comportamento do tipo lei de escala, a Figura 4.15 mostra
o gráfico do logaritmo da largura total das bandas de volume, Log(∆), versus o logaritmo do
número de Fibonacci, Log(Fn), para as sequências de Fibonacci GM (4.15a), de Fibonacci SM
(4.15b), de Fibonacci BM (4.15c) e de Fibonacci NM (4.15d), tomando vários valores de kxa.
Como esperado, apenas as sequênias de Fibonacci GM, SM e BM obedecem à lei de escala
proposta. Note que esta obediência ocorre apenas para altas gerações onde o efeito da corre-
lação de longo alcance, induzido pelas relações de recorrências, é mais forte e a fractalidade é
então obeservada.

Nas Figuras 4.15a, 4.15b e 4.15c vemos que o coeficiente de difusão do espectro δ , de
fato, tem uma dependência como vetor de onda kx. A Figura 4.16 mostra-nos como é esta
dependência. Vemos claramente que δ possui uma dependência única para cada sequência.
Logo, por meio desta dependência somos capazes de determinar qual a sequência em questão.
Observamos ainda que, para 0≤ kxa≤ 1.75, o coeficiente de difusão cresce monotonicamente
com kxa para as sequências de Fibonacci GM e SM, que possuem relações de recorrência muito
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Figura 4.15 Lei de escala entre ∆ e Fn: (a) Fibonacci GM; (b) Fibonacci SM; (c) Fibonacci BM; e (d)
Fibonacci NM.

parecidas, o que não ocorre com Fibonacci BM (ver Figura 4.1).
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Figura 4.16 Gráfico mostrando a dependência do coeficiente de difusão do espectro δ com o vetor de
onda kxa. Note a semelhança entre curvas correspondentes às sequências de Fibonacci GM e SM.



CAPÍTULO 5

Cristais Magnônicos

Neste capítulo nós investigamos a estrutura de bandas (espectro de ondas de spin) em materiais
conhecidos como cristais magnônicos. Porém, antes de definir tais estruturas, falaremos um
pouco sobre cristais fotônicos na Seção 5.1. Em seguida, na Seção 5.2, são apresentados os
cristais magnônicos, juntamente com algumas de suas propriedades que têm atraído a atenção
de vários pesquisadores. Seguindo a idéia dos quasi-cristais, é apresentado o espectro de on-
das de spin para um quasi-cristal magnônico obtido segundo a sequência quasi-periódica de
Fibonacci golden mean (GM). Por fim, na Seção 5.3 apresentamos os resultados obtidos em
nosso estudo. Os cálculos numéricos foram feitos utilizando dados experimentais do cobalto
(Co) e do Permalloy (Py)[100].

Podemos obeservar que há uma região de frequência, denominada banda magnônica par-
cialmente proibida (partial magnonic band gap ou partial MBG), onde há propagação de
ondas de spin somente em algumas direções do vetor de onda, enquanto que em outras não
há propagação. Pode ocorrer que haja intervalos de frequência, chamados banda magnônica
completamente proibida (complete magnonic band gaps ou complete MBG), nos quais a ex-
citação é proibida de propagar-se no material qualquer que seja a direção do vetor de onda.

Encontramos ainda que o partial MBG aparece numa região de frequência da ordem de ter-
ahertz (THz). Resultado este que esperamos despertar em grupos experimentais o interesse em
investigar cristais magnônicos no regime de exchange, uma vez que os trabalhos já realizados
utilizam a equação de Landau-Lifshitz (LL) para a magnetização, e as frequências correspon-
dentes aos MBGs estão na ordem de gigahertz (GHz).

5.1 Cristais Fotônicos

Com a hipótese de de Broglie sobre a dualidade da matéria, desencadeando o desenvolvimento
da Mecânica Quântica, muitos fenômenos puderam ser estudados e compreendidos teorica e
experimentalmente. Por exemplo, o comportamento de elétrons em um cristal condutor só é
plenamente entendido considerando que este propaga-se no material como onda e não como
partícula. Como onda, estas partículas são espalhadas ou não pelos átomos da rede cristalina
(defeitos e, ou, impurezas também também podem influenciar o espalhamento). Pensando na
rede cristalina como sendo um arranjo periódico de poços e barreiras de potenciais, esta pode
proibir a propagação de ondas com determinadas energias e certos comprimentos de onda
(certas direções). A esta região proibida na estrutura de bandas da energia dá-se o nome de
banda proibida ou gap. Se este arranjo de poços e potenciais é muito forte, podemos ter um
banda completamente proibida ou complete band gap, onde a onda é proibida de propagar-
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se seja qual for a direção do vetor de onda. Em semicondutores, existe um complete band gap
entre a banda de valência e a de condução (ver Figura 5.1).

Figura 5.1 Estrutura de bandas de um semicondutor mostrando o complete band gap.

No caso dos semicondutores, a ênfase maior era dada às propriedades elétricas. Nas úl-
timas décadas, porém, uma nova fronteira de pesquisa se abriu. Desta vez a ênfase são as
propriedades ópticas dos materiais[101, 102]. Uma enorme gama de dispositivos têm sido de-
senvolvidos desde então, como os cabos de fibras ópticas, os computadores com processamento
e transporte de informações cada vez mais velozes, a espectroscopia, e outros. Tais materiais
que possiblitam essas novas tecnologias são conhecidos como cristais fotônicos ou photonic
crystals (PCs), e são definidos como sendo o análogo óptico dos semicondutores[103]. Aqui,
os átomos ou moléculas são substituídos por meios macroscópicos com diferentes constan-
tes dielétricas, e o potencial periódico, por uma função dielétrica periódica ε1. Ao invés de
elétrons, photons é que são os responsáveis pelo transporte das informações nestes materiais.
Em PCs também pode-se encontrar uma banda fotônica completamente proibida (complete
photonic band gap ou complete PBG), conforme é visto na Figura 5.2. Para um estudo mais
aprofundado sobre PCs, seus potenciais tecnológicos, e, dentre muitos, alguns dos métodos
utilizados para estudá-los, ver[103, 104].

5.2 Cristais Magnônicos

Uma vez que os PCs são materias em que propriedades do campo elétrico são controladas,
os físicos logo pensaram em materiais análogos aos PCs em que, ao invés do campo elétrico,
o campo magnético pudesse ser controlado. Estes materiais são os cristais magnônicos ou
magnonic crystals (MCs). Aqui, em vez de uma função dielétrica periódica, nós temos uma
função permissividade µ periódica. Os portadores de informações em MCs são os magnons.

1Ou, equivalentemente, um índice de refração periódico dado por n =
√

ε (fazendo µ = 1).
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Figura 5.2 Estrutura de bandas de um cristal fotônico mostrando o complete photonic band gap. Fonte:
Joannopoulos et al.[103].

Portanto, da mesma forma como ocorreu em relação às propriedades ópticas, as propriedades
magnéticas vieram a despertar o interesse dos pesquisadores apenas recentemente. Logo,
muitos grupos de pesquisa em todo o mundo têm sido atraídos a estudar as mais diversas pro-
priedades dos materiais magnéticos.

A abordagem teórica utilizada na grande maioria dos trabalhos feitos sobre cristais mag-
nônicos é baseada na equação de torque para a magnetização, comumente conhecida como
equação de Landau-Lifshitz (LL) dada por (sem o termo de amortecimento)[105]

∂M(r, t)
∂ t

= γµ0M(r, t)×He f (r, t), (5.1)

onde a magnetização M(r, t) é uma função do vetor posição r e do tempo t, e He f (r, t) é o
campo magnético efetivo definido, na maioria dos casos, como

He f (r, t) = H0ẑ+h(r, t)+
2
µ0

(
∇ · A

M2
S

∇

)
M(r, t), (5.2)

e h(r, t) é o campo magnético dinâmico devido à interação dipolar e o último termo é devido
à interação de troca. Portanto, o regime magnético em que as ondas de spin se propagam é o
dipolo-exchange (Subseção 2.4.1). Nestas estruturas também foram encontradas as chamadas
bandas magnônicas completamente proibidas (complete magnonic band gaps ou complete
MBGs), mostrados na Figura 5.3.

Portanto, também tivemos interesse em investigar a propagação de magnons em cristais
magnônicos, porém, no regime dominado pela interação de troca (regime de exchange). Neste
regime, a constante de troca desempenha papel análogo ao da permissividade magnética. Por-
tanto, todo o cálculo teórico desenvolvido nas Seções 2.4, onde obtivemos a relação de dis-
persão para as ondas de spin em um ferromagneto por meio do hamiltoniano de Heisenberg
juntamente com a aproximação RPA, e 3.2, onde obtivemos a relação de dispersão para super-
redes periódicas por meio do método da matriz transferência, pode e será utilizado neste capí-
tulo para os cristais magnônicos. Outro detalhe também impotante é que a periodicidade da
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Figura 5.3 Estrutura de bandas de um cristal magnônico mostrando o complete magnonic band gap:
(a) Fonte: Krawczyk et al.[106], (b) Fonte: Wang et al.[100].

super-rede ocorre apenas em uma direção (ao longo do eixo z, conforme Figura 3.1). Assim, as
super-redes estudadas aqui podem ser consideradas como sendo cristais magnônicos unidimen-
sionais. Dessa maneira, nosso estudo também pode ser estendido para investigar a propagação
de magnons em um cristal magnônico arranjado espacialmente de maneira quasi-periódica, e
a sequência quasi-periódica escolhida para este fim é a Fibonacci GM. Tal estrutura é então
chamada quasi-cristal magnônico ou magnonic quasicrystal (MQC).

Nossa ênfase aqui é, portanto, estender o estudo das super-redes ferromagnéticas que foi
apresentado no plano Ω−kxa (ou seja, o vetor de onda varia apenas em uma direção), olhando
as estruturas de bandas para outras direções do vetor de onda. Esta maneira de apresentar
o espectro de energia para ondas de spin em materiais magnéticos fornece mais informação
que a forma em que foram apresentados nos Capítulos 3 e 4, pois, aqui, vemos como se dá a
propagação de magnons em várias direções do vetor de onda. As direções dos vetores de onda
que serão percorridos são mostradas na Figura 5.4, a qual é a representação esquemática da
primeira zona de Brillouin. A direção Γ→ X corresponde a variar o vetor de onda apenas na
direção x partindo do ponto (0,0,0) em direção ao ponto (π/a,0,0), enquanto que na direção
X →M o vetor de onda varia somente na direção y partindo do ponto (π/a,0,0) em direção ao
ponto (π/a,π/a,0). Já na direção M→ R varia-se o vetor de onda na direção z, partindo do
ponto (π/a,π/a,0) ao ponto (π/a,π/a,π/a). Finalmente, no caminho R→ Γ o vetor de onda
varia nas direções x, y e z, simultaneamente, saindo do ponto (π/a,π/a,π/a) e retornando
ao ponto (0,0,0). A seguir, apresentamos os nossos resultados obtidos para ondas de spin
propagando-se em cristais e quasi-cristais magnônicos unidimensinais.
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Figura 5.4 Esquema da zona de Brilloin reduzida mostrando correspondente à estrutura considerada e
os caminhos ao longo dos quais as estruturas de bandas são calculadas.

5.3 Resultados Numéricos e Conclusões

Nesta seção nós apresentamos alguns resultados numéricos para os cálculos das estruturas de
bandas em MCs e MQCs através da dependência da frequência ω com o vetor de onda adi-
mensional ka, sendo k o vetor de onda

(
k =

√
k2

x + k2
y + k2

z

)
e a o parâmetro de rede. Aqui,

os materiais A e B são ajustados com base nos dados experimentaisdos compostos cobalto
(Co) e Permalloy2 (Py)[100], repectivamente. O número de camadas em cada material é
nCo = nPy = 4. Os demais parâmetros usados são ACo = 2.88× 10−11 J/m para o cobalto,
e APy = 1.11× 10−11 J/m para o Permalloy, onde A é a constante de troca, J, por unidade
de comprimento. Em seu trabalho, Wang et al. reportaram a observação experimental de
band gaps em um MC nano-estruturado composto de dois materiais magnéticos diferentes. A
amostra, na forma de um arranjo periódico unidimensional consistindo de nano-tiras de cobalto
e de Permalloy alternadas, foi fabricada usando técnicas litográficas avançadas. As relações de
dispersão de ondas de spin nesta amostra foi mapeada por espectroscopia de Brillouin. Eles
fabricaram um cristal com um período D igual a 500 nm (sendo 250 nm para Co e 250 nm para
o Py) e tiras medindo 250 nm de largura.

A fim de obter as constantes de troca em cada material, nós usamos a expressão[107]
A = NJS2/a, onde N é o número de átomos nos lados da célula unitária. Em nosso caso,
temos 4 camadas, e, portanto, N = 16. Também temos considerado as médias dos spins como
sendo SA = 5/2 e SB = 3/2 para Co e Py, respectivamente. Como não temos o valor experi-
mental para a constante de troca na interface Co/Py, parecia-nos razoável definí-la como sendo
uma média simples entre as constantes de troca nos meios Co e Py, isto é, I = (JCo + JPy)/2.

2Permalloy é o termo usado para referir-se a uma liga magnética formada por ferro (Fe) e níquel (Ni) (geral-
mente composta por 20% de Fe e 80% de Ni).
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Como último parâmetro a ser considerado, o campo magnético estático aplicado ao sistema
vale H0 = 0.2 T, e aponta na direção z.

Figura 5.5 Estrutura de bandas de um MC, considerando a zona de Brillouin reduzida, apresentada na
Figura 5.4. A área sombreada representa o partial magnonic band gap. Note que a largura dos MBGs
são independentes do vetor de onda na direção M→ R (direção z no espaço real).

Nas Figuras 5.5 e 5.6, apresentamos a estrutura de banda magnônica segundo o ponto de
vista da zona de Brillouin reduzida para uma super-rede periódica e quasi-periódica, respecti-
vamente. Esta última trata-se da terceira geração da sequência de Fibonacci GM, cuja célula
unitária é [A|B|A]. Dessa maneira, o caso periódico corresponde à segunda geração desta se-
quência quasi-periódica.

Observamos, inicialmente, que as frequência permitidas (e, consequentemente, os
magnonic band gaps) estão na região do terahertz (THz). Chamamos a atenção de que na
maioria dos trabalhos sobre MCs, as frequências permitidas e os MBGs estão na região de gi-
gahertz (GHz) apenas [108, 109, 100]. A explicação para isto é o fato de estudarmos os MCs no
regime em que a energia é dominada pela interação de troca e, portanto, é uma teoria que leva
em conta interações microscópicas. Nós esperamos que isto seja uma motivação para que gru-
pos experimentais estudem MCs no regime de exchange. Notamos ainda a existência regiões
proibidas entre as bandas de volume, onde podemos ter a propagação de modos de superfície,
que não foram considerados em nosso estudo.

Para a construção das Figuras 5.5 e 5.6 nós consideramos que os modos de propagação
permitidos satisfazem à Equação (3.39) para vários caminhos da rede recíproca (ou espaço k):
Γ(0,0,0) → X(π,0,0), X(π,0,0) → M(π,π,0), M(π,π,0) → R(π,π,π), e, finalmente,
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Figura 5.6 Mesmo que na Figura 5.5, porém para a terceira gerção da sequência de Fibonacci GM.
Aqui os MBGs são mais estreitos que no caso periódico, e o número de modos permitidos é 4×F3 = 12.

R(π,π,π)→ Γ(0,0,0), onde neste último, kx = ky = kz, e, em todos eles, kz = Q (Q é o vetor
de onda de Bloch). Nestas estruturas, não observamos os complete magnonic band gaps, to-
davia, no caminho M→ R, que corresponde à direção z no espaço real, elas apresentam o que
chamamos partial magnonic band gaps (partial MBGs), em contraste com os complete MBGs.
Note que, para esta direção do vetor de onda, as larguras dos MBGs são independentes do vetor
de onda.

Toda esta riqueza de informações sobre a propagação de magnons em super-redes mag-
néticas estava oculta devido à forma como os espectros eram analizados. Porém, ao passar a
insvestigar essas excitações do ponto de vista da zona de Brillouin reduzida, o que já era feito
há muito em semicondutores e cristais fotônicos, tais informações puderam ser reveladas.

Temos ainda que o espectro na Figura 5.6 apresenta band gaps mais estreitos em compara-
ção com a Figura 5.5. Portanto, chamamos a atenção para este fenômeno de localização que
está relacionado com o estreitamento dos bulk bands. Este estreitamento das bandas é devido ao
crescimento da célula unitária, e tal comportamento é também observado em diversos sistemas
quasi-periódicos, como afirmado vimos nas Seções 3.2 e 4.3. Note que o número de modos
está relacionado com o número de camadas em cada material (nCo = nPy = 4), e aumenta com
a relação 4×Fn, onde Fn é o número de Fibonacci para a sua n-ésima geração. Já o número de
gaps é (4−1)×Fn.





CAPÍTULO 6

Conclusões Gerais e Perspectivas

Nesta dissertação de mestrado investigamos a propagação de ondas de spin em super-redes
magnéticas quasi-periódicas, e também em cristais e quasi-cristais magnônicos usando o método
da matriz transferência. No caso das super-redes periódicas, obtivemos a relação de dispersão
para ondas de spin que se propagam nestas estruturas mostrando que esta relação depende da
matriz transferência da estrutura. E é isso que nos permitiu estender nosso modelo teórico para
o caso das super-redes quasi-periódicas.

Logo, no Capítulo 4, estudamos as super-redes quasi-periódicas de Fibonacci generalizada,
onde estudamos as sequências de Fibonacci golden mean (GM), silver mean (SM), bronze mean
(BM) e nickel mean (NM). A propagação de magnons nestas estruturas foi analizada através
do espectro da frequência reduzida Ω versus o vetor de onda adimensional no plano kxa. Em
todos os casos observamos a presença das bandas permitidas e proibidas. Vimos também que
o número de bandas está relacionado com o número de Fibonacci Fn para cada sequência e é
determinado por

no
¯ de bandas de volume = n×Fn,

para nA = nB = n.
Outro detalhe importante destes espectros é que, em todas as sequências consideradas, a

largura das bandas de volume vão tornando-se cada vez mais estreitas à medida que o número
n das gerações aumenta e revelam indícios qualitativos de um comportamento auto-similar.
Para altas gerações (n→ ∞), estes espectros são semelhantes a um conjunto de Cantor. Diante
desta observação, fizemos um estudo quantitativo do comportamento dos espectros observando
a dependência de Ω com o número da geração n, para um valor fixo de kxa (aqui fizemos
kxa = 0.5). Nos casos das sequências de Fibonacci GM, SM e BM encontramos, de fato, várias
regiões de seus espectros que são auto-similares para várias escalas. Isto leva-nos a pensar que
tais espectros sejam realmente fractais. Porém, para o caso Fibonacci NM, tal comportamento
não foi observado, o que impossibilita obter um compartamento fractal para esta sequência.
Para confirmar então a fractalidade dos espectros que apresentaram auto-similaridade, propo-
mos uma lei de escala do tipo ∆∼ F−δ (kxa)

n , onde ∆ é a soma de todas as bandas permitidas, Fn
é o número de Fibonacci para a sua n-ésima geração, e δ é o expoente da lei de escala. Como
esperado, as sequências de Fibonacci GM, SM e BM possuem um espectro fractal, pois a lei
de escala proposta é obedecida.

Um resultado também interessante que pudemos observar é com relação ao comportamento
de δ com kxa. Este comportamento pode prontamente indentificar a sequência quasi-periódica
em questão, como também pode ser interpretado como uma medida da localização da exci-
tação. Aqui pudemos observar um crescimento monotônico de δ para kxa variando de 0 a
1.75, que corresponde à metade da primeira zona de Brillouin. Um comportamento semelhante
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foi obtido por Anselmo et al.[110], onde eles estudaram magnons no regime magnetostático
em multicamadas quasi-periódicas de Fibonacci, de Thue-Morse e de double-period, e encon-
traram que a dependência de δ com o vetor de onda é linear, neste mesmo intervalo de kxa. Isso
pode levar-nos a concluir que a relação entre essas duas grandezas é influenciada e determinada
pela sequência quasi-periódica considerada, e não pelo tipo de excitação ou o regime em que
esta está sendo estudada.

No Capítulo 5, apresentamos uma nova maneira para investigar a propagação de magnons
em cristais e em quasi-cristais magnônicos no regime de exchange. Aplicamos o mesmo mod-
elo desenvolvido para as super-redes utilizando dados experimentais do cobalto (Co) e do
Permalloy (Py). Para os MCs, mostramos a típica estrutura de banda magnônica da maneira que
é feita em semicondutores e cristais fotônicos, e observamos os magnonic band gaps apenas
na direção M→ R, e tal região é assim chamada partial magnonic band gap. Para os MQCs,
nós temos encontrado um estreitamento destes MBGs. Vimos ainda que podemos obter mais
informações sobre a propagação de magnons em super-redes magnéticas analizando o seu es-
pectro variando o vetor de onda ao longo de toda a primeria zona de Brillouin. A fractalidade
do espectro ainda é observada na direção M→ R. Uma observação também importante é que
as regiões do espectro em que os MBGs aparecem correspondem a uma frequência na ordem
do terahertz (THz)!

Recentes desenvolvimentos em técnicas experimentais aplicáveis a sistemas magnéticos
permitem aos experimentais considerar e investigar a possibilidade de magnons serem utiliza-
dos para transmitir ou processar informações. Nós esperamos que este trabalho possa inspirar
experimentais a aprofundarem as pesquisas nesta área.

Algumas extensões deste trabalho podem ser feitas e consideradas como perspectivas, como,
por exemplo:

• Incluir os termos de interação biquadrática e de anisotropia no hamiltoniano e investigar
sua influência no espectro das ondas de spin;

• Estudar a propagação das excitações magnéticas em outros regimes, como o dipolo-
exchange, o magnetostático e o de polariton;

• Investigar outras propriedades físicas, como a magnetização, a magnetoresistência, o
calor específico, a transmitância, etc;

• Fazer uma análise multifractal dos espectros das ondas de spin nas super-redes quasi-
periódicas de Fibonacci generalizada;

• Estender o método para estudar cristais magnônicos bi- e tridimensionais;

• Estudar super-redes formadas por antiferromagnetos, ferrimagnetos, metamateriais e até
mistura destes com os não-magnéticos.



APÊNDICE A

Seqüência Quasiperiódica de Fibonacci
Generalizada σ(p,q)

S0 = B; S1 = A; S2 = (AAA · · ·AA)︸ ︷︷ ︸
p vezes

(BBB · · ·BB)︸ ︷︷ ︸
q vezes

= ApBq; · · ·

Sn = Sp
n−1Sq

n−2, (A.1)

onde n≥ 2, p e q são iguais a 1,2,3, ...

A.1 Fibonacci Golden Mean (GM) σ(1,1) = σg (B→ A e A→ AB)

S0 = B; S1 = A; S2 = AB; S3 = ABA; S4 = ABAAB; · · ·

Sn = Sn−1Sn−2, (A.2)

onde n≥ 2.
– 1 Geração: S1 = A

MAA
∣∣A1

l
〉

= NAA
∣∣A1

l+1
〉
⇒
∣∣A1

l+1
〉

= N−1
AA MAA

∣∣A1
l
〉

∣∣A1
l+1
〉

= N−1
AA MAA

∣∣A1
l
〉

TS1 = N−1
AA MAA

– 2 Geração: S2 = AB

MA
∣∣A1

l
〉

= NB
∣∣B2

l
〉
⇒
∣∣B2

l
〉

= N−1
B MA

∣∣A1
l
〉

MB
∣∣B2

l
〉

= NA
∣∣A1

l+1
〉
⇒
∣∣A1

l+1
〉

= N−1
A MB

∣∣B2
l
〉∣∣A1

l+1
〉

= N−1
A MBN−1

B MA
∣∣A1

l
〉

TS2 = N−1
A MBN−1

B MA
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– 3 Geração: S3 = ABA

MA
∣∣A1

l
〉

= NB
∣∣B2

l
〉
⇒
∣∣B2

l
〉

= N−1
B MA

∣∣A1
l
〉

MB
∣∣B2

l
〉

= NA
∣∣A3

l
〉
⇒
∣∣A3

l
〉

= N−1
A MB

∣∣B2
l
〉

MAA
∣∣A3

l
〉

= NAA
∣∣A1

l+1
〉
⇒
∣∣A1

l+1
〉

= N−1
AA MAA

∣∣A3
l
〉

∣∣A1
l+1
〉

= N−1
AA MAAN−1

A MBN−1
B MA

∣∣A1
l
〉

TS3 = N−1
AA MAAN−1

A MBN−1
B MA

TS3 = TS1TS2

– 4 Geração: S4 = ABAAB

MA
∣∣A1

l
〉

= NB
∣∣B2

l
〉
⇒
∣∣B2

l
〉

= N−1
B MA

∣∣A1
l
〉

MB
∣∣B2

l
〉

= NA
∣∣A3

l
〉
⇒
∣∣A3

l
〉

= N−1
A MB

∣∣B2
l
〉

MAA
∣∣A3

l
〉

= NAA
∣∣A4

l
〉
⇒
∣∣A4

l
〉

= N−1
AA MAA

∣∣A3
l
〉

MA
∣∣A4

l
〉

= NB

∣∣∣B5
l

〉
⇒
∣∣∣B5

l

〉
= N−1

B MA
∣∣A4

l
〉

MB

∣∣∣B5
l

〉
= NA

∣∣A1
l+1
〉
⇒
∣∣A1

l+1
〉

= N−1
A MB

∣∣∣B5
l

〉
∣∣A1

l+1
〉

= N−1
A MBN−1

B MAN−1
AA MAAN−1

A MBN−1
B MA

∣∣A1
l
〉

TS4 = N−1
A MBN−1

B MAN−1
AA MAAN−1

A MBN−1
B MA

TS4 = TS2TS3

– N-ésima Geração: Sn = Sn−1Sn−2

TSn = TSn−2TSn−1 ,

com n≥ 3.



A.2 FIBONACCI SILVER MEAN (SM) σ(2,1) = σs (B→ A E A→ AAB) 69

A.2 Fibonacci Silver Mean (SM) σ(2,1) = σs (B→ A e A→ AAB)

S0 = B; S1 = A; S2 = AAB; S3 = AABAABA; S4 = AABAABAAABAABAAAB; · · ·

Sn = Sn−1Sn−1Sn−2 = (Sn−1)
2 Sn−2, (A.3)

onde n≥ 2.
– 1 Geração: S1 = A

TS1 = N−1
AA MAA

– 2 Geração: S2 = AAB

MAA
∣∣A1

l
〉

= NAA
∣∣A2

l
〉
⇒
∣∣A2

l
〉

= N−1
AA MAA

∣∣A1
l
〉

MA
∣∣A2

l
〉

= NB
∣∣B3

l
〉
⇒
∣∣B3

l
〉

= N−1
B MA

∣∣A2
l
〉

MB
∣∣B3

l
〉

= NA
∣∣A1

l+1
〉
⇒
∣∣A1

l+1
〉

= N−1
A MB

∣∣B3
l
〉∣∣A1

l+1
〉

= N−1
A MBN−1

B MAN−1
AA MAA

∣∣A1
l
〉

TS2 = N−1
A MBN−1

B MAN−1
AA MAA

– 3 Geração: S3 = AABAABA

MAA
∣∣A1

l
〉

= NAA
∣∣A2

l
〉
⇒
∣∣A2

l
〉

= N−1
AA MAA

∣∣A1
l
〉

MA
∣∣A2

l
〉

= NB
∣∣B3

l
〉
⇒
∣∣B3

l
〉

= N−1
B MA

∣∣A2
l
〉

MB
∣∣B3

l
〉

= NA
∣∣A4

l
〉
⇒
∣∣A4

l
〉

= N−1
A MB

∣∣B3
l
〉

MAA
∣∣A4

l
〉

= NAA

∣∣∣A5
l

〉
⇒
∣∣∣A5

l

〉
= N−1

AA MAA
∣∣A4

l
〉

MA

∣∣∣A5
l

〉
= NB

∣∣∣B6
l

〉
⇒
∣∣∣B6

l

〉
= N−1

B MA

∣∣∣A5
l

〉
MB

∣∣∣B6
l

〉
= NA

∣∣A7
l
〉
⇒
∣∣A7

l
〉

= N−1
A MB

∣∣∣B6
l

〉
MAA

∣∣A7
l
〉

= NAA
∣∣A1

l+1
〉
⇒
∣∣A1

l+1
〉

= N−1
AA MAA

∣∣A7
l
〉∣∣A1

l+1
〉

= N−1
AA MAAN−1

A MBN−1
B MAN−1

AA MAAN−1
A MBN−1

B MAN−1
AA MAA

∣∣A1
l
〉

TS3 = N−1
AA MAAN−1

A MBN−1
B MAN−1

AA MAAN−1
A MBN−1

B MAN−1
AA MAA

TS3 = TS1TS2TS2 = TS1(TS2)
2



70 APÊNDICE A SEQÜÊNCIA QUASIPERIÓDICA DE FIBONACCI GENERALIZADA σ(p,q)

– 4 Geração: S4 = AABAABAAABAABAAAB

MAA
∣∣A1

l
〉

= NAA
∣∣A2

l
〉
⇒
∣∣A2

l
〉

= N−1
AA MAA

∣∣A1
l
〉

MA
∣∣A2

l
〉

= NB
∣∣B3

l
〉
⇒
∣∣B3

l
〉

= N−1
B MA

∣∣A2
l
〉

MB
∣∣B3

l
〉

= NA
∣∣A4

l
〉
⇒
∣∣A4

l
〉

= N−1
A MB

∣∣B3
l
〉

MAA
∣∣A4

l
〉

= NAA

∣∣∣A5
l

〉
⇒
∣∣∣A5

l

〉
= N−1

AA MAA
∣∣A4

l
〉

MA

∣∣∣A5
l

〉
= NB

∣∣∣B6
l

〉
⇒
∣∣∣B6

l

〉
= N−1

B MA

∣∣∣A5
l

〉
MB

∣∣∣B6
l

〉
= NA

∣∣A7
l
〉
⇒
∣∣A7

l
〉

= N−1
A MB

∣∣∣B6
l

〉
MAA

∣∣A7
l
〉

= NAA
∣∣A8

l
〉
⇒
∣∣A8

l
〉

= N−1
AA MAA

∣∣A7
l
〉

MAA
∣∣A8

l
〉

= NAA
∣∣A9

l
〉
⇒
∣∣A9

l
〉

= N−1
AA MAA

∣∣A8
l
〉

MA
∣∣A9

l
〉

= NB
∣∣B10

l
〉
⇒
∣∣B10

l
〉

= N−1
B MA

∣∣A9
l
〉

MB
∣∣B10

l
〉

= NA
∣∣A11

l
〉
⇒
∣∣A11

l
〉

= N−1
A MB

∣∣B10
l
〉

MAA
∣∣A11

l
〉

= NAA
∣∣A12

l
〉
⇒
∣∣A12

l
〉

= N−1
AA MAA

∣∣A11
l
〉

MA
∣∣A12

l
〉

= NB
∣∣B13

l
〉
⇒
∣∣B13

l
〉

= N−1
B MA

∣∣A12
l
〉

MB
∣∣B13

l
〉

= NA
∣∣A14

l
〉
⇒
∣∣A14

l
〉

= N−1
A MB

∣∣B13
l
〉

MAA
∣∣A14

l
〉

= NAA

∣∣∣A15
l

〉
⇒
∣∣∣A15

l

〉
= N−1

AA MAA
∣∣A14

l
〉

MAA

∣∣∣A15
l

〉
= NAA

∣∣∣A16
l

〉
⇒
∣∣∣A16

l

〉
= N−1

AA MAA

∣∣∣A15
l

〉
MA

∣∣∣A16
l

〉
= NB

∣∣B17
l
〉
⇒
∣∣B17

l
〉

= N−1
B MA

∣∣∣A16
l

〉
MB
∣∣B17

l
〉

= NA
∣∣A1

l+1
〉
⇒
∣∣A1

l+1
〉

= N−1
A MB

∣∣B17
l
〉

∣∣A1
l+1
〉

= N−1
A MBN−1

B MAN−1
AA MAA

N−1
AA MAAN−1

A MBN−1
B MAN−1

AA MAAN−1
A MBN−1

B MAN−1
AA MAA

N−1
AA MAAN−1

A MBN−1
B MAN−1

AA MAAN−1
A MBN−1

B MAN−1
AA MAA

∣∣A1
l
〉

TS4 = N−1
A MBN−1

B MAN−1
AA MAA

N−1
AA MAAN−1

A MBN−1
B MAN−1

AA MAAN−1
A MBN−1

B MAN−1
AA MAA

N−1
AA MAAN−1

A MBN−1
B MAN−1

AA MAAN−1
A MBN−1

B MAN−1
AA MAA

TS4 = TS2TS3TS3 = TS2(TS3)
2
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– N-ésima Geração: Sn = Sn−1Sn−1Sn−2 = (Sn−1)2Sn−2

TSn = TSn−2TSn−1TSn−1 = TSn−2(TSn−1)
2 ,

com n≥ 3.

A.3 Fibonacci Bronze Mean (BM) σ(3,1) = σb (B→ A e A→ AAAB)

S0 = B; S1 = A; S2 = AAAB; S3 = AAABAAABAAABA;

S4 = AAABAAABAAABAAAABAAABAAABA
AAABAAABAAABAAAAB; · · ·

Sn = Sn−1Sn−1Sn−1Sn−2 = (Sn−1)
3 Sn−2, (A.4)

onde n≥ 2.
– 1 Geração: S1 = A

TS1 = N−1
AA MAA

– 2 Geração: S2 = AAAB

MAA
∣∣A1

l
〉

= NAA
∣∣A2

l
〉
⇒
∣∣A2

l
〉

= N−1
AA MAA

∣∣A1
l
〉

MAA
∣∣A2

l
〉

= NAA
∣∣A3

l
〉
⇒
∣∣A3

l
〉

= N−1
AA MAA

∣∣A2
l
〉

MA
∣∣A3

l
〉

= NB
∣∣B4

l
〉
⇒
∣∣B4

l
〉

= N−1
B MA

∣∣A3
l
〉

MB
∣∣B4

l
〉

= NA
∣∣A1

l+1
〉
⇒
∣∣A1

l+1
〉

= N−1
A MB

∣∣B4
l
〉∣∣A1

l+1
〉

= N−1
A MBN−1

B MAN−1
AA MAAN−1

AA MAA
∣∣A1

l
〉

TS2 = N−1
A MBN−1

B MAN−1
AA MAAN−1

AA MAA

– 3 Geração: S3 = AAABAAABAAABA

MAA
∣∣A1

l
〉

= NAA
∣∣A2

l
〉
⇒
∣∣A2

l
〉

= N−1
AA MAA

∣∣A1
l
〉

MAA
∣∣A2

l
〉

= NAA
∣∣A3

l
〉
⇒
∣∣A3

l
〉

= N−1
AA MAA

∣∣A2
l
〉

MA
∣∣A3

l
〉

= NB
∣∣B4

l
〉
⇒
∣∣B4

l
〉

= N−1
B MA

∣∣A3
l
〉

MB
∣∣B4

l
〉

= NA

∣∣∣A5
l

〉
⇒
∣∣∣A5

l

〉
= N−1

A MB
∣∣B4

l
〉
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MAA

∣∣∣A5
l

〉
= NAA

∣∣∣A6
l

〉
⇒
∣∣∣A6

l

〉
= N−1

AA MAA

∣∣∣A5
l

〉
MAA

∣∣∣A6
l

〉
= NAA

∣∣A7
l
〉
⇒
∣∣A7

l
〉

= N−1
AA MAA

∣∣∣A6
l

〉
MA
∣∣A7

l
〉

= NB
∣∣B8

l
〉
⇒
∣∣B8

l
〉

= N−1
B MA

∣∣A7
l
〉

MB
∣∣B8

l
〉

= NA
∣∣A9

l
〉
⇒
∣∣A9

l
〉

= N−1
A MB

∣∣B8
l
〉

MAA
∣∣A9

l
〉

= NAA
∣∣A10

l
〉
⇒
∣∣A10

l
〉

= N−1
AA MAA

∣∣A9
l
〉

MAA
∣∣A10

l
〉

= NAA
∣∣A11

l
〉
⇒
∣∣A11

l
〉

= N−1
AA MAA

∣∣A10
l
〉

MA
∣∣A11

l
〉

= NB
∣∣B12

l
〉
⇒
∣∣B12

l
〉

= N−1
B MA

∣∣A11
l
〉

MB
∣∣B12

l
〉

= NA
∣∣A13

l
〉
⇒
∣∣A13

l
〉

= N−1
A MB

∣∣B12
l
〉

MAA
∣∣A13

l
〉

= NAA
∣∣A1

l+1
〉
⇒
∣∣A1

l+1
〉

= N−1
AA MAA

∣∣A13
l
〉

∣∣A1
l+1
〉

= N−1
AA MAA

N−1
A MBN−1

B MAN−1
AA MAAN−1

AA MAA

N−1
A MBN−1

B MAN−1
AA MAAN−1

AA MAA

N−1
A MBN−1

B MAN−1
AA MAAN−1

AA MAA
∣∣A1

l
〉

TS3 = N−1
AA MAA

N−1
A MBN−1

B MAN−1
AA MAAN−1

AA MAA

N−1
A MBN−1

B MAN−1
AA MAAN−1

AA MAA

N−1
A MBN−1

B MAN−1
AA MAAN−1

AA MAA

TS3 = TS1TS2TS2TS2 = TS1(TS2)
3

– 4 Geração:

S4 = AAABAAABAAABAAAABAAABAAABA
AAABAAABAAABAAAAB;

MAA
∣∣A1

l
〉

= NAA
∣∣A2

l
〉
⇒
∣∣A2

l
〉

= N−1
AA MAA

∣∣A1
l
〉

MAA
∣∣A2

l
〉

= NAA
∣∣A3

l
〉
⇒
∣∣A3

l
〉

= N−1
AA MAA

∣∣A2
l
〉

MA
∣∣A3

l
〉

= NB
∣∣B4

l
〉
⇒
∣∣B4

l
〉

= N−1
B MA

∣∣A3
l
〉

MB
∣∣B4

l
〉

= NA

∣∣∣A5
l

〉
⇒
∣∣∣A5

l

〉
= N−1

A MB
∣∣B4

l
〉
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MAA

∣∣∣A5
l

〉
= NAA

∣∣∣A6
l

〉
⇒
∣∣∣A6

l

〉
= N−1

AA MAA

∣∣∣A5
l

〉
MAA

∣∣∣A6
l

〉
= NAA

∣∣A7
l
〉
⇒
∣∣A7

l
〉

= N−1
AA MAA

∣∣∣A6
l

〉
MA
∣∣A7

l
〉

= NB
∣∣B8

l
〉
⇒
∣∣B8

l
〉

= N−1
B MA

∣∣A7
l
〉

MB
∣∣B8

l
〉

= NA
∣∣A9

l
〉
⇒
∣∣A9

l
〉

= N−1
A MB

∣∣B8
l
〉

MAA
∣∣A9

l
〉

= NAA
∣∣A10

l
〉
⇒
∣∣A10

l
〉

= N−1
AA MAA

∣∣A9
l
〉

MAA
∣∣A10

l
〉

= NAA
∣∣A11

l
〉
⇒
∣∣A11

l
〉

= N−1
AA MAA

∣∣A10
l
〉

MA
∣∣A11

l
〉

= NB
∣∣B12

l
〉
⇒
∣∣B12

l
〉

= N−1
B MA

∣∣A11
l
〉

MB
∣∣B12

l
〉

= NA
∣∣A13

l
〉
⇒
∣∣A13

l
〉

= N−1
A MB

∣∣B12
l
〉

MAA
∣∣A13

l
〉

= NAA
∣∣A14

l
〉
⇒
∣∣A14

l
〉

= N−1
AA MAA

∣∣A13
l
〉

MAA
∣∣A14

l
〉

= NAA

∣∣∣A15
l

〉
⇒
∣∣∣A15

l

〉
= N−1

AA MAA
∣∣A14

l
〉

MAA

∣∣∣A15
l

〉
= NAA

∣∣∣A16
l

〉
⇒
∣∣∣A16

l

〉
= N−1

AA MAA

∣∣∣A15
l

〉
MA

∣∣∣A16
l

〉
= NB

∣∣B17
l
〉
⇒
∣∣B17

l
〉

= N−1
B MA

∣∣∣A16
l

〉
MB
∣∣B17

l
〉

= NA
∣∣A18

l
〉
⇒
∣∣A18

l
〉

= N−1
A MB

∣∣B17
l
〉

MAA
∣∣A18

l
〉

= NAA
∣∣A19

l
〉
⇒
∣∣A19

l
〉

= N−1
AA MAA

∣∣A18
l
〉

MAA
∣∣A19

l
〉

= NAA
∣∣A20

l
〉
⇒
∣∣A20

l
〉

= N−1
AA MAA

∣∣A19
l
〉

MA
∣∣A20

l
〉

= NB
∣∣B21

l
〉
⇒
∣∣B21

l
〉

= N−1
B MA

∣∣A20
l
〉

MB
∣∣B21

l
〉

= NA
∣∣A22

l
〉
⇒
∣∣A22

l
〉

= N−1
A MB

∣∣B21
l
〉

MAA
∣∣A22

l
〉

= NAA
∣∣A23

l
〉
⇒
∣∣A23

l
〉

= N−1
AA MAA

∣∣A22
l
〉

MAA
∣∣A23

l
〉

= NAA
∣∣A24

l
〉
⇒
∣∣A24

l
〉

= N−1
AA MAA

∣∣A23
l
〉

MA
∣∣A24

l
〉

= NB

∣∣∣B25
l

〉
⇒
∣∣∣B25

l

〉
= N−1

B MA
∣∣A24

l
〉

MB

∣∣∣B25
l

〉
= NA

∣∣∣A26
l

〉
⇒
∣∣∣A26

l

〉
= N−1

A MB

∣∣∣B25
l

〉
MAA

∣∣∣A26
l

〉
= NAA

∣∣A27
l
〉
⇒
∣∣A27

l
〉

= N−1
AA MAA

∣∣∣A26
l

〉
MAA

∣∣A27
l
〉

= NAA
∣∣A28

l
〉
⇒
∣∣A28

l
〉

= N−1
AA MAA

∣∣A27
l
〉

MAA
∣∣A28

l
〉

= NAA
∣∣A29

l
〉
⇒
∣∣A29

l
〉

= N−1
AA MAA

∣∣A28
l
〉

MA
∣∣A29

l
〉

= NB
∣∣B30

l
〉
⇒
∣∣B30

l
〉

= N−1
B MA

∣∣A29
l
〉

MB
∣∣B30

l
〉

= NA
∣∣A31

l
〉
⇒
∣∣A31

l
〉

= N−1
A MB

∣∣B30
l
〉
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MAA
∣∣A31

l
〉

= NAA
∣∣A32

l
〉
⇒
∣∣A32

l
〉

= N−1
AA MAA

∣∣A31
l
〉

MAA
∣∣A32

l
〉

= NAA
∣∣A33

l
〉
⇒
∣∣A33

l
〉

= N−1
AA MAA

∣∣A32
l
〉

MA
∣∣A33

l
〉

= NB
∣∣B34

l
〉
⇒
∣∣B34

l
〉

= N−1
B MA

∣∣A33
l
〉

MB
∣∣B34

l
〉

= NA

∣∣∣A35
l

〉
⇒
∣∣∣A35

l

〉
= N−1

A MB
∣∣B34

l
〉

MAA

∣∣∣A35
l

〉
= NAA

∣∣∣A36
l

〉
⇒
∣∣∣A36

l

〉
= N−1

AA MAA

∣∣∣A35
l

〉
MAA

∣∣∣A36
l

〉
= NAA

∣∣A37
l
〉
⇒
∣∣A37

l
〉

= N−1
AA MAA

∣∣∣A36
l

〉
MA
∣∣A37

l
〉

= NB
∣∣B38

l
〉
⇒
∣∣B38

l
〉

= N−1
B MA

∣∣A37
l
〉

MB
∣∣B38

l
〉

= NA
∣∣A39

l
〉
⇒
∣∣A39

l
〉

= N−1
A MB

∣∣B38
l
〉

MAA
∣∣A39

l
〉

= NAA
∣∣A40

l
〉
⇒
∣∣A40

l
〉

= N−1
AA MAA

∣∣A39
l
〉

MAA
∣∣A40

l
〉

= NAA
∣∣A41

l
〉
⇒
∣∣A41

l
〉

= N−1
AA MAA

∣∣A40
l
〉

MAA
∣∣A41

l
〉

= NAA
∣∣A42

l
〉
⇒
∣∣A42

l
〉

= N−1
AA MAA

∣∣A41
l
〉

MA
∣∣A42

l
〉

= NB
∣∣B43

l
〉
⇒
∣∣B43

l
〉

= N−1
B MA

∣∣A42
l
〉

MB
∣∣B43

l
〉

= NA
∣∣A1

l+1
〉
⇒
∣∣A1

l+1
〉

= N−1
A MB

∣∣B43
l
〉

∣∣A1
l+1
〉

= N−1
A MBN−1

B MAN−1
AA MAAN−1

AA MAA

N−1
AA MAA

N−1
A MBN−1

B MAN−1
AA MAAN−1

AA MAA

N−1
A MBN−1

B MAN−1
AA MAAN−1

AA MAA

N−1
A MBN−1

B MAN−1
AA MAAN−1

AA MAA

N−1
AA MAA

N−1
A MBN−1

B MAN−1
AA MAAN−1

AA MAA

N−1
A MBN−1

B MAN−1
AA MAAN−1

AA MAA

N−1
A MBN−1

B MAN−1
AA MAAN−1

AA MAA

N−1
AA MAA

N−1
A MBN−1

B MAN−1
AA MAAN−1

AA MAA

N−1
A MBN−1

B MAN−1
AA MAAN−1

AA MAA

N−1
A MBN−1

B MAN−1
AA MAAN−1

AA MAA
∣∣A1

l
〉
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TS4 = N−1
A MBN−1

B MAN−1
AA MAAN−1

AA MAA

N−1
AA MAA

N−1
A MBN−1

B MAN−1
AA MAAN−1

AA MAA

N−1
A MBN−1

B MAN−1
AA MAAN−1

AA MAA

N−1
A MBN−1

B MAN−1
AA MAAN−1

AA MAA

N−1
AA MAA

N−1
A MBN−1

B MAN−1
AA MAAN−1

AA MAA

N−1
A MBN−1

B MAN−1
AA MAAN−1

AA MAA

N−1
A MBN−1

B MAN−1
AA MAAN−1

AA MAA

N−1
AA MAA

N−1
A MBN−1

B MAN−1
AA MAAN−1

AA MAA

N−1
A MBN−1

B MAN−1
AA MAAN−1

AA MAA

N−1
A MBN−1

B MAN−1
AA MAAN−1

AA MAA

TS4 = TS2TS3TS3TS3 = TS2(TS3)
3

– N-ésima Geração: Sn = Sn−1Sn−1Sn−1Sn−2 = (Sn−1)3Sn−2

TSn = TSn−2TSn−1TSn−1TSn−1 = TSn−2(TSn−1)
3 ,

com n≥ 3.

A.4 Fibonacci Nickel Mean (NM) σ(1,3) = σn (B→ A e A→ ABBB)

S0 = B; S1 = A; S2 = ABBB; S3 = ABBBAAA; S4 = ABBBAAAABBBABBBABBB; · · ·
Sn = Sn−1Sn−2Sn−2Sn−2 = Sn−1 (Sn−2)

3 , (A.5)

onde n≥ 2.
– 1 Geração: S1 = A

TS1 = N−1
AA MAA

– 2 Geração: S2 = ABBB

MA
∣∣A1

l
〉

= NB
∣∣B2

l
〉
⇒
∣∣B2

l
〉

= N−1
B MA

∣∣A1
l
〉

MBB
∣∣B2

l
〉

= NBB
∣∣B3

l
〉
⇒
∣∣B3

l
〉

= N−1
BB MBB

∣∣B2
l
〉

MBB
∣∣B3

l
〉

= NBB
∣∣B4

l
〉
⇒
∣∣B4

l
〉

= N−1
BB MBB

∣∣B3
l
〉
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MB
∣∣B4

l
〉

= NA
∣∣A1

l+1
〉
⇒
∣∣A1

l+1
〉

= N−1
A MB

∣∣B4
l
〉∣∣A1

l+1
〉

= N−1
A MBN−1

BB MBBN−1
BB MBBN−1

B MA
∣∣A1

l
〉

TS2 = N−1
A MBN−1

BB MBBN−1
BB MBBN−1

B MA .

– 3 Geração: S3 = ABBBAAA

MA
∣∣A1

l
〉

= NB
∣∣B2

l
〉
⇒
∣∣B2

l
〉

= N−1
B MA

∣∣A1
l
〉

MBB
∣∣B2

l
〉

= NBB
∣∣B3

l
〉
⇒
∣∣B3

l
〉

= N−1
BB MBB

∣∣B2
l
〉

MBB
∣∣B3

l
〉

= NBB
∣∣B4

l
〉
⇒
∣∣B4

l
〉

= N−1
BB MBB

∣∣B3
l
〉

MB
∣∣B4

l
〉

= NA

∣∣∣A5
l

〉
⇒
∣∣∣A5

l

〉
= N−1

A MB
∣∣B4

l
〉

MAA

∣∣∣A5
l

〉
= NAA

∣∣∣A6
l

〉
⇒
∣∣∣A6

l

〉
= N−1

AA MAA

∣∣∣A5
l

〉
MAA

∣∣∣A6
l

〉
= NAA

∣∣A7
l
〉
⇒
∣∣A7

l
〉

= N−1
AA MAA

∣∣∣A6
l

〉
MAA

∣∣A7
l
〉

= NAA
∣∣A1

l+1
〉
⇒
∣∣A1

l+1
〉

= N−1
AA MAA

∣∣A7
l
〉

∣∣A1
l+1
〉

= N−1
AA MAAN−1

AA MAAN−1
AA MAA

N−1
A MBN−1

BB MBBN−1
BB MBBN−1

B MA
∣∣A1

l
〉

TS3 = N−1
AA MAAN−1

AA MAAN−1
AA MAAN−1

A MBN−1
BB MBBN−1

BB MBBN−1
B MA

TS3 = TS1TS1TS1TS2 = (TS1)
3 TS2

– 4 Geração: S4 = ABBBAAAABBBABBBABBB

MA
∣∣A1

l
〉

= NB
∣∣B2

l
〉
⇒
∣∣B2

l
〉

= N−1
B MA

∣∣A1
l
〉

MBB
∣∣B2

l
〉

= NBB
∣∣B3

l
〉
⇒
∣∣B3

l
〉

= N−1
BB MBB

∣∣B2
l
〉

MBB
∣∣B3

l
〉

= NBB
∣∣B4

l
〉
⇒
∣∣B4

l
〉

= N−1
BB MBB

∣∣B3
l
〉

MB
∣∣B4

l
〉

= NA

∣∣∣A5
l

〉
⇒
∣∣∣A5

l

〉
= N−1

A MB
∣∣B4

l
〉

MAA

∣∣∣A5
l

〉
= NAA

∣∣∣A6
l

〉
⇒
∣∣∣A6

l

〉
= N−1

AA MAA

∣∣∣A5
l

〉
MAA

∣∣∣A6
l

〉
= NAA

∣∣A7
l
〉
⇒
∣∣A7

l
〉

= N−1
AA MAA

∣∣∣A6
l

〉
MAA

∣∣A7
l
〉

= NAA
∣∣A8

l
〉
⇒
∣∣A8

l
〉

= N−1
AA MAA

∣∣A7
l
〉
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MA
∣∣A8

l
〉

= NB
∣∣B9

l
〉
⇒
∣∣B9

l
〉

= N−1
B MA

∣∣A8
l
〉

MBB
∣∣B9

l
〉

= NBB
∣∣B10

l
〉
⇒
∣∣B10

l
〉

= N−1
BB MBB

∣∣B9
l
〉

MBB
∣∣B10

l
〉

= NBB
∣∣B11

l
〉
⇒
∣∣B11

l
〉

= N−1
BB MBB

∣∣B10
l
〉

MB
∣∣B11

l
〉

= NA
∣∣A12

l
〉
⇒
∣∣A12

l
〉

= N−1
A MB

∣∣B11
l
〉

MA
∣∣A12

l
〉

= NB
∣∣B13

l
〉
⇒
∣∣B13

l
〉

= N−1
B MA

∣∣A12
l
〉

MBB
∣∣B13

l
〉

= NBB
∣∣B14

l
〉
⇒
∣∣B14

l
〉

= N−1
BB MBB

∣∣B13
l
〉

MBB
∣∣B14

l
〉

= NBB

∣∣∣B15
l

〉
⇒
∣∣∣B15

l

〉
= N−1

BB MBB
∣∣B14

l
〉

MB

∣∣∣B15
l

〉
= NA

∣∣∣A16
l

〉
⇒
∣∣∣A16

l

〉
= N−1

A MB

∣∣∣B15
l

〉
MA

∣∣∣A16
l

〉
= NB

∣∣B17
l
〉
⇒
∣∣B17

l
〉

= N−1
B MA

∣∣∣A16
l

〉
MBB

∣∣B17
l
〉

= NBB
∣∣B18

l
〉
⇒
∣∣B18

l
〉

= N−1
BB MBB

∣∣B17
l
〉

MBB
∣∣B18

l
〉

= NBB
∣∣B19

l
〉
⇒
∣∣B19

l
〉

= N−1
BB MBB

∣∣B18
l
〉

MB
∣∣B19

l
〉

= NA
∣∣A1

l+1
〉
⇒
∣∣A1

l+1
〉

= N−1
A MB

∣∣B19
l
〉

∣∣A1
l+1
〉

= N−1
A MBN−1

BB MBBN−1
BB MBBN−1

B MA

N−1
A MBN−1

BB MBBN−1
BB MBBN−1

B MA

N−1
A MBN−1

BB MBBN−1
BB MBBN−1

B MA

N−1
AA MAAN−1

A MBN−1
B MAN−1

AA MAAN−1
A MBN−1

B MAN−1
AA MAA

TS4 = N−1
A MBN−1

BB MBBN−1
BB MBBN−1

B MA

N−1
A MBN−1

BB MBBN−1
BB MBBN−1

B MA

N−1
A MBN−1

BB MBBN−1
BB MBBN−1

B MA

N−1
AA MAAN−1

A MBN−1
B MAN−1

AA MAAN−1
A MBN−1

B MAN−1
AA MAA

TS4 = TS2TS2TS2TS3 = (TS2)
3 TS3

– N-ésima Geração: Sn = Sn−1Sn−2Sn−2Sn−2 = Sn−1(Sn−2)3

TSn = TSn−2TSn−2TSn−2TSn−1 =
(
TSn−2

)3 TSn−1
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