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Resumo

Nesta tese, investigamos dois métodos para a determinacao gravimétrica do gedide através
da técnica de Stokes, de maneira que operagao de interpolacao para geracao de dados regular-
mente espacados nao é necessaria. Os métodos se baseiam nos diagramas de Voronoi e Delaunay,
nos quais a area-alvo é subdividida, respectivamente, em poligonos e tridngulos. O célculo é
conduzido por integragao numérica ponto a ponto. No esquema de Voronoi, os elementos polig-
onais contém os valores observados das anomalias da gravidade, ao invés de dados interpolados.
Portanto, o processo de geracao de dados regularmente espacados ¢ evitado, e os dados originais
sao efetivamente utilizados. No esquema de Delaunay, este processo também nao é necessério,
porém, os dados observados sao interpolados para cada triangulo, cujos vértices correspondem
as estagOes gravimétricas. As alturas geoidais sdo calculadas nos baricentros (centréides) dos
respectivos triangulos. Aplicamos ambas as técnicas na determinacao do gedide em duas dreas
distintas—Municipio do Rio de Janeiro e Resende, no Brasil. Nas duas dreas, as estagoes
gravimétricas se encontram uniformemente distribuidas, e ambas possuem o relevo topografico
fortemente acidentado. Calculamos, também, a componente de Stokes da altura geoidal pelo
método cldssico de integracao numeérica (dominio do espago), cujos resultados foram compara-
dos com os esquemas de Voronoi e Delaunay. As diferencas DMQ obtidas foram de 0,022 m
e 0,024 m, respectivamente, para a drea do Rio de Janeiro. Na &rea de Resende, obtivemos
valores das diferencas EMQ iguais a 0,040 m e 0,053 m, respectivamente, para os métodos de
Voronoi e Delaunay. A maior diferenca encontrada nao foi superior a 0,100 m, para ambos os
métodos e conjuntos de dados. Aplicamos o método 1D FFT (dominio espectral) também aos
dados do Rio de Janeiro, o qual forneceu diferencas EMQ iguais a 0,031 m, 0,039 m, e 0,047 m,
respectivamente, quando confrontado com os métodos cldssico, Voronoi e Delaunay. Adicional-
mente, realizamos comparagoes relativas em 465 linhas de base GPS sobre referéncias de nivel,
na drea do Rio de Janeiro. As diferencas DMQ obtidas foram 0,069 m, 0,061 m, 0,071 m, e
0,071 m, respectivamente, para os métodos de Voronoi, Delaunay, cldssico e 1D FFT. Tendo em
vista que os esquemas de Voronoi e Delaunay nao requerem a etapa de interpolacao de dados,
o tempo de processamento e o esforco pessoal sao bastante reduzidos. Ambos os métodos se
revelaram, computacionalmente, tao eficientes quanto a técnica 1D FFT, considerando apenas
o cdlculo geoidal. Assim como nas demais técnicas de determinacao geoidal, a caracteristica
desfavoravel dos dois esquemas recai na dependéncia da distribuicao espacial e na qualidade
dos dados. Em um trabalho posterior incluido nesta tese, submetido para publicacao no per-

i6dico “Studia Geophysica and Geodaetica” (Springer Netherlands Publisher), descrevemos a
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aplicagao de ambos os métodos a drea envolvendo todo o Estado do Rio de Janeiro, no qual

novos aprimoramentos e resultados sao apresentados no Anexo A.
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Abstract

In this thesis we investigated two approaches in order to compute the discrete Stokes in-
tegral for gravimetric geoid determination, so that gridding operation is not required. The
alternative techniques are based on both Voronoi and Delaunay diagrams, in which the studied
area is partitioned into polygons and triangles, respectively. The computation is carried out by
pointwise numerical integration. In Voronoi scheme, the polygonal elements just contain the
observed gravity anomalies instead of the interpolated ones. Thus no gridding process or data
interpolation is necessary and only original data is used. In Delaunay scheme, gridding is also
not required, but the observed anomalies are interpolated into triangular cells whose vertices
hold the gravity stations. We computed the geoidal undulations at the triangles’ barycenters.
Both techniques were applied for the local geoid computation into two distinct areas—the mu-
nicipality of Rio de Janeiro and Resende, in Brazil. Gravity data are almost spatially uniformly
distributed in both sites, and their topographies are very rugged. The Stokes component was
also computed by means of the classical numerical integration (space-domain), which results
we compared with Voronoi and Delaunay schemes. They yielded RMS differences of 0.022 m
and 0.024 m, respectively, for Voronoi and Delaunay approaches in Rio de Janeiro site. In
Resende site, the comparisons result in RMS differences of 0.040 m and 0.053 m, respectively,
for both approaches. The largest difference did not exceed 0.100 m in none of both methods
and datasets. The 1D FFT (spectral-domain) technique was also used on the Rio de Janeiro
dataset, which yielded RMS differences equal to 0.031 m, 0.039 m, and 0.047 m, respectively for
the classical, Voronoi, and Delaunay schemes. Additionaly, we carried out relative comparisons
with 465 GPS-leveling baselines in Rio de Janeiro site, which yielded RMS differences of 0.069
m, 0.061 m, 0.071 m, and 0.071 m, respectively for the Voronoi, Delaunay, classical and 1D
FFT methods. Since Voronoi and Delaunay schemes avoid the gridding step, preprocessing
time and labour are greatly reduced. Both schemes proved to be computationally as efficient
as the 1D FFT method for only the geoid height computation. As with the other techniques,
dependence upon data quality and distribution is the main drawback of both Voronoi and De-
launay schemes. In a latter submitted paper to the Studia Geophysica and Geodzatica journal
(Springer Netherlands Publisher), included in this thesis, we described the use of these schemes
applied to the area surrounding the whole State of Rio de Janeiro, which new improvements

and the results are presented in Appendix A.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

1.1 Objetivos

O matemético irlandés George Gabriel Stokes elaborou a teoria para a determinacao das
alturas geoidais, conhecendo-se a variagdo da gravidade sobre a superficie terrestre (STOKES,
1849). A integral de Stokes soluciona um dos problemas de valor de contorno da Teoria do
Potencial, considerando que os dados gravimétricos se encontram distribuidos de forma global
e continua. Entretanto, devido a impossibilidade pratica desta distribuicao ideal, os dados sao

determinados esparsamente, e a integral de Stokes é resolvida por integragao numérica discreta.

Um interessante método para realizar a integracao numérica foi proposto pelo geodesista
Reino Antero Hirvonen, em 1934 (Hirvonen, 1934; GemAEL, 1999), que converte os dados irre-
gularmente espacados em uma distribui¢ao geogréfica regular para a aplicacao da técnica de
Stokes. O método requer que a drea-alvo seja subdividida em compartimentos geogréficos,
formando um conjunto de valores de anomalias da gravidade espacialmente distribuidos de
forma regular—operacao conhecida como “gridding”. Cada célula ou compartimento desta
subdivisao contém um valor interpolado de anomalia, que representa aquela célula, para a
avaliacao da férmula de Stokes. Este artificio geométrico tem sido utilizado, desde entao, para

o cédlculo do gedide gravimétrico.

Nao obstante a existéncia de outras técnicas para o cdlculo do gedide—seja no dominio
do espaco ou no dominio espectral—a regiao a ser estudada é subdividida em células com es-
pacamento regular para o procedimento de interpolacao dos dados. As alturas geoidais sao
entao calculadas nestas células, e os valores observados das anomalias da gravidade, que nao
se encontram regularmente distribuidos, tém que ser interpolados para gerar valores uniforme-
mente espacgados. Este processo, a priori, nao se constitui em problema, no entanto, informagcao
modificada serd utilizada ao invés de dados originais. Além disso, o processo de construcao da
distribuicao geométrica dos pontos pode consumir demasiado tempo de computacao e esforgo
manual, assim como induzir o usudrio a enganos, com a consequente perda da valiosa informacao

original.



A rigor, a representacao da superficie do gedide—assim como de qualquer outra superficie—
depende da técnica de interpolagao escolhida e do espacamento entre pontos de intersecao
do reticulado—os nds. Esta escolha depende da distribuigao espacial dos dados (GoLDEN
SorTwARE, 1999). Como sugerido em VERMEER (1992), as variagdes locais da gravidade po-
dem atuar como “ruidos” aleatorios, portanto, algum tipo de “suavizagao responsdvel” deve
primeiramente ser aplicada aos dados. Nos casos extremos, o uso de métodos de interpolacao
inadequados pode gerar dados falsos ou espirios—os “artefatos”, que podem produzir mapas
geoidais imprecisos. Na realidade, diferentes métodos de interpolagao fornecem distintas in-
terpretacoes dos dados, tendo em vista que os nés sao calculados por diferentes algoritmos de

interpolacao (GoLDEN SorTwaARE, 1999).

O processo para geracao de dados regularmente espagados tem sido amplamente utilizado na
avaliagdo da férmula de Stokes, tanto no dominio da frequéncia (Scuwarz et al., 1990), quanto
no dominio do espago (Santos & EscoBar, 2000). Os dados em formato de distribui¢ao espacial
regular sdo essenciais para as técnicas de determinacao gravimétrica do gedide (Siperis, 1995),
seja através de Tranformada Répida de Fourier (“Fast Fourier Transform”—FFT) (Strana
vaN Hegs, 1986; Sioeris & Tziavos, 1988; Haacmans et al., 1993; ForsBeErRG & SipERIs, 1993;
Kurorsnr, 2001), da Tranformada Répida de Hartley (“Fast Hartley Transform”—FHT), e da
Tranformada Répida T (“Fast T Transform”—FTT) (Avuan, 1997; Lt & Siperis, 1992).

De forma semelhante, alguns métodos tradicionais por integragdo numérica no dominio do
espago (Hirvonen, 1956; GeEMmAEL, 1999), e os métodos integrais (Jiana & DuqQuenne, 1997;
Lenvann, 1997; Novak et al., 2001), requerem dados igualmente espacados. Uma combinagao
de técnicas nos dois dominios (espago e frequéncia) ainda foi investigada, porém, também

necessita de dados regularmente espagados (Lt & Siperis, 1997).

No presente trabalho, introduzimos duas técnicas alternativas no dominio do espaco, para a
determinacao do gedide através da integral de Stokes, que nao requerem a utilizagao de dados
regularmente espacados. A primeira técnica baseia-se nos diagramas de Voronoi, na qual os
dados originais sao efetivamente utilizados e preservados integralmente. Neste método, nenhum
tipo de interpolacao ¢é exigido: a drea de trabalho é subdividida em um conjunto tinico de figuras
poligonais convexas e adjacentes, onde cada figura contém um valor auténtico de anomalia da
gravidade observada. Neste caso, cada ponto de anomalia representa uma célula de Voronoi.

Esta técnica evita a suavizacao imposta pela interpolagao dos dados.



A segunda técnica apresentada faz uso da triangulacao de Delaunay, onde a drea-alvo é
subdividida em figuras triangulares adjacentes, formando uma rede irregular de triangulos—
“triangulated irregular network”—TIN. Os vértices dos tridangulos sao os pontos gravimétricos
observados. Este método difere do esquema de Voronoi, devido ao fato de que a informacao
original ndo é a informacao utilizada. O ponto de cédlculo é transferido para os baricentros dos
triangulos, que contém efetivamente os valores das anomalias interpoladas para cada baricentro
1. No entanto, esta interpolacdo tem cardter local, o que minimiza os problemas advindos da
geracao de dados regularmente espagados a partir dos dados observados (distribuidos irregu-

larmente).

Confrontamos ambos os métodos com a técnica cldssica de integragdo numeérica (segundo
Hirvonen) nas duas dreas investigadas, Rio de Janeiro e Resende. Na regido do municipio do
Rio de Janeiro, comparamos os dados também com o método de 1D FFT e com medigoes de
GPS sobre referéncias de nivel de precisao. Este tltimo é um método nao gravimétrico de

determinacao do gedide, e é geralmente utilizado para comprovacao dos demais.

Esta tese estd baseada no trabalho de SanTos & EscoBar (2004), e tem como contribuigao
original, na drea de Geodésia Fisica, utilizar pela primeira vez as estruturas de Voronoi e
Delaunay na determinacao geoidal. Lembramos, também, que as duas técnicas estudadas,
apesar de serem geometricamente complementares, sao inteiramente distintas quanto a sua
utilizagao e descricao. Portanto, podemos considerd-la como a confeccao de dois trabalhos

distintos, reunidos na mesma apresentacao.

Posteriormente, um trabalho foi incluido nesta tese, que descreve a aplicagao de ambos os
métodos a drea envolvendo todo o Estado do Rio de Janeiro, e cujos resultados estao descritos
no Anexo A. Este trabalho foi submetido ao periédico “Studia Geophysica and Geodzatica”, da

Springer Netherlands Publisher.

1.2 Metodologia

Utilizamos a técnica de STokEes (1849) para a determinacao do gedide nas dreas do Municipio
do Rio de Janeiro e Resende, com a discretizacao da drea correspondente aos dados efetuada

pelos métodos de Voronoi e Delaunay. George Gabriel Stokes, assumindo um modelo de Terra

'No esquema utilizado em NETO (2006) o cdlculo do gedide ndo é referido aos baricentros dos triangulos,

mas sim, aos proprios pontos de campo, cujas posigoes sao preservadas.



esférica, desenvolveu a teoria que fornece a separacao entre as superficies do gedide e do elipséide
de referéncia. A férmula de Stokes é a integral de superficie (Stokes, 1849)

R 2

NStokes = m
0

/07r AgS (v) senypdipdy, (1.1)

onde R é o raio da Terra, v é o valor da gravidade normal na superficie do elipséide, e Ag
¢ a anomalia da gravidade no ponto de cdlculo. A distancia esférica 1) e o azimute x sao as
coordenadas polares de um elemento de integracao, e S (¢) é a fun¢do de Stokes esférica. Esta

é expressa pela série

slw);;jigj4ﬁmn<%>+10%n<%>2k6%n<%)1 mlmn<%>-+%n<%)1.
2

(1.2)

A Fig. 1.1 ilustra a relagdo geométrica entre as coordenadas polares (1, y) e um elemento

de drea dA, na assumida superficie esférica da Terra.

Estacao
gravimétrica
L

Fig. 1.1-—Modelo de Terra esférica exibindo as coordenadas polares 1) e X, respectivamente, distancia esférica

e azimute.

Da Fig. 1.1, deduz-se que

dA = RdyRsenpdy = R*sentpdipdy. (1.3)



Substituindo a Eq. (1.3) na Eq. (1.1), obtemos a integral de Stokes em fungao do elemento de
drea dA (GEMAEL, 1999),

AgS (i) dA. (1.4)

N = —
Stokes 47TR’7

A

Esta apresentacao da férmula de Stokes é essencial para a aplicacao dos métodos de Voronoi

e Delaunay. Ao substituir a integral de superficie por um somatério discreto, a férmula de Stokes

fica adaptada para a devida utilizagao destes métodos. A altura geoidal pode ser reescrita na

forma discreta,
n

1
N, okes — T _ A zS i) Qi 1.5
Stokes 47TR’}/; 9:S (¥;) a (1.5)
onde o subscrito 7 se refere ao i-ésimo poligono de Voronoi ou i-ésimo tridngulo de Delaunay,

utilizado como elemento na integracao numérica. O mimero n indica a quantidade de poligonos
ou triangulos, conforme o método utilizado, de Voronoi ou Delaunay, na subdivisao da drea de
trabalho para a integracao. Obviamente, n nao é o mesmo para os dois métodos. No caso do
método de Voronoi, n equivale ao nimero de estagoes gravimétricas, e no método de Delaunay,
n é dado pela relacdo 2(p — 1) — k, onde p é o numero total de estacoes, e k& é o niumero de
estagOes que pertencem ao perfmetro da drea de trabalho. Os valores Ag;, 1), e a; representam,
respectivamente, a anomalia da gravidade, distancia esférica, e drea do i-ésimo elemento na

integracao.

No esquema de Voronoi, as anomalias Ag; sao obtidas a partir dos dados observados da
gravidade—anomalias residuais de Helmert (Item 4.7)—e sao utilizadas integralmente nos cél-
culos. Estas anomalias sao representativas das respectivas dreas dos poligonos que as suben-
tendem. As coordenadas geogréficas das estacoes gravimétricas sao usadas para estimar as dis-
tancias esféricas 1);, entre uma estacgao a calcular e as demais estagoes, na integracao numérica.

Portanto, neste método, o ponto de integracao é a propria estagao gravimétrica.

No esquema de Delaunay, a anomalia da gravidade Ag;, representativa de cada drea trian-
gular, é igual & média das anomalias dos trés vértices (estagao gravimétrica), ponderada pelas
respectivas distancias do baricentro a cada vértice. Nos trabalhos do Municipio do Rio de
Janeiro e Resende, as distancias esféricas 1; sao computadas entre os respectivos baricentros,
que se constituem nos pontos de integragao. No trabalho do Estado do Rio de Janeiro (Anexo

A), o ponto de integragao é a prépria estagao gravimétrica (vértices dos triangulos).

Em ambos os esquemas, removemos do conjunto as estagoes gravimétricas que se encontram



muito agrupadas, dentro de um circulo de raio dado, para evitar a singularidade na fungao de
Stokes (Eq. (1.2)). Quando um ponto na integragdo numérica coincide com o préprio ponto
a ser calculado, ou seja v = 0, a Eq. (1.5) é substituida pela férmula abaixo, e calculada
separadamente (Heiskanen & Moritz, 1967),

— Agowo
Y

No (1.6)

O termo Ag, é a anomalia no ponto a ser calculado, e ¥, é a distancia esférica média entre a
estacdo gravimétrica (no caso do método de Voronoi), ou o baricentro do tridngulo (no caso do
método de Delaunay), e as respectivas arestas, nos trabalhos do Municipio do Rio de Janeiro e

Resende. No trabalho do Anexo A, a Eq. (1.6) néo foi utilizada.

Como o valor de N, é uma parcela significativa na computacao de Ngiokes, realizamos um
experimento adicional em que a distancia 1, é feita igual ao raio de um circulo cuja area é
a mesma do poligono ou do tridngulo. Entretanto, o esquema descrito no pardgrafo anterior

forneceu resultados mais satisfatorios e foi efetivamente utilizado.
1.3 Técnica de Decomposicao da Altura Geoidal

Os dados gravimétricos observados na superficie topografica sao matematicamente “reduzi-
dos” a superficie do gedide (Lamsert, 1930). O célculo da altura geoidal em um ponto pode
ser subdividido em trés componentes, de acordo com o comprimento de onda do espectro do
sinal do gedide (StrANG vaN HEers, 1986; Dexker & Wenzer, 1987; Rarp & Basic, 1992).
Esta metodologia é conhecida como a técnica de remogdo-calculo-reposi¢ao (“remove-compute-
restore technique”—RCR) dos dados gravimétricos, onde as anomalias da gravidade sao sepa-
radas de acordo com os seus comprimentos de onda grandes e médios (referentes & componente
regional do espectro), e curtos (referentes & componente local). Assim, o valor de N em um

ponto de coordenadas (¢, \) é dado por (SipErIS & SHE, 1995),

N (¢7 )‘) = NModelo (¢7 )‘) + NEfeito (¢7 >\) + NStokes ((ba >‘) . (17)

A parcela Nyjoqelo (¢, A) representa a componente de grande comprimento de onda, e se
refere aos coeficientes harmonicos do modelo de geopotencial (Rapp et al., 1991a). Este termo

é definido pela expansao até o grau L, assim,

L n
Ntodelo (¢, A) = (i—]y Z Z ((55nm cosmA\ + ?nmsenm)\) P (cosf), (1.8)

n=2 m=0



onde GM ¢ a constante gravitacional geocéntrica, (7,0, ) s@o as coordenadas esféricas polares
do ponto de célculo, os P, sao as fungoes associadas de Legendre plenamente normalizadas de

grau n e ordem m, e 6C',,,, € Sy, sao coeficientes harmonicos esféricos plenamente normalizados.

A parcela Nggio (¢, \), referente ao efeito indireto primario, é calculada através do Se-
gundo Método de Condensacao de Helmert (LamBERT, 1930), que utiliza um arquivo de dados
topogréficos. Este efeito indireto na altura geoidal é ocasionado pela reducao da gravidade de
Helmert (Item 4.9). A férmula empregada neste trabalho para o cdlculo da componente de

efeito indireto, em metros, é extraida de Sieris & SuE (1995),

wGp 1Gp Ea N2 4 Er Noop3
Neteito (95 A) = _7h2 (6, \) + 6y (AEANh3 BN ) &5 — ABAN » $> :
Ei N E1 N
(1.9)

onde AE e AN sao dados topogréficos com espacamento regular em coordenadas UTM, re-
spectivamente, nas diregoes Leste e Norte; h (¢, \) e h sdo as altitudes respectivas dos pontos
de célculo e de integracao; d é a distancia euclidiana entre eles, G é a constante gravitacional
universal de Newton, e p é a densidade da massa topogréfica, assumida uniforme na drea de

trabalho.

Para a determinacdo da componente Ngiokes, na Eq. (1.7), os valores de anomalias da
gravidade Agyrodelo (¢, A) relativas ao modelo de geopotencial (grandes comprimentos de onda)
sao subtraidos dos dados observados de anomalias de ar livre (curtos comprimentos de onda).
As anomalias do modelo sao expandidas até o grau e ordem da componente da ondulacao

geoidal Nyjoqelo, €Xpressas pela série,

L n
M — _ _
Agrodelo (¢, A) = C; (n—1) E (5C'nm cosmA + Snmsenmx\) P (cos@) . (1.10)
n=2 m=0

Portanto, os Ag; na Eq. (1.5) correspondem as anomalias residuais da gravidade, que sao ainda
corrigidas dos efeitos devidos a atracao topogréfica e atracao da massa atmosférica (Itens 2.10,

4.2, 4.3 e 4.7).

E importante ressaltar que os dois primeiros termos da Eq. (1.7) independem do método
utilizado para a aplicacao da férmula de Stokes, portanto, sao independentes do método de
“discretizacao” utilizado—em outras palavras, nao importa a maneira como a drea de trabalho
foi particionada para a integragao numérica. Desta forma, para comparacao entre os resultados
obtidos pelos métodos propostos e os das demais técnicas, é suficiente calcular a componente

Nsiokes € quantificar as diferencas.



1.4 Método Classico de Integracao Numérica

O método tradicional para o cdlculo geoidal sugerido por Hirvonen, consiste em subdividir a
drea-alvo em compartimentos geogrificos regulares para efetuar a integracao numérica. Vérios
trabalhos que utilizam esse método (considerado aqui como referéncia) podem ser citados (por
exemplo, HirvoNEN, 1956; HeiskaANEN & Moritz, 1967; Vanicek & KLEUSBERG, 1986; VANICEK
et al., 1987; PETrROVSKAYA, 1988; Haacmans et al., 1993; Santos & EscoBar, 2000). Tomando
por base a Eq. (1.1), a integral de Stokes pode ser expressa na versao discreta, em fungao das

coordenadas do ponto onde serd calculada a altura geoidal, ou seja,

Om [ AN
Nstokes (6, \) = RAgAA DD Ag(g, M) cospS (v)| (1.11)

47y ol lpw
onde A¢ e A\ sao as respectivas dimensoes, em latitude e longitude, da célula geogréfica a ser

adotada, e M e N sao as quantidades de paralelos e meridianos contidos na drea.

Os dados observados da gravidade normalmente nao possuem espacamento uniforme, por-
tanto, sao submetidos a um processo de interpolagao para criar uma matriz de valores regular-
mente espacados. Deste modo, cada célula contém apenas um valor de anomalia, no centro da
célula, representativo daquela drea. Esses valores sao referidos aos centros das respectivas célu-
las, e o processo de avaliacao por integracao numérica é realizado M x N vezes, estendendo-se
por toda a drea de trabalho. Cada sub-drea de célula no somatorio corresponde a um elemento
de drea na integral de Stokes, assumindo-se que S () é constante dentro da célula. Quando um
dos pontos de integracao coincide com o préprio ponto a ser calculado, isto €, a contribuicao

da prépria célula no valor de N, esta parcela é calculada separadamente através da Eq. (1.6).

Pode-se utilizar, aqui, a idéia que adotamos na determinacgao do gedide no Estado do Rio de
Janeiro (Anexo A) para se evitar a singularidade na fungao de Stokes. Neste caso, os centros das
células continuam sendo os pontos de cédlculo, e os nés sao considerados pontos na integracao

numeérica.
1.5 Método de Integracao Por 1D FFT

A técnica de 1D FFT—*“1-Dimensional Fast Fourier Transform”—mno dominio da frequéncia,
pode ser utilizada para a avaliacao da integral de Stokes, que é uma integral convolu¢do na
esfera. Esta técnica combina a operacao de convolucao da funcao de Stokes com os dados de

anomalias da gravidade na dire¢cao Leste-Oeste, com uma integracao numérica na direcao Norte-

8



Sul. Desta forma, uma convolucao unidimensional é realizada ao longo de um dado paralelo,
utilizando a técnica de 1D FFT, que atravessa os respectivos meridianos e estende-se para toda

a drea de trabalho.

A convolugao é uma integral que quantifica a superposi¢ao de uma determinada fungao,
apos ser revertida e deslocada sobre uma outra funcao. O processo de convolucao, portanto,
“mescla” matematicamente a primeira funcao com uma outra. Para o cédlculo da 1D FFT, a
fungao de Stokes ¢é reformulada em termos das respectivas diferengas em longitude A\, entre os
respectivos pontos de cédlculo e de integracao numérica. A Eq. (1.11) pode ser utilizada para
a avaliacao das ondulagoes geoidais ao longo de um paralelo fixo ¢. A convolugao dos dados
gravimétricos Ag (A) com a func@o de Stokes S (AN) é expressa pela equagao (Haaamans et al.,

1993; SmerIis & SHE, 1995)

Pm
Noien () = Ag (1) cos (6) £ 5 (A1) = “LZ2FT 4 S B {Ag (3 coss) x Fi {5 (AN} ¢
#1

(1.12)
onde o simbolo * representa o operador convolucao, F; é o operador transformada de Fourier
discreta 1D, e F' é a transformada inversa. O erro de truncamento na férmula de Stokes ndo
é considerado aqui, porque ele é comum a ambos os métodos, classico e 1D FFT, da mesma

maneira que sao os termos Nyiodelo (95 A) € NEgeito (0, A) , na Eq. (1.7).
1.6 Estrutura do Trabalho
Esta Tese se encontra organizada da seguinte maneira:

O Capitulo 1 apresenta os objetivos e a motivagao para o emprego das estruturas de Voronoi
e Delaunay em Geodésia Fisica, bem como a metodologia para a elaboracao do trabalho. Sao
introduzidos alguns conceitos matematicos bésicos, assim como sao descritos os principais méto-

dos de determinacao geoidal, utilizados para as comparagoes com os métodos propostos.

O Capitulo 2 apresenta os fundamentos tedricos necessarios para a aplicagao da técnica de
Stokes visando a determinacgao gravimétrica do gedide. Sao introduzidos os conceitos fisicos e
matemadticos mais importantes, a partir da definicao do campo da gravidade terrestre. Este
capitulo expoe desde os desenvolvimentos do geopotencial e do esferopotencial em harmoénicos

esféricos, até a apresentacao da teoria de Stokes.



O Capitulo 3 introduz o conceito de Sistema Geodésico de Referéncia e seus pardmetros
definidores. Sao discutidos alguns dos métodos mais atualizados para a definicao do campo da
gravidade terrestre com o apoio da Geodésia Espacial. Neste capitulo sao também estudados

os principais tipos de altitudes cientificas.

Ambos os Capitulos 2 e 3 apresentam as referéncias bibliogréficas bésicas, pesquisadas para
a elaboracao deste trabalho. No Capitulo 4 sao discutidos os principais métodos de reducao de

valores da gravidade, utilizados em Geodésia Fisica e em Geofisica.

O Capitulo 5 apresenta os conceitos que envolvem os métodos de particao espacial através
dos diagramas de Voronoi e Delaunay, e descreve os algoritmos de implementacao para a sua
aplicagao em determinacao geoidal. Neste capitulo sao também discutidas as técnicas mais em-
pregadas para interpolacao e geragao de dados regularmente distribuidos. Ambos os Capitulos

4 e 5 incluem uma pesquisa bibliografica mais direcionada para o tema da Tese.

O Capitulo 6 apresenta os resultados da aplicacao dos diagramas de Voronoi e Delaunay
aos dados gravimétricos nas dreas do Municipio do Rio de Janeiro e Resende, e discute uma
comparacao com a técnica cldssica de integracio numérica ponto a ponto. E também investigada
uma confrontagdo com a técnica de 1D FFT, e com dados de rastreamento de GPS sobre

referéncias de nivel, no Municipio do Rio de Janeiro.

No Capitulo 7 sao apresentadas as conclusoes e consideracoes finais sobre o trabalho, indi-

cando os objetivos alcancados nesta pesquisa, bem com as perspectivas de novas aplicacoes.

Por tltimo, o Anexo A inclui um trabalho de utilizagao das técnicas de Voronoi e Delau-
nay, aplicadas na drea do Estado do Rio de Janeiro. O texto (em inglés) foi submetido ao
periédico “Studia Geophysica and Geodactica”, onde sao apresentados alguns aprimoramentos

e atualizacoes do uso destas técnicas.
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CAPITULO 2

CAMPO DA GRAVIDADE DA TERRA

2.1 Campo da Gravidade Terrestre

A forca gravitacional 7 devida & atracao reciproca entre a Terra e os demais corpos, e
a forga centrifuga ¢ originada pelo seu movimento de rotacdo (Fig. 2.1), criam um campo
vetorial conhecido como campo da gravidade terrestre. A sua direcao é dada pelo fio de prumo—
chamada wvertical do lugar, e o seu médulo é a intensidade do campo no ponto considerado. O
corpo sob a acao deste campo adquire uma aceleracao chamada aceleracao da gravidade, ou
simplesmente gravidade. Da mesma forma que as forcas que originaram esse campo, a gravidade

pode ser decomposta nas parcelas gravitacional e centrifuga.

Sendo o campo da gravidade terrestre conservativo, ele é dotado de potencial escalar, por-

tanto, o vetor gravidade ¢ pode ser expresso por
g = grad W = grad V + grad Q, (2.1)

onde W é uma funcao escalar chamada potencial da gravidade. Os termos V e () representam,
respectivamente, o potencial gravitacional e o potencial centrifugo (HeskANEN & Moritz, 1967).
O operador grad denota as derivadas parciais de 1* ordem do potencial segundo as direcoes
cartesianas, por esta razao, um campo conservativo é também chamado campo gradiente ou

campo potencial.

A unidade da aceleragao da gravidade no sistema SI ¢ o m s™2. Porém, é comum utilizar-se
a unidade no sistema CGS, o gal, cuja abreviatura é Gal em homenagem a Galileo Galilei. A

2

equivaléncia entre essas unidades ¢ 1 gal (Gal) = 1 cm s72 = 1072 m s 2, ou ainda, 1 miligal

(mGal) = 107> m s72.

As projecoes cartesianas do vetor ¢ sdo iguais as derivadas do potencial da gravidade W,

assim,
_ 9w
g:lf - (993’
ow
= —; 2.2
gy ay’ ( )
_aw
9. = G
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é
O potencial gravitacional V & obtido conhecendo-se o vetor f, forca de atracao universal
de Newton. Considerando-se a interagao entre duas particulas de massas m; e mo, separados

é
pela distancia [, a intensidade de f ¢ igual a

(2.3)

e a sua direcao é dada pela reta que as une. A constante gravitacional G tem o valor 6, 67428 +
0,00067 x 107 m3 kg=! s72, em unidades do SI, conforme definido pelo “Committee on Data
for Science and Technology—CODATA” (Copata, 2007). O desvio padrdao em G corresponde
a incerteza relativa de 1,0 x 1074 ou 100 ppm, que é uma grande inacuricia, considerando-se

a importéancia desta constante fisica (Hormann-WEeLLENHOF & Moritz, 2005).

— —
A Fig. 2.1 (a) ilustra as componentes cartesianas de f, assim como o vetor posi¢ao [ .

H
Coincidindo-se a origem do sistema cartesiano O com o centro da Terra—geocentro, o vetor [

~ - = .
pode ser expresso em fungao dos versores i, j e k, ou seja,

—

— — —
l=xi +yj +2Fk. (2.4)

e~
-~
-

-

@ (®)

Fig. 2.1—Componentes gravitacional (a) e centrifuga (b) do campo da gravidade terrestre em um ponto P.

Por simplicidade, podemos atribuir o valor de uma das massas m; ou my igual & unidade,
H
e considerar apenas o valor da massa atrativa M, neste caso, a prépria Terra. Entao, f é

expressa por

(2.5)
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cujas componentes cartesianas sao iguais a

— Mx—
fao = _Gl_3 [
— My—
— Mz—
_)
O médulo de [ é dado por
1
[ = (332 + 2 + ,22) 2, (2.7)
Considerando um sistema de n corpos atrativos de massas my, mo, ..., my,, a forca 7 equiv-
ale & soma das contribuigoes individuais dos pontos, assim,
n i=1 (2

No caso de uma distribui¢ao continua de elementos de massa dm em um dado volume v, a Eq.

(2.8) fica
7=—GAU%¥T. (2.9)

2.2 Geopotencial

O potencial gravitacional V' serd dado por

ﬁ
que possui a vantagem de substituir as trés componentes da parcela gravitacional f por um
unico valor escalar. De forma andloga, considerando uma distribui¢ao continua de elementos

de massa dM em um volume v, o potencial gravitacional fica

rafffA )

dM = pdv, (2.12)

Sabendo-se que

onde p representa a densidade do corpo, o potencial gravitacional pode ser expresso por
dv
V:qﬂy%ﬁ (2.13)
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Da mesma forma, o potencial centrifugo @) é obtido a partir da parcela centrifuga ¢. O
movimento de rotacao da Terra da origem a uma forca centrifuga, contrapondo-se a forga
atrativa. Pela lei de Newton, ela é igual ao produto da massa do corpo m, pela sua aceleracao

. _ . ~
tangencial o .. Assim, temos as relacoes,

— 2 . — 2
d 1 do\° 1

?:mCWC:mCU—L Me as —L:mc e — T =muw’T, (2.14)
dt) rr dt r2

onde v é a velocidade tangencial, w é a velocidade angular da Terra, e 7 é o vetor unitario que

aponta na diregao radial ao seu eixo de rotagao (Fig. 2.1 (b)). Sabendo-se que
—
7:x7+y7+zk = (z,9,0), (2.15)
a distancia euclidiana ao eixo de rotacao ¢ dada por

r=(2® + y2)l/2. (2.16)

Considerando a massa m, igual & unidade, o potencial centrifugo fica

Q= /cdr—w—: 2(1: + ). (2.17)

Finalmente, o potencial da gravidade W é obtido tomando-se as Eqs. (2.13) e (2.17), que

W:V+Q:G///pgﬂ+w;(x2+y2). (2.18)

fornecem

Reescrevendo a Eq. (2.2), a gravidade ¢’ assume a forma

oW — 8W—> oW — — — -
g—gTadW—axZ—Fay 82k x"‘?y‘i‘?z:_g:cl_gy] _gzka (2'19)
onde
ow
% - _fx+cxa
ow
_8y = _fy+cy; (220)
ow
5~

As componentes do potencial centrifugo sao dadas por

G = W
¢y = Wy (2.21)
c, = 0,



e as do potencial gravitacional sao

o (1/l) x

oV o (1/1) B ‘

oy GM oy =-GM 13 = —fy; (2.22)
o a1/l B L

5 = GM 5 GMZ_3 =—f..

. . . —_ . .
Assim, obtemos as componentes cartesianas do campo da gravidade ¢, iguais a

Jr = GMZ_3 — wix;

gy = GMl—3—w2y; (2.23)

2.3 Equacao de Laplace

As derivadas parciais de 2% ordem do potencial gravitacional V' (Eq. (2.22)) s@o iguais a

0*V Ofs 0 x 1 3a?

1 e e GM(JS_ZT)’

PV af, dy 1 3y°\

o = 9= on (5= ) 22
PV of. 0 2 1 322

o az——GMw—GM(rs—zT)’

cuja soma dos trés termos é nula, isto é,

2 2 2
Ay =2V OV OV, (2.25)

A Eq. (2.25) é denominada equagao diferencial de Laplace—em homenagem a Pierre Simon
Laplace, onde o simbolo A é o operador de Laplace ou operador laplaciano da fungao, quando
esta admite derivadas continuas até a 2% ordem (Heiskanen & Morirz, 1967). Temos, ainda,
a correspondéncia A =grad? = V2 cujo sfmbolo V representa um vetor diferencial chamado

operador gradiente ou operador nabla. No sistema cartesiano, o operador nabla é definido por

07,925, %% (2.26)

V=
o Tayd Tz

Funcoes que tém a propriedade de satisfazer & equacao de Laplace em todos os pontos, em
uma determinada regiao do espago, sdo chamadas fun¢ées harmonicas (HormaNN-WELLENHOF &

Moritz, 2005). Assim, o potencial de gravitacao V' é uma fungao harmonica na regiao do espago
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onde uma particula, ou um sistema de particulas, nao coincide com o ponto sob consideracao.
No caso de coincidéncia, a distancia [ = 0 e, portanto, a fungao 1/l nao é definida. Para pontos

exteriores as massas, obviamente a funcao 1// também ¢é harmoénica, pois A (1/1) = 0.

A série harmonica recebe esta designacao devido & semelhanga com a proporcionalidade dos
comprimentos de onda de uma corda vibrante. De forma geral, a série harmoénica é um conjunto
de ondas resultante da vibracao de algum tipo de oscilador harmoénico. Ela é composta por
uma frequéncia fundamental—a frequéncia mais baixa e mais forte da série—e de seus muiltiplos
inteiros chamados harménicos. Se, por exemplo, a frequéncia fundamental possui valor igual a

f, os harmoénicos possuem os valores 2f, 3f, 4f, ..., respectivamente.
2.4 Equacao de Poisson

O potencial gravitacional em um ponto interior as massas ndo é uma funcao harmonica,
tendo em vista as descontinuidades nas suas derivadas parciais de 2* ordem. Para algum ponto
interior, o valor de 1/l nao se aplica, e o potencial gravitacional varia em cada elemento de

massa. Neste caso, nao é funcao harmonica pois nao obedece & equagao de Laplace.

Considerando uma esfera de raio R e densidade constante p, um ponto que dista [ do seu

centro, tal que [ < R, possui potencial gravitacional igual a
2 2 g2
V= 2nGp (3R*—1%). (2.27)

O laplaciano de V' serd

o’V 9}V 9PV —4nGp
Vv 57 + Iy + 9.2 3( 3 > wGp, (2.28)

que é chamada equacgao diferencial de Poisson—nome em homenagem a Siméon-Denis Poisson

(HeiskaNeN & Moritz, 1967).

O laplaciano do potencial centrifugo @ (Eq. (2.17)) ¢ igual a
AQ = — 4+ — = 2w, (2.29)
portanto, o laplaciano do potencial de gravidade W, no interior das massas serd

AW = AV + AQ = —4nGp + 22, (2.30)
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chamada equagao diferencial generalizada de Poisson (HeiskaNEN & Morirz, 1967). Na super-

ficie da esfera, os pontos estao sujeitos a agao da forga centrifuga, entao, temos que
AW = 2w, (2.31)

que é conhecida por equagdo diferencial generalizada de Laplace (Torce, 1980). No espago

exterior & esfera terrestre, incluindo a camada atmosférica, os pontos se encontram também
sujeitos a agao da forca centrifuga, como é o caso dos avioes, por exemplo. Neste caso, a Eq.

(2.31) também é vilida.
2.5 Harmoénicos Esféricos e Fungoes de Legendre

A equacao de Laplace pode ser reescrita em coordenadas esféricas, sendo de particular
interesse na Geodésia, pois conduz & mais importante das funcoes harmonicas—os harmonicos
esféricos. Considerando-se a Fig. 2.1 (b), cuja origem do sistema cartesiano coincide com o
centro de massa da Terra, pode-se adotar as coordenadas esféricas (7,0, \), no qual r é o raio
terrestre, e 6 e A sdo, respectivamente, co-latitude (o complemento da latitude) e longitude

geocéntricas (0 <0 <m; 0 <\ < 2m).

A correspondéncia entre os dois sistemas é

xr = rsenfcos\;
y = rsenfsen); (2.32)
z = rcosb,

e, inversamente,

ro= (2?4 y*+ )Y

1
2 2\ 3
§ = arctan_ = arctan M; (2.33)
z z
A = arctan 2
x
O elemento de arco ds é dado por
ds* = dz® + dy* + d2°, (2.34)

e as diferenciais dx, dy e dz, com relagao as coordenadas esféricas r,0 e \, serao

dxr = senfsen\dr + r cos #sen\df + rsenf) cos Ad\;
dy = senfcosAdr + r cosfcosAdf — rsenfsen\dA; (2.35)
dz = cosfdr — rsenfdf.
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Elevando ao quadrado e substituindo na Eq. (2.34), obtemos
ds® = dr® 4+ r*df* + r’sen®0 d\?, (2.36)

que nos permite expressar o laplaciano de V' em coordenadas esféricas, ou seja (HEISKANEN &
Moritz, 1967),
, O*V oV 9*V oV 1 0*V
—+2—+ + cotl — + —— =0. 2.37
or? or | 00 90 ' sen20 9N* (2.37)
As solugobes para esta equagao sao chamadas harmoénicos esféricos, que podem ser resolvidos

por separacao das varidveis r,6 e A em dois grupos—um em 7, e outro em ¢ e A\. Entao, o

potencial V (r, 0, \) é substituido pelo produto (Heiskanex & Moritz, 1967)

V(r,0,\) = f(r)S(6,\), (2.38)
cujas solugoes assumem a forma
fry=r" e f(r)= Tn1+1' (2.39)
Assim,
Vo= r"S,(0,)\), eV= %, ou (2.40)
vV = ir"Sn(H, A,eV = N SZinglA),
n=0 n=0

sao solugoes da equagao de Laplace, e sao chamados harmonicos esféricos sélidos de grau n,

onden =0,1,2,....

Os termos S,,(0, A) s@o chamados harmaénicos esféricos de superficie de grau n, e podem ser

resolvidos separando-se as varidveis 6 e A\. Assim (Herskanen & Moritz, 1967),
$u(6,) = g(O)h(), (2.41)
cujas solugoes sao do tipo

g(0) = Puyu(cosh), e (2.42)
h(A) = cosmA, e h(\) = senm\.

Temos, entao, que

Sn(0,A) = Pun(cosf)cosmA, e S,(0,\) = P,,(cosf)senmA, ou (2.43)

n

Sn(0,\) = Z [(Chm cosmA + SpmsenmA) Py, (cos6)],

m=0
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onde C),, € Sy, sdo constantes arbitrarias, tal que a ordem m < n, e P,,, (cosf) sdo as fungdes

associadas de Legendre—devido a Adrien-Marie Le Gendre.

As fungoes de Legendre solucionam o termo da varidvel 6 nos harmoénicos esféricos de su-

perficie de Laplace, e sao definidas pela expressao (Hormann-WEeLLENHOF & Moritz, 2005)

onde r é o maior inteiro < (n—m) /2, isto &, r = (n—m) /2, our = (n—m—1)/2. A
Eq.(2.44) é conhecida como férmula de Ferres, que é uma forma conveniente para uso em

computador.

De acordo com os valores assumidos para o grau n e ordem m, os harmonicos esféricos de
superficie recebem diferentes denominacoes, dependendo de suas representacoes geométricas na
esfera. Quando m = 0, as fungbes de Legendre degeneram em P, (cosf), e sao denominadas
polinémios de Legendre de grau n (convencionais). Como n@o possuem termos em A\, elas di-
videm a esfera em zonas alternadamente positivas e negativas, ao longo dos paralelos, e, por
esta razao, sao chamados harmonicos zonais (Fig. 2.2 (a)). No caso de n # m, a esfera é divi-
dida em compartimentos alternadamente positivos e negativos, cuja representacao geométrica
¢ semelhante a um tabuleiro de xadrez. Neste caso, sdo chamados harmoénicos tesserais (Figs.
2.2 (b) e (d)). O termo ¢ derivado da palavra grega “tesseres” que significa quatro em inglés.
Quando n = m, a esfera fica dividida em setores que se alternam positiva e negativamente ao

longo dos meridianos, por isso, sdo chamados harmonicos setoriais (Fig. 2.2 (c)).
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(© (d)

Fig. 2.2—FExemplos de representagao de harmonicos esféricos de superficie, mostrando os harmonicos zonais

(a), tesserais (b e d), e setoriais (c). As fungdes Py, (cosf)) se anulam ao longo de m meridianos e . — m

paralelos, e alternam o sinal ao cruzarem essas linhas.

A Fig. 2.3 resulta de um aplicativo interativo (vide “site” em Iccem, 2008a), e mostra
um interessante exemplo de visualizacao dos harmonicos esféricos de superficie. Ela apresenta
o relevo tridimensional da fun¢ao Pss (cosf), com os respectivos compartimentos positivos e

negativos dos harmonicos tesserais—vide esquema na Fig. 2.2 (d).
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Fig. 2.3—Visualizacdo da topografia em 3-D dos harmoénicos tesserais da funcdo Py (cos@).

Em suma, as Eqgs. (2.40) e (2.43) fornecem as expansdes em harmonicos esféricos sélidos,

como solugoes gerais para a equagao de Laplace AV = 0. Assim (Heiskanen & Moritz, 1967;

Torge, 2001),

(r,0,\) Zr” Crum cosmA + Spmsenm) P, (cos )], (2.45)
n=0 m= 0

que é a expansao para o potencial V', harmonico no interior da esfera—por exemplo, no caso

de uma esfera 6ca—e

Ve(r,0,\) f:

:O m=0

Crim cosmA + Spmsenm) Py, (cos 0)] (2.46)

para o potencial V', harmoénico no espago exterior a esfera—caso do potencial gravitacional da

Terra.
Coeficientes Plenamente Normalizados

Os coeficientes C,,,, € Sy, das séries harmonicas podem ser determinados utilizando-se as

chamadas relagoes de ortogonalidade, que estabelecem que a integral sobre a esfera, do produto
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de duas fungdes ortogonais distintas é igual a zero (Hormann-WEeLLENHOF & MoriTz, 2005).

Assim, os coeficientes harmoénicos sao dados por

Cho — 2”“/ £(8,)) P, (cos ) do

2n+1(n—m
= 24
Crm 27 (nsm) //f (0, \) Po(cosf) cosmAdo, e (2.47)
2 1
Spm = nt _m //f (0, \) P (cos@)senmAdo, se m # 0.
27 (n+m)

Uma forma conveniente de se expressar os coeficientes harmonicos é através da normalizacao,
onde as fungdes P, (cosf) sdao substituidas por P,,, (cos#)—chamadas fun¢des de Legendre
plenamente normalizadas®. A normalizacao também tem o conveniente de reduzir a ordem de
grandeza dos coeficientes harmonicos. Se, por exemplo, n = m = 10, os valores envolvidos

serao da ordem de 108. Assim,

P (cosf) = V2n+1 P, (cosh); (2.48)

— B (n—m)!
Pom (cos@) = 4/2(2n+1) T m)

P (cosB), se m # 0.

Com a aplicacdo dos harmonicos plenamente normalizados, a expansao da Eq. (2.46) toma

a forma

1 _ _
(r,0,\) ZMH Cm cOSTMN + Snmsenm)\) P (cos 6)} , (2.49)

onde C,,,, € Sy, 50 0s coeficientes plenamente normalizados, dados por,

Un[) _ CnO

Cnm; (2.50)

Problemas de Valor de Contorno da Teoria do Potencial

1O termo “plenamente normalizado” é utilizado para diferenciar dos “harménicos esféricos normalizados”,
empregados impropriamente para outras fungoes. Porém, teoricamente, “plenamente normalizado” é simples-

mente “normalizado”, no sentido das fungGes reais.

22



Existem trés tipos de problemas do valor de contorno em Fisica Matematica—e, em especial,
na Teoria do Potencial. As suas solugoes nos permitem determinar a superficie do gedide,
conhecendo-se o campo da gravidade terrestre. O primeiro destes problemas é o de Dirichlet—
devido a Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet, que investiga uma funcao harmoénica no
interior de uma dada superficie suave ou no espaco exterior a ela, a partir dos valores que

ela assume no contorno da superficie.

Considerando o caso de uma superficie esférica, em Geodésia nos interessam apenas os
valores que a funcao assume no espaco exterior. O problema de Dirichlet, o mais simples dos
trés problemas, determina a func¢ao V' (r, 0, A) , harmonica no espago exterior a esfera em fungao

dos valores T assumidos em sua superficie. Formalmente, temos
V(r,0,\) =T, parar =71., 0<0<m, e0 <)< 2, (2.51)

onde a equagao de Laplace é vdlida na regiao exterior, sendo r. o raio da esfera. Obviamente,

que se r — 00, a func¢do V (r,0,\) — 0.

Em Geodésia Fisica, a integral de Poisson é apresentada como solucao explicita para o
problema de Dirichlet na regiao exterior a esfera (HormanN-WEeLLENHOF & Moritz, 2005). Em
aplicagoes na drea de engenharia, sao propostas solugoes numéricas—como os métodos das
diferencgas finitas e o de Monte Carlo, para o problema de Dirichlet. Como um exemplo, SADIKU
& Hunt (1992) investigam situagoes envolvendo problemas de contorno de Dirichlet, onde sao

apresentadas solugoes numéricas em problemas de teoria do potencial.

O segundo problema de valor de contorno é o problema de Neumann—em homenagem a
Carl Gottfried Neumann. Neste caso, sao conhecidos apenas os valores que a derivada normal
da func@o harmonica 0V (1,0, \) /On assume na superficie dada. Considerando o caso exterior

a esfera, temos que

- —
VV(r,0,\) -1 (r,0,\) =g (r,0,\), (2.52)

, — P N
onde o simbolo - representa o produto escalar entre vetores, m (r,0,\) é o vetor normal &
superficie da esfera, e g (r,0,\) é o valor da derivada de V na dire¢do normal a superficie.

Também, neste caso, quando r — oo, entdo V (r,0,\) — 0 (CuNpERLIK et al., 2002).

Como exemplos de solugao para o problema de contorno de Neumann, em Karsanis (1968)
é apresentada uma solucao numeérica para aplicagoes em escoamento de fluidos. Por outro

lado, Sapiku & Gu (1996) investigam o uso de uma técnica probabilistica, baseada no método
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de Monte Carlo, que pode ser utilizada como solucao de contorno para problemas de campos

eletromagnéticos.

O terceiro tipo de problema de valor de contorno é uma combinacao dos demais, e é devido
a David Hilbert. Nesta situacao, os valores T resultantes da combinacao linear de uma func¢ao
harménica V (7,60, A) com a sua derivada normal 9V (r, 60, \) /On, sdo conhecidos na superficie.

Este problema pode ser formalizado através da expressao
ki [V (r,0,\)] 4+ ko [OV (r,0,X) JOn] =T, (2.53)

onde ki e ko sao coeficientes lineares.

Este é um problema fundamental na Geodésia Fisica, pois a anomalia da gravidade obser-
vada na superficie terrestre € uma combinacao linear do potencial anémalo com a sua derivada
normal (Item 2.14). A soluc@o deste problema na Geodésia Fisica é obtida através da integral
de Stokes, utilizada para a determinacao da superficie do gedide, conhecendo-se os valores da

gravidade em seu contorno.

Como a funcdo V (7,0, ) é harmonica nos casos acima, ao se considerar uma superficie
limitante esférica, as solugoes dos trés problemas podem ser obtidas através de sua expansao

em série de harmonicos esféricos solidos (Eq. (2.40)).

2.6 Superficies Equipotenciais

Supertficie equipotencial é o lugar geométrico dos pontos que possuem valor de potencial
escalar constante. Assim, elas podem ser usadas para visualizacao de uma funcgao potencial
escalar n-dimensional. As linhas de um determinado campo vetorial, que associa a cada ponto
do espaco uma grandeza vetorial—por exemplo, campo elétrico, magnético, gravitacional, etc.—
sao sempre normais & superficie equipotencial, e sao dirigidas das superficies de menor valor

de potencial para as de maior valor.

As superficies equipotenciais do campo da gravidade terrestre sdo denominadas superficies

geopotenciais, superficies de nivel ou geopes, e sao definidas por (Bomrorp, 1977)
W (z,y, z) = constante. (2.54)
Portanto, numa superficie geopotencial, o valor do potencial é constante e perpendicular a ela.
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Considerando um deslocamento elementar de distancia no espaco 3D, isto é,
H
dl = (dz,dy,dz), (2.55)

a diferenca de potencial correspondente dWW, entre duas superficies geopotenciais, é expressa

pela diferencial total de W (x,y, z). Assim,

i =Wt W W S
ox dy 0z

— —
[ l

=G -d =gdlcos(q.d

). (2.56)

- o . — A — - .
Se o deslocamento d [ for na direcao perpendicular ao vetor ¢, o angulo entre ¢ e d [ ¢é igual
a 90°, portanto,

) =0, (2.57)

dW = 0 = W = constante. (2.58)

R
Se este deslocamento for paralelo e em sentido oposto a ¢, o 4ngulo entre ¢ e d [ & igual

a 180°, portanto,

cos( g, dT) =-1, (2.59)
assim
dW = gdl cos (180°) = —gdl, (2.60)
ou,
g= —‘Z—IAZ/. (2.61)

A Eq. (2.61) mostra que (a) a gravidade representa o gradiente vertical negativo do potencial
da gravidade, e (b) que as superficies geopotenciais se aproximam a medida em que a gravidade

aumenta.

O campo da gravidade terrestre é conservativo—nele vale o principio da conservacao de
energia. Assim, todo o trabalho realizado por uma particula ao se deslocar no campo da
gravidade terrestre, resulta apenas da transformagao de energia cinética em potencial, e vice-
versa. Portanto, as diferenciais dIW nao dependem do caminho de integracao, mas, somente,

da distancia entre as superficies geopotenciais que contém os extremos do caminho.

Na Fig. 2.4 estao exibidas as linhas de forca do campo da gravidade, intersectando as

respectivas superficies geopotenciais. A linha de for¢a que passa por um dado ponto P é
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também chamada linha de prumo, uma vez que a sua direcao coincide com a direcao do fio de
prumo (“plumb line”). A dire¢ao normal a superficie geopotencial em P, no caso, a superficie
Wy, é conhecida como wertical do lugar, e a sua direcao é definida pelo fio de prumo. Os
instrumentos que utilizam o fio de prumo ou os niveis de boélha, ficam orientados no plano

tangente & superficie geopotencial apds a operacao de nivelamento.

As linhas de prumo sao normais as superficies geopotenciais. Porém, devido & distribuicao
nao homogénea das massas na Terra e do seu achatamento polar, elas sao “contorcidas” para
manter a ortogonalidade as superficies geopotenciais, e, desta forma, nado sao retilineas. Obvia-
mente, se a Terra fosse esférica, estdtica e de densidade homogénea, as linhas de prumo seriam
retilineas e radiais ao seu centro de massa. A linha de prumo pode ser definida como a curva
cujo elemento vetorial tem a diregdo do vetor gravidade (HormanN-WELLENHOF & MoRITz,
2005). Finalmente, a mais relevante de todas as superficies geopotenciais—objeto principal de
estudo na Geodésia Fisica—¢é o gedide, descrito no préximo Item.

Superficies de nivel Vertical do lugar

Geodide
w=Ww,

Linhas de forga

Fig. 2.4—Superficies geopotenciais e linhas de for¢a. O vetor gravidade ?} é tangente a linha de forca que

passa pelo ponto P e define a vertical do lugar.

2.7 Gedide

O gedide & uma superficie equipotencial do campo da gravidade terrestre, coincidente com

a superficie imperturbada do mar, e que se prolonga por sob os continentes, de modo tal que
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a vertical lhe é perpendicular em todos os seus pontos (Bomrorp, 1977; RikiTakE,1987). Ele é
internacionalmente aceito como a figura aproximada da forma da Terra “real”. Assim, é a mais
importante das superficies geopotenciais, sendo considerado o geope fundamental. O potencial
da gravidade no gedide é

W(x,y,z) =W,. (2.62)

Ele pode ser visualizado como aproximadamente coincidente com o nivel médio dos mares—
NMM. O gedide pode ser ainda conjecturado como uma superficie de equilibrio, na qual toda a
massa continental foi “condensada”, ou “derretida”, ou “liquefeita” na sua superficie (Bomrorp,
1977; Torce, 1980). Como resultado da distribuigdo ndo homogénea das massas da Terra, o
gedide possui ondulagoes que refletem esta distribuicao irregular. A superficie imperturbada
do mar pode ser concebida como uma matéria homogénea que estd sujeita a acao dos campos
gravitacional e centrifugo. Assim, ela atinge um estado de equilibrio de modo que pode ser

considerada uma superficie equipotencial.

O relevo da superficie do mar pode ser instantdneo—que ocorre no momento da observacao,
ou médio—obtido através de registros do seu nivel apds uma série temporal de medicoes, nor-
malmente com periodo > 1 ano. Neste caso, as variagoes periédicas sao minimizadas, e o valor
médio é assumido (ToraE, 1980). Essas variagoes periédicas podem ser de vdrias naturezas,
como, por exemplo, a oceanografica—tais como correntes, marés devidas as profundidades di-
versas das dguas, represamento dos continentes, densidade, salinidade, pressao, e degelo glacial,
entre outros; a meteorolégica—tais como pressao, temperatura, e ventos; e a dindmica—como,

por exemplo, os deslocamentos tectonicos, dentre outras.

Apesar do NMM ser a melhor representacao da superficie geoidal, a sua topografia apresenta
afastamentos de até 1,5 m em relacao ao gedide. Estes desvios podem gerar diferencas desta
mesma ordem entre referenciais altimétricos internacionais. Apesar da superficie do gedide ser
considerada, para efeitos praticos, como continua e suave, ela nao é representdvel analiticamente
devido ao desconhecimento da distribuicao e dos valores de densidade da massa terrestre. As
variacoes na densidade também implicam em variagoes na superficie geoidal. Entao, como nao
pode ser descrito matematicamente, o geéide nao é utilizado como referencial planimétrico. No
entanto, é ideal como referencial altimétrico, por se tratar de uma superficie de nivel do campo
da gravidade terrestre. Assim, ele é utilizado para representacao da topografia—terrestre e

maritima.
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Através das operagoes de nivelamento geométrico e gravimetria (Item 3.10), as distanci-
as verticais entre o relevo e o NMM sao determinadas. O processo consiste na propagacao
de um ponto estabelecido na costa litoranea—chamado datum altimétrico, para o continente
e ilhas. Desta forma, o gedide passa a ser “visualizado” no continente com o auxilio das
Referéncias de Nivel—RRNN. Por fim, é realizado um ajustamento matematico que envolve os
valores de desniveis entre as RRNN e os dados gravimétricos, para a determinacao das altitudes
ortométricas (Item 3.7). Sendo assim, o gedide é o referencial de altitudes empregado em
inimeras atividades cientificas, tais como Engenharia, Geofisica, Cartografia, Hidrologia, Meio

Ambiente, Planejamento Territorial, dentre outras.

A Fig. 2.5 apresenta uma “visualizacao” do gedide, obtida através de um aplicativo intera-
tivo (vide “site” em Iccem, 2008b), que mostra as ondulagoes geoidais de uma parte do globo
terrestre. Nela, estao indicadas as diferencas verticais entre a superficie do modelo geoidal
Eigen-GL04C, e a superficie do elipséide de referéncia—tomado como subtraendo para o mo-
delo. A amplitude méxima das ondulacoes geoidais em toda a Terra é da ordem de 200 m
(modelo EIGEN-GLO04C para o elipséide WGS-84), cujo valor minimo ocorre ao sul da India
(~ —110 m), e o méximo em Papua Nova Guiné/parte da Indonésia (=~ 88 m). Com o objetivo
de ressaltar as diferencas, as ondulacgoes na Fig. 2.5 possuem um “exagero” em escala da ordem

de 5000—isto é, cada 1 m de ondulagao equivale a 5 km em altitude.
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Light nem-Frame

Fig. 2.5—Ondulacdes do gedide, mostrando a América do Sul, Africa e Europa. As linhas em preto demarcam

os continentes e ilhas, e as verdes indicam os limites das provincias tectonicas.

2.8 Equacao de Bruns

A distribuicdo nao homogénea da massa terrestre e o movimento de rotacao da Terra sao
fatores dindmicos que influenciam a geometria das superficies geopotenciais e linhas de prumo
(HeiskaneN & Moritz, 1967). Este fato é constatado ao se verificar a variacdo da gravidade na
superficie terrestre. Isto levou o pesquisador alemao Ernst Heinrich Bruns, em 1878, a desen-
volver uma relacao vinculando os dois conceitos—geométrico e dindmico, isto é, a curvatura
das superficies geopotenciais e a gravidade. Esta relacao é conhecida como a equac¢ao de Bruns,

e permite o cdlculo do gradiente vertical da gravidade em um ponto dado.
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Fazendo d | = dH na Eq. (2.61), obtém-se

92_8_H’

(2.63)

onde H ¢é o deslocamento vertical. Assumindo um sistema de coordenadas com origem no ponto

P (Fig. 2.6), a curvatura k, da superficie cujo potencial & Wp, em relagao ao plano X7 (caso

geral de uma curva plana), é dada por (Herskanen & Moritz, 1967)

1 d?z/dx?
oo— b z/dx

o |1+ (dz/dx)ﬂ 52

onde pp € o raio de curvatura em P.

-
y

Linha de
prumo

Superficie
geopotencial

W= Wwp

Vg

Fig. 2.6—Curvatura da superficie geopotencial W = W p no plano X Z.

(2.64)

Normalmente, em aplicagoes tao comuns nas dreas de Fisica e Engenharia—tais como fluxo

de fluidos, estudo de vibracoes actsticas, curvatura de feixes luminosos, etc.—admite-se que a

inclinacao da superficie em relacao a unidade é muito pequena. Assim, sao validas as aproxi-

magoes,
dz
dx
d*z
dx?

Q
L

Q
=
8

A diferencial do potencial Wp(z,y, z) em relagdo a x ¢ igual a

OWP dx aWp dy 8Wp dz aWp 8Wp dz

8x%+ y %—i_ 0z dx Oz 0z dr
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Considerando que y = 0 e z = f (z), a diferencial total é

—0. (2.67)

2 2 2 2
aWp+28Wp%+8Wp % +6Wpﬁ
02 0x0z dx 022 dzx 0z dx?

O termo dz/dx = 0 no ponto P, uma vez que o eixo X é tangente a superficie em P. Adicional-

mente, a gravidade é dada por

oWp
= — 2.68
g 5 (2.68)
entao, pode-se escrever
aQWp dzz
—g—=0 2.69
ou, ainda,
PWp
52 = 9 fe (2.70)
De maneira andloga, é vdlida a seguinte expressao para o plano Y 7,
PWp

Considerando os planos XZ e Y Z, obtemos a curvatura média J de duas se¢oes normais e
perpendiculares entre si, no ponto P, que é dada pela média aritmética de ambas as curvaturas.

Assim
Koy + Ky

J = 5

(2.72)

cujo sinal é negativo, por convencao, devido a orientagao do eixo Z. Por outro lado, temos

ainda que
82Wp . —89
022 OH'

(2.73)

Finalmente, inserindo esses resultados na equagao generalizada de Poisson (Eq. (2.30)),

obtemos
P*Wp  O*Wp  0*Wp Jg 2
= —929J — -~ = —4 2 2.74
927 + oy + 9.2 gJ 50 TGp + 2w*, (2.74)
ou, ainda
99 _ —2¢J + 47Gp — 2w? (2.75)
OH ’

que é chamada equac¢ao de Bruns, e nos permite calcular o gradiente vertical da gravidade
0g/0H em fungao da curvatura das superficies geopotenciais (HeiskaANEN & Moritz, 1967). O
valor numeérico de dg/0H ~ —0,3086 mGal/m ¢ comumente utilizado no célculo das redugoes

gravimétricas (Item 2.13).
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2.9 Expansao do Geopotencial em Harmoénicos Esféricos

O geopotencial W pode ser decomposto nas parcelas gravitacional V' e centrifuga (), como ja
estudado. O termo centrifugo é descrito através de uma fungao analitica simples (Eq. (2.17)),
que pode ser reescrita em termos das coordenadas esféricas (6,r) com o auxilio da Fig. 2.7,

isto é,
2
w

Q= 77’2sen29. (2.76)

Para se obter a expansdo do potencial gravitacional, considera-se um ponto fixo P (0, \)
exterior & massa terrestre (incluindo a massa atmosférica) onde serd computado o potencial V.
Este é o caso de um satélite artificial em 6rbita, que se constitui em um sensor em movimento

sob a agao do campo gravitacional da Terra (TorcEk, 1980).

Na Fig. 2.7, o ponto P é a projegao de P (6, \) sobre a esfera terrestre, P’ (', \') ¢ o ponto
de massa elementar dM, [ é a distancia euclidiana entre P e P’, e r e r’ sdo os respectivos raios
vetores. Considerando o tridngulo esférico Py P’ Py, a distancia esférica ¢ é dada pela relagao

trigonométrica

cos ) = cos f cos 0’ + senfsend’ cos (A — \') . (2.77)
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Fig. 2.7—Expansdo do geopotencial no ponto P(6, \).

Considerando a Eq. (2.18), a soma das parcelas gravitacional e centrifuga fornece a expressao
)
do geopotencial expandido em harmonicos esféricos,

2

W= Zrnlﬂ : [(Crum cosmA + SpmsenmA) Py (cos0)] + C%r%enz@. (2.78)

Na pratica, a Eq. (2.78) assume um formato adequado a dinamica orbital de satélites, cujos
coeficientes constantes sao determinados a partir de dados gravimétricos terrestres, combinados

com informagao obtida nas missoes espaciais (Item 3.12). Os coeficientes harmonicos plenamente

normalizados sao definidos por

c. - G/// P (cosb) cosm)\dM; (2.79)

2n+1
Terra
3 /// P (cos ) senm)\dM.
2n+1
Terra

Harmoénicos de Graus n < 2
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Os harmonicos esféricos de grau inferior a 2 possuem um significado fisico relevante, pois
relacionam a geometria da Terra com a distribui¢ao interna de massas e o seu movimento de
rotagao. Reescrevendo a Eq. (2.78), membro a membro até o grau n = 2, por meio das fungoes
associadas de Legendre, obtemos a expansao mostrada na Tabela 2.1. Os valores de n e m

correspondem aos respectivos termos da expansao de W.

Tabela 2.1—FExpansao do geopotencial até o grau e ordem 1.

n Termo da expansao de W

m
1
0 0 —C()opoo(COS 9)
T
0

1

1 ﬁcl()PlO(COS 0)
1

11 = [C11P11(cos ) cosA + Sq1Pr1(cosf)sen\|
r

Convertendo as coordenadas esféricas para cartesianas, e substituindo os coeficientes har-
monicos (vide Egs. (2.32) e (2.44)), podemos analisar individualmente os termos desta série

(HeiskaNEN & Moritz, 1967). Assim,

(1) Termo de grau 0 e ordem O:

%CAOQPQO(COS 9) = %G///dM = GTM (280)

Terra

Este é o harmoénico que traduz o potencial produzido por uma esfera de massa homogénea
M e raio 7, com distribuigao radial de densidades em camadas concéntricas. A Eq. (2.80)
representa a 1* aproximacao do geopotencial, supondo que todo o sistema da Terra esteja

concentrado no seu centro de massa.

2) Termos de grau 1 e ordens 0 e 1:

%C’lopw(cos 0) = %G///r’ cosBdM = %G///z'dM,
r r r

Terra Terra
1 1 1
ﬁC'llPH(cos O)cos A = ﬁG///r'sene cos \dM = ﬁG///x'dM, (2.81)
Terra Terra
1 1 , 1 ,
ﬁSllPll(cos O)sen\ = ﬁG r'senfsen \dM = 7"_2G y'dM.
Terra Terra
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Estes harmonicos representam os momentos estdaticos da Terra com relacao aos eixos carte-
sianos. Dividindo-os, respectivamente, pela massa M, obtemos as coordenadas do centro de
massa da Terra, que coincide com a origem do sistema cartesiano, tendo em vista que os satélites
orbitam em torno do centro de gravidade da Terra—ou baricentro. Por esta razao, todos os
termos de grau 1, isto é, Cg, C11 e S11 sao nulos, sendo considerados harmonicos inadmissiveis

ou proibidos (HeiskANEN & Moritz, 1967).

Os termos de grau 2 referem-se ao comportamento da Terra devido ao seu movimento de
rotagao, cujo tnico termo significativo é o de grau 2 e ordem 0. Este zonal é cerca de 1000 vezes
maior que os demais, e representa o maior desvio da simetria esférica da Terra, contribuindo
para um modelo elipsoidal (Torcg, 2001). Os termos de graus superiores a 2 podem ser des-
considerados para grandes distdncias—por exemplo, a distdncia Terra-Lua. Para distancias
planetdrias, é suficiente o primeiro termo da série, GM /r, que representa o potencial devido a
um ponto de massa (Hormann-WEeLLENHOF & Moritz, 2005). Os termos para n > 2 possuem
pequenas amplitudes em relacao aos demais, e refletem as irregularidades na distribuicao de

massas na crosta e manto, porém, sem especial significancia (Bomrorp, 1977).
Modelos de Geopotencial

E importante salientar que a grande motivacio para o desenvolvimento dos modelos geopo-
tenciais é o conhecimento global do campo da gravidade terrestre. Neste Item, estudamos o

aspecto matemaético relativo aos modelos geopotenciais.

Como ja visto (Item 2.1), o potencial da gravidade pode ser decomposto nas componentes
gravitacional e centrifuga. Sabendo-se que o potencial gravitacional é uma fungao harmonica
no espaco exterior as massas, ele pode ser desenvolvido em uma série de harmonicos esféricos,
dada pela equacao,

GM

V(r,0,\) = - {1 + io; <g>n an (Crm cos mA + SymsenmA) P, (cos6) | (2.82)

r m=0
onde 7 é o raio vetor no ponto dado, e o potencial da gravidade terrestre W é dado pela Eq.

(2.78).

Os modelos de geopotencial fornecem os coeficientes harmoénicos plenamente normalizados,
Crm € Snm, que sao geralmente determinados a partir de fontes diversas de dados gravimétricos—

como de satélites, aeronaves, e dados de superficie terrestre e ocednica. Um dos objetivos prin-
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cipais na Geodésia Fisica é o refinamento acurado desses modelos, de forma que os grandes
e médios comprimentos de onda do gedide sejam traduzidos o mais precisamente possivel.
Esse aperfeicoamento, no entanto, pode acarretar uma demanda computacional excessivamente
grande. Como exemplo, para se obter uma resolucao espacial de 1 metro, o modelo geopotencial
deve ser desenvolvido até o grau e ordem = 20.000.000 (Den~ts & Fearuerstong, 2003), o que

atualmente pode se constituir num obstdaculo computacional.

Dentre os vérios modelos de geopotencial derivados desses satélites, pode-se citar o “GRACE
Gravity Model 02—GGMO02”, derivado da missao GRACE, e o EIGEN-GL04C. Este tltimo
¢ uma combinagao de dados das missbes GRACE e LAGEOS (Nasa, 2007a), congregando
informagoes de gravimetria e altimetria de superficie (0, 5°x0, 5°). Como este modelo é completo
até o grau e ordem 360, em termos de harmonicos esféricos, ele possui resolucao geoidal e de
anomalias da gravidade da ordem de 55 km. O mais recente modelo disponivel é o EGM2008,
que é completo até o grau 2.190 e ordem 2.159. Este modelo possui uma resolucao horizontal

de ~ 5/, e tem aproximadamente 4,6 milhdes de coeficientes harmonicos (Paviis et al., 2008).
2.10 Parametros dos Sistemas GRS80 e SIRGAS2000

Assim como o gedide é uma superficie equipotencial do campo da gravidade terrestre, uma
outra figura foi adotada—chamada Terra Normal—representada por um elipséide de revolucao,
cuja superficie é assumida como equipotencial®?. O potencial do campo da gravidade normal U,

z . . . H ,
também chamado esferopotencial, relaciona-se com o vetor gravidade normal ', através de

aU—>_—>
.= (2.83)

— . ~ N , . . s
onde n ¢é o versor da direcao normal a superficie do elipséide em um dado ponto.

A “International Union of Geodesy and Geophysics—IUGG”, na XVII Assembléia Geral
em Camberra, 1979 (Moritz, 1980), recomendou a adoc¢ao do “Geodetic Reference System
1980—GRS80”, baseado na teoria do elipsdide geocéntrico equipotencial ou elipsdide de nivel.
Ele substitui o antigo GRS67, e é empregado como referéncia mundial para aplicacoes em

Geodésia, Astronomia, Geofisica, Navegacao, Hidrografia, Engenharia e Cartografia.

O elipséide de referéncia é adotado, tanto para o uso geométrico, por exemplo, em posi-

20 termo normal se refere & perpendicular ao elipséide de nivel, e é usado para diferenciar do termo vertical,

que denota a vertical do lugar, perpendicular ao gedide.
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cionamento terrestre, quanto dindmico, em aplicagoes gravimétricas, tendo em vista a defini¢ao
do campo de gravidade normal atribuido na sua superficie e no espago exterior (Moritz, 1980).

Ele é definido pelos quatro parametros fundamentais abaixo (MoriTz,1980):
a = 6.378.137 m — raio equatorial da Terra, igual ao semi-eixo maior da elipse meridiana;

GM = 3.986.005 x 10® m3s—2 — constante gravitacional geocéntrica, igual ao produto da
constante gravitacional de Newton pela massa da Terra. Este valor inclui a massa atmosférica,

que é da ordem de 5,148 x 10'® kg, portanto, GMaimestera = 3,5 X 108 m3s™2 (Torce, 2001);

Jy = 108.263 x 10~® — fator dinamico de forma da Terra, excluindo a deformacio perma-
nente de maré?;

w=7.292.115 x 107 rad s~! — velocidade angular da Terra.

O potencial de gravidade normal na superficie do elipséide de referéncia é igual a
U(z,y,2) = U, (2.84)

que independe da distribuicao de massas, incluindo a massa atmosférica. O potencial normal

U, possui valor igual a 62.636.860, 85 m?s~2 na sua superficie (Morirz, 1980).

O elipséide de nivel estd referido a um sistema cartesiano XY Z, cuja origem é o centro
de massa da Terra (geocentro). O eixo equatorial X cruza o meridiano de Greenwich—ou
meridiano zero ou de origem, definido pelo “Bureau International de ’'Heure—BIH” | e o eixo
polar Z coincide com o eizo médio de rota¢do da Terra. O eixo Z é definido pelo “Conventional
International Origin for Polar Motion”, que vem a ser um eixo de referéncia convencional, que

representa a posicao média do pdlo desde o ano de 1900.

A Eq. (2.84) pode ser estendida para expressar o gradiente do potencial normal U, e fornecer

as componentes 7,, 7, € 7, do vetor gravidade normal, portanto,

8_U7 + 0_U7> + a—U? = 717 + %7 + ’yzz =grad U =7, (2.85)
ox dy 0z

30 efeito total de maré—tanto o permanente quanto o periédico, devido & atracdo lunisolar, é removido para
a determinagao do harmonico do 2° grau do geopotencial (vide RAPP et al, 1991b). O efeito permanente é uma
parcela constante (média de 18 anos) que ocorre devido a configuracao aproximadamente coplanar do sistema

Terra-Sol-Lua (JEKELI, 1999).
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De acordo com a Resolucao R.PR~1/2005, de 25/02/2005, o Ice (2005) estabeleceu o novo
sistema de referéncia geodésico para o Brasil, o Sistema de Referéncia Geocéntrico para as
Américas—SIRGAS2000. O SIRGAS2000, descrito no Item 3.2, poderd ser utilizado no pais
simultaneamente com o sistema Cdrrego Alegre, que é vinculado ao Elipséide Internacional de
Hayford, de 1924, e com o “South American Datum 1969—SAD 69”, vinculado ao Elipséide
Internacional de 1967. O perfodo de transicao entre os sistemas deve ser inferior a dez anos,

até a adogao exclusiva do STRGAS2000.

O sistema SIRGAS2000 se constitui em uma densificacao do “International Terrestrial Ref-
erence Frame—ITRF” na América do Sul, e possui as seguintes caracteristicas geométricas e
dindmicas:

Elipséide do “Geodetic Reference System 1980—GRS807;

Semi-eixo maior: a = 6.378.137 m;

Achatamento: f = 1/298,257222101;

Origem: Centro de massa da Terra;

Orientacao: Pdlos e meridiano de referéncia consistentes em +0,005”, cujas diregoes foram

definidas pelo BIH em 1984,0.

A transformacao entre os sistemas SIRGAS2000 e SADG69, para o posicionamento espacial
de um ponto, é efetuada conforme as orientacoes e valores indicados em Isce (2005). Os

parametros (AX, AY,AZ), de conversao entre os dois sistemas, estao listados na Tabela 2.2.

Tabela 2.2—Parametros de transformacao entre os sistemas STIRGAS2000 e SADG69.

Parametro SAD69—SIRGAS2000 SIRGAS2000—SAD69

AX —67,35 m 167,35 m
AY 13,88 m —3,88 m
AZ —38,22 m 138,22 m

Estes parametros de transformacao foram estimados a partir de 63 estacoes GPS, cujas
coordenadas estao referidas em ambos os sistemas. A formulacao para a conversao entre os

dois sistemas é apresentada em IBce (1989).
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2.11 Esferopotencial

Acrescentando a massa M e a velocidade angular w da Terra aos parametros geométricos
do elipséide de nivel, é estabelecido um campo de gravidade representado pelas componentes
gravitacional V' e centrifuga (), o que caracteriza o campo da gravidade mormal. Assim, o

esferopotencial U é o potencial produzido pelo elipséide de nivel, expresso por

U=V'+Q. (2.86)

O elipséide de nivel possui uma superficie equipotencial do seu préprio campo de gravidade.
De acordo com o teorema de Stokes-Poincaré, este campo é univocamente definido no espago

exterior & superficie! (TorcE, 2001).

Em primeira aproximacao, foi adotado um modelo de Terra esférica para a expansao har-
monica do geopotencial. Numa segunda aproximagao, por razoes de conveniéncia matematica
e pratica, adotou-se o modelo elipsoidal. Os desvios entre os campos de gravidade nos dois
modelos—a gravidade real terrestre, e a gravidade normal no elipséide—sao pequenos, e po-
dem ser considerados lineares (Hormann-WELLENHOF & Moritz, 2005). Como simplificagao, o
campo da gravidade terrestre € normalmente separado em uma parte normal e outra “anémala”.

O elipséide de nivel é entao considerado como a “parcela normal” do geédide.

O esferopotencial pode ser expandido em uma série harmoénica, em funcao das coordenadas
elipsoidais (u,@, /\) de um dado ponto P (Fig. 2.8). A coordenada u é o semi-eixo menor, ou
raio polar do elipséide de nivel U = Up que passa pelo ponto, 6 ¢ a co-latitude reduzida, referida
ao circulo circunscrito ao elipséide de nivel, e A é a longitude geocéntrica. Na Fig. 2.8, estao
ainda indicadas as latitudes, geodésica ¢ e geocéntrica 5, ambas referidas ao elipséide de nivel
U = Up. O parametro ¢, excentricidade linear, é definido em fun¢ao dos semi-eixos, equatorial
a e polar b, do elipséide de referéncia U = U, sendo constante para todos os elipséides de nivel

(HeiskaNEN & Morirz, 1967).

4 Teorema de Stokes-Poincaré: Se um corpo de massa M gira com velocidade angular w sobre um eixo fixo,
e se S é uma superficie desse campo que envolve toda a massa M, entao o potencial de gravidade no espago

exterior a S pode ser univocamente determinado conhecendo-se M, w e os pardmetros geométricos de S.
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Fig. 2.8—Coordenadas (u,g, A) de um ponto P sobre o elipséide de nivel U = U p.

A excentricidade linear é expressa por
1
e=(a®—b°)* =ea, (2.87)

onde e é a primeira excentricidade do elipséide de referéncia. As coordenadas elipsoidais, em

funcao das coordenadas cartesianas, sao

[NIES

v = (u®+e%)?sendcos A,
y = (u2 + 52)% senfsen), (2.88)

z = wcosb.

Estas relagoes permitem expandir a parcela gravitacional ¥V’ numa série harménica. Devido a
simetria rotacional do elipséide de referéncia, o campo V' independe da longitude A, portanto,
a ordem m = 0, para todos os coeficientes. Assim, os harmonicos setoriais e tesserais sao
excluidos da expansao, o que significa que V' é constante para um mesmo paralelo de latitude
¢. Da mesma forma, devido & simetria equatorial, o campo V' independe do sinal da co-latitude

reduzida 6, portanto, os harmonicos zonais impares também sao excluidos da série. Finalmente,

na expansao de V' figuram apenas os harmonicos zonais pares, ou seja, de grau igual a 2n.

Os coeficientes C5,,, em funcao de A e C—momentos principais de inércia do modelo normal,
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sao dados por (HeiskaNeN & Moritz, 1967)

. 3GMe*r C—A
@n_QJ)@n+D@n+$<1—n+pr§). (2.89)

Devido a simetria rotacional, os momentos de inércia A = B. Inserindo a seguinte substitu-

icao
C2n
Jop = ——=———, 2.90
2 GMa*" (2:90)
obtemos
3e2n C—-A
Jop = (—1)"1 1— Sn—mno | . 2.91
n = (1) @n+nen+$( ”+71M§> (291)
Assumindo n = 1, encontramos a expressao para o cédlculo do fator dinaAmico de forma da Terra
Jo, ou seja,
C—-A
Jg = ——. 2.92
2= e (2.92)

Finalmente, a expansao da parcela gravitacional do esferopotencial em coordenadas esféricas

é dada por
GM

r

a\ 2

1—-§3le(—)nzan@nsei, (2.93)

V'(r,0) =

r

que, introduzida na Eq. (2.86), fornece a expansao do esferopotencial U em harmonicos esféri-

cos,
GM 2
U(r,0) = - . + %T2SGI129. (2.94)

o an\ 2n
1-— ;J% (—) Py, (cos )

A velocidade angular do modelo normal é arbitrada igual & da Terra, portanto, a parcela

centrifuga () ¢ a mesma em ambos os casos (Eq. (2.76)).

2.12 Gravidade Normal

A férmula exata para o cdlculo da gravidade normal v na superficie do elipséide de referéncia,
¢ devida a Carlo Somigliana, em 1929 (Morirz, 1980). Esta baseia-se no teorema de Clairaut,
em homenagem ao matemadtico francés Alexis Claude de Clairaut, que relaciona o achatamento
terrestre com a forca centrifuga e a gravidade normal no equador. Portanto, o achatamento

terrestre pode ser determinado a partir de observagoes gravimétricas (Heiskanen & Moritz,

1967).
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Considerando-se o achatamento geométrico f, e o achatamento dindmico f*, expressos por

a—>b

= 2.95
;= (295)
% Yp — 7
f — P 'E

TE

Y

onde b é o semi-eixo polar do elipséide, e 75 e vp sao as respectivas gravidades normais no

equador e no pélo, o teorema de Clairaut, numa forma aproximada é

f + f = _7_‘ (296)

Finalmente, em Moritz (1980) é apresentada a férmula exata de Somigliana, para o célculo

de 7, na superficie do elipséide, isto &,

ayp cos?g + byp sen?
Y= Dp SO T byp 1?2- (2.97)
(a? cos?¢ + b? sen?¢)

Para facilidade de calculo, MoriTz (1980) apresenta mais duas férmulas, expressas em fungao
da latitude ¢, cujas precisoes sdo 10~* mGal e 10~! mQGal, respectivamente. E importante
mencionar que, a medida que valores da gravidade sao adquiridos, de maneira a abranger
toda a superficie terrestre e o espago exterior, os parametros f e vy sao atualizados para o
refinamento temporal do modelo de referéncia da Terra. Este tem sido o esforco empreendido
pela IUGG quanto a definicao e adocao do Sistema Geodésico de Referéncia 1980, para as

aplicagoes a que se destina.
2.13 Gradiente Vertical da Gravidade Normal

A equagao de Bruns (Eq. (2.75)) fornece o gradiente vertical da gravidade dg/0H, sendo H
a altitude ortomeétrica, considerada sobre a vertical do lugar. A Eq. (2.75) pode ser utilizada
também para calcular o gradiente vertical da gravidade normal 0v/0h, em um ponto exterior
ao elipséide de referéncia, onde a densidade das massas p = 0. Substituindo a gravidade real
pela gravidade normal, e J por k—curvatura média entre duas se¢oes normais do elipséide de
referéncia, obtemos
o _ —27K — 2w (2.98)
oh
Esta equacao fornece a taxa de variacao da gravidade ao longo da direcao normal & superficie

do elips6ide. Da Geometria, temos que a curvatura média x pode ser obtida em funcao da
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excentricidade e, ou seja,
12— e? — 2e%sen?¢
== : 2.99
"TolT da-e) (2.99)

Considerando as seguintes relagoes,

w?a?b  w?a
_ - 2.100
m ST (2.100)

1—¢2 = (1—f)>=1-2f+f2

e, considerando que f2 =~ 0 e v, ~ 7, chega-se, finalmente, & expressao (HormMANN-WELLENHOF
& Morirz, 2005)

)
a_Z - —2;7 (1+ f +m — 2fsenp) . (2.101)

Aplicando a férmula de Somigliana (Eq. (2.97)) para calcular v, e atribuindo os respectivos
valores de a, f e m (Moritz, 1980), obtemos os dados da Tabela 2.3 para o gradiente d-y/0h,
referentes as latitudes de 0°, +45° e £90°,

Tabela 2.3—Gradiente vertical da gravidade normal.

o} 0v/0h (mGal/m)

0° -0, 30877
+45° —0, 30856
+90° -0, 30834

O valor médio do gradiente vertical da gravidade normal, adotado na superficie do elipséide
de referéncia, é 0v/0h = —0,3086 mGal/m, que é o valor geralmente utilizado nos céalculos

gravimétricos.

A medida que a altitude geométrica h aumenta, a parcela atrativa do campo da gravidade
normal diminui e a parcela centrifuga aumenta, em sentido oposto, implicando em um decre-
mento do gradiente. Como este varia com a altitude, pode-se calcular o valor da gravidade

normal no espaco exterior ao elipséide.

Assim, expandindo 7, gravidade normal numa dada altitude h, em série de Taylor até a 2¢

derivada, vem

0y 1 0%y
7h=’y+%h+§wh2+..., (2.102)
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cujo termo Ov/0h ¢ dado pela Eq. (2.101). Para calcular o termo 9%y/dh?, é vélida a aproxi-

macao esférica para v, ou seja,

GM
7= (2.103)
Assim,
Py 0 [0y 0 (—2GM 0 [ —2v 6y
Py _ 9 (Oy)_ 9 VY _ 9 - 2.104
oh?  Oh (8@) oh ( a? ) oh ( a ) a?’ (2.104)
que, substituido nas Eqgs. (2.101) e (2.102), fornece (HeiskaNeN & Moritz, 1967)
2 2 39
Y =7 1—5(1+f—|—m—2fsen¢)h+§h . (2.105)

A Eq. (2.105) é vélida para pequenos valores de h.
2.14 Campo Andémalo da Gravidade

Devido a distribui¢cao nao homogénea da massa terrestre, geralmente o geopotencial W em
um mesmo ponto da superficie difere do esferopotencial U. Essa diferenca é conhecida como

potencial anémalo ou potencial perturbador T (HeiskaNen & Moritz, 1967), expresso por

T=W-U. (2.106)

As discrepancias locais, existentes entre as massas do modelo normal e da Terra real sao
consideradas como anomalias de massas. No entanto, o somatoério das “massas anémalas”, que

se alternam positiva e negativamente, é nulo.

Como a parcela centrifuga é a mesma nas expressoes de W e U, num mesmo ponto, entao, na
diferenca restard apenas a parcela atrativa, que é uma funcao harmonica. Portanto, o potencial
anodmalo é fungao harmonica no espaco exterior as massas, e, por conseguinte, satisfaz a equacao
de Laplace. Assim,

AT = 0. (2.107)

Na Fig. 2.9 estao exibidas, em secao normal, as superficies do gedide, do elipséide de
referéncia, e a topogréfica, assim como estao indicadas as quantidades: N-—ondula¢do ou
distancia ou altura geoidal, i—desvio ou deflexio da vertical, ¢ p—uvetor gravidade no ponto
de observacao P, 7 p e 7Q—vetores gravidade normal nos pontos P e (), vp—vertical do lugar

em P, e ng—normal ao elipséide em Q).
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Fig. 2.9—Elementos do campo anémalo da gravidade.

O ponto @) é a projecao de P da superficie terrestre sobre o elipséide, considerada na direcao
normal a este. No caso, PQ é um segmento de linha reta. O ponto R representa o ponto P,
cujo valor da gravidade observada é matematicamente reduzido ao geéide (vide Capitulo 4). A

distancia N = RQ é a ondulacio geoidal em P.

H
O vetor anomalia da gravidade Agg ¢é definido pela diferenga entre dois vetores, a gravidade

real em R e a gravidade normal em (), e é expresso por

—_
Agr = ?)R - 7Q~ (2.108)

A diferenga entre seus médulos é a anomalia da gravidade Aggr. Assim,

Agr = gr — Vo (2.109)

Portanto, a anomalia da gravidade Aggr é expressa pela diferenca entre a gravidade real num
ponto R sobre o gedide, e a gravidade normal no ponto (), projetado sobre o elipséide de
referéncia. O angulo ¢ formado entre os dois vetores é chamado desvio ou deflexdo da vertical.
Esta ¢ a definigao clédssica sugerida pelo geodesista alemao Friedrich Robert Helmert, e é a mais
comumente utilizada (Heiskanen & Moritz, 1967; Jekerr, 1999). [Duas outras definigoes da

deflexao da vertical serao descritas no Item 2.16].
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A diferenca entre os dois vetores no mesmo ponto R, sobre o gedide, é o vetor distirbio da
. e . 4
gravidade dgg, isto é,

—_
59}%:?}%_7}%- (2110)

A diferenca entre os seus médulos é chamada distirbio da gravidade dgr, expressa por

5gR =49Jr — VR- (2111)

Sabendo-se que a gravidade ¢ g é o gradiente do potencial Wx, e 7 i € o gradiente de Uk,
temos que

9 r=grad (Wg — Ug) = grad Tg. (2.112)

Como as diregoes da vertical e da normal sao praticamente coincidentes, isto é, np ~ ng, vem

(HeiskANEN & Morirz, 1967),

ow  oU ow  oU oT or
Sgr = — = — = — = 2.11
IR 8nR + 871@ 8nQ + 8nQ anQ 811’ ( 3)

onde h é altitude geométrica, considerada ao longo da normal ao elipséide. Na Fig. 2.9, temos

que h = PQ. Adaptando o resultado da Eq. (2.61) ao elipséide de referéncia, pode-se escrever

dU = —yoN. (2.114)

Introduzindo a Eq. (2.114) na definigdo do potencial anémalo (Eq. (2.106)), obtemos
TR:WR—UQ—i-dU:WR—UQ-i-’YQN, (2.115)

cuja derivada em relacao a h é

OTw  OWr  OlUg

9 0 0
19 g+ N = _Agp+ N2 (2.116)

t+N oh o

oh  Oh oh oh

Considerando uma aproximagao entre gedide e elipséide, na Eq. (2.115), entdo Wx = Ug.
Portanto,

Tr = voN, (2.117)
conhecida como férmula de Bruns, que é a relacao que vincula a altura geoidal e o potencial
anomalo (HeiskaNeN & Morirz, 1967).

Finalmente, combinando as Eqgs. (2.116) e (2.117), omitindo os subscritos, obtemos a

equagao diferencial parcial, de 1* ordem em T, ou seja,

T4 Ag=0, (2.118)



conhecida como a equacao fundamental da Geodésia Fisica (HeiskaNex & Morirz, 1967).

Como AT = 0, o cédlculo do potencial anémalo somente é valido para o espago exterior as
massas. Outrossim, apesar das anomalias serem obtidas na superficie terrestre, os seus valores
sao reduzidos ao gedide. Por conseguinte, a Eq. (2.118) pode ser usada apenas como condigao
de contorno para determinar o potencial anomalo. Como envolve uma combinacao linear da
fungao T e de sua derivada normal 97 /0h, é reconhecido como o terceiro problema de valor de

contorno da Teoria do Potencial—ou problema de Hilbert.

Ao se utilizar a aproximagao esférica para o gedide, é admitido um erro relativo da ordem
do achatamento terrestre, ou seja, f ~ 0,003. Entao, na altura geoidal, que raramente excede
100 metros, o erro maximo esperado ¢ da ordem de 0,003 x 100 = 30 cm (HeiskANEN & Morirz,

1967; Scuwarz et al., 1990).

Considerando que a normal & esfera tem a direcao do raio vetor r, a equagao fundamental

da Geodésia Fisica, na aproximagao esférica, é obtida considerando-se que o termo 9vy/0h é

dado por
Oy Oy  2GM 2y
T R (2.119)
entao,
T 2
9T 20 ag—o0. (2.120)
or r

Como o potencial anémalo é uma fungao harmonica, pode ser expandido em série, entao,
a

T(r,0,\) = i (;) nHTn(H, A), r> R, (2.121)

n=2

onde T, (0, A) sdo os harmoénicos de superficie de grau n, excluindo-se os termos de 1° grau, e a

é o raio médio terrestre. Derivando-se a Eq. (2.121) em relacao a r, obtemos

aT 1 00 a n+1
oIy ey (—) 7,0, ), (2.122)
n=2

que substituida na Eq. (2.120), fornece a expansao da anomalia da gravidade em harmonicos

esféricos (HeiskaNeN & Morirz, 1967),

r r
n=2

Ag(r0,0) =3 (n—1) <9>n (6, )). (2.123)

Outrossim, substituindo a Eq. (2.121) na férmula de Bruns (Eq. (2.117)), e utilizando o

valor médio da gravidade normal 7, obtemos a expansao harmoénica da ondulagao geoidal N,
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ou seja,

N(r,0,)) = %i(g) nHTn(Q,)\). (2.124)

v n=2

Na prética, as anomalias Ag e as ondulacoes geoidais N referentes ao modelo de geopoten-

cial, sdo expandidas até o grau L, e sdo dadas pelas Eqgs. (1.10) e (1.8), respectivamente.
2.15 Integral de Stokes

Dados dois pontos P(6,)\) e P'(§',\) na superficie terrestre considerada esférica, os har-
monicos esféricos de superficie S, (0, \) (Eq. (2.43)), podem ser expressos através da integral

(Stoxes, 1849; HeiskaNeEN & Moritz, 1967),

Sn(0, _mt 1/ f (0, \)P,(cosvp)send'dd'd N . (2.125)

Introduzindo as anomalias Ag e Ag,, termo genérico da expansado de Ag, na Eq. (2.125),

teremos

2 1 2 T
Ag, = nt / AgP,(cos)send dd'd N, (2.126)
=0

dm 0'=0

onde senf'df’d)\ é o elemento de drea de uma esfera de raio unitério.

Considerando um ponto na superficie, ou seja, fazendo-se r = R nas Eqgs. (2.123) e (2.124),

obtemos sucessivamente,

o0 1 o0
Ag = Ag, = — — )T, (60, )\, 2.12
DY UEEBUEEA (2127
fyn:Q
onde,
n—1
Ag, = I T.(60, ). (2.128)

R Agh
N=23"29 (2.129)
St 1
que, inserida na Eq. (2.126), resulta em
2 1
47wz :jl / AgP (costh)send'dg/dN. (2.130)
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Permutando as integrais com o somatério, vem
2n —|— 1
471")/ // /9/ [ (COS w)

O termo entre colchetes é chamado funcio de Stokes, e é expresso por (StTokgs, 1849;

Herskanex & Morirz, 1967)

Agsend'df’d ). (2.131)

S Lp (cosw) = S() =

n=2 n—=
= cosec% +1-— 6S€H% —5cosyp — (2.132)
—3cosyIn <sen1§ + sen2%)

Este valor, substituido na Eq. (2.131), fornece uma das formas usadas para a integral de

Stokes—devida a George Gabriel Stokes (StokEs, 1849),

2 s
N = i_ Ag S(1)send'dd’dN . (2.133)
477 Jy—oJ o=

A férmula de Stokes tem sido comumente utilizada para a determinacao das ondulagoes

geoidais N, conhecendo-se os valores de anomalias da gravidade Ag observados na superficie.

Outra forma de apresentar a integral de Stokes é em funcao das coordenadas polares, que é
um formato bem adequado as aplicacdes praticas. E estabelecida uma correspondéncia entre o
sistema de coordenadas esféricas, e um sistema de coordenadas polares (Fig. 2.10). Neste caso,
o ponto P(A,\) ocupa a origem do sistema polar, assim, as coordenadas geocéntricas (0, \")
correspondem as coordenadas polares (1, ) , onde 1) é a coordenada radial, e a é a coordenada

angular. No sistema geocéntrico, « é o azimute da direcao PP’ contado a partir do Norte.
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Fig. 2.10—Sistemas de coordenadas esféricas (0, A) e polares (1), a).

Substituindo os respectivos segmentos de arco na integral de Stokes, ela assume a forma

R 2

N -
477 J o =0

Ag(v, a)S(¢)senypdipda. (2.134)

No presente trabalho, desenvolvemos uma adaptagdo da Eq. (2.134) para a determinagao

geoidal através das estruturas de Voronoi e Delaunay, que serd discutido no Capitulo 6.

2.16 Desvio da Vertical

O desvio ou deflexao da wvertical, ou ainda, a deflexao da linha de prumo, é o dngulo de
inclinagao i, formado entre a vertical do lugar e a normal ao elipséide de referéncia num dado
ponto P (Fig. 2.11). O desvio da vertical pode ser representado por duas componentes perpen-
diculares entre si, uma na direcao Norte-Sul, ao longo do meridiano do lugar—a componente
meridiana &, e outra na direcao Leste-Oeste, ao longo do primeiro vertical—a componente do

1° vertical n. A Fig. 2.11 exibe ambas as componentes numa projecao sobre a esfera celeste.
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Fig. 2.11—Componentes £ e 1) do desvio da vertical no ponto P.

As deflexbes da vertical sao causadas pela distribuigdo nao uniforme da massa terrestre, e
podem assumir valores variando entre 10” em &dreas planas, e 20”"—50" na regiao alpina. Por
exemplo, o valor maximo do desvio da vertical na Europa Central, é um ponto préximo ao pico
mais alto dos Alpes Suicos—o Grossglockner, de 3.798 m de altitude, cujas componentes do
desvio da vertical sao & = 50" e n = —30”. Na regiao do Himalaia, o desvio da vertical chega

a atingir 100”.

As deflexdes da vertical se associam aos dados geoidais para a melhor defini¢ao do campo da
gravidade terrestre. Como a informacao geodésica é puramente geométrica—pois esté referida a
um elipséide—dados bem precisos do gedide sao necessdrios para combinar os diferentes tipos de
observagoes, como, por exemplo, as obtidas em levantamentos com GPS. Como os instrumentos
que utilizam niveis sao orientados segundo a vertical do lugar, as observagoes podem conter um
desvio que pode exceder a propria precisao do instrumento. Sem a devida correcao deste, os

levantamentos podem ficar distorcidos em alguns decimetros por quilémetro.

Outras duas definigoes para a deflexao da vertical sao também empregadas. A primeira é
devida a P. Pizzetti, que a descreve como o dngulo formado pela dire¢ao do vetor gravidade em
um ponto sobre o gedide, e a direcao da normal ao elipséide que passa por aquele ponto. Esta
definicao é semelhante & de Helmert, quando o ponto P se encontra sobre o gebide e nao na

superficie topogréfica (Fig. 2.9, quando P = R).

A outra visao—devida a Mikhail Sergeevich Molodenksy, a define como o angulo formado

51



entre o vetor gravidade real num ponto da superficie terrestre, e o vetor gravidade normal no
elipséide. A diferenca entre as definicoes de Helmert e Molodensky recai na curvatura da linha

de prumo normal ao elipséide (JekeLr, 1999).

Um método de determinacao do desvio da vertical é atribuido ao geofisico e geodesista
holandes Felix Andries Vening Meinesz, que em 1928, utilizou a relagao existente entre as
ondulagoes do gedide e a deflexao da vertical (Torce, 2001). Trata-se, portanto, de um método

gravimétrico que se baseia na férmula de Stokes para o célculo do gedide, exposto a seguir.

A Fig. 2.12 mostra as superficies do gedide e do elipséide, em uma segao vertical de azimute
arbitrdrio a.. Dois pontos P e P’ sobre o gedide, estao separados por uma distancia infinitesimal
ds, contada positivamente para o Norte, quando P’ — P. Considerando que € & a componente
do desvio da vertical segundo esse plano arbitrario, e que ds é aproximadamente linear, temos

que
dN
ds

€ =

(2.135)

Vertical | [Normal
P’ Geoide
P

N N’

Ellpséide d
] ds = Ieferéna: c
— Cncig

Fig. 2.12—Secgao de azimute arbitrario das superficies do gedide e do elipséide de referéncia.

A distancia ds, em coordenadas esféricas (R, ¢, \), pode ser obtida com o auxilio da Eq.
(2.32). Assim,
ds* = dsi +ds3 = R*d¢* + R? cos® pd)\?, (2.136)

na qual ds é decomposto nas parcelas dss e dsy, respectivamente, nas direcoes Norte-Sul e
Leste-Oeste. Quando o azimute arbitrdrio o = 0° (diregdo N-S), a componente meridiana & é

dada por
dN 10N

&, Roo

€ = =

(2.137)
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e, quando a = 90° (diregao L-O), a componente no 1° vertical n é igual a

AN 1 &N

—_——— 2.1
dsy Rcos¢ OA (2.138)

€ = ’]7:—

Para efeitos praticos, tendo em vista a ordem de grandeza dos valores envolvidos, o elemento
de distancia no 1° vertical é aproximadamente igual ao elemento de arco de longitude ds),

considerando que ¢ # 90°.

Entao, as componentes do desvio da vertical sdo obtidas a partir da Eq. (2.133). Substi-
tuindo 6" por ¢, e aplicando a derivada nas Eqs. (2.137) e (2.138), obtém-se (HEISKANEN &
Moritz, 1967)

oN  _ ) -
0 = i / | / - m cos ¢'d¢/dN'; (2.139)

ON ) Y
> - s / //_ﬂ/2 cos ¢ dddN.

Utilizando a regra da cadeia para as diferenciais, é vdlido escrever

95(¢¥) dS(y) 0y

= — 2.140
96 i 96 (2.140)
9S(w) _ dS()dw
O\ dp  ON
cujas parcelas podem ser obtidas derivando-se a Eq. (2.77)—onde 6’ ¢ substituida por ¢'.
Assim,
dw / / !/
—semD% = cos¢seng — seng cos @ cos (A — A); (2.141)
d
—semp% = cosgcos@'sen (N —N).

Com o auxilio da trigonometria esférica (Fig. 2.10), do triAngulo PP’Py sdo obtidas as

seguintes relacoes,

seniycosa = cosgsend’ — seng cos @' cos (N — A); (2.142)
seny) senav = cos@'sen (N — \),
entao,
% = —cosq; (2.143)
Iy = —semacos¢.
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Substituindo a Eq. (2.143), sucessivamente nas Egs. (2.131), (2.139), (2.137) e (2.138),

chegamos, finalmente, a

S(¥) /
= coscos ¢ de dN; 2.144
: WM L_W/diw ddd (2144)
= = / w) ——"2sena cos ¢'dg’'dN,
™Y Jx=o0Jp=— 7r/2

em funcao das coordenadas polares (¢, ). Estas sao as formulas de Vening Meinesz, para
calcular o desvio da vertical, conhecendo-se as anomalias da gravidade (HeiskaNen & Moritz,
1967). O termo S(v¢)/dy € a funcdo de Vening Meinesz, que é obtida a partir da fungao de
Stokes (Eq. (2.132)). Assim,

Y
d5(¢) B COS§ ¢ 1 —Sel’la
v = - ¢+836n¢—60085—3w

2 sen?—

+ 3sent) In <sen1§ + senﬂb) . (2.145)

Além do método gravimétrico, outras técnicas sao usadas para determinacao do desvio da
vertical, nas quais sao combinadas observagoes geodésicas, astrondmicas e gravimétricas. Por
exemplo, no método astro-geodésico—o mais antigo dos métodos—sao utilizadas as relagoes
existentes entre coordenadas geodésicas e astrondémicas, bem como a determinagao simultanea
dos azimutes nos dois sistemas. A comparacao entre ambos os sistemas, num mesmo ponto,

permite calcular as componentes £ e 7.

O método astro-gravimétrico combina o método astro-geodésico com a técnica de Vening
Meinesz, portanto, sao utilizados trés tipos de informagao—geodésica, astrondmica e gravi-
métrica. Neste método, os valores do desvio da vertical determinados por gravimetria, sao
interpolados e combinados com as deflexdes astro-geodésicas (Hersk ANEN & MoriTz, 1967). Esta
técnica retine as vantagens de ambos os métodos, principalmente no que concerne ao calculo

da funcao S(v)/dy na drea préxima ao ponto de observagao, onde ocorre uma singularidade.
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CAPITULO 3

SISTEMA GEODESICO DE REFERENCIA

3.1 Introducao

O posicionamento espacial de um ponto na superficie terrestre é perfeitamente determinado
através de suas trés coordenadas—longitude e latitude geodésicas, e altitude ortométrica. Por
razoes de ordem prética, a longitude e a latitude sao relacionadas a um modelo matemédtico da
Terra—o elipsdide de referéncia. A longitude geodésica de um ponto é definida como o angulo
formado entre o plano do meridiano de origem (Item 2.10) e o plano do meridiano que passa
pelo ponto, e a latitude geodésica é o angulo formado entre o plano do equador e a normal
ao elipséide naquele ponto. Por outro lado, a altitude é referida a superficie definida como a
melhor aproximacao do nivel médio dos mares—o gedide. Ambos os modelos representam a
forma da Terra, e sao determinados em funcao do campo da gravidade terrestre, assumido como
invariante no tempo. Os parametros geométricos e dindmicos destes dois modelos definem o

chamado Sistema Geodésico de Referéncia—SGR (Moritz, 1980).

O Sistema Geodésico de Referéncia permite a integracao de documentos cartograficos que
podem estar referidos a diferentes padroes, o que dificulta a sua utilizagao. Esses produtos
cartograficos formam a base para diversas aplicacoes em dreas como planejamento, engenharias,
seguranca, aproveitamento de recursos naturais, meio ambiente, dentre outras. O advento
dos métodos de posicionamento por satélites acentuou a necessidade de se atualizar os SGR
existentes e, assim, contribuir para a sua definicao e realizacao. Esses métodos sao baseados
nos sistemas geocéntricos de referéncia, por esta razao, virios paises vém adotando os SGR

geocéntricos.

No Brasil, o IBGE coordena um processo de transicao dos dois SGR utilizados no pais—
Corrego Alegre e SAD-69—para um sistema tnico que estd sendo adotado no continente
sul-americano (Darazoana & Frerras, 2002). Esta preocupagao levou a criacao do projeto
SIRGAS—Sistema de Referéncia Geocéntrico para a Ameérica do Sul—e atualmente para as

Américas, iniciado em 1993.
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3.2 Sistema SIRGAS2000

O projeto SIRGAS tem o compromisso de integrar todas as atividades que necessitam
de fontes cartograficas, tais como topografia, mapeamento em diversas escalas (sistemético,
cadastral, urbano, etc), sistemas de informagao geografica—SIGs, sensoriamento remoto, geofi-
sica, reordenamento agrario, regularizagao fundidria, demarcagao de terras indigenas, remane-
jamento ambiental e florestal, dentre outras (Santos, 2007). O novo sistema geodésico de
referéncia, adotado oficialmente no Brasil em 25 de fevereiro de 2005, é o Sistema de Referéncia
Geocéntrico para as Américas—SIRGAS2000 (Isce, 2005), que propicia a uniformizagao e a
compatibilidade entre os diversos tipos de informacao georreferida. O projeto STRGAS2000 foi
iniciado a partir de levantamento efetuado no perfodo de 10-19 de maio de 2000, com a implan-
tagdo de 184 estagdes GPS, formando uma rede continental nas Ameéricas (Fig. 3.1). Destas

estacoes, 21 estao situadas no territério brasileiro (DaLazoana & Frerras, 2002; Santos, 2006).

50°N

25°N

0°

Latitude

25°S

50°S

150°' W 120°W 90° W 60° W 30°W 0
Longitude

Fig. 3.1—Estagdes GPS do Sistema de Referéncia Geocéntrico para as Américas-SIRGAS2000.

A rede STRGAS2000 estd integrada a uma rede espacial de referéncia mundial, a “Interna-

tional Terrestrial Reference Frame—ITRF” (Itrr, 2007), que se constitui em um padrao global.
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Esta rede é, por sua vez, atualizada frequentemente em relacao ao padrao astronémico “Inter-
national Celestial Reference Frame—ICRF”. Os parametros de orientagao da Terra permitem
a conexao dos dois sistemas (“frames”), que fornecem uma referéncia comum para compara-
¢ao de dados a partir de diferentes locais. A versao atual do ITRF é o ITRF2005, que se
encontra na 11* edicao, desde a criagao em 1988. Ambos os “frames” sao estabelecidos e man-
tidos pelo “International Earth Rotation and Reference Systems Service—IERS”, que além de
fornecer referéncias globais para atividades em Astronomia, Geodésia e Geofisica, supervisiona

as realizacoes do “International Terrestrial Reference System—ITRS”.

3.3 Técnicas Espaciais de Apoio

Com base nas posigoes e velocidades das estagoes, as onze edigdes do I'TRF, em diferentes
épocas, possibilitam a modelagem e a medi¢ao das variagoes crustais do planeta, assinalando
os movimentos das placas tectonicas, regioes de subsidéncia, e os esforcos e cargas dindmicos
na crosta (“loading”). Para célculo das coordenadas com grande exatidao, atualmente sao
utilizadas quatro técnicas geodésicas espaciais combinadas: VLBI, SLR-LLR, DORIS e GPS.

As trés primeiras sao descritas a seguir, e a ultima é descrita no Item 3.9.

Very Long Baseline Interferometry

O “Very Long Baseline Interferometry—VLBI” é uma técnica geométrica usada em Ra-
dioastronomia, que mede as diferencas de tempo de chegada de ondas de rddio emitidas por
“quasares”, a duas antenas instaladas na superficie terrestre (Nasa, 2006). O “quasar”—
contragao de QUASi-stell AR—¢ um niticleo ativo, extragaldtico e extremamente brilhante.
Observando-se um grande nimero de medidas dessas diferencas de tempos recebidas em vérios
pares de antenas, procedentes de varios “quasares”, o VLBI determina a posicao destas com

precisao milimétrica.

O ICRF é definido pela técnica de VLBI, sendo que a “International Astronomical Union—
IAU”, utiliza cerca de 500 fontes de radio extragaldticas, na maioria “quasares”. Como as
antenas estao fixas na superficie da Terra, suas posicoes rastreiam a orientacao instantinea do

planeta no sistema ICRF. As diferencas de tempo sao observadas com precisao de picosegundos.

As observacoes de VLBI abrangem mais de 40 organizacGes em 17 paises, e permitem de-

terminar, com grande exatidao, o ITRF (através das antenas na superficie terrestre), o ICRF
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(através das posigoes dos “quasares” ), e a orientagao da Terra no espago. O Brasil integra a rede
VLBI com a estagao de Eusébio, em Fortaleza (Fig. 3.2), num projeto coordenado pelo Centro
de Rédio Astronomia e Astrofisica Mackenzie—CRAAM (Craam, 2007). Sua antena possui
14,2 m de didmetro. O movimento relativo das placas tectonicas, determinado por VLBI, in-
dica que a estagdo em Eusébio estd se movendo a propor¢ao de 12 mm/ano na diregdo Norte, 5
mm/ano na dire¢ao Oeste, e 2 mm/ano para cima. A rede VLBI também propicia a calibragao

dos satélites do sistema GPS.

Fig 3.2—Estacao da rede VLBI em Eusébio, Fortaleza (Radio Observatério Espacial do Nordeste—ROEN).

Satellite Laser Ranging e Lunar Laser Ranging

A técnica de “Satellite Laser Ranging—SLR”, consiste na medigao dos tempos de percurso
ida-volta, de pulsos de luz ultracurtos (de altissima frequéncia), emitidos a partir de estagoes ter-
restres (Fig. 3.3). Esses pulsos sao refletidos nos satélites equipados com retro-refletores (Item
3.12). O sistema fornece medidas instantaneas das distédncias com precisdo no milimetro, e se
constitui no método mais acurado, atualmente disponivel, para determinar a posicao geocén-
trica de um satélite terrestre. O SLR é utilizado, sobretudo, para a calibragao precisa dos
radares altimétricos empregados no imageamento do NMM (Irrs, 2007), dentre vérios outros

objetivos e atividades em Geodésia e Geofisica.

A rede mundial de estacoes do sistema SLR é administrada pelo “International Laser
Ranging Service—ILRS”, um servico oficial da “International Association of Geodesy—IAG”

(PEARLMAN et al., 2002), que conta atualmente com 45 estagoes operacionais. O ILRS monitora
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o rastreio de 28 satélites artificiais, incluindo satélites geodésicos, de sensoriamento remoto, de

navegacao, e de missoes para engenharia.

Fig 3.3—Diagrama esquemadtico de duas estagoes de rastreamento do sistema SLR.

O sistema “Lunar Laser Ranging—LLR” ¢é semelhante ao SLR, porém, o satélite é a prépria
Lua. Ele é baseado no envio e recebimento de um feixe de laser emitido através de telescépio
6tico na Terra, a retrorefletores instalados na superficie lunar (Fig. 3.4). O primeiro conjunto
de retrorefletores em solo lunar foi instalado a partir da missao “Apache Point Observatory
Lunar Laser-ranging Operation—APOLLO 11”7, no Mar da Tranquilidade, e atualmente consta
de quatro retrorefletores (Nasa, 2003). O LLR se constituiu na mais acurada técnica para
medicao da rotagao e érbita da Lua, assim como propiciou novas informagoes acerca da dindmica
e da estrutura do satélite. Por exemplo, as observagoes evidenciam que a Lua se afasta da
Terra a razao de 3,8 cm/ano. No entanto, praticamente nenhuma alteragao foi detectada na
constante gravitacional de Newton—uma medida da forca da gravidade—com os dados do LLR
(foi detectada apenas 1 parte em 100.000.000.000, desde 1969). O LLR possui uma acuricia
proxima do milimetro, sendo uma técnica-chave para conectar os sistemas internacionais de
referéncia. Este experimento tem fornecido dados continuamente por mais de 37 anos, coletados
num conjunto de 7 estacoes, das quais apenas duas se encontram atualmente em operacao

(PEARLMAN et al., 2007).
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Fig. 3.4—Estacdo LLR na “University of Texas, McDonald Observatory” (telescépio com 2,7 m).

Doppler Orbitography and Radiopositioning Integrated by Satellite

O equipamento “Doppler Orbitography and Radiopositioning Integrated by Satellite—DO-
RIS”, foi projetado e desenvolvido pelo “Centre National d’Etudes Spatiales—CNES”, em
colaboragao com as agéncias de pesquisa francesas para mapeamento e geodésia: o “Institut
Geographique National—IGN”, e o “Groupe de Recherches de Géodésie Spatiale—GRGS”. O
DORIS tem precisao de 1 cm, e possui dupla finalidade: (1) determinar a érbita dos satélites
equipados com o sistema DORIS, e (2) fornecer apoio aos dados de posicionamento para o
ITRF. Ele tem sido empregado em véarias outras dreas desde 1992, principalmente nas missoes
altimétricas (como o TOPEX/Poseidon), no oceano e no gelo, e para estudos da forma e

movimentos da Terra (Cnes, 2006).

O sistema baseia-se em rastreamento por micro-ondas, e determina a érbita do satélite com
erro de 1 cm, e resoluciio espacial de 5 cm em altitude (Esa, 2005). E medida a variacio da
frequéncia Doppler a partir de sinais de rddio transmitidos das estacoes terrestres, e recebidos
nos satélites. Os dados do DORIS permitem criar modelos precisos para a reconstrucao das o6r-
bitas dos satélites. A Fig. 3.5 exibe uma ilustracao do “Environmental Satellite—ENVISAT”,
lancado pela “European Space Agency—ESA”, em 2002, que transporta, dentre outros equipa-

mentos, o sistema DORIS. O ENVISAT se constitui no maior satélite de observagao construido
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até o momento, pesando 8.211 kg e com dimensoes de 10m x 4m x 4m. A altitude da 6rbita

¢ de 800 km e a sua cobertura é global.

Fig. 3.5—Imagem do ENVISAT, lancado pela Agéncia Espacial Européia (ESA) em margo de 2002.

3.4 Altitudes

A altitude é a grandeza utilizada para o posicionamento vertical univoco de pontos na
superficie terrestre. Conhecendo-se as coordenadas geodésicas do ponto—Ilatitude e longitude—
e a altitude, a posicao deste fica perfeitamente determinada. Como jd visto no Item 3.1, dois
referenciais sao definidos para este posicionamento, o planimétrico, representado pela figura

ficticia do elipséide de referéncia, e o altimétrico, definido pela superficie real do gedide.

O elipséide de referéncia GRS80 ¢ o sistema adotado internacionalmente como modelo da
Terra, para todos os trabalhos em Geodésia, Geofisica, Astronomia e Hidrologia, de acordo
com a recomendagao da IUGG (Moritz, 1980). O elipséide de referéncia GRS80 é a superficie
delimitante da terra normal, que é uma superficie equipotencial do campo da gravidade por
ela gerado, conhecido como o campo da gravidade mnormal. A terra normal tem a mesma
massa (incluindo a massa atmosférica), raio polar, constante gravitacional e velocidade angular
que a da Terra, porém com distribuicao homogénea e radial de densidades. O potencial da
gravidade normal é chamado de esferopotencial. O sistema GRS80 serve tanto como referencial
geométrico, para o posicionamento planimétrico, quanto referencial dindmico, para trabalhos

em Gravimetria e Geodésia Celeste.
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A altitude de um ponto é definida como a distancia entre este ponto e uma dada superficie,
tomada como referéncia. Na implantacao de um sistema altimétrico dois requisitos bédsicos
devem ser observados, (1) a altitude ser referida a um “datum” bem determinado e fisicamente
acessivel, e (2) ser inequivocamente definida. Ambos os requisitos sao facilmente atendidos se o
sistema altimétrico estiver referido ao campo da gravidade terrestre, considerado constante no
tempo. Desta forma, sendo o gedide definido como uma superficie equipotencial (ou de nivel) do
campo da gravidade terrestre (Item 2.7), pode ser utilizado como referencial altimétrico, tendo
em vista que (1) pode ser materializado fisicamente através das operagoes de nivelamento
e gravimetria, e (2) a diferenca de potencial entre superficies equipotenciais no campo da
gravidade terrestre é univocamente determinada. Convém observar que nao consideramos o
fato de que a Terra é um corpo eldstico e heterogéneo, portanto, o referencial altimétrico é

restrito a uma determinada precisao. Porém, este assunto serd estudado no Item 3.10.

Considerando um deslocamento d's = (dx, dy, dz), numa direcio arbitraria do campo da

gravidade terrestre, temos que

AW = G_de + 6_Wdy + a_Wdz = godz + gydy + g.dz = ?sd?, (3.1)
Ox Ay 0z

onde ¢, é a componente da gravidade segundo a direcdo de deslocamento. Para um desnivel

observado 4l ao longo da vertical & superficie de referéncia (Fig. 3.6), teremos

oW = —g 6l. (3.2)

Superficie

Fig. 3.6—Duas superficies equipotenciais, W, e W4, que representam, respectivamente, o gedide e a

superficie equipotencial que passa por A.

A diferenca de potencial )W independe do trajeto percorrido entre dois pontos. No en-

tanto, em virtude do nao paralelismo das superficies equipotenciais (devido a distribuigao nao
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homogénea das massas), os valores de 0/ sdo dependentes desse percurso. Portanto, as altitudes
podem ser univocamente referidas ao campo da gravidade terrestre, pois tanto W quanto g sao
invariantes com o caminho de integragao (Heiskanen & Moritz, 1967). Também, em virtude
do nao paralelismo das superficies equipotenciais, a vertical do lugar, indicada pela linha de

prumo, é uma curva reversa.
3.5 Nimero Geopotencial

A determinagao altimétrica se baseia no conceito de nimero geopotencial, C, que é definido
como a diferenga de potencial negativa entre um ponto A e o gedide (Hriskanen & Moritz,

1967). Assim, temos que .,
(W, — W) = / gdl = Cy. (3.3)

Apesar do niimero geopotencial ser definido inequivocamente para qualquer ponto, e ser
obtido a partir de observacoes feitas na superficie da Terra, ele nao possui dimensao de compri-
mento, o que se torna um inconveniente. Na prética, conhecidos dois pontos 7 e j na superficie

terrestre, a Eq. (3.3) é resolvida de maneira discreta. Portanto,

A
=Y 2 ;ng 5l (3.4)

onde g; e g; s@o as respectivas gravidades observadas, e dl;; é o desnivel entre eles (Fig. 3.6).
A unidade do nimero geopotencial é a u.g.p (unidade geopotencial), onde 1 u.g.p. = 1 kGal m
= 10 m? s72. Sabendo-se que g = 9,8 m s~2 = 0,98 kGal, entdao C = 0,98H, isto é, o niimero

geopotencial é cerca de 2% menor do que a respectiva altitude.
3.6 Altitude Dinamica

O conceito de altitude dindmica foi introduzido para se evitar o inconveniente do niimero
geopotencial nao possuir dimensao linear. A altitude dindmica é definida como a razao entre o
nimero geopotencial e a gravidade 7, num determinado ponto A (HeiskaNen & Moritz, 1967).
Temos, entao, que

Y (3.5)

Vr

onde 7, € a gravidade tedrica (gravidade normal) para uma latitude padrao, normalmente igual
a 45°. A altitude dindmica possui as mesmas caracteristicas do nimero geopotencial, porém,

nao tem significado geométrico.
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Tomando a diferenca entre as altitudes dinamicas de dois pontos i e j, obtemos (Fig. 3.6)

C,—C; 1 (I S W
HY —HP =~ — =— gdl:/ler—/(g—%)dl, (3.6)
’yr 77’ 7 7 77‘ 7
que na forma discreta se torna
1 J

O termo CD;; é chamado corregao dindmica, e permite a conversao direta de um desnivel

medido Al;; em altitude dinamica.

Como exemplo, considerando a gravidade média de referéncia v, = 980,5 Gal, para um
ponto de altitude igual a 1000 m, no equador (onde g = 978 Gal), a correcdo dinamica serd
igual a (978 — 980, 5) x 1000 +980,5 = —2,5 m, que é um valor significativo para esta corregao.

Por esta razao, a altitude dindmica normalmente nao é utilizada.
3.7 Altitude Ortométrica

A altitude ortométrica € a mais conhecida dentre as altitudes e é normalmente empregada.
Ela é, porém, erroneamente confundida com as altitudes das RRNN, habitualmente implantadas
no pais, pelo Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica—IBGE. A altitude ortométrica é
definida como a distancia entre um ponto considerado e o gedide, tomada sobre a vertical do

lugar (HeiskaNeEN & Moritz, 1967). De acordo com as Egs. (3.2) e (3.3), temos

44d 44
m--[ - [ (3.8)
o 9 o 9

cuja integracao é ao longo da vertical do lugar.

Temos, ainda, que
A 1 A
C’:/ gdH:HA—/ gdH =H, 7, (3.9)
o Ha o
onde 7 é o valor médio da gravidade entre o gedide e o ponto A (Fig. 3.7). A altitude ortométrica

H 4 pode ser obtida conhecendo-se o valor de g, assim,

e

g

Hy (3.10)

Devido a impossibilidade de se obter na prética o valor de g, utilizamos a gravidade obser-

vada na superficie, e aplicamos o método de Poincaré-Prey, também chamado de reducdo de
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Prey, para determing-lo (Item 4.8). Conhecendo a gravidade g observada na superficie terrestre,

o valor da gravidade g(z) relativa a altitude z, no interior da topografia, é dado por

9(2) =g—/ g—é dH. (3.11)

A distancia z varia ao longo da vertical do lugar, H, é a altitude ortométrica do ponto A na

superficie, e dg/0H é o gradiente vertical da gravidade no interior da topografia (Fig. 3.7).

Fig. 3.7—O método de reducdo de Poincaré-Prey, e a altitude ortométrica H 4.

O gradiente dg/0H ¢ obtido a partir da equagao de Bruns, que relaciona a gravidade g com
a curvatura média, .J, da superficie equipotencial que passa por A. Assim,

99
oH

0
= —2¢J + 47Gp — 2* =~ a—; +47G)p, (3.12)

onde (G é a constante universal de gravitagao de Newton, w é a velocidade angular da Terra, p é
a densidade média das massas, e 0y/0H ¢é o gradiente de ar livre (ponto A exterior as massas).
Assumindo-se os valores G = 6,67 x 107% cm® g7 s72, p = 2,67 gcm 3, e Oy/0H = —0, 3086
mGal m™!, obtemos dg/0H = —0,0848 mGal m~!. Aplicando este valor na Eq. (3.11), resulta

g(2) = g +0,0848 (H, — 2), (3.13)

que substituido na Eq. (3.9) fornece

Ql
I

1 A 1 ZQ A
H—A/ 940, 0848 (Hy — 2)] d= = g + 7 x 0,0848 {HAXZ_ﬂ _

= g+0,0424 Hy. (3.14)

Esta expressao fornece a altitude conhecida como altitude ortométrica de Helmert.
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A altitude ortométrica também pode ser calculada em funcao da correcao dindmica C'D,

aplicando uma corre¢ao ortométrica C'O ao desnivel observado §l. Podemos escrever que

AH;; = H;—H;—H?+HP+ H} — HP = (3.15)

AHD + (HP — H;) — (H? — H;).

)

Da Eq. (3.7) obtemos

1 J 1 1

= Alw + ODU - CDm; + ODOJ' = Alm + COz]

Aplicando os mesmos valores do exemplo do Item 4, estimamos que a correcao ortométrica
é da ordem de 25 mm, que é um valor pequeno quando comparado & corre¢ao dinamica (igual a
2,5 m). Devemos enfatizar que a altitude ortométrica ndo é constante sobre a mesma superficie

equipotencial.
3.8 Altitude Normal

Devido & dificuldade em se obter o valor de g no interior da topografia, Molodensky intro-
duziu o conceito de altitude normal. De maneira andloga as definicoes anteriores, a altitude
normal é dada por uma razao,

HY = —, (3.17)

onde 7 é a gravidade normal média entre o ponto A e o quase-gedide, definido por Molodensky
(HerskanNeEN & Moritz, 1967). Por construcao (Fig. 3.8), a altitude normal é obtida tomando-se
a projegao do ponto A na superficie do elipséide (normal que determina o ponto A,). Sobre
esta normal é definido um outro ponto A;, no qual os valores do esferopotencial Uy, e do
geopotencial W, se equivalem. Entao, a distancia A,A; é chamada altitude normal do ponto
A. Se virios pontos sao determinados de maneira andloga, é definido um lugar geométrico, que
Reino Antero Hirvonen denominou telurdide. A distancia entre os pontos do teluréide e os pon-
tos correspondentes na superficie terrestre é chamada anomalia de altitude (. Adicionalmente,
Molodensky definiu uma outra superficie que ele denominou quase-gedide, cuja distancia ao

elipséide, contada sobre a normal, é igual a (.

66



Superficie

- >

Quase-geoide

e ——

Elipséide
\

Fig. 3.8—Altitude normal e as superficies do elipséide, telurdide e quase-gedide.

Da mesma forma que a altitude ortométrica define a distdncia de um ponto da superficie
terrestre ao gedide (ao longo da vertical do lugar), a altitude normal define a distancia entre
esse mesmo ponto e o quase-gedide (ao longo da normal). Cabe mencionar que o quase-gedide

nao possui significado fisico, assim como, também, nado é uma superficie equipotencial.

Diferentemente do célculo da gravidade g, o valor de 5 pode ser obtido, com precisao, a

partir da seguinte expansao em poténcias de HY,

2
¥=", [1—(1+a+m—2a sen2¢)];[—N+ (];[—N) ] . (3.18)

Desenvolvendo a Eq. (3.18) em série de poténcias de C'/~, , obtemos

C
—, 3.19
Yo ( )

Hy =

C C\?
1+(1+m~|—acosz¢)ﬂ+ (W)

onde m, «, a e vy, representam, respectivamente, a razao entre as forcas centrifuga e gravi-
tacional no equador, o achatamento, o raio equatorial, e a gravidade normal na superficie do

elipséide.

Da mesma forma que para as altitudes, dinAmica e ortométrica, é obtida uma correcao

normal em fungao da corre¢ao dindmica, substituindo g por 7. Assim, temos as expressoes,

1

AHJ = Al + CNy;. (3.21)
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Deve-se salientar que a altitude normal, embora seja precisa, depende exclusivamente do elip-

soide adotado como referéncia.
3.9 Altitude Geomeétrica

Os satélites pertencentes ao Sistema de Posicionamento Global-—GPS, possibilitaram a
medicao direta de um outro tipo de altitude chamada altitude geométrica, também conhecida
como altitude elipsoidal ou geodésica. Ela é definida como a distdncia de um ponto & super-
ficie do elipséide de referéncia, tomada sobre a normal. A altitude geométrica é obtida por
meio do processo chamado triangula¢do (visto adiante). E importante lembrar que a altitude
geométrica, diferentemente das demais altitudes, é a wnica que nao se refere ao campo da

gravidade terrestre, por esta razao, aquelas sao chamadas altitudes naturazs.

A altitude geométrica h pode ser obtida através da equagao que a relaciona com a altitude

ortométrica H, e com a altura geoidal N. Assim, temos que (Fig. 3.9),
h=N+H. (3.22)

Os arcos ¢ e 1 sao as respectivas componentes, meridiana e no primeiro vertical, do desvio da
vertical. A altitude geométrica tem significado apenas matematico, no entanto, ela é obtida
diretamente através dos equipamentos GPS. Apesar das altitudes, geométrica e ortométrica,
serem referidas a direcoes distintas, a aproximacao da normal e da vertical do lugar na Eq.

(3.22) & utilizada na maioria das aplicagoes.

E
L Elipséide

Fig. 3.9—Altitude geométrica h, altitude ortométrica H, altura geoidal N, e as componentes do desvio da

vertical £ e 7).
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O Sistema GPS

O sistema GPS foi colocado em funcionamento pelo Departamento de Defesa dos EEUU,
e pode ser descrito através de trés principais segmentos: o segmento espacial, que compreende
os satélites espaciais, o segmento de controle, que inclui as estagoes terrestres responsaveis pela
operacao do sistema, e o segmento do usudrio, representado pelos rastreadores dos satélites

(Dana, 2000; Eriris, 2007).

O segmento espacial se compoe de uma constelacao de 24 satélites, sendo 21 efetivos e 3
reservas, que orbitam em 6 planos orientados a 55° com o equador. Cada plano contém 4
satélites, a uma elevacao de 20.200 km acima da Terra, cujo perfodo orbital é de 12 h siderais.
Sao realizadas, portanto, 2 revolugoes por dia. Os satélites medem cerca de 5 m, pesam 844

kg, e sao projetados para uma vida 1til de 7,5 anos.

O segmento de controle inclui 4 estagoes terrestres, e se destinam a atualizacao constante das
mensagens referentes a navegacao dos satélites (dados orbitais). A estagdo terrestre principal

(“Master Control Station”) se localiza no centro de controle de Colorado Springs, no Colorado,

USA.

O segmento do usudrio é representado pelos receptores GPS, que medem o tempo de percurso
dos sinais de rddio entre os satélites e as antenas de rastreamento, o que permite estimar
o alcance de cada satélite visado. Conhecendo-se a 6rbita e a velocidade dos satélites, um
programa instalado no receptor calcula a posi¢ao do usudrio através de triangulagdo. A Fig. 3.10
exibe um esquema do processo de triangulagao. As esferas representam as dreas de abrangéncia
de cada satélite rastreado, de modo que a intersecao destas define exatamente a posicao do

observador. Para melhorar a precisao, geralmente sao rastreados mais de quatro satélites.
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Fig. 3.10—Processo de triangulagdo do “Global Positioning System—GPS”. As “esferas” de abrangéncia sdo:
SAT-1-—vermelha, SAT-2—verde, SAT-3—azul, e SAT-4—amarela. O simbolo (vermelho) indica o ponto cuja

posicao serd determinada.

As ¢érbitas dos satélites sao referenciadas ao sistema geocéntrico “World Geodetic System
1984—WGS84” | que possui resolucao de dados geoidais para controle orbital, da ordem de 200
km. A atualizacao do W(GS84 incluiu dados com resolucao de +10 km, no “Earth Gravity
Model 2008—EGM2008”, o que acarretou um aumento do nimero de termos da expansao

harmoénica de 32.757 para £4,6 milhoes.

No minimo, sao rastreados 4 satélites GPS para a determinacao das grandezas consideradas:
coordenadas geodésicas, altitude geométrica e tempo preciso. Atualmente, um receptor GPS
possui acurdcia horizontal global média em torno de 13 m, e acuraria vertical de 22 m. Porém, o
uso de medigoes diferenciais (“Differential Global Positioning System—DGPS”) pode fornecer
uma exatidao da ordem de 1—5 cm, dependendo da técnica adotada. Isto inclui o tipo de
equipamento utilizado e o tempo de rastreamento, dentre outros. Com o uso de algumas técnicas
(por exemplo, o “kinematic relative positioning”), a acurdcia no posicionamento relativo pode
atingir o nivel do cm, para linhas de base de até 20 km de distancia (HormMaNN-WELLENHOF &

Moritz, 2005).
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3.10 Realizacao de um Sistema de Altitudes de Referéncia

Um sistema altimétrico de referéncia é materializado através de um conjunto de pontos
situados em locais fisicamente acessiveis. A implantacao de um sistema altimétrico envolve trés
atividades essenciais: (1) definigdo e materializagdo das RRNN, (2) nivelamento geométrico e

medigao da gravimetria, e (3) ajustamento matematico dos dados (EscoBar, 1991).

O referencial para a rede altimétrica é o gedide, superficie aproximadamente coincidente com
a superficie de equilibrio médio dos mares (Item 2.7). A materializacao do gedide pode ser feita
conhecendo-se o NMM, para o qual sao utilizados marégrafos costeiros, que registram essa vari-
agao a longos intervalos de tempo, normalmente superior a 1 ano (Bomrorp, 1977). No entanto,
o NMM pode sofrer variagoes sazonais diversas, como, por exemplo, o deslocamento vertical da
costa litoranea, o degelo polar, alteragoes meteorolégicas (como pressao barométrica), influén-
cia das massas oceénicas, alteragoes na salinidade e temperatura do mar, regimes de ventos
e correntes maritimas, e descargas fluviais, dentre outros fenémenos (Bomrorp, 1977; ToRrGE,
1980). Esses efeitos podem alterar a distancia do gedide ao NMM na ordem de 1 m ou mais, de-
nominada a topografia da superficie do mar, embora a precisao em sua obtencao seja da ordem
de 1 cm. Portanto, o conhecimento do gedide como referencial altimétrico é obtido, a menos
da topografia da superficie do mar, o que pode ocasionar diferencas entre redes internacionais

em torno de 1 m (Escosar, 1991).

E comum se instalar marégrafos em locais de mar aberto ao longo da costa, distantes
de estudrios, e espacados entre si de poucas centenas de quilémetros. Além dos objetivos
geodésicos, o monitoramento temporal do nivel do mar é de grande interesse em outras éreas,
principalmente aquelas relacionadas com efeitos climaticos, navegacao e meio ambiente. Pode-se
ainda citar a elaboragao das tdbuas de marés, a prevencao de acidentes causados por fenémenos
climéticos, e a compreensao dos efeitos relacionados a intera¢ao oceano/clima e o seu impacto

nas dreas costeiras (Davazoana et al., 2005).

Desde 1933, é mantido um registro permanente do NMM a nivel global, o “Permanent
Service for Mean Sea Level”—PSMSL, com sede no “Proudman Oceanographic Laboratory”,
UK. Esse centro é responsavel pela colecao, publicacao, andlise e interpretacao dos dados de
uma rede mundial de marégrafos. O seu banco de informacgoes dispoe de valores do NMM

fornecidos por 2.000 estacoes maregraficas em todo o globo, e envolve cerca de 200 paises.
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E mantida uma operacio conjunta para anexacio desses dados as informaces altimétricas e
gravimétricas obtidas por satélites. Uma importante constatacao é que o NMM global acresceu

de 10 a 20 cm, durante o tltimo século.

O Brasil dispoe da Rede Maregrédfica Permanente para Geodésia—RMPG, mantida pelo
IBGE, que consta de 5 estagoes maregraficas: Imbituba, Macaé, Salvador, Fortaleza e Santana
(Luz & GumarAgs, 2003). Dentre estas estagoes, a mais antiga é a de Imbituba, SC, instalada
em 1945 pelo “Inter American Geodetic Survey—IAGS”. O controle geodésico frequente entre
as estagoes maregraficas é imprescindivel. Isto é realizado através de linhas de nivelamento e
gravimetria, para determinacao rigorosa das RRNN, assim como o monitoramento através de
GPS, para identificacao de possiveis movimentos crustais que podem introduzir variacoes no
NMM. A Fig. 3.11 ilustra a relagao entre as principais referéncias envolvidas no monitoramento
do marégrafo: a RN, o NMM e o “zero” da escala do marégrafo. A altitude efetiva da RN é

dada pela sua distancia até o NMM.

Referéncia de nivel o

Nivel médio do mar —cedfercr

Zero

Zero da escala

Fig. 3.11—Niveis de referéncia de um equipamento maregrafico.

Instrumentos

Os marégrafos podem ser do tipo mecanico, eletronico, actstico (eco-batimetros e sonares),
sensoriamento remoto (satélites altimétricos), e a gds. O marégrafo de construgao mais simples
(Fig. 3.12) consiste em um poco escavado acima da maré alta (preamar), interligado ao mar
através de um tubo, de forma que os niveis da 4gua no pogo e no mar sejam idénticos. O tubo
possui uma vélvula que bombeia oscilagoes de curto periodo (como as produzidas pelas ondas)
para fora. Dentro do poco é instalada uma bédia que se move verticalmente com a oscilagao da

maré, acoplada a um registro que mapeia as variagoes continuamente.
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Fig. 3.12—Diagrama esquemdtico de um marégrafo do tipo mecénico.

A Fig. 3.13 mostra detalhes do pogo e da escala graduada do marégrafo mais antigo do

mundo, localizado em Cascais, Portugal, que se encontra em funcionamento desde 1881.

Fig. 3.13—Vista do pogo e escala graduada do marégrafo de Cascais, em Portugal.

A Fig. 3.14, em seguida, exibe uma estacao do tipo “Sea Level Fine Resolution Acoustic
Measuring Equipment—SEAFRAME”, que representa uma nova era em equipamento mare-
gréafico, baseado em um sensor que emite pulsos sonoros. A estacao é um complexo equipado
para realizar também medidas meteoroldgicas, como velocidade e dire¢ao dos ventos, pressao e
umidade atmosféricas, e temperatura do ar, que sao parametros complementares as medig¢oes
oceanograficas. A partir de 2001, no Brasil, as estacoes de Imbituba e Macaé, da RMPG,

passaram a operar com equipamento digital, cujo projeto é mais completo e robusto.
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Fig. 3.14—FEstagdo SEAFRAME da Universidade de Flinders, no sul da Austrilia.

Na operacao de nivelamento geométrico as referéncias de nivel sao materializadas através de
chapas identificadas, implantadas em locais de facil acesso, como soleiras de igreja, monumentos
publicos, marcos as margens de rovovias, etc (EscoBar, 1991). E uma operacao principalmente
utilizada em obras de engenharia, como barragens, metros e ferrovias, dentre outras. No plane-
jamento de um nivelamento geométrico sao previstos circuitos poligonais fechados, com figuras
de aproximadamente 100 km de lado ( < 100 km, em dreas densamente habitadas). Os lados
poligonais sao formados por segmentos de + 3 km entre RRNN consecutivas. O Brasil possui
cerca de 150.000 quilémetros nivelados pelo IBGE, cujo trabalho de implantacao vem sendo

realizado desde 1945.

Os instrumentos utilizados nessa operagao sao os niveis e as miras verticais. O nivel consta
de uma luneta que gira horizontalmente em torno do eixo vertical, montado sobre um tripé,
de modo a visar duas miras consecutivas. Estas distam de, aproximadamente, 50 m do nivel
(Fig. 3.15). As miras tém 3 m de comprimento e possuem uma fita graduada, fabricada com

material de baixfssimo coeficiente de dilatacao, e sao calibradas com erro inferior a 0,01 cm.

Mira

___________ Superfici

_,___t:_"_'____.:____________I/I_/_ _= w RN-1

Fig. 3.15—Sec¢ao de nivelamento geométrico para a determinagao de duas RRNN.

O desnivel 0/ é medido, com precisao, pela diferenca de leituras de duas miras contiguas, de

modo que o desnivel entre duas RRNN ¢ igual & soma n dos desniveis parciais que compoem o
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trecho. Assim, temos, da Fig. 3.15,
i=1

Na operacao de nivelamento geométrico sao tomadas algumas precaugoes para se evitar
efeitos sistemdticos. Os mais importantes sao a refracao atmosférica, colimacao do nivel, erro
de verticalidade das miras, mé calibracao na graduacao das miras, comprimento excessivo das
secoes altimétricas, e maré lunissolar, dentre outros (EscoBar, 1991). Todos estes efeitos podem
ser evitados operacionalmente, exceto aqueles causados pela m4 calibragao das miras e a maré

lunissolar. No entanto, estes também podem ser corrigidos.

O efeito de maré lunissolar provoca uma variagao na direcao da vertical. O efeito de maré
devido & Lua ¢ mais acentuado que o devido ao Sol (duas vezes maior) e ¢ dado pela férmula
(Bomrorp, 1977)

er, = 0,042 sen2¢(3 cosd;, — 2) mm/km, (3.24)

onde ¢ é a latitude do ponto observado e ¢, é a declinagao da Lua. Esta varia entre £18° e
+28° num perfodo de 19 anos. O seu efeito ocorre na direcao Norte-Sul, cujo valor médio no

territorio brasileiro é dado abaixo, considerando que 0° < ¢ < —30°,

—7/6
E; =223 / sen2¢de = —111 cos2¢|,™® = 55,5 mm. (3.25)
0

O efeito devido & atragao do Sol, cuja declinacao varia anualmente nos limites 423, 5° é igual
a Fs =~ 27,7 mm. Portanto, a acao conjunta devido & Lua e ao Sol pode produzir um efeito
total de Fy, + Fs ~ 83,2 mm. Este valor é da mesma ordem de grandeza do erro admissivel
em nivelamentos geométricos, igual a 2 mmyv/k, onde k é o comprimento da linha nivelada em
km. Como o efeito de maré é cumulativo, em grandes extensoes de nivelamento na direcao

Norte-Sul é aplicada uma correcao nas leituras conhecida como correcao astronémica.

A realizacao de um sistema altimétrico requer o conhecimento da gravidade nas referéncias
de nivel para a determinagao inequivoca das altitudes ortométricas, conforme a Eq. (3.10)
(Heiskanen & Moritz, 1967). Em geral, as observagdes gravimétricas nao ocorrem simultane-
amente com o nivelamento geométrico, pois o ultimo é mais dispendioso e operacionalmente

menos pratico.

Os levantamentos gravimétricos determinam os valores absolutos e/ou relativos da gravi-

dade. No primeiro caso, a gravidade é obtida por medicao direta através de instrumentos de
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queda livre, que podem fornecer exatidao de 1 microgal. Porém, devido a dificuldade opera-
cional desses equipamentos, somente em trabalhos em grande escala é que as medidas absolutas
da gravidade sao realizadas. Estas servem de padrao para as medigoes diferenciais. Nestas,
sao observados os intervalos de gravidade entre referéncias de nivel utilizando-se os gravimetros
diferenciais (por exemplo, LaCoste & Romberg e Scintrex). Ambos os valores, diferenciais e
absolutos, sao incorporados a rede gravimétrica através de um ajustamento matemadtico que os
integra. As redes gravimétricas sao também configuradas de modo a formar figuras poligonais
fechadas, para melhor controle da precisao interna da malha, e administragao operacional do

ajustamento.

Os gravimetros absolutos determinam o valor da gravidade através de interferometria a raio
laser, que mede precisamente o tempo de deslocamento de um corpo em queda livre entre dois
referenciais. O Brasil possui um conjunto de 7 estagoes absolutas, que se encontram “quase”
regularmente distribuidas na extensao Norte-Sul, e servem como referencial para a Rede Gra-
vimétrica Fundamental Brasileira—RGFB. A RGFB cobre praticamente toda a extensao do
territério brasileiro com espacamento em torno de 100 km, cujo trabalho de implantacao, através
de medicoes diferenciais da gravidade e seu ajustamento, foi coordenado pelo Observatorio

Nacional (EscoBar,1981).

Os instrumentos diferenciais sao mais utilizados devido a facilidade operacional, como trans-
porte e manutengao, e fornecem uma precisao melhor do que 40,05 mGal em um trajeto de
ida-volta. Esses equipamentos baseiam-se no principio do dinamoémetro, onde a variacao do
comprimento da mola é determinada em fun¢ao do peso de uma massa que pende sob a acao
da gravidade. A variacao de seu peso é registrada entre dois pontos observados, e corresponde

a diferenca de gravidade entre eles.

3.11 Ajustamento de Redes Altimétricas de Referéncia

Nesta fase de implantagao de um sistema de referéncia altimétrica, a informagao obtida no
nivelamento geométrico e no levantamento gravimétrico é reunida e analisada, cujos valores de
altitudes ortométricas H serao determinados através de um ajustamento matematico (EScoBAR,
1991; Cruz, 2007; EscoBar et al., 2008). Aqui sao definidos os parametros incégnitos e as
observagoes, através de um modelo que os correlaciona. Este modelo vincula as grandezas

observadas, 0l e g, com as grandezas consideradas constantes (como dados maregréficos, por
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exemplo).

Outros modelos sao ainda propostos para o ajustamento dos dados altimétricos de referéncia
(vide, por exemplo, Cruz, 2007; EscoBar et. al., 2007). Dentre estas vantagens apresentadas
nos trabalhos citados, destaca-se que (1) as altitudes sdo ajustadas em um tnico processo, e

(2) ndo hé necessidade de se calcular os nimeros geopotenciais e as correcoes ortométricas.
3.12 Consideragoes Sobre as Altitudes

Tendo em vista que, tanto o elipséide de referéncia quanto o gedide, sao determinados em
funcao do campo da gravidade terrestre, podemos concluir que este campo é o mais importante
pardmetro na defini¢ao de um sistema plani-altimétrico de referéncia. Na verdade, nenhum dos
tipos de altitude, ja estudados, atende plenamente a defini¢ao, uma vez que cada qual possui um
inconveniente de ordem pratica ou tedrica. Por esta razao, a pesquisa tem sido direcionada para
aprimorar o cdlculo das altitudes ortométricas, e principalmente, a sua determinagao em funcao
das altitudes normais. Dentre as idéias propostas neste sentido, sao apresentadas técnicas para
o refinamento do valor da gravidade real média no interior da topografia (Eq. (3.9)), tendo
em vista que este é o maior problema no cdlculo da altitude ortométrica. Por outro lado,
investiga-se também uma possivel aplicacao das altitudes normais como referéncia altimétrica,

bem como a sua conversao para um sistema baseado nas altitudes ortométricas.

Dentre as publicagbes mais recentes, TENZER et al. (2005) apresentam uma relagdo para
o cdlculo da gravidade média g, em funcao da gravidade normal média 7, do distirbio da
gravidade d¢g™T, e das atracoes devido & massa topogréfica e a atmosférica, respectivamente, g’
e g*. Assim,

gRT+09" + 4" + g% (3.26)

Neste trabalho, sao assumidas simplificacoes para o célculo da calota esférica de Bouguer
e da correcao topografica. Esta tltima é calculada através de um modelo digital do terreno
(MDT) espagado de 3”x3", com distancia esférica igual a 3° em torno do ponto a ser calculado.
Uma contribuicao deste trabalho é a rigorosa correcao aplicada ao disttirbio da gravidade dg~".
O indice se refere ao distirbio da gravidade gerado pelas massas sobre o gedide—ou seja, sem

considerar o relevo.

No trabalho de SanTos et al. (2006) sao pressupostas corregoes de 2% ordem para a gravidade
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normal e para a calota esférica de Bouguer. Considerando a pior das hipéteses—no caso H = 9
km, no Monte Everest—essas correcoes sao inferiores a 2 cm. Este valor deve ser aplicado no

calculo da altitude ortométrica.

No artigo de SyoBERG (2006a) ¢é apresentada uma relagdo entre as altitudes, normal e or-
tométrica, utilizando-se as mesmas pressuposicoes dos outros autores. Essas hipoteses sugerem
que o potencial da gravidade seja dividido em duas componentes—uma devido as massas inte-
riores, sem considerar a topografia na superficie do gedide, e a outra, considerando-se apenas o
relevo acima deste. E proposta a seguinte férmula precisa para a conversio da altitude normal

em altitude ortométrica, num dado ponto P,

A dgt, Hp —dVi T
VgBHP + 29 ;’ P 7P — dNa, + DCp, (3.27)

dHp = —

onde a correcao dHp é funcao da anomalia Bouguer simples Agg, do efeito da topografia no
potencial dV} e na gravidade dgt, do efeito da continuagdo vertical para baizo (“downward
continuation”) do potencial anémalo T, da variacao lateral de densidades dNa,, e da corregao
na anomalia de altitude D(p. O autor menciona que o termo referente & variacao lateral de
densidades pode atingir + 1,8 m, para elevagdes acima de 600 m. No entanto, o termo Tp /7,

nao ¢é significativo, sendo da ordem de 4 mm na pior situagao.

Tenzer (2006) avalia a distancia entre as superficies do gedide e quase-gedide, em fungao
do valor médio do distirbio da gravidade, ao longo da vertical, no interior da topografia.
Adicionalmente, ele apresenta a equacao abaixo, para o cdlculo da altura geoidal N em funcao
da anomalia de altitude ¢, da altitude normal HY, e do valor médio do distiirbio da gravidade
a9,

2 HN
N=¢[(1-=HY —bq. 2
C( 7 )+ 5 0g (3.28)

E ainda apresentada uma relagao entre as anomalias da gravidade no geéide e na superficie

terrestre, através da equacao integral de Poisson.

Em SijoBerc (2006b) ¢é utilizada uma outra técnica para a continuacao vertical do valor da
gravidade, sem o uso da equacao de Poisson. Aqui, o efeito topografico total é deduzido na

altura geoidal, através da expressao,

T,—T
dNpoy = “2——, (3.29)

Yo

onde T, e T sao os valores de potencial anomalo no gedide e no ponto dado, respectivamente.

78



Dexnis & FeaTHERSTONE (2003) comentam a idéia de se estabelecer referéncias altimétricas
compativeis com as altitudes derivadas do GPS, assim como sugerem o vinculo de diferentes
tipos de modelos geoidais com os diferentes sistemas de altitude. Os autores nao recomendam
o uso atual de altitudes ortométricas na realizacao de sistemas de altimetria, devido as ele-
vadas correcoes requeridas, e, também, em virtude das diferengas encontradas nas altitudes

ortométricas em dreas muito montanhosas.

Em suma, os vdrios autores sao unanimes em se estimar a gravidade no geéide a partir de seu
valor conhecido na superficie terrestre (“downward continuation”), e apresentam solugoes para
calcular a gravidade média no interior da topografia. No entanto, devido & impossibilidade de
se conhecer este valor, virias simplificacoes tém que ser assumidas. Uma dessas consideragoes
é o emprego da calota esférica no cdlculo da anomalia Bouguer, e a adocao da distribuicao
lateral das densidades. Como j4 foi mencionado, todo esse raciocinio leva a simplificacoes para

o cdlculo da predicao vertical da gravidade, e, portanto, o problema permanece.

3.13 Geodésia Espacial

O atual desenvolvimento no campo das determinagoes gravimétricas—espaciais e na superfi-
cie, torna possivel o estabelecimento global de um sistema de altitudes de precisao. Dentre esses
avancos estao os veiculos espaciais destinados & medi¢ao do campo da gravidade, os satélites
altimétricos para determinacao do nivel médio oceénico, e os equipamentos espaciais baseados

em altimetria por radar, para geracao de modelos de relevo.

Atualmente sao disponiveis dados digitais de elevagao cobrindo 80% do planeta, com re-
solucao horizontal igual a 1” de arco (30 m) (Uscs, 2007). Esses dados sao obtidos pelo
“Shuttle Radar Topography Mission—SRTM”, que coleta informacao digital de relevo por
interferometria, e possui acurdcia vertical melhor do que 16 m, com intervalo de confianca de
90%. O SRTM orbita a uma altitude de 233 km, e conduz uma antena lateral, acoplada a 60 m
de distancia (Fig. 3.16). A sua cobertura—entre as latitudes 60° N e 56° S—possui uma ligeira
inclinagao, proporcionando a formacao de imagens tridimensionais do relevo. Essas imagens

estereoscopicas sao vantajosas para inimeras aplicagoes praticas.
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Fig. 3.16—Ilustracao do “Shuttle Radar Topography Mission—SRTM”, em operagao.

Para a obtencao de dados altimétricos, outros veiculos espaciais tém sido utilizados, tais
como o “Geosat” e o “European Remote Sensing Satellite—ERS”. Estes satélites sao equipados
com radares de alta precisao, para fornecer a altitude detalhada da superficie oceanica (Nasa,
2007b). Tais equipamentos possuem resolucao vertical igual a +0,03 m (satélite Geosat) e
+0,05 m (satélite ERS-02). O Geosat possui resolucao horizontal de 10-15 km, navegando em
6rbita quase polar (latitude = £72°), numa altitude de 800 km, e realiza 14,3 revolugoes por
dia. Devido & sua érbita plana fixa e ao movimento de rotagao da Terra, este satélite mapeia
toda a topografia da superficie do mar num periodo de 1,5 anos, com um espagamento entre

imagens em torno de 6 km.

Atualmente, os dados sobre a topografia da superficie do mar tém sido fornecidos pela missao
“Jason”, que dentre outros objetivos, monitora a circulagao global do oceano. Este satélite
¢ uma continuagao da importante missao “TOPEX/Poseidon”, um lancamento conjunto da
NASA e da CNES, que ficou em operacao de 1992 até 2006. Orbitando a uma altura de
1.330 m, esta missao forneceu medidas da superficie ocednica com uma acurdcia de 3,3 cm

(Topex/PoSEIDON, 2008).
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Conhecendo-se a altitude elipsoidal do satélite (Item 3.9) e a altimetria da superficie do
mar, as alturas geoidais podem ser determinadas através da Eq. (3.22). Uma vez obtida a
informacao do gedide, as anomalias da gravidade podem ser derivadas a partir daquela. Um
exemplo a citar ¢ a computagao do gedide invertendo-se a férmula de Stokes (Eq. (2.133)).
O teste de acurédcia das anomalias da gravidade é realizado confrontando-as com as medi¢oes
gravimétricas obtidas em levantamentos com navios, o que, na melhor das hipéteses, fornece

uma precisao em torno de +5 mGal.

Numa classe mais recente de missdes para obtengao do campo da gravidade terrestre (tanto
na superficie quanto nos oceanos), se encontram os satélites do “Gravity Recovery and Climate
Experiment—GRACE”, o “Challenging Minisatellite Payload—CHAMP?”, e o “Gravity Field
and Steady-State Ocean Circulation Explorer—GOCE” (Grz, 2000; Grz, 2004; Esa, 2007;
GRrACE, 2007; SHuM et al.; Nasa, 2007a). A Fig. 3.17 exibe uma visao artistica dos trés satélites

em drbita na Terra.

O GRACE é projetado para uma vida ttil de 5 anos e possui 2 satélites gémeos, distantes
entre si 220 km. Eles transitam em o6rbitas polares a uma altitude de 500 km, e completam
uma revolucao a cada 95 minutos. Quando o primeiro satélite se aproxima de uma regiao
de alta gravidade relativa, ele é atraido para esse ponto. A passar por esta drea, o primeiro
satélite diminui de velocidade, enquanto o segundo aumenta. Estas variagoes nas velocidades e
distancias relativas sao medidas com precisao (na faixa de microns), permitindo o mapeamento

do campo da gravidade.

O CHAMP é um pequeno satélite da empresa alema GFZ destinado a realizar, pela 1?
vez, medigoes de alta precisdo dos campos gravimétrico e magnético da Terra (principal e
crustal), assim como a sua variabilidade. Sao também equipados para realizar sondagens na
atmosfera/ionosfera terrestre. O CHAMP, planejado para um periodo de vida de 5 anos, abre
uma nova perspectiva no desenvolvimento dos modelos geopotenciais, além de ser destinado a
pesquisa e aplicagoes atmosféricas. O CHAMP orbita com uma inclinacao de 87° a uma baixa

altitude (454 km), adequada para as observagoes do campo geomagnético.
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Fig. 3.17—Satélites das missdes GRACE (inferior/direito), CHAMP (inferior/esquerdo) e GOCE (superior).

O mais recente projeto dedicado & medicao do campo da gravidade e o modelamento do
gedide, com alta acurdcia e resolucao espacial, é o satélite GOCE, com lancamento previsto para
2009. Os principais objetivos da missao GOCE, s@o (1) a medigao do campo da gravidade, com
acurdcia de 1 mGal, e (2) a determinagao do gedide, com acurdcia de 1-2 cm. Em ambos os

casos, serd alcancada uma resolucao espacial melhor do que 100 km.

Antes do lancamento desses satélites, os modelos de campo da gravidade provinham de fontes
bem diversas de dados. Dentre essas, encontram-se os dados de satélites de altas orbitas, as
informagoes altimétricas sobre o mar, e as observacoes gravimétricas terrestres e aéreas. Com
o advento das trés missces, GRACE, CHAMP e GOCE, cujas orbitas tém baixas altitudes,
as componentes referentes aos grandes comprimentos de onda sao efetivamente melhoradas.
Em virtude da distribuicao homogénea das observacoes dos satélites, hd também um aumento
na sua acurdcia de maneira global. Em relacao aos comprimentos de onda do espectro do
gedide, a missao CHAMP pode fornecer uma melhoria no conhecimento do campo da gravidade,
para os grandes comprimentos de onda—entre 400 km e 2000 km—bem superior aos modelos
anteriores. Os satélites-gémeos da missao GRACE fornecem uma melhoria na parte referente
aos comprimentos de onda médios ou moderados. E o futuro satélite GOCE serd superior aos
demais na parte referente aos curtos comprimentos de onda, para harmonicos esféricos de grau
superior a 250, embora os seus resultados ja venham a fornecer melhoria a partir dos graus 60

a 80.

O “Laser Geodynamics Satellite—LAGEOS” é um satélite destinado, sobretudo, as medigoes

dos movimentos tectonicos, além do registro do campo da gravidade terrestre (Fig. 3.18). O
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satélite se constitui de uma esfera de 60 cm, de massa igual a 411 kg, e orbita a uma altitude de
5.900 km. Devido aos seus 426 prismas retro-refletores, o LAGEQOS é capaz de realizar medicoes

de distdncia com uma acuricia melhor do que 1-3 cm.

Fig. 3.18—Imagem do “Laser Geodynamics Satellite —LAGEOS”.
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CAPITULO 4

REDUCOES DA GRAVIDADE

4.1 Introdugao

Devido as irregularidades na superficie topogréfica, geralmente os valores observados da
gravidade sao reduzidos matematicamente a um referencial. Essa operacao se destina a uni-

formizar os dados, referindo-os a4 mesma superficie padrao.

Dependendo da finalidade do levantamento gravimétrico—seja para a Geofisica, Geodina-
mica, Geologia, Geodésia Fisica, etc—algumas consideracoes podem orientar o tipo de reducao
a ser aplicada, ou seja, este procedimento é fungao da anomalia ou do distirbio da gravidade

que estd sendo utilizada.

A reducao da gravidade simula um valor observado, supondo que as medigoes foram realiza-
das diretamente na superficie de referéncia. Como exemplo, utilizando-se os métodos de Stokes
e Vening Meinesz—que sdo fundamentados na teoria do potencial (Stoxes, 1849), o gedide é
considerado a superficie de contorno. Portanto, os valores observados sao reduzidos a superficie
geoidal. Por outro lado, em Geofisica, a utilizagao de equipamentos GPS permite a medicao
direta das altitudes relativas ao elipséide. Assim, as anomalias e distirbios da gravidade podem

ser referidos a ele.

As reducgoes da gravidade sao geralmente associadas as anomalias, e sao utilizadas para o
calculo destas. A anomalia Ag é a diferenca entre a gravidade real no geédide g,, e a gravidade
normal no elipséide v,, consideradas sobre a normal ao elipséide (HeiskaNex & Moritz, 1967).
Entao,

Ag = g, — 7, (4.1)

Portanto, as redugoes, as corregoes gravimétricas e as anomalias da gravidade, estao dire-
tamente interligadas. A seguir, sdo descritas as principais reducoes e correcoes gravimétricas,

bem como os tipos de anomalias envolvidos.
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4.2 Redugao de Ar Livre

A redugdo de ar livre ¢ uma operacao que transporta o valor da gravidade de um ponto
observado para o gedide, considerando apenas a sua altitude ortométrica. Desta forma, dife-
rentes altitudes de um conjunto de pontos sao automaticamente compensadas ao mesmo nivel

do gedide.

Supondo os pontos P e (), na Fig. 4.1, os seus valores da gravidade sao reduzidos as suas
projecoes P, e ), sobre o gedide, aplicando-se a ambos a reducao de ar livre. As distancias Hp

e Hg sao as respectivas altitudes ortométricas.

Fig. 4.1—Redugao de ar livre.

Obviamente, para se obter o valor real da gravidade em um ponto (P,, por exemplo), é
necessdrio o conhecimento da sua variagdo ao longo da vertical PP, (SazHINA & GRUSHINSKY,
1971). Entretanto, como a distribuicdo da massa topogrifica ndo é conhecida, esta variagao
também nao é. Em primeira aproximagao, considera-se a equacao de Bruns (Eq. (2.75), que
relaciona o gradiente vertical da gravidade com a curvatura da linha de prumo em P. Porém,
como a curvatura também nao é conhecida, podemos aproximé-la pela curvatura média das

segoes normais do elipséide (Item 2.8).

Na pratica, o gradiente real da gravidade ¢ substituido pelo seu gradiente normal. Re-
correndo a outra aproximacao, adotamos o valor médio do gradiente normal, que é igual a
—0,3086 mGal/m. Neste caso, a Terra é considerada esférica e sem movimento de rotagao.
Esta aproximacao pode causar imprecisoes da ordem de 10~2 mGal por cada 100 m de altitude,

dependendo da latitude do ponto (Item 2.13).
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Entao, na redugao de ar livre, o valor calculado da gravidade g, ¢ dado por
9o =9gp + 0,3086Hp, (4.2)
e a anomalia de ar livre em P é igual a

AgAr Livre _ ap — 7, + 0’ 3086HP mGal. (43)

Como a camada de matéria existente entre P e P, nao é considerada, o valor da gravidade
gp aumenta. Em consequéncia, a anomalia de ar livre também aumenta, e, por esta razao,
ela possui correlagdo direta com a topografia. No caso do ponto @) (Fig. 4.1), a altitude Hg

(profundidade de Q) é negativa.

A reducao de ar livre, normalmente, estd associada a outros tipos de redugao da gravidade,
onde se inclui a massa topogréafica. Em Geodésia Fisica, a massa terrestre é considerada apenas
para cumprir as exigéncias da técnica de Stokes, isto é, inexisténcia de massa exterior ao gedide.
Neste caso, as reducoes transferem a massa situada acima do gedide para a sua superficie.
Assim, o terceiro problema de valor de contorno da teoria do potencial-—ou primeiro problema

de valor de contorno da Geodésia Fisica—¢ resolvido na superficie do gedide.

4.3 Corregao Topografica

A correcao topogrifica, também chamada corregdao orogrifica ou de terreno ou de relevo,
transforma analiticamente a topografia irregular nas proximidades de um ponto de observagao,
em um terreno plano. Desta maneira, o relevo passa a coincidir com o plano do horizonte
do ponto (Fig. 4.2). O excesso de matéria acima do horizonte é removido, e a lacuna de

massa abaixo dele é adicionada. Esta camada de densidade uniforme “aplainada” sob o ponto

—chamada platé de Bouguer, pode ter geometria plana ou esférica conforme a precisao exigida

(Torce, 2001).

A Fig. 4.2 mostra a resultante de atracao F 1o ponto P, e o vetor da gravidade ¢, que
serd efetivamente corrigido. Neste caso, a matéria situada acima de P tende a diminuir o valor
da gravidade—cuja atragao é para cima—portanto, a remoc¢ao de massa aumenta a gravidade.
Por outro lado, a depressao abaixo de P também contribui para diminuir a gravidade, devido
a auséncia de massa. Logo, o seu preenchimento a aumenta, pois a atragao ¢ no mesmo sentido
para baixo. Assim, como a gravidade é diminuida em ambos os casos, a correcao topogréfica é

sempre positiva.
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Fig. 4.2—Corregao topogréfica.

Dentre os varios modelos existentes para a representacao da topografia, os mais utilizados sao
os prismas—retangulares, triangulares ou circulares, de topo inclinado ou plano (Smith, 2000;
Barrows & FerT, 1991; Woopwarp, 1975). O modelo cilindrico—conhecido por “abaco”, é
0 mais antigo e deu origem as classicas tabelas e nomogramas. Estas permitem o cdlculo das
corregoes a partir de mapas topograficos, sendo ainda muito usado, principalmente para a
chamada correcao de relevo local. Neste caso, é estabelecida uma distdncia méxima em torno
do ponto, normalmente nao superior a 200 m, cujas altitudes médias dos setores sao estimadas

visualmente.

Na técnica do dbaco, é calculada a atracao exercida por um cilindro de densidade constante
p, sobre um ponto P situado no seu eixo (Fig. 4.3). Formalmente, a correcao topografica é

expressa por (Barrows & FerT, 1991)

27
Top _ zdz rdr da
¢ a Gp/ / / (22 +12) (242 (44)

= 21Gp (\/rf—l—z%—\/rg—l—z%jt\/r%—%z%—\/r%—i—z%).

Considerando que no dbaco z; = 0, a corre¢ao devida a um setor—por exemplo, o destacado

na Fig. 4.3—¢ igual a

c™P = 27Gp <\/T‘f + 22 — \/7“3 + 22+ 19— rl) : (4.5)

38



N

z; o

Ty
7y

Y

Fig. 4.3—Atracdo da massa de um cilindro sobre o ponto P, situado no seu eixo.

Viérios pesquisadores contribuiram para o aprimoramento dessas tabelas e nomogramas,
que s@o ainda utilizadas. Dentre outros, citam-se Hayford, Bullard e Lukavchenko (Sazuina &

GrusHINSKY, 1971).

Comumente, utilizam-se os meios computacionais para o calculo da correcao de relevo,
cuja informacao topografica é inserida na forma digital. Na técnica de Woopwarp (1975),
por exemplo, o relevo é geometricamente representado por prismas verticais de base triangular
e topo inclinado, com densidade constante. O programa TRITER, em c6digo FORTRAN
(RuperT, 1988), processa as triangulagdes respectivas dos vértices das bases, de acordo com as
estruturas de Delaunay (Item 5.3). A componente vertical de atracdo dos prismas em relagao
a cada ponto, dentro de um raio de busca fornecido, é entao calculada. A Fig. 4.4 ilustra
a topografia representada por prismas triangulares, dentro de uma drea circular de 3 km em
torno da estacao VEUOQ, na regiao de Resende. A drea verde inclui os prismas que se encontram
acima do plano horizontal da estagao, e a regiao em marrom corresponde aos prismas que estao

abaizo dela.
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Fig. 4.4—Representacao do relevo por meio de prismas triangulares. O simbolo no centro ¢ a estacao VEUO, em Resende.

Este foi o método utilizado no presente trabalho, devido a comodidade para a digitalizacao
da altimetria, a partir de cartas plani-altimétricas. Atualmente, o cdlculo da correcao de relevo
¢ muito facilitado, devido a disponibilidade de informagao obtida da missao SRTM (Item 3.13).
Esta prové dados digitais de elevacao do terreno com resolucao de £30 m, cobrindo cerca de

80% do planeta (Usas, 2007).

Técnicas espectrais sao também utilizadas para o cdlculo da correcao de relevo, na qual a
formulagao é adequada as operagoes no dominio da frequéncia (ForBerag, 1985; SipERIS & SHE,
1995). A técnica espectral produz resultados na mesma precisao que o método cléssico, com a

vantagem de agilizar o tempo de processamento, pois envolve menor demanda computacional.

A correcao de relevo pode assumir valores significativos nos planaltos e em regides monta-
nhosas, da ordem de 10 a 100 mGal. Em &dreas nao acidentadas pode variar entre 0,1 e 1 mGal

(Torae, 2001; RuperT, 1988).
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4.4 Redugao de Bouguer

No célculo da anomalia Bouguer, a matéria situada acima e abaixo do plano do horizonte da
estacao gravimétrica, assim como a massa existente entre a estacao e o gedide, sao consideradas.

O seu célculo envolve trés passos: correcao topografica, e redugoes de Bouguer e ar livre.

Na reducao de Bouguer considera-se o platé ou a calota de Bouguer, que é a camada de
massa existente entre o plano do horizonte e o gedide (Fig. 4.2). A atragdo f exercida pela
massa de um disco plano de altitude Hp e raio infinito, com densidade constante p, sobre um

ponto P situado no seu eixo, é dada pela expressao (Sazuina & GRUSHINSKY, 1971)

A Eq. (4.6) equivale a considerar z; = 0, 20 = Hp, r1 = 0 e r — 00, na Eq. (4.4). Por
consideracoes préticas, é utilizado o valor de 2,67 g cm™ para a densidade média da crosta
superior da Terra. Introduzindo este valor, juntamente com a constante universal de Newton,

G, igual a 6672 x 10~ m? s72 kg™!, obtemos, para Hp em metros, o valor
f=0,1119Hp mGal, (4.7)

que deve ser subtraido no cdlculo da anomalia Bouguer. Este valor aproxima-se daquele que

seria produzido por uma calota de 166 km de raio.

Introduzindo as respectivas parcelas de correcao topografica, plato de Bouguer e reducao de

ar livre, obtém-se

AgBouguer = gp—1, + CTOP o O, 1119HP + O, 3086HP = (48)

= gp—,+C™ +0,1967THp mGal.

Em regices muito extensas, pode-se utilizar as calotas esféricas de Bouguer—com a devida
correcao topografica—em geral, para um raio de pesquisa além de 170 km do ponto de cédlculo
(Torae, 2001). Dentre as publicagdes mais recentes que utilizam calotas esféricas para a redugao
de Bouguer, citam-se, por exemplo, TenzER et al. (2005), SioBERG (2006a) e SANTOS et al.
(2006). Neste tltimo, sdo pressupostas corregoes de 2% ordem para o cdlculo da gravidade

normal e da calota de Bouguer.
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Analisando valores de anomalias Bouguer em regioes muito extensas, observa-se uma corre-
lacao sistemdtica com a topografia. Em dreas muito montanhosas, por exemplo, as anomalias
Bouguer sao geralmente negativas, cujos valores podem atingir —200 mGal. Elas diminuem
numa propor¢ao de 100 mGal para cada 1.000 m de altitude (Hormann-WEeLLENHOF & MoORITZ,
2005). Em regides oceédnicas, as anomalias Bouguer sao positivas (Torage, 2001), porém, em
dreas continentais pouco acidentadas, elas assumem valores da ordem de —30 mGal. Junto ao
litoral, elas se aproximam de zero ou sao pouco negativas. Estes valores indicam que existem
variacoes laterais na densidade das rochas que formam a crosta. Assim, as rochas sob as
montanhas devem ter densidade inferior a média, e, sob os oceanos, acima da densidade média.
Esta é uma indicacao de que as anomalias de massas sao de alguma forma compensadas. Tal
efeito denomina-se isostasia, cuja teoria sugere que o peso das montanhas estd compensado
de alguma maneira no interior da Terra, de modo que a matéria abaixo delas nao permanece
sujeita a tensoes. De forma idéntica, mas de modo inverso, parece acontecer o mesmo sob os

oceanos, uma vez que o peso da massa ocednica é bem inferior ao dos continentes.
4.5 Reducgao Isostatica

A reducao isostética também remove a topografia, porém, é aplicada uma compensacao de
massa no interior da crosta. Desta forma, a matéria é transferida para abaizo do geédide, de
acordo com algum modelo de isostasia. A crosta é considerada tao homogénea—ou regularizada,
quanto possivel, com densidade e espessura constantes (Torce, 2001; HormanN-WELLENHOF &

Morirz, 2005).

Dentre os modelos propostos de isostasia, destacam-se os de Pratt-Hayford, de Airy-Heis-
kanen, e o de Vening Meinesz. Todos assumem que a massa ¢ compensada internamente, de
modo que um equilibrio hidrostdtico é atingido a um determinado nivel ou profundidade de
compensag¢ao. No caso dos dois primeiros, esta compensacao é local, e corresponde as colunas
verticais em que a topografia é seccionada (Fig. 4.5). Os valores de densidade e profundidades
de compensacao fazem a distingao entre os modelos. Entretanto, em ambos, a condi¢ao de

isostasia é satisfeita por

H
/H : pdz = constante, (4.9)
Jr

onde p é densidade, H ¢ altitude da topografia, e T' é o nivel de compensacgao isostética.

O modelo de Pratt-Hayford assume uma camada crustal de espessura constante 7}, cujas
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colunas de massa possuem densidades variadas, de forma a manter o equilibrio isostatico (Fig.

4.5a). As condigbes de equilibrio para continentes e oceanos sdo, respectivamente, dadas por

IOC (TO + H) = poTo; (410)

Pe (TO - t) + Pa t = p0T0~

Normalmente, sao adotados os valores T, = 100 km, p, = 2,67 gcm ™3, e p, = 1,027 g cm ™3
(densidade da dgua). O termo p, representa a densidade da coluna correspondente & espessura

de compensacao 7.

No modelo de Airy-Heiskanen, a camada topogréfica possui densidade constante p,, porém,
as colunas de massa tém profundidades variadas. Deste modo, a cada elevacao H corresponde
uma “raiz” R da montanha, e, a cada depressao oceanica t, corresponde uma “antiraiz” r,
em relagao ao nivel de compensacao isostdtica. Assim, a crosta penetra no manto superior
mantendo um estado de equilibrio “flutuante” (Fig. 4.5b). As condigoes de isostasia para os

continentes e oceanos sao, respectivamente,
(pm - po) R = poT; (411)
(pm - po) o= (po — Pa )t7

onde a densidade do manto superior é p,, = 3,27 g cm™3. A profundidade de compensacao T, =
30 km, normalmente assumida, é coerente com a profundidade média da Moho—discontinuidade

de Mohorovici¢, fronteira entre crosta e manto—obtida da Sismologia (Souza et al., 2003).
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Fig. 4.5—Modelos de isostasia segundo Pratt-Hayford (a) e Airy-Heiskanen (b). Em (a), a relagdo entre as

densidades é py> p,> p1> pPo> Ps.

Em ambos os modelos, a crosta é subdividida em colunas verticais de matéria, e o efeito da
carga é considerado localmente. Neste caso, a compensacao segue estritamente a topografia, o

que é conveniente para a computagao, porém, nao é fisicamente realistico (Bomrorp, 1977).

Ao aprimorar o modelo de Airy-Heiskanen, Vening Meinesz propds que a compensacao
isostdtica ocorra a nivel regional, ao invés de local. Entao, a massa topografica é considerada
“flutuante” sobre uma crosta eldstica, e, portanto, menos sujeita as variagoes locais, admitindo-
se um certo grau de suavizacao na crosta deformada. Esta idéia, entretanto, é de dificil im-
plementagao devido a sua complexidade. A Fig. 4.6 ilustra a diferenga entre os modelos de

Airy-Heiskanen e Vening Meinesz, mostrando a crosta defletida numa compensacao regional.

Compensacao regional

Compensacao local _ :
(Vening Meinesz)

(Airy-Heiskanen)
Fig. 4.6—Modelo isostdtico de Vening Meinesz.
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4.6 Reducao de Inversao de Rudzki

No método de Rudzki, cada elemento de massa é deslocado para uma posicao simétrica em
relacao ao gedide, cuja profundidade equivale a sua altitude—como numa “imagem de espelho”
(LamBert, 1930; Bomrorp, 1977). Como esta transferéncia de matéria ¢ feita de modo a nao
alterar o potencial, o efeito indireto é teoricamente igual a zero (Item 4.9). Entretanto, o
campo da gravidade externo ao geédide é alterado. Além disto, o método nao traduz um modelo
geofisico significativo, por estas razoes nao ¢ normalmente empregado em Geodésia Fisica. A
Fig. 4.7 ilustra o método de Rudzki na aproximacao plana. Neste caso, o elemento de massa dm
no ponto P é considerado igual ao elemento de massa dm’ no ponto imagem P’. Na aproximacao

esférica da Terra, temos que dm’ é da ordem de 1078 vezes menor que dm.

Geoide

T

PP, = PP,

oP’

Fig. 4.7—Redugao de inversao de Rudzki.

4.7 Reducao de Condensacao de Helmert

Conforme sugeriu Stokes, em seu trabalho sobre a determinacao do gedide a partir de ob-
servagoes da gravidade (StokEes, 1849), a massa topogréfica exterior deve ser “condensada” ou
“comprimida” sobre a superficie do gedide, no ato de remogao desta. No entanto, a simples
substituicao de massa causa alteragao no potencial da gravidade e, também, na forma do gedide
(LamBERT, 1930). Este é o chamado efeito indireto das redugées da gravidade (Item 4.9). Dentre
as técnicas propostas para a remocao e restauracao da topografia, o método de condensagao de

Helmert é o que produz o menor valor de efeito indireto—apés o método de Rudzki.

Helmert, inicialmente, considerou a massa topogrifica “condensada” em uma superficie
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situada 21 km abaixo do gedide ( (LamBert, 1930; Heiskanen & Moritz , 1967). Esta idéia,
que tinha a vantagem principal de diminuir a influéncia da topografia local, foi, no entanto,
descartada, dando lugar a um modelo onde a condensagao é realizada numa camada superficial,
infinitesimalmente fina, porém, densa, sobre o gedide. Esta idéia coincide com a concepcao

original de Stokes para a remocao da topografia.

No Segundo Método de Condensa¢io de Helmert, a densidade de um elemento infinitesi-
mal de drea na superficie do gedide, é igual ao produto da densidade p da coluna de massa
“condensada”, pela sua altitude ortométrica H (Fig. 4.8). Supondo que seja mantida a massa
do elemento infinitesimal de drea (Bomrorp, 1977), a menos da hipétese das densidades, que

nao sao conhecidas, teoricamente a massa total da Terra nao é alterada apés a “condensagao”

(LamBert, 1930).

Geodide
Densidade = pHp

Fig. 4.8—Método de redugao de condensagao de Helmert.

O método de Helmert pode ser entendido como o caso limite da redugao de Pratt-Hayford,
supondo que o nivel de compensagao isostdtica tende para zero (HeiskaANEN & MoriTz , 1967).

Na prética, o esquema de Helmert pode ser sumarizado nas etapas seguintes:

(1) Remogao do plato de Bouguer: —0, 1119H p;

(2) Redugdo de ar livre e corregao topogréfica: +0, 3086 Hp + C'T°P;

(3) Inclusao ou “condensagao” do platé de Bouguer sobre o gedide: +0,1119Hp.

Portanto, a “condensacao” de Helmert corresponde ao efeito combinado da redugao de ar
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livre e da corregao topogréfica, e a anomalia de gravidade de Helmert é dada por

Aghemert — g — 5+ O™ 40,3086 Hp mGal. (4.12)

Num terreno nao acidentado, onde nao ha correcao topogréfica, a anomalia de Helmert se
confunde com a prépria anomalia de ar livre, e, neste caso, também nao hd efeito indireto.
Em terrenos muito acidentados, porém, a alteracao do potencial pode produzir valores de 1 m
para cada 3.000 m de elevagao, na separacao entre superficie condensada e gedide (LAMBERT,
1930; Heiskanexn & Moritz, 1967; Bomrorp, 1977). Em territério nacional, entretanto, esta

discrepancia nao atinge a 1 m.

Sierts (1990) prova que, na aproximagao linear—ou seja, considerando um platod de raio
infinito—o potencial atrativo na superficie topogréfica é igual ao potencial da topografia “con-
densada” sobre o gedide. Portanto, nesta aproximacao, o efeito indireto é negligencidvel. Obvia-
mente, as irregularidades na topografia é que causam o efeito indireto no método de condensacao

de Helmert.
4.8 Redugao de Poincaré-Prey

Devido a impossibilidade de se obter, na prética, o valor da gravidade real g no interior da
topografia, este pode ser inferido através do método de Poincaré-Prey, também chamado de
redug¢ao de Prey. Na verdade, este método difere dos demais, no sentido em que o valor da

gravidade nao é reduzido a superficie geoidal, e sim, a um dado ponto no interior das massas.

Conforme j4 discutido e desenvolvido no Item 3.7, a reducao de Poincaré-Prey é obtida a
partir da equagao de Bruns (Eq. (2.75)), que fornece uma aproximacao da variagao da gravidade

real no interior das massas, dg/0H.

Um procedimento pratico pode também ser usado para determinar a gravidade no interior da
topografia. Este utiliza a redugao de Bouguer, e conduz ao mesmo resultado anterior (HormaNN-
WEeLLENHOF & Morirz, 2005). Considerando um ponto A, intermedidrio entre a superficie

topografica (ponto P) e o gedide, o cdlculo da gravidade g (z) envolve trés etapas (Item 3.7):
(1) Subtragao do platé de Bouguer acima do ponto A, até a superficie: —0,1119 (H4 — z) ;

(2) Redugao de ar livre, do ponto na superficie até o interior das massas: 40,3086 (H4 — z);
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(3) Restauracao do platé de Bouguer, removido em (1): +0,1119 (H4 — 2);

Somando algebricamente as trés parcelas, o efeito conjunto fornece o mesmo resultado da

Eq. (3.13), confirmando o esquema de Poincaré-Prey.

4.9 Efeito Indireto das Redugoes da Gravidade

As redugoes da gravidade objetivam a “transferéncia” da massa topografica para o gedide.
Assim, é resolvido na sua superficie o problema de valor de contorno para determiné-lo. No
entanto, as reducoes modificam o potencial gravitacional, que depende do volume da massa
transferida. Esta alteracao no potencial é conhecida como efeito indireto das reducoes da
gravidade, ou efeito Bowie—devido a William Bowie (Bowie, 1912). Assim, a cada tipo de
redugao corresponde uma superficie que nao é propriamente o gedide, mas outra que lhe é
muito préxima, a menos do efeito indireto. Estas superficies produzidas sao chamadas co-

gedides (HeiskaNeEN & Morirz, 1967).

A alteracao no potencial W, devida a reducao da gravidade, pode ser expressa por
oW =Wp, — WEg, (4.13)

onde P, é a projecao do ponto P sobre o gedide, e Wp, e WE sao, respectivamente, os valores
de potencial no gedide e no co-gedide, apés a redugao. Aplicando a férmula de Bruns, pode-se
calcular a discrepancia d N que o efeito indireto produz na superficie do gedide no ponto P—ou
seja, a diferenca entre gedide e co-gedide. Assim,

ow

ON =—=N— N°, (4.14)
TP

onde N°¢ é a ondulagao do co-gedide.

No método de Stokes, o conhecimento do efeito indireto é de suma importancia para o cdlculo
geoidal com grande precisao—ou com minima deformagao. Como o relevo é completamente
removido no célculo das anomalias Bouguer, o efeito indireto implicado é muito grande—em
média, igual a 100 m, ou cerca de 10 vezes a altura geoidal, podendo atingir valores da ordem
de 440 m (HeiskaNeEN & Moritz, 1967). Por esta razao, a anomalia Bouguer nao é normalmente

utilizada no cédlculo geoidal.

O método de condensagao de Helmert, por outro lado, produz um efeito indireto, geralmente

pequeno, e o seu cdlculo é extremamente simples. No caso menos favordavel—por exemplo, no
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Himalaia, o seu valor é préximo de —3 m. E o método empregado no presente trabalho. A
férmula utilizada para o célculo do efeito indireto—pelo método de condensacao de Helmert,
por exemplo, é extraida de Siperis & SHE (1995), considerando os dois primeiros termos na

aproximacao plana. Assim, para um ponto P na superficie terrestre, de altitude Hp, tem-se

TGp ., Gp /H3—H]?;
Nggeito = ——Hp — — [ | ———dzdy, 4.15
Efeit ~ P 6 J B ray ( )

onde H ¢ a altitude do ponto de integracao, e d é a distancia euclidiana do ponto de integracao
até P. O primeiro termo é preponderante, portanto, o efeito indireto da condensacao de Helmert

é sempre negativo.
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CAPITULO 5

METODOS DE PARTICAO E INTERPOLACAO DE DADOS

5.1 Diagramas de Voronoi e Delaunay

Os diagramas de Voronoi e Delaunay sao construgoes geométricas destinadas & particao de
uma regiao do espago em figuras poligonais contiguas, portanto, sem sobreposicoes ou espago
entre elas. O termo em inglés para essa partigao é “tesselation”, derivado da versao jonica grega
da palavra “tesseres”. Em inglés, essa palavra significa “quatro”, devido ao formato quadrado

das pegas antigas de mosaico ou ladrilhos.

Embora as denominagdes homenageiem os mateméticos russos Georgy Fedoseevich Voronoy
(1868-1908) e Boris Nikolaevich Delone (1890-1980) (Usa., 2007), René Descartes havia apli-
cado a mesma idéia em Astronomia, em 1644, para ilustrar a sua visao do sistema solar e a
distribuicao espacial da matéria (Fig. 5.1). Descartes utilizou informalmente esses diagramas
para descrever a fragmentagao do espago pelas estrelas (Parop, 2007), embora nao tenha indi-
cado as regras para a sua construcao. Este detalhe impediu de se lhe atribuir o devido crédito
pela descoberta das estruturas. Coube ao matemético alemao Johann Peter Gustav Lejeune

Dirichlet, em 1850, o mérito da descrigao formal desses diagramas (McLean, 2007).
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SEPTPPETETE 1

Fig. 5.1—Diagrama construido por Descartes para ilustrar a distribui¢do de matéria no sistema solar,

publicado em 1644.

Essas estruturas geométricas tém sido aplicadas sempre que se deseja dividir um espago
n-dimensional euclideano em compartimentos contiguos, ou “esferas de influéncia” (Uct, 2008).
Vérios autores em campos cientificos diversos, tém se utilizado dos diagramas de Voronoi e
Delaunay, assim como tém investigado suas propriedades e aplicagoes (Rupert, 1988; AUREN-

HAMMER, 1991; Tsar, 1993; Leamann, 1997).

Os métodos baseados nesses diagramas servem para andlise de elementos que serdao parti-
cionados em dominios, chamados “vizinhos naturais” (AURENHAMMER, 1991). O termo “vizinhos
naturais” foi alcunhado pelos matemaéticos ao perceberem as frequentes ocorréncias desses rela-
cionamentos, criados pelas maos da “Mae-Natureza”. Intimeras formas naturais tendem a se
organizar segundo o padrao de Voronoi—como, por exemplo, a superficie de um lago de lama que
se contrai durante a seca, o padrao celular encontrado no corpo de tartarugas e cdgados—dentre
muitos outros. Como ilustragao, as Figs. 5.2 a 5.4 exibem uma amostra dessas ocorréncias na

natureza.
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Fig. 5.2—Exemplos de ocorréncias dos diagramas de Voronoi na natureza. Esquerda p/ direita, cima p/

baixo: Lago de lama solidificado; Movimento da dgua na areia; Reflexo de luz na dgua; Espuma de detergente;

Aquecimento de certo tipo de silicato; Colméia de abelhas; Texturas de couro; Caule de drvores.
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Fig. 5.3—Exemplos de ocorréncias dos diagramas de Voronoi no reino animal. Esquerda p/ direita, cima p/

baixo: Girafa; Tartaruga; Iguana; Baiacu; Onga; Tatu; Borboleta; Cartilagem e escamas de serpente.
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Fig. 5.4—Outros exemplos de ocorréncias dos diagramas de Voronoi. Esquerda p/ direita, cima p/ baixo:
Célula vegetal; Esponja marinha; Flor margarida; Pele de cebola; Abacaxi; Nervura de folha; Plancton;

Epiderme humana.

Em gravimetria, a triangulacao de Delaunay é usada para modelar a topografia no célculo
das corregoes de terreno. Neste caso, o relevo altimétrico é representado por prismas de base
triangular e topo inclinado (Woopwarp, 1975). No trabalho de LEnmanx (1997) ¢ utilizada uma
estrutura baseada na triangulagdo de Delaunay para modelar tridngulos esféricos equildteros,
visando a avaliacdo de integrais de superficie geodésica no dominio do espago. Ambos os

exemplos acima sao vistos como uma colegao unica de tridngulos adjuntos.

No presente trabalho, as estruturas de Voronoi e Delaunay sao usadas como esquemas
alternativos para o cédlculo discreto da integral de Stokes, cujo objetivo é particionar a area

em estudo num conjunto inico de:

(A) poligonos convexos contiguos em padrao de mosaico, de acordo com o diagrama de
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Voronoi;

(B) triangulos adjacentes, aproximadamente equi-angulares, de acordo com a estrutura de

Delaunay.

Desta forma, cada poligono de Voronoi ou tridngulo de Delaunay, é usado como elemento

de integragao no célculo das alturas geoidais pelo método de Stokes.

5.2 Diagrama de Voronoi

O diagrama de Voronoi possui distintas denominacoes, devido & contribuicao por parte de al-
guns pesquisadores, como Dirichlet, Siméon-Denis Poisson (Zuyev, 1994), e Alfred H. Thiessen.
A estrutura pode ser visualizada como o conjugado geométrico da triangulacao de Delaunay
(AurenHAMMER, 1991; Tsar, 1993). Os vértices dos poligonos de Voronoi estao associados aos
triangulos de Delaunay pelo mesmo esquema de construcao—o critério do circuncirculo de
Delaunay ou o critério de Delaunay—descrito no Item seguinte (Tsar, 1993). H4&, portanto,
uma inter-relacao de dualidade entre os diagramas, nao obstante as suas distintas aplicacoes e

propriedades.

Formalmente, o diagrama de Voronoi é uma particao m; do espago m-dimensional S em
n elementos, de tal maneira que em cada elemento conste apenas um ponto do conjunto S.
Uma propriedade geométrica importante do diagrama de Voronoi (no plano), é que, dado um
poligono qualquer, o subconjunto X de seus vértices estd mais préximo do ponto i em seu

interior, do que de qualquer outro ponto j de S. Assim, temos que
m={reSi=1,...,n|d(z,i) <d(z,j)Vj €S —i}, (5.1)

onde d é a funcao de distancia euclidiana ponto-vértice.

Vérias propriedades sao inerentes a esta estrutura, o que a torna extremamente 1til e atrativa
em tao diferentes aplicagoes. As estruturas de Voronoi sao unicas, no senso em que cada lado
poligonal se encontra exatamente a meio caminho, entre cada par de pontos. Por esta razao,
os semi-planos dao origem a poligonos converos, e cada qual possui, no méximo, n — 1 lados
e vértices. Cada ponto de uma aresta é equidistante de exatamente dois pontos de S, e cada
vértice é equidistante de, no minimo, trés pontos de S. Como consequéncia, as células sao

geradas de aresta para aresta e de vértice para vértice, produzindo uma particao poligonal
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planar (AurReENHAMMER, 1991). Desde que cada elemento (ou poligono) contém um ponto em
seu interior no minimo tao préximo a ele quanto a qualquer outro ponto do conjunto, por
construcao nenhum poligono pode estar vazio. Consequentemente, o espaco é dividido em
exatamente n regioes. Obviamente, alguns poligonos nao tém limite externo, pois sao definidos
pelos pontos que se encontram no perimetro da &drea. Esses poligonos sao encerrados pelo
préprio algoritmo que produz o diagrama (descrito no Item 5.4). Essa operagdo delineia o
perfimetro do espago S—“convex hull”, que é definido como o menor poligono convexo que

contém S.

A Fig. 5.5 apresenta a configuragdo para a construcao dos diagramas de Voronoi (a) e
Delaunay (b), em uma regiao do espago contendo seis pontos disjuntos. Na figura—onde se pode
visualizar a relagao geométrica que existe entre as duas estruturas—estao exibidos os tridngulos
de Delaunay (vermelho), os poligonos de Voronoi (azul), e os circuncentros dos tridngulos
(cruzes). Estes se constituem nos vértices de Voronoi. Apdés a construgao dos poligonos de
Voronoi internos (unindo-se os respectivos circuncentros em torno de cada ponto), tendo em
vista que alguns circuncentros situam-se fora dos limites da drea de abrangéncia (linha externa
em preto), os poligonos que se encontram na regiao fronteiriga ficam, por construgao, em aberto.
Por esta razao, pseudovértices, designados por letras na Fig. 5.5 (a), sdo incluidos no diagrama
para fechar esses poligonos (por exemplo, os vértices f, g, h, i). Outros pseudovértices sao
também inseridos no diagrama para fechar dominios contiguos (os vértices a, d, j). Esses sdo
determinados pela intersecao da perpendicular que passa por um determinado circuncentro
com o lado externo mais préximo. Desta forma, os pontos de dados 2, 3, 4, 5 e 6, pertencentes
ao perimetro da drea, sao isolados em suas respectivas células, construidas “artificialmente”.
Como exemplo de aplicagao do critério de Delaunay, o circuncirculo do tridngulo 1-2-5 inclui o

ponto 6, portanto, esse tridngulo é descartado do diagrama.
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(b)

Fig. 5.5—Construgao planar dos diagramas de Voronoi (a), em azul, e Delaunay (b), em vermelho, de um

conjunto de pontos. Os vértices naturais de Voronoi séo os circuncentros (cruzes). Os pseudo vértices (letras)

sdo incluidos para fechamento dos poligonos de Voronoi que se encontram na regido perimetral da drea.

A construcao da Fig. 5.5 produziu seis poligonos de Voronoi (a) e cinco triangulos de

Delaunay (b), cuja relagao de lados e vértices estd indicada na Tabela 5.1.

Tabela 5.1—Sequéncias de vértices dos poligonos e tridngulos gerados no diagrama da Fig. 5.5.

Poligonos de Voronoi Tridngulos de Delaunay

b-e-f-g-i-h—c 1-3-2
c-h-2-d 1-2-6
c-d-6-aDb 1-6-5
b-a—-5-j—e 1-5-4
ej-4-f 1-4-3
g-3-1 -

No presente trabalho, em que as estruturas de Voronoi e Delaunay sao utilizadas para o
célculo geoidal, os seis pontos de dados na Fig. 5.5, representam estacoes gravimétricas. Nao
se deve confundir esses seis pontos de dados com os pseudovértices adicionais, incluidos na
construcao do diagrama (letras a, b,...j). Especialmente no célculo geoidal por integragao

numérica, esses pseudovértices incluidos para fechamento do perimetro sao imprescindiveis,
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tendo em vista que as dreas das respectivas células sao elementos de integragao no céalculo

discreto da integral de Stokes (Eq. (1.5)).

As propriedades dos diagramas de Voronoi, por sua natureza geométrica de grande simpli-
cidade, causou interesse em um espectro bem amplo de aplicacoes, devido a trés aspectos que
devem ser enfatizados: (1) o seu uso em modelamento de fenémenos naturais, (2) a investi-
gagao de suas propriedades geométricas, combinatoriais e estocdsticas, e (3) a sua construgao e
representacao computacional. Sua utilidade é marcante no estudo de processos explicitamente
naturais—como, por exemplo, problemas de otimizacao de rotas, assim como estrutura auxiliar
na andlise de objetos que se relacionam matematicamente, e em algoritmos de geometria com-
putacional. AUrRENHAMMER (1991) relaciona e investiga vdrios outros exemplos de aplicagdes e
propriedades dos diagramas de Voronoi, sendo também uma excelente fonte de exemplos de

utilizagao dos diagramas de Delaunay.

5.3 Triangulagao de Delaunay

A triangulacao de Delaunay é uma particao do espago m-dimensional S em elementos tri-
angulares adjacentes. Dado um conjunto finito de n pontos disjuntos em .S, no espago bidimen-
sional, todo circuncirculo associado a um tridngulo nao deve conter nenhum ponto de S em seu
interior. Os vértices dos tridngulos de Delaunay sao todos—e somente—os n pontos do con-
junto. Como j4 foi mencionado, esta regra de construgao recebe o nome de critério de Delaunay

(Tsa1, 1993). Todos os circuncirculos que infringem esta regra sdo removidos do processo.

Este critério é a base para uma triangulagao wunica, também considerada dtima, tendo em
vista a sua conformagao “aproximadamente equi-angular” (Sisson, 1977). Como j4 foi visto,
este esquema é também usado na construcao dos diagramas de Voronoi, cujos circuncentros
sao os vértices dos poligonos de Voronoi. Como os dois diagramas sao reciprocos, as arestas de
Delaunay sao ortogonais as arestas de Voronoi, e os limites do perfmetro da drea sao também

arestas de Delaunay (Fig. 5.5).

O perfmetro da drea definida pelos pontos que limitam a triangulagao é determinado no
préprio algoritmo de construgao. Considerando que k£ pontos pertencem ao perimetro da drea
(pontos periféricos) o nimero de tridngulos gerados no esquema ¢ igual a 2(n — 1) — k. Na
préatica, a quantidade de tridngulos é sempre superior ao nimero de pontos n, exceto no caso

em que k =n — 2.
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A interessante propriedade desta estrutura, citada acima—a forma equi-angular aproximada
dos triangulos—indica que os &ngulos minimos sao maximizados e os &ngulos maximos nao sao
minimizados, o que é uma vantagem sobre qualquer outra triangulacdo do mesmo conjunto de
pontos. Pelo critério de Delaunay, qualquer triangulagdao sem angulos obtusos é, forcosamente,
uma triangulagao de Delaunay. Segundo AurenaAMMER (1991), uma triangulacao sem angulos
“extremos” (ou “compacta”’) é desejdvel, sobretudo, nos métodos de interpolagao de dados
(Item 5.5). Adicionalmente, na computagao gréfica, a equi-angularidade é uma necessidade

que fornece a melhor visualizacao possivel das figuras exibidas.

A triangulagdo de Delaunay tem outras importantes aplicagoes, como no reconhecimento
de padroes, andlise de aglomerados e otimizacao de rotas. Isto decorre do fato de que se os
lados de uma &drvore possuem as menores ramificagoes, certamente esses ramos sao arestas de

Delaunay.

5.4 Algoritmos Para Construcao dos Diagramas de Voronoi e Delaunay

Neste trabalho, o algoritmo de construgao do diagrama de Voronoi é baseado no algoritmo

de Delaunay, portanto este é descrito inicialmente.

Algoritmo de Delaunay

O algoritmo para a triangulacao de Delaunay segue o critério dos circuncirculos vazios.
Utilizamos a rotina ACORD, em c6digo FORTRAN 77, de acordo com o algoritmo original de
D. F. Watson (Rupert, 1988). Este algoritmo foi modificado no presente trabalho, de modo a

incluir os poligonos de Voronoi no processo.

A topologia e a estrutura de dados permitem definir as relagoes entre pontos, lados e figuras.
O algoritmo produz a triangulacao sem nenhum tipo de ordenacao dos dados, cujas etapas sao

descritas a seguir.

1) Armazena as coordenadas dos pontos em ordem sequencial, como no arquivo de entrada;

2) Elimina os pontos aglomerados dentro de um raio de pesquisa fornecido;

3) Calcula os limites da drea de trabalho e inicializa as sequéncias (“tuplas”) que mantém

os circuncentros, os quadrados dos raios dos circuncirculos, os indices dos pontos, e uma lista
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de arestas dos tridngulos rejeitados no esquema. Adicionalmente, inicializa uma lista de indices

das tuplas desocupadas, assim como outra, contendo as arestas das tuplas removidas;

4) Inicia a geragao dos circuncentros num ciclo de pesquisa nas tuplas;

5) Insere um ponto do conjunto e verifica se ele foi incluido em algum circuncirculo (pelo

critério de Delaunay). Caso positivo, remove a tupla e armazena os lados do triangulo;

6) Armazena as arestas em uma lista temporaria, que é pesquisada para a eliminacao de

arestas duplicadas;

7) Cria nova tupla e calcula os respectivos circuncentros e quadrado do raio;

8) Atribui circuncentros temporérios e respectivos vértices dos tridngulos;

9) Repete os passos 4-7 para inserir a totalidade dos pontos na triangulagao;

10) Finaliza o processo atribuindo os efetivos circuncentros e vértices dos tridngulos de

Delaunay.

Este algoritmo assegura implicitamente o fechamento do perimetro, porém nao preserva os

limites externos uma vez que esta informagao nao é necessaria aqui.

Algoritmo de Voronoi

Desde que alguns dos planos no diagrama sao inevitavelmente nao-limitados, os pontos
periféricos sao conectados por segmentos de reta de modo a concluir os limites da area. Neste
caso, os pontos periféricos sao também considerados vértices dos poligonos, porém, nao se
situam no interior dos poligonos, e sim sobre uma aresta externa. A topologia dos dados para
a construcao do diagrama de Voronoi ¢é idéntica a de Delaunay. No entanto, a sequéncia de

vértices e arestas dos poligonos é exigida aqui para a defini¢ao do limite externo e para o célculo

das dreas das figuras. Neste caso, foi arbitrado o sentido de orientacao hordria.

Os passos seguintes descrevem o algoritmo de construcao do diagrama de Voronoi:

1) Armazena os vértices da periferia, no sentido hordrio, baseado nos tridngulos periféricos
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de Delaunay (gerados previamente);

2) Assinala os circuncentros que estao fora dos limites da drea para o célculo dos vértices

periféricos;

3) Calcula os vértices dos poligonos de Voronoi, desordenadamente, considerando somente

os circuncentros interiores;

4) Determina os pontos médios das arestas periféricas que nao possuem nenhum centro

externo associado a elas;

5) Calcula a sequéncia ordenada de vértices dos poligonos;

6) Cria novos vértices considerando os pontos que geraram centros externos, e atualiza o

poligono excluindo as duplicatas;

7) Verifica e corrige as construgoes invalidas—como poligonos sem nenhum centro associado,
poligonos com nimero de vértices inferior a trés, e/ou arestas contendo mais de um “centro”

além do ponto médio.

Finalmente, é feita uma verificagao do processamento para ambos os algoritmos de Voronoi

e Delaunay, de modo a confrontar a soma das dreas internas com a drea do poligono externo.

5.5 Interpolagao de Dados

Como ja foi mencionado, empregamos duas técnicas distintas para subdivisao das dreas-alvo
com vistas a determinagao geoidal pelo método gravimétrico. Convém lembrarmos que ambas
as técnicas evitam a custosa etapa de pré-processamento, e, por conseguinte, os problemas
que podem ser ocasionados pelos vdrios métodos de interpolagao, devido as suas carateristicas.
Por isso, julgamos importante incluir uma breve explanagao acerca dos principais (ou mais

conhecidos) métodos de predigao de dados.

A interpolacao consiste na previsao de valores de uma dada grandeza, a partir de um con-
junto de pontos conhecidos. Esses pontos, geralmente, se encontram irreqularmente espagados
na drea de trabalho. Para a sua representacao automética em uma superficie continua, sao

utilizados programas de interpolagao, que, na maioria dos casos, necessita de um arquivo de
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dados com espagamento regular entre pontos—“grid files”—o que implica numa alteracao da
informacao original. Esses programas disponibilizam varios recursos para o usudrio, tais como
confecgao de mapas de contornos, imagens, relevos sombreados, tracado de superficies, repre-
sentacoes tridimensionais, dentre outros. Contudo, apesar de sua utilidade, dois tipos de erro
podem ser introduzidos no chamado processo de interpolacao de dados. Esses erros podem
variar significativamente, dependendo do método escolhido e do espacamento entre nés do
arquivo. Por esta razao, a escolha do algoritmo de interpolacao e da distancia entre nés é fun-
damental para se obter resultados confidveis. A distancia entre nés—ou resolucao, é, também,
importante nos casos que envolvem grandes volumes de dados, cujo tempo de computacao e

limite de armazenamento pode ser restritivo (Smita et al., 2003).

A escolha do espacamento pode ser feita empiricamente utilizando-se uma regra numérica,
que se baseia nas transformadas rapidas de Fourier (FFT). Esta regra sugere que uma boa
dimensao de espagamento entre nés utiliza uma fatoragao do tipo 2% x 3V x 5% , onde u, v e w sao
nimeros inteiros. Por exemplo, os valores 64, 72 e 540 estao de acordo com essa regra, portanto,
representam boas dimensoes de espacamento, pois, 64 = 26, 72 = 23 x 32 ¢ 540 = 22 x 3% x 5.
Em contraste, os valores 37, 99 e 109 nao representam valores adequados de dimensao uma vez

que contrariam aquela regra.

Em geral, um bom espagamento dos nés deve ter valor préximo a distancia média entre os
dados, e, preferencialmente, cada célula deve conter apenas um ponto do conjunto. Por um
lado, a ocorréncia de muitos pontos por célula pode implicar em perda de informagao. De
outra feita, se o espacamento é menor do que a separacao entre nés, a redundancia aumenta, e,
também, o espago de armazenamento em computador (SmitH et al., 2003; GOLDEN SOFTWARE,

1999).

Para andlise da estabilidade de um algoritmo de interpolagao em problemas de métodos
potenciais, ¢ comum se adotar uma distancia entre nés inferior a resolucao dos dados—da
ordem de 1/3 a 1/5 do espagamento (L1 & Goerze, 1999). Benan (2000) enfatiza a importancia
de se escolher o espacamento de nés o mais préximo possivel & distribuicao espacial dos dados,

com o objetivo de minimizar os efeitos inerentes ao préprio algoritmo de interpolacao.

Os algoritmos de interpolacao fornecem distintas interpretacoes dos dados, uma vez que

cada método determina valores interpolados diferentemente. Por isso, o usudrio deve investigar
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entre varios métodos de interpolacao e comparar os resultados. Como as linhas de contorno sao
produzidas a partir dos valores interpolados nos n6s—e nao nos dados originais, estes podem nao
ser preservados quando sobrepostos as isolinhas. No entanto, pode-se melhorar a probabilidade
de preservacgao destes, simplesmente aumentando-se a quantidade de nés—ou de linhas e colunas
da matriz de dados interpolados. Assim, a precisao do método—ou seja, a chance dos dados
originais coincidirem com os valores interpolados—¢ também aumentada. Em resumo, a escolha
do algoritmo de interpolacao e o espacamento entre nés dependem basicamente do problema

em questao.
Meétodos de Interpolacao

Dentre os métodos mais utilizados para interpolacao de dados, podemos destacar os seguintes:
5.6 Interpolagao Pelo Inverso da Distancia Ponderada

E um método estimador que utiliza a média de valores ponderados pela distancia aos nés
interpolados. A influéncia de um ponto em relagdo a outro (Fig. 5.6) é reduzida com o
aumento da distdncia ao né, de acordo com um valor de poténcia dado. Este valor atua como
funcao de ponderacao que controla o efeito da distancia durante o processo. Desta forma, a
superficie de interpolacao é mais influenciada para pontos mais préximos do né considerado, e
menos influenciada para pontos mais distantes, proporcionalmente & poténcia fornecida. Para
pequenos valores de poténcia, os pesos sao mais uniformemente distribuidos entre vizinhos mais

proximos.
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Fig. 5.6—Predicao de valor no ponto central, sendo fornecidos os valores e respectivas distancias aos demais

pontos.

Considerando um conjunto de n pontos, o valor interpolado z; em um dado né j é obtido

através da média ponderada,

onde

hij = 1 /d?j + 062. (53)

O valor de z; refere-se ao dado ¢, sendo d,; a sua distancia ao né j, e 8 a poténcia a ser aplicada
na distancia efetiva h;;. Esta distancia é obtida com a introducao do parametro de suavizagao

Q.

Apesar da eficiéncia computacional e da preservacao dos dados originais, uma caracteristica
deste método é a geragao de padroes de contornos concéntricos aos dados (“bull’s-eyes”). Esse
efeito pode ser minimizado atribuindo-se um pardmetro de “suavizacao” nos valores dos nés
(GoLDEN SoFTWARE, 1999). O método de Inverso da Distancia Ponderada, em geral, ndo produz
contornos “suaves” nas isolinhas, e também nao permite a extrapolacao de dados exteriores aos

seus limites.
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5.7 Interpolacao Pelo Método de “Kriging”

O método de “kriging”—mnome em homenagem ao seu autor Daniel Gerhardus Krige—¢é um
algoritmo de predicao linear por minimos quadrados. Ele consiste na determinacao de uma
funcao real desconhecida f no ponto z*, conhecendo-se os valores que ela assume em 1, ..., %,

~

(Fig. 5.7). O valor predito f(z*) é uma combinacao linear, que pode ser expressa por
f@*) = Z Aif (@), (5.4)
i=1

onde )\; sao as solucoes de um sistema linear de equagoes, e f € uma amostra do processo

aleatério F'(x). O erro de predigao e(x), a ser minimizado, ¢ fornecido por
e(x) = F(z) = > Xif (x:). (5.5)
i=1

Assumindo-se que a média e a covariancia de F'(z) sdo conhecidas, e que o espago de parametros

é continuo, o interpolador “kriging” se destina a minimizar a varidncia do erro de predicgao.

1,5 T T 1 T
Interpolagdo ——
Lo Intervalo de confianca ——
’ Observagdes [
0,5
0
-0,5
-1,0
-1,5 1 ] L [
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

Fig. 5.7—Exemplo de predi¢ao de dados 1-D pelo método de “kriging”. Os valores sao calculados com

intervalo de confianca de 95%.

A técnica de “kriging” se baseia na hipotese de que dados préximos entre si sdo bem cor-
relacionados no espaco, e dados distantes entre si possuem fraca ou nenhuma correlacao. Este
é o principio da Geoestatistica, ciéncia que une ambos os conceitos, de fungoes de varidveis
aleatodrias e fungoes de correlacao espacial entre os dados—isto €, a sua distribuicao espacial

estatistica.
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Normalmente, o método de “kriging” utiliza informacoes obtidas a partir dos variogramas,
que sao medidores da variacao espacial de algum fenémeno. As fungoes-variogramas dependem
da direcao de avaliacao daquele fendmeno, tendo em vista que seus valores podem mudar mais
rapidamente em uma direcao do que em outra. Os variogramas fornecem a medida da variancia
das diferencas entre os dados, considerados como fungoes de suas respectivas distancias. Os

variogramas tém por objetivo a minimizagao do erro de predi¢ao (GoLpEN SOFTWARE, 1999).

Obviamente, os variogramas representam uma vantagem do método de “kriging”, pois per-
mitem que heterogeneidades espaciais sejam perfeitamente mapeadas (XUE et al., 2005). Além
disso, os valores interpolados através deste método sao nao tendenciosos, pois se limitam apenas
aos dados circunscritos. Outra vantagem deste método é que os valores calculados sao acompa-
nhados dos respectivos erros de predi¢ao. Desta forma, mapas de erros podem ser produzidos,
de forma a exibir a “confiabilidade” dos resultados para avaliacao da interpolagao. A desvan-
tagem principal do método de “kriging” também recai na construgao dos variogramas, pois,
se estes nao sao explicados por algum tipo de modelo fornecido, o desvio padrao dos valores
podera ser muito elevado, prejudicando o seu uso. Na técnica de “kriging”, os valores podem

ser extrapolados além dos limites dos dados.

5.8 Interpolacao Por Minima Curvatura

A minima curvatura de uma sessao normal é definida como aquela que possui o menor valor,
dentre todas as se¢oes normais da superficie, em um dado ponto. Conceitualmente, equivale a
se aplicar pontos de forga a uma folha delgada (por exemplo, de borracha) que é linearmente
torcida com uma curvatura minima, e ajustada de modo a passar pelos pontos de interpolacao
(Bricas, 1974). Assim, gera-se uma superficie de curvatura a mais suave possivel, cujos dados
sao preservados da melhor maneira possivel. Porém, como este método nao é um interpolador

exato, nem sempre os pontos originais sao “honrados” nas isolinhas (GoLDEN SOFTWARE, 1999).

O método de minima curvatura produz valores interpolados através da aplicacao repetida
de uma equacao, de modo a suavizar os contornos das isolinhas. Cada aplicagao da equacao
é chamada uma iteracao, e o processo continua até que um limite pré-definido seja alcancado.
A equacao utilizada neste método é chamada “spline”, que é uma funcao especial formada
de segmentos polinomiais. As “splines” sao de fécil construgao e permitem a aproximacao de

formas complexas, através do simples ajuste dos segmentos de curvas.
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O termo “spline” é originado dos dispositivos utilizados em projetos estruturais—como, por
exemplo, os usados na construcao de embarcagoes. Constitui-se em uma longa e fina régua
de material flexivel (de madeira, pldstico ou metal), que é fixada em pontos determinados, e

relaxada de modo a formar uma curva suave passando por eles.

A “spline” S é tal que S : [a,b] — R, e consiste dos segmentos polinomiais P; : [t;, t;11] —
R no intervalo

a=1t, <ty < -+ <tpog<tyq1="> (5.6)

Os k pontos do intervalo t; sao chamados nds da “spline”. Assim, temos

S(t) — Po(t)7to§t<tl;

S(t) = Pk_g(t),tk_g <t <tp_1.

A “spline” é considerada de grau < n quando todos os segmentos polinomiais, P;(t),0 <
i < k — 1, possuem, no maximo, grau n. As “splines” de grau 0 sao chamadas fungoes “step”,
e as formas mais simples de “spline” sao as de grau 1 (“splines” lineares). Um tipo muito
comum de “spline” é a cibica natural, de grau 3. Aqui, o termo “natural” significa que as
segundas derivadas nos pontos extremos do intervalo de interpolagao sao iguais a zero, isto
é, S"(a) = S"(b) = 0. Esta condigdo impoe que a “spline” seja linear fora do intervalo [a, b],
porém, mantendo a suavidade. O célculo deste tipo de “spline” envolve a solugao de um sistema

simultdneo de equacoes.

De acordo com o tipo de construcao, existe uma variedade de “splines” disponiveis. Por
exemplo, alguns tipos permitem o controle local da curva, nos quais a modificacao de um ponto
afeta apenas a drea préxima a ele. Em outros tipos, a simples alteracao de um ponto de controle
pode implicar em alteracao de toda a curva. Os casos de controle local incluem as “splines’ do
tipo “B-spline” e as curvas Bézier, enquanto que, no caso de controle global encontram-se as

“splines” ctbicas naturais.

As curvas “B-spline” (B de “basis”) sdo normalmente referidas como curvas parametrizadas

através de fungoes “spline”, e podem ser expressas como combinagoes lineares destas. Quando
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o grau de uma curva “B-spline” é igual & quantidade de nés, ela é chamada curva de Bézier—
em homenagem a Pierre Bézier. Neste tipo de curva, cada conjunto de quatro pontos define
uma curva ctibica, que interpola o primeiro e o tltimo pontos e aproxima os outros dois (que
controlam a forma da curva Bézier). O segredo das curvas Bézier estd na conexao dos trechos

que compoem a curva total, por esta razao as Bézier nao passam pelos pontos de dados originais.

Outro tipo de “spline”—a “spline” bictibica—¢é amplamente utilizada como técnica de
suavizagao de contornos. Ela se ajusta, tanto aos valores dos nés de uma dada célula, quanto
aos nos das células vizinhas. Na construcao de uma “spline” bicibica, a célula-alvo é subdivi-
dida em células menores, onde sao inseridos os pontos intermedidrios (Fig. 5.8). Os pontos de
intersecao das linhas de contorno com os lados da célula sao determinados por interpolagao, ao
longo da “spline” biciibica. Os segmentos lineares que cruzam as subcélulas sao interpolados
linearmente. Finalmente, esses pontos sao interligados para definir as isolinhas. Quanto maior
for a quantidade de subcélulas, maior é o efeito de suavizagao obtido. Em geral, os mapas com
menor valor de suavidade sao os mais fidedignos aos dados originais, uma vez que eles delineiam
as tendéncias com maior clareza (Bricas, 1974). Como a “spline” bicibica admite derivadas de
primeira e segunda ordens, é garantido que a superficie de contorno nao mudara abruptamente

na passagem entre células consecutivas, em todos os pontos (BHATTACHARYYA, 1969).
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“N6” da grade
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Fig. 5.8—Suavizagao por “spline” bicibica (linha tracejada).

Apesar de sua eficiéncia, o método de minima curvatura pode criar “artefatos” de grandes
magnitudes, sobretudo em dreas com escassez de informacao. Neste método, valores podem ser

extrapolados além dos limites de dados.

5.9 Interpolacao Pelo Vizinho Natural

O Método do Vizinho Natural apdia-se na configuracao dos diagramas de Voronoi, cuja
construgao é a reciproca da triangulagao de Delaunay (Item 5.5). Neste tipo de interpolacao, a
medida que novos nés sao inseridos no conjunto de pontos, o diagrama se modifica para incluir
novos poligonos—obedecendo ao critério de Delaunay. De acordo com este critério, dois pontos
sao vizinhos naturais se eles pertencem ao mesmo circuncirculo. Portanto, serd criado um
poligono de Voronoi para cada novo nd, cujo conjunto, agora, ¢ composto dos pontos originais

e dos noés recém-incluidos.

O algoritmo de interpolagao para este método utiliza a média ponderada dos pontos vizinhos

aos nds, cujos pesos sao representados pelas dreas dos novos poligonos (GOLDEN SOFTWARE,
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1999). A equacao bésica do método é semelhante & do Inverso da Distancia Ponderada, porém,
a diferenca entre elas recai no esquema de ponderacao. Os pesos usados aqui sao baseados no
conceito de coordenadas locais—chamadas coordenadas n-n. Estas definem o grau de vizinhanga
que existe entre dados e nés interpolados, cujo grau depende da drea de influéncia dos poligonos

que encerram os nos.

Considerando uma interpolacao 2-D de um conjunto de n pontos, a equacao para um de-

terminado né (z,y) é dada por (SAMBRIDGE et al., 1995)
G(z,y) = Zwif (i, vi) (5.8)
i=1

onde G (z,y) é o valor interpolado no né, w; sao os pesos, e f (z;,y;) s@o valores conhecidos
da funcgao nos pontos (x;,y;) . Os pesos sao definidos em fungao das dreas dos poligonos recém-
incluidos. Como exemplo, apds a insergdo do né P entre os pontos 1, 2, 3, 4 e 5 (Fig. 5.9),
o novo poligono abcde ¢é criado em torno de P. Este poligono sobrepoe o diagrama original
formando cinco sub-dreas, onde cada qual corresponde aos respectivos pontos de 1 a 5. Esses
pontos sao os vizinhos naturais do né P. A coordenada n-n de P, relativa a um dado ponto
1, ¢ igual a razao entre a sub-drea correspondente a ¢ e a drea do poligono P. Na Fig. 5.9, a
coordenada n-n de P com relagao ao ponto 3 é, entao, dada pela relagao

_ Areagfgne

ws (P) (5.9)

Areaabcde

Os pesos também tém a funcao de conferir alguma “suavidade” as curvas interpoladas.

(b)

Fig. 5.9—(a) Inser¢ao do “né” P entre os cinco pontos do conjunto. (b) Nova célula de Voronoi (linha

tracejada) que contém P, e a sua relacio com as células vizinhas.

De imediato, deduz-se que as coordenadas n-n sao normalizadas, pois 0 < w; < 1 e, também,
n

que E w; = 1. Em geral, quanto maior ¢ a distancia relativa entre um ponto e o né interpolado,
i=1
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menor é a sua influéncia no valor predito. Desde que somente pontos préximos a P sao afetados
pela sua insergao, a interpolacao por este método é basicamente local; o restante do diagrama
nao é alterado quando se cria um novo né. Outra importante propriedade do método é que a
fungao G (z,y) é continuamente diferencidvel em todo o espago de dados—exceto sobre os nés

interpolados (SAMBRIDGE et al., 1995).

Em suma, o Método do Vizinho Natural produz resultados precisos, sendo considerado o
mais geral e robusto dentre os métodos de interpolacao conhecidos. Por ser também conser-
vativo, ele nao gera “artefatos”, e é adequado para trabalhos envolvendo grandes volumes de

dados. O método, porém, nao admite extrapolagdo (GOLDEN SOFTWARE, 1999).
5.10 Interpolacao Pelo Vizinho Mais Préximo

No Método do Vizinho Mais Préximo, cada né incluido no conjunto assume o valor do ponto
mais préximo a ele. E um método particularmente titil quando se dispée de dados plenamente
(ou quase) regularmente espagados, e que devem ser convertidos para o formato de distribuigao
espacial regular. O uso deste método também é interessante quando ha necessidade de se
preencher lacunas em dados plenamente (ou quase) regularmente espagados, ou, ainda, para a
geracao de lacunas aonde for exigido. No entanto, o método nao extrapola valores além de seus

limites (GOLDEN SOFTWARE, 1999).

Basicamente, o algoritmo de interpolacao seleciona o valor do ponto mais préximo ao no,
desconsiderando quaisquer outros valores na vizinhanca. Por esta razao, ¢ um algoritmo de

implementagao bastante simples.

H& uma conexao 6bvia entre este método e os diagramas de Voronoi, tendo em vista que,
dado um conjunto de pontos, o né recém-criado dentro de uma célula de Voronoi, situa-se mais
préximo do seu ponto interior do que a qualquer outro ponto do conjunto (Item 5.2). Supondo
que o no representado pela cruz, na Fig. 5.10, é incluido na célula em destaque, ele se encontra

mais préximo do ponto interior do que aos demais pontos (BHATTACHARYYA et al., 1981).
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Fig. 5.10—O n6 inserido (cruz) é o vizinho mais préximo do ponto no interior da célula indicada (em trago

continuo).

Nos escolhemos este método para interpolagao dos dados gravimétricos, no presente traba-
lho, nas dreas do Municipio do Rio de Janeiro e Resende, por estas possuirem uma conformacao
espacial praticamente uniforme, portanto, bem propicias ao uso deste método. Em ambas as
dreas, este foi o método que apresentou valores interpolados com maior fidelidade aos dados
originais. Finalmente, este trabalho de tese se constitui num bom exemplo de sucesso da

aplicacao do Método do Vizinho Mais Préximo.
5.11 Interpolagao Por Triangulagao de Delaunay

Este método é baseado na construcao dos tridngulos de Delaunay, cujas arestas unem os
respectivos pontos de dados, de acordo com o critério de Delaunay. O resultado ¢ uma colecao
de figuras disjuntas (“Triangulated Irregular Network—TIN"”) que preenche toda a extensao da

drea-alvo. Apesar de ser um interpolador exato, o método nao admite extrapolacao de dados.

Cada triangulo de Delaunay define um plano que abrange apenas os nés inclusos nele. A
inclinacao e a elevacao deste plano sao determinadas pelos pontos que geram o tridngulo, e os

nos interiores a um determinado tridngulo sao definidos pela superficie deste.

Na triangulagdo mostrada na Fig. 5.11, as setas apontam para dois nds (cruzes) criados
a partir dos dados originais (pontos). Desta maneira, os valores dos dados irregularmente
espacados sao interpolados, e dao origem aos nés regularmente espacados. Nenhum valor é
atribuido aos nés exteriores ao perimetro do poligono (“convex hull”), portanto, apenas os seis
nods centrais, e mais o né coincidente com um ponto (canto superior esquerdo) possuem valores

interpolados. Em geral, esses sao interpolados linearmente (KaczmarekL et al., 2003; GOLDEN
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SoFTWARE, 1999). Na Fig. 5.11, a triangulacdo de Delaunay estd indicada em linha tracejada,

e os tridngulos recém-criados estao em linha continua.

~ —
~ —
1 — 1
T T

+

Fig. 5.11—Interpolagao por triangulacao de Delaunay, exibindo os dados (pontos) e os “nés” da grade

(cruzes). Os tridngulos referentes aos pontos inseridos estdo em trago continuo.

Neste método de interpolacao, os dados originais sao preservados, tendo em vista que, efe-
tivamente, eles definem os tridngulos de Delaunay. Como a interpolacao depende unicamente
da configuracao dos tridngulos, o método tem melhor desempenho quando os dados estao uni-

formemente distribuidos—como ¢é o caso dos dados gravimétricos do Rio de Janeiro e Resende.

5.12 Interpolacao Por Regressao Polinomial

O Método de Regressao Polinomial é normalmente utilizado para andlise de tendéncias ou
reconhecimento de padroes. Por esta razao, ele nao é apropriadamente considerado um método
de interpolacao, como os demais. No entanto, ¢ um esquema extremamente 1til e 4gil para
avaliacao de tendéncias para quaisquer volumes de dados—como, por exemplo, a separagao
entre anomalias regionais e residuais. Como neste método os detalhes locais sao perdidos no
processo de interpolagao, os valores interpolados nao sao fiéis aos dados originais, que podem

nao ser preservados (GOLDEN SOFTWARE, 1999).

Neste método, uma superficie continua de contorno é ajustada aos valores dos nés por
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minimos quadrados, em funcao das coordenadas dos dados. A equacao de ajustamento baseia-
se no conceito de polindmios nao-ortogonais, cujo ajuste é progressivamente refinado com a
inclusao de termos adicionais. Em cada iteragao, os coeficientes sao determinados até o grau
desejado para o célculo dos nds, e os residuos nesses valores podem ser obtidos para avaliacao
do processo. A medida que se aumenta a ordem dos polindmios, superficies mais precisas e
de contornos mais suaves sao produzidas, tendo em vista que ha uma redugao das respectivas

curvaturas (Lanpmv & Corst, 2001; Smits et al., 2003).

No espaco tridimensional, os polindmios geradores das superficies de contorno sao do tipo:

21 = Gy + a1T + agy,
2 = G+ 0T+ agy + azx’ + agwy + asy’;
23 = Qo+ @+ ay + a3x2 + aqxy + a5y2 + a6x3 + a7x2y + agxy2 + agys;

Zy = Q,+aix+ ay+ asz? + a4y + a5y2 + agz® + a7x2y + agng + a9y3 +

taiprt + a2y + apr®y? + asry® + apgy’; (5.10)

Esses polindmios representam superficies de 1%, 2%, 3%,... ,n* ordem, respectivamente, conforme
o grau n. Os valores de z, sao estimados para os respectivos nés, em funcao das coorde-
nadas (x,y) dos pontos; os coeficientes ag, a;, . ..sdo obtidos por minimos quadrados, de modo
a fornecer o melhor ajuste. O nimero de coeficientes de cada polinémio z, é obtido através de
andlise combinatoria, isto é,

[(n+2)(n+1)]

Cyt? = 5 : (5.11)

Quando se utilizam polinémios de alta ordem, geralmente as coordenadas dos pontos de
dados sao normalizadas—os valores sao mapeados entre 0 e 1. Essa préitica evita problemas de
precisao no computador, e nao altera a forma das superficies. Por outro lado, a demanda de
memoria aumenta exponencialmente com o grau dos polindmios. A utilizacao de graus elevados
nos polindmios pode gerar “artefatos” nas regioes com escassez de informacao, e nas bordas da

drea de trabalho (Laxpmv & Corst, 2001).

Conforme sugerido por Lanpm & Corst (2001), o Método de Regressao Polinomial pode
ser empregado quando os dados possuem distribuicao regular, cuja quantidade de pontos deve
ser sempre maior que o nimero de coeficientes dos polinomios. Este método pode ser utilizado

também como ferramenta para inferir dados em dreas com escassez de informagao, ou ainda,
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como etapa de pré-processamento para a remocao de tendéncias. No entanto, o método nao
¢ adequado quando os dados se encontram muito agrupados ou possuem distribuicao muito
irregular, ou ainda, quando possuem anomalias locais de grandes variagoes—isto é, valores de

z altamente varidaveis. O método permite a extrapolacao de valores além dos limites de dados.
5.13 Interpolacao Por Funcao de Base Radial

Este método utiliza fungdes andlogas aos variogramas (como no método de “kriging”), e
recebe esse nome devido a simetria radial em relacao a uma origem—ou a um ponto central.
As funcoes de base definem os pesos que serao aplicados aos dados durante o processo de
interpolagao. Essas fungoes de base sao consideradas interpoladores exatos (GOLDEN SOFTWARE,

1999).

Uma funcao de base radial é uma fungao real, cujo valor depende da distancia cartesiana a

um centro ¢, tal que
¢ (z,c) = (lx—cl). (5.12)

A funcado ¢ satisfaz a propriedade ¢ (x) = ¢ (||z||) e é chamada func¢do radial. Neste caso, o
centro é a prépria origem do sistema (¢ = 0), e a norma ||z — ¢|| € normalmente igual & distancia
euclideana ao centro c. As fungoes de base radial sao usadas para criar funcoes de interpolacao

(ou de aproximagao) do tipo

y (z) :Zwi¢(||x_ci”)- (5.13)

Estas sao representadas através da soma de N funcgoes de base radial, cada qual associada a
um centro ¢; e um peso apropriado w;. Pode ser demonstrado que, para um grande nimero de
funcoes de base radial N, qualquer funcao continua num intervalo fechado pode ser interpolada,

com precisao, por uma soma deste tipo.

Um exemplo de funcao de base radial é a funcao multiquddrica, do tipo
p(r) = (r*+a?)"?, (5.14)

onde o é uma constante real. BaxTer (1992) enfatiza que a fun¢do multiquédrica produz
a superficie mais precisa, dentre todos os métodos de interpolacao bidimensional. Outros
exemplos de fungdo de base radial sdo as fungoes “splines” da forma ¢ (r) = r2log(r), e

as fungdes “gaussianas”, do tipo h (z) = el-(@=9?/%]
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5.14 Outros Métodos de Interpolacao

Outros métodos sao ainda oferecidos pelos programas de interpolacao existentes—como o
utilitdrio Surfer 8, por exemplo. O Surfer 8 disponibiliza, além dos métodos ja citados, os

seguintes esquemas (GOLDEN SOFTWARE, 1999):

e Método de Shepard Modificado—¢é uma variante do método de interpolacao pelo Inverso da
Distancia Ponderada, no qual o esquema de ponderagao é por minimos quadrados locais. Este
esquema evita (ou minimiza) a formacao de contornos concéntricos aos dados (“bull’s-eyes”),
que é um padrao tipico do Método do Inverso da Distancia Ponderada. O peso é calculado em
funcao da distancia entre pontos e nds, e é radialmente simétrico a eles. Portanto, a superficie
de interpolagao é também algo simétrica em torno dos nés, e seus valores tendem para a média

entre pontos vizinhos.

e Métricas dos Dados—neste método, as métricas, que sao medidas quantitativas de alguma
propriedade acerca dos dados, sao utilizadas para criar um arquivo de informagcoes sobre a base
de dados. A métrica utilizada pode gerar informagao qualitativa (como, por exemplo, o mimero
de pontos usados na interpolacao), ou estatistica (como desvio padrao, variancia, etc), ou, ainda,
qualquer informagao extraida acerca de alguma métrica dos dados. Essas informacoes ficam

contidas nos nés, e podem ser tteis para uma interpolagao posterior, através de outro método.

e Média Mével—neste interpolador, como o préprio nome sugere, o valor de um né é obtido
através da média dos dados, interiores a uma determinada drea pesquisada, em geral uma elipse.
Essa elipse de busca é centrada no respectivo né, cujo valor interpolado é, geralmente, a média
aritmética ou ponderada dos dados escolhidos. O termo média mével é comumente utilizado em
processamento de sinal digital-—conhecido como filtro por média mével. Aqui, a média de uma
sequéncia de sinais de entrada ¢ calculada nos limites de uma “janela” varidvel, para produzir
os sinais de saida. O esquema de ponderagao pode ser programado em fungao (1) da distancia
entre os dados, (2) do nimero de pontos usados na pesquisa, e (3) da dire¢do na qual os dados

sao selecionados, dentre outros esquemas.

e Polinomial Local-—como foi visto no Item 5.12, o Método da Regressao Polinomial calcula
valores interpolados a partir de uma equacao global que inclui todos os dados. No Método
Polinomial Local, a superficie de interpolagao é criada utilizando-se véarios polinémios, onde

cada um é aplicado a uma parte dos dados, dentro de um raio de pesquisa. Os pontos interiores
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a drea de pesquisa podem ser ponderados pelas respectivas distdncias aos nés. Este método
é, portanto, bem mais flexivel que o do polindmio global, e permite um controle maior das
variagoes locais. O algoritmo por polinomios locais ajusta uma superficie na drea de interesse,
fixando os valores nos respectivos nés. Os valores do polindmio nas bordas dessa drea restrita
sao sobrepostos com a drea vizinha, e o processo é assim repetido para toda a superficie. O
valor no né é assumido como o valor do polindmio ajustado para o ponto central da drea de

pesquisa (Ucra, 2008).
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CAPITULO 6

RESULTADOS

6.1 Aplicagcao dos Métodos Propostos

Neste trabalho, aplicamos as estruturas de Voronoi e Delaunay com éxito em duas regioes
distintas—no Municipio do Rio de Janeiro e em Resende, para discretizagao espacial visando a
determinacao do gedide gravimétrico pela integral de Stokes. A componente Ng;ies foi calculada
através de ambos os métodos, cujos resultados foram confrontados com os obtidos pelo método
classico de integracao numérica e 1D FFT—este tltimo apenas na drea do Municipio do Rio

de Janeiro.

O conjunto de dados do Rio de Janeiro inclui 346 estacoes gravimétricas, observadas com
gravimetros LaCoste & Romberg, cujo espacamento médio é 3 km, obtidas em levantamento
realizado em cooperacao com a Escola de Instrucao Especializada do Exército—EsIE. Esses
dados foram combinados com valores de anomalias obtidas de satélite GEOSAT, cujo espaca-
mento constante é de 2' (= 3,7 km) na drea oceénica, perfazendo um total de 402 pontos
de anomalias da gravidade. Para as corregoes da gravidade referentes a topografia e efeito
indireto, produzimos um arquivo de dados de elevacao de terreno bem detalhado, contendo
pontos irregularmente espacados. Esses dados sao derivados de mapas topograficos nas escalas
de 1:2.000 e 1:10.000, da Fundacao para o Desenvolvimento da Regiao Metropolitana do Rio de
Janeiro—FUNDREM. Os mapas foram digitalizados manualmente e inclui dados de contorno
a intervalos de 1m e bm, respectivamente, e os pontos caracteristicos—médximos, minimos e

pontos de sela.

Os dados gravimétricos de Resende abrangem 179 estagoes observadas com gravimetros
LaCoste & Romberg, espacadas entre si de aproximadamente 2 km. Os dados de relevo contém
pontos irregularmente espacados, digitalizados a partir de mapas topograficos nas escalas de
1:50.000 e 1:100.000, da Diretoria do Servico Geogréafico do Exército—DSG. Estes incluem

dados com intervalos de contorno de 100 m, e pontos caracteristicos.

O relevo é bastante acidentado em ambas as dreas—varia entre 0 m e 964 m, no Rio de

Janeiro, e entre 382 m e 2.700 m, em Resende. Para o cédlculo do efeito indireto, produzimos
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mapas digitais de elevacao derivados dos arquivos de relevo, cujo espagcamento entre nés é de
1 km, em ambos os casos. Utilizamos o programa TRITER, em c6digo FORTRAN, para o

célculo das corregoes de relevo (RuperT, 1988).

As dreas do Rio de Janeiro e Resende possuem dimensoes de 75 km x 45 km, e 60 km x 24
km, respectivamente. Escolhemos o sistema de projegao Universal Transversa de Mercator—
UTM, para a confecgao dos diagramas de Voronoi e Delaunay, tendo em vista a distribuicao
espacial quase uniforme das estacoes gravimétricas, em ambas as dreas, o que produz figuras que
sao apropriadamente representadas nesta projecao. Este é um sistema de projecao conforme—
que preserva os angulos ou a forma das figuras. Todos os mapas foram produzidos com o
programa SURFER, versao 8.00 (GorLDEN SOFTWARE, 1999), que oferece vérias opgoes para

interpolacao dos dados.

De maneira idéntica ao método cldssico de integracao numérica, utilizamos as férmulas
da trigonometria esférica para o célculo das édreas das figuras (Cnauvener, 1854), tomando o
raio terrestre igual a 6.371.008,77 km (Moritz, 1980). Cada poligono de Voronoi foi subdivi-
dido em secOes triangulares para facilitar a determinacao das areas. Adaptamos a subrotina
ACORD—extraida do programa TRITER, para o cédlculo dos diagramas de Voronoi e Delau-
nay, e utilizamos o programa GRAVTPC, em cédigo FORTRAN, para a determinacao das
ondulagoes geoidais e anomalias da gravidade, referentes aos modelos de geopotencial OSU91A
(Rapp et al., 1991a) e EGM2008 (Pavts et al., 2008). O programa GRAVTPC foi desenvolvido
pela equipe do Prof. Dr. Michael Sideris, da University of Calgary, Canada, e adaptado, neste

trabalho, para a consideracao dos coeficientes do modelo EGM2008.

Como ¢é de interesse comparar os esquemas de Voronoi e Delaunay com a técnica cléssica,
a escolha do método de interpolacao foi uma etapa crucial no processamento, com o objetivo
de estimar as diferengas. Desde que ambos os conjuntos de dados possuem espacamento quase
uniforme entre estacoes, selecionamos o esquema de interpolacao pelo Método do Vizinho Mais
Préximo, dentre as opgoes do SURFER. Este método possui o mérito de “honrar” os valores
dos dados originais. O espacamento entre nés depende exclusivamente da distribui¢ao espacial
dos dados (Item 5.5), por esta razao, a drea do Rio de Janeiro foi subdividida em 1.050 células,
contendo 25 linhas x 42 colunas, e a drea de Resende, em 1.525 células, com 25 linhas x 61
colunas. Como ja mencionamos, os pontos muito agrupados, interiores as dreas de raios iguais

a 1.000 m e 500 m, respectivamente, para o Rio de Janeiro e Resende, foram removidos dos dois
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conjuntos de dados para nao gerar figuras muito reduzidas, e evitar a singularidade na funcao

de Stokes.
6.2 Areas de Teste

A topografia das duas dreas-alvo—Rio de Janeiro e Resende, sao exibidas na Fig. 6.1, que
inclui a distribuicao espacial das estacoes gravimétricas. Percebe-se a ocupacao quase regular
dos pontos na drea do Rio de Janeiro (Fig. 6.1a), cujas altitudes variam entre 0 m e 685 m.
O valor maximo da corregao de terreno obtida é de 17,2 mGal, na estagdo 287C34 (676 m de

altitude).

A Fig. 6.1b mostra a distribuicao das estacoes na drea de Resende, que tém altitudes entre
385 m e 1.095 m. Apesar da maioria das estagoes de Resende se localizar em um vale, alguns
pontos situam-se muito préximos as montanhas; o valor méaximo da correcao de relevo é de
16,4 mGal, na estagao VEUO (1.095 m de altitude). E importante realcar que as caracteristicas
de ambas as dreas—isto é, topografia rugosa, distribuicao quase uniforme das estagoes e bom
acervo cartografico—justifica plenamente a sua escolha como regioes apropriadas para teste do

célculo do gedide, através dos esquemas propostos.
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Fig. 6.1—Topografia das dreas do Rio de Janeiro (a) e Resende (b), mostrando a distribuigdo espacial das

estagOes gravimétricas (sfmbolos).

A Fig. 6.2 exibe a discretizagao espacial da drea do Rio de Janeiro em ambos os métodos,
Voronoi e Delaunay. A particao de acordo com o esquema de Voronoi é mostrada na Fig. 6.2a,
indicando que cada poligono contém uma tnica estacao gravimétrica—Ilocal onde é calculada
a altura geoidal. Foram, entao, gerados 402 poligonos de Voronoi. A distribuigao das estagoes
produz um padrao regular, semelhante a um reticulado geogréfico, como na porcao sul da
regiao. Por outro lado, uma distribuicao assimétrica gera figuras bastante irregulares, cujas
dreas e formas diferem acentuadamente, como, por exemplo, na regiao do contorno. Como
jé& mencionamos, as estacoes limitrofes sao intencionalmente posicionadas sobre as arestas dos

poligonos—e nao no seu interior, de forma a concluir o perfmetro da drea (“convex hull”).

A triangulacao de Delaunay é exibida na Fig. 6.2b, cujo esquema deu origem a 765 figu-

ras. Os vértices dos tridngulos coincidem com as 402 estacoes gravimétricas, cujas anomalias
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médias da gravidade sao calculadas para o baricentro de cada tridngulo—este é o local onde
computamos as ondulagdes geoidais, neste trabalho. [Uma outra consideragdo é descrita em
Escoar et. al (2007), onde o célculo é referido aos préprios dados originais, e os baricentros
se constituem nos pontos de integracao. Assim, evita-se a singularidade na funcao de Stokes,
e o valor da anomalia no baricentro ¢ a média das anomalias do respectivo tridngulo. Isto ja
garante uma interpolagao mais fidedigna dos dados (vide discussao no Item 5.11)]. A anomalia
média é ponderada pela distdncia do baricentro aos respectivos vértices dos tridngulos. De
maneira idéntica as figuras de Voronoi, a formas dos tridngulos sao também dependentes da
distribuicao espacial dos pontos: um mosaico regular de figuras equiangulares é gerado quando
h& uma distribuicao uniforme das estacoes, e formas irregulares sao geradas, em caso contrario.
Neste conjunto de dados (Rio de Janeiro), foram removidas 86 estagoes que se encontravam

muito préximas entre si, formando aglomerados, em ambos os métodos de Voronoi e Delaunay.
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Fig. 6.2—Area do Rio de Janeiro particionada segundo os diagramas de Voronoi (a) e Delaunay (b). Pontos

representam as estagoes gravimétricas e cruzes representam os baricentros.

As partigoes da drea de Resende em células de Voronoi e Delaunay sao mostradas nas
Figs. 6.3a e 6.3b, respectivamente. Neste conjunto de dados nao ha agrupamento de estagoes,
portanto, nenhum ponto foi excluido do conjunto, o que deu origem a 179 poligonos e 344
tridngulos. Da mesma forma que na Fig. 6.2, o formato e as dreas das figuras sao diretamente

dependentes da distribuicao espacial dos pontos.
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Fig. 6.3—Particdo da drea de Resende em diagramas de Voronoi (a) e Delaunay (b). Pontos representam as

estacoes gravimétricas e cruzes representam os baricentros.

6.3 Resultados Numéricos

Como ja mencionamos, para o confronto dos resultados dos esquemas de Voronoi e Delaunay
com as técnicas de integracao numeérica classica e 1D FFT, é suficiente calcularmos a compo-

nente de Stokes Ngiokes (¢, A), na Eq. (1.7). Assim, dado um ponto P, a diferenga entre dois

métodos comparados serd igual a

dP - NSCtokes - Niokes? (61)

onde o sobrescrito E se refere ao esquema de Voronoi ou Delaunay utilizado, e o sobrescrito C

se refere & técnica cléassica ou 1D FFT.

Como os resultados obtidos com o método clédssico e 1D FFT ja se encontram uniformemente
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espagados, o ponto P (estagdo gravimétrica) dificilmente coincidird com algum né interpolado.

C

Por esta razao, calculamos o termo Ng .. pela média dos nés interiores a um dado raio de

pesquisa, ponderado pelo quadrado do inverso das distdncias a P. Formalmente, temos

m

> NP /st
C =1
NStokes = : m ) (62)
> 1/s?
i=1

onde N ¢ o valor da componente de Stokes dada pelo método cléssico ou 1D FFT em um né
genérico 1, e s; é a respectiva distancia a P. O raio de pesquisa é selecionado de modo que
sejam utilizados de 4 a 9 nés para o cdlculo da média, ou seja, m = 4,...,9. Para o conjunto
de dados do Rio de Janeiro escolhemos o raio igual a 2,7 km, e, para a area de Resende, o raio

escolhido foi 1,4 km. Esses valores foram determinados em funcao da distancia média entre as

estagoes.

Em seguida, podemos avaliar a diferenca média obtida na comparacao entre os métodos, o
que ¢é fornecido pela diferenca média quadratica das diferencas (DMQ). Considerando n pontos

selecionados, a DMQ das diferencas d; (Eq. (6.1)), serd igual a

(6.3)

Nas Figs. 6.4a e 6.4b sao apresentadas as diferengas obtidas pela comparacao da técnica
cldssica com os esquemas de Voronoi e Delaunay, respectivamente, para os dados do Rio de
Janeiro. Observamos que os resultados estao muito préximos entre si, e ambos os esquemas
concordam com o método classico. Apenas uma das diferencas ficou situada fora do intervalo
de confianca de 99%, tomando-se por base a DM(Q (Tabela 6.1). Esse ponto é representado na

Fig. 6.4a por um tridngulo invertido.

O esquema de Voronoi indica que as maiores diferencas encontram-se nas bordas da drea de
trabalho, devido & distribuicao irregular das estagoes na periferia—a excecao do ponto localizado
em 22,95°S x 43,30°W; essa estagao é préxima ao pico do Corcovado e se encontra na borda
de uma abrupta elevagao de 700 m (Fig. 6.1a). Entretanto, a diferenca maxima obtida nao foi

superior a 0,080 m.

O esquema de Delaunay (Fig. 6.4b) também apresenta as maiores diferengas na regiao de

fronteira pelas mesmas razoes, ou seja, distribuicao irregular dos pontos. Contudo, a diferenga
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maxima nao excede a 0,085 m. Em ambos os esquemas de Voronoi e Delaunay, no restante
da drea, virtualmente nao hd diferengas em relacao ao método cldssico, o que ja comprova a

eficdcia dos métodos propostos.

Incluimos, também, uma comparacao entre o método cléssico e a técnica de 1D FFT para os
dados do Rio de Janeiro—apresentados na Fig. 6.4c. De maneira distinta dos demais esquemas,
as maiores diferengas nao se encontram nas bordas da drea, porém, somente na parte noroeste.
Isto é devido, provavelmente, & escassez de estagoes naquela regiao. No entanto, as maiores

diferencas entre os dois métodos, cléssico e ID FFT, nao excedem a 0,089 m.
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Fig. 6.4—Diferencas na componente de Stokes entre a técnica cldssica e os métodos de Voronoi (a), Delaunay
(b) e 1D FFT (c), respectivamente, para os dados do Rio de Janeiro. O sfmbolo em (a) indica o ponto fora do

intervalo de confianca de 99% da diferenca DMQ. Intervalo de contorno: 0,02 m.

138



Na Tabela 6.1 apresentamos a estatistica dos resultados obtidos nestas comparagoes. Deve-
se enfatizar que as diferengas (DMQ) indicam uma perfeita concordancia entre os esquemas de
Voronoi e Delaunay com a técnica cldssica, nos quais 99% dos dados praticamente coincidem. A
diferenca maxima encontrada ¢ inferior a 0,100 m em ambos os casos. Em geral-—com excegao
das dreas limitrofes e da regiao préxima ao pico do Corcovado, os resultados sao estatisticamente
iguais para os trés métodos. A linha denominada “Ntumero de pontos” indica a quantidade
de estacoes para o diagrama de Voronoi, e a quantidade de baricentros para o diagrama de

Delaunay. No caso de 1D FFT, ela indica os centros das células na integracao numérica.

Tabela 6.1—Estatistica da comparacao entre a técnica clédssica e os esquemas de Voronoi, Delaunay e 1D FFT

para os dados do Rio de Janeiro (em metros).

Estatistica Voronoi Delaunay 1D FFT
Nimero de pontos 402 765 1030
DMQ 0,022 0,024 0,031
Média 0,011 0,019 0,026
Desvio padrao 0,018 0,016 0,016
Minima -0,028 -0,013 0,002
Maéxima 0,080 0,085 0,089
Variacao 0,108 0,098 0,091

As diferencgas na componente de Stokes para os dados de Resende, resultantes da comparacao
entre a técnica cldssica e os esquemas de Voronoi e Delaunay, sao exibidas na Fig. 6.5. A
técnica de 1D FFT nao foi utilizada aqui em virtude da distribuicao espacial das estacgoes,
semelhante a uma “faixa” diagonal (Fig. 6.3). Este tipo de distribui¢do causa imprecisoes
no processo de interpolacao para a FFT, devido a problemas de geracao de dados em &reas
sem informagao—conhecido como “blanking”. Isto dificulta sobremodo a computacao e nao

resultaria em beneficio algum para o trabalho.

Assim como no caso do Rio de Janeiro, as maiores diferencas ocorrem na borda da &rea de
trabalho. No método de Voronoi (Fig. 6.5a), encontramos um grupo de valores elevados na parte
central superior do mapa (coordenadas 22,4°S x 44,5°W), devido a auséncia de estagoes nessa
area. O mesmo ocorre no método de Delaunay (Fig. 6.5b), que apresenta diferengas ligeiramente

maiores que o esquema de Voronoi. E bastante ébvio—porém interessante—registrarmos que
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as figuras sdo bem maiores nesta drea do que no restante do mapa (Fig. 6.3), confirmando a

influéncia da distribuicao espacial dos dados no célculo geoidal ao se adotar os dois esquemas.

No entanto, a diferenca méxima obtida é inferior a 0,100 m. Apesar da acentuada rugosidade

do terreno e da distribuicao menos favoravel das estacoes nesta regiao, os métodos concordam

dentro de +£0,050 m em relacao a técnica cléssica.
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Fig. 6.5—Diferengas na componente de Stokes entre o método cldssico e os esquemas de Voronoi (a) e

Delaunay (b), para os dados de Resende. Intervalo de contorno: 0,02 m.

A Tabela 6.2 exibe a estatistica referente as comparagoes para a drea de Resende. As dife-

rengas (DMQ) obtidas sdo praticamente o dobro das calculadas para a drea do Rio de Janeiro,

mesmo considerando o reduzido niimero de estacoes gravimétricas nesta drea. Acreditamos que

a distribuicao dos pontos em forma de “tripa” é a responsavel por esses resultados. Entretanto,

a diferenca méxima também nao foi superior a 0,100 m, em ambos os esquemas. Ao adotarmos
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o intervalo de confianga de 99% nas diferengas (DMQ), todos os pontos se encontram dentro

dos limites de DMQ =+2, 58 x Desvio padrao, nos dois métodos.

Tabela 6.2—Estatistica da confrontagao entre a técnica clédssica e os esquemas de Voronoi e Delaunay para a

area de Resende (em metros).

Estatistica Voronoi Delaunay
Nimero de pontos 179 344
DMQ 0,040 0,053
Média 0,036 0,052
Desvio padrao 0,017 0,010
Minima -0,018 0,015
Maxima 0,090 0,094
Variacao 0,108 0,109

Finalmente, calculamos as ondulagoes geoidais para os métodos de Voronoi e Delaunay—
assim como para a técnica cldssica e 1D FFT—através da Eq. (1.7), somando-se as parcelas
Nitodelos NEfeito € Nstokes- [Na Fig. 6.6, estao exibidos os valores para a drea do Rio de Janeiro.
Utilizamos o método de interpolagao de “kriging” para a construcao das linhas de contorno,
que tém aproximadamente a mesma configuragao em todos os mapas. O método de “kriging”
produz isolinhas bastante suavizadas—por exemplo, mais do que o Método do Vizinho Mais
Préximo, e foi escolhido aqui por este motivo. Por outro lado, é importante lembrar que o
Método do Vizinho Mais Préximo produz resultados “fiéis” aos dados, por isso foi usado para
interpolar valores da componente de Stokes, para o cdlculo mais preciso das diferencas entre os

esquemas.

O espacamento entre nés é de aproximadamente 1.860 m. Percebemos que as isolinhas
correspondentes as técnicas cléssica e 1D FFT (Figs. 6.6¢c e 6.6d, respectivamente), sdo mais
suavizadas que nos esquemas de Voronoi e Delaunay (Figs. 6.6a e 6.6b), em virtude daquelas
derivarem de dados regularmente espagados, e, portanto, sao duplamente suavizadas. Os esque-
mas de Voronoi e Delaunay, por sua vez, requerem apenas um passo de interpolacao para serem
exibidos com o mesmo espagamento entre nés. A Fig. 6.6¢c exibe os pontos utilizados para a
comparagao destes resultados obtidos através dos métodos gravimétricos, com a determinacao

geoidal através de dados GPS instalados sobre RRNN, comentada a seguir.
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Fig. 6.6—Ondulagdes geoidais da drea do Rio de Janeiro segundo os métodos de Voronoi (a) e Delaunay (b)

Intervalo de contorno: 0,05 m.
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Fig. 6.6 (cont.)—Ondulagdes geoidais da drea do Rio de Janeiro segundo os métodos cldssico (c) e 1D FFT

(d). Os simbolos em (c) representam os pontos GPS/RN. Intervalo de contorno: 0,05 m.

A informacao advinda de observacoes de satélites GPS, combinada com dados de referéncias
de nivel pode ser adicionalmente usada para se estabelecer uma comparacao com os resultados
obtidos com gravimetria (KearsLey, 1988; Siperis & Sug, 1995). Utilizamos um conjunto de

31 estagoes GPS/RN na drea do Rio de Janeiro para esta confrontacao, cuja distribuigao é
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exibida na Fig. 6.6c. Esses dados foram levantados pela empresa MERCATOR Topografia e
Aerolevantamentos S/A, para a Empresa Municipal de Informatica—IplanRio (Prefeitura da

Cidade do Rio de Janeiro).

De maneira a evitar erros sisteméticos, estabelecemos as comparagoes utilizando as dife-
rencas relativas entre as estacoes, ao invés das diferencas absolutas. Desta forma, como nao
existe nenhum ponto GPS de valor absoluto na regiao (ponto “datum”), consideramos todas as
estacoes como origem nos cédlculos. Este procedimento gerou 465 diferengas a serem analisadas,

dentre as 31 estagoes GPS/RN.

Considerando-se duas estacoes A e B, como na Fig. 6.7, onde sao conhecidas as respectivas
altitudes ortométricas das referéncias de nivel Hy e Hp, e as altitudes geométricas (obtidas

com o GPS), hy e hp, a diferenga geoidal AN,p é fornecida pela relagao
ANup = ANSESEN _ ANGrvimewia — (Fp — By — (Hy — ha) — (Ng — Na) (6.4)

onde Ny e Np sao as ondulagoes geoidais nas estacoes A e B, determinadas pelo método

gravimétrico.

Estagdo A

Estacdo B

hA

. 3 Superficie
HA Hz iihp topografica
N
Geéide

Fig. 6.7—Determinacao geoidal através de rastreamento de satélites GPS sobre referéncias de nivel, em dois

pontos A e B. As altitudes geométricas, ortométricas e as alturas geoidais estao indicadas na figura.

A estatistica da comparagao entre os métodos de Voronoi e Delaunay e o método GPS/RN,
para as 31 estagoes na drea do Municipio do Rio de Janeiro, estd exibida na Tabela 6.3. Esta
apresenta diferencas DMQ iguais a 0,071 m, 0,069 m, 0,061 m e 0,071 m, cujos desvios padrao
sao iguais a 0,068 m, 0,065 m, 0,058 m e 0,070 m, respectivamente, para os métodos cléssico,
Voronoi, Delaunay e 1D FFT. Dentre as 465 diferencas possiveis, em aproximadamente 95% dos
casos, encontramos concordancia dentro dos limites de +0, 150 m. A linha “AN > 40, 150 m”

indica o niimero de diferencas que se encontra acima deste valor, em cada caso. Provavelmente,
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os valores DMQ em torno de 0,070 m, para os quatro métodos, podem indicar a presenca de

erros nas altitudes geométricas.

Tabela 6.3—Estatistica das diferengas relativas entre o método GPS/RN e as técnicas cldssica, Voronoi,

Delaunay e 1D FFT para a drea do Municipio do Rio de Janeiro (em metros).

Estatistica Classico Voronoi Delaunay 1D FFT
AN > 40,150 m 25 21 22 12
DMQ AN 0,071 0,069 0,061 0,071
Média 0,019 0,022 0,024 0,014
Desvio padrao 0,068 0,065 0,058 0,070
Maxima 0,177 0,178 0,178 0,168
Minima -0,096 -0,081 -0,083 -0,116
Variagao 0,273 0,259 0,261 0,284

As ondulagoes geoidais na drea de Resende para os métodos de Voronoi, Delaunay e cléssico,
estao exibidas na Fig. 6.8. De forma similar a drea do Rio de Janeiro, utilizamos a técnica de
Yerioine” . solinh . . .

riging” para a representacao das isolinhas, cujo espacamento entre nés é aproximadamente
igual a 993 m. As curvas de contorno tém conformagao bem préximas entre si para os dois
métodos, cujas discrepancias maiores ocorrem na parte noroeste devido a falta de estacoes
nesta drea. Entretanto, essa discrepancia nao é superior a 0,100 m. Na drea de Resende nao foi
realizada nenhuma comparacao com dados de rastreio de GPS sobre referéncias de nivel, que

nao sao disponiveis na drea.
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Fig. 6.8—Ondulagoes geoidais para a drea de Resende, de acordo com os métodos de Voronoi (a), Delaunay
(b) e classico (c). Intervalo de contorno: 0,10 m.

Nao obstante os dados do Rio de Janeiro e Resende nao serem perfeitamente adequados
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a realizacao de um teste de demanda computacional-—em virtude da pequena quantidade de
dados, ainda assim realizamos uma comparacao para avaliacao do desempenho de cada método.
A Tabela 6.4 expoe os respectivos tempos de processamento da componente de Stokes, para
os métodos cldssico, Voronoi, Delaunay e 1D FFT, em ambas as dreas. As quantidades de
figuras e células para cada esquema sao indicadas entre parénteses, tendo em vista que estes
sao parametros significativos na avaliacao de desempenho computacional. No teste, nds inclui-
mos os tempos de processamento (CPU) e transferéncia de dados (entrada/saida), mas nao
consideramos os tempos de pré-processamento—ou seja, interpolacao nos métodos cldssico e
1D FFT, e confeccao dos diagramas de Voronoi e Delaunay. Isto é devido ao fato de que a
escolha do método de interpolacao pode impactar substancialmente o tempo de computacao—
lembrando-se que vérios parametros tém que ser controlados no processo de interpolagao. Como
exemplo disto, ao utilizarmos os pardmetros nativos do programa SURFER v. 8.00, o método
de “kriging” consumiu 12,0 s para interpolacao dos dados do Rio de Janeiro, enquanto que
o Método do Vizinho Mais Préximo consumiu apenas 0,3 s. Por outro lado, é bom enfatizar
que a discretizacao através dos diagramas de Voronoi e Delaunay é um processo direto, que
nao restringe efetivamente o tempo de processamento (a menos que o conjunto de dados seja
excessivamente grande). Como ilustracdo, o processo de geracao dos diagramas de Voronoi e

Delaunay consumiu menos do que 0,7 s para o conjunto de dados do Rio de Janeiro.

Tabela 6.4—Tempos de processamento para a computacao da componente de Stokes nas dreas do Rio de

Janeiro e Resende (em segundos). Valores entre parénteses denotam o nimero de figuras/células.

Meétodo Rio de Janeiro Resende
Classico 10,0 (1050) 13,1 (1525)
Voronoi 3,0 (402) 1,1 (179)

Delaunay 6,7 (765) 2,3 (344)

1D FEFT 7,2 (1050) —

Nao obstante o tamanho reduzido de ambos os conjuntos de dados, na Tabela 6.4 destacamos
uma vantagem do método de Voronoi em relagao aos demais. Isto talvez ocorra porque o
método de Voronoi possui uma quantidade menor de dreas a serem consideradas no processo
de discretizacao, e, é importante frisar—para a mesma quantidade de dados. Obviamente,
num teste menos tendencioso, o ideal é que todos os métodos possuam a mesma quantidade de

figuras/células a serem avaliadas. Neste caso, o esquema de Voronoi perderia a vantagem natural
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de reduzir o tempo de computacao sem alterar a quantidade e o teor da informagao original. A
Tabela 6.4 também indica que os tempos de processamento sao proporcionais as quantidades
de figuras/células, portanto, podemos considerar que os métodos de Voronoi, Delaunay e 1D
FFT sao equivalentes em termos de eficiéncia computacional. A implementacao de técnicas
atualizadas para acelerar o tempo de computagao da rotina de triangulaggo ACORD—base das
construcoes geométricas de Voronoi e Delaunay, especialmente em grandes volumes de dados,

¢ objeto de estudo futuro (AurRENHAMMER, 1991; Tsa1, 1993).
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CAPITULO 7

CONCLUSOES

Neste trabalho, investigamos as estruturas de Voronoi e Delaunay como alternativas para o
calculo das ondulagoes geoidais através da integral de Stokes. Ambos os esquemas produziram
resultados semelhantes ao método clédssico por integracao numérica, e possuem o mérito de
nao exigir uma etapa de pré-processamento para geracao de dados regularmente espacados
(“gridding”). Devido ao fato de se poder utilizar somente dados originais (observados), o
esquema de Voronoi se distingue como o mais simples dentre os métodos pesquisados. O tempo
de processamento e o esforgo pessoal sao, também, bastante minimizados com o uso do esquema
de Voronoi, mesmo considerando um tempo suplementar quando se julgar necessaria a remocao

dos “aglomerados”, e a inclusao de pseudovértices para fechamento do contorno da drea.

Obviamente, as anomalias da gravidade sao “suavizadas” automaticamente no processo de
interpolacao para os métodos clédssico e 1D FFT e, até certo grau, também para o método de
Delaunay. O esquema de Voronoi evita esse efeito de suavizagao dos dados. Na verdade, todos

os métodos estao sujeitos a distribuicao espacial e & qualidade dos dados observados.

Os resultados obtidos na drea do Municipio do Rio de Janeiro foram também compara-
dos com o método geométrico de determinagao geoidal. Esses dados sao provenientes de ras-
treamento de satélites do sistema GPS sobre 31 referéncias de nivel de precisao, cujos erros
estimados foram inferiores a 0,100 m. Encontramos semelhante concordancia na comparacao
GPS/RN com os resultados das técnicas classica e 1D FFT, e, ¢ importante enfatizar que
as dreas investigadas (Municipio do Rio de Janeiro e Resende) possuem topografias apreciavel-
mente acidentadas e elevadas. Os métodos de Voronoi e Delaunay se equipararam com a técnica
cldssica no dominio do espago—assumida aqui como “referéncia”’ para os testes. As diferencas
médias quadraticas (DMQ) obtidas em relacdo & técnica cléssica foram iguais a 0,024 m, no

Municipio do Rio de Janeiro, e 0,053 m, na drea de Resende.

Apresentamos os esquemas de Voronoi e Delaunay como opgoes para o calculo geoidal no
dominio do espago, que podem dispensar a etapa adicional de geragao de informagao com
espacamento regular. Assim, o usudrio é poupado das inconveniéncias computacionais devi-

dos aquele processo—tal como a escolha geralmente complexa de um método adequado para
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interpolacao—e a perda da fidelidade dos dados e sua distribuicao espacial. Erros comuns a
esses tipos de operacao sao evitados, tendo em vista que, para grande parte dos usudrios, esses
procedimentos nao sao bem conhecidos. Por outro lado, é interessante lembrar que alguns bene-
ficios advindos de dados com espacamento constante podem ser titeis. Dentre estes, podemos
citar: a andlise preliminar da consisténcia dos dados; as operacoes de natureza geoestatistica,
incluindo os variogramas; a andlise espectral através de estimadores como os periodogramas e

correlogramas, dentre outros.

Usando os diagramas de Voronoi e Delaunay, quando julgado conveniente, os “aglomerados”
de dados podem passar por um processo de remog¢ao prévia, para evitar a geracao de figuras
com &reas extremamente reduzidas e a tendéncia de singularidade na fungao de Stokes. Essa
remocao pode onerar o tempo de processamento se a base de dados for muito grande. Porém,
este procedimento s6 é aplicado quando existe uma distribuicao extremamente irregular dos
dados, combinando uma distribuicao de estacoes muito proximas entre si com outras, muito
afastadas entre si. Este é o caso da distribui¢ao dos pontos do Anexo A, que, em geral, formam
linhas gravimétricas ao longo de estradas. Por outro lado, no processo habitual de geracao de
dados regularmente espagados, as ocorréncias de pontos muito préximos entre si sao sempre

eliminadas.

E importante salientar que, se os pontos de dados nio possuem distribuicdo homogeénea e
com suficiente densidade—isto é, se existirem “lacunas” de valores observados na drea-alvo—os
métodos de Voronoi e Delaunay possibilitam a combinagao desses dados, distribuidos irregular-
mente, com informagao regularmente espacada. Desta forma, é extraido o melhor dos dois tipos
de informacao. Portanto, uma grande vantagem desses esquemas é a flexibilidade para inte-
gracao de dados observados com dados interpolados regularmente espacados, onde for requerido

O Seu uso.

Esta combinacao ainda permite que dreas especificas, de maior interesse do usudrio, possam
ser densificadas para detalhamento do gedide local. Esta é uma vantagem importante em
aplicagoes cadastrais, por exemplo, onde as altitudes ortométricas podem ser determinadas a
partir de observagoes GPS nos locais mais densificados, conhecendo-se as alturas geoidais. Uma
vantagem adicional é que a drea a ser mapeada pode assumir qualquer configuracao ou forma
geométrica, e, nao necessariamente, o formato retangular devido a matriz de dados regularmente

espacados.
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Por outro lado, convém enfatizar que, mesmo que nenhuma diferenca fosse verificada nessas
comparagoes, ainda seria relevante o uso dos métodos de Voronoi/Delaunay, devido ao fato de
se poder evitar o processo de geracao de dados regularmente espagados. Portanto, ambos os
esquemas representam uma excelente simplificagdo e economia no processamento (tempo de
CPU e meméria RAM), que, com o uso dos métodos interpoladores, acrescentaria um o6nus
considerdvel ao custo operacional. Devemos assinalar que este custo aumenta com o volume da
informagao e com a extensao da drea de trabalho. Isto se deve ao fato de que o tamanho da
matriz de valores interpolados é, efetivamente, muito superior & quantidade de figuras geradas
nos métodos de Voronoi e Delaunay. Com a abolicao da etapa de pré-processamento—com
significativa reducao no esforco computacional e pessoal—a perspectiva de sua aplicagao em

areas continentais, com um volume maior de dados, é bastante promissora.

As estruturas de Voronoi e Delaunay se caracterizam como instrumentos geométricos ex-
tremamente praticos na aplicacao discreta da integral de Stokes. Como ficou demonstrado,
ambos os esquemas sao computacionalmente equivalentes ao método de 1D FFT, e sobremodo
mais eficientes do que a técnica cldssica de integracao numérica—excluindo-se as etapas de
interpolacao de dados nas comparacoes. Adicionalmente, é ainda possivel a implementacao de
procedimentos de otimizacao para os dois algoritmos, de forma a acelerar o tempo de proces-

samento, e, sobretudo, estender a determinagao geoidal a todo o pafs.

No Anexo A é incluida uma aplicagao das técnicas de Voronoi e Delaunay em todo o Estado
do Rio de Janeiro e arredores, a um conjunto de 3.861 pontos, cujos resultados confirmam a
expectativa de sua utilizacao. Esse trabalho introduz alguns aperfeicoamentos no processo,
bem como uma atualizacao da informagao utilizada. Como exemplo, ao aplicarmos a técnica
cldssica de integragao numérica, os valores das alturas geoidais sao calculadas nos “centros”
dos compartimentos geograficos, porém, os pontos utilizados na integracao sao os “nds” destes

compartimentos. Desta forma ¢é evitada a singularidade na Funcao de Stokes.

Duas importantes atualizagoes foram utilizadas neste trabalho do Anexo A, que contribuiram
para o resultado obtido. A primeira refere-se ao uso do “Earth Gravitational Model 2008—
EGM2008”, modelo de geopotencial recentemente disponibilizado pela “National Geospatial-
Intelligence Agency—NGA”, que é completo até o grau 2.190 e ordem 2.159, portanto, com
resolucao de 5. Outra atualizagao importante foi o emprego dos dados topogréficos do Projeto

TOPODATA, recentemente implementado pelo Instituto Nacional de Pesquisas Espaciais—
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INPE. Este se constitui num projeto extremamente ttil para a Geofisica e Geodésia Fisica,
dotando o pafs de um modelo de dados digitais de relevo, estruturado em folhas de 1:250.000,
com resolugao de apenas 1”. Esses dados foram utilizados para os célculos da corre¢ao topogra-
fica, efeito indireto, e derivacao de anomalias de Helmert a partir de valores de anomalias

Bouguer.

Neste trabalho do Estado do Rio de Janeiro, foi constatado que a insercao dos valores obser-
vados aos dados interpolados com distribui¢ao regular—combinagao do método cldssico com as
técnicas de Voronoi/Delaunay—revelou uma diferenga maxima em torno de +30 cm (Figs. 12
e 13 do Anexo A). Esta discrepancia enfatiza a ordem de grandeza do erro cometido ao se usar
os métodos interpoladores. Isto permite qualificar essas técnicas de Voronoi e Delaunay como
de maior confiabilidade do que aquelas que utilizam apenas dados interpolados regularmente

espagados.
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NEW IMPROVEMENTS IN GEOID DETERMINATION USING VORONOI/DELAUNAY
TECHNIQUES: A CASE STUDY WITH THE NEW EGM2008 MODEL

Abstract

We used the Voronoi and Delaunay structures to compute the discrete Stokes integral for
the gravimetric geoid, thus no gridding operation is required. In these techniques the aimed
area is partitioned into polygons and triangles, respectively, and computation is carried out by
pointwise numerical integration. In Voronoi scheme, the cells can be constructed with only the
observed gravity data, as well as may be complemented with interpolated ones. In Delaunay
scheme, observed data are interpolated into triangular cells, whose vertices hold the gravity
points. Also, the data may be complemented with interpolated grid information. In order
to avoid the Stokes function singularity, geoidal undulations were computed at the observed
points. As an additional advantage, the area to be mapped can take any geometric shape and
not necessarily a rectangular shape. The schemes were applied for the geoid determination
in the State of Rio de Janeiro, in Brazil. The geoidal undulations were also computed by
means of the classical numerical integration, which results were compared with Voronoi and
Delaunay schemes. They yielded differences of —0.047 m and —0.066 m, respectively, for those
approaches. The largest difference did not exceed 0.380 m with both the methods. For the
classical scheme, the geoidal undulations were computed at the grid nodes for the numerical
integration, which also bypassed the singularity in Stokes function, as in Delaunay scheme.
For the terrain correction and indirect effect computation we used a 1-second arc resolution
DTM from SRTM data, which was raised by the National Institute for Space Research—INPE,
Brazil. EGM2008 geopotential model, complete to degree and order 2,159, was used in a
remove-compute-restore (RCR) method. Like the other techniques, the main drawback of both

schemes is the dependence upon data quality and spatial distribution.

Key words: Gravimetric geoid — Earth gravitational model — Voronoi and Delaunay tessela-

tions — Triangulated irregular network.

INTRODUCTION

In spite of the various techniques to compute the gravimetric geoid by Stokes method

(StoxEes, 1849)—in space-domain (Santos & EscoBar, 2000) or in frequency-domain (HaaGMANS
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et al, 1993; Scuwarz et al., 1990)—usually the target area is required to be partitioned into
geographic grid elements. Geoidal undulations are computed at these cells, and the gravity
anomalies, which are not evenly distributed, are interpolated in order to produce a regular grid
(Hirvonen, 1956). Indeed, this is not a huge problem, but modified data are used instead of the
original ones. Also, the gridding operation can expend excessive manual and computational
effort, as well as the production of spurious data with the lost of genuine information (GoLpEN
SoFTWARE, 1999). Similarly, integral methods (LErmany, 1997), as well as the combined ones

(e.g., space-frequency domains), also require regularly distributed data (Lt & Siperis, 1997).

In this work, we used two alternative schemes that bypass a regular gridding process. Both
techniques are well reported in Santos & EscoBar (2004), and are based on Voronoi and
Delaunay structures (AUrRENHAMMER, 1991; WaTson, 1981). On Voronoi scheme, original data
are effectively used and preserved, if they have such a spatial distribution that not require to fill
blanked areas with interpolated data. The target area is subdivided into a unique set of convex
and adjacent polygonal elements, which each other holds an original data point whose gravity
anomaly remains. In spite of the natural “smoothing” due to the spatial data distribution on

Voronoi scheme, it avoids the “synthetic” smoothing due to an interpolation.

Delaunay scheme uses a tesselation in which the area is partitioned into contiguous trian-
gular elements, thus creating a “triangulated irregular network—TIN”. If the data have an
homogeneous spatial distribution, the triangles’ vertices hold original gravity data and no kind
of interpolation is also required. However, mean gravity anomalies are computed for each trian-
gle barycentre from the respective vertices. Despite of this interpolation, it is done locally and
thus remains restricted to each cell (GoLpEN SorTwARE, 1999). As we computed the geoidal
undulations for the triangles’ vertices (data points), the Stokes function singularity does not

happen (NeT0, 2006).

We compared both the schemes with the classical numerical integration technique for the
State of Rio de Janeiro geoid determination. As we computed the data points at the nodes of
the grid and not at the grid cell centers, the Stokes function singularity was also bypassed, as

in Delaunay scheme.
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METHODOLOGY

We applied the Stokes method for the local geoid determination by pointwise numerical
integration, which the area was subdivided according to the Voronoi and Delaunay tesselations.

The Stokes integral yields the geoid-ellipsoid separation (Stokgs, 1849),

R 2T ™ )
Now = 5= [ [ 89 () sinvatvay, (1)
™ Jo Jo

where R is the earth mean radius, v is the normal gravity at the ellipsoid surface, and Ag is

the gravity anomaly at the elemental integration area (Fig. 1),

dA = R*sinydydy. (2)

The spherical distance ) and azimuth y are the polar coordinates of the integration point,

and S (v) is the spherical Stokes function, given by (Heiskanen & Moritz, 1967)
1 ([ (V) _(P)° (v (Y
S W) = % 4—6 sin <§>+10 sin (§> [3 6 sin (5 In [sin B} + sin 5 .
sin | —
2
(3)

The relationship between 1) and y, and the elemental area dA at the earth surface is pictured

in Fig. 1.

Estacao
gravimétrica

Fig. 1—Spherical earth model and polar coordinates, spherical distance ¢ and azimuth Y.
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Replacing Eq. (2) into Eq. (1) gives (GEMAEL, 1999)

1

T / AgS () dA. (4)
A

The integration is performed by a discrete summation, suitable for Voronoi and Delaunay

schemes. Therefore, geoidal undulation is re-written as,

1

i O S () ai (5)

i=1

NStokos -

The index i is related to the i-th cell in the integration. The number of cells n in Voronoi
scheme is the same quantity of data points. In Delaunay scheme, n = 2(p — 1) — k, where p
is the number of data points and k is the number of boundary points. Here, Ag; is the free
air gravity anomaly, corrected for the topographical and atmospheric effects (Moritz, 1980).

Terms 1), and a; are, respectively, the spherical distance and the area of the i-th cell.

According to the Voronoi scheme, each original data point (gravity anomaly) represents its
cell. We considered the spherical distance ¢ between a data point (where the geoid undulation is
computed) and the others, for the numerical integration. On Delaunay scheme, the anomaly at
each triangular cell is the mean value, weighted for the respective distances vertex-to-barycenter.
The geoid undulations are computed at the data points (triangle vertices), and the spherical

distances v are related to the barycenters (integration points).

On both the schemes, clustered data points are removed outside a radius of 2,000 m, in
order to avoid the singularity in Stokes function and the generation of rather irregular cells. It
is interesting to keep a certain equi-angularity on the polygons and triangles produced (SiBson,
1977). On Voronoi scheme, when a data point coincides with the integration point (i.e., 1) = 0),
Eq. (5) is replaced by the relation (Heiskanen & Moritz, 1967),

— A.qu7D0
,y )

No (6)

where Ag, is the point residual anomaly, and 1, is the average spherical distance between the
point and the respective cell sides. On Delaunay scheme, the procedure we adopted avoided
Stokes function singularity, knowing that the points are set at the vertices of the triangles and

not inside them.
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The geoid computation

We used the “remove-compute-restore” technique—RCR, where gravity anomalies can be
considered according to the geoid spectrum wavelengths (DENkER & WENZEL, 1987; STRANG VAN
Hegs, 1986). The geoid undulation N, at a point with coordinates (¢, A) is given by (SiDERIS
& SuE, 1995),

N ((b, )\) = NModel (¢7 )‘) + NStokes <¢7 )‘) + NEffect (Qb; )\> . (7)

The first term Nyjoqe1 (¢, A) represents the component of long and medium wavelengths, and
was computed with the geopotential coefficients of the EGM2008 model (Pavwis et al., 2008).

It is given by
2159 n

GM
NModel (¢7 )‘)

m COSTMA + Sy, sin m/\) P (cosf), (8)

n2m0

where GM is the geocentric grav1tat10na1 constant, r is the earth radius, v is the mean normal
gravity, @ is the point co-latitud, and P,,, are the fully-normalized associated Legendre func-
tions. The terms 6C,,,, and S,,, are the fully-normalized harmonic coefficients. The EGM2008

geopotential model is complete to degree and order 2,159 (Pavwis et al., 2008).

Nstokes (¢, A) is the geoid residual component, which wavelength is dependent upon the whole
area A, and the respective cells areas a;. For its computation, residual anomalies are derived
by removing EGM2008 gravity anomalies, Agnodelo (¢, A), from the local Helmert anomalies,
according to the Second Helmert Condensation Method (LamBert, 1930), and corrected for the
topographic and atmospheric effects. The model anomalies are expanded to the same degree

and order of Nyjoqel (¢, ), which are given by,
2159

Agriodel (0, N) = Z (n—1) Z 8C pmCOSMA + §nmsenm>\) P (cost) . 9)

m=0

The term Nggeer (¢, \) represents the primary indirect effect for the Second Helmert Con-
densation Method, computed with a DTM elevation data. We used the equation from SiDERIS

& SuE (1995) for the indirect effect computation,

wGp 1Gp P2 Q2 2
Nt (6.0) = =212 (6.0) + 522 | AB* (0.0 3030 55— A 53) L) NI
$1 M $1 A

where A; is the DTM cell area, h (¢, ) is the height of data point, h is the height of the
mean cell point, d is the planar distance between them, G is the Newton universal gravitational

constant, and p is the regular topographic density.
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Topographical dataset

We used a DTM dataset, which is available online by the brazilian National Institute for
Space Research—INPE, from a topographic database unified and structured for the Brazil
area—the TOPODATA project (Inpe, 2008). This DTM was produced by INPE, by combina-
tion of local terrain elevation data and the topographic information derived from Shuttle Radar
Topography Mission—SRTM data. The latter covers 80% of the Earth, and has 1 second-arc
horizontal resolution (Usas, 2007). In this work, we used 16 quads in scale 1:250,000 from

TOPODATA project for terrain corrections and indirect effect computation.
EGM2008 geopotential model

For the computation of components Agyodqer (¢, A) and Nyoqer (¢, A), we used the recent
Earth Gravitational Model 2008—EGM2008, complete to degree and order 2,159 (Pavwis et al.,
2008). For this degree and order, the file used “EGM2008 t02190 TideFree” has 2,333,877
rows listing the fully-normalized spherical harmonic coefficients for the geopotential expansion,
with 5-minute arc horizontal resolution. This file presents the second degree zonal harmonic
coefficient C'yy expressed in the “Zero Tide” system, as far as the permanent tide is concerned.
Additionaly, it contains spherical harmonic coefficients extending to degree 2,190 and order

2,159. Parameters GM and r in Eq. (8) are, respectively,

GM = 3,986,004.415 x 10° m*® s~2 (11)

r = 6,378,136.3 m.

The EGM2008 model was developed by National Geospatial-Intelligence Agency—NGA
(USA), and integrate recent gravity anomalies with 5-minute arc resolution data from last
GRACE satellite mission (Gracg, 2007), plus terrestrial data, and gravity data derived from
altimetric satellite (over the sea). The EGM2008 geopotential model was presented at the
2008 General Assembly of the European Geosciences Union, Vienna, Austria, April 13-18, 2008
(Pavws et al., 2008).

RESULTS

In this work, the geoid residual component Nggokes (¢, A) was computed by means of Voronoi
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and Delaunay structures, and results were compared with the classical numerical pointwise

integration, for the geoid determination in State of Rio de Janeiro, Brazil.

The dataset includes 1,940 terrestrial gravity points, which were filled out with 491 Geosat
gravity anomalies with 5-minute arc resolution on the oceanic area. In the regions with no
local gravity data, we included free air gravity anomalies derived from Bouguer gravity data.
Recalling that Bouguer anomalies are rather “smooth” and have small variability in local scale—
because they do not reflect the topography—they can be used for interpolation. The free air

anomalies were computed by the relation,
AgFree air — AgBouguer + 01119H7 (12)

where Ag is the gravity anomaly, and H is the data point elevation. This procedure enhanced
the gravity dataset, adding 430 points with 5-minute arc resolution. As well, those points
coincident with the observed data were removed from the set. It is safe to mention that the

derived anomalies have a perfect agreement with the observed values.

Fig. 2 shows the whole dataset used, that is, the terrestrial and oceanic data (blue), and

the derived ones (red), resulting in 3,861 data points.

2204+

Fig. 2—Data points spatial distribution, showing the terrestrial and oceanic data (blue), and the free air

derived data (red).
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The goal area spreads over longitudes 45° W to 40.5° W, and latitudes 23.5° S to 20.5°
S. We used Lambert conic conformal projection for the computation of Voronoi and Delaunay
tesselations. For the geoidal undulations and gravity anomalies related to the EGM2008 model,
we used an adaptation of the GRAVTPC program, developed at the University of Calgary,
Canada, by Dr. Michael Sideris staff.

We produced a DTM derived from TOPODATA project (Ixpe, 2008) with 6-second arc
resolution, for the terrain correction and indirect effect computations. The topographical relief
varies between 0 m and 2,821 m, at the Agulhas Negras peak (Fig. 3), which mean height is
approximately 740 m. We used the TRITER program for the terrain correction computation
(Rupert, 1988). The maximum correction is 66.76 mGal (RN 8B), with mean equal to 1.70
mGal, and SD equal to 2.99 mGal. The indirect effect by Helmert Second Condensation Method
is between —0.324 m e 0 m, with mean —0.022 m and SD 0.030 m.

2,750 m
2,500 m
2,250 m
— 2,000 m
— 1,750 m
1,500 m
1,250 m
1,000 m
750 m

500 m

250 m

Om

[ [
-45° -44° -43° -42° 41°

Fig. 3—State of Rio de Janeiro topographical relief.

In Figs. 4 and 5 are exhibited, respectively, the geoidal undulations and the gravity anom-
alies related to the EGM2008 model for the GRS80 system. As can be remarked, EGM2008
gravity data are similar and agree rather well with the local gravity anomalies (Fig. 6), which is
due to the model horizontal resolution. The values vary between —65.77 mGal e 127.38 mGal,

with mean and SD equal to 10.06 mGal and 28.25 mGal, respectively. Indeed, a comparative
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test between EGM2008 gravity data, and terrestrial, altimetric and GPS ground data is well
discussed in EscoBar (2008).

-21°

-22°

-23°

-10 m

|
-45° -44° -43° -42° -41°

Fig. 4—Geoidal undulations related to the EGM2008 model (5’ horizontal resolution). Contour interval: 0,20

130 mGal
110 mGal
90 mGal
70 mGal
50 mGal
30 mGal
10 mGal

-10 mGal
-30 mGal
-50 mGal
-70 mGal

-45° -44° -43° -42°

Fig. 5—Gravity anomalies related to the EGM2008 model (5" horizontal resolution). Contour interval: 20

mGal.
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The Helmert gravity anomalies (Fig. 6) were computed for the GRS80 system, and were
corrected for the atmospheric mass effect (Morirz, 1980). They vary between —64.37 mGal
and 169.82 mGal, with mean equal to 8.69 mGal and SD 33.01 equal to mGal. The Helmert
residual anomalies are shown in Fig. 7, which values are between —67.09 mGal and 130.83
mGal, with mean and SD equal to —0.03 mGal and 15.87 mGal, respectively. As we already
noted, the residual anomalies clearly point out the agreement between both local and EGM2008

gravity anomalies.
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Fig. 6—Helmert gravity anomalies corrected for the atmospheric effect. Contour interval: 20 mGal.
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Fig. 7—Helmert residual gravity anomalies. Contour interval: 20 mGal.

Voronoi and Delaunay tesselations

Figs. 8 and 9 picture the goal area partitioned according to the Voronoi and Delaunay

structures. The process removed the points which are clustered inside a circle of radius 2,000
m, in order to avoid rather irregular cells. These clustered data accounted to 715 points for

both the schemes. Therefore, 3,146 Voronoi cells were produced, which each cell holds a gravity
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data point, where the geoidal undulation was effectively computed. Delaunay tesselation gave
rise to 6,116 triangular cells, whose vertices hold the 3,146 data points, where the undulations
were also computed. The gravity anomaly at a triangle barycenter is the mean value related
to the triangle vertices, weighted by their respective distances. This procedure yields a more
reliable interpolated data (GoLpEN SorFTwaRE, 1999). As the numerical integration is done from
the vertices (data points) onto the barycenters (integration points), there are no coincidences
between them, and the singularity in Stokes function is avoided. Figs. 8 and 9 show that the

cell shapes are nearly regular on all the area.

21°—FEER
-220_.;1.
230 bl bBnoonnnooonniy
: Jﬁg“ EEE o DEEEDDDDDEENRnnE
.}.Tf...v.‘..............‘...........v.......‘..........
| | [ [
-45° -44° -43° -42° -41°

Fig. 8—Tesselation for the State of Rio de Janeiro area, partitioned according to the Voronoy structure.

Points represent gravity data.
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Fig. 9—State of Rio de Janeiro area partitioned according to the Delaunay tesselation. Points represent

gravity data (triangles vertices).

Analysing both Figs. 8 and 9, we must focus a special attention on the advantageous
flexibility of Voronoi and Delaunay schemes for integrating either observed and gridded data.
Truly, both interpolated and original gravity data can be combined (or complemented) in order

to fulfill blanked areas.

Both Stokes and indirect effect components (Eq. (7)) are pictured in Figs. 10 and 11,
respectively. Those values also remark the agreement between EGM2008 geoid component and

the local data.
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Fig 10—Geoid residual component (Stokes). Contour interval: 0.10 m.
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Fig. 11—Indirect effect due to the Second Helmert Condensation method. Interval contour: 0.04 m.

We compared the results from Voronoi and Delaunay schemes with the classical pointwise
numerical integration (space-domain). For the classical technique computing, the studied area
was partitioned into 1,980 regularly spaced geographic cells (5-minute arc resolution). In the

comparison was sufficient to compute the differences for the residual component Ng;okes (¢, A),
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between each scheme and the classical technique. These differences are shown in Figs. 12 and

13, between Voronoi, Delaunay and the classical schemes, respectively.

0.35m
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0.25m
0.15m
-22°4 0.05m
-0.05 m
-0.15m

-23°+
-0.25 m

T -0.35 m
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Fig. 12—Differences between classical and Voronoy schemes for the geoid residual component (Stokes).

Contour interval: 0.10 m.
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Fig. 13—Differences between classical and Delaunay schemes for the geoid residual component (Stokes).

Contour interval: 0.10 m.
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The results pointed out an agreement (99% confidence interval) between both the schemes
and the classical technique within £0.060 m. These differences seem to reflect the inclusion of
the local observed data (short wavelenght) for the Voronoi and Delaunay schemes, which were
just “filtered” in the gridding process for the classical scheme. For this reason, Voronoi and
Delaunay schemes may be more reliable techniques than the classical one. Table 1 summarizes

the comparison results.

Table 1—Statistics for the differences (m) between classical technique and Voronoi and Delaunay schemes.

Voronoi Delaunay

Number of points 1,980 1,980
Minimum —0.339 —0.289
Maximum 0.377 0.355

Mean 0.043 0.061

Standard deviation 0.093 0.087
99% confidence interval  0.005 0.005

Finally, the geoidal undulations for the State of Rio de Janeiro area are presented in Figs.
14 and 15, respectively for the Voronoi and Delaunay schemes. The contour lines are almost the
same for both the results. Additionaly, Table 2 summarizes the statistics for the gravimetric
geoid computation in the goal area, which results point out a perfect agreement between both

Voronoi and Delaunay schemes.
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Fig. 14—Geoidal undulations for the State of Rio de Janeiro area according to the Voronoy scheme. Contour

interval: 0,20 m.
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Fig. 15—Geoidal undulations for the State of Rio de Janeiro area according to the Delaunay scheme. Contour

interval: 0,20 m
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Table 2—Statistics for the geoid undulations (m) in the State of Rio de Janeiro area.

Voronoi Delaunay

Number of points 3,148 3,148

Minimum —9.526 —9.544
Maximum —0.950 —1.055
Mean —4.532 —4.547

Standard deviation  1.420 1.418

CONCLUSIONS

We used new improvements in the application of Voronoi and Delaunay structures in order
to compute the gravimetric geoid for the State of Rio de Janeiro area. As remarked in an
earlier paper (SanTos & EscoBar, 2004), the schemes presented similar results with each other,
and best results are found in comparison with the classical numerical integration method. If
data points distribution is homogeneous and sufficiently dense in the study area, they have
the advantage of do not to need a data gridding step, avoiding most of the computational and
manual effort and the filtering of the observed data. In this case, the computation is based
only in true observed data. By the other hand, if there are significant data blanks in the study
area, they have the advantage of merging regularly spaced gridded data with irregularly spaced

observed data, extracting the best of those two classes of information.

Both the Voronoi and Delaunay structures are rather simple and convenient geometric
schemes for the area discretization in gravimetric geoid computation. The area to be mapped
can have any shape—or whatever data configuration, and not necessarily a rectangular outline.
As already stressed, probably the main advantage of Voronoi and Delaunay schemes is the

flexibility for integrating observed and gridded data, wherever is required.

The recent EGM2008 geopotential model with 5-minute arc horizontal resolution, greatly
contribute to the results, and agreed rather well with the local observed data, either the gravity
anomalies and the geoidal undulations. This clearly remarks the importance and convenience
of this geopotential model for the geoid determination. As well, the topographic data derived
from SRTM (the INPE TOPODATA project database) also provide a huge improvement to the

terrain corrections and indirect effect computation.
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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