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Área de Concentração: Fenômenos de Transporte
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RESUMO

SOLUÇÃO ANALÍTICA DA EQUAÇÃO CINÉTICA DE DIFUSÃO MULTIGRUPO DE

NÊUTRONS EM GEOMETRIA CARTESIANA UNIDIMENSIONAL PELA TÉCNICA

DA TRANSFORMADA INTEGRAL

O objetivo deste trabalho consiste na obtenção de uma solução anaĺıtica para a

equação cinética de difusão de nêutrons unidimensional e em geometria cartesiana, para

problemas monoenergéticos e com multigrupos de energia. Essas equações são do tipo stiff,

devido às amplas diferenças nas ordens de grandeza das escalas de tempo dos fenômenos

f́ısicos envolvidos, fato que as torna de dif́ıcil solução. A idéia básica do método proposto

consiste na aplicação da expansão espectral do fluxo escalar espacial e da concentração de

precursores, aplicação de momentos e solução de problema matricial resultante pela técnica

da transformada de Laplace. Tendo em vista que a equação para a concentração de precur-

sores é uma equação diferencial linear de primeira ordem na variável temporal, para tornar

posśıvel a aplicação do método espectral, foi introduzido um termo de difusão fict́ıcia mul-

tiplicado por um valor ε pequeno e positivo. Por esse procedimento, foi posśıvel encontrar

uma solução anaĺıtica para o problema estudado. Foram realizadas simulações numéricas

e análise dos resultados obtidos com a precisão controlada pela ordem de truncamento da

série.
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ABSTRACT

ANALYTICAL SOLUTION OF THE MULTIGROUP NEUTRON DIFFUSION KINETIC

EQUATION IN ONE-DIMENSIONAL CARTESIAN GEOMETRY BY THE INTEGRAL

TRANSFORM TECHNIQUE.

The objective of this work is to obtain an analytical solution of the neutron diffusion

kinetic equation in one-dimensional cartesian geometry, to monoenergetic and multigroup

problems. These equations are of the type stiff, due to large differences in the orders of

magnitude of the time scales of the physical phenomena involved, which make them difficult

to solve. The basic idea of the proposed method is applying the spectral expansion in the

scalar flux and in the precursor concentration, taking moments and solving the resulting

matrix problem by the Laplace transform technique. Bearing in mind that the equation for

the precursor concentration is a first order linear differential equation in the time variable,

to enable the application of the spectral method we introduce a fictitious diffusion term

multiplied by a positive value which tends to zero. This procedure opened the possibility

to find an analytical solution to the problem studied. We report numerical simulations and

analysis of the results obtained with the precision controlled by the truncation order of the

series.
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4.8 Solução da equação da difusão em estado estacionário para o grupo térmico. . 36
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1. INTRODUÇÃO

O constante crescimento da demanda mundial por energia e os esforços para garantir

o seu suprimento, juntamente com o problema do aquecimento global, têm propiciado e

impulsionado o desenvolvimento da indústria e da pesquisa na área nuclear no Brasil. Um

dos principais enfoques da pesquisa na área nuclear é o estudo da evolução da população de

nêutrons em sistemas nucleares, o que é um grande desafio tanto f́ısico quanto matemático

e constitui um problema crucial no estudo e na análise de reatores. Nesse contexto, é de

extrema importância a determinação e o acompanhamento do comportamento dessa popu-

lação perante variações induzidas por mudanças na criticalidade do reator. O modelo f́ısico-

matemático que fornece a descrição desses fenômenos é o modelo da cinética de reatores

nucleares, que envolve a equação da difusão de nêutrons incluindo os nêutrons atrasados,

que são gerados pelo decaimento dos produtos da fissão. Mesmo representando menos de

1% do total de nêutrons produzidos na fissão, os nêutrons atrasados desempenham um

importante papel principalmente na área de segurança, pois retardam a resposta do reator

a uma determinada perturbação, condição que facilita o controle de um reator nuclear.

Do ponto de vista matemático, as equações de cinética são conhecidas como sendo

do tipo stiff, devido às amplas diferenças nas ordens de grandeza das escalas de tempo dos

fenômenos f́ısicos envolvidos. Por exemplo, as constantes de decaimento dos precursores

de nêutrons atrasados são muito menores do que as constantes do tempo caracteŕısticas da

moderação dos nêutrons ou mesmo do processo de difusão. Fato que as torna de dif́ıcil

solução.

Um modelo simplificado é a chamada aproximação da cinética pontual, que assume

que o fluxo de nêutrons tem uma distribuição espacial fixa no tempo, fazendo com que

sua validade fique limitada a reatores muito pequenos onde a distribuição espacial não é

senśıvel a mudanças locais nas propriedades do reator. Como essas mudanças ocorrem e são

fundamentais, o modelo torna-se inadequado pra determinados tipos de situações. Yasinsky

e Henry [Yasinsky e Henry, 1965] demonstraram a inadequabilidade desse modelo em certos
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casos e a necessidade de métodos e modelos mais sofisticados, o que na época despertou o

interesse para a questão dos problemas de cinética com dependência espacial. Desde então,

foram feitas muitas análises comparativas entre a cinética pontual e aproximações espaciais,

o que proporcionou uma melhor compreensão da aplicabilidade de cada modelo.

Um dos primeiros trabalhos a se dedicar à cinética de reatores é o livro de Keepin

[Keepin, 1965]. A partir dáı, uma grande variedade de métodos têm sido desenvolvidos para

a solução desse tipo de problema. Dentre os métodos numéricos que vem sendo utilizados

podemos citar o método quase-estático [Ott e Madell, 1966] [Dulla et al., 2008]. Nesse tipo de

método, a densidade de nêutrons é tratada como o produto de uma função amplitude, que é

dependente somente do tempo e é determinada usando escalas de tempo curtas, e uma função

forma, que é dependente de todas variáveis incluindo o tempo e é resolvida considerando

escalas de tempo longas. Podemos citar também os métodos modais [Stacey, 1967] [Lima

et al., 2009] e nodais [Grossman e Hennart, 2007], que tratam a parte espacial separadamente,

trabalhando a parte temporal por amplitudes modais, método modal, ou pelas constantes de

acoplamento nodais, método nodal. Métodos numéricos e anaĺıticos foram resumidos numa

revisão feita por Kaplan et al. [Kaplan et al., 1964], e mais recentemente, Sutton e Aviles

[Sutton e Aviles, 1996] publicaram uma revisão sobre os métodos utilizados para cálculos

em cinética espacial.

Uma atenção especial tem sido dedicada aos métodos anaĺıticos devido à sua im-

portância como referência no desenvolvimento e qualificação, tanto de códigos numéricos

como dos modelos f́ısicos utilizados, pois além de verificar se as equações são corretamente

resolvidas pelos algoritmos numéricos, esse tipo de solução permite separar os efeitos nu-

mericamente induzidos daqueles causados pelo próprio modelo, além de determinar as suas

limitações [Dulla et al., 2007]. O projeto em análise anaĺıtica e experimental de benchmarks

para sistemas do tipo ADS [Ait-Abderrahim e Stanculescu, 2006] [Maiorino et al., 2007],

tem dado motivação aos pesquisadores para concentrar sua atenção na tarefa de buscar

soluções anaĺıticas para a equação de cinética de nêutrons. Historicamente, citando Oliveira

[Oliveira, 2008], o trabalho feito por Case et al. [Case et al., 1953] pode ser considerado o

primeiro benchmark anaĺıtico em teoria de transporte. Recentemente, Ganapol [Ganapol,

1992] publicou uma biblioteca de benchmarks anaĺıticos que inclui também problemas de-

pendentes do tempo. Em um de seus trabalhos, Dulla et al. [Dulla et al., 2007] ilustrou
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a filosofia dos benchmarks anaĺıticos com aplicações em sistemas subcŕıticos acionados por

fonte externa. Uma solução anaĺıtica para meios homogêneos utilizando expansão do fluxo

e da concentração em termos de autofunções foi obtida por Oliveira et al. [Oliveira et al.,

2007]. Já Corno et al. [Corno et al., 2008], apresentou um procedimento anaĺıtico para a

solução através da transformada de Laplace e a identificação de autovalores e autofunções

espaciais.

Neste trabalho é proposta uma solução anaĺıtica para as equações de cinética em

uma dimensão espacial considerando geometria cartesiana através da aplicação da Técnica

da Transformada Integral Generalizada, conhecida como GITT (da sigla em inglês para Ge-

neralized Integral Transform Tecnique), combinada com a transformada de Laplace para a

solução do sistema de equações diferenciais ordinárias (EDO’s) resultante. A transformada

de Laplace tem sido empregada com sucesso na solução anaĺıtica de sistemas de EDO’s,

principalmente na área da Teoria de Transporte com o método LTSN [Barichello e Vilhena,

1993] [Segatto e Vilhena, 1999].

A técnica da GITT é uma metodologia bem estabelecida para resolver analitica-

mente equações diferenciais lineares para uma ampla classe de problemas na área de f́ısica

e engenharia. Por anaĺıtico queremos dizer que nenhuma aproximação é feita ao longo da

derivação da solução. A ideia principal dessa abordagem consiste na construção de um par

de transformações a partir dos termos adjuntos do laplaciano que aparecem na equação di-

ferencial a ser resolvida. Esse fato nos permite escrever a solução como uma expansão em

série em termos de autofunções ortogonais, obtidas da solução de um problema de Sturm-

Liouville auxiliar, constrúıdo a partir dos termos adjuntos. A ortogonalidade das autofunções

completa o par de transformações. Existe uma vasta literatura sobre este método, para es-

clarecimento mencionamos os livros de Cotta [Cotta, 1998] [Cotta, 1993] [Cotta e Mikhaylov,

1997].

Inicialmente, especializamos a aplicação, sem perda da generalidade, às equações

de cinética de nêutrons para um caso unidimensional, monoenergético e com um grupo de

nêutrons atrasados. Tendo em vista que a equação para a concentração de nêutrons atrasados

é uma equação diferencial linear de primeira ordem na variável temporal, a fim de tornar

posśıvel a aplicação da GITT a essa equação, introduzimos um termo de difusão fict́ıcia

multiplicado por um valor ε pequeno e positivo. Através deste procedimento, somos capazes
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de resolver este conjunto de equações pelo método discutido. De fato, aplicando a técnica

da GITT na equação da cinética modificada, obtemos uma equação diferencial matricial

que tem solução bem conhecida quando ε tende a zero. Realizamos o mesmo procedimento

para o cálculo considerando dois grupos de energia e 6 grupos de precursores de nêutrons

atrasados. Para completar nosso estudo, realizamos simulações numéricas bem como análise

dos resultados obtidos, com a precisão controlada pela ordem de truncamento da série.

A principal caracteŕıstica desta solução consiste na sua aptidão para lidar com pro-

blemas de cinética com matrizes de alta ordem (até 1500), já que os autovalores são distintos.

Este fato nos dá certeza para afirmar que esta metodologia é uma técnica robusta para tra-

balhar com as equações da cinética unidimensionais, e de forma simples para problemas

f́ısicos mais realistas, o que significa para aqueles que consideram vários grupos da energia

(até 200), bem como os problemas multidimensionais e com meios heterogêneos.

Recentemente, essa combinação da GITT com a transformada de Laplace tem sido

aplicada com sucesso, obtendo resultados satisfatórios para um sistema de equações diferen-

ciais parciais linares e não-lineares difusivo-advectivas [Wortmann, 2003].

A presente dissertação encontra-se estruturada da seguinte maneira: no caṕıtulo 2,

apresentamos os modelos f́ısico-matemáticos que são base para nosso estudo. No caṕıtulo 3,

a metodologia utilizada para a solução do problema proposto é apresentada para um caso

genérico. No caṕıtulo 4, apresentamos a aplicação da metodologia para problemas de cinética

de difusão de nêutrons, monoenergéticos e considerando multigrupos de energia, juntamente

com os resultados obtidos. Por fim, no caṕıtulo 6 encontram-se a conclusão e as sugestões

para trabalhos futuros.



2. FORMULAÇÃO DA CINÉTICA DE REATORES - MODELOS FÍSICOS

Neste caṕıtulo é feita uma descrição dos modelos f́ısicos que são utilizados no estudo

da cinética de reatores nucleares. Inicialmente é apresentada uma breve descrição da teoria

de transporte, que é a base para a descrição da população de nêutrons em sistemas nucleares,

também conhecida como f́ısica dos reatores. Após isso, maior atenção é dada na introdução

da chamada Lei de Fick, que correlaciona a corrente de nêutrons com um gradiente de fluxo,

o que reduz a equação de transporte a um modelo simplificado denominado teoria da difusão.

2.1 Modelo do transporte de part́ıculas

O problema central da teoria de reatores nucleares é a determinação da distribuição

de nêutrons no reator. Pelo estudo do comportamento temporal da população de nêutrons

somos capazes de inferir sobre a estabilidade da reação de fissão em cadeia. Para determinar

a distribuição de nêutrons no reator devemos investigar o processo de transporte de nêutrons.

A equação de transporte de part́ıculas utilizada para estudar o transporte de nêutrons

e fótons é uma versão linearizada da equação de Boltzmann desenvolvida para estudar a teoria

cinética dos gases [Duderstadt e Hamilton, 1976]. A descrição da distribuição de nêutrons

e fótons é feita considerando-os como part́ıculas neutras e pontuais de massa constante e

com velocidade e posição espacial bem definidas. As propriedades f́ısicas que são inerentes

às part́ıculas, como o spin, os momentos magnéticos, bem como os efeitos quânticos, são

inclúıdos implicitamente num parâmetro chamado seção de choque.

Os nêutrons viajam em linha reta entre colisões com os núcleos do material. Por

não possúırem carga elétrica e serem bárions, as interações são causadas por forças de curto

alcance (forças nucleares) entre o nêutron e o núcleo. A força gravitacional, por ser muito

fraca, pode ser desprezada, e campos magnéticos não homogêneos, os quais acoplados com o

momento magnético do nêutron, são praticamente inexistentes. Somente campos magnéticos

muito intensos poderiam influenciar a trajetória dos nêutrons.

A população de nêutrons é suficientemente grande para que flutuações estat́ısticas
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possam ser desprezadas, e pequeno para que as colisões entre part́ıculas da mesma espécie

sejam também desprezadas. O fluxo de nêutrons em reatores e aceleradores é baixo em

comparação com a densidade do meio (mesmo para meios gasosos), por isso as colisões serão

somente entre nêutrons e os núcleos do material que compõe o meio no qual viajam e as

colisões nêutron-nêutron não são consideradas.

As colisões podem ser consideradas instantâneas, ou seja, o tempo de duração da

colisão é considerado nulo. Esta é uma boa aproximação pois os núcleos compostos numa

reação com nêutrons têm tempo de vida menor que 10−14 segundos. Considera-se que os

nêutrons não alteram apreciavelmente o meio com o qual interagem, dentro dos intervalos

de tempo considerados, e as propriedades dos materiais são consideradas isotrópicas, assim

como as propriedades do núcleo e as composições dos materiais são consideradas conhecidas

e estacionárias.

A descrição matemática da distribuição de nêutrons em um determinado meio ma-

terial é baseada na equação de balanço chamada equação de transporte de nêutrons, que

representa o balanço entre produção e perda de part́ıculas num elemento do espaço de fase

(dr, dΩ̂, dE) e é dada por:

1

v

∂ϕ

∂t
+ Ω̂ · ∇ϕ + Σt(r, E)ϕ(r, E, Ω̂, t) =

∫

4π

dΩ̂′
∫ ∞

0

Σs(E
′ → E, Ω̂′ → Ω̂)ϕ(r, E ′, Ω̂′, t)dE ′ +

χ(E)

4π

∫

4π

dΩ̂′
∫ ∞

0

ν(E ′)Σf (E
′)ϕ(r, E ′, Ω̂′, t)dE ′ + S(r, E, Ω̂, t), (2.1)

em que,

E representa a energia dos nêutrons,

r é o vetor posição espacial,

t é a variável temporal,

v é a velocidade dos nêutrons,

Σt é a seção de choque macroscópica total,

Σs é a seção de choque macroscópica de espalhamento,

Σf é a seção de choque macroscópica de fissão,

χ é o espectro de fissão,
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ν é o número médio de nêutrons emitidos na fissão,

ϕ representa o fluxo angular de nêutrons,

Ω̂ é o vetor unitário da direção das part́ıculas,

∇ é o gradiente,

S é a fonte externa de nêutrons.

Na equação (2.1), os termos a esquerda da igualdade representam respectivamente

as fugas do elemento de volume considerado bem como as perdas por colisão, enquanto

que nos termos a direita estão representados os ganhos pelo espalhamento de nêutrons com

energia E ′ e direção Ω̂′ para a energia E e direção Ω̂ , por fissão e pela fonte externa, que é

a fonte que não depende das colisões de nêutrons no sistema.

Contudo, a solução da equação (2.1) é muito complicada, principalmente devido à

forte dependência das seções de choque com a energia (como exemplo, pode-se observar a

dependência da seção de choque de fissão do Urânio-235 com a energia na figura (2.1)), e

soluções exatas são encontradas apenas para modelos simplificados, por isso utiliza-se uma

aproximação da equação de transporte conhecida como equação de difusão.

Figura 2.1: Seção de choque de fissão para o Urânio-235 (fonte: Agência Internacional de

Energia Atômica).
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2.2 Modelo da difusão de nêutrons

A maioria dos estudos em teoria de reatores tratam o movimento dos nêutrons como

um processo de difusão, que assume que os nêutrons tendem a se difundir de regiões de alta

densidade para regiões de baixa densidade. O tratamento do transporte de nêutrons como

um processo difusivo tem validade limitada, porém essa aproximação é considerada adequada

para muitas aplicações em reatores.

Podemos reescrever a equação de transporte de nêutrons em função do fluxo escalar

integrando a equação (2.1) sobre todas as direções. Porém, a integral,

∫

4π

Ω̂ · ∇ϕ dΩ̂, (2.2)

não pode ser avaliada em função do fluxo. Então definimos a integral (2.2) em função da

corrente de nêutrons J(r, E, t):

∫

4π

Ω̂ · ∇ϕ dΩ̂ = ∇ ·
∫

4π

Ω̂ϕ dΩ̂ = ∇ · J(r, E, t). (2.3)

Assim, a equação (2.1) integrada em Ω̂ fica:

1

v

∂φ

∂t
+∇ · J(r, E, t) + Σt(r, E)φ(r, E, t) =

∫ ∞

0

Σs(E
′ → E)φ(r, E ′, t)dE ′ +

χ(E)

∫ ∞

0

ν(E ′)Σf (E
′)φ(r, E ′, t)dE ′ + S(r, E, t), (2.4)

onde φ(r, E, t) representa o fluxo escalar de nêutrons.

Podemos observar que na equação (2.4) temos duas incógnitas, fluxo (φ(r, E, t)) e

corrente (J(r, E, t)). Então, se faz necessário uma relação que permita escrever a corrente

de nêutrons, que é uma grandeza vetorial, em função do fluxo escalar de nêutrons, para que

a equação fique em termos de apenas uma incógnita. Para isso, utiliza-se a Lei de Fick, a

qual foi originalmente usada na qúımica, onde mostrava que se a concentração de um soluto

é maior em uma região da solução do que em outra, o soluto se difunde da região de maior

concentração para a região de menor concentração. Além disso, também afirmava que a taxa
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de fluxo do soluto é proporcional ao negativo do gradiente da concentração do soluto. Esta

é a afirmação original dessa lei.

O comportamento dos nêutrons é considerado como sendo similar ao do soluto na

solução. Assim, se a densidade ou fluxo de nêutrons é maior em uma parte do reator, há

um fluxo ĺıquido de nêutrons dentro da região de menor densidade. Matematicamente, essa

hipótese pode ser escrita da seguinte forma:

J(r, E, t) = −D(r, E)∇φ(r, E, t) (2.5)

onde a constante de proporcionalidade D(r, E), que é dada em cm, é conhecida como coefi-

ciente de difusão e é definida pela seguinte relação:

D(r, E) =
λtr(r, E)

3
, (2.6)

onde λtr é chamado de livre caminho médio de transporte, e é dado por:

λtr(r, E) =
1

Σtr(r, E)
=

1

Σs(r, E)(1− µ̄)
. (2.7)

Na equação (2.7), Σtr é chamada de seção de choque macroscópica de transporte,

Σs é a seção de choque macroscópica de espalhamento do meio e µ̄ é o valor aproximado do

cosseno do ângulo no qual os nêutrons são espalhados no meio. O valor de µ̄ para a maioria

dos nêutrons com energias de interesse nos cálculos pode ser computado pela fórmula:

µ̄ =
2

3A
, (2.8)

onde A é o número de massa atômica do meio.

É importante enfatizar que a Lei de Fick não é uma relação exata e tem validade

limitada nos seguintes casos:

• quando o meio é fortemente absorvedor de nêutrons;
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• em regiões próximas à fonte ou às fronteiras do meio;

• quando o espalhamento de nêutrons é fortemente anisotrópico.

Então, substituindo a relação (2.5) na equação (2.4), e utilizando a aproximação de

multigrupos de energia [Duderstadt e Hamilton, 1976] (que discretiza a variável cont́ınua

energia em G intervalos ou grupos), obtemos a equação de difusão de nêutrons para multi-

grupos de energia:

1

vg

∂

∂t
φg(r, t) = ∇ ·Dg(r)∇φg(r, t)− Σag(r, t)φg(r, t)− Σsg(r)φg(r, t) +

G∑

g′=1
g′ 6=g

Σsg′g(r)φg′(r, t) + χg

G∑

g′=1

ν ′gΣfg′(r)φg′(r, t) + Sg(r, t). (2.9)

Do lado direito da equação estão os termos que representam as fugas, as perdas

por absorção, perdas por espalhamento, espalhamento para o grupo g, produção por fissão

e fonte externa, respectivamente.

Para o caso mono-energético, temos:

1

v

∂

∂t
φ(r, t) = ∇ ·D(r)∇φ(r, t)− Σa(r)φ(r, t) + νΣf (r)φ(r, t), (2.10)

onde Σa é a seção de choque macroscópica de absorção. Em ambas as formas, assume-

se que todos os nêutrons aparecem instantaneamente quando ocorre a fissão. O termo

νΣfφ(r, t) na equação (2.10) tem dimensão de nêutrons por cm3 por segundo e representa

a taxa de produção de nêutrons. Mas, na realidade, uma fração dos nêutrons não são

produzidos diretamente na fissão, mas no decaimento subsequente dos produtos da fissão.

Os nêutrons produzidos na fissão são chamados de nêutrons prontos e os nêutrons originários

do decaimento são chamados de nêutrons atrasados.

2.3 Modelo da difusão considerando os nêutrons atrasados

A fissão nuclear dá origem a fragmentos que são elementos com menor número de

massa do que o nucĺıdeo original. Alguns desses fragmentos são instáveis e no processo
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de decaimento eles emitem nêutrons. Tais nêutrons que são emitidos após o processo da

fissão são chamados de nêutrons atrasados e os nucĺıdeos que os emitem são chamados de

precursores de nêutrons atrasados.

Os nêutrons atrasados não têm as mesmas propriedades que os nêutrons prontos

produzidos diretamente da fissão. A energia média dos nêutrons prontos é de aproximada-

mente 2 MeV . Este valor é muito maior do que a energia média dos nêutrons atrasados,

que é de aproximadamente 0, 5 MeV . O fato dos nêutrons atrasados nascerem com energias

mais baixas tem dois impactos significantes na maneira que eles procedem no ciclo de vida

do nêutron. Primeiramente, os nêutrons atrasados têm uma probabilidade muito menor de

causar fissões rápidas do que os nêutrons prontos, devido ao fato de que sua energia média

está abaixo do mı́nimo requerido para a ocorrência da fissão rápida. Em segundo lugar,

os nêutrons atrasados tem uma probabilidade menor de fuga do núcleo, porque eles nascem

com baixas energias e consequentemente viajam uma distância mais curta do que os nêutrons

rápidos.

Os produtos de fissão que emitem nêutrons atrasados foram reunidos, por con-

veniência, em 6 grupos de acordo com sua meia-vida. A tabela (2.1) mostra a fração de

nêutrons atrasados para cada grupo de um combust́ıvel comumente usado.

Tabela 2.1: Constantes referentes ao Urânio-235.

Grupo Meia-vida [s] Constante de decaimento λi [s−1] Fração βi

1 55,72 0,0124 0,000215

2 22,72 0,0305 0,001424

3 6.22 0,111 0,001274

4 2,30 0,301 0,002568

5 0,61 1,14 0,000748

6 0,23 3,01 0,000273

Sendo β a fração total de nêutrons atrasados dada por:

β =
6∑

i=1

βi, (2.11)
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então, nesse caso (tabela (2.1)), β = 0, 0065, ou seja, os nêutrons atrasados correspondem a

0, 65% dos nêutrons produzidos pela fissão do Urânio-235. Parece pouco, porém para escalas

de tempo maiores quando comparadas com a escala de tempo da fissão, esses nêutrons têm

um efeito muito significativo.

Sabendo isso, o próximo passo é definir um conjunto de equações que descrevam a

dependência temporal da concentração dos precursores de nêutrons atrasados. Para isso,

inicialmente vamos avaliar quais os mecanismos de perda e ganho dos precursores, possibi-

litando assim a construção de uma equação de balanço.

Sabemos que a variação temporal da concentração dos precursores é dada pela

produção do precursor através da fissão, e pela perda causada pelo posterior decaimento.

Os nêutrons produzidos pelo grupo i podem ser contabilizados da seguinte forma,

multiplicando a taxa de produção de nêutrons na fissão pela fração de nêutrons atrasados:

βiνΣfφ(r, t). (2.12)

Já a perda é dada pela taxa de decaimento do precursor, que pode ser expressa

como o produto da concentração do precursor (Ci(r, t)) e da sua respectiva constante de

decaimento (λi). A constante de decaimento de um precursor é a fração do número inicial

de átomos do precursor que decai em determinada unidade de tempo.

Assim, a equação de balanço que representa a variação temporal da concentração

de precursores é dada por:

∂

∂t
Ci(r, t) = −λiCi(r, t) + βiνΣf (r)φ(r, t) i = 1, ..., 6. (2.13)

Logo, incluindo os nêutrons atrasados na equação (2.10) através do fator β e da taxa

de decaimento, temos:

1

v

∂

∂t
φ(r, t) = ∇ ·D(r)∇φ(r, t)− Σa(r)φ(r, t) + (1− β)νΣf (r)φ(r, t) +

6∑
i=1

λiCi(r, t),

∂

∂t
Ci(r, t) = −λiCi(r, t) + βiνΣf (r)φ(r, t) i = 1, ..., 6. (2.14)



2 Formulação da Cinética de Reatores - Modelos F́ısicos 13

Esse sistema de equações descreve o fluxo de nêutrons em um reator incluindo os

nêutrons atrasados e sua solução, bem como do modelo multigrupo, é o objetivo deste

trabalho.



3. OS MÉTODOS UTILIZADOS: TRANSFORMADAS INTEGRAIS

Nesse caṕıtulo são apresentados os métodos de solução utilizados nesse trabalho.

Primeiramente é mostrado o método da GITT, e em seguida são apresentadas as técnicas

básicas da transformada de Laplace, utilizada na solução do problema transformado.

3.1 A Técnica da Transformada Integral Generalizada: GITT

Para solucionar um problema utilizando o método GITT (Generalized Integral Trans-

form Technique) algumas condições devem ser satisfeitas. O operador diferencial da equação

a ser solucionada deve conter um termo laplaciano, porém a ausência desse termo pode ser

resolvida adicionando-se o mesmo multiplicado por uma constante na qual o seu limite tenda

a zero. Além disso, a dimensão na qual se aplica o método deve ser finita e as condições

iniciais ou de contorno devem ser homogêneas, caso contrário pode-se fazer o uso de filtros

matemáticos [Cassol, 2006].

A seguir serão mostrados os principais passos para a obtenção da solução de uma

equação unidimensional em geometria cartesiana utilizando a GITT, seguindo metodologia

de Wortmann [Wortmann, 2003].

Considere a seguinte equação:

Aν(x, t) = 0, (3.1)

onde a < x < b e t > 0 e sujeita às seguintes condições de contorno homogêneas:

α1
dν(a, t)

dx
+ α2ν(a, t) = 0, (3.2a)

β1
dν(b, t)

dx
+ β2ν(b, t) = 0, (3.2b)

onde A é o operador diferencial parcial associado ao problema, as constantes α1, α2, β1, β2

são dependentes das propriedades f́ısicas do problema.



3 Os Métodos Utilizados: Transformadas Integrais 15

Primeiramente, deve-se expandir a função ν(x, t) em uma base adequada. Para isso

escreve-se a equação (3.1) como:

Aν(x, t) = Bν(x, t) + Lν(x, t), (3.3)

onde L é um operador auto adjunto associado ao problema de Sturm-Liouville auxiliar e B

é um operador associado aos termos restantes. Assim, L tem a forma geral:

LΨ(λ, x) ≡ ∇.[p(x)∇Ψ(λ, x)] + q(x)Ψ(λ, x). (3.4)

As funções p(x) e q(x) devem ser reais e cont́ınuas, além de p(x) > 0 em todo

intervalo (a, b), não podendo ser nula pois o termo laplaciano é condição necessária para a

definição do problema auxiliar.

Então, depois de determinado o operador L, o problema de Sturm-Liouville auxiliar

é definido da seguinte forma:

LΨ(λ, x) + λ2Ψ(λ, x) = 0 em a < x < b, (3.5)

com as condições de contorno dadas por

α1
dΨ(λ, a)

dx
+ α2Ψ(λ, a) = 0, (3.6a)

β1
dΨ(λ, b)

dx
+ β2Ψ(λ, b) = 0, (3.6b)

As constantes α1, α2, β1 e β2 devem ser as mesmas do problema original (3.1). O

parâmetro λ é independente dessas constantes, logo a equação (3.5) pode ser escrita para

um λm qualquer da seguinte forma:

LΨm(x) + λ2
mΨm(x) = 0, (3.7)

tal que Ψm(x) ≡ Ψ(λm, x). Ψm(x) e λm representam respectivamente as autofunções e os

autovalores do operador L e formam uma base para o espaço onde o operador L está contido,
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cuja ortogonalidade é definida da seguinte forma [Özisik, 1974]:

1√
Nm

√
Nn

∫ b

a

Ψm(x)Ψn(x)dx =





0 m 6= n,

1 m = n,
(3.8)

onde a norma Nm é dada por

Nm =

∫ b

a

Ψ2
m(x)dx. (3.9)

Esta base de autofunções será usada para expandir a variável ν(x, t) da equação

(3.1) da seguinte forma

ν(x, t) =
∞∑

m=1

νm(t)Ψm(x)√
Nm

, (3.10)

essa expansão é conhecida na literatura como fórmula inversa da GITT.

Tendo resolvido o problema auxiliar e feito a expansão da variável independente,

resta aplicar na equação (3.1) o seguinte operador integral

1√
Nn

∫ b

a

Ψn(x)dx. (3.11)

Depois de realizadas todas as integrações obtém-se um sistema de equações diferen-

ciais ordinárias (EDO’s) cuja variável dependente é νm(t). A solução deste sistema nos dá

νm(t) e a solução do problema de autovalores associado nos dá como resultado as autofunções

Ψm(x). Dessa maneira, substituindo essas grandezas na fórmula inversa da GITT, dada pela

fórmula (3.10), obtemos a função original pelo truncamento do somatório.

3.2 Solução do sistema de EDO’s transformado

Nas aplicações t́ıpicas da GITT a solução do sistema de EDO’s resultante geralmente

é obtida utilizando métodos numéricos. Wortmann [Wortmann, 2003] propôs uma solução

anaĺıtica utilizando a Transformada de Laplace juntamente com a diagonalização, técnica
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largamente utilizada para problemas em teoria de transporte através do método LTSN e

suas variações [Barichello e Vilhena, 1993] [Segatto e Vilhena, 1999]. Este procedimento

será utilizado também no presente trabalho.

Considere a seguinte equação matricial:

FY′(t) + GY(t) = 0 0 < t < ∞, (3.12)

onde F e G são matrizes de elementos constantes e Y(t) é um vetor de incógnitas, sujeita à

condição inicial

Y(0) = f . (3.13)

Considerando H = F−1G, temos

Y′(t) + HY(t) = 0 0 < t < ∞. (3.14)

Aplicando a Transformada de Laplace na equação (3.14), obtém-se

sY(s)−Y(0) + HY(s) = 0, (3.15)

onde Y(s) = L{Y(t), t → s}.
A equação (3.15) pode ser escrita como

sY(s) + HY(s) = Y(0), (3.16)

ou

(s I + H)Y(s) = Y(0), (3.17)

onde I é a matriz identidade.

O próximo passo consiste em decompor a matriz H nos seus autovetores e autova-

lores, da seguinte forma
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H = XDg X−1, (3.18)

onde X é a matriz dos autovetores da matriz H, X−1 é a sua inversa e Dg é a matriz diagonal

dos autovalores de H. Este procedimento é válido quando os autovalores da matriz H forem

distintos e não nulos.

Então, substituindo a equação (3.18) na (3.17), obtemos

(s I + XDg X−1)Y(s) = Y(0), (3.19)

como I = X X−1, pode-se escrever

(sXX−1 + XDg X−1)Y(s) = Y(0), (3.20)

e então

X(s I + Dg)X
−1 Y(s) = Y(0). (3.21)

Multiplicando os dois lados da equação (3.21) por X−1, (s I + Dg)
−1 e por X con-

secutivamente, podemos isolar Y(s):

Y(s) = X(s I + Dg)
−1 X−1 Y(0). (3.22)

Após isso aplica-se a transformada inversa de Laplace:

L−1{Y(s)} = L−1{X (s I + Dg)
−1 X−1 Y(0)}, (3.23)

sendo X e Y(0) constantes, podemos escrever

Y(t) = XL−1{(s I + Dg)
−1}X−1 Y(0). (3.24)
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Então escreve-se a equação (3.24) da seguinte forma:

Y(t) = XE(t)X−1 Y(0), (3.25)

sendo E(t) = L−1{(s I + Dg)
−1}.

A matriz (s I + Dg) é uma matriz diagonal, cujos elementos da diagonal são dados

por (s + di), onde di são os autovalores da matriz H. Da álgebra matricial sabe-se que a

inversa de uma matriz diagonal é dada pela inversa de cada elemento da diagonal, então:

E(t) = L−1{




1
s+d1

0 ... 0

0 1
s+d2

... 0
...

...
. . . 0

0 0 ... 1
s+dn



}. (3.26)

Essa transformada de Laplace inversa é tabelada e é dada por

E(t) =




e−d1t 0 ... 0

0 e−d2t ... 0
...

...
. . . 0

0 0 ... e−dnt




. (3.27)

Assim, a solução do sistema de EDO’s, dada pela equação (3.25), está completa-

mente determinada.



4. APLICAÇÃO DA METODOLOGIA PROPOSTA

Neste caṕıtulo, a metodologia proposta neste trabalho e descrita de forma genérica

no caṕıtulo 3, será aplicada em problemas de cinética considerando um caso monoenergético

com 1 grupo de precursores de nêutrons atrasados e em um caso com 2 grupos de energia

considerando 6 grupos de precursores de nêutrons atrasados. Serão também apresentados os

resultados obtidos para ambos os casos.

4.1 Caso 1: monoenergético com 1 grupo de nêutrons atrasados

Vamos considerar, sem perda da generalidade, as equações de cinética unidimensio-

nais em geometria cartesiana assumindo nêutrons monoenergéticos e um grupo de precursores

de nêutrons atrasados:

1

v

∂

∂t
φ(x, t) = D

∂2

∂x2
φ(x, t) + [−Σa + (1− β)νΣf ]φ(x, t) + λC(x, t), (4.1)

∂

∂t
C(x, t) = −λC(x, t) + βνΣfφ(x, t),

para t > 0 e 0 < x < L, sujeitas às condições de contorno do tipo vácuo (φ(0, t) = φ(L, t) = 0)

e às condições iniciais:

φ(x, 0) = φ0(x), (4.2)

C(x, 0) =
βνΣf

λ
φ0(x).

Aqui, φ(x, t) [cm−2s−1] denota o fluxo de nêutrons, φ0(x) é o fluxo de nêutrons

no tempo inicial (t = 0), C(x, t) [cm−2s−1] é a concentração dos precursores de nêutrons

atrasados e v [cm/s] é a velocidade dos nêutrons, D [cm] é o coeficiente de difusão, Σa [cm−1]

é a seção de choque macroscópica de absorção, (1− β) é a fração de nêutrons prontos, ν é o

número médio de nêutrons emitidos na fissão, Σf [cm−1] é a seção de choque macroscópica
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de fissão e λ [s−1] é a constante de decaimento.

Com o objetivo de resolver o problema (4.1) pelo método espectral, conhecido como

GITT [Cotta, 1998] [Cotta, 1993], introduzimos um termo de difusão fict́ıcia na equação

para a concentração de precursores:

ε
∂2

∂x2
C(x, t), (4.3)

onde ε é um parâmetro de valor pequeno e positivo. Nesse caso, assume-se também condições

de contorno homogêneas, ou seja, C(0, t) = C(L, t) = 0.

Portanto, podemos reescrever o sistema (4.1) como:

1

v

∂

∂t
φ(x, t) = D

∂2

∂x2
φ(x, t) + [−Σa + (1− β)νΣf ]φ(x, t) + λC(x, t), (4.4)

∂

∂t
C(x, t) = ε

∂2

∂x2
C(x, t)− λC(x, t) + βνΣfφ(x, t).

A existência do termo laplaciano na equação a ser resolvida é uma exigência para

aplicação do método da GITT, pois possibilita a determinação do problema de Sturm-

Liouville auxiliar. Logo, o pressuposto anterior (equação (4.3)) nos permite aplicar o método

da GITT para resolver o sistema de equações (4.4).

O problema auxiliar é definido como:

χ′′n(x) + γ2
nχn(x) = 0 em 0 < x < L, (4.5)

com as condições de contorno

χn(0) = χn(L) = 0, (4.6)

cuja solução é χn(x) = sin(γnx), com os autovalores γn = nπ/L, para n = 1, 2, 3,...

Sendo assim, expandimos o fluxo de nêutrons e a concentração de precursores nas

seguintes séries:
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φ(x, t) =

√
2

L

∞∑
n=1

ϕn(t) sin(γnx), (4.7)

C(x, t) =

√
2

L

∞∑
n=1

ξn(t) sin(γnx), (4.8)

Então, substituindo (4.7) e (4.8) no sistema de equações (4.4), e lembrando da

equação (4.5) em que χ′′n(x) = −γ2
nχn(x), temos

√
2

L

∞∑
n=1

d

dt
ϕn(t) sin(γnx) = − vD

√
2

L

∞∑
n=1

(γ2
n)ϕn(t) sin(γnx)

+ v[−Σa + (1− β)νΣf ]

√
2

L

∞∑
n=1

ϕn(t) sin(γnx)

+ vλ

√
2

L

∞∑
n=1

ξn(t) sin(γnx), (4.9)

√
2

L

∞∑
n=1

d

dt
ξn(t) sin(γnx) = − ε

√
2

L

∞∑
n=1

(γ2
n)ξn(t) sin(γnx)− λ

√
2

L

∞∑
n=1

ξn(t) sin(γnx)

+ βνΣf

√
2

L

∞∑
n=1

ϕn(t) sin(γnx). (4.10)

Dando sequência aos passos descritos no caṕıtulo 3, aplica-se o operador integral

√
2

L

∫ L

0

sin(γmx)dx, (4.11)

nas equações (4.9) e (4.10) e após reagrupar os termos, temos:

2

L

∞∑
n=1

d

dt
ϕn(t)

∫ L

0

sin(γmx) sin(γnx)dx =

+
2

L

∞∑
n=1

v[−Dγ2
n − Σa + (1− β)νΣf ]ϕn(t)

∫ L

0

sin(γmx) sin(γnx)dx

+vλ
2

L

∞∑
n=1

ξn(t)

∫ L

0

sin(γmx) sin(γnx)dx, (4.12)
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2

L

∞∑
n=1

d

dt
ξn(t)

∫ L

0

sin(γmx) sin(γnx)dx =

2

L

∞∑
n=1

(−εγ2
n − λ)ξn(t)

∫ L

0

sin(γmx) sin(γnx)dx

+βνΣf
2

L

∞∑
n=1

ϕn(t)

∫ L

0

sin(γmx) sin(γnx)dx. (4.13)

Tomando:

A = {am,n}, onde am,n = v[Dγ2
n + Σa − (1− β)νΣf ]

∫ L

0
sin(γmx) sin(γnx)dx,

B = {bm,n}, onde bm,n = −vλ
∫ L

0
sin(γmx) sin(γnx)dx,

C = {cm,n}, onde cm,n = −βνΣf

∫ L

0
sin(γmx) sin(γnx)dx,

D = {dm,n}, onde dm,n = (εγ2
n + λ)

∫ L

0
sin(γmx) sin(γnx)dx.

Então, temos como resultado a seguinte equação matricial para os coeficientes da

expansão da solução:

d

dt


 ϕn(t)

ξn(t)


 = −


 A B

C D





 ϕn(t)

ξn(t)


 , (4.14)

para n = 1 : N , onde N é a ordem de truncamento da série. Lembrando que devido à

aplicação da propriedade da ortogonalidade das autofunções, A, B, C e D são matrizes

diagonais.

Podemos notar que a equação (4.14) é uma equação matricial linear e homogênea

de primeira ordem e pode ser escrita como

X′(t) + FX(t) = 0, (4.15)

essa equação tem a solução bem conhecida:

X(t) = exp(−F t)X(0), (4.16)
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cuja condição inicial X(0) é dada pelo vetor:


 ϕn(0)

ξn(0)


 , (4.17)

onde

ϕn(0) =

√
2

L

∫ L

0

φ0(x) sin(γn, x)dx, (4.18)

e

ξn(0) =
βνΣf

λ
ϕn(0). (4.19)

Além disso, para problemas matriciais nos quais os autovalores da matriz F são

distintos, a exponencial de matriz pode ser expressa como:

exp(−F t) = Y exp(−Dg t)Y−1, (4.20)

onde Y é a matriz dos autovetores da matriz F, Y−1 é sua inversa e Dg é a matriz diagonal

dos autovalores da matriz F.

Devemos lembrar a existência na literatura de várias abordagens [Moler e Van Loan,

1978] para derivar a solução apresentada na equação (4.20). Por exemplo, mencionamos a

técnica referente à aplicação da transformada de Laplace combinada com a decomposição da

matriz. Esta metodologia tem a vantagem de ser geral, no sentido de que pode ser aplicada

para resolver esta classe de problemas com autovalores repetidos. Para mais detalhes veja

os trabalhos de Segatto et al. [Segatto et al., 1999] [Segatto et al., 2008]. Devemos observar

que a solução do problema (4.1) é determinada pelas equações (4.7) e (4.8) cujos coeficientes

da expansão da solução são determinados pela fórmula (4.16), quando ε tende a zero. Cabe

salientar que essa solução é exata exceto pela ordem de truncamento da série.
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4.1.1 Resultados

Em vista de verificar a capacidade da metodologia proposta para tratar da equação

cinética de difusão de nêutrons, primeiramente resolvemos um problema considerando os

parâmetros nucleares da tabela (4.1).

Tabela 4.1: Parâmetros nucleares - caso 1 [Oliveira et al., 2007].

D [cm] 0,96343

v [cm/s] 1,1035x107

Σa [cm−1] 1,5843x10−2

νΣf [cm−1] 3,3303x10−2

β 0,0045

λ [s−1] 0,08

A geometria considerada foi do tipo placa plana para meio homogêneo com condições

de contorno do tipo vácuo (φ(0) = φ(L) = 0), e L = 22, 9 cm, como indicado na figura (4.1).

Figura 4.1: Geometria do problema.

Como condição inicial, φ0(x), utilizamos a solução da equação da difusão em estado

estacionário obtida por Petersen [Petersen, 2008], cujo fluxo de nêutrons está representado

na figura (4.2).

Inicialmente, realizamos os cálculos com o objetivo de verificar a convergência dos

resultados para o fluxo de nêutrons ao fazermos ε tender a zero. Para isso, fizemos os valores

de ε variarem de 10−3 a 10−9. Os resultados são mostrados na tabela (4.2). Verificando os
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Figura 4.2: Solução da equação da difusão em estado estacionário.

resultados obtidos podemos facilmente constatar uma coincidência de 10 algarismos signi-

ficativos entre os valores encontrados para ε = 10−8 e ε = 10−9. Com isso, podemos dizer

que o problema resolvido considerando uma difusão fict́ıcia converge para a solução exata.

Tabela 4.2: Convergência do fluxo de nêutrons com a diminuição do valor de ε.

ε φ [cm−2s−1]

10−3 0,2086263018

10−4 0,2086298352

10−5 0,2086301885

10−6 0,2086302239

10−7 0,2086302274

10−8 0,2086302278

10−9 0,2086302278

O próximo passo é verificar a convergência da solução quando aumentamos o número

de termos da série. Na tabela (4.3), mostramos os resultados obtidos para o fluxo de nêutrons

obtidos aumentando o número de termos da solução em série até 200, considerando x = L/2,

ou seja, o meio da placa. Por inspeção da tabela (4.3) podemos notar uma precisão de 10

algarismos significativos quando fazemos a soma de 100 termos na solução em série. Isso nos
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dá confiança para afirmar que os resultados apresentados na tabela (4.3) tem uma precisão

de 10 algarismos significativos para ε = 10−8, exceto pelo erro de arredondamento.

Tabela 4.3: Convergência do fluxo de nêutrons com o aumento do valor de N.

N φ[cm−2s−1]

2 0,2086302278

10 0,2085619287

20 0,2085618182

30 0,2085618279

40 0,2085618251

50 0,2085618263

60 0,2085618257

70 0,2085618260

80 0,2085618258

90 0,2085618260

100 0,2085618259

150 0,2085618259

200 0,2085618259

Uma vez mostrada a convergência do método fizemos um gráfico para o fluxo de

nêutrons em função da variável espacial para tempos diferentes. Podemos observar no gráfico

(4.3) que, conforme o tempo aumenta, os valores para o fluxo diminuem. Isso fica mais

claro observando o gráfico 3-D (4.4), onde é fácil constatar o comportamento assintótico

do fluxo quando o tempo tende ao infinito, ou seja, a medida que o tempo aumenta, o

comportamento do fluxo tende à solução estacionária. Comportamento similar é observado

para a concentração de precursores no gráfico (4.5).

Por fim, no gráfico (4.6) observamos o tempo computacional utilizado para os

cálculos anteriores. Cabe mencionar que o tempo máximo utilizado foi de 15 minutos.

4.2 Caso 2: multigrupos de energia com 6 grupos de nêutrons atrasados

Nesse caso, estendemos a metodologia proposta nesse trabalho aplicando em pro-

blemas com 2 grupos de energia e 6 grupos de precursores de nêutrons atrasados.
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Figura 4.3: Gráfico do fluxo de nêutrons para diferentes tempos.
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Figura 4.4: Gráfico 3-D para o fluxo de nêutrons.
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Figura 4.5: Gráfico 3-D para a concentração de precursores.
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Figura 4.6: Tempo computacional.
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No caso de aplicações com 2 grupos de energia, o grupo 1 é escolhido para caracteri-

zar o grupo rápido e o grupo 2 o grupo térmico. O limite de energia para o grupo térmico é

escolhido suficientemente alto para que o upscattering, ou seja, o espalhamento do grupo 2

para o grupo 1, possa ser ignorado. Esse limite de energia corresponde a 0, 5− 1, 0 MeV em

reatores moderados à água.

As equações de cinética para 2 grupos de energia e 6 grupos de precursores podem

ser escritas como:

1

v1

∂

∂t
φ1(x, t) = D1

∂2

∂x2
φ1(x, t)− Σa1φ1(x, t) + Σs21φ2(x, t) (4.21)

+ (1− β)χp
1[ν1Σf1φ1(x, t) + ν2Σf2φ2(x, t)] + χd

1

6∑
i=1

λiCi(x, t),

1

v2

∂

∂t
φ2(x, t) = D2

∂2

∂x2
φ2(x, t)− Σa2φ2(x, t) + Σs12φ1(x, t) (4.22)

+ (1− β)χp
2[ν1Σf1φ1(x, t) + ν2Σf2φ2(x, t)] + χd

2

6∑
i=1

λiCi(x, t),

∂

∂t
Ci(x, t) = −λiCi(x, t) + βi[ν1Σf1φ1(x, t) + ν2Σf2φ2(x, t)] i = 1 : 6, (4.23)

onde χp
1 e χd

1 são os espectros de fissão para o grupo rápido para os nêutrons prontos e

atrasados, χp
2 e χd

2 são os espectros de fissão para o grupo térmico os nêutrons prontos e

atrasados, Σa é a seção de choque de absorção do respectivo grupo, Σs21 é a seção de choque

de espalhamento do grupo 2 para o grupo 1 e Σs12 é a seção de choque de espalhamento do

grupo 1 para o grupo 2.

Visto que essencialmente todos nêutrons de fissão são gerados no grupo rápido,

podemos dizer que χp
1 = χd

1 = 1, χp
2 = χd

2 = 0, por isso, o termo de fissão só irá aparecer na

equação para o grupo rápido. Como dito anteriormente, o espalhamento do grupo 2 para o

grupo 1 pode ser ignorado, então Σs21 = 0.

Logo, as equações (4.21) e (4.22) podem ser escritas como:
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1

v1

∂

∂t
φ1(x, t) = D1

∂2

∂x2
φ1(x, t)− Σa1φ1(x, t)

+ (1− β)[ν1Σf1φ1(x, t) + ν2Σf2φ2(x, t)] +
6∑

i=1

λiCi(x, t), (4.24)

1

v2

∂

∂t
φ2(x, t) = D2

∂2

∂x2
φ2(x, t)− Σa2φ2(x, t) + Σs12φ1(x, t). (4.25)

Em procedimento similar ao que foi realizado para o caso monoenergético, introdu-

zimos um termo de difusão fict́ıcia na equação para a concentração de precursores (4.23) e

obtemos:

∂

∂t
Ci(x, t) = ε

∂2

∂x2
Ci(x, t)− λiCi(x, t) + βi[ν1Σf1φ1(x, t) + ν2Σf2φ2(x, t)] i = 1 : 6.(4.26)

Então, para resolver o conjunto de equações formado pelas equações (4.24), (4.25)

e (4.26), expandimos o fluxo, para o grupo 1 e para o grupo 2, e as concentrações de acordo

com as seguintes séries:

φ1(x, t) =

√
2

L

∞∑
n=1

ϕ1n(t)χn(x), (4.27)

φ2(x, t) =

√
2

L

∞∑
n=1

ϕ2n(t)χn(x), (4.28)

Ci(x, t) =

√
2

L

∞∑
n=1

ξni(t)χn(x) i = 1 : 6, (4.29)

onde χn(x) = sen(γnx) são as autofunções obtidas da solução do problema de Sturm-Liouville

auxiliar, cujos autovalores são γn = nπ/L, da mesma forma que para o caso monoenergético.

Substituindo (4.27), (4.28) e (4.29) nas equações (4.24), (4.25) e (4.26), isolando os

termos e lembrando do problema de Sturm-Liouville (4.5), o qual diz que χ′′n(x) = −γ2
nχn(x),
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temos:

1

v1

√
2

L

∞∑
n=1

d

dt
ϕ1n(t)χn(x) =

√
2

L

∞∑
n=1

(−D1γ
2
n − Σa1 + (1− β)ν1Σf1)ϕ1n(t)χn(x)

+(1− β)ν2Σf2

√
2

L

∞∑
n=1

ϕ2n(t)χn(x) +

√
2

L

6∑
i=1

λi

∞∑
n=1

ξni(t)χn(x), (4.30)

1

v2

√
2

L

∞∑
n=1

d

dt
ϕ2n(t)χn(x) =

√
2

L

∞∑
n=1

(−D2γ
2
n − Σa2)ϕ2n(t)χn(x)

+ Σs12

√
2

L

∞∑
n=1

ϕ1n(t)χn(x), (4.31)

√
2

L

∞∑
n=1

d

dt
ξni(t)χn(x) = −

√
2

L

∞∑
n=1

(εγ2
n + λi)ξni(t)χn(x) + βiν1Σf1

√
2

L

∞∑
n=1

ϕ1n(t)χn(x)

+βiν2Σf2

√
2

L

∞∑
n=1

ϕ2n(t)χn(x) i = 1 : 6.(4.32)

Seguindo com o procedimento da GITT, aplicamos o operador integral

√
2

L

∫ L

0

sin(γmx)dx, (4.33)

nas equações (4.30), (4.31) e (4.32) e obtemos:

2

L

∞∑
n=1

d

dt
ϕ1n(t)

∫ L

0

sin(γmx) sin(γnx)dx =

+
2

L

∞∑
n=1

v1(−D1γ
2
n − Σa1 + (1− β)ν1Σf1)ϕ1n(t)

∫ L

0

sin(γmx) sin(γnx)dx

+ v1(1− β)ν2Σf2
2

L

∞∑
n=1

ϕ2n(t)

∫ L

0

sin(γmx) sin(γnx)dx

+
2

L

6∑
i=1

v1λi

∞∑
n=1

ξni(t)

∫ L

0

sin(γmx) sin(γnx)dx, (4.34)
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2

L

∞∑
n=1

d

dt
ϕ2n(t)

∫ L

0

sin(γmx) sin(γnx)(x)dx =

+
2

L

∞∑
n=1

v2(−D2γ
2
n − Σa2)ϕ2n(t)

∫ L

0

sin(γmx) sin(γnx)dx

+ v2Σs12
2

L

∞∑
n=1

ϕ1n(t)

∫ L

0

sin(γmx) sin(γnx)dx, (4.35)

2

L

∞∑
n=1

d

dt
ξni(t)

∫ L

0

sin(γmx) sin(γnx)dx =

− 2

L

∞∑
n=1

(εγ2
n + λi)ξni(t)

∫ L

0

sin(γmx) sin(γnx)dx

+ βiν1Σf1
2

L

∞∑
n=1

ϕ1n(t)

∫ L

0

sin(γmx) sin(γnx)dx

+ βiν2Σf2
2

L

∞∑
n=1

ϕ2n(t)

∫ L

0

sin(γmx) sin(γnx)dx i = 1 : 6. (4.36)

Tomando:

A = {am,n}, onde am,n = v1(D1γ
2
n + Σa1 − (1− β)ν1Σf1)

∫ L

0
sin(γmx) sin(γnx)dx,

B = {bm,n}, onde bm,n = −v1(1− β)ν2Σf2

∫ L

0
sin(γmx) sin(γnx)dx,

Ci = {ci
m,n}, onde ci

m,n = −v1λi

∫ L

0
sin(γmx) sin(γnx)dx, para i = 1 : 6,

D = {dm,n}, onde dm,n = −v2Σs12

∫ L

0
sin(γmx) sin(γnx)dx,

E = {em,n}, onde em,n = v2(D2γ
2
n + Σa2)

∫ L

0
sin(γmx) sin(γnx)dx,

F = {fm,n}, onde fm,n = 0,

Gi = {gi
m,n}, onde gi

m,n = −βiν1Σf1

∫ L

0
sin(γmx) sin(γnx)dx, para i = 1 : 6,

Hi = {hi
m,n}, onde hi

m,n = −βiν2Σf2

∫ L

0
sin(γmx) sin(γnx)dx, para i = 1 : 6,

Ii = {hi
m,n}, onde hi

m,n = (εγ2
n + λi)

∫ L

0
sin(γmx) sin(γnx)dx, para i = 1 : 6.

Então, temos como resultado a seguinte equação matricial para os coeficientes da

expansão da solução:
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d

dt




ϕ1n(t)

ϕ2n(t)

ξn1(t)
...

ξn6(t)




= −




A B C1 . . . C6

D E F . . . F

G1 H1 I1 . . . F
...

...
...

. . .
...

G6 H6 F . . . I6







ϕ1n(t)

ϕ2n(t)

ξn1(t)
...

ξn6(t)




, (4.37)

para n = 1 : N , onde N é a ordem de truncamento da série. Lembrando que devido à

aplicação da propriedade da ortogonalidade das autofunções, A, B, Ci, D, E, Gi, Hi e Ii

são matrizes diagonais, com exceção da matriz F, que é uma matriz de zeros de ordem N.

Assim como no caso monoenergético, a equação (4.37) pode ser escrita como:

X′(t) + JX(t) = 0, (4.38)

essa equação tem a solução bem conhecida:

X(t) = exp(−J t)X(0), (4.39)

cuja condição inicial é dada por (4.18) e (4.19).

A solução (4.39) pode ser escrita como:

X(t) = Y exp(−Dg t)Y−1 X(0), (4.40)

onde Y é a matriz dos autovetores de J, Y−1 é a sua inversa e Dg é a diagonal dos autovalores

de J, lembrando que este procedimento só pode ser realizado se os autovalores de J forem

distintos.

Por fim, a solução do sistema formado pelas equações (4.24), (4.25) e (4.26) é deter-

minada pelas equações (4.27), (4.28) e (4.29) cujos coeficientes da expansão da solução são

determinados pela fórmula (4.40), quando ε tende a zero.
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4.2.1 Resultados

Para o caso considerando dois grupos de energia calculamos o fluxo de nêutrons

tanto para o grupo rápido como para o térmico, bem como as concentrações dos seis grupos

de precursores utilizando os parâmetros mostrados nas tabelas (4.4) e (4.5).

Tabela 4.4: Parâmetros nucleares - caso 2 [Nagaya e Kobayashi, 1995].

Parâmetro Grupo 1 Grupo 2

D [cm] 1,0 0,5

v [cm/s] 1,0x107 3,0x105

Σa [cm−1] 0,02 0,08

Σg→g+1 [cm−1] 0.01 0

νΣf [cm−1] 0,005 0,099

Tabela 4.5: Parâmetros referentes aos nêutrons atrasados [Nagaya e Kobayashi, 1995].

i βi λi [s−1]

1 0,00025 0,0124

2 0,00164 0,0305

3 0,00147 0,111

4 0,00296 0,3010

5 0,00086 1,1400

6 0,00032 3,0100

A geometria considerada é a mesma do caso monoenergético, mostrada na figura

(4.1), com L = 160 cm. Como condição inicial foi novamente utilizada a solução da di-

fusão para o caso estacionário encontrada por Petersen [Petersen, 2008]. A condição inicial

utilizada para o fluxo rápido está representada no gráfico (4.7) e para o grupo térmico no

gráfico (4.8).

Inicialmente, nas tabelas (4.6) e (4.7) apresentamos a convergência para o fluxo

rápido e para o térmico, respectivamente, diminuindo o valor de ε. Na tabela (4.6), pode-

mos observar que para ε = 10−6 temos uma coincidência de 12 d́ıgitos, ou 9 algarismos
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Figura 4.7: Solução da equação da difusão em estado estacionário para o grupo rápido.
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Figura 4.8: Solução da equação da difusão em estado estacionário para o grupo térmico.
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significativos, com o valor encontrado fazendo ε = 10−7, fato que nos dá confiança para

afirmar que a solução encontrada converge para a solução exata quando ε tende a zero. Ob-

servando a tabela (4.7), pode-se notar que para o fluxo térmico a solução converge com a

mesma precisão anteriormente descrita para ε = 10−5.

Tabela 4.6: Convergência do fluxo para o grupo de nêutrons rápidos com a diminuição do

valor de ε.

ε φ1 [cm−2s−1]

10−3 0,000881554789

10−4 0,000881555095

10−5 0,000881555125

10−6 0,000881555128

10−7 0,000881555128

Tabela 4.7: Convergência do fluxo para o grupo de nêutrons térmicos com a diminuição do

valor de ε.

ε φ2 [cm−2s−1]

10−3 0,000109930416

10−4 0,000109930454

10−5 0,000109930458

10−6 0,000109930458

10−7 0,000109930458

Na sequência analisamos a convergência da solução com o aumento do número de

termos da solução em série. Com esta finalidade, calculamos os valores em x = L/2 e

aumentamos N até 150. Dos resultados para o fluxo do grupo 1 mostrados na tabela (4.8),

podemos observar que considerando a soma de 40 termos obtemos uma precisão de 11 d́ıgitos,

ou 8 algarismos significativos. Já para o fluxo calculado para o grupo 2, observamos na tabela

(4.9), que para a soma de apenas 20 termos na série, obtemos a mesma precisão anteriormente

descrita.
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Tabela 4.8: Convergência do fluxo de nêutrons para o grupo rápido com o aumento do valor

de N.

N φ1 [cm−2s−1]

2 0,00088155513

10 0,00088019437

20 0,00088019504

30 0,00088019498

40 0,00088019499

50 0,00088019499

100 0,00088019499

150 0,00088019499

Tabela 4.9: Convergência do fluxo de nêutrons para o grupo térmico com o aumento do valor

de N.

N φ2 [cm−2s−1]

2 0,00010993046

10 0,00010976388

20 0,00010976394

30 0,00010976394

40 0,00010976394

50 0,00010976394

100 0,00010976394

150 0,00010976394
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Depois de mostrada a convergência dos resultados obtidos também para esse caso, a

fim de visualizar o comportamento do fluxo como função do espaço e do tempo, ilustramos

um um gráfico primeiramente o fluxo rápido, na figura (4.9), e o fluxo térmico, na figura

(4.10), em função da variável espacial considerando valores diversos para a variável temporal.

Em ambos os casos observamos a diminuição do fluxo com o aumento do tempo. Esse

comportamento assintótico é melhor observado nos gráficos 3-D para o fluxo 1, figura (4.11),

para o fluxo 2, figura (4.12), e para a concentração de um dos grupos de precursores, figura

(4.13).
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Figura 4.9: Gráfico do fluxo de nêutrons rápidos para diferentes tempos.

No gráfico (4.14) estão representados os tempos computacionais utilizados para a

realização dos cálculos para cada valor diferente de N. Cabe destacar que o tempo máximo

utilizado foi de 45 minutos.
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Figura 4.10: Gráfico do fluxo de nêutrons térmicos para diferentes tempos.
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Figura 4.11: Gráfico 3-D para o fluxo de nêutrons rápidos.
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Figura 4.12: Gráfico 3-D para o fluxo de nêutrons térmicos.
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Figura 4.13: Gráfico 3-D para a concentração de precursores.
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Figura 4.14: Tempo computacional.



5. CONCLUSÃO

Neste trabalho, apresentamos uma solução anaĺıtica para a equação cinética de di-

fusão de nêutrons unidimensional em geometria cartesiana, considerando os modelos mo-

noenergético e multigrupo de energia, bem como seis grupos de precursores de nêutrons

atrasados. A solução discutida é anaĺıtica, no sentido de que nenhuma aproximação é feita

ao longo da derivação da solução. Tendo em vista que o problema resolvido de cinética

satisfaz as hipóteses do teorema de Cauchy-Kowalewski [Courant e Hilbert, 1989], podemos

afirmar que a solução obtida é de fato a solução única do problema considerado. O caráter

anaĺıtico da solução, além da elegância matemática e dependência expĺıcita dos parâmetros,

permite mitigar o erro referente ao método de solução da equação associada ao modelo. Este

fato contribui para uma melhor avaliação da validade do modelo f́ısico. Cumpre também

observar a generalidade do método no sentido de que sua aplicação é facilmente estendida

para problemas com um número arbitrário de grupos de energia e meio heterogêneo. Devemos

salientar que os resultados podem ser obtidos por esta metodologia com a precisão desejada.

Este fato pavimenta o caminho para a análise da influência da variação dos parâmetros na

solução anaĺıtica.

Por outro lado, devemos recordar que a equação de cinética de reatores nucleares

descreve o comportamento do fluxo de nêutrons devido a transientes de curta duração. Estas

equações são classificadas como equações do tipo stiff, caracterizadas pela grande diferença

de escala de tempo entre os nêutrons prontos e os atrasados. Devemos também acrescen-

tar que este tipo de equação só pode ser resolvido pelos métodos numéricos conhecidos

como A-estáveis. Os fatos supracitados, reforçam a relevância, bem como a contribuição da

metodologia proposta na sua tarefa de determinação de solução, em forma anaĺıtica, para

problemas na área de f́ısica de reatores nucleares.

Finalizando, cumpre destacar que o método discutido é uma técnica promissora para

a solução deste tipo de problema. Portanto, focando a atenção nesta direção, sugerimos como

trabalho futuro, a aplicação deste método em problemas fisicamente mais realistas, descritos
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por problemas multidimensionais de cinética, relevantes para o controle do comportamento

do fluxo de nêutrons devido a eventuais ocorrências de transientes de curta duração durante

a operação de um reator nuclear.
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