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RESUMO
SOLUCAO ANALITICA DA EQUACAO CINETICA DE DIFUSAO MULTIGRUPO DE
NEUTRONS EM GEOMETRIA CARTESIANA UNIDIMENSIONAL PELA TECNICA
DA TRANSFORMADA INTEGRAL

O objetivo deste trabalho consiste na obtencao de uma solugao analitica para a
equacao cinética de difusao de néutrons unidimensional e em geometria cartesiana, para
problemas monoenergéticos e com multigrupos de energia. Essas equacoes sao do tipo stiff,
devido as amplas diferencas nas ordens de grandeza das escalas de tempo dos fenomenos
fisicos envolvidos, fato que as torna de dificil solugao. A idéia basica do método proposto
consiste na aplicacao da expansao espectral do fluxo escalar espacial e da concentragao de
precursores, aplicagao de momentos e solucao de problema matricial resultante pela técnica
da transformada de Laplace. Tendo em vista que a equacao para a concentracao de precur-
sores ¢ uma equagcao diferencial linear de primeira ordem na variavel temporal, para tornar
possivel a aplicacao do método espectral, foi introduzido um termo de difusao ficticia mul-
tiplicado por um valor € pequeno e positivo. Por esse procedimento, foi possivel encontrar
uma solucao analitica para o problema estudado. Foram realizadas simulacoes numéricas
e analise dos resultados obtidos com a precisao controlada pela ordem de truncamento da

série.
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ABSTRACT

ANALYTICAL SOLUTION OF THE MULTIGROUP NEUTRON DIFFUSION KINETIC
EQUATION IN ONE-DIMENSIONAL CARTESIAN GEOMETRY BY THE INTEGRAL
TRANSFORM TECHNIQUE.

The objective of this work is to obtain an analytical solution of the neutron diffusion
kinetic equation in one-dimensional cartesian geometry, to monoenergetic and multigroup
problems. These equations are of the type stiff, due to large differences in the orders of
magnitude of the time scales of the physical phenomena involved, which make them difficult
to solve. The basic idea of the proposed method is applying the spectral expansion in the
scalar flux and in the precursor concentration, taking moments and solving the resulting
matrix problem by the Laplace transform technique. Bearing in mind that the equation for
the precursor concentration is a first order linear differential equation in the time variable,
to enable the application of the spectral method we introduce a fictitious diffusion term
multiplied by a positive value which tends to zero. This procedure opened the possibility
to find an analytical solution to the problem studied. We report numerical simulations and
analysis of the results obtained with the precision controlled by the truncation order of the

series.

Author: Celina Ceolin

Orientador: Prof. Dr. Marco Tullio Menna Barreto de Vilhena
Co-Orientador: Prof. Dr. Sérgio de Queiroz Bogado Leite
UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO GRANDE DO SUL

PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM ENGENHARIA MECANICA
Dissertagao de Mestrado em Engenharia

Porto Alegre, Janeiro de 2010.

vi



INDICE

1 INTRODUGAO ... 1

2 FORMULACAO DA CINETICA DE REATORES - MODELOS FISICOS 5

2.1 Modelo do transporte de particulas............ ... .. ... )
2.2 Modelo da difusao de néutrons. .. ............. 8
2.3 Modelo da difusao considerando os néutrons atrasados ..................... 10

3 0S METODOS UTILIZADOS: TRANSFORMADAS INTEGRALIS . ..... 14
3.1 A Técnica da Transformada Integral Generalizada: GITT .................. 14
3.2 Solucao do sistema de EDO’s transformado ............. ... ... ... ..... 16

4 APLICACAO DA METODOLOGIA PROPOSTA .........ccccvvvieiii .. 20
4.1 Caso 1: monoenergético com 1 grupo de néutrons atrasados ................ 20
4.1.1 Resultados . ... 25

4.2 Caso 2: multigrupos de energia com 6 grupos de néutrons atrasados ......... 27
4.2.1 Resultados . ... 35

5 CONCLUSAO ...t 43

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS ......oooi i 44



LISTA DE SIMBOLOS

1. Caracteres Arabicos

operador diferencial parcial genérico (Capitulo 3)

nimero de massa atomica do meio (Capitulo 2)

operador diferencial genérico

concentragao do precursor do i-ésimo grupo [em™2s7!]
coeficiente de difusao [em]

matriz diagonal dos autovalores

energia dos néutrons [MeV]

matriz de coeficientes do problema transformado genérico
matriz de coeficientes do problema transformado genérico
matriz de coeficientes do problema transformado genérico
matriz identidade

corrente de néutrons [em 257!

operador diferencial associado ao problema de Sturm-Liouville genérico
operador da transformada de Laplace

ordem de truncamento da série

quadrado da norma de L

vetor posicao espacial [em)]

CQ"‘SZZI\:“L‘NEQ“U@QUU@UUILIL

fonte externa de néutrons [cm 25!

S variavel independente da transformada de Laplace
t variavel temporal [t]
v velocidade dos néutrons [cm/s]

y(x) fungao qualquer do problema transformado genérico
Y matriz dos autovetores

Y1 inversa da matriz dos autovetores

viil



2. Caracteres Gregos

6] fragao total de néutrons atrasados

B; fracao de neutrons atrasados para o i-ésimo grupo

Yn autovalores do problema de Sturm-Liouville

€ parametro relacionado ao termo de difusao ficticia

A constante de decaimento do precursor do i-ésimo grupo [s7]
Am autovalores do operador L

Air livre caminho médio de transporte [cm]

it cosseno do angulo de espalhamento

v nimero médio de néutrons emitidos na fissao

v(z,t) funcao do problema genérico

&n(t)  coeficientes da expansao da soluc@o para a concentragao de precursores

Yia se¢ao de choque macroscopica de absorgao [em™!]

2y secao de choque macroscopica de fissao [em™!]

YR se¢ao de choque macroscopica de remogao [cm ™|

DI secao de choque macroscépica de espalhamento [cm™!]

Yot secao de choque de espalhamento do grupo 2 para o grupo 1 [em™!]
Y12 secao de choque de espalhamento do grupo 1 para o grupo 2 [em™!]
bR segao de choque macroscépica total [em 1]

DI secao de choque macroscépica de transporte [cm™!]

0) fluxo escalar de néutrons [cm=2s™!]

7 fluxo angular de néutrons [cm 257!

©n(t)  coeficientes da expansao da solugao para o fluxo de néutrons
X espectro de fissao

x(z)  autofungdes do problema de Sturm-Liouville

X5 espectro de fissao dos néutrons prontos para o grupo g
Xz espectro de fissao dos néutrons atrasados para o grupo g
v,, autofuncoes do operador L

QO ¢ o vetor unitario da direcao das particulas

X



INDICE DE FIGURAS

2.1

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5
4.6
4.7
4.8
4.9
4.10
4.11
4.12
4.13
4.14

Secao de choque de fissao para o Uranio-235 (fonte: Agéncia Internacional de

Energia AtOmica). .. ... 7
Geometria do problema. . ........ ... 25
Solucao da equacao da difusao em estado estaciondrio. ..................... 26
Gréfico do fluxo de néutrons para diferentes tempos. ......... ... .. ... ... .. 28
Graéfico 3-D para o fluxo de néutrons........... ... . ... 28
Grafico 3-D para a concentragao de precursores. ................oeunern.o... 29
Tempo computacional. . ... ... . . 29
Solugao da equacao da difusao em estado estaciondrio para o grupo rapido. .. 36
Solucao da equacao da difusao em estado estacionério para o grupo térmico. . 36
Gréfico do fluxo de néutrons rapidos para diferentes tempos................. 39
Graéfico do fluxo de néutrons térmicos para diferentes tempos................ 40
Graéfico 3-D para o fluxo de néutrons rapidos. ........... ... ... ... .. ... 40
Grafico 3-D para o fluxo de néutrons térmicos. ............ ... .. ... ... .. ... 41
Grafico 3-D para a concentracao de precursores. ................oeuuernnn... 41
Tempo computacional. . ........ .. . 42



INDICE DE TABELAS

2.1

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5
4.6

4.7

4.8

4.9

Constantes referentes ao Uranio-235. ... ... ... ... 11
Parametros nucleares - caso 1 [Oliveira et al., 2007]. ....................... 25
Convergeéncia do fluxo de néutrons com a diminui¢ao do valorde e........... 26
Convergéncia do fluxo de néutrons com o aumento do valor de N. ........... 27
Parametros nucleares - caso 2 [Nagaya e Kobayashi, 1995]. ................. 35
Parametros referentes aos néutrons atrasados [Nagaya e Kobayashi, 1995]. ... 35
Convergéncia do fluxo para o grupo de néutrons rapidos com a diminuicao do

Valor de €. .o 37
Convergencia do fluxo para o grupo de néutrons térmicos com a diminui¢ao
dovalor de €. ... 37
Convergéncia do fluxo de néutrons para o grupo réapido com o aumento do
valor de N. ..o 38
Convergéncia do fluxo de néutrons para o grupo térmico com o aumento do

valor de N ..o 38



1. INTRODUCAO

O constante crescimento da demanda mundial por energia e os esforgos para garantir
o seu suprimento, juntamente com o problema do aquecimento global, tém propiciado e
impulsionado o desenvolvimento da industria e da pesquisa na area nuclear no Brasil. Um
dos principais enfoques da pesquisa na area nuclear é o estudo da evolucao da populacao de
néutrons em sistemas nucleares, o que é um grande desafio tanto fisico quanto matematico
e constitui um problema crucial no estudo e na andlise de reatores. Nesse contexto, é de
extrema importancia a determinacao e o acompanhamento do comportamento dessa popu-
lacao perante variagoes induzidas por mudancas na criticalidade do reator. O modelo fisico-
matematico que fornece a descricao desses fenomenos é o modelo da cinética de reatores
nucleares, que envolve a equacao da difusao de néutrons incluindo os néutrons atrasados,
que sao gerados pelo decaimento dos produtos da fissao. Mesmo representando menos de
1% do total de néutrons produzidos na fissao, os néutrons atrasados desempenham um
importante papel principalmente na area de seguranca, pois retardam a resposta do reator
a uma determinada perturbacao, condicao que facilita o controle de um reator nuclear.

Do ponto de vista matematico, as equagoes de cinética sao conhecidas como sendo
do tipo stiff, devido as amplas diferencas nas ordens de grandeza das escalas de tempo dos
fenomenos fisicos envolvidos. Por exemplo, as constantes de decaimento dos precursores
de néutrons atrasados sao muito menores do que as constantes do tempo caracteristicas da
moderacao dos néutrons ou mesmo do processo de difusao. Fato que as torna de dificil
solucao.

Um modelo simplificado é a chamada aproximacao da cinética pontual, que assume
que o fluxo de néutrons tem uma distribuicao espacial fixa no tempo, fazendo com que
sua validade fique limitada a reatores muito pequenos onde a distribuicao espacial nao é
sensivel a mudancas locais nas propriedades do reator. Como essas mudancas ocorrem e sao
fundamentais, o modelo torna-se inadequado pra determinados tipos de situacoes. Yasinsky

e Henry [Yasinsky e Henry, 1965] demonstraram a inadequabilidade desse modelo em certos
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casos e a necessidade de métodos e modelos mais sofisticados, o que na época despertou o
interesse para a questao dos problemas de cinética com dependéncia espacial. Desde entao,
foram feitas muitas andlises comparativas entre a cinética pontual e aproximagoes espaciais,
o que proporcionou uma melhor compreensao da aplicabilidade de cada modelo.

Um dos primeiros trabalhos a se dedicar a cinética de reatores é o livro de Keepin
[Keepin, 1965]. A partir dai, uma grande variedade de métodos tém sido desenvolvidos para
a solucao desse tipo de problema. Dentre os métodos numéricos que vem sendo utilizados
podemos citar o método quase-estatico [Ott e Madell, 1966] [Dulla et al., 2008]. Nesse tipo de
método, a densidade de néutrons ¢ tratada como o produto de uma funcao amplitude, que é
dependente somente do tempo e é determinada usando escalas de tempo curtas, e uma funcao
forma, que é dependente de todas varidveis incluindo o tempo e é resolvida considerando
escalas de tempo longas. Podemos citar também os métodos modais [Stacey, 1967] [Lima
et al., 2009] e nodais [Grossman e Hennart, 2007], que tratam a parte espacial separadamente,
trabalhando a parte temporal por amplitudes modais, método modal, ou pelas constantes de
acoplamento nodais, método nodal. Métodos numéricos e analiticos foram resumidos numa
revisao feita por Kaplan et al. [Kaplan et al., 1964], e mais recentemente, Sutton e Aviles
[Sutton e Aviles, 1996] publicaram uma revisao sobre os métodos utilizados para calculos
em cinética espacial.

Uma atencao especial tem sido dedicada aos métodos analiticos devido a sua im-
portancia como referéncia no desenvolvimento e qualificacao, tanto de cddigos numéricos
como dos modelos fisicos utilizados, pois além de verificar se as equagoes sao corretamente
resolvidas pelos algoritmos numéricos, esse tipo de solucao permite separar os efeitos nu-
mericamente induzidos daqueles causados pelo préprio modelo, além de determinar as suas
limitagoes [Dulla et al., 2007]. O projeto em andlise analitica e experimental de benchmarks
para sistemas do tipo ADS [Ait-Abderrahim e Stanculescu, 2006] [Maiorino et al., 2007],
tem dado motivacao aos pesquisadores para concentrar sua atencao na tarefa de buscar
solugoes analiticas para a equacgao de cinética de néutrons. Historicamente, citando Oliveira
[Oliveira, 2008], o trabalho feito por Case et al. [Case et al., 1953] pode ser considerado o
primeiro benchmark analitico em teoria de transporte. Recentemente, Ganapol [Ganapol,
1992] publicou uma biblioteca de benchmarks analiticos que inclui também problemas de-

pendentes do tempo. Em um de seus trabalhos, Dulla et al. [Dulla et al., 2007] ilustrou
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a filosofia dos benchmarks analiticos com aplicagoes em sistemas subcriticos acionados por
fonte externa. Uma solugao analitica para meios homogéneos utilizando expansao do fluxo
e da concentragao em termos de autofungoes foi obtida por Oliveira et al. [Oliveira et al.,
2007]. Ja Corno et al. [Corno et al., 2008], apresentou um procedimento analitico para a
solucao através da transformada de Laplace e a identificacao de autovalores e autofuncoes
espaciais.

Neste trabalho é proposta uma solucao analitica para as equacoes de cinética em
uma dimensao espacial considerando geometria cartesiana através da aplicagao da Técnica
da Transformada Integral Generalizada, conhecida como GITT (da sigla em inglés para Ge-
neralized Integral Transform Tecnique), combinada com a transformada de Laplace para a
solucao do sistema de equagoes diferenciais ordinarias (EDQO’s) resultante. A transformada
de Laplace tem sido empregada com sucesso na solucao analitica de sistemas de EDQO’s,
principalmente na drea da Teoria de Transporte com o método LTSy [Barichello e Vilhena,
1993] [Segatto e Vilhena, 1999].

A técnica da GITT é uma metodologia bem estabelecida para resolver analitica-
mente equacoes diferenciais lineares para uma ampla classe de problemas na area de fisica
e engenharia. Por analitico queremos dizer que nenhuma aproximacao é feita ao longo da
derivacao da solucao. A ideia principal dessa abordagem consiste na construcao de um par
de transformagoes a partir dos termos adjuntos do laplaciano que aparecem na equagao di-
ferencial a ser resolvida. Esse fato nos permite escrever a solugao como uma expansao em
série em termos de autofuncoes ortogonais, obtidas da solu¢ao de um problema de Sturm-
Liouville auxiliar, construido a partir dos termos adjuntos. A ortogonalidade das autofuncoes
completa o par de transformagoes. Existe uma vasta literatura sobre este método, para es-
clarecimento mencionamos os livros de Cotta [Cotta, 1998] [Cotta, 1993] [Cotta e Mikhaylov,
1997].

Inicialmente, especializamos a aplicagao, sem perda da generalidade, as equagoes
de cinética de néutrons para um caso unidimensional, monoenergético e com um grupo de
néutrons atrasados. Tendo em vista que a equacao para a concentragao de néutrons atrasados
é uma equacao diferencial linear de primeira ordem na varidvel temporal, a fim de tornar
possivel a aplicacao da GITT a essa equagao, introduzimos um termo de difusao ficticia

multiplicado por um valor € pequeno e positivo. Através deste procedimento, somos capazes
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de resolver este conjunto de equacoes pelo método discutido. De fato, aplicando a técnica
da GITT na equacao da cinética modificada, obtemos uma equacao diferencial matricial
que tem solucao bem conhecida quando ¢ tende a zero. Realizamos o mesmo procedimento
para o calculo considerando dois grupos de energia e 6 grupos de precursores de néutrons
atrasados. Para completar nosso estudo, realizamos simulagoes numéricas bem como andlise
dos resultados obtidos, com a precisao controlada pela ordem de truncamento da série.

A principal caracteristica desta solucao consiste na sua aptidao para lidar com pro-
blemas de cinética com matrizes de alta ordem (até 1500), ji que os autovalores sao distintos.
Este fato nos da certeza para afirmar que esta metodologia é uma técnica robusta para tra-
balhar com as equacoes da cinética unidimensionais, e de forma simples para problemas
fisicos mais realistas, o que significa para aqueles que consideram varios grupos da energia
(até 200), bem como os problemas multidimensionais e com meios heterogéneos.

Recentemente, essa combinacao da GITT com a transformada de Laplace tem sido
aplicada com sucesso, obtendo resultados satisfatorios para um sistema de equacoes diferen-
ciais parciais linares e nao-lineares difusivo-advectivas [Wortmann, 2003].

A presente dissertacao encontra-se estruturada da seguinte maneira: no capitulo 2,
apresentamos os modelos fisico-matematicos que sao base para nosso estudo. No capitulo 3,
a metodologia utilizada para a solucao do problema proposto é apresentada para um caso
genérico. No capitulo 4, apresentamos a aplicacao da metodologia para problemas de cinética
de difusao de néutrons, monoenergéticos e considerando multigrupos de energia, juntamente
com os resultados obtidos. Por fim, no capitulo 6 encontram-se a conclusao e as sugestoes

para trabalhos futuros.



2. FORMULACAO DA CINETICA DE REATORES - MODELOS FISICOS

Neste capitulo é feita uma descricao dos modelos fisicos que sao utilizados no estudo
da cinética de reatores nucleares. Inicialmente é apresentada uma breve descricao da teoria
de transporte, que é a base para a descri¢cao da populacao de néutrons em sistemas nucleares,
também conhecida como fisica dos reatores. Apds isso, maior atencao é dada na introducao
da chamada Lei de Fick, que correlaciona a corrente de néutrons com um gradiente de fluxo,

o que reduz a equagao de transporte a um modelo simplificado denominado teoria da difusao.

2.1 Modelo do transporte de particulas

O problema central da teoria de reatores nucleares é a determinacao da distribuicao
de néutrons no reator. Pelo estudo do comportamento temporal da populacao de néutrons
somos capazes de inferir sobre a estabilidade da reacao de fissao em cadeia. Para determinar
a distribuicao de néutrons no reator devemos investigar o processo de transporte de néutrons.

A equacao de transporte de particulas utilizada para estudar o transporte de néutrons
e fétons é uma versao linearizada da equacao de Boltzmann desenvolvida para estudar a teoria
cinética dos gases [Duderstadt e Hamilton, 1976]. A descri¢ao da distribui¢ao de néutrons
e fotons é feita considerando-os como particulas neutras e pontuais de massa constante e
com velocidade e posigao espacial bem definidas. As propriedades fisicas que sao inerentes
as particulas, como o spin, os momentos magnéticos, bem como os efeitos quanticos, sao
incluidos implicitamente num parametro chamado se¢ao de choque.

Os néutrons viajam em linha reta entre colisoes com os nicleos do material. Por
nao possuirem carga elétrica e serem barions, as interacoes sao causadas por forcas de curto
alcance (forgas nucleares) entre o néutron e o niicleo. A forga gravitacional, por ser muito
fraca, pode ser desprezada, e campos magnéticos nao homogéneos, os quais acoplados com o
momento magnético do néutron, sao praticamente inexistentes. Somente campos magnéticos
muito intensos poderiam influenciar a trajetoria dos néutrons.

A populacao de néutrons é suficientemente grande para que flutuacoes estatisticas
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possam ser desprezadas, e pequeno para que as colisoes entre particulas da mesma espécie
sejam também desprezadas. O fluxo de néutrons em reatores e aceleradores é baixo em
comparagao com a densidade do meio (mesmo para meios gasosos), por isso as colisoes serao
somente entre néutrons e os nicleos do material que compoe o meio no qual viajam e as
colisoes neéutron-néutron nao sao consideradas.

As colisoes podem ser consideradas instantaneas, ou seja, o tempo de duragao da
colisao é considerado nulo. Esta é uma boa aproximagao pois os nicleos compostos numa
reacao com néutrons tém tempo de vida menor que 1074 segundos. Considera-se que os
néutrons nao alteram apreciavelmente o meio com o qual interagem, dentro dos intervalos
de tempo considerados, e as propriedades dos materiais sao consideradas isotropicas, assim
como as propriedades do niicleo e as composicoes dos materiais sao consideradas conhecidas
e estaciondrias.

A descricao matematica da distribuicdo de néutrons em um determinado meio ma-
terial é baseada na equacao de balanco chamada equacao de transporte de néutrons, que
representa o balango entre producao e perda de particulas num elemento do espaco de fase

(dr,d$),dE) e é dada por:

10 A .
;a_f +Q- VSO_'_Et(raE)SO(r:E?Q?t) =

/ dQ’/ SJ(E' — E.Q — Q)p(r, E', Y, t)dE' +
47 0

X(E)
47

/ dcy / UEVS (B e(r, B, O dE + S(r, B, Q,1), 2.1)
47 0

em que,
E representa a energia dos néutrons,
r é o vetor posicao espacial,
t é a variavel temporal,
v € a velocidade dos néutrons,
> é a secao de choque macroscopica total,
Y € a secao de choque macroscépica de espalhamento,
Yt € a se¢ao de choque macroscépica de fissao,

X € o espectro de fissao,
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v é o numero médio de néutrons emitidos na fissao,
© representa o fluxo angular de néutrons,

) é o vetor unitério da direcao das particulas,

V é o gradiente,

S é a fonte externa de néutrons.

Na equagao (2.1), os termos a esquerda da igualdade representam respectivamente
as fugas do elemento de volume considerado bem como as perdas por colisao, enquanto
que nos termos a direita estao representados os ganhos pelo espalhamento de néutrons com
energia E' e direcao QY para a energia F e direcao O, por fissao e pela fonte externa, que é
a fonte que nao depende das colisoes de néutrons no sistema.

Contudo, a solugao da equagao (2.1) é muito complicada, principalmente devido &
forte dependéncia das segoes de choque com a energia (como exemplo, pode-se observar a
dependéncia da se¢ao de choque de fissdo do Uranio-235 com a energia na figura (2.1)), e
solucgoes exatas sao encontradas apenas para modelos simplificados, por isso utiliza-se uma

aproximacao da equagao de transporte conhecida como equacao de difusao.

105
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Secdo de choque (harns)

-
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1010 107" 1
Energia dos ndutrons (Meu)

Figura 2.1: Secao de choque de fissdo para o Uranio-235 (fonte: Agéncia Internacional de

Energia Atomica).
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2.2 Modelo da difusao de néutrons

A maioria dos estudos em teoria de reatores tratam o movimento dos néutrons como
um processo de difusao, que assume que os néutrons tendem a se difundir de regioes de alta
densidade para regioes de baixa densidade. O tratamento do transporte de néutrons como
um processo difusivo tem validade limitada, porém essa aproximagao é considerada adequada
para muitas aplicagoes em reatores.

Podemos reescrever a equacao de transporte de néutrons em funcao do fluxo escalar

integrando a equagao (2.1) sobre todas as dire¢oes. Porém, a integral,

/ Q- Ve dS, (2.2)
A

nao pode ser avaliada em fungao do fluxo. Entao definimos a integral (2.2) em funcao da

corrente de néutrons J(r, £, t):

/ Q- Vodd=V- [ Qpdd=V I Et). (2.3)
47

A

Assim, a equagao (2.1) integrada em Q) fica:

1% +V-J(r, E,t) +3(r, E)o(r, B t) = / Ys(E' — E)¢(r, ', 1)dE" +
v 0

X(E) /0 TS (BN, B OdE + S, By ), (24)

onde ¢(r, £, t) representa o fluxo escalar de néutrons.

Podemos observar que na equagao (2.4) temos duas incognitas, fluxo (¢(r, E,t)) e
corrente (J(r, E.,t)). Entado, se faz necessario uma relacdo que permita escrever a corrente
de néutrons, que é uma grandeza vetorial, em funcao do fluxo escalar de néutrons, para que
a equacao fique em termos de apenas uma incégnita. Para isso, utiliza-se a Lei de Fick, a
qual foi originalmente usada na quimica, onde mostrava que se a concentragao de um soluto
¢ maior em uma regiao da solucao do que em outra, o soluto se difunde da regiao de maior

concentracao para a regiao de menor concentracao. Além disso, também afirmava que a taxa
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de fluxo do soluto é proporcional ao negativo do gradiente da concentragao do soluto. Esta
é a afirmacao original dessa lei.

O comportamento dos néutrons é considerado como sendo similar ao do soluto na
solucao. Assim, se a densidade ou fluxo de néutrons é maior em uma parte do reator, ha
um fluxo liquido de néutrons dentro da regiao de menor densidade. Matematicamente, essa

hipdtese pode ser escrita da seguinte forma:

J(r,E,t) = —D(r, E)Vo(r, E,t) (2.5)

onde a constante de proporcionalidade D(r, E), que é dada em c¢m, é conhecida como coefi-

ciente de difusao e é definida pela seguinte relacao:

E
pir, 1) = 208, (2.6
onde A\ é chamado de livre caminho médio de transporte, e é dado por:
1 1
Air(r, E) = (2.7)

T Y, E) S(r,B)(1—p)

Na equacao (2.7), ¥4 é chamada de se¢do de choque macroscépica de transporte,
Yls € a secao de choque macroscopica de espalhamento do meio e fi é o valor aproximado do
cosseno do angulo no qual os néutrons sao espalhados no meio. O valor de i para a maioria

dos néutrons com energias de interesse nos calculos pode ser computado pela formula:

2

onde A é o numero de massa atomica do meio.
E importante enfatizar que a Lei de Fick nao é uma relagao exata e tem validade

limitada nos seguintes casos:

e quando o meio é fortemente absorvedor de néutrons;
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e em regioes préoximas a fonte ou as fronteiras do meio;
e quando o espalhamento de néutrons é fortemente anisotropico.

Entao, substituindo a relagao (2.5) na equacao (2.4), e utilizando a aproximacao de
multigrupos de energia [Duderstadt e Hamilton, 1976] (que discretiza a varidvel continua
energia em G intervalos ou grupos), obtemos a equacao de difusdo de néutrons para multi-

grupos de energia:

10
U_ga(bg(rvt) =V. Dg(r)V¢g(r,t) - Eag<rat>¢g(ra t) — ng(r)(bg(r,t) +
G G
D V() (r8) + Xg Y V)T sy (1) by (r,t) + Sy(r, 1), (2.9)
g'=1 g'=1
g'#g

Do lado direito da equacao estao os termos que representam as fugas, as perdas
por absorc¢ao, perdas por espalhamento, espalhamento para o grupo g, producgao por fissao
e fonte externa, respectivamente.

Para o caso mono-energético, temos:

10

e (r,t) =V -D(r)Vo(r,t) — Zu(r)p(r, t) + vEs(r)o(r, t), (2.10)

onde Y, é a secao de choque macroscépica de absorcao. Em ambas as formas, assume-
se que todos os néutrons aparecem instantaneamente quando ocorre a fissao. O termo
vYo(r,t) na equagao (2.10) tem dimensao de néutrons por em? por segundo e representa
a taxa de producao de néutrons. Mas, na realidade, uma fracao dos néutrons nao sao
produzidos diretamente na fissao, mas no decaimento subsequente dos produtos da fissao.
Os néutrons produzidos na fissao sao chamados de néutrons prontos e os néutrons originarios

do decaimento sao chamados de néutrons atrasados.

2.3 Modelo da difusao considerando os néutrons atrasados

A fissao nuclear da origem a fragmentos que sao elementos com menor nimero de

massa do que o nuclideo original. Alguns desses fragmentos sao instaveis e no processo
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de decaimento eles emitem néutrons. Tais néutrons que sao emitidos apds o processo da
fissao sao chamados de néutrons atrasados e os nuclideos que os emitem sao chamados de
precursores de néutrons atrasados.

Os néutrons atrasados nao tém as mesmas propriedades que os néutrons prontos
produzidos diretamente da fissao. A energia média dos néutrons prontos é de aproximada-
mente 2 MeV. Este valor é muito maior do que a energia média dos néutrons atrasados,
que é de aproximadamente 0,5 MeV. O fato dos néutrons atrasados nascerem com energias
mais baixas tem dois impactos significantes na maneira que eles procedem no ciclo de vida
do néutron. Primeiramente, os néutrons atrasados tém uma probabilidade muito menor de
causar fissoes rapidas do que os néutrons prontos, devido ao fato de que sua energia média
estd abaixo do minimo requerido para a ocorréncia da fissao rapida. Em segundo lugar,
os néutrons atrasados tem uma probabilidade menor de fuga do ntcleo, porque eles nascem
com baixas energias e consequentemente viajam uma distancia mais curta do que os néutrons
rapidos.

Os produtos de fissao que emitem néutrons atrasados foram reunidos, por con-
veniéncia, em 6 grupos de acordo com sua meia-vida. A tabela (2.1) mostra a fragao de

néutrons atrasados para cada grupo de um combustivel comumente usado.

Tabela 2.1: Constantes referentes ao Uranio-235.

Grupo | Meia-vida [s] | Constante de decaimento \; [s~!] | Fragdo 3;
1 55,72 0,0124 0,000215
2 22,72 0,0305 0,001424
3 6.22 0,111 0,001274
4 2.30 0,301 0,002568
5 0,61 1,14 0,000748
6 0,23 3,01 0,000273

Sendo 3 a fragao total de néutrons atrasados dada por:

6
B=> 5, (2.11)
=1
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entao, nesse caso (tabela (2.1)), 5 = 0,0065, ou seja, os néutrons atrasados correspondem a
0,65% dos néutrons produzidos pela fissao do Uranio-235. Parece pouco, porém para escalas
de tempo maiores quando comparadas com a escala de tempo da fissao, esses néutrons tém
um efeito muito significativo.

Sabendo isso, o proximo passo é definir um conjunto de equagoes que descrevam a
dependéncia temporal da concentracao dos precursores de néutrons atrasados. Para isso,
inicialmente vamos avaliar quais os mecanismos de perda e ganho dos precursores, possibi-
litando assim a construcao de uma equacao de balanco.

Sabemos que a variacao temporal da concentracao dos precursores ¢ dada pela
producao do precursor através da fissao, e pela perda causada pelo posterior decaimento.

Os néutrons produzidos pelo grupo ¢ podem ser contabilizados da seguinte forma,

multiplicando a taxa de produgao de néutrons na fissao pela fracao de néutrons atrasados:

BivEso(r,t). (2.12)

Ja a perda é dada pela taxa de decaimento do precursor, que pode ser expressa
como o produto da concentragao do precursor (C;(r,t)) e da sua respectiva constante de
decaimento ()\;). A constante de decaimento de um precursor é a fra¢do do ntmero inicial
de atomos do precursor que decai em determinada unidade de tempo.

Assim, a equacgao de balanco que representa a variagao temporal da concentragao

de precursores é dada por:

0

EC}(I‘, t) = —)\iCi(r, t) + ﬁiVEf(I')Qﬁ(I', t) 1= 1, ceey 6. (213)

Logo, incluindo os néutrons atrasados na equagao (2.10) através do fator (5 e da taxa

de decaimento, temos:

%%gb(r, 0 = V- DE)Vort) — Salr)ole.t) + (1= Ay )o(e, )+ Y NC(r. 1),
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Esse sistema de equagoes descreve o fluxo de néutrons em um reator incluindo os
néutrons atrasados e sua solucao, bem como do modelo multigrupo, é o objetivo deste

trabalho.



3. 0S METODOS UTILIZADOS: TRANSFORMADAS INTEGRAIS

Nesse capitulo sao apresentados os métodos de solucao utilizados nesse trabalho.
Primeiramente é mostrado o método da GITT, e em seguida sao apresentadas as técnicas

basicas da transformada de Laplace, utilizada na solugao do problema transformado.

3.1 A Técnica da Transformada Integral Generalizada: GITT

Para solucionar um problema utilizando o método GITT (Generalized Integral Trans-
form Technique) algumas condi¢oes devem ser satisfeitas. O operador diferencial da equagao
a ser solucionada deve conter um termo laplaciano, porém a auséncia desse termo pode ser
resolvida adicionando-se o mesmo multiplicado por uma constante na qual o seu limite tenda
a zero. Além disso, a dimensao na qual se aplica o método deve ser finita e as condicoes
iniciais ou de contorno devem ser homogéneas, caso contrario pode-se fazer o uso de filtros
matematicos [Cassol, 2006].

A seguir serao mostrados os principais passos para a obtencao da solucao de uma
equacao unidimensional em geometria cartesiana utilizando a GITT, seguindo metodologia
de Wortmann [Wortmann, 2003].

Considere a seguinte equacao:

Av(z,t) =0, (3.1)

onde a < x < bet >0 e sujeita as seguintes condi¢oes de contorno homogéneas:

041% + asv(a,t) =0, (3.2a)
o dyc(;; £ + Bor(b,t) = 0, (3.2b)

onde A é o operador diferencial parcial associado ao problema, as constantes ay, as, (1, B2

sao dependentes das propriedades fisicas do problema.
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Primeiramente, deve-se expandir a fungao v(z,t) em uma base adequada. Para isso

escreve-se a equagao (3.1) como:

Av(z,t) = Bv(xz,t) + Lv(z,t), (3.3)

onde L é um operador auto adjunto associado ao problema de Sturm-Liouville auxiliar e B

é um operador associado aos termos restantes. Assim, L. tem a forma geral:

LY\, z) = V.[p(x)V¥(\, z)] + q(z) VU (A, x). (3.4)

As fungbes p(x) e g(z) devem ser reais e continuas, além de p(z) > 0 em todo
intervalo (a,b), ndo podendo ser nula pois o termo laplaciano é condigao necesséria para a
definicao do problema auxiliar.

Entao, depois de determinado o operador L, o problema de Sturm-Liouville auxiliar

¢ definido da seguinte forma:

LY\ 2)+ NU(N\2)=0 em a<z<b, (3.5)

com as condigoes de contorno dadas por

alw + as¥(A a) =0, (3.6a)
ﬁlw + ¥ (A, b) =0, (3.6b)

As constantes aq, ag, O1 e (2 devem ser as mesmas do problema original (3.1). O
parametro A\ é independente dessas constantes, logo a equagao (3.5) pode ser escrita para

um A, qualquer da seguinte forma:
LU (2) + X, V() = 0, (3.7)

tal que W, (z) = U(\,, ). U,(x) e A, representam respectivamente as autofungoes e os

autovalores do operador L e formam uma base para o espago onde o operador L esta contido,
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cuja ortogonalidade é definida da seguinte forma [Ozisik, 1974]:

m/ U, (2) 0, () (1) :7_“; (3.8)

onde a norma N,, é dada por

N,, = /b U2 (z)dw. (3.9)

Esta base de autofungoes serd usada para expandir a varidvel v(x,t) da equagao

(3.1) da seguinte forma

v )= MM (3.10)

essa expansao é conhecida na literatura como férmula inversa da GITT.
Tendo resolvido o problema auxiliar e feito a expansao da varidvel independente,

resta aplicar na equagao (3.1) o seguinte operador integral

\/LN_TL/ U, (z)dz. (3.11)

Depois de realizadas todas as integragoes obtém-se um sistema de equacoes diferen-
ciais ordinarias (EDO’s) cuja variavel dependente é 1,,(t). A solucao deste sistema nos da
m e a solucao do problema de autovalores associado nos da como resultado as autofungoes
U,.(x). Dessa maneira, substituindo essas grandezas na férmula inversa da GITT, dada pela

férmula (3.10), obtemos a funcao original pelo truncamento do somatdrio.

3.2 Solugao do sistema de EDO’s transformado

Nas aplicagoes tipicas da GITT a solugao do sistema de EDQO’s resultante geralmente
¢ obtida utilizando métodos numéricos. Wortmann [Wortmann, 2003] prop6s uma solugao

analitica utilizando a Transformada de Laplace juntamente com a diagonalizacao, técnica
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largamente utilizada para problemas em teoria de transporte através do método LTSy e
suas variacoes [Barichello e Vilhena, 1993] [Segatto e Vilhena, 1999]. Este procedimento
sera utilizado também no presente trabalho.

Considere a seguinte equacao matricial:

FY'(t)+GY(t) =0 0<t< oo, (3.12)

onde F e G s@o matrizes de elementos constantes e Y (t) é um vetor de incognitas, sujeita a

condicao inicial
Y(0) =f. (3.13)

Considerando H = F~!G, temos

Y'(t)+ HY(t) =0 0<t<o0. (3.14)

Aplicando a Transformada de Laplace na equacao (3.14), obtém-se

sY(s)—Y(0)+HY(s) =0, (3.15)

onde Y(s) = L{Y (t),t — s}.

A equagao (3.15) pode ser escrita como

sY(s)+HY(s) = Y(0), (3.16)

ou

(sI+H)Y(s) = Y(0), (3.17)

onde I é a matriz identidade.
O proximo passo consiste em decompor a matriz H nos seus autovetores e autova-

lores, da seguinte forma
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H=XD,X"! (3.18)

onde X ¢ a matriz dos autovetores da matriz H, X! é a sua inversa e Dg é a matriz diagonal
dos autovalores de H. Este procedimento é valido quando os autovalores da matriz H forem
distintos e nao nulos.

Entéao, substituindo a equagao (3.18) na (3.17), obtemos

(sI+ XDy X1 Y(s) = Y(0), (3.19)

como I = X X1, pode-se escrever

(sXX'+XD, X 1) Y(s) = Y(0), (3.20)

e entao

X(sI+Dg)X 1Y(s) =Y(0). (3.21)

Multiplicando os dois lados da equagao (3.21) por X1, (sI+ Dg) ! e por X con-

secutivamente, podemos isolar Y (s):

Y(s) = X(sI+Dg) ' X 1Y(0). (3.22)
Apo6s isso aplica-se a transformada inversa de Laplace:
L7HY(s)} = LYX (sT+Dg) ' X 1Y(0)}, (3.23)

sendo X e Y (0) constantes, podemos escrever

Y(t) = XL H(sT+Dg) '} X 1Y(0). (3.24)
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Entao escreve-se a equagao (3.24) da seguinte forma:

Y(t) = XE(t) X 1Y(0), (3.25)

sendo E(t) = L7'{(sI+ Dg)'}.
A matriz (sI+ Dg) é uma matriz diagonal, cujos elementos da diagonal sdo dados
por (s + d;), onde d; sdo os autovalores da matriz H. Da dlgebra matricial sabe-se que a

inversa de uma matriz diagonal é dada pela inversa de cada elemento da diagonal, entao:

== 0 0
0 - 0
E(t) =LY st 1. (3.26)
: : 0
0 0 ..

Essa transformada de Laplace inversa é tabelada e é dada por

e~ht 0
0 et 0
E(t) = ‘ ‘ ) (3.27)
: : I 0
0 0 g~ dnt

Assim, a solucao do sistema de EDO’s, dada pela equagao (3.25), estd completa-

mente determinada.



4. APLICACAO DA METODOLOGIA PROPOSTA

Neste capitulo, a metodologia proposta neste trabalho e descrita de forma genérica
no capitulo 3, serd aplicada em problemas de cinética considerando um caso monoenergético
com 1 grupo de precursores de néutrons atrasados e em um caso com 2 grupos de energia
considerando 6 grupos de precursores de néutrons atrasados. Serao também apresentados os

resultados obtidos para ambos os casos.

4.1 Caso 1: monoenergético com 1 grupo de néutrons atrasados

Vamos considerar, sem perda da generalidade, as equagoes de cinética unidimensio-
) ) >
nais em geometria cartesiana assumindo néutrons monoenergéticos e um grupo de precursores

de néutrons atrasados:

10 0?
5 (x,t) = D@ (,t) + [ + (1 = B)vEs]p(x, t) + AC(x, 1), (4.1)
%C(m,t) = —AC(z,t) + priso(z,t),

parat > 0e0 < z < L, sujeitas as condigoes de contorno do tipo vacuo (¢(0,t) = ¢(L,t) = 0)

e as condigoes iniciais:

C.0) = P2,

Aqui, ¢(z,t) [em™2s7!] denota o fluxo de néutrons, ¢o(z) é o fluxo de néutrons
no tempo inicial (¢ = 0), C(x,t) [em™2s7!] é a concentragiao dos precursores de néutrons
atrasados e v [em/s] é a velocidade dos néutrons, D [em] é o coeficiente de difusao, 3, [em™!]
é a secao de choque macroscopica de absorcao, (1 — 3) é a fragdo de néutrons prontos, v é o

ntmero médio de néutrons emitidos na fissdo, Xy [em™'] é a se¢do de choque macroscdpica



4 Aplicagao da Metodologia Proposta 21

de fissao e A [s71] é a constante de decaimento.
Com o objetivo de resolver o problema (4.1) pelo método espectral, conhecido como
GITT [Cotta, 1998] [Cotta, 1993], introduzimos um termo de difusao ficticia na equagao

para a concentracao de precursores:

2

sw(J(x,t), (4.3)

onde € é um parametro de valor pequeno e positivo. Nesse caso, assume-se também condicoes
de contorno homogéneas, ou seja, C'(0,t) = C(L,t) = 0.

Portanto, podemos reescrever o sistema (4.1) como:

10 0?

S t@t) = D@Wc,t) + [-Za 4+ (1 = B)vEflo(x, t) + AC(x,t), (4.4)
0 0
aC(m,t) = 5@0(% t) — AC(z,t) + prEso(z, t).

A existéncia do termo laplaciano na equacao a ser resolvida é uma exigéncia para
aplicacao do método da GITT, pois possibilita a determinacao do problema de Sturm-
Liouville auxiliar. Logo, o pressuposto anterior (equagao (4.3)) nos permite aplicar o método
da GITT para resolver o sistema de equagoes (4.4).

O problema auxiliar é definido como:

Xo(@) +2xn() =0 em O<z<lL, (4.5)
com as condic¢oes de contorno
Xn(0) = xn(L) = 0, (4.6)

cuja solugdo é x,(z) = sin(vy,x), com os autovalores v, = nw/L, paran =1,2,3,...
Sendo assim, expandimos o fluxo de néutrons e a concentracao de precursores nas

seguintes séries:
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o(z,t) = \/%Z Pn(t) sin(ynz), (4.7)

C(z,t) = \/% D &u(t) sin(ya), (4.8)

Entao, substituindo (4.7) e (4.8) no sistema de equagbes (4.4), e lembrando da

equagao (4.5) em que X (x) = —v2x,(7), temos

\/% ; %wn(ﬁ sin(yme) = — vD\/% ;(vi)son(t) sin ()
+ v[=%,+ (1 - ﬁ)yzf]\/gz @n(t) sin(yn)

+ v)\\/% Z &n(t) sin(y,x), (4.9)

\/%; %{n(t) sin(y,2) = — 5\/%;(%21)571@) sin(7y,x) — )\\/%nzzlfn(t) sin(7,)
+ ﬁVZf\/%Z ©n(t) sin(y,x). (4.10)

Dando sequéncia aos passos descritos no capitulo 3, aplica-se o operador integral

\/% /0 " in(y)d, (4.11)

nas equagoes (4.9) e (4.10) e apds reagrupar os termos, temos:

—i—v)\—an(t)/o sin(vy,x) sin(y,x)dx, (4.12)



4 Aplicagao da Metodologia Proposta 23

0o d L
%Z d—én(t) /0 sin(vy,x) sin(y,x)dx =

% Z(—g%% — A& (1) /0 sin(y,x) sin(y,x)dx

n=1
2 g
+ﬁuEfEZg0n(t)/ sin(y,z) sin(vy,x)dzx. (4.13)
n=1 0

Tomando:

A = {amn}, onde ay,, = v[Dy2 4+ X, — (1 — B)vyy] fOL sin(y,, ) sin(y,x)dz,
B = {by,»}, onde by, , = —vA fOL sin(y,,x) sin(y,x)dz,

C = {cmn}, onde ¢, = —GrEs fOL sin(vyp,x) sin(y,x)dz,

D = {dpn}, onde dp, = (92 + A) fo sin(ym) sin(y,2)dz.

Entao, temos como resultado a seguinte equagao matricial para os coeficientes da

expansao da solugao:

d[eat)) _[AB ©n(t) (4.14)

dt \ et c D)\ &)

paran = 1 : N, onde N é a ordem de truncamento da série. Lembrando que devido a
aplicacao da propriedade da ortogonalidade das autofuncoes, A, B, C e D sao matrizes
diagonais.

Podemos notar que a equagao (4.14) é uma equagao matricial linear e homogénea

de primeira ordem e pode ser escrita como

X'(t) + FX(t) = 0, (4.15)

essa equacgao tem a solugao bem conhecida:

X(t) = exp(—F ) X(0), (4.16)
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cuja condigao inicial X(0) é dada pelo vetor:

¢n(0) | (4.17)
£a(0)
onde
gon(O):\/% /0 bo() sin(n, ) dz, (4.18)
&(0) = 0, 0) (4.19)

Além disso, para problemas matriciais nos quais os autovalores da matriz F sao

distintos, a exponencial de matriz pode ser expressa como:

exp(—Ft) = Yexp(—Dgt)Y 1, (4.20)

onde Y é a matriz dos autovetores da matriz F, Y1 é sua inversa e D, é a matriz diagonal
dos autovalores da matriz F.

Devemos lembrar a existéncia na literatura de varias abordagens [Moler e Van Loan,
1978] para derivar a solugao apresentada na equacao (4.20). Por exemplo, mencionamos a
técnica referente a aplicacao da transformada de Laplace combinada com a decomposicao da
matriz. Esta metodologia tem a vantagem de ser geral, no sentido de que pode ser aplicada
para resolver esta classe de problemas com autovalores repetidos. Para mais detalhes veja
os trabalhos de Segatto et al. [Segatto et al., 1999] [Segatto et al., 2008]. Devemos observar
que a solugao do problema (4.1) é determinada pelas equagoes (4.7) e (4.8) cujos coeficientes
da expansao da solucao sao determinados pela formula (4.16), quando ¢ tende a zero. Cabe

salientar que essa solugao é exata exceto pela ordem de truncamento da série.
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4.1.1 Resultados
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Em vista de verificar a capacidade da metodologia proposta para tratar da equagao

cinética de difusao de neutrons, primeiramente resolvemos um problema considerando os

parametros nucleares da tabela (4.1).

Tabela 4.1: Parametros nucleares - caso 1 [Oliveira et al., 2007].

D [em]
v [em/s]
Y [em™1]

v [em™1

A [s71]

0,96343
1,1035x107
1,5843x1072
3,3303x10~2
0,0045
0,08

A geometria considerada foi do tipo placa plana para meio homogéneo com condigoes

¢(L) =0), e L =22,9 cm, como indicado na figura (4.1).

de contorno do tipo vacuo (¢(0)

vicuo

viacuo

A

Figura 4.1: Geometria do problema.

Como condigao inicial, ¢g(x), utilizamos a solu¢ao da equagao da difusdo em estado

estaciondrio obtida por Petersen [Petersen, 2008], cujo fluxo de néutrons estéd representado

na figura (4.2).

Inicialmente, realizamos os calculos com o objetivo de verificar a convergéncia dos

resultados para o fluxo de néutrons ao fazermos € tender a zero. Para isso, fizemos os valores

de € variarem de 1073 a 107°. Os resultados sdo mostrados na tabela (4.2). Verificando os
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J

1
cm?

1

Figura 4.2: Solucao da equagao da difusao

x(cm)

em estado estacionario.

resultados obtidos podemos facilmente constatar uma coincidéncia de 10 algarismos signi-

ficativos entre os valores encontrados para ¢ = 1078 e ¢ = 107°. Com isso, podemos dizer

que o problema resolvido considerando uma difusao ficticia converge para a solugao exata.

Tabela 4.2: Convergéncia do fluxo de néutrons com a diminui¢ao do valor de €.

¢ [em 2571

1073
10~4
107°
1076
107
10-8
107

0,2086263018
0,2086298352
0,2086301885
0,2086302239
0,2086302274
0,2086302278
0,2086302278

O préximo passo é verificar a convergéncia da solucao quando aumentamos o niimero

de termos da série. Na tabela (4.3), mostramos os resultados obtidos para o fluxo de néutrons

obtidos aumentando o niimero de termos da solugao em série até 200, considerando x = L/2,

ou seja, o meio da placa. Por inspecao da tabela (4.3) podemos notar uma precisao de 10

algarismos significativos quando fazemos a soma de 100 termos na solu¢ao em série. Isso nos
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dé confianga para afirmar que os resultados apresentados na tabela (4.3) tem uma precisao

de 10 algarismos significativos para ¢ = 1078, exceto pelo erro de arredondamento.

Tabela 4.3: Convergéncia do fluxo de néutrons com o aumento do valor de N.

N | ¢lem=2s71]
2 | 0,2086302278
10 | 0,2085619287
20 | 0,2085618182
30 | 0,2085618279
40 | 0,2085618251
50 | 0,2085618263
60 | 0,2085618257
70 | 0,2085618260
80 | 0,2085618258
90 | 0,2085618260
100 | 0,2085618259
150 | 0,2085618259
200 | 0,2085618259

Uma vez mostrada a convergéncia do método fizemos um grafico para o fluxo de
néutrons em funcgao da variavel espacial para tempos diferentes. Podemos observar no gréfico
(4.3) que, conforme o tempo aumenta, os valores para o fluxo diminuem. Isso fica mais
claro observando o grafico 3-D (4.4), onde ¢ facil constatar o comportamento assintético
do fluxo quando o tempo tende ao infinito, ou seja, a medida que o tempo aumenta, o
comportamento do fluxo tende a solucao estacionaria. Comportamento similar é observado
para a concentracao de precursores no grafico (4.5).

Por fim, no gréafico (4.6) observamos o tempo computacional utilizado para os

calculos anteriores. Cabe mencionar que o tempo maximo utilizado foi de 15 minutos.

4.2 Caso 2: multigrupos de energia com 6 grupos de néutrons atrasados

Nesse caso, estendemos a metodologia proposta nesse trabalho aplicando em pro-

blemas com 2 grupos de energia e 6 grupos de precursores de néutrons atrasados.
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Figura 4.3: Grafico do fluxo de néutrons para diferentes tempos.

020F

0.15

1
¢[ 3 ]0.10
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Figura 4.4: Gréfico 3-D para o fluxo de néutrons.



4 Aplicacao da Metodologia Proposta 29

Figura 4.5: Grafico 3-D para a concentracao de precursores.
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Figura 4.6: Tempo computacional.
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No caso de aplicagoes com 2 grupos de energia, o grupo 1 ¢é escolhido para caracteri-
zar o grupo rapido e o grupo 2 o grupo térmico. O limite de energia para o grupo térmico é
escolhido suficientemente alto para que o upscattering, ou seja, o espalhamento do grupo 2
para o grupo 1, possa ser ignorado. Esse limite de energia corresponde a 0,5 — 1,0 MeV em
reatores moderados a agua.

As equagoes de cinética para 2 grupos de energia e 6 grupos de precursores podem

ser escritas como:

10 02
——¢1<l’,t) = Dlﬁqﬁl(m, t) — Za1¢1<$,t) + Esglgbg(x, t) (421)

6
+ (1= B8)Xi[nEnei(r,t) + vaXade(,t)] + Xﬁlz AiCi(z, 1),
=1

10 L

y
ox?

6
+ (1= B[S nd(x,t) + vaXpade(z, )] + x5 Y MiCi(x, 1),
=1

¢2($, t) — Za2¢2<$, t) —|— 2512¢1 (ZL’, t) (422)

0

a@(w,t) = —)\zCi(x,t) + ﬁi[ylEﬂ(bl(x,t) + VQZfQQbQ(ZL‘,t)] 1=1: 6, (423)

onde \}] e x¢ sdo os espectros de fissio para o grupo réapido para os néutrons prontos e
atrasados, Xg e xg sao os espectros de fissao para o grupo térmico os néutrons prontos e
atrasados, X, é a secao de choque de absorcao do respectivo grupo, ¥ € a se¢ao de choque
de espalhamento do grupo 2 para o grupo 1 e X5 € a secao de choque de espalhamento do
grupo 1 para o grupo 2.

Visto que essencialmente todos néutrons de fissao sao gerados no grupo rapido,
podemos dizer que X} = x4 =1, x5 = x4 = 0, por isso, o termo de fissao sé ird aparecer na
equacao para o grupo rapido. Como dito anteriormente, o espalhamento do grupo 2 para o
grupo 1 pode ser ignorado, entao X4 = 0.

Logo, as equagoes (4.21) e (4.22) podem ser escritas como:
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2
lgﬁbl(x,t) = D1%¢1($at)_2a1¢1(x’t)

+ (1= B)Zndi(x,t) + uSpda(z, )] + Y NCi(z,t),  (4.24)

=1

10 02
——ng(l‘, t) = DQ@QSQ(ZE, t) — Ea2¢2<$, t) + 2512¢1(ZL’, t) (425)

Em procedimento similar ao que foi realizado para o caso monoenergético, introdu-

zimos um termo de difusdo ficticia na equagdo para a concentragao de precursores (4.23) e

obtemos:
0 0? _
aCz(x,t) = 5@01(17,15) — )\ZCZ(.T, t) -+ ﬁi[ulEflgbl(x,t) + V22f2¢2($‘,t)] 1=1:6. (426)

Entao, para resolver o conjunto de equagoes formado pelas equagoes (4.24), (4.25)
e (4.26), expandimos o fluxo, para o grupo 1 e para o grupo 2, e as concentragoes de acordo

com as seguintes séries:

b1(,1) = \/% S prnlthn(), (4.27)
ol 1) = \/% S eonlthn(), (4.28)

Ci(z,t) = \/%me-(t)xn(x) i=1:6, (4.29)

onde y,(z) = sen(v,x) sao as autofungoes obtidas da solugao do problema de Sturm-Liouville
auxiliar, cujos autovalores sao 7, = nr/L, da mesma forma que para o caso monoenergético.
Substituindo (4.27), (4.28) e (4.29) nas equagdes (4.24), (4.25) e (4.26), isolando os

termos e lembrando do problema de Sturm-Liouville (4.5), o qual diz que x”(z) = —v2x,(z),
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temos:

\[ dt%” Jxn(@ \/72 (=D1p = Sar + (1 = B)1E 1)1 (t) X (@)
+(1-7 VZZfQ\/>ZS02n t)xn (T \/>Z)\ ng Xn(T (4.30)

+ slz\[Zwln £)xn( (4.31)

\/72 dtgm Xn \/72 5’777, + )‘ gm )Xn + ﬁzylzf1[2¢ln Xn
+ﬁiV22f2\/;Z Vo (t)Xn(2) i=1:64.32)
n=1

Seguindo com o procedimento da GITT, aplicamos o operador integral

\/% /0 " in(y)d, (4.33)

nas equagoes (4.30), (4.31) e (4.32) e obtemos:

P> ) [ sinto) sty —
L2 1n( i in(y,x) sin(y,x)dr =
2 L
+ ZZ —Dy72 — a1+(1—ﬂ)1/12f1)<p1n(t)/ sin(yy,x) sin(y,x)dz
n=1 0

+  n(l-p) I/QZfQ— Z o (t / sin(yp,x) sin(y,x)dz

[e.e]

vIA; me / sin(vy,x) sin(y,x)dz, (4.34)

hlw
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hlw

Z di on( /0 sin(y,,x) sin(y,x) (z)dr =
2

0o L
+ = Z V(= D22 — Baz)@an(t) / sin(yy,x) sin(y,x)dz
1 0

h

+ VoXig1o— Z(pln /sm Ym) sin(y,x)dx, (4.35)

2 d k
=y — &ult) / sin(y,x) sin(y,x)de =
S8 |
% L
— Z 72 + Ni)€ni( )/ sin(v,x) sin(y,x)dx
— 0
L
+ Bl-ylZflEngln(t)/ sin(ym,x) sin(vy,x)dx
n=1 0
2 — g
+ /BZ'VQZ]"QZ Z g02n(t)/ sin(yp,x) sin(y,x)de i=1:6.(4.36)
n=1 0

Tomando:

A ={amn}, onde ay,, = v1(D172 4+ X1 — (1 = )X 1) fOL sin(7,, ) sin(y,z)dz,
B = {b,,,}, onde by, , = —v1(1 — )Xo fOL sin(y,z) sin(vy,x)dz,

Ci ={d, .}, onde ¢, , = —v1\; fOL sin(ymx) sin(y,z)dx, parai=1: 6,

D = {d,,»}, onde d,;, , = =222 fOL sin(y,,x) sin(y,x)dz,

E = {enn}, onde e, = va(Da72 + Ly2) fOL sin(v,,,x) sin(7y,z)dx,

F ={fnn} onde fr, =0,

Gi = {9}, onde g/, , = —FinEp fOL sin(yy,x) sin(y,x)dz, parai=1: 6,

H; = {h}, .}, onde h}, , = —BinXy fOL sin(v,,x) sin(7y,x)dx, para i =1 : 6,

L = {h},,}, onde h . = (e72+ \i) fOL sin(v,,x) sin(y,z)dr, parai=1: 6.

Entao, temos como resultado a seguinte equagao matricial para os coeficientes da

expansao da solugao:
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ngn(t) A B Cl N Cﬁ gOln(t)

p Pan(t) b E F ... F Pan(t)

E énl (t) = — G]_ H]_ Il . F £n1 (t> ) (437)
ne(t) G¢e He F ... Is €ne(t)

paran = 1 : N, onde N é a ordem de truncamento da série. Lembrando que devido a
aplicacao da propriedade da ortogonalidade das autofungoes, A, B, C;, D, E, G;, H; e I;
sao matrizes diagonais, com excecao da matriz F, que ¢ uma matriz de zeros de ordem N.

Assim como no caso monoenergético, a equagao (4.37) pode ser escrita como:
X'(t) + I X(t) =0, (4.38)
essa equacao tem a solucao bem conhecida:
X(t) = exp(—J t) X(0), (4.39)

cuja condigao inicial é dada por (4.18) e (4.19).

A solugao (4.39) pode ser escrita como:

X(t) = Yexp(—Dgt)Y ! X(0), (4.40)

onde Y ¢ a matriz dos autovetores de J, Y ! é a sua inversa e Dy é a diagonal dos autovalores
de J, lembrando que este procedimento sé pode ser realizado se os autovalores de J forem
distintos.

Por fim, a solugao do sistema formado pelas equagoes (4.24), (4.25) e (4.26) é deter-
minada pelas equagoes (4.27), (4.28) e (4.29) cujos coeficientes da expansao da solugao sao

determinados pela férmula (4.40), quando ¢ tende a zero.
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4.2.1 Resultados

Para o caso considerando dois grupos de energia calculamos o fluxo de néutrons
tanto para o grupo rapido como para o térmico, bem como as concentracoes dos seis grupos

de precursores utilizando os parametros mostrados nas tabelas (4.4) e (4.5).

Tabela 4.4: Parametros nucleares - caso 2 [Nagaya e Kobayashi, 1995].

Parametro Grupo 1 | Grupo 2
D [em] 1,0 0,5
v [em/s] 1,0x107 | 3,0x10°
Yo [em™1 0,02 0,08
Sggt1 [em™1] 0.01 0
VS [em™Y 0,005 | 0,099

Tabela 4.5: Parametros referentes aos néutrons atrasados [Nagaya e Kobayashi, 1995].

i Bi Ai [s71]
0,00025 | 0,0124
0,00164 | 0,0305
0,00147 | 0,111

0,00296 | 0,3010
0,00086 | 1,1400
0,00032 | 3.0100

[ R N SR

A geometria considerada é a mesma do caso monoenergético, mostrada na figura
(4.1), com L = 160 cm. Como condicao inicial foi novamente utilizada a solucao da di-
fusdo para o caso estacionério encontrada por Petersen [Petersen, 2008]. A condigao inicial
utilizada para o fluxo rapido estd representada no gréfico (4.7) e para o grupo térmico no
grafico (4.8).

Inicialmente, nas tabelas (4.6) e (4.7) apresentamos a convergéncia para o fluxo
rapido e para o térmico, respectivamente, diminuindo o valor de . Na tabela (4.6), pode-

mos observar que para ¢ = 107% temos uma coincidéncia de 12 digitos, ou 9 algarismos
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Figura 4.7: Solucao da equacao da difusao em estado estaciondrio para o grupo rapido.
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Figura 4.8: Solucao da equagao da difusao em estado estacionario para o grupo térmico.
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significativos, com o valor encontrado fazendo ¢ = 1077, fato que nos d4 confianca para
afirmar que a solucao encontrada converge para a solugao exata quando ¢ tende a zero. Ob-
servando a tabela (4.7), pode-se notar que para o fluxo térmico a solugdo converge com a

mesma precisdo anteriormente descrita para ¢ = 1075,

Tabela 4.6: Convergéencia do fluxo para o grupo de néutrons rapidos com a diminuicao do

valor de €.

5 #1 [em=2s71]
1073 | 0,000881554789
10~% | 0,000881555095
107° | 0,000881555125
1075 | 0,000881555128
10~7 | 0,000881555128

Tabela 4.7: Convergéncia do fluxo para o grupo de néutrons térmicos com a diminuigao do

valor de €.

5 B2 [em2s71)

102 | 0,000109930416
10~ | 0,000109930454
1075 | 0,000109930458
10~% | 0,000109930458
1077 | 0,000109930458

Na sequéncia analisamos a convergencia da solucao com o aumento do niimero de
termos da solu¢ao em série. Com esta finalidade, calculamos os valores em = = L/2 e
aumentamos N até 150. Dos resultados para o fluxo do grupo 1 mostrados na tabela (4.8),
podemos observar que considerando a soma de 40 termos obtemos uma precisao de 11 digitos,
ou 8 algarismos significativos. Ja para o fluxo calculado para o grupo 2, observamos na tabela
(4.9), que para a soma de apenas 20 termos na série, obtemos a mesma precisao anteriormente

descrita.
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Tabela 4.8: Convergéncia do fluxo de néutrons para o grupo rapido com o aumento do valor

de N.

N | ¢1 [em™2s71
2 | 0,00088155513
10 | 0,00088019437
20 | 0,00088019504
30 | 0,00088019498
40 | 0,00088019499
50 | 0,00088019499
100 | 0,00088019499
150 | 0,00088019499

Tabela 4.9: Convergéncia do fluxo de néutrons para o grupo térmico com o aumento do valor

de N.

N | ¢2 [em™2s71]
2 | 0,00010993046
10 | 0,00010976388
20 | 0,00010976394
30 | 0,00010976394
40 | 0,00010976394
50 | 0,00010976394
100 | 0,00010976394
150 | 0,00010976394
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Depois de mostrada a convergéncia dos resultados obtidos também para esse caso, a
fim de visualizar o comportamento do fluxo como funcao do espaco e do tempo, ilustramos
um um grafico primeiramente o fluxo répido, na figura (4.9), e o fluxo térmico, na figura
(4.10), em fungao da varidvel espacial considerando valores diversos para a varidvel temporal.
Em ambos os casos observamos a diminuicao do fluxo com o aumento do tempo. Esse
comportamento assintético é melhor observado nos gréficos 3-D para o fluxo 1, figura (4.11),
para o fluxo 2, figura (4.12), e para a concentragao de um dos grupos de precursores, figura

(4.13).
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Figura 4.9: Gréfico do fluxo de néutrons réapidos para diferentes tempos.

No grafico (4.14) estao representados os tempos computacionais utilizados para a
realizacao dos cédlculos para cada valor diferente de N. Cabe destacar que o tempo maximo

utilizado foi de 45 minutos.
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Figura 4.10: Grafico do fluxo de néutrons térmicos para diferentes tempos.
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Figura 4.11: Grafico 3-D para o fluxo de néutrons rapidos.
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Figura 4.12: Grafico 3-D para o fluxo de néutrons térmicos.

Figura 4.13: Grafico 3-D para a concentracao de precursores.
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Figura 4.14: Tempo computacional.
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5. CONCLUSAO

Neste trabalho, apresentamos uma solucao analitica para a equagao cinética de di-
fusao de néutrons unidimensional em geometria cartesiana, considerando os modelos mo-
noenergético e multigrupo de energia, bem como seis grupos de precursores de néutrons
atrasados. A solucao discutida é analitica, no sentido de que nenhuma aproximacao é feita
ao longo da derivacao da solugao. Tendo em vista que o problema resolvido de cinética
satisfaz as hipdteses do teorema de Cauchy-Kowalewski [Courant e Hilbert, 1989], podemos
afirmar que a solugao obtida é de fato a solucao unica do problema considerado. O carater
analitico da solucao, além da elegancia matematica e dependéncia explicita dos parametros,
permite mitigar o erro referente ao método de solugao da equacgao associada ao modelo. Este
fato contribui para uma melhor avaliacao da validade do modelo fisico. Cumpre também
observar a generalidade do método no sentido de que sua aplicacao é facilmente estendida
para problemas com um numero arbitrario de grupos de energia e meio heterogéneo. Devemos
salientar que os resultados podem ser obtidos por esta metodologia com a precisao desejada.
Este fato pavimenta o caminho para a analise da influéncia da variacao dos parametros na
solugao analitica.

Por outro lado, devemos recordar que a equacao de cinética de reatores nucleares
descreve o comportamento do fluxo de néutrons devido a transientes de curta duracao. Estas
equagoes sao classificadas como equagoes do tipo stiff, caracterizadas pela grande diferenca
de escala de tempo entre os néutrons prontos e os atrasados. Devemos também acrescen-
tar que este tipo de equagao sé pode ser resolvido pelos métodos numéricos conhecidos
como A-estaveis. Os fatos supracitados, reforcam a relevancia, bem como a contribuicao da
metodologia proposta na sua tarefa de determinacao de solugao, em forma analitica, para
problemas na area de fisica de reatores nucleares.

Finalizando, cumpre destacar que o método discutido é uma técnica promissora para
a solucao deste tipo de problema. Portanto, focando a atenc¢ao nesta direcao, sugerimos como

trabalho futuro, a aplicacao deste método em problemas fisicamente mais realistas, descritos
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por problemas multidimensionais de cinética, relevantes para o controle do comportamento
do fluxo de néutrons devido a eventuais ocorréncias de transientes de curta duracao durante

a operacgao de um reator nuclear.
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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