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RESUMO 

 

Neste trabalho de tese exploramos a sugestão de Barge e Sommeria (1995) de captura 

de partículas em vórtices anticiclônicos que se formam devido a instabilidades na 

nebulosa proto-planetária. O problema dinâmico foi estudado através de simulações de 

um disco kepleriano bidimensional e incompressível. Examinamos o processo de 

concentração de partículas dentro de grandes vórtices através das equações do 

movimento para partículas individuais (com tamanho de 50 cm e 2,12 m) submetidas à 

gravidade solar e ao arrasto do gás nebular. Os vórtices levam à captura de um grande 

número de partículas. Mostramos que a eficácia das capturas não depende somente do 

valor do arrasto gasoso e da elongação do vórtice mas também do modelo do disco 

proto-planetário escolhido. Um achado muito importante nesse trabalho de tese pode 

começar a responder à questão sobre a formação planetária: colapso gravitacional ou 

coagulação? Quando incluímos a auto-gravidade, os resultados que obtivemos 

mostram que a acumulação das partículas dentro do vórtice é bem mais rápida. É um 

ponto muito importante na formação dos núcleos planetários até hoje bastante 

discutido. De fato, a formação dos núcleos planetários dos planetas gigantes precisa da 

acumulação de material maior que ⊕M1  em muito pouco tempo para que o colapso 

ocorra antes do efeito gravitacional dentro do vórtice começar a expulsar os 

planetesimais A auto-gravidade até então bastante negligenciada por muitos autores 

pode ser uma ferramenta essencial a ser incluída no modelo de formação planetária 

para explicar tal fato. Outro resultado interessante que obtivemos foi que o 

crescimento por auto-sedimentação das partículas com tamanho sub-métrico, não é 

muito eficiente para formar planetesimais. Parece que os vórtices capturam partículas 

com um tamanho preferencial para formar planetesimais ou núcleos planetários.   

 

PALAVRAS-CHAVE:  Captura; Vórtices; Auto-gravidade; Discos proto-planetários 
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ABSTRACT 

 

In this thesis, we explore the suggestion of Barge & Sommeria (1995) of dust-trapping 

in anticyclonic vortices forming due to instabilities in the protoplanetary nebula. The 

dynamical problem is studied through numerical simulations of a two-dimensional 

incompressible Keplerian disc. We examine the process of particle concentration 

inside large vortex through a non-collisional N body’s code for individual particles 

(with sizes of 50 cm and 2,12 m)  subject to the solar gravity and the nebular gas drag. 

The vortices tend to capture a large number of particles. We show that the 

effectiveness of these captures depend not only on the value of the gaseous drag and 

the elongation of the vortices but also on the model of the protoplanetary disc chosen. 

A very important finding in this thesis can start to answer the question of the planetary 

formation: gravitational collapse or coagulation? When we include the self-gravity, the 

results that we found show that the accumulation of particles inside the vortices is 

faster. It is a very important point in the formation of planetary embryo until today 

highly discussed. In fact, the formation of the giant planets embryo need the 

accumulation of more material than ⊕M1  in a very short time such that the collapse 

occurs before the gravitational effect inside the vortices start to eject the planetesimals. 

Self-gravity, until now neglected by many authors could be an essential tool to be 

included in planetary formation model to explain such fact. Another interesting result 

that we got was that the growth for auto-sedimentation of particles with sub-metric 

size, is not very efficient to form planetesimal. It seems that vortices capture particles 

with a preferential size to form planetesimals or planetary cores.  

 

KEYWORDS: Trapping; Vortices; Self-gravity; Protoplanetary disc  
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Introdução 
 

As primeiras idéias sobre uma nebulosa solar primordial, em que um número 

infinito dos corpos com um movimento constante através do vácuo colidiam e eram 

submetidos a processos de acreção, aparecem nas escritas do atomista grego Leucipo 

do século V a.C. Num certo sentido, o pensamento de Leucipo foi capaz de antecipar 

as idéias cosmogónicas que serão propostas vinte e três séculos mais tarde 

(Cosmogonia de Kant-Laplace). 

Hoje, sabemos que o Sol, igual a outras estrelas, se formou como resultado de um 

colapso gravitacional de um grande volume de poeira e gás interestelar (Shu et al., 

1987). Devido ao fato que este material interestelar tem certa quantidade de momento 

angular, a maior parte não foi capaz de cair diretamente no proto-sol e passou a formar 

parte de um disco de gás e poeira (a nebulosa solar) em órbita ao redor do Sol 

primitivo. Uma vez que o material interestelar se incorpora à nebulosa mediante um 

processo de acreção, parte dele foi perdendo seu momento angular para precipitar-se 

no Sol primitivo. Sendo que a maior parte deste material passa a formar parte do proto-

sol, uma pequena fração dele mesmo permanece em um disco para dar lugar ao 

sistema planetário solar. Considerando um fluxo do gás puramente kepleriano 

(axialmente simétrico) na nebulosa solar, é sabido que as partículas se precipitam em 

direção à estrela central seguindo uma trajetória espiral. Se considerarmos o gradiente 

de pressão, o fluxo deixa de ser puramente kepleriano. Isto se deve, principalmente, 

pela diferença sistemática entre a velocidade do gás, que é suportada pela pressão, e a 

velocidade que caracteriza os movimentos puramente keplerianos       

(Weidenschilling, 1977). 

A esse respeito, no trabalho de mestrado: “Captura, difusão e acreção num 

sistema coorbital imerso em um meio gasoso” de 2005, estudamos as trajetórias de 

partículas decaindo segundo um caminho espiral, devido ao arrasto gasoso, que são 

perturbadas pela gravidade de um corpo secundário (planeta ou satélite) com uma 

razão de massa de 10-6 em relação ao corpo primário. O objetivo desse trabalho era 

estudar a formação dos sistemas coorbitais.  Num trabalho recente (Chanut et al., 

2008), estendemos nossa pesquisa para varias razões de massa 2µ  de 10-7 até 10-3, 
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mostrando que a  eficiência das capturas das partículas nos pontos de equilíbrio 

lagrangianos não depende somente do tamanho das partículas, mas também da razão 

de massa do corpo secundário. Foi mostrado que a eficiência maior das capturas em 

ressonância 1:1 ocorre para uma razão de massa 2µ  da ordem de 10-6 (ver Tabela 1). 

Além do mais mostramos que nessas condições o tamanho ideal dessas capturas é da 

ordem do metro por unidade astronômica (UA). Vimos também que o raio de colisão 

não muda a dinâmica das capturas e que essas capturas são quase inexistentes quando 

se alcança uma razão de massa 2µ  da ordem de 10-4.  

 

Tabela1: Distribuição das capturas na ressonância 1:1, das colisões, das difusões e outras 

possibilidades (como ressonâncias) relacionadas à dinâmica de planetesimais submetidos ao efeito do 

arrasto gasoso. A distribuição leva em conta varias razões de massa do corpo secundário e dois raios 

de colisão. Neste caso, não foi considerada a existência de falha na nebulosa. 

 

A teoria prediz que ondas espirais são geradas em ressonâncias de Lindblad no 

disco. Uma ressonância de Lindblad é descrita como n: Ω ; onde Ω  é a velocidade 

angular do disco e n é o movimento médio do corpo secundário (satélite ou planetas). 

Essas ressonâncias horizontais ou ressonâncias de Lindblad ocorrem em até uma 

distância do corpo secundário de somente a escala de altura H0. Em um disco de 

acreção, a matéria do disco perde momento angular e espirala em direção ao objeto 

central enquanto um mecanismo viscoso devido ao gás transporta momento angular 

para fora do disco. Lin e papaloizou (1980) mostraram que o transporte viscoso do 

momento angular é sobrecarregado quando a razão de massa 2µ  ultrapassa 10-4. Isso é 

devido ao fato que, segundo Hourigan e Schwarz (1984), a força gravitacional gera 
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ondas de densidades quando o corpo secundário atinge a massa critica. Essas ondas de 

densidades são variações de densidade no disco e são mais fortes nas ressonâncias de 

Lindblad.  Na presença de uma forte densidade nebular, o momento angular pode ser 

transferido das ondas de densidade à matéria do disco, o que conduz à abertura de uma 

falha. Peale (1993) mostrou que essa falha começa a ser aberta quando o corpo 

secundário é maior que 30 massas terrestres ou 30 ⊕M . Quando essa falha é formada, é 

esperado que a densidade e a velocidade angular do gás mudem. A densidade na falha 

diminue em até 10 vezes quando o corpo secundário atinge 300 ⊕M . A presença da 

falha significa que o gradiente radial de pressão negativo é acentuado dentro da falha, 

reduzindo ainda mais a velocidade angular do gás nebular, mas o gradiente de pressão 

é revertido fora do intervalo levando a uma velocidade angular que excede o valor 

kepleriano, como mostra a equação seguinte: 
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onde 0 < b < 1 , a é o semi-eixo maior , r, a distância radial e 0n  é o movimento 

médio do planetesimal.  O parâmetro p = 0 não é realista para a nebulosa inteira, mas 

como a região local de nosso estudo é a região coorbital, podemos simplificar o 

modelo e escolher valores de nosso interesse (Peale, 1993). Weidenschilling (1977) 

mostrou alguns modelos com 0.5 ≤ q ≤ 1.0. Observações de discos em torno das 

estrelas T-Tauri implicam numa distribuição de temperatura na superfície com q ≈ 1/2 

a 3/4 (Beckwith et al., 1990). Nesse caso foi adotado o modelo simplificado de 

Malhotra (1993) onde q = 1 e H0 = 0.005 é a escala que representa neste caso uma 

constante que mede a diferença entre a velocidade do gás e a velocidade kepleriana 

local. Os resultados com a presença da falha na nebulosa são mostrados na Tabela 2 a 

seguir. 

 

 

 



 25 

 

Tabela2: Distribuição das capturas na ressonância 1:1, das colisões, das difusões e outras 

possibilidades (como ressonâncias) relacionadas à dinâmica de planetesimais submetidos ao efeito do 

arrasto gasoso. A distribuição leva em conta varias razões de massa do corpo secundário e dois raios 

de colisão. Neste caso, foi considerada a existência de falha na nebulosa. 

Como podemos constatar na Tabela 2 não existem mais capturas na ressonância 

1:1 quando a massa relativa do corpo secundário alcança o valor de 10-4. Isso se deve 

ao fato que, segundo Hourigan e Schwarz (1984), as perturbações são maiores nas 

ressonâncias de Lindblad. Isso pode ser visto na Tabela 2 onde 19% das partículas 

ficam presas nessas ressonâncias no caso de 4
2 10−=µ .  Outra causa é que perto do 

corpo secundário as ressonâncias são mais densas ( Hourigan e Ward , 1984) e seus 

efeitos se sobrepõem fazendo colidirem as partículas com o corpo secundário numa 

taxa maior que 80%, qualquer que seja o raio de colisão. A variação de densidade 

dentro da falha muda a posição das ressonâncias de Lindblad. O aumento da massa do 

corpo secundário diminui drasticamente a densidade do gás no interior da falha e tem 

como conseqüência a diminuição da quantidade de matéria presa naquelas 

ressonâncias, como podemos ver na Tabela 2 no caso de 4
2 10.3 −≥µ . Além disso, a 

diminuição da densidade perto da região coorbital muda essas ressonâncias para mais 

próximas do corpo secundário aumentando a taxa de colisão. Um fato interessante é a 

reaparição das capturas coorbitais. Constatamos que essas capturas são de satélites 

planetários como mostra a Figura1. Podemos concluir que a aparição de uma falha na 

nebulosa tem duas conseqüências: A primeira é que a quantidade de matéria e 

densidade diminui drasticamente no seu interior à medida que a massa do corpo 

secundário, por exemplo, Júpiter, aumenta até chegar a sua massa atual. Isso tem como 

conseqüência a inibição das capturas na ressonância 1:1. Finalmente, a Tabela 2 

mostra que a falha serve como atrator de matéria devido à proximidade das 

ressonâncias de Lindblad com o corpo secundário. As partículas têm mais chance de 
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fazer um encontro próximo e assim colidirem ou ser capturadas pelo planeta.  

Podemos concluir que o crescimento do planeta foi acelerado durante este período de 

sua formação e que a falha na nebulosa pode ser uma explicação para a existência 

desses satélites mais externos. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 1: Comportamento da longitude de uma partícula no processo de captura com relação ao corpo 
secundário na presença de falha. A massa relativa 2µ  do corpo secundário é 10-3 A longitude em 
relação ao corpo secundário fica em torno de 0 caracterizando um satélite planetário. 

 

 A partir deste trabalho decidimos enfocar nossos estudos sobre a formação 

planetária. Nessa busca para tentar explicar uma etapa da formação planetária, certos 

autores apontaram que o cenário esperado era que os planetas crescessem de 

planetesimais de tamanho quilométrico até proto-planetas pela interação gravitacional 

entre eles. Os planetesimais teriam se formado dentro do disco proto-planétario 

enquanto o gás estava presente. Um problema importante desse cenário é o decaimento 

rápido, associado ao arrasto gasoso, que transporta pequenos corpos em direção ao Sol 

numa escala de tempo de 100 a 1000 anos (Weidenschilling1977). 
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  Um cenário atrativo proposto para a formação dos núcleos planetários assume 

que o aumento da concentração de partículas nos núcleos de vórtices anticiclônicos 

pode provocar um estado de instabilidade gravitacional capaz de formar os núcleos 

planetários (e.g. Barge & Sommeria 1995; Adams & Watkings 1995; Tanga et al. 

1996). Um vórtice (ou vórtex) é um escoamento giratório onde as linhas de corrente 

apresentam um padrão circular ou espiral. São movimentos espirais ao redor de um 

centro de rotação. Na atmosfera terrestre, no Hemisfério Sul, os anticiclones são 

sistemas de alta pressão que originam ventos em sentido anti-horário. Ao contrário do 

anticiclone, o vórtice ciclônico é um sistema de baixa pressão que atrai ventos e gira 

no sentido horário. No hemisferio norte é o vórtice anticiclônico que gira no sentido 

horário. No sistema solar, a grande mancha vermelha de Jupiter é o maior vórtice 

anticiclônico do sistema solar em atividade. 

   Os planetas gigantes do sistema solar possuem um núcleo de material de alta 

densidade cercado por um envelope de hidrogênio metálico e uma atmosfera externa. 

De acordo com um dos modelos clássicos, o núcleo rochoso de alta densidade com 

uma massa de ⊕≈ M10  deve se formar primeiro, antes que uma quantidade razoável de 

gás nebular seja acrescida pelo proto-planeta gigante. Segundo o modelo clássico, 

núcleos rochosos se formam pela aglomeração de partículas incrustadas no disco 

residual de gás que persiste por um tempo em torno da maioria das estrelas recém-

nascidas. Simulações indicam que pelo menos 106 anos são necessários para formar 

um núcleo de 10 ⊕M  (Lissauer 1987) e que outros 107 anos são exigidos para que este 

núcleo adicione 300 ⊕M  de gás nebular. Existem fortes evidências observacionais de 

discos circunstelares em torno de jovens objetos estelares, mas que não permitiram até 

hoje compreender claramente suas evoluções. A redução da poeira é relacionada ao 

aumento de partículas maiores, como planetesimais, e nos dá uma indicação do 

período que iniciou a formação planetária. Para explicar a evolução da massa e do 

momento angular e igualmente as restrições deduzidas dos dados de meteoritos (Palme 

& Boynton 1993), tais discos são provavelmente turbulentos durante um período de 

suas vidas (e.g. Lin 1981; Morfill 1985; Boss 1988). Estruturas coerentes em grande 

escala foram sugeridas para crescer nesses discos turbulentos (Barge & Sommeria 
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1994, 1995), como acontece na dinâmica de fluidos bidimensionais, na qual estruturas 

organizadas são conhecidas para emergir de turbulências aleatórias como fluxo 

giratório de cisalhamento. Esses fluxos de cisalhamento são tensões que provocam a 

deformação do fluido. Mais recentemente, o crescimento de tais estruturas, num fluxo 

kepleriano, foi simulado numericamente começando com um campo aleatório de 

vórtices, no caso incompressível, (Bracco et al. 1998), assim como no caso de água 

pouco profunda (Bracco et al. 1999). Barge e Sommeria (1994, 1995) acharam que 

vórtices anticiclônicos, em grande escala, podem capturar e concentrar muito 

eficientemente as partículas sólidas da nebulosa, e tiveram um papel central no 

primeiro estágio da formação planetária. Eles concluíram que gigantes vórtices 

persistentes podem ser os lugares mais apropriados para a formação dos planetesimais 

e núcleos planetários e que, conseqüentemente, a captura no vórtice pode ajudar a 

explicar o nascimento dos planetas gigantes em menos de um milhão de anos. Um 

prova da existência desses vórtices foi achada através de observações fotométricas da 

proto-estrela KH15D que foram interpretadas por Barge e Viton (2003) como um 

vórtice gigante orbitando a uma distancia de 0,2 UA da estrela e cobrindo 120o da 

órbita. A nova geração de telescópios como o projeto ALMA (ver Wolf e Klahr, 2002) 

poderão certamente comprovar a evidência de atividade de vórtices em discos proto-

planetários.  

         No próximo capítulo faremos uma revisão bibliográfica, apresentando o que já 

foi feito na literatura sobre formação planetária, captura, vórtices e auto-gravidade. Os 

objetivos desse trabalho de tese serão também apresentados neste capítulo. 

 No capítulo 2, analisaremos os processos físicos que condicionam a interação 

entre partículas de poeira e um meio gasoso, com o objetivo de justificar as equações 

do movimento das partículas que se utilizaram posteriormente. Apresentaremos o 

modelo clássico de nebulosa solar (Hayashi, 1981b) e o potencial gravitacional para 

nebulosas massivas. 

 No capítulo 3, apresentaremos os conceitos de acreção na literatura sobre a 

formação do sistema solar. Veremos um modelo simplificado de sedimentação 

(Hayadashi et al. 1985) para simular o processo de crescimento de massa das 
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partículas, com objetivo de analisar seu efeito sobre suas trajetórias quando elas se 

aproximam do vórtice. 

 No capítulo 4, veremos o conceito de vorticidade na teoria da formação 

planetária. As equações de um vórtice bidimensional serão apresentadas de um ponto 

de vista hidrodinâmico achando as soluções das equações de Euler no caso 

incompressível e bidimensional. Veremos também as condições de capturas das 

partículas no vórtice. As integrais elípticas para resolver a auto-gravidade da nebulosa 

serão reapresentadas sendo que, desta vez, mostraremos que devemos levar em conta a 

contribuição do disco para calcular a velocidade angular do gás. 

        No capítulo 5, faremos uma análise detalhada das condições iniciais e das 

simulações numéricas e no capítulo 6 apresentaremos os resultados obtidos visando à 

conclusão de nosso trabalho de tese. 

 

Capítulo 1 

Revisão de literatura e objetivos desse trabalho de tese 
 

1.1 Trabalhos já realizados 

Barge e Sommeria (1994, 1995) consideraram vórtice em grande escala, duradouros 

com tamanhos da ordem da metade da espessura do disco protoplanetário. Eles 

utilizaram o modelo clássico de nebulosa solar de Hayashi (1981b) com vórtices de 

elongação 2. A elongação é a razão entre o semi-eixo maior com o menor. Esses 

autores obtiveram núcleo acumulado num vórtice de ⊕M16  numa escala temporal da 

ordem de 500 órbitas do vórtice a 5UA, supondo que todas as partículas tinham o 

mesmo tamanho (eficiência de captura de %80≈ para partículas de 40 cm.). Esses 

autores utilizaram em seus cálculos a aproximação epicíclica, não consideraram 

distribuição de tamanho para as partículas e seu campo de velocidade para o vórtice 

não é uma solução exata das equações de Euler. 

Tanga et al. (1996) exploraram a possibilidade de que vórtices quase bidimensionais 

(altura muito pequena) de grande tamanho na nebulosa solar atuarem como regiões de 

capturas de partículas. Esses autores consideraram um padrão vortical, não único, com 
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vórtices que tinham um diâmetro típico ≤  0,01 UA a uma distância de 5UA do Sol. 

Suas redes de vórtices incluem vórtices mais alongados (com um quociente entre os 

semi-eixos ou elongação igual a 4) e eram estáticos. Eles não consideraram a fusão 

entre os vórtices e nem o decrescimento exponencial da amplitude do raio com o 

tempo. Eles estimaram analiticamente que, dependendo do valor do arrasto, a escala 

temporal de captura das partículas num pequeno vórtice anticiclônico localizado a 

5UA do Sol seria da ordem de 20 a 1000 anos, ou seja, entre 2 e 100 períodos órbitais 

em torno do Sol. A massa que pode se acumular no núcleo de tal vórtice é da ordem de 

⊕
− M510  nessa escala de tempo. 

Bracco et al. (1998)  resolveram a equação da vorticidade e mostraram que os vórtices 

anticiclônicos podem ser estáveis e sobreviverem num fluxo de gás da nebulosa 

protoplanetária durante muitos períodos orbitais. Seus cálculos simplificados, não 

levam em conta a compressibilidade do fluxo do gás. Alem disso, os vórtices elípticos 

desses autores não eram muito alongados (com elongação compreendida entre 1,7 e 

2,5) e o tempo de parado, sT , tinha um valor fixo. Isso quer dizer que esses autores não 

levaram em conta que o tempo de parado, sT , varia com o tempo à medida que as 

partículas derivam em direção ao Sol. O tempo de parado é o tempo característico para 

que a velocidade de uma partícula diminua de v
r  a  ev /

r  (e =2,71828...) em 

conseqüência do arrasto. No que se refere à captura de partículas, seus resultados 

mostram que o processo de concentração é maior para partículas acima de 1 cm de raio 

a 5UA. Esses autores mostraram também que os vórtices que têm seus raios 

decrescendo exponencialmente em amplitude podem capturar partículas. Os vórtices 

de elongação 2 correspondem ao valor ótimo para as capturas, apesar de que, este 

valor não é um valor realista. 

Godon e Lívio (2000) fizeram uma simulação de um disco politrópico bidimensional 

viscoso e compressível, no objetivo de estudar a formação e o papel desempenhado 

por vórtices em discos protoplanetários. Uma estrutura esférica formada por um gás, 

cuja equação de estado é a dos fluidos politrópicos (gases ideais) submetida à 

influência exclusiva do campo gravitacional de sua própria massa, é chamada de 

politropo e o perfil de densidade e pressão em função da distância ao centro é dada 
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pela equação de Lane-Emden. Num trabalho anterior (Godon e Lívio, 1999b) 

mostraram que os vórtices se desintegram numa escala de tempo da ordem de 10 a 100 

órbitas, sendo que essa escala temporal é inversamente proporcional ao valor do 

parâmetro de viscosidade do gás α  (10 órbitas correspondem à 310−=α ). Os vórtices 

formados em suas simulações são bastante alongados (com uma elongação da ordem 

de 4 a 10), de maneira que são diferentes dos vórtices encontrados por Barges e 

Sommeria ou por Bracco e seu grupo. Esses autores não proporcionaram nenhuma 

discussão sobre o efeito que teriam diferentes valores da elongação do vórtice sobre o 

processo de capturas, como não levaram em conta o efeito do decrescimento 

exponencial em amplitude do raio do vórtice sobre o ritmo das capturas. 

Chavanis (2000) melhorou os trabalhos de investigação preliminares (Barges e 

Sommeria 1995; Tanga et al. 1996) utilizando uma solução exata para o campo de 

velocidades do vórtice obtido a partir das equações de Euler bidimensionais 

incompressíveis e a aproximação epicíclica. Em seu trabalho, este autor estudou a 

escala temporal de captura e o ritmo de capturas das partículas em função do tempo de 

parada sT . Este autor confirmou a validade dos resultados obtidos por Barge e 

Sommeria e mostrou que a captura tem um valor ótimo na região da nebulosa onde se 

encontra atualmente a Terra. 

de La Fuente Marcos e Barge (2001) confirmaram a eficiência  da captura descrita por 

Barge e Sommeria (1994, 1995) no caso de vórtices anticiclônicos. Eles usaram um 

modelo de vórtices dinâmicos com decrescimento exponencial em amplitude do raio 

com elongação da ordem de 1 a 10, enfocando seu trabalho par vórtices com uma 

elongação de 2 a 4. Eles mostraram que a eficiência máxima para captura ocorre 

quando o tamanho da partícula é da ordem de 30 cm, para a qual o parâmetro de 

arrasto ss TΩ=τ  é da ordem de 1 e o tempo de vida esta perto de seu máximo. Eles não 

apoiaram a idéia de que a região ocupada pela Terra pode ter condições apropriadas 

para uma concentração eficaz, tendo em vista que a vida média de um vórtice nessa 

região é 10 vezes mais curta que a equivalente para um vórtice situado a 5 UA. Como 

um vórtice típico tenderia a 0,4 UA de diâmetro, sua eficiência seria muito reduzida 

para captura de material com um valor de vida média das partículas da ordem de 
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centenas de anos. Eles sugeriram que o mecanismo, ainda é robusto para os tamanhos 

estudados, mesmo numa nebulosa quente (1000 k) ou massiva (0.01-0.04
Θ

M ). Porém, 

esses autores não mostraram o efeito da auto-gravidade do disco de nebulosas mais 

massivas, nem o efeito do crescimento das partículas sobre o mecanismo de captura do 

material sólido pelo vórtice. 

Tanga et al. (2002) consideraram pela primeira vez o efeito gravitacional no vórtice, 

isto é, a interação gravitacional mútua entre as partículas presentes dentro do vórtice. 

Eles modelaram um “cluster” ou conjunto de 0,1 UA de raio com a mesma elongação 

que no trabalho de Barge e Sommeria (1995).  Este gira em torno de seu centro e 

possui uma distribuição de partículas de mesmo tamanho no seu interior. Para estudar 

a interação gravitacional entre as partículas eles consideraram dois casos. O cluster é 

inserido no disco a 5UA do Sol sendo considerado isolado ou não. A comparação entre 

os dois casos foi feita para estudar o efeito gravitacional do disco sobre o Cluster. O 

efeito gravitacional entre as partículas no cluster é de dispersão e sugeriram que 

enquanto o colapso gravitacional não ocorre, a gravitação mutua modifica a velocidade 

inicial da distribuição, resultando num aumento de excentricidade e semi-eixo das 

partículas. Eles acharam que o efeito do disco sobre a dispersão das partículas é 

desprezível no curto período de evolução do conjunto e que essa dispersão não 

depende do tamanho das partículas. Concluíram que, mesmo no caso de um colapso do 

mesmo devido a uma instabilidade gravitacional, não ocorrem configurações estáveis. 

Um ponto importante que foi destacado é que um conjunto instável gravitacionalmente 

pode colapsar e emergir num núcleo compacto e massivo, num curto período de 

tempo, antes mesmo que a velocidade de dispersão destrua a concentração inicial. Por 

fim, sugeriram que a presença do gás, através do arrasto, se traduz na dissipação da 

energia cinética do conjunto, impedindo um aumento da velocidade de dispersão. Essa 

sugestão é somente valida para um sistema de partículas de mesmo tamanho.  

Johansen et al. (2004) fizeram pela primeira vez um modelo hidrodinâmico de vórtices 

em três dimensões para explorar as sugestões de Barges e Sommeria (1995). 

Mostraram que vórtices em três dimensões sofrem inúmeras instabilidades lineares e a 

sobrevida deles por mais que uma órbita parece ser surpreendente. Sugerem que eles 
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podem resistir por muito mais tempo quando a viscosidade do gás é baixa.  Este 

modelo tem um perfil de densidade do disco mais realístico e foi obtido usando 

coordenadas mais naturais do fluxo do vórtice em vez das coordenadas elípticas. 

Porém, não é uma solução global das equações de Euler e da continuidade, com uma 

transição gradual entre o vórtice e o fluxo kepleriano em volta. Essa descontinuidade 

no fluxo de velocidade entre a borda interna e externa do vórtice limita um pouco este 

modelo. 

Klahr e Bodenheimer (2006) discutiram mais a possibilidade dos vórtices 

anticiclônicos serem menos turbulentos que o gás ambiente, o que tornaria as 

velocidades de dissipação baixas o suficiente parar prevenir a fragmentação. Notaram 

que os vórtices podem ser utilizados para formar rapidamente planetesimais de 

tamanho quilométrico e sendo ejetados pelo desacoplamento do gás poderiam formar 

planetas independentemente do vórtice. Isso ocorreria por uma rápida coagulação entre 

os planetesimais.  Evidenciaram que não precisaria de uma massa do disco maior que a 

massa mínima para produzir os núcleos dos planetas gigantes e sugeriram que a auto-

gravidade dificultaria a delicada agregação de um núcleo no olho do vórtice.  

Lyra et al. (2009) sugeriram que as ondas de Rossby parecem ser um processo robusto 

na formação de vórtice. As Ondas de Rossby são zonas turbulentas gigantes nas 

correntes de fluidos de proporção planetária. Em atmosferas planetárias, as ondas de 

Rossby formam-se devido a variação do efeito da força de Coriolis com a latitude. 

Mostraram que dentro do vórtice modelado em 2D, a acumulação rápida de sólidos 

ocorre, e faz com que as partículas colapsem em objetos de massa proto-planetária 

numa escala de tempo de algumas órbitas. Um ponto importante é que dentro do 

vórtice a velocidade colisional entre as partículas é muito reduzida, então mediram a 

velocidade relativa entre elas. Acharam que a maioria delas nunca experimentou 

aproximações maiores que 1 m s-1.  Introduziram o efeito da auto-gravidade do disco 

no estudo da formação dos vórtices e concluíram que a auto-gravidade modifica a 

evolução da turbulência mostrando a aparição de mais vórtices. Infelizmente não 

fizeram o mesmo estudo sobre a dinâmica de captura do material sólido. 
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1.2 Objetivos deste trabalho de tese 

 Muitos trabalhos recentes sobre turbulência em discos proto-planetários 

mostram a importância da vorticidade para a teoria de formação planetária. Klahr e 

Bodenheimer (2006) propuseram um modelo em que a formação dos planetas é 

provavelmente caracterizada por três fases. 

 

Fase 1: Formação de vórtices anticiclônicos devido à ocorrência de instabilidades 

             no disco pré-planetário. 

Fase 2: Acumulação de matéria sólida dentro do vórtice para formar o núcleo 

             proto-planetário. 

Fase 3: Acreção de gás em torno do núcleo proto-planetário. 

 

Este trabalho de tese levará em conta somente a segunda fase da formação 

planetária e nosso objetivo principal será:o de estudar a dinâmica de captura de 

partículas por um vórtice realístico girando em torno do Sol numa velocidade 

kepleriana.  

Quando uma partícula se aproxima de um vórtice, a sua trajetória pode ter três 

comportamentos possíveis: 

1) A partícula pode ser capturada pelo vórtice. 

2) A partícula pode atravessar o vórtice e continuar caindo em direção ao Sol. 

3) A partícula pode atravessar o vórtice e regressar a região do vórtice depois de 

dar uma volta completa ao redor do Sol. 

Esses comportamentos serão mostrados, e também como um vórtice acumula as 

partículas ao longo do tempo. 

Estudaremos também, centrando nossa atenção no ritmo de acumulação do material 

sólido, o efeito da auto-gravidade em discos proto-planetários. 

Nosso último objetivo será focado sobre o crescimento das partículas fora do vórtice. 

Estudaremos a distribuição da massa dentro do vórtice através do espectro de massa e 

veremos se existe o que chamamos de concentração seletiva.  
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Capítulo 2 

Modelo de um disco de acreção proto-planetário  
 

2.1. Introdução 

Neste Capítulo analisaremos os processos físicos que condicionam a interação 

entre partículas de poeira e um meio gasoso, com o objetivo de justificar as equações 

do movimento das partículas que serão utilizadas posteriormente. Ao longo dos anos 

foram propostos inúmeros modelos para a nebulosa solar (Morfill et al. 1993; Palme e 

Boynton 1993) . Entretanto, existe uma quantidade de propriedades gerais comuns a 

todos: 

1. A temperatura da nebulosa solar decresce à medida que se incrementa a 

distância heliocêntrica. 

2. O gás nebular possui aproximadamente a mesma composição que o Sol. 

3. A nebulosa solar acresce material em forma de gás e poeira a partir da nuvem 

interestelar que a circunda. 

A Nebulosa apresenta uma composição química similar à do Sol e gira em torno 

deste, sendo submetida, portanto, aos efeitos da gravidade solar. As partículas se 

encontram misturadas ao gás da nebulosa, constituindo o que em Mecânica de Fluidos 

se denomina um sistema fluido de duas fases. Para a etapa evolutiva da nebulosa que 

estudaremos, podemos supor que a fase constituída pelas partículas está formada por 

grãos sólidos similares aos interestelares, cujo comportamento é influenciado 

consideravelmente pelo gás circundante com o qual estão mesclados uniformemente. 

A densidade média da componente sólida nessas condições não representaria mais que 

1% da densidade total do gás, tendo em vista que a influência dos sólidos sobre a 

dinâmica do gás pode ser desprezada. 
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2.2 Propriedades físicas da nebulosa proto-planetária 

Adotaremos uma formulação simples das características físicas da nebulosa Solar 

definindo a densidade superficial de massa do disco proto-planetário )(rσ e a 

temperatura do disco )(rT  mediante as leis de potência: 
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onde 0r  é distância radial de referência com a freqüência orbital 0Ω  e p e q são 

parâmetros definidos através de observações . Suponha-se que o disco é verticalmente 

isotermo (T = constante) com temperatura )(rT . A escala de altura vertical (semi-

espessura do disco) H é dada pela equação: 
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e pode também ser escrita da forma: 
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onde sC é a velocidade do som, Ω  a freqüência angular, K a constante de Boltzmann,  

µ  é a massa molecular média ( 34,2≈µ u), onde u é igual a 1/12 da massa do isótopo 

carbono-12, 12C e Hm  é a massa de um átomo de hidrogênio. Assim, a densidade do 

gás é descrita por: 
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Por outro lado a pressão é dada por: 
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A pequena perturbação à força radial devido ao gradiente de pressões (Adachi et al. 

1976 ; Nakagawa et al. 1986) é descrita pela equação: 
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A equação (2.6) vem do fato de considerar a existência do gradiente de pressões no 

disco. Neste caso, a força por unidade de massa devido ao gradiente de pressão é 

 )/(/1 rPg ∂∂=∆ ρ , 

sendo que o equilíbrio das forças exige que 

grVrV kg ∆+= // 22 , 

onde gV  é a velocidade do gás e rVk Ω= é a velocidade kepleriana. Agora substituindo 

na equação da diferença de velocidades gk VVV −=∆  temos: 
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onde rVg k /2= . O desenvolvimento em serie de Taylor de primeira ordem para 

gradiente de pressões  pequeno nós da: 
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Levando em conta a equação (2.8) teremos 
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e o desvio da velocidade kepleriana é dado pela equação (2.6). 

 Podemos obter a densidade superficial de massa de referência em termos dos 

parâmetros globais do disco protoplanetario normalizando na forma: 
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onde DM  é a massa da nebulosa circumestelar e DR  seu raio. 

  Utilizando evidencias observacionais e valores deduzidos dos modelos teóricos 

(Beckwith et al. 1990; Beckwith e Sargent 1991; Cassen 1992)  podemos deduzir os 

seguintes intervalos de valores dos parâmetros  p e  q : 
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e a seguinte expressão para a temperatura 0T : 
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                     KkT 280)1(200 4/1
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onde k é a opacidade nebular no infravermelho (Pollack et al. 1985; Mizuno e 

Nakazawa 1988; Cuzzi e Weidenschilling 1992; Miyake e Nakagawa 1992, 1993). 

Assim, da Eq.(2.6), para uma nebulosa planetária pouco turbulenta, o parâmetro da 

perturbação Ψ  é aproximadamente 310− . O gás da nebulosa solar órbita com uma 

velocidade local )1( Ψ−= Kg VV . 

 

2.3. Modelo clássico de Nebulosa solar  

Neste trabalho de tese será usado um modelo de nebulosa solar circunstelar de 

massa mínima em que as densidades superficiais do gás e das partículas e a 

temperatura são dadas por leis de potências decrescentes com a distância heliocêntrica 

da forma   2/3−r  e 2/1−r  respectivamente. Este modelo recebe o nome de modelo de 

Hayashi. Alem disso, considera-se a existência de equilíbrio hidrostático na direção 

vertical, estudando-se principalmente a dinâmica das partículas numa região anelar em 

torno da órbita atual de Júpiter. O tamanho das partículas é compreendido entre 

valores centímetros e métricos.  

Neste tipo de nebulosa solar temos os valores da massa do disco 
Θ

= MM D 0425,0 , 

e os parâmetros  p = 1,5 e  q = 0,5.  Isso conduz a uma densidade superficial de massa 

para o gás 2
0 000.17 −≈ Kgmσ  a uma distância radial de referência r0 = 1UA 

(adotaremos para todas as nossas medidas o sistema internacional (SI)). Por outro lado, 

a densidade do gás a 1UA é 38104,1 −−× Kgm  e a temperatura é 280 K.  A nuvem 

molecular de 1
Θ

M  a partir da qual se formou a nebulosa solar mediante colapso 

gravitacional estava caracterizada por uma temperatura típica de K10≈  e uma 

densidade de 31710 −−≈ Kgm . A velocidade do som em cm s-1 para o gás da nuvem 

molecular é dada pela expressão: 
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onde 34,2=µ u é o peso molecular médio do gás composto principalmente de H2 e He 

e Hm  , a massa de um átomo de hidrogênio . 
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 A evolução do sistema solar começa a partir de uma nebulosa solar pré-

planetária, composta de gás e poeira, com uma massa de (0,01- 0,04 
Θ

M ) que tem 

estrutura de disco e em que a gravidade solar, a pressão do gás e a força centrífuga 

estão em equilíbrio. Para construir este modelo de nebulosa solar, supõe-se que o gás e 

a poeira de origem interestelar estão bem mesclados e que a distribuição radial da 

densidade superficial de massa do disco é de tal forma que os planetas terrestres atuais, 

assim como os planetas gigantes, se formaram mediante um processo de migração 

mínima da poeira na direção radial. A hipótese de uma nebulosa pouco massiva é 

proposta levando em conta a massa atual do sistema solar e a presença de certa 

quantidade de H2 e He que reproduzem a abundância química solar. O valor 0,01
Θ

M  é 

considerado unicamente como uma massa mínima, já que podemos levar em conta que 

uma massa comparável a esta pode cair sobre o Sol durante as diferentes etapas do 

processo de formação planetária. 

 A distribuição radial da massa da nebulosa é justificada neste modelo a partir das 

massas e das órbitas dos planetas no sistema solar atual. A Nebulosa em equilíbrio é 

um disco plano girando em torno da estrela com uma velocidade um pouco mais baixa 

que a velocidade Kepleriana devido à presença de um pequeno gradiente de pressões 

do gás na direção radial. A temperatura da nebulosa é determinada pela compensação 

entre o aquecimento devido à radiação solar e o resfriamento devido à emissão de 

radiação térmica. A nebulosa pouco massiva não se fragmenta devido a sua pequena 

auto-gravidade e, em princípio, as partículas começam a cair em direção a seu plano 

equatorial. Quando a maioria das partículas se depositou no plano equatorial, a 

nebulosa chega a ser transparente à radiação solar visível e, como resultado, a 

temperatura do gás é determinada principalmente por essa radiação. A temperatura T a 

uma distância r do sol, utilizando a equação (2.11), é dada por: 
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onde L e ΘL  são a luminosidade nesta etapa e no momento atual respectivamente. 

Levando em conta a pouca dependência de T  com L, utilizaremos a aproximação 

Θ= LL 1  . No modelo de nebulosa de Hayashi, a etapa transparente se caracteriza por 

uma distribuição de densidade superficial das partículas com um deslocamento radial 

mínimo. A equação para essa densidade superficial é: 

 













<<





×

<<





×

=
−

−

−
−

UArUAparamKg
UA
r

UArUAparamKg
UA
r

s

367,2
1

300

7,235,0
1

71

2
2/3

2
2/3

σ ,    (2.14) 

 

A diferença entre os coeficientes na equação (2.14) provém de que, junto com os 

materiais rochosos, na região externa, tem materiais gelados e como a temperatura 

nessa região é KT 170< (temperatura de condensação do gelo), esses materiais podem 

condensar.  Segundo a equação (2.13), este valor da temperatura corresponde a uma 

distância radial UAr 7,2> . 

 Por outra parte, a densidade superficial do gás necessária para produzir a 

composição química Solar pode ser expressa da seguinte forma: 
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Alem disso, Hayashi (1981) obteve, a partir da condição de equilíbrio na direção 

z, a densidade do gás gρ  no plano equatorial e a espessura média da nebulosa 0H . 

Assim: 
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e da equação (2.3) temos 
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2.4. A Nebulosa massiva  

Se considerarmos que a massa do disco é suficientemente grande para que a 

contribuição da sua gravidade seja significativa, o potencial gravitacional em um ponto 

qualquer de um disco fino é dado pela expressão (Binney e Tremaine 1987): 

α
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σαφ
π
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222

2
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,    (2.18) 

onde )(uσ é a densidade superficial de massa do disco, r é a coordenada radial da 

partícula, u é a variável radial para a integração da contribuição ao potencial da 

densidade de massa do disco , α  é a variável angular correspondente a mesma 

integração, φ   é a coordenada angular da partícula e z é a altura sobre o plano da 

nebulosa no sistema de coordenadas cilíndricas. Por outro lado, se considerarmos um 

disco axialmente simétrico, o potencial gravitacional não dependera da coordenada 

angular. Neste caso, para 0=φ , podemos fazer a substituição seguinte: 

           )2/(cos1)(cos2 2222222 αα kzurruzur −++=−++ ,      (2.19) 
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Fazendo uso das integrais elípticas de Legendre de primeira e segunda espécie: 
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e da relação entre elas: 
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A equação (2.20) se transforma em: 
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Para calcular a força gerada pelo potencial, derivamos a expressão anterior em relação 

a r. Assim obtenhamos : 
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Ampliando a relação entre as integrais elípticas de primeira e segunda espécie e 

usando a relação : 
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Obtemos a expressão da força: 
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Levando em conta que z = 0 e que a densidade superficial 2/3
0 /)( uu σσ = , a equação 

(2.23) cai na forma: 

dukukE
u
r

r
u

k
k

kK
r
G

F
DR

RD
1

2

2

2/3
0

*

)(
14

1
)( −∫ 














 −








−

−−=
σ

,   (2.24) 

equação que pode ser simplificada, fazendo )1/( 22 kkW −= , obtendo a expressão que 

denominaremos auto-gravidade do disco e designaremos como Φ : 
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Embora  em z = 0 a expressão anterior seja singular quando k = 1, podemos introduzir 

um fator de suavidade para evitar a singularidade que, por outro lado, é integrável, 

tratando-se de uma integral imprópria de segunda espécie (singularidade no domínio 

de integração). Assim, nos cálculos numéricos utilizaremos este fator de suavização 

quando a região estudada será o plano médio da nebulosa. 
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2.5. Equações do movimento e  modelo de arrasto 

 O movimento de uma partícula sólida submetida à atração da estrela central, ao 

arrasto por fricção com o gás da nebulosa protoplanetária e à auto-gravidade da 

nebulosa no caso que esta seja massiva, pode expressar-se num sistema inércial 

centrado no Sol mediante a equação: 
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−Φ−−−= Θ ,                    (2.26) 

sendo  r
r  o vetor posição da partícula, u

r  a velocidade da partícula  em relação ao gás, 

sT  o tempo de parada, G a constante de gravitação universal, e ΘM a massa do Sol. O 

terceiro termo a direita leva em conta a auto-gravidade da nebulosa devendo ser 

calculado numericamente mediante a equação (2.25) e o quarto termo leva em conta o 

aumento de tamanho da partícula por acreção, onde s é o raio da partícula. 

  Com o objetivo de estudar a dinâmica das partículas submetidas ao arrasto do 

gás nebular, considera-se um sistema de referência inercial com origem no Sol. A 

velocidade relativa de uma partícula em relação ao gás, u
r , define-se através da relação 

entre a velocidade da partícula no sistema escolhido e a velocidade do gás, gV , pela 

expressão:  

                                      gVvu
rrr

−= .                                 (2.27) 

As partículas respondem ao arrasto do gás de maneira diferente dependendo de seus 

tamanhos. A variável mais útil no estudo da resposta diferencial das partículas frente 

às forças de fricção é o tempo de parada, sT  (Whipple 1973). Essa escala temporal é a 

característica para que a velocidade de uma partícula diminua de v
r  a ev /

r                    

(e =2,71828...) em conseqüência da fricção e depende não somente da massa e da 

velocidade da partícula como também de sua distância heliocêntrica. O regime de 

arrasto depende do número de Knudsen, a relação entre o tamanho da partícula e  o 

caminho médio livre das moléculas do gás ( 2/ HgHm σρµλ = , com 219
2 102 mH

−×≈σ ) 

e do número de Reynolds, a relação entre as forças inerciais e a viscosidade. A 

equação que define o tempo de parada sT  é : 
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                                                   se     λ4/9≤s    (regime de Epstein) 

                                                                                                              (2.28) 

                                                    Outros casos     (regime de Stokes)  

 

Onde gρ  é a densidade do gás, sC  sua velocidade térmica, pρ ,  a densidade do 

material sólido ( será assumido um valor médio de 2000 Kg m-3), s, o raio da partícula 

e DC  é um coeficiente adimensional que depende do número de Reynolds 

ggsu ηρ /2Re =  ( gη  é a viscosidade dinâmica do gás, sgg Cλρη 2/1= ). A viscosidade é 

a propriedade dos fluidos correspondente ao transporte microscópico de quantidade de 

movimento por difusão molecular. Ou seja, quanto maior a viscosidade, menor será a 

velocidade em que o fluido se movimenta. A velocidade térmica é dada por 

Hs mKTC πµ/8= , onde K é a constante de Boltzmann, µ  a massa molar média 

( 34,2≈µ u), T a temperatura e Hm  é a massa de um átomo de hidrogênio. Na equação 

de sT , o regime de Epstein corresponde a uma aproximação para o caso subsônico 

quando s2≥λ , o que simplifica a força de arrasto se sCv <<  transformando-a em 

vsACF s
2ρ= , onde 3/4π≈A  se o coeficiente de integração dos átomos ou das 

moléculas sobre uma esfera movendo-se no meio é igual a unidade (Whipple 1973). 

Seguindo Weidenschilling (1977), o coeficiente adimensional de arrasto é dado por: 

 

                                                                  se  1Re <  

 

                                                                 se  800Re1 << ,                  (2.29) 

 

                                                                 se  800Re > . 

 

 Vamos agora caracterizar o coeficiente de arrasto ss TΩ=τ  que representa a resposta 

de uma partícula que está se movendo no gás da nebulosa sofrendo fricção. Uma 

partícula pequena, com 1<<sτ , está acoplada ao gás, isto é, a força de arrasto domina 

a  solar e a partícula tende a mover-se de forma solidária ao gás. Para um corpo 
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grande, com  1>>sτ , o arrasto do gás fica pequeno comparado à gravidade solar e o 

corpo se move em órbita kepleriana. Segundo Chavannis (2000), fixando o raio das 

partículas existe uma distância específica ao Sol para a transição entre o regime de 

Epstein e o regime de Stokes. Como também dependendo da distância ao Sol podemos 

calcular o raio critico para a transição entre os dois regimes. Essa distância pode ser 

calculada por: 
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Sendo que neste caso 4/11)1/( UAr=λ cm. Assim, para a distância atual de Júpiter temos 

cm93=λ . No caso da terra, cm1=λ .  

 

Capítulo 3 

Crescimento das partículas 

 

3.1. Introdução 

 Nesta capítulo, veremos um modelo simplificado para simular o processo de 

acreção de massa com o objetivo de analisar seus efeitos, tanto qualitativamente como 

quantitativamente, sobre o movimento das partículas. Entre os processos que exigem 

uma determinação empírica, encontra-se o estudo da natureza das colisões a baixa 

velocidade tanto entre os grãos de poeira como entre os agregados de partículas. Este 

tipo de experimentos são extraordinariamente difícieis de serem realizados utilizando 

procedimentos clássicos e na maioria dos casos as ferramentas numéricas são as únicas 

disponíveis, incluindo experimentos de simulação de longa duração para estudar a 

eficiência do processo de acreção planetária.  Crê-se que a formação do sistema solar 

teve duas etapas: 

1. A coagulação dos grãos de poeira mediante a qual se formarão os 

planetesimais (objetos de tamanho quilométrico). 

  2. A acreção subseqüente destes planetesimais para formar núcleos planetários. 

Esta subdivisão esta motivado pelos seguintes fatos: 
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 a) Os corpos de tamanho inferior ao quilômetro estão acoplados ao gás nebular, 

enquanto que os corpos de maior tamanho se desacoplam perfeitamente do movimento 

do gás. Isso significa que o movimento dos objetos pré-planetesimais está determinado 

pelo movimento do gás no disco de acreção pré-solar. Ao contrário  do movimento dos 

corpos de maiores tamanho que pode ser considerado independente das condições do 

gás e movem-se em órbitas keplerianas. 

 b) A atração gravitacional entre os objetos de pequeno tamanho é desprezível 

comparada com as forças inter-partículas, sendo atrativas (força de Van Der Vaals 

entre partículas neutras) ou repulsivas (forças eletrostáticas devidas à presença de 

partículas carregadas). Isso significa que esses corpos não se estabilizam mediante sua 

auto-gravidade mais pela intervenção de outros processos como a atuação das forças 

de superfície e ligações químicas. Para os objetos cujo tamanho é quilométrico, a 

interação gravitacional é sem dúvida um parâmetro importante. Este é certo para as 

propriedades estáticas, como a preponderância da atração gravitacional frente às forças 

inter-partículas e também para as propriedades dinâmicas, como a maior importância 

das velocidades de escape frente às velocidades relativas entre os diferentes objetos. 

 A consideração das condições físico-químicas na nebulosa solar necessita de 

dados experimentais de laboratório para compreender as interações entre corpos pré-      

planetesimais e pré-planetários no sistema solar primitivo e poder deduzir expressões 

analíticas que reproduzam o processo de crescimento. Os experimentos de laboratório 

demonstram que sob um amplo número de condições as partículas muito pequenas 

(micrométricas) se grudam literalmente umas as outras, formando agregados de maior 

tamanho. Neste tipo de tamanhos o mecanismo de agregação de partículas dominante é 

a atuação das forças de Van Der Waals. Weidenschilling (1980) chegou à conclusão 

que as forças de Van Der Waals por si só podiam produzir agregados de tamanho 

centimétrico numa nebulosa proto-planetária laminar, em que as velocidades relativas 

são devidas ao movimento térmico entre outros. Essa conclusão parece ser válida para 

uma nebulosa com uma viscosidade moderada ( 210−≤α ); as partículas nesta ordem de 

grandeza parecem estar fortemente acopladas ao gás, de maneira que seus movimentos 

turbulentos são correlativos e têm pouca influência sobre suas velocidades relativas.  O 

crescimento de corpos maiores cria um problema de difícil solução. Os incrementos 
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das velocidades relativas com o tamanho e as diferenças em tamanho dão lugar a 

muitas outras possibilidades com efeitos contrários ao crescimento por adesão: 

processos de repulsão entre partículas, erosão com perda de massa, e inclusive rupturas 

dos corpos em colisão.  

 Existem poucos dados experimentais em processos de colisão de agregados 

pouco coesos. Weidenschilling (1988c) projetou experimentos com partículas de 

poeira de pedra de pómez não consolidada, fazendo as bater com alvos constituídos 

por outras partículas de poeira e chegando a conclusão de que se produz uma perda de 

massa para velocidades de impacto com um valor maior que 10 m s -1. Pinter et al. 

(1989) e  Blum et al. (1989) projetaram experimentos para colisões de agregados 

plumosos( minerais cristalinos) sub-centimétricos com velocidades relativas superiores 

a uns poucos metros por segundo. Esses autores encontraram que o processo de 

coagulação acontece com uma probabilidade de adesão superiora a 10 % e o processo 

de fragmentação ocorre com velocidades relativas maiores que 6m s-1, implicando uma 

pressão de impacto da ordem de 104 Joules m-3. Os agregados que se formam são 

esferas cristalinas ligadas por uma capa de hidrocarbonetos; o grau de similaridade 

destes constituintes com o material nebular ainda é incerto.  Os mais recentes 

experimentos de (Blum et al. 1999, 2000) com partículas micrométricas e sub-métricas 

em ambiente que reproduzem as condições da nebulosa proto-planetária estão 

permitindo uma melhor compreensão dos processos de sedimentação das partículas 

pré-planetesimais. Os resultados obtidos indicam que a reestruturação dos agregados, e 

conseqüentemente, o incremento gradual da dimensionalidade fractal dos mesmos se 

convertem em processos importantes quando as partículas alcançarão um valor 

superior a uns poucos centímetros. 

 

3.2. Sedimentação ou acreção das partículas  

 Com o objetivo de obter as principais conseqüências dinâmicas relacionadas ao 

crescimento de massa usaremos um modelo de acreção simplificado. Suponha que o 

material sólido que se encontra muito perto, se junta à partícula esférica considerada 

com uma probabilidade δ (coeficiente de sedimentação ou acreção), podemos escrever 

a variação de sua massa e de seu raio da forma (Hayadashi et al. 1985): 
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onde sρ  é a densidade volumétrica da partícula, sρ  é a densidade volumétrica do 

material solido, 0s  é o raio inicial da partícula, sV∆  é a velocidade relativa da partícula 

em relação ao gás e  s  representa o raio da partícula. Disso podemos tirar a escala de 

tempo para o crescimento da massa da partícula dada por: 
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  E é aproximadamente um fator )( ks vV δ∆ inferior a escala de tempo da deriva 

simples no caso de uma partícula no regime de Stokes (vários metros), supondo uma 

nebulosa axialmente simétrica. No caso de partículas pequenas (regime de Epstein), a 

escala de tempo de deriva dada por (Weidenschilling 1977) é: 
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e a escala de tempo de crescimento por sedimentação é aproximadamente um fator 

( ) ( )δρρ kskss vCs 22Ω  superior a vida média das partículas na nebulosa levando em 

conta só a deriva simples, onde kv  é a velocidade kepleriana. Tendo em visto que 

dependendo de seus raios iniciais e posições heliocêntricas, as partículas podem sofrer 

uma mudança de regime durante o crescimento. 
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Capítulo 4 

Vórtices na nebulosa solar 

 

4.1. Introdução 

Em grande parte dos estudos recentes sobre turbulência em discos proto-

planetário tem se destacado a importância da vorticidade na teoria da formação 

planetária. Um dos mecanismos recentemente proposto para explicar a formação dos 

núcleos dos planetas gigantes postula que a concentração de partículas de poeiras nas 

regiões centrais de vórtices anticiclônicos pode dar lugar a instabilidade gravitacional 

capaz de formar os ditos núcleos (Barge e Sommmeria 1994, 1995; Adams e Watkins 

1995; Tanga et al. 1996). 

As teorias da estrutura dos planetas gigantes de nosso sistema solar consideram 

que estes possuam um núcleo de matéria de alta densidade rodeado por um envelope 

de hidrogênio metálico e uma atmosfera externa. Segundo um dos modelos clássico de 

formação planetária, um núcleo denso e rochoso com uma massa de ⊕≈ M1  se formou 

primeiro, antes que quantidades consideráveis de gás fossem atraídas pelo proto-

planeta gigante. De acordo com o modelo básico, os núcleos rochosos se formarão 

mediante a aglomeração dos grãos de poeira imersos no disco residual de gás que 

permanece depois a formação da maioria das estrelas. As simulações indicam que são 

necessárias ao menos 106 anos para formar um núcleo rochoso de 10 ⊕M  (Lissauer 

1987). 

 Resultados observacionais recentes (Brandner et al. 2000 ) parecem indicar que 

os discos circum-estelares perdem seu conteúdo de poeira em 5 à 15 milhões de anos. 

O desaparecimento da poeira esta relacionada com a aglomeração de partículas de 

maior tamanho (planetesimais), constituindo assim um indicador do começo da etapa 

de formação planetária em discos proto-planetários. Crê-se que tais discos são 

turbulentos durante parte de sua existência (Lin 1981; Morfill 1985; Boss 1988), o que 

explicaria a evolução de suas massas e momento angular. Com objetivo de entender o 

problema de formação planetária e tomando como base as idéias originais de  Alfvén e 

Arrhenuis (1976), se propõe ( Barge e Sommeria 1994, 1995 ; Tanga et al. 1996; de La 
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Fuente Marcos e Barge 2001) que vórtices quase-bidimensionais em grande escala na 

nebulosa solar poderiam ter atuado como regiões de capturas das partículas solidas. 

Estes tipos de estruturas podem aparecer na nebulosa com rotação diferencial (Nezlin e 

Snezhkin 1993) ou serem geradas devido a instabilidades específicas como a 

instabilidade de Rossby (Lovelace et al. 1999; Li et al. 2000, 2001; Lyra et al. 2009) 

ou instabilidade baroclínica (Bracco et al. 1998, 1999; Godon e Lívio 1999a, b, 2000; 

Klahr e Bodenheimer, 2000, 2003). Um fluxo baroclínico é um fluxo onde a pressão P 

depende da temperatura T e o não alinhamento do gradiente de densidade com o da 

pressão cria uma instabilidade chamada instabilidade baroclínica. 

Exemplos da existência dessas estruturas na natureza são os vórtices atmosféricos 

persistentes nos planetas gigantes como a grande mancha vermelha de Júpiter. Esses 

fenômenos foram reproduzidos em experimentos de laboratório (Sommeria et al.1988; 

Nezlin e Snezhkin 1993) e tem sido explicado em termos de mecânica estatística 

aplicada ao estudo da turbulência bidimensional ( Sommeria et al. 1991;  Miller et al. 

1992). Mais recentemente, o crescimento de estruturas coerentes de grande escala num 

fluxo kepleriano foram simuladas numericamente a partir de um campo de vorticidade 

inicialmente aleatório no caso incompressível (Bracco et al 1998) e também utilizando 

no caso de água pouco profunda (Bracco et al. 1999). Barge e Sommeria (1994, 1995) 

encontraram que os vórtices anticiclônicos de grande escala podem capturar e 

concentrar muito eficientemente as partículas sólidas da nebulosa e propuseram que 

estes vórtices podem desempenhar um papel fundamental nas primeiras etapas da 

formação planetária. Esses autores chegaram à conclusão de que vórtices gigantes 

persistentes seriam os lugares mais apropriados para a formação de planetesimais e dos 

núcleos planetários e, portanto, o mecanismo de captura de partículas pelo vórtice 

ajudaria a explicar a formação dos planetas gasosos gigantes. Mas, como as partículas 

podem superar a etapa do tamanho de metro? 

Uma possível resposta poderia residir na formação das estruturas vorticais na 

nebulosa solar. Vórtices quase bidimensionais de grande escala foram sugeridos por 

Von Weizsäcker (1944, 1948) para explicar a regularidade na distribuição da distância 

dos planetas ao Sol. Nos cálculos se considera um modelo bidimensional baseado nos 

resultados obtidos por Hayashi et al. (1985). De seus resultados se deduz que a 



 51 

aproximação bidimensional esta plenamente justificada, já que os processos dinâmicos 

na direção vertical dão lugar a um disco muito fino em comparação com sua dimensão 

radial, e sempre que se esta considerando a região dos planetas gigantes.  

Num trabalho basicamente analítico, os hipotéticos vórtices presentes na 

nebulosa poderiam ser estudados como estruturas dinâmicas gasosas, essencialmente 

planas, descritas pelas equações da hidrodinâmica em duas dimensões. Embora, no 

princípio, esta afirmação possa parecer contraditória, desde que a componente gasosa 

do disco seja formada por bolhas (elementos de fluido) cujo movimento ocorreria 

praticamente sem colisões, porém uma análise aprofundada do fenômeno permita 

justificar um estudo hidrodinâmico. Na realidade, o fenômeno é similar ao que se 

produz em física de plasma quando as partículas carregadas são submetidas a um 

campo magnético intenso e se movem em órbitas de Larmor por causa da força de 

Lorentz. Neste caso, o movimento perpendicular ao campo magnético devido à força 

de Lorentz é isotrópico, e o raio de Lamor é equivalente ao trajeto livre médio das 

partículas na nebulosa solar. Estes fatos justificam o uso das equações não colisionais 

da magneto-hidrodinâmica para descrever o movimento do plasma no sentido 

perpendicular de um campo magnético forte, desde que o movimento é lento em 

comparação com o período associado à freqüência de Larmor e a escala grande em 

comparação com o raio de Larmor. Este resultado é conhecido como teorema de 

Chew, Goldberger e Low (1956). No caso do disco da nebulosa solar os vórtices 

gasosos são similares as órbitas de Larmor. Se o raio dos vórtices é pequeno 

comparado com o raio do disco nebular e por analogia com o caso da magneto-

hidrodinâmica, a utilização de uma descrição bidimensional é plenamente justificada, 

já que o movimento das bolhas pode supor-se rápido em comparação com a velocidade 

de rotação do disco e a escala grande em comparação com o raio do vórtice. 

No estudo da dinâmica das partículas, dois modelos diferentes para a nebulosa 

protoplanetaria serão usados: uma nebulosa solar da massa mínima (Whipple et al. 

1972; Hayashi et al. 1985) e uma nebulosa maciça protoplanetaria (Adams et al. 1989) 

em que os efeitos da força da gravidade devido ao próprio disco (auto-gravidade) têm 

uma importância significativa. Além disso, numa nebulosa solar maciça, a força de 

reação da camada de gás sobre as partículas é mais fraca do que numa nebulosa da 
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massa mínima, desde que mais maciça a nebulosa mais intensa é a turbulência, assim a 

mistura das partículas é maior e a densidade da camada das partículas é menor. No 

caso de sistemas onde a auto-gravidade é desprezível ou muito pequena as 

perturbações devidas aos vórtices são capazes de se manter por mais tempo. Adams e 

Laughlin (1996) propuseram que os vórtices previamente formados podiam persistir 

durante uma fração significativa da existência dos discos circunstelares. Como se 

forma um grande vórtice? Qual é a característica dos vórtices estáveis? Como a 

presença de um vórtice afeta o movimento das partículas? Nos últimos anos tivemos 

respostas as duas primeiras questões sendo que cálculos mais recente (Godon e Lívio 

1999a, 1999b, 2000) levam a crer que no caso mais realista a escala de tempo para a 

estabilidade desses vórtices seja da ordem de uns 300 anos. 

 

4.2. Equações básicas de um vórtice bidimensional 

Em principio, podemos dizer que sistemas fluidos diferenciais girando 

naturalmente produzem vórtices. De um ponto de visto estritamente hidrodinâmico, 

um vórtice é uma região do espaço onde se produz concentração de vorticidade ou 

rotação em torno de um ponto fixo ou móvel.  Em mecânica dos fluidos a vorticidade é 

definida como 

                                gV
rrr

∧∇=ω ,                                      (4.1)  

onde   gV
r

 é o campo de velocidades no caso considerado de gás nebular.  

As equações de Navier-Stokes do fluxo (Acheson 1990) são  
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                                                                           0=∇ gV
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Onde P é a pressão do gás, gη  é sua viscosidade dinâmica e gρ  sua densidade. 

Tomando o rotacional da Eq. (2) obtemos 
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O segundo termo do membro a direita da Eq. (4.4) é um termo fonte para vorticidade. 

Este termo não é zero se ),( TPP gρ= (fluxo baroclínico) e se anula se )( gPP ρ=  

(fluxo barotrópico). Em geral a vorticidade pode ser gerada pelo não alinhamento de 

)1( ρ∇
r

 com P∇
r

 (instabilidade baroclínica). O último termo a direita da Eq.(4.4) é 

responsável pela dissipação viscosa da vorticidade. Na ausência de efeitos dissipativos 

(fluido ideal, 0=gη ) e para um fluxo barotrópico, O fluxo de vorticidade na superfície 

de um fluido é constante (Teorema de circulação de Kelvin, Acheson 1990). 

 Se o fluxo não é exatamente barotrópico (como resultado, por exemplo, do 

reprocessamento dos fótons estelares, a vorticidade pode gerar-se diretamente. Este 

trabalho não investiga sobre quais condições os vórtices se formam no disco, nem se 

eles são estáveis ou quanto tempos eles podem sobreviver no disco.  Como indicamos 

anteriormente , simulações recentes tanto no caso incompressível como compressível,  

mostraram que uma vez formados, os vórtices anticiclônicos podem sobreviver 

durante dezenas ou centenas de órbitas ( ver Godon e Livio 1999b, 2000). Não esta 

claro até hoje como se produz a formação inicial dos vórtices no disco. Godon e Livio  

(2000) encontraram que os vórtices anticiclônicos podem formar-se a partir de uma 

perturbação aleatória inicial do campo de vorticidade. Se a vorticidade  é gerada 

continuamente a um ritmo constante no fluxo (e.g. por convecção), então um grande 

vórtices pode formar-se e subsistir (por exemplo mediante a fusão de vórtices 

menores). 

 Outro mecanismo para explicar a formação dos vórtices em fluxos keplerianos se 

fundamenta na presença de instabilidade baroclínica. (Klahr e Bodenheimer  2000, 

2003). Os trabalhos de Li e seus colaboradores (2001) propuseram um mecanismo 

físico baseado na instabilidade das ondas de Rossby que poderia produzir vórtices de 

grande escala. Todavia , Godon e Lívio (1999b) obtiveram resultados numéricos 

robustos sobre a sobrevivência de vórtices anticiclônicos coerentes num fluxo 

kepleriano submetido a forças de cisalhamento de grande magnitude. De acordo com 

Godon e Lívio, os vórtices ciclônicos se dissipam rapidamente enquanto os 

anticiclônicos  podem sobreviver no fluxo dezenas de órbitas. Quando se gera mais de 

um vórtice, eles interagem entre si mediante ondas de vorticidade e se fundem para 

formar vórtices maiores em um curto lapso de tempo, de maneira que nossos cálculos 
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se restringirão a um único vórtice girando ao redor do sol a uma distância 0r  numa 

órbita circular kepleriana. Godon e Lívio (1999b) mostraram que a amplitude do 

vórtice decresce de acordo com a lei τteA −∝ , onde τ , escala temporal do vórtice se 

incrementa à medida que a viscosidade diminui. Isso é conseqüência do último termo 

da Eq.(4.4) sendo responsável pela dissipação viscosa da vorticidade. O objetivo de 

simular a dissipação do vórtice considera-se um raio do vórtice dependente do tempo 

dado pela equação: 

                            τteRR −= 0 ,                                       (4.5) 

onde 0R  é o valor inicial do raio do vórtice. Em suas simulações Bracco e seus 

colaboradores (1998, 1999) que a formação de vórtices coerentes é possível quando os 

parâmetros do disco planetário tomam valores comunamente aceitos para a nebulosa 

solar. 

Entretanto, Godon e Lívio (1999b) mostraram que a vida média dos vórtices é 

inversamente proporcional ao parâmetro α , e seu valor seria de uns 10-100 períodos 

orbitais com uma viscosidade α  de 10-4 a 10-3. Embora estudasse o caso menos 

favorável, conservamos o modelo clássico de nebulosa solar para facilitar a 

comparação com os trabalhos anteriores neste campo. Nos cálculos que foram 

realizados, o tamanho característico (ou raio) inicial do vórtice é igual à espessura ou 

escala vertical H0 da nebulosa e corresponde ao limite para os movimentos subsônicos. 

 Considerando o gás como um fluido ideal em que os efeitos da viscosidade e da 

condutividade são desprezíveis, as equações de Euler que descrevem o movimento do 

fluido mediante o campo de velocidade em coordenadas cartesianas são: 
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 Considerando o caso incompressível, estacionário e supondo que o movimento do 

fluido apenas afeta o gradiente de pressão (obtido utilizando a hipótese de equilíbrio 
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hidrostático), resolveremos as equações de Euler na ordem zero e o gradiente de 

pressão em coordenadas polares será dado por: 

rrGMdrdP 22/ Ω==
Θ

ρρ  

e em coordenadas cartesianas por 

XdXdP 2Ω= ρ  e YdYdP 2Ω= ρ  

onde Ω  é a freqüência kepleriana ( 3/ rGM
Θ

), G é a constante de gravitação 

universal, X e Y as coordenadas cartesianas, e
Θ

M é a massa do sol. 

Substituindo nas Eq.(4.6) temos 
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E substituindo a Eq.(4.9) nas Eq.(4.7) e (4.8), chegamos às soluções para o 

campo de velocidade: 

     YVX Ω−= ,                                     

                                XVY Ω= .                              (4.10) 

Se as soluções dadas pelas equações (4.10) são escritas num sistema de referência 

centrado no vórtice com x a coordenada azimutal e y a coordenada radial, temos: 

       ( ) yV
xg Ω−=

2
1 , 

                                        ( ) xV
yg Ω=

2
1 .                        (4.11) 

Dado que o sistema das equações (4.11) é local ao vórtice, mas este está girando 

também em um disco em que o campo das velocidades é descrito pelas equações 

(4.10), é necessário relacionar ambos os campos de velocidades mediante uma 

transformação matemática que proporciona uma transição suave entre eles. Por outro 

lado, esta transformação deve reproduzir qualitativamente comportamentos como 

observados em redemoinhos terrestres.  Uma das funções que intuitivamente cumpre 
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esses requisitos é a exponencial decrescente. Portanto, a transformação como se vera 

mais adiante que verifica todas essas restrições é 
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onde R é o raio do vórtice. O parâmetro f  é a elipticidade ou elongação do vórtice,       

f = a/b, com valores de (1, ∞ ), onde a e b  são os semi-eixos maior e menor do vórtice. 

O campo de velocidade dado pelas equações (4.12) e (4.13) não é uma solução exata 

das equações de Euler mais constitui uma solução aproximada de primeira ordem. S 

em dúvida este campo de velocidades reproduz o comportamento clássico 

( 0,)23( 0 =Ω−= yyx && ), constituindo uma solução exata fora do vórtice. Sabendo que o 

vórtice é uma estrutura dissipativa, devemos introduzir um decrescimento exponencial 

na equação de R que leva em conta sua diminuição de tamanho. Essa equação é  
τteRR −= 0 , onde 0R  é o tamanho inicial do vórtice e τ  é a vida média característica 

(estimada em mais ou menos 600 anos). 

 As equações do campo de velocidades do gás descritas anteriormente verificam a 

terceira equação de Euler, também chamada de condição de incompressibilidade 

bidimensional: 
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 Para comprovar as duas primeiras equações de Euler, vamos restringir os cálculos 

ao caso próximo ao centro do vórtice, de maneira que a exponencial pode ser 

aproximada por 1. Neste caso o campo de velocidades toma a forma: 
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 As equações (4.15) são uma solução exata das equações bidimensionais 

incompressíveis de Euler. Esta solução é diferente da solução clássica utilizada por 

Chavanis (2000). Portanto, o campo de velocidades obtido é uma solução exata dentro 

e fora do vórtice e aproximada (primeira ordem) entre ambas. E substituindo nas duas 

primeiras equações de Euler, obtemos as equações diferenciais parciais seguintes para 

a pressão:  
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Incluindo nas equações anteriores as expressões de xgV )(  e ygV )( , chegamos ao 

sistema de equações: 
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Resolvendo, Chegamos à solução: 
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Para determinar o valor da constante K, imponhamos a condição de fronteira para        

x = 0 e y = 0  com o valor da pressão a uma distância vd  do vórtice. Isto é :  

)(
000 )()()0,0( qs

vg rdTRP +−= µρ , onde s é uma função dos parâmetros p e q da 

nebulosa planetária. Em nosso modelo, os parâmetros p e q são p = 3/2 e q =  1/2  e 

neste caso o valor de s é  4/112/)32( =+−= qps . Levando em conta estes valores dos 

parâmetros nebulares, a constante K  tenderia ao valor: 
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Figura 4.1: Sistema de referência centrado no sol e sistema de referencia centrado no vórtice   

girando ao redor do sol a uma distância 00 ra =  numa órbita circular kepleriana.  
 

Considera-se agora o movimento de uma partícula perto do vórtice a uma distância 

heliocêntrica 0r  do Sol. O movimento da partícula num sistema inercial de referência 

(X , Y) centrado no sol (ver Figura (4.1)) é dado pela equação: 
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onde gVvu
rrr

−=  e gV
r

 é a velocidade do gás. Ts é o tempo de parada, isto é, a escala 

temporal característica do arrasto que depende da massa e da velocidade da partícula, 

mas também da distância heliocêntrica. 

Por conveniência, considera-se um sistema de referência centrado no vórtice  e girando 

com uma velocidade angular constante 3
00 / rGM

Θ
=Ω  (ver Figura (4.1)), no qual as 

coordenadas da partícula são (x, y). Este sistema de referência cartesiano não inércial é 

tal que o eixo y aponta na direção oposta ao sol. No sistema inercial de referência as 

coordenadas de posição são θcosrX =  e θrsenY =  e em termos das variáveis x e y 

centradas no ponto ),( 00 θr , posição do vórtice girando com o disco, as equações são: 
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yrr += 0 , 

               )()( 00 trrx Ω−=−= θθθ .                            (4.22) 

De maneira que a relação entre as coordenadas (X , Y) e (x , y)  é dada por: 
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Em função dessas variáveis as velocidades podem ser escritas 
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onde 2
0 ryxrxv && −+Ω=Ω , sendo que 00 θ&=Ω . Utilizando o sistema de equações 

(4.23), as velocidades tornam-se: 

YX
r
y

YX v )( 00 Ω−Ω−+Ω−=
&& , 

                         XY
r
y

XY v )( 00 Ω−Ω−+Ω−=
&& .              (4.25) 

As equações (4.25) devem se aproximar de 

YXV xg Ω−== &)( , 

                                  XYV yg Ω== &)( ,                        (4.26) 

a uma longa distância do vórtice. O sistema de equações (4.26) descreve o campo de 

velocidades keplerianas axialmente simétrico sem a perturbação do vórtice. Levando 

em conta que das aproximações consideradas neste trabalho de tese, um campo 

vortical de velocidades estacionário seria uma solução das equações de Euler 

incompressíveis e bidimensionais como a aproximação ao campo clássico de 

velocidades keplerianas fora do vórtice. No nosso sistema de referência girante, o 

campo vortical de velocidades é dado por: 
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Onde )1(2 2ffh +=  e f é um parâmetro do modelo. Como se estabeleceu 

anteriormente, esse campo de velocidade tende ao campo clássico de velocidades fora 

do vórtice: 0,)23( 0 =Ω−= yyx && . Dentro do vórtice as equações tendem à: 

1
1

2
3

2
2

0 −
+

Ω−=
f

f
yx& , 

                               
)1(

1
2
3

2

2

0 −
+

Ω=
ff

f
xy& .                        (4.28) 

Essas equações reproduzem as linhas de correntes que são elipses keplerianas com 

elongação f = a/b (a, b são os semi-eixos maiores nas direções x e y respectivamente). 

A elongação é o parâmetro q utilizado por Chavanis (2000). Se f  tende a 1 obtemos 

um vórtice circular e se ∞→f  obtemos um vórtice infinitamente alongado. Os 

vórtices utilizados por Barge e Sommeria (1994, 1995) têm uma elongação igual a 2, 

os vórtices utilizados por Tanga e seus colaboradores (1996) têm uma elongação 

4≈f , a faixa de f para o trabalho de Bracco e seu grupo (1998, 1999) é 1,7-2,5 e 

Godon e Lívio (1999b, 2000) trabalharam com vórtices de uma elongação na faixa 

104 −≈f . Um parâmetro chave para o fluxo rotacional é sua vorticidade  )( v
rr

×∇=ω . 

Num fluxo bidimensional estamos interessados no seu módulo, no nosso caso: 
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=
ff

f
ω .                           (4.29) 

Para vórtice circulares a Eq. (4.29) da um valor infinito e para vórtices muito 

alongados tende ao valor de 023 Ω . O vórtice utilizado por Barge e Sommeria (1994, 

1995) possui um valor f = 2, mas não é exatamente uma solução das equações de Euler 

incompressíveis, eles obtiveram  025 Ω=ω  no lugar do valor correto 0415 Ω=ω . Os 

vórtices realistas utilizados por Tanga e seus colaboradores tinham  01,2 Ω≈ω  e os 

mas alongados em Godon e Lívio (1999b, 2000) com f =10 tinham 07,1 Ω≈ω . Os 

vórtices menos alongados em Godon e Livio tinham f = 4. Dessa forma, o campo de 

velocidades vortical anticiclônico que estamos considerando aqui é capaz de 

reproduzir os vórtices dos outros autores. Levando em conta as equações anteriores, o 

campo de velocidades do gás em torno do vórtice pode ser escrito como 
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onde ))1/(1(/)2/3( 2
0 −Ω=Ω frf  e 

222 2/)( Rhyx
e eK +−= . 

 
Figura 4.2: Padrão de fluxo na nebulosa solar para a solução aproximada Eq.(30) descrita no texto. O 

parâmetro f  para essas linhas de correntes é 4, um valor típico que esta de acordo com as predições 

resultantes das simulações hidrodinâmicas (Godon e Lívio 1999b, 2000) e da teoria (Chavanis 2000). 

 

 Na primeira ordem, as equações (4.30) convergem para as expressões clássicas 

(Eq.(4.26)) na vizinhança do vórtice. Um exemplo de linhas de corrente para este 

campo de velocidade com um valor de f = 4 é dado na Figura (4.2). 
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 Num sistema de referência centrado no sol e girando com velocidade do gás 

)( 0Ω , ver Figura (4.1), as órbitas circulares conduzem a movimentos cujo sentido 

depende de se a partícula é mais lenta ou mais rápida que 00Ωa . Por outra parte, as 

órbitas elípticas conduzem a oscilações ao redor de um centro guia (vórtice). A 

representação das trajetórias num sistema de Referência centrado no sol, mas girando 

com o movimento do gás (o centro do vórtice) conduz a partículas orbitando ao redor 

do Sol em princípio; depois, quando as partículas alcançam o vórtice, seguem uma 

trajetória espiral ao redor do centro do vórtice se são capturadas ou continuam girando 

ao redor do sol depois de ter sido afetadas. Num sistema inercial de referência, as 

trajetórias caem até o sol seguindo uma espiral, mas no sistema girante discutido acima 

são mais complexas. A separação entre órbitas adjacentes das partículas se incrementa 

quando a partícula se aproxima do vórtice, já que o movimento radial se mantém 

constante visto que o movimento azimutal é cada vez mais lento. Uma vez que a 

partícula cruza a órbita do vórtice, se não é capturada, sua velocidade azimutal muda 

de sentido e a espiral se faz mais apertada. 

 Se considerarmos uma aproximação local e um sistema de eixos de coordenadas 

cartesianas é utilizado, onde x é a direção radial, y a direção azimutal e z a direção 

vertical, podemos estudar as condições sob as quais as partículas tendem a acumular- 

se na região aonde esta o vórtice. Podemos identificar as regiões de convergência com 

aquelas posições onde a divergência da velocidade da partícula é negativa. 

Considerando a equação do momento linear no sistema de coordenadas mencionado 

temos 

            )(22 12
gs

g VuT
x
x

qug
t

V rr
r

rrr
r

−−Ω+×Ω−=
∂

∂ − .           (4.31) 

 

Sendo gV  a velocidade do gás, u
r  a velocidade da partícula, q o expoente que 

proporciona a dependência da temperatura com o raio na nebulosa planetária, xx
r  é o 

vetor unitário na direção radial e sT  o tempo de parada. Em discos finos, 

),0,0( 2 zg Ω−=
r . No caso especial de 01 =−

sT , essa equação tem uma solução 

estacionária )/( yyxqu
rr

Ω−= , onde yy /
r  é o vetor unitário na direção y. Utilizando a 
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aproximação de Barge e Sommeria (1995) e de Tanga e seus colaboradores (1996), no 

caso bidimensional, sendo )0,)(,)(( ygxgg VVV =
r

, com 0=∂∂ z e ),0,0( Ω=Ω
r

. 

Suponhamos, alem disso, que o fluxo é solenoidal:  0=∇ gV
rr

. Se calcularmos 

separadamente, o rotacional e a divergência desta equação se obtêm duas equações 

escalares para as incógnitas: u
rr

∇ e sω
rr

Ω2 , onde us

rrr
×∇=ω  é a vorticidade da partícula. 

A expressão para a vorticidade no caso bidimensional é reduzida à 

xgyygxs VV )()( ∂−∂=ω . Assim, as equações tomam a forma 
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Tendo em conta que 2Ω−=∇g
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∇Ω=×Ω×∇ . Utilizando as equações (4.32) e (4.33), 

podemos eliminar sω
rr

Ω2  obtendo finalmente a equação: 

    [ ] [ ]Ω−+Ω=∇∂++Ω
rrrrr

)12(2)()1(4 222 qTutTT sss ω .           (4.34) 

Suponha que numa nebulosa de massa mínima o valor de q é 3/2. Em estado 

estacionário a equação (4.34) se reduz à: 

                       [ ] [ ]Ω+Ω=∇+Ω
rrrrr

ωss TuT 2)(14 22 ,                  (4.35) 

e a partícula será capturada pelo vórtice quando a divergência do fluxo da velocidade 

da partícula seja negativa, isto é: 

                                     0)(2 <Ω+Ω
rrv

ω .                             (4.36) 

Em ausência de cisalhamento turbulento, a captura das partículas pelo vórtice ocorreria 

naqueles lugares onde a vorticidade do gás é oposta ao vetor de rotação, isto é o 

vórtice deve ser anticiclônico. Este resultado está em concordância com as conclusões 

obtidas por Tanga e seus colaboradores (1996) e com os resultados obtidos por Godon 

e Livio (1999a, 1999b, 2000). 
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4.3. Condições de captura das partículas no vórtice  

 Já é sabido que a eficiência  das capturas não depende somente das condições do 

gás e da distância ao Sol, mas também da elongação do vórtice. 

Para estudar essa dependência na eficiência das capturas, vamos considerar o seguinte 

problema de autovalores. Utilizando a equação (4.21) e as equações (4.30) para a 

velocidade do gás achamos soluções de capturas da forma: 

                        t
iexx λ−= , t

ieyy λ−= ,                               (4.37) 

onde λ  é o autovalor e (xi , yi ) são as coordenadas da partícula quando se aproxima do 

vórtice no sistema girante e o autovalor é um número complexo com a parte real 

positiva (em caso de captura). Verificando-se, portanto que se xx λ−=& , yy λ−=& , 

xx 2λ−=&& , yy 2λ=&&  e levando em conta que a aproximação 12/)( 222 −+− ≈ ee Rhyx  é valida 

quando a partícula atravessa a separatriz do vórtice, se utilizamos essa solução na 

equação (4.21) com o campo de velocidade do vórtice, obtemos depois de alguns 

cálculos a equação característica: 

                             02 =+− CBA λλ ,                                 (4.38) 
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e se aproximamos o fator Ke por e/1  na fronteira do vórtice. O discriminante da 

equação de segundo grau toma a forma: 
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Onde 0/ ryy ir =  e )/(0
*

iiss xyTΩ=τ . Para um valor fixo de ry , o sinal do 

descriminante D é função da elongação do vórtice e do parâmetro de arrasto 

modificado *
sτ . Dado certo valor de ry , D produz soluções negativas para uma escala 

de valores de *
sτ , mas acima de certo valor de f  não existe mais solução negativas. 
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 Se escolhermos um valor em torno de 0.1 para ry , a captura não é mais possível se 

98 −>f  como mostra a Figura (4.3).  

 
 

Figura 4.3: Discriminante da equação característica (38) em função do parâmetro f  e  do parâmetro 

                    de arrasto modificado *
sτ . A escolha para ry é aproximadamente 0.1. Se a elongação do     

                      vórtice é significante não temos raízes complexas e, portanto a captura não é possível 

                     (de la Fuentes Marcos e Barge, 2001) .   

 

Se D é negativo (autovalores complexo), temos trajetória espirais em direção a estrela  

e a escala temporal de captura normalizada é: 

                              *0 21
)31(2

sr

rs
cap y

y
t

τ
τ

++
+

=Ω .                         (4.40) 

Essa escala temporal característica esta normalizada por período órbital do vórtice. A 

Figura (4.4) representa esta escala temporal de captura normalizada em função do 

parâmetro de arrasto, considerando um intervalo apropriado para os valores de *
sτ . A 

escala temporal de captura para partículas grandes é maior que a vida média do 

vórtice, o que sugere que a eficiência do processo de captura é desprezível para 

partículas com tamanho superior a vários metros. 
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Figura 4.4: Escala temporal de captura normalizada 0Ωcapt  em função do parâmetro de arrasto sτ  e 

do parâmetro de arrasto modificado *
sτ  como a mesma escolha de ry  da Fig. (3). O plano horizontal 

representa a vida média de um vórtice típico (30 períodos órbitais). O intervalo de *
sτ  foi selecionada 

da Fig.(4.3) para que se obtenham raízes complexas (de la Fuentes Marcos e Barge, 2001) .   

. 

 As soluções da equação em λ  são de tal forma que para se obter soluções 

conjugadas e, por conseguinte se cumprem as condições de captura da partícula, deve 

verificar-se que o discriminante seja negativo, e tendo em conta a definição de 

parâmetro de impacto ii xyxyp // == , teremos com demonstrou de la Fuentes Marcos 

na sua tese em 2001: 
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onde px sτ=  e o parâmetro de arrasto ss T0Ω=τ . 

 Se o parâmetro de entrada da partícula no vórtice, 0/ ryi , tem o valor de 

07,0/ 0 ≈ryi  e  f = 4 , valor utilizado por Tanga e seus colaboradores (1996) e também 

por Godon e Lívio (1999a, 1999b, 2000) obtemos a desigualdade: 

                          0191,351,3 2 <+− xx ,                                (4.42) 
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e se satisfaz para valores de x: 

                          72,040,0 <=< spx τ .                           (4.43) 

O intervalo de valores de x que se obtém na desigualdade (4.43) dá lugar a um 

discriminante negativo para a equação dos autovalores (4.38), a qual conduz a 

soluções complexas conjugadas para os ditos autovalores. Isso mostra que para este 

intervalo de valores do parâmetro de impacto: ss p ττ /72,0/40,0 << , o vórtice é capaz 

de capturar partículas como mostra a Fig.(4.4). 

 

4.4. Auto-gravidade na nebulosa solar 

  Nessa secção teremos uma aproximação similar à Utilizada por Binney e 

Tremaine (1987). Se um disco planetário tem uma certa massa, o outro efeito que deve 

ser incluído nos cálculos é a auto-gravidade do disco. Se considerarmos um disco fino, 

o potencial é dado por: 
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Onde *R é o raio estelar. Depois de varias substituições e arranjos mostrados na seção 

2.4 do capitulo 2, a força radial (supondo simetria) é dada por: 
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são as integrais de Legendre de primeira e segunda espécie . Se considerarmos que a 

densidade superficial é  2/3
0 /)( rr σσ = , a força radial é: 
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Utilizando integrais elípticas (Press et al. 1992) , podemos integrar a expressão (4.46) 

como foi mostrado na seção 2.4 do capitulo 2 sobre nebulosas massivas. Este cálculo é 
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computacionalmente muito demorado e assim, de um ponto de vista prático, é melhor 

ajustar a variação da força do disco proto-planetário mediante uma lei de potências que 

reproduz os resultados obtidos da integral elíptica (Eq. (4.46)). Essas leis de potências, 

já são comunamente utilizadas na dinâmica das nebulosas onde os potencias ou forças 

são proporcionais ou inversamente proporcionais a distância heliocêntrica.  No que se 

refere ao gás, para calcular a velocidade angular do disco, é necessário levar em conta 

as contribuições da força da estrela central de massa Mo e do disco em si mesmo. 

Podemos calcular a contribuição do disco diretamente utilisando as integrais elípticas 

(Binney e Tremaine 1987) mais por conveniência computacional se adotará a seguinte 

aproximação para o sistema constituído pela estrela e o disco:     
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onde  
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Consideramos o disco quase bidimensional pelo fato que a escala vertical é muito 

pequena em relação a sua escala horizontal e pelo fato de tratar a massa do disco como 

se estivesse distribuída esfericamente no que diz respeito ao calculo da força 

gravitacional (Lin e Pringle 1990), temos: 

          2/1
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o πσπσ +=+= ∫ − .        (4.49) 

Depois de substituir essa equação para M(r) na equação para )(rΩ podemos encontrar 

facilmente um valor aproximado para a velocidade angular do disco. 
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Capítulo 5 

Condições iniciais e resolução numérica 
 

O problema dinâmico é estudado através das equações do movimento para 

partículas individuais submetidas à gravidade solar e ao arrasto do gás nebular. Em 

todos os cálculos realizados, as partículas são colocadas inicialmente numa órbita 

kepleriana num anel ao redor do Sol. Os valores internos e externos desse anel variam 

de acordo com a região da nebulosa solar que queremos estudar. Como queremos 

estudar a região onde se formou Júpiter, as condições iniciais desse anel variam de 4,8 

UA para o raio interno até 6,0 UA para o raio externo, sendo que as condições limite 

vão de 4,4 UA até 6,7 UA.  Consideramos que as partículas se movem inicialmente 

numa órbita quase circular (e < 0,01). Para as excentricidades iniciais das partículas, 

vamos escolher uma distribuição aleatória similar a função de massa de Safranov no 

intervalo [0,0002, 0,0005]. A distância heliocêntrica inicial r será escolhida entre as 

fronteiras interna e externa do anel inicial e sua velocidade se obtém a partir da 

equação rGMV /2
Θ= . A posição inicial escolhe-se com uma longitude e um         

semi-eixo maior. 

 Escolhemos para a dinâmica do gás, o modelo de nebulosa Solar axialmente 

simétrica de Hayashi (1981b). Vimos no capítulo 2, que a diferença entre a velocidade 

angular do gás e a freqüência Kepleriana é: )(rΨΩ−=∆Ω , onde Ψ  é um fator 

pequeno devido ao gradiente de pressões. Com o modelo de nebulosa utilizado e 

considerando UAr 10 = , 2/13 )/(1081,1 UAr−×=Ψ . Na região onde está Júpiter 

atualmente, a mudança entre o regime de Epstein e o regime de Stokes ocorre quando 

o raio da partícula chega a valor crítico de 2,10 m. Como as partículas são sujeitas a 

diferentes arrastos gasosos, um sorteio aerodinâmico por tamanho ocorre dentro do 

vórtice. A conseqüência disso é que a primeira estrutura foi formada por partículas da 

mesma espécie. Isso é interessante, pois é um fato observável que os planetesimais se 

formaram de blocos construídos de mesmo tamanho (Scott e Krot, 2005). Deste modo, 

vamos escolher duas massas diferentes para as simulações, 1000 Kg e 80000 Kg que 



 70 

representam partículas cujos raios são respectivamente 50 cm e 2,12 m., sendo que o 

enfoque maior deste trabalho de tese será para partículas de 50 cm.  

O tipo de vórtice utilizado nessa tese é dinâmico, exponencialmente decrescente 

com o tempo e tem uma elongação 4=f , o que chamamos de vórtice realista. Quando 

α  é da ordem de 10-4-10-5, assumimos que neste caso UAH 37,0≈  corresponde ao raio 

inicial do vórtice. Como vimos anteriormente, o decaimento exponencial do raio do 

vórtice é inversamente proporcional ao parâmetro α  da viscosidade do gás. O tempo 

de integração é de 300 anos, ( ≈  25 períodos órbitais). Tempo suficiente durante o qual 

o Vórtice se mantém estável. A quantidade inicial de partículas postas no anel é de 

10000. Este número será reduzido durante a simulação à medida que elas são 

capturadas pelo vórtice ou saem das condições limites do anel. Consideramos que há 

capturas das partículas pelo vórtice quando elas alcançam uma distância em relação ao 

centro do vórtice menor que 0, 0007UA, o que seria o ciclo limite ou olho do vórtice 

quando não se leva em conta a auto-gravidade.  

De um ponto de visto prático, é melhor ajustar a variação da força do disco proto-

planetário mediante uma lei de potências. Vamos escolher os valores obtidos por de La 

Fuentes Marcos em 2001 no seu trabalho de tese. Assim, a aproximação numérica para 

Φ  será )/60424464,3)(/( 425,2rMM D Θ , onde DM [0.01- 0.04 
Θ

M ] e 0σ  vem dado pela 

equação. 2.10. Quando se leva em conta a acreção, consideramos que as partículas 

crescem até se aproximar a uma distância de 1,4 raio do vórtice (correspondente à 

região de influência do mesmo). Pelo tamanho inicial das partículas, vamos considerar 

que ele ocorre estocasticamente com uma probabilidade de adesão 2,0=δ . Para todos 

os cálculos a unidade de distância escolhida é a unidade astronômica (UA) (distância 

entre a Terra e o Sol) e a unidade de massa, o Kg.  

Num sistema de referência centrado no Sol, as componentes da aceleração de 

uma partícula são dadas por: 
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O terceiro termo a direita é devido à auto-gravidade da nebulosa quando ela é levada 

em conta e o quarto termo representa a contribuição no aumento da massa da  partícula 

por acreção, onde s é o raio da partícula (ver P 44). No sistema de referência centrado 

no Sol e no girante as componentes de velocidade do gás são: 
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onde 0Ω  é a velocidade angular Kepleriana na distância considerada  e xgv )( , ygv )(  

(ver Eq. 4.30), as componente radial e tangencial da velocidade perturbada do gás. 

Podemos destacar que nas simulações numéricas, não foi levado em conta o efeito 

gravitacional do vórtice.  

Para resolver as equações do movimento, o integrador numérico escolhido é o 

Bulirsch-Stoer. Este método numérico que tem melhor rendimento e precisão que o 

Adams-Moulton ou o Runge-Kutta., já as excentricidades das órbitas das partículas 

submetidas a ação do vórtice podem aumentar de forma continua significativamente. O 

código Ndisk desenvolvido na linguagem FORTRAN por de La fuente Marcos e 

Barge (2001) foi modificado e adaptado para nosso estudo.  Os gráficos e as figuras 

foram gerados com o auxilio do MATLAB. Os dados foram armazenados em arquivos 

para cada intervalo de tempo, representando as posições, semi-eixos, velocidades das 

partículas e o espectro de massa quando consideramos o crescimento. Um arquivo foi 

criado para as partículas capturadas pelo vórtice, e um quando elas saem das condições 

limites.  

 

 

 

 

 



 72 

Capítulo 6 

Resultados das simulações 
Uma partícula aproximando-se de um vórtice não segue uma órbita exatamente 

kepleriana, mas descreve uma trajetória mais complexa devido ao movimento do gás. 

A partícula pode ser pode ser capturada ou repelida pelo vórtice dependendo do sinal 

da rotação do gás. Num sistema de referência centrado no vórtice e girante, a partícula 

sofre a força de Coriolis, a força centrifuga e o arrasto do gás. No caso dos vórtices 

anticiclônicos, a partícula pode permanecer capturada devido ao fato que a força de 

Coriolis age no sentido contrário a força centrífuga. No caso dos vórtices ciclônicos, a 

partícula é repelida pelo fato que essas forças atuam na mesma direção. Nas figuras 6.1 

e 6.2 temos uma captura onde a partícula fica com uma trajetória espiral em torno do 

vórtice do centro do vórtice até ser capturada. Mais especificamente, a partícula saiu 

do vórtice e regressou a região do vórtice depois de dar uma volta completa ao redor 

do Sol (figura 6.2). O comportamento da distância radial em relação ao sol durante o 

processo da captura é mostrado na figura 6.3. Essa trajetória é mostrada no caso do 

modelo epicíclico de campo de velocidades do vórtice utilizado nessa tese. Vários 

autores (Tanga et al. 1996; Bracco et al. 1998, 1999; Chavanis 2000) evidenciaram que 

o processo de captura não depende da maneira crítica  do perfil de velocidade dentro 

do vórtice. Mas, se levamos em conta a auto-gravidade do disco, diferenças notáveis 

podem ser evidenciadas nas figuras 6.4 e 6.5.  Essas diferenças, se considerarmos o 

efeito de um disco com uma massa DM = 0.04 
Θ

M , aparecem na trajetória da partícula 

dentro do vórtice. A primeira diferença é que o centro de gravidade da captura parece 

ter sido deslocado (ver figura 6.2 e 6.5). Isso tem como efeito de aumentar 

sensivelmente a excentricidade das partículas capturadas. 

 Notamos que a trajetória se finaliza em um ciclo limite. Ciclo limite que parece ser 

maior que aquele obtido por Tanga e seus colaboradores (1996).  Esse ciclo limite, 

também é evidente na figura 6.6 onde a escala temporal de captura parece ser reduzida 

quando levamos em conta a auto-gravidade do disco da nebulosa proto-planetária. 

Confirmando o fato que a velocidade colisional entre as partículas é muito 

reduzida quando elas são capturadas pelo vórtice, as figuras 6.7 e 6.8 mostram que a 
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excentricidade da maioria das partículas dentro do vórtice é muito pequena (< 0,005). 

Isso confirma a idéia de que os vórtices forneçam um favorável ambiente para o 

crescimento planetário. A distribuição das excentricidades mostra também que as 

partículas menores sofrem mais o efeito das turbulências do disco quando aumentamos 

a viscosidade do gás tornando a nebulosa um pouco mais instável (ver Figura 6.7). Ao 

contrário das partículas maiores que experimentam o regime de Stokes e sofrem menos 

os efeitos da turbulência (e < 0,001) como podemos ver na Figura 6.8 . 

 

 
 

 

Figura 6.1: Trajetória de captura de uma partícula dentro de um vórtice com elongação f = 4. O raio                     

da partícula é de 50 cm e o vórtice é situado na distância atual de júpiter. O sistema de                     

referência é centrado no núcleo do vórtice que esta girando ao redor do Sol. O raio do                  

vórtice aqui é 0,37 UA. Neste caso não foi considerado a auto-gravidade da nebulosa. 
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Figura 6.2: Trajetória de captura da mesma partícula que a da Figura 6.1. Uma vez que ela cruza pela 

primeira vez separatriz do vórtice, ela gira em torno descrevendo uma trajetória espiral. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 6.3: Representação do comportamento distância radial em relação ao tempo para a mesma                    

partícula que a das Figuras (6.1) e (6.2). Nessa figura se vê claramente a captura. 
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Figura 6.4: Trajetória de captura de uma partícula dentro de um vórtice com elongação f = 4. O raio             

da partícula é de 50 cm. Aqui, consideramos uma auto-gravidade da nebulosa onde DM = 0.04 
Θ

M . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 6.5: Trajetória de captura da mesma partícula que a da Figura 6.4. A captura no                    

vórtice não ocorre mais no centro devido à auto-gravidade da nebulosa. 
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Figura 6.6: Representação do comportamento distância radial em relação ao tempo para a mesma                    

partícula que a das Figuras (6.4) e (6.5). Nessa figura se vê claramente como na Figura                    

(6.5) que se alcança um ciclo limite. Além disso, a escala temporal para a captura parece                    

ser menor quando se leva em conta a auto-gravidade. 
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a) b)  

 

 

Figura 6.7: Distribuição das excentricidades das partículas à medida que elas foram capturadas pelo 

vórtice com 4=f  depois de 300 anos. Neste caso não foi considerada a auto-gravidade da nebulosa. 

Essas excentricidades são das partículas que alcançaram a distância de 0,0007 UA em relação ao                     

centro do vórtice. O raio das partículas é de 50 cm.  A viscosidade do gás é: a) 510−=α , b) 410−=α  

  

 

a) b)  

 

 

Figura 6.8: Distribuição das excentricidades das partículas à medida que elas foram capturadas pelo 

vórtice com 4=f  depois de 300 anos. Neste caso não foi considerada a auto-gravidade da nebulosa. 

Essas excentricidades são das partículas que alcançaram a distância de 0,0007 UA em relação ao                     

centro do vórtice.O raio das partículas é de 2,12 m. A viscosidade do gás é: a) 510−=α , b) 410−=α  
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 Para a elaboração das simulações numéricas desta tese, levamos em conta um 

único vórtice no disco, com uma razão da espessura do disco dividido pela distância 

radial de valor 07,0/ ≈rH  a 5,2 UA, Como prediz o modelo clássico de nebulosa 

solar. Começando com uma distribuição uniforme e aleatória de partículas no disco, 

elas acabam se concentrando no vórtice com o decorrer do tempo. No caso mostrado 

na Figura 6.9, temos as condições ótimas em relação ao tamanho das partículas (50 

cm) e a viscosidade do gás. Com uma viscosidade α  de 10-5, o decaimento do raio é 

mínimo e favorece assim uma boa eficiência das capturas por mais tempo.  

Aumentando a viscosidade em 10 vezes (Fig. 6.10), podemos ver que depois do 

mesmo de tempo decorrido, a eficiência das capturas é menor devido ao decaimento 

exponencial do raio do vórtice. Se fizermos a mesma comparação para partículas 

maiores (2,12 m), a concentração dessas partículas dentro do vórtice se reduz bastante 

como se pode ver na figura 6.11. Isso mostra que a eficiência das capturas no vórtice 

não só depende da elongação como mostraram de La fuente Marcos e Barges (2001), 

mas também do tamanho das partículas sendo que a faixa ótima como demonstraram 

vários autores é [ 10 - 50 cm]. Lyra e seu grupo (2009) estudaram o efeito da auto-

gravidade do disco proto-planetário sobre a formação dos vórtices mostrando que ela 

modifica a turbulência. Nesta tese, propomos estudar este efeito do ponto de vista da 

dinâmica da partícula. Comparando a figura 6.12 com a figura 6.11, constatamos que 

no caso onde se considera um disco proto-planetário com 0.04
Θ

M , a escala do tempo 

de vida das partículas no disco parece ser mais curta. Para poder apreciar claramente a 

evolução temporal do mecanismo de confinamento vortical para o caso de um vórtice 

realista com elongação f = 4, levando em conta a auto-gravidade da nebulosa, geramos 

as figuras 6.13 a 6.20. A escala temporal evolutiva começa depois de 40 anos e como 

já foi visto, escolhemos partículas de 50 cm de raio pelo fato que este tamanho 

pertence à faixa ótima para o mecanismo de capturas. No primeiro caso, quando não 

levamos em conta a auto-gravidade , comparamos a evolução da concentração das 

partículas para dois valores de α . O decrescimento exponencial do raio do vórtice ao 

longo do tempo reduz sensivelmente a acumulação das partículas dentro do vórtice 

como podemos ver nas figuras 6.14 e 6.16.  Para o segundo caso, escolhemos o valor 

maior de α , para mostrar a concentração de partículas em condições de maior 
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turbulência, condições mais realistas quando se leva em conta a auto-gravidade do 

disco proto-planetário. Vendo as figuras 6.16 e 6.18, constatamos que não tem muita 

diferença depois de 70 anos na concentração das partículas quando a massa do disco 

proto-planetário é de  DM = 0.01 
Θ

M . Se consideramos agora que a massa do disco 

necessária para a formação dos planetas do sistema solar foi de DM = 0.04 
Θ

M  e 

aplicamos essa auto-gravidade do disco a dinâmica das partículas, obtemos as figuras 

6.19 e 6.20. A concentração das partículas no vórtice fica bem mais visível. Esse 

contraste maior do vórtice em relação ao resto do disco mostra um espalhamento 

maior das partículas no vórtice. Isso se deve pelo fato que a auto-gravidade aumenta 

sensivelmente o ciclo limite das partículas capturadas pelo vórtice. Porém, 

comparando as figuras 6.15 e 6.17 com a figura 6.19, percebemos que a concentração 

das partículas no interior do vórtice é mais rápida quando se leva em conta a auto-

gravidade do disco. Este fato é muito interessante e será confirmado depois quando 

mostraremos a densidade de distribuição das partículas no interior do vórtice. Outro 

fato visível é a confirmação de que a escala temporal de vida das partículas no disco é 

menor quando elas são submetidas a auto-gravidade do disco proto- planetário.  

Assim mostramos que até agora que a eficácia do processo de confinamento das 

partículas no interior do vórtice depende do modelo escolhido. de La fuente Marcos e 

Barges (2001) mostraram essencialmente que ela depende do tamanho das partículas, 

do modelo de vórtice escolhido ( estático ou decrescente exponencialmente com o 

tempo) e da elongação do vórtice. Nessa tese, mostramos até agora que ela também 

depende do modelo do disco proto-planetário. 
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Figura 6.9: Configuração das partículas depois de 150 anos para um vórtice realista com (f = 4) 

incluindo decaimento na amplitude com o tempo. O vórtice é visível na parte inferior esquerda. O raio 

inicial do vórtice era de 0,37 UA, mas depois de 150 anos para uma viscosidade 510−=α , o raio é de 

0,36 UA. O número de partículas é N = 10000 com um raio de 50 cm e foram distribuídas 

uniformemente e aleatoriamente no domínio (4,8- 6,0 UA, Valor inicial do raio interno e externo do 

anel). Nesse caso não foi considerado a auto- gravidade do disco. Nessa figura se vê que o vórtice 

confinou uma quantidade apreciável de partículas mostrando a boa eficiência desse processo nessas 

condições. 
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Figura 6.10: Configuração das partículas depois de 150 anos para um vórtice realista com (f = 4) 

incluindo decaimento na amplitude com o tempo. O vórtice é visível na parte inferior esquerda. O raio 

inicial do vórtice era de 0,37 UA, mas depois de 150 anos para uma viscosidade 410−=α , o raio é de 

0,27 UA. O número de partículas é N = 10000 com um raio de 50 cm e foram distribuídas 

uniformemente e aleatoriamente no domínio (4,8- 6,0 UA, Valor inicial do raio interno e externo do 

anel). Nesse caso não foi considerado a auto-gravidade do disco. Nessa figura se vê que o vórtice 

confinou também uma certa quantidade de partículas mostrando a eficiência desse processo nessas 

condições. 
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Figura 6.11: Configuração das partículas depois de 150 anos para um vórtice realista com  (f = 4) 

incluindo decaimento na amplitude com o tempo. O vórtice é visível na parte inferior esquerda. O raio 

inicial do vórtice era de 0,37 UA, mas depois de 150 anos para uma viscosidade 410−=α , o raio é de 

0,27 UA. O número de partículas é N = 10000 com um raio de 2,12 m e foram distribuídas 

uniformemente e aleatoriamente no domínio (4,8- 6,0 UA, Valor inicial do raio interno e externo do 

anel). Nesse caso não foi considerado a auto-gravidade do disco.  
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Figura 6.12: Configuração das partículas depois de 150 anos para um vórtice realista com (f = 4) 

incluindo decaimento na amplitude com o tempo. O vórtice é visível na parte inferior esquerda. O raio 

inicial do vórtice era de 0,37 UA, mas depois de 150 anos para uma viscosidade 410−=α , o raio é de 

0,27 UA. O número de partículas é N = 10000 com um raio de 2,12 m e foram distribuídas 

uniformemente e aleatoriamente no domínio (4,8- 6,0 UA, Valor inicial do raio interno e externo do 

anel). Nesse caso foi considerado a auto-gravidade do disco de 0.04
Θ

M . Vemos aqui que a auto-

gravidade aumenta a velocidade de decaimento das partículas pela posição do vórtice se a 

comparamos com a figura 6.11. 
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a)  b)  
 

c)  d)  
 
 

Figura 6.13: a) Configuração das partículas num disco proto-planetário depois de 40 anos para um                       

vórtice realista com (f = 4) incluindo decaimento na amplitude com o tempo. b) Configuração das 

partículas depois de 45anos. c) Configuração das partículas depois de 50anos. d) Configuração das 

partículas depois de 55anos. O raio inicial do vórtice era de 0,37 UA. O número de partículas é N = 

10000 com um raio de 50 cm e foram distribuídas uniformemente e aleatoriamente no domínio (4,8-

6,0 UA, Valor inicial do raio interno e externo do anel). A viscosidade do gás é 510−=α . Nesse caso 

não foi levado em conta a auto-gravidade do disco. 
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a)  b)  

c)  d)  

 

 

Figura 6.14: a)  Configuração das partículas num disco proto-planetário depois de 70 anos para um                       

vórtice realista com (f = 4) incluindo decaimento na amplitude com o tempo. b) Configuração das 

partículas depois de 75anos. c) Configuração das partículas depois de 80anos. d) Configuração das 

partículas depois de 85anos. O raio inicial do vórtice era de 0,37 UA. O número de partículas é N = 

10000 com um raio de 50 cm e foram distribuídas uniformemente e aleatoriamente no domínio (4,8-

6,0 UA, Valor inicial do raio interno e externo do anel). A viscosidade do gás é 510−=α . Nesse caso 

não foi levado em conta a auto-gravidade do disco. 
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a)  b)  

c)  d)  

 

 

Figura 6.15: a) Configuração das partículas num disco proto-planetário depois de 40 anos para um                       

vórtice realista com (f = 4) incluindo decaimento na amplitude com o tempo. b) Configuração das 

partículas depois de 45anos. c) Configuração das partículas depois de 50anos. d) Configuração das 

partículas depois de 55anos. O raio inicial do vórtice era de 0,37 UA. O número de partículas é N = 

10000 com um raio de 50 cm e foram distribuídas uniformemente e aleatoriamente no domínio (4,8-

6,0 UA, Valor inicial do raio interno e externo do anel). A viscosidade do gás é 410−=α . Neste caso 

não foi levado em conta a auto-gravidade do disco. 
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a)  b)  

c)  d)  

 

 

Figura 6.16:  a)  Configuração das partículas num disco proto-planetário depois de 70 anos para um                       

vórtice realista com (f = 4) incluindo decaimento na amplitude com o tempo. b) Configuração das 

partículas depois de 75anos. c) Configuração das partículas depois de 80anos. d) Configuração das 

partículas depois de 85anos. O raio inicial do vórtice era de 0,37 UA. O número de partículas é N = 

10000 com um raio de 50 cm e foram distribuídas uniformemente e aleatoriamente no domínio (4,8-

6,0 UA, Valor inicial do raio interno e externo do anel). A viscosidade do gás é 410−=α . Neste caso 

não foi levado em conta a auto-gravidade do disco. 
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a)  b)  

c)  d)  

 

 

Figura 6.17: a) Configuração das partículas num disco proto-planetário depois de 40 anos para um                       

vórtice realista com (f = 4) incluindo decaimento na amplitude com o tempo. b) Configuração das 

partículas depois de 45anos. c) Configuração das partículas depois de 50anos. d) Configuração das 

partículas depois de 55anos. O raio inicial do vórtice era de 0,37 UA. O número de partículas é N = 

10000 com um raio de 50 cm e foram distribuídas uniformemente e aleatoriamente no domínio (4,8-

6,0 UA, Valor inicial do raio interno e externo do anel). A viscosidade do gás é 410−=α . Neste caso 

foi levado em conta a auto-gravidade do disco onde  DM = 0.01 
Θ

M . 
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a)  b)  

c)  d)  

 

 

Figura 6.18: a) Configuração das partículas num disco proto-planetário depois de 70 anos para um                       

vórtice realista com (f = 4) incluindo decaimento na amplitude com o tempo. b) Configuração das 

partículas depois de 75anos. c) Configuração das partículas depois de 80anos. d) Configuração das 

partículas depois de 85anos. O raio inicial do vórtice era de 0,37 UA. O número de partículas é N = 

10000 com um raio de 50 cm e foram distribuídas uniformemente e aleatoriamente no domínio (4,8-

6,0 UA, Valor inicial do raio interno e externo do anel). A viscosidade do gás é 410−=α . Neste caso 

foi levado em conta a auto-gravidade do disco onde  DM = 0.01 
Θ

M . 
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a) b)  

c) d)  

 

 

Figura 6.19: a) Configuração das partículas num disco proto-planetário depois de 40 anos para um                       

vórtice realista com (f = 4) incluindo decaimento na amplitude com o tempo. b) Configuração das 

partículas depois de 45anos. c) Configuração das partículas depois de 50anos. d) Configuração das 

partículas depois de 55anos. O raio inicial do vórtice era de 0,37 UA. O número de partículas  é  N = 

10000 com um raio de 50 cm e foram distribuídas uniformemente e aleatoriamente  no domínio (4,8-

6,0 UA, Valor inicial do raio interno e externo do anel). A viscosidade do gás é 410−=α . Neste caso 

foi levado em conta a auto-gravidade do disco onde  DM = 0.04 
Θ

M . 
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a) b)  

 

 

Figura 6.20: a) Configuração das partículas num disco proto-planetário depois de 70 anos para um                       

vórtice realista com (f = 4) incluindo decaimento na amplitude com o tempo. b) Configuração das 

partículas depois de 75anos. O raio inicial do vórtice era de 0,37 UA. O número de partículas é N = 

10000 com um raio de 50 cm e foram distribuídas uniformemente e aleatoriamente no domínio (4,8-

6,0 UA, Valor inicial do raio interno e externo do anel). A viscosidade do gás é 410−=α . Neste caso 

foi levado em conta uma auto-gravidade do disco onde DM = 0.04 
Θ

M . Nessa figura o contraste entre 

o vórtice e os arredores é suficientemente importante para mostrar um espalhamento maior da matéria 

capturada pelo vórtice quando se inclua a auto-gravidade do disco. 
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 Tanga e seus colaboradores (2002) mostraram a evolução temporal de um 

“cluster” quando se leva em conta a atração gravitacional mútua entre as partículas.  

Vamos mostrar aqui a evolução temporal da densidade de distribuição das partículas 

dentro do vórtice quando se leva em conta a auto-gravidade do disco. Escolhemos dois 

tempos representativos da evolução da dinâmica das capturas, depois de 20 anos e 

depois de 50 anos. Aqui, vamos comparar os três casos onde não há auto-gravidade do 

disco, DM = 0.01 
Θ

M  e DM = 0.04 
Θ

M .  Se comparamos, as figuras 6.21, 6.22 e 6.23, 

percebemos que depois de 20 anos a concentração no centro do vórtice é maior para os 

dois primeiros casos. Na figura 6.23, podemos ver que a densidade de partículas 

começa a aumentar onde se situa o vórtice. Depois de 50 anos, a quantidade de 

partículas dentro do vórtice é maior para os dois últimos casos (figuras 6.25 e 6.26) e 

menor, para na figura 6.24.. Destacaremos a figura 6.26, onde aparece uma grande 

quantidade de partículas dentro do vórtice formando um conjunto mais denso na 

borda. Para completar nosso estudo sobre a acumulação de partículas dentro dos 

vórtices, vamos mostrar o ritmo das capturas em relação ao tempo. A figura 6.27 

mostra uma diferença a partir de 80 anos entre o ritmo das capturas quando variamos o 

parâmetro da viscosidade do gás α  de  10-5 a 10-4. Isso mostra que o decaimento 

exponencial do vórtice tem um efeito sobre a dinâmica das capturas somente depois de 

no mínimo seis ou sete órbitas.  

 Lyra e seus colaboradores (2009) mostraram que a escala temporal por um 

colapso gravitacional capaz de formar um embrião do tamanho de Marte poderia 

ocorrer em somente cinco órbitas ( ≈  60 anos). Assim nossa escolha por um parâmetro 

α  mais realista (10-4) quando se leva em conta a auto-gravidade do disco não 

modificara em nada os resultados finais. 

 Pelo fato de que a auto-gravidade do disco e a interação gravitacional mútua têm 

como conseqüência de espalhar a matéria (Tanga et al., 2002) ou modificar a 

turbulência (Lyra et al, 2009) era de se esperar que a auto-gravidade do disco como 

sugeriram (de La fuente Marcos e Barges , 2001) diminua o ritmo das capturas. Porém, 

o gráfico da figura 6.28, quando consideramos as primeiras cinco órbitas, mostra que a 
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auto-gravidade do disco durante esse período acelera o ritmo das capturas. Umas das 

limitações para gerar este gráfico é o fato de que o ciclo limite aumenta sensivelmente 

quando se considera a auto-gravidade. Assim, tivemos que aumentar o raio de capturas 

para 0,2 UA, desfavorecendo inicialmente o caso do disco com uma massa de DM = 

0.04 
Θ

M .  Beckwith e Sargent (1997), já sugeriram que uma nebulosa menor que 0.01 

Θ
M  só seria capaz de produzir planetas terrestres sem a presença das gigantes gasosas. 

Recentemente, Klahr e Bodenheimer (2006) evidenciaram que não precisaria de uma 

massa do disco maior que a massa mínima para produzir os núcleos dos planetas 

gigantes. O crescimento por coagulação para a formação planetária tem sido evitado 

porque a escala de tempo para a coagulação é muito maior que a escala de tempo para 

um colapso gravitacional. O papel dos vórtices parece ser uma idéia muito bem aceita. 

  Um dos modelos de Klahr e Bodenheimer (2006) assume que as partículas não 

se acumulam no centro do vórtice formando um núcleo gigante, mas formam uma 

região de núcleo enriquecida de massa solida contendo ainda o gás. Essa camada de 

partículas pode eventualmente submeter-se ao colapso gravitacional (Goldreich e 

Ward, 1973). Mesmo se o vórtice não é 100% kepleriano ou migra radialmente, a 

tendência das partículas é ficar no vórtice. Mas provavelmente, uma parte dos 

planetesimais é ejetada pelo desacoplamento do gás. Assim, os vórtices podem ser 

utilizados para constituir planetesimais de tamanho quilométrico que formariam 

planetas independentemente do vórtice. Isso ocorreria por uma rápida coagulação entre 

os planetesimais. Essa questão na formação planetária (colapso gravitacional ou 

coagulação) pode começar a ser respondida aqui quando consideramos a auto-

gravidade do disco. Quando incluímos a auto-gravidade, os resultados que obtivemos 

mostram que a acumulação da matéria dentro vórtice é bem mais rápida. Temos uma 

concentração maior numa escala de tempo menor. Isso poderia favorecer o caso citado 

acima. É um ponto muito importante na formação dos núcleos planetários até hoje 

bastante discutido. De fato, a formação dos núcleos planetários dos planetas gigantes 

precisa da acumulação de material maior que ⊕M1  em muito pouco tempo para que o 

colapso ocorra antes do efeito gravitacional dentro vórtice começar a expulsar os 

planetesimais ( Tanga et al,  2002). A auto-gravidade até então bastante negligenciada 
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por muitos autores seria uma ferramenta necessária a ser incluído no modelo de 

formação planetária para explicar tal fato. Os efeitos da auto-gravidade na dinâmica 

das partículas tem outra implicação.  A auto-gravidade reduz a escala temporal de vida 

das partículas da nebulosa proto-planetária. A figura 6.29 mostra claramente este fato. 

Podemos concluir que as nebulosas mais massivas têm um tempo de vida mais curta 

para a formação planetária que as nebulosas de massa mínima. 

   

 
 

 

Figura 6.21: Configuração das partículas no sistema de coordenadas centrado no vórtice depois de 20 

anos. O raio inicial do vórtice era de 0,37 UA. O número de partículas é  N = 10000 com um raio de 

50 cm. A viscosidade do gás é 410−=α . Neste caso não foi levado em conta a auto-gravidade do 

disco. Essa figura foi focalizada no vórtice para ver a eficiência do processo de confinamento. 
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Figura 6.22: Configuração das partículas no sistema de coordenadas centrado no vórtice depois de 20 

anos. O raio inicial do vórtice era de 0,37 UA. O número de partículas é  N = 10000 com um raio de 

50 cm. A viscosidade do gás é 410−=α . Neste caso foi levado em conta a auto-gravidade do disco 

onde DM = 0.01 
Θ

M . Essa figura foi focalizada no vórtice para ver a eficiência do processo de 

confinamento. 
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Figura 6.23: Configuração das partículas no sistema de coordenadas centrado no vórtice depois de 20 

anos. O raio inicial do vórtice era de 0,37 UA. O número de partículas é  N = 10000 com um raio de 

50 cm. A viscosidade do gás é 410−=α . Neste caso foi levado em conta a auto-gravidade do disco 

onde DM = 0.04 
Θ

M . Essa figura foi focalizada no vórtice para ver a eficiência do processo de 

confinamento. 
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Figura 6.24:  Configuração das partículas no sistema de coordenadas centrado no vórtice depois de 50 

anos. O raio inicial do vórtice era de 0,37 UA. O número de partículas é  N = 10000 com um raio de 

50 cm. A viscosidade do gás é 410−=α . Neste caso não foi levado em conta a auto-gravidade do 

disco. Essa figura foi focalizada no vórtice para ver a eficiência do processo de confinamento. 
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Figura 6.25: Configuração das partículas no sistema de coordenadas centrado no vórtice depois de 50 

anos. O raio inicial do vórtice era de 0,37 UA. O número de partículas é  N = 10000 com um raio de 

50 cm. A viscosidade do gás é 410−=α . Neste caso foi levado em conta a auto-gravidade do disco 

onde DM = 0.01 
Θ

M . Essa figura foi focalizada no vórtice para ver a eficiência do processo de 

confinamento. 
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Figura 6.26: Configuração das partículas no sistema de coordenadas centrado no vórtice depois de 50 

anos. O raio inicial do vórtice era de 0,37 UA. O número de partículas é  N = 10000 com um raio de 

50 cm. A viscosidade do gás é 410−=α . Neste caso foi levado em conta a auto-gravidade do disco 

onde DM = 0.04 
Θ

M . Essa figura foi focalizada no vórtice para ver a eficiência do processo de 

confinamento. 
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Figura 6.27: Ritmo de captura de partículas por um vórtice com elongação f = 4 e decaimento 

exponencial na amplitude com o tempo.  O disco é constituído de 10000 partículas com 50 cm de raio. 

As viscosidades do gás escolhidas são 510−=α e 410−=α . Neste caso não foi levado em conta a 

auto-gravidade do disco 
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Figura 6.28: Ritmo de captura de partículas por um vórtice com elongação f = 4 e decaimento 

exponencial na amplitude com o tempo. Foi considerado três casos para as partículas de 50 cm de raio, 

sem auto-gravidade, com auto-gravidade do disco onde DM = 0.01 
Θ

M e finalmente com auto-

gravidade do disco onde DM = 0.04 
Θ

M . O disco é constituído de 1000 partículas e a viscosidade do 

gás escolhida é 410−=α .  
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.  

 

 
 

 

Figura 6.29: Escala temporal de vida das partículas no domínio do disco que vai de 4,4 UA para o 

raio interno até 6,7 UA para o raio externo. Foi considerado três casos para as partículas de 50 cm de 

raio, sem auto-gravidade, com auto-gravidade do disco onde DM = 0.01 
Θ

M e finalmente com auto-

gravidade do disco onde DM = 0.04 
Θ

M . A quantidade inicial de partículas é de 10000 e o 

coeficiente α  da viscosidade do gás é 410− .  No final aparece uma queda devido às capturas 

temporárias. 
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A fragmentação é uma peça importante da realidade que não foi incluída no 

nosso modelo. Pinter e seus colaboradores (1989) e Blum e seu grupo (Blum et al. 

1989) projetaram experimentos para colisões de agregados plumosos sub-

centimétricos com velocidades relativas superiores a uns poucos metros por segundo. 

Esses autores encontraram que o processo de coagulação acontece com uma 

probabilidade de adesão superior a 10 % e que o processo de fragmentação ocorre com 

velocidades relativas (= 6 m s-1) implicando uma pressão de impacto da ordem de (104 

joules m-3). Existe a possibilidade dos vórtices anticiclônicos serem menos turbulentos 

que o gás ambiente, o que tornaria as velocidades de dissipação baixas o suficiente 

parar prevenir a fragmentação. Lyra e seu grupo (2009) mostraram que a maioria das 

partículas dentro do vórtice nunca foi envolvida em colisões com uma velocidade 

maior que 1m s-1. Isso é uma boa notícia para a formação planetária. Deste modo, 

escolhemos um modelo que não inclua colisões entre as partículas dentro do vórtice. O 

objeto de nosso interesse aqui não será compreender o mecanismo do crescimento em 

partículas sub-métricas ou o efeito desse crescimento sobre a vida média das partículas 

na nebulosa como fez de La Fuentes Marcos em 2001 no seu trabalho de tese, mas 

sim, estudar o efeito desse crescimento na dinâmica de captura dos vórtices da 

nebulosa solar. Os espectros de massa do crescimento das partículas no interior do 

disco depois de 10 anos, 20 anos e 30 anos (ver Fig. 6.30 a 6.32) mostram claramente 

que se faz uma seleção na captura das partículas pelo vórtice. As partículas capturadas 

pelo vórtice não cresceram ou cresceram muito pouco. Isso se confirma na figura 6.33 

quando essas partículas alcançam o centro do vórtice. 

Como as partículas são sujeitas a diferentes arrastos gasosos, um sorteio 

aerodinâmico por tamanho ocorre dentro do vórtice. Uma outra explicação neste caso 

se refere à seção 4.3 desta tese. É necessário que o parâmetro de impacto p, com foi 

demonstrado para um vórtice realista com uma elongação igual a 4, esteja num certo 

intervalo de valores para as partículas serem capturadas pelo vórtice. O crescimento 

das partículas modifica suas trajetórias aumentando sensivelmente a suas 

excentricidades deixando-as fora desse intervalo quando elas vêm crescendo muito. 

Assim, podemos sugerir pelo que foi discutido até agora que o crescimento por auto-

sedimentação, quando as partículas alcançam o tamanho sub-métrico, não é muito 
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eficiente para formar planetesimais e precisam de outro processo para alcançar o 

tamanho quilométrico. Esses resultados são importantes porque eles mostram uma 

seleção pelo vórtice para formar planetesimais.  Isso é interessante, pois é um fato 

observável que os planetesimais se formaram de blocos construídos de mesmo 

tamanho (Scott e Krot, 2005). 

 

 
 

 

Figura 6.30: Comparação das distribuições das massas das partículas dentro e fora do vórtice depois 

de 10 anos quando levamos em conta o crescimento das partículas. O crescimento para quando elas se 

aproximam a uma distância de 1,4 raio do vórtice, correspondente a região de influência do mesmo. A 

massa inicial de todas as partículas é de 1000 Kg, correspondente a um raio de 50cm. A elongação  f  

do vórtice é 4. O raio do vórtice decresce exponencialmente com o tempo, sendo que aqui o 

coeficiente α  da viscosidade do gás é 410− . Neste caso não foi levado em conta a auto-gravidade do 

disco. 
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Figura 6.31: Comparação das distribuições das massas das partículas dentro e fora do vórtice depois 

de 20anos quando levamos em conta o crescimento das partículas. O crescimento para quando elas se 

aproximam a uma distância de 1,4 raio do vórtice, correspondente a região de influência do mesmo. A 

massa inicial de todas as partículas é de 1000 Kg, correspondente a um raio de 50cm. A elongação  f  

do vórtice é 4. O raio do vórtice decresce exponencialmente com o tempo, sendo que aqui o 

coeficiente α  da viscosidade do gás é 410− . Não há auto-gravidade do disco. 
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Figura 6.32: Comparação das distribuições das massas das partículas dentro e fora do vórtice depois 

de 30 anos quando levamos em conta o crescimento das partículas. O crescimento para quando elas se 

aproximam a uma distância de 1,4 raio do vórtice, correspondente a região de influência do mesmo. A 

massa inicial de todas as partículas é de 1000 Kg, correspondente a um raio de 50cm. A elongação  f  

do vórtice é 4. O raio do vórtice decresce exponencialmente com o tempo, sendo que aqui o 

coeficiente α  da viscosidade do gás é 410− . Não há auto-gravidade do disco. 
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Figura 6.33: Distribuições das massas das partículas capturadas pelo vórtice quando levamos em 

conta o crescimento das partículas. O crescimento para quando elas se aproximam a uma distância de 

1,4 raio do vórtice, correspondente a região de influência do mesmo. A massa inicial de todas as 

partículas é de 1000 Kg, correspondente a um raio de 50cm. A elongação  f  do vórtice é 4. O raio do 

vórtice decresce exponencialmente com o tempo, sendo que aqui o coeficiente α  da viscosidade do 

gás é 410− . Neste caso não levamos em conta a auto-gravidade do disco. 
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Capítulo 7 

Conclusões 
Neste trabalho de tese exploramos as sugestões de Barge e Sommeria (1995) de 

captura de partículas em vórtices anticiclônicos criados devido a instabilidades na 

nebulosa proto-planetária. Nos últimos anos, a teoria de vórtice vem ganhando 

popularidade como local para formação dos planetesimais e núcleos planetários. Um 

prova da existência desses vórtices foi achada através de observações fotométricas da 

proto-estrela KH15D que foram interpretadas por Barge e Viton (2003) como um 

vórtice gigante orbitando a uma distancia de 0,2 UA da estrela e cobrindo 120o da 

orbita. Este estudo foi feito através de simulações de um disco kepleriano 

bidimensional e incompressível. Examinamos o processo de concentração de 

partículas dentro de um grande vórtice através de um modelo não colisional de 

partículas individualmente submetidas à gravidade solar e ao arrasto do gás nebular. 

Para modelar o vórtice, utilizamos as equações de Euler bidimensionais 

incompressíveis da hidrodinâmica. O modelo de disco proto-planetário axi-simétrico 

escolhido para nosso trabalho de tese foi exposto no capítulo 2. Com o objetivo de 

obter as principais conseqüências dinâmicas relacionadas ao crescimento de massa foi 

utilizado um modelo de acreção simplificado mostrado no capítulo 3. No capítulo 4, 

apresentamos o modelo de vórtice de Chavanis (2000) que melhorou os trabalhos de 

investigação preliminares (Barges e Sommeria 1995; Tanga et al. 1996) utilizando 

uma solução exata para o campo de velocidades do vórtice obtido a partir das equações 

de Euler bidimensionais incompressíveis e a aproximação epicíclica.  Mostramos as 

condições de capturas por um vórtice realista com uma elongação igual a 4, 

introduzindo a definição de parâmetro de impacto. Mostramos que se um disco 

planetário tem uma certa massa, o outro efeito que deve ser incluído nos cálculos é a 

auto-gravidade do disco. Podemos calcular a contribuição do disco diretamente 

(Binney e Tremaine 1987) mais por conveniência computacional se adotará uma 

aproximação para o sistema constituído pela estrela e o disco. Isso é equivalente a 

considerar a massa do disco como se estivesse distribuída esfericamente no que diz 

respeito ao cálculo da força gravitacional (Lin e Pringle 1990). Quando se leva em 
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conta a auto-gravidade, notamos que a trajetória se finaliza em um ciclo limite. O ciclo 

limite parece ser maior que aquele obtido por Tanga e seus colaboradores (1996). 

Mostramos que a eficiência das capturas no vórtice depende do tamanho das partículas 

sendo que vários autores mostraram que a faixa ótima é [10 - 50 cm]. 

Nessa tese, mostramos que a eficácia das capturas também depende do modelo 

do disco proto-planetário. Klahr e Bodenheimer (2006) evidenciaram que não 

precisaria de uma massa do disco maior que a massa mínima (0,01 
Θ

M - 0,04
Θ

M ) para 

produzir os núcleos dos planetas gigantes. O crescimento por coagulação para a 

formação planetária tem sido evitado porque a escala de tempo para a coagulação é 

muito maior que a escala de tempo para um colapso gravitacional. O papel dos 

vórtices parece ser uma idéia muito bem aceita. Lyra e seu grupo (2009) mostraram 

que a escala temporal por um colapso gravitacional capaz de formar um embrião 

planetário poderia ocorrer em somente cinco órbitas ( ≈  60 anos). 

Um achado muito importante nesse trabalho de tese pode começar a esclarecer a 

questão sobre a formação planetária: colapso gravitacional ou coagulação? Quando 

incluímos a auto-gravidade, os resultados que obtivemos mostram que a acumulação 

da matéria dentro vórtice é bem mais rápida. Isso permite uma concentração maior 

numa escala de tempo menor. É um ponto muito importante na formação dos núcleos 

planetários até hoje bastante discutido. De fato, a formação dos núcleos planetários dos 

planetas gigantes precisa da acumulação de material maior que ⊕M1  em muito pouco 

tempo para que o colapso ocorra antes do efeito gravitacional dentro vórtice começar a 

expulsar os planetesimais (Tanga et al,  2002). A auto-gravidade até então bastante 

negligenciada por muitos autores pode se revelar uma ferramenta necessária a ser 

incluído no modelo de formação planetária para explicar tal fato. Além disso, a auto-

gravidade pode explicar as suposições de Goldreich e Ward (1973) de instabilidade 

gravitacional levando ao colapso da camada de partículas formada na região de núcleo 

sugerida por Klahr e Bodenheimer (2006).  

A fragmentação é uma peça importante da realidade que não foi incluída no 

nosso modelo. Não obstante, Lyra e seu grupo (2009) mostraram que a maioria das 

partículas dentro do vórtice nunca foram envolvidas em colisões com uma velocidade 

maior que 1m s-1. Mostramos que o crescimento por auto-sedimentação das partículas 
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com tamanho sub-métrico, não é muito eficiente para formar planetesimais. Parece que 

o vórtice captura partículas com um tamanho preferencial para formar planetesimais.  

Isso é interessante, pois é um fato observável que os planetesimais se formaram de 

blocos construídos de mesmo tamanho (Scott e Krot, 2005). Esses resultados são 

somente válidos para nosso modelo mais precisariam ser investigados por outros 

autores. 

Num trabalho futuro, queremos reproduzir esses resultados melhorando o modelo 

do disco proto-planetário introduzindo a hidrodinâmica. Isto é, modelando uma 

dinâmica de fluido e adaptando o vórtice a essa dinâmica. 
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ABSTRACT

Aims. We study trajectories of planetesimals whose orbits decay due to gas drag in a primordial solar nebula and are perturbed by the
gravity of the secondary body on an eccentric orbit whose mass ratio takes values from µ2 = 10−7 to µ2 = 10−3 increasing ten times
at each step. Each planetesimal ultimately suffers one of the three possible fates: (1) trapping in a mean motion resonance with the
secondary body; (2) collision with the secondary body and consequent increase of its mass; or (3) diffusion after crossing the orbit of
the secondary body.
Methods. We take the Burlirsh-Stoer numerical algorithm in order to integrate the Newtonian equations of the planar, elliptical
restricted three-body problem with the secondary body and the planetesimal orbiting the primary. It is assumed that there is no
interaction among planetesimals, and also that the gas does not affect the orbit of the secondary body.
Results. The results show that the optimal value of the gas drag constant k for the 1:1 resonance is between 0.9 and 1.25, representing
a meter size planetesimal for each AU of orbital radius. In this study, the conditions of the gas drag are such that in theory, L4 no
longer exists in the circular case for a critical value of k that defines a limit size of the planetesimal, but for a secondary body with
an eccentricity larger than 0.05 when µ2 = 10−6, it reappears. The decrease of the cutoff collision radius increase the difusions but
does not affect the distribution of trapping. The contribution to the mass accretion of the secondary body is over 40% with a collision
radius 0.05RHill and less than 15% with 0.005RHill for µ2 = 10−7. The trappings no longer occur when the drag constant k reachs 30.
That means that the size limit of planetesimal trapping is 0.2 m per AU of orbital radius. In most cases, this accretion occurs for a
weak gas drag and small secondary eccentricity. The diffusions represent most of the simulations showing that gas drag is an efficient
process in scattering planetesimals and that the trapping of planetesimals in the 1:1 resonance is a less probable fate. These results
depend on the specific drag force chosen.

Key words. planets and satellites: formation – minor planets, asteroids – celestial mechanics

1. Introduction

In 1788, in Analytical Mechanics, Lagrange demonstrated that
in the restricted three-body problem, distinct particular solu-
tions exist. These particular solutions are known as Lagrangian
points and in the bi-dimensional system we have five Lagrangian
points. Three of these are the collinear points (L1, L2 and L3)
that are the points located on the line that joins the primary and
secondary body, and the other two (L4 and L5) are the trian-
gular points, since they are on the vertices of the equilateral
triangles formed jointly with the two bodies. From the theo-
retical point of view it is known that tadpole orbits could ex-
ist from oscillations around L4 or L5, while horseshoe orbits
could exist from oscillations around L4, L3 and L5 (e.g. Brown
& Shook 1964). Confirming the theoretical demonstration of
the existence of these types of steady orbits, in 1906 was ob-
served the asteroid 588 Achille, librating around L4. Today hun-
dreds of asteroids, called Trojans, have been discovered librating
around L4 and L5. In 1980, images from the Voyager spacecraft
showed that in the Saturn-Tethys system, two satellites librate
around the Lagrangian points. One of them, called Telesto, oscil-
lates around L4. The other, Calypso, oscillates around L5. Also
in 1980, Voyager found a singular pair of co-orbital satellites
in the Saturn system: Janus and Epimetheus (the Janus mass
is approximately four times the mass of Epimetheus) and in

the Saturn-Dione system found a satellite of mass much less
than Dione, called Helene, librating around L4. More recently,
Cassini found Polideuces in the Saturn-Dione system librating
around L5. There are various ideas concerning the origin of the
co-orbital systems. Yoder (1979) suggested three possibilities:
first, that Jupiter captured the asteroids throughout the whole
history of its growth. Second, these objects originally may have
been satellites of Jupiter and through some process (collision or
escape) moved through the interior Lagrangian point. Finally,
this population of co-orbital objects may have been trapped in
a mean motion resonance with the secondary body. The stabil-
ity of Trojan asteroid orbits when submitted to the dissipative
forces such as drag due to the gas of the primitive solar nebula
has been a focus of divergences of point of view found in lit-
erature (Peale 1993). Murray (1994) analyzed the stability for
small librations showing that a certain class of drag forces lead
to asymptotical stability. In particular, Murray demonstrated that
this occurs for a force proportional to the velocity in the inertial
system. Kary & Lissauer (1995) reviewed the third idea of Yoder
and they suggested that in the case of moderate or high eccen-
tricities of the secondary body, the capture is feasible. More re-
cently, Morbidelli et al. (2005) suggested that the Trojans could
have formed in more distant regions and been subsequently cap-
tured into co-orbital motion with Jupiter during the time when
the giant planets migrated.
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The purpose of this work is to investigate how the 1:1 res-
onance captures occur. We analyse the evolution of the semi-
major axis and eccentricity of the planetesimal, and what con-
ditions are favorable for this type of capture. For example, the
angular distribution between the planetesimal and the secondary
body at the moment of its entrance in the co-orbital region, the
average of the longitude between the planetesimal and the sec-
ondary body during the trapping in the 1:1 resonance, the val-
ues of orbital eccentricity of the secondary body, as well as
the values of the drag constant (see Sect. 2.2 for a definition
of k). The mass ratio µ2 = 10−6 for the secondary body is the
aim of the work but we set the values of the drag constant for
µ2 = 10−7 to µ2 = 10−3, according to Murray’s critical value
k = 0.7265(v2K/v

2
gas) µ 2 (Murray 1994) where L4 no longer ex-

ists in the circular case. On the other hand we establish statistics
of the collision rate for two cutoff collision radii for a close ap-
proach of the planetesimal of less than 0.005RHill and 0.05RHill
from the secondary body, which implies in an increase of the
mass of the secondary body. We also study the statistics of the
diffusion rate that represents the planetesimals crossing the co-
orbital region towards the primary body, or being scattered by
the secondary body. In Sect. 2 we describe the equations of mo-
tion and the nebular model that we use in this paper. We then
present how the simulations are set in Sect. 3 and discuss the
simulation results in Sect. 4. Conclusions are given in Sect. 5.

2. Dynamical system

In reality, each small planetesimal is subject to a number of ex-
ternal disturbances of different magnitudes that are added to the
gravitational forces. Some studies have been performed consid-
ering the effect of radiation pressure as a leading perturbation
(Colombo et al. 1966; Schuerman 1980; Simmons et al. 1985)
and others the dynamic effect of nebular drag forces (Peale 1993;
Murray 1994; Kary & Lissauer 1995). Here, we consider the dy-
namic effect of the nebular drag forces on a planetesimal in the
elliptic restricted three-body problem.

2.1. Equations of motion

Let us consider the motion of a small planetesimal of negligi-
ble mass moving under the gravitational influence of two bodies
with masses m1 and m2 (m1 > m2). We assume that these bodies
have elliptic orbits about their common center of mass O, and the
planetesimal cannot affect these orbits. Let µ1 = m1/(m1 + m2)
and µ2 = m2/(m1 + m2) and consider the inertial coordinate sys-
tem (ξ, η). Let the coordinates of the two masses in this reference
frame be (ξ1, η1) and (ξ2, η2). Adopting the distance between the
two masses (semimajor axis) as unity and total mass unity,
the mean motion of the two-body system becomes unity, and
the equations of the motion of the planetesimal are

ξ̈ = µ1
ξ1 − ξ

r3
1

+ µ 2
ξ2 − ξ

r3
2

+ Fξ (ξ, η, ξ̇, η̇), (1)

η̈ = µ1
η1 − η

r3
1

+ µ2
η2 − η

r3
2

+ Fξ (ξ, η, ξ̇, η̇), (2)

where

r2
1 = (ξ1 − ξ)2 + (η1 − η)2 (3)

r2
2 = (ξ2 − ξ)2 + (η2 − η)2 (4)

and Fξ and Fη are the ξ and η components of the gas drag which
can be expressed as a function of the position and velocity in the
inertial frame.

2.2. Nebular drag

As the nebular gas turns around the primary body with an an-
gular velocity smaller than the Keplerian value, a planetesimal
orbiting with a Keplerian velocity will suffer a headwind that
continuously reduces its orbital energy and angular momentum
(Weidenchilling 1977). The resistance to the motion of a body
due to the gas is produced by differences of pressure and fric-
tion. When the relative velocity vrel is high, the pressure dif-
ferences dominate, thus the resistance is proportional to the dy-
namic pressure (ρ v2rel/2) or the drag force Fd ∝ ρ v2rel S , where S
is the cross section. At low velocity the friction dominates, then
the resistance is proportional to vrel. Generally, we adopt the v2rel
representation and use a variable drag coefficient to accommo-
date all relative velocities. Thus, we can write for a spherical
planetesimal (e.g. Prantl 1952)

Fd

mp
= −cdπR 2ρ

2mp
vrel Vrel = − 3cdρ

8ρpR
vrel Vrel (5)

where mp is the planetesimal mass, R the planetesimal radius,
ρP is the planetesimal density, ρ the gas density and cd the drag
coefficient which is a function of the Reynolds number. Malhotra
(1993) used a simplified form of Pealet’s drag force where cd =
0.5 is constant. It is customary to adopt ρ = 10−10 g/cm3 and
ρP = 2 g/cm3 (Malhotra 1993; Kary & Lissauer 1995; Marzari
& Scholl 1997). In these units, the value of the drag constant
k = (3/8)cd(ρ/ρP)/RP is 0.014 per AU of orbital radius for RP =
100 m. Finally,

Vrel = V − Vgas =
(
ξ̇ + ηΩ

)
eξ + (η̇ − ξΩ) eη (6)

where V is the planetesimal velocity with components ξ̇ and η̇
along the orthogonal directions denoted by the unit vectors eξ
and eη on the midplane of the nebula and Ω is the gas angu-
lar velocity. All the motions are confined to the midplane of the
nebula.

3. Numerical simulations

The Burlirsh-Stoer numerical algorithm integrates the
Newtonian equations in the planar, elliptical restricted three-
body problem with the secondary body and the planetesimal
orbiting the primary. The described model of nebular drag
was presented by Peale (1993). It is assumed that there is no
interaction among planetesimals, and also that the gas does not
affect the orbit of the secondary body. The initial position of the
secondary body is taken always at its pericenter and the plan-
etesimals are disposed in a ring with width 10 to 30 Hill spheres
(RHill = ( µ2/3)1/3 since a = 1, where a is the secondary body
semimajor axis). We chose µ 2 = 10−7 up to µ 2 = 10−3 because
it represents a large number of relative mass systems. The initial
positions of planetesimals are at each 30◦ in the ring and initial
velocities are given by the Keplerian velocity. The simulation
time is about 105 units of time, or about 16 000 secondary body
orbital periods, and it is enough for the planetesimals to define
their final destiny.

As a planetesimal migrates toward the secondary body it
may have one of several possibilities shown in Fig. 1. It can
be trapped in an exterior resonance having or not a close en-
counter with the secondary body. It can also cross the secondary
body orbit and continue its migration toward the primary body.
Alternatively, the encounter could result in the capture of the
planetesimal into a stable libration within the 1:1 resonance. The
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Table 1. Distribution of trapping in the 1:1 resonance, collisions, diffusions and other events related to the dynamics of a planetesimal submitted
to the effect of gaseous drag. The distribution is for several mass ratios and for the cutoff collision radius 0.005RHill and 0.05RHill.

Mass ratio Collision radius Co-orbitals Collisions Diffusions Others

µ 2 = 10−7 0.005RHill 3% 12% 68% 17%
0.05RHill 3% 43% 41% 13%

µ 2 = 10−6 0.005RHill 8% 7% 79% 6%
0.05RHill 7% 28% 59% 6%

µ 2 = 10−5 0.005RHill 5% 4% 88% 3%
0.05RHill 5% 23% 69% 3%

µ 2 = 10−4 0.005RHill <1% 1% 98% <1%
0.05RHill <1% 24% 75% <1%

µ 2 = 10−3 0.005RHill − 23% 77% −
0.05RHill − 27% 73% −

Fig. 1. Illustration showing the several possibilities of trajectory evo-
lution of a planetesimal when it comes close to the secondary body
co-orbital zone.

planetesimal could also collide with the secondary body, increas-
ing its mass.

If the planetesimal remains orbiting the primary body with a
semimajor axis within 1RHill around the secondary body’s orbit
then it is assumed to be trapped in the 1:1 resonance. We choose
two cutoff collision radii (<0.005RHill) and (<0.05RHill). If the
planetesimal comes too close to the secondary body center (col-
lision radius) then the integration is stopped, and a collision is
assumed. We consider the diffusion if the planetesimal semima-
jor axis aP becomes smaller than 0.9 which is away from 1 RHill
below the co-orbital semimajor axis when µ 2 = 10−3. In our
study, theoretically (Murray 1994) for the case of a secondary
body with a circular orbit, L4 and L3 are displaced and disappear
when k > 0.7265(v2K/v

2
gas) µ 2. For example, if vgas/vK = 0.005

and µ 2 = 10−6, all the values of the gas drag constant larger than
k ≈ 0.029 satisfy this condition. This means that L4 no longer
traps planetesimals smaller than 0.05 km per AU. At 5 AU from
the Sun, the critical value of RP in this case is 250 m. When
µ 2 = 10−7, the critical value of k is 0.0029 and for µ 2 = 10−3, k
is 29. Thus we can take for the initial condition of k from 0.0025
to 0.1 with intervals of 0.0025 for µ 2 = 10−7, 0.025 to 1.0 with
intervals of 0.025 for µ 2 = 10−6, 0.25 to 10 with intervals of 0.25
for µ 2 = 10−5, etc. For the eccentricity of the secondary body,
we take values from 0 to 0.7 with intervals of 0.07.

4. Results

In Table 1, we present our numerical data on the trapping in the
1:1 resonance, collisions, diffusions and other events related to
the dynamics of a planetesimal in a gaseous nebula. The first

column gives the mass ratio of the secondary body. We list
the percentage of events for two different cutoff collision radii,
0.005RHill and 0.05RHill. The co-orbitals column represents the
percentage of bodies trapped in the 1:1 resonance. The results
show that the mass ratio where the largest number of trapping
occurs (8%) for µ2 = 10−6 and decreases to less than 1% for
µ2 = 10−4. When µ2 = 10−3, trapping in the 1:1 resonance does
not occur. The collisions column shows that the choice of the
cutoff collision radius has an importance in relation to the accre-
tion rate while it seems to be unimportant for the trapping results.
Furthermore the collision rate is higher when the secondary body
mass is lower. For a mass ratio of µ2 = 10−7 it represents 44%
for 0.05RHill and 12% for 0.005RHill. These numbers decrease
below 25% and 1% respectively when µ2 = 10−4. µ2 = 10−3 is a
special case because the cutoff collision radius does not change
the results and a particular approach will be necessary. The dif-
fusions represent the larger part of the simulations and increase
when the cutoff collision radius decreases. We note other events:
the resonances external to the co-orbital region or the fact that
the planetesimal did not pass the limit to be considered diffusion
by the end of the simulation.

In Tables 2 and 3, we list our numerical data relative to the
values of the drag constant k for each mass ratio. The second
column represents the extreme values of the intervals chosen
relative to Murray’s critical limit. The cutoff collision radius in
Table 2 is 0.005RHill and in Table 3, 0.05RHill. If we consider
only the gas drag constant k for all the values of e as shown in
Tables 2 and 3, we can affirm that the optimal value of k for the
1:1 resonance trapping is between 0.9 and 1.25, representing a
meter size planetesimal per AU. This value represents Murray’s
critical limit when µ2 is larger than 10−6 and smaller than 10−5.
For µ2 = 10−7, we can suppose that part of the material trapped
in an external resonance may collide with the secondary body,
increasing its rate when k < 0.0125. So, we can affirm that the
accretion rate is higher when the gas drag constant is near the
limit defined by Murray for each mass ratio. This impact prob-
ability generally decreases with increasing drag rate k, but this
dependency is smaller when the cutoff collision radius is larger,
as shown in Table 3. This will be explained later. In the opposite
case, the diffusions are higher when the cutoff collision radius
is 0.005RHill. This is more than 90% when k > 9.0 and the de-
pendency of k is greater for a lower cutoff collision radius.The
external resonances and other events do not depend on the cutoff
collision radius. At each mass ratio these events are insignificant
when the drag rate is higher. This means that the majority of
planetesimals of large dimensions have collided or been trapped
in some external resonance while the planetesimals of small di-
mensions have crossed the co-orbital zone.
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Table 2. Distribution of trapping in the 1:1 resonance, collisions, diffusions and other events related to the dynamics of a planetesimal submitted
to the effect of gaseous drag. The distribution is for the extreme values of the drag constant k relative to several mass ratios and for the cutoff
collision radius 0.005RHill.

Mass ratio Drag constant Co-orbitals Collisions Diffusions Others

µ 2 = 10−7 k < 0.0125 1% 9% 7% 83%
k > 0.09 3% 7% 89% 1%

µ 2 = 10−6 k < 0.125 4% 8% 35% 53%
k > 0.9 6% 4% 90% −

µ 2 = 10−5 k < 1.25 6% 8% 58% 28%
k > 9.0 2% 2% 96% −

µ 2 = 10−4 k < 12.5 1% 2% 94% 3%
k > 90.0 − 1% 99% −

Table 3. Distribution of trapping in the 1:1 resonance, collisions, diffusions and other events related to the dynamics of a planetesimal submitted
to the effect of gaseous drag. The distribution is for the extreme values of the drag constant k relative to several mass ratios and for the cutoff
collision radius 0.05RHill.

Mass ratio Drag constant Co-orbitals Collisions Diffusions Others

µ 2 = 10−7 k < 0.0125 <1% 30% <1% 69%
k > 0.09 2% 34% 63% 1%

µ 2 = 10−6 k < 0.125 4% 26% 19% 51%
k > 0.9 5% 18% 77% −

µ 2 = 10−5 k < 1.25 6% 30% 37% 28%
k > 9.0 2% 17% 81% −

µ 2 = 10−4 k < 12.5 1% 53% 43% 3%
k > 90.0 − 10% 90% −

The results show that the greater number of trappings in the
1:1 resonance occur when µ2 = 10−6. The drag conditions, in
this case, seem to contribute more to the trapping. For this rea-
son we have taken as the main goal of our work this mass ratio
for the secondary body. Peale (1993) shows that the symmetry
between L4 and L5 is broken in the presence of gaseous drag
with the secondary body in a noncircular orbit. As did Kary &
Lissauer (1995), we choose values of the constant of drag that
are high enough so that L4 and L3 disappear in the circular
case (Murray 1994). However, one of our goals is to show what
happens with the planetesimal at the moment of trapping in the
1:1 resonance, when, decaying in its orbit, it comes near to the
secondary body. In Fig. 2, two examples are shown comparing
the time variations of semimajor axis, eccentricity and longitude
when the mass ratio of the secondary body is µ2 = 10−6. The
capture in an external resonance increase the eccentricity and
the probability of the planetesimal to encounter the secondary
body. When the planetesimal crosses the secondary body’s or-
bit, there is a large increase in its eccentricity, which can be
explained by an exchange of angular momentum with the sec-
ondary body. After that, the oscillations of its eccentricity and
semimajor axis diminish, stabilizing its orbit. Figure 2 shows
that, if the secondary body’s eccentricity is 0.07, the L4 point
reappears. Here, µ2 = 10−6. We can see that the number of os-
cillations during and after the trapping around L4 is smaller than
around L5. This can be explained by the fact that the friction
due to the drag is smaller (k = 0.025), characterizing a larger
size for the planetesimal (Marzari & Sholl 1997). Now, the goal
is to know what the angles are between the planetesimal and the
secondary body that favor the trapping in the 1:1 resonance af-
ter the encounter. A first analysis shows that, in the majority of
the trappings, the entrance of the planetesimal in the co-orbital
region occurs close to the secondary body in more than 70% of
the cases (Fig. 3). These entrances occur in the region between
0◦ and 30◦. Increasing the eccentricity, Fig. 3d shows that the
attracting region around the L5 point increases when L5 starts to

move in the direction of the secondary body. When the eccentric-
ity reaches its maximum (0.07), the region of the largest number
of planetesimals is situated on the other side of the secondary
body, between −30◦ and 0◦. It also seems that the feeding re-
gion is larger to the side of the L5 point when the eccentricity of
the secondary body is larger. This corroborates Kary & Lissauer
(1995) affirmation that the secondary body’s epicyclical motion
due to the eccentricity increases the relative velocity between the
planetesimal and the secondary body and enlarges the size of the
feeding region. Increasing the size of the feeding region gives
the planetesimal more opportunities to have close encounters
with the secondary body. The average of the longitude between
the planetesimal and the secondary body during the trapping
shows if the planetesimal was captured by the point L5 or L4.
From Figs. 4a, b, we see that the majority of captures is around
the L5 point. From Figs. 4c, d, we note, when the eccentric-
ity is greater than 0.05, that some averages of the longitude are
between 60◦ and 90◦, characterizing a trapping around the L4
point and 120◦ characterizing a horseshoe orbit. These orbits ap-
pear in an angular position that is lesser than the critical value
established by Murray (1994), 108◦ for k larger than aproxi-
matly 0.025 when µ2 = 10−6. Namouni & Murray (2000) have
shown that the eccentricity displaces the L4 point towards the
secondary body and the L5 point moves in the opposite direc-
tion. The greater the eccentricity the greater the displacement of
the Lagrangian points in the direction opposite to the displace-
ment due to the gas drag. Thus, it is evident that from an eccen-
tricity of 0.05 this displacement become sufficiently large for the
re-appearance of trapping around L4.

Kary & Lissauer (1995) studied in an analytical way the
probability of impact for a planetesimal approaching a secondary
body in two idealized limits: (1) the gravity force of the sec-
ondary body can be neglected (1-body approximation) and (2)
the gravity force of the secondary body only affects the planetes-
imal when the two are close enough that the effect of the primary
body on the planetesimal’s motion relative to the secondary body
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Fig. 2. Temporal evolution of the semi-major axis (top), the eccentricity (middle) and the longitude (bottom) of a planetesimal. In this case
µ 2 = 10−6 for the secondary body and the initial conditions are r0 = 1.16, e2 = 0.056 and k = 0.075 (left column), r0 = 1.19, e2 = 0.07 and
k = 0.025 (right column).

can be neglected (2+2-body approximation). Figure 5 illustrates
well this behavior when the approaches to the secondary body
increase its eccentricity in a significant way, reducing the im-
pact probability per conjunction. In the case of a secondary body
in an eccentric orbit, we have a relative velocity high enough
to increase the disturbance effect of the secondary body on the
planetesimal’s eccentricity, allowing a 2+2-body approximation.
There, the planetesimal no longer has an instantaneous circu-
lar orbit, as is shown in Fig. 5. But as the drag reduces the

eccentricity of the planetesimal between the conjunctions, the
greater the drag, the more quickly the eccentricity will be re-
duced. This means that the drag decreases the disturbance effect
of the secondary body, needing the full three-body treatment. In
reality, the 3-body effect comes to dominate the accretion behav-
ior and numerical models become important. The distribution
of trappings, collisions and diffusions relative to the secondary
body eccentricity (Fig. 6) and the gas drag (Fig. 8) for the two
cutoff collision radii when the mass ratio is 10−6 shows that the
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Fig. 3. Distribution of the angle θ be-
tween the planetesimal and the sec-
ondary body at the moment of its en-
trance in the co-orbital region, when it
was trapped in the 1:1 resonance. They
are for all the values of 0.025 < k <
1.0 and for the eccentricities of the fol-
lowing secondary body’s orbits when
µ2 = 10−6: a) e = 0.007; b) e = 0.014;
c) e = 0.063 and d) e = 0.07.

Fig. 4. Average of the longitude 〈∆λ〉
between the planetesimal and the sec-
ondary body during the trapping in the
1:1 resonance, for all the values of
0.025 < k < 1.0 and for the eccentric-
ities of the following secondary body’s
orbits when µ2 = 10−6: a) e = 0.007;
b) e = 0.014; c) e = 0.063 and d) e =
0.07.

cutoff collision radius for these two values do not change the
behavior of the distribution. Now, observing Fig. 6, we notice
that the number of trappings is maximum for e = 0.021 and
k = 0.3, decreasing almost linearly when their values increase.
In our model, these conditions seem to favor the co-orbital trap-
pings. We also notice that as the value of the eccentricity in-
creases the distribution of the three events tends to be equal,
but the co-orbital events dominate for e > 0.021 (Fig. 6). The
trapping distributions for 10−5 and 10−4 (Fig. 7) occurs for a
higher eccentricity of the secondary body. For example, when
µ2 = 10−4 the trappings begin over 0.04. The maximum trapping
occurs when e = 0.05 for µ2 = 10−5 and is larger than 0.07 for
µ2 = 10−4. Looking at the collision rate we see that it is higher
(40% of the cases) when e = 0 to e = 0.014, which means the ec-
centricity increases the relative velocity between the secondary
body and the planetesimal and decreases the accretion rate per

encounter (Fig. 6). At a very low value of k the eccentricity de-
termines the distribution but when k is higher the dependency
of the eccentricity does not occur (Fig. 7b). In Figs. 8 and 9 we
notice that the gas drag diminishes the trapping distribution. The
higher the drag rate, more quickly the decrease of the trappings
occurs. Figure 9 shows that the trappings do not occur when k
reaches the limit of 30. That means that the size limit of the
planetesimal trapping is 0.2 m per AU. For example, at 5 AU
from the Sun, Jupiter might not capture planetesimals smaller
than 1 m. If we compare the collision distribution relative to the
gas drag constant k, independent of the eccentricity of the sec-
ondary body, we see a maximum (15% of cases) when k = 0.2
and a linear decrease from this value (Fig. 8). The diffusion dis-
tribution is different to the collisions. This distribution increases
with the increase of the value of k as is shown in Figs. 8 and 9.
The diffusion rate depends on the value of the gas drag constant
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Fig. 5. Behavior of the eccentricity of the planetesimal during its process of approach before the collision with the secondary body. The initial
conditions in this case are r0 = 1.08 for the planetesimal, and k = 0.050 for the constant of the gas drag and µ2 = 10−6. The eccentricity of the
secondary body: a) e = 0 and b) e = 0.042.

Fig. 6. Distribution of co-orbitals, collisions and diffusions of the whole planetesimal simulation as a function of the secondary body’s eccentricity
for a mass ratio of 10−6. The cutoff collision radius is a) 0.05RHill and b) 0.005RHill.

and becomes dominant when its value is above half of the inter-
vals, while there is almost no dependency on the eccentricity of
the secondary body (Figs. 6 and 7).

5. Conclusions

1. In the present work, we chose the drag model of a primordial
solar nebula defined by Murray (1994) and for the dynamic
system we used the conditions of Kary & Lissauer (1995).
We studied trajectories of planetesimals whose orbits decay
due to gas drag and are perturbed by the gravity of a sec-
ondary body on an eccentric orbit with a mass ratio that takes
values from µ2 = 10−7 to µ2 = 10−3. Each planetesimal ul-
timately suffers one of three possible fates: (1) trapping in a
mean motion resonance with the secondary body; (2) colli-
sion with the secondary body increasing the secondary mass;
or (3) diffusion, crossing the orbit of the secondary body. We
established statistics of the collision rate for two cutoff colli-
sion radii 0.005RHill and 0.05RHill that implies an increase of
the mass of the secondary body, and statistics of the diffusion
rate that represent the planetesimals crossing the co-orbital
region towards the primary body, or being scattered by the
secondary body.

2. In the case of captures in the 1:1 resonance with the sec-
ondary body, we have shown that, in the process of the
capture, an exchange of angular momentum between the

planetesimal and the secondary body occurs, the oscillations
are reduced and the eccentricity of the planetesimal tends to a
certain limit. We also have shown that the eccentricity of the
secondary body changes the configuration of the equilibrium
points L4 and L5, where the L4 point reappears, even if the
drag conditions are over the limit defined by Murray (1994).
The configuration with drag and eccentricity increases the
attractive power of the region where the L5 point lies be-
yond its displacement in the direction of the secondary body.
Thus there will occur more trappings than in the L4 point and
the planetesimals will have smaller dimensions with larger
oscillations, increasing the probability of collisions between
them.

3. The results show that the mass ratio where the largest number
of trappings occurs (8%) is µ2 = 10−6 and decreases to less
than 1% for µ2 = 10−4. When µ2 = 10−3, trappings in the 1:1
resonance do not occur. The eccentricity increases the rela-
tive velocity between the secondary body and the planetesi-
mal and decreases the accretion rate per encounter. The op-
timal value of k for the 1:1 trapping is between 0.9 and 1.25,
representing a meter size planetesimal per AU. The choice of
the cutoff collision radius is important for the accretion rate
while it seems to be unimportant for the trapping results. The
fact that the trappings do not occur when k reaches the limit
of 30 means that the size limit of the planetesimal trapping
is 0.2 m per AU. Thus the collision rate is larger (40% of
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Fig. 7. Distribution of co-orbitals, collisions and diffusions of the whole planetesimal simulation as a function of the secondary body’s eccentricity.
The cutoff collision radius is 0.05RHill and the mass ratio is a) 10−5 and b) 10−4.

Fig. 8. Distribution of co-orbitals, collisions and diffusions of the whole planetesimal simulation as a function of the drag constant k for a mass
ratio of 10−6. The cutoff radius collision is a) 0.05RHill and b) 0.005RHill.

Fig. 9. Distribution of co-orbitals, collisions and diffusions of the whole planetesimal simulation as a function of the drag constant k. The cutoff
collision radius is 0.05RHill and the mass ratio is a) 10−5 and b) 10−4.

the cases) when e = 0 to e = 0.014. For all the values of
the secondary body’s eccentricity we have a maximum (15%
of the cases) when k = 0.2 and a linear decrease from this
value when µ2 = 10−6. This seems to indicate that in the ini-
tial formation of the celestial bodies the number of impacts
of bodies of large dimension was larger, contributing to a
fast mass accretion. We saw that the diffusion rate is directly

related to the value of the gas drag constant and is maximum
for high values of k, showing that gas drag is an efficient pro-
cess in scattering planetesimals and the trapping of planetes-
imals in the 1:1 resonance is the less probable fate. These
results depends on the specific drag force chosen. Finally,
µ2 = 10−3 is a special case because the cutoff collision radius
does not change the results and a particular approach will be
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necessary. Peale (1993) showed that a secondary body larger
than 30 terrestrial masses opens a gap in the nebula. This
gap decreases the nebula density by up to 10 times when the
secondary body reaches 300 terrestrial masses. In a paper
in preparation we treat the consequences of this gap for the
planetesimal behavior when it decays close to the co-orbital
zone.
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