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Resumo

O objetivo deste trabalho é estudar propriedades topoldgicas e aritméticas dos fractais de Rauzy.
Em particular provamos que o fractal de Rauzy é um subconjunto compacto de C, conexo, com
interior simplesmente conexo e que ele induz um azulejamento periddico do plano complexo.
Além disso, construimos um automato finito capaz de gerar a fronteira do fractal de Rauzy.
Com isto demos uma parametrizacao para a fronteira e calculamos sua dimensao de Hausdorff.

Estudamos também os pontos extremos do fractal de Rauzy.

Palavras-Chave: Substituicoes, sistemas dinamicos, fractais.



Abstract

The aim of this work is to study some topological and arithmetical properties of the Rauzy
fractals. In particular we proved that the Rauzy fractal is a compact subset of C, connected, its
interior is simply connected, and it induces a periodic tiling of the complex plane. Furthermore,
we studied the construction of a finite automaton able to generate the boundary of the Rauzy
fractal, allowing us to provide a parametrization for its boundary, and calculate its Hausdorff

dimension. We also studied the extremal points of the Rauzy fractal.

Keywords: Substitutions, dynamical systems, fractals.
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Introducao

3 — 22 —x — 1. Este polindmio possui uma raiz real 3 > 1

Consideremos o polinémio P(z) = x
e duas raizes complexas conjugadas o e @ de modulo estritamente menor que 1.

O Fractal de Rauzy ¢é o conjunto
&= {Z;L:O;) EiOdi‘Ei € {0, 1};€i€i+1€i+2 = O,VZ 2 3}

O Fractal de Rauzy foi descoberto por G. Rauzy em 1982 [I1], com o intuito de estabelecer
uma representacao geométrica do sistema dinamico simbélico associado a substituigao o definida
por: o(0) =01, (1) =02, 0(2) = 0.

Desde entao tem sido objeto de estudo de varios matematicos (ver por exemplo [I], [2],
[6], [8]) e relacionado a diversas areas da Matemédtica como sistemas dinamicos, teoria dos
numeros, dentre outras. Ele possui varias propriedades: é um conjunto compacto de C, conexo,
com fronteira fractal e interior simplesmente conexo e induz um azulejamento periodico de C
médulo Z + Za. E divido em trés regioes similares que induzem um azulejamento auto-similar
do plano complexo. Essas regices sao: £y = af, £1 = o® + a2 e £y = o + ot + %E.

Neste trabalho estudamos as propriedades topoldgicas e aritméticas dos fractais de Rauzy.
Em particular provamos que o fractal de Rauzy é um subconjunto compacto de C, conexo, com
interior simplesmente conexo e que ele induz um azulejamento periédico do plano complexo.
Construimos também um automato finito capaz de gerar a fronteira do fractal de Rauzy e assim
obter uma uma parametrizacao para esta fronteira e calcular sua dimensao de Hausdorff.

Organizamos este trabalho da seguinte forma.

No primeiro capitulo mostramos alguns métodos para a construgao do fractal de Rauzy
e estudamos suas propriedades topolégicas como conexidade, compacidade e que esse fractal
induz um azulejamento periédico do plano complexo.

O segundo capitulo é dedicado ao estudo da fronteira do fractal de Rauzy. Mostramos quais
sao as regioes que compoem sua vizinhancga e como a caracterizagao dos pontos que pertencem a

sua fronteira esta diretamente relacionado com os pontos que possuem varias a-representacoes



e, utilizando esse conceito, construimos um automato que fornece explicitamente os pontos
pertencentes a fronteira do fractal e permite parametrizarmos a fronteira do fractal de Rauzy,
mostrar que ela ¢ uma Curva de Jordan e calcular sua dimensao de Hausdorff.

No terceiro capitulo mostramos como obter os pontos extremos do fractal de Rauzy.

Por fim, no Anexo, demonstramos alguns resultados que foram utilizados ao longo do texto

e além disso mostramos algumas propriedades complementares sobre o fractal de Rauzy.
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Capitulo 1

O Fractal de Rauzy

O objetivo deste capitulo é mostrar como pode ser construido o fractal de Rauzy e quais sao suas
propriedades topoldgicas. Em particular mostramos que este fractal induz um azulejamento

periodico do plano complexo.

1.1 Meétodos de Construcao do Fractal de Rauzy

Como vimos anteriormente, o fractal de Rauzy é o conjunto

&= {Z+O§ EiOdi‘Si € {0, 1};€i€i+1€i+2 = O,Vl > 3}

i=

em que « ¢é uma das raizes complexas de moddulo menor que 1 do polinomio
Plx) =23 —2*> —x — 1.

H4 varias maneiras de se obter o fractal de Rauzy, como por exemplo o Método de Rauzy,
através das Substitui¢oes Generalizadas, pelo Método de Dekking entre outros. Mostraremos

dois métodos de construgao deste fractal.

1.1.1 Primeiro Método: Método de Shunji Ito

Consideremos o alfabeto A = {1,2,3} e A* o conjunto das palavras finitas sobre A. Seja
o: A — A* a aplicagdo (chamada de substituigao) definida por (1) = 12, 0(2) = 13 ¢
o(3) = 1. Podemos estender o a AN, o conjunto das palavras infinitas sobre A, por con-
catenagao, da seguinte maneira: se w = wy---wy, -+ € AY entdo o(w) = o(wy---wy, ) =
o(wy) -+ o(wy,)---. Exemplo: o(1111) = 12121212.

Aplicando o a letra 1 obtemos o(1) = 12. Aplicando o a palavra 12 obtida, temos
0(12) = o(1)o(2) = 1213. Aplicando ¢ novamente a palavra 1213 obtemos ¢(1213) =

11



1213121. Notemos entao que usando o repetidamente obteremos uma palavra u = ugu;... =
1213121121312112131... € AY. Notemos que u é o ponto fixo para a substituicao o, uma vez
que o(u) = u.
Por outro lado, consideremos o espago R? com a base candnica (€7, €3, €3) e I, os segmentos
de origem O e de extremidade Ny tal que O—Nk) = Zle €u;, U1 - U sendo a parte inicial do
ponto fixo u de o. Projetando os pontos Ny sobre um plano conveniente paralelamente ao vetor
1

U= 0 |, em que = % ¢ a raiz real do polinémio P(z) =z
62

conjunto limitado nesse plano (figura abaixo). O fecho desse conjunto é o Fractal de Rauzy ([1]).

3 — 22 — 2 — 1, obteremos um

1.1.2 Segundo Método: Via Sistemas de Numeragao

Seja (T},)n>0 a sequéncia recorrente definida por 7o = 0,7y =0, Ty = 1, Tyy3 = Tyio+ o1+ 10,
para todo n > 0. Essa sequéncia é chamada de sequéncia de Tribonacci. E conhecido que,
usando o algoritmo ”greedy” (fominha), todo inteiro natural n pode ser representado de maneira
Unica como soma de termos dessa sequéncia como n = 2513 g;T;, come; €{0,1} e g;6,416i40 =
0, para todo ¢ > 3 (ver [12]).

O numero 21 por exemplo, pode ser escrito como soma de termos dessa sequéncia como
21=13+7+1 = T7 + T + T3. Logo, 21 = ZZ:3 g, emqueez =cg=c7=1ee4 =¢c5=0.

3 — 22 — 2 — 1, o polindmio caracteristico da

Consideremos agora o polinémio P(z) = x
sequéncia (7},),>0. Este polinémio possui uma raiz real 5 > 1 e duas raizes complexas conju-

gadas a e @ de médulo estritamente menor que 1.
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Definimos o fractal de Rauzy como sendo o conjunto

&= {Z+O§ gi'|e; € {0,1}; 658418542 = 0,Vi > 3},

1=

Notagoes

Denotaremos por N o conjunto N' = {(&;)i>1,l € Z,&; € {0,1} e g;g;118042 = 0,Vi > 1}
Seja (g;)i>1 € N. Se existir p tal que para todo i > p, &; = 0, entao essa sequéncia sera
denotada por (g;)g<i<p ¢ 0 conjunto dessas sequéncias por Ny. Seja z € C e X C C. Definimos
X+z={x+zlxr € X} ezX = {zz|z € X}. O interior de X serd denotado por int(X) e sua
fronteira por 0.X.

13



1.2 Propriedades do Fractal de Rauzy

Nesta secao mostraremos as propriedades citadas anteriormente que o fractal de Rauzy possui,

as quais estao resumidas no Teorema a seguir.

Teorema 1.2.1 O fractal de Rauzy € um conjunto compacto de C, conexo e com interior
simplesmente conexo, além do mais ele induz um azulejamento periodico de C maodulo Z + Za,

isto €, C = ez 20 (E+u) € para todo u,v € Z + Za, se u # v entdo int(E+u) N (E4v)= 0.
A demonstracao deste teorema serd feita através de varias proposicoes.
Proposicao 1.2.1 O conjunto £ é compacto.

Demonstracao:

Seja (zn)n>0 uma sequéncia de elementos em & tal que lim z, = z. Vamos mostrar que

n—-+o0o

z € £. Suponhamos que z, = Y .—.¢, «a; em que (¢; " );>3 € N. Como N estd contido em

{0, 1} que é compacto pela topologia produto das topologias discretas sobre {0,1}, entdo

existe uma subsequéncia (egp n))izg convergente para (g;);>3 em {0,1}". Pode-se provar que

(¢i)i>3 pertence a N. Assim nl_lE’I_IOO Zpn =D g €i0t = z € E. Logo € é fechado. Por outro lado,
|3

| >t <32 |eal] < Yos ol = 1‘3“04. Logo &€ é limitado. Portanto £ é compacto.

0

Definicao 1.2.1 Dizemos que uma seqiiéncia (a;)g<n<p € Superior lexicograficamente a sequéncia

(bi)kfgngpr se existe um inteiro s € 7 tal que para todon > s a, = b, e as > bs.
Proposicao 1.2.2 O Fractal de Rauzy induz um azulejamento periodico de C mdodulo Z + Za.
Para a demonstracao usaremos a seguinte proposi¢ao (demonstra¢ao em Anexo):

Proposicao 1.2.3 As sequintes afirmacoes sao validas:

1. Para todo n > 3 tem-se o™ = T,a* + (T),_, + Tno)a+T,_1. Em particular, para todo
(€i)3<i<n € Ny tem-se Zfig g0 = na’+a,a+b, onden = Zfi?) ey, an = Zf\iz)) eil(Ti1+T;-2)
e by =30 yeTio

2. Seja z € ZIB) NRY entdo existe (£;)1<i<y € Ny tal que z =N &3

3. Sejam (:)i<icn € Ny € (€))icicoo €N, onde gy =, =1. Se SN e;0f = 3222 eial entdo
para todo | <1 < N, ¢ 26; e para todo i > N, 5; = 0.

4. Seja (€)3<icn € Nj. Entio SN et € int(€). Em particular, 0 € int(E).
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5. Seja o® = ca+d, ¢,d € R. Entdo o conjunto {1,c,d} é Q-linearmente independente.
6. O conjunto Z + Za é discreto.
7. Sejam (;)3<i<n € (£;)s<i<ar dois elementos de N'. Se (g;) € maior lexicograficamente que

(€;), entdo Zfis e T, > Zf‘ig e,

Observacao 1.2.1 Sejam (a;)i<i<k € (bi)i<i<k duas sequéncias de nimeros inteiros. Entao

Zf:z a0 = Zf:l bt = Z?:z a3’ = Z?:z bif3".

Demonstracao da Proposigao [1.2.2

1. Vamos provar que C = {J,cz, 7, (E+u).

Pelo item (5) da Proposi¢ao e usando o Teorema de Kronecker, deduzimos que o
conjunto {na? + pa + q,n € N,p,q € Z} é denso em C. Seja z € C e € > 0, existe um inteiro
positivo N tal que para todo k > N, |z — 2| < ¢, e para todo k > N, 2z, = nia® + pra + g,
(nk,pr,qr) € N x Z?. Para todo k, sejam a,, e b, os nimeros definidos no item (1) da
proposi¢ao anterior. Temos z; + (an, — p)a + (bn, — q) = Mk + @y, + b, = x), € E.

Para todo k > N, |z — 2| < | — 2|+ |2 — 2| < e+ |2| + M onde M = maz{|z|,z €E}.
Por outro lado como z; — 2z, € Z + Za que é um grupo discreto, entao existe uma sequéncia
crescente (k;);>1 de inteiros tais que para todo i, xy, — 2, = Yo, €m que Yy = ¢ + pa pertence
a Z + Za. Logo para todo i > 1, |z — xy, + yo| < €. Como & é compacto e zy, € &, existe
um elemento z* € £ tal que |z — 2* + y| < e. Logo z € (E—y) = E—yo. Portanto obtemos o
resultado.

2. Vamos provar que int(E+u) N (E4v)# () implica que v = v. Basta provar que se

int(E+u) N E # () entdo u = 0. Suponhamos que existam inteiros p,q € Z e um elemento

z=7y 2.ga" € & tal que z+p+ga € int(£). Como lim Zgio/#—p—i-qa = z+p+qa, entao
existe N € N tal que para todo n > N,

Zéiof—kp—l—qoz € int(&) (1.1)

=3

Caso 1. O conjunto {i > 3,&; # 0} é infinito. Neste caso, como [ > 1, entdo existe um
inteiro N > ny tal que Zfig g +p+qpB > 0.
Pelo item (2) da Proposigao deduzimos que
N M
Y el +ptas=> dp (1.2)
i=3 i=l

15



em que (d;)i<i<pr € Ny, I, M € Z.

Por |D e |D temos que vaz?) g +pt+ga=> 2 ea = Zi\il dia’ € &.
Assim, pelo item (3) da proposigao |[1.2.3] existe um inteiro K < M tal que e; = 0 para todo
1 > K. Logo

Y e +ptaf=> el
1=3 =3

Pelo item (1) da proposicao temos

nB* + (r(n) +q)B + (s(n) +q) = 16° +r(1) + s(0)

em que n = Zfi3 gl el = Efig e;T;. Logol =nee; = e;, para todo 7, por causa da unicidade
da representacao na base T;. Portanto p = ¢ = 0.

Caso 2. O conjunto {i > 3,¢; # 0} é finito. Seja N = max{i > 3,¢; # 0}. Se Zf\ig gf" +
P+ qB > 0 entao faremos como no caso 1.

Vamos supor que Zf\i3 g3 + p+ qB < 0. Temos que

N [e's)
Zeio/ +p+qa= Zdiai.
=3 i=3

Se fo\ig g;a' é um ponto interior de £ entao existe um inteiro M > 0 tal que
—p—qa+ sz\ig diai = Zji?) eiai e €.
Se —p — ¢+ M. d;3" > 0 entio
M i o0 i K i 0o i
—p—qa+ )iy diff =Y Tgeiat = 30, fia = )T e

onde (fi)lgiSK S Nf e l, KeZ.
Pelo item (3) da proposicao existe um inteiro L tal que e; = 0 para todo i > L e pelo
mesmo argumento usado no Caso 1 obtemos p = ¢ = 0.

O
Proposicao 1.2.4 O conjunto £ é conexo.
Para essa demonstracao precisamos da definicao e do lema a seguir.

Defini¢ao 1.2.2 Dizemos que um espago métrico X satisfaz a Propriedade (E) se para todo x
ey em X e para todo € > 0, existe uma sequéncia 1, ...x, de elementos de X tal que x; = x,

T =1y e |rip — x| <e, para todo i € {1,...,n—1}.
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Lema 1.2.1 Seja X um espaco compacto. Entdo X € conexo se e somente se X satisfaz a

Propriedade (E).

Demonstracao: Seja z € X. Seja Y, = {y € X| existe uma sequéncia xy,...,x, com
T =x,T, =y e |ri — x| < e} Temos que Y, é aberto. De fato, pois se y € Y, entdo a
bola aberta com centro em y e raio € > 0, B(y,¢) estd contida em Y,. Por outro lado Y, é
fechado, pois se z ¢ Y, e 2/ é um ponto de X tal que |z — Z/| < € entdo 2’ também nao pertence
a Y,, pois caso contrario, existiria uma sequéncia 1, ..., x, tal que 1 = z e x,, = 2’ e, tomando
Tni1 = 2, entao obterfamos uma sequéncia xy, ..., &, cOM 1 = T € T,11 = Z ou seja, 2 € Y, 0
que nao ocorre pois tomamos z ¢ Y.

Provemos a reciproca. Suponhamos que X satisfaca a Propriedade (E) e que X seja de-
sconexo. Seja X = AUB, A e B uma desconexao para X. Vamos mostrar que a distancia entre
os conjuntos A e B é igual a 0. Sejam x € A e y € B. Como por hipdtese existe uma sequéncia
Ty,... 7, tal que 1 = x, x,, = y, existem dois pontos consecutivos ,, € Ty,,, que estao em A
e B respectivamente tal que |z,, — Zn,,,| < €. Entéo a distancia entre A e B, d(A,B) < ¢, e
assim para todo € > 0, d(A, B) = 0. Por outro lado, como X é compacto, pode-se obter duas
sequéncias (an)n>0 € (bn)n>0, com (an)n>o em A e (by)n,>0 em B tal que |a, — b,| — 0. Logo
existem duas subsequéncias convergentes que convergem para um mesmo ponto, digamos, p.
Como A e B sao fechado entao p € A e p € B. Ou seja, AN B # (), o que contraria a hipdtese.
Portanto X é conexo.

O

Demonstragao da Proposicao [1.2.4%

Como &£ é compacto, precisamos mostrar somente que ele satisfaz a Propriedade (F). Sejam
x e y dois elementos de £. Mostremos por indugao sobre k que existe uma sequéncia (z1, ... x,)
pertencente a £ tal que 1 = z, z,, = y e para todo j pertencente a {1,...,n — 1}, existe
(ay,...ax) € {0,1,2}* tal que z; e zj41 pertencem a v, o--- 01, (£) onde os v; sdo as fungoes
de C em C definidas por:

oz az, 2 ad + o’z
ey 2z a®+at+adz

Para k = 1 a afirmacao ¢é valida. Suponhamos que seja véalida para k e mostremos para k+1.
Seja j um elemento de {1,...,n — 1} tal que z; e ;11 pertencem a 1), o--- 01, (£). Como
E = U?:o ;(E) (proposicao em Anexo), necessariamente z; € ¥q, 0--- 01y, © g, (E)
€ Tjy1 € Yy 00U, 0y, (£) onde 0s agy1 € bpyy pertencem a {0,1,2}. Agora seja zp =

o 1 ~
Y g, entdo
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zo=a’+ 30, a0 =a’ ot + 377, 0% = 370 0,

ou seja, zg pertence a ﬂ?:o Yi(E). Segue que 1y, 0 -+ 01y, (20) ¢ um ponto comum de
Yay O+ 0 g, Owak+1(8) € Pa, O+ 0 Yq, Owka(g)‘
Logo podemos ligar dois pontos quaisquer de £ por uma sequéncia (z1, ... z,) que satisfaca
241 — 2] < Jaffx diam(E).

Tomando k arbritrariamente grande obtemos o resultado.

Proposicao 1.2.5 O interior de £ € simplesmente conezo.

Demonstracao:

Consideremos I' como sendo uma curva de Jordan simples e fechada contida no int(€). Seja
C' a componente conexa limitada de I' (C' é o aberto compreendido por I') e C" a componente
conexa nao-limitada. Mostremos que C' esta no int(E).

Primeiramente vamos mostrar que aC' N € C a&. De fato, seja zy pertencente a aC' N &,
suponhamos que zy nao pertence a o€, logo existe i € {0, 1,2} tal que 2y € &;, em que & =
af, &1 =a®+a’€ e & =a’+a'+a*E. O conjunto al estd contido em int(af), fagamos

r =d(al’,C—int(af)) = inf{|lzr —y|;x € o',y € C—int(af)}.

O conjunto &; esta incluido em C—int(af), logo, d(&;,al') > r. Como &; é conexo e a
intersecao de £; com aC' nao é vazia segue que ele estd incluido em aC. Por outro lado, os
conjuntos &;, j em {0, 1,2} tem um ponto em comum que pertence a aC' (pois €; C aC). Logo

&1 e &5 estao contidos em aC, assim:
aC’' NE C ak.

Seja z um elemento de € tal que |z| = max{|z|;z € £}, entdo = deve pertencer a aC’, e
portanto pertence a a€. Mas isto ¢ impossivel, pois assim £ seria um elemento de £ de médulo
estritamente maior do que o modulo de x. Portanto, aC' N &€ C af.

Temos que aC' N € C af& implica que aC' N € = aC N a€. Aplicando o mesmo raciocinio

para a curva " 'I' obtemos
Vne N, oa"CNE=a"CnNak.

Vamos mostrar por indugao que o"C' N & = a"C' N a™€.
De fato, esta propriedade é valida para n = 0. Suponhamos que seja valida para n e

provemos para n + 1, entao
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A"l NéE=a"CnNal=ax(a"CNE =ax(a"Cna*f)=a""CNa"'e&.

Seja z um elemento de C', como 0 é ponto interior de £, existe um inteiro natural n tal que
oz pertence a £ e assim pertence também a o"C N o"E. Consequentemente z é um elemento
de £. Logo C' C &. Como C é um aberto, 0 C C = (), o que implica que C' C int(E).

O

oS tattale

Figura 1. Fractal de Rauzy.

Figura 2. Azulejamento periddico do plano através do fractal de Rauzy.
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Capitulo 2
Caracterizacao da Fronteira de &

O objetivo deste capitulo é estudar a fronteira do fractal de Rauzy. Veremos que ele possui
6 vizinhos e que os pontos que compoem sua fronteira estao relacionados com os pontos que
possuem varias a-representacoes. A partir deste fato, construiremos um automato que permite

obter todos os pontos pertencentes a fronteira do fractal.

Proposigao 2.0.6 A Fronteira de £ satisfaz as sequintes propriedades:
1. 0= U,ea€ N (E4u), em que A= {£1, o, (1 + a)}.
2. Seja z € OE entio z =Y, 55 et = > 2 e, onde (;)i>3, (€:)is1 € N el < 3.

1=l

Demonstragao:

1. Seja z € 9€= E\int(E)=E\int(€). Como C = |J,,c7. 7. (E+u), entdo existe uma sequéncia
(zn)n>0 de elementos de C tal que

limz,=zez, ¢ &, Vn>0.

Pela proposigao existe uma sequéncia (uy,),>o de elementos de Z + Za\{0} tal que
2, € E+uy,, para todo n > 0. Logo (up)n>o € limitada. Como Z + Za é um grupo discreto
entdo (u,)n>0 é uma sequéncia que possui um numero finito de termos. Assim, existe uma
subsequéncia (ug, Jn>0 de (un)n>o tal que uy, = u € Z + Za\{0}. Como z, € E+uy, = E+u
temos que

z =lim 2z, € £4u,

pois E4u é fechado. Portanto 08 C J,cz 7.€ N (E4u).

Por outro lado, se z € £ N (E+u), u € Z + Za\{0}, como int(E) N (E+u) = O, entao z ¢
int(&). Portanto z € 9€.

Portanto, 08 = J,cz12.€ N (E+u)= U,ea€ N (E+u), em que A = {u € Z + Za\{0},
E N (E+u) # 0}.
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Agora vamos provar que A = {£1,+a,£(1 + a)}.
Seja u = p + ga # 0 e suponhamos que € N (E+u) # (.

Assim,

+o00 +o0
ptga+) st =) g, (2.1)
=3 i=3

em que (81‘)123, (8;)i23 eN.
A equagao (2.1) pode ser reescrita como

+oo +o0
pt+gqa+ Z o = Z wia™,
i=1

i—1
com y;,w; €S ={0,1,a,0% 1+ a,1+a? a+ a?}.

Assim,
+oo

p+ga=> (wi—y)a”
=1
Logo,

+o00 +oo 3
i i Q
I+ gol = 13— 20a¥] < 3l = lle] < 221
=1 =1

Seja K = 2-12L Entdo K < 2|a.

I=laf3"

Analisemos os valores possiveis para p e q.

Caso 1. Se p =0 e q # 0, entao
P+ qo| = |qal.
Como |qa| tem que ser menor que K, entdao os possiveis valores que ¢ pode assumir sao

g=1ouqg=—1.

Caso 2. Se g =10 e p # 0. Nesse caso |p+ qa| = |p|.

Como no caso acima, os unicos valores que p pode assumir sao p =1 ou p = —1.

Caso 3. Se ¢ # 0 e p # 0. Nesse caso, para que |p + qa| < K podem ocorrer somente trés
situagoes: p=qg=1,p=q= —1oup=1e g = 2. Vamos mostrar que podemos desconsiderar
ocasop=1eq=2.

De fato, temos

+oo “+o0o
;o )
1+ 2a = g g0 — E g
=3

1=3
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ou

+o0 +oo
1+ 2a + e30® — 5&@3 = Zg;ai — Z g
i=4 i=4
Entao
+00 A
1420+ (g3 — g5)0®| = | Y (g, — £:)a’| < 1,330 =
i=4
Por outro lado, temos que |1 +2a| > K, [1+2a +a®| > K e |l +2a —ao®| > K', o que é

uma contradi¢ao. Logo podemos excluir esse caso.

Portanto o conjunto A = {+1, +a, £(1 4+ «a)}.

2. Seja z € 0&, entao existe u € A tal que
p=u4 ) st =30 el

Caso 1. Se u € {1,,1 + a}. Nao hd o que demonstrar.

Caso 2. Se u = —1. Entao,

_ oo
__]'+Zz3gloé_ 3€Oé

Seja t = min{i,e; # 0}. Logo,
z2=—1+4at +ZZ b1 S0 = ;f;sﬁai.

Por outro lado, temos ' — 1 € Z[B] NR*, pois § > 1
Pela proposigao [1.2.3] item (2),
—1+ ' =L,
em que (g; )i<i<k € Ny, g, > 0.
Logo,
Bt=1+30 50,
em que 52 > 0. Logo k < t.
Portanto,
=1+ & p
Entao,
ot =1+ Zt Lo
A sequeéncia 10 - 062/52;1 -, , & N pois sendo obterfamos uma contradi¢io com o item
(3) da Proposigao [1.2.3]
Logo | <1 e portanto [ < 3.
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Assim,
t—1 v
—l+at=>% "¢ a coml<3
Portanto,
ot v +o0 i N too i
z=) 50+ st =) 5 g0l
" !

em que | < 3, (g; )i € (g;)i>3 € N

Os outros dois casos sao obtidos do mesmo modo.

2.1 Relacao com as representacoes improprias na base «

Como 0 esté contido no interior de £ (Proposicao e o modulo de v é menor que 1, entao
para todo nimero complexo z, existe um inteiro k tal que a*z € €. Desse modo todo nimero
complexo z pode ser escrito na base o como z = Z;’il g;al,ondel € Ze (g;)i>1 € N. A sequéncia
(£:)i>1 serd chamada de uma a-representac¢ao de z. Pelo item (2) da proposi¢ao [2.0.6] um ponto
da fronteira de £ tem pelo menos duas a-representacoes. Por outro lado, um ntimero complexo z
que tenha pelo menos duas a-representagoes distintas pode ser escrito como z = Zf:k a;a’+aN
em que (a;) € N é a parte inicial comum das duas a-representacoes de z e N um inteiro relativo
escolhido de forma que x € £ N (E+v), onde v € {1,a,0?, 1+ a,1 + a? a + a*}. Assim z €
0&. Vemos entao que o problema da fronteira de £ estd relacionado com os niimeros complexos

que possuem varias a-representacoes.

Teorema 2.1.1 Sejam x = Y 2, a;a" ey = Y .2 b, em que as sequéncias (a;)is; € ()i
pertencem a N'. Entdo existe um inteiro s = s(3) < 2 tal que © =y se e somente se para todo

k> 1, tem-se x(k) —y(k) € S = {£ 327 cia, (6;)s<ica € Ny} em que

k k
o(k) = aF23 aial e y(k) = a2 bial, Yk > 1.
1=l i=l

Demonstracgao:

Temos,
o*2(x(k) — y(k) = L ma’ = 3 biad.
Se z(k) —y(k) € S, entédo

Jim aF (k) — y(1) =0 = —y,
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pois |a] < 1. Logo = = y.

Vamos provar a implicagao direta. Sejam z = Y oo a;a’ e y = Y -2 b;a’. Suponhamos que

xr =y, portanto a **2z = a7 ¥*2y, entao
x(k) —y(k) = Z (b — ai)ai_kﬁ = Z(bi—i-k—z — Qisp—2)0.
i=k+1 =3
Por outro lado,
k I+k+3
x(k) —y(k) = Z(ai — bi)al_k“ = o7k Z cal.
i=l i=3

em que ¢; = a;—j-3 — bi_;3.
Pelo item (1) da proposicao [1.2.3), z(k) — y(k) = o=*"Y(na® + (p + q)a + p), com

I+k+3 I+k+3 I+k+3

n = Z cili, p= Z c¢ilio1, q= Z ciTio.
i=3 i=3 i=3

Suponhamos que ¢35 = 1, logo ap = 1 e by = 0. Portanto a sequéncia (a;);<;<x ¢ maior
lexicograficamente que (b;);<;<x. Assim, pelo item (7) da proposi¢ao temos que n, p e ¢ sao
positivos, e entao z(k) — y(k) € Z*[a]. Da mesma forma z(k) — y(k) € Z™ [a] se ¢jypr3 = —1.
Logo, pelo item (2) da proposicao [1.2.3]

(k) —y(k) ==+ Zeiof em que (&)s<i<m € N.

=5

m
=5

Suponhamos que z(k) = y(k) = >_1" _&;a’. Entao,

m/
(k) = Z‘g;ai em que (&) s<icm €N em/ >m.
i=s

Como z(k) = a=+*?2 Zf:l a;a’, apelo item (3) da proposigao implica que m’ = 2, logo,
m < 2.

Portanto,
(o @] m
Z(bi+k,2 — Qi)' = £ Z&'O/, s<m < 2.
=3 1=s

Colocando ¢; = 0, Vm < i < 2, entao
2
z(k) —y(k) = Zeioﬂ

24



Observacao 2.1.1
1. Denotaremos por Ay = (k) — y(k) = 27 &l

2. Definimos Ay, = Z?:s gif3*. Seque da proposicdo anterior que Ay, < 3.

3. Adiante provaremos que

S =1{0,%1,+a,+(1 +a), (1 + a?), (a + a?), £a?}.

25
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2.1.1 Construcao Algoritmica dos niimeros complexos duplos

Definicao 2.1.1 Dizemos que um numero complexo € duplo se ele tem pelo menos duas a-

representacoes distintas.

Sejam z =Y " q;a' e y = Y7 b;a'. Suponhamos que z = y e coloquemos, para todo k > [,
Ay, = x(k) — y(k). Dessa forma,

A
Apyr = Ek + (ars1 — brs1)a” (2.3)

Seja t o menor inteiro tal que a; # b;. Entdao A; = 0 para todo i em {[,...,t—1}. Suponhamos

que (ag, by) = (1,0), logo A; = o%. Por (2.2)) e (2.3) temos

A1 = a+ (a1 — bypr)o® =

27 s€ (at+17bt+1) = (170)7

@, se (@41, ber1) = (0,0) ou (1,1).

o+ «

Definigao 2.1.2 Um autémato finito é a uma terna (S, A,C), onde A € o alfabeto do

automato, S o conjunto dos estados e C um subconjunto de S x S x A.

Observacao 2.1.2 Podemos adicionar ao automato um conjunto I dos estados iniciais e um
conjunto F' dos estados finais. Neste trabalho vamos precisar somente do conjunto dos estados

inactais, 1.

Defini¢ao 2.1.3 Dizemos que uma palavra ay - --a, (resp. uma palavra infinita ay - - a, -+ )
¢ reconhecivel pelo autémato (S, A,C), se existe uma palavra sq - - - s, de A*, s € I (resp.

uma sequéncia (s, € AY) tal que s;_1,s;,a; € C, parai=1,...,n (resp. para todo i € N).

Construiremos um automato B cujos estados sao elementos do conjunto S. Sejam V e W
dois elementos de S. Colocaremos uma flecha nomeada por (z,y) € {0,1} que vaide V a W se
e somente se W = £ + (z — y)a?. O estado inicial do automato B serd denotado por 0, estado
esse em que as duas a-representagoes ainda sao iguais.

O estado inicial serd ligado ao estado a? por uma flecha nomeada por (1,0). O estado o?
é ligado ao estado a + o por uma flecha nomeada (1,0) e ao estado o por duas flechas, uma
nomeada por (0,0) e outra nomeada (1,1). Como o conjunto dos estados S ¢é finito, obteremos

um automato finito (figura 3).
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(0.1) (1,0
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i 0,1
(0,1) (0,1) "
14+« _1_.0. y “'O)
(0,1) |
|
|
|
(1,0) - |
}

o M

Figura 3. Representagao do automato B.
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Como consequéncia do Teorema temos o seguinte resultado:

Teorema 2.1.2 Sejam (a;);>1 e (b;)is; dois elementos distintos de N, entio > ;o a;af =

Yoo bt se e somente se a sequéncia ((a;,b;))i>1 € reconhecivel pelo autémato B.

Teorema 2.1.3 O conjunto dos estados do automato é

S ={0,%1, o, £(1 + ), (1 + o?), £(a + a?), £a?}.

Demonstracao:
Denotaremos os elementos de S por A, = ny, + prov + qra®, i, Pi, @ € 2.

Seja t = max{|ng|, k > 0}. Suponhamos que t = 1, entdo existe k > 0 tal que
Ay =1+ pa—+qa p,q €L

Logo,
App1 ==+ p+qa+do?, onde |d| < 1.
Dessa forma,
Apir=p—1)+(¢— Da+ (d+1)a?
Como t =1 entdao —1 <p—1<1,isto é, p e {0,1,2}.
Vamos analisar o que ocorre com cada Ay para os possiveis valores de p.
Caso 1. p=2.
Entao,
A1 =1+ (¢—Da+ (d+ 1)
Repetindo o mesmo raciocinio que acima obtemos que g € {0, 1,2}.
Temos A, = 1+ 2a + ga?. Logo,
A =1+28+qp>
Caso 1.1. Se ¢ =1 ou g = 2 entao
A > 1426+ 32> 5.
Absurdo, pelo item (2) da observagao 2.1.1]
Caso 1.2. Se ¢ = 0 entao,

Ak:1—|—2a,
Appr=1—a+ (d+1)a?
e

Apro=—14+a+ (f+1)? [f| <L
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Absurdo, pelo item (2) da observagao [2.1.1]

Caso 2. p=1
Nesse caso temos:
Ap =1+ a+ qa?,
Apr1 = (g —Da+ (d+1)a?

Apio=(¢g—Da+ (d+ Da+ fo?, |f] < 1.
Logo —1 < ¢—1<1, ou seja, q € {0,1,2}.
Caso 2.1. Se g =1 ou g = 2.

Nesses casos

A > 1+ 3+ =3

Absurdo.
Caso 2.2. Se ¢ = 0, entao
Ak = ]_ + .
Logo A, =1+ «a é um estado valido.
Caso 3. p=0.
Temos
Ak =1+ q0&2,
Apy1 =14+ (g —Da+ (d+1)a?
e

Appz = q+ (d+2)a+ (f +1)a’.
Dessa forma, g € {0,1,—1}.
Vamos estudar os comportamento de cada Ay para os possiveis valores que g pode assumir.

Caso 3.1. Se ¢ = 0, entao

o qual é um estado valido.
Caso 3.2. Se ¢ = 1, entao
Ay =1+02,
Vemos entdo que A; = 1 + o também é um estado valido.
Caso 3.3. Seq=—1lentdao A, =1—0a’ e Ay1 = —1—2a+ (d+ 1)a”.
Assim, —Ap 1 =14 2a — (d+1)a? € S, o que é um absurdo pelo Caso 1.
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Portanto Ay € {1,1+ «, 1+ o?}.

Agora seja A, = ny + pp + qpo®

Ag1=p+qa+da® em que |d| < 1. Logo, p € {—1,0,1}.

Novamente vamos analisar o que ocorre com cada Ay para esses valores de p.

e Se p=0, entdo Ay = qa® e Ay, = qa + da?. Assim ¢ € {0,1,—1}.
Portanto Ay € {0, a?, —a?}.

e Sep=1,entao Ay =1+ qa+ da?. Logo q € {0,1}.
Portanto Ay € {a, a + a?}.

e Sep=—1,entao Ap;1 = —1 + qa + da?. Logo q € {0, —1}.
Portanto Ay € {—a, —a — a?}.

Suponhamos agora que t > 2.
Seja k € N tal que
A, =t + pa + qa’.
Logo,
A= (p—1) + (g — 1) + (d + 1)o?,
em que |[d| < 1. Entao —r < p—1t <t isto é 0 < p < 2t.
Temos,

Ao = (¢ —p) + (d+2t — p)a+ea?, e] < 1.

Aps=(d+2t—q)+(e—q+pa+(f+qg—p4, |fl| <1

€ S, tal que np, = 0. Dessa forma, A, = pa + qa

2

€

Logo —t < d+2t—q <touseja,t+d < q<3t+d. Como—-1<d<1l,entaot—1<q < 3t+1.

Caso 1. Se p > 1.
Nesse caso,

Ay=t+pB+qF>t+ 0+t —-1)3>14+8+ 3> =75
Absurdo.

Caso 2. Sep>0eq>t.

Para esse caso,

Ay =t+qf*>t+t32>2+262>2+ 3+ %> 2
Absurdo.
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Caso 3. Sep=0eq=1t—1.
Temos entao,
Ay =t+(t—-1)p%
Caso 3.1 Se t > 3 entdo A, > 3+ 262 > 3.
Absurdo.

Caso 3.2 Se t =2, entdao Ay =2+ a? e Apr1 = -2 —a+ (d+2)a’
Dessa forma,

A1 =2+2—-(d+2)a* € S.
Absurdo, pelo Caso (1).

Portanto o conjunto S = {0, +1, +a, +(1 + ), =(1 + a?), +(a + a?), £a?}.
Il

Observagao 2.1.3 Existem sequéncias ((a;,b;)); reconheciveis pelo automato B tais que (a;);
ou (b;); que nao pertencem a N (a sequéncia (a;); ou (b;); contém trés “1” consecutivos). Pode-
se retirar essas sequéncias. Construiremos portanto um autéomato dos complexos duplos a partir
do autémato B da sequinte maneira: Substituiremos o estado « por dois estados (a,0) e (a, 1)
e o estado —a pelos estados (—a,0) e (—a,1); e excluiremos a flecha nomeada (1,1) que liga
0 estado o+ a* ao estado 1 + a e o estado —a — a® ao estado —1 — a. Obteremos entdio o

automato sequinte (figura 4).
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Figura 4.
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2.1.2 Numeros complexos triplos

Definicao 2.1.4 Dizemos que um numero complexo € triplo se ele possui trés a-representagoes

diferentes.

Sejam x = Y 2 a;t, y =D oo biat e z =Y o0 ¢;a’. Suponhamos que © =y = z, e defini-

mos para todo inteiro k£ maior ou igual a [
Ay = x(k) —y(k), By = y(k) — 2(k), C, = z(k) — x(k)

Sy = (Ag, By, Ck).

Pelo Teorema para todo k > 1, S, € S3.

Construiremos um automato C em que os estados sao os Si. Dois estados Sy e Si11 sao
ligados pelas flechas nomeadas por (a1, bgr1, cri1). O estado inicial do autémato serd deno-
tado por (0,0,0). Seja t o menor inteiro maior que [ tal que (a, by, ¢;) # (ay, at, a;). Podemos
supor que (a, b, ¢;) = (1,1,0) ou (0,0, 1) e que existe um inteiro k > [ tal que ax =1 e by =0
e para todo i € {l,....k — 1}, a; = bi.

Suponhamos que (as, b, ¢;) = (1,1,0), e entdao S; = (0,a?, —a?). Portanto, utilizando a

relacao que liga Sy a S;y1 obtemos

(0, +a?, —a—a?), se (ar1,be41,ce01) = (1,1,0),

S, = 0, a, —av), se (agy1,bs41,¢i01) = (0,0,0) ou (1,1,1),
(a? a, —a — a?), se (agy1,bs41,¢001) = (1,0,0),
\ (—a? a+a?, —a), se (agt1,bey1, 1) = (0,1,0).

Excluiremos o estado Siy1 = (—a?,a + o, —a), pois caso contrério, estarfamos no caso
a;+1 = 0 e by = 1 0 que contradiz a hipdstese acima.

Estudando todos os casos (ver [7]) obteremos o autémato C' (fig. 5) e o seguinte Teorema:

Teorema 2.1.4 Sejam (a;)i>1, (b;)i>1 € (¢i)is1 trés elementos distintos de N, entdo

(o) o0 o
E a;o = E b, = E cal
1=l 1=l 1=l

se e somente se a sequéncia ((a;, b, ¢;))i>1 € reconhecivel pelo automato C (as sequéncias

(a;), (b;) e (¢;) podem ser permutadas).
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Observacao 2.1.4 O automato C € constituido de uma parte central que coincide com o
automato B e de dois ciclos. Como consequéncia, se um ponto x = Yy ;- a;a’ € triplo entdo

a sequéncia (a;);>; € ultimamente periddica de periodo 001 ou 110.
Corolario 2.1.1 Um numero complexo tem no mdximo trés a-representacoes.

Demonstracao:
Seja x um numero complexo que tenha pelo menos quatro a-representacoes diferentes.

Vamos supor que

o (o] o0 o0
T = E a; o = E b, = E ot = g d;a’
i=l i=l i=l i=l

As quatro sequéncias (a;), (b;), (¢;) e (d;) sdo ultimamente periédicas de mesmo periodo:
001 ou entao 110. Entao necessariamente duas de suas sequéncias coincidem a partir de um

certo indice. Suponhamos que exista um inteiro natural ¢ tal que para todo ¢ > ¢, a; = b;, entao

o t—1 t—1
T — Zaio/ = Zaiof = Zbio/.
i=t i=l i=l
Pelo item (3) da proposicao [1.2.3] temos:
Vi € {l, ..7t - ]_},CLZ‘ = bz

Portanto obtemos o resultado.
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Figura 5. Representacao do Autéomato C

35



2.2 Parametrizacao da Fronteira de &£

Nesta se¢ao utilizamos o automato definido na segao anterior para parametrizar a fronteira do

fractal de Rauzy. Construiremos uma bije¢ao continua entre [0,1] e X =€ N (£ +a) e assim

calcularemos a dimensao de Hausdorff da fronteira de £. Mostraremos também que qualquer

uma das seis curvas que compoem a fronteira de £ é imagem de uma outra curva através de

uma transformagao afim.

Denotaremos as seis curvas que compoem a fronteira de € por X =€ N (€ +a), Y =€ N (€
l+a)Z=EN(E+) X' =N(E€ —a),Y =En(E-1—a)eZ' =EnN(E—1) (figura 6).

Iniciamos com o lema a seguir.

Lema 2.2.1 As sequintes relagoes sao verdadeiras:

1.
2.YNZ={5}.

3. ZNX' ={-a*—-a}.
4.
)
6

XNy ={-a?}.

XNy ={/=

1—a3J-

L Y'NZ = {-a%}.
L 20X = {95

Demonstragao:

Seja z um elemento de X NY = & N (E+a) N (E+1 + a).

Utilizando o automato para os numeros complexos triplos entao z pode ser escrito da

seguinte forma:

ZZE :a3z+a3z+2:1+a+§ :a32+1_’_a3z+3:a+§ a3z+a3z+2:_a2‘

1>1 1>1 i>1

Da mesma forma, o conjunto Y NZ =& N (£+1) N (E+1+a) é reduzido & um tnico ponto
{z} onde

x:Zagizl—FZa&H:1+04+Zoz3i+2:1fga3.

i>1 1>1 i>1

As outras relagoes sao obtidas observando-se que ZNX' = XNY —a, X'NY' =YNZ—-1—q,
Y'NZ'=XNY —-1—-aeZ/NnX'=XNY -1

g
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Lema 2.2.2 As relagoes sequintes sao verdadeiras:

1.Y=14+a+aX.

2. 7 =ao+a?X.

3. X' = —a+X.

4.7 =aX.

5.7 =a+a®+a?X.

Demonstracgao:
1. Seja z um elemento de Y. Utilizando o automato dos niimeros complexos duplos, temos

trés casos a analisar:

z—l—a _ a4+a2w1

’ !
e 2 =1+a+a’+a%w; = a®+a’+a'*w; onde wy,w; € €. Neste caso,
’
= a+a5+a3w1.
/ ’
e 2=1+a+at+a’+atwy, =a®+at + a® + atw, onde wy, w, € E.

—1— /
Logo = ia:a3+a4+a3w2:oc+oz3+a5+oz3w2.

e z=1+a+a’+a” +adw;=a’+a*+a’+ a’wy onde w, wy € E.

. —1— ’
Assim 2==2 = o' 4+ o 4+ a'wy = o+ o® + & + atws.

z—1—«a
Temos entao que ——— € X.
Q

Reciprocamente, se z pertence a X, entao
az+1+ae€ (aE+l+a)N (a&+a®) CY.

2. Seja z um elemento de Z, entao z = 1 + a* + o®w = o + o?w’ onde w,w’ € £, assim
z—aob
2

=at+w=w €X
a

Por outro lado, a® + X = (a® + a2€) N (203 + a2€). Como 20 = o + 1, temos que
@+ a?X = (a® +a?8) N (1 + a* + %) C Z. Segue que
Z =a®+ o*X.

As outras relacoes sao obtidas observando-se as seguintes relacoes:

Y=Y -1-0,2=72-1,X'=X —a.
O

Agora vamos estudar o conjunto X (figs. 6 e 7). Vamos mostrar que qualquer uma de suas

regioes correspondem a imagem de X por uma das trés fungoes g;, ¢ € {0, 1,2}, definidas por
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VzeC: go(z) =at+a?z, qi1(z) =a+a® +a° + atz e go(2) = a® + o + a2,
Para isto, utilizaremos o seguinte lema:

Lema 2.2.3 O conjunto X satisfaz as sequintes propriedades:
1) X = go(X) U gi(X) U g2(X).
2) go(X)Ngi(X) = —a® — a?.
3) g1(X) N ga(X) = a® + 125,
4) go(X) U g2(X) = 0.

Demonstracao:
1. Como X = & N (£+a), temos
90(X) = (o' +a38) N (2a* + ®E)=(a" + a3E) N (a + a® + 3E),
G (X) = (a+a®+ad+a*€) N (ot + ab + af),
(X)) =(®+a*+a38) N (a+a® +a® + ).
Portanto, para todo i pertencendo a {0, 1,2}, g;(X) estd incluido em X.
Seja z um elemento de X. Utilizando o automato para os niimeros complexos duplos, temos

trés casos para analisar:

/ ’ _ /
o z=a+a’+adwy = o +atw, onde wy, wy € E. Neste caso, g5 ' (2) = a* +wy = wy € X,

logo z € go(X).

/ / —
e z=a+a’+a®+atw = ot +ab + a*w, onde wi,w; € £. Neste caso, g; ' (2) = w; =

a+w, € X, logo z € g1(X).

e z=a+a’+a+adPwy, = o+ o' 4 adw, onde wy,wy, € € logo, g5 (2) = a+ wy =

wy € X, logo z € go(X).

Portanto X = go(X) U ¢1(X) U g2(X).

2. Suponhamos que x pertenca a go(X) N g1(X), existem z e 2’ dois elementos de X tais

que
r=ad'4+alz=a+a+a®+ ot
Logo z = 1+ a+ «az’, o que implica que

ze &N (E4+a)N (E4+1+a)
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Assim z = —a?, logo © = —a® — o2

3. Seja x um elemento de g;(X) N g2(X). Entdo 2 = o + o' + a®2 = a + o + a® + a7/,
segue que z e 2/ € X, logo z = a+ az € €N (a€+a). Por outro lado, utilizando o automato
dos numeros complexos duplos segue o conjunto £ N (a€+a) estd incluido em o€ N (E+a).
Entao,

4

«
1—a3

Y=2-1€&n(E+a)n (E-1) ={ H

Portanto z = o + - ag
4. Sejam z e 2’ dois elementos de X tais que a* + a3z = o® + a? + a2/, entao z = 1 + 2/,

logo z € €N (E4a) N (E+1) = 0. Segue que go(X) N ga( X) = 0.
O

2.2.1 Parametrizacao de X

Sejam a e b pertencentes a J. Denotaremos por I(a,b) o arco da O com origem em a e de
extremidade b no sentido trigonométrico. Pelo lema temos:

90(X) = I(1%5,—a® — a?) = I(go(%5), 90(—0?)),

g(X) = I(=a® = a?,a® + 1255) = I(g1(=0?), 1 (%))

3(X) = 1(0® + 125, —0?) = 1(92(1%5), g2(—0?)).

Para parametrlzar X, definiremos trés fungoes complexas f;, ¢ € {0,1,2}, tais que f;(X)

seja igual a I(f;({%= ag) fi(—a?)). Para isso usaremos a simetria de X.

Lema 2.2.4 O conjunto X tem um centro de simetria Co = $(a + %)

= . . o ab . o0 i o e’ i ~
Demonstragao: Seja C = 2. Como C'=) ", a',se z =) “,c;0' €€ entao

o0

C’—z:Z(l—gi)aiE &
i=3
c

Entao 5 é um centro de simetria de £. Por outro lado

6

200 — X = (0 + 25-8) N (225 -€)

1—a3 1—a3
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=(E+a)N € =X.
O
Denotaremos por S a simetria central de centro Cy, S(z) = 2Cy — z para todo z € X, e

consideremos as trés funcoes complexas fy, f1 e fo definidas por:

fo(2) = go(2) = a* + a3z,
f1(z) = g1(S2) = a* + o + 1‘11;]3 —atz,
f2(2) = g2(2) = a3 + a* + a3z,

Seja z um elemento de X. Como X = f(X) U f1(X) U fo(X), existe z; pertencente a X
e ap um elemento de {0,1,2} tal que z = f,,(21). Construiremos uma sequéncia (a,)nen €m

{0,1, 2} e uma sequéncia (2, )n,eny em X, tal que para todo inteiro natural n:

S = Fay© fur 0 o)

Como as fungoes f; sdo contragoes, pode-se mostrar que z = fu, 0 fo, ©...fa, (2n+1) tende a z
quando n tende ao infinito, e que para todo x € X, z = f,, 0 fo, ©...0 f,, (x) tende a z quando
n tende ao infinito.

Fixemos 2y € X e definimos uma correspondéncia f entre o conjunto [0, 1] e X da seguinte
maneira:

Seja t um elemento de [0, 1], se Y 2, ;37" a; € {0,1,2} é a representagao de ¢ na base 3, entao

f<t> = lim z= fal © fa2 © "'fan(xo)

n——+00
Vamos supor que se t e ¢’ pertencem a [0,1], entao t = > >~ a;3 " e t' = >0 b;37", em que

a; e b; sdo elementos do conjunto {0, 1,2} tal que a; = b; para i < k e ax < by, k € N.

Proposicao 2.2.1 A aplicagio [ € bijetiva, continua e satisfaz f(0) = % e f(1) = —a?.

Para a demonstracao, precisamos dos seguintes lemas:

Lema 2.2.5 Sejam t e t’ dois elementos de [0,1] entao

1) Se |t —t| <3N onde N > k, entio by, = ar, + 1, b; = 0 e a; = 2 para todo i tal que
E+1<i<N.

2) Set =1t entio by =ar+ 1, b; =0 e a; = 2, para todo i > k + 1.

Demonstragao:

1. Temos que
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37N > Z(bZ — ai)3_i = (bk — ak3_k + Z (bl — ai)?)_i
=1

i=k+1

i=k+1
O item (2) é uma consequéncia do item (1).

g

Lema 2.2.6 Sejam h e k dois elementos de {0, 1,2} tais que h < k e sejam x ey dois elementos

de X, entao fun(x) = fiu(y) se e somente sek=h+1,z=—a* ey= o’

1—a3 "

Demonstracao:

Provemos a implicacao direta.

O conjunto fo(X) N f2(X) sendo vazio, os inteiros h e k sdo necessariamente consecutivos.
Temos portanto dois casos para analisar:

Se h =0, k=1, entao fo(x) = fi(y) se e somente se, go(z) = ¢1(Sy), entao pelo lema [2.2.3]

temos go(x) = ¢1(Sy) = —a® — a?, ou ainda, r = S(y) = —a?. Segue que

ot

-«

r=—-actey= 2.

Se h =1, k=2, entdao fi(x) = fo(y) se e somente se g1(Sz) = ga(y), entdo Sz =y = —&

1—a3
dai

r=—a, y=

1—a3”

A reciproca é imediata.

g

Lema 2.2.7 A aplicagio f satisfaz a propriedade: f(t) = %= se e somente set =0 e f(t) = 1

1—a3

se e somente se t = —a?2.

Demonstragao: Como % ¢ [L1(X)U fo(X) e f(t) = far 0 (O ioy ai37") temos

044

T 18

f(t)

< a; =0.

ot , s . . 00 —i\ at ~ .
Como 2= ¢é o tinico ponto fixo de fy, ou seja f(> 2, a:37") = %, entdo iterando esse

procedimento, mostra-se que para todo inteiro natural nao nulo n, a, = 0, e entao t = 0.
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Utilizando o mesmo raciocinio e o fato de que —a? é o tinico ponto fixo de f5, prova-se que

f(t) =1 se e somente se t = —a?.

0

Demonstracao da Proposigao [2.2.1}
1. A aplicagao f esta bem definida

Sejam t e t' em [0,1]. Se t = t/, pelo lema [2.2.5, by, = ax + 1, b; = 0 e a; = 2 para todo

1 > k + 1. Portanto,

) = oo o lim S5 (@0)) € F(#) = fureosfou s Jurea lim 6 (20))

Ou
4 4
R R () DO o SN
pois fo(%) = %, da mesma forma

Jm 7 w) = lim "(-a?) = —o”

pois fo(—a?) = —a?. Pelo lema segue que f(t) = f(t').

2. A aplicagao f é injetiva

Temos,
f) = far-far_y © f(io: airr-137") e f(') = foroofor_y © f(io: biti-137").
=1 =1
Como as fungoes f; sdo bijetivas (lembremos que a; = b; para 1 <i < k — 1),
£ = 1) = £ a3 ™) = 1O bixad ™)
i=1 i=1

Logo,

far © F(3t1 — ar) = fi, o f(3t; — by).
onde t; = aHk,lS”' et, = bi+k,13’i. Pelo Lema [2.2.6, by = ag.1, f(3t1 —ag) = —«
1

i=1 i=1
e f(3t, —by) = % Pelo lema [2.2.7| temos que:

3t —ap =1e3t, — b, = 0.
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ou by = ar + 1. Logo t; = t/l e entao t = t'. Como f é sobrejetiva por construcao entao f é

bijetiva.

3. A aplicagao f é continua

Suponhamos que 0 < [t — /| < 37V N € N, N > k. Pelo lemam

() = FE) = | faro-Faps © F(t2) = farooifay © (D],
em que
ft)) = fa o f3 5 (21) e (1) = faren 0 fo F(21),
em que 21,2, € X. Assim:
1F(&) = FE)] < [far 0 575(21) = farpn 0 fo (2] X |aP®0).
Como fu, 0 f3' ™ (=0?) = fup,, o fo 7 (1%55), temos que
F(#) = F)] < ([ far 0 575(21) = fap 0 575 (=)

_ _ ot
+fak+1 © 2N k(zl) - f‘lk+1 ° é\/ k(17a3)|) X |a|3(k+1)

< (|a|3(N—k)+3 + |a|3(N7k)+4) % |a|3(k—1)

< diam(X) x (1 + |a])|af?N.

Como consequéncia da Proposi¢gao anterior temos o seguinte resultado:

Corolario 2.2.1 A fronteira de £ ¢ uma curva de Jordan.

2.2.2 Calculo da dimensao de Hausdorff

Vimos que a € é a uniao de seis regioes que sao de alguma forma imagem de uma transformagao
afim. Entao, dimg(X) = dimg(0€). O conjunto X = UZ, f;(X) pertence ao caso dos conjuntos
compactos invariantes por similaridades (isto é, ele é estével pelas fungoes f;). A dimensao de
Hausdorff desta classe de compactos é marjorada pela sua dimensao fractal ou como ocorre
em alguns casos, sao iguais. Uma cota superior da dimensao de Hausdorff dessa classe de

compactos é dada pela proposicao seguinte.

Proposigao 2.2.2 (ver [3]) Seja A um subconjunto de C tal que A = U} h;(A) € o com-
pacto invariante pelas similaridades h; dos coeficientes de similaridades r; (ou seja, Vx,y € C,

|hi(z) — hi(y)| = 15|z —yl|). Entao dimg(A) < s onde s é o unico real que satisfaz ;. ri = 1.
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Observacao 2.2.1 Hd casos em que dimyg = s, em particular quando os h;(A) se intersectam

em um numero finito de pontos ([3]).

O conjunto X satisfaz essa condigao, pois a interse¢ao fo(X)N f1(X) resulta em apenas um
ponto, assim como f1(X) N fo(X) e fo(X)N f2(X) é vazia. Calculemos entao os coeficientes de
similaridades das funcoes f;.

Para todo =,y € X, temos:

[fo(@) = foy)l = o + @’z — o* — o’y| = |af’|z — y|. Logo ro = |af’.

[fi(@) = fiy)] = la*+a® + 25 —atz—a' —a® — 25 +a'z| = [a|*|z—y|. Entio r; = |af*.
e

[f2(2) = o)l = |0’ + 0® + o’z — o — o — o’y| = |a’|z — y|. Assim ry = [0?].

Logo dimy(X) = s, em que s satisfaz

2l + |al* =1

Portanto, dimy(X) = +22£ ~ 1,09338, em que p é a raiz real maximal do polinémio

log|a
X442X3 -1=0.
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P tolta’e

fi(X)

Ja(X)

Figura 6.

atrat/(1-ah)

Figura 7.
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Capitulo 3

Os pontos extremos do fractal de

Rauzy

Neste capitulo mostraremos um método para a construcao dos pontos extremos do fractal de

Rauzy.

No plano complexo, consideremos uma reta A, passando pela origem, com vetor diretor
@ e de dire¢ao um real a € [0,27[. Seja p, a projegao ortogonal de £ sobre A, : Vz € &,
Pa(2) = cq(2), onde ¢,(z) € R. Como & é compacto, o maximo dos ¢,(z), z € &, é atingido em

pelo menos um ponto x pertencente a &.
Definicao 3.0.1 Um ponto x € £ € dito extremo na direcao a se c,(x) = max{c,(z);z € £}.
Observacao 3.0.2 Um ponto extremo de £ pertence a OE.

Seja @ = |ale’, onde ¢ é um argumento de a pertencente ao conjunto [0,27[(£ = 0,69).

SejaaeReze & tal que z =3~ ., entao
o0
Pa(z) =Re(ze~) = () _enla’cos(ng — a))ii (1)
n=3
Seja (a,)n>3 uma sequéncia em que os termos estao em {0, 1}, satisfazendo

a, =1, se cos(ng —a) > 0,
a, =0, se cos(ng — a) < a,

a, arbitrdrio em {0,1} se cos(n¢ —a) = 0.
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Proposigao 3.0.3 Seja (a,),>3 uma das sequéncias definidas acima, entio (a,),>3 € N e

> L aya™ € um ponto extremo para a dire¢ao a
n=3 n p p ¢ .

Demonstragdo: Mostremos que (a,),>3 € N. Suponhamos que exista n > 3 tal que
an, = apt1 = 1; entdo cos(ng — a) e cos((n+ 1)¢ — a) sdo positivos. Logo existem dois inteiros

relativos k e k' tais que
T4 okn < <l okreZ+2r<(n+1 < T 4ok
-5t 7r_n<z5—a_§+ e +2kr < (n+1)¢p—a< T+ 2k,
ou seja,

1
2k§n?—9+§§2k+1e2k’§(n+1)$—%+§gzk'+1.
s m

Temos que k' > k, pois (n+1)§—%+%>n%—%+%.

Logo,

< 1.

3 -

2k =2k —1<(n+D2—-2+)—n2-241)=

o que implica que 2(k" — k) < 2, ou seja k' < k+ 1. Como k" > k, entao k' = k.

Por outro lado,

+

3 [
| —

1 1
n%—%—i—i<(n%—%+§)+(2§—1)<(n+1)

SRR

pois £ & 0,69. Portanto, 2k < (n+2)2—2+1—1 < 2k+1, ouseja, 2k+1 < (n+2)2—241-1 <
2k 4+ 2. Logo cos((n = 2)¢ —a) < 0, e entdo, a,o = 0, o que implica que (a,),>3 € N. Por

outro lado seja (€,),>3 em N. Pela relacao (1) e a defini¢ao de (a,,), deduzimos que
Z enla|"cos(ng —a) < Z an|al"cos(ng — a).
n=3 n=3

Portanto Zzozg a,a™ é um ponto extremo para a direcao a.

g

A principio, a definicio da sequéncia (a,),>3 leva-no a pensar que podemos ter uma in-
finidade de pontos extremos para a direcao a. O que é falso. Vamos provar que para uma

direcao dada, nao podemos ter mais do que dois pontos extremos.

Lema 3.0.8 % € irracional.
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Demonstracao:

Suponhamos que % ¢ racional, existe portanto um inteiro natural n tal que a” seja real.
Logo, o™ = a™. Entao o seu possivel Galois conjugado de o™, diferente de o™, é 5", onde 3 é
o conjugado real de a. Logo o™ é de grau menor ou igual a 2, ou ainda os corpos Q(a™) estd
estritamente incluido no corpo cibico Q(a). O que implica que Q(a™) = @Q, pois um corpo
cubico nao pode conter um corpo quadratico. Consequentemente, existem dois inteiros relativos
m e 1 talque ma™ — r = 0, assim o polinomio Q(X) = mX™ — r é um multiplo do polinémio
minimal de a. O que é impossivel pois todas as raizes de Q(X) tém o mesmo mdédulo.

g

Corolério 3.0.2 Seja a € [0,27], entao o conjunto {n > 3;cos(np — a) = 0} caso nao seja

vazio € reduzido a um unico elemento.

Demonstracao: Suponhamos que existam dois inteiros diferentes m e n maiores ou iguais
a 3 tais que cos(ng —a) = cos(m¢ —a) = 0. Logo n¢ —a = £5 +2km e m¢ —a = 5 +2k'xw,

onde k, k' € Z. Portanto existe s € Z tal que (n — m)¢ = sm. Dessa forma, % =—=¢eQo

que contradiz o lema [3.0.8|
O

Veremos agora como obter os pontos extremos.

3.1 Construcao de um ponto extremo

Primeiro caso: O conjunto {n > 3;cos(n¢ —a) = 0} = (), entao tem um dnico ponto extremo

na dire¢ao a. O ponto é z, = >~ . a,a”, em que

a, =1, se cos(ng —a) >0,
a, = 0 caso contrario.
ou

a, = 1, seexistekEZ,Zk—lgn%—%—%gﬂc,

a, = 0 caso contrario.

Como para todo inteiron > 3 e k € Z, n — 4 — % ¢ {2k — 1,2k}, pois cos(ng —a) # 0

™

temos



em que [n2 — ¢ — 1] & parte inteira de n2 — £ — le (.) mod2 ¢ a aplicagdo de Z em {0, 1}
que a um inteiro associa 1 se é impar e 0 caso contrario.
Segundo caso: Existe um inteiro m > 3 tal que cos(m¢p—a) = 0, oua = m(ﬁ(%—p)ﬁ,p e 7.

Neste caso, obtemos dois pontos extremos que sdo x, = Y -, a,a™ onde

a, = 1,se cos(np —a) >0,

a, = 0 caso contrario.
_ oo n
€Yo =, _5bp", em que

b, = 1,se cos(ngp — a)
b, = 0 caso contrério.

Para todo n > 3, se n # m entao a, = b, e a,, = 1, b,, = 0. Consequentemente

Ya = io: bpa”

n=3,n#m

[e.9]

Ty = E ana” + o™

n=3,n#m

(o)
= Z 4™ + |a| el G,
n=3,n#m
Assim, T, = yo + |a[me @GP g0 p & par, 1, = yo — |a|"e @@ se p ¢ fmpar e

Yo = D g potm GnQ", €1 qUE @, = ([n2 — 2 — 1]) mod 2, para todo n > 3.

Figura 9. Pontos extremos do fractal de Rauzy.
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Capitulo 4

Anexo

Nesta secao provaremos alguns itens da proposicao e apresentaremos outras propriedades

do fractal de Rauzy.

Demonstracao da Proposicao - (Capitulo 1)
Item 1. Provemos que para todo n > 3 tem-se a” = T,a® + (T;,_1 + T),_2)a + T},. De fato, para

n = 3 a férmula é valida pois

& =Tsa? + (Ty +T)a+ Ty =a® +a+ 1.
Suponhamos que a férmula seja verdadeira para n e provemos para n + 1.

Temos:
"t =T, + (T4 Th2)a? + T«
Como®=a?’+a+1eT, 1 =T, +T,_1+T),_s, entao

" =T (a®*+a+1)+ (Th — Tn)a* + T«
= n—l—lo‘f2 + (Tn + Tn—1>a + 1.
Sen = ZZ]\L:,) g;T;, definindo a,, = Zz]\iS ei(Tiy +Ti—2) € b, = 22113 g;T;_1 entao Zz]ig gl

= na® + a,a +b,.

Item 2. Ver [2].

Item 8. Se Zf\il a;ab = ;;Olo b;o'. Entao temos associado no automato o caminho
(ar, br) - -+ (an, b ) (0,5 41)(0, by 42)(0, by y3) - - -

Porém, analisando o automato, vemos que essa sequéncia nao ocorre.
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Item 5. Seja o? = ca + d. Entao 1, ¢ e d sao Q-linearmente independentes.

De fato. Sejam c¢,d € R tais que o* = ¢ + da. Vamos mostrar que {1,¢,d} é Q-linearmente
independente. Sejam P(x) = 2® — 2> —x — 1 e Q(z) = 2*> — cx — d. Dividindo o polinémio
P(z) por Q(z), resulta que P(x) = S(z)Q(x) + R(z), com S(z) = 2+ (¢ — 1) e R(z) =
[(c(c=1)4+ (d—1)]x + (¢ — 1)d — 1. Temos que R(a) = 0. Como a € C\R entao

clc=1)+(d—-1)= 0

(c=1)+(d-1) "
dc—1)—1= 0
Suponhamos que {1, ¢, d} seja Q-linearmente independente. Entao existem p,q,r € Z tais

que

ptq-ctd-r=0 (4.2)

Multiplicando a 1* e a 2% equagoes de (4.1)) por g e r respectivamente e somando-as obtemos

0 seguinte sistema

—p-ct+q-d= r—p+q
q . C + r- d = —p
Analisemos os casos para a solucao do sistema acima:

Caso 1. —pr — ¢*> # 0. Nesse caso as solucoes sao

2
rt—rp+rq+
o= p q2 QPEQ
—P—4q

g P oarta—¢

7 €Q
—rp—q

Logo, o = ca +d = fao+ 2. Seja p = mmc(t,m). Entdo existem k,l € Z tais que
pa? = ko +t. Assim o é um inteiro algébrico de grau 2, o que nao ocorre.

Caso 2. pr — ¢*> = 0. Nesse caso vamos analisar o sistema

coat+d= o
(4.4)
c-qg+d-r= —p
Vamos supor que ar — q # 0 ou ar # q.

As solucoes sao

ol



ra2—|—p

ar —q
e
2
—ap — «
d=—"L"219
ar —q
. 2 , ra® + = ar —q q
Caso 1.1. 7 # 0. Entao, p = =F. Assim ¢ = L = =a—-.
ar —q r r

Logoc=a—%oua=c+?eR. Absurdo.
Portanto » = 0 e ¢ = 0, implica que p = 0. Temos entao que {1,¢,d} é Q-linearmente

independente.

Item 6. Vamos provar Z + Za é discreto e para isto vamos mostrar que qualquer ponto perten-

cente ao conjunto Z + Za ¢ isolado. Seja p = m +na € Z+ Za um ponto arbitrario e consider-

emos py € Z + Za um ponto adjacente a p. Logo py pertence ao conjunto A = {(m + 1) + na,

(mx1)+(nEtl)a, m+(nE1)a}. Seja C =max{d(p, po)| po € A}. O célculo direto das distancias

entre p e um de seus pontos adjacentes mostra que C' = 1. Como |a| ~ 0,73, entdo tomando
o

uma bola B C Z + Za com centro em p e raio ¢ = 5+ temos que B(p,e) N (Z + Za) = {p}.

Portanto, como p foi tomado de modo arbitrario segue que todo ponto de Z + Za« ¢ isolado.
Item 7. Ver [4].

Antes de demonstrarmos o item (/) precisamos dos seguintes resultados:
Lema 4.0.1 £ N (Z + Za) = {0}.

Demonstracao:

Seja z um elemento de €. Entao z =Y " | o™y, onde y, pertence ao conjunto
S={0,1,a,0* 1+ a,1+a? a+a?}.

Temos:

2] = [ 2202y @™yl < 3002 [0yl = 3002, [0 [ynl-
Logo |z| < KLl Kk = max{|ul;u € S}. Como a ~ —0,419 — 0,606i. Calculando os

1—|af3?
modulos dos elementos de S obtemos que K = 1. Resulta que |z| ~ 0, 669.

|o*
I—|af?

Seja (n, p) pertencente a Z*— (0, 0), mostremos que |na+p| > Com efeito, coloquemos

« = a + 1b, temos entao
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Ina+ p* — |a)? = (na + p)? + n*b* —a® — b?
> (na+p)* + (n* = 2)b”.

Logo,

Se |n| > 2, entao |na + pl* > |al.

Sen=1,|a+p|*—|a]* = (a+p)* —a® = p(p+2a)> 0, pois |a] < 0,5. Da mesma forma,
sen=—1,|—a+pP?®—laf* = (—a+p)?—a* = p(p—2a)> 0.

Sen=0ep=#0, entao |na+ p| = |p| > |al.

Como |a| ~ 0,73 > %, obtemos o resultado.

g

Corolario 4.0.1 FExiste um real estritamente positivo ¢ tal que para todo inteiro natural n e
inteiros relativos p e q, se [na? + pa + q| < ¢ entao existe (¢i)3<i<n € N tal que na? + pa + q

= Zﬁigeiai S

Demonstracao:

Seja ¢ = inf{|x — z| |[v € E e 2z € Z+ Za —{0}}. Seja n um inteiro natural. Suponhamos
que [na?+pa+q| = na?+r(n)a+s(n)— (r(n) —p)a—(s(n) —q)|< ¢, como na® +r(n)a+s(n)
€ &, entao (r(n) —p)a— (s(n) —q) = 0. Como a é um nimero algébrico de grau 3, segue que
p=r(n) e ¢ = s(n). Portanto na’® + pa +q € £.

O
Item 4. Vamos mostrar que 0 é um ponto interior de &£.

Como (1,) é uma base do R—espaco vetorial C, existem dois reais bc e d tais que a?
= b+ da. Pelo item (5) da proposigao , 1, b e d sao Q—linearmente independentes e o
conjunto A = {na®+qa+p, n € N, p,q € Z} é denso em C . Em particular ele é denso no
conjunto B = {z € C;|z| < ¢/2}, em que ¢ é o niimero real do coroldrio [4.0.1] Seja z € B.
Existe z, € A tal que lim z, = z. Pelo Corolario 4.0.1| z, € £. Como £ é compacto entao z €
E. Logo B C &.

O

Proposicao 4.0.1 O conjunto &€ satisfaz as sequintes propriedades:

1. int(€) = €.
2. 5e&y=af, & =aP+a*’E e&y=ad+a*+ a3 entao & N int(€;) = 0 parai # j.

Demonstragao:
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1. Como £ é compacto entao M C €. Mostremos que £ C int(€). De fato, o conjunto
(SN ciad, | (g:)3<i<y € N'} é denso em €. Vamos provar que , Son , &;0%,()3<icy € N, é um
ponto interior de £. Sejam as funcoes de C em C definidas por:

oz az, Pz ad + o’z
ey 2z a®+at+adz

Para IV, e;0f, existe ag € {0,1,2} e 29 = Y V40l em que (e)s<icn’ € N N < N,
tais que ZfV::; g;a' = 1y, (20). Utilizando esse argumento repetidamente construiremos uma
sequéncia de indices (a;)o<i<m € {0,1,2}™! tal que

N
7= ) &0’ = gy 00 g, , 0P (0).

i>3
Como 0 é um ponto interior de &, existe um real estritamente positivo r tal que a bola

aberta B(0,r) de centro 0 e raio r esta contida em £. Como as fungdes v; sdo transformagoes
afins, resulta que ¢,, 0--- 01, o1 (B(0,7)) é um aberto de £ contendo Zf\;?, g;at. Logo z €
int(&).
2. Seja A a medida de Lebesque em C. Como £ é compacto entao £ é mensuravel e tem-se
para todo i € {0, 1,2}
AME;) = [a?FD] x A(&).
1

Por outro lado, como (= 2] temos:
|o?| + o] + |af] = 1.

Assim,

2

> AMEN= (2] + [at] + [a® DAE)=AE) =AU E0)-

i=0
Logo, A(&; N &;) =0 para i # j.
Consequentemente &; N int(€;) = () para i # j.

54



Referéncias Bibliograficas

1]

2]

3]
[4]

[5]

[9]

[10]

[11]

[12]

P. ARNOUX, S.ITO, Pisot substitutions and Rauzy fractals, Bull. Belg. Math. Soc.
Simon Stevin 8, 2001, 181-207.

S. AKIYAMA, Cubic Pisot units with finite beta expansions, Algebraic Number
theory and Diophantine Analysis, 2000, 11-26.

M. BARNSLEY, Fractals everywhere. Ac.Press, 1988.
A.S. FRAENKEL, System of numeration. Amer. Math. Monthly 92, 1985, 105-114.

C. FROUGNY; B. SOLOMYAK, Finite Beta-expansions. Ergod. Th. and Dynam.
Systems 12, 1988, 4, 713-723.

S. ITO, M. KIMURA, On the Rauzy Fractal, Japan J.Indust. Appl. Math. 8, 1991,
461-486.

A. MESSAOUDI, Autour du Fractal de Rauzy, Tese de Doutorado, Université d’Aix-
Marseille, 1996.

A. MESSAOUDI, Propriétés arithmétiques et dynamiques du fractal de Rauzy.
J. Théor. Nombres Bordeaux 10, 1998, 135-162.

A. MESSAOUDI, Substituicoes, Fractais e Dindmica, Tese de Livre Docéncia,
UNESP, 2008.

A. MESSAOUDI, J. THUSWALDNER, B. LORIDANT, P. SURER, Topological

Properties for a class of cubic Rauzy fractals. No prelo, 2008.

G. RAUZY, Nombres algébriques et substitutions, Bull. Soc. Math. France 110, 1982,
147-178.

E. ZECKENDORF, Représentation des nombres naturels par une somme de nom-
bres de Fibonacci ou de nombres de Lucas, Bull. Soc. Roy. Sci. liege 41, 1972,
179-182.

%)



Livros Gratis

( http://www.livrosgratis.com.br )

Milhares de Livros para Download:

Baixar livros de Administracao

Baixar livros de Agronomia

Baixar livros de Arquitetura

Baixar livros de Artes

Baixar livros de Astronomia

Baixar livros de Biologia Geral

Baixar livros de Ciéncia da Computacao
Baixar livros de Ciéncia da Informacéo
Baixar livros de Ciéncia Politica

Baixar livros de Ciéncias da Saude
Baixar livros de Comunicacao

Baixar livros do Conselho Nacional de Educacdo - CNE
Baixar livros de Defesa civil

Baixar livros de Direito

Baixar livros de Direitos humanos
Baixar livros de Economia

Baixar livros de Economia Doméstica
Baixar livros de Educacao

Baixar livros de Educacdo - Transito
Baixar livros de Educacao Fisica

Baixar livros de Engenharia Aeroespacial
Baixar livros de Farmacia

Baixar livros de Filosofia

Baixar livros de Fisica

Baixar livros de Geociéncias

Baixar livros de Geografia

Baixar livros de Histdria

Baixar livros de Linguas



http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1

Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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