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Introducao

No presente trabalho apresentaremos algumas generalizagoes do teorema de Poincaré-Birkhoff.

Teorema de Poincaré-Birkhoff: Todo homeomorfismo de tor¢cdo do anel fechado que preserva drea

tem pelo menos dois pontos fizos.

A primeira generalizagdo que apresentaremos é devido a J. Franks [4], substituindo a condic¢ao de
tor¢ao por uma condicdo mais topolégica em termos de discos de retorno. A condigdo de preservar drea
também é substituida pela condicao de nao ter pontos errantes. Este teorema, ao contrario do teorema
de Poincaré-Birkhoff, vale também para o anel aberto.

Outro resultado que iremos expor é uma versao um pouco mais geral do teorema de Franks devida
a Richenson e Wiseman [3]. Nessa versao, em vez de supor que nao hé pontos errantes, supde-se que o
conjunto nao errante é conexo.

No capitulo 1 faremos um resumo das ferramentas bésicas que iremos usar nos seguintes capitulos.
Definimos o indice de um ponto fixo e enunciamos seus principais propriedades.

No capitulo 2 veremos algumas propriedades dos homeomorfismos do anel. Veremos como sao seus
levantamentos e caracterizamos os levantamentos de homeomorfismos do anel homotdpicos & identidade.
Também provaremos uma versao particular do teorema de Lefschetz, que diz que a soma dos indices
dos pontos fixos de uma aplicagao continua definida num compacto é igual ao numero de Lefschetz da
aplicagdo. A versdo que veremos é para o anel fechado no qual o nimero de Lefschetz é sempre zero.

No capitulo 3 provaremos o teorema principal (teorema 3.24). O primeiro passo chave para a de-
monstracao deste teorema é generalizar o teorema de Brouwer, sobre homeomorfismos planares, usando
o conceito de cadeia peridédica de discos que introduziremos. Depois definiremos discos de retorno, e
veremos que hd uma importante relagao entre cadeia periddica de discos e discos de retorno. De fato,
veremos que levantando uma cadeia periédica de discos podemos obter discos de retorno. Uma vez
provado o teorema, veremos que o teorema de Poincaré-Birkhoff para o anel fechado segue do resul-
tado principal, e também veremos algumas conseqiiéncias desses teoremas. Finalmente damos alguns

exemplos que mostram que os resultados expostos sao “6timos”.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo faremos um resumo das ferramentas que usaremos nos préximos capitulos. As cinco
primeiras sec¢oes contém defini¢oes e resultados bésicos de espagos de recobrimento e grupo fundamental.
Na secao 1.6 definiremos o grau de um caminho no circulo e enunciaremos suas principais propriedades.
Usando o conceito de grau de um caminho, definiremos, na se¢ao 1.7, o indice de um caminho com respeito
a uma aplicagao continua, o indice de um ponto fixo isolado de uma aplicacao continua e mostraremos

algumas de suas propriedades.

1.1 O grupo fundamental

Seja X um espago topoldgico. Um caminho em X é uma aplica¢do continua «: [0,1] — X. O ponto
xo = a(0) é chamado ponto inicial e o ponto 1 = (1) é chamado de ponto final. Diremos que « é um
caminho do ponto xy ao ponto z1. Se g = x1, chamamos « de caminho fechado ou lago com ponto base
Zo.

Dados dois caminhos «, 3: [0,1] — X com os mesmos pontos iniciais e finais, i.e, «(0) = 3(0) e

a(1l) = B(1), uma homotopia entre a ¢ § é uma aplicacdo continua H: [0,1] x [0,1] — X tal que:

H(s,0) =a(s), H(s,1)=p(s)
H(0,t) = «(0) =
H(1,t) = (1)

=

(0)
A1)

quaisquer que sejam s,t em [0, 1]. Nesse caso dizemos que « e 3 sdo homotdpicos e escrevemos H: o ~ 3
ou simplesmente a ~ (3.
Se o é um caminho de um ponto g a um ponto z; e S é um caminho de x; a um ponto x5, existe

um caminho chamado caminho justaposto a * 3, que é o caminho de xy a x5 percorrendo primeiramente

) oa(2) ;0
a*ﬁ(t)_{ﬁ(%—l) -

Se o é um caminho de ¢ a 1, existe um caminho chamado caminho inverso a~! que percorre « de

« e logo @, dado por:

1
2
1

IAIA

<t
<t

a Xo .
oz_l(t):oz(l—t)7 para 0<t<1



Para qualquer ponto z em X, denotemos por &, o caminho constante:
&:(t) =z, para 0<t<1

No conjunto de caminhos em X de xg ao ponto x1, a relagao de homotopia é uma relagao de equivaléncia.
Assim, dado a caminho de 2y a x1 podemos considerar a classe de homotopia [a] que consiste de todos
os caminhos de zg a 1 homotodpicos a a.

Verifica-se que dados o ~ o' e 3 ~ (3 entdo a* 3 ~ o * 3 sempre que as justaposicoes o * 3 e
o' x 3’ tenham sentido. Daf segue que dadas duas classes de homotopia [a], [5] tal que o ponto inicial
de (8 coincide com o ponto final de v o produto [a][3] = [a * (] estd bem definido, i.é, ndo depende
do representante das classes de homotopia. Em particular podemos multiplicar caminhos fechados con

mesmo ponto base.

Teorema 1.1. Seja I11 (X, o) o conjunto das classes de homotopia de lagos em X com ponto base xg.
Se a multiplicagao em 1 (X, xo) € definido por [a][B] = [a x 5] para duas classes correspondentes aos
lagos o e B com ponto base em xg, entao Iy (X, xg) € um grupo no qual o elemento neutro € a classe do

lago constante &, e a inversa de uma classe [a] € a classe do lago inverso [a™!].

A demonstragado pode ser encontrada em [9], pag. 8.

O grupo I1; (X, zg) do teorema anterior é chamado o grupo fundamental de X com ponto base .

Dados dois pontos zg e 21 em X, se existe um caminho v de g a x1, entdo a aplicagdo 7: [a] —
[y*a*~y~1] é um isomorfismo do grupo I1; (X, xq) sobre II; (X, x1). De fato, se o, 3 € II; (X, x¢) tem-se
Y([1B]) = A([axB]) = [yx(axB)y™H] = [(yrery ™ ) (y#Bxy™)] = [yrasy ™ [yxBxy 1] = 3([a])¥([8])

1% a*+] é um inverso bilateral para 7. Como conseqiiéncia, se X

e além disso, é claro que [a] — [y
é conexo por caminhos o grupo II; (X, z() é independente do ponto base zp a menos de isomorfismo.
Neste caso escrevemos simplesmente IT; (X) em lugar de II; (X, zg) e o chamamos o grupo fundamental
de X.

Algumas vezes consideraremos também homotopias livres entre caminhos fechados. Dois cami-
nhos fechados «, 3: [0,1] — X dizem-se livremente homotdpicos quando existe uma aplicagdo conti-
nua H: [0,1] x [0,1] — X tal que H(s, 0) = a(s), H(s, 1) = 5(s) e H(0,t) = H(1, t) para quais-
quer s,t € [0,1]. A tltima igualdade significa que, para todo ¢t € [0,1] o caminho Hy: [0,1] — X,
H.(s) = H(s, t) é fechado.

A relagao de homotopia livre também é uma relacao de equivaléncia.

Prova-se o seguinte resultado sobre caminhos livremente homotdépicos (ver [5] pags 38 e 40).

Proposicao 1.2. Sejam a, 8: [0,1] — X caminhos fechados com ponto base xo. Entdo « e 8 sao livre-
mente homotdpicos se, e somente se, as classes [a] e [B] sdo elementos conjugados do grupo 11 (X, o).

Como consegiiéncia, se 111 (X, xo) € abeliano entdo o e B sao homotdpicos.

Se f: X — Y é uma aplicagdo continua e f(zg) = yo, entdo f determina um homomorfismo de
grupos:
frr (X, 20) — (Y, yo)

la] +— [fod]

chamaremos fy de homomorfismo induzido. As seguintes propriedades sao facilmente verificadas.



(1) SeY = X e f = Identidade de X, entdo fy = Identidade.

(2) Dados f: X =Y e g: Y — Z continuas, tem-se (go f)3 = g o f3.

1.2 Homotopia de aplicacoes

Sejam X, Y espacgos topoldgicos. Duas aplicagoes continuas f,g: X — Y dizem-se homotdpicas

quando existe uma aplicacao continua
H: X x[0,1]—-Y

tal que H(x, 0) = f(z) e H(z, 1) = g(x) para todo € X. A aplicagdo H ¢é chamada uma homotopia
de f a g. Nesse caso escrevemos H: f ~ g ou simplesmente f ~ g.

Dada uma homotopia H: f ~ g consideremos para cada t € [0, 1], a aplicagdo continua H;: X — Y,
definida por H¢(x) = H(z, t). Dar uma homotopia H equivale a definir “uma familia continua a um
parametro”(H;);co,1] de aplicagdes de X em Y. A “continuidade’da familia significa, neste caso, que
(z, t) — Hy(x) é uma aplicacao continua. Temos Hy = f e H; = g, de modo que a familia (Hy)sejo,1)
comeca com f e termina com g.

A relacdo de homotopia entre aplicacbes continuas de X em Y é uma relacdo de equivaléncia. As
classes de equivaléncia segundo a relacao de homotopia sdo chamadas classes de homotopia. A classe de
homotopia de uma aplicac¢ao continua f: X — Y é indicada pelo simbolo [f]. O conjunto das classes de
homotopia das aplicagées continuas de X em Y é representado pelo simbolo [X, Y].

Uma isotopia entre dois homeomorfismos f,g: X — Y é wma homotopia H: X x [0,1] — Y entre f e
g tal que para todo t € [0, 1] tem-se que a aplicagdo H;: X — Y, Hy(x) = H(t,x), 6 um homeomorfismo.

Provaremos um resultado que usaremos no seguinte capitulo.

Lema 1.3. Sejam f,g: X — Y homotdpicos. Se n é um caminho fechado em X, entdo fon e gon sao

livremente homotopicos.

Demonstragao. Seja H: I x X — Y a homotopia tal que H(0, x) = f(x) e H(1, ) = g(z) para todo
x € X. Definamos G: I x I — Y por G(s, t) = H(t, n(s)). Temos G(s, 0) = H(0, n(s)) = f(n(s)),
G(s, 1) =H(1, n(s)) = g(n(s)) e G(0, t) = H(t, n(0)) = H(t, n(1)) = G(1, t) para todo t,s € I. Assim,

G é uma homotopia livre entre fone gon. O

Verifica-se que a composicao de aplicagoes preserva homotopias, i.e,se f,f: X =Y eg,¢g:Y - Z
s@o aplicagoes continuas tal que f~ f' e g~ ¢, entdo go f ~ ¢ o f'.

Dizemos que dois espacos X e Y tem o mesmo tipo de homotopia se existem duas aplicagoes continuas
f: X —>Yeg:Y — X tal que go f é homotépico & identidade de X e f o g é homotdpico a identidade
de Y. Uma tal aplicagao f é chamada de equivaléncia homotépica. Neste caso escrevemos X =Y ou
frX=Y.

Espacos do mesmo tipo de homotopia sao equivalentes sob o ponto de vista homotdpico. Por exemplo,
se X =X"eY =Y’ entdo [X,Y] e [X',Y’] possuem o mesmo nidmero cardinal. Mais precisamente,
se p: X'=Xe: Y =Y entdo [f] — [ o f o] é uma bijecdo de [X,Y] sobre [X’,Y’]. Outro fato

importante de espagos com mesmo tipo de homotopia é expressado na seguinte proposigao.



Proposicao 1.4. Se dois espagos topologicos X, Y conexos por caminhos, tém o mesmo tipo de homo-

topia entao seus grupos fundamentais sao isomorfos.
A demonstragio de este fato pode ser encontrada em [5] pdg. 39.

Exemplo 1.5. Chamaremos de anel aberto ao produto A = S* x (0,1) e de anel fechado ao produto

A = S x[0,1]. Consideremos as aplicacées continuas g: S* — A e h: A — S* dadas por:

Temos que hog=1Idg: e goh: (w, z) — (w, %)

Definimos a homotopia linear H : I x A — A por

Ht, (w, 2)) = <w tz 4 (1— t);) .

Temos

HO. () = (0, ) =90 1(w.2)

H(L (wv Z)) - (wa Z) - IdA(wv Z)

Por tanto, H: go h ~ Idy, i.e, g e h definem uma equivaléncia homotdpica entre A e S'. Assim A e
S tem o mesmo tipo de homotopia. Note que isto € valido também para o anel fechado, entio A e S*
também tem o mesmo tipo de homotopia.

Daf, pela proposicio anterior, podemos concluir que 11y (A) = 11, (S*) (isomorfos). Mas diante vere-
mos que o grupo fundamental do circulo é isomorfo a Z (ver se¢ao 1.6), por tanto 111(A) = Z. Além
disso, denotando por [S, S1] e [A, A] o conjunto das classes de homotopia de aplicacoes continuas de S*
em S1 e de A em A, respectivamente, temos que [S*,S] e [A, A] estio em correspondencia biunivoca.

O mesmo € valido para o anel fechado.

1.3 Espaco de recobrimento
Sejam X e X espacos topoldgicos.

Definicao 1.6. Uma aplicagdo de recobrimento (ou simplesmente um recobrimento) € uma aplicagio
continua P: X — X com a propriedade que cada ponto de X tem wma vizinhanca aberta U tal que
P=Y(U) ¢ uma unido disjunta de conjuntos abertos, cada uma das quais é aplicado homeomorficamente
por P sobre U. Cada aberto U desse tipo chama-se vizinhanca distinguida. O espaco X chama-se espaco
de recobrimento de X e, para cada x € X o conjunto P~1(x) chama-se a fibra sobre x. Algumas vezes,

X chama-se o espaco base.

Um recobrimento € trivial se, na definicao, pode-se tomar U sendo todo X. Os seguintes exemplos

sao recobrimentos nao triviais.

Exemplo 1.7. A aplicagio &: R — S dada por &(t) = (cos 27t, sin 27t) € uma aplicagdo de recobri-

mento. Isto € verificado mais diante, no comego da se¢do 1.4.



Exemplo 1.8. Seja A = S x (0,1) o anel aberto e seja A = R x (0,1) a faiza aberta. A aplica¢do
m: A — A dada por w(t, s) = (&(t), s) = ((cos 2xt, sin2nt), s) € uma aplicagio de recobrimento. Para
mostrar isto tomemos (z,w) € A arbitrdrio. Como & : R — S é um recobrimento entdo existe uma
vizinhanca distinguida V (z) contendo z. Pondo U =V (z) x (0,1) tem-se 7= (U) = &1 (V(2)) x (0,1).
Agora, sendo V(z) uma vizinhanca distinguida podemos escrever &5 (V(z)) = Vi onde cada Vj, é
homeomorfo a V(z), logo n=1(U) = (Vi x (0,1)) onde cada Vi, x (0,1) é homeomorfo a U.

O mesmo argumento trocando (0,1) por [0,1] mostra que a aplicagio m: A — A, onde A =R x [0, 1]

e A= S8 x[0,1], é uma aplicacdo de recobrimento.

Se P: X — X ¢é um recobrimento e f: Z — X ¢é uma aplicacdo continua, um levantamento de f é

uma aplicagao continua f : Z — X tal que Po f = f. Esta situagao se pode ver no seguinte diagrama:

X
A
e
e
e P
s
e
s

X

f

Uma pergunta que surge é a existéncia de uma tal f para uma aplicacao continua f. Na secao 1.5

\ ™

enunciaremos um teorema que, dada certas condigoes sobre os espagos X, X e Z, assegura a existéncia
do levantamento f de f. Outra pergunta que surge é a unicidade do levantamento; o seguinte lema da

uma espécie de unicidade para um tal levantamento se ele existir.

Lema 1.9. Seja P: X — X um recobrimento e seja Z um espacgo conexo. Suponha que existam aplica-
¢oes continuas fi e fo de Z a X tais que Po fi = Po fo. Se fi (2) = fg(z) para algum ponto z em Z,

entao fl = fg,

A demonstragio pode ser encontrada em [10], pag 155.

1.4 Levantamento de caminhos e homotopias

Antes de passar a enunciar os teoremas de levantamento de caminhos e homotopias, vamos expor
com muito detalhe o recobrimento do circulo dado no exemplo 1.7.

Seja £: R — S' a aplicagdo exponencial £(t) = et = (cost, sint). E claro que ¢ é uma aplicagao
continua. A igualdade e'(*t?) = ¢™¢ nos diz que a sobrejecdo continua ¢ é um homomorfismo do
grupo aditivo R sobre o grupo multiplicativo S* (ntimeros complexos de médulo 1). O nicleo de £ é
o grupo 2nZ = {27n;n € Z}, formado pelos miltiplos inteiros de 27. Assim, dado u € S, temos
§Yu) = {t+2rn;n € Z} onde t € R é um numero real qualquer tal que £(t) = u. Note-se que
&(t) = u significa que ¢t é uma determinacao em radianos, do angulo que u faz com o semi-eixo positivo

das abscissas.



A restrigdo de ¢ a todo intervalo (¢, t+27) de comprimento 27 ¢ um homeomorfismo sobre S*—{£(¢)}.
Assim, todo ponto u = £(¢) € S possui uma vizinhanca aberta V = S — {—u}, cuja imagem inversa
¢€1(V) é a reuniao dos intervalos abertos I, = (t +m(2n — 1), t + 7(2n + 1)), n € Z, cada um dos quais
¢é aplicado homeomorficamente por £ sobre V.

Assim fica demonstrado que £ é uma aplicacao de recobrimento. A aplicacao £ nao difere da aplicacdo

&o do exemplo 1.7. Portanto, um argumento similar mostra que &, é uma aplicagao de recobrimento.

Teorema 1.10. Dados um intervalo J = [a,b], uma funcdo continua a: J — S' e um nimero real to

com a(a) = e''o, existe uma tnica funcdo continua &: J — R tal que a(s) = & o a(s) para todo s € J e

6[(0,) = to.

Em outras palavras o teorema diz que qualquer caminho no circulo pode ser levantado a um caminho

na reta, e se fixamos um ponto inicial entao o caminho ¢é 1nico.

Demonstragdo. Isto é valido no caso em que a(J) C S — {y} para algum y € S*: como a(a) # ¥,
existe um tnico € £7'(y) tal que ty € (z,  + 27). Entdo & = &|(4, z42+) ¢ um homeomorfismo
sobre S1 — {y} e, pondo & = &, ! o a, obtemos a fungdo desejada. No caso geral, particionamos o
intervalo J = J; U Jo U ... U Ji de tal forma que a(J;) # S* para todo i = 1,2,...,k. Para oy = aly,
achamos um levantamento @;: J; — R de modo que &;(a) = ty. Se s1 é o0 extremo comum de J; e
Ja, para as = aj, escolhemos um levantamento @s: Jy — R de as, tal que da(sy) = @;1(s1). E assim
sucessivamente até obter ay: Ji — R levantamento de oy = «l,, tal que ég(sg—1) = dx—1(Sk—1) onde
Sg—1 é o ponto comum de Ji_1 e Ji. Finalmente definimos &: J — R pondo &(t) = &;(t) se t € J;. Para
provar a unicidade basta observar que se &, &: J — R sao levantamentos de «, i.e, { o a = £ o &, entao
n(s) = [@(s) — &(s)] /27 é, para todo s € J, um inteiro que depende continuamente de s. Segue-se que

71 é constante. Em particular, se &(a) = &(a) entdo & = a. O
O teorema anterior é valido para recobrimentos em geral, como afirma o seguinte teorema.

Teorema 1.11 (Levantamento de um caminho). Seja P: X — X wm recobrimento, e seja oz [0,1] — X
um caminho em X. Sejay um ponto de X com P(y) = a(0). Entdo existe um inico caminho é: [0,1] —

X tal que &(0) =y e Poa(t) = a(t) para todo t no intervalo [0, 1].

A demonstracao deste teorema é similar com a demonstracdo do teorema anterior e pode ser vista
em [10] pag 156.

Teorema 1.12 (Levantamento de uma homotopia). Seja P: X — X wm recobrimento com P(yo) = x0.
Seja também f: Z — X com f(z9) = xo, uma aplicagio continua que tém um levantamento f:Z—-X
com f(zo) = yo. Entao, qualquer homotopia F: Z x[0,1] — X com F(z,0) = f(z) para todo z € Z pode
ser levantada a wma homotopia F: Z x [0,1] — X com F(z,0) = f(z) para todo z € Z.

A demonstragao pode ser vista em [9] pag 22.

Como corolario, temos o seguinte resultado que serd 1til depois.

Lema 1.13. Se a e 8 sao caminhos em X homotdpicos, com ponto inicial a(0) = 3(0) = yo e ponto
final a(1) = B(1) = y1, entao seus levantamentos &,: I — X comecando no mesmo ponto inicial zg,

tem o mesmo ponto final e além disso sGo homotopicos.



Demonstracao. Seja H: I x I — X uma homotopia entre o e 3. Pelo teorema anterior podemos levantar
esta homotopia a uma homotopia H: I x I — X tal que ﬁ(O, s) = a(s) para todo s € I. Temos que
m(H(0,t)) = H(0,t) = yo e m(H(1,t)) = H(1,t) = y;, para todo t € I, i.e, H(0,t) € 7 (y0) e
H(1,t) € 7 (y1). Agora, como as aplicacoes t — H(0, t) e t — H(1, t) sio continuas, sendo 71 (yo) e
7~ 1(y1) discretos, entdo sio constantes, logo H (0, t) = H(0, 0) = z¢ e H(1, t) = H(1, 0) = &(1) para
todo t € I. Em particular H(0, 1) = o e H(1, 1) = &(1). Assim, o caminho s — H (s, 1) comega em

xo e como w(H(s, 1)) = H(s, 1) = B(s), pela unicidade de levantamentos de caminhos, concluimos que
H(s, 1) = ((s) para todo s. Por tanto H é uma homotopia entre & e 3 e (1) = H(1, 1) = a(1). O

1.5 Teorema fundamental de levantamento

Aqui enunciaremos sem demonstracdo um teorema muito importante que fala da existéncia do levan-

tamento de uma aplicagao continua qualquer. Logo enunciaremos alguns corolérios.

Definicao 1.14. Um espaco X ¢ localmente conexo por caminhos se para cada ponto x € X e cada

aberto V contendo x, existe um conjunto aberto e conexo por caminhos U com x € U C V.

Teorema 1.15 (Teorema fundamental de levantamentos). Seja P: X — X wum recobrimento, onde
o espago X € conexo por caminhos. Sejam Z wum espag¢o conexo e localmente conero por caminhos e
f:Z — X uma aplicagdo continua com f(z9) = xo. Dados yo € P~(z0), a fim de que f possua um

levantamento f: Z — X com f(20) = yo, € necessdrio e suficiente que

fs[M(Z, z0)] C Py [Hl(Xa yo)] .

A demonstragéo desse teorema pode ser vista em [10], pdg 181.

Um espago topolégico X diz-se simplesmente conexo por caminhos quando é conexo por caminhos
e, para todo zo € X, tem-se II1(X, o) = {0}. Intuitivamente, um espaco simplesmente conexo por
caminhos é um espago conexo por caminhos no qual qualquer laco pode ser homotépicamente reduzido
ao lago constante (a um ponto).

Observe que se Z é simplesmente conexo por caminhos entao a condigao no teorema f; [I1; (Z, 2zo)] C

Py T1, (X, yo) 6 satisfeita, logo temos:

Corolario 1.16. Sejam X conexo por caminhos e Z simplesmente conexo por caminhos. Entao toda

aplicagao continua f: Z — X, admite um levantamento f: Z—X.

Este corolério explica por que caminhos podem sempre ser levantados: [0, 1] é simplesmente conexo
por caminhos.

Dados P; : X 1 —XePs: Xg — X dois recobrimentos com o mesmo espago base X, um isomorfismo
entre eles ¢ um homeomorfismo h: X; — X tal que P, o h = P;. Dizemos que os recobrimentos P; e

P; sao equivalentes se existe um isomorfismo entre eles.

Corolario 1.17. Seja X um espaco conexo e localmente conexo por caminhos. Seja Py: X, — X e
Py: X5 — X dois recobrimentos, com X1 e Xo conezos e sejam P (1) =z e Pa(z) = x. A fim que

exista um isomorfismo entre os recobrimentos preservando os pontos bases, € necessdrio e suficiente que

Py (Hl(j(l,iﬂl)) = Pyy (H1(X27332))



Corolario 1.18. Seja P;: X1 — X um recobrimento, cujo dominio X1 € simplesmente conezo e local-
mente conexo por caminhos. Para todo recobrimento Py: Xo — X com Xs conexo, existe um recobri-
mento P3: X1 — X5 tal que P, o P3 = Py.

Para a demonstragio ver [5] pag 163.

Por causa do corolério anterior, um recobrimento P: X — X com X simplesmente conexo e lo-
calmente conexo por caminhos chama-se um recobrimento universal, pois X recobre qualquer outro
recobrimento. Segue do coroldrio 1.17 que se existe um recobrimento universal, entao ele é tnico a
menos de isomorfismos.

Os recobrimentos nos exemplos 1.7 e 1.8 sdo recobrimentos universais. Nos seguintes capitulos con-
sideraremos os exemplos 1.7 e 1.8 como recobrimento universal do circulo e do anel respectivamente, R
serd o espaco de recobrimento universal do circulo e A seré nosso espago de recobrimento universal para
o anel.

Dado um recobrimento P: X — X, um automorfismo ¢ um homeomorfismo i de X sobre si mesmo
tal que Poh = P. O conjunto Aut(X|X) dos automorfismos do recobrimento P constitui um grupo
relativamente a composicao de aplicagoes. As vezes os automorfismos sdo chamados as “transformacoes

de recobrimento”, ou “translacoes de recobrimento”.

Corolario 1.19. Se P: X — X ¢ um recobrimento, com X simplesmente conexo e X localmente conero
por caminhos. entio 11, (X,z) = Aut(X|X).

Exemplo 1.20. Sejam os recobrimentos universais do circulo e do anel dados nos exemplos 1.7 e 1.8. Os
automorfismo para o recobrimento universal do circulo sao os homeomorfismo da reta f que satisfazem

(oo f =&y, dai f € uma translacdo inteira. Assim
Awt(RISY) ={f:R—>R : f(t)=t+k comkeZ}

Do mesmo modo, um automorfismo para o recobrimento universal do anel sao os homeomorfismos h da

faiza A =R x (0,1) tais que wo h =7, dai h é uma translagao inteira na primeira coordenada. Assim

Aut(A|A) = {f: A=A f(t,s)=(t+k,s) com k € Z}.

1.6 Grau

Seja £: R — S a aplicacdo de recobrimento universal do circulo, £(t) = (cost, sint). Seja a: [0,1] —
S um caminho em S*. Fixado to € R tal que £(to) = a(0), pelo teorema 1.10, existe uma tinica aplicacio
continua &: [0,1] — R com &(0) =ty e tal que € o &(t) = «(t) para todo t € [0, 1].

A aplicacdo @ é um levantamento de « e é chamado fungdo angulo para «. Se & é outra funcao
angulo para « entdo {o&(t) = a(t) = £oa(t) para todo t € [0, 1], logo &(t) = a(t) +2wk(t) onde k é uma
funcao tomando valores inteiros, e além disso continua, logo constante. Entao & = & + 27k para algum
k € Z. Assim as demais fungdes angulo para o que devem ter inicio nos pontos tg + 27k, k € Z, tém
a forma &(t) = a(t) + 2rk. Por tanto, o nimero real (&(1) — &(0))/27 nao depende da fungao angulo

escolhida.



O nimero (&(1) — @(0))/27 associado ao caminho «: [0,1] — S1, chama-se grau do caminho a, e é

denotado por:
a(1) —a(o)
27

Se o ¢ um caminho fechado, entdo a(1) = a(0), logo &(1) = &(0) + 2n7 para algum n € Z. Por tanto,

grau(o) =

quando « é uma caminho fechado o grau(a) é um nimero inteiro.
O grau de um caminho fechado indica o nimero “liquido” de voltas que o ponto mével a(t) dé, ao
longo da pista S', quando o tempo ¢ varia de 0 a 1. “liquido” significa o niimero de voltas positivas

(contra o reldgio) menos o nimero de voltas negativas (com o relégio).
Proposicao 1.21. Propriedades do grau de um caminho:

(1) Sejam aq,aq: [0,1] — S caminhos tal que ai(1) = a(0). Se o = ay * as € a justaposicdo dos

caminhos o e ay entdo grau(a) = grau(ay) + grau(as).

(2) Seja a:[0,1] — S um caminho no circulo. Se a=t é o caminho inverso de «, entdo grau(a 1) =
— grau(a).

(3) Sea,B: — St sio caminhos fechados livremente homotdpicos, entio grau(a) = grau(f3).

(4) Se a e B sao caminhos fechados com grau(a) = grau(f), entao « e 8 sao livremente homotdpicos.

Além disso, o € homotdpico a B se eles tém o mesmo ponto bdsico.

(5) Dados p € S* e k € Z, existe um caminho fechado o: [0,1] — S' com ponto base p, tal que
grau(a) = k.

Demonstragao. (1) Sejam a7y, ds: [0,1] — R levantamento de a; e ag, respectivamente, com a;(1) =
az(0). Entao ap*xas: [0,1] — R faz sentido e, como se vé facilmente, & = dj *aa é um levantamento para
a = ajxag. Ora, 2 grau(a) = aj *dz(1) —aq *az(0) = daz(1)—a1(0) = [az(1) —da(0)]+[a; (1) —a1(0)] =
27 [grau(ag) + grau(ay)].

(2) Seja @: [0,1] — R levantamento de . Entdao a~—': [0,1] — R é levantamento de a~'. Assim
2r grau(a~!) = a~1(1) — a1(0) = a(0) — &(1) = —2m grau(«).
A demonstragao de (3), (4) e (5) pode ser vista em [5], pag 56. O

Segue destas propriedades que a aplicacao grau: I1;(S') — Z, grau([a]) = grau(a) esta bem definida
e é um isomorfismo.

A cada classe de homotopia ¢ = [f] € [S',S'] associaremos um nimero grau(y), definido do
seguinte modo. Consideremos a sobrejegdo continua &y: [0,1] — S, dada por &y(t) = €2™%, e poremos
gran(ip) = gran(f o &).

Se f, f': St — S! forem homotépicas, entdo os caminhos fechados f o & e f o & serao livremente
homotédpicas e daf grau(f o &) = grau(f’ o &y). Logo, a definigdo grau(p) = grau(f o &y) ndo depende da

escolha do representante f na classe de homotopia . Temos por tanto uma aplicacao bem definida:
grau: [S*, S — Z,

a qual é sobrejetiva pois se k € Z for dado arbitrariamente, a aplicacdo f: S' — S!, onde f(z) = 2*

K
cumpre grau([f]) = k. Finalmente grau é injetiva pois se f, g: S* — S sio tais que grau([f]) = grau([g])
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entdo grau(fo&y) = grau(go&y) e daf usando a proposi¢ao 1.21 temos que os caminhos fechados fo ¢y e
g o &p sao livremente homotdpicos o que nos dé, por passagem ao quociente, uma homotopia f ~ g (ver
o observagdo 1.22 abaixo).

Concluimos assim que a correspondéncia ¢ +— grau(p) é uma bijegao do conjunto [S*, S| (classes de

homotopia de aplicacdes continuas de S* em S') sobre o conjunto Z dos niimeros inteiros.

Observacao 1.22. Considerando a sobrejecdo continua &y: [0,1] — S*, dada por &y(t) = €*™. Como I
¢ compacto e S* é Hausdorff, & € uma aplicacdo quociente, isto é, uma aplicacio a: S* — X € continua
se, e somente se, a =ao&: [0,1] = X € continua. Ora, um caminho a: [0,1] — X pode ser escrito sob
a forma a = ao &y se, e somente se, € fechado. Segue-se que a correspondéncia a — a = a o &y define
uma bije¢do entre os caminhos fechados em X e as aplica¢des continuas do circulo S* no espaco X.

Analogamente, considerando a sobreje¢io continua ¢: [0,1] x [0,1] — St x [0,1] dada por

C(Sv t) = (50(5)7 t)v

concluimos como acima que existe uma bijecio entre as homotopias H: S' x [0,1] — X e as homotopias
livres de caminhos fechados H = H o (: [0,1] x [0,1] — X. Os caminhos fechados

a=aol e b=bo&

sdo livremente homotdpicos se, e somente se, as aplicacdes correspondentes @,b: S' — X sdo homoto-

picas.

Outra forma de ver o grau de uma aplicacdo f: S' — S' é como segue. Considere a aplicacio de
recobrimento £5: R — S1 dada por &y(t) = €*™ como a projecio de recobrimento universal do circulo.
Pelo corolario 1.16, podemos levantar a aplicacdo fo&y: R — S! a uma aplicacio f: R — R, i.e, tal que

& o f = fo&. Uma tal aplicacio f é chamado levantamento de f.

f

o o

Se f 6 outro levantamento de f, entdo & o f = & o f, logo f(t) — f(t) = k(t) onde k ¢ uma
aplicagdo tomando valores inteiros. Como k é diferenca de duas aplicagbes continuas ela é continua,
logo constante. Assim existe um inteiro k tal que f(t) = f(t) + k para todo t € R. Por tanto, os
demais levantamentos de f sdo da forma f + k, k € Z. Segue deste fato que o niimero f(a: +1) - f(a:)
nao depende do levantamento. Além disso, este nimero nao depende do ponto z € R. De fato, como

So(f(x+1)) = f(&(x+1)) = f(&(x)) = & (f(x)), igualando os extremos temos o (f(z+1)) = & (f(z)),
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logo f(z + 1) — f(x) = k(z) onde k é uma funcéo continua tomando valores inteiros, entfio constante.
Assim existe um inteiro k tal que f(z + 1) — f(x) = k para todo = € R.
Observemos que na defini¢do de grau de um caminho «a: [0,1] — S! consideramos a aplicagao de

recobrimento ¢: R — St dada por £(t) = e'’. Se consideramos a aplicacdo de recobrimento &: R — St

dada por &y(t) = €27 é facil ver que se & é um levantamento de a com respeito a ¢ entdo & = % é um
levantamento de o com respeito a &. Assim &(1) — &(0) = % — % = grau(a).
Desta observagao, pondo o = f 0 &gljo,1) vemos que & o flo1] = f o &l = o, 1.6, fljo1] é um

levantamento de a e por tanto grau(f) = grau(f o &ljo,1)) = f(1) = f(0) = f(x 4+ 1) — f(z) para todo
reR.

Assim, podemos definir o grau de uma aplicacio continua f: S' — S como o inteiro grau(f) que
satisfaz f(w +1) = f(x) + grau(f) para todo levantamento f de f e qualquer z € R. Das observacoes

anteriores vemos que as duas definicoes de grau de uma aplicacdo continua f: S' — S! coincidem.

Proposigao 1.23. A aplicacio f — grau(f) é continua na topologia C° (convergéncia uniforme) e por

tanto € localmente constante.

Demonstragdo. Suponha g, f: St — ST aplicagoes uniformemente préximas. Denotando por |||/ a norma
uniforme, suponhamos || f — g|lo < 1. Temos assim, que para todo x € S, f(x) e g(x) ndo sio antipodas,
logo a aplicacdo H: [0,1] x S* — S, dada por
H (@) + (1 - g(a)
[£f () + (1 = t)g(z)]]
é uma homotopia entre f e g. Assim, grau(f) = grau(g). Isto mostra que o grau é localmente constante.
O

H(t,z) =

Corolario 1.24. Seja (7,), Yn: [0,1] — ST, uma seqgiiéncia de caminhos fechados em S*. Se v, converge
uniformemente para um caminho v: [0,1] — S entdo grau(y) = lim grau(vy,).
n—oo

Demonstracao. Com efeito, podemos ver os caminhos fechados v, como aplicagoes do circulo, via a

2mit . Mais precisamente, para cada <, corresponde uma

aplicacdo quociente &y: [0,1] — St &(t) = e
aplicacio continua f,: S* — S! tal que 7, = fn o &, e para ~y corresponde uma aplicacdo continua
f: 8t — St tal que v = f o0& (ver observagio 1.22). Dado que 7, — < uniformemente entdo f, — f
uniformemente, logo, pela proposigao anterior, grau(f) = lim grau(f,). Por tanto grau(y) = grau(f) =
lim grau(f,) = lim grau(vy,). o O
n=o0 n—o0

Dada uma aplicagéo qualquer f: X — X um ponto fixo para f é um ponto z € X tal que f(x) = «.
Denotaremos por Fix(f) o conjunto dos pontos fixos de f. Na seguinte proposigao card(Fix(f)) denotara

a cardinalidade do conjunto Fix(f), i.e, o nimero de pontos fixos de f.
Proposigao 1.25. card(Fix(f)) > |grau(f) — 1| para qualquer aplica¢io continua f: S* — S*.

Demonstra¢do. Suponhamos que grau(f) = k, é suficiente encontrar pelo menos |k — 1| pontos fixos de
f. Seja f: R — R um levantamento de f, temos f(1) = f(0) + k. Definamos a aplicacio ¢: R — R por
o(y) = f(y) —y, temos ¢(0) = f(0) e (1) = f(1) —1 = f(0) + k — 1. Logo deve existir um inteiro i
tal que ¢(0) < i+ 1,9+ 2,....,i+ |k — 1| < ¢(1). Usando o teorema do valor intermedidrio, para cada
Jj=1,.., ]k — 1] existem t1,t,...,t ;1) € [0,1) tais que ¢(t;) = i + j. Estes pontos t; se projetam em

pontos fixos distintos de f, i.e, &y(t;) = (cos2nt;,sin27t;) sdo pontos fixos distintos de f. O
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Denotemos por S, (0) o circulo com centro no origem e de raio r.

Corolario 1.26. Seja f: S.(0) — S.(0) continua sem pontos fizos. Se h: St — S é definido por
re — f(rx) .
h(z) = —————— entao grau(h) = 1.
lra — f(rz)||
Demonstracao. Observe que pela proposicao anterior é suficiente mostrar que h nao tem pontos fixos.
Suponha que existe € S! tal que h(z) = z entdo f(rz) = (r + ||rz — f(rz)|)x de onde f(rz) = rz,
o qual é uma contradicao pois f nao tem pontos fixos. Por tanto h nao tem pontos fixos e assim

grau(h) = 1. O

1.7 Indice

Seja U C R? um aberto e f: U — R? uma aplicagdo continua. Seja ~: [0,1] — U um caminho em U.
Se f nao tém pontos fixos sobre v, i.e, f(v(t)) # v(t) para todo ¢ € [0, 1], podemos considerar o caminho
h~:[0,1] — S dado por:
o (t) = v(t) — for(t)
(&) = for@)ll

Definimos o indice de v com respeito a f, denotado por I(7y, f), como o grau do caminho h.:

10y, f) = grou(hy).
Observacgao 1.27. Também podemos considerar o caminho i_Lq,: [0,1] — S dado por:

- t) —y(t
b = L=
1f o () = (@)l
na defini¢do do indice, jd que grau(h.) = grau(h.). De fato, se g1 e g2 sdo fungées dngulo para h., e h.,
respectivamente, entio g1 = gz + (2k — 1)m para algum k € Z, logo 27 grau(hy) = 27[g1(1) — g1(0)] =

27lga(1) — ga(0)] = 27 gran ().

Se v é um caminho fechado, entao h, também ¢é fechado, logo I(7y, f) é um ntmero inteiro.
O indice de uma curva v em relagdo a f pode ser interpretado como a rotagao total, que o vetor

x — f(z) faz quando z se desloca ao longo do caminho v de v(0) a y(1).

Proposigao 1.28. Propriedades do indice:
(1) Sey=mv1 %72 € a justaposi¢ao dos caminhos v1 e v, entdo I(~y, f) =1(y1, )+ (v, f).
(2) Se~y~t € o caminho inverso de v, entdo I(y~1, f) = —1(v, f).

(8) Sey1 e 2 sdo caminhos fechados livremente homotdpicos sem passar por Fix(f), i.€, existe uma
homotopia H: vy ~ o em U tal que f(H(t,s)) # H(t,s) para todo t,s € [0,1], entdo I(y1, f) =
I(’YQa f)

Demonstragao. (1) De fato, temos por defini¢ao

7(t) — fomn(?)

h”)’(t) = h”Yl *72 (t) - Yo (Hl’yi(i; : § g »3; E?! t)

[v2(1 —1t) = fora(l —1)

»
o
o
IN
~
IN
N|—

N[
IA
~
IA
[a—y

Se
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isto é hy = h., * h,,. Logo, usando as propriedades de grau de uma caminho ( proposigao 1.21, item
(1)) temos I(v, f) = grau(h,) = grau(h,,) + grau(h.,) = I(y1, f) +1(y2, f)-

(2) Se y~" é o caminho inverso de v, entao h,-1(t) = h,(1 — t) para todo ¢ € [0,1], isto é h' =
h.-1, logo usando as propriedades do grau de um caminho (proposigao 1.21, item (2)) temos I(y, f) =
grau(h,) = —grau(h; ') = —grau(h, 1) = = 1(y', f).

H(t,s)— foH(t
(8) De fato, como f(H(t,s)) # H(t,s) temos que hy,(s) = (t,5) = f o H(t,5) ¢ uma homotopia

| H(ts) — foHt,s)|
livre entre h., e h., e dai por las propriedades do grau de um caminho (proposicdo 1.21, item (3))

concluimos que I(v1, f) = grau(h,, ) = grau(h,,) =I(72, f) . O
A continuagao apresentaremos mais propriedades do indice que usaremos depois.

Proposicao 1.29. Sejam f,g: U — R? aplicagées continuas e v: [0,1] — U um caminho fechado tal
que f e g mao tém pontos fizros sobre . Suponha que existe uma homotopia H: f ~ g que ndo tém

pontos fixos sobre v, i.e, Hi(y(s)) # v(s) para todo t,s € [0,1]. Entao I(v, f) =1(v, g).

Demonstracao. De fato, a aplicagao:

V(s) = Hi(v(s))

0 = e H )

Yy(s)—=fov(s) Y(s)—goy(s)
v (s)=Fov(s)ll Iv(s)—govy(s)
de um caminho, tais caminhos devem ter o mesmo grau. Observe que o grau do primeiro caminho é o

é uma homotopia livre entre s +—

e s T Assim, pelas propriedades do grau

indice de v com respeito a f e o grau do segundo caminho é o indice de v com respeito a g, por tanto
Iy, ) =107, 9)- =

Proposicao 1.30. Seja f: U C R? — R? continua. Seja (v,), Yn: [0,1] — U uma segiiéncia de
caminhos fechados em U. Suponha que v, C K C U onde K é um compacto, e f nao tem pontos fixos

em K. Se vy, converge uniformemente para um caminho ~y: [0,1] — U entao I(v, f) = nlLHQlo I(yn, f)

Demonstra¢do. Em virtude do coroldrio 1.24, é suficiente mostrar que h., converge uniformemente
para h,. Com efeito, como f ndo tem pontos fixos no compacto K entdo a aplicagdo h: K — S,

h(z) = % ¢ uniformemente continua, logo h., = ho7y, converge uniformemente para h, = hoy. [

Um caminho fechado simples é um caminho fechado 7: [0, 1] — R? que ndo tem auto-intersecgdes, isto
é, se v(t) = v(s) entdo s,t € {0,1}. Uma curva de Jordan é qualquer subconjunto no plano homeomorfo
a S'. Equivalentemente uma curva de Jordan é a imagem de um caminho fechado simples.

O “teorema da curva de Jordan”afirma que se X é um subconjunto do plano homeomorfo a S*, entdo
seu complemento R? \ X tem duas componentes conexas, uma limitada, e outra ilimitada. Além disso
X é fronteira comum de tais componentes. Chamaremos de interior de X a componente limitada e de
exterior de X a componente ilimitada. Uma versao mais forte do teorema de Jordan ¢é o seguinte teorema

devido a Schoenflies.

Teorema 1.31 (Teorema de Schoenflies). Qualquer homeomorfismo de S' a X C R? pode-se estender
a um homeomorfismo de R? sobre R?, aplicando o disco unitdrio aberto D1(0) no interior de X, e o

complemento do disco unitdrio fechado no exterior de X.

Para mas detalhes do teorema de Shoenflies ver [10] pag 75.
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Observacgao 1.32. Em particular, o teorema de Shoenflies afirma que existe um homeomorfismo entre
o fecho do interior de X e o disco unitario fechado. FEste fato implica que, se a imagem de v € uma
curva de Jordan entdo v pode-se reduzir homotdpicamente a um ponto com a homotopia no fecho do
interior de . De fato, o disco unitdrio fechado B1(0) tém a propriedade que qualquer curva fechada
pode-se reduzir homotdpicamente a um ponto, em particular o circulo unitdrio € livremente homotdpico
a um ponto com a homotopia no disco fechado. Logo, usando o homeomorfismo do teorema de Shienflies
obtemos uma homotopia livre entre v e um ponto com a homotopia no fecho do interior de vy (ver figura

abaizo).

Figura 1.1: Deformagao da curva v a um ponto no seu interior

Proposigcao 1.33. Suponha que U € um aberto simplesmente conexo e seja v um caminho fechado

stmples em U. Se I(v, f) # 0 entao f tém um ponto fixo no interior de 7.

Demonstrag¢ao. Suponhamos que f nao tem pontos fixos no interior de 7. Pela observacao anterior, a
curva vy pode-se reduzir homotdpicamente a um ponto (caminho constante) com a homotopia no fecho
do interior de . Dado que U é simplesmente conexo, entao o fecho do interior de 7y estd em U, assim a
homotopia estd em U e nao passa por pontos fixos de f. Logo h, é também livremente homotépico a um
ponto. Da definicao do grau é claro que o grau do caminho constante é zero, assim I(v, f) = grau(h,) = 0.

Esta contradi¢ao mostra que no interior de - deve existir algum ponto fixo de f. O

Como antes, seja f: U C R?2 — R2? uma aplicacdo continua. Seja p € U um ponto fixo isolado de f,
i.e, existe uma vizinhanca V' de p que nao contem pontos fixos de f além de p. Tomemos r > 0 tal que
a bola com centro p e de raio r, que denotaremos por B,.(p), esteja contida em V. Entao f tem p como
Unico ponto fixo em B, (p). Denotemos por S, (p) o circulo de centro p e raio r orientado positivamente
(no sentido contrario ao relégio). Definimos o indice do ponto fixo isolado p como o indice de S, (p) com
respeito a f.

Ind(p, f) =1(S,(p), f),

Se 71,72 > 0 séo tal que By, (p), Br,(p) C V, entdo Sy, (p) e Sy, (p) sdo livremente homotdpicos sem
passar por pontos fixos, logo 1(Sy, (p), f) = I(Sr,(p), f). Por tanto, a defini¢do de indice de um ponto
fixo dada acima nao depende do r > 0 escolhido.

Diremos que uma curva fechada simples v é orientada positivamente se pode ser deformado homo-
tépicamente (sem sobrepor-se) ao circulo unitdrio com orientacdo positiva. Dito de outra forma existe

uma homotopia livre por caminhos fechados simples entre 7 e o circulo S1(0) orientado positivamente.
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Observagao 1.34. Se~y C B,.(p) € qualquer curva fechada simples orientada positivamente e que contém
p no seu interior entdo Ind(p, f) = I(v, f). De fato, seja ¢ > 0 tal que o circulo S.(p) esteja contido
no interior de . Orientamos Sc(p) no sentido positivo. Assim v e Sc(p) sdo curvas fechadas simples,
orientadas positivamente. Isto implica, pelo teorema de Schéenflies, que v e Se(p) sdo livremente homo-
topicos sem passar por p. Entao a homotopia nao passa por Fix(f). Dai seque do item (3) na proposi¢do

1.28 que I(y, f) =1(Sc(p), f) = Ind(p, [).

Teorema 1.35. Sejam U C R? um aberto simplesmente conexo, f: U — R? continua e : [0,1] — U
uma curvae fechada simples positivamente orientada. Suponha que f ndo tem pontos fizos em 7y e que

existe um numero finito de pontos fixos no interior de vy, entao:

(v, )= Y Ind(s, f)
zeFix(f)
Demonstracao. Seja k o nimero de pontos fixos no interior da curva .

O caso k =1 é a observagao anterior.

O caso k = 2. Suponha p1,ps Unicos pontos fixos de f no interior de . Considere a seqiiencia de
caminhos 7, = 0y, * a, * Sy, * A, x 01, * B, x S), * (], mostrados na figura 1.7. Consideremos a seqiiéncia
de caminhos de tal forma que quando n — oo as imagens dos caminhos «,, e «/, convergem para a
imagem de uma curva «, igualmente as imagens dos caminhos 3, e 3/, convergem para a imagem de
uma curva (3, nesse caso os caminhos d,, 0/, S, e S/, também convergem. Escrevemos a continuagao os

—1 / : / .
caminhos limites § = hm Op, @ = lim a,, S = lim S,, a™! = lim o/, & = lim §,, B = lim 3,,
n—oo n—oo

n—oo n—oo n—o0

S'= lim S, Bt = hm Bl en= hm 7n, onde a convergéncia é uniforme.
n—oo

Figura 1.2: As seqiiéncias de caminhos 6,,’s, ay,’s, B,’s e S,,’s

Como 7, 6 um caminho fechado simples que nao tem pontos fixos no seu interior, entao, pela propo-

sigao 1.33, I(n,, f) = 0 para todo n > 0. Logo, usando o coroldrio 1.30 temos que

I(n, f) = lim I(n, f) =0 (1.1)

Por outro lado, sendo n = d x ax S x a~ !t 6’ * B % S’ x 7L, pelas propriedades de indice (proposicao
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1.28) temos

I(n, f) =18, f) + L, f) +1(S, f) + La™", /) +1(8", f)

+1(B, )+ 1S, )+ 1B /)

=1(0, f) + 1(S, f) + 1(&', f) + (", f)

+ e, f) +1(@™", f)]

+18, £) + 157, f)]

=1(3, ) + 1(S, f) + (o', f) + 1(S", f)

=1(0 8", f) +1(S, f) + (5", f)

=1(v, f) +1(S, f) + (5", £)
De aqui e de (1.1) temos

Iy, f)+1(S, £) +1(S", f) =0 (1.2)

Observe que como - esta orientado positivamente entao os circulos S e S’ estao orientados negativamente
e entdo I(S, f) = —Ind(p1, f) e I(S’, f) = —Ind(pa, f). Substituindo isto em (1.2) temos o que

querfamos provar
2
=1

A prova em geral para k pontos fixos no interior de = se pode fazer por indugao sobre k. De fato,
suponha que p1,p2, ..., pr Unicos pontos fixos de f no interior de -y entao separamos pp dos demais
pontos fixos de f fechando a p; num circulo e fechando os demais pontos pi, pa, ..., px—1 no interior de

uma curva fechada simples digamos a. Logo, mediante um argumento similar para o caso k: = 2 mostrar

que I(vy, f) = Ind(pk, f) + I(a, f). Usando o passo de indugdo temos que I(a Zlnd (pi, f

assim I(~, f ZInd i, f). O
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Capitulo 2

Homeomorfismos do anel

Denotaremos por A = S* x (0,1) e A = S* x [0,1] o anel aberto e fechado respectivamente. O
espaco de recobrimento universal de A e A serd denotado indistintamente por A, assim quando nos
referimos ao recobrimento de A serd A = R x (0,1) e quando nos referimos ao recobrimento de A serd
A =R x [0,1]. Da mesma forma a aplicagio de recobrimento 7: A — A ou w: A — A, é dada por

m(x, y) = ((cos 2wz, sin 27x), y) em ambos 0s casos.

2.1 Levantamentos de homeomorfismos do anel

Seja f: A — A (ou f: A — A) um homeomorfismo. Sabemos dos resultados de espacos de recobri-
mento expostos no capitulo 1, que a aplicagao f o m pode ser levantado a uma aplicagao continua do
espaco de recobrimento A, i.e, existe uma aplicacdo continua f: A — A tal que 7o f = fom. Um tal

levantamento de f o 7 serd chamado levantamento do homeomorfismo f.

i f

3
o S N
5

Fixados zg € A e wg € 7~ [f (7(2,))], pelo teorema 1.9, existe um tinico levantamento f: A — A tal
que f(z) = wo.

Se f: A — A é outro levantamento de f, entdo mo f = fom = mo f. Assim, se f = (fl, fg), da
igualdade 7 o f = 7o f segue que fl =fi+ke fg = fo, onde k é uma funcio definida em A e tomando
valores inteiros. Sendo k = fl — f1, a funcdo k é continua, logo constante. Por tanto existe k € Z tal que

f(z, y) = f(x, y)+ (k, 0) para todo (, y) € A. Reciprocamente, se f: A — A é um levantamento de f,
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denotando por f + (k, 0) a aplicacdo (z, y) — f(:c, y) + (k, 0) tem-se que f+ (k, 0) é um levantamento
de f para todo k € Z, pois w o (f—i— (k,0))=mo f = fom. Por tanto, se f: A — A é um levantamento

de f os demais levantamentos sao da forma f + (k, 0) para k € Z.

Exemplo 2.1. Seja Ida: A — A a aplicacao identidade. Qualquer levantamento fd/A deve satisfazer
WOTC/ZA =Idyom =m. Entdo Idj: A — A é um levantamento da identidade, e 0s demais levantamentos

sao as translagoes (x, y) — (x + k, y), k € Z.

Exemplo 2.2. Seja Ry: A — A a rotagdo em dngulo 6 dada por Ry(w, z) = (wew, z) Se Ry é um
levantamento de Ry entao m o Eg = Ry om, de onde as aplicagdes (z, y) — (x + % + k, y) $G0 08

levantamentos de Ry.

Exemplo 2.3. Seja r: A — A a reflexao dada por r(w, z) = (0, z) (onde @ denota a conjugada de
w visto como ndmero complexo). Um levantamento de v é a aplicag¢do T: A — A dada por 7(z,y) =
(1—x, y), para todo (z, y) em A. Os demais levantamentos de r sio as aplicacées (z, y) — (—z+k, y),

com k € 7.

Da igualdade mo f = fom, como 7 é um homeomorfismo local, concluimos que f é um homeomorfismo

local. Em realidade temos a seguinte proposigao.

Proposicdo 2.4. Se f: A — A (ou f: A — A) é um homeomorfismo, entio todo levantamento fiA—

A de f é wm homeomorfismo.

Demonstragao. Seja (xo, yo) € Ae f: A — A um levantamento qualquer de f e seja §: A — A
levantamento de f~! tal que f](f(xo, Y0)) = (xo, Yo). Temos que mojof=florof=flofor=m,
ie, go f é um levantamento da identidade e assim g o f = Id; + (k, 0) para algum k € Z (ver exemplo
2.1). Da escolha § o f(zo, yo) = (0, yo) concluimos que jo f = Id;. Da mesma forma fogéum
levantamento da identidade em A, e da escolha f o §(f(zo, y0)) = f(xo, yo) segue que fo = Id ;. Por

1

tanto g = f~* e assim, f é um homeomorfismo. O

Se f: A — A é uma aplicacdo continua e se f: A — A é um levantamento de f entdo 7 o f(x, y) =
fom(z,y) = fom(zx+1,y) =moflx+1,y) dai f(z+1,y) = f(x,y) + (k(z, y),0) onde k é uma
funcao em A tomando valores inteiros e, além disso sendo diferenca de aplicagoes continuas é continua,
logo constante. Portanto existe um inteiro k tal que f(z +1, y) = f(z, y) + (k, 0) para todo (z, y) € A.
Definiremos o grau da aplicacdo f: A — A como o inteiro k tal que se f: A — A é levantamento de
f tem-se f(x +1,y) = f(gc,y) + (k,0). Temos que, fixado um levantamento de f, o inteiro k sempre
existe e é tunico, além disso o inteiro k£ nao depende do levantamento; pois se f + (1,0), I € Z é outro
levantamento de f entdo (f+ (1,0))((z,y)+(1,0)) = f((z,y)+(1,0))+(1,0) = [f(z,y)+ (k, 0)]+(1,0) =
[f(z,y) + (1,0)] + (k,0) = (f + (1,0))(z,y) + (k,0). Assim o grau de uma aplicacio continua no anel
fechado ou aberto estd bem definida.

A continuagdo vamos a caracterizar os homeomorfismos de A que sao levantamentos de homeomor-
fismo do anel aberto e fechado.

Diremos que um homeomorfismo f: A — A do anel fechado preserva as componentes da fronteira
se f(ST x {0}) = S x {0} e f(S* x {1}) = S! x {1}. Também diremos que um homeomorfismo

h: A— Ado espaco de recobrimento universal A=Rx [0, 1], preserva as componentes da fronteira se
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FRx{0}) =Rx{0} e f(Rx{1}) =R x{1}. Da mesma forma diremos que uma homotopia H; no anel
fechado preserva as componentes da fronteira se H;(S* x {0}) = S* x {0} e H,(S* x {1}) = S x {1}
para todo ¢ € [0, 1].

De aqui en adiante, sempre que nos referimos a um homeomorfismo do anel fechado nos estaremos
referindo a um homeomorfismo que preserva as componentes da fronteira. Sempre que nos referimos a
uma homotopia no anel fechado nos estaremos referindo a uma homotopia que preserva as componentes

da fronteira.

Proposigao 2.5. Seja h: A — A um homeomorfismo de A =R x (0,1). Entio h é levantamento de um
homeomorfismo f do anel aberto homotdpico a identidade se, e somente se, h(x+1, y) = h(x, y)+ (1, 0)

para todo (z, y) € A.

Proposicio 2.6. Seja h: A — A um homeomorfismo de A = R x [0,1] que preserva as componentes
da fronteira. Entao h € levantamento de um homeomorfismo f do anel fechado homotdpico a identidade
com a homotopia preservando as componentes da fronteira se, e somente se, h(x+1, y) = h(x, y)+(1, 0)

para todo (z, y) € A.

Demonstracao. Esta prova é para as duas proposicoes de acima. Suponha que h é levantamento de
algum homeomorfismo f: A — A homotdpico & identidade. Tome qualquer (z, y) € A. Sejam, a o
segmento unindo h(z, y) e h(z, y) + (1, 0), 8 a imagem por h do segmento unindo (x, y) e (x+ 1, y), e

7 a imagem por m do mesmo segmento unindo (x, y) e (z + 1, y) (ver figura 2.1).

T\

—_— h(z,y) « h(z, y) + (1, 0) h(z +1,y)
(z, y) (z+1,9)
l .
h
v
f
—_—

Figura 2.1: Os caminhos livremente homotopicos 77, mo f e mo «

Como f é homotépico a identidade, usando o lema 1.3, f on e n sao livremente homotépicos, e como

7 € livremente homotdépico a Toa e fon = mo 3, entao por transitividade m o « e o 8 sao livremente
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homotdpicos e como tem o mesmo ponto basico w(h(x,y)) concluimos que 7o« e 7o 3 sdo homotdpicos
com ponto base w(h(z, y)) [de fato, o grupo fundamental do anel e isomorfo ao conjunto dos inteiros,
logo é abeliano. Neste caso, a proposigao 1.2, nos diz que caminhos fechados livremente homotdpicos e
com mesmo ponto bésico sdo homotdpicos]. Agora, como « e 3 s@o levantamentos de mo v e 7o § com
mesmo ponto inicial, sendo 7 o & e 7 o # homotdpicos, pelo lema 1.13, a e § devem ter o mesmo ponto
final, i.e, h(z + 1, y) = h(z, y) + (1, 0).

Reciprocamente suponha que h: A — A é um homeomorfismo tal que h(z + 1, y) = h(z, y) + (1, 0).
Dado z € A tomemos qualquer (z, y) € 7-1(2) e definamos f(z) = n(h(z,y)). J& que h(z + k,y) =
h(z,y)+ (k,0) para todo k € Z, temos que se (x+k,y) é outro ponto da fibra de z entdo w(h(z+k,y)) =
w(h(z,y)+(k,0)) = w(h(x,y)). Assim f estd bem definida. Observemos que como 7 ¢ um homeomorfismo
local segue que f é um homeomorfismo local, além disso f é injetiva. De fato, se f(z) = f(w) entdo
7(h(z,y)) = w(h(z’,y")) onde 7(z,y) = z e w(z',y') = w, logo h(z,y) = h(z',y') + (k,0) = h(z' + k,y)
edai (z,y) = (&' + k,y’) e assim z = w(x,y) = n(a’ + k,y') = n(2',y’) = w. Por tanto concluimos que
f assim definido é um homeomorfismo do anel A. E claro que h é um levantamento de f.

Agora mostraremos que f é homotdpico 4 identidade. Definamos a homotopia linear G: [0, 1] X A— A
entre h e Id por G¢(z,y) = t(z,y) + (1 —t)h(z,y). Como Gi(x+1,y) =t(x+1,y)+ (1 —t)h(z+1,y) =
t((z,y)+(1,0)+(1—t)(h(z,y)+(1,0)) = t(z,y)+ (1 —t)h(z,y)+(1,0) = G¢(x, y)+(1,0) entdo podemos
definir uma homotopia H: [0,1] x A — A a partir da homotopia G da mesma forma que a partir de h
definimos f, i.e, para z € A tomemos (z,y) € 7~ 1(2) e definamos H;(z) = m (Gy(x,y)). Assim, H; estd
bem definida e é uma homotopia entre f e Id.

Observe que no caso do anel fechado a homotopia G; preserva as componentes da fronteira de A,

logo o mesmo faz H;. Por tanto esta demonstracio prova as duas proposicoes. O

Corolério 2.7. Sejam f: A — A wm homeomorfismo do anel fechado homotdpico a identidade e f: A—

A levantamento de f. Temos que f € uniformemente continua.

Demonstracio. Seja € > 0 arbitrario. Como f é continua e R = [0,2] x [0,1] é compacto entdo f|r é

uniformemente continua, logo existe 0 < § < 1 tal que:
v €R, |o—a'|<s = |fx)- @) <e

Sejam v,y € A tais que ||y —¢/|| < 6. Como § < 1, entdo |P(y) — P(y')| < 1, assim existe um inteiro k
tal que y,y’ € [k, k+ 2] x [0,1], logo y — key,y’ — key € R.

Dado que [[(y — ke1) — (y' — ke1)|| = |ly — ¢/[| < & entdo
1F () = FO = 11F(y — ker) = F(y' = ker)ll < e
onde estamos usando que f(y — ke1) = f(y) — key e f(y' — ker) = f(y') — key, pois f é homotépico &
identidade. O

2.2 Teorema de Lefschetz para o anel fechado

Seja M una superficie topoldgica, i.e, um espaco Hausdorff localmente homeomorfo ao plano. Seja
f+ M — M uma aplicagao continua. Dizemos que p € M é um ponto fixo para f se f(p) = p. Um ponto

fixo p é dito isolado se existe uma vizinhanga V' C M de p tal que f|y sé tem p como tnico ponto fixo.
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Dado um ponto fixo isolado p de uma aplicagao continua f: M — M, seja ¢: V — U uma carta de
M compeUeq=¢ (p). Aaplicacio h: ¢~ (U N f(U)) — ¢~ (U N f(U)) dadapor h=¢ Lo foo
tem a ¢ como Unico ponto fixo. Assim, definimos o indice do ponto fixo p de f como o indice do ponto
fixo ¢ de h. Verifica-se que esta definicao nao depende da carta escolhida.

Consideremos o anel fechado A = S x [0,1]. Seja f: A — A continua, dizemos que f preserva as
componentes da fronteira (ou do bordo), se deixa invariante cada componente conexa da fronteira de 4,
ie, f(S1 x{0}) c St x {0} e f(S* x {1}) c S* x {1}.

Da mesma forma se consideramos o anel fechado plano
A={zeR?: 1< |z| <2},

a aplicacdo continua f: A — A é dito que preserva as componentes da fronteira se deixa invariante cada
componente conexa da fronteira de A, i.e, £(51(0)) C S1(0) e f(S2(0)) C S2(0).
O seguinte teorema serd usado depois, no Capitulo 3, quando consideraremos aplicagoes do anel

fechado, em particular homeomorfismos do anel fechado.

Teorema 2.8. Seja f: A — A uma aplica¢do continua do anel fechado que preserva as componentes da

fronteira, que ndao tem pontos fizos na fronteira e que possui um niumero finito de pontos fizos. Entao:

Z Ind(z, f) = 0.
z€Fix(f)
Este teorema é um caso particular de um resultado geral chamado “formula de Lefschetz”, que afirma
que dita soma ¢ igual ao nimero de Lefschetz da aplicagdo f (ver [2] pdgs 326-327). No caso do anel

fechado temos que este nimero é sempre zero.

Demonstracao. Inicialmente mostraremos o teorema para uma aplicagao continua no anel fechado plano
A.

Seja f: A — A continua, preservando as componentes da fronteira, que nao tem pontos fixos na
fronteira e tem s6 um ntimero finito de pontos fixos. Consideremos D3(0) = {x € R? : |jz]| < 3} e
definamos g: D3(0) — D3(0) por

gy 5 2<ol <3

Jo o) @ wea
lellf(Fp) : O<w<1

0 ; z=0

E claro que g é continua e que g é uma extensao de f. Observe que o comportamento de g nos
circulos S,.(0) com 2 < r < 3 é 0o mesmo que o comportamento de f no circulo S3(0), similarmente, o
comportamento de g nos circulos S,.(0) com 0 < r < 1 é o mesmo que o comportamento de f no circulo
S1(0). Particularmente, como f ndo tem pontos fixos na fronteira de A, g ndo tem pontos fixos nos

circulos S;-(0) com 0 < r < 1e2 <7 < 3. Também observe que 0 é um ponto fixo de g, portanto
Fix(g) = Fix(f) U {0}.
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Usando o teorema 1.35 para a aplicagdo continua g e o circulo S3(0) orientado positivamente, temos

I(SQ(O)’Q) = Z Ind(x,g)

z€Fix(g)

= > Ind(z,f)+Ind(0,g).

zeFix(f)

Agora, orientando S1(0) positivamente, Ind(0, g) = 1(51(0), g), logo

1(52(0)79) _1(51(0)79) = Z IHd(l‘,f)
z€eFix(f)
Por ultimo, como g deixa invariante os circulos S1(0) e S2(0), da observagao 2.9 abaixo, 1(51(0),g) =
I(S2(0),g) = 1. Por tanto:

Z Ind(z, f) = 0.

zEFix(f)

O teorema para o anel fechado A = S' x [0, 1] segue do fato que existe um homeomorfismo global
¢: A — A (este homeomorfismo é uma carta para o anel aberto). Dai, temos por defini¢do que o indice
dos pontos fixos de f é igual ao indice dos pontos fixos de ¢ o f o ¢~1. Por tanto, se o teorema é valido

para o anel plano A entdo é valido para qualquer superficie homeomorfa a A.
O

Observagao 2.9. Seja v: [0,1] — S.(0), v(t) = r&(t) = re*™ uma parametrizacio de S,(0). Se

re — g(rx
g ndo tem pontos fizos sobre S,(0), podemos considerar h: S* — S' dada por h(x) = |gE§”
re — g(ra
Observemos que hy, = ho &y onde h, € o caminho no circulo associado ao caminho v na defini¢ao

de indice (ver defini¢do de indice na segdo 1.7). Logo, por defini¢io, temos 1(S,(0),g) = grau(h,) =
grau(ho &) = grau(h). Se g deiza invariante S,(0) entdo g|s, (o) € uma aplicagdo do circulo sem pontos

fizos, logo, usando o coroldrio 1.26 conseguimos 1(S,-(0),g) = 1.

2.3 Homeomorfismos do anel que preservam area e homeomor-

fismos de torcao

Sendo A subconjunto de R?, tem-se em A uma nocio de rea, com efeito, a medida de Lebesgue.
Dado X C A mensurdvel, denotaremos por area(X) a medida de Lebesgue do conjunto X. Vamos
definir uma medida no anel fechado A (e aberto também) da seguinte forma. Se R C A é um conjunto

mensuravel (boreliano), definimos:

p(R) = area (n" ' (R)NU) = / dxdy
(m=1(R)NV)

ondeU:{(m,y)EA:O<x<1}.

Se R; C A sdo borelianos disjuntos,
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= area U (W_l(Ri)) NnU

Além disso, u(0) = area(r=1(0) NU) = area(()) = 0.
Por tanto, p define uma medida em A que chamaremos de drea . Temos que p(A) = area(U) = 1 < oo,

assim (A, 1) é um espaco de medida finita.
Lema 2.10. Suponha que R C A € tal que 7|r € injetiva. Entio u(n(R)) = area(R).

Demonstra¢do. Escrevamos R = UR; U N, onde R; = RN (U + (4,0)) e N é um conjunto de medida
nula. Entao temos area(R) = Y area(R;). Como 7|g € injetiva entdo os conjuntos 7(R;) sdo disjuntos e
assim, pu(m(R)) = p(r(UR;)) = w(U(m(R;))) = > u(m(R;)). Por tanto, sé basta verificar que area(R;) =
u(m(R;)) para todo i € Z. De fato, por defini¢ao area(R;) = area(R; — (4,0)) = pu(r(R; — (4,0))) =
u(n(Ry)).

O

Assim podemos definir a area de um boreliano R C A usando qualquer vizinhanca V tal que 7|y seja

injetiva e tal que a diferenca simétrica A\ (V) tenha medida nula. Definimos, u(R) = area [~ (R) N V].

Defini¢ao 2.11 (Homeomorfismos que preservam drea). Seja X um espago com uma medida v. Dizemos
que um homeomorfismo f: X — X preserva drea se para todo conjunto mensurdvel R € X a drea de

f(R) € igual a drea de R, i.e, v(f(R)) = v(R).

Proposicio 2.12. Seja f: A — A wm homeomorfismo e f: A — A um levantamento de f. Entdo, f

preserva drea se, e somente se, f preserva drea.

Demonstracdo. Suponhamos que f preserva area. Seja R C A um boreliano.

w(R) = area[r '(R) N U]
= area[f(r Y(R) N U)]
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Como f(r~Y(R)NU) C f(U) e f(U) é tal que 7| 7y € injetiva, entao:

pu(R)

O

(mo f(x (R) N D))
(for(r=H(R)NU))

(f(R — {conjunto de medida nula}))
(

(

f(R) — {conjunto de medida nula})
f(R))

I
“;‘:t‘:‘:

onde o conjunto de medida nula é parte de um segmento ou uma curva, imagem por f do segmento
z=0em A.

Reciprocamente suponha que f preserva drea. Seja R C A boreliano. Ponhamos R; = RN (U+(4,0))
entdo os R; sdo disjuntos e a unido |J R; difere de R num conjunto de medida nula, assim area(R) =
area(|JR;) = Y area(R;). Além disso, como f é um homeomorfismo, temos que a unido |J f(R;
i) =
i)
i)

~

é disjunta e difere de f(R) num conjunto de medida nula, e assim area(f(R;)) = area(lJ f

(R
S area(f(R;)). Por tanto, para mostrar que area(f(R)) = area(R) basta mostrar que area(f(R
(R

area(R;). De fato usando o lema anterior temos area(R;) = pu(m(R;)) = pu(f ow(R;)) = p(mo
area(f(R;)).

O

A seguir consideramos o anel fechado A e definiremos o que é um homeomorfismo de torgao.

Definigao 2.13 (Homeomorfismo de tor¢io). Um homeomorfismo f : A — A do anel fechado preser-
vando as componentes da fronteira € um homeomorfismo de tor¢do se pode ser levantado a um homeo-
morfismo f: A — A do recobrimento universal A = R x [0,1], que move as duas componentes de fronteira

de A em direcées opostas, i.e, se f = (fl,fg) entao fl(x, 0)<zx< fl(a?, 1), para todo = € R.

> . D
T
B E—
A A
< <.

~—

Figura 2.2: A condicao de torgao no levantamento

A condigao de torgao acima diz que f move a componente superior da fronteira de A para a direita

e a componente inferior pra esquerda.

Exemplo 2.14. Seja T: [0,1] — R continua, definimos F: A — A por F(z,y) = (z + T(y), y).

Geometricamente F' € uma transla¢ao sobre cada reta horizontal. E claro que F' é um homeomorfismo
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que preserva as componentes da fronteira, e como F(x +1,y) = F(z, y) + (1, 0) para todo (z,y € A),
entdo F € levantamento de um homeomorfismo f: A — A do anel fechado que preserva as componentes
da fronteira. Uma condi¢do necessaria e suficiente para que f seja um homeomorfismo de torcdo € que
exista um inteiro entre T(0) e T(1), i.e, que se tenha T(0) < k < T(1) para algum k € Z. De fato,
nesse caso F'+ (—k, 0) é um levantamento de [ que move as componentes da fronteira de A em diregées
opostas. Reciprocamente, se F' + (k, 0) € um levantamento de f que move as componentes da fronteira
de A em direcées opostas entio —k estd entre T(0) e T(1).

O homeomorfismo F preserva drea. De fato, tome um retangulo C = [a1,b1] X [az, ba], sua imagem

F(C) é uma regiao como na figura 2.14.

a9

Figura 2.3: A imagem de C por F.

Temos:

ba
area (F(C)) = / by + T(v)) - (@ +T(y))] dy

2

ba
:/ (b —a1)dy
as

= (b1 — a1)(b2 — az)
= area(C)

Como os retangulos C' geram a algebra de borel, podemos concluir que F, e logo f, preserva drea.

Note que se yg € tal que T(yg) = k € Z entao os pontos da retay = yo sao pontos fixos de F+(—k, 0)
logo 0s pontos do circulo S* x {yo} sdo pontos fizos de f.

Se f € de torcao existe k € Z entre T(0) e T(1). Neste caso, sendo T continua, pelo teorema de
valor intermedidrio, existe yo € [0,1] tal que T(yo) = k. Por tanto um homeomorfismo de tor¢do com

levantamento deste tipo tem no minimo os pontos de um circulo como pontos fixos.
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Capitulo 3

Generalizacao do Teorema de
Poincaré-Birkhoff

Teorema 3.1 (Poincaré-Birkhoff). Se f : A — A é um homeomorfismo de torcdo que preserva drea,

entdo f possui pelo menos dois pontos fixos distintos.

Neste capitulo provaremos uma generalizagao do teorema de Poincaré-Birkhoff para o anel aberto, e
veremos que o teorema de Poincaré-Birkhoff para o anel fechado, pode ser obtido deste resultado.

Comegamos dando as nogoes topoldgicas de ponto errante e ponto recorrente. Mostraremos que
a condicao de preservar area no teorema de Poincaré-Birkhoff implica que todo ponto é nao errante.
Na generalizagao que apresentaremos a condigao de preservar area serd substituida pela hipétese mais
fraca que todo ponto é nao errante. A seguir, nas secoes 3.2 e 3.3 definiremos os conceitos chaves que
usaremos na demonstracao do teorema principal deste trabalho, os conceitos de discos de retorno e de
cadeia periddica de discos. O primeiro passo é generalizar o teorema de Brouwer que afirma que dado um
homeomorfismo que preserva orientacao do plano e que possui um ponto periédico que nao é fixo, entao
existe uma curva fechada simples de indice um. Na generalizacao deste teorema que apresentaremos na
secao 3.2 trocaremos a hipdtese “possui um ponto peridédico nao fixo”’pela hipotese mais fraca “possui uma
cadeia periddica de discos”. Com este resultado na segao 3.4 mostraremos o teorema principal (teorema
3.24).

Na secao 3.5 consideramos homeomorfismos do anel fechado e veremos que do teorema 3.24 podemos
obter algumas conseqiiéncias. Em particular obteremos o teorema de Poincaré-Birkhoff para o anel
fechado.

3.1 Pontos nao errantes e pontos recorrentes

Seja X um espaco topoldgico e f: X — X uma aplicagao continua.
Um ponto x € X é dito nao errante para f se para toda vizinhanca aberta U de x, existe n > 0 tal
que f™(U)NU = (). Denotaremos por Q(f) o conjunto dos pontos nao-errantes de f.

Diremos que um subconjunto W C X é f-invariante se f(W) C W.

Proposicao 3.2. O conjunto Q(f) € fechado e f-invariante.
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Demonstragao. Seja xp, € Q(f) tal que xp — x. Dado um aberto qualquer U contendo z, existe k tal
que z € U e sendo zy, néo errante, existe n tal que f*(U) NU # 0. Como U é arbitrdrio, z € Q(f).
Para mostrar que Q(f) é f-invariante, tomemos = € Q(f) e seja U um aberto contendo f(z) entdo
V = f~1(U) é um aberto contendo o ponto nio errante x e assim existe n > 0 tal que f*(V)NV # 0 e
logo f(f"(V)NV)C fM(U)NU # 0, por tanto f(x) € Q(f). O

Proposigao 3.3. Se f: A — A é um homeomorfismo do anel fechado que preserva drea, entdo Q(f) = A.

Demonstracdo. Suponha que exista z € A que é errante. Entdo existe uma vizinhanca aberta U de x tal

que f*(U)NU = () para todo n > 0, equivalentemente a familia {f"(U), n > 0} ¢é disjunta [de fato, se

F™U)n fA(U) # 0 com m > n entao f™~"(U) # ()]. Como [ preserva drea, f™(U), n > 0, sdo abertos
oo

e o]

da mesma &rea e disjuntos. Logo u(A) > Z w(fH(U)) = Z w(U) = 00, o qual é uma contradi¢ao pois
B n=0 n=0
1w(A) =1 < oo [aqui p denota a drea no anel fechado, ver se¢ao 2.3]. O

Mais geralmente, com a mesma demonstragao se prova que: Se (X, u) é um espago de probabilidade
(u(X) = 1) tal que pu(U) > 0 para todo aberto U C X e, f: (X, p) — (X, u) é um homeomorfismo e
preserva a medida p, i.e, para todo conjunto mensurdvel R C X, u (f_l(R)) = u(R), entdo Q(f) = X.

Agora definiremos o w —limite de um ponto x € X como o conjunto dos y € X tais que para toda
vizinhanca U de y a relagao f™(x) € U ¢é satisfeita para infinitos valores n > 0. Se X é um espago
métrico, isto é equivalente a dizer liminf,, ., d(f™(z), y) = 0.

Em outras palavras, w(z) é o conjunto dos pontos limites da seqiiéncia (f™(z)).

Observemos que w(z) é um subconjunto f-invariante, i.e, f(w(z)) C w(z). De fato, seja y € w(x) e
U uma vizinhanca aberta de f(y), entdao f~!(U) é uma vizinhanca aberta de y logo a relacao f™(z) €
F7Y(U) é satisfeita para infinitos valores n > 0, assim f"*!(x) € U para infinitos valores n > 0.

Também observemos que o conjunto m, m > 0 contém todos os pontos limites da seqiién-
cia (f(x)) mais termos desta seqiiéncia a partir de m. Logo (7>_, US>, {f"(x)} é o conjunto dos pontos

limites da seqiiéncia (f™(x)). Por tanto:

o oo
wx)= () U@}
m=0n=m
Dessa igualdade segue que w(z) é fechado. Assim se X é um espago métrico compacto, w(x) é nao vazio,
compacto e f-invariante.
Um ponto x € X ¢ dito recorrente se x € w(x).
E claro que se x é recorrente, entdo z ¢ nio errante. Assim, denotando w(f) o conjunto dos pontos

recorrentes, como (f) é fechado temos que:

w(f) € Q(f)

Para terminar a secao mostraremos a existéncia de pontos recorrentes para aplicagbes continuas em
espagos compactos. Para a prova da existéncia usaremos o teorema de Zorn que passamos a enunciar.
Uma relacao de ordem num conjunto Z é uma relacao bindria em Z, indicada geralmente com o

simbolo <, gozando das seguintes propriedades:

1) Reflexiva: a < a para todo a € Z;
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2) Anti-simétrica: se a < b e b < a, entdo a = b;
3) Transitiva: se a < be b < ¢, entdo a < c.

Um conjunto ordenado é um conjunto munido de uma relagao de ordem nele definida.

Seja Z um conjunto ordenado. Um subconjunto C C Z é linearmente ordenado se dados a,b € C, ou
a < boub<a. Um subconjunto linearmente ordenado é chamado de cadeia.

Um elemento a € Z chama-se elemento minimo de Z quando nao existe em Z nenhum elemento x
tal que z < a e x # a.

Seja S um subconjunto de Z. Um elemento a € Z chama-se um cota inferior de S se a < x para
todo x € S. O conjunto ordenado Z diz-se indutivo inferiormente quando todo subconjunto linearmente

ordenado S C Z possui uma cota inferior.

Teorema 3.4 (Teorema de Zorn). Todo conjunto ndo vazio indutivo inferiormente possui elemento

minimo.
Ver [6] pag 15.
Proposigao 3.5. Seja f: X — X continua. Se X € compacto entdo f tem wm ponto recorrente.

Demonstracao. Consideremos a familia de compactos nao vazios e f-invariantes:
§F={K C X : K compacto K #0, e f(K)C K}

Como X é compacto temos X € §, assim § é nao vazio.

Ordenamos o conjunto § por inclusao, ou seja, se K1, Ko € § sao tal que K; C K» entao escrevemos
K, < Ky. Assim, § é um conjunto ordenado. Mostraremos que para qualquer cadeia em § podemos
achar uma cota inferior.

Seja C C § uma cadeia. O conjunto M = (.. K é fechado pois é intersecgao de compactos, assim,
sendo X compacto e M C X, M é compacto. Além disso, como C é uma cadeia entdo tem a propriedade
de intersecgao finita, i.e, para qualquer familia finita K7, Ko, ..., K, € C temos K1NK»...NK,, # () (de fato
podemos ordenar tais conjuntos, trocando os indices se necessario, de tal forma que K; < Ky < ... < K,
eassim K1 NKyN..NK, =K; #0). Logo, sendo X compacto tem-se que M = ﬂKeC K é nao vazio.
Também temos que M ¢é f-invariante, pois f(M) = f(Ngee K) C Ngee F(K) C Ngee K = M. Por
tanto M € § e assim M é uma cota inferior de C.

Usando Teorema de Zorn concluimos que § possui elemento minimo, i.e, existe C' € § tal que nao
existe nenhum compacto K € § tal que K C C e K # C.

Seja x € C. Como C é compacto e f-invariante entdo w(z) C C. Por outro lado, sendo X compacto,
w(z) é nao vazio, compacto e f-invariante. Pela minimalidade de C temos w(z) = C, logo z é recorrente.

O

Como coroldrio, se X é compacto entdao Q(f) # 0.

3.2 Cadeias de discos

Seja M uma superficie topoldgica, i.e, um espaco topolégico Hausdorff localmente homeomorfo ao

plano.
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Um disco aberto, ou simplesmente um disco, en M é um subconjunto U C M que com a topologia
induzida de M é homeomorfo ao disco unitario aberto D(0,1) = {(z, y) € R? /2% + y? < 1} de R%.

Assim, um disco aberto em R? ou num aberto de R? é um subconjunto do plano homeomorfo a
D(0,1). O teorema de invaridncia de dominios (ver [10] pdg 73) nos afirma que um disco aberto no plano

é um aberto do plano. Isto implica que em geral um disco aberto em M é um aberto de M.
Definigao 3.6. Seja f: M — M continua. Um subconjunto U C M € livre de f se f(U)NU = 0.

Observagao 3.7. Note que se V. C U e U ¢€ livre de f, entao V também € livre de f.

Também note que nenhum subconjunto que contém um ponto fixo pode ser livre. Reciprocamente, se
x € M é um ponto nao fixo de f entao podemos achar um aberto contendo x livre de f. De fato, existem
abertos disjuntos, V(x) contendo x e V(f(z)) contendo f(z); logo o conjunto V.=V (z)N f~{V(f(z))]
é um aberto contendo x tal que f(V)NV = (. Mais ainda, dado que qualquer disco D C V serd livre,

podemos achar um disco livre contendo x, € s6 pegar um disco D C 'V contendo x.

Um conceito chave que usaremos na demonstracao do teorema principal é de cadeia de discos, que

definiremos agora.

Definicao 3.8. Seja f: M — M um homeomorfismo. Uma cadeia de discos é um conjunto finito

Uy,Us,...,U, de discos abertos contidos en M satisfazendo:
(1) Os U; sao livres de f;

(2) Para todo i,j = 1,2,...,n temos que U; NU; = 0 com a excecao de Uy NU,, onde poderia ser
U, =U, ou UlﬂUn:@,'

(8) Para cada i < n existe un inteiro positivo m; > 0 tal que f™i(U;) NU;j+1 # 0.
Se Uy = U, entdo dizemos que Uy,Us, ..., U, € uma cadeia periddica de discos.

Observacao 3.9. Dada uma cadeia periddica de discos Uy,Us,...,U, para f podemos escolher uma
subseqiiéncia de discos abertos U, ,Un,,,...,Uy,, que também €é uma cadeia periddica de discos para f
e tal que é minimal no sentido que nao podemos escolher uma subseqiiéncia propria desta ultima que
também € uma cadeia periddica de discos para f. Também podemos escolher os m; na definicdo anterior
sendo 0s menores inteiros positivos tal que se tem a propriedade f™i(U;)NU;pq1 # 0. Com estas escolhas
observe que se x € U; € tal que f™i(x) € U1 tem-se que a semidrbita {f(z), f2(z),..., fi~1(x)} é
disjunta de \J;_, U;. De fato, se f™(z) € U; para algumn com 1 < n < m; —1, entdo pela minimalidade
de m; tem-se que j # i+ 1, assim Uy, ...,U;,U;, ..., Uy, € uma subsegiiéncia propria de Uy, ...,U,, o qual

€ uma contradi¢ao a minimalidade de Uy, ...,U,.

Seja f: M — M um homeomorfismo. Lembremos que um ponto periédico de f é um ponto z tal

que f™(z) = x para algum n > 0. Se n = 1, x é chamado ponto fixo de f.

Observagao 3.10. Se f tem um ponto periddico que nao € fixo, entao f tem uma cadeia periddica de

discos.

De fato, seja z um ponto peridédico de f que nao é fixo, e seja n > 1 o menor inteiro positivo tal que

f(x) = 2. Como os fi(z) para j = 0,1,...,n — 1 (estamos denotando f°(x) = z) sdo nao fixos para f,

30



pela observagao 3.7 podemos achar discos livres Vy, Vi, Va, ..., V,,_1 tais que f/(x) € V;. E como f7(z)
sdo distintos, ainda podemos reduzir os discos V; de tal forma que sejam disjuntos dois a dois. Agora,
ja que fi(x) € V;, entdo fiIT1(x) € Vj41 N f(V;) para para cada j = 0,1,...,n—2ex € Vo N f(Vn_1).

Assim, a seqiiencia de discos abertos Vy, Vi, ..., V,,_1,V,, = V é uma cadeia periddica de discos para f.
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Figura 3.1: Uma cadeia periddica de discos minimal

Lembremos que definimos, no final do capitulo 1, um caminho fechado simples no plano estar posi-
tivamente orientado se existe uma homotopia livre por caminhos fechados simples entre o caminho e o
circulo unitario com a orientacao positiva. Diremos que um homeomorfismo do plano preserva orientagao
quando leva caminhos fechados simples positivamente orientados em caminhos fechados simples também
positivamente orientados. Mais precisamente um homeomorfismo f: R2 — R? preserva orientacdo se
para qualquer caminho fechado simples 7 orientado positivamente temos que f o~ é um caminho fechado
simples orientado positivamente. Observemos que se f é isotopico a identidade entao f preserva orienta-
¢ao. De fato, seja H: [0,1] x R? — R? uma isotopia entre f e a identidade, entdao H; o y: s — Hy(y(s))
é uma homotopia livre por caminhos fechados simples entre v e f o «y, por tanto se v esta orientado
positivamente entao f o~y também estd orientado positivamente. Pode-se provar também a reciproca,
isto é um homeomorfismo que preserva orientagao é isotopico a identidade.

Um resultado muito importante, que usaremos fortemente na prova dos resultados deste capitulo, é
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o famoso teorema de Brouwer sobre homeomorfismos do plano. Uma demonstracao simples e elegante

dada por M. Brown pode ser encontrada em [7]. Também tem outra prova dada por A. Fhati [1].

Teorema 3.11 (Brouwer). Seja f: R? — R? um homeomorfismo preservando orientacdo e que possui

um ponto periddico que ndo € fizo. Entdo existe uma curva fechada simples v C R? tal que (v, f) = 1.

Para nossos propdsitos precisamos generalizar este resultado substituindo “ponto periédico nao fixo™na
hipétese do teorema por “cadeia periddica de discos”. Antes desta generalizagdo mostraremos um lema

que usaremos na prova de dita generalizacao.

Lema 3.12. Seja D um disco aberto em R?, e p,q € D. Entdo eriste uma isotopia H: R? x [0,1] — R?

tal que:
(1) Hy = Id;
(2) Hi(p) =gq;
(3) Hi(x) =, para todo x ¢ D.

Demonstragdo. Suponhamos primeiro que D = D(0,1) = {(z,y) € R? : |(z,y)|| < 1} é o disco aberto
unitdrio centrado no origem. Seja f: R? — R uma aplicacdo C™ tal que f > 0em D e f = 0 fora de D.
Consideremos o campo X : R? — R? dado por X (z) = f(z)(¢—p). Sabemos que o fluxo ¢: R? x R — R?
de X é uma familia de difeomorfismos que variam continuamente e tal que ¢g = Id.

Seja ¢+(p) a 6rbita que passa por p, dado que o campo X nao tem singularidades em D entdo quando
t — oo a Orbita se aproxima a dD por tanto ¢ deve pertencer & dérbita positiva que passa por p. Assim
existe 7 > 0 tal que ¢,(p) = q. Pondo H; = ¢, para t € [0, 1], obtemos a isotopia desejada.

Agora, seja D um disco aberto arbitrario do plano. Pelo teorema de Shoenflies, existe um homeomor-
fismo h: R? — R? tal que h(D) = D(0,1). Assim, dados p,q € D, como h(p), h(q) € D(0,1) pelo ji feito
no disco unitdrio, existe uma isotopia H; no disco unitario D(0, 1) tal que Hy = Id, H1(h(p)) = h(q) e
Hi(x) = x para ¢ D(0,1). Logo definindo Gy = h™! o H; o h no plano, vemos que é uma isotopia e
satisfaz G1(p) = h™1 o Hy o h(p) = q, Go = Id e Gy(z) = = para todo z ¢ D. O

Teorema 3.13. Seja f: R? — R? um homeomorfismo preservando orientacio e que posswi uma cadeia

periddica de discos. Entdo existe uma curva fechada simples v C R? tal que I(v, f) = 1.

Demonstrag¢ao. A idéia da prova é alterar o homeomorfismo f a um homeomorfismo g que também
preserve orientacao e que tenha um ponto periédico que nao é fixo, logo usar o teorema de Brouwer para
achar uma curva fechada simples v tal que I(v, f) = 1. Finalmente mostrar que as alteragbes foram
feitas de tal modo que I(~, f) =I(v, g).

Pela hipétese, f possui uma cadeia periédica de discos Uy, Us, ..., U, e se tem que os discos Uy, Us, ..., U, _1
sao disjuntos e, para cada i < n existem m; tais que f™i(U;) N (U;11) # 0. Podemos escolher m; os
menores inteiros positivos tais que se tem a propriedade anterior. Além disso vamos a tomar a cadeia
periddica de discos como sendo minimal no sentido da observacao 3.9.

Assim para cada i =1,2,...,n — 1 existem x; 1 € f™(U;) N (Uis1) e z; = f~™(x41) € U;. S6 para

nao fazer confusao com os indices ponhamos x1 = x,,, assim z;, z; € U;.
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Seja

a unido das érbitas parciais comegando em f(z;) e terminando em f™i~1(z;) = f~ (z441).
Pela observagao 3.9 tem-se que PN{J;, U; = 0. Logo, para cada i = 1,2,...,n — 1 podemos escolher
caminhos «; de z; a z;, tal que a; C Uj.

Sejam V; discos abertos tais que a; C V; C V; C U; (ver figura 3.2).
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Figura 3.2: Os discos U;’s e os discos V;’s

Usando o lema anterior, para cada i = 1,2,...,n — 1 existem isotopias hi: U; — U;, t € [0,1], tais
que:

(1) hy =1d: U; — U;

(2) hi(z:) =z
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(3) hi(x) = x para todo z € U; — V.
Com estas isotopias definimos h;: R? — R? ¢ € [0, 1], pondo:
hi(z) se  z€U;

he(z) = n—1
(@) x se x¢ U U;
i=1
Temos que h; é uma isotopia entre Id e hi. De fato; observe que as aplicagoes

n—1
(t,x) — hi(z) para t€[0,1], z € U U;

=1

n—1
(t,x) —x para t€[0,1], z ¢ U vV,
i=1
sdo isotopias que coincidem na intersec¢io de seus dominios, j& que hl(x) = x para x € U; —V;. Também
observe que h; coincide com cada uma de estas isotopias em seus respectivos dominios, e como a uniao
dos dominios de estas isotopias é todo R? entdo podemos concluir que de fato, h; é uma isotopia entre
ho =1Ide hl.
Definamos g = f o hy. Como hy é isotépico a identidade ele preserva orientagao, logo g preserva

orientacao.
n—1

Observemos que g(z) = f o hy(x) = f(z) para todo x ¢ U U;. Entao temos

g(xi) = f(hi(zs)) = f(z:) . -
g*(w:) = 9(f(2:)) = f(f(2)) = f*(=i) pois f(z) ¢ U1 Ui
@ (z;) = 9(f?(z:) = f(f%(z)) = f2(z:) pois f2(z) ¢ "Ull Ui
assim sucessivamente 1
g™ (wi) = g(f™ M z) = F(F™ 7 (=) = f™(21) = @igr pois [ (z) ¢ U1 Ui
daf

gmatmete M1 () =, =1y

Assim, g satisfaz as hipoteses do teorema de Brouwer e por tanto existe uma curva fechada simples
v C R? com I(v, g) = 1.
Para finalizar mostraremos que I(v, g) = I(v, f). Para isto, observe que f o h; é uma isotopia entre

f e g, logo, en virtude da proposigao 1.29, basta provar que a isotopia nao tem pontos fixos sobre 7, i.e,
fohi(y(s)) # ~(s) para todo t, s € [0, 1].

n—1

De fato, se v(s) ¢ U U; entdo f o hi(y(s)) = f(v(s)) = fohi(y(s)) = g(7(s)) e como g ndo tem
pontos fixos sobre ~y (pz;ldeﬁnigéo de indice), temos f o h:(y(s)) = g(v(s)) # v(s). E se v(s) € U; entao

fohe((s)) = f(hi(v(s5))) € f(Us), e como U é livre temos f o hy(y(s)) # (s)-
Por tanto I(v, f) =1(y, g) = 1. O

Corolario 3.14. Seja f como no teorema. Se f tem s6 pontos fixos isolados, entdo f tem um ponto

fizxo de indice positivo.
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Demonstragdo. Pelo teorema anterior existe uma curva fechada simples v C R? tal que I(vy, f) = 1. Se

D1, P2, -+, Pk SA0 0s pontos fixos no interior de «y, usando a proposicao 1.35 temos:

k
> Ind(pi, f) =1(v, f) =1
i=1

Logo algum ponto fixo p; é de indice positivo. O

Corolério 3.15. Seja f: R? — R? um homeomorfismo que preserva orientacdo. Se Q(f) # 0 entdo f

tem um ponto fizo.

Demonstragao. Seja x € Q(f). Se x nao é fixo, entdo podemos achar um disco livre U contendo z. Dado
que z é ndo errante, existe n > 1 tal que f™(U)NU # @. Assim, U; = Uy = U é uma cadeia periddica
de discos para f. Pelo teorema, existe uma curva fechada simples v C R? tal que I(y, f) = 1. Logo f

tem um ponto fixo no interior de 7. O

Observe que como A = R x (0, 1) é homeomorfo a R? por um homeomorfismo preservando orientacio,
entdo o coroldrio anterior também é valido trocando R? por A. Por este mesmo motivo temos uma versao

do coroldrio 3.14 para f: A — A.

Lema 3.16. Suponha f: A— A um homeomorfismo da faiza A=Rx (0,1) que preserva orientagdo e
que tem 6 pontos fixos isolados. Se f possui uma cadeia periddica de discos entao f tem uwm ponto fixo

de indice positivo.

Demonstragio. Seja g: A — R? um homeomorfismo que preserva orientacdo. Consideremos o homeo-
morfismo conjugado h = g o f o g~ !, temos que h preserva orientacdo e se Uy, U, ...,U, é uma cadeia
periédica de discos para f entdo 9(U1),9(Us), ..., g(U,) é uma cadeia periédica de discos para h. Pelo
corolario 3.14, h tem um ponto fixo de indice positivo, logo f também tem um ponto fixo de indice

positivo. O

3.3 Discos de retorno

Nesta segdo consideraremos discos no anel aberto A = S! x (0,1) e no recobrimento universal A=
R x (0,1). A projecdo de recobrimento 7: A — A é dada por 7(z, y) = ((cos 2z, sin 27x), y).

Se U C A é um disco aberto, denotaremos:
Utk={(z+ky) : (z,y) €U}
para k € Z, e chamaremos aos discos U + k de trasladadas inteiras de U.

Observacao 3.17. Seja Uy C A um disco aberto, e seja U uma componente conexa de =1 (Uy). As
demais componentes conexas sio U +k, k € Z. De fato, se existir componentes conexas de m~(Uy) que
nao sdo trasladadas inteiras de U, seja V' a uniao de todas elas, entao w(V') e w(U) sao abertos disjuntos

ndo vazios tais que m(V)Uw(U) = Uy. Isto é uma contradigao pois Uy sendo disco é conezo.

Observagao 3.18. A restricio w|y: U — Uy € injetiva, pois se nao fosse existiria x,x + k € U com

k # 0. Como U € componente conexa aberta (logo conexo por caminhos), podemos unir x e v + k
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por um caminho v contido em U e assim teriamos que o caminho m o~y € um caminho em Uy que
nao € homotopico a um ponto, o qual nao pode acontecer pois Uy sendo disco é simplesmente conexo.
Isto mostra a injetividade e como sabemos que ™ € um homeomorfismo local concluimos que |y € um
homeomorfismo, mostrando que U € um disco aberto de A.

Dado que nao se pode ter x,x + k € U concluimos também que a unido:

(oo}
)= |J Wk
k=—o00
é disjunta.
woz, U LU WUt T U3
A
T

Figura 3.3: Levantamento do disco Uy C A ao espago de recobrimento A.

Como vimos nas observagoes anteriores, se Uy C A é um disco aberto entao qualquer componente
conexa de 7~ *(Up) é um disco aberto em A. Uma componente conexa de 7' (Up) é chamado de
levantamento do disco Uy. Os demais levantamentos de Uy sao da forma U + k para k € Z.

Das observacoes acima concluimos que para que um disco aberto U C A seja levantamento de um

disco aberto em A é necessario e suficiente que m(U) seja disco em A.

Definicao 3.19 (Disco de retorno). Seja f: A — A um homeomorfismo do anel aberto e seja fiA— A
um levantamento de f. Um disco livre U C A que € levantamento de um disco em A, € dito disco de

retorno k, se existe um inteiro positivo n tal que:
FHUY AU + k) #0

Um disco de retorno k com k >0 (k < 0) serd chamado disco de retorno positivo (negativo).
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Observagao 3.20. (i) Observe que a defini¢ao de disco de retorno depende do levantamento f de f.
Por exemplo, seja f = 1da. Se f = Id z, entdo nenhum disco pode ser livre assim nenhum disco €
de retorno. Mais, se f = Id; + (k,0), k # 0, entdo U = {(z,y) € A,: 0 < x < 1} ¢ um disco de

retorno k.

(ii) Seja U um disco de retorno k. Se U C V entdo f*(U)N (U + k) € f*(V) N (V + k) para todo
n, logo se f"(U) N (U + k) # 0 entdo (V)N (V +k) # 0. Assim, se V é um disco livre que é
levantamento de um disco em A, e que contém um disco de retorno k, entao V' também é um disco

de retorno k.

(iii) Observe também que se U é um disco de retorno k e f é homotdpico a identidade entao qualquer
trasladada inteira de U é um disco de retorno k. De fato, como f é homotdpica d identidade entdo

f(z+1, y) = f(z, y)+(1,0) para todo (z,y) € A Jver proposi¢io 2.5], de onde f*(U+j) = f™(U)+j
para todon > 0 e j € Z. Logo, se f*(U)N (U + k) # 0 entdo

U450 [(U+35) + k] = [fU) + 4] n [(U+k) +j]
=[P U)NU+k)]+j#0.

Seja f: A — A um homeomorfismo do anel aberto e f: A — A levantamento de f. Denotemos por

Fix(f) o conjunto dos pontos fixos de f, e por Fix(f) o conjunto dos pontos fixos de f.

Lema 3.21. Se z ¢ Fix(f), e n(z) € Q(f), entio x pertence a um disco de retorno.

Demonstrag¢ao. Como x ¢ Fix(f), entdo x pertence a um disco livre U. Podemos reduzir U de tal forma
que m(U) seja um disco em A. Como 7(z) € 7(U) é ndo errante, existe n > 0 tal que f™(w(U))Nw(U) # 0.
Seja y € fH(x(U)) Nw(U) = mo f*(U) N w(U), existem p,q € U tais que y = 7(p) = 7o f*(¢). Logo
f"(q) = p+ k para algum k € Z. Assim, f*(¢) € f*(U)N (U + k). Por tanto U é um disco de retorno k

contendo . O

Lema 3.22. Se Q(f) = A entao todo disco livre que € levantamento de um disco de A, é um disco de

retorno.
Demonstracao. Segue da demonstragao do lema anterior. O

Lema 3.23. Suponha que f: A — A € um homeomorfismo que preserva orientagdo e homotdpico a
identidade, e seja f: A — A um levantamento de f. Se existe um disco U C A que € disco de retorno

positivo e disco de retorno negativo ao mesmo tempo, entao f possui uma cadeia periddica de discos.

Demonstracdo. Suponha U C A disco de retorno positivo e negativo ao mesmo tempo. Assim, U ¢é livre,

é tal que w(U) é disco em A e existem inteiros positivos ni, na, k1, ko tais que:
PONU+k)#0 e f2U)N (U —ka) #0
Consideremos a seguinte seqiiéncia de discos

U, U+ky, U+ 2ky,....,U + koky, U+ (kl — 1)/{32,...,U—|—2]€2, U+ ks, U. (31)

Como f é homotépico & identidade, tem-se que f(x + 14, y) = f(z, y) + (i,0) para todo (x,y) € A e
i € Z. Entao f(U +i) = f(U) +1i, logo f*(U +1i) = f*(U) + i para todon >0 e i € Z.
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Sendo U livre, tem-se f(U +i)N (U +i) = (f(U)+i)N(U+i) = (f({U)NU) +i= 0. Assim os discos
da seqiiencia (3.1) s@o livres.

E como 7(U) é disco em A entao (U + 1) N (U + j) = () para i # j. Logo a seqiiéncia de discos em
(3.1) satisfaz a condicao (2) da definigao 3.8.

Também temos

F(U + k) N (U + (i 4+ Dky) = (f"l(U) + ikl) AU + ky +iky)

(f”l(U) n (U+k1)) ik #£0

e
F12 (U + ko) N (U + (i — Dks) = (fM(U) + ikg) N (U — ko + iky)
= (F"(U) N (U~ ko)) + ik £ 0
Por tanto, a seqiiéncia de discos em (3.1) é uma cadeia periédica de discos para f . O

3.4 Homeomorfismos do anel aberto

Nesta segao usaremos os resultados até agora para demonstrar a seguinte versao do teorema de

Poincaré-Birkhoff para o anel aberto.

Teorema 3.24. Seja f: A — A um homeomorfismo do anel aberto que preserva orienta¢do, que €

homotdpico d identidade e que satisfaz as sequintes condicdes:

(1) Q(f) = A

(2) f tem no mdzimo um nidmero finito de pontos fizos.

(3) Emiste um levantamento de f que possui um disco de retorno positivo e um disco de retorno negativo.
Entao f tem um ponto fizo de indice positivo.

Demonstracdo. Seja f : A — A o levantamento de f que possui um disco de retorno positivo e um disco
de retorno negativo.

Vamos a considerar trés casos cobrindo todas as possibilidades:

Caso 1. Existe um disco de retorno zero para f

Seja U C A disco de retorno zero para f. Entdo U é livre, e existe n > 0 tal que f*(U) N U # 0.
Pondo Uy = Uy = U e my = n, temos que Uy, Us é uma cadeia periédica de discos para f Logo, pelo
lema 3.16, f tem um ponto fixo de indice positivo, por tanto f também tem um ponto fixo de indice
positivo.
Caso 2. Existe um disco que € de retorno positivo e de retorno negativo ao mesmo tempo.

Neste caso, pelo lema 3.23, f possui uma cadeia periddica de discos e outra vez como no caso anterior

f tem um ponto fixo de indice positivo.

Caso 3. Nem o caso 1 nem o caso 2 valem.
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Definamos os conjuntos:

By ={z¢€ A : z pertence a um disco de retorno positivo}

B_={x e A : z pertence a um disco de retorno negativo}

Supondo o caso 3 vamos a chegar a uma contradigdo, mostrando assim que este caso ndo pode ocorrer.

A idéia é mostrar que B, U B_ = A — Fix(f) é uma particao, por abertos, nao trivial de A — Fix(f).

Por outro lado, como f tem no maximo um ndmero finito de pontos fixos entao Fix(f) é discreto, logo

A — Fix(f) é conexo, chegando a uma contradico.

(1)

(i)

(iii)

(iv)

Os conjuntos B; e B_ s@o abertos.

De fato, By e B_ sao a uniao de todos os discos de retorno positivo e negativo, respectivamente,
por tanto sao abertos.

B, e B_ sao nao vazios.

Pela hipétese (3) do teorema.

B_,_ﬁB_:@.

Suponha que existe z € By N B_. Entao existem discos livres U;,Us contendo x, que sao levan-
tamentos de discos de A tais que U; é um disco de retorno positivo e Us é um disco de retorno

negativo.

Escolhemos um disco aberto U C A tal que x € U C Uy NUy. Como Uy é livre, entao U é livre.
Pelo lema 3.22, dado que Q(f) = A, U é um disco de retorno. Como estamos supondo que o caso
1 nao vale o disco U nao é de retorno zero. Entao s6 restam duas possibilidades, U é de retorno

positivo ou é de retorno negativo.

Se U é de retorno positivo, como U C Us, pelo item (ii) da observagdo 3.20 segue que Uy é de

retorno positivo. E, se U é disco de retorno negativo, de U C U; segue que U; é de retorno negativo.

Assim U; ou Uy é um disco de retorno positivo e negativo ao mesmo tempo. Isto é uma contradigao

pois estamos supondo que caso 2 nao vale. Por tanto B, N B_ = .
B, UB_ = A —Fix(f).
Se z € B, U B_, entdo x pertence a um disco livre para f, logo ¢ Fix(f).

Se = ¢ Fix(f) entao, pelo lema 3.21, x pertence a um disco de retorno. Mais, como estamos

supondo que o caso 1 nao vale, x deve pertencer a um disco de retorno nao zero, i.e, x € By UB_

Das observacdes (i)-(iv) segue que B, e B_ sio abertos disjuntos cuja unido é o conexo A — Fix(f). Esta

contradigao mostra que o caso 3 nao ocorre. Isto completa a demonstragao do teorema. O

Observe que o teorema é valido se trocamos a hipétese (3) pela condigdo: “existe um levantamento

ue possui um disco de retorno zero”, de fato este é o caso 1. Da mesma forma trocando a hipdtese (3
b

por: ¢

‘existe um levantamento de f que possui um disco que é ao mesmo tempo disco de retorno positivo

e disco de retorno negativo”, de fato, este é o caso 2.

Também observemos que no teorema a condigao de todo ponto nao errante é necessaria para concluir

a existéncia de um ponto fixo de indice positivo, tal como mostra o exemplo 3.40 onde temos um
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homeomorfismo com um tinico ponto fixo, e tal ponto fixo é de indice zero. Na seguinte se¢cao veremos
que quando o conjunto ndo errante é conexo podemos concluir que f tem um ponto fixo, mas neste caso

tal ponto fixo poderia ser de indice zero.

3.5 Conseqiiéncias do teorema 3.24

3.5.1 Q(f) conexo

Nesta subsecao veremos um resultado encontrado no articulo de David Richenson e Jim Wiseman [3],
onde se considera o caso em que o conjunto dos pontos nao errantes Q(f) é conexo. Mas, como veremos
neste caso, o teorema que mostraremos assegura a existéncia de um ponto fixo mas nao fala nada sobre
seu indice, ou seja, tal ponto fixo poderia ter indice zero.

Seja f: A — A um homeomorfismo do anel aberto e seja f: A — A um levantamento de f.

Definamos os seguintes conjuntos:
QN (f) ={z € Q(f) : € 7(U) para algum disco de retorno positivo U}

Q(f) ={z € Q(f) : x € n(U) para algum disco de retorno negativo U}

Observe que Q7 (f) = 71(BL)NQ(f) e @ (f) = 7(B_)NQ(f) onde B, e B_ sio como na demonstracio
do teorema 3.24, assim Q7 (f) e Q7 (f) sdo subconjuntos abertos de Q(f).

Lema 3.25. Q(f) = Q" (f) UQ™ (f) Un(Q(f)).

Demonstracio. Sejay € Q(f), vamos a mostrar que 7(y) € Q(f) e assim, como y é arbitrario, 7(Q(f)) C
Q(f) mostrando que QT (f) UQ™(f) Un(Q(f)) € Q(f). De fato, seja V um aberto contendo 7(y) entdo
7~1(V) é um aberto contendo y, e como y é ndo errante para f, existe n > 0 tal que f*(z=1(V)) N
(7=1(V)) # 0. Logo, como 7 (f"(x~1(V)) N (x"1(V)) € f*(V) NV entio f*(V) NV £0.

Para mostrar a outra inclusdo, tome = € (f) e seja y € A tal que m(y) =x. Sey € Fix(f) entao
é claro que y € Q(f), logo = € ©(Q(f)). Suponha que y ¢ Fix(f). Seja V um aberto contendo y, como
y nao 6 fixo para f podemos achar um disco livre U tal que y € U C V e w(U) é disco em A. Sendo
x ndo errante para f, existe n > 0 tal que f™(7(U)) N (7(U)) # 0, logo, levantando, existe um inteiro
k tal que f*(U) N (U + k) # 0. Se k # 0 entdao U é um disco de retorno positivo ou negativo e assim
e QT (HHUQ(f). Se k =0 temos f*(U)NU # 0 e, como U C V, segue que f*(V)NV # (. Sendo V
arbitrario, concluimos que y € Q(f) e assim z € 7(Q(f)). Por tanto z € QT (f)UQ~(f) Un(Q(f)). O

Teorema 3.26. Seja f: A — A um homeomorfismo do anel aberto que preserva orienta¢do, que €
homotdpico a identidade e tal que Q(f) € conexo. Se existe um levantamento f: A — A de f que possui
um disco de retorno positivo e um disco de retorno negativo ambos intersectando w1 (2(f)), entdo f, e

logo f, tem um ponto fixo.

Demonstracdo. Seja f : A — A levantamento de f possuindo um disco de retorno negativo e um disco
de retorno positivo intersectando 771 ((f)). Isto significa que QT (f) e Q7 (f) sdo nio vazios.

Suponhamos que f ndo tem pontos fixos. A observagdo feita depois do corolario 3.15 implica que
Q(f) = 0. Logo Q(f) = QT (f) UQ (f). Como QT (f) e Q7 (f) sio abertos de Q(f) nio vazios, sendo
Q(f) conexo, segue que QT (f) N Q™ (f) # 0.
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Sejam x € Q1 (f)NQ ™ (f) ey € 7~ (z). Existe um disco de retorno positivo U; e um disco de retorno
negativo Us tal que © € w(U;)Nw(Uz). Como toda translagdo inteira de um disco de retorno j é um disco
de retorno j, entao podemos tomar os discos U; e Us de tal forma que y € Uy NUs. Seja U C Uy NUs um
disco aberto contendo y. Como = é ndo errante para f entdo existe n > 0 tal que f*(mw(U)) N7 (U) # 0.
Logo, levantando, existe um inteiro k tal que f”(U) N (U + k) # 0. J& que estamos supondo Q(f) =0
deve-se ter k # 0 para algum disco U, i.e, existe um disco U C U; N Us de retorno positivo ou negativo.
Isto implica que U; ou Us é um disco de retorno positivo e negativo ao mesmo tempo. Dai, pelo lema

3.23, f tem um ponto fixo, chegando a uma contradi¢do. Assim f tem um ponto fixo. O

Observemos que se existe um disco de retorno zero para f entao f deve ter um ponto fixo e dai f
tem um ponto fixo.

Também observemos que nao é tao necessaria a hipétese Q(f) conexo. Basta pedir que os discos
de retorno positivo e negativo intersectem a mesma componente conexa de Q(f); neste caso a mesma
demonstracao serve para encontrar um ponto fixo para f .

No exemplo 3.41 vemos que f tem discos de retorno positivo perto da reta y = %, e tem discos de

3
retorno negativo perto da reta y = % Observe que nesse exemplo, os discos de retorno negativo nao
. _ 1 . oL ~ . 2
intersectam a componente y = 3 € 0s discos de retorno positivo nao intersectam a componente y = 3

Em tanto f e f ndo tem pontos fixos.

3.5.2 Homeomorfismos do anel fechado

Denotemos por P: A — R a projecio sobre a primeira coordenada, P(t,s) =t para todo (t,s) € A.
Lembremos que um homeomorfismo f: A — A que preserva as componentes da fronteira de A, é de

torgao se existe um levantamento f : A— Ade f tal que:
P(f(t,1)) >t > P(f(t,0)) para todo t € R. (3.2)

A condigao de torcao (3.2) diz que f move a componente superior da fronteira de A para a direita e a
inferior para a esquerda. Note que f nio pode ter pontos fixos na fronteira de A.
Mostraremos que a condi¢ao de torgao (3.2) implica a existéncia de discos de retorno positivo e

negativo no anel aberto.

Proposicao 3.27. Seja f: A — A wm homeomorfismo de tor¢io do anel fechado. Se f: A — A é
o levantamento de f que satisfaz a condi¢ao de tor¢cao de fronteira, entdo f|int(A) possui um disco de

retorno positivo e um disco de retorno negativo.

Demonstra¢do. Denotemos AT = S! x {1} e 9A~ = S* x {0} as componentes superior e inferior da
fronteira de A, e por JAT =R x {1} e DA~ = R x {0} as componentes superior e inferior da fronteira
de A, respectivamente.

Seja f : A — A o levantamento de f que move a componente superior dA* para a direita e a
componente inferior A~ para a esquerda.

Dado que f preserva as componentes da fronteira, a restricio f|yz+ estd bem definida e é um
homeomorfismo do circulo. Como A+ é compacto, pela proposicio 3.5, f|4+ tem um ponto recorrente

zo € OAT. Seja (tg, 1) € DA™ tal que m(to, 1) = xo entdo o ponto (tg, 1) ndo pode ser fixo para f, por

41



tanto podemos achar um aberto de A contendo (to, 1) que é livre para f . Em particular podemos achar

€ > 0 tal que o conjunto:
Do={(ts)cd i |(ts)~(ts )| <e }

seja livre para f, i.e, f (D) N D, = 0. Em particular int(D,) serd livre para f. Podemos ainda reduzir ¢
de tal forma que Int(D.) seja levantamento de um disco aberto de A.

Sendo xg um ponto recorrente. Como xg € m(D,), existe um inteiro n > 0 tal que f"(xg) € m(D,).
Seja (s0, 1) € D, tal que 7(so, 1) = f™(20). Como f™(x¢) = 7(f™(to, 1)) entdo m(so, 1) = 7(f"(to, 1)),
logo existe um inteiro k tal que f™(to, 1) = (s0, 1) 4 (k, 0), assim f"(to, 1) € f*(D.) N (D. + k).
Observe que como f translada AT para a direita e D, é livre de f entdo P(f™(to, 1)) > so, assim
k > 0. Temos que o conjunto f™(D.) N (D, + k) é um aberto nao vazio de A, logo Int(f"(D.)) N
(Int(D.) + k) = Int(f"(Dc) N (De + k)) # 0. Agora, como f preserva as componentes da fronteira
e aplica pontos interiores em pontos interiores entdo f" faz o mesmo, i.e, int(f™*(D.)) = f(int(D.)).
Assim f™(Int(D.)) N (Int(D,) + k) # 0.

(to 1) Flto 1) (to+ 1)
) - ' 7 "

—_—— —_——_——

Figura 3.4: O Int(D,) é um disco de retorno positivo

Por tanto, para e suficientemente pequeno, Int(D,.) é um disco de retorno positivo para f .
Similarmente, como f translada A~ para a esquerda, podemos achar um disco de retorno negativo
para f em int(A). O

Agora mostraremos uma generalizagao do cldssico teorema de Poincaré-Birkhoff para o anel fechado.
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Nesta generalizacao a hipotese “preservar area’é trocada pela hipdtese topoldgica mais fraca “todo ponto

é nao errante”(ver proposicao 3.3).

Teorema 3.28. Seja f: A — A um homeomorfismo de tor¢do homotdpico a identidade, que preserva

orientacdo e com todo ponto mnao errante. Entao f tem pelo menos dois pontos fixos distintos.

Demonstracdo. Suponhamos que f tem um numero finito de pontos fixos.

Seja f o levantamento de f que move as componentes da fronteira em diregoes opostas. Pela propo-
sicao 3.27 temos que f |int( A possui um disco de retorno positivo e um disco de retorno negativo, assim
f|a satisfaz as condigdes do teorema 3.24. Por tanto f tem um ponto fixo de indice positivo em A.

Se f tem um ponto fixo na fronteira de A, entdo f tem dois pontos fixos. Suponhamos que f nio tem
pontos fixos na fronteira. Usando o teorema 2.8, a soma dos indices dos pontos fixos de f é zero, logo f

deve ter um ponto fixo de indice negativo. Assim, f tem pelo menos dois pontos fixos distintos. O

3.5.3 Numero de rotacao

Seja f: A — A um homeomorfismo do anel fechado que preserva as componentes da fronteira e é
homotédpica a identidade. Seja f : A — A um levantamento de f. Fixado z € fl, consideremos a seguinte
seqiiéncia

%P (f”(x) —x) , neN (3.3)

Esta seqiiencia poderia nao convergir ou bem poderia convergir par alguns x e para outros nao. Quando
a seqiiéncia (3.3) convergir, o limite é chamado de nimero de rotagdo do ponto = com respeito a f e é

denotado por p(z, f).

Observagao 3.29. Seja f: S' — S um homeomorfismo do circulo que preserva orientacio. Se f: R —
R ¢é um levantamento de f, entdo f € um homeomorfismo crescente. Por injetividade o grau de um
homeomorfismo do circulo € 1 quando preserva orientacao ou —1 quando reverte orientagcao. Assim,
temos f(z 4+ 1) = f(x) + 1. Dado z € R consideremos a seqiiéncia % [f”(x) - x}, n € N. Pode-se
mostrar que esta seqiiéncia converge para todo x € R e além disso, o limite nao depende do ponto x (ver
[2] pag 387). Este limite € chamado nimero de rotagao de f Também pode-se mostrar que o niumero

de rotagio de f € zero se, e somente se, f tem um ponto fizo (ver [2] pdg 389).

Da observagao anterior, como f: A — A preserva as componentes da fronteira e preserva orientaco,
entao para todo x na fronteira de fi, a seqiiéncia 3.3 converge e o limite nao depende do ponto z. Porém,
nos pontos z € int(A) a seqiiéncia (3.3) poderia nao convergir, mas a propriedade f(z +e;) = f(x) + ey
permite provar que esta seqiiencia ¢ limitada, para todo z € A.

De fato, definamos a aplicacdo p: A — R por ¢(y) = P( ~(y) —4) para todo y € A. Temos que
a funcdo ¢ é continua e além disso, a propriedade f(y +ep) = f(y) + ey implica que ¢ é periédica de
periodo ey, i.e, o(y + e1) = p(y) para todo y € A.

Seja R = [0,1] x [0,1]. Sendo ¢ continua e R compacto segue que ¢(R) é compacto e por tanto

limitado. Por outro lado, a periodicidade de ¢ implica que ¢(A) = ¢(R). Por tanto ¢ é limitada, assim,
existe C' > 0 tal que |p(y)| < C para todo y € A.
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Agora observemos o seguinte:

n—1
S @)~ ) = o [PUP @)~ @) 4+ PU@) - )] = S e @)
k=0
Logo
Lp(fr(@) )| < L3 fetr | « =
k=0

Assim, temos provado que a seqiiéncia (3.3) é limitada.

Proposicio 3.30. Seja f: A — A levantamento de um homeomorfismo f: A — A homotdpico &

- 1. -
identidade. Fizado x € A, a seqiiencia —P(f"(x) — x) € limitada.
n

Da proposicao anterior temos que os seguintes limites sao niimeros reais bem definidos.
- 1 -
p* (&, ) = timsup - P(F"(z) ~ 7)

- 1 -
p~ (z, f) =liminf —P(f"(z) — z)
n
Observe que os pontos limites da seqiiéncia (3.3) estdo entre p~(z, f) e pT(x, f). Por este motivo, o
intervalo |p~ (z, f), pT(z, f)} é chamado intervalo de rotacdo do ponto z com respeito de f. Quando

os limites acima coincidem, entao a seqiiencia (3.3) converge e o intervalo de rotagdo degenera em um

ponto.

Lema 3.31. Seja f: A — A um homeomorfismo homotdpico d identidade e f: A — A um levantamento
de f. Se existe x € A tal que p+(a:,f) > 0, entao f\im(A) possui um disco de retorno positivo. FE, se

existe y € A tal que p~(y, f) < 0 entio flint(A) possui um disco de retorno negativo.

Deixaremos para o final da se¢ao a demonstragao de este lema. A continuagao, usaremos o anterior

lema e o teorema 3.24 para mostrar a seguinte generalizacao do teorema de Poincaré-Birkhoff.

Teorema 3.32. Sejam f: A — A um homeomorfismo do anel fechado, homotdpico & identidade, que
preserva orientacdo e com todo ponto nao errante e f: A — A um levantamento de f. Se existem pontos

z,y € A tais que o~ (y, f) <0< pt(z, f) entdo f tem pelo menos dois pontos fixos distintos.

Demonstra¢io. Suponha que existem pontos z,y € A tais que p~ (y, f) <0< pt(z, f). Usando o lema
anterior, f |int( A) possui um disco de retorno positivo e um disco de retorno negativo. Assim, se f ndo
tem infinitos pontos fixos entdo f|4 satisfaze as hipdteses do teorema 3.24, logo f tem um ponto fixo
de indice positivo em A. Se f ndo tem pontos fixos na fronteira de A, dado que a soma dos indices dos
pontos fixos de f é zero, f deve ter um ponto fixo de indice negativo. Por tanto, f tem pelo menos dois

pontos fixos distintos. O

Mostraremos a seguir que a usual condicdo de tor¢io implica que existem pontos z,y € A tais que
p~(y, f) <0< pt(z, f) Assim, o teorema anterior é uma generalizagdo, mais forte do que o teorema
3.28 , do teorema de Poincaré-Birkhoff.

Proposicao 3.33. Seja f: A — A wm homeomorfismo de tor¢do que preserva orientacdo. Entdo existem

pontos z,y € A tais que p~(y, f) < 0 < pt(z, f).
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Demonstragio. Denotemos AT = R x {1}, A~ = R x {0}, AT = S x {1} e A~ = S* x {0} as
componentes de fronteira de Ae A.

Seja f levantamento de f que satisfaz a condicdo de torcao de fronteira. Podemos ver as restricoes
floi+ e flgi- como homeomorfismos do circulo e 1| 9i+ € 1| 54— seus respectivos levantamentos.

Seja z € OAT. Como f move a componente A+ para a direita, entdo %P(f”(a:) —x) > 0, logo
lim %P(f"(x) —x) > 0. Dado que f|aA+ nao tem pontos fixos tem-se p*(z, f) = lim %P(f”(x) —x)>0
(ver observagao 3.29).

Similarmente, tomando y € dA~, como f move a componente DA~ para a esquerda, obtemos
p~(y, f) = lim 3 P(f"(y) —y) < 0. O

Demonstragao do lema 3.31

Seja z € A satisfazendo .
pt(z, f) = limsup gP(f"(x) —z) > 0.

Ponhamos a = p*(z, f) Entao existe uma subseqiiéncia n; tal que
1 n
lim —P(f"(z) — z) = a.
n;

Isto significa que para i grande, f™ move o ponto x uma media de « unidades por iteragao na diregao
positiva.

Observemos que

P<f"i<x>—w>:m%f)_@

e como « > (0 entao
lim P(f™ (z) — ) = co.

Seja C' > 0 tal que |P(f(w) — w)| < C para todo w € A (ver proposicio 3.30).

Afirmacgao 3.34. Dado K > C, existe n tal que

P(f"(z)—2)>K e P(f"(2)=["(2) > a/2
Demonstracio. De fato; como lim P(f™ (z) — ) = oo, entdo existe J > 0 tal que para i > .J tem-se
P(fri(z) —x) > K.
Para i > J, definamos N; = max{n < n; : P(f*(z) —z) < K}. Como K > C entdo os niimeros
N; sempre existem. Pela definicgdo dos N;’s, para n tal que N; < n < n; temos P(f"(m) —z) > K.
Suponhamos que para todo n com N; < n < n; se tenha P(f”“(x) - f"(a:)) < «/2, entao segue que

P(P* ()~ 2) = PP (@) — 2) 4 POV (@) = @) + PP (@) P @)
SK+C+W—M—U%
logo ~
P(fmi(x) —x) < K+C’+ (ni—Ni—1a < K—&—C_i_g

de onde, tomando limite, obtemos o < a/2 o qual é uma contradicdo. Por tanto, existe n tal que
P(f*"(z) —z) > K e P(f"'(z) — f*(z)) > a/2. Isto prova a afirmacéo feita. O
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Afirmacgao 3.35. Eziste uma seqiiéncia m; de niumeros naturais tal que
lim P(f™(z)) =00 e P(f"*'(z) - f™(2)) > a/2.
Demonstracao. De fato; tomemos K7 = C, usando a afirmacao anterior existe m; tal que
P(fmi(z)—z)> K, e P(f™(z) - fm™(x)) > a/2.

Logo, tomemos Ky > max {P(f”(:z:) —x), ZC}, outra vez usando a afirmagao anterior, existe my tal
nsmi
que

P(f™(x) —2) > Ky e P(f™(x) = [ (2)).

Pela escolha de K5 temos que mg > my.

Assim, sucessivamente, achamos uma subseqiiéncia m; dos ntimeros naturais tal que
P(f™i(zx)—2)> K, e P(f™H(x) =" (2) > /2.

onde K; > Dax {P(f () — ), iC}.

Como K; > iC entao
lim P(f™ (z) — z) = oo
logo
lim P(f™ (z)) = oo

Isto mostra a afirmagao feita. O

Seja m; a seqiiéncia de nimeros naturais dada pela afirmacao anterior. A seqiiéncia w(f™i(z)) =
f™ (m(x)) estd no anel fechado que é compacto, assim tem uma subseqiiéncia, que também denotaremos

por m; (abusando a notagio), que converge a um ponto 2o € A.
Afirmacio 3.36. Se z € A € tal que m(z) = zy, entio P(f(z) — z) > a/2.

Demonstragio. De fato, seja € > 0 arbitrdrio. Como f ¢ uniformemente continua, existe 0 < § < e tal

que

vy €A, |ly—y/|l <6 implica |[|f(y)— f(y)ll <e. (3.4)
Seja Ds(2) ={y € A : |ly—z| < &}. Dado que 7(f™ (x)) converge a z, como z, pertence a 7(Ds(z)),
existe J > 0 tal que ¢ > J implica que W(fmi (z)) € m(Ds(z2)), i.e. existe k; tal que fm (z) € Ds(z) + ki,

escrito en outra forma

1F7 (@) = (= + hien) | < 8 (3:5)
De (3.5) e (3.4) temos
|F7 et @) = Fo + hie) | < e (3.6)
Das equacoes (3.5) e (3.6) temos
[P(f™ (z) — (2 + kier))| < & (3.7)
[P @) = e + kien)| < e (3:8)
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Por tanto, de (3.7) e (3.8) obtemos

P(f(2) = 2) = P(f(z + kier) = (2 + kiex))
> [P @) — e} = [P i) + ]
= [P(f" (@) = P(f™(2))] — ¢~ 3
> -2
Sendo € arbitrario concluimos que P(f(z) — z) > /2. O

Da afirmacao anterior segue que z nao é ponto fixo para f . Por tanto podemos achar € > 0 tal que

o conjunto aberto
DE:{yEA 2y = 2|l <e}

seja livre para f, i.e. f(De)ﬁD6 = (). Podemos ainda reduzir € de tal forma que int(D,) seja levantamento

de um disco aberto em A.

Afirmagao 3.37. Eziste J > 0 tal que se j > J entio f™i(x) € D, +7(j), onde r(j) é um inteiro e

lim;_, o 7(j) = o0.

Demonstracio. De fato; dado que 7(f™(z)) — 2, como zy € w(D,), entdo existe J > 0 tal que i > J
implica 7(f™ () € m(D.). Dai, existe um inteiro r(j) tal que f” (z) € D.+r(j). Escrevendo de outra

forma
17" (2) = (z +r(fer)ll < e
de onde
|P(f™ (2)) = P(2) = r(j)| < e,
logo
r(j) > P(f™ (x) = 2) — e
Por tanto

lim r(j) = oo.
j—o0
Afirmacéo 3.38. int(D.) € um disco de retorno positivo para f.

Demonstragao. De fato, s6 falta provar que int(D,) retorna positivamente, i.e, existem inteiros positivos
n, k tais que f*(int(D.)) N (int(D.) + k) # 0.
Usando a afirmagdo anterior, como lim;_,. 7(j) = oo, entdo podemos achar [ > j > J tais que

my > mj e r(l) > r(j). Dado que

fmi(z) € De+r(j) e f™(z) € De+r(l)

47



escrevendo f™ (z) = f™="™i (f™i(z)), temos

J (@) €™ (Do 4+ (7)) N (De +1(1)
= f™7 (De+ () 0 (De + (r(1) = 7(7)) +7(5))
= [F™=m5 (D) A (D 1(1) = 7(3))] +7())

Pondo n = m; —my e k = () — r(j) temos f*(D.) N (D. + k) # 0, logo int[f*(D.) N (D, + k)] =
int[f"(D.)] N (int(D.) + k) # 0. Sendo f™ um homeomorfismo, deve levar o interior no interior e a
fronteira na fronteira, assim int(f™ (D)) = f"(int(D.)). Por tanto, f*(int(D.))N (int(D.)+ k) #  como

querfamos mostrar. O

Similarmente, dado que existe y € Atal que p~ (y, f) < 0, pode-se achar um disco de retorno negativo

para f em int A.

3.6 Exemplos

Exemplo 3.39. Considere a aplicagdo a tempo-um do fluxo mostrado na figura 3.5. A correspondente
aplicagcao f no anel fechado é um homeomorfismo de torcao com todo ponto nao errante. De fato, o fluzo
da figura 3.39 € topoldgicamente conjugado ao fluro associado d equagdo do péndulo simples. Observe

que [ tem exatamente dois pontos fizos.

Figura 3.5: Um fluxo topologicamente conjugado ao fluxo do péndulo

Exemplo 3.40. Considere o fluzo sobre A = R x (0,1) mostrado na figura 3.6 abaizo. Seja f: A—Aa
aplicagao tempo-um deste fluxo e seja f: A — A a aplicacdo correspondente sobre o anel aberto. Assim
definido, f € um homeomorfismo com um unico ponto fixo. Este ponto fixo € de indice zero. Este exemplo

satisfaz as hipdteses do teorema 3.26.

Exemplo 3.41. Considere a aplicagcao a tempo-um, f: A— A, do fluxo mostrado na figura 3.7 abaizo.
Seja f: A — A a correspondente aplicagio no anel aberto. A aplicagdo f € um homeomorfismo cujo
conjunto nao errante Q(f) é a unido dos circulos S* x {3} e S x {2}. Além disso, f possui discos de
retorno positivo e discos de retorno negativo. Mas o conjunto 7= (Q(f)) = {y = 1} U{y = 2} ndo ¢
conezo. Mais ainda, os discos de retorno negativo estio perto do circulo S* x {2} e os discos de retorno

positivo estdo perto do circulo S' x {%}, mais precisamente, nao existem um disco de retorno positivo
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e um disco de retorno negativo intersectando a mesma componente conexa de 7 1(QU(f)). Em tanto, f

nao tem pontos fixos.

Figura 3.6: Um fluxo na faixa aberta A que se projeta num fluxo no anel aberto A que tem um tnico

ponto fixo.

A

Figura 3.7: Um fluxo na faixa sem pontos fixos

WINo

[—
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