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RESUMO 

 
 
Este trabalho consiste de um estudo analítico sobre os fundamentos do método 

eletromagnético a multi-freqüência e da aplicação dos avanços teóricos obtidos 

no processamento de dados eletromagnéticos colhidos em levantamentos 

realizados em campos produtores de petróleo nas bacias do Recôncavo e do 

Espírito Santo. Inicia pela dedução dos campos elétrico e magnético, 

produzidos por fontes de diferentes geometrias (loop horizontal finita, de forma 

quadrada e circular, e para um dipolo magnético vertical pontual) na superfície 

de um semi-espaço condutor homogêneo. Passando em seguida à dedução 

desses campos gerados por uma espira de corrente induzida no interior desse 

semi-espaço por fonte finita, circular, na superfície. Trabalhando com as 

expressões obtidas para ( )HE
rr

, , demonstra-se, analiticamente, a existência de 

uma zona de maior influência (zona principal) para a componente radial do 

campo magnético medido na posição do receptor e confirma-se a “função Dias 

- Sato” que descreve as coordenadas da posição do centro da zona principal 

quando varia o número de indução, sendo introduzido termo de correção como 

decorrência deste trabalho, passando, então, a função a ser denominada 

“função Machado - Dias”. Constroem-se, ainda, soluções gráficas, que 

permitem determinar os valores de dois parâmetros elétricos (condutividade 

aparente e parâmetro de polarização, do semi-espaço homogêneo 

equivalente), a partir das amplitudes em-fase e em-quadratura medidos no 

receptor, para cada configuração T-R e valor de freqüência. Tais valores dos 

parâmetros são, nos procedimentos usuais do método, associados ao centro 

da zona principal, gerando através do traçado de curvas de iso-valores dos 

parâmetros a imagem do semi-espaço heterogêneo. Os ábacos construídos 

para diferentes geometrias de fonte permitiram determinar critérios para 

aproximação de um tipo de fonte por outro tipo mais simplificado, no 

processamento dos dados, sem produzir severas distorções nos valores de tais 

parâmetros. Por fim, os novos ábacos para fonte transmissora finita e a função 

construída com as coordenadas da zona principal (“função Machado - Dias”) 

são introduzidos no processamento e aplicados a modelos sintéticos e a dados 

reais, de campos de petróleo, trazendo como resultados melhorias na 
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representação da continuidade dos corpos geológicos e na delimitação dos 

contatos entre os fluidos que saturam os reservatórios. 

 

PALAVRAS-CHAVE:  Método eletromagnético a multi-frequência de 

exploração geofísica. Indução eletromagnética. E&P de petróleo usando 

método eletromagnético. 
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ABSTRACT 
 

 
This work consists of an analytical study on the foundations of the multi-

frequency electromagnetic method and on its application in electromagnetic 

data processing from surveys carried out in producing petroleum fields located 

in Recôncavo and Espírito Santo basins. It starts deriving the electric and 

magnetic fields due to sources of different geometries (finite horizontal loop, 

square and circular, and vertical point magnetic dipole) on the surface of a 

conducting homogeneous earth. Next, these fields are derived for a current ring 

induced in the conductive half-space by a finite circular external source (on the 

surface of the half-space). Working with the expressions obtained for ( )HE
rr

, , it 

is proved the existence of a main zone of influence (principal zone, in the half-

space) responsible for most of the magnetic field radial component measured at 

the receiver position, confirming the “Dias - Sato function” set for describing the 

coordinates of the principal zone center as a function of the induction number, 

and as a consequence a correction term is suggested for such function, now 

called “Machado - Dias function”. It is also constructed graphical solutions that 

provide the determination of two electrical parameters (apparent conductivity 

and polarization parameter, for the equivalent homogeneous half-space), using 

the in-phase and quadrature amplitudes measured at the receiver for each T-R 

configuration and value of frequency. According to the usual procedures 

followed in this method, these parameters are associated to the center of the 

principal zone generating through the contouring curves for isovalues of the 

parameters the image of the heterogeneous half-space. For that reason, the 

graphical solutions constructed for different source geometries permit to 

elaborate rules for simplification of the source geometry without generating 

strong distortions on the values of these parameters. Finally, new graphical 

solutions constructed for finite geometry source and function derived for 

principal zone coordinates (“Machado - Dias function”) are introduced in 

processing procedure and applied to synthetic models and to data from 

petroleum fields, bringing improvements in representation of geological bodies 

and delimitation of fluid contacts. 
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radial do campo magnético, excluindo efeitos de acoplamento 

c
rH2δ  parte convergente de e

rH2δ  

d
rH2δ  parte divergente de e

rH2δ  

e
rH

~2δ  função final (excluindo parte divergente) para avaliação da contribuição 
elementar de uma espira para a componente radial do campo magnético, 
excluindo efeitos de acoplamento 

ε  permitividade elétrica 

γ  coordenada azimutal da fonte circular 

Γ  função Gama 

η  fração que multiplica o skin depth vertical do campo elétrico para fonte de 
dipolo magnético vertical 

λ  variável muda de integração 

µ  permeabilidade magnética 
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oµ  permeabilidade magnética do vácuo 

π  número pi, aproximadamente, 3,1416 

πr  potencial vetor de Hertz, para fontes elétrica ou magnética 

pϕπ  componente azimutal da solução particular (termo-fonte) do potencial vetor 
de Hertz 

Aρ  resistividade elétrica aparente 

σ  condutividade elétrica 

Aσ  condutividade elétrica aparente 

Rσ  parte real da condutividade elétrica aparente 

Iσ  parte imaginária da condutividade elétrica aparente 

θ  número de indução, igual a ( ) ro
2/12/ωσµθ =  

Aθ  número de indução aparente, igual a ( ) rAo

2/1
2/σωµθ =  

minθ  mínimo valor de θ  para admitir a aproximação quasi-estática 

ω  freqüência angular, igual a fπ2  

ϑξ ,  partes real e imaginária de uma função complexa 
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CAPÍTULO 1 - INTRODUÇÃO 
 

 

Levantamentos geofísicos eletromagnéticos são realizados para determinação 
da distribuição em volume das propriedades elétricas na sub-superfície 
terrestre, objetivando o conhecimento geológico-geofísico de uma dada região. 
 
As aplicações destes métodos concentram-se na prospecção mineral, na 
exploração de água subterrânea e, recentemente, de hidrocarbonetos, nos 
estudos ambientais, geotectônicos e de caracterização de bacias 
sedimentares. Os dados obtidos por via eletromagnética vêm sendo testados 
no monitoramento da injeção de fluidos para recuperação secundária da 
produção de petróleo em reservatórios continentais (DIAS et al, 2005b; 2005c; 
2006; 2007) e na predição da saturação de fluidos e porosidade em 
reservatórios de petróleo, através da inversão conjunta com dados sísmicos 
não empilhados (HOVERSTEN et al, 2006; ZHANGSHUAN et al, 2006). Em 
2007, a revista E&P trouxe um número especial destacando o desenvolvimento 
da aplicação de dados obtidos por métodos eletromagnéticos (CSEM - 
Controlled-source electromagnetics e MTEM - Multitransient electromagnetic)  
em campos de petróleo para caracterização dos fluidos que saturam os 
horizontes estratigráficos definidos pela sísmica e para inferência da saturação 
de gás (DUEY, 2007; DURHAM, 2007), servindo assim para definição de 
locação para novos poços produtores. 
 
Para exemplificar, são citados dois métodos eletromagnéticos comuns, que 
operam nos extremos do espectro de freqüências utilizado em geofísica, o 
Magnetotelúrico (MT), que utiliza como fonte campos naturais de baixíssimas 
freqüências (1 Hz a 10-4 Hz) para estudos regionais de grande profundidade; e 
o GPR (Ground Penetrating Radar), método que opera a altas freqüências (100 
MHz a 1,0 GHz) a partir de fonte artificial, usado para estudos que exigem alta 
resolução para detalhamento estratigráfico ou estudos arqueológicos e 
geotécnicos, a pequena profundidade. Esses dois exemplos ilustram também 
uma outra peculiaridade dos métodos eletromagnéticos: o MT opera no 
domínio da freqüência e o GRP no domínio do tempo.  
 
O escopo desta tese consiste do estudo analítico do método eletromagnético a 
multi-freqüência, um intermediário aos dois citados, que opera no domínio da 
freqüência, utilizando uma fonte de corrente controlada colocada sobre a 
superfície terrestre. Bobinas de alta sensibilidade medem as componentes do 
campo magnético geradas pelo campo primário e por correntes induzidas que 
nascem da interação da fonte primária (da superfície) com o subsolo condutor.  
 
Para aprofundar um estudo sobre este método, será iniciada uma descrição 
sumária sobre o seu estado-da-arte, conforme nos foi comunicado pelo seu 
inventor (C. A. DIAS: comunicação pessoal), apresentado no item seguinte. 
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1.1 MOTIVAÇÃO DO PROBLEMA: IDÉIAS BÁSICAS DO MÉTODO 
ELETROMAGNÉTICO A MULTI-FREQÜÊNCIA 
 

 

Atualmente, dispõe-se, no LENEP/UENF, de um sistema eletromagnético 
indutivo de quinta geração, com as características descritas no parágrafo 
anterior. A patente do método pertence a C. A. Dias e ao Banco Nacional de 
Desenvolvimento Econômico e Social (DIAS; BNDE, 1973) e o sistema efetua 
medidas em varredura sobre 54 valores de freqüência no intervalo entre 1 Hz e 
10 kHz, com capacidade de operar com separação transmissor-receptor de até 
3,5 km. A grandeza física medida é o campo magnético radial gerado por uma 
loop de corrente horizontal, de forma quadrada, estendida sobre a superfície 
terrestre. A opção pela componente radial do campo magnético reside no fato 
desta componente nascer integralmente das correntes induzidas no meio 
condutor. A Figura 1.1 mostra o transmissor e o receptor do sistema em 
operação durante levantamento sobre um campo produtor de petróleo na Bacia 
do Recôncavo-BA, Brasil. 
 

 

Figura 1. 1: Transmissor (T) e receptor (R) do 5º protótipo do sistema EM a multi-freqüência 

 
Os dados medidos no campo são processados, usando uma técnica 
desenvolvida por Dias e Sato (DIAS, 1968; SATO, 1979), que associa o valor 
dos parâmetros elétricos determinados a partir das medidas realizadas na 
posição do receptor, na superfície terrestre, ao ponto interior da sub-superfície 
associado ao centro da zona de máxima contribuição para o sinal medido. 
 
Para isso, as seguintes etapas são percorridas: 
 

(a) medida, na posição do receptor (R), das amplitudes em-fase e em-
quadratura da componente radial do campo magnético, tomando por 
referência a fase da corrente elétrica da loop do transmissor (T), dada 
por tII ToT ωcos= . A função medida, normalizada pelo valor da 
amplitude do campo primário total no “espaço livre”, na posição do 
receptor, vem representada por 

 
{ } ( )IRIRor AAtAtABBrazão ,sencos/ =+= ωω ;         (1.1) 
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(b) transformação das funções medidas no receptor em dois parâmetros 

elétricos (DIAS, 1968) associados a um meio homogêneo equivalente 
(semi-espaço homogêneo equivalente) que reproduz os mesmos 
valores do par ( )IR AA , , para idêntica configuração geométrica-espacial 
transmissor-receptor (T-R) e mesmo valor de freqüência. 
 
O semi-espaço homogêneo equivalente tem uma condutividade 
aparente Aσ , dada por uma função complexa 
 

IRA iσσσ +=  ,           (1.2) 
 
a partir da qual se constroem dois parâmetros elétricos, a resistividade 
aparente ( )Aρ  e o parâmetro de polarização (po), dados, 
respectivamente, por: 
 

( ) 2/122

1

IR

A
σσ

ρ
+

=     ,          (1.3) 

 

( ) AI

IR

I
op ρσ

σσ
σ

=
+

=
2/122

.           (1.4) 

 
Este parâmetro de polarização está relacionado com o fenômeno de 
polarização elétrica interfacial induzida (a nível macroscópico) que 
ocorre em rochas contendo minerais metálicos e/ou argilominerais, 
(capazes de realizar troca iônica) em contato com soluções iônicas 
presentes nos poros da rocha. Este fenômeno é observado no intervalo 
de freqüência de 10-4 Hz a 1 MHz e causa dispersão na condutividade 
elétrica de rochas sujeitas a este tipo de polarização, resultando no 
surgimento de uma componente imaginária positiva na expressão da 
condutividade (DIAS 1968; 1972; 2000);    

 
(c) associação dos valores dos parâmetros ( Aρ , po) a um ponto da sub-

superfície pesquisada. Esta idéia baseou-se no pressuposto de que 
existe uma zona relativamente pequena da sub-superfície, localizada 
na região intermediária delimitada pelos planos verticais ortogonais à 
linha T-R, passando nos pontos centrais das posições ocupadas pelo 
transmissor (T) e pelo receptor (R), que responde pela maior parte do 
sinal observado no receptor. A existência desta zona foi demonstrada 
por Brito (1994) para uma fonte consistindo de uma linha de corrente 
infinita horizontal sobre o semi-espaço condutor, em sua tese de 
doutorado realizada sob orientação de C. A. Dias, onde se verifica 
diminuir o tamanho da zona com o aumento da freqüência. Esta zona 
será denominada, daqui em diante, zona principal. 
 
É curioso saber o pensamento intuitivo de C. A. Dias e, 
complementarmente, de H. K. Sato (SATO, 1979), que levou à 
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determinação das coordenadas (x, y) do centro da zona principal, 
dadas por 
 

2

1 






+
=

r

r
x

dηδ
                  ;                      

2

1 






+
=

r

y
d

d

ηδ
ηδ

            (1.5) 

 
onde x e y são as coordenadas horizontal e vertical, respectivamente, a 
partir da origem colocada no centro da loop do transmissor; r é a 
distância de separação T-R; dδ  é o skin depth vertical do campo 
elétrico para uma fonte aproximada para um dipolo magnético vertical 
( dδ  é a profundidade abaixo da posição do receptor para a qual o 
campo elétrico total cai a 1/e do seu valor na posição do receptor, 
sendo e a base dos logarítmos neperianos), e η  é um coeficiente de 
melhor ajuste. Este esquema vem ilustrado pela Figura 1.2 a seguir 
 
 

 

Figura 1. 2: Ponto  P da sub-superfície ao qual se associam os valores dos parâmetros extraídos da 
medida realizada no receptor R, onde dδ  é o skin depth vertical do campo do dipolo e o produto 

dηδ  vem definido por um critério de melhor ajuste 

            
 
A intuição, que levou às expressões (1.5), baseou-se nas seguintes 
considerações: 
 

a) a superfície terrestre, considerada horizontal, corresponde a um plano 
de contribuição nula para o sinal observado. Isto porque todas as 
espiras de corrente induzida na superfície terrestre (assim como a 
própria loop transmissora) contribuem com zero para a componente 
radial do campo magnético observado no receptor; 

 
b) as espiras de corrente induzida no semi-espaço condutor são 

aproximadamente circunferências, com centro sobre o eixo vertical que 
passa sobre o ponto central da loop transmissora (T). As espiras cuja 
intensidade da corrente cai abaixo de 1/e do seu valor nos pontos 
verticalmente correspondentes da superfície, tem contribuição negligível 
para o campo total observado em R. Sabendo-se (DIAS, 1968) que a 

y 
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amplitude da componente radial resultante do campo magnético 
observada no receptor é da ordem de grandeza do campo total aí 
observado, a afirmativa estende-se igualmente a uma comparação feita 
com relação à intensidade da componente radial. A percepção intuitiva 
desta questão fica simplificada tomando-se por fonte um dipolo 
magnético pontual vertical. Para esta geometria de fonte, Sato (1979) 
determinou a função 
 

( )θδ fr d =/              (1.6) 
 

onde r e dδ  são, respectivamente, a distância T-R e o skin depth 
vertical do campo elétrico do dipolo, conforme definidos 
anteriormente, e f(θ) é uma função peculiar do parâmetro número de 

indução ( ) rAo

2/1
2/σωµθ = , dada por 

 

( ) ( )( )( )
βθθθθ
θθθθθθθθ αθ −+−

−−−
−=

e
f

1321

321          (1.7) 

 
sendo 

14,973    ;   0,540   ;   581,8   ;   051,7   ;    184,1 321 ===== βαθθθ ; 
 

c) Mantendo fixo o valor de θ, isto é, fixando-se a posição do transmissor e 
fazendo variar a posição do receptor (descrita por r) e o valor da 
freqüência fπω 2= , de modo que permaneça constante o produto r2/1ω , 
o skin depth vertical dδ  será uma função linear de r partindo da origem 
(posição de T) e fazendo um ângulo de inclinação de valor fixo com o 
plano da superfície, conforme mostra a Figura 1.3, a seguir. 
 
 

 

Figura 1.3: Função skin depth vertical do campo do dipolo pontual, quando se fixa o valor de θ  e se 

faz variar r e ω  (mantendo constante o produto r2/1ω ) 

 
 

Girando de 360º, em torno do eixo vertical passando em T, a reta    
que sai de T correspondente ao skin depth vertical associado a um 
dado valor de θ, configura-se um cone, que vamos chamar de cone 
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de sombra. Este cone delimita no seu volume e em sua superfície a 
porção do espaço contendo os pontos de contribuição insignificante 
para o sinal observado no receptor. 
 
Entre essas duas superfícies que delimitam zonas de contribuição 
nula para o sinal observado (descritas, uma pela superfície plana do 
semi-espaço condutor e a outra pela superfície do cone de sombra), 
situa-se a região do espaço que contém a zona principal, esta última 
situada na região interna entre T e R. É, também intuitivo, que o 
plano vertical contendo T-R corresponda ao lugar dos pontos de 
máxima contribuição; 

 
d) Em visualização 2D, a zona de máxima contribuição para o sinal possui 

o centro localizado em um ponto, que goze das seguintes 
características: 

 
(1) corresponda a uma posição de baricentro determinado sobre o 

segmento do skin depth vertical associado à posição do receptor 
para o valor de θ correspondente aos valores usados de (r, ω). O 
baricentro pode corresponder a ½ ou a uma outra fração do skin 
depth vertical, que sirva ao melhor ajuste dos dados 
interpretados com os dados conhecidos (quando houver); 

(2) corresponda ao ponto mais próximo da posição do receptor e 
pertença ao lugar geométrico passando sobre o baricentro, 
definido anteriormente em (1), isto é, seja um ponto da reta que 
partindo da origem T passe na posição do baricentro. 

 
Levando em consideração essas características, chega-se ao ponto 
cujas coordenadas vem mostradas na Figura 1.2 e à sua função 
correspondente (1.5), que passa a chamar-se doravante “função Dias – 
Sato”. 
 
A idéia que leva à construção do semi-espaço homogêneo equivalente 
surge, então, naturalmente como uma decorrência da existência da zona 
principal: assimila-se a porção geométrica do espaço que pouco 
influencia na medida como se tivesse o mesmo valor da condutividade 
da zona principal, fazendo surgir então o semi-espaço homogêneo 
infinito equivalente. Na aplicação atual do método, usa-se a solução 
gráfica dos campos devidos a uma fonte dipolar sobre a superfície do 
semi-espaço condutor homogêneo, proposta por Dias (1968), para 
inverter os dados gerados pela fonte de dimensão finita usada. 
 

A idéia da associação dos valores dos parâmetros elétricos (representados por 
(1.3) e (1.4)), gerados para cada medida realizada no receptor, a um ponto da 
sub-superfície (de coordenadas x e y  descritas por (1.5)), foi testada: 
 

a) por Sato (1979) usando modelos teóricos com estrutura planar (3 
camadas horizontais), conforme mostrado na Figura 1.4, onde se 
evidencia a reprodução de uma imagem também planar; ou, ainda, de 
estrutura com geometria fechada (esfera condutora no espaço livre, para 
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duas posições do transmissor), conforme mostrado na Figura 1.5, onde 
se mostra a reprodução de uma imagem também fechada. Vale ressaltar 
que, no caso da esfera condutora no espaço livre, a imagem produzida 
teria tido profundidades menores caso o semi-espaço condutor estivesse 
preenchendo o vazio. Por outro lado, ultimamente, percebeu-se que a 
introdução de um parâmetro η , de valor ajustável, multiplicando o skin 
depth vertical, pode produzir na imagem correções laterais e em 
profundidade. No caso das Figuras 1.4 e 1.5, foi adotado η  = 0,5. 

 

 
Figura 1.4: Imageamento de uma estrutura com geometria  planar, constituída  por 3 camadas 

horizontais (SATO , 1979) 

 
 

 
Figura 1.5: Imageamento de uma estrutura com geometria fechada, constituída  por  esfera 

condutora no espaço livre, para duas posições do transmissor (SATO , 1979) 

 
b) um outro aspecto relevante, e até mesmo definitivo, na validação dessa 

idéia, reside no fato de que variando as posições do transmissor e do 
receptor e os valores de freqüência, os valores associados de ( Aρ , po) a 
um mesmo ponto da sub-superfície (usando esta metodologia) são 
invariantes em boa aproximação. Este fato significa que os valores dos 
parâmetros encontrados vem relacionados a uma propriedade física do 
meio material. É exatamente este fato que permite adotar o valor médio 

a) Afastamento horizontal transmissor – centro da 
esfera igual a 300 m; raio da esfera = 80 m; 
resistividade da esfera = 1 ΩΩΩΩm 
 

b) Afastamento horizontal transmissor – centro da 
esfera igual a 400 m; raio da esfera = 80 m; 
resistividade da esfera = 1 ΩΩΩΩm 
 

resistividade 
aparente (ΩΩΩΩm) 

resistividade 
aparente (ΩΩΩΩm) 
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dos valores obtidos para um mesmo ponto e fazer composições para os 
dados gerados com diferentes configurações de T-R. 

                            
Modernamente, operando com o sistema protótipo da 5ª geração, Dias et al 
(2005b) construíram as imagens das Figuras 1.6 e 1.7, mostradas a seguir, 
usando esta técnica de plotagem com η  = 0,4 , compondo os dados gerados 
para duas posições do sistema transmissor afastadas entre si de 500 m.  
 
Na Figura 1.8, coteja-se a interpretação fornecida por este novo método 
geofísico com a interpretação feita com base em dados de geologia, perfuração 
e perfis de poço, usando dados fornecidos pela PETROBRAS/UN-BA (Campo 
Fazenda Alvorada). 
 

 
Figura 1.6: Imageamento 2D do reservatório da Fazenda Alvorada, na linha 1200, fazendo 

composição dos dados de resistividade aparente para duas posições do transmissor                             
(estações: -400 e –900) 

 

 
Figura 1. 7: Imageamento 2D do reservatório da Fazenda Alvorada, na linha 1200, fazendo 
composição dos dados de polarização elétrica aparente para duas posições do transmissor                 

(estações: -400 e –900) 

po 
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Figura 1.8: Interpretação do reservatório da Fazenda Alvorada, na linha 1200, com base nos dados 
do método EM-Multifrequência, comparada com dados de geologia,  perfuração e perfis de poço 

(dados fornecidos pela PETROBRAS / UN-BA) 

 
 
Percebeu-se, com base na interpretação de dados de campo, que se fez um 
avanço com a introdução de um coeficiente (η ) de calibração (DIAS et al, 
2005c), multiplicando o skin depth vertical do campo do dipolo, não 
necessariamente igual a 1/2, conforme fora inicialmente adotado. A Figura 1.9 
mostra a variação das coordenadas (x,y) do ponto de atribuição da medida com 
variação de η . 

 

 

Figura 1.9: Efeito do parâmetro de calibração que multiplica o skin depth 
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d   

a = x/r  ;  b = y/r     
                                                         (a 

o ,b o ) = modelo para  η  = 0,4                     

                                                         (a 
1 ,b 1 ) = modelo para  η  = 0,5                     

                                                         (a 
2 ,b 2 ) = modelo para  η  = 1                       

                                                         (a 
3 ,b 3 ) = modelo para  η  =  √ 6/2 = 1,225        

número de indução (θ) 
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Neste ponto, cabe um comentário: nota-se, através da observação das seções 
1.6 e 1.7, que à medida que a distância T-R (r) aumenta, a profundidade 
máxima de penetração também cresce. Isto se deve ao fato destas maiores 
profundidades estarem relacionadas às menores freqüências do espectro de 
operação, quando gerando valores de número de indução próximos ou, 
inferiores a 1. Para esta situação, a função (1.6), dr δ/  tende para 1, de modo 
que a coordenada da profundidade y passa a ser uma função linear, crescente, 
da separação T-R, como explicitado na equação a seguir: 
 

ry 








+
=

21 η
η

 .            (1.8) 

 
 
1.2 DEFINIÇÃO DO PROBLEMA 
 

 

O tópico anterior mostrou a concepção de um novo método geofísico 
extremamente promissor para áreas estratégicas da E&P de petróleo e de 
outros bens minerais, portador de um elevado grau de coerência nas idéias 
básicas e consistência nos resultados até agora apresentados, mas sem dispor 
ainda de uma demonstração analítica definitiva de sua fundamentação 
conceitual e seus procedimentos. 
 
O atual descortínio do problema permite ver dois caminhos possíveis de ataque 
ao problema: (a) um, seguindo os passos traçados pela concepção original 
intuitiva descrita, adotando uma modelagem de um semi-espaço heterogêneo 
com base na idéia de um semi-espaço homogêneo equivalente, construído 
ponto a ponto para cada medida individualizada (para cada valor de r e de 
freqüência), e assemelhando a zona de maior influência à figura do semi-
espaço homogêneo equivalente (sendo os valores dos parâmetros elétricos do 
semi-espaço homogêneo plotados no centro da zona de maior influência). Esta 
linha de ação resume-se aqui em determinar analiticamente a zona de maior 
influência (zona principal) e traçar a trajetória do seu centro como função do 
número de indução; (b) uma outra via, seguiria o caminho da modelagem 
numérico-computacional, com base na decomposição do semi-espaço 
heterogêneo condutor em pequenas células finitas, e resolvendo o seu 
problema inverso.  
 
Nesta tese, optamos pela linha de ação definida em (a). 
 

 

1.3 OBJETIVOS DESTA TESE 
 

 

O presente trabalho tem por objetivo contribuir para o embasamento analítico 
do método geofísico eletromagnético a multi-freqüência, através dos seguintes 
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resultados: (a) determinação da zona do semi-espaço condutor de maior 
influência nas medidas, no domínio da freqüência, realizada para uma 
configuração de T-R, com ambos sistemas na superfície terrestre, e dado valor 
de freqüência, usando-se transmissor de dimensão finita, quadrada, e 
medindo-se a componente radial do campo magnético; (b) justificativa analítica 
do procedimento que associa a um ponto interior do semi-espaço condutor os 
valores dos parâmetros elétricos determinados para um semi-espaço 
homogêneo equivalente construído a partir da medida do campo magnético 
radial na superfície para uma dada configuração T-R e valor de freqüência; (c) 
dedução das soluções analíticas e respectivos cálculos numéricos dos campos 
elétricos e magnéticos devidos a fontes de diferentes geometrias (dipolo 
magnético vertical pontual, loop horizontal circular e loop horizontal quadrada), 
visando determinar com exatidão os valores dos parâmetros elétricos 
associados com uma dada medida e a distância de separação T-R, que 
permite tratar a fonte, em boa aproximação, como circular ou pontual; (d) 
aplicar os avanços teóricos propostos em (a), (b) e (c) ao processamento de 
modelos sintéticos e de dados eletromagnéticos obtidos com o 5º protótipo do 
sistema eletromagnético a multi-frequência em reservatórios continentais de 
petróleo. 
  

 

1.4 RELEVÂNCIA DA PESQUISA 
 

 
O conhecimento das características de um reservatório de petróleo ou de uma 
jazida mineral é de vital importância para a otimização da explotação do 
recurso mineral em questão. No gerenciamento de um reservatório de petróleo, 
a modelagem de tal estrutura geológica é baseada na interpretação de topo e 
base do mesmo, no mapeamento das falhas existentes na área em estudo, na 
descrição dos tipos litológicos envolvidos e na determinação das propriedades 
petrofísicas (porosidade, permeabilidade, volume de argila e conteúdo de água, 
óleo e gás). Esse modelo que reúne dados da rocha, chamado modelo 
geológico, é enriquecido por dados dos fluidos que saturam o meio poroso 
(viscosidade, compressibilidade, massa específica e outros parâmetros 
específicos da engenharia de reservatórios de petróleo), além de dados de 
pressão, contatos entre fluidos e mapas de transmissibilidades de falhas e 
anisotropias nas propriedades petrofísicas. Esse modelo final constitui o 
modelo de fluxo que será usado para predição do comportamento do 
reservatório e definição do melhor plano de explotação da jazida através de 
poços a serem perfurados na área. 
 
Desta forma, pode-se perceber que o modelo final do reservatório define, em 
grande parte, o sucesso na produção da jazida; e esse sucesso, naturalmente, 
depende do número de informações disponíveis para a geração de um modelo 
mais fidedigno possível. 
 
Os métodos eletromagnéticos de investigação geofísica, em especial os que 
operam no domínio da freqüência, mostram-se promissores como 
complementares ou alternativos à sísmica para mapeamento e detalhamento 
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de estruturas geológicas. De acordo com Dias et al (2006), o método 
eletromagnético a multi-freqüência tem conseguido resolução da ordem de 10 
m na horizontal e 20 m na vertical, ou seja, menor que a obtida em uma 
operação de sísmica de reflexão, o que o qualifica para o mapeamento de 
estruturas geológicas de sub-superfície, detalhamento estrutural da região e 
definição da distribuição dos fluidos saturantes do meio poroso. Além de uma 
possível melhor resolução, quando comparado com a sísmica, os métodos 
eletromagnéticos, em geral, substituem a sísmica em regiões em que a mesma 
possui muito ruído ou apresentam grande dispersão de sinal, como, por 
exemplo, em bacias sedimentares com formações carbonáticas e coberturas 
vulcânicas (CHAVE et al, 1991). 
 
Sendo assim, as informações obtidas com o método eletromagnético a multi-
freqüência em reservatórios continentais de petróleo servem para serem 
aglutinadas aos modelos de reservatórios ou para construção de novos 
modelos, otimizando, assim, a política de gerenciamento de um campo de 
petróleo ou como base para o monitoramento de determinada operação de 
recuperação secundária da produção, tais como injeção de água, vapor, gás ou 
soluções químicas. Deve ser destacado, também, o grande apelo do método 
em relação à definição de novos alvos exploratórios tanto na área mineral ou 
de água subterrânea, quanto na área de petróleo. 
 
Tendo em vista a valiosa contribuição que o método eletromagnético a multi-
freqüência pode trazer para detalhamento de uma determinada área portadora 
de recursos naturais, é necessário dispor do conhecimento sobre como 
trabalhar com os dados medidos para fazer uso adequado dos mesmos na 
obtenção de informações coerentes sobre a região em questão. Para isso, 
torna-se necessário um detalhamento teórico sobre os campos 
eletromagnéticos envolvidos e sobre o imageamento do semi-espaço condutor 
a ser caracterizado com os dados colhidos. Estes são os alvos principais desta 
tese de doutorado.  
 

 

1.5 REVISÃO DA LITERATURA 
   

 

A busca da zona de maior influência, designada aqui como zona principal, é 
prática corrente nos estudos dos métodos eletromagnéticos de prospecção 
geofísica e está associada com a determinação da máxima profundidade de 
investigação. Dias (1968) introduziu a idéia de “profundidade de exploração” 
usando como critério a modificação em 10% do módulo do valor do campo 
associado a um semi-espaço homogêneo, produzido pela presença de uma 
segunda camada em profundidade. Para o caso de corrente contínua (d.c.), 
uma importante contribuição foi dada por Roy e Apparao (1971), que fizeram 
um estudo da profundidade alcançada para várias configurações de eletrodos. 
No caso de perfis de indução, pode-se citar os estudos de Roy e Dhar (1970; 
1971). Dentre os estudos do alcance de métodos que trabalham no domínio da 
freqüência, destacam-se os trabalhos de: Ryu et al (1972), que analisou a 
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profundidade de exploração através do ajuste de medidas dos parâmetros da 
elipse de polarização magnética para modelos unidimensionais, com fonte 
dipolar magnética, a diferentes freqüências e distintas distâncias de separação 
transmissor-receptor; Sato e Dias (SATO, 1979), que, também para fonte 
dipolar magnética, associaram o ponto central da zona principal àquele do 
interior do semi-espaço condutor homogêneo correspondente a coordenadas 
determinadas com base na metade do skin depth vertical do campo elétrico. No 
que diz respeito a métodos transientes, destaca-se o estudo de Spies (1989), 
que analisou a profundidade de exploração na medida de campo magnético e 
elétrico, para um modelo constituído por uma camada de condutividade 
diferente da do semi-espaço homogêneo localizado abaixo da camada. Brito 
(1994) analisou o caso de uma linha infinita de corrente sobre o semi-espaço 
condutor. Ele utilizou o cálculo dos campos analiticamente (caso 1-D) e através 
da técnica de elementos finitos (caso 2-D) acoplado a uma função 
Detetabilidade (∆), que associa a diferença entre os campos magnéticos total e 
primário, para obter a localização da zona do semi-espaço homogêneo que 
participa com máxima contribuição para a medida registrada no receptor. O 
resultado de Brito (1994) assemelha-se ao de Sato (1979). 
 
A metodologia, a ser utilizada neste trabalho, para detecção da zona principal 
inicia com a determinação dos campos elétricos e magnéticos gerados por 
espiras de correntes induzidas em um semi-espaço condutor homogêneo e 
infinito, ou seja, a fonte está imersa no meio condutor. O problema de 
determinação destes campos encontra-se resolvido na literatura apenas 
parcialmente. Todos os trabalhos existentes concentram-se em encontrar os 
campos causados por uma fonte de corrente, sendo ambos (campos e fonte) 
externos ao semi-espaço condutor homogêneo, ou seja, nenhum trata dos 
campos causados pelas espiras de corrente induzidas em sub-superfície. 
 
São determinados, também, os campos devidos a fontes de diferentes 
geometrias (dipolo magnético vertical, loops circular e quadrada) externas ao 
semi-espaço condutor para estabelecer as distâncias transmissor-receptor em 
que os campos de fonte quadrada convergem para o caso circular e dipolar, e 
para construção de novos procedimentos de inversão dos campos para 
obtenção dos parâmetros do meio. 
 
Vários outros autores já trataram em publicações, de uma forma ou de outra, 
da dedução dos campos gerados por alguns tipos de fonte. A título de registro 
histórico, referimos os trabalhos fundamentais pioneiros, nas décadas de 1920-
1940, dentre os quais sobressaem os apresentados por Sommerfeld (1949), 

sobre a determinação dos campos ),( HE  produzidos por antenas verticais e 
horizontais operando como dipolos a radio-frequências, na presença de um 
semi-espaço condutor homogêneo. Tais trabalhos foram responsáveis por um 
grande surto de desenvolvimento no conhecimento das propriedades do 
potencial vetor de Hertz e do trato com as funções de Bessel, envolvidas nesse 
tipo de problema. Os trabalhos mais recentes disponíveis, nessa área, podem 
ser agrupados em duas categorias: os que trabalham com fonte dipolar 
magnética e os que consideram uma fonte finita de corrente. Wait (1954; 1955; 
1956), Bhattacharyya (1963; 1964), Dias (1968), Patra e Mallick (1980), 
Kaufman e Keller (1983) e Ward e Hohmann (1988) determinaram os campos 
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devidos a um dipolo magnético, seja vertical ou horizontal, situado sobre o 
semi-espaço condutor homogêneo. O problema da determinação dos campos 
produzidos por loop finita de corrente, situada na superfície do semi-espaço, foi 
tratado por: Ryu et al (1970), que obtiveram os campos eletromagnéticos 
devidos a uma loop circular de corrente sobre um semi-espaço com várias 
camadas; Patra e Mallick (1980) obtiveram uma expressão para o potencial 
vetor associado à loop circular sobre o semi-espaço homogêneo e de multi-
camadas, mas, infelizmente, trazendo uma incorreção quando se trabalha no 
caso em que a freqüência é diferente de zero; e Poddar (1982; 1983), que 
considerou uma loop retangular, sobre uma zona multi-camada, e determinou 
somente a componente vertical do campo magnético, com freqüência diferente 
de zero e para o caso d.c.. 
 

 
 
1.6 OBSERVAÇÕES DE CARÁTER GERAL 
 

 

(a) Como estão sendo consideradas apenas freqüências abaixo de 10 kHz 
e valores de condutividade elétrica no intervalo 1,0 S/m a 10-4 S/m, a 
aproximação quasi-estática está satisfeita. Esta caracteriza-se pela 
predominância de correntes de condução sobre as correntes de 
deslocamento, de modo que a influência destas últimas está sendo 
desconsiderada no número de propagação da onda e os parâmetros do 
meio ( )σµ,  podem ser combinados com as variáveis ( )ω,r  em um único 

parâmetro (número de indução) dado por ( ) r2/12/ωµσθ = . Em um novo 
protótipo, que está em fase de teste em campo, a freqüência operacional 
não excede 1kHz; 

 
(b) A permeabilidade magnética é considerada ser igual ao seu valor no 

vácuo, para todo o semi-espaço condutor, por se tratar de uma boa 
aproximação no meio geológico; 

 
(c) As integrais presentes nas expressões dos campos que foram 

deduzidos nesta tese foram calculadas utilizando a técnica dos filtros 
digitais lineares (ANDERSON, 1979, 1984; RIJO, 1993, 2004; 
GUPTASARMA; SINGH, 1997; ALMEIDA, 2002). Para tais campos, esta 
técnica reproduz, com erro < 1%, os resultados encontrados com a 
utilização da técnica dos retângulos - Riemann (MACHADO, 2006; 
MACHADO; DIAS, 2006).   

 

 

1.7 ESTRUTURA DA TESE 
 

 
Esta tese de doutorado tem a seguinte estrutura: 
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Capítulo 1: Introdução; 
 
Capítulo 2 : Dedução dos campos gerados por um dipolo magnético vertical, 
situado na superfície de um semi-espaço condutor homogêneo; 
 
Capítulo 3 : Dedução dos campos gerados por uma loop de corrente, de 
geometria circular, situada na superfície de um semi-espaço condutor 
homogêneo; 
 
Capítulo 4 : Dedução dos campos gerados por uma loop de corrente, de 
geometria quadrada, situada na superfície de um semi-espaço condutor 
homogêneo; 
 
Capítulo 5 : Dedução dos campos gerados por uma espira de corrente induzida 
no interior e na superfície de um semi-espaço condutor homogêneo por fonte 
de geometria circular, situada na superfície deste semi-espaço; 
 
Capítulo 6 : Determinação da zona do semi-espaço condutor homogêneo de 
maior influência para a medida registrada no receptor; 
 
Capítulo 7 : Estudo comparativo dos campos gerados por fontes de diferentes 
geometrias (quadrado, circular e dipolo pontual) situadas na superfície de um 
semi-espaço condutor homogêneo; 
 
Capítulo 8:  Estudo sobre os limites do intervalo quasi-estático; 
 
Capítulo 9:  Aplicação dos avanços teóricos a modelos sintéticos e a dados 
reais obtidos em campos continentais de petróleo, com vistas ao mapeamento 
dos fluidos contidos no reservatório; 
 
Capítulo 10: Conclusão, principais contribuições do presente trabalho e 
recomendações para pesquisas futuras; 
 
Referências bibliográficas : Listagem dos trabalhos científicos que auxiliaram 
na elaboração da pesquisa; 
 
Apêndice A : Cálculo do baricentro dos dipolos localizados nas quinas do 
quadrado, adotados no cálculo dos campos da fonte quadrada; 
 
Apêndice B: Demonstração de autoconsistência das expressões dos campos 
elétrico e magnético devidos a uma espira de corrente circular induzida no 
interior do semi-espaço condutor homogêneo reduzidas às expressões obtidas 
para uma loop circular situada no exterior do semi-espaço fazendo-se a 
permuta do semi-espaço de ar livre com o semi-espaço condutor; 

Apêndice C : Tratamento dado a integrais do tipo ∫
∞

−

0

11 )()( dttcJbtJe at ;  

Apêndice D : Prova da divergência do primeiro termo da expressão (6.14); 
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Apêndice E : Referência de alguns trabalhos publicados em co-autoria, que 
nasceram a partir desta tese. 
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CAPÍTULO 2 - DEDUÇÃO DOS CAMPOS GERADOS POR UM DIPO LO 
MAGNÉTICO VERTICAL, SITUADO NA SUPERFÍCIE DE UM SEM I-ESPAÇO 
CONDUTOR HOMOGÊNEO 
 

 

Neste Capítulo, são determinados os campos elétrico e magnético gerados por 
fonte transmissora consistindo de um dipolo magnético vertical pontual, situado 
na superfície de um semi-espaço condutor homogêneo. As expressões 
determinadas servem de insumo para o cálculo dos campos gerados por fonte 
de corrente quadrada, como também para a determinação do ponto de 
convergência na aproximação da solução da fonte quadrada para a solução 
dipolar. 
 

 

2.1 EQUAÇÃO DIFERENCIAL 
 

 

Supondo a variação temporal descrita por eiωt, a equação diferencial para o 
potencial vetor πr , associado a um dipolo magnético vertical (Figura 2.1) 
situado a uma altura h da superfície terrestre, vem dada por: 

 
( ) ( ) ( ) ( )hzyxmk T +=−∇ δδδπ rr

 -  22               (2.1) 
 
com  ( )ωεσωµ iik +=2  e daeIzm ti

ToT
ωˆ−=r

, sendo ( )xδ  a função delta de Dirac 
definida como usualmente (IRVING; MULLINEUX, 1959, p. 214) e ẑo vetor 
unitário do eixo-z, com este eixo orientado da superfície para o interior da terra.  
 
E ainda, em unidades SI: 
 

2∇ : é o operador diferencial laplaciano; 
i: é a unidade imaginária, igual a 1− ; 
ω : é a freqüência angular, dada por 2πf, em que f é a freqüência em Hertz; 
σ : condutividade elétrica, dada em S/m; 
µ : permeabilidade magnética, dada em H/m; 
ε : permitividade elétrica, dada em F/m; 

Tm
r

: momento de dipolo magnético, dado em A.m2; 
ITo : amplitude da corrente elétrica do transmissor, dada em A; 
da: elemento infinitesimal de área que compreende o dipolo magnético; 
t :variável temporal (tempo). 
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Figura 2.1: Dipolo magnético vertical e sistema de coordenadas cilíndricas 

  
Em função da simetria axial deste problema, não há dependência do vetor 
potencial com a coordenada cilíndrica ϕ, só com r e z, sendo z orientado 
positivamente para baixo da superfície terrestre. Além disso, o mesmo só 
possui componente em z. Desta forma: 
 

( ) ( )),(  ,0  ,0, zrzr zππ =r
.                        (2.2) 

 

 

2.2 SOLUÇÃO DA EQUAÇÃO HOMOGÊNEA 
 

 

Substituindo o operador laplaciano em coordenadas cilíndricas, a equação 
homogênea associada fica: 
 

0
1 2

2

2

2

2

=−
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂

zzzz k
zrrr

ππππ .                  (2.3) 

 
Adotando a expansão da solução geral em termos com variáveis separadas, do 
tipo 
 

( ) )(zZrRz =π ,                                                                                                 (2.4) 
 
obtem-se: 
 

02
2

2

2

2

=−++ RZkZ
dz

d
RR

dr

d

r

Z
R

rd

d
Z  .                                                           (2.5) 

 
Dividindo tudo por RZ em (2.5), tem-se 
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0
111 2

2

2

2

2

=−++ kZ
dz

d

Z
R

dr

d

rR
R

rd

d

R
  .                                                          (2.6) 

 
Podem-se separar, então, as equações independentes quanto às variáveis 
envolvidas, fazendo: 
 

a) 22
2

21
kZ

dz

d

Z
+= λ                      (2.7) 

b) 0
11 2

2

2

=++ λR
dr

d

Rr
R

rd

d

R
,                                                        (2.8) 

 
ou 
 

( )
0

)(

1
2

2

=++ RR
rd

d

r
R

rd

d

λλλ
,              (2.9) 

 
onde foi introduzido o parâmetroλ , arbitrário quanto à espécie e ao seu valor. 
As soluções são, então, quaisquer combinações lineares do tipo: 
 





=
)(

)(

0

0

rY

rJ
R

λ
λ

                                                                                                   (2.10) 

 







=
+−

+

zk

zk

e

e
Z

 

 

22

22

λ

λ

                                                                                                (2.11) 

 
Em (2.10), exclui-se a solução )(0 rY λ  por ser incompatível com a natureza do 
problema, devido ao fato desta função divergir na origem; e, em (2.11) 
excluem-se as combinações lineares que levam a soluções do tipo {cosh (pz), 
senh (pz)}, devido à obrigatoriedade de convergência da função para 0, quando 
z vai pro infinito ( ±∞→z ). Desta forma, escreve-se uma solução geral bem 
comportada, na origem e no infinito, consistindo de infinitas combinações 
lineares sobre o intervalo do continuum de valores reais de λ , descritas 
através da integral 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫
∞

++−






 +=
0

0

2222

, λλλλπ λλ
drJeBeAzr

zkzk

z  ,                                  (2.12) 

 
na qual observa-se que basta adotar a variação de λ  desde 0 a ∞+ , posto 
que a função )( xJo λ  é par e o intervalo ∞−  a 0 não gera novas funções. 
 
O espaço vem, então, subdividido em duas regiões: 

 
a) Região acima da superfície terrestre, onde acha-se situado o plano 
horizontal contendo o dipolo (região-0); 
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b) Região abaixo da superfície terrestre (região-1); 
 
podendo-se, então, escrever os respectivos potenciais: 
 

( ) ( )( ) ( )∫
∞

++=
0

00
0 2

0
2

λλλπ λ drJeB hzk
z                                                       0≤z      (2.13) 

( ) ( )( ) ( ) λλλπ λ drJeA hzk
z 0

0

1
1 2

1
2

∫
∞

++−=                                                      0≥z     (2.14) 

 
Os respectivos campos são determinados através das relações seguintes 
(WAIT, 1953) para fonte magnética: 
  

πωµ rr
×∇−= iE                                                                                                (2.15) 

 
( )ππ rrr

⋅∇∇+−= 2kH                                                                                        (2.16) 
 

 

2.3 SOLUÇÃO DA EQUAÇÃO INOMOGÊNEA OU DETERMINAÇÃO DO 
CAMPO PRIMÁRIO (OU TERMO-FONTE) 
 

 

De acordo com Wait (1953), a representação integral para o termo-fonte da 
equação (2.1) devido a uma fonte elementar magnética é dada por: 
 

,)(
4'4 0

022

' 22

∫
∞ ++−

+
−=−= λλλ

λππ
π

λ

drJ
k

em

R

em hzk
T

kR
Tp

z     (2.17) 

  
onde 2/122  ])([' hzrR ++=  e Tm  é a magnitude do momento de dipolo magnético 
cujo sinal negativo foi explicitado na expressão (2.17) e, assim, se manterá nas 
expressões seguintes. 
 

  

2.4 POTENCIAL VETOR πr  COMPLETO NAS REGIÕES DIFERENCIADAS 
 

 

a) Na região 0≤z , a solução geral resulta da soma da solução da homogênea 
com a solução dada pelo termo-fonte. Então: 

 

( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) λλλλ

λ
λλ

π
π λλ drJeBd

k
rJe

m khzkhzT
z ∫∫

∞
++

∞
++− +
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−=

0
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0
2/12
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0
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0
22/12
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;(2.18) 
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b) Na região em que 0≥z , basta a solução da equação homogênea capaz de 
convergir para zero quando ∞→z , visto que não há fonte nesta região. Então, 
 

=1
zπ  ( ) ( )( ) ( ) λλλ λ drJeA khz

∫
∞

++−

0

0

2/1

1

2
1

2

.                    (2.19) 

 

 

2.5 CONDIÇÕES DE CONTORNO 
 

 

As condições de contorno são a continuidade das componentes tangenciais 
dos campos elétrico e magnético ( )rHE ,ϕ  na interface de separação entre as 

zonas diferenciadas descrita por 0=z . Das equações (2.15) e (2.16), 
adotando-se daqui em diante 0µµ = , tem-se que: 
 
Em z = 0 
 
(i) 10

ϕϕ EE = , ou seja, 

 
101

0
0

0 zzzz rrr
i

r
i πππωµπωµ

∂
∂=

∂
∂

⇒
∂
∂=

∂
∂

                        (2.20) 

 
(ii) 10

rr HH = , ou seja, 
 

10
zz zrzr

ππ
∂
∂

∂
∂=

∂
∂

∂
∂

.               (2.21) 

 
As igualdades (2.20) e (2.21) válidas em todos os pontos do plano de interface, 
separando as regiões 0 e 1, nos permitem concluir que, em z = 0, 
 

10
zz ππ =  ,                 (2.22) 

 
10
zz zz

ππ
∂
∂=

∂
∂

 .           (2.23) 

 

Aplicando as condições (2.22) e (2.23) e denotando jj uk =+ 22λ , obtém-se: 

 

a) huhu
o

huT eAeB
u

e
m

oo 1
1

04
−− =+− λ

π
                 (2.24) 

b) 11
1

4
ueAueBe

m hu
o

hu
o

huT oo −− −=+λ
π

       (2.25) 

 
Reescrevendo (2.24) e (2.25) obtém-se: 
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a) huhu
o

huT eAeB
u

e
m

oo 1
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04
−− =+− λ

π
        (2.26) 

b) huohu
o

huT eA
u

u
eB

u
e

m
oo 1

1
114

−− −=+λ
π

       (2.27) 

 
Somando (2.26) e (2.27), determina-se  
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10
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04
huT

o e
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u

m
B −

+
−

−= λ
π

.         (2.28) 

 
De (2.26) resulta: 
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1
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π
         (2.29) 

 

 

2.6 EXPRESSÕES FINAIS DO POTENCIAL 
 

 

Substituindo os coeficientes Bo e A1 em (2.18) e (2.19), têm-se as expressões 
completas do vetor potencial nas regiões 0 e 1: 
 

( ) ( ) λλλ
π

π drJ
u

e
uu

uu
e

m

o

uhz

o

ouhzT
z

oo

0

0 1

10

4 ∫
∞

+−−+−









+
−

+−=                 (2.30) 

 

=1
zπ  ( ) λλλ

π
drJe

uu

m
ohuzu

o

T ∫
∞

−−

+
−

0

0
1

1

2
                       (2.31) 

 

 

2.7 EXPRESSÕES FINAIS DOS CAMPOS 
 

 

Pelas expressões (2.15) e (2.16) aplicadas às equações (2.30) e (2.31), já 
reescritas com os resultados de (2.28) e (2.29), com a aproximação quasi-
estática ( λ≅⇒≅ 00 uko ), as expressões das componentes dos campos 
elétrico e magnético ficam determinadas como: 

 

( )   , 
4 0

1
)(

1

10
∫
∞

+−−+−

















+
−

+= λλλ
λ
λ

π
ωµ λλ

ϕ drJe
u

u
e

m
iE hzhzT

o              0z ≤    (2.32) 



 

 

 23 

( )    ,
2 0

1
1

2
1 1∫

∞
−−










+
= λλ

λ
λ

π
ωµ λ

ϕ drJe
u

m
iE hzuT

o      0z ≥    (2.33) 

 

( )∫
∞

+−−+− ≤≤
















+
−

−±−=
0

1
2)(

1

10 0z h- ,
4

λλλ
λ
λ

π
λλ drJe

u

u
e

m
H hzhzT

r (com sinal +) (2.34) 

       hz −≤      (com sinal -) 

( )∫
∞

−−









+
−=

0

1
1

1
2

1     ,
2

1 λλ
λ
λ

π
λ drJe

u

um
H hzuT

r       0z ≥   (2.35) 

 

( )      ,
4 0

2)(

1

10
∫
∞

+−−+−

















+
−

+−= λλλ
λ
λ

π
λλ drJe

u

u
e

m
H o

hzhzT
z         0z ≤   (2.36) 

( )∫
∞

−−









+
−=

0 1

3
1     ,

2
1 λλ

λ
λ

π
λ drJe

u

m
H o

hzuT
z                            0z ≥    (2.37) 

 

onde ( ) 1

2/12
1

2 uk =+λ . 
 
As expressões (2.32) a (2.37) estão em acordo com as suas análogas obtidas 
por Kaufman e Keller (1983), a não ser pelo sinal diferente em função de 
adotarmos tie ω  e estes autores trabalharem com tie ω− . 
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CAPÍTULO 3 - DEDUÇÃO DOS CAMPOS GERADOS POR UMA LOOP DE 
CORRENTE,  DE GEOMETRIA CIRCULAR, SITUADA NA SUPERF ÍCIE DE 
UM SEMI-ESPAÇO CONDUTOR HOMOGÊNEO 

 

 

Neste Capítulo, são determinados os campos elétrico e magnético totais 
gerados por fonte transmissora finita, circular, situada na superfície de um 
semi-espaço condutor homogêneo. As expressões determinadas servem de 
insumo na determinação dos campos gerados por fonte de corrente quadrada e 
por espiras de corrente induzidas no interior do semi-espaço condutor, cuja 
integração desses últimos, sobre o semi-espaço, resulta nas expressões dos 
campos totais observados no receptor.  
 

 

3.1 EQUAÇÃO DIFERENCIAL 
 

 

Supondo a variação temporal descrita por eiωt, a equação diferencial para o 
potencial vetor πr  (do tipo elétrico) associado à loop de corrente (Figura 3.1) 
situada a uma altura h da superfície terrestre, vem dada por: 

 

( ) −=−∇    22 πrk          ( )dssRR
i

ueI ti
T )(

ˆ 
0

0
rr

−














+
δ

ωεσ
γ

ω

                           (3.1) 

 
com  ( )ωεσωµ iik +=2 , sendo ( ))(sRR o

rr
−δ  a função delta de Dirac conforme 

usualmente definida, e a integração sendo realizada sobre a distribuição da 
corrente elétrica na fonte (loop), sendo o vetor unitário γû  tangente à loop no 

ponto determinado por )(sRo

r
, percorrendo o circuito no sentido horário para 

garantir o sentido positivo do eixo-z para baixo. Preservou-se, na expressão 
(3.1), o termo eiωt por conveniência, para uso futuro na determinação da 
solução particular. 

 

 
Figura 3.1: Loop circular de corrente acima do semi-espaço condutor, com altura z = -h 

∫ fonte
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A densidade de corrente nos pontos da loop transmissora é simétrica em 
relação ao eixo vertical que passa no seu centro, tendo constante o módulo da 
densidade de corrente, variando apenas a direção e o sentido da corrente em 
cada ponto - simetria circular. Esta mesma simetria se aplica às correntes 
induzidas no interior do semi-espaço condutor homogêneo. 
 
Deve-se atentar para o fato de que o operador Laplaciano 2∇ , aplicado a um 
potencial vetor genérico ( )zr AAAA ,, ϕ

r
, possui as seguintes componentes 

vetoriais: 
 

[ ]A
r

2∇ 








∂
∂−−∇= ϕϕ

A
rr

A
Au r

rrr 22
2 2

ˆ ,                                                             (3.2) 

 

[ ]A
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2∇ 
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∂+−∇= rA
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A
Au

ϕ
ϕ

ϕϕϕ 22
2 2

ˆ ,                                                            (3.3) 

 
[ ]A

r
2∇ ( )zzz Au 2ˆ ∇= ,                                                                                          (3.4) 

 
Sabe-se (PATRA; MALLICK, 1980, p. 62) que o potencial de Hertz πr  tem, 
neste caso, apenas a componente em ϕ , em coordenadas cilíndricas, variando 
somente com (r, z) em conseqüência da simetria, podendo-se escrever, 
portanto, a equação de Helmholtz, admitindo-se que ϕϕππ uzr ˆ),(=r

, na seguinte 

forma: 
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δ
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                           (3.5) 

 

onde a integração circuital (sobre a fonte) dever ser feita no sentido horário. 

 
 
3.2 SOLUÇÃO DA EQUAÇÃO HOMOGÊNEA 
 

 

Tem-se para a equação homogênea: 
 

02
2

2 =−−∇ ϕ
ϕ

ϕ π
π

π k
r

                                                                                      (3.6) 

 
onde, em coordenadas cilíndricas, com ),( zrϕϕ ππ = , tem-se 

 

0
11 2
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2
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 +−
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂

ϕϕϕϕ ππππ k
rzrrr

.                                                    (3.7) 

∫ fonte
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Adotando a expansão da solução geral em termos com variáveis separadas, do 
tipo 
 

( ) )(zZrR=ϕπ ,                                                                                                 (3.8) 

 
obtem-se, de modo análogo ao que foi feito no Capítulo 2 (equação 2.6): 
 

0
1111 2
22

2

2

2

=






 +−++ k
r

Z
dz

d

Z
R

dr

d

rR
R

rd

d

R
.                                                  (3.9) 

 
Podem-se separar, então, as equações independentes quanto às variáveis 
envolvidas, fazendo: 
 

a) 22
2

21
kZ

dz

d

Z
+= λ           (3.10) 

b) [ ] 0122
2

2
2 =−++ RrR

dr

d
rR

rd

d
r λ ,                                                           (3.11) 

 
onde foi introduzido o parâmetro λ, arbitrário quanto à espécie e ao seu valor. 
As soluções são, então, quaisquer combinações lineares do tipo: 
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                                                                                         (3.12) 

 







=
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zk
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22

22

λ

λ

                                                                                                (3.13) 

 
Em (3.12) exclui-se a solução )(1 rY λ  por divergir na origem, e em (3.13) 
excluem-se as combinações lineares que levam a soluções do tipo {cosh (pz), 
senh (pz)}, devido à obrigatoriedade de convergência da função para 0, quando 
z vai pro infinito ( ±∞→z ). O parâmetro λ, dado o seu grau de liberdade, pode 
ser inclusive contínuo em (3.12) e (3.13). Desta forma, vamos escrever uma 
solução geral bem comportada, na origem e no infinito, consistindo de infinitas 
combinações lineares sobre o intervalo do continuum de valores reais de λ , 
descritas através da integral 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫
∞

+−+






 +=
0

1

2222

, λλλλπ λλ
ϕ drJeBeAzr

zkzk
                                    (3.14) 

 
na qual observa-se que basta adotar a variação de λ  desde 0  a ∞+ , posto 
que a função )(1 rJ λ  é ímpar e o intervalo ∞−  a 0 não gera novas funções. 

 
O espaço é, então, subdividido em duas regiões: 
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a) Região acima da superfície terrestre onde acha-se situado o plano 
horizontal contendo a loop (região-0); 

 
b) Região abaixo da superfície terrestre (região-1); 

 
podendo-se, então, escrever os respectivos potenciais: 
 

( ) ( )( ) ( )∫
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++=
0
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λλλπ λ
ϕ drJeA hzk                                                       0≤z      (3.15) 
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∫
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++−=                                                     0≥z      (3.16) 

 
Os respectivos campos são determinados através das relações seguintes 
(PATRA; MALLICK, 1980, p. 13-14) para fonte constituída por fluxo de corrente 
elétrica: 
  

( )ϕϕ ππ rrr
⋅∇∇+−= 2kE   ,                                                                                 (3.17) 

 

ϕπ
ωµ

rr
×∇=

i

k
H

2

   .                                                                                          (3.18) 

 

 

3.3 SOLUÇÃO DA EQUAÇÃO INOMOGÊNEA OU DETERMINAÇÃO DO 
CAMPO PRIMÁRIO (OU TERMO-FONTE) 
 

 

Uma solução particular para um termo-fonte elementar correspondente à 
equação diferencial (3.1), de acordo com a Figura 3.2, vem dada por: 

 

( ) '4

'
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p kR

p ωεσπ
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r
r

                                   (3.19) 

 
onde o momento diferencial de dipolo elétrico vem dado por 
 

sdIsdeIp T
ti

To

rrr ==  ω    e   2/122 ])('[' hzrR ++= .           (3.20) 
 
Doravante, será introduzida a função elementar 
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A função (3.19) pode ainda ser escrita em formulação integral, ficando da 
seguinte forma (STRATTON, 1941, p. 576, eq. 17) em um ponto de 
coordenadas cilíndricas (r,z,ϕ): 
 

∫
∞ ++−

+
=

0

022
)(

22

λλλ
λ

δπδ
λ

drJ
k

e
q

hzk

Tp

rr
.                (3.22) 

 
Pelas Figuras 3.2 e 3.3, a seguir, percebe-se que o vetor potencial pπr  possui 

somente componente em ϕ  pela simetria circular do problema, conforme 
passa-se a demonstrar. 
 
Tem-se para um ponto P(r,z,ϕ) a seguinte situação mostrada na Figura 3.2. 
 
 

 
Figura 3.2: Representação da loop circular de corrente e o ponto de observação P(r, z, ϕϕϕϕ) 

 

 
Os elementos de corrente nos pontos s e s’ da espira, simétricos em relação ao 
plano vertical contendo T-P(r,z,ϕ), irão contribuir no ponto P(r,z,ϕ) através dos 
potenciais vetores pπδ r

mostrados na Figura 3.3, de acordo com a expressão 

(3.19). 
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Figura 3.3: Representação em planta da contribuição no ponto P(r,z,ϕϕϕϕ), devida a dois elementos de 

corrente simétricos em relação ao plano vertical T-P(r,z,ϕϕϕϕ) 

 
Tem-se, portanto, somando as contribuições simétricas de s e s’, somente a 
componente negativa em ϕ , dada por 
 

γδπδπ ϕ cos2 pp
−= , sendo    γdRds T=        (3.23) 

 
Fazendo-se a integração em γ, verifica-se haver apenas componente em ϕ, 
negativa, obtendo-se para o potencial 

pϕπ : 
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onde  
 

( ) 2/122 cos2' γrRrRr TT −+=  .             (3.25) 
 
A segunda integral em (3.24) pode ser reescrita utilizando a técnica de 
integração por partes. 
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Logo: 
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No caso d.c. (ω = 0), a expressão (3.29) torna-se: 
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De acordo com a relação dada em Watson (1966, p. 389, para µ  =  υ  = 1), a 
integral dupla em (3.30) pode ser expressa como  
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Logo, (3.30) pode ser reescrita como: 
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Para obter a expressão (3.29), em que ω ≠ 0, basta substituir em (3.32) λ  por 

22 k+λ   na exponencial, σ  por ωεσ i+ , multiplicar o integrando por 
22 k+λλ  e devolver tie ω , segundo Stratton (1941). Procedendo desta forma, 

tem-se 
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Observação : a expressão (3.33) pode ser obtida partindo da lei de Biot-Savart, 
para a componente Br do campo magnético, através da integração direta 
(MACHADO, 2006). 
 
Deve-se preservar a seguinte relação matemática a ser usada oportunamente: 
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No cálculo dos campos a partir do uso das relações (3.17) e (3.18), deve ser 
levado em consideração que: 
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( ) ( )ϕϕϕ πππ r
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∂
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∂
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                                                              (3.36) 

 
e, ainda, a identidade (IRVING; MULLINEUX, 1959, p. 131) 
 

( )[ ] ( )xJxxJx
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Tendo, portanto, para os campos primários: 
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obtendo-se 
 

( ) ( ) ( ) ( )∫
∞

++−

+
=

0
2/12

0
2110

2/12
0

2

2
 λ

λ
λλλωµ λ

ϕ d
k

rJRJe
RI

iE T
khzTT

p
                             (3.42) 

( ) ( ) ( ) ( ) λ
λ

λλλλ d
k

rJRJe
RI

H T
khzTT

zp 2/12
0

2

2

0

01

2/12
0

2

2 +
−= ∫

∞
++−                                 (3.43) 

( ) ( ) ( )∫
∞

++−±=
0

11

21
2
0

2

2
λλλλλ drJRJe

RI
H T

khzTT
rp

/

, 0≤≤− zh   (com sinal -)        (3.44) 

   hz −≤   (com sinal+) 
 
Os sinais + e – que aparecem em (3.44) requerem que seja nula a função 
resultante no plano da fonte, z = - h, para manter a continuidade da função. 
Isso realmente acontece para TRr ≠ , visto que 
 

( )∫
∞

=
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11 /)()( TT RrdrJRJ δλλλλ          (3.45) 

 
onde ( )TRr /δ  é a função delta de Sommerfeld (SOMMERFELD, 1949, p.111), 
definida como 
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Verifica-se que a função delta de Sommerfeld ( ) ( )TT Rr
r

Rr −= δδ 1
/ , onde 

( )TRr −δ  é a função delta de Dirac. 
 
A convergência da função (3.44) quando r = TR  requer uma redefinição da 
corrente na loop transmissora, substituindo-a por 
 

)')('('' hzRrJdzdRJdSJI TTTTTT +−===          (3.47) 
 
onde JT é a densidade de corrente suposta constante e r’ e z’ são variáveis 
com valores muito próximos de TR  e –h.  
 
Calcula-se o seguinte limite em um ponto da própria loop transmissora 
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Pode-se estimar o valor de (3.49) reunindo muitos termos, todos positivos, 
somados sobre um intervalo contínuo na vizinhança de r = TR , escrevendo a 
seguinte relação 
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[ ] 01).(
2
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3.4 POTENCIAL VETOR πr  COMPLETO NAS REGIÕES DIFERENCIADAS 
 

 

a) Na região 0≤z , a solução geral resulta da combinação linear da solução da 
homogênea com a solução dada pelo termo-fonte. Então: 
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                                                                                                         0≤z     (3.52) 
 

b) Na região em que 0≥z , basta a solução da equação homogênea capaz de 
convergir para zero quando ∞→z , visto que não há fonte nesta região. Então, 
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=1
ϕπ  ( ) ( )( ) ( ) λλλ λ drJeB khz

∫
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          0≥z               (3.53) 

 

 

3.5 CONDIÇÕES DE CONTORNO 
 

 

As condições de contorno são a continuidade das componentes tangenciais 
dos campos elétrico e magnético ( )rHE ,ϕ  na interface de separação entre as 

zonas diferenciadas, descrita por 0=z . Das equações (3.17) e (3.18), e (3.35) 
e (3.36), adotando-se daqui em diante 0µµ = , tem-se que: 
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ϕϕ ωµ
π

ωµ
E

zizi

k
H r ∂

∂=
∂
∂−=

00

2 1
                                                                    (3.55) 

 
As expressões (3.54) e (3.55), aplicadas às (3.52) a (3.53), levam a: 
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                       0≤≤− zh   (com sinal -)         (3.58) 
  hz −≤   (com sinal +) 
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k
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r 1
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2/12
1
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2
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2/12
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∫
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++−+=                   0≥z     (3.59) 

 
Fazendo as substituições dos valores das variáveis no contorno definido por 

0=z , e igualando os coeficientes que multiplicam ( ) λλ drJ1  no integrando, 

tem-se: 
  

a) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) 2/12

1
22/12

0
2

2/12
0

2

1
2
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2
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210 2

 khkh
T
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T
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RJeI

R
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+
λλλ

λ
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b) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2/12
1

22/1222/122 2/12
1

2
1

2
12/122

2

12
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o
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o
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T ekB
i

k
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i

k
eRJI

R
oo +−++− +=+−− λλλ λ

ωµ
λ

ωµ
λλ

                       (3.61) 
 
 
Rearrumando e simplificando as expressões (3.60) a (3.61), e representando, 

( ) ( ) N
k

RJI
R

k

i

o

TT
To =

+







−

2/12212
1 2 λ

λλωµ
, ( ) 1

2/12
1

2 uk =+λ  e  desprezando 

( ) ooik εµω 22
0 =  no confronto com 2λ  no integrando, para os valores de ω  

considerados, tem-se: 
 

( )[ ] [ ] λλ hhuh eNBeAekk −− −=− 10
2
1

2
0

1/                                                            (3.62) 

( )[ ] λλ

λ
hhuh

eNB
u

eAekk −− =






+ 1
1

0
2
1

2
0

1/                                              (3.63) 

 
Subtraindo (3.63) de (3.62) obtém-se: 

 

( )λ

λ
λ −










+
= 1

1
1 2 uhe

u
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Substituindo (3.64) em (3.62), tem-se: 
 

λ

λ
λ he

u

u

k

k
NA 2
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1
2
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2
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+
−

=                                                                               (3.65) 

 

 

3.6 EXPRESSÕES FINAIS DOS CAMPOS 
 

 

Tem-se pela (3.18) e (3.36) que 
 

 ( )ϕπ
ωµ

r
rri

k
H

o
z ∂

∂= 12

                                                                                   (3.66) 

 
a) Solução da equação homogênea, fazendo uso da (3.66) e (3.37) 
 

( ) ( ){ } ( ) λλλ
ωµ

λ drrJeA
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k
H hz
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                                    (3.67) 
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∞
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2
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λ drJeA

i
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 35 

 
de modo inteiramente análogo, podendo-se escrever: 
 

( ) ( ) ( ) λλλλ
ωµ

drJeB
i

k
H hzu

zH ∫
∞

+−=
0

01
0

2
11 1                                                0≥z     (3.69) 

 
b) Solução da equação inomogênea ou termo-fonte 
 

( ) ( ) λλλλλ drJRJe
RI

H T
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0

01
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c) Solução geral 
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u
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Sintetizando todas as componentes: 
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2 0
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1
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( ) ( )∫
∞
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+
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1
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2
1   ,1 λλλ

λ
λ λ drJRJe

u
RIH oT

hzu
TTz                   0≥z  (3.78) 

 
 
As expressões (3.73) a (3.78) estão em acordo com as suas análogas obtidas 
por Ward e Hohmann (1988) para fonte e receptor na superfície do semi-
espaço condutor homogêneo, a não ser pela diferença de sinal em função da 
definição, por estes autores, de ωµσik −=2 . 
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CAPÍTULO 4 - DEDUÇÃO DOS CAMPOS GERADOS POR UMA LOOP DE 
CORRENTE, DE GEOMETRIA QUADRADA, SITUADA NA SUPERFÍ CIE DE 
UM SEMI-ESPAÇO CONDUTOR HOMOGÊNEO 

 
 
 
Este Capítulo consiste da dedução dos campos gerados por uma loop de 
corrente, de dimensão finita, quadrada, situada na superfície de um semi-
espaço condutor homogêneo. Para cumprir este objetivo, decompõe-se a loop 
quadrada em uma loop circular e quatro dipolos magnéticos situados nas 
quinas do quadrado, de modo que, desprezando o acoplamento 
eletromagnético diante das baixas freqüências de operação, tem-se uma 
configuração próxima da loop de corrente quadrada a distâncias não muito 
vizinhas da loop. A Figura 4.1 mostra essa idéia. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 4.1: Loop quadrada de corrente decomposta em uma loop circular e quatro dipolos 
magnéticos verticais elementares (em cor preta) 

  
Percebe-se que a parcela da corrente advinda dos dipolos magnéticos que 
percorre parte da circunferência cancela-se com a corrente advinda da loop 
circular, de modo que, assim, na soma tem-se a corrente percorrendo uma 
trajetória quadrada. 
 

 

4.1 EXPRESSÕES DOS CAMPOS ELÉTRICO E MAGNÉTICO 
 

 

Seguindo este raciocínio para obtenção dos campos elétrico e magnético 
devido à loop quadrada, basta fazer a soma dos campos gerados pela loop 
circular (Capítulo 3) com os gerados pelos quatro dipolos magnéticos (Capítulo 
2). Abaixo seguem as expressões destes campos para as regiões acima (z ≤  
0) e abaixo (z ≥  0) da superfície de um semi-espaço condutor homogêneo, no 
caso do transmissor situado na superfície deste semi-espaço; observando-se a 

notação ( ) ,
2/12

1
2

1 ku += λ   σωµoik =2
1   e  ti

ToT eII ω= . 

 

 

 

 

 

 

RT 
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a) Loop circular de raio TR : 
 

a.1) Para 0≤z : 
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a.2) Para 0≥z : 
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b) 4 dipolos magnéticos verticais: 
 
b.1) Para 0≤z : 
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b.2) Para 0≥z : 
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onde: 

QTTTT mRRIm 






 −=






 −=
16

4

4
22 ππ

 (momento magnético de um dipolo na quina 

do quadrado)     (4.13) 
 

2 4 TTQ RIm =  (momento de dipolo magnético associado ao quadrado)  (4.14) 

 

( ) 4 3, 2, ,1      ,cos2
2/122 =−+= jrqqrr jj θ       (4.15) 
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−
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π
  (distância do centro do círculo a posição do baricentro da  

         área do dipolo)        (4.16) 
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          (4.17) 

 
em que Ψ  é o azimute do sistema de coordenadas da loop quadrada e q é a 
distância do baricentro da área dos dipolos complementares ao centro do 
círculo (cálculo no Apêndice A). 
 

 

4.2 CÁLCULO DAS LINHAS DE ISOVALORES DO CAMPO ELÉTRICO 
 

 

Para cálculo das linhas de isovalores do campo elétrico para o caso de uma 
loop quadrada, utilizou-se a expressão do campo elétrico devido à loop circular 
somada com o campo elétrico gerado pelos quatro dipolos magnéticos nas 
quinas.   
 
Adiante segue uma série de figuras referentes a este cálculo que trazem uma 

vista de planta do módulo do campo elétrico normalizado por 
2r

mQ
oωµ , para 
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diferentes profundidades de observação z. Considerou-se um semi-espaço 
condutor com número de indução ( ( ) r2/1

0 2/ωσµθ =  ) igual a 1,0.  
 

Percebem-se, na Figura 4.2, os pontos de máximo em vermelho referentes às 
posições dos quatro dipolos magnéticos verticais. A tendência de apresentar 
linhas de campo em forma quadrada também é perceptível e deve-se chamar a 
atenção para o arredondamento das mesmas à medida que se afasta da 
posição central do transmissor por distâncias superiores a 2 TR . A fonte vem 
ressaltada com um quadrado em preto (Figuras 4.2 a 4.5). 

 
 

 
Figura 4.2: Curvas de nível (isovalores) do campo elétrico (ou linhas de corrente) para z =  0 

)cos()/(/ ψTT RrRx =
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Figura 4.3 Curvas de nível (isovalores) do campo elétrico (ou linhas de corrente)  para z = TR  

 
 

 

Figura 4.4: Curvas de nível (isovalores) do campo elétrico (ou linhas de corrente) para z =  2 TR  

 
 
 

)cos()/(/ ψTT RrRx =

)cos()/(/ ψTT RrRx =

Loop quadrada: h = 0, z = RT  e  θ = 1,0 

Loop quadrada: h = 0, z = 2RT  e  θ = 1,0 
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Figura 4.5: Curvas de nível (isovalores) do campo elétrico (ou linhas de corrente) para z =  3 TR  

 

)cos()/(/ ψTT RrRx =

Loop quadrada: h = 0, z = 3RT  e  θ = 1,0 
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CAPÍTULO  5 - DEDUÇÃO DOS CAMPOS GERADOS POR UMA ESPIRA DE 
CORRENTE INDUZIDA NO INTERIOR E NA SUPERFÍCIE DE UM SEMI-
ESPAÇO CONDUTOR HOMOGÊNEO POR FONTE DE GEOMETRIA 
CIRCULAR, SITUADA NA SUPERFÍCIE DESTE SEMI-ESPAÇO 

 

 

Este Capítulo trata da determinação dos campos elétrico e magnético gerados 
por espiras de corrente induzidas no semi-espaço condutor por uma fonte 
externa, finita, circular, estendida na superfície do semi-espaço condutor. 
Esses campos são utilizados, mais adiante, no cálculo da contribuição 
individual de uma espira de corrente, buscando-se a espira (ou zona de 
espiras) de maior relevância para a formação do sinal medido no receptor. 
Ainda com esses campos, será possível determinar o efeito do acoplamento 
eletromagnético entre uma dada espira e as demais espiras de corrente 
existentes. 
 
Neste Capítulo, concentra-se no estudo das espiras de corrente induzida por 
fonte externa de forma circular, o que não é limitativo ao uso prático do 
resultado obtido.  Isso porque, conforme visto no Capítulo 4, mesmo sendo o 
transmissor uma loop de geometria quadrada, as linhas de corrente formam 
espiras aproximadamente circulares, já a distâncias maiores do que um lado do 
quadrado. Na prática, opera-se fazendo medidas a distâncias bem maiores do 
que esta em relação ao centro da loop quadrada. 
 

 

5.1 EQUAÇÃO DIFERENCIAL 
 

 

Supondo a variação temporal descrita por eiωt, a equação diferencial para o 
potencial vetor πr  associado à espira de corrente, mostrada na Figura 5.1, vem 
dada por: 

 

( ) −=−∇    22 πrk           ( )dssRR
i

udzdrE oo )(
ˆ 

0

1 rr
−















+
δ

ωεσ
σ γϕ                    (5.1) 

 
com a integração sendo realizada sobre a fonte (espira de corrente). Neste 
Capítulo, denota-se a corrente fonte por 
 
 oooo dzdrEzr 1),( ϕσ=ℑ=ℑ ,             (5.2) 

 
onde 1

ϕE  vem dada por (3.74), com z = zo e h = 0, e mantém-se análogo 

significado para os demais parâmetros e funções usados no Capítulo 3. 
 
 
 

∫fonte
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Figura 5.1: Espira de corrente induzida no interior do semi-espaço condutor, devida ao campo 

elétrico gerado por T 

 
Os pontos sobre uma espira de corrente induzida, descritos pelo vetor )(sRo

r
, 

possuem simetria circular em relação ao eixo vertical que passa no centro da 
loop transmissora, correspondendo a uma densidade de corrente com módulo 
dependente apenas das coordenadas cilíndricas ( )zr , .  
 
Sabe-se (PATRA; MALLICK, 1980, p. 52) que o potencial de Hertz πr  tem 
apenas a componente em ϕ , em coordenadas cilíndricas. Neste caso, de 
modo análogo ao que foi feito no Capítulo 3, escreve-se uma equação de 
Helmholtz semelhante à (3.5), dada por  
 

−=







−−∇ ϕ

ϕ
ϕϕ π

π
π 2

2
2ˆ k

r
u            ( )dssRR

i

u
)(

ˆ 
0

rr
−









+
ℑ

δ
ωεσ
γ                             (5.3) 

 
onde ℑ  tem o mesmo valor sobre uma espira, mas varia quando se vai de uma 
para outra espira. 
 

Conforme mostrado no Capítulo 3, a orientação do eixo-z, positiva para baixo, 
obriga que a integração de linha indicada em (5.3) seja realizada ao longo da 
trajetória circular no sentido horário. 
 
 

 

 

z 

0 

∫fonte
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5.2 SOLUÇÃO DA EQUAÇÃO HOMOGÊNEA 
 

 

Analogamente ao que foi feito no Capítulo 3, escreve-se uma solução geral 
para a equação homogênea, bem comportada na origem e no infinito, 
consistindo de infinitas combinações lineares sobre o intervalo do continuum de 
valores reais de λ , descritas através da integral 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫
∞

+−+






 +=
0

1

2222

, λλλλπ λλ
ϕ drJeBeAzr

zkzk
.                                     (5.4) 

 
Subdivide-se o espaço em três regiões: 

 
a) Região acima da superfície terrestre (região-0); 

Na qual ( ) ooik εµω 22
0 = , que será desprezado no confronto com 2λ  no 

integrando, para os valores de ω  considerados; 
b) Região entre a superfície terrestre e o plano horizontal contendo a espira 

(região-1); 
c) Região abaixo do plano da espira (região-2); 

 
podendo-se, então, escrever os respectivos potenciais: 
 

( ) ( ) ( )∫
∞

−=
0

10
0 0 λλλπ λ
ϕ drJeA zz                                                              0≤z        (5.5) 
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( ) ( ) ( ) ( ) λλλπ λ
ϕ drJeB
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2
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2
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∫
∞

−+−=                                            zhz ≤+ δ0      (5.7) 

   
onde hδ  é um pequeno acréscimo a 0z , suficiente para garantir que a fonte 

encontra-se integralmente na região – 1. Os respectivos campos são 
determinados através das relações seguintes (PATRA; MALLICK, 1980, p. 13-
14) para fonte constituída por fluxo de corrente elétrica: 
  

( )ϕϕ ππ rrr
⋅∇∇+−= 2kE                                                                                       (5.8) 

ϕπ
ωµ

rr
×∇=

i

k
H

2

                                                                                                (5.9) 
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5.3 SOLUÇÃO DA EQUAÇÃO INOMOGÊNEA OU DETERMINAÇÃO DO 
CAMPO PRIMÁRIO (OU TERMO-FONTE) 
 

 

Uma solução particular para um termo-fonte elementar correspondente à 
equação diferencial (5.1), analogamente ao que foi feito no Capítulo 3, vem 
dada por: 
 

∫
∞ −+−
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λλλ
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λ

drJ
k

e
q

ozzk
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onde 
 

( )ωεσπ
δ

i

p
q

+
=

4

r
r

              (5.11) 

 
( ) sdzrp oo

rr
,ℑ=             (5.12) 

 
Pelas Figuras 5.2 e 5.3, a seguir, pode-se perceber que o vetor potencial pπr  

possui somente componente em ϕ  pela simetria circular do problema. 
  
Tem-se para um ponto P(r,z,ϕ) a seguinte situação mostrada na Figura 5.2. 
 

 
Figura 5.2: Representação da espira circular de corrente induzida e o ponto de observação          

P(r, z, ϕϕϕϕ) 

 

Os elementos de corrente nos pontos s e s’ da espira são simétricos em 
relação ao plano vertical contendo T-P(r,z,ϕ)  e contribuem no ponto P(r,z,ϕ) 
com os vetores pπδ r

mostrados na Figura 5.3. 
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Figura 5.3: Representação em planta da contribuição no ponto P(r,z,ϕϕϕϕ), devida a dois elementos de 

corrente simétricos em relação ao plano vertical T-P(r,z,ϕϕϕϕ) 

 
Tem-se, portanto, somando as contribuições simétricas de s e s’, somente a 
componente negativa em ϕ , dada por 
 

γδπδπϕ cos2 pp
−= ,     sendo    γdrds o=                (5.13) 

 
Fazendo-se a integração em γ, verifica-se haver apenas a componente em ϕ , 
obtendo-se para o potencial 
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onde 
 

 ( ) 2/122 cos2' γrrrrr oo −+=  .                  (5.15) 
 
Repetindo os passos seguidos no Capítulo 3, chega-se a   
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obtendo-se para as componentes não-nulas dos campos primários (região-1): 
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com sinal (+) e (-), respectivamente, para 0zz <  e 0zz > . Aqui, com maior 
razão, a integral dada em (5.19) é nula no plano z = zo para qualquer valor de r. 
A demonstração desse fato para r = ro segue de modo inteiramente análogo ao 
que foi feito no Capítulo 3. 
 

    

5.4 POTENCIAL VETOR πr  COMPLETO NAS REGIÕES DIFERENCIADAS 
 

 

1) Na região-0, com 0≤z , o potencial vetor vem dado apenas pela solução 
(5.5) da equação homogênea; 

 
2) Na região-1, em que hzz δ+≤≤ 00 , a solução geral resulta da 

combinação linear da solução da homogênea (5.6) com a solução dada 
pelo termo-fonte (5.16), resultando em 
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 (5.20) 
 
3) Na região-2, em que hzz δ+≥ 0 , a solução vem dada apenas pela 

solução (5.7) da equação homogênea. 
 

 

5.5 CONDIÇÕES DE CONTORNO 
 

 

As condições de contorno são a continuidade das componentes tangenciais 
dos campos elétrico e magnético ( )rHE ,ϕ  nas interfaces de separação entre as 

zonas diferenciadas descritas por 0=z  e hzz δ+= 0 . Das equações (5.8) e 

(5.9), e (3.35) e (3.36), obtem-se 
 



 

 

 49 

ϕϕ π2kE −=                                                                                                    (5.21) 

ϕϕ ωµ
π

ωµ
E

zizi

k
H r ∂

∂=
∂
∂−=

00

2 1
                                                                    (5.22) 

 
As expressões (5.21) e (5.22), aplicadas às (5.5), (5.7) e (5.20), levam a: 
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com sinais (+) e (-), respectivamente, para 00 zz ≤≤  e hzzz δ+≤≤ 00 . 
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Fazendo as substituições dos valores das variáveis nos contornos definidos por 

0=z  e hzz δ+= 0 , e igualando os coeficientes que multiplicam ( ) λλ drJ1  no 

integrando, tem-se 
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Rearrumando e simplificando as equações (5.29) a (5.32), e representando 
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2 uk =+λ , e fazendo o limite 

quando 0→hδ , tem-se: 
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λλ

                                 (5.34) 

                                                   NBBA −=−+ 211                                        (5.35) 
                                                   NBBA =+− 211                                          (5.36) 
 
Combinando (5.35) com (5.36), obtém-se: 
 

     NBB =− 12                                          (5.37) 

            01 =A                                           (5.38) 
 

                           ( )[ ] [ ] 10100
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2
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2
0 / uzuzz eNBeAekk −− =−λ                                   (5.39) 
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                    ( ) [ ] 10100
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Das (5.39) e (5.40), obtém-se: 
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ou seja, 
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ou, finalmente, 
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Observação : Quando não se fizer de partida a aproximação λ≅ou , deve-se 

manter ( ) 2/122
oo ku += λ  no lugar de λ  nas expressões dos coeficientes (5.45) a 

(5.48) e nas exponenciais em (5.5), (5.23), (5.26) e (5.51), sendo que em (5.26) 
também no lugar do fator  λ multiplicativo no integrando. Entretanto, não sofre 

alteração λ  do numerador de ( ) 2/12
1

2 k+λ
λ

 multiplicando o integrando em (5.16). 
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5.6 EXPRESSÃO DE ZH  
 

 

Tem-se pela (5.9) e (3.36) 
 

 ( )ϕπ
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r
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k
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o
z ∂

∂= 12

                                                                                   (5.50) 

 
e, então, 
 
a) Solução da equação homogênea (fazendo uso da (5.50), (3.37) e (5.5)) 
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e, de modo inteiramente análogo, trabalhando com (5.6) e (5.7), obtem-se 
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b) Solução da equação inomogênea ou termo-fonte 
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c) Solução geral 
 

( ) ( ) ( ) λλλλ
ωµ

λ drJeA
i

k
H zz

z ∫
∞

−=
0

00
0

2
00 0                                                     0≤z  (5.55) 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )∫∫
∞

−−−
∞

−− ++
ℑ

−=
0

011
0

2
1

1

2

0

01
1 010101

2

 λλλλλ
ωµ

λλλλ drJeBeA
i

k
d

u
rJrJe

r
H zzuzzu

o
zzuo

z

                                 hzz δ+≤≤ 00         (5.56) 

 

( ) ( ) ( ) λλλλ
ωµ

drJeB
i

k
H zzu

z ∫
∞

−−=
0

02
0

2
12 01                                  zhz ≤+ δ0        (5.57) 

 



 

 

 53 

onde 0A , 1A , 1B  e 2B  vêm dados pelas (5.45) a (5.48), subsidiadas por (5.49). 
 

 

5.7 EXPRESSÕES DOS CAMPOS MAGNÉTICO E ELÉTRICO  
 

 

As expressões deduzidas para os campos devidos à espira de corrente de 
tamanho finito, de forma circular, situada no interior do semi-espaço condutor, 
não se acham disponíveis na literatura. Por esta razão, ao escrevê-las vamos 

preservar sem aproximação o número de onda ( ) 2/122
oo ku += λ : 

 
a) Região – 0, na qual 0≤z  
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b) Região - 1, na qual  ozz ≤≤0  
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c) Região – 2, na qual zzo ≤  
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As expressões (5.58) a (5.66) por não possuirem análogas na literatura não 
podem ser comparadas. No entanto, é possível testar a sua autoconsistência, 
através de uma permutação do semi-espaço de ar livre com o semi-espaço 
condutor chegando-se às mesmas expressões (3.73) a (3.78), conforme vem 
demonstrado no Apêndice B. 
 

 

5.8 DETERMINAÇÃO DA CONTRIBUIÇÃO DO ACOPLAMENTO 
ELETROMAGNÉTICO ENTRE AS ESPIRAS INDUZIDAS PARA A 
COMPONENTE RADIAL DO CAMPO MAGNÉTICO NO RECEPTOR 
 

 

Para a determinação da contribuição do acoplamento eletromagnético entre as 
espiras induzidas no meio condutor, vamos partir da expressão da componente 
radial do campo magnético, com ponto de observação em z = 0, gerado por 
uma espira de corrente induzida no interior de um semi-espaço condutor 
homogêneo, por fonte finita circular, situada na superfície deste semi-espaço, 
determinada no item anterior por (5.62), dada por 
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onde, pela expressão da corrente elétrica gerada no lugar geométrico dado por 
(ro , zo) do interior do semi-espaço condutor por uma fonte (loop) circular de 
corrente situada na superfície (usando a expressão 3.74), tem-se: 
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                                 (5.68) 
 
onde 
 

( ) 2/12
1

2
1' ksu +=  ,                  (5.69) 

 
lembrando que ℑ  representa a corrente na espira induzida imersa no condutor 
(somando o efeito devido à fonte externa e a todas as demais espiras) e que a 
corrente da loop transmissora é TI , enquanto o raio do transmissor é TR  e o da 
espira induzida é ro. 
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A expressão (5.67) com todos os termos substituídos vem dada por 
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A integração da expressão (5.70), sobre todos os valores de  (ro , zo), pode ser 
escrita como 
 

{ }432122
VVVV

RIi
H TTo

r +++=
σωµ

,                 (5.71) 
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Resolvendo as integrais acima, obtem-se: 
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Conforme visto em (3.45) e (3.46) 
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Desta forma, 
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Pela propriedade da função delta de Dirac, a expressão final fica: 
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Procedendo de maneira análoga para as outras integrais, obtêm-se: 
 

( ) ( )∫
∞










+
−

=
0

11
1

1

1
2

1

2

1 λλλ
λ
λ

drJRJ
u

u

u
V T ,                (5.82) 

 

( ) ( )∫
∞










+
−

=
0

11
1

1

1
3

1

2

1 λλλ
λ
λ

drJRJ
u

u

u
V T ,                (5.83) 

 

( ) ( )∫
∞










+
−

=
0

11

2

1

1

1
4

1

2

1 λλλ
λ
λ

drJRJ
u

u

u
V T .                (5.84) 

 
A expressão (5.71) incorpora a soma das contribuições de todas as espiras 
(induzidas no semi-espaço condutor) para a componente radial do campo 
magnético, levando em conta o efeito produzido sobre a corrente de cada 
espira pela fonte externa e pelas demais espiras de corrente induzida. Ela pode 
ser reescrita como: 
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ou, ainda, como: 
 

∫
∞

+
=

0

11
1

2
1

)()(
)(2

λλλλ
λ

λσωµ
drJRJ

uu
RI

i
H TTT

o
r                (5.86) 

 
Agora, toma-se a corrente definida pelo campo elétrico primário (3.42), na 
espira de coordenadas (ro , zo),  com o que se chega à seguinte expressão 
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A integração de (5.67), em or e oz , quando a corrente ℑ  corresponde à definida 
por (5.87), seguindo procedimentos análogos mostrados anteriormente, conduz 
à seguinte expressão 
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onde se verifica que há diferença entre (5.86) e (5.88) por um quociente 1u/λ  
multiplicativo no integrando da primeira.  
 
A contribuição devida às espiras induzidas para a componente radial do campo 
magnético é feita de duas maneiras: diretamente pelo campo gerado pelas 
espiras na posição do receptor; e indiretamente através da corrente induzida 
(em cada espira) pelas demais espiras. A componente radial do campo total 
medido no receptor, expressão (3.76), após fazer-se uma pequena álgebra, 
vem dada por 
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A primeira integral da expressão (5.89) é nula, de acordo com (3.45), e 
corresponde à contribuição devida apenas à loop externa transmissora. Assim, 
a componente radial do campo total é resultado somente da resposta do semi-
espaço condutor homogêneo ao estímulo eletromagnético da fonte e da 
interação (acoplamento) entre as espiras de corrente induzida (segunda 
integral de 5.89). Desta forma: 
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Sabendo que σωµoik =2  e 2

1
22

1 ku += λ , pode-se combinar estes termos e 
reescrevê-los da seguinte forma: 
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Assim: 
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onde ti

ToT eII ω=  .                     
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Esta expressão do campo total é, em módulo, igual à equação (5.88), que  
resulta da integração em ( or , oz ) da componente radial do campo magnético de 

uma espira, localizada em or  e oz , com a corrente induzida pelo campo elétrico 
primário da fonte transmissora. Isto corresponde a dizer que os dois campos 
(5.93 e 5.88) guardam a mesma densidade de energia magnética média ( eδ ), 
conceito que será desenvolvido e explorado no próximo Capítulo. 
 
Concluindo, a componente radial do campo magnético, observado na posição 
do receptor, pode ser descrito através de 4 componentes básicas: 
 

R
espr

esp
esprPr

P
rrT HHHHH ,,, +++=                                                          (5.94) 

 
onde 
 

rTH  = campo total resultante observado no receptor dado por (5.93); 
 

P
rH  = campo no receptor devido à fonte externa de corrente (nula, no presente  

caso); 
 

PrH ,  = campo no receptor devido à corrente induzida pela fonte externa nas  
espiras; 

 
esp

esprH , = campo no receptor produzido pelas correntes induzidas em cada espira 

por acoplamento das demais espiras; 
 

R
esprH , = campo na posição do receptor produzido diretamente pelas espiras de 

corrente induzidas exclusivamente por acoplamento. 
 
Tem-se, portanto, com base nas expressões obtidas anteriormente :  
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Denomina-se efeito devido ao acoplamento eletromagnético às expressões 
(5.96) e (5.97). 
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CAPÍTULO 6 - DETERMINAÇÃO DA ZONA DO SEMI-ESPAÇO CO NDUTOR 
HOMOGÊNEO DE MAIOR INFLUÊNCIA PARA A MEDIDA REGISTR ADA NO 
RECEPTOR 
 

 

Este Capítulo tem por objetivo demonstrar a existência e a delimitação da zona 
do semi-espaço condutor homogêneo de maior relevância para medidas 
realizadas com o sistema eletromagnético a multi-freqüência, através do 
isolamento do efeito individual devido a uma determinada espira para o sinal 
registrado. Reconhecendo a validade, em primeira aproximação, da “função 
Dias - Sato”, que descreve as coordenadas do centro da zona principal, para 
cada valor do número de indução, propõe-se um termo de correção. 
 

 

6.1 DETERMINAÇÃO DA FUNÇÃO QUE REPRESENTA A CONTRIBUIÇÃO 
INDIVIDUAL DE UMA ESPIRA INDUZIDA NO MEIO CONDUTOR PARA A 
COMPONENTE RADIAL DO CAMPO MAGNÉTICO MEDIDA NO RECEPTOR 
 

 

O valor final da componente radial do campo magnético observado na posição 
do receptor é função de diferentes “fontes associadas”, que podem ser 
identificadas como: 

a) ação direta da fonte externa através de campo magnético primário 
gerado na posição do receptor (cuja componente radial é nula, no 
presente caso); 

b) interação da fonte externa transmissora com o semi-espaço 
condutor, gerando um campo elétrico  dado pela equação (3.42), 
resultante da ação indutora direta do campo elétrico primário sobre o 
meio condutor e das demais espiras sobre cada espira;  

c) ação da espira induzida (campo magnético primário da espira 
induzida) – primeira parte da equação (5.62); 

d) resposta do semi-espaço condutor no ponto de observação ao ser 
excitado pelas espiras de indução (campo secundário do campo 
magnético da espira induzida) – segunda parte da equação (5.62). 

 
A ação do acoplamento eletromagnético entre as diversas espiras 
induzidas, explicitada pelas expressões (5.96) e (5.97), está presente nos 
itens c) e d), arrolados anteriormente, quando a corrente ℑ , presente em 
(5.62), é definida por (5.68). A expressão (5.68), para a corrente elétrica em 
uma determinada espira, decorre da ação direta do campo elétrico primário 
da fonte externa e da ação do acoplamento entre as demais espiras na 
geração de corrente induzida. 
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6.1.1 Adoção da parte primária da componente radial  do campo 
magnético devido a uma espira de corrente induzida 
 

 

No isolamento do efeito individual de uma espira induzida, será considerada 
somente a parte primária de Hr em (5.62). A justificativa para este 
procedimento é de dois tipos: o primeiro, conforme demonstrado a seguir, 
consistindo  no fato de que tal parte  responde pela maior parcela (81%) da 
energia magnética média observada no receptor, produzida pela distribuição de 
correntes induzidas no semi-espaço, quando se soma a contribuição de todas 
as espiras – integração em ro e zo; e o segundo,  porque deseja-se avaliar o 
efeito individual de uma espira na geração do campo total, enquanto o campo 
secundário traz a contribuição (no ponto de observação) do conjunto de outras 
espiras geradas pela primeira. Os outros 19% da densidade de energia 
magnética, na posição do receptor, são devidos ao efeito de acoplamento 
eletromagnético entre as espiras, o que constitui um fenômeno de contribuição 
coletiva, devendo, portanto, ser descartado, uma vez que se quer mensurar a 
contribuição individual de uma espira. 
 
Primeiro, toma-se a equação (5.62) com a corrente elétrica dada por (5.68). 
Escrevemos (5.62) separando as partes primária e secundária do campo 
magnético elementar, a seguir, no ponto de observação em z = 0 : 
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A integração de (6.1) em ro e zo resulta em: 
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A primeira integral de (6.2) é referente à parte primária do campo e será 
denotada como função f , e a segunda integral como função g, referente à parte 
secundária. A densidade de energia magnética média, associada a estas 
funções, comparada com aquela associada ao campo total, dado por (5.93), 
está representada na Figura 6.1. Percebe-se que a maior parte da energia 
acha-se associada ao campo primário, com cerca de 81% em relação à energia 
do campo total. 
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Figura 6.1: Densidade de energia magnética média normalizada (adimensional)  no receptor, para a 

componente radial 

 
A densidade de energia magnética média é calculada a partir das funções (6.2) 
e (5.93). Essas funções são do tipo: 
 

)sen)(cos()( titieiH ti
r ωωϑξϑξ ω ++=+=         (6.3) 

 
)sencos()sencos( ttittH r ωξωϑωϑωξ ++−=         (6.4) 

 
Para cálculo da densidade de energia magnética média (PANOFSKY; 
PHILLIPS, 2004, p. 190), definida a seguir, 
 

( )HBe
rr

⋅=
2

1δ   ,           (6.5) 

 
é necessário tomar a parte real dos campos envolvidos por se tratar de uma 
operação não-linear (PANOFSKY; PHILLIPS, 2004, p. 190). Assim, tem-se 
para a componente radial: 
 

{ } ttH r ωϑωξ sencosRe −=               (6.6) 
 

( ) [ ]ttsentsentHHHe o
r

o
ror ωωξϑωϑωξµµµδ cos2cos

222

1 22222 −+===           (6.7) 

 
onde a média temporal sobre um período de tω2cos  e tω2sen  é 1/2 para cada 
uma e 0cossen =tt ωω , resultando então 
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em que Hr é calculada normalizada como 2
3

2

θ
π
r

RI
H

TT

r
o , uma vez que o termo 

de normalização é comum às funções a serem comparadas e tem a mesma 
dimensão que Hr.   
 

 

6.1.2 Adoção do campo elétrico primário para defini ção da corrente na 
espira induzida 
 

 

Conforme demonstrado adiante, é conveniente utilizar o valor do campo 
elétrico primário gerado pela fonte externa, no interior do meio condutor, dado 
por (3.42), a ser usado (via lei Ohm) na expressão da corrente de uma espira 
induzida. A justificativa para isso reside no fato de que a integração de (5.62), 
em ro e zo, conforme feito no Capítulo 5, com ℑ  substituído por pℑ  dado por 

(5.87), resulta em uma expressão idêntica (embora com sinal contrário) e, 
portanto, com o mesmo módulo e a mesma energia magnética, da expressão 
da componente radial do campo magnético total, dado por (5.93).  
 
Ao levar em conta somente o campo elétrico primário da fonte externa para a 
geração da corrente na espira induzida, descarta-se o efeito devido ao 
acoplamento entre as espiras como fonte “interna” de corrente induzida na 
espira em questão. Esta simplificação facilita a percepção intuitiva para isolar o 
efeito devido a uma única espira, como contribuição na geração do campo total 
medido no receptor, necessário para identificação da espira de máxima 
contribuição. 
 
Portanto, esta constatação permite adotar, na expressão (5.67) da espira 
induzida, a corrente devida ao campo elétrico primário (5.87).  
 

 

6.1.3 Determinação da contribuição elementar de uma  espira 
 

 

Em face do exposto nos itens anteriores, as expressões finais a serem 
calculadas para determinação da espira responsável pela máxima resposta do 
semi-espaço condutor são: 
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onde e

rH2δ  significa a contribuição da espira para a componente radial do 
campo magnético observado e pℑ é a corrente (primária) na espira, dada por 

(5.87). 
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Esquematicamente, pode-se representar as funções (5.87) e (6.9) da seguinte 
forma: 
 

( ) iUtitp  sencos ωω +=ℑ           (6.10) 

 
( ) iUiGFtitH e

r )(sencos2 ++= ωωδ         (6.11) 
 
Como a parte real é a que guarda significado físico, pode-se escrever as 
componentes em-fase e em-quadratura a serem calculadas: 
 

tUFtUGH e
r ωωδ sencos2 −−=           (6.12) 

 

 

6.2 DETERMINAÇÃO DA ZONA PRINCIPAL 
 

 

Pode-se reescrever a integração indicada em (6.9) como a soma de duas 
integrais , decompondo o intervalo de integração em 0 a L0 e L0 a +∞, tal que 

para λ ≥ L0  se tenha  u1 ≅ λ , com erro inferior a um dado percentual, obtendo-
se após uma simples manipulação algébrica  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )












−+
ℑ

= ∫∫
−−

∞
−

0

1

0

11

0

11
2

2

L

o
zzu

o
zope

r drJrJeedrJrJe
r

H ooo λλλλλλλλδ λλ         (6.13) 

 
Além disso, a primeira integral de (6.13) pode ser substituída por sua solução 
integral definida conforme mostrado no Apêndice C desta tese. Assim, 
transcrevendo a função (C.15) e a introduzindo em (6.13), tem-se 
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onde  
 

rr

rrz
x

o

oo

2

222 ++
= .            (6.15) 

 
Note-se que o primeiro termo em (6.14) é uma função que diverge quando 

0=oz  e 1=rro /  (prova da divergência encontra-se no Apêndice D), isso 
implicando em 1=x  (quando a espira tem raio igual à separação T-R). No 
entanto, a região de interesse deste problema inclui as espiras que passam na 
vizinhança do receptor posicionado em (r ; z = 0).  
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A divergência para infinito da primeira parte de (6.14) acontece somente na 
parte em-quadratura de e

rH2δ , já que a função divergente acha-se inserida na 
parte real da integral indicada em (6.14). A presença do termo divergente 
frustrará qualquer pretensão de observar a movimentação do máximo da 
componente em-quadratura com a mudança no número de indução. Esta 
dificuldade pode ser observada nas Figuras 6.2 e 6.3, construídas do seguinte 
modo: 
 

(i) adotando por abscissa (ro/r): a coordenada normalizada com relação 
a r, associada ao ponto em que a espira circular de raio ro corta o 
plano vertical contendo T-R, no lado em que se encontra R; 

 
(ii) adotando por ordenada (zo/r): a coordenada normalizada com 

relação a r, da profundidade da espira de corrente; 
 
(iii) parametrizando o número de indução dado por ( ) ro

2/12/ωσµθ = ; 
 
(iv) traçando curvas de isovalores da função representada, a amplitude 

em-fase (Fig. 6.2) e em-quadratura (Fig. 6.3), da componente radial 
do campo magnético calculado na posição do receptor (normalizado 

por oo
TTo dzdr

r

RI
5

2π
) devido à espira de coordenadas (ro, zo). 

 

 
Figura 6.2: Isovalores, na posição do receptor, da amplitude em-fase da componente radial do 

campo magnético ( e
rH2δ ) gerado por espira de corrente de coordenadas (ro, zo), parametrizada 

pelo número de indução 
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Figura 6.3: Isovalores, na posição do receptor, da amplitude em-quadratura da componente radial 

do campo magnético ( e
rH2δ ) gerado por espira de corrente de coordenadas (ro, zo), parametrizada 

pelo número de indução mostrando máximo fixo na posição da vizinhança abaixo do receptor 

 

Esta situação é, todavia, contornada pelo fato de que quando é somado o 
efeito de todas as espiras, a contribuição total proveniente do termo que possui 
divergência para +∞ (para a espira passando na posição do receptor) é 
cancelada pelo efeito coletivo que vem da integração do segundo termo de 
(6.14). Como as espiras contribuem com simultaneidade, isso nos permite 
descartar a priori a primeira parte de (6.14) da solução da espira no cálculo 
para identificação da espira de máxima contribuição. A prova deste argumento 
vem dada a seguir, partindo-se da seguinte decomposição  
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e
r HHH 222 δδδ +=            (6.16) 

 
onde d

rH2δ  representa o termo que possui a divergência no ponto (z0 = 0; r0 / r 

= 1) e c
rH2δ  representa a parte totalmente convergente de (6.13), identificadas 

a seguir, com a substituição de pℑ  pela (5.87) 
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onde, para fins de integração distinta, mudou-se a variável de integração λ  
para s em (6.17) e (6.18) nas integrais  explicitadas em (6.13). 
 
Somando sobre todas as espiras, integrando c

rH2δ  e d
rH2δ   em zo e ro  , 

obtem-se :  
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É importante notar que em (6.20), para λ > L0 , tem-se para a função 

0)( =− λδ s , por ser ≤≤ s0 L0  e λ≠s . Aplicando em (6.20) a propriedade da 
função delta de Dirac, para todo o intervalo de λ  entre 0 e ∞+ , obtem-se 
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Por outro lado, de modo semelhante, pode-se escrever: 
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Tendo-se finalmente: 
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Sabe-se que para λ > L0 λ≈⇒ 1u  de modo que: 
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Como (6.27) é igual a zero, pode-se somá-la à equação (6.25), resultando em 
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Somando as duas partes, (6.28) com (6.26), verifica-se que a contribuição 
coletiva cancela a contribuição do termo divergente no processo da soma, 
restando 
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Como todas as espiras contribuem simultaneamente, percebe-se que a 
contribuição total, advinda do primeiro termo em (6.14), é anulada pelo efeito 
coletivo (soma para todas as espiras) que leva ao campo resultante.  
 
Sendo assim, a nova função elementar associada a uma espira, a ser 
calculada para definição da espira de máxima contribuição, capaz de fornecer 
as coordenadas da zona de máxima contribuição para a medida da 
componente radial do campo magnético, vem dada por: 
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onde Lo cresce a um valor adequado para assegurar a precisão desejada, 
tomada aqui menor que 0,1 %. 
 
Nas Figuras 6.4 a 6.7, estão representadas as partes em-fase, em-quadratura, 
o módulo e a densidade de energia magnética média associada a (6.30) 

normalizados por oo
TTo dzdr

r

RI
5

2π
. Essas Figuras mostram curvas construídas 

seguindo o mesmo esquema de representação adotado para as Figuras 6.2 e 
6.3. 
 
 

~ 
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Figura 6.4: Isovalores da amplitude em-fase da componente radial do campo magnético ( e

rH2δ ), 
na posição do receptor, gerado por espira de corrente de coordenadas (ro, zo), parametrizada pelo 

número de indução 
 

 
Figura 6.5: Isovalores da amplitude em-quadratura da componente radial do campo magnético 

( e
rH2δ ), na posição do receptor, gerado por espira de corrente de coordenadas (ro, zo), 

parametrizada pelo número de indução 
 

~ 

~ 
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Figura 6.6: Isovalores do módulo da componente radial do campo magnético ( e
rH2δ ), na posição 

do receptor,  gerado por espira de corrente de coordenadas (ro, zo), parametrizada pelo número de 
indução 

 
Figura 6.7: Isovalores da densidade de energia magnética média associada à componente radial do 

campo magnético ( e
rH2δ ), na posição do receptor, gerado por espira de corrente de coordenadas 
(ro, zo), parametrizada pelo número de indução 

 
 
Quando se comparam as coordenadas dos máximos valores da densidade de 
energia magnética média do campo (6.30), representados na Figura 6.8 como 

~ 

~ 
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círculos, com as coordenadas do centro da zona principal de Dias e Sato 
(SATO, 1979) – chamada de “função Dias – Sato” ou função principal, nesta 
análise - dadas em (1.5), percebe-se, por ajuste através do algoritmo de 
Levenberg-Marquadt, que a curva que representa a coordenada a = x/r possui 
maior concordância com sua correspondente da função principal quando         
η  = 0,45, com erro rms de 0,5%. Já para a coordenada b = y/r, a melhor 
concordância é dada pela curva com η  = 0,39, com erro rms de 39,1%, no 
intervalo do número de indução θ definido de 0 a 16. 
 
 

 

Figura 6.8: Comportamento das coordenadas (a = x/r e b = y/r) do máximo do módulo de esp
rH2δ , 

com círculos vazios para x/r e cheios para y/r 

  
Para melhorar o ajuste a partir das funções originais, dadas em (1.5), novas 
funções podem ser construídas acrescentando termos de correção. Assim, as 
novas funções, para as coordenadas, denominadas aqui de função completa 
ou “função Machado - Dias”, encontram-se a seguir 
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onde η , p1, g1, q2, p2 e g2 são coeficientes.  
 
Para aplicação do método eletromagnético a multi-freqüência na área de  
exploração e produção (E&P) de petróleo, o melhor intervalo de variação para 
o número de indução (θ) vai de 0 a 5, por estar associado às maiores 
profundidades. Pode-se, desta forma, ajustar as equações (6.31) e (6.32) para 

(a,b): USANDO O PRODUTO η  δδδδ d   
a = x/r  ;  b = y/r     
                                                         (a 

o ,b 
o ) = modelo para  η  = 0,39                    

                                                         (a 
1 ,b 

1 ) = modelo para  η  = 0,45                     

                                                         (a 
2 ,b 

2 ) = modelo para  η  = 0,5                       

                                                 (a 
3 ,b 

3 ) = modelo para  η  =   1        

número de indução (θ) 
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este intervalo e calcular a variação em relação às coordenadas definidas pela 
função principal.  
 
No intervalo 50 ≤< θ , a coordenada x/r da função principal fica otimizada com 
η  = 0,45 (erro rms de 2,4%) e a coordenada b, com η  = 0,39 (erro rms de 
6,3%). Tomando o valor de η =0,39, por otimizar melhor a profundidade, pois 
esta traz maior erro associado, e ajustando os outros parâmetros das curvas da 
função completa, para este intervalo de θ, obtem-se o seguinte ajuste das 
novas coordenadas, mostrado na Figura 6.9. 
 
 
 

 

Figura 6.9: Ajuste das coordenadas da zona principal (em círculos) para 50 ≤< θ  

 
 
Os coeficientes resultantes do ajuste da função completa foram: 
 
p1 = 0,391, g1 = 2,224, q2 = -0,181 , p2 = -0,0518 e g2 = 49,993. 
 
A correção a ser introduzida nas coordenadas da função principal foi 
quantificada percentualmente a partir das coordenadas da função completa. A 
Figura 6.10 traz o valor percentual da correção associado a cada valor do 
número de indução.  
 
 
 

número de indução (θ) 
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Figura 6.10: Correção percentual à função principal comparada com a função completa no 

intervalo 50 ≤< θ  

  
Para o caso mais geral, com número de indução variando de 0 a 16, o seguinte 
ajuste das coordenadas da função completa é obtido 
 
 

 

Figura 6.11: Ajuste das coordenadas da zona principal (em círculos) para 160 ≤< θ  

 
Os coeficientes resultantes do ajuste foram: 
 

número de indução (θ) 

% 

número de indução (θ) 
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p1 = 0,389, g1 = 2,459, q2 = -0,321 , p2 = -0,0959 e g2 = 50,0. 
 
A correção em relação às coordenadas da função principal está mostrada na 
Figura 6.12. 
 
 
 
 

 
Figura 6.12: Correção percentual à função principal comparada com a função completa no 

intervalo 160 ≤< θ  

 
A tabela 6.1 resume o erro rms associado aos ajustes com as coordenadas da 
função principal (fpri) e da função completa (fcomp), e o intervalo de variação da 

correção ( %100×
−

comp

pricomp

f

ff
) na função principal. 

 

Tabela 6.1: Resumo do erro rms associado com os ajustes 

Observação  fpri  
(erro rms ) 

fcomp  
(erro rms ) 

Correção fpri  
[max, min] 

Intervalo 
de θθθθ 

intervalo 
principal para 

E&P de 
petróleo 

a (3,5 %) 
 
b (6,1%) 

a (0,31%) 
 
b (1,8%) 

a [-3%, 7%] 
 
b [-10%, 8%] 

 
50 ≤< θ  

 
 

 
 

η  = 0,39 

intervalo 
completo 

a (2,9 %) 
 
b (41,7%) 

a (0,5%) 
 
b (7,0%) 

a [-3%, 8%] 
 
b [-16%, 71%] 

 
160 ≤< θ  

 

% 

número de indução (θ) 
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6.3 CONSTRUÇÃO DO SEMI-ESPAÇO CONDUTOR HOMOGÊNEO 
EQUIVALENTE 
 

 
Uma vez provada a existência de uma região do semi-espaço condutor que 
concentra a maior parte da energia magnética do meio responsável pela 
geração do sinal medido no receptor (zona principal), pode-se admitir que o 
restante do semi-espaço possui contribuição muito menor comparada com a 
contribuição advinda da zona principal. Assim, o restante do meio pode ser 
desconsiderado, atribuindo ao topo do máximo da zona principal a 
responsabilidade pela geração do sinal registrado. 
 
Essa idéia serviu de base ao conceito de construção, a cada medida realizada, 
de um semi-espaço condutor homogêneo equivalente, de resistividade elétrica 
aparente Aρ  e parâmetro de polarização po, que, a princípio, se reduz ao 
centro da zona principal, para cada valor de θ  correspondente, mas cujas 
características elétricas podem ser atribuídas a todo o restante do meio 
condutor, uma vez que ele pouco influencia na medida registrada.  
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CAPÍTULO 7 - ESTUDO COMPARATIVO DOS CAMPOS GERADOS POR 
FONTES DE DIFERENTES GEOMETRIAS (QUADRADO, CIRCULAR  E 
DIPOLO PONTUAL) SITUADAS NA SUPERFÍCIE DE UM SEMI-E SPAÇO 
CONDUTOR HOMOGÊNEO 
 

 

Este Capítulo consiste da comparação entre as expressões dos campos 
magnéticos gerados por fontes de diferentes geometrias, posicionadas na 
superfície de um semi-espaço condutor homogêneo. O objetivo é definir a 
distância T-R que permite admitir aproximações que simplifiquem a geometria 
da fonte, como também, construir soluções gráficas para determinação da 
resistividade aparente e do parâmetro de polarização válidas mesmo quando a 
fonte com geometria finita não pode ser aproximada.  
 

 

7.1 CÁLCULO DOS CAMPOS PARA O CASO D.C. 
 

 

No caso de corrente contínua (d.c.), são apresentadas as expressões finais da 
componente vertical do campo magnético para os casos de fontes quadrada, 
circular e dipolar, calculadas a partir da lei de Biot-Savart, na superfície que 
contém o ponto de observação em z = 0 num meio homogêneo, isotrópico e 
infinito: 

 

[ ]

[ ] [ ]

[ ] 





+++
−













++

+
+

−+

−
−







−++−
−=

2/122

2/1222/122

2/122quad 

)()(

2

)(

1
            

)()()()(

)(2
           

)()(

2

)(

1

4
ˆ

TT

T

T

TT

T

TT

T

T

TT

T

T

Tdc
z

RrR

R

Rr

RrR

Rr

RrR

rR

R

RrR

R

Rr

I
kH

π
r

 

(PODDAR, 1982)    (7.1) 
 
com lado do quadrado igual a 2RT. 
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               (7.2) 
 
com raio do círculo transmissor igual a RT. 
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m
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z π
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     (SPIES; FRISCHKNECHT, 1991, p. 294)     (7.3) 



 

 

 76 

 
Os resultados do cálculo destas expressões, normalizadas pelo momento de 
dipolo associado à geometria quadrada ( Qm ) ou à circular ( Cm ) ou à do dipolo 

pontual (mD), encontra-se na Figura 7.1, que mostra a razão entre componente 
vertical do campo magnético do transmissor quadrado e as componentes 
verticais dos transmissores circular e dipolar, respectivamente.  
 
A Figura 7.2 contém o erro relativo, em porcentagem, cometido quando se 
considera a geometria do transmissor quadrado (de semi-lado TR ) como sendo 
circular ou dipolar, para diferentes distâncias de observação.  Nota-se que um 
erro menor do que 1% é conseguido quando se adota uma distância de 
observação maior do que 7 TR , no caso de se considerar a fonte circular, e 
maior do que 12 TR , quando se admite a aproximação dipolar para a fonte 
quadrada. 
 
 

 
Figura 7.1: Comparação entre campos gerados por transmissores de diferentes geometrias: (a) 
razão de Hz loop quadrada para circular; (b) razão de Hz loop quadrada para dipolo pontual 

(a) r/RT (b) r/RT 
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Figura 7.2: Erro relativo: (a) Hz loop circular para quadrada; (b) Hz dipolo pontual para loop 

quadrada 

 
 

7.2 CASO EM QUE 0≠ω  
 

 

Análise semelhante ao item anterior foi realizada com as expressões 
apresentadas no item 7.1, para o caso em que a freqüência é diferente de zero, 
considerando diferentes valores de número de indução. 
 
As Figuras 7.3 e 7.4 trazem as razões entre o módulo da componente radial do 
campo magnético produzido pela loop quadrada ( Q

rH  - equações (4.5)+(4.11)) 

e os módulos de seus correspondentes gerados pela loop circular ( C
rH  - 

equação (3.76)) e dipolar (dipolo magnético vertical pontual ( D
rH  - equação 

(2.35))), respectivamente. Percebe-se existir convergência para o valor 1, a 
partir de um ponto de observação maior do que 7 TR , em z = 0, tomando por 
base o módulo do campo. Este problema é retomado na próxima seção, 
olhando a alteração causada nos valores dos parâmetros elétricos aparentes, 
através do processo de inversão dos dados.  
 
 

(a) r/RT (b) r/RT 
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Figura 7.3: Razão entre os módulos das componentes radiais dos campos magnéticos da loop 

quadrada e da circular, variando o parâmetro θθθθ 

 

 
Figura 7.4: Razão entre os módulos das componentes radiais dos campos magnéticos da loop 

quadrada e do dipolo magnético vertical pontual, variando o parâmetro θθθθ 
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O erro relativo para o caso não-d.c. levando em conta a geração da 
componente radial do campo magnético (Hr) está representado nas Figuras 7.5 
e 7.6 para os casos onde a solução da fonte quadrada é comparada com a 
solução das fontes circular e dipolar, respectivamente. O erro relativo 
percentual cai abaixo de 1% para distâncias T-R (r) maiores do que 7 vezes o 
semi-lado (RT) da loop quadrada, para a aproximação para uma geometria 
circular. Para uma aproximação para um dipolo magnético vertical, é 
necessário uma distância T-R de, no mínimo, 10 vezes o semi-lado do 
quadrado para o erro percentual cair abaixo de 1%.  
 

 
Figura 7.5: Erro relativo para Hr gerado pela loop circular em relação à quadrada 

 
Figura 7.6: Erro relativo para Hr gerado por um dipolo magnético vertical em relação à loop 

quadrada 
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7.3 CONSTRUÇÃO DE NOVOS ÁBACOS 
 

 

Nesta seção, calcula-se a componente radial do campo magnético gerada pelo 
transmissor quadrado e discute-se a construção de ábacos que relacionam as 
amplitudes em-fase e em-quadratura dessa componente, adotadas como 
parâmetros de entrada (registros no receptor), com o parâmetro de polarização 
versus o número de indução. Este procedimento (DIAS, 1968) é de suma 
importância, pois é com esses ábacos que são construídas as seções geo-
elétricas caracterizando o meio geológico a partir dos dados colhidos pelo 
sistema eletromagnético a multi-frequência. O procedimento atual para 
caracterizar a sub-superfície usa uma fonte finita, quadrada, e considera o 
campo como devido a um dipolo pontual magnético vertical; isso impõe 
restrições desnecessárias ao uso do método, pois como se observou na seção 
anterior, só a partir de um determinado valor da distância de separação 
transmissor-receptor pode-se adotar tal simplificação com erro inferior a 1%. 
 
Com a dedução dos campos devidos a loops de geometrias finitas, pode-se 
construir novos ábacos utilizando distâncias de separação transmissor-receptor 
menores do que 6 vezes o lado da fonte quadrada. Isso permite que o 
procedimento possa ser aplicado sem restrições à separação transmissor-
receptor, sem introdução de erro significativo. 
 
Para construção dos novos ábacos, seguindo o procedimento introduzido por 
Dias (1968), adotou-se a condutividade aparente como sendo um parâmetro 
complexo, IRA iσσσ += , nas expressões para fontes dipolar e quadrada, 
tendo-se 
 

( ) ( )[ ] ibaririkr RIoAo +=+−==       2/12/1 σσωµσωµ                  (7.4) 
  

onde a e b são reais negativos, para garantir que na expressão 
r

ekr

 ocorra 

decaimento no valor da amplitude a partir da fonte e no caso de propagação da 
onda no espaço infinito seja coerente com a velocidade da onda no sentido em 
que se afasta da fonte. 
 
De acordo com Dias (1968): 
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Fazendo rAo
A

2/1

2 









=

σωµ
θ  (“número de indução” aparente) e 

A

I
op

σ
σ

=  

(“parâmetro de polarização” aparente), têm-se: 
 

2/1)1( oA pa −−= θ                      (7.7) 
 

2/1)1( oA pb +−= θ             (7.8) 
 
Então, 
 
( ) ( ) ( )222 krrur += λ             (7.9) 
 
( ) ( ) ( ) ( )[ ] 22/12/1222  1 1 ooA piprur ++−+= θλ        (7.10) 
 
 
As expressões das componentes radiais dos campos magnéticos devidos às 
fontes quadrada e circular foram reescritas na forma da expressão (7.10) e 
normalizadas por 3 4/ rmQ π  e 3 4/ rmC π  (A/m), respectivamente, para gerar os 

ábacos de número de indução e parâmetro de polarização. 
 
A seguir, são mostrados dois ábacos (Figuras 7.7 e 7.8), comparando fontes 
dipolar e loop quadrada, construídos para situações nas quais a distância 
transmissor-receptor (r) corresponde a 3RT  e 12RT , sendo RT o semi-lado do 
quadrado. No primeiro caso, verifica-se uma situação em que o erro cometido, 
quando se aproxima a geometria da fonte quadrada para uma geometria 
dipolar, é muito acima de 1% nos valores dos parâmetros. No segundo caso, 
com 6 vezes o lado do quadrado, tal aproximação já é válida, podendo-se 
considerar o transmissor como um dipolo magnético vertical. 

 
 

As Figuras 7.9 e 7.10 mostram a discrepância nos valores dos parâmetros ao 
se considerar a geometria da fonte quadrada do transmissor aproximada para o 
caso circular. Verifica-se que, a partir de uma distância transmissor-receptor 
maior do que 3 vezes o lado do quadrado, o erro é desprezível. 
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Figura 7.7: Ábaco para r = 3 RT: amplitude em-fase de Hr (contínuo), amplitude em-quadratura 

(tracejado) para dipolo magnético vertical (em vermelho) e loop quadrada (em preto) 

 

 
Figura 7.8: Ábaco para r = 12 RT: amplitude em-fase de Hr (contínuo), amplitude em-quadratura 

(tracejado) para dipolo magnético vertical (em vermelho) e loop quadrada (em preto) 



 

 

 83 

 
Figura 7.9: Ábaco para r = 3 RT: amplitude em-fase de Hr (contínuo), amplitude em-quadratura 

(tracejado) para loop circular (em vermelho) e loop quadrada (em preto) 

 

 
Figura 7.10: Ábaco para r = 6 RT: amplitude em-fase de Hr (contínuo), amplitude em-quadratura 

(tracejado) para loop circular (em vermelho) e loop quadrada (em preto) 
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CAPÍTULO 8 - ESTUDO SOBRE OS LIMITES DO INTERVALO QUASI-
ESTÁTICO 
 

 

Este Capítulo tem como objetivo delimitar os intervalos de validade da 
aproximação quasi-estática, utilizada na dedução dos campos elétrico e 
magnético nesta tese. A primeira seção compreende a dedução dos limites 
operacionais (distância T-R e freqüência) adequados para esta aproximação. 
Já a segunda seção deduz, por procedimento análogo ao realizado no Capítulo 
7, a metodologia para construção de soluções gráficas de parâmetros elétricos, 
determinados a partir de campos medidos com valores fora do intervalo quasi-
estático. 
 

 

8.1 MAPEAMENTO DOS LIMITES DO INTERVALO QUASI-ESTÁTICO 
 

 

Neste trabalho, buscou-se analisar se as distâncias T-R adotadas nos 
levantamentos de campo junto com as freqüências de operação estavam 
adequadas para garantir a validade da aproximação quasi-estática, adotada 
neste trabalho.  
 
Com este fim, buscou-se, a partir do cálculo do valor da componente radial do 
campo magnético na posição do receptor, deduzir um esquema gráfico, 
seguindo a metodologia elaborada por Dias (1968), que estabelece os 
intervalos operacionais (limites inferior e superior) de distância T-R e freqüência 
para serem adotados, sem violar a aproximação quasi-estática.  
 
Partindo das equações (3.62) e (3.63) completas (sem introdução da 
aproximação quasi-estática ( ) 022 ≈= ωεµ ik ooo ), têm-se: 
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Subtraindo (8.1) de (8.2), obtém-se: 
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ou ainda, 
 

( ) ( )T
uuh

o
TT

o RJe
uu

RI
k

i
B o λλωµ

1
1

2
1

1
1−










+
−=                                                        (8.4) 

 
Assim, para transmissor e receptor na superfície do semi-espaço, tem-se: 
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A substituição de λ≅ou , para valores de ok50≥λ , implica em um erro 

introduzido em ou  menor do que 1%. Desta forma, (8.5) pode ser reescrita, 
com erro inferior a 1%,  como: 
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Somando e subtraindo o termo ( ) ( )∫ +
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onde a expressão (8.7) fornece a solução completa e o primeiro termo da (8.7) 
a solução quasi-estática. Portanto,  
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Normalizando a (8.8) por  34 rmQ π/  , obtem-se para os campos assim 

normalizados valores de amplitude da ordem de 1 a 0,1 (conforme  pode-se 
verificar nas Figuras 7.7 a 7.10), na maior parte do intervalo útil dos referidos 
gráficos, resultando para a função residual a seguinte expressão  
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Os módulos dos membros da equação (8.9) satisfazem à seguinte relação 
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Como a função J1(λr) é oscilatória decrescente e o seu valor máximo absoluto 
é 0,5818652 (no argumento x = 1,84, de acordo com Watson, 1966, p. 669), 
pode-se escrever 
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Para garantir um erro inferior a 1%, pode-se adotar como condição: 
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Denotando por  
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com ( ) 2/122
oo ku −= λ , para explicitar o sinal negativo de ko, 

 
tem-se que a separação T-R (r) máxima admitida vem dada por: 
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O cálculo do limite inferior, do intervalo quasi-estático, requer o uso da 
aproximação 
  

2
1

2 10−<− ωσµook /                                                                                          (8.15) 
 
o que permite adotar, com erro inferior a 1%, a relação  
 

( ) ( ) 1
21

11 112 θωσµ )(/ / iirrk o +=+≅                                                                 (8.16) 
 
podendo-se agrupar  os diversos parâmetros (freqüência, separação T-R e 
condutividade do meio) em um único parâmetro, o número de indução 1θ , como 
variável na expressão do campo. 
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Como exemplo, vamos explicitar os limites de operação do protótipo mais 
recente  (6ª geração) do sistema eletromagnético a multi-frequência: 

- freqüência mínima de operação = 0,1 Hz; 
- máxima separação T-R = 8.000 m; 
- menor valor esperado para condutividade aparente 1σ  = 0,0001 S/m 

 
Sendo assim, tem-se  
  

05,0000.8
2

0001,01041,02
2/17

min =×






 ××=
−ππθ ,                                           (8.17) 

 
Variando parametricamente a condutividade 1σ  pode-se traçar a curva que 

estabelece o limite inferior do intervalo quasi-estático como função de 
separação T-R e freqüência, dado por 
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Para o presente caso, de um transmissor finito, os limites do intervalo quasi-
estático  vem dados por 
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Como o limite superior da integral Q é no máximo 
 

( ) 7247122 10.1059,310210.410.854,8071,75050 −−− =×××== ππωεµ oook ,  (8.21) 

 
o argumento máximo de J1, para RT  = 300 m, torna-se igual a 2,36.10-6, 
portanto podendo-se adotar a seguinte aproximação 
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Assim: 
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A Figura a seguir traz os limites (inferior – tracejado, e superior – contínuo) do 
intervalo quasi-estático, calculados segundo as equações (8.19) e (8.20), para 
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semi-espaços condutores com resistividade variando, parametricamente, de 1 
a 10000 Ω.m, considerando a fonte transmissora sendo uma loop circular de 
raio igual a 300 m. Com a Figura 8.1 é possível determinar o intervalo de 
validade da aproximação quasi-estática,  em função das variáveis freqüência e  
separação T-R. 
 

 
 

Figura 8.1: Limites operacionais do intervalo quasi-estático para o caso de fonte finita circular 
sobre a superfície de um semi-espaço condutor cuja resistividade encontra-se parametrizada 

 
 
 
8.2 CONSTRUÇÃO DE ÁBACOS PARA OBTENÇÃO DOS PARÂMETROS 
ELÉTRICOS SEM CONSIDERAR A APROXIMAÇÃO QUASI-ESTÁTICA – 
CASO DE FONTE FINITA CIRCULAR NA SUPERFÍCIE DE UM SEMI-
ESPAÇO CONDUTOR HOMOGÊNEO  
 

 

Partindo da equação da componente radial do campo magnético (8.5), sem a 
aproximação quasi-estática ( ) 022 ≈= ωεµ ik ooo , têm-se: 
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A expressão (8.24) pode ser escrita na forma: 
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Vamos definir as seguintes notações: 
 

a
r
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Sendo assim: 
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onde: 
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( ) ( )[ ] ( )[ ] ibqririiritr RIoIRoAo +=+−=+== 2/12/12/1 σσωµσσωµσωµ              (8.32) 
 
De acordo com a metodologia seguida no Capítulo 7: 
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Desta forma: 
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Para teste da função programada para construção do ábaco, utilizou-se um 
valor de RT /r pequeno, da ordem de 0,1, para que a solução finita convirja para 
o caso dipolar e, assim, consegue-se reproduzir figuras calculadas por Dias 
(1968). A diferença no sinal da parte real ocorre devida à diferença da variação 
temporal adotada (eiωt em nosso trabalho e e-iωt no trabalho de Dias referido). 
 
O primeiro caso reproduzido traz uma situação em que a frequência é de 20 
kHz e r = 600 m. A Figura 8.2 traz o cálculo novo e a Figura 8.3 o cálculo de 
Dias. 

 

 
Figura 8.2: f = 20kHz e r = 600 m  

 

 
Figura 8.3: f = 20kHz e r = 600 m (DIAS, 1968) 

 
Outro caso reproduzido traz uma situação em que a frequência é de 40 kHz e o 
r = 800 m. A Figura 8.4 traz o cálculo novo e a Figura 8.5 o cálculo de Dias. 
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Figura 8.4: f = 40kHz e r = 800 m 

 

 
 

Figura 8.5: f = 40kHz e r = 800 m (DIAS, 1968) 

A etapa seguinte foi a geração de ábacos sem aproximação quasi-estática, 
para fonte com 300 m de raio, para medidas que apresentam altos valores de 
resistividade aparente (módulo) e/ou que podem estar fora do intervalo quasi-
estático.  
 
Nas linhas analisadas do campo de Fazenda Alegre-ES, não houve variação 
da ordem de grandeza no valor da resistividade determinado quando se adotou 
o ábaco sem aproximação quasi -estática.  
 
Daremos um exemplo de dado com r = 2900 m e f = 10473 Hz. A resistividade 
determinada com o ábaco no intervalo quasi-estático foi de 2,66 x 106 ohm.m. 
Pela Figura 8.6, nota-se que essa medida foi realizada fora do intervalo quasi –
estático, para o valor de resistividade aparente obtido. 
 
Ao utilizar o ábaco (Figura 8.7), construído para o caso sem aproximação, com 
o valor de r e f da medida, e localizando os valores das partes real e imaginária 
da impedância mútua (-0,045 e -0,05, respectivamente) , obtém-se um 
resultado de resistividade de 3,3 x 106 ohm.m e po = -0,47, portanto próxima da 
resistividade determinada com o ábaco do quasi-estático. 
 
No trato geral com os dados de Fazenda Alegre, quase não ocorreram 
modificações nos valores de resistividade e, quando ocorreram, foram da 
mesma ordem de grandeza da diferença mostrada no parágrafo anterior. 
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Figura 8.6: Plotagem da medida com f = 10473 Hz e r = 2900 m 

 

 
Figura 8.7: Ábaco para f = 10473 Hz e r = 2900 m 

3,3 x 106 
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CAPÍTULO 9 - APLICAÇÃO DOS AVANÇOS TEÓRICOS A MODEL OS 
SINTÉTICOS E A DADOS REAIS OBTIDOS EM CAMPOS CONTIN ENTAIS 
DE PETRÓLEO, COM VISTAS AO MAPEAMENTO DOS FLUIDOS 
CONTIDOS NO RESERVATÓRIO 
 

 

Este Capítulo tem como objetivo aplicar os desenvolvimentos teóricos, obtidos 
nesta tese, a modelos sintéticos constituídos por um modelo de camadas e por 
um modelo de esfera condutora no espaço-livre e a dados reais colhidos em 
levantamentos eletromagnéticos realizados em campos continentais de 
petróleo, nas bacias do Recôncavo e do Espírito Santo. Estes avanços tratam, 
sobretudo, da utilização da solução da fonte circular finita para obtenção dos 
parâmetros elétricos a partir dos dados de campo e da aplicação da “função 
Machado - Dias” para construção das seções geoelétricas. A implementação 
das rotinas computacionais com esses avanços foram realizadas pelo autor 
deste trabalho no software de processamento dos dados do método 
eletromagnético a multi-frequência construído pelo Prof. Hédison K. Sato 
(CPGG/UFBA), co-orientador deste trabalho. 
 
O material deste Capítulo vem separado em três itens, o primeiro relativo à 
aplicação da nova metodologia de processamento a modelos sintéticos; o 
segundo, à aplicação a dados da bacia do Recôncavo; o terceiro, à aplicação a 
dados on-shore da bacia do Espírito Santo.  
 

 

9.1 APLICAÇÃO DOS DESENVOLVIMENTOS TEÓRICOS A MODELOS 
SINTÉTICOS 
 
Nesta seção, trabalhar-se-á com dois modelos sintéticos cuja solução dos 
campos gerados por fonte transmissora constituída por loop circular finita ou 
por dipolo magnético vertical é conhecida. O primeiro modelo será constituído 
por um semi-espaço composto por 3 camadas horizontais com diferentes 
valores de resistividade elétrica; o segundo modelo, traz uma esfera condutora 
no espaço-livre. O objetivo é testar a resposta do método (na determinação das 
propriedades elétricas e na geração da seção geoelétrica) e compará-la com o 
modelo sintético. 
 
 
9.1.1 Semi-espaço composto por 3 camadas horizontai s 
 
A solução dos campos gerados por uma loop circular finita posicionada na 
superfície de um semi-espaço composto por 3 camadas horizontais pode ser 
encontrada em Ward e Hohmann (1988). Os parâmetros utilizados para a 
modelagem sintética buscaram reproduzir um levantamento de campo com o 
5º protótipo do sistema eletromagnético a multi-freqüência e estão resumidos a 
seguir: 
 
Raio da fonte circular transmissora: 100 m; 
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Freqüência: 54 valores de freqüência, variando de 1 Hz a 10 kHz; 
Distância entre as estações de medição: 20 m; 
Separação T-R: variando de 1000 a 2000 m; 
Obtenção dos parâmetros elétricos: solução de loop circular finita; 
Construção das seções geoelétricas: “função Machado-Dias”, com 39,0=η . 
 
A Figura a seguir traz o resultado da resposta do método para um meio 
composto por 3 camadas de resistividade elétrica igual a, respectivamente, 
1000 ohm.m, 100 ohm.m e 1000 ohm.m. 
 

Distância T-R (m) 
Ohm.m 

1000 ohm.m  

100 ohm.m  

1000 ohm.m  

 
Figura 9.1: Resposta ao modelo sintético de um semi-espaço constituído por 3 camadas horizontais, 

com 39,0=η  

 
 
O método consegue representar com clareza uma camada condutora dentro de 
um meio resistivo, no entanto, as camadas possuem uma inclinação na direção 
do transmissor. Esta distorção na imagem nasce da aproximação da zona 
principal por seu ponto central. 
 
Como forma de corrigir esta distorção, pode-se flexibilizar o parâmetro η , que 
multiplica o skin depth vertical, que é reconhecidamente um parâmetro de 
calibração, como uma função exponencial da separação transmissor-receptor 
(r), para tentar compensar a incerteza inerente à representação da zona 
principal por um único ponto central, sobretudo para os baixos valores do 
número de indução, quando esta metodologia substitui uma grande área (corte 
vertical da zona principal) por um ponto.  
 
Desta forma, pode-se introduzir a seguinte equalização para η : 
 

kmre /8971,133,127,0 −+=η            (9.1) 
 
Com essa modificação no processamento, a resposta do método ao modelo 
sintético gera uma figura com menor distorção em relação ao modelo original, 
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com as camadas posicionadas em profundidades corretas, como mostra a 
próxima Figura. 
 
 

Distância T-R (m) 
Ohm.m 

1000 ohm.m  

100 ohm.m  

1000 ohm.m  

 
Figura 9.2: Resposta ao modelo sintético de um semi-espaço constituído por 3 camadas horizontais, 

com η  flexibilizado como uma função de r 

 
 
 
9.1.2 Esfera condutora no espaço livre 
 
 
A solução dos campos gerados por um dipolo magnético vertical posicionado 
em um plano horizontal acima do centro de uma esfera condutora imersa no 
espaço livre foi deduzido por Grant e West (1965 apud SATO, 1979). Os 
parâmetros utilizados para a modelagem sintética buscaram reproduzir um 
levantamento de campo com o 5º protótipo do sistema eletromagnético a multi-
freqüência e estão resumidos a seguir: 
 
Raio da esfera: 30 m; 
Resistividade elétrica da esfera: 1,0 ohm.m; 
Posição da esfera: 500 m (caso a) e 700 m (caso b) distante do transmissor; 
Profundidade do centro da esfera: 100 m abaixo do plano do dipolo; 
Freqüência: 54 valores de freqüência, variando de 1 Hz a 10 kHz; 
Distância entre as estações de medição: 5,0 m; 
Separação T-R: variando de 200 a 600 m (caso a) e 400 a 700 m (caso b); 
Obtenção dos parâmetros elétricos: solução de dipolo magnético vertical; 
Construção das seções geoelétricas: “função Machado-Dias”, com 39,0=η . 
 
As seções resultantes do cálculo da resposta do método para a fonte 
transmissora posicionada na superfície em relação a uma esfera de 30 m de 
raio com centro nas coordenadas horizontais, respectivamente, iguais a 500 m 
e 700 m e profundidade de 100 m, vem mostradas a seguir. 
 



 

 

 96 

 

 
Figura 9.3: Resposta ao modelo sintético de uma esfera condutora no espaço livre, com 39,0=η , 

posicionada a 500 m de T (caso a) e a 700 m de T (caso b) na coordenada horizontal 

 
A resposta do método na Figura 9.3 mostra que a metodologia de 
processamento consegue reproduzir a geometria fechada da esfera com 
posição horizontal deslocada lateralmente no sentido do transmissor e a uma 
profundidade menor ou igual ao valor do modelo quando foi usado um 
afastamento T-R variando de 500 m a 700 m. (É importante observar que a 
presença de um semi-espaço condutor tenderia a diminuir a profundidade do 
centro da imagem e a deslocá-la horizontalmente no sentido de afastamento do 
transmissor, pois a presença do semi-espaço condutor tenderia a aumentar o 
valor do número de indução conforme mostra a Figura 6.8). 
 
 
 
9.2 PROCESSAMENTO DE DADOS DO CAMPO DE FAZENDA ALVORADA, 
BACIA DO RECÔNCAVO (BA) 
 

 

Esta seção trata da reconstrução de seções geoelétricas com dados colhidos 
de um campo produtor de petróleo, localizado na bacia do Recôncavo, Bahia. 
Este caso é um campo de óleo pesado, produzindo por injeção de vapor 
aquecido. O objetivo deste levantamento eletromagnético foi encontrar regiões 
com óleo não-drenado e imagear o espalhamento do vapor no reservatório.  
 
Nesta seção, duas linhas (400 e 1200) são destacadas, obtidas sobre o 
reservatório mencionado. Para cada linha, serão mostrados os dados de 
resistividade elétrica e parâmetro de polarização elétrica induzida aparentes, 
obtidos das medidas realizadas. As figuras apresentadas mostram as 
modificações resultantes com a introdução de dois itens explicitados a seguir, 
que constituem contribuições desta tese:  
 

(a) utilização das coordenadas da “função Machado - Dias” (6.31 e 6.32) 
para construção das seções geoelétricas de resistividade e parâmetro 

(a) 

(b) 
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de polarização, que traz algumas alterações em relação à imagem 
gerada com a “função Dias - Sato”, pois a correção introduzida varia, no 
máximo, 10% em relação à profundidade e 8% em relação à 
coordenada horizontal do ponto central da zona de máxima contribuição; 

 
(b) utilização da uma solução do transmissor tratado como fonte circular, 

construída para cada estação de medição (pois a solução varia com a 
razão RT/r).  

 
Neste caso, da Fazenda Alvorada, o novo processamento não trouxe grandes 
modificações na imagem, pois o levantamento havia sido conduzido de modo a 
observar as condições necessárias para tratar a fonte quadrada como um 
dipolo magnético vertical pontual. Ou seja, quase todas as distâncias T-R 
adotadas foram maiores ou iguais a 6 vezes o lado da fonte transmissora 
quadrada.  
 
No caso da fonte finita circular, tornou-se necessário um ábaco para obtenção 
dos parâmetros elétricos específicos para cada razão r/RT, isto é, para cada 
estação de medição. Este fato constitui uma complexidade introduzida no 
processamento dos dados, uma vez que quando se utiliza a fonte aproximada 
para um dipolo magnético, a solução não varia com a razão r/RT.  
 
A Figura a seguir traz a estratégia do levantamento no campo, destacando as 
posições do receptor e as diferentes estações de medição (posições do 
receptor), distantes 100 m entre si. O lado do transmissor quadrado assumiu 
valores de 200 e 400m, nas posições mais próximas dos extremos das linhas. 
 

Linha-1200 

Linha-400 

 
Figura 9.4: Posições do transmissor e do receptor sobre o campo de Fazenda Alvorada (BA) 
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Pela Figura 9.4, percebe-se que o levantamento foi conduzido com o 
transmissor posicionado nos dois lados do reservatório (à esquerda, chamada 
nesta tese de posição direta, e à direita, chamada de posição reversa). Neste 
trabalho, serão mostrados resultados decorrentes do processamento dos 
dados adquiridos com o transmissor posicionado à esquerda da área em 
estudo (posição direta). Duas linhas serão destacadas, a linha 400, mais ao sul 
do campo, e a linha 1200, mais ao norte. A distância mínima T-R adotada ao 
longo destas linhas variou de 1000 m (com o transmissor com lado de 200 m) e 
2500 m (com o transmissor com lado de 400 m). 
 
Primeiramente, serão mostrados os resultados do processamento da linha 400 
com o transmissor posicionado na posição +100 [T400,+100], vistos a partir de 
seções de resistividade elétrica e parâmetro de polarização elétrica induzida 
aparentes. 
 
As Figuras 9.5 (resistividade) e 9.6 (polarização induzida) resultam do 
processamento realizado pelo Prof. Hédison K. Sato nos dados da linha 
[T400,+100], utilizando a solução de dipolo magnético vertical para obtenção 
dos parâmetros elétricos a partir das medidas em-fase e em-quadratura da 
componente radial do campo magnético e usando a “função Dias - Sato” (com 
η = 0,4) para construção das seções geoelétricas dos parâmetros obtidos. 
 

 
Figura 9.5: Seção de resistividade elétrica aparente da linha [T400,+100] do campo de Fazenda 

Alvorada (BA), processada com solução dipolar e “função Dias - Sato” 
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Figura 9.6: Seção de polarização induzida da linha [T400,+100] do campo de Fazenda Alvorada 

(BA), processada com solução dipolar e “função Dias - Sato” 

 
O reprocessamento desses dados, utilizando a solução de fonte finita circular 
para obtenção dos parâmetros elétricos e a “função Machado - Dias” para 
construção das seções geoelétricas, é mostrado nas Figuras 9.7 e 9.8. 
 
 

 
Figura 9.7: Seção de resistividade elétrica aparente da linha [T400,+100] do campo de Fazenda 

Alvorada (BA), processada com solução de fonte finita circular e “função Machado - Dias” 
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Figura 9.8: Seção de polarização induzida da linha [T400,+100] do campo de Fazenda Alvorada 

(BA), processada com solução de fonte finita circular e “função Machado - Dias” 

 
Quanto às melhorias na interpretação dos resultados, percebe-se, comparando 
as Figuras 9.5 e 9.7, um ganho em termos de maior continuidade dos corpos 
geológicos condutivos (em vermelho) posicionados na porção rasa e 
intermediária da estrutura, quando se utiliza a “função Machado - Dias” e a 
solução de fonte finita para processamento dos dados. Vale ressaltar que os 
valores dos parâmetros relacionados à interpolação dos dados permaneceram 
inalterados. 
 
Os corpos em azul, resistivos, aparecendo na base das seções representam o 
óleo saturando a rocha-reservatório. Sobreposto à camada azul, da base, há 
vários corpos mais condutivos, em laranja e vermelho, representando folhelhos 
e outras formações condutivas que trapeam o reservatório.  
 
Nestas seções, entre as estações 1400 e 1600, entre as profundidades de 400 
e 100 m, há uma anomalia em verde com zona central azul, mostrando uma 
possível migração do óleo e do vapor injetado no reservatório, ascendendo 
através de um sistema de falhas e fraturas das rochas do entorno do 
reservatório.  
 
Afastando o transmissor de 500 m em relação à posição anterior (+100), com o 
centro do quadrado agora na posição -400, têm-se os resultados obtidos ao 
longo da linha 400 [T400,-400].  
 
As Figuras 9.9 (resistividade) e 9.10 (polarização induzida) resultam do 
processamento realizado pelo Prof. Hédison K. Sato dos dados da linha [T400,-
400], com solução dipolar e “função Dias - Sato”. 
 

t400,+100-pol 
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Figura 9.9: Seção de resistividade elétrica aparente da linha [T400,-400] do campo de Fazenda 

Alvorada (BA), processada com solução dipolar e “função Dias - Sato” 

 

 
Figura 9.10: Seção de polarização induzida da linha [T400,-400] do campo de Fazenda Alvorada 

(BA), processada com solução dipolar e “função Dias - Sato” 

 
O reprocessamento desses dados, utilizando a solução de fonte finita circular 
para obtenção dos parâmetros elétricos e a “função Machado - Dias” para 
construção das seções geoelétricas, é mostrado nas Figuras 9.11 e 9.12. 
 

t400,-400-res 

t400,-400-pol 
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Figura 9.11: Seção de resistividade elétrica aparente da linha [T400,-400] do campo de Fazenda 

Alvorada (BA), processada com solução de fonte finita circular e “função Machado - Dias” 

 

 
Figura 9.12: Seção de polarização induzida da linha [T400,-400] do campo de Fazenda Alvorada 

(BA), processada com solução de fonte finita circular e “função Machado - Dias” 

 
O empilhamento das seções [T400,+100] e [T400,-400] para gerar uma única 
seção [T400,+100,-400] foi realizado utilizando ambos, o processamento antigo 
e a nova proposta de processamento dos dados. As Figuras 9.13 e 9.14 trazem 
o resultado da composição das Figuras 9.5 e 9.9, para a resistividade elétrica, 
e 9.6 e 9.10, para o parâmetro de polarização induzida. 
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Figura 9.13: Seção de resistividade elétrica aparente gerada pela composição das Figuras 9.5 e 9.9, 

Faz. Alvorada, Linha 400 (processamento antigo)  

 

 
Figura 9.14: Seção de polarização induzida gerada pela composição das Figuras 9.6 e 9.10, Faz. 

Alvorada, Linha 400 (processamento antigo) 

 
O mesmo procedimento de composição, aplicado às seções geradas com a 
nova proposta de processamento, gerou as Figuras 9.15 e 9.16, que 
apresentam os resultados para a resistividade elétrica e para o parâmetro de 
polarização induzida, respectivamente. Na Figura 9.15, como forma de 
destacar o reservatório de óleo, cuja interpretação indicou que o valor de sua 
resistividade elétrica situa-se, principalmente, na faixa de 300 a 1000 ohm.m, 
redefinimos a escala de cores, expurgando a faixa de valores de 3000 a 10000 
ohm.m, uma vez que estes valores de resistividade não foram encontrado 
neste novo processamento. Com isso, a cor lilás ficou restrita à faixa de valores 
de 1000-3000 ohm.m, a cor azul escuro referente aos valores de 300-1000 
ohm.m e a cor azul claro com os valores de 100-300 ohm.m. 

t400,+100,-400-res 

t400,+100,-400-pol 
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Figura 9.15: Seção de resistividade elétrica aparente gerada pela composição das Figuras 9.7 e 9.11, 

Faz. Alvorada, Linha 400 (novo processamento) 

 
 

 

 

Figura 9.16: Seção de polarização induzida gerada pela composição das Figuras 9.8 e 9.12, Faz. 
Alvorada, Linha 400 (novo processamento) 

 
 
Analisando as Figuras 9.15 e 9.16, percebe-se que além dos corpos geológicos 
condutivos (em vermelho, na Figura 9.15) apresentarem maior continuidade, o 
efeito de polarização elétrica (Figura 9.16) associada ao reservatório de óleo 
(porção em azul na base da seção de resistividade) ficou melhor definido, neste 
novo processamento, marcando uma possível ocorrência de sulfetos metálicos 
(como pirita), comuns em ambientes anaeróbicos e ricos de minerais 
compostos por ferro, tais como os reservatórios de petróleo (EDEN et al, 1993). 
A ocorrência do óleo nas zonas mapeadas pelas seções foi confirmada por 
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dados de perfis de poços disponibilizados pela PETROBRAS, cuja 
interpretação do topo do reservatório, a partir dos perfis de raios gama e de 
resistividade elétrica, foi posicionada sobre as seções (Figuras 9.15 e 9.16), 
geradas com o novo fluxo de processamento, para ressaltar a concordância 
com o topo do corpo resistivo e polarizável mapeado pelo levantamento 
eletromagnético. 
 
O novo processamento também foi aplicado aos dados obtidos ao longo da 
linha 1200, sobre o mesmo reservatório de petróleo, para duas posições 
diferentes do transmissor, e, por fim, as seções obtidas com estas duas 
posições do transmissor foram empilhadas e gerou-se uma única seção. 
 
As Figuras mostradas a seguir trazem o processamento dos dados da linha 
1200, utilizando a solução dipolar e a “função Dias - Sato”. As seções [T1200,-
400] tratam do transmissor posicionado na estação -400 e as seções [T1200,-
900], tratam do afastamento de 500 m do transmissor em relação à sua 
posição anterior, com o seu centro ocupando agora a posição -900.  
 

 
Figura 9.17: Seção de resistividade elétrica 

aparente da linha [T1200,-400] do campo de 
Fazenda Alvorada (BA), processada com 

solução dipolar e “função Dias - Sato” 

 

 
Figura 9.18: Seção de polarização induzida 
da linha [T1200,-400] do campo de Fazenda 

Alvorada (BA), processada com solução 
dipolar e “função Dias - Sato”

 

 
Figura 9.19: Seção de resistividade elétrica 

aparente da linha [T1200,-900] do campo de 
Fazenda Alvorada (BA), processada com 

solução dipolar e “função Dias - Sato” 

 

 
Figura 9.20: Seção de polarização induzida 
da linha [T1200,-900] do campo de Fazenda 

Alvorada (BA), processada com solução 
dipolar e “função Dias - Sato” 

 

t1200,-400-res t1200,-400-pol 

t1200,-900-res t1200,-900-pol 
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O resultado do empilhamento dessas seções geram as Figuras 9.21 e 9.22, 
mostradas a seguir. 
 

 
Figura 9.21: Seção de resistividade elétrica aparente gerada pela composição das Figuras 9.17 e 

9.19, Faz. Alvorada, Linha 1200 (processamento antigo) 

 

 
Figura 9.22: Seção de polarização induzida gerada pela composição das Figuras 9.18 e 9.20, Faz. 

Alvorada, Linha 1200 (processamento antigo)  

 
Estes resultados foram interpretados, delimitando o topo do reservatório e as 
falhas geológicas presentes na seção (DIAS et al, 2005b). As Figuras 1.6 e 1.7 
trazem os principais marcadores mapeados, reproduzidas na Figura 9.23. Esta 
Figura compara o topo do reservatório mapeado com essas seções com os 
dados dos perfis corridos em poços perfurados na área, mostrando resultados 
coerentes e concordantes com a interpretação.  

t1200,-400,-900-res 

t1200,-400,-900-pol 
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Figura 9.23: Falhas e contatos entre fluidos mapeados pelas seções 9.21 e 9.22 comparados com os 

dados de perfis de poços perfurados na área. 

 
 
O novo processamento aplicado a estes dados, com a solução de fonte finita 
circular e “função Machado - Dias”, mostrado nas Figuras 9.24 e 9.25 para 
[T1200,-400] e nas Figuras 9.26 e 9.27 para [T1200,-900], delimita melhor o 
topo do reservatório, além de conferir maior continuidade aos corpos 
geológicos. Desta forma, a interpretação apresentada na Figura 9.23 
permanece válida, podendo ainda ser otimizada em função da melhor 
delimitação do topo do reservatório. 
 
As Figuras a seguir trazem o reprocessamento das seções [T1200,-400] e 
[T1200,-900]. 
 

 
Figura 9.24: Seção de resistividade elétrica 

aparente da linha [T1200,-400] do campo de 
Fazenda Alvorada (BA), processada com 
solução de fonte finita circular e “função 

Machado - Dias” 

 
Figura 9.25: Seção de polarização induzida 
da linha [T1200,-400] do campo de Fazenda 
Alvorada (BA), processada com solução de 
fonte finita circular e “função Machado - 

Dias”
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Figura 9.26: Seção de resistividade elétrica 

aparente da linha [T1200,-900] do campo de 
Fazenda Alvorada (BA), processada com 
solução de fonte finita circular e “função 

Machado - Dias” 

 
Figura 9.27: Seção de polarização induzida 
da linha [T1200,-900] do campo de Fazenda 
Alvorada (BA), processada com solução de 
fonte finita circular e “função Machado - 

Dias”

 

As seções resultantes do empilhamento das seções parciais estão mostradas 
nas Figuras 9.28 e 9.29. O topo do reservatório ficou delimitado a 
profundidades maiores quando comparado com a seção 9.21, ajudando este 
fato a corrigir a diferença que existe entre o dado eletromagnético e os dados 
de perfis de poços, mostrado em 9.23. As seções 9.28 e 9.29 trazem as novas 
seções geradas com a interpretação do topo do reservatório a partir dos perfis 
colhidos nos poços da área, mostrando interpretações concordantes. 
 
 

  
Figura 9.28: Seção de resistividade elétrica aparente gerada pela composição das Figuras 9.24 e 

9.26, Faz. Alvorada, Linha 1200 (novo processamento) 

t1200,-900-res t1200,-900-pol 
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Figura 9.29: Seção de polarização induzida gerada pela composição das Figuras 9.25 e 9.27, Faz. 
Alvorada, Linha 1200 (novo processamento) 

 
 
9.3 PROCESSAMENTO DE DADOS DO CAMPO DE FAZENDA ALEGRE,  
BACIA DO ESPÍRITO SANTO (ES) 
 

O levantamento planejado para o campo de Fazenda Alegre pretende alcançar 
profundidades maiores. Para isso, o lado do transmissor foi de 600m, com o 
intuito de aumentar o momento de dipolo magnético associado à fonte. As 
distâncias T-R adotadas não procuraram se ater à aproximação dipolar, pois tal 
fato traria limitações ao levantamento, uma vez que um lado de loop de 600 m 
requereria, na aproximação por dipolo, o valor de 3600 m como distância 
mínima  T-R no levantamento, reduzindo drasticamente a extensão da área a 
ser coberta no levantamento. No entanto, como trabalhamos com distâncias 
mínimas T-R menores, a solução de fonte finita foi imprescindível, neste caso, 
para viabilizar a obtenção dos parâmetros elétricos associados às medidas 
praticadas.  
 

 
Figura 9.30: Linhas 30 e 36 sobre o campo de Faz. Alegre (ES) 

t1200,-400,-900-pol 
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As Figuras que serão mostradas constituem a junção de duas seções obtidas 
com o transmissor posicionado em duas estações distintas para as linhas 30 e 
36, conforme mostrado na Figura 9.30. Na primeira posição, o transmissor 
encontra-se na estação +7600 e, depois de afastá-lo de 1000 m em relação à 
posição anterior, ele passa a se posicionar na estação +6600. 
 
As Figuras 9.31 e 9.32, a seguir, trazem comparativamente os resultados, 
vistos a partir da resistividade elétrica aparente da linha 30, obtida ao longo do 
campo de Fazenda Alegre (ES). A Figura 9.31 é relativa ao procedimento de 
processamento antigo, com solução dipolar para obtenção dos parâmetros 
elétricos e “função Dias - Sato” para geração da seção geoelétrica. Já a Figura 
9.32 corresponde à solução de fonte finita circular e a “função Machado - Dias” 
no processamento de dados. Os resultados são bem diferentes e são 
alcançadas melhorias na delimitação de corpos geológicos de distintas 
resistividades.  
 
 

 
Figura 9.31: Seção de resistividade elétrica aparente da linha [T30,+7600,+6600] do campo de 

Fazenda Alegre (ES), processada com solução dipolar para o transmissor e “função Dias - Sato” 

 

 
Figura 9.32: Seção de resistividade elétrica aparente da linha [T30,+7600,+6600] do campo de 

Fazenda Alegre (ES), processada com solução de fonte finita circular para o transmissor e “função 
Machado - Dias” 

t30,+7600,+6600-res 

t30,+7600,+6600-res 
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As modificações com a mudança do processamento também podem ser 
percebidas analisando as seções de polarização elétrica induzida ao longo da 
mesma linha 30. O que chama a atenção ao comparar as Figuras 9.33 e 9.34 é 
a maior continuidade dos corpos geológicos, marcando bem uma camada 
superficial com alto efeito de polarização, possivelmente camadas contendo 
argilominerais saturadas com água doce, passando, ao aumentar a 
profundidade, a uma camada possuindo zonas com pouco ou nenhum efeito de 
polarização, sendo relacionada a um pacote rochoso saturado com água mais 
salina (ou, alternativamente, um pacote de folhelho maciço) e, por fim, nas 
porções mais profundas da seção, encontram-se algumas regiões com 
polarização que correspondem às regiões de alta resistividade elétrica (ver 
Figura 9.32). Isto pode ser atribuído ao efeito de polarização relacionado à 
presença de sulfetos metálicos (pirita, por exemplo) no e ao redor do 
reservatório de óleo. Assim, o reservatório seria marcado pela alta resistividade 
e alto efeito de polarização elétrica.  
 
 

 
Figura 9.33: Seção de polarização induzida da linha [T30,+7600,+6600] do campo de Fazenda 

Alegre (ES), processada com solução dipolar para o transmissor e “função Dias - Sato” 

 

 
Figura 9.34: Seção de polarização induzida da linha [T30,+7600,+6600] do campo de Fazenda 

Alegre (ES), processada com solução de fonte finita circular para o transmissor e “função Machado 
- Dias” 

t30,+7600,+6600-pol 

t30,+7600,+6600-pol 
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Prosseguindo nesta análise, comparamos duas outras seções de resistividade 
elétrica ao longo da linha 36, sobre o campo de Fazenda Alegre. A Figura 9.35 
traz o processamento antigo dos dados (solução dipolar e “função Dias - Sato”) 
e a Figura 9.36 aplica a solução de fonte finita e a “função Machado - Dias” 
para o processamento. Modificações são perceptíveis e é interessante notar 
uma boa correspondência com os corpos resistivos e condutivos presentes na 
Figura 9.32, da linha 30. 
 
 

 
Figura 9.35: Seção de resistividade elétrica aparente da linha [T36,+7600,+6600] do campo de 

Fazenda Alegre (ES), processada com solução dipolar para o transmissor e “função Dias - Sato” 

 

 
Figura 9.36: Seção de resistividade elétrica aparente da linha [T36,+7600,+6600] do campo de 

Fazenda Alegre (ES), processada com solução de fonte finita circular para o transmissor e “função 
Machado - Dias” 

 
Sobre a mesma linha 36, podem ser analisados os resultados do ponto de vista 
da polarização elétrica induzida mostrados nas Figuras 9.37 e 9.38. Repete-se, 
com a melhoria do processamento de dados, a presença de regiões de alta 
polarização (no topo da seção), acompanhada por um pacote de baixa 
polarização (porção intermediária da seção) e, nas porções mais profundas, 
algumas anomalias de polarização, concordantes com regiões de alta 
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resistividade elétrica (Figuras 9.38 e 9.36), possivelmente, relacionada ao 
reservatório de óleo. A continuidade de uma linha para outra é bem marcada 
quando se adota o novo procedimento de processamento. 
 
 

 
Figura 9.37: Seção de polarização induzida da linha [T36,+7600,+6600] do campo de Fazenda 

Alegre (ES), processada com solução dipolar para o transmissor e “função Dias - Sato” 

 

 
Figura 9.38: Seção de polarização induzida da linha [T36,+7600,+6600] do campo de Fazenda 

Alegre (ES), processada com solução de fonte finita circular para o transmissor e “função Machado 
- Dias” 

 
Com o objetivo de comparar a coerência dos resultados, realizou-se o 
processamento dos dados obtidos nas linhas 30 e 36, com o transmissor 
posicionado no lado oposto do reservatório (posição reversa) em relação ao 
anterior. 
  
As Figuras 9.39 a 9.42, a seguir, mostram o resultado do processamento das 
linhas 30 e 36 do campo de Fazenda Alegre (ES) utilizando a nova metodologia 
de processamento, para resistividade elétrica aparente e parâmetro de 
polarização, com transmissor na posição reversa. Essas Figuras constituem a 
junção de duas seções obtidas com o centro do transmissor posicionado em 
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duas estações distintas, na estação +1600 e, depois de afastá-lo de 1000 m 
em relação à anterior, na estação +2600.  
 
A repetição dos padrões de resistividade e de polarização induzida mostra a 
confiabilidade dos resultados e servem, também, para melhor detalhamento 
das porções do reservatório que não foram imageadas pelas seções mostradas 
com o transmissor na posição direta. 
 
 

 
Figura 9.39: Seção de resistividade elétrica aparente da linha [T30,+1600,+2600] do campo de 

Fazenda Alegre (ES), processada com solução de fonte finita circular para o transmissor e “função 
Machado - Dias” (transmissor na posição reversa) 

 
 

 
Figura 9.40: Seção de polarização induzida da linha [T30,+1600,+2600] do campo de Fazenda 

Alegre (ES), processada com solução de fonte finita circular para o transmissor e “função Machado 
- Dias” (transmissor na posição reversa) 
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Figura 9.41: Seção de resistividade elétrica aparente da linha [T36,+1600,+2600] do campo de 

Fazenda Alegre (ES), processada com solução de fonte finita circular para o transmissor e “função 
Machado - Dias” (transmissor na posição reversa) 

 
 
 

 
Figura 9.42: Seção de polarização induzida da linha [T36,+1600,+2600] do campo de Fazenda 

Alegre (ES), processada com solução de fonte finita circular para o transmissor e “função Machado 
- Dias” (transmissor na posição reversa) 

 
 
A geração de uma única seção com a junção das seções obtidas com o 
transmissor nas posições reversa e direta pode ser realizada como forma de 
obter uma única imagem representativa de uma determinada linha e com mais 
informações. Essa seção conjunta é fundamental para a interpretação, pois 
consolida as informações colhidas com o transmissor posicionado nas 
extremidades opostas da linha, em questão. 
 
Sendo assim, a Figura 9.43 traz a seção gerada com a junção das seções 
resistividade (Figuras 9.32 e 9.39) da linha 30. E a Figura 9.44 traz a seção 
conjunta a partir das seções de polarização induzida da mesma linha. 
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Figura 9.43: Seção de resistividade elétrica aparente gerada pela composição das Figuras 9.32 e 

9.39, Faz. Alegre, Linha 30 (novo processamento) 

 
 

 
Figura 9.44: Seção de polarização induzida gerada pela composição das Figuras 9.34 e 9.40, Faz. 

Alegre, Linha 30 (novo processamento) 

 
Procedendo de maneira análoga para a linha 36, a Figura 9.45 traz a seção 
gerada com a junção das seções resistividade da linha 36. E a Figura 9.46 traz 
a seção conjunta a partir das seções de polarização induzida da mesma linha. 
 
 

 
Figura 9.45: Seção de resistividade elétrica aparente gerada pela composição das Figuras 9.36 e 

9.41, Faz. Alegre, Linha 36 (novo processamento) 

 

[T30,+1600,+2600] e [T30,+7600,+6600]  [T36,+1600,+2600] e [T36,+7600,+6600]  

[T30,+1600,+2600] e [T30,+7600,+6600]  

[T30,+1600,+2600] e [T30,+7600,+6600]  
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Figura 9.46: Seção de polarização induzida gerada pela composição das Figuras 9.38 e 9.42, Faz. 

Alegre, Linha 36 (novo processamento) 

[T36,+1600,+2600] e [T36,+7600,+6600]  
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CAPÍTULO 10 - CONCLUSÃO 
 
 

Esta tese compreende um estudo analítico sobre as idéias básicas, que 
suportam o método eletromagnético a multi-freqüência, e aplicação dos 
avanços teóricos alcançados a dados sintéticos e dados reais, tendo chegado 
às seguintes conclusões: 

 

a) deduções das expressões analíticas dos campos elétricos e magnéticos 
para diferentes geometrias de fonte na superfície de um semi-espaço 
condutor homogêneo 

Foram deduzidas as expressões dos campos ( HE
rr

, ) para fontes 
consistindo de uma loop horizontal finita, de forma quadrada e de forma 
circular, e para um dipolo magnético vertical pontual. Algumas dessas 
expressões acham-se disponíveis na literatura, mas em formato 
inadequado ou mesmo pouco claro, para o uso pretendido nesta tese, 
razão pela qual foram todas deduzidas aqui de maneira uniforme, 
padronizada e clara. A maneira pela qual foram deduzidas é padrão, 
todavia original, como também, novos são os resultados obtidos aqui 
para a loop quadrada; 

 

b) dedução das expressões analíticas dos campos elétrico e magnético 
gerados por uma espira de corrente induzida no interior do semi-espaço 
condutor homogêneo, por fonte finita, circular, na superfície 

Este resultado é inteiramente novo, sendo essencial na discussão sobre 
a zona de maior influência para a medida observada, um ponto central 
desta tese, identificado no Capítulo 6 e no tópico a seguir; 

 

c) discussão sobre a zona do semi-espaço condutor homogêneo de maior 
influência para as medidas observadas 

Neste item, reside uma contribuição inteiramente nova desta tese. 
Primeiramente, foi possível demonstrar analiticamente a existência da 
zona principal (ou zona de maior influência), como também mapear a 
sua dimensão e o deslocamento do seu topo máximo, como função do 
número de indução. Este conceito é essencial na própria concepção do 
método, o que confere ao presente tópico grande relevância. Este 
trabalho permitiu avaliar a excelente aproximação associada à função já 
usada atualmente no método, para determinação das coordenadas do 
centro da zona principal, como também contribui com um termo de 
correção a essa função, conferindo-lhe melhoria, com conseqüências 
relevantes para a interpretação dos dados; 

 

d) estudo comparativo dos campos gerados por fontes de diferentes 
geometrias (quadrado, circular e dipolo pontual) 
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Neste particular, foi possível verificar as distâncias de separação 
transmissor-receptor que permitem fazer aproximação de uma geometria 
da fonte por outra mais simples, com margem de erro aceitável (inferior 
a 1%). Ficou assim demonstrado que, usando uma fonte de loop 
quadrada, a distância do seu centro a ser considerada para a medida, 
de modo que a fonte possa ser tratada como um dipolo pontual, é pelo 
menos 6 (seis) vezes o lado do quadrado, e apenas 3 (três) vezes o lado 
do quadrado para poder ser tratada como circular de raio igual à metade 
do lado do quadrado. Esta conclusão tem conseqüência prática imediata 
para o uso corrente do sistema eletromagnético a multi-freqüência: 
quando se usa uma fonte de geometria quadrada, a maior confiabilidade 
na geração dos valores dos parâmetros elétricos associados ao semi-
espaço homogêneo equivalente requer o uso de ábacos de inversão das 
funções medidas construídos para a fonte circular (com raio igual à 
metade do lado do quadrado) em vez do ábaco da fonte dipolar. A não 
observância a esta recomendação pode gerar distorções nas imagens 
finais produzidas para o meio heterogêneo que se pretende imagear; 

 

e) aplicação dos avanços teóricos a dados sintéticos, e a dados reais 
obtidos em campos produtores continentais de petróleo, com vistas ao 
mapeamento dos fluidos contidos no reservatório 

Os principais avanços teóricos resultantes do trabalho analítico 
desenvolvido nesta tese foram introduzidos no procedimento de 
processamento de dados obtidos com o sistema eletromagnético a multi-
freqüência.  

O novo fluxo de processamento, que opera com a solução de fonte finita 
circular para obtenção dos parâmetros elétricos, gera uma nova função 
de atribuição, chamada “função Machado - Dias”, para geração das 
seções geoelétricas, que é essencial para dados obtidos em 
levantamentos onde a aproximação de dipolo para a fonte não pode ser 
considerada, tal como o experimento realizado no Espírito Santo. Usado 
com modelos sintéticos, para os quais existem soluções fechadas 
(sistemas de camadas horizontais e esfera condutora inserida no espaço 
livre) foi obtida boa concordância. Usado com dados reais, a “função 
Machado - Dias”, por trazer um termo de correção em relação à “função 
Dias - Sato”, melhora consideravelmente a continuidade dos corpos 
geológicos, aparentando maior realismo às seções geradas, como foi 
mostrado nas seções da Bacia do Recôncavo e de Fazenda Alegre/ES. 
Foi possível ainda delimitar a região do reservatório com base nos 
dados obtidos de resistividade e polarização elétrica induzida. Esta 
delimitação é melhorada com a utilização do novo fluxo de 
processamento proposto nesta tese. 

 

Como sugestão de desenvolvimentos futuros deste trabalho, pode-se traçar as 
seguintes linhas de pesquisa: 
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a) comparação das seções obtidas para o campo de Fazenda Alegre com 
dados de poços perfilados na área, para finalização da interpretação dos 
resultados e melhor definição do parâmetro de calibração η  adequado à 
geologia da região; 

b) modelagem e inversão numérica 2D/3D dos dados de resistividade e 
polarização elétrica aparentes obtidos, para otimização da interpretação 
dos dados; 

c) análise do efeito da topografia do terreno sobre os dados observados 
visando introduzir a correspondente correção; 

d) processamento das outras componentes do campo magnético que foram 
obtidas no experimento sobre o campo de Fazenda Alvorada. 
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APÊNDICE A - Cálculo do baricentro referente à posição dos dipolos pontuais 
complementares nas quinas da fonte quadrada 

 

 

Pela simetria do problema, verifica-se que o baricentro da área dada pela área 
do quadrado menos a área do círculo no 1º quadrante acha-se sobre a 
diagonal do quadrado de raio ro da Figura A.1. Por outro lado, bastará trabalhar 
com metade do 1º quadrante, determinando o valor médio da coordenada 
projetada sobre a diagonal, correspondente aos elementos de área ∆S nessa 
zona, onde 
 
 
 

                                                                                            ∫=∆
θ

θ
cos/o

o

r

r

drrdS      (A.1) 

   
                                                            Da simetria do problema no 1º quadrante: 
       

       
∫∫

∫∫ −
=

)(

)º45cos()(

drrd

rdrrd
r

θ

θθ
    (A.2) 

 

 

 

       Figura A.1: Posição do Baricentro 
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Como: 
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Assim, o baricentro é dado por: 
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APÊNDICE B  - Demonstração de autoconsistência das expressões dos 
campos elétrico e magnético devidos a uma espira de corrente circular induzida 

no interior do semi-espaço condutor homogêneo reduzidas às expressões 
obtidas para uma loop circular situada no exterior do semi-espaço fazendo-se a 

permuta do semi-espaço de ar livre com o semi-espaço condutor 

 

 

As expressões dos campos elétrico e magnético devidos a uma loop de 
corrente, situada externamente a um semi-espaço condutor homogêneo, 
podem ser obtidas a partir das expressões (5.58) a (5.66) devidas a uma espira 
de corrente induzida no interior do semi-espaço condutor homogêneo fazendo-
se a permuta do semi-espaço de ar livre com o semi-espaço condutor. 
 

 

B.1 PERMUTA DOS MEIOS 
 

 

Vamos neste item aplicar as seguintes modificações nas equações (5.58) a 
(5.66): 
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Têm-se, então, as expressões gerais obtidas das expressões encontradas no 
Capítulo 5, através das substituições indicadas acima: 
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A situação a que se chega, até este ponto, vem configurada no seguinte gráfico 
de coordenadas e espaços modificados: 
 

 
Figura B.1: Representação da permuta entre os meios 1 e 0 

 
O próximo passo é relativo à inversão do eixo da coordenada z, para poder ter 
a solução em condição de ser usada no sistema de coordenadas originais. 
 

( )  1-  meio      0  -  eio →m

( )  0-  meio      1  -  eio →m

zh ≤

hz ≤≤0

0≤z

hz =

0=z
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B.2 INVERSÃO DO EIXO – Z 
 
 
Para tanto, deve-se 

a) substituir z por – z ; 
b) manter inalterado h em todas as expressões, posto que h é positivo 

quando descreve a profundidade positiva z = h da fonte na Fig. B.1, e 
vai continuar sendo positivo, com a inversão, quando entra na 
descrição da altura (negativa) da fonte dada por   z = - h; 

c) multiplicar por –1 a expressão anterior da componente Hr , por 
resultar da derivada em z do potencial ϕπ  (a qual muda de sinal). 

 
A situação gráfica fica assim: 

 
Figura B.2: Representação da permuta entre os meios e da inversão do eixo - z 

 
Refazendo essa figura gráfica, apenas para concordar com a orientação 
adotada originalmente, resulta em: 
 
 

 
Figura B.3: Representação com a loop externa ao semi-espaço condutor 
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As expressões finais obtidas, para a loop circular, situada no espaço exterior ao 
semi-espaço, são portanto: 
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B.3 EXPRESSÕES FINAIS 
 

 

Retrabalhando as expressões (B.10) a (B.18), chega-se a 
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As expressões (B.19) e (B.24) reduzem-se às expressões (3.73) a (3.78) 
quando se faz λ=ou . 
 
Conforme já dito, as expressões (3.73) a (3.78) coincidem com as suas 
análogas obtidas por Ward e Hohmann (1988) para o caso particular em que 
fonte e receptor acham-se na superfície do semi-espaço condutor. 
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APÊNDICE C - Tratamento dado a integrais do tipo ( ) ( )∫
∞

−

0

11 dtctJbtJe at
 

 

 

Seja identificada esta integral através da notação 
 

( ) ( )∫
∞

−=
0

11 dtctJbtJeI at            (C.1) 

 
De acordo com Watson (1966, p. 389) 
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φφ dtdt
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com ( ) 2/122 cos2 φbccbw −+= . 
 
De acordo com Irving e Mullineux (1959, p. 173), tem-se 
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Portanto 
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onde foi substituído π=Γ )2/1(  (IRVING; MULLINEUX, 1959, p. 803). Pode-
se arrumar a  (C.4) da seguinte forma 
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onde 
 

bc

cba
x

2

222 ++=             (C.6) 

 
De acordo com Courant e Hilbert (1953, v. 1, p. 505), tem-se que 
 

∫
−

++ −
−=

1

1
1

2

1 )(

)1(

2

1
)( ν

ν

νν ξ
ξξ

z

d
zQ                         (C.7) 



 

 

 135 

 

 
sendo )(zQν  a função de Legendre de 2ª espécie e ordem v, tal que a parte 
real de v+1 seja > 0, inclusive podendo ser v inteiro e não-negativo, e 
argumento z definido no plano complexo excetuando os pontos do intervalo 
sobre o eixo real compreendido de +1 a -∞.  
 
Fazendo, portanto, 1/2 e cos == vφξ , tem-se 
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Identificando x em (C.5) com z em (C.8), conclui-se que 
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onde supõe-se que seja x > 1. 
 
A expressão de )(

2

1 xQ  pode ser ainda simplificada, supondo-se ser x > 1. 

Vamos partir de  
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Integrando por partes a (C.10), chega-se a: 
 

( )∫ −
−=

π

φ
φ

0
2/12/3

2

1 }
cos

2
{sen

2

1
)(

x
dxQ                           (C.11) 

           
( ) ( )∫ −

+








−
=

π

π φ
φφ

φ
φ

0
2/1

0

2/1 cos

cos

2

1

cos

sen

2

1

x

d

x
                        (C.12) 

 
sendo nulo o 1° termo do segundo membro de (C.12), tem-se 
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com x > 1. 
 
A expressão (C.13) encontra-se em Morse e Feshbach (1953, p. 1304). As 
expressões que são de interesse, ao presente trabalho, são: 
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(válidas para x > 1). 
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APÊNDICE D – Prova da divergência do primeiro termo da expressão (6.14) 
 
 
 
Para provar a divergência do primeiro termo de (6.14) quando 0→→ oo zerr , 
denotar-se-á este termo pela letra F, da seguinte forma: 
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Seja f o argumento da integral quando 0=φ ,  rro =  e 0≠oz , de modo que se 
obtém: 
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Quando 0→oz , o numerador de (D.3) tende a zero e o denominador também, 

uma vez que 1→x . Nesta situação, tem-se uma indeterminação do tipo 00 . 
Para resolver este limite, pode-se recorrer à regra de L’Hôpital (KAPLAN, 
1972), diferenciando o numerador e o denominador em relação a oz , que nada 
tem a ver com a integração. Sendo assim: 
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Resolvendo a derivada do denominador de (D.5), tem-se 
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Substituindo o resultado de (D.6) em (D.5), obtém-se como resultado do limite: 
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Assim, fica provada, a divergência do primeiro termo da expressão (6.14) 
quando 00, →→→ oo zerr ϕ . 
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dados de polarização elétrica induzida obtidos por um sistema eletromagnético 
a multi-freqüência na Fazenda Bela Vista, município de Jaguarari, Bahia, 
Brasil. In: INTERNATIONAL CONGRESS OF THE BRAZILIAN 
GEOPHYSICAL SOCIETY AND EXPOGEF, 9., 2005, Salvador. 
Electromagnetic & resistivity methods : proceedings. Salvador. 1 CD-ROM. 
 
 
MACHADO, M. V. B.; DIAS, C. A., 2006, Desenvolvimento do processamento 
dos dados gerados por sistema eletromagnético a multi-freqüência para 
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MACHADO, M. V. B.; DIAS, C. A., 2007, Dedução e análise dos campos 
elétrico e magnético gerados por um transmissor quadrado de um sistema 
geofísico eletromagnético a multi-freqüência. In: INTERNATIONAL 
CONGRESS OF THE BRAZILIAN GEOPHYSICAL SOCIETY AND EXPOGEF, 
10., 2007, Rio de Janeiro. EM geophysical applications : proceedings. Rio de 
Janeiro. 1 CD-ROM. 
 
 
MACHADO, M. V. B.; DIAS, C. A., 2009, Determinação da zona do semi-
espaço condutor de maior influência para medidas realizadas por um sistema 
eletromagnético a multi-freqüência operando da superfície do semi-espaço. In: 
INTERNATIONAL CONGRESS OF THE BRAZILIAN GEOPHYSICAL 
SOCIETY AND EXPOGEF, 11., 2009, Salvador. EM exploration : proceedings. 
Salvador. 1 CD-ROM. 
 
 
MACHADO, M. V. B.; DIAS, C. A.; SATO, H. K., 2009, Desenvolvimentos no 
processamento de dados eletromagnéticos obtidos com o protótipo de um 
sistema indutivo a multi-frequência aplicado a campos de petróleo. In: 
INTERNATIONAL CONGRESS OF THE BRAZILIAN GEOPHYSICAL 
SOCIETY AND EXPOGEF, 11., 2009, Salvador. EM exploration : proceedings. 
Salvador. 1 CD-ROM. 
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Além dessas publicações em Congressos, pode-se destacar dois relatórios de 
projetos de pesquisa entregues à PETROBRAS com resultados advindos desta 
tese. Os projetos são: 
 
“Avaliação da resposta eletromagnética de reservatórios de petróleo 
submetidos à injeção forçada de fluidos, Relatório de Pesquisa final”, 
LENEP/UENF, CPGG/UFBA e PETROBRAS/UN-BA, 2006; 
 
“Desenvolvimento do método eletromagnético a multi-freqüência para 
exploração e imageamento de reservatórios de petróleo”, Relatório 1, 
LENEP/UENF, CPGG/UFBA e PETROBRAS/UN-ES, 2008. 
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