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PROCURA-SE

Procura-se um caminho, o ”caminho do meio”. Um caminho que não seja o da direita nem o da

esquerda e também não pode ficar em cima do muro. Procura-se, na verdade, um diálogo um

meio termo uma trégua, uma paz verdadeira. Procura-se algo que se perdeu no transcorrer do

tempo, a vida. Ah! Tem que ser em grupo.

Temos nos preocupado tanto com os problemas do processo educativo que acho que

esquecemos do todo, do processo , da verdadeira educação.

Não existe educação sem uma relação, sem um contato, sem um atrito, sem uma busca

de ambas as partes, sem uma entrega comum, uma troca. Não existe educação sem diálogo,

mas pode existir educação mesmo sem palavras.

O que realmente falta é um pouco mais de doação de ambas as partes, um pouco mais

de humildade no reconhecer o seu erro, um pouco mais de amor, um estender a mão um para o

outro e caminhar lado a lado.

Seria uma utópia acharmos que somos professores e alunos perfeitos,

maravilhosos, sensacionais, completos. E seria uma tristeza chegar a esse ponto, pois nada

mais terı́amos a ensinar e a aprender, perdendo a educação a sua razão de existir.

É certo que cada um de nós busca manter vivo dentro de si um ideal de professor,

um ideal de aluno, um ideal de homem, pois é esse ideal que nos leva avante, que nos faz

buscar, que nos faz cair, que nos dá forças para levantar, que nos faz crescer, que nos faz

querer sempre ser um pouquinho melhor que ontem. E isso é maravilhoso! Não devemos e

não podemos perder esse ideal, pois novamente o processo educativo, mola-mestra da evolução

do ser humano desapareceria. Tudo o que precisamos é ser um pouco mais realista; colocar os

pés no chão, olhar ao redor e saber que tudo o que importa é a convivência, é a relação, é o

momento sublime em que os seres se tocam e, desse contato, surge uma luz lá no fim do túnel,

um verdadeiro brilho que chamamos do jeito que quisermos, vida, amor, educação.

Obrigado pela opurtunidade de conhecer voce. Lembranças de um amigo, quem sabe

de um professor...
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RESUMO

Neste trabalho desenvolvemos o formalismo do gravitomagnetismo no contexto da
teoria gravitacional de Brans-Dicke. Escrevemos as equações de campo em uma forma tipo-
Maxwell ao considerarmos as aproximações de campo fraco e de baixa velocidade de rotação da
fonte. Examinamos o efeito Lense-Thirring de precessão dos referenciais inerciais e obtivemos
a equação de movimento para uma partı́cula. Introduzimos ainda um modelo com o momento
angular da fonte variando linearmente no tempo, calculando o atraso do tempo gravitomagnético
decorrente. Os resultados obtidos foram comparados com as previsões da teoria da Relatividade
Geral.

Palavras chave: Aproximação de Campo Fraco; Gravitomagnetismo; Teoria de Brans-Dicke.



ABSTRACT

In this work we develop the formalism of the gravitomagnetism in the context of
the Brans-Dicke theory of gravity. We write the field equations in a type-Maxwell form while
considering the approximations of weak field and of low speed of rotation of the source. We
examine the effect of Lense-Thirring precession of inertial frames and obtained the equation
of motion for a particle. We have also introduced a model with the angular momentum of the
source varying linearly with time, calculating the gravitomagnetic time delay due. The results
were compared with the predictions of the theory of General Relativity.

Keywords: Weak Field Approximation; Gravitomagnetism; Brans-Dicke Theory.
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APÊNDICES. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
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1 INTRODUÇÃO

Pouco tempo depois que Einstein formulou a teoria da Relatividade Geral (LORENTZ,

2001), Lense e Thirring (1918) mostraram que uma consequência das equações de campo da

teoria é um efeito de precessão (ou arrastamento) do referencial inercial local, que ficou conhe-

cido como efeito Lense-Thirring. De acordo com este efeito, uma partı́cula orbitando em torno

de corpos em rotação como a Terra e o Sol tem o seu plano orbital ”arrastado”no mesmo sen-

tido da rotação do corpo central. De modo equivalente, se um giroscópio, cujo eixo de rotação

permanece fixo em um sistema inercial, for colocado na vizinhança de um corpo em rotação

irá sofrer uma precessão em seu eixo (SCHIFF, 1960). O arrastamento dos sistemas inerciais

pode ser considerado um efeito Machiano (MISNER, 1973), não sendo previsto pela teoria de

Newton da gravitação.

Os efeitos da Relatividade Geral associados com a rotação de corpos podem ser me-

lhor compreendidos utilizando-se uma analogia formal com a teoria eletromagnética. A idéia

básica é que correntes de massa geram um campo, que por analogia com o eletromagnetismo,

é chamado de campo gravitomagnético (CIUFOLINI, 1995). De fato, segundo a Relatividade

Geral, matéria em movimento ou em rotação produz uma contribuição para o campo gravitacio-

nal que é o análogo do campo magnético de uma carga elétrica em movimento ou de um dipolo

magnético.

Existem evidências indiretas da existência do gravitomagnetismo nos contextos as-

trofı́sico e do Sistema Solar (STELLA, 2003; NORDVEDT, 2001). Por outro lado, o campo

gravitomagnético da Terra, através do efeito Lense-Thirring de arrastamento dos sistemas iner-

ciais, também perturba a órbita de satélites. Então, a observação das órbitas dos satélites LA-

GEOS E LAGEOS 2, ao longo de vários anos, permitiu a verificação do gravitomagnetismo

com uma precisão de cerca de 10% em relação à previsão da Relatividade Geral (CIUFOLINI,

2004; CIUFOLINI, 2006 ). Em abril de 2004, foi lançado o satélite Gravity Probe B (EVE-
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RITT, 2001), uma missão espacial de aproximadamente um ano, que colocou giroscópios em

órbita para medir a precessão em seus eixos por causa da rotação da Terra. Esses efeitos do

gravitomagnetismo foram verificados com uma precisão estimada de 14% (GRAVITY PROBE

B, 2009).

Outros efeitos do gravitomagnetismo, como por exemplo, o atraso do tempo (time

delay) gravitacional para um raio de luz que se propaga na vizinhança de uma massa em rotação

(CIUFOLINI, 2003) e a mudança na polarização das ondas eletromagnéticas (SERENO, 2005)

têm sido estudados. Recentemente, uma nova linha de investigação surgiu abordando situações

em que o momento angular da fonte varia com o tempo (MASHHOON, 2008; CHICONE,

2008; BINI, 2008; RUGGIERO, 2009). Realmente, objetos astronômicos, como as estrelas e

os planetas, possuem em geral movimento de rotação, porém, a taxa de rotação raramente é

uniforme. No caso da Terra, a dimunição da velocidade de rotação em torno do próprio eixo é

muito lenta, mas ocorre devido principalmente ao efeito de atrito das marés com a superfı́cie do

planeta. Neste processo, a Terra perde momento angular que é transferido para o movimento

orbital da Lua. Como consequência, a Lua se afasta da Terra a uma taxa de 4 cm por ano

(BINI, 2008). Por sua vez, a diminuição da rotação da Terra faz com que o tempo medido pelos

relógios atômicos e o tempo medido levando-se em conta a rotação da Terra (tempo terrestre)

saiam de sincronia, sendo necessário acrescentar-se um segundo ao final de alguns anos para

acertar as duas medições cronológicas.

A teoria da Relatividade Geral não é a única teoria de gravitação disponı́vel. Exis-

tem outras alternativas teóricas que podem ser submetidas aos testes experimentais (WILL,

2005), entre as quais destacam-se as teorias escalares-tensoriais (BERGMANN, 1968; WAGO-

NER, 1970; NORDTVEDT, 1970). Essas teorias métricas da gravitação introduzem um campo

adicional, um campo escalar φ , que junto com a métrica gµν respondem pela descrição dos

fenômenos gravitacionais. De um modo geral, o fator de acoplamento do campo escalar com a

geometria é ω(φ). Um caso particular ocorre se ω(φ) = ω = constante, e temos então a teoria

de Brans-Dicke (BRANS, 1961).

As teorias escalares-tensoriais, como a teoria de Brans-Dicke, são estudadas atual-

mente com vários propósitos, entre os quais destacamos alguns: podem ser o limite de baixas

energias de teorias mais gerais que unifiquem a gravitação com outras interações ou a quantizem

(FARAONI, 2009), verificação de testes experimentais da interação gravitacional (DAMOUR,
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2000) e Cosmologia (WEINBERG, 2008).

Nesta dissertação, estudaremos o formalismo do gravitomagnetismo no contexto da

teoria de Brans-Dicke. Para isso, usaremos a aproximação de campo fraco (HITZER, 1997)

e um resultado (BARROS, 1998), que permite obter soluções de campo fraco na teoria de

Brans-Dicke a partir de soluções conhecidas da Relatividade Geral. Procuraremos mostrar que

é possı́vel escrever as equações da gravitação de Brans-Dicke em uma forma tipo-Maxwell

e daı́, investigaremos alguns tópicos tais como o efeito Lense-Thirring e o atraso do tempo

gravitacional. Consideraremos também os efeitos do campo gravitomagnético gerado pela va-

riabilidade temporal do momento angular intrı́nseco de fontes materiais em rotação, calculando

explicitamente o atraso do tempo gravitacional. Os resultados obtidos são comparados com

aqueles previstos pela Relatividade Geral.

A dissertação tem a seguinte organização: no Capı́tulo 2, discutimos aspectos básicos

da teoria gravitacional de Newton e apresentamos a teoria da Relatividade Geral, desenvolvendo

a aproximação de campo fraco e o limite Newtoniano. Depois, no Capı́tulo 3, tratamos do

formalismo do gravitomagnetismo na teoria da Relatividade Geral. No Capı́tulo 4, trabalhamos

com o gravitomagnetismo no contexto da teoria de Brans-Dicke, mostrando que as equações da

teoria podem ser escritas em uma forma tipo-Maxwell e explorando as consequências desse fato.

Ainda, no Capı́tulo 5, estudamos um modelo de variação linear do momento angular da fonte

de campo gravitacional, obtendo o valor do atraso do tempo gravitomagnético. O resultado é

comparado com o da Relatividade Geral e as consequências são discutidas. Finalizamos com o

Capı́tulo 6 de conclusões e perspectivas.
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2 TEORIA DA GRAVITAÇÃO DE EINSTEIN

2.1 Introdução

Estudaremos a teoria de Newton da gravitação em seus aspectos básicos, enfatizando

a lei de força e a equação de campo em termos do potencial gravitacional. Em seguida, intro-

duziremos a teoria gravitacional de Einstein, apresentando as equações gerais de campo e as

equações de movimento. Depois, encontraremos as equações de campo fraco e mostraremos

que a Relatividade Geral possui o limite Newtoniano correto, tanto para as equações de campo

como para as equações de movimento.

2.2 Teoria Gravitacional de Newton

As experiências de Galileu mostraram que a aceleração que um corpo adquire num

campo gravitacional uniforme independe de sua massa (WEINBERG, 1972). Assim, Newton

pôde inferir a igualdade entre as massas inercial e gravitacional. De fato, o conceito de massa

inercial foi introduzido através da segunda lei de Newton:

~F = mi~a, (2.1)

onde ~F é a força resultante que atua sobre o corpo, mi sua massa inercial e ~a a aceleração

adquirida. Portanto, interpretamos a massa inercial como uma medida da inércia do corpo, isto

é, da sua resistência a uma mudança de velocidade.

Segundo a teoria gravitacional de Newton, esse mesmo corpo é atraı́do gravitacional-

mente por um outro conforme a lei,
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~F =−G
mgMg

R2 r̂, (2.2)

sendo mg a massa gravitacional do corpo ao qual atribuı́mos a massa inercial mi, Mg a massa

gravitacional do outro corpo, R a distância entre eles, G uma constante universal e r̂ o vetor

unitário na direção da reta que liga os corpos, com origem no corpo de massa Mg. Deve-se notar

que a expressão da força gravitacional de Newton é válida para corpos puntiformes, ou que

possam ser considerados como tal quando suas dimensões são pequenas quando comparadas

com a distância entre eles. Combinando-se as equações (2.1) e (2.2), temos que o módulo da

aceleração do corpo de massa mg é

a =
[(mg

mi
)GMg]

R2 . (2.3)

De acordo com Galileu, todos os corpos localizados à mesma distância R do corpo de

massa Mg têm a mesma aceleração. Assim, a razão mg/mi deve ser uma constante universal.

Sem perda de generalidade, podemos considerar que mg e mi possuem o mesmo valor numérico.

O fato de que os corpos caem com a mesma aceleração em um campo gravitacional é

apenas uma coincidência na teoria de Newton. Porém, adquire um significado mais profundo

na teoria gravitacional de Einstein, sendo a base do Princı́pio de Equivalência entre as forças

inerciais e gravitacionais.

Medidas da diferença fracional η das acelerações a1 e a2 de dois corpos em queda

em um campo gravitacional, definida como η =
2 |a1−a2|
|a1 +a2|

, indicam que (BAESSLER, 1999;

WILLIAMS, 1996)

η < 4×10−13. (2.4)
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2.3 Equação de Campo da Gravitação de Newton

Vamos supor uma distribuição discreta de N partı́culas. A força gravitacional exercida

pelas N partı́culas sobre uma partı́cula de massa m, em um ponto~x, é

~F(~x) =−Gm
N

∑
i=1

mi
(~x−~xi)
|~x−~xi |3

, (2.5)

onde, G = 6,67x10−11 N.m2

Kg2 é a constante Gravitacional de Newton e ~xi é a posição da i-ésima

partı́cula de massa mi. Definimos a energia potencial gravitacional desse sistema de partı́culas

como

V (~x) =−Gm
N

∑
i=1

mi

|~x−~xi |
, (2.6)

de modo que

~F(~x) =−∇V (~x). (2.7)

A equação (2.7) pode ser facilmente verificada se usarmos o resultado

∇

[
1

|~x−~xi |

]
=− (~x−~xi)
|~x−~xi |3

. (2.8)

Por sua vez, o campo gravitacional é definido como

~g(~x) =
~F(~x)

m
, (2.9)

sendo o potencial gravitacional correspondente dado por

Φ(~x) =
V (~x)

m
. (2.10)

Então, temos de (2.7) , (2.9) e (2.10) que
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~g(~x) =−∇Φ(~x). (2.11)

E ainda, de (2.6) e (2.10), obtém-se

Φ(~x) =−G
N

∑
i=1

(
mi

|~x−~xi |
). (2.12)

Para uma distribuição contı́nua de massa, temos que Φ(~x) é definido por

Φ(~x) =−G
∫

ρ(~x′)
|~x−~x′ |

d3~x′, (2.13)

onde ρ(~x′) é a densidade de massa. Aplicando o operador Laplaciano em (2.13), temos

∇
2
Φ(~x) =−G

∫
ρ(~x′)∇2

[
1

|~x−~x′ |

]
d3~x′. (2.14)

Como,

∇
2
[

1
|~x−~x′ |

]
=−4πδ (~x−~x′), (2.15)

onde δ (~x−~x′) é a função delta de Dirac, encontramos que

∇
2
Φ(~x) = 4πG

∫
ρ(~x′)δ (~x−~x′)d3x′

∇
2
Φ(~x) = 4πGρ(~x), (2.16)

a qual é a equação de campo da teoria da gravitação de Newton.

Podemos obter a equação de movimento para uma partı́cula sob a ação do potencial

gravitacional Newtoniano combinando as equações (2.9) e (2.11). Assim, como
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~F = m~a = m
d2~x
dt2 ,

vem que
d2~x
dt2 =−∇Φ. (2.17)

2.4 Teoria gravitacional de Einstein

Para construir uma teoria relativı́stica da gravitação, Einstein associou os efeitos gravi-

tacionais com a existência de um espaço-tempo curvo de métrica gµν , diferentemente do caso do

espaço-tempo plano de Minkowski da Relatividade Especial (HARTLE, 2003). Na sua teoria,

conhecida como Relatividade Geral, a distribuição de matéria-energia é que passa a determinar,

de uma forma dinâmica, a geometria do espaço.

As equações de campo da Relatividade Geral são dadas por (MISNER, 1973)

Rµν −
1
2

gµνR =
8πG
c4 Tµν , (2.18)

onde µ,ν = 0,1,2,3, c é a velocidade da luz, Tµν é o tensor energia-momento da distribuição

material, Rµν é o tensor de Ricci e R o escalar de curvatura. Essas equações podem ser colocadas

em uma outra forma. Para isso, pode-se contrair (2.18), obtendo-se

R =−8πG
c4 T, (2.19)

sendo T = T µ
µ o traço do tensor energia-momento. Substituindo (2.19) em (2.18) e rearran-

jando os termos, temos a forma alternativa das equações de Einstein:

Rµν =
8πG
c4

[
Tµ ν −

1
2

gµ νT
]
. (2.20)

A equação de movimento das partı́culas no espaço-tempo curvo de Riemann é a equação

das geodésicas (LANDAU, 1996)
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d2xα

ds2 +Γ
α
µν

dxµ

ds
dxν

ds
= 0, (2.21)

com xα = (x0,~x) = (ct,~x), Γα
µν = 1

2gαρ(−gµν ,ρ +gρµ,ν +gνρ,µ) são os sı́mbolos de Christoffel,

gµν a métrica do espaço-tempo e gµν ,ρ =
∂gµν

∂xρ
. O elemento de linha ds2 é definido como

ds2 = gµνdxµdxν . O segundo termo no lado esquerdo de (2.21) pode ser interpretado como a

força gravitacional por unidade de massa que atua sobre a partı́cula.

Vamos mostrar que a equação (2.21) se reduz, no caso do espaço-tempo da Relativi-

dade Especial (espaço de Minkowski), à equação de uma partı́cula sobre a qual não atua força

gravitacional. Nesse espaço-tempo, a métrica é ηµν = diag(−1,1,1,1) e então,

Γ
α
µν =

1
2

η
αρ(−ηµν ,ρ +ηρµ,ν +ηνρ,µ) = 0. (2.22)

Portanto, (2.21) fica
d2xα

ds2 = 0. (2.23)

Se α = 0,
d
ds

(
dx0

ds

)
= 0

dx0

ds
= constante. (2.24)

Sem perda de generalidade, pode-se tomar
dx0

ds
= 1. Logo, ds = cdt. Dessa forma,

obtemos de (2.23) para α = 1,2,3 que

d2~x
dt2 = 0, (2.25)

que é a equação de movimento de uma partı́cula livre.

2.5 Aproximação de Campo Fraco

Na aproximação de campo fraco, consideraremos que a métrica pode ser escrita como
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gα β = ηα β +hα β , (2.26)

sendo ηαβ = diag(−1,1,1,1) a métrica de Minkowski e
∣∣hαβ

∣∣� 1. Desprezando as potências

de hαβ superiores à de primeira ordem, vamos escrever o tensor de Riemann como (LANDAU,

1996)

Rγαδβ =
1
2
(
hγβ ,α,δ +hαδ ,γ,β −hαβ ,γ,δ −hγδ ,α,β

)
. (2.27)

Na mesma aproximação, o tensor de Ricci torna-se

Rαβ = Rδ
αδβ = gγδ Rγαδβ = η

γδ Rγαδβ ,

pois gγδ = ηγδ −hγδ . E logo,

Rαβ =
1
2

(
−η

γδ hαβ ,γ,δ +hγ
α,β ,γ +hγ

β ,α,γ −h,α,β

)
, (2.28)

onde h = hγ
γ . Portanto, (2.18) fica igual a

(
−η

γδ hαβ ,γ,δ +hγ
α,β ,γ +hγ

β ,α,γ −h,α,β

)
−ηαβ R =

16πG
c4 Tαβ , (2.29)

onde R = gµ νRµ ν = ηµνRµ ν .

Podemos escolher arbitrariamente quatro das dez componentes do tensor métrico gαβ ,

o que significa impor aos hαβ quatro condições arbitrárias (LANDAU, 1996). Um conjunto de

condições que em geral se utiliza é o das condições harmônicas (também chamado de “gauge”

harmônico). As condições harmônicas são dadas pelas equações

(
hα

β −
1
2

δ
α

β h
)

,α

= 0, (2.30)

que implicam também que
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hδ
β ,α,δ +hδ

α,δ ,β −h,α,β = 0. (2.31)

Substituindo (2.31) em (2.29), vem que

η
γδ hαβ ,γ,δ +ηαβ R =−16πG

c4 Tαβ . (2.32)

Mas,

η
γδ hαβ ,γ,δ = �hα β =− 1

c2

∂ 2hα β

∂ t2 +∇
2hα β . (2.33)

Logo, (2.32) torna-se

�hα β +ηαβ R =−16πG
c4 Tαβ . (2.34)

Usando (2.19) em (2.34), obtemos as equações de campo fraco da teoria da Relativi-

dade Geral:

�hα β =−16πG
c4

[
Tαβ −

ηαβ

2
T
]
. (2.35)

Pode-se contrair a equação (2.35), encontrando-se que

�h =−16πG
c4 (−T ) . (2.36)

Por conveniência, vamos definir h̄αβ ≡ hαβ − 1
2ηαβ h, de modo que

�h̄αβ = �hαβ −
1
2

ηαβ �h. (2.37)

Agora, substituindo (2.35) e (2.36) em (2.37), obtemos a seguinte equação de campo

fraco em termos de h̄αβ :
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�h̄αβ =−16πG
c4 Tαβ . (2.38)

2.6 Aproximação Newtoniana: Equações de Campo

Para tomar o limite Newtoniano da Relatividade Geral, vamos partir de (2.35), fazendo

ainda as seguintes hipóteses: (i) a única componente não nula do tensor energia-momento é

T 0
0 =−ρc2, sendo ρ a densidade de massa da distribuição de matéria; (ii) as componentes hα β

não variam apreciavelmente com o tempo. Dessa forma, teremos que

T = T 0
0 =−T00, (2.39)

e

�hα β = ∇
2hα β . (2.40)

A única equação independente a partir de (2.35) será aquela em que α = β = 0. Assim, ficamos

com

∇
2h00 =−16πG

c4 (T00−
1
2

η00T )

∇
2h00 =−8πG

c2 ρ

∇
2
(
−c2h00

2

)
= 4πGρ. (2.41)

Mas (LANDAU, 1996),

g00 =−1− 2Φ

c2 =−1+h00,

onde Φ é o potencial Newtoniano. Portanto,
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−c2h00

2
= Φ. (2.42)

Então, levando (2.42) em (2.41) recuperamos a equação de campo (2.16) da teoria gravitacional

de Newton.

2.7 Aproximação Newtoniana: Equações de Movimento

Como vimos, a equação de movimento das partı́culas na Relatividade Geral é a equação

da geodésica dada por

d2xµ

ds2 +Γ
µ

αβ

dxα

ds
dxβ

ds
= 0,

com Γ
µ

αβ
= 1

2gµρ(−gαβ ,ρ + gρα,β + gβρ,α). Se adotarmos as restrições da seção anterior de

que o campo gravitacional é fraco e estacionário, isto é, gα β = ηα β + hα β e gαβ 6= gαβ (t),

além de considerar que as partı́culas se movem com baixas velocidades em comparação com a

velocidade da luz, de modo que

∣∣∣∣d~xds

∣∣∣∣<<
dx0

ds
= c

dt
ds

, (2.43)

iremos obter a equação de movimento da teoria gravitacional de Newton. Assim, usando (2.43),

a equação da geodésica fica

d2xµ

ds2 +Γ
µ

00
dx0

ds
dx0

ds
= 0

d2xµ

ds2 +Γ
µ

00

(
dx0

ds

)2

= 0. (2.44)

Por sua vez,

Γ
µ

00 =
1
2

gµρ(−g00,ρ +gρ0,0 +g0ρ,0) =
1
2

gµρ(−g00,ρ)
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Γ
µ

00 =−1
2
(ηµρ −hµρ)(η00 +h00),ρ

Γ
µ

00 =−1
2
(ηµρ −hµρ)h00,ρ

Γ
µ

00 =−1
2

η
µρh00,ρ . (2.45)

Retornando com (2.45) em (2.44), temos

d2xµ

ds2 −
1
2

η
µρh00,ρ

(
dx0

ds

)2

= 0. (2.46)

Para µ = 0, vem que

d2x0

ds2 −
1
2

η
00h00,0

(
dx0

ds

)2

=
d2x0

ds2 =
d
ds

(
dx0

ds

)
= 0.

Daı́, pode-se tomar ds = cdt. Para µ = 1, ficamos com

d2x1

ds2 −
1
2

η
11h00,1

(
dx0

ds

)2

= 0

d2x1

ds2 −
1
2

h00,1 = 0. (2.47)

Para µ = 2,

d2x2

ds2 −
1
2

h00,2 = 0. (2.48)

Para µ = 3,
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d2x3

ds2 −
1
2

h00,3 = 0. (2.49)

Então, obtemos

d2~x
ds2 −

1
2

∇h00 = 0

d2~x
ds2 =

1
2

∇h00.

d2~x
c2dt2 =

1
2

∇h00

d2~x
dt2 = ∇

(
c2

2
h00

)
.

Com a ajuda de (2.42), a equação anterior se torna igual a (2.17), a qual é a equação

de movimento de Newton para uma partı́cula sujeita à ação de um campo gravitacional.
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3 GRAVITOMAGNETISMO

3.1 Introdução

Neste capı́tulo, introduziremos o formalismo do gravitomagnetismo no contexto da

Teoria da Relatividade Geral, através da definição dos potenciais gravitoelétrico e gravito-

magnético. Em seguida, faremos o cálculo da métrica associada a esses potenciais e mostrare-

mos que é possı́vel escrever as equações da gravitação de Einstein em uma forma semelhante às

equações de Maxwell do eletromagnetismo. Obteremos ainda uma expressão da força que atua

sobre uma partı́cula material sujeita à ação dos potencias gravitacionais, finalizando com uma

seção sobre a medida do efeito Lense-Thirring.

3.2 Potenciais Gravitoelétrico e Gravitomagnético

Na aproximação de campo fraco da Relatividade Geral, consideramos que o tensor

métrico se desvia ligeiramente do tensor métrico do espaço-tempo plano. Assim, temos que

gµν = ηµν + hµυ , onde ηµν = diag(−1,1,1,1) denota o tensor métrico de Minkowski e hµυ

é um termo de perturbação. Então, mantendo apenas termos de primeira ordem em hµυ , as

equações de Einstein ficam iguais, conforme visto no capı́tulo anterior, a

�hµν =−16πG
c4 Tµν , (3.1)

onde h
µ

ν = hµ

υ − 1
2δ

µ

ν h e adotamos o gauge harmônico
(
hµ

υ − 1
2δ

µ

ν h
)
,µ = 0.

A solução geral de (3.1) é a superposição de uma solução particular com uma solução

geral da equação de onda. Estamos interessados, porém, apenas na solução particular
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hµν =
4G
c4

∫ Tµν(ct−|~r−~r′| ,~r′)
|~r−~r′|

d3x′. (3.2)

Assumindo que a fonte material consiste de uma distribuição finita de matéria e que

todos os movimentos em seu interior satisfazem a |−→v |<< c, o tensor energia-momento terá as

seguintes componentes:

T00 = ρc2,

T0i = −c ji, (3.3)

Ti j = ρviv j + pδi j,

onde ρ é a densidade de matéria, ~j = ρ~v é a corrente de matéria e p a pressão da fonte.

A partir da expressão para Ti j e da equação (3.2), tem-se que

hi j = O(c−4). (3.4)

Termos dessa ordem serão desprezados também e logo apenas h00 e h0i serão relevantes aqui.

Façamos agora as seguintes definições (CIUFOLINI, 2003):

h00 ≡
4Φ

c2 , (3.5)

h0i ≡−
2Ai

c2 , (3.6)

sendo Φ o potencial gravitoelétrico e~A o potencial vetor gravitomagnético. Com essas definições

para h00 e h0i, além das expressões para T00 e T0i dadas por (3.3), obtemos de (3.1) que

�Φ =−4πGρ, (3.7)
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�Ai =−8πG
c

ji. (3.8)

No caso estacionário, (3.7) e (3.8) ainda ficam iguais a

∇
2
Φ =−4πGρ, (3.9)

∇
2Ai =−8πG

c
ji. (3.10)

Se a distribuição de matéria está confinada em torno da origem das coordenadas espaciais, então

distante da fonte teremos, a partir de (3.9) e (3.10), as soluções

Φ =
GM

r
, (3.11)

~A =
G(~J×~r)

cr3 , (3.12)

onde r = |~r| e M e ~J são a massa e o momento angular da fonte, respectivamente. A solução

(3.11) é imediatamente verificada se tomarmos ρ = Mδ (~r) como a densidade de massa da fonte

em (3.9):

∇
2
Φ = GM∇

2
(

1
r

)
=−4πGMδ (~r) =−4πGρ. (3.13)

Por sua vez, a solução (3.12) pode ser obtida se considerarmos o análogo eletro-

magnético (JACKSON, 1983), isto é, no caso estacionário adotando-se o gauge de Coulomb, o

potencial vetor magnético ~a satisfaz a

∇
2ai =−4π

c
σi, (3.14)

onde ~σ é a densidade de corrente elétrica. A solução de (3.14) para pontos distantes de uma
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distribuição localizada de correntes é

~a =
q

2Mc

~J×~r
r3 , (3.15)

sendo ~J o momento angular da distribuição, q a carga e M a massa. Se compararmos (3.10)

e (3.14) podemos fazer as identificações ai→ Ai e σi→ 2G ji, sendo que essa última significa

também q→ 2GM. Assim, com q→ 2GM e ~a→ ~A a equação (3.15) se torna igual a (3.12).

Com as definições para h00 e h0i dadas pelas equações (3.5) e (3.6), obtemos a partir

da condição do gauge harmônico h
µν

,µ = 0, a equação

h
00

,0 +h
10

,1 +h
20

,2 +h
30

,3 = 0, (3.16)

ou seja,

1
c

∂

∂ t

(
4Φ

c2

)
+

2
c2

(
∂Ax

∂x
+

∂Ay

∂y
+

∂Az

∂ z

)
= 0

1
c

∂Φ

∂ t
+∇ ·

(
~A
2

)
= 0. (3.17)

Esta equação é o análogo gravitacional do gauge de Lorenz do eletromagnetismo.

3.3 Cálculo da Métrica

Pode-se obter a métrica associada aos potenciais gravitacionais. Para isso, calcula-se

hµν a partir dos valores conhecidos de hµν , uma vez que essas duas quantidades estão relacio-

nadas pela equação hµν = hµν − 1
2ηµνh. De fato, vamos obter

h0i = h0i−
1
2

η0ih = h0i. (3.18)

Se i 6= j,
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hi j = hi j−
1
2

ηi jh = hi j = 0. (3.19)

Se i = j,

h11 = h22 = h33 =
h
2
. (3.20)

Mas, h =−h00 +h11 +h22 +h33. Então,

h00 = h00−
1
2

η00h =
1
2

(h00 +h11 +h22 +h33) . (3.21)

Substituindo (3.20) em (3.21), temos que

h = 2h00. (3.22)

Agora, levando (3.22) em (3.21), vem que

h00 =
h00

2
. (3.23)

E ainda, combinando-se (3.20), (3.22) e (3.23), encontramos que

h11 = h22 = h33 =
h00

2
. (3.24)

Com a ajuda das equações (3.18), (3.19), (3.23) e (3.24) , o elemento de linha do

espaço-tempo pode ser construı́do:

ds2 = gµνdxµdxν = (ηµν +hµυ)dxµdxν , (3.25)

que resulta em
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ds2 = (−1+h00)(dx0)2 +(1+h11)(dx)2 +(1+h22)(dy)2 +(1+h33)(dz)2

+2h01dx0dx+2h02dx0dy+2h03dx0dz

ds2 =
(
−1+2

Φ

c2

)
c2dt2 +

(
1+2

Φ

c2

)
(dx2 +dy2 +dz2)

− 4
c2 (Axdx+Aydy+Azdz)cdt

ds2 =−c2
(

1−2
Φ

c2

)
dt2 +

(
1+2

Φ

c2

)
δi jdxidx j− 4

c

(
~A ·d~r

)
dt. (3.26)

3.4 Equações de Campo tipo–Maxwell

Agora, em analogia com o eletromagnetismo, vamos definir os campos em termos dos

potenciais. Assim, seja ~E o campo gravitoelétrico e ~B o campo gravitomagnético, com

~E =−∇Φ− 1
c

∂

∂ t

(
~A
2

)
, (3.27)

~B = ∇×~A. (3.28)

Se efetuarmos as operações ∇×~E em (3.27) e ∇ ·~B em (3.28), obtemos as equações

homogêneas tipo-Maxwell:

∇×~E =−1
c

∂

∂ t

(
~B
2

)
, (3.29)
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∇ ·

(
~B
2

)
= 0. (3.30)

O outro par de equações tipo-Maxwell, as equações não-homogêneas, pode ser obtido

das equações de campo (3.1).

De fato,

�h00 =−16πG
c4 T00

�

(
4Φ

c2

)
=−16πG

c4 ·ρc2

− 1
c4

∂ 2Φ

∂ t2 +
1
c2 ∇

2
Φ =−4πG

c2 ρ

− 1
c2

∂ 2Φ

∂ t2 +∇ ·∇Φ =−4πGρ. (3.31)

Utilizando-se a equação (3.27), temos que (3.31) torna-se igual a

− 1
c2

∂ 2Φ

∂ t2 +∇ ·

[
−~E− 1

c
∂

∂ t

(
~A
2

)]
=−4πGρ

− 1
c2

∂ 2Φ

∂ t2 −∇ ·~E− 1
c

∂

∂ t

[
∇ ·

(
~A
2

)]
=−4πGρ.

Com o auxı́lio de (3.17) ainda teremos

− 1
c2

∂ 2Φ

∂ t2 −∇ ·~E +
1
c2

∂ 2Φ

∂ t2 =−4πGρ
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∇ ·~E = 4πGρ, (3.32)

que é a primeira das equações não-homogêneas. A outra equação pode ser obtida fazendo-se

�h0i =−16πG
c4 T0i

�

(
−2Ai

c2

)
=−16πG

c4 · (−c ji)

1
c4

∂ 2Ai

∂ t2 −
1
c2 ∇

2Ai =
8πG
c3 ji,

ou seja,

1
c4

∂ 2~A
∂ t2 −

1
c2 ∇

2~A =
8πG
c3

~j. (3.33)

Porém, sabemos que ∇×∇×~A = ∇(∇ ·~A)−∇2~A. Logo, (3.33) fica

1
c2

∂ 2~A
∂ t2 −

[
∇(∇ ·~A)−∇×∇×~A

]
=

8πG
c

~j. (3.34)

Com (3.17) e (3.28), a equação (3.34) pode ser escrita como

1
c2

∂ 2~A
∂ t2 −

[
∇(−2

c
∂Φ

∂ t
)−∇×~B

]
=

8πG
c

~j

1
c2

∂ 2~A
∂ t2 +

2
c

∂

∂ t
(∇Φ)+∇×~B =

8πG
c

~j. (3.35)

Usando-se (3.27) em (3.35), segue-se que
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1
c2

∂ 2~A
∂ t2 +

2
c

∂

∂ t

[
−~E− 1

c
∂

∂ t

(
~A
2

)]
+∇×~B =

8πG
c

~j

−1
c

∂~E
∂ t

+∇×

(
~B
2

)
=

4πG
c

~j

∇×

(
~B
2

)
=

4πG
c

~j +
1
c

∂~E
∂ t

. (3.36)

Assim, observando-se as equações (3.29), (3.30), (3.32) e (3.36), conclui-se que é

possı́vel escrever as equações da gravitação de Einstein em uma forma semelhante às equações

de Maxwell do eletromagnetismo, quando consideramos as aproximações de campo fraco e de

baixa velocidade de rotação da fonte.

3.5 Equação de Movimento

A Lagrangiana para o movimento de uma partı́cula teste de massa m sob a ação dos

potenciais Φ e ~A é L =−mc
dS
dt

(LANDAU, 1996), sendo que

dS2 =−ds2 = c2
(

1−2
Φ

c2

)
dt2 +

4
c

(
~A ·d~r

)
dt−

(
1+2

Φ

c2

)
δi jdxidx j. (3.37)

Então,

dS2

dt2 = c2
(

1−2
Φ

c2

)
+

4
c

(
~A · d~r

dt

)
−
(

1+2
Φ

c2

)
δi j

dxi

dt
dx j

dt

dS2

dt2 = c2
(

1−2
Φ

c2

)
+

4
c

(
~A ·~v

)
−
(

1+2
Φ

c2

)
δi jviv j

dS2

dt2 = c2
(

1−2
Φ

c2

)
+

4
c

(
~A ·~v

)
−
(

1+2
Φ

c2

)
v2
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dS2

dt2 = c2− v2−2Φ

(
1+

v2

c2

)
+

4
c

(
~A ·~v

)

dS2

dt2 =
(
c2− v2)[1+

1
c2− v2

(
−2Φ

(
1+

v2

c2

)
+

4
c
~A ·~v

)]
. (3.38)

Daı́, mantendo apenas termos de primeira ordem em Φ e ~A, vem que

dS
dt

= c

√
1− v2

c2

1+
1

2c2
(

1− v2

c2

) (−2Φ

(
1+

v2

c2

)
+

4
c
~A ·~v

) . (3.39)

Portanto, a Lagrangiana fica

L =−mc
dS
dt

=−mc2
(

1− v2

c2

) 1
2

+mγ

(
1+

v2

c2

)
Φ− 2m

c
γ~A ·~v, (3.40)

onde γ = 1/
√

1− v2/c2. Para um campo gravitacional fraco, faremos a hipótese que a partı́cula

material tem baixa velocidade em comparação com a velocidade da luz (LANDAU, 1996) e

manteremos termos só até a ordem
v2

c2 . Então, obtemos de (3.40) que

L =−mc2
(

1− v2

c2

) 1
2

+mΦ

(
1+

v2

c2

)(
1− v2

c2

)− 1
2

− 2m
c

(
1− v2

c2

)− 1
2
~A ·~v

L =−mc2
(

1− v2

c2

) 1
2

+mΦ

(
1+

3
2

v2

c2

)
− 2m

c

(
1+

v2

2c2

)
~A ·~v

L =−mc2
(

1− v2

c2

) 1
2

+mΦ− 2m
c

~A ·~v. (3.41)

Esta Lagrangiana é análoga à Lagrangiana do caso eletromagnético (JACKSON, 1983):

L =−mc2
(

1− v2

c2

) 1
2

− eΦE +
e
c
~a ·~v, (3.42)
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que se refere ao movimento de uma partı́cula de massa m e carga e, submetida à ação dos

potenciais elétrico ΦE e magnético ~a.

Agora, vamos calcular a força que atua sobre a partı́cula. Para isso, usaremos as

equações de Euler-Lagrange

d
dt

(
∂L
∂vi

)
− ∂L

∂xi
= 0, (3.43)

com L dado por (3.41). Para a componente x devemos ter:

∂L
∂vx

= mγvx−2
m
c

Ax,

∂L
∂x

=−2m
c

[
vx

∂Ax

∂x
+ vy

∂Ay

∂x
+ vz

∂Az

∂x

]
+m

∂Φ

∂x
.

Logo, (3.43) fica

d
dt

(mγvx)−2
m
c

dAx

dt
=−2m

c

[
vx

∂Ax

∂x
+ vy

∂Ay

∂x
+ vz

∂Az

∂x

]
+m

∂Φ

∂x

d
dt

(mγvx) = −2m
c

[
vx

∂Ax

∂x
+ vy

∂Ay

∂x
+ vz

∂Az

∂x

]
+m

∂Φ

∂x

+2
m
c

(
∂Ax

∂ t
+ vx

∂Ax

∂x
+ vy

∂Ax

∂y
+ vz

∂Ax

∂ z

)

d
dt

(mγvx) = m
(

∂Φ

∂x
+

2
c

∂Ax

∂ t

)
− 2m

c

(
vy

∂Ay

∂x
+ vz

∂Az

∂x
− vy

∂Ax

∂y
− vz

∂Ax

∂ z

)
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d
dt

(mγvx) = −2m
c

[
vy

(
∂Ay

∂x
− ∂Ax

∂y

)
− vz

(
∂Ax

∂ z
− ∂Az

∂x

)]
−m

(
−∂Φ

∂x
− 2

c
∂Ax

∂ t

)
(3.44)

Como ~B = ∇×~A e ~F = d~p/dt, com ~p = γm~v, temos

Fx =−m
(
−∂Φ

∂x
− 2

c
∂Ax

∂ t

)
− 2m

c
(vyBz− vzBy)

Fx =−m
(
−∂Φ

∂x
− 2

c
∂Ax

∂ t

)
− 2m

c
(~v×~B)x (3.45)

De modo semelhante, pode-se fazer o cálculo para as componentes y e z em (3.43). O resultado

é

Fy =−m
(
−∂Φ

∂y
− 2

c
∂Ay

∂ t

)
− 2m

c
(~v×~B)y, (3.46)

Fz =−m
(
−∂Φ

∂ z
− 2

c
∂Az

∂ t

)
− 2m

c
(~v×~B)z. (3.47)

As equações (3.45)-(3.47) podem ser combinadas na equação vetorial

~F =−m

(
−∇Φ− 2

c
∂~A
∂ t

)
− 2m

c
~v×~B, (3.48)

a qual é a equação de movimento procurada. Nota-se que, de um modo geral, a equação de

movimento de uma partı́cula sob a ação dos potenciais gravitoelétrico e gravitomagnético não

tem a forma da força de Lorentz (BINI, 2008), pois o termo entre parênteses em (3.48) não

corresponde ao campo gravitoelétrico ~E definido em (3.27). Porém, no caso estacionário, em

que
∂~A
∂ t

= 0, encontramos que
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~F =−m(−∇Φ)− 2m
c

~v×~B

~F =−m~E− 2m
c

~v×~B, (3.49)

isto é, a equação de movimento fica agora numa forma tipo-força de Lorentz.

3.6 Medida do Efeito Lense-Thirring

Na teoria eletromagnética, o campo magnético~b para pontos distantes de uma distribuição

localizada e estacionária de correntes é~b = ∇×~a, onde ~a é dado por (3.15). Então,

~b = ∇×~a =
q

2Mc
∇×

[
~J×~r

r3

]
.

Logo (JACKSON, 1983),

~b =
q

2Mc

[
3n̂(n̂ · ~J)− ~J

r3

]
, (3.50)

sendo n̂ um vetor unitário radial. Mais uma vez, fazendo-se a identificação q→ 2GM, obtemos

imediatamente o campo gravitomagnético correspondente

~B =
G
c

[
3n̂(n̂ · ~J)− ~J

r3

]
. (3.51)

O efeito Lense-Thirring consiste na precessão de giroscópios relativamente às estrelas

distantes, ou, equivalentemente, no ”arrastamento”dos sistemas inerciais, sendo um efeito cau-

sado pelo campo gravitomagnético (CAPOZZIELLO, 2009). Denotando o momento angular

do giroscópio e a velocidade angular de precessão por ~S e ~Ω, respectivamente, então o torque

agindo sobre o giroscópio, de acordo com a Relatividade Geral (SCHIFF, 1960), é dado por
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~τ =
d~S
dt

= ~Ω×~S, (3.52)

com

~Ω =
~B
c

=
G
c2

(
3n̂(n̂ · ~J)− ~J

r3

)
. (3.53)

Assim, percebe-se através das equações (3.52) e (3.53) que o torque ~τ sobre o eixo do gi-

roscópio está diretamente relacionado com o campo gravitomagnético ~B.

Uma medida do efeito Lense-Thirring foi efetuada pelo satélite Gravity Probe B,

lançado em 2004 pela NASA. Esse satélite continha quatro giroscópios, cujas precessões em

seus eixos foram medidas ao longo de aproximadamente uma ano, enquanto o satélite percorria

uma órbita polar em torno da Terra, a cerca de 650 km de altura. De fato, devem ocorrer duas

precessões sobre os eixos dos giroscópios, conforme ilustrado na figura 3.1: uma por causa do

campo gravitoelétrico, a precessão geodésica, de magnitude estimada em 6,6 segundos de arco

por ano e a precessão de Lense-Thirring, um efeito de cerca de 0,05 segundos de arco por ano.
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Figura 3.1: Precessões geodésica e de Lense-Thirring.
Figura editada, retirada de Ohanian (1976).
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Ao final do experimento, os dois efeitos foram observados. Porém, em relação ao

efeito Lense-Thirring, havia uma expectativa de uma medida com precisão de 1% ou melhor

em relação à previsão da Relatividade Geral, mas fontes inesperadas de erros surgiram quando

da análise dos dados, de modo que a assinatura do efeito Lense-Thirring foi verificada, porém

com uma precisão estimada de 14% (GRAVITY PROBE B, 2009). Na figura 3.2, indicam-se

os resultados da precessão do eixo para cada giroscópio (pontos em azul) em comparação com

o valor teórico (linha vermelha). De acordo com a figura podemos notar que a melhor medida

foi do giroscópio 2 e a que apresentou uma maior dispersão foi a medida do giroscópio 3.

Figura 3.2: Medida da precessão de Lense-Thirring nos giroscópios do satélite Gravity Probe
B. Figura retirada do site http://einstein.stanford.edu.

O campo gravitomagnético da Terra, através do efeito Lense-Thirring de arrastamento

dos sistemas inerciais, também perturba a órbita de satélites. Assim, a observação das órbitas

dos satélites LAGEOS E LAGEOS 2 ao longo de vários anos, permitiu a verificação do efeito

com uma precisão de cerca de 10% em relação à previsão da Relatividade Geral (CIUFOLINI,

2004; CIUFOLINI, 2006 ).
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4 GRAVITOMAGNETISMO NA TEORIA DE BRANS-DICKE

4.1 Introdução

Com o intuito de desenvolver o formalismo do gravitomagnetismo na teoria de Brans-

Dicke, iremos introduzir os conceitos básicos da teoria escalar-tensorial de Brans-Dicke, como

as suas equações de campo, mostrando em seguida que ela tem um limite Newtoniano apro-

priado. Em continuação, verificaremos que é possı́vel definir os potenciais gravitoelétrico e

gravitomagnético, de modo similar ao da Relatividade Geral, e daı́ os campos gravitoelétrico

e gravitomagnético, escrevendo as equações de campo em uma forma tipo-Maxwell. Faremos

uma análise do efeito Lense-Thirring nesse contexto e depois apresentaremos um teorema que

permite obter soluções das equações de campo da teoria de Brans-Dicke a partir de soluções

conhecidas da Relatividade Geral. Finalmente, obteremos a equação de movimento para uma

partı́cula sob a ação dos campos gravitoelétrico e gravitomagnético.

4.2 A Teoria de Brans-Dicke

Em 1961, Brans e Dicke (BRANS, 1961) propuseram uma teoria onde os efeitos gravi-

tacionais são descritos pela métrica do espaço-tempo e por um campo escalar relacionado com

G, a constante gravitacional de Newton. Para introduzir G como um campo variável numa teoria

relativı́stica da gravitação, Brans e Dicke generalizaram o princı́pio variacional da Relatividade

Geral

δ

∫
[R−8πGL]

√
−gd4x = 0, (4.1)
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onde R é o escalar de curvatura e L a densidade Lagrangiana de matéria. Eles identificaram G−1

com φ , sendo φ um campo escalar. Então, Dividindo-se (4.1) por G e colocando-se a expressão

para G(φ) =
1
φ

, vem que

δ

∫ [
φR−8πL−

ωφ,αφ ,α

φ

]√
−gd4x = 0. (4.2)

Nessa expressão, o terceiro termo é a densidade Lagrangiana usual para o campo es-

calar, sendo que o fator φ que aparece no denominador é para permitir que a constante de

acoplamento ω seja adimensional. Por sua vez, a densidade Lagrangiana de matéria L é função

dos campos de matéria e da métrica gµν , como na Relatividade Geral, mas não do campo escalar

φ . Dessa forma, as equações de movimento da matéria sob a influência do campo métrico ex-

terno são as equações das geodésicas. Portanto, o campo escalar contribui para a determinação

da métrica, mas uma vez que gµν é determinado, o movimento dos corpos ocorre como na

Relatividade Geral (WEINBERG, 1972).

Para obter-se as equações de campo, faz-se a variação de (4.2) em relação aos campos

φ e gµν . Com esse procedimento, encontram-se as equações de campo da teoria de Brans-Dicke

(ADLER, 1975):

Gµν =
8π

φc4 Tµν +
ω

φ 2

(
φ,µφ,ν −

1
2

gµνφ,αφ
,α

)
+

1
φ

(
φ,µ;ν −gµν2φ

)
, (4.3)

2φ =
8πT

(2ω +3)c4 , (4.4)

onde 2φ = gσγφ,γ;σ , Tµν é o tensor energia-momento do conteúdo material e T o seu traço. O

valor de ω , a constante de acoplamento do campo escalar com a geometria, não é determinado

pela teoria devendo ser fixado a posteriori. De acordo com as observações experimentais, este

valor é estimado em 40.000 (BERTOTTI, 2003; WILL, 2005).

As equações de campo da teoria de Brans-Dicke podem ser colocadas em uma forma
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alternativa, a qual é conveniente em alguns casos. Para vermos isso, consideremos que o tensor

de Einstein é dado por Gµν = Rµν − 1
2gµνR e façamos a contração de (4.3)

gµνRµν −
1
2

gµνgµνR =
8π

φc4 gµνTµν +
ω

φ 2 (gµν
φ,µφ,ν −

1
2

gµνgµνφ,αφ
,α)

+
1
φ

(gµν
φ,µ;ν −gµνgµν2φ),

isto é,

R− 1
2
·4R =

8π

φc4 T +
ω

φ 2 (φ ,α
φ,α −

1
2
·4φ,αφ

,α)+
1
φ

(2φ −42φ)

R =− 8π

φc4 T +
ω

φ 2 φ,αφ
,α +

3
φ

2φ . (4.5)

Levando (4.5) em (4.3), segue que

Rµν =
8π

φc4 (Tµν −
1
2

gµνT )+
ω

φ 2 φ,µφ,ν +
1
2

gµν

2φ

φ
+

1
φ

φ,µ;ν . (4.6)

Com a substituição de (4.4) em (4.6), obtemos que

Rµν =
8π

φc4

[
Tµν −

gµν

2

(
2ω +2
2ω +3

)
T
]
+

ω

φ 2 φ,µφ,ν +
1
φ

φ,µ;ν . (4.7)

O conjunto de equações (4.7) e (4.4) é a forma alternativa das equações de campo da teoria de

Brans-Dicke.

4.3 Limite Newtoniano das Equações de Campo da Teoria de Brans-Dicke

Na aproximação de campo fraco da teoria de Brans-Dicke, vamos supor que

gµν = ηµν +hµν , (4.8)
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e também,

φ = φ0 + ε = φ0

(
1+

ε

φ0

)
, (4.9)

sendo ηµν = diag(−1,1,1,1),
∣∣hµν

∣∣� 1, φ0 uma constante, e ε um termo de primeira ordem

na densidade de energia, de modo que |ε/φ0| � 1. Assim, apenas os termos de primeira ordem

em hµν e ε serão considerados. Com as condições (4.8) e (4.9), as equações (4.7) e (4.4) ficam

Rµν =
8π

φ0c4

[
Tµν −

ηµν

2

(
2ω +2
2ω +3

)
T
]
+

ε,µ,ν

φ0
, (4.10)

2ε =
8πT

(2ω +3)c4 , (4.11)

onde Rµν é o tensor de Ricci em primeira aproximação (MISNER, 1973), dado por

Rµν =
1
2
(−η

βγhµν ,β ,γ +hβ
µ,ν ,β +hβ

ν ,µ,β −h,µ,ν). (4.12)

Ainda tem-se que,

2φ = gαβ
φ,α;β = (ηαβ −hαβ )(φ,α);β

2φ = (ηαβ −hαβ )(ε,α);β = (ηαβ −hαβ )(ε,α,β −Γ
λ

αβ ε,λ )

2φ = η
αβ (ε,α,β −Γ

λ
αβ ε,λ ) = η

αβ
ε,α,β = 2ε, (4.13)

uma vez que os sı́mbolos de Christoffel são,
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Γ
λ

αβ =
1
2

gλρ(−gαβ ,ρ +gρα,β +gβρ,α) =
1
2
(ηλρ −hλρ)(−hαβ ,ρ +hρα,β +hβρ,α)

Γ
λ

αβ =
1
2

η
λρ(−hαβ ,ρ +hρα,β +hβρ,α). (4.14)

Adicionalmente, verifica-se que

2hµν = η
αβ hµν ,α,β , (4.15)

de modo que o tensor de Ricci pode ser escrito como

Rµν =
1
2
(−2hµν +hβ

µ,ν ,β +hβ
ν ,µ,β −h,µ,ν). (4.16)

As equações (4.10) e (4.11) são as equações de campo de Brans-Dicke na aproximação de

campo fraco. Similarmente à Relatividade Geral, podem-se escolher quatro condições ar-

bitrárias a serem satisfeitas por hµν (LANDAU, 1996), de maneira a simplificar a equação

(4.10).

Na sequência, vamos tomar o limite Newtoniano da teoria de Brans-Dicke. Inicial-

mente, supõe-se que os campos tenham uma variação pequena com o tempo. Então, é ad-

missı́vel que

hβ
0,0,β = h,0,0 ≈ 0, 2h00 ≈ ∇

2h00, ε,0,0 ≈ 0. (4.17)

Por outro lado, na aproximação Newtoniana, a única equação relevante que segue de (4.10) é

1
2

(
−2h00 +2hβ

0,0,β −h,0,0

)
=

8π

φ0c4

[
T00−

η00

2

(
2ω +2
2ω +3

)
T
]
+

ε,0,0

φ0
. (4.18)
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Considerando-se que o tensor energia-momento é determinado quase que exclusivamente pela

densidade ρ de matéria, tem-se que T ≈ T 0
0 =−T00 =−ρc2. Portanto, (4.18) torna-se

−∇
2
(

h00

2

)
=

8π

φ0c2

[
ρ−

(
ω +1

2ω +3

)
ρ

]
= 4πρ

[
2ω +4

φ0c2 (2ω +3)

]
. (4.19)

Sabendo-se que g00 = −1− 2Φ

c2 , sendo Φ o potencial Newtoniano (LANDAU, 1996), e como

g00 =−1+h00, temos que −c2h00

2
= Φ. Então, (4.19) fica igual a

∇
2
Φ = 4π

[
2ω +4

φ0 (2ω +3)

]
ρ. (4.20)

Se compararmos (4.20) com a equação de campo da gravitação Newtoniana, ∇2Φ = 4πGρ ,

identificaremos o valor da constante φ0 para que a teoria de Brans-Dicke possua o limite New-

toniano bem definido:

φ0 =
1
G

(
2ω +4
2ω +3

)
. (4.21)

4.4 Gravitomagnetismo na Teoria de Brans-Dicke

Vamos definir os campos gravitoelétrico e gravitomagnético na teoria de Brans-Dicke.

Para isso, consideremos inicialmente o gauge de Brans-Dicke (BRANS, 1961), dado por (hµ
ν−

1
2δ µ

νh),µ =
ε,ν

φ0
, no qual é válida também a relação

hβ
µ,ν ,β +hβ

ν ,µ,β −h,µ,ν = 2
ε,µ,ν

φ0
. (4.22)

Substituindo-se (4.22) em (4.16), o tensor de Ricci torna-se

Rµν =
1
2
[−2hµν +2

ε,µ,ν

φ0
] =−

2hµν

2
+

ε,µ,ν

φ0
. (4.23)
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Logo, (4.10) fica

−
2hµν

2
+

ε,µ,ν

φ0
=

8π

φ0c4

[
Tµν −

ηµν

2

(
2ω +2
2ω +3

)
T
]
+

ε,µ,ν

φ0
,

ou seja,

2hµν =− 16π

φ0c4

[
Tµν −

ηµν

2

(
2ω +2
2ω +3

)
T
]
. (4.24)

Agora, definindo-se

hµν = hµυ −
1
2

ηµυh− εG0ηµυ , (4.25)

onde G0 ≡
(

2ω +3
2ω +4

)
G =

1
φ0

, pode-se calcular

�hµν = �hµυ −
1
2

ηµυ�h−G0ηµυ�ε. (4.26)

Por sua vez, de (4.24), obtém-se por contração

�h =− 16π

φ0c4

[
T − 4

2

(
2ω +2
2ω +3

)
T
]

=
16π

φ0c4

[(
2ω +1
2ω +3

)
T
]
. (4.27)

Levando-se as equações (4.24), (4.27) e (4.11) em (4.26), vamos encontrar que

�hµν = − 16π

φ0c4

[
Tµν −

ηµν

2

(
2ω +2
2ω +3

)
T
]
− 16π

φ0c4

[
1
2

ηµυ

(
2ω +1
2ω +3

)
T
]

−G0ηµυ

8πT
(2ω +3)c4 ,

que resulta em

�hµν =−16πG0

c4 Tµν . (4.28)
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Essa equação é formalmente idêntica à equação (3.1). Portanto, todo o formalismo desenvol-

vido no capı́tulo anterior para a Relatividade Geral se aplica agora com a substituição G→ G0.

Dessa forma, podemos definir os potenciais gravitoelétrico ΦBD e gravitomagnético ~ABD na

teoria de Brans-Dicke:

h
BD
00 ≡

4ΦBD

c2 , (4.29)

h
BD
0i ≡−

2ABD
i

c2 . (4.30)

No caso estacionário, se a distribuição de matéria está confinada em torno da origem

das coordenadas espaciais, então distante da fonte os potenciais são dados por

Φ
BD =

G0M
r

, (4.31)

~ABD =
G0(~J×~r)

cr3 . (4.32)

Os potenciais satisfazem à equação

1
c

∂

∂ t
Φ

BD +∇ ·

(
~ABD

2

)
= 0, (4.33)

e se definirmos os campos gravitoelétrico ~EBD e gravitomagnético ~BBD como

~EBD =−∇Φ
BD− 1

c
∂

∂ t

(
~ABD

2

)
, (4.34)

~BBD = ∇×~ABD, (4.35)

encontraremos que são válidas as equações tipo-Maxwell
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∇×~EBD =−1
c

∂

∂ t

(
~BBD

2

)
, (4.36)

∇ ·

(
~BBD

2

)
= 0, (4.37)

∇ ·~EBD = 4πG0ρ, (4.38)

∇×

(
~BBD

2

)
=

4πG0

c
~j +

1
c

∂

∂ t
~EBD. (4.39)

Assim, no contexto da teoria de Brans-Dicke também é possı́vel escrever-se as equações do

campo gravitacional em uma forma similar às equações de Maxwell, ao considerar-se as aproximações

de campo fraco e de baixa velocidade de rotação da fonte.

4.5 Efeito Lense-Thirring na Teoria de Brans-Dicke

Em analogia ao que foi discutido no capı́tulo anterior, o campo gravitomagnético na

teoria de Brans-Dicke para pontos distantes de uma distribuição localizada e estacionária de

correntes é

~BBD = ∇×~ABD =
G0

c

[
3n̂(n̂ · ~J)− ~J

r3

]
, (4.40)

onde usamos (4.32). O torque sobre um giroscópio será dado por

~τBD =
d
dt

~SBD = ~ΩBD×~SBD, (4.41)

sendo
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~ΩBD =
~BBD

c
=

G0

c2

(
3n̂(n̂ · ~J)− ~J

r3

)
. (4.42)

Portanto, o torque~τ sobre o eixo de um giroscópio irá diferir do valor previsto pela Relatividade

Geral pelo fator
2ω +3
2ω +4

. O experimento Gravity Probe B, cujo nı́vel de precisão foi de cerca

de 0,005 segundos de arco por ano, não consegue distinguir entre as previsões da Relatividade

Geral e da teoria de Brans-Dicke (BARROS, 2003).

É interessante notar que a principal motivação para a construção da teoria de Brans-

Dicke foi a tentativa de se obter uma teoria que satisfizesse ao chamado Princı́pio de Mach,

segundo o qual as forças inerciais são determinadas pela distribuição de matéria-energia no

Universo (BRANS, 1961). Nesse sentido, a previsão do gravitomagnetismo, ou arrastamento

dos sistemas inerciais, por parte tanto da Relatividade Geral como da teoria de Brans-Dicke

indica que essas teorias incluem efeitos Machianos em seus formalismos (CIUFOLINI, 1998).

4.6 Relação entre as Teorias da Relatividade Geral e de Brans-Dicke

Na sequência, vamos mencionar um resultado que permite estabelecer uma relação

entre as soluções das equações de Einstein e as soluções das equações de Brans-Dicke para

uma mesma distribuição material. Inicialmente, temos que as equações de campo da teoria de

Brans-Dicke são

Gµν =
8π

φc4 Tµν +
ω

φ 2

(
φ,µφ,ν −

1
2

gµνφ,αφ
,α

)
+

1
φ

(
φ,µ;ν −gµν2φ

)
,

2φ =
8πT

(2ω +3)c4 ,

conforme (4.3) e (4.4). Na aproximação de campo fraco, por sua vez, são válidas as condições

(4.8) e (4.9):
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gµν = ηµν +hµν ,

φ = φ0 + ε.

Nesse contexto da aproximação de campo fraco, pode-se obter a solução de um pro-

blema na teoria de Brans-Dicke, para um dado Tµν , a partir de uma solução já conhecida na

Relatividade Geral com o mesmo Tµν . De fato, se gµν(G,x) é uma solução conhecida das

equações de Einstein para um dado Tµν , então a solução correspondente na teoria de Brans-

Dicke para o mesmo Tµν será dada por (BARROS, 1998):

gBD
µν (x) = [1−G0ε(x)]gµν(G0,x). (4.43)

Alternativamente, pode-se também escrever

hBD
µν (x) = hµν(G0,x)−G0ε(x)ηµν . (4.44)

Assim, uma vez que a solução do problema seja conhecida na Relatividade Geral, o que é

necessário fazer para obtenção da solução (4.43) na teoria de Brans-Dicke é resolver a equação

(4.11) para ε(x).

4.7 Equação de Movimento

Inicialmente, vamos obter a métrica do espaço-tempo no contexto da teoria de Brans-

Dicke. Para isso, usaremos o resultado da seção anterior. Assim, se considerarmos as equações

(3.26) e (4.43), encontraremos que
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ds2
BD = (1− εG0)

[
−c2

(
1−2

Φ(G0)
c2

)
dt2− 4

c

(
~A(G0) ·d~r

)
dt

+
(

1+2
Φ(G0)

c2

)
δi jdxidx j

]
. (4.45)

Este elemento de linha pode ser escrito como

ds2
BD = −c2

(
1−2

Φ(G0)
c2 − εG0

)
dt2− 4

c

(
~A(G0) ·d~r

)
dt

+
(

1+2
Φ(G0)

c2 − εG0

)
δi jdxidx j. (4.46)

Agora, pode-se definir

2
Φ1

c2 = 2
Φ(G0)

c2 + εG0, (4.47)

2
Φ2

c2 = 2
Φ(G0)

c2 − εG0. (4.48)

Então, a métrica fica igual a

ds2
BD =−c2

(
1−2

Φ1

c2

)
dt2− 4

c

(
~A(G0) ·d~r

)
dt +

(
1+2

Φ2

c2

)
δi jdxidx j. (4.49)

Fazendo-se dS2
BD =−ds2

BD, obtém-se que

dS2
BD

dt2 = c2− v2−2Φ1−2
v2

c2 Φ2 +
4
c
~A(G0) ·~v

dS2
BD

dt2 =
(
c2− v2)[1+

1
c2− v2

(
−2Φ1−2

v2

c2 Φ2 +
4
c
~A(G0) ·~v

)]
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dSBD

dt
= c

√
1− v2

c2

1+
1

c2
(

1− v2

c2

) (−2Φ1−2
v2

c2 Φ2 +
4
c
~A(G0) ·~v

)1/2

. (4.50)

Deixando os termos de primeira ordem em Φ1, Φ2 e ~A(G0), temos

dSBD

dt
= c

√
1− v2

c2

1+
1

2c2
(

1− v2

c2

) (−2Φ1−2
v2

c2 Φ2 +
4
c
~A(G0) ·~v

) . (4.51)

Assim, obtemos a Lagrangiana de uma partı́cula de massa m,

LBD =−mc
dSBD

dt
=−mc2

(
1− v2

c2

) 1
2

+mγΦ1 +mγ
v2

c2 Φ2−
2m
c

γ~A(G0) ·~v, (4.52)

onde γ = 1/
√

1− v2/c2. Como no capı́tulo anterior, manteremos termos só até a ordem
v2

c2 .

Então, segue de (4.52) que

LBD =−mc2
(

1− v2

c2

) 1
2

+mΦ1−
2m
c

~A(G0) ·~v. (4.53)

Ainda em analogia com o desenvolvimento que foi efetuado no Capı́tulo 3 para a Relatividade

Geral, vamos encontrar imediatamente que a equação de movimento para a partı́cula é

−→
F BD =−m

(
−∇Φ1−

2
c

∂~A(G0)
∂ t

)
− 2m

c
~v×~B(G0), (4.54)

onde

~B(G0) = ∇×~A(G0). (4.55)

Neste ponto, deve-se notar que, de acordo com as equações (4.28)-(4.30), temos
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Φ(G0) = Φ
BD e ~A(G0) = ~ABD. (4.56)

Portanto, (4.54) pode ser escrita como

~FBD =−m
[
−∇

(
Φ

BD +
c2

2
εG0

)
− 2

c
∂

∂ t
~ABD

]
− 2m

c
~v×~BBD,

onde usamos (4.47). Logo,

~FBD =−m
[
−∇Φ

BD− 2
c

∂

∂ t
~ABD

]
− 2m

c
~v×~BBD +m

c2

2
G0∇ε. (4.57)

Então, como havia acontecido no caso da Relatividade Geral, a equação de movimento de uma

partı́cula sob a ação dos potenciais gravitoelétrico e gravitomagnético não tem a forma da força

de Lorentz na teoria de Brans-Dicke. No caso estacionário, ainda temos

~FBD =−m
(
−∇Φ

BD)− 2m
c

~v×~BBD +m
c2

2
G0∇ε

~FBD =−m~EBD− 2m
c

~v×~BBD +m
c2

2
G0∇ε. (4.58)

Assim, diferentemente da Relatividade Geral, não é possı́vel obter-se uma força semelhante à

de Lorentz mesmo no caso estacionário, por causa do termo dependente do campo escalar ε em

(4.58). Essa conclusão não foi percebida anteriormente (BARROS, 2005).
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5 GRAVITOMAGNETISMO VARIÁVEL NO TEMPO NA TEORIA DE
BRANS-DICKE

5.1 Introdução

Estudaremos o gravitomagnetismo variável no tempo no contexto da teoria gravita-

cional de Brans-Dicke, desenvolvendo um modelo em que a fonte produz um potencial gra-

vitomagnético que varia linearmente no tempo. Para isso, introduziremos o formalismo do

gravitomagnetismo variável no tempo para a Relatividade Geral, obtendo em seguida os re-

sultados correspondentes para a teoria de Brans-Dicke. Como uma aplicação, calcularemos o

atraso do tempo (time delay) gravitomagnético quando um raio de luz se propaga de um ponto

P1 para outro ponto P2, com o momento angular da fonte variando linearmente desde J1 até J2,

comparando os resultados obtidos nas duas teorias.

5.2 Gravitomagnetismo Variável no Tempo: Relatividade Geral

Um modelo simples pode ser desenvolvido se considerarmos que o campo gravi-

tomagnético produzido por uma corrente de massa-energia varia linearmente com o tempo

(MASHHOON, 2008). Realmente, a pequena variação temporal do momento angular da fonte

pode não ser em geral linear, porém um modelo linear corresponde a uma primeira aproximação

do problema.

Para obtermos o modelo desejado, vamos considerar os seguintes potenciais gravitaci-

onais dependentes do tempo,

Φ(t,~r) = ϕ(t)Φ(~r), (5.1)
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~A(t,~r) = f (t)~A(~r), (5.2)

onde Φ(~r) e ~A(~r) são os potenciais estacionários que satisfazem às equações (3.9) e (3.10),

enquanto ϕ(t) e f (t) são funções que serão fixadas a seguir. De acordo com a equação (3.17),

temos que

2
c

∂Φ(t,~r)
∂ t

+∇ ·~A(t,~r) = 0, (5.3)

ou seja,

2
c

Φ(~r)
dϕ

dt
+ f (t)∇ ·~A(~r) = 0. (5.4)

Porém, para o caso dos potenciais estacionários Φ(~r) e ~A(~r), a equação (3.17) implica em que

∇ ·~A(~r) = 0. Logo, segue de (??) que
dϕ

dt
= 0, (5.5)

e daı́, ϕ é constante.

E ainda, considerando as equações de Einstein (3.1), encontramos que

�h̄00(t,~r) =−16πG
c4 T00(t,~r), (5.6)

�h̄0i(t,~r) =−16πG
c4 T0i(t,~r). (5.7)

Mas, conforme (3.5) e (3.6), tem-se também que

h̄00(t,~r) =
4Φ(t,~r)

c2 =
4
c2 ϕΦ(~r), (5.8)
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h̄0i(t,~r) =−2Ai(t,~r)
c2 =− 2

c2 f (t)Ai(~r). (5.9)

Se levarmos (??) em (??), obteremos

ϕ�(
4
c2 Φ(~r)) =−16πG

c4 T00(t,~r)

�(
4
c2 Φ(~r)) =−16πG

c4
T00(t,~r)

ϕ

�h̄00(~r) =−16πG
c4

T00(t,~r)
ϕ

=−16πG
c4 T00(~r). (5.10)

Portanto, deve-se ter

T00(t,~r) = ϕT00(~r). (5.11)

Por sua vez, colocando-se (??) em (??), vem

�

(
− 2

c2 f (t)Ai(~r)
)

=−16πG
c4 T0i(t,~r)

− 1
c2

∂ 2

∂ t2

(
− 2

c2 f (t)Ai(~r)
)

+∇
2
(
− 2

c2 f (t)Ai(~r)
)

=−16πG
c4 T0i(t,~r)

2
c4 Ai(~r)

d2 f (t)
dt2 + f (t)∇2

(
− 2

c2 Ai(~r)
)

=−16πG
c4 T0i(t,~r)

2
c4 Ai(~r)

d2 f (t)
dt2 + f (t)�

(
− 2

c2 Ai(~r)
)

=−16πG
c4 T0i(t,~r)
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2
c4 Ai(~r)

d2 f (t)
dt2 + f (t)�h̄0i(~r) =−16πG

c4 T0i(t,~r). (5.12)

Tomando-se T0i(t,~r) = f (t)T0i(~r), a equação (5.12) fica

2
c4 Ai(~r)

d2 f (t)
dt2 + f (t)�h̄0i(~r) =−16πG

c4 f (t)T0i(~r),

isto é,

d2 f (t)
dt2 = 0. (5.13)

Dessa forma, conclui-se que f (t) é uma função linear do tempo, de modo que o potencial vetor

gravitomagnético ~A(t,~r) = f (t)~A(~r) varia linearmente com o tempo, e além disso f (t) é tal que
2 |Ai(t,−→r )|

c2 � 1 para que a aproximação de campo fraco seja mantida.

A partir das considerações anteriores e do que foi verificado no Capı́tulo 3, podemos

estabelecer que, distante de uma fonte localizada de massa M e momento angular J(t) que varia

linearmente com o tempo, os potenciais gravitacionais são

Φ(t,~r) = ϕΦ(~r) =
GM

r
, (5.14)

onde adotamos ϕ = 1, e também

~A(t,~r) = f (t)~A(~r) = f (t)
G(~J×~r)

cr3 = f (t)
GJ(Ĵ×~r)

cr3 , (5.15)

sendo que Ĵ é um vetor unitário fixo na direção do momento angular da fonte. Agora, com

J(t) = f (t)J, pode-se escrever ainda

~A(t,~r) =
GJ(t)[Ĵ×~r]

cr3 . (5.16)
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Devemos lembrar que a métrica associada é

ds2 = −c2
(

1−2
Φ(t,~r)

c2

)
dt2 +

(
1+2

Φ(t,~r)
c2

)
δi jdxidx j

−4
c

[
~A(t,~r) ·d~r

]
dt, (5.17)

conforme (3.26).

Podemos obter uma expressão para J(t) considerando que a fonte sofra uma variação

linear em seu momento angular, que passa de um valor J1 em um tempo t1 para um outro valor J2

em um instante t2, com t2 > t1. Admitiremos que no intervalo de tempo considerado a condição
2 |Ai(t,~r)|

c2 � 1 é satisfeita. Seja então J(t) = a+bt, sendo a e b as constantes da função linear.

Logo, tem-se que

J(t1) = a+bt1 = J1,

J(t2) = a+bt2 = J2.

Daı́,

b =
J2− J1

t2− t1
(5.18)

E ainda,

a = J1−bt1 = J1−
(

J2− J1

t2− t1

)
t1 (5.19)

Portanto,

J(t) = J1−
(

J2− J1

t2− t1

)
t1 +

(
J2− J1

t2− t1

)
t
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J(t) = J1 +
(

J2− J1

t2− t1

)
(t− t1), (5.20)

que é a expressão procurada para J(t) em uma situação em que o momento angular varia de J1

em um instante t1 para J2 em outro instante t2.

5.3 Gravitomagnetismo Variável no Tempo: Teoria de Brans-Dicke

Como vimos no Capı́tulo 4, as equações de campo da teoria de Brans-Dicke na aproximação

de campo fraco são

�h̄µν =−16πG0

c4 Tµν . (5.21)

sendo G0 =
(

2ω +3
2ω +4

)
G. Assim, o modelo de gravitomagnetismo variável no tempo desen-

volvido para a Relatividade Geral pode ser aplicado também na teoria de Brans-Dicke. De fato,

os potenciais gravitacionais na teoria de Brans-Dicke serão obtidos a partir dos potenciais da

Relatividade Geral com a substituição de G por G0. Dessa forma, longe de uma fonte locali-

zada de massa M e momento angular J(t) que varia linearmente com o tempo, os potenciais

gravitacionais são dados por

Φ
BD(t,~r) = Φ

BD(~r) =
G0M

r
, (5.22)

~ABD(t,~r) =
G0J(t)[Ĵ×~r]

cr3 . (5.23)

Como a fonte experimenta uma variação linear em seu momento angular, passando do valor

J1 em t1 para um outro valor J2 em um instante t2, com t2 > t1, tem-se que J(t) será dado por

(5.20).

Para obtermos a métrica associada, podemos considerar o teorema do capı́tulo anterior

e, levando em conta (5.17), escrever que
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ds2
BD = (1− εG0)

[
−c2

(
1−2

ΦBD(t,~r)
c2

)
dt2− 4

c

[
~ABD(t,~r) ·d~r

]
dt

+
(

1+2
ΦBD(t,~r)

c2

)
δi jdxidx j

]
. (5.24)

E ainda,

ds2
BD = −c2

(
1−2

ΦBD(t,~r)
c2 − εG0

)
dt2− 4

c

[
~ABD(t,~r) ·d~r

]
dt

+
(

1+2
ΦBD(t,~r)

c2 − εG0

)
δi jdxidx j. (5.25)

Com as definições,

2
ΦBD

1
c2 = 2

ΦBD(t,~r)
c2 + εG0, (5.26)

2
ΦBD

2
c2 = 2

ΦBD(t,~r)
c2 − εG0, (5.27)

tem-se a expressão para o elemento de linha,

ds2
BD = −c2

(
1−2

ΦBD
1

c2

)
dt2− 4

c

[
~ABD(t,~r) ·d~r

]
dt

+
(

1+2
ΦBD

2
c2

)
δi jdxidx j. (5.28)

É interessante notar que, no modelo de variação linear do momento angular adotado,

o campo escalar longe da fonte localizada de massa M e momento angular J(t) é ε = ε(~r), pois

2ε =
8πT

(2ω +3)c4 ,

sendo que T = T (t,~r)≈ T 0
0(t,~r) = −T00(t,~r) =−T00(~r).
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5.4 Atraso do Tempo (Time Delay) Gravitomagnético

Uma aplicação imediata do modelo da fonte com momento angular variando linear-

mente no tempo é o cálculo do atraso do tempo (time delay) da luz. A medição do atraso do

tempo da luz é considerado um teste clássico da Relatividade Geral, tendo sido proposto por

Shapiro (1964). Na figura a seguir, a linha tracejada é a trajetória verdadeira seguida por um

sinal de radar, enquanto que a linha reta indica a trajetória aproximada.

Figura 5.1: Trajetória de um sinal de luz entre a Terra e um planeta. Figura editada, retirada de
Ohanian (1976).

Pode-se mostrar que esse efeito pode ser separado em duas partes: o atraso do tempo

de Shapiro e o atraso do tempo gravitomagnético, que é devido ao potencial gravitomagnético,

isto é, ao fato de considerarmos a rotação da fonte de campo gravitacional (CIUFOLINI, 2003).

Para vermos isso, consideremos que um ponto do espaço tem as coordenadas xµ = (ct,~r) e a

métrica é dada, como sabemos, por gµν = ηµν +hµν com ηµν = diag(−1,1,1,1).

Inicialmente, vamos lembrar que na ausência dos potenciais perturbativos hµν , os raios

da radiação eletromagnética se propagam ao longo de linhas retas definidas por
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dxi

dt
= ck̂i, (5.29)

onde k̂ é o vetor unitário constante na direção de propagação dos sinais. Assim,

∣∣∣∣d~rdt

∣∣∣∣=
√

(
dx1

dt
)2 +(

dx2

dt
)2 +(

dx3

dt
)2 =

√
c2[(k̂1)2 +(k̂2)2 +(k̂3)2] = c

∣∣k̂∣∣= c. (5.30)

Agora, se os raios se propagam no espaço com métrica gµν , então será válida a equação

para as geodésicas nulas gµνdxµdxν = 0. Logo,

(ηµν +hµν)dxµdxν =−c2dt2 +δi jdxidx j +hµνdxµdxν = 0, (5.31)

que implica em

c2dt2− | d~r |2= hµνdxµdxν . (5.32)

Se usarmos a relação
dxµ

dt
= ckµ +O(hµν), com kµ = (1, k̂), vem que

dxµ = ckµdt +O(hµν)dt. (5.33)

Substituindo (5.33) em (5.32), tem-se

c2dt2− | d~r |2= c2hµνkµkνdt2

c2dt2(1−hµνkµkν) =| d~r |2

cdt = (1+
1
2

hµνkµkν) | d~r |, (5.34)
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onde foram mantidos termos só até a primeira ordem em hµν . Para um raio que se propaga do

ponto P1 : (ct1,~r1) para o ponto P2 : (ct2,~r2), a distância percorrida é igual a

∫ t2

t1
cdt =

∫ P2

P1

| d~r |+1
2

∫ P2

P1

hµνkµkνdl, (5.35)

onde dl =| d~r |=
(
δi jdxidx j)1/2 denota o elemento de linha euclidiano ao longo da reta que liga

P1 a P2. Prosseguindo, vem que

c(t2− t1) =|~r2−~r1 |+
1
2

∫ P2

P1

hµνkµkνdl

t2− t1 =
1
c
|~r2−~r1 |+

1
2c

∫ P2

P1

hµνkµkνdl. (5.36)

Portanto, define-se o atraso do tempo gravitacional como

∆ =
1
2c

∫ P2

P1

hµνkµkνdl. (5.37)

Considerando que hµν = hµν− 1
2ηµνh e também ηµνkµkν = kµkµ =−1+ k̂ik̂i =−1+

1 = 0, ainda podemos escrever

∆ =
1
2c

∫ P2

P1

h̄µνkµkνdl. (5.38)

Então,

∆ =
1
2c

∫ P2

P1

h̄00k0k0dl +
1
2c

∫ P2

P1

(2h̄01k0k̂1 +2h̄02k0k̂2 +2h̄03k0k̂3)dl. (5.39)

Usando-se as equações (??) e (??), obtemos
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∆ =
2
c3

∫ P2

P1

Φ(t,~r)dl− 2
c3

∫ P2

P1

~A(t,~r) · k̂dl. (5.40)

Com o atraso do tempo de Shapiro sendo dado por

∆S =
2
c3

∫ P2

P1

Φ(t,~r)dl (5.41)

e o atraso do tempo gravitomagnético expresso por

∆GM =− 2
c3

∫ P2

P1

~A(t,~r) · k̂dl =− 2
c3

∫ P2

P1

~A(t,~r) ·d~r, (5.42)

pode-se escrever que

∆ = ∆S +∆GM. (5.43)

Uma consequência de (5.42) é que o atraso do tempo gravitomagnético para um sinal

que vai de um ponto a outro e retorna pelo mesmo percurso é nulo, ou seja,

∆GM =− 2
c3

∮
~A(t,~r) ·d~r = 0. (5.44)

5.5 Atraso do Tempo Gravitomagnético na Teoria de Brans-Dicke

Ao passarmos da teoria da Relatividade Geral para a teoria de Brans-Dicke, verifi-

camos que o atraso do tempo de Shapiro e o atraso do tempo gravitomagnético são dados,

respectivamente, por

∆
BD
S =

2
c3

∫ P2

P1

Φ
BD(t,~r)dl (5.45)
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e

∆
BD
GM =− 2

c3

∫ P2

P1

~ABD(t,~r) · k̂dl =− 2
c3

∫ P2

P1

~ABD(t,~r) ·d~r, (5.46)

pois todo o procedimento da seção anterior é válido para a teoria de Brans-Dicke. E também,

tem-se que o atraso do tempo total é

∆
BD = ∆

BD
S +∆

BD
GM. (5.47)

Como na Relatividade Geral, o atraso do tempo gravitomagnético para um sinal que vai de um

ponto a outro e retorna pelo mesmo percurso é nulo.

No caso de uma fonte localizada de massa M e momento angular J(t) que varia linear-

mente com o tempo, os potenciais gravitacionais em pontos distantes da fonte são dados pelas

equações (5.22) e (5.23). Os potenciais correspondentes na Relatividade Geral são dados por

(5.14) e (5.16), de modo que podemos estabelecer as relações

Φ
BD(t,~r) =

(
2ω +3
2ω +4

)
Φ(t,~r), (5.48)

~ABD(t,~r) =
(

2ω +3
2ω +4

)
~A(t,~r). (5.49)

Se substituı́rmos (5.48) em (5.45) e (5.49) em (5.46), encontraremos que

∆
BD
S =

(
2ω +3
2ω +4

)
∆S, (5.50)

∆
BD
GM =

(
2ω +3
2ω +4

)
∆GM. (5.51)

Assim, os atrasos do tempo previstos pela teoria de Brans-Dicke para o modelo considerado di-
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ferem da previsão da Relatividade Geral pelo fator
2ω +3
2ω +4

. Para obtermos a expressão explı́cita

do atraso do tempo gravitomagnético ∆BD
GM, vamos resolver (5.46) considerando ~ABD(t,~r) dado

em (5.23). Então, tem-se

∆
BD
GM =− 2

c4

(
2ω +3
2ω +4

)
G
∫ P2

P1

J(t)[Ĵ×~r]
r3 · k̂dl. (5.52)

De acordo com (5.29), | d~r |= cdt. Portanto, dl = cdt e logo l = ct. Com essas

considerações, pode-se escrever a equação (5.20) como

J(t) = J1 +
J2− J1

t2− t1
(t− t1) = J(l) = J1 +

J2− J1

L
l, (5.53)

onde fizemos t1 = 0 e t2 = L/c, sendo que a reta que liga os pontos P1 e P2 tem comprimento L.

Desse modo, (5.52) fica

∆
BD
GM =− 2

c4

(
2ω +3
2ω +4

)
G
∫ L

0

[
J1 +

(
J2− J1

L

)
l
](

Ĵ×~r
r3

)
· k̂dl

∆
BD
GM =− 2

c4

(
2ω +3
2ω +4

)
G
∫ L

0

[
J1 +

(
J2− J1

L

)
l
][

Ĵ · (~r× k̂)
r3

]
dl

∆
BD
GM =− 2

c4

(
2ω +3
2ω +4

)
GĴ ·

{
J1

∫ L

0

~r× k̂
r3 dl +

J2− J1

L

∫ L

0

(
~r× k̂

r3

)
ldl

}
.

A primeira integral pode ser resolvida (ver Apêndice A), e teremos

∆
BD
GM =−2G

c4

(
2ω +3
2ω +4

)
Ĵ ·

{
J1(r̂1× r̂2)
1+ r̂1 · r̂2

(
1
r1

+
1
r2

)
+

J2− J1

L

∫ L

0

~r× k̂
r3 ldl

}
. (5.54)

Agora, vamos calcular a integral restante em (5.54). Usando-se os resultados do Apêndice A,

tem-se
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∫ L

0

~r× k̂
r3 ldl =

∫ L

0

(~r1 + lk̂)× k̂
r3 ldl = (~r1× k̂)

∫ L

0

ldl
r3

∫ L

0

~r× k̂
r3 ldl =

[
~r1×

(~r2−~r1)
L

]
r1

δ
(1− r̂1 · r̂2)

∫ L

0

~r× k̂
r3 ldl =

(
~r1×~r2

L2δ

)
Lr1(1− r̂1 · r̂2)

∫ L

0

~r× k̂
r3 ldl = L

(~r1×~r2)r1(1− r̂1 · r̂2)
r2

1r2
2[1− (r̂1 · r̂2)2]

∫ L

0

~r× k̂
r3 ldl = L

(r̂1× r̂2)
r2(1+ r̂1.r̂2)

. (5.55)

Substituindo-se (5.55) em (5.54), obtemos

∆
BD
GM =−2G

c4

(
2ω +3
2ω +4

)
Ĵ · (r̂1× r̂2)
1+ r̂1 · r̂2

(
J1

r1
+

J2

r2

)
. (5.56)

Como já foi mencionado, o atraso do tempo previsto pela teoria de Brans-Dicke difere da pre-

visão da Relatividade Geral pelo fator
2ω +3
2ω +4

. Porém, no limite em que ω → ∞, recupera-se

o resultado do atraso do tempo gravitomagnético na Relatividade Geral para o modelo de uma

fonte com momento angular variando linearmente no tempo (MASHHOON, 2008). De fato, no

limite ω → ∞, na aproximação de campo fraco, as equações da teoria de Brans-Dicke se redu-

zem para as equações da Relatividade Geral (BARROS, 1998). Por outro lado, se o momento

angular da fonte for constante, com J1 = J2 = J, e tomarmos o limite ω → ∞, recuperaremos o

resultado da Relatividade Geral para este caso (CIUFOLINI, 2003).

A previsão para o valor do atraso do tempo gravitomagnético na teoria de Brans-Dicke,

equação (5.56), pode ser de interesse astrofı́sico na análise do comportamento da luz que passa

na vizinhança de pulsares, que apresentam uma taxa de variação do momento angular apreciável

(MASHHOON, 2008).
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CONCLUSÃO

Verificou-se que, no contexto da teoria de Brans-Dicke, também é possı́vel escrever-

se as equações do campo gravitacional em uma forma similar às equações de Maxwell, ao

considerar-se as aproximações de campo fraco e de baixa velocidade de rotação da fonte.

A equação de movimento de uma partı́cula sob a ação dos potenciais gravitoelétrico

e gravitomagnético não tem a forma da força de Lorentz na teoria de Brans-Dicke, mesmo no

caso estacionário, por causa do termo dependente do campo escalar. Essa conclusão não foi

percebida anteriormente (BARROS, 2005).

Mostrou-se que torque sobre o eixo de um giroscópio, calculado através da teoria de

Brans-Dicke, difere do valor previsto pela Relatividade Geral pelo fator
2ω +3
2ω +4

. Porém, o

experimento Gravity Probe B, cujo nı́vel de precisão foi de cerca de 0,005 segundos de arco

por ano, não consegue distinguir entre a previsões da Relatividade Geral e da teoria de Brans-

Dicke.

A principal motivação para a construção da teoria de Brans-Dicke foi a tentativa de

se obter uma teoria que satisfizesse ao chamado Princı́pio de Mach, segundo o qual as forças

inerciais são determinadas pela distribuição de matéria-energia no Universo. Nesse sentido, a

previsão do gravitomagnetismo, ou arrastamento dos sistemas inerciais, por parte da teoria de

Brans-Dicke, indica que essa teoria inclui efeitos Machianos em seu formalismo.

Estudou-se o gravitomagnetismo variável no tempo no contexto da teoria gravitacional

de Brans-Dicke, desenvolvendo-se um modelo em que a fonte produz um potencial gravito-

magnético que varia linearmente no tempo. Esse modelo tem interesse astrofı́sico, com a fonte

podendo ser, por exemplo, um pulsar. É interessante notar que, nesse modelo, o campo escalar

longe da fonte localizada de massa M e momento angular J(t) é ε = ε(~r).
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Os atrasos do tempo previstos pela teoria de Brans-Dicke para o modelo considerado

diferem da previsão da Relatividade Geral pelo fator
2ω +3
2ω +4

. Como na Relatividade Geral, o

atraso do tempo gravitomagnético para um sinal que vai de um ponto a outro e retorna pelo

mesmo percurso é nulo.

Foi obtida a expressão do atraso do tempo gravitomagnético de Brans-Dicke ∆BD
GM.

No limite em que ω → ∞, recuperou-se o resultado do atraso do tempo gravitomagnético na

Relatividade Geral para o modelo de uma fonte com momento angular variando linearmente

no tempo (MASHHOON, 2008). Por outro lado, se o momento angular da fonte for constante,

com J1 = J2 = J, e tomarmos o limite ω→∞, recuperaremos o resultado da Relatividade Geral

para este caso (CIUFOLINI, 2003).

Como perspectivas futuras deste trabalho, pode-se citar a aplicação do modelo da fonte

com momento angular variando linearmente no tempo, na teoria de Brans-Dicke, para o estudo

de fenômenos como: efeitos do gravitomagnetismo variável no tempo sobre o movimento de

uma partı́cula (RUGGIERO, 2009), efeito Lense-Thirring (CHICONE, 2008) e indução gravi-

tacional (BINI, 2008).
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Probe B: Countdown to Launch. In: LÄMMERZAHL, C.; EVERITT, C. W. F.; HEHL, F.
W. (Ed.). Gyros, Clocks, Interferometers...: Testing Relativistic Gravity in Space, Berlim:
Springer, 2001.

FARAONI, V. Scalar Field Mass in Generalized Gravity. Class. Quantum Grav., v. 26, p.
145014-1 a 145014-11, 2009.

GRAVITY PROBE B, http://einstein.stanford.edu, boletim de 12 de novembro de 2009.

HARTLE, J. B. Gravity. São Francisco: Addison Wesley, 2003.

HITZER, E.; DEHNEN, H. Integration of Einstein’s Equations in the Weak-Field Domain using
the ”Einstein”Gauge. Int. J. Theor. Phys., v. 36, p. 559-567, 1997.
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APÊNDICES

Apêndice A - Resultados Úteis

Neste apêndice, vamos apresentar alguns resultados que serão usados no Capı́tulo 5:

(i) Inicialmente, consideremos as integrais do tipo

πn =
∫ L

0

lndl
r3 , (1)

onde n = 0,1, e ainda,

~r(l) =~r1 + lk̂, (2)

L =|~r2−~r1 |, (3)

k̂ =
(~r2−~r1)

L
. (4)

O resultado dessas integrais é (MASHHOON, 2008):

π0 =
∫ L

0

dl
r3 =

1
δ

k̂ · (r̂2− r̂1), (5)

π1 =
∫ L

0

ldl
r3 =

r1

δ
(1− r̂1 · r̂2), (6)

sendo δ = r2
1−Q2 e Q = k̂ ·~r1.
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(ii) Outro resultado que será utilizado é o valor da quantidade δL2. Então,

δL2 = (r2
1− (k̂ ·~r1)2)L2. (7)

Substituindo (4) em (7), vem

δL2 = r2
1L2− [(~r2−~r1) ·~r1]2. (8)

Com o uso de (3), tem-se

δL2 = r2
1 |~r2−~r1 |2 −(~r1 ·~r2− r2

1)
2

δL2 = r2
1(~r2−~r1) · (~r2−~r1)− (~r1 ·~r2− r2

1)
2

δL2 = r2
1(r

2
2−2~r2 ·~r1 + r2

1)− (~r1 ·~r2)2 +2(r2
1)(~r1 ·~r2)− r4

1

δL2 = r2
1r2

2− (~r1 ·~r2)2 = r2
1r2

2− r2
1r2

2(r̂1 · r̂2)2

δL2 = r2
1r2

2[1− (r̂1 · r̂2)2]. (9)

(iii) Vamos resolver a integral

∫ P2

P1

J(Ĵ×~r)
r3 · k̂dl,

onde J é constante e a reta que liga os pontos P1 e P2 tem comprimento L. Dessa forma,

levando-se em conta os resultados dos itens anteriores, obtém-se
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∫ P2

P1

J(Ĵ×~r)
r3 · k̂dl = J

∫ L

0

(Ĵ×~r)
r3 · k̂d~l = J

∫ L

0

Ĵ · (~r× k̂)
r3 dl

∫ P2

P1

J(Ĵ×~r)
r3 · k̂dl = JĴ ·

∫ L

0

[(
~r1 + lk̂

)
× k̂
]

r3 dl

∫ P2

P1

J
(
Ĵ×~r

)
r3 · k̂dl = JĴ ·

∫ L

0

(~r1× k̂)
r3 dl

∫ P2

P1

J
(
Ĵ×~r

)
r3 · k̂dl = JĴ · (~r1× k̂)

∫ L

0

dl
r3

∫ P2

P1

J
(
Ĵ×~r

)
r3 · k̂dl = JĴ · (~r1× k̂)

[
1
δ

k̂ · (r̂2− r̂1)
]

∫ P2

P1

J
(
Ĵ×~r

)
r3 · k̂dl = JĴ ·

[
~r1×

(~r2−~r1)
L

][
(~r2−~r1)

δL
· (r̂2− r̂1)

]

∫ P2

P1

J
(
Ĵ×~r

)
r3 · k̂dl = JĴ ·

(
~r1×~r2

δL2

)
[(~r2−~r1) · (r̂2− r̂1)]

∫ P2

P1

J
(
Ĵ×~r

)
r3 · k̂dl = JĴ · (~r1×~r2)

(r2 + r1− r2r̂1 · r̂2− r1r̂1 · r̂2)
r2

1r2
2[1− (r̂1 · r̂2)2]

∫ P2

P1

J
(
Ĵ×~r

)
r3 · k̂dl = JĴ · (r̂1× r̂2)

(r2 + r1) [1− (r̂1 · r̂2)]
r1r2 [1+(r̂1 · r̂2)] [1− (r̂1 · r̂2)]

∫ P2

P1

J
(
Ĵ×~r

)
r3 · k̂dl =

JĴ · (r̂1× r̂2)
1+ r̂1 · r̂2

(
1
r1

+
1
r2

)
. (10)
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