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PROCURA-SE

Procura-se um caminho, o ”caminho do meio”. Um caminho que ndo seja o da direita nem o da
esquerda e também ndo pode ficar em cima do muro. Procura-se, na verdade, um didlogo um
meio termo uma trégua, uma paz verdadeira. Procura-se algo que se perdeu no transcorrer do

tempo, a vida. Ah! Tem que ser em grupo.

Temos nos preocupado tanto com os problemas do processo educativo que acho que

esquecemos do todo, do processo , da verdadeira educacao.

Nao existe educacdo sem uma relagao, sem um contato, sem um atrito, sem uma busca
de ambas as partes, sem uma entrega comum, uma troca. Nao existe educacdo sem didlogo,

mas pode existir educacdo mesmo sem palavras.

O que realmente falta ¢ um pouco mais de doacdo de ambas as partes, um pouco mais
de humildade no reconhecer o seu erro, um pouco mais de amor, um estender a mao um para o

outro e caminhar lado a lado.

Seria uma utdpia acharmos que somos professores e alunos perfeitos,
maravilhosos, sensacionais, completos. E seria uma tristeza chegar a esse ponto, pois nada

mais teriamos a ensinar e a aprender, perdendo a educacgdo a sua razao de existir.

,

E certo que cada um de nés busca manter vivo dentro de si um ideal de professor,
um ideal de aluno, um ideal de homem, pois é esse ideal que nos leva avante, que nos faz
buscar, que nos faz cair, que nos da forgas para levantar, que nos faz crescer, que nos faz
querer sempre ser um pouquinho melhor que ontem. E isso € maravilhoso! Nao devemos e
nao podemos perder esse ideal, pois novamente o processo educativo, mola-mestra da evolugao
do ser humano desapareceria. Tudo o que precisamos € ser um pouco mais realista; colocar os
pés no chao, olhar ao redor e saber que tudo o que importa é a convivéncia, € a relacdo, € o
momento sublime em que os seres se tocam e, desse contato, surge uma luz 14 no fim do tdnel,

um verdadeiro brilho que chamamos do jeito que quisermos, vida, amor, educacao.

Obrigado pela opurtunidade de conhecer voce. Lembrancas de um amigo, quem sabe
de um professor...
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RESUMO

Neste trabalho desenvolvemos o formalismo do gravitomagnetismo no contexto da
teoria gravitacional de Brans-Dicke. Escrevemos as equacdes de campo em uma forma tipo-
Maxwell ao considerarmos as aproximacdes de campo fraco e de baixa velocidade de rotacdo da
fonte. Examinamos o efeito Lense-Thirring de precessdo dos referenciais inerciais e obtivemos
a equagdo de movimento para uma particula. Introduzimos ainda um modelo com o momento
angular da fonte variando linearmente no tempo, calculando o atraso do tempo gravitomagnético

decorrente. Os resultados obtidos foram comparados com as previsdes da teoria da Relatividade
Geral.

Palavras chave: Aproximac¢do de Campo Fraco; Gravitomagnetismo; Teoria de Brans-Dicke.



ABSTRACT

In this work we develop the formalism of the gravitomagnetism in the context of
the Brans-Dicke theory of gravity. We write the field equations in a type-Maxwell form while
considering the approximations of weak field and of low speed of rotation of the source. We
examine the effect of Lense-Thirring precession of inertial frames and obtained the equation
of motion for a particle. We have also introduced a model with the angular momentum of the
source varying linearly with time, calculating the gravitomagnetic time delay due. The results
were compared with the predictions of the theory of General Relativity.

Keywords: Weak Field Approximation; Gravitomagnetism; Brans-Dicke Theory.



SUMARIO

Listade FIguras...ooeeeeeeeieeteiitessesoeeeessossssssssssssassssssssssssssns

| B 1\ 3 200) 0 01 67N 0 T

2 TEORIA DA GRAVITACAODE EINSTEIN ....ovvuiiiieeeeeennnnnnnns

2.1 INtroduG@o . ..ottt
2.2 Teoria Gravitacional de Newton . ......... ... i
2.3 Equagdo de Campo da Gravitacdo de Newton . ... ........ ...,
2.4 Teoria gravitacional de Einstein .......... ... .. . . i
2.5 Aproximacdode Campo Fraco ......... ... .. i
2.6 Aproximacao Newtoniana: Equagdes de Campo ............ ... ... ... .......
2.7  Aproximagao Newtoniana: Equagdes de Movimento . ........................
3 GRAVITOMAGNETISMO .. .viiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiinteeiinseecennnnss

3.1 INtroduGlo . ..ot e
3.2 Potenciais Gravitoelétrico e Gravitomagnético . ..............c.oeueuneen....
33 CalculodaMeEtrica . . ...ttt
3.4 Equagdes de Campo tipo—Maxwell. ...... ... ... ... i
3.5 Equagdode MOVIMENtO .. .. ...ttt
3.6 Medida do Efeito Lense-Thirring .............oo i,
4 GRAVITOMAGNETISMO NA TEORIA DE BRANS-DICKE............

4.1 INtroduGlo . ...ttt e

11

14

14

14

16

18

19

22

23

26

26

26



42 ATeoriade Brans-Dicke ........ ... .. .
4.3  Limite Newtoniano das Equa¢des de Campo da Teoria de Brans-Dicke .........
4.4  Gravitomagnetismo na Teoria de Brans-Dicke ..............................
4.5 Efeito Lense-Thirring na Teoria de Brans-Dicke.............................
4.6 Relacdo entre as Teorias da Relatividade Geral e de Brans-Dicke ..............
477  Equacdo de MOVIMENLO . .. ...ttt et e

5 GRAVITOMAGNETISMO VARIAVEL NO TEMPO NA TEORIA DE BRANS-

) 03 L
ST INtroduGao . ..ot
5.2 Gravitomagnetismo Varidvel no Tempo: Relatividade Geral . ..................
5.3 Gravitomagnetismo Varidvel no Tempo: Teoria de Brans-Dicke ...............
5.4  Atraso do Tempo (Time Delay) Gravitomagnético ... ................coooun..
5.5 Atraso do Tempo Gravitomagnético na Teoria de Brans-Dicke.................
[000).11) 31 0137.X 0 2N
Referencias . ..oovvvneieiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeieieeneieciecscsecnenncns
1N 4 D301 1) () X

Apéndice A - Resultados ULeis .. ...........oueueuiee e

42

44

47

50

51

52

56

56

56

61

63

66

70

72

75

75



LISTA DE FIGURAS

Figura 3.1 Precessoes geodésica e de Lense-Thirring.

Figura editada, retirada de Ohanian (1976).  .................c.cooo... 40

Figura 3.2 Medida da precessdao de Lense-Thirring nos giroscopios do satélite Gravity

Probe B. Figura retirada do site http://einstein.stanford.edu.  ............. 41

Figura 5.1 Trajetéria de um sinal de luz entre a Terra e um planeta. Figura editada, retirada

de Ohanian (1976). ... i i e e 63



11

1 INTRODUCAO

Pouco tempo depois que Einstein formulou a teoria da Relatividade Geral (LORENTZ,
2001), Lense e Thirring (1918) mostraram que uma consequéncia das equacdes de campo da
teoria é um efeito de precessdo (ou arrastamento) do referencial inercial local, que ficou conhe-
cido como efeito Lense-Thirring. De acordo com este efeito, uma particula orbitando em torno
de corpos em rotagdo como a Terra e o Sol tem o seu plano orbital “arrastado’’no mesmo sen-
tido da rotacdo do corpo central. De modo equivalente, se um giroscépio, cujo eixo de rotagao
permanece fixo em um sistema inercial, for colocado na vizinhanca de um corpo em rotagao
ird sofrer uma precessdao em seu eixo (SCHIFF, 1960). O arrastamento dos sistemas inerciais
pode ser considerado um efeito Machiano (MISNER, 1973), ndo sendo previsto pela teoria de

Newton da gravitacao.

Os efeitos da Relatividade Geral associados com a rota¢do de corpos podem ser me-
lhor compreendidos utilizando-se uma analogia formal com a teoria eletromagnética. A idéia
basica € que correntes de massa geram um campo, que por analogia com o eletromagnetismo,
¢ chamado de campo gravitomagnético (CIUFOLINI, 1995). De fato, segundo a Relatividade
Geral, matéria em movimento ou em rotacao produz uma contribui¢do para o campo gravitacio-
nal que € o andlogo do campo magnético de uma carga elétrica em movimento ou de um dipolo

magnético.

Existem evidéncias indiretas da existéncia do gravitomagnetismo nos contextos as-
trofisico e do Sistema Solar (STELLA, 2003; NORDVEDT, 2001). Por outro lado, o campo
gravitomagnético da Terra, através do efeito Lense-Thirring de arrastamento dos sistemas iner-
ciais, também perturba a orbita de satélites. Entdo, a observacdo das Orbitas dos satélites LA-
GEOS E LAGEOS 2, ao longo de vérios anos, permitiu a verificagcdo do gravitomagnetismo
com uma precisao de cerca de 10% em relagdo a previsao da Relatividade Geral (CIUFOLINI,

2004; CIUFOLINI, 2006 ). Em abril de 2004, foi lancado o satélite Gravity Probe B (EVE-
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RITT, 2001), uma missdo espacial de aproximadamente um ano, que colocou giroscopios em
Orbita para medir a precessdao em seus eixos por causa da rotacdo da Terra. Esses efeitos do
gravitomagnetismo foram verificados com uma precisao estimada de 14% (GRAVITY PROBE

B, 2009).

Outros efeitos do gravitomagnetismo, como por exemplo, o atraso do tempo (time
delay) gravitacional para um raio de luz que se propaga na vizinhanca de uma massa em rotacao
(CIUFOLINI, 2003) e a mudanca na polariza¢do das ondas eletromagnéticas (SERENO, 2005)
tém sido estudados. Recentemente, uma nova linha de investigacdo surgiu abordando situacdes
em que o momento angular da fonte varia com o tempo (MASHHOON, 2008; CHICONE,
2008; BINI, 2008; RUGGIERO, 2009). Realmente, objetos astrondmicos, como as estrelas e
os planetas, possuem em geral movimento de rotacdo, porém, a taxa de rotagdo raramente €
uniforme. No caso da Terra, a dimunicdo da velocidade de rotagao em torno do préprio eixo é
muito lenta, mas ocorre devido principalmente ao efeito de atrito das marés com a superficie do
planeta. Neste processo, a Terra perde momento angular que € transferido para o movimento
orbital da Lua. Como consequéncia, a Lua se afasta da Terra a uma taxa de 4 ¢m por ano
(BINTI, 2008). Por sua vez, a diminui¢ao da rotagdo da Terra faz com que o tempo medido pelos
reldgios atdomicos e o tempo medido levando-se em conta a rotagdo da Terra (tempo terrestre)
saiam de sincronia, sendo necessdrio acrescentar-se um segundo ao final de alguns anos para

acertar as duas medic¢des cronoldgicas.

A teoria da Relatividade Geral ndo € a unica teoria de gravitacdo disponivel. Exis-
tem outras alternativas tedricas que podem ser submetidas aos testes experimentais (WILL,
2005), entre as quais destacam-se as teorias escalares-tensoriais (BERGMANN, 1968; WAGO-
NER, 1970; NORDTVEDT, 1970). Essas teorias métricas da gravitacdo introduzem um campo
adicional, um campo escalar ¢, que junto com a métrica g,y respondem pela descri¢do dos
fendmenos gravitacionais. De um modo geral, o fator de acoplamento do campo escalar com a
geometria é @(¢). Um caso particular ocorre se (@) = @ = constante, e temos entdo a teoria

de Brans-Dicke (BRANS, 1961).

As teorias escalares-tensoriais, como a teoria de Brans-Dicke, sdo estudadas atual-
mente com varios propdsitos, entre os quais destacamos alguns: podem ser o limite de baixas
energias de teorias mais gerais que unifiquem a gravitacdo com outras interacoes ou a quantizem

(FARAONI, 2009), verificacdo de testes experimentais da interagdo gravitacional (DAMOUR,
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2000) e Cosmologia (WEINBERG, 2008).

Nesta dissertacao, estudaremos o formalismo do gravitomagnetismo no contexto da
teoria de Brans-Dicke. Para isso, usaremos a aproximacgdo de campo fraco (HITZER, 1997)
e um resultado (BARROS, 1998), que permite obter solucdes de campo fraco na teoria de
Brans-Dicke a partir de solu¢des conhecidas da Relatividade Geral. Procuraremos mostrar que
€ possivel escrever as equacdes da gravitagdo de Brans-Dicke em uma forma tipo-Maxwell
e dai, investigaremos alguns topicos tais como o efeito Lense-Thirring e o atraso do tempo
gravitacional. Consideraremos também os efeitos do campo gravitomagnético gerado pela va-
riabilidade temporal do momento angular intrinseco de fontes materiais em rota¢do, calculando
explicitamente o atraso do tempo gravitacional. Os resultados obtidos sdo comparados com

aqueles previstos pela Relatividade Geral.

A dissertacdo tem a seguinte organiza¢do: no Capitulo 2, discutimos aspectos basicos
da teoria gravitacional de Newton e apresentamos a teoria da Relatividade Geral, desenvolvendo
a aproximacao de campo fraco e o limite Newtoniano. Depois, no Capitulo 3, tratamos do
formalismo do gravitomagnetismo na teoria da Relatividade Geral. No Capitulo 4, trabalhamos
com o gravitomagnetismo no contexto da teoria de Brans-Dicke, mostrando que as equagdes da
teoria podem ser escritas em uma forma tipo-Maxwell e explorando as consequéncias desse fato.
Ainda, no Capitulo 5, estudamos um modelo de variac@o linear do momento angular da fonte
de campo gravitacional, obtendo o valor do atraso do tempo gravitomagnético. O resultado é
comparado com o da Relatividade Geral e as consequéncias sdo discutidas. Finalizamos com o

Capitulo 6 de conclusdes e perspectivas.
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2 TEORIA DA GRAVITACAO DE EINSTEIN

2.1 Introdugdo

Estudaremos a teoria de Newton da gravitagdo em seus aspectos basicos, enfatizando
a lei de forca e a equacdo de campo em termos do potencial gravitacional. Em seguida, intro-
duziremos a teoria gravitacional de Einstein, apresentando as equacdes gerais de campo e as
equacgdes de movimento. Depois, encontraremos as equagdes de campo fraco e mostraremos
que a Relatividade Geral possui o limite Newtoniano correto, tanto para as equagdes de campo

como para as equacoes de movimento.
2.2 Teoria Gravitacional de Newton

As experiéncias de Galileu mostraram que a aceleragdo que um corpo adquire num
campo gravitacional uniforme independe de sua massa (WEINBERG, 1972). Assim, Newton
pode inferir a igualdade entre as massas inercial e gravitacional. De fato, o conceito de massa

inercial foi introduzido através da segunda lei de Newton:

F =mjd, 2.1)

onde F ¢é a forga resultante que atua sobre o corpo, m; sua massa inercial e d a aceleragao
adquirida. Portanto, interpretamos a massa inercial como uma medida da inércia do corpo, isto

€, da sua resisténcia a uma mudancga de velocidade.

Segundo a teoria gravitacional de Newton, esse mesmo corpo € atraido gravitacional-

mente por um outro conforme a lei,
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7, (2.2)

sendo mg a massa gravitacional do corpo ao qual atribuimos a massa inercial m;, M, a massa
gravitacional do outro corpo, R a distancia entre eles, G uma constante universal e 7 o vetor
unitdrio na dire¢do da reta que liga os corpos, com origem no corpo de massa M. Deve-se notar
que a expressao da forca gravitacional de Newton € vélida para corpos puntiformes, ou que
possam ser considerados como tal quando suas dimensdes sdo pequenas quando comparadas
com a distincia entre eles. Combinando-se as equagdes (2.1) e (2.2), temos que o médulo da

aceleragdo do corpo de massa my €

[(Z—f)GMg]_

= (2.3)

a =

De acordo com Galileu, todos os corpos localizados a mesma distancia R do corpo de
massa M, tém a mesma aceleracdo. Assim, a razdo mg/m; deve ser uma constante universal.

Sem perda de generalidade, podemos considerar que m, € m; possuem o mesmo valor numérico.

O fato de que os corpos caem com a mesma aceleracdo em um campo gravitacional é
apenas uma coincidéncia na teoria de Newton. Porém, adquire um significado mais profundo
na teoria gravitacional de Einstein, sendo a base do Principio de Equivaléncia entre as forcas

inerciais e gravitacionais.

Medidas da diferenca fracional 17 das aceleragdes a; e a; de dois corpos em queda

2 —
2ar—af o pam que (BAESSLER, 1999;

em um campo gravitacional, definida como 1 = a1+ aa)
ayraz

WILLIAMS, 1996)

n<4x1071. (2.4)
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2.3 Equacgdo de Campo da Gravitacao de Newton

Vamos supor uma distribuicdo discreta de N particulas. A forca gravitacional exercida

pelas N particulas sobre uma particula de massa m, em um ponto X, €

—GmZm, @-7) (2.5)

| X—Xx; |3
2 7, . . —_ o o~ ., .
onde, G = 6,67x10~!1 % € a constante Gravitacional de Newton e X; € a posicdo da i-ésima
particula de massa m;. Definimos a energia potencial gravitacional desse sistema de particulas

como

i (2.6)

)
i

V(X) =—-Gm

!

H'Mz

=1
I

1

de modo que

F(X)=-VV(). (2.7)

A equagdo (2.7) pode ser facilmente verificada se usarmos o resultado

VL ! 'J - (f__f") . (2.8)

g ="1, @9)

D) = —. (2.10)

Entdo, temos de (2.7) , (2.9) e (2.10) que
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3(X) = —VO(3). (2.11)

E ainda, de (2.6) e (2.10), obtém-se

). (2.12)

| X =% |

Para uma distribui¢ao continua de massa, temos que ®(x) é definido por

_G/\x perd (2.13)

onde p(¥') é a densidade de massa. Aplicando o operador Laplaciano em (2.13), temos

Vio(x) = —G/p()_c")Vz { ] 4% (2.14)

Como,

Vz{ 41 }:—47:5(;?—5/), (2.15)

| X —X'|

onde (¥ —X') é a fungdo delta de Dirac, encontramos que

VO (X) = 4nG / p (X Xdx

V(%) = 4nGp (), (2.16)

a qual € a equacdo de campo da teoria da gravitagao de Newton.

Podemos obter a equacdo de movimento para uma particula sob a acdo do potencial

gravitacional Newtoniano combinando as equagdes (2.9) e (2.11). Assim, como



18

7 . d*x
= ma—=—m——s
dr?’
vem que
d*x
A v/ 2.17
2 (2.17)

2.4 Teoria gravitacional de Einstein

Para construir uma teoria relativistica da gravitacdo, Einstein associou os efeitos gravi-
tacionais com a existéncia de um espago-tempo curvo de métrica gy, v, diferentemente do caso do
espaco-tempo plano de Minkowski da Relatividade Especial (HARTLE, 2003). Na sua teoria,
conhecida como Relatividade Geral, a distribuicao de matéria-energia é que passa a determinar,

de uma forma dindmica, a geometria do espaco.

As equagdes de campo da Relatividade Geral sdo dadas por (MISNER, 1973)

1 8nG

onde u,v =0,1,2,3, ¢ € a velocidade da luz, T,y € o tensor energia-momento da distribui¢ao
material, R,y € o tensor de Ricci e R o escalar de curvatura. Essas equa¢des podem ser colocadas

em uma outra forma. Para isso, pode-se contrair (2.18), obtendo-se

R=-22

T 2.19
o T (2.19)

sendo T = TH, o traco do tensor energia-momento. Substituindo (2.19) em (2.18) e rearran-

jando os termos, temos a forma alternativa das equagdes de Einstein:

3G 1

A equacao de movimento das particulas no espago-tempo curvo de Riemann € a equacao

das geodésicas (LANDAU, 1996)
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(2.21)

com x* = (x%,¥) = (ct, %), iy = $8%P (—guv.p +8pu,v +8vp,u) S0 os simbolos de Christoffel,

aguv

222 O elemento de linha ds? é
oxP

guv a métrica do espago-tempo € guy p =

definido como

ds* = guvdx*dx¥. O segundo termo no lado esquerdo de (2.21) pode ser interpretado como a

for¢a gravitacional por unidade de massa que atua sobre a particula.

Vamos mostrar que a equagio (2.21) se reduz, no caso do espaco-tempo da Relativi-

dade Especial (espaco de Minkowski), a equagdo de uma particula sobre a qual ndo atua forca

gravitacional. Nesse espago-tempo, a métrica é 1,y = diag(—1,1,1,1) e entdo,

1
Ty = Enap(_nuv,p + Npu,v + NMvp,u) =0.

Portanto, (2.21) fica
d*x“
ds?

d (dx°
— (=) =0
ds(ds)

dx®
—— = constante.
ds

=0.

Sea =0,

0
Sem perda de generalidade, pode-se tomar di = 1. Logo, ds = cdt
S

obtemos de (2.23) para @ = 1,2, 3 que

d°x 0
darz
que € a equacdo de movimento de uma particula livre.

2.5 Aproximacdo de Campo Fraco

Na aproximacdo de campo fraco, consideraremos que a métrica pode s

(2.22)

(2.23)

(2.24)

. Dessa forma,

(2.25)

er escrita como
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8ap = Nap +hap, (2.26)

sendo 14 = diag(—1,1,1,1) a métrica de Minkowski e |haﬁ ‘ < 1. Desprezando as poténcias
de hyp superiores a de primeira ordem, vamos escrever o tensor de Riemann como (LANDAU,

1996)

1
Ryasp = 5 (hyp.os +hasyp —hapys —hys.ap)- (2.27)

Na mesma aproximagao, o tensor de Ricci torna-se

Raﬁ = R8a6/3 = gYSRyaSﬁ = nysRyaﬁﬁa

pois g7 =n7% — Y3 E logo,

1

Raﬁ = 5 <_ny6haﬁm6 + h}/a,ﬁ# + hyﬁ,anf o h,aﬁ) ’ (2.28)

onde i = h¥y. Portanto, (2.18) fica igual a

167G
(_nyshaﬁ,y,é + hya.ﬂ.,y + hyﬁ,a,y - h,a,ﬁ) - naﬁR = C—4Taﬁa (2.29)

Onde R - g'uvR‘uv - rl”vRuv.

Podemos escolher arbitrariamente quatro das dez componentes do tensor métrico g4,
0 que significa impor aos hyg quatro condigdes arbitrarias (LANDAU, 1996). Um conjunto de
condicoes que em geral se utiliza € o das condi¢des harmodnicas (também chamado de “gauge”

harmonico). As condi¢cdes harmonicas sdo dadas pelas equagdes

(h“ﬁ = 15“,;h> =0, (2.30)
2 o

)

que implicam também que
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haﬁ,a,s +h6a,8,ﬁ —hgp=0. (2.31)

Substituindo (2.31) em (2.29), vem que

162G

ny(sh(xﬁ,y,é + naBR = _C—4Taﬁ- (2.32)

Mas, )

1 d°h
5 _ _ ap 2
n’ hopys =Uhag = 32 +Vhag. (2.33)
Logo, (2.32) torna-se
16nG

Ohag +NapR = ——— Tap- (2.34)

Usando (2.19) em (2.34), obtemos as equagdes de campo fraco da teoria da Relativi-

dade Geral:

Pode-se contrair a equagdo (2.35), encontrando-se que

162G
A

Oh = (=T). (2.36)

Por conveniéncia, vamos definir &, g =hap— %na gh, de modo que

_ 1
Thap = Thap — 5 Map0h. (2.37)

Agora, substituindo (2.35) e (2.36) em (2.37), obtemos a seguinte equagdo de campo

fraco em termos de hqp:
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(2.38)

Para tomar o limite Newtoniano da Relatividade Geral, vamos partir de (2.35), fazendo

ainda as seguintes hipéteses: (i) a Unica componente nao nula do tensor energia-momento €

7% = —pc?, sendo p a densidade de massa da distribuicio de matéria; (ii) as componentes /A B

ndo variam apreciavelmente com o tempo. Dessa forma, teremos que

T =T% =T,

Ohap = Vhag.

(2.39)

(2.40)

A tnica equagdo independente a partir de (2.35) serd aquela em que o = B = 0. Assim, ficamos

com

Mas (LANDAU, 1996),

167G 1
VZhoo = ———(Too — =Moo T)
c 2
dnG
Vihoo = e

2P
800 = —1—0—2 = —1+ hoo,

onde ® € o potencial Newtoniano. Portanto,

(2.41)
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02h00 .
3 =

d. (2.42)

Entdo, levando (2.42) em (2.41) recuperamos a equagdo de campo (2.16) da teoria gravitacional

de Newton.
2.7 Aproximacdo Newtoniana: Equagdes de Movimento

Como vimos, a equagdo de movimento das particulas na Relatividade Geral € a equagao

da geodésica dada por

d?x* u dx® dxP
-+ ——— =0,
ds? B ds ds
noo_ 1 o~ ~ .
com g = 38"P(—8gap,p +8pa,p + 8&Bp.a)- Se adotarmos as restri¢des da segdo anterior de
que o campo gravitacional € fraco e estaciondrio, isto €, gap = Napg +hap € gap 7 Lap ()
além de considerar que as particulas se movem com baixas velocidades em comparagdo com a

velocidade da luz, de modo que

a0
ds ds’

dx

= 243
15| << (2.43)

iremos obter a equacdo de movimento da teoria gravitacional de Newton. Assim, usando (2.43),

a equacdo da geodésica fica

d?xH " dx0 dx
-4 - = _
ds? 00 ds ds

d> it dx"\?
Por sua vez,

1 1
I, = Egup(_gOO,p + 80,0 +80p,0) = Eg“p(—goo,p)



Ho_
1—‘00

U
l—‘00

2

Ho_
1—‘00

Retornando com (2.45) em (2.44), temos

Para u =0, vem que

d*x°
ds?

100

2

d?xM
ds?

00

1

A0\ 2
. O(L)
’ ds

1
_E(nup — h*PYhoo

1
= —En“phoo,p-

A d
- ds?  ds

Dai, pode-se tomar ds = cdt. Para u = 1, ficamos com

dx® 2

11

h — ] =0
or ()

Para u =2,

Para u = 3,

d*x!

ds?

1

2

d*x!
ds?

d?x>

ds?

1

2

2

h0071 =0.

h0072 =0.

1
(n*P — 1P (Moo + hoo) p

dxO 2
—IpRPh . () —o.
oo < ds >

dx°
ds

)-o
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(2.45)

(2.46)

(2.47)

(2.48)



Entao, obtemos

>3 1
— — “hyos=0.
ds2 2003
d*x 1
L _Vhy =0
ds2 2
d*x 1
~ 2 = “Vhyy.
ds2 2 W
d’x 1

d*x c?
az =" (#‘00) |
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(2.49)

Com a ajuda de (2.42), a equag@o anterior se torna igual a (2.17), a qual é a equag@o

de movimento de Newton para uma particula sujeita a acdo de um campo gravitacional.
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3  GRAVITOMAGNETISMO

3.1 Introdugdo

Neste capitulo, introduziremos o formalismo do gravitomagnetismo no contexto da
Teoria da Relatividade Geral, através da definicdo dos potenciais gravitoelétrico e gravito-
magnético. Em seguida, faremos o célculo da métrica associada a esses potenciais e mostrare-
mos que é possivel escrever as equacdes da gravitacao de Einstein em uma forma semelhante as
equacgoes de Maxwell do eletromagnetismo. Obteremos ainda uma expressao da forca que atua
sobre uma particula material sujeita a acdo dos potencias gravitacionais, finalizando com uma

secdo sobre a medida do efeito Lense-Thirring.
3.2 Potenciais Gravitoelétrico e Gravitomagnético

Na aproximac¢ao de campo fraco da Relatividade Geral, consideramos que o tensor
métrico se desvia ligeiramente do tensor métrico do espago-tempo plano. Assim, temos que
guv = Nuv + hyy, onde N,y = diag(—1,1,1,1) denota o tensor métrico de Minkowski e Ay
€ um termo de perturbagdo. Entdo, mantendo apenas termos de primeira ordem em hy, as

equagdes de Einstein ficam iguais, conforme visto no capitulo anterior, a

— 167G

onde E“f =hh— %6\’,1 h e adotamos o gauge harmonico (hﬁ — %5# h) u=0.

A solugdo geral de (3.1) € a superposi¢ao de uma solugio particular com uma solugéo

geral da equacdo de onda. Estamos interessados, porém, apenas na solugdo particular
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= 20 [Tl P17 52

HY 77|

Assumindo que a fonte material consiste de uma distribui¢do finita de matéria e que
. . . . — . 7z
todos os movimentos em seu interior satisfazem a | v'| << ¢, o tensor energia-momento terd as

seguintes componentes:

T = —cji, (3.3)

Tij = pvivj+pdij,

—

onde p € a densidade de matéria, j = pV € a corrente de matéria e p a pressdo da fonte.

A partir da expressdo para 7;; e da equagdo (3.2), tem-se que

Eij = O(C_4). (34)

Termos dessa ordem serdo desprezados também e logo apenas hqg € hg; serdo relevantes aqui.

Facamos agora as seguintes defini¢des (CIUFOLINI, 2003):

— 4P
hoo = —, (3.5)
c
— 2A;
0i = R (36)
c

sendo @ o potencial gravitoelétrico e Ao potencial vetor gravitomagnético. Com essas definicdes

para hgg e ho;, além das expressdes para Ty e Tp; dadas por (3.3), obtemos de (3.1) que

Ud = —4rnGp, 3.7
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8tG
LA; = o Ji- (3.8)

No caso estacionario, (3.7) e (3.8) ainda ficam iguais a

V2® = —4nGp, (3.9)
8
V24, = —%Gji. (3.10)

Se a distribuicdo de matéria estd confinada em torno da origem das coordenadas espaciais, entao

distante da fonte teremos, a partir de (3.9) e (3.10), as solugdes

M

oM 3.11)
r

. G(IxF?

i- 0 jr), (3.12)
Ccr

onde r=1|fleMe J sdo a massa e o momento angular da fonte, respectivamente. A solugdo
(3.11) é imediatamente verificada se tomarmos p = M6 (7) como a densidade de massa da fonte

em (3.9):

Vio = GMV? (1> = —4nGMS(7) = —4nGp. (3.13)

r

Por sua vez, a solu¢do (3.12) pode ser obtida se considerarmos o andlogo eletro-
magnético (JACKSON, 1983), isto €, no caso estaciondrio adotando-se o gauge de Coulomb, o

potencial vetor magnético d satisfaz a

4z
Ve = ——o0;, (3.14)
C

onde G é a densidade de corrente elétrica. A solugdo de (3.14) para pontos distantes de uma
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distribui¢do localizada de correntes €

. Ix7
d= ﬁcr—w (3.15)

sendo J o momento angular da distribui¢@o, ¢ a carga e M a massa. Se compararmos (3.10)
e (3.14) podemos fazer as identificagdes a; — A; e 0; — 2GJj;, sendo que essa ultima significa

também ¢ — 2GM. Assim, com ¢ — 2GM e @ — A a equacio (3.15) se torna igual a (3.12).

Com as definicdes para hog e hg; dadas pelas equacdes (3.5) e (3.6), obtemos a partir

da condi¢ao do gauge harmonico E“v, p =0, a equagio

-—-00 -—10 20 =30
h 70+h 71+h 72+h 73:07 (316)

ou seja,

19 (4@ +£ 8Ax+aAy+8Az 0
2 2\ dx dy dz /)

10 A
-—+V-[=|=0. 3.17
c ot + (2) @17
Esta equacdo € o andlogo gravitacional do gauge de Lorenz do eletromagnetismo.

3.3 Calculo da Métrica

Pode-se obter a métrica associada aos potenciais gravitacionais. Para isso, calcula-se
hyy a partir dos valores conhecidos de E“v, uma vez que essas duas quantidades estao relacio-
nadas pela equacao i_z”v =hyy — %Tluvh De fato, vamos obter

_ 1
hoi = hoi — E”Oih = ho;. (3.18)

Sei#j,
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_ 1

Sei=j,

h
hi1 = hay = h3z = > (3.20)

Mas, h = —hog + hy1 + hos + h3z. Entéo,

— 1 1
hoo = hoo — 5 Mooh = §(h00+h11+h22+h33)- (3.21)
Substituindo (3.20) em (3.21), temos que
h = 2hgo. (3.22)
Agora, levando (3.22) em (3.21), vem que
h
hoo = —2. (3.23)

E ainda, combinando-se (3.20), (3.22) e (3.23), encontramos que

h
hyy = hyy = h33 = % (3.24)

Com a ajuda das equagdes (3.18), (3.19), (3.23) e (3.24) , o elemento de linha do
espaco-tempo pode ser construido:
ds* = guvdxtdx” = (Nuy + hyy)dxtdx", (3.25)

que resulta em
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ds? = (=1+hoo)(@dx®) + (1+h11)(dx)? + (14 ha)(dy)* + (1 + h33)(dz)?

+2h01dx°dx + 2hopdx°dy + 2hozdxVdz

P P
ds? = <_1+2—2) czdt2+(1—|—2—2> (dx* +dy* +dz*)
c C

4
C
® ® A
ds* = — (1 - 2—2) di* + (1 +2—2) dxidx! — = (A-dr) dr. (3.26)
c c c

3.4 Equagdes de Campo tipo—-Maxwell

Agora, em analogia com o eletromagnetismo, vamos definir os campos em termos dos

potenciais. Assim, seja E o campo gravitoelétrico e B o campo gravitomagnético, com

. 10 (A
E=—vVo-—= <§> , (3.27)
B=VxA. (3.28)

Se efetuarmos as operagdes V x E em (3.27)e V- Bem (3.28), obtemos as equacdes

homogéneas tipo-Maxwell:

VXE:—li <§>, (3.29)
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B
V. <5> —0. (3.30)

O outro par de equacdes tipo-Maxwell, as equagdes nado-homogéneas, pode ser obtido

das equagdes de campo (3.1).

De fato,

100 1_, 4G
TawmtaV T
1 0%®

Utilizando-se a equag@o (3.27), temos que (3.31) torna-se igual a

L 10 (A
12 (5)] - an

1 92d L 19 A
_Eﬁﬁ_VE_EElV<E>

Com o auxilio de (3.17) ainda teremos

1 9%

_19% y.
c2 ot? +

= —4nGp.

1 9%® L 10%®
- V.E+——— = —47G
c2 0r? +c2 o0r? nop



V.E =4nGp,
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(3.32)

que € a primeira das equagdes ndo-homogéneas. A outra equacao pode ser obtida fazendo-se

ou seja,

1 azg — — 87[G_,
—2——[V(V~A)—V><V><A]: H

C

Com (3.17) e (3.28), a equagdo (3.34) pode ser escrita como

1 924 200 _] 87G-
m—{w—;w—m]— ¢

1924 20 . 87G-
L4 S (VO)+VxB=""]
c? 8t2+cat( ) +Vx c J

Usando-se (3.27) em (3.35), segue-se que

(3.33)

(3.34)

(3.35)
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12K 20 s 10
c2 dt?  cot cot

c ot 2 c
v [B)_ 47TG7+lﬁ (3.36)
2] ¢ J c ot '

Assim, observando-se as equagdes (3.29), (3.30), (3.32) e (3.36), conclui-se que é
possivel escrever as equagdes da gravitacdo de Einstein em uma forma semelhante as equacoes
de Maxwell do eletromagnetismo, quando consideramos as aproximagdes de campo fraco e de

baixa velocidade de rotacao da fonte.

3.5 Equacgao de Movimento

A Lagrangiana para o movimento de uma particula teste de massa m sob a acdo dos

potenciais e A é L= _ch (LANDAU, 1996), sendo que

® 42 ® .
ds? = —ds® = (1 - 2—2) dr*+~ (A-d7) di - (1 +2—2> 8jdxidx’. (3.37)
C C C

Entao,
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ds? 2\ 4.
F=c2—v2—2c1>(1+z—2>+—(A-ﬁ)

s> 5, 1 v\ 4.

Dai, mantendo apenas termos de primeira ordem em ® e A, vem que

ds 2 1 2 4.
2 _1-5 1+—<—2CD(1+V—2)+—A-\7> . (3.39)
dt c 2c2<1_v2> c c

Portanto, a Lagrangiana fica

1
ds \? 2 2m -
L=—mc=> = —mc? (1—V—2) +my(1+v—2)q>——myA-v, (3.40)
C c c

onde y=1/4/1—v?%/c2. Para um campo gravitacional fraco, faremos a hipStese que a particula
material tem baixa velocidade em comparacdo com a velocidade da luz (LANDAU, 1996) e

2

v
manteremos termos so até a ordem —. Entéo, obtemos de (3.40) que
c

2\ 2
L=—mc (1—V—2) md- A (3.41)
(& c

Esta Lagrangiana € analoga a Lagrangiana do caso eletromagnético (JACKSON, 1983):

2
L=—mc (1——2) ey +Sad-v, (3.42)
C C
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que se refere ao movimento de uma particula de massa m e carga e, submetida a a¢do dos

potenciais elétrico g e magnético d.

Agora, vamos calcular a forca que atua sobre a particula. Para isso, usaremos as

equacoes de Euler-Lagrange

a oy o
dt 8v,~ 8x,-_ ’

com L dado por (3.41). Para a componente x devemos ter:

Logo, (3.43) fica

d om [ A, 9A, A 9d
ar ) = _T{VXa e T }+ E
+2 (an+v an+V an—I—v an)

c \ ot Yox T ay  Coz

(3.43)
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4o [ (04 AN\ (94, 0,
ar "= ¢ 1" \ox dy "\ 97 T ox
0d 20A;

ComoB=VxAeF = dp/dt, com p = ymy, temos

0P 20A 2m
Fy=—m (____ x) _T(Vsz_Vsz>

F.——m (_@_gan) _ZTm(sz?)x (3.45)

é

db  204,\ 2m,. -
B Id 204\ 2m,_
o= om (—a—z - 27) — o B 347

As equagdes (3.45)-(3.47) podem ser combinadas na equag@o vetorial

. 20A\ 2 L
F=-m (—Vd)———) _ M5 B, (3.48)
c ot c

a qual € a equacdo de movimento procurada. Nota-se que, de um modo geral, a equacdo de

movimento de uma particula sob a acdo dos potenciais gravitoelétrico e gravitomagnético nao

tem a forma da for¢a de Lorentz (BINI, 2008), pois o termo entre parénteses em (3.48) ndo

corresponde ao campo gravitoelétrico E definido em (3.27). Porém, no caso estaciondrio, em
JA

que — = 0, encontramos que

ot
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— 2 —
F=-m(vd)- "ixB
C
— — 2 —
F=—mE—"yxB, (3.49)

c

isto é, a equacdo de movimento fica agora numa forma tipo-forca de Lorentz.

3.6 Medida do Efeito Lense-Thirring

Na teoria eletromagnética, o campo magnético b para pontos distantes de uma distribui¢do

localizada e estacionaria de correntes é b = V x @, onde @ ¢ dado por (3.15). Entdo,

. ~ q I X7
b:an:ZMch 3 ]
Logo (JACKSON, 1983),
- q |3a(a-d)-T
b= Mo [ 3 , (3.50)

sendo 71 um vetor unitdrio radial. Mais uma vez, fazendo-se a identificacdo ¢ — 2GM, obtemos

imediatamente o campo gravitomagnético correspondente

5.0 (3.51)
C

r3

3mﬁﬂ—q

O efeito Lense-Thirring consiste na precessao de giroscopios relativamente as estrelas
distantes, ou, equivalentemente, no “arrastamento’’dos sistemas inerciais, sendo um efeito cau-
sado pelo campo gravitomagnético (CAPOZZIELLO, 2009). Denotando o0 momento angular
do giroscopio e a velocidade angular de precessdao por SeQ, respectivamente, entdo o torque

agindo sobre o giroscopio, de acordo com a Relatividade Geral (SCHIFF, 1960), ¢ dado por
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s = -
7= _06x5§ 3.52
== xS, (3.52)
com
. B G (3a@-1)-J
Q:-:—Z(M) (3.53)
C C r

Assim, percebe-se através das equacdes (3.52) e (3.53) que o torque 7 sobre o eixo do gi-

roscopio estd diretamente relacionado com o campo gravitomagnético B.

Uma medida do efeito Lense-Thirring foi efetuada pelo satélite Gravity Probe B,
lancado em 2004 pela NASA. Esse satélite continha quatro giroscopios, cujas precessdes em
seus eixos foram medidas ao longo de aproximadamente uma ano, enquanto o satélite percorria
uma Orbita polar em torno da Terra, a cerca de 650 km de altura. De fato, devem ocorrer duas
precessoes sobre os eixos dos giroscopios, conforme ilustrado na figura 3.1: uma por causa do
campo gravitoelétrico, a precessao geodésica, de magnitude estimada em 6,6 segundos de arco

por ano e a precessao de Lense-Thirring, um efeito de cerca de 0,05 segundos de arco por ano.
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&6=6_6”

Figura 3.1: Precessoes geodésica e de Lense-Thirring.
Figura editada, retirada de Ohanian (1976).
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Ao final do experimento, os dois efeitos foram observados. Porém, em relacdo ao
efeito Lense-Thirring, havia uma expectativa de uma medida com precisao de 1% ou melhor
em relacdo a previsao da Relatividade Geral, mas fontes inesperadas de erros surgiram quando
da anélise dos dados, de modo que a assinatura do efeito Lense-Thirring foi verificada, porém
com uma precisao estimada de 14% (GRAVITY PROBE B, 2009). Na figura 3.2, indicam-se
os resultados da precessao do eixo para cada giroscopio (pontos em azul) em compara¢ao com
o valor tedrico (linha vermelha). De acordo com a figura podemos notar que a melhor medida

foi do giroscopio 2 e a que apresentou uma maior dispersao foi a medida do giroscépio 3.

Frame-Dragging Effect (E-W)

2 o =% o s - R S S
¢ e A g N 2 R
@'ﬂ E '!-:‘-'"‘.‘-" CEXGE ""-~- i ““ ‘t"f B ‘-v.."‘ "’" é”']'i'-f \f 4'—"* ""-rs‘w‘
¢ ERMA i P e s g i 3
GO | -0 f o Riationies iAot 5 P
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& R s i N T oy
- < .l L]

Figura 3.2: Medida da precessao de Lense-Thirring nos giroscopios do satélite Gravity Probe
B. Figura retirada do site http://einstein.stanford.edu.

O campo gravitomagnético da Terra, através do efeito Lense-Thirring de arrastamento
dos sistemas inerciais, também perturba a orbita de satélites. Assim, a observacdo das Orbitas
dos satélites LAGEOS E LAGEOS 2 ao longo de vérios anos, permitiu a verificacao do efeito
com uma precisao de cerca de 10% em relacdo a previsao da Relatividade Geral (CIUFOLINI,

2004; CIUFOLINI, 2006 ).
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4 GRAVITOMAGNETISMO NA TEORIA DE BRANS-DICKE

4.1 Introducao

Com o intuito de desenvolver o formalismo do gravitomagnetismo na teoria de Brans-
Dicke, iremos introduzir os conceitos basicos da teoria escalar-tensorial de Brans-Dicke, como
as suas equagdes de campo, mostrando em seguida que ela tem um limite Newtoniano apro-
priado. Em continuagdo, verificaremos que € possivel definir os potenciais gravitoelétrico e
gravitomagnético, de modo similar ao da Relatividade Geral, e dai os campos gravitoelétrico
e gravitomagnético, escrevendo as equagdes de campo em uma forma tipo-Maxwell. Faremos
uma andlise do efeito Lense-Thirring nesse contexto e depois apresentaremos um teorema que
permite obter solucdes das equacdes de campo da teoria de Brans-Dicke a partir de solucdes
conhecidas da Relatividade Geral. Finalmente, obteremos a equagdo de movimento para uma

particula sob a acdo dos campos gravitoelétrico e gravitomagnético.

4.2 A Teoria de Brans-Dicke

Em 1961, Brans e Dicke (BRANS, 1961) propuseram uma teoria onde os efeitos gravi-
tacionais sdo descritos pela métrica do espaco-tempo e por um campo escalar relacionado com
G, a constante gravitacional de Newton. Para introduzir G como um campo varidvel numa teoria
relativistica da gravitacdo, Brans e Dicke generalizaram o principio variacional da Relatividade

Geral

8/ IR —8nGL]\/—gd*x =0, (4.1)



43

onde R é o escalar de curvatura e L a densidade Lagrangiana de matéria. Eles identificaram G~!
com ¢, sendo ¢ um campo escalar. Entdo, Dividindo-se (4.1) por G e colocando-se a expressao

1
para G(¢) = r vem que

5 / {q)R _8nl— w"%‘l’a J—gd*x = 0. 4.2)

Nessa expressao, o terceiro termo € a densidade Lagrangiana usual para o campo es-
calar, sendo que o fator ¢ que aparece no denominador € para permitir que a constante de
acoplamento @ seja adimensional. Por sua vez, a densidade Lagrangiana de matéria L é fungdo
dos campos de matéria e da métrica gy, como na Relatividade Geral, mas nao do campo escalar
¢. Dessa forma, as equagdes de movimento da matéria sob a influéncia do campo métrico ex-
terno sdo as equacdes das geodésicas. Portanto, o campo escalar contribui para a determinagao
da métrica, mas uma vez que g,y € determinado, 0 movimento dos corpos ocorre como na

Relatividade Geral (WEINBERG, 1972).

Para obter-se as equagdes de campo, faz-se a variagdo de (4.2) em relacdo aos campos
¢ e guv. Com esse procedimento, encontram-se as equagdes de campo da teoria de Brans-Dicke

(ADLER, 1975):

8 1 1
Guv = ¢—ZTHV + % (‘P,u‘l),v - Eguv‘l),a‘i)’a) + 6 (‘P,u;v - guvD‘P) ) (4.3)

8nT

d¢ = m, 4.4)

onde O¢ = g°Y¢ .5, Tuv € 0 tensor energia-momento do contetido material e T' o seu trago. O
valor de w, a constante de acoplamento do campo escalar com a geometria, ndao € determinado
pela teoria devendo ser fixado a posteriori. De acordo com as observacdes experimentais, este

valor € estimado em 40.000 (BERTOTTI, 2003; WILL, 2005).

As equagdes de campo da teoria de Brans-Dicke podem ser colocadas em uma forma
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alternativa, a qual é conveniente em alguns casos. Para vermos isso, consideremos que o tensor

de Einstein € dado por Gy = Ry — %guvR e facamos a contragdo de (4.3)

1 R/ O] 1
guvRuv - Eg“VgHvR = WguvTuv + P@Hv‘l)#‘ﬂv - Eg”vguvfpﬂ(])’a)
1
+5(g”v¢,u;v —8“v8uvm¢)a
isto &,
1 87 (0] 1 1
R—5-4R= WT + E(‘P’aflia ~3 40 09 %) + E(D‘P —409)
8 o 3
R=—3T+ 50a9%+09¢. 4.5)
pct” 9270 T
Levando (4.5) em (4.3), segue que
87 1 (0] 1 ¢ 1
Ryy = W(Tuv — EguvT) + pfpu ov+ EgMVT + a‘l’,u;v- (4.6)
Com a substitui¢do de (4.4) em (4.6), obtemos que
8 g 20+ 2 w 1
Ryy = W {Tuv—%v <2w+3> T} +W¢,u¢,v+a¢,u;v- 4.7)

O conjunto de equacdes (4.7) e (4.4) é a forma alternativa das equagdes de campo da teoria de

Brans-Dicke.

4.3 Limite Newtoniano das Equa¢des de Campo da Teoria de Brans-Dicke

Na aproximacdo de campo fraco da teoria de Brans-Dicke, vamos supor que

guv = Nuv +hyv, (4.8)
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e também,

¢:¢0+£:¢0(1+%), (4.9)

sendo Ny = diag(—1,1,1,1),

h“v’ < 1, ¢p uma constante, € € um termo de primeira ordem
na densidade de energia, de modo que |€/@y| < 1. Assim, apenas os termos de primeira ordem

em hyy e € serdo considerados. Com as condigoes (4.8) e (4.9), as equacdes (4.7) e (4.4) ficam

81 Nuv [(20+2 LATRY
Ruy = — | Ty — &Y T|+22Y 4.10
HY ¢0c4[‘” 2 <2w+3> ]Jr 0o (4.10)
8nT
= 4.11
¢ (2o +3)c*’ (4.11)

onde Ry € o tensor de Ricci em primeira aproximagao (MISNER, 1973), dado por

1
R‘uv = 5(—nﬁyhuv7ﬁ7,},+hﬁ”‘v’ﬁ +hﬁv,ﬂ,ﬁ - hnu,\/)' (412)

Ainda tem-se que,
06 =g 905 = (M* =) (9.0).p
0¢ = (n* —1h*P)(ea)p =M™ —1h*P)(eop —T*upen)

09 =n%(eqp—T*gper) =n*P ey p =D, (4.13)

uma vez que os simbolos de Christoffel sdo,
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1 1
Flaﬁ = Eglp(_gaﬁp +8pa,p +gﬁp7a) = E(rllp _hlp)(_ha&p +hpa,ﬁ +hﬁp,a)

1
F/laﬁ = Enlp(_ha[ﬁp +hpa,ﬁ +hﬁp,a)- 4.14)

Adicionalmente, verifica-se que

Dhyy =N hyy o5, (4.15)

de modo que o tensor de Ricci pode ser escrito como

1
Ryy = 5(—5@v +hP P =Ry (4.16)

As equagdes (4.10) e (4.11) s@o as equagdes de campo de Brans-Dicke na aproximacdo de
campo fraco. Similarmente a Relatividade Geral, podem-se escolher quatro condig¢des ar-
bitrarias a serem satisfeitas por &y, (LANDAU, 1996), de maneira a simplificar a equac@o

(4.10).

Na sequéncia, vamos tomar o limite Newtoniano da teoria de Brans-Dicke. Inicial-
mente, supde-se que os campos tenham uma variacdo pequena com o tempo. Entdo, é ad-

missivel que

hﬁ0707l3 =hoo~0, Ohy~ Vhey, €o0~0. 4.17)

Por outro lado, na aproximagao Newtoniana, a tinica equagdo relevante que segue de (4.10) é

81
(—Dhoo + zhﬁo,o.,ﬁ — h.,o.,o) = ot {Too - % (

(4.18)

| —

2
OF2) 7| 1 &0
2w+3 [0
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Considerando-se que o tensor energia-momento € determinado quase que exclusivamente pela

densidade p de matéria, tem-se que T ~ T° o = —Tyy = —pc?. Portanto, (4.18) torna-se
hoo 8 ow+1 20+4
(2) foc® {p <2w+3>”} p{¢002(2w+3)} *19

2
Sabendo-se que goo = —1 — —-, sendo P o potencial Newtoniano (LANDAU, 1996), e como
c

2
h
goo = — 1+ hgp, temos que M0 _ g, Entdo, (4.19) fica igual a
20+4
Vo =4 | ——— 4.20
{¢o(2w+3)}p (420

Se compararmos (4.20) com a equagio de campo da gravitacdio Newtoniana, V2® = 47Gp,
identificaremos o valor da constante @y para que a teoria de Brans-Dicke possua o limite New-

toniano bem definido:

1 [20+4
¢o—5(2w+3). 4.21)

4.4 Gravitomagnetismo na Teoria de Brans-Dicke

Vamos definir os campos gravitoelétrico e gravitomagnético na teoria de Brans-Dicke.
Para isso, consideremos inicialmente o gauge de Brans-Dicke (BRANS, 1961), dado por (A", —

€ . . ~
%5“ vh) u = ‘P;(‘)/’ no qual é vilida também a relagao

Eu,v
T (422)
Substituindo-se (4.22) em (4.16), o tensor de Ricci torna-se
| Euv Ohyy €4y
Ryy = = [~Ohyy +22525] = - —F2 4 207 4.23
py = 5 [FBhuy 25 T = == (4.23)
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Logo, (4.10) fica

Oh £ 81 20+ 2 £
_ Ty By [“v an( +)T}+,u,v

2 b Poct 2 \20+3 0o

ou seja,

167 Nuv [(20+2
Ohyy = —— |Tyy — — T|. 4.24
L
Agora, definindo-se
— 1
huy = hyy — Enuvh —&GoNpv, (4.25)
2 3 1
onde Gy = (2214) = %, pode-se calcular
— 1

Por sua vez, de (4.24), obtém-se por contra¢ao

Dh:_167r T—L—l 2042 T :167r 20+ 1 7| 4.27)
Poct 2\2w+3 doc* |\ 20+3

Levando-se as equagdes (4.24), (4.27) e (4.11) em (4.26), vamos encontrar que

— 167 Nuv [(20+2 16w |1 20+1
Ohyy = —— |Tyy — ([ =—=|T| —— | = T
Y ¢0€4[”v 2 <2w+3> } goct {2"‘“’ (2w+3) }
8nT
~O g3y

que resulta em

—27,. (4.28)
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Essa equagdo é formalmente idéntica & equacdo (3.1). Portanto, todo o formalismo desenvol-
vido no capitulo anterior para a Relatividade Geral se aplica agora com a substituicdo G — Gy.
Dessa forma, podemos definir os potenciais gravitoelétrico @52 e gravitomagnético AP na

teoria de Brans-Dicke:

—Bp 48P
hoo =—5— (4.29)
—BD 2ABD
hoi = ——% (4.30)

No caso estacionario, se a distribuicdo de matéria esta confinada em torno da origem

das coordenadas espaciais, entdo distante da fonte os potenciais sao dados por

M
oD — 90 : (4.31)
r
s Go(JXF
joo — Gl X7 (4.32)
Ccr
Os potenciais satisfazem a equagao
10 ABD
1desn v (A2 ) 433
c ot * ( 2 ) ’ (4.33)
e se definirmos os campos gravitoelétrico EZP e gravitomagnético B5P como
. 19 [ABD
EBP = _vobl _ _ [ —— 4.34
cot\ 2 )’ (4.34)
BBP = v x ABP (4.35)

encontraremos que sao validas as equacoes tipo-Maxwell
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. 10 (BBP
V x EBD = —;E (T) s (436)
B’BD
V. [— | = 4.
( 3 ) , (4.37)
V-EBP = 4nGp, (4.38)
BBD 4nGo- 19 =
Vx( . ): : 0j+EEEBD. (4.39)

Assim, no contexto da teoria de Brans-Dicke também & possivel escrever-se as equacdes do
campo gravitacional em uma forma similar as equacdes de Maxwell, ao considerar-se as aproximacoes

de campo fraco e de baixa velocidade de rotacdo da fonte.

4.5 Efeito Lense-Thirring na Teoria de Brans-Dicke

Em analogia ao que foi discutido no capitulo anterior, 0 campo gravitomagnético na
teoria de Brans-Dicke para pontos distantes de uma distribui¢do localizada e estaciondria de

correntes €

- - 35(A-T) =T
g0 _ vy o0 — Go | 3(AT) 7 , (4.40)
C 7'3
onde usamos (4.32). O torque sobre um giroscépio sera dado por
~8p _ 9 BD _ 3BD _ WBD
70 = — 8P — QPP « PP (4.41)

dt

sendo
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ﬁ BB Gy (3a(A-0)—T
o 2 _ °<M> (4.42)

c c? r3

Portanto, o torque 7 sobre o eixo de um giroscdpio iré diferir do valor previsto pela Relatividade

20+3
Geral pelo fator o i 1 O experimento Gravity Probe B, cujo nivel de precisdo foi de cerca
de 0,005 segundos de arco por ano, ndao consegue distinguir entre as previsoes da Relatividade

Geral e da teoria de Brans-Dicke (BARROS, 2003).

E interessante notar que a principal motivagio para a construgdo da teoria de Brans-
Dicke foi a tentativa de se obter uma teoria que satisfizesse ao chamado Principio de Mach,
segundo o qual as forcas inerciais s@o determinadas pela distribui¢io de matéria-energia no
Universo (BRANS, 1961). Nesse sentido, a previsdao do gravitomagnetismo, ou arrastamento
dos sistemas inerciais, por parte tanto da Relatividade Geral como da teoria de Brans-Dicke

indica que essas teorias incluem efeitos Machianos em seus formalismos (CIUFOLINI, 1998).

4.6 Relacdo entre as Teorias da Relatividade Geral e de Brans-Dicke

Na sequéncia, vamos mencionar um resultado que permite estabelecer uma relagao
entre as solucdes das equacgdes de Einstein e as solugdes das equacdes de Brans-Dicke para
uma mesma distribuicdo material. Inicialmente, temos que as equagdes de campo da teoria de

Brans-Dicke sao

8 w 1 1
Guv = WT;W + e (‘P,u‘l’,v - Eguwf’,a‘i”a) + m (v —8uvD9)
8nT
O0p= ——
¢ (2w +3)c*’

conforme (4.3) e (4.4). Na aproximagédo de campo fraco, por sua vez, sdo vdlidas as condi¢des

(4.8) e (4.9):
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guv = NMuv +hyv,

¢ =¢o+Ee.

Nesse contexto da aproximagao de campo fraco, pode-se obter a solu¢do de um pro-
blema na teoria de Brans-Dicke, para um dado 7y, a partir de uma solu¢do ja conhecida na
Relatividade Geral com o mesmo 7y. De fato, se g,v(G,x) ¢ uma solu¢do conhecida das
equagdes de Einstein para um dado 7}y, entdo a solugdo correspondente na teoria de Brans-

Dicke para o mesmo T,y serd dada por (BARROS, 1998):

gy (x) = [1— Goe(x)] guv(Go,x). (4.43)

Alternativamente, pode-se também escrever

hﬁe(x) = hyyv(Go,x) — Gog(x)Nyv- (4.44)

Assim, uma vez que a solucdo do problema seja conhecida na Relatividade Geral, o que é
necessdrio fazer para obtengdo da solugio (4.43) na teoria de Brans-Dicke é resolver a equag@o

(4.11) para g(x).

4.7 Equacao de Movimento

Inicialmente, vamos obter a métrica do espaco-tempo no contexto da teoria de Brans-
Dicke. Para isso, usaremos o resultado da secdo anterior. Assim, se considerarmos as equacoes

(3.26) e (4.43), encontraremos que



@(G 4 /- .
dsgp = (1—€Gy) {—02 (1 —2%) dr* — . < (Go) 'dr> dt
+ <1+2@) Sijdxidxj] :

Este elemento de linha pode ser escrito como

@ 4.
dsdy = —c2(1—2 (f°>—eG0)dz2—-( (GO).d?)dt
C C

@(G o
+ (1 +2¥ - eGo) 8jdx'dx.
c

Agora, pode-se definir

@ @G
2 =2 (20)+8Go,
c C
@ @G
22 =2 (20) — Gy,
(& C

Entdo, a métrica fica igual a

c

P 4 /- P R
dsdp = —2 (1 - 2—21) > > ( (Go) ~d7> dt + (1 +2—22> 8 jdxidx.
c C
Fazendo-se dS%,, = —ds%,, obtém-se que

s V2 4. .
dﬁD =? 20, — 252+ EA(GO) -V

s 1 V2 4. .
-7 = (=) (14 53 ( 281 = 25D, +—A(Go) -7

—V C

53

(4.45)

(4.46)

(4.47)

(4.48)

(4.49)
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1/2
ds “ 1 2 4.
LB 1= 14 ——— (—2cp1 —25 @, 4+ 24(Gy) -v) . (4.50)
dt c 2 < _ %) c ¢
C
Deixando os termos de primeira ordem em @, ®, e A(GO), temos
ds 2 1 2 4.
LB e\ J1-5 1 ——— (—2@1—2v—2d>2+—A(G0)-\7) . 4.51)
dt c 202 (1 o v2> c c
Assim, obtemos a Lagrangiana de uma particula de massa m,
ds 2 % 2 2
Lap = —mc 228D — 2 <1 - v—z) + my®) +my—®; — YA (Go) - 7., (4.52)
dt c c c
2
onde Y= 1/4/1—v?/c%. Como no capitulo anterior, manteremos termos s6 até a ordem —.
c
Entdo, segue de (4.52) que
2\ 2 2m -
Lgp = —mc? (1 - V—2> +m®; — “2A(Gy) . (4.53)
c c

Ainda em analogia com o desenvolvimento que foi efetuado no Capitulo 3 para a Relatividade

Geral, vamos encontrar imediatamente que a equagdo de movimento para a particula é

Fap=—m <—Vc1>l - %aA;f°)> — 27’"V>< B(Gy), (4.54)
onde
B(Gp) =V x A(Gy). (4.55)

Neste ponto, deve-se notar que, de acordo com as equagdes (4.28)-(4.30), temos
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D(Gy) =D e  A(Gy) =APP. (4.56)

Portanto, (4.54) pode ser escrita como

2
- 20 - 2 "
Fgp=—m |-V PBP + C—SGO — S ABP| —m\_/" X BBD,
2 cdt c

onde usamos (4.47). Logo,

, 20 - 2 _ 2

Fap=—m {—chBD _ —EABD} MG BBD 4 m%GoVs. 4.57)

c c

Entdo, como havia acontecido no caso da Relatividade Geral, a equagdao de movimento de uma
particula sob a acdo dos potenciais gravitoelétrico e gravitomagnético ndo tem a forma da forca

de Lorentz na teoria de Brans-Dicke. No caso estacionario, ainda temos

, 2 _ 2
Fyp = —m (~V&PP) — =25 x B - m=-GoVe

— = 2 = 2
Fap = —mEPP — va x BED +m%c;ov8. (4.58)

Assim, diferentemente da Relatividade Geral, ndo € possivel obter-se uma for¢a semelhante a
de Lorentz mesmo no caso estaciondrio, por causa do termo dependente do campo escalar € em

(4.58). Essa conclusio nao foi percebida anteriormente (BARROS, 2005).
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5 GRAVITOMAGNETISMO VARIAVEL NO TEMPO NA TEORIA DE
BRANS-DICKE

5.1 Introdugdo

Estudaremos o gravitomagnetismo varidvel no tempo no contexto da teoria gravita-
cional de Brans-Dicke, desenvolvendo um modelo em que a fonte produz um potencial gra-
vitomagnético que varia linearmente no tempo. Para isso, introduziremos o formalismo do
gravitomagnetismo varidvel no tempo para a Relatividade Geral, obtendo em seguida os re-
sultados correspondentes para a teoria de Brans-Dicke. Como uma aplicagdo, calcularemos o
atraso do tempo (time delay) gravitomagnético quando um raio de luz se propaga de um ponto
Py para outro ponto P>, com o momento angular da fonte variando linearmente desde J; até J>,

comparando os resultados obtidos nas duas teorias.

5.2 Gravitomagnetismo Varidvel no Tempo: Relatividade Geral

Um modelo simples pode ser desenvolvido se considerarmos que o campo gravi-
tomagnético produzido por uma corrente de massa-energia varia linearmente com o tempo
(MASHHOON, 2008). Realmente, a pequena variagdo temporal do momento angular da fonte
pode ndo ser em geral linear, porém um modelo linear corresponde a uma primeira aproximagao

do problema.

Para obtermos o modelo desejado, vamos considerar os seguintes potenciais gravitaci-

onais dependentes do tempo,

D(1,7) = @o(1)D(7), S.D
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A1, 7) = fF(DA®P), (5.2)

onde ®(7) e A(F) sdo os potenciais estaciondrios que satisfazem as equagdes (3.9) e (3.10),

enquanto @(¢) e f(¢) sdo fungdes que serdo fixadas a seguir. De acordo com a equacdo (3.17),

temos que
209(t,7) -
= V. = .
R +V-A(t,7) =0, (5.3)
ou seja,
2 d -
E@(?)d—‘f + (VAR =0. (5.4)

Porém, para o caso dos potenciais estaciondrios ®(7) e K(?) a equacao (3.17) implica em que

V-A(#) = 0. Logo, segue de (2?) que

do
— =0 55
Y (3.5)
e dai, @ € constante.
E ainda, considerando as equagdes de Einstein (3.1), encontramos que
- o 167nG .
Ohoo e, 7) = == Too(1, ), (5.6)
_ o 167G .
Dh(),'(l‘,l’) = —C—4T(),'(l‘,l’). (5.7)
Mas, conforme (3.5) e (3.6), tem-se também que
- o 4d(t,7) 4 .
hoo(,7) = = 9(7), (5.8)

c? c?
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- . 2A;(t,7 2 .
hote.7) = - 200 — 2 ). 59
Se levarmos (??) em (??), obteremos
4 167G .
(PD(ECI’(F)) = ——5—Too(t,7)
4 16nG T()()(l‘,?)
(50() = ——
¢

Choo(7) = —— =~ Too(P): (5.10)

Portanto, deve-se ter

Too(,7) = @Too (7). (5.11)

Por sua vez, colocando-se (??) em (??), vem

o (- Zr0a0) = -5 (7
2
~ g (- E0A®) + 7 (- Zroam ) = -5 )
2
2O 0V (- 540 ) =GR
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2 d*f(1) _ 167G .
C—4Ai(r) 2 + f(1)Dhoi(F) =—c—4T0i(f,r)- (5.12)
Tomando-se To;(t,7) = f(t)To:(¥), a equagdo (5.12) fica
2 d*f(1) _ 167G .
SAO S 4 P Tho(?) = 57 £ To(),
isto €,
d’f(1) _
= 0. (5.13)

Dessa forma, conclui-se que f(¢) é uma funcéo linear do tempo, de modo que o potencial vetor

gravitomagnético A(z,7) = f(¢)A(#) varia linearmente com o tempo, e além disso f(7) é tal que
M < 1 para que a aproximacao de campo fraco seja mantida
2 para q p ¢ p | .
A partir das consideracdes anteriores e do que foi verificado no Capitulo 3, podemos

estabelecer que, distante de uma fonte localizada de massa M e momento angular J(¢) que varia

linearmente com o tempo, os potenciais gravitacionais sao

o(1,7) = p(r) = 1. (5.14)
r
onde adotamos ¢ = 1, e também
_— o G(Ix7? GJ(Jx7
A = A6 = 1 25D = o T, 515

sendo que J é um vetor unitario fixo na dire¢cdo do momento angular da fonte. Agora, com

J(t) = f(t)J, pode-se escrever ainda

(5.16)
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Devemos lembrar que a métrica associada é

(1,7 d(z,7 e,
dsz — —(;2(1—2 (z’r))dl‘z—i—(l—l—Z (2,r>>5ijdxldxj
c c
4 e — —
2 A7) a7 ar, (5.17)
C

conforme (3.26).

Podemos obter uma expressdo para J(¢) considerando que a fonte sofra uma variagéo
linear em seu momento angular, que passa de um valor J; em um tempo #; para um outro valor J,

em um instante t», com 7, > t;. Admitiremos que no intervalo de tempo considerado a condig¢ao
21Ai(2,7)]

5 < 1 é satisfeita. Seja entdo J(r) = a+ bt, sendo a e b as constantes da fungdo linear.
c

Logo, tem-se que

J(l‘l) =a+bt; =J,

J(tz) =a+bt, = Jp.

Dai,
-
— 5.18
P (5.18)
E ainda,
Jh—J
a:Jl—btlle—(z 1)r1 (5.19)
h—nh
Portanto,
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J(t)=J1+(J2_tJ])(t—t1), (5.20)

que € a expressdo procurada para J(¢) em uma situagdo em que o momento angular varia de J;

em um instante ¢#; para J, em outro instante #,.

5.3 Gravitomagnetismo Varidvel no Tempo: Teoria de Brans-Dicke

Como vimos no Capitulo 4, as equagdes de campo da teoria de Brans-Dicke na aproximagao

de campo fraco sao

- 167Gy
20 +3 : . . .
sendo Gog = Yot d G. Assim, o modelo de gravitomagnetismo variavel no tempo desen-

volvido para a Relatividade Geral pode ser aplicado também na teoria de Brans-Dicke. De fato,
0s potenciais gravitacionais na teoria de Brans-Dicke serdo obtidos a partir dos potenciais da
Relatividade Geral com a substitui¢cdo de G por Gy. Dessa forma, longe de uma fonte locali-
zada de massa M e momento angular J(7) que varia linearmente com o tempo, os potenciais

gravitacionais sao dados por

OBP(1,7) = PP (7) = , (5.22)

_ GoJ (1) <7

APP(1,7) = 20

(5.23)

Como a fonte experimenta uma variagdo linear em seu momento angular, passando do valor
J1 em ¢; para um outro valor J, em um instante #,, com #, > f1, tem-se que J(t) serd dado por

(5.20).

Para obtermos a métrica associada, podemos considerar o teorema do capitulo anterior

e, levando em conta (5.17), escrever que
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(I)BD = 47,

c2 c
(I)BD t.7 ) )
+ (1 +2%) Sijdx’dxf] . (5.24)
E ainda,
PBD (1 7 4. L
dsyp, = —c* (1 — 2% — eGo) dr* — . [ABD(;, 7) .dr} dt
(I)BD t.7 ) )
+ (1 + 2# — eGo) 8;jdx'dx’ . (5.25)
C
Com as defini¢des,
CI)BD CI)BD t7
S Lt UL YN (5.26)
C C
(I)BD (I)BD t7
P S St UL BN (5.27)
C C

tem-se a expressao para o elemento de linha,

2 2 PPN o ATzep, o
dsgp = —c™|1-2—5—]dt ——[A (t,r)-dr}dt
c c
(I)BD ) )
+ (1 +242> 8;jdx'dx’ . (5.28)
c

E interessante notar que, no modelo de variacdo linear do momento angular adotado,

o campo escalar longe da fonte localizada de massa M e momento angular J(¢) é € = &(¥), pois

sendo que T = T'(t,7) = T° (,7) = —Too(t,7) = —To (7).
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5.4 Atraso do Tempo (Time Delay) Gravitomagnético

Uma aplicacdo imediata do modelo da fonte com momento angular variando linear-
mente no tempo € o calculo do atraso do tempo (time delay) da luz. A medi¢ao do atraso do
tempo da luz € considerado um teste classico da Relatividade Geral, tendo sido proposto por
Shapiro (1964). Na figura a seguir, a linha tracejada € a trajetéria verdadeira seguida por um

sinal de radar, enquanto que a linha reta indica a trajetdria aproximada.

Sol

Terra

Figura 5.1: Trajet6ria de um sinal de luz entre a Terra e um planeta. Figura editada, retirada de
Ohanian (1976).

Pode-se mostrar que esse efeito pode ser separado em duas partes: o atraso do tempo
de Shapiro e o atraso do tempo gravitomagnético, que € devido ao potencial gravitomagnético,
isto €, ao fato de considerarmos a rotagcdo da fonte de campo gravitacional (CIUFOLINI, 2003).
Para vermos isso, consideremos que um ponto do espago tem as coordenadas x* = (ct,7) e a

métrica é dada, como sabemos, por gy = Nyv + hyy com Ny = diag(—1,1,1,1).

Inicialmente, vamos lembrar que na auséncia dos potenciais perturbativos 4y, 0s raios

da radiacao eletromagnética se propagam ao longo de linhas retas definidas por
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dxt ~
— =ck' 5.29
o7~k (5.29)

onde k € o vetor unitdrio constante na dire¢do de propaga¢ao dos sinais. Assim,

dr
dt

A

= \/(dd—)j)2+(dd—)f)2+ (dd—x:)2 = \/c2[(121)2+ (k)2 + ()2 =clk|=c.  (5.30)

Agora, se 0s raios se propagam no espaco com métrica g, v, entao sera valida a equagao

para as geodésicas nulas g, vdx*dx" = 0. Logo,

(Muv + huy)dxtdx” = —c*dt* + §jdx'dx’ + hyydxtdx” =0, (5.31)

que implica em

Adt*— | d7 |*= hyydx*dx". (5.32)

dxt .
Se usarmos a relag@o % = ckt +O0(hyy), com k* = (1,k), vem que

dx* = ckMdt + O(hyy )dr. (5.33)

Substituindo (5.33) em (5.32), tem-se

Adt?— | d7 |*= Fhy kMY di*
Fdi* (1= hyyktkY) =| dF

1
edt = (14 S hukH k") | dF |, (5.34)
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onde foram mantidos termos s6 até a primeira ordem em /. Para um raio que se propaga do

ponto Py : (ct1,7) para o ponto P : (ctp,72), a distdncia percorrida € igual a

1)) P 1 rP
/ cdi = / |dF| 4~ / huykPKYdl, (5.35)
1 Py 2Jp

onde dl =| d¥ |= (&;jdx'dx/) 1/2 denota o elemento de linha euclidiano ao longo da reta que liga

Py a P,. Prosseguindo, vem que

1 [P
C(l‘z —l‘l) :| Hh—T" | +—/ l’l’uvk'ukvdl
2Jp

1 1 B
h—t)=—|FHh—"7| +—/ h“vk“kvdl. (5.36)
c 2c Jp

Portanto, define-se o atraso do tempo gravitacional como

1 (B y
A= % /» hyvkH k" dl. (5.37)
1

Considerando que Euv =hyy — %n“vh e também 1y vk kY = ktk, = —1 +kki=—1+

1 =0, ainda podemos escrever

1 P _
A= — huvkukvdl. (5.38)
2c Jp
Entao,
LR L o ar 052 a7 053
A= hook™ k- dl + (2ho1k"k" + 2hopk k” 4+ 2ho3k k) dl. (5.39)
2c Jp 2c Jp

Usando-se as equacdes (??) e (??), obtemos
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A= —2 PZCD rdl — —2 PZK 7) - kdl 5.40
t t,7) - kdl. :
3 P ( ar) 3 P ( ,I‘) ( )

Com o atraso do tempo de Shapiro sendo dado por

2 P
As= = [ ®(t,7)dl (5.41)
C P

e o atraso do tempo gravitomagnético expresso por

2 P R 2 P
Ay = ——3/ A7) kdl =—= [ A7), (5.42)
C P C P

pode-se escrever que

A=As+Aguy. (5.43)

Uma consequéncia de (5.42) é que o atraso do tempo gravitomagnético para um sinal

que vai de um ponto a outro e retorna pelo mesmo percurso € nulo, ou seja,

2
Ay = __7{14(;,?).61?:0. (5.44)
C

5.5 Atraso do Tempo Gravitomagnético na Teoria de Brans-Dicke

Ao passarmos da teoria da Relatividade Geral para a teoria de Brans-Dicke, verifi-
camos que o atraso do tempo de Shapiro e o atraso do tempo gravitomagnético sao dados,

respectivamente, por

sp__ 2 (P sp,. -
AP =5 [ PPyl (5.45)
1
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BD 2 (Popp, s 2 (Popp
AGM:__3/ APP(1,7)-kdl = —= |~ ABP(1,7)-dF, (5.46)
C Pl c Pl

pois todo o procedimento da sec@o anterior € vélido para a teoria de Brans-Dicke. E também,

tem-se que o atraso do tempo total é

ABD — ABD 1 ABD (5.47)

Como na Relatividade Geral, o atraso do tempo gravitomagnético para um sinal que vai de um

ponto a outro e retorna pelo mesmo percurso € nulo.

No caso de uma fonte localizada de massa M e momento angular J(z) que varia linear-
mente com o tempo, 0s potenciais gravitacionais em pontos distantes da fonte sao dados pelas
equacoes (5.22) e (5.23). Os potenciais correspondentes na Relatividade Geral sdo dados por

(5.14) e (5.16), de modo que podemos estabelecer as relagdes

20+ 3

BD =\ __ -

b UJ)__(ZQL%4)¢Kan (5.48)
- 20 +3\ -

BD =\ _ —

A (uw__(2ar%4)Aagﬁ. (5.49)

Se substituirmos (5.48) em (5.45) e (5.49) em (5.46), encontraremos que

20 +3
ABD — A 5.50
S (2w+4) S ( )
2w +3
ABD — Acu. 51
GM (2(04—4) GM (5.51)

Assim, os atrasos do tempo previstos pela teoria de Brans-Dicke para o modelo considerado di-
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2w0+3
ferem da previsao da Relatividade Geral pelo fator o i 1 Para obtermos a expressao explicita
do atraso do tempo gravitomagnético AED . vamos resolver (5.46) considerando A5 (z,7) dado

em (5.23). Entao, tem-se

2 (2043 By =<7
ABD — _ — G/ R T kdl. 5.52
oM c* (2w+4) P r (5.52)

De acordo com (5.29), | dF |= cdt. Portanto, dl = cdt e logo [ = ct. Com essas

consideragoes, pode-se escrever a equagdo (5.20) como

] (5.53)

Jry—J
t—t)=J)=J
12—t1( N=J)=l+—

onde fizemos 1; =0 e, = L/c, sendo que a reta que liga os pontos Py e P, tem comprimento L.

Desse modo, (5.52) fica

2 2043\ (L J— 1, Px#\ .
ABD _ 2 G/ J I hdl
GM 4 (20)+4) 0 1+ L r3

2 (2043 L J—Jp J-(Fxk)
ABD — = G/ J ! dl
oM c* (2w+4> 0 [H—( L r

2 (20+3\ _ . Lxk Hh—J (L{#xk
ABD _ % GJ. J/ di 1\
GM 4 <2a)+4) { ! 0o + L 0 r3

A primeira integral pode ser resolvida (ver Apéndice A), e teremos

2G (20+3\ . Jl(f‘lez) 1 1 Jr—J Lyxk
Ay =—=+ Joo——=t—+— / ldi ¢ . 5.54
M <2w+4) { hh\n n) 7L b 69
Agora, vamos calcular a integral restante em (5.54). Usando-se os resultados do Apéndice A,

tem-se
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Lixk L(F +1k) x k o [Lldl
| = | GRS LL IR S
o r 0 r 0 r

L—) 7 - _—»\
/ erldl: {;IXM} r_l(l_fl.f-z)
0 L

r rirg[l = (F1-72)*]

Lk 2o P
/ = 1l = F1x72) (5.55)
0o r r (14 7.7)

Substituindo-se (5.55) em (5.54), obtemos

2G (20+3\ J-(Fixi) (i J»
ABD — —+=). 5.56
M (2w+4) T+hf \rn n (5.56)

Como ja foi mencionado, o atraso do tempo previsto pela teoria de Brans-Dicke difere da pre-

visdo da Relatividade Geral pelo fator ;z +i. Porém, no limite em que @ — oo, recupera-se
o resultado do atraso do tempo gravitomagnético na Relatividade Geral para o modelo de uma
fonte com momento angular variando linearmente no tempo (MASHHOON, 2008). De fato, no
limite @ — oo, na aproximacao de campo fraco, as equacdes da teoria de Brans-Dicke se redu-
zem para as equagdes da Relatividade Geral (BARROS, 1998). Por outro lado, se 0 momento

angular da fonte for constante, com J; = J, = J, e tomarmos o limite @ — oo, recuperaremos o

resultado da Relatividade Geral para este caso (CIUFOLINI, 2003).

A previsdo para o valor do atraso do tempo gravitomagnético na teoria de Brans-Dicke,
equacao (5.56), pode ser de interesse astrofisico na andlise do comportamento da luz que passa
na vizinhanca de pulsares, que apresentam uma taxa de variagdo do momento angular aprecidvel

(MASHHOON, 2008).
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CONCLUSAO

Verificou-se que, no contexto da teoria de Brans-Dicke, também é possivel escrever-
se as equagdes do campo gravitacional em uma forma similar as equagdes de Maxwell, ao

considerar-se as aproximagdes de campo fraco e de baixa velocidade de rotacao da fonte.

A equagdo de movimento de uma particula sob a acio dos potenciais gravitoelétrico
e gravitomagnético ndo tem a forma da forca de Lorentz na teoria de Brans-Dicke, mesmo no
caso estaciondrio, por causa do termo dependente do campo escalar. Essa conclusido nao foi

percebida anteriormente (BARROS, 2005).

Mostrou-se que torque sobre o eixo de um giroscopio, calculado através da teoria de

Brans-Dicke, difere do valor previsto pela Relatividade Geral pelo fator Porém, o

0}
20+4
experimento Gravity Probe B, cujo nivel de precisdo foi de cerca de 0,005 segundos de arco
por ano, ndo consegue distinguir entre a previsoes da Relatividade Geral e da teoria de Brans-

Dicke.

A principal motivacdo para a construcdo da teoria de Brans-Dicke foi a tentativa de
se obter uma teoria que satisfizesse ao chamado Principio de Mach, segundo o qual as forgas
inerciais sd@o determinadas pela distribuicao de matéria-energia no Universo. Nesse sentido, a
previsdo do gravitomagnetismo, ou arrastamento dos sistemas inerciais, por parte da teoria de

Brans-Dicke, indica que essa teoria inclui efeitos Machianos em seu formalismo.

Estudou-se o gravitomagnetismo varidvel no tempo no contexto da teoria gravitacional
de Brans-Dicke, desenvolvendo-se um modelo em que a fonte produz um potencial gravito-
magnético que varia linearmente no tempo. Esse modelo tem interesse astrofisico, com a fonte
podendo ser, por exemplo, um pulsar. E interessante notar que, nesse modelo, o campo escalar

longe da fonte localizada de massa M e momento angular J(z) é € = (7).
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Os atrasos do tempo previstos pela teoria de Brans-Dicke para o modelo considerado

. - .. 20+3 ..
diferem da previsdo da Relatividade Geral pelo fator > 1 Como na Relatividade Geral, o
atraso do tempo gravitomagnético para um sinal que vai de um ponto a outro e retorna pelo

mesmo percurso € nulo.

Foi obtida a expressao do atraso do tempo gravitomagnético de Brans-Dicke Agﬁ),[.
No limite em que @ — oo, recuperou-se o resultado do atraso do tempo gravitomagnético na
Relatividade Geral para o modelo de uma fonte com momento angular variando linearmente
no tempo (MASHHOON, 2008). Por outro lado, se 0 momento angular da fonte for constante,
com J; =J, =J, e tomarmos o limite @ — oo, recuperaremos o resultado da Relatividade Geral

para este caso (CIUFOLINI, 2003).

Como perspectivas futuras deste trabalho, pode-se citar a aplicagdo do modelo da fonte
com momento angular variando linearmente no tempo, na teoria de Brans-Dicke, para o estudo
de fendmenos como: efeitos do gravitomagnetismo varidvel no tempo sobre 0 movimento de
uma particula (RUGGIERO, 2009), efeito Lense-Thirring (CHICONE, 2008) e indu¢do gravi-

tacional (BINI, 2008).
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APENDICES

Apéndice A - Resultados Uteis
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Neste apéndice, vamos apresentar alguns resultados que serdo usados no Capitulo 5:

(i) Inicialmente, consideremos as integrais do tipo

Lnd]
Ty, :/ 3
0 T

onde n =0, 1, e ainda,

#(1) =7 + Lk,

L=|%—"7|,
=R,
L

O resultado dessas integrais ¢ (MASHHOON, 2008):

L q] 1~
77;()—/0 r—3—gk'(}’2—r1),

ey

2

3)

“4)

®)

(6)



(ii) Outro resultado que sera utilizado é o valor da quantidade §L2. Entdo,

Substituindo (4) em (7), vem

5L2 = F%Lz — [(72 —?1) ~71]2.

Com o uso de (3), tem-se

6L2 = r% ‘ ?2—71 ‘2 —(71 -?2 —r%)z

6L2 = I’%(l’% —272'?1 + I’%) — (71 -?2)2 —1—2(1’%)(?1 '72) —

8L =rirs — (71 -12)? = rirs — riry (71 - 72)°

SL? =3[l — (7 - 1))

(iii) Vamos resolver a integral

P j(fx7?) .
kal,
/Pl r

76

)

®)

€))

onde J é constante e a reta que liga os pontos P; e P, tem comprimento L. Dessa forma,

levando-se em conta os resultados dos itens anteriores, obtém-se
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— LA‘ 7 i
/ JIXF) oo :J/ J(r_;k)dl
P 0 r
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J(J lk) x k
/ UXD) jar = 17 / LG+ 1) <&,
P, r r

P J(Ix7) . o [E(fxk
/ V> r)-kdl:JJ~/ URLP
0 r

Py r

(ro+ry —rfy-Fy—ri# - 72)
rlrz[l —(F1-%)?]

'I%dl:.]] (r1 X 2)

Py (75 7) () [1= ()]
/ kdl=J7J- (rlXm)rﬂ’z[lz—l-(ft'fz)][ll—(lzl'lA’z)]

X JI-(Fixi) (1 1
; dear = i R) (1 1 (10)
P r L+7-7 \rnn n
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