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Resumo

O objetivo principal deste trabalho é apresentar em detalhes um estudo sobre dois
critérios para G-coincidéncias de aplicagoes de um espaco particular X em um CW-
complexo, onde GG é um grupo finito. No primeiro critério G é o grupo ciclico de
ordem p, com p um primo impar e X é uma esfera de dimensao impar. No segundo
critério, que estende o primeiro, G é um grupo finito qualquer e X é um CW-
complexo com o mesmo tipo de homotopia de uma esfera de dimensao impar. Para o
estudo desses critérios foram necessarios alguns resultados da teoria de cohomologia
de grupos finitos com énfase em grupos com cohomologia periédica segundo a teoria
de cohomologia de Tate.

Palavras-chave: cohomologia de grupos finitos, cohomologia periédica, cohomolo-
gia de Tate, G-coincidéncias de aplicagoes.






Abstract

The main objective of this work is to present in details a study about two criteria
for G-coincidences of maps from a particular space X into a CW-complex, where
G is a finite group. In the first criterion G is the cyclic group of order p, with p
an odd prime and X is an odd dimensional sphere. In the second criterion, which
extends the first, G is any finite group and X is a CW-complex with the same type
of homotopy of an odd dimensional sphere. For the study of those criteria were
needed some results from the theory of cohomology of finite groups with emphasis
on groups with periodic cohomology according to the Tate cohomology theory.

Keywords: cohomology of finite groups, periodic cohomology, Tate cohomology,
G-coincidence of maps.
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Introducao

A teoria de cohomologia de grupos surgiu dos estudos em Algebra e Topologia.
O ponto inicial do aspecto topoldgico da teoria foi o trabalho de Hurewicz em 1936
sobre Espagos Asféricos, ou seja, um espago X com grupo fundamental m1(X) = G e
grupos de homotopia superiores m,(X) = 0. Hurewicz mostrou, entre outras coisas,
que o tipo de homotopia de um espaco asférico X depende apenas do seu grupo
fundamental G e em particular, os grupos de homologia de X dependem apenas do
grupo G. Portanto, a homologia de um grupo G, denotada por H,(G) é a homologia

de qualquer espaco asférico X com grupo fundamental G.

Até a década de 40, nao era claro como descrever H,(G) algebricamente. Os
primeiros progressos nesta direcao foram feitos por Hopf em 1942, que descreveu
H3(G) escolhendo uma apresentacao de G por geradores e relagoes. Seguindo o
trabalho de Hopf, houve um rapido desenvolvimento do assunto por Eckmann,
Eilenberg-MacLane e Freudenthal. Em meados da década de 40, tivemos uma
definicao puramente algébrica da homologia de um grupo, e tornou-se claro que
o assunto era de interesse, tanto de algebristas, quanto de topologistas, oferecendo

assim uma 6tima oportunidade de interagao entre as areas.

A teoria de (Co)homologia de grupos estd intimamente relacionada a teoria de
acoes de grupos em espacos. Vamos apresentar aqui alguns resultados em Algebra e
Topologia, usando acoes de grupos finitos e aplica-los no estudo de G-coincidéncias
de aplicagoes. Se X ¢é um espago topolégico munido de um agao de um grupo
G, dizemos que uma aplicacao continua f de X em um espaco Y tem uma G-

coincidéncia se existe x € X tal que f aplica a érbita de X em tnico ponto.

Nosso objetivo nesse trabalho é estudar aplicagoes equivariantes conectando
espacos que admitem acgoes livres de algum grupo pré-fixado G e assim estudar a
existéncia de pontos de G-coincidéncia para fungoes com dominio em um G-espaco

e com valores em um CW-complexo.
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Sobre a existéncia de tais pontos temos, para m = 2 e Y = R*, o Teorema
Cléssico de Borsuk-Ulam que afirma que toda aplicacdo f : S — R¥ possui uma
Zs-coincidéncia se k < n (aqui n ndo precisa ser impar). Novamente para m = 2 e
Y = M* onde M* é uma variedade diferencidvel de dimensao k, temos o resultado
de Conner e Floyd: toda aplicacdo f : S® — MP* possui uma Zy-coincidéncia se
k < n. Aumentando a complexidade do espaco Y e usando o Zs-indice de Yang, M.
Izydorek e J. Jaworowski mostraram que se Y* é um complexo k-dimensional finito

e n > 2k, entdo toda aplicacao f : S — Y* possui uma Zs-coincidéncia.

Um problema similar é estudar G-coincidéncias para um grupo finito G
arbitrario que atua livremente em uma esfera de homotopia. Existem muitos
exemplos de grupos finitos, além dos ciclicos, que atuam livremente em esferas de
homotopia. Suponha que G é um grupo finito que atua livremente em alguma esfera
de homotopia X" de dimensao m. Tais grupos possuem cohomologia periddica.
Mais, foi provado que se s é o periodo, entao G atua livremente em um complexo
simplicial finito que tem o tipo de homotopia de uma esfera de dimensao ds—1, onde
d é o maximo divisor comum entre |G| e ¢(|G|), onde ¢ é a fungao de Euler. Assim
cada grupo que possui cohomologia peridédica nos fornece um exemplo de uma agao
livre em uma esfera de homotopia que ¢ um CW-complexo finito. Se nao exigirmos
que o complexo seja finito, tais grupos podem atuar em um complexo com o0 mesmo
tipo de homotopia de uma esfera de dimensao s — 1. Existem também varias outras
acoes de G em uma esfera de homotopia fixada. Tais acoes podem ser classificadas

pelo nimero de tipos de homotopia dos espacgos de drbitas.

Neste trabalho apresentamos um estudo detalhado sobre dois critérios (que se
encontram nos artigos [9] e [10]) para G-coincidéncias de aplicagoes de um espago
particular X em um CW-complexo, onde GG é um grupo finito . No primeiro critério
G é o grupo ciclico de ordem p, com p um primo impar e X é uma esfera de dimensao
impar. No segundo critério, que estende o primeiro, G ¢ um grupo finito qualquer e
X ¢ um CW-complexo com o mesmo tipo de homotopia de uma esfera de dimensao
impar. Para o estudo desses critérios foram necessarios alguns resultados da teoria
de cohomologia de grupos finitos com énfase em grupos com cohomologia periddica

segundo a teoria de cohomologia de Tate.
A seguir relatamos sucintamente o objeto de estudo de cada capitulo.

No capitulo 1, colocamos alguns pré-requisitos essenciais para a compreensao
do trabalho. Apresentamos alguns resultados topolégicos importantes como o
conceito de espagos de recobrimento, CW-complexos e o complexo K(G, 1) ([14],
e [3]). Depois apresentamos alguns conceitos de dlgebra homoldgica e a definigdo

e propriedades da cohomologia de grupos, bem como sua interpretagao topoldgica
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([13] e [3]) e finalizando apresentamos algumas férmulas de coeficientes universais e
a férmula de Kiineth. ([12] e [16]).

No capitulo 2, apresentamos alguns resultados da teoria de (co)homologia de
grupos finitos. Para isso faremos primeiramente um breve estudo sobre grupos
atuando em esferas e resolucoes periddicas via acoes livres em esferas. Definimos
também a (co)homologia de Tate e enunciamos algumas de suas propriedades,
visando o estudo de alguns resultados sobre grupos com cohomologia periddica,

que serao necessarios nos capitulos 3 e 4. A referéncia principal para esse capitulo
é [3].

O capitulo 3, baseado no artigo [9] é dedicado a teoria de Z,-coincidéncias
de aplicacoes continuas de esferas em CW-complexos. Neste capitulo definimos
o conceito de Z,-coincidéncia e demonstramos alguns lemas necessarios para o
detalhamento da demonstracao do seguinte resultado: Se Y é um CW-complexo,
k-dimensional, finito e conexo e se 2n + 1 > pk onde p € um primo impar entao

toda aplicacao f : S*™ — 'Y possui uma Z,-coincidéncia.

No dtltimo capitulo, apresentamos um breve resumo da teoria de espacos
classificantes e homomorfismo transfer, visando apresentar em detalhes a
demonstracdo, que encontra-se em [10], do seguinte critério de G-coincidéncia
de aplicacoes:  Suponha que G é um grupo finito que atua livremente em um
CW-complexo X*" ' que tem o mesmo tipo de homotopia de uma esfera 2n+1-
dimensional e f : Y"1 — Y € uma aplicagao continua. Se (i) 3*"*1 ¢ um
CW-complezo finito 2n+1-dimensional e Y é um CW-complexo k-dimensional, ou
se (1) Y é um CW-complexo k-dimensional finito entdo, se 2n + 1 > |G|k, existe
um subgrupo nao triviel H C G e uma (H,G)-coincidéncia para f.  Esse critério
generaliza o critério anterior. Observamos que varios autores continuaram o estudo
de G-coincidéncias de aplicagoes, sempre se tentando obter critérios para espacos

mais gerais (ver por exemplo o artigo [11]).
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CAPITULO

Preliminares

Neste capitulo apresentamos algumas definigoes e resultados que serao de
bastante utilidade para o desenvolvimento dos capitulos posteriores. O objetivo
desse capitulo é facilitar a leitura e entendimento dos préximos capitulos e sendo
assim, serao omitidas a maioria das demonstracoes dos resultados apresentados.

Suas principais referéncias sao [3] e [14]

1.1 Acao de grupos e G-espacos

Defini¢ao 1.1.1 Sejam G um grupo e X um conjunto ndo vazio. Uma a¢do (a esquerda) de
G em X € uma aplicagio ¢ : G X X — X, (g,x) — ¢(g,x) = gx satisfazendo, para todo x € X,
as condigoes:

i)er=x (e: elemento neutro de G).

i) (9192)r = g1(g2%), Yg1,92 € G.

Definicao 1.1.2 Dizemos que X é um G-conjunto livre se a acao de G em X € livre, isto
¢, gr = x para algum x € X se, e somente se, g = e.

Dizemos que X é um G-conjunto trivial se a acao de G em X é trivial, ou seja, gxr =
x,Vr € X,Vg € G.

Observagao 1.1.1 Se X € um espaco topoldgico munido com uma agao a esquerda de um

grupo G, diremos simplesmente que X € um G-espaco.



1 Preliminares

Definicao 1.1.3 Seja X um G-espaco e considere x € X. A orbita de x pela acdo de G € o
conjunto G(z) = {gz | g € G} C X. O conjunto G(zx) muitas vezes é denotado simplesmente
por Gzx.

Definicao 1.1.4 Seja G um grupo e X um G-espago. Seja x € X. Dizemos que G opera
transitivamente em X, ou que X € um G-espago homogéneo, se para quaisquer x,y € X, existe

g€ G tal que g.x =y
Observacgao 1.1.2 Se G opera transitivamente em X entao G(x) = X, para qualquer x € X.
Definicao 1.1.5 Sejam X e Y dois G-espagos e f : X — Y uma aplicagao continua. Se

flgz) = gf(x) para todo x € X e todo g € G, entdo f é chamada de aplicagdo equivariante.

Exemplo 1.1.1 Considere X = S™ (esfera de dimensio n e G = Zo = {1,—1} (grupo

multiplicativo).  Temos que G atua a esquerda em S™ da segquinte forma: l.x = x e
—lx = —z. A aplicagio f : S™ — S™ definida, para v = (x1,%2,...,Tns1) € S™, por
fz1, 29, ..., Tpy1) = (=21, X2, ..., Tpy1) € G-equivariante.

1.2 Espacos de Recobrimento e K(G,1)-complexos

Para definirmos espacos de recobrimento assumimos que os espacos topolégicos utilizados sao
conexos por caminhos e localmente conexos por caminhos (e portanto, conexos). Os resultados

desta se¢ao podem ser encontrados em [14].

Espacos de Recobrimento

Definicao 1.2.1 Seja X um espago topologico. Um espago de recobrimento de X é um par
()?,p), com X um espaco de recobrimento e p : X — X uma aplicacao continua tal que:

(1) p € sobrejetora.

(2) Todo ponto x € X possui uma vizinhanga U aberta, conexa por caminhos de modo que a

restricao de p a cada componente conexa U de p~Y(U) é um homeomorfismo.

Observacao 1.2.1 Denominamos a aplica¢ao p e a vizinhanga U respectivamente de projegao
de recobrimento ¢ vizinhanga elementar. Ainda, o conjunto p~*(z) é denominado fibra

no ponto v € X.



1.2 Espagos de Recobrimento e K(G,1)-complexos

Exemplo 1.2.1 Seja p : R — S!' dada por p(t) = (sent,cost),t € R. Entio (R,p) ¢é
um recobrimento de S'.Além disso, todo subintervalo aberto de S' pode ser visto como uma

vizinhanca elementar.

Observagao 1.2.2 Sejam ()A(:,p) e (?,q) recobrimentos de X e Y respectivamente. Entao
()? xY,p x q) € recobrimento de X XY, sendo a aplicacao p x q definida como (p X q)(x,y) =
(p(x),p(y)). Agora, se U eV sdao vizinhangas elementares de v € X ey € Y entao U x V €

uma vizinhanca elementar de (z,y) € X xX Y.

Exemplo 1.2.2 Como o toro T? = S' x S, temos que seu recobrimento é R x R = R2.

| a | o R’
T
O O O O
p
o o o O E— S

Proposigao 1.2.1 Seja ()Z',p) um recobrimento de X, zog € X e xg = p(%o). Entao o

homomorfismo induzido p, : 7 ()?, z9) — (X, x9) € um monomorfismo. [ |

Definicao 1.2.2 Seja ()?,p) um recobrimento de X. Um homeomorfismo ¢ : X > X ¢
dito transformagao de recobrimento (ou Deck transformacgao) se po ¢ = p. Ainda, o
conjunto de todas as transformagoes de recobrimento (denotado por A()?,p)) € um grupo em

relacdo a composicao.
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Proposicao 1.2.2 O grupo A()?,p) atua livremente sobre )Z, isto €, g.x = X se, e somente Se,

Definicao 1.2.3 Um recobrimento ()ﬁp) de X ¢ dito recobrimento universal de X se X

¢ simplesmente conezo, isto €, se X é conexo por caminhos e m(X,Z) = 0, para todo T € X.

Definicao 1.2.4 Um recobrimento ()Af,p) ¢ dito recobrimento regular se p*(wl(f(,:%')) é

um subgrupo normal de 7 (X, ). Ainda, esta condi¢ao independe da escolha do ponto base
Tep ().
Exemplo 1.2.3 Todo recobrimento universal é reqular.

Proposicao 1.2.3 Seja ()?,p) um recobrimento reqular de X. FEntdo A()?,p) ¢ isomorfo ao
grupo quociente T (X, z)/p.(m(X,T)), para todo x € X e todo T € p~*(z). |

Demonstracao: [14], V.7.4.

Proposigao 1.2.4 Seja ()?,p) um recobrimento reqular de X. O grupo A()?,p) atua

transitivamente sobre p~*(z) se, e somente se, ()?,p) ¢ um recobrimento reqular de X . [ |

Definicao 1.2.5 Um grupo G de homeomorfismos de X ¢é dito propriamente descontinuo
se todo ponto x € X possui uma vizinhanca V' tal que, para todo g € G, g # 1, tem-se
gV NV =0.

Proposicao 1.2.5 Sejam X um espacgo topologico, G um grupo propriamente descontinuo de
homeomorfismos de X e q : X — X/G a aplica¢iao quociente sobre o espaco de drbitas de G.
Entao (X, q) é um recobrimento reqular de X/G, com G = A(X,q). |

Definicao 1.2.6 Seja ()Z',p) um recobrimento de X e o : [ — X uma caminho. Um caminho

a:I — X ¢ chamado de levantamento de o se poa=aq.

Teorema 1.2.1 Seja ()Af,p) um espaco de recobrimento de X, Ty € X exy = p(zo). Entao
para qualquer caminho o : I — X com ponto inicial xq, existe um unico caminho o : I — X

com ponto inicial Ty tal que p o a = a. [ |



1.2 Espagos de Recobrimento e K(G,1)-complexos

Teorema 1.2.2 (Teorema da Monodromia) Sejam (X,p) um espago de recobrimento de
X, xg € X e &,B: I —s X caminhos com ponto inicial xy.

(1) Se & ~ [ (homotopia ndo necessdriamente relativa) entio p o & ~ p o [(ndo
necessdriamente relativa).

(2) Se pod ~ pof (relativa aos pontos finais e iniciais) entdo & ~ [B(relativa). Em

particular & e B tem o mesmo ponto final. [ |

CW-complexos

Definicao 1.2.7 Dado um espagco X de Hausdorff, dizemos que X admite uma estrutura de
CW-complexo se possui uma colegao de subconjuntos fechados 0;? (onde q representa dimensao
(¢g=0,1,2,...) e jvaria sobre um conjunto de indices J,), e uma familia de subespagos fechados

XcXtc...cX9C...comX?= U o; (por definigio Xt = 0), e fronteira dada por
jPESJl;

ff = a;? N X971 satisfazendo as sequintes propriedades:

(i) of — f{ intercepta of — f somente quandop =q e i=j.

(i) X =1, X7

(i1i) Para cada a?, existe uma aplicacao caracteristica gb? DT — a? (onde DT ¢é o disco

de dimensio q) que leva S9! (esfera de dimensio q — 1) sobre fi, e aplica DT — Sa—t

homeomorficamente sobre 0'? — f]q (S7Y é o conjunto vazio).

(i) f} intercepta um niimero finito de conjuntos (o} — f), i € J,.

(v) Um subconjunto Y de X ¢é fechado se Y Naj € fechado em o], ¥q e Vj € J,, onde o] possui

j
a topologia quociente de D7 (via ¢5).

Notagao: Em um C'W-complexo X, e? denotara a célula aberta de dimensao ¢ :
el =0 — f9.

Exemplo 1.2.4 Seja X = R. Podemos dar a R uma estrutura natural de CW-complexo, onde

as 0-células e 1-células sao dadas , respectivamente, por €2 = {n} e e = (n,n+1), n € Z.

e, e, e,
.......... . . . . "« = = = = s ®= s 8= s &®
e’ e; e e

Exemplo 1.2.5 Seja X = S™ (n-esfera). Uma estrutura de CW -complexo sobre S™ pode ser

dada por uma 0-célula e uma n-célula, ou seja, S™ = e° U e™.
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Definicao 1.2.8 Um G-complexo ¢é um CW-complexro X munido de uma acao de G em X
que permuta as células, isto é, se S representa o conjunto das células de X, entio gS = S,
para todo g em G. Se a acdo de G em X permuta livremente as células, dizemos que X € um

G-complexo livre.

Observacao 1.2.3 E importante notar que, pelo fato da acao de G em X induzir um

homomorfismo dado por

¢:G — Homeo(X)
g = @ X=X

tal que p,(x) = g - x, temos que, se o € uma célula de X, entao g - o também € uma célula de

X cuja dimensdo € a mesma de o (ou seja, p, preserva dimensao).

Teorema 1.2.3 Se X é um G-complexo livre contrdtil, entao o complexo de cadeia celular

aumentado de X :

e (X)) 2 O (X)) — e O (X)) 2 Oy(X) = Z — 0

¢ uma resolugao livre de 7. sobre ZG.

Demonstragao: [3] |

K(G,1)-complexos

Vamos definir um CW-complexo satisfazendo condicoes especiais. Para tanto, fazemos
inicialmente algumas consideragoes.

Sejam X um CW-complexo e X2 X, um recobrimento de X. Por [18], I111.6.9.2, temos
que X também é um CW-complexo (as n-células o de X sio as componentes conexas de
p~ (o), onde o é uma n-célula de X, e p|s : ¢ — o é um homeomorfismo). O grupo G das
transformacoes de recobrimento atua livremente em X permutando suas células (Proposicao

1.2.2). Assim, X é um G-complexo.



1.2 Espagos de Recobrimento e K(G,1)-complexos

Se X é contratil, o complexo celular aumentado de X é uma ZG-resolucgao livre de Z com
C,(X) um ZG-médulo livre com um elemento basico par cada érbita de célula em X (Teorema
1.2.3).

Se o recobrimento ¢ regular, temos que G atua transitivamente em p~'(c), ou seja, G(0) =
p~ (o), para todo & € p~'(o) (Proposicao 1.2.4 e Observagao 1.1.2). Logo cada célula em X
nos fornece uma érbita de células de mesma dimensio em X. Se, além disso, o recobrimento é

contrétil, temos C’*()N( ) um ZG-médulo livre com um elemento basico para cada célula de X.

Sera definido a seguir um CW-complexo que satisfaz todas as condicoes citadas

anteriormente.

Definigao 1.2.9 Seja X um CW -complexo tal que:

(i) X € conexo.

(i) m™(X)=G.

(i1i) O recobrimento universal X de X € contrdtil (€ fato conhecido que, para CW -complexos

conexos, sempre existe tal recobrimento universal e este € reqular) ([18], 111.6.9.1 e [8], 1.6.7).
Nestas condigies, X € dito um complexo de Eilenberg-MacLane do tipo (G,1) ou

simplesmente, K(G,1)-complexo.

Observagao 1.2.4 Pode-se mostrar que a condigao (i) da defini¢ao anterior pode ser
substituida por uma das condi¢oes abaizo ([3] 1.4):

(iid) H;(X) =0 parai> 2.

(43i)" m(X) =0 parai> 2.

Observacao 1.2.5 Se X € recobrimento universal de um CW-complexo X, temos que X éum

G-complezo, onde G = m(X).

Exemplo 1.2.6 Sejam G =<a>~7Z ¢ X = SL.
Temos que X é um K(G,1)-complexo, pois é um CW-complexo conexo, com m(X) =G e

o recobrimento universal de X é X =R (exemplo 1.2.1), que é contrdtil .

Exemplo 1.2.7 Sejam G = Z @& ... ® Z (grupo abeliano livre de posto n) e
X =T"=S"x...x 8 (toro n-dimensional).
Temos que X € um CW-complexo conexo, m(X) = G e o recobrimento universal de X ¢

X =R" (observagdo 1.2.2), que é contratil. Logo, X é um K(G,1)-complexo.
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1.3 Resolucoes Projetivas

Definicao 1.3.1 Considere R um anel com unidade e M um R-mddulo a esquerda. Uma

resolucao de M sobre R, ou uma R-resolucao de M, é uma sequéncia exata de R-modulos

8’n+1 871 8nfl
Cii s Cop Mo, 20 2t

a qual satisfaz as sequintes condigoes:
(R1)C_1 =M
(R2) C, =0,Yn < —1

Equivalentemente, podemos escrever esta definicao da sequinte forma: uma resolucao de M

sobre R, ou uma R-resolugao de M, é uma sequéncia exata de R-modulos

C: 020 o M — 0.

Definicao 1.3.2 A aplicagio € : Cy — M € chamada aplicagao aumentagao. Se cada C; é
um R-modulo livre, dizemos que a resolugao ¢ livre. Se cada C; é um R-mddulo projetivo,

dizemos que a resolugao ¢ projetiva.

Notagao: € : C' - M denotarda uma resolucao de M.

Proposicao 1.3.1 Sao equivalentes as sequintes condi¢oes para um R-mddulo P:
(i) P é projetivo.
(ii) Toda seqiiéncia exata 0 — M — M —s P — 0 cinde.

(iii) P é somando direto de um mddulo livre.
Demonstracgao: [3], 1.8.2 |
Proposicao 1.3.2 Dado um R-modulo M sempre existe uma R-resolugao livre de M.

Demonstracao: [13], III.1.1. |

1.4 Anel Grupo e RG-mdédulos

Definicao 1.4.1 Sejam R um anel comutativo com unidade 1 e G wum grupo denotado
multiplicativamente. Seja RG o R-modulo livre gerado pelos elementos de G. Dai, um elemento

de G ¢ expresso unicamente na forma Zagg, onde oy € R e oy = 0 para quase todo g. Em

geG
RG definimos a multiplica¢ao

" ag9)- O Buh) = > aybugh

geG hed g,heG



1.5 Coinvariantes e Invariantes

e a soma

(Z agg) + (Z Byg) = Z (ag + Bg)g

geG geG geG
que fazem de RG um anel com unidade le, onde e € o elemento neutro de G, chamado de anel

grupo de G sobre R.

Lema 1.4.1 Se F é uma resolucao projetiva de R sobre RG, e H é um subgrupo de G, entao

F também é uma resolugao projetiva de R sobre RH.

Demonstracao: Consideremos a seguinte resolucao projetiva de R sobre RG:
-—F,— . — F — F,— R—0.

Como cada F,, é um RG-mdédulo projetivo, pela proposicao 1.3.1(iii), temos que F,, é um

somando direto de um RG-mdédulo livre. Deste modo,
iel
Agora, como RG é RH-moédulo livre, assim,
RG ~ P(RH);.
jeJ

Portanto,

Fo,®Qn~ EB(RH)i,j
.3
e, novamente pelo proposicao 1.3.1 (i), temos que F,, é um RH-mdédulo projetivo.

Logo, F' é uma resolucao projetiva de R sobre RH. |

1.5 Coinvariantes e Invariantes

Sejam G um grupo e M um RG-médulo (& esquerda).

Definicao 1.5.1 O grupo dos coinvariantes de M, o qual denotamos por Mg, é dado por
Mg = M/A, onde A € o subgrupo aditivo tal que A=<g-m—m; g€ Gemée M >.

Observacao 1.5.1 O nome coinvariantes vem do fato de Mg ser o maior quociente de M no

qual G atua trivialmente.

Proposicao 1.5.1 Mg ~ R ®rg M, onde R € visto como um RG-mddulo (a direita) com

G-agao trivial.
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Demonstracgao: [3], 11.2.1. |

Definicao 1.5.2 Seja M um RG-mddulo (a esquerda). O grupo dos invariantes de M,
denotado por MC, é dado por:

MC ={m e M; g-m=m, Vg € G}.

Proposigao 1.5.2 Hompg(R, M) ~ M, onde R é um RG-mddulo com G-agdo trivial.

Demonstragao: Definindo ¢ : Hompg(R, M) — MY por (f) := f(1), temos que 1) é um

isomorfismo. [ |

Observacgao 1.5.2 Todo RG-mddulo (a esquerda) M pode ser considerado como um RG-

modulo (a direita), definindo a sequinte G-a¢ao em M :

p: MxG — M
(m,g) +— mxg=g 1t -m, VgeG,Vme M.

1.6 A (Co)homologia de um Grupo G

Seja R um anel comutativo com unidade e considere o anel grupo RG.
Antes de definirmos (co)homologia, vamos considerar alguns resultados importantes sobre

Xra € Hong.

Definicao 1.6.1 Sejam M e N RG-mddulos. Entao, M e N sdo naturalmente R-moddulos. A
G-acgao diagonal , definida em M ®gr N, € dada por:

g-(m®n)=g-m®g-n

Proposicao 1.6.1 Sejam M e N RG-mddulos (a esquerda). Temos

M ®@gr N
M ®pg N = (M ®p N)g := TR’
onde A=<g-m®g-n—m®e®n; Vmen € M ®r N, Vg € G >.

Demonstracao: Vamos ver como obtemos M @ra N de M ®r N.

Consideremos a seguinte relacao em M ®g N:

(mxg)@n~m®g-n, Yme M,Vg e G.

10
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Mas, vendo M como um RG-médulo (a direita), temos pela observagao 1.5.2, que

mxg=g"'-m, Yme M, Vged.

Assim,
(mxg)@n=(g""-m)@n
Logo,
(g7t m)@n=m®g-n. (1.1)
Portanto,
M ®gr N
M®@pg N = —8°°
Trocando m por g - m em (1.1), temos
men=g-m®g-n. (1.2)

Definimos, entao a G-agao diagonal de G em M ®p N:
g-(m®en)=g-meag-n.

Consideremos em M ®g N tal acdo e A o subgrupo aditivo gerado pelos elementos g - (m ®
n) —m®n.
) M®@r N . .
Assim, em (M ®g N)g = — estamos identificando elementos da forma g-m®g-n
com m ® n, para todom € M,n € N,g € G.
Isto é o mesmo que identificar (g7 -m) @ n = (m x g) ® n com m @ n (por (1.1) e (1.2)).

Deste modo,

M ®r N
(M ®p N)g = —2" = M ®pa N.
~ |
Corolario 1.6.1 M Qpra N ~ N Qpra M.
Demonstracao: M ®@pg N ~ (M @ N)g ~ (N @r M)g = N Qrg M. [ |

Sejam M e N RG-médulos (a esquerda), e consideremos Hompg(M, N).
A acdo de G em M e N induz uma agao de G em Hompg(M, N), dada por

G x Homr(M,N) — Hompg(M,N)
(9,f) = g-f

tal que g - f(z) =gf(g7'-2); g€ G, fe€ Homp(M,N)e v € M.

11
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Observagao 1.6.1 O uso de g~ para definir a acio é necessdrio devido & contravariancia
de Hom na primeira varidvel. Compensamos esta contravariancia, convertendo M a um RG-
mddulo a direita, considerando m*g=g~'-m.

Deste modo, a acao fica:

g+ f(m)=gf(g"-m)=gf(m=g).
Assim, Homgr(M, N) serd um RG-mddulo (a esquerda).
Proposigao 1.6.2 Homprq(M, N) = Homg(M, N)¢.
Demonstracao: Seja
Hompg(M,N) = {f € Homg(M,N); g- f(z) = f(g-2)}

ou seja, f é equivariante.

Assim,
f€Homra(M,N) & g-f(z)=f(g-2),Vge Gz e M
& flx)=g 'flg-x),VgeGoxeM
& fle)=g" f(z). Vg €GareM
< gf=fVgei
& f € Homgp(M,N)C.
Logo,

Hompa(M, N) = Homg(M, N)°.

Veremos, agora, a definicdo de (co)homologia de um grupo G, considerando o caso R = Z.

Definigao 1.6.2 Sejam

RSN N NN N ) NI AN

uma resolugao projetiva de Z sobre ZG e M um ZG-mddulo (a esquerda).

Podemos formar os complexos de cadeia e cocadeia, respectivamente:

F®ueM: - — Fy @6 M 25 Fyy @56 M — - — Fy @6 M 25 Fy @46 M — 0

Homya(F, M) : 0 — Homza(Fo, M) <2 Homge(Fi, M) = .. — Homye(Fy, M) — - -+

12
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O operador bordo ¢ dado por 0, := 0, ®id e, o operador cobordo, por

0" : Homyq(F,,M) — Homgzg(F,i1, M)
f = 0"(f) = fo0un

(a) O n-ésimo grupo de homologia de G com coeficientes em M ¢é definido por
H,(G,M) := H,(F ®z¢ M).
(b) O n-ésimo grupo de cohomologia de G com coeficientes em M € definido por

H™(G, M) := H"(Homye(F, M)).

Observacao 1.6.2 Tomando M = 7Z, com G-a¢ao trivial, temos

prop.l. 6.1

H.(G,Z) = H.(F ®,¢ L) H.(F ®5 7)) ~ H.(Fa).

Proposicao 1.6.3 Dado um ZG-modulo M, temos os isomorfismos:

Demonstragao: ver [3] |

Exemplo 1.6.1 Seja G o grupo ciclico infinito com gerador s. Logo, G =< s >~ Z. A
sequéncia

0-2ZG272G57 -0, (x)

¢ uma resolucao projetiva de Z sobre ZG, onde (o)) = (s — 1).«, para o € ZG e € a aplicagdo

aumentacao.

De fato, para mostrarmos que (x) € uma resolu¢ao temos que mostrar que O € injetora,
Im0 = Ker(e), e que Ime =7, o que dividiremos em partes.

(a) 9 € injetora.
Seja o = Znisi € ZG, com n; =0, para quase todo i € Z (*).

i€Z
a € kerd = 9a) =0 = (s—1)a=0= Znisi“ - Znisi =0= Znisiﬂ =
i€z i€z i€Z

Znisi reordengndo Zni_lsi = Znisi ZGligre ni_1 = n;, Vi € Z :*)> n; = 0,Vi € Z. Logo,
i€Z i€Z i€Z

13
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a=0. Assim, Kero = {0}.

(b) Ime =7
Mostremos primeiramente que Ker(e) =< s — 1 > como ZG-mddulo a esquerda, isto €,

Va € Kere,ao = (.(s — 1), para algum ( € ZG.
k

k
De fato, seja a € Ker(e),a = Znis”. Entao, e(a)) = 0. Assim, Zn@ = 0. Dat,

i=1 i=1

k k k
o= E n;s" — E n;.1 = E n;(s" —1).
i1 i=1 i=1

Mas, s —1=(1+s+..+ s 1) (s—1). Logo,

k

a=0 nil+s+..+5")(s— 1)

=1

k
Assim, existe f = an(l + 54 ...+ 8" € ZG tal que o = B(s — 1).

1=1

Agora, Im0 = {0(a)|a € ZG} = {(s — 1)ala € ZG} Gegdieo {a(s = 1)|a € ZG} = Ker(e).
(c) Ime =7Z seque do fato da aplica¢io aumentagao ser sobrejetora.

Usando a resolugao (x) vamos calcular H.(G; M).

Tensorizando a resolugao (x) por M sobre ZG temos:
0 — ZG @26 M 25 2G @56 M~ L @50 M — 0.
Temos o sequinte isomorfismo
oM —72G Qg M

m— 1®m.

com inversa ' : ZG ®z6 M — M dada por o~ (a ® m) = am.

Como 0y = 01 ® id entdo, através do isomorfismo @, obtemos o sequinte complexo

9

81M

0— M — 0 (1),
ondeazlzgp*loc“)_logo.

14
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Assim, azl(m) = (t — 1)m. Dai, H.(G, M) é a homologia do complezo (1).
Logo,

Mg (prop. 1.6.3);

Ho(G; M) = { Hi(G; M) = Kegét}_l) ={m e M|{t—1)m =0} ={m € M|tm =m} = M;

H;(G;M) =0, parai>2.

Note que: H,(G; M) = M€ pmp'zjﬁ'gHO(G; M).

Vamos calcular agora a cohomologia H*(G; M).

Aplicando Homyzg(—, M) na resolugao (%), obtemos o complexo:
0 — Homgg(Z, M) —— Hompe(ZG, M) 25 Homge(ZG, M) — 0,

onde 51(F)(x) = (f o (t = 1)) = F((t — V)a) = (¢ — ) (x).
Logo, 61 =t — 1 (multiplicagcdo port —1).

Temos o sequinte isomorfismo
Y Homga(ZG, M) — M

[ fQ).

com 1nversa

v M — Homypq(ZG, M)
m i~ (m): ZG — M
definida por =*(m)(g) = gm.
Dai, usando esses isomorfismos, temos o complexo

0— ML M —0 (2

onde §;(m) = (Y 0§ 0p™H)(m) = (t — 1)m.

Assim, H*(G, M) € a cohomologia do complexo (2) e, temos entao:

M€ (prop. 1.6.3);
HO(G; M) — Hl(G; M) _  _Ker0 __ M — MG;

= Tm@-1) — G—)M
HY(G; M) =0, parai> 2.

Note que: H'(G; M) = Mg prOp':1'6'3H0(G; M).

Em particular, se M = 7Z, com G-a¢ao trivial, temos

15



1 Preliminares

Z=H'(G;Z);
Hy(G;Z) = { H\(G;Z) = Z = H(G; Z);
H,(G;Z) = H(G;Z) =0, parai>2.

Proposicao 1.6.4 (Interpretacdao topoldgica da (co)homologia de um grupo) Sejam

G um grupo, Y um K(G,1)-complezo e M um ZG-mddulo. Entao
H.(G, M)~ H,(Y,M)

H*(G, M) ~ H*(Y, M),

onde M € um sistema de coeficientes locais em Y associado ao ZG-maodulo M. Em particular

se a G-acao em M ¢ trivial entao M = M.
Demonstragao: ver [7] |

Exemplo 1.6.2 Pelo exemplo 1.2.6 temos que S* é um K(Z,1)-complexo. Logo

Z se1=0,1;
0, set#0,1.

Hi(Z) ~ H;(S") = H'(S") = H'(Z) =

Exemplo 1.6.3 Pelo exemplo 1.2.7 temos que T? é um K(Z ® Z,1)-complexo. Logo
7 sei=0,2;
0, sei#0,1,2.
1.7 Grau de uma aplicagao f : S" — §"
Seja n > 1 e suponhamos que f : S™ — S™ é uma aplicagao continua. Temos que

Z sei=0,n;

0,sei=#0,n.

H;(S") =

Escolha um gerador o de H,(S™) ~ Z e note que o homomorfismo induzido pela f em
H,(S") tem f.(a) = m.a para algum inteiro m. Este inteiro é independente da escolha do

gerador ja que



1.8 Numero de Lefschetz

O inteiro m é o grau de f, denotado por deg(f). Este inteiro também é muitas vezes
referido como o grau de Brouwer como um resultado de seus esforcos em desenvolver tal

idéia.
As seguintes propriedades basicas do grau de uma aplica¢ao podem ser encontradas em [20].

(a) Se id denota a aplicacao identidade de S™ entao deg(id) = 1;

(b) Se f, g: 8™ — S™ sao aplicagoes continuas entao deg(f o g) = deg(f).deg(g);
(c) deg(k.) = 0 onde k. : S™ — S™ dada por k.(z) = ¢ é a aplicagdo constante;

(d) Se f, g: S™ — S™ sao homotdpicas entao deg(f) = deg(g);

(e) Se f:S™ — S™ é uma equivaléncia homotdpica entao deg(f) = +1.

Uma propriedade menos ébvia é a de que, para cada m € Z, existe uma aplicagao de grau
m em S™ quando n > 0.

Todas estas propriedades sao resultados da Teoria de Homologia, e sao facilmente obtidas.

Uma propriedade bem mais sofisticada é um resultado da teoria de homotopia de Hopf, a
qual consiste no inverso da propriedade (d): se deg(f) = deg(g) entdao f e g sdo homotdpicas.

Dessa forma, o grau é um invariante algébrico completo para o estudo de classes de

homotopia de aplicagoes de S™ em S™.

1.8 Numero de Lefschetz

Sejam M uma variedade fechada de dimensao m e f : M — M uma aplicagao continua. Entao
para cada k existe o homomorfismo induzido na homologia com coeficientes em Z.
Temos que Hy(M,Z) é um grupo abeliano finitamente gerado, logo
Hy(M,Z)= Parte livre @@ Parte Torcao

Assim
HM,Z)=Z6Z®..0ZaeT

onde a soma das p copias de Z é a parte livre e T é a parte de torcao.

Considere agora a seguinte aplicacao:

Logo
7 20. 00 —70. 07

Portanto temos uma matriz associada a f. Seja tr(fi) o traco desta matriz.
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Definicao 1.8.1 Definimos o nimero de Lefschetz de f por
Ap=Af) = (=D)ftr(fi)

k=0

Observacao 1.8.1 Ay independe das escolhas envolvidas e logo estd bem definido. O nimero

de Lefschetz depende apenas da classe de homotopia de f.

Teorema 1.8.1 (Teorema do ponto fixo de Lefschetz) Se Ay # 0 entdao f possui um
ponto fixo.

Demonstracao: [20], VL. |

1.9 Produto Cross e Cup

Sejam M e N dois ZG-méddulos. Se F' 5 7 é uma resolucao projetiva de Z sobre Z(G. Entao

F® F 25 7 é uma resolucao projetiva de Z sobre Z(G x G)(ver [3]).

Sejam f € Homg(F, M) e g € Homg(F, N). Definimos f x g € Homgxa(F @ F,M & N)
por (fx g)lz@y) = (=1)"f(z) @ g(y) com = € F e y € Fy.

Definicao 1.9.1 Em cohomologia temos um produto induzido, chamado produto cross
H?(G,M) ® HY(G,N) — H"*(G x G,M @ N)

URUV — uXv

comu=[f],v=1g) euxv=[fxg
Sejam G um grupo e d : G — G x G definida por d(g) = (g, g) (aplicacao diagonal)

Definicao 1.9.2 A composta
HP(G, M) ® H(G,N) = H""(G x G,M ® N) = H"*(G, M ® N)

¢ chamado de produto cup e é denotado por U.
Assim dados w € H?(G, M) ev € HY(G,N) temos uUv := d*(u X v)
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1.10  Deslocamento de dimensoes (dimension-shifting)

Dado um médulo M, considere M = ZG ® M e a aplicacao sobrejetora ¢ : M — M dada por
ola®m) = am.

Seja K = kerp. Pode-se mostrar(usando sequéncia exata longa de homologia, ver [3]) que

H, 1(G,K),sen>1;
H,(G,M) ~ _
ker{Hy(G,K) — Ho(G,M)},se n =1

Assim para calcularmos H,,, podemos, a principio, nos reduzir a calcular H,_;, desde que
estejamos dispostos a mudar o modulo dos coeficientes. Se continuarmos este processo, ao final

reduziremos o problema ao calculo de Hy.

Analogamente, considerando M=H om(ZG, M) e a aplicacao injetora ¢ : M — M dada
por ¥(m) = (o) = am.
Seja C' = cokerty. Obtemos
H"1(G,0), sen > 1;
H"(G,M) ~ _
coker{ H*(G, M) — H°(G,C)}, se n =1

1.11 Teorema dos Coeficientes Universais

Os resultados desta se¢ao podem ser encontrados em [12].

Teorema 1.11.1 Sejam C um complexo de cadeia de grupos abelianos com grupos de homologia
H,(C) e Hom(C,,, M) o complezo de co-cadeias com grupos de cohomologia H"(C, M). Entao,

para cada nivel, a sequéncia
0 — Ext(H,1(C),M) — H"(C,M) — Hom(H,(C),M) — 0

€ exata e cinde. [ |

Observacao 1.11.1 Este teorema € conhecido por Teorema dos coeficientes universais para
cohomologia porque ¢ formalmente andlogo ao Teorema dos coeficientes universais para
homologia ([12] 3A.3.) que expressa a homologia com coeficientes arbitrdrios em termos da

homologia com coeficientes em 7.

Corolario 1.11.1 Se H, ;(C) € finitamente gerado e livre, entao H"(C,M) =~
Hom(H,(C), M) |
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1 Preliminares

Corolario 1.11.2 Seja G um grupo finito, entao
H™G,Z,) = Hom(H,,(G,Z),Z,) ® Ext(Hn,-1(G,Z),Z,)
|

Corolario 1.11.3 Se os grupos de homologia H, e H,_1 do complero de cadeia de grupos

abelianos C' sdao finitamente gerados, com grupos de torsao T,, C H, eT,_1 C H,_1, entdo

H"(C,Z) ~ (H,/T,) ® T,-1

Corolario 1.11.4 Seja G um grupo finito, entao

H™Y G, Z) = parte livre de (Hpy1(G,Z))® parte tor¢ao (H,,(G,Z))

1.12  Foérmula de Kiinneth

Teorema 1.12.1 Sejam F um corpo e X um espago topoldgico, tal que Hy (X, F) tem rank

finito para todo q. Entdo, para qualquer espaco Y existe um isomorfismo natural

a: Y H(X,F)@p H(Y,F) — H"(X x Y,F)

p+q=n

dado pelo produto cross X.

Demonstracao: Ver [16] Teorema VIII.11.4. |

Observacao 1.12.1 Sep; : X XY — X epy: X XY — Y sdo as projegoes, u € HP(X, F)
ev e HUY, F), pode-se mostrar que

ux v = pi(u) Ups(v)

Assim, em vista do teorema anterior, um elemento de H"(X x Y, F) é soma de produtos

cup de classes de homologia menores que n (Ver [16] pag 175).
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CAPITULO

2

Cohomologia de Grupos Finitos: Grupos com

Cohomologia Periodica

Neste capitulo apresentamos um estudo sobre a cohomologia de grupos finitos
que sera de fundamental importancia para os proximos capitulos, no estudo de
G-coincideéncias de aplicagoes. Particularmente, a teoria de acao de grupos finitos
em esferas estd intimamente relacionada com a cohomologia desses grupos. Os

resultados desse capitulo sdo baseados na referéncia [3].

2.1 Grupos atuando em esferas

Nesta secao apresentamos algumas propriedades interessantes da acao de um grupo finito em

uma esfera.

Proposicao 2.1.1 Sejam G um grupo e X um CW-complexo compacto. Se a acdao de G em

X € livre, entao G € finito.

Demonstracao:
Seja X/G o espago das orbitas de X.

Temos que
p: X — X/G

T T
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2 Cohomologia de Grupos Finitos: Grupos com Cohomologia Periddica

¢ recobrimento regular, e GG atua livremente em X como o grupo das transformagoes de
recobrimento (proposigao 1.2.5)
Agora, dado 7y € X/G, temos

p (@) = {reX;p(r)="m0}
= {zeX;T=7}
= {reX; zeG(x)}

Como a agao de G em X é livre, p~*(Tp) estd em correspondéncia 1-1 com G. Além disso,
a fibra p~!(Z,) é discreta e fechada ([15], pag.136). Suponhamos que p~'(Ty) seja infinita.
Como esta é compacta, pela propriedade de Bolzano-Weierstrass, tal fibra possui um ponto de
acumulacio que estd em p~1(Tp), o que é um absurdo, pois p~1(Ty) é discreta.

Deste modo, p~!(Ty) ¢ finita e, portanto, G é finito. [ |

Proposicao 2.1.2 O grupo com dois elementos Zy € o unico grupo nao trivial que atua

livremente em uma esfera de dimensdio par S .

Demonstracgao:

Sejam G um grupo atuando livremente em S?* e f, g # id

Como a agao é livre, temos que f nao tem pontos fixos e ainda, como f é um homeomorfismo,
temos f o f~! = id. Portanto deg(f).deg(f~!)=1 e assim deg(f)==+ 1.([20] pag 28) Mais ainda,

deg(f)=-1, visto que se deg(f)=1, entdo o nimero de Lefschetz

M) =D (=0 r(fi) = Y (=DM tr(fi) = (=1)°tr(fo) + (=) tr(far) =

ldeg(f) + (=1)*deg(f) =1+ (=1)* #0

pois (S%F71 = 0 U 1),

Isto que implica que f tem pontos fixos (Teorema 1.8.1).

Agora, deg(fo f)=deg(f).deg(f)=deg(f?)=1 ou seja, A(f?) # 0 e portanto f? tem ponto
fixo.

Como a acao é livre segue que f? = id.

Analogamente g% = id.

Assim, se deg(fo g)=1 entao A(fog) # 0 e assim fog=id, contudo f? = id = ¢*, concluimos
entdioque f=g 1= f1l=yg

Logo f = g e assim G = Zs,. |

Observagao 2.1.1 Seque da proposicao anterior que se G € um grupo nao trivial, G # Zs,

atuando livremente em uma esfera S™ entao m € impar.
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2.2 Resolucoes Periddicas via agoes livres em esferas

Proposicao 2.1.3 Seja X um G-complexo livre homeomorfo a uma esfera de dimensao impar
S2k=1 " Entio a acdo de G sobre Hop 1(X) = 7Z € trivial.

Demonstracao:
A aplicagao ¢, : X — X, dada por ¢,(z) = g -z, ¢ um homeomorfismo sem pontos fixos se

g # 1 (pois a G-agao sobre X é livre).
2%k—1

Seja Ay, = Z (—=1)"tr(py)«i 0 niimero de Lefschetz de ,, onde a aplicagdo
=0

(¢g)si + Hi(X) — Hy(X)

¢ induzida de ¢, no nivel i de homologia. Pelo Teorema 1.8.1, temos que A, = 0, ja que ¢,
nao tem pontos fixos se g # 1.
Por outro lado, como S?*~! é composta por uma 0-célula e uma (2k — 1)-célula (S*~! =

e® Ue?*~1) temos

2%—
Z tr (©g)si = tr(©g)eo — tr(@g)s2k—1
=0

ou seja, tr(@g)so — tr(@g)s2k—1 = 0.

Além disso, como X é conexo por caminhos segue que ¢, = id. Dal, tr(y,).0 = 1, pois
Hy(X) ~Z.

Deste modo, tr(¢g)«26—1 = 1 €, entdo, (¢g).26—1 = id, ja que Hop_1(X) >~ Z. Portanto, G

atua trivialmente em Hoy1(X). [

2.2 Resolucoes Periodicas via acoes livres em esferas

Veremos agora que, se um grupo finito G atua em uma esfera de dimenao impar podemos
construir, através dessa agao, uma resolucao projetiva de Z sobre ZG e assim obtermos uma

ferramenta para calcularmos a (co)homologia desse grupo.

Teorema 2.2.1 Seja X um G-complexo livre homeomorfo a uma esfera de dimensao impar
S?k=1 " Considere o complexo de cadeia celular aumentado de X, C,(X) — Z. Entdo, a
sequéncia

cos Oy (X) = o = Cy(X) D Co(X) ™5 O (X) P50+ Co(X) S Z 50

onden : Z = Hop_1(X) — Cop—1(X) € a inclusdo, é uma resolugdo livre de Z sobre ZG que €

periodica de periodo 2k.

Demonstracao:

A seqiiéncia

0— R Cop (X)) 22 L 0i(X) 2 (X)) 5 Z — 0
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2 Cohomologia de Grupos Finitos: Grupos com Cohomologia Periddica

onde n:Z — Coy—1(X) é ainclusdo, e C;(X) é o ZG-mdbdulo livre gerado pelas células de
dimensao i (uma em cada 6rbita de células), é exata.

De fato, consideremos a seqiiéncia abaixo

0 — Ker 8%_1 L) ng_l(X) % ces —> Cl(X) i) OO(X) i) 7, — 0

Temos que Oy, : Cop(X) = {0} — Co—_1(X) ¢ aplicagao nula (pois a dimensao é 2k — 1), e
HQkfl(X> ~ 7.

Agora,

Ker 0%_1
Hop 1(X) = ——F—
2k 1( ) Im 8%

Assim, Ker Oy_1 ~ 7.
Como H;(X) =0, para 0 < i < 2k — 1, temos Ker 0; = Im 0,41, para 0 < i < 2k — 1.

Co(X)

ere
Consideremos agora o diagrama

Mais ainda, ~ [me =7 (e:sobrejetora).

— X)) B o) =z — 0
Lag
0
Temos Ker 8 ColX)
er Oy 0
7~ Hy(X) = = .
0( ) Imal Im@l
Logo,

_OX) _ GW)
" Kere Imo,

Z

Como I'm 0, C Ker €, pois

n

a;(e(d1(07))) =0

i=1

G(al(z a;0;)) = E(Z a;(01(0})))

temos Im 0; = Ker ¢.

A partir da seqiiéncia dada anteriormente, obtemos uma resolucao livre de Z sobre Z(G, de

periodo 2k, do modo a seguir.

Vamos denotar C,(X) por C, e considerar o diagrama:

/N

¢ — Cl 4>CO4> 02]@‘714» st — ClHCOHZHO
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2.2 Resolucoes Periddicas via agoes livres em esferas

onde n : Z — Cy,—1(X) é a inclusdo, e C;(X) é o ZG-médulo livre gerado pelas células
de dimensao i (uma para cada érbita de células). Observe que a inclusdo n é possivel pois
Hop1(X) =7 é um ZG-médulo com a G-agao trivial.

Assim, construimos a seguinte seqiiéncia:

o oe Oak—1 €
-—>02k_1ﬁ---—>cl—>00n—>02k1—>'--—>CO—>Z—>O (*)

Ja vimos que I'm 0, = Ker ¢, além disso, Ker e = Ker (no¢€) (n : injetora) e Im (noe¢) =
Imn = Ker Oy—1 (¢ : sobrejetora).

Deste modo, (*) é uma resolucao livre de Z sobre ZG. n

Exemplo 2.2.1 Se G =<t >~ 7Z, ¢ um grupo ciclico finito de ordem n, entao:

Z, se i =0; Z, se 1 =0;
HAG,Z) = Zn, se 1€ Z’mpar; € H1<GaZ) - Zna se 1 ép(l?",'

0, se € par. 0, se © € impar.

Consideremos S vista como um CW -complexo com n vértices (que podem ser identificados

com as raizes n-ésimas da unidade) e n 1-células. Vamos denotar por vy, vy, ..., v,_1 08 vértices
e por ¢; = (v;,vi41) as I-células de S*, e definir a acio de G em S' por t* - v; = vy e
tk~ei:ek+i, k,i:O,...,n—l.

Temos que G atua em S* como o grupo de rotacoes e, tal acao permuta livremente as células.
Além disso, v; =t -vg e e; =t -ep, i =0,...,n, assim, existe uma unica érbita de 0-células e
uma tnica drbita de 1-células. Portanto, Co(S') ~ ZG ~ C1(S).

Deste modo, temos a seqiiéncia exata
0—ZG 557G 7 —0

Mas
Ker 0,

7~ H(S") = Tm 0,

= Ker 0.

Entao, obtemos a seqiiéncia exata
0—7Z 572G 72G—7—0

e, dai

NN Fe LNy Je BN e LNy fe RN fe SN SN

¢ uma resolugao livre de 7. sobre ZG.
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2 Cohomologia de Grupos Finitos: Grupos com Cohomologia Periddica

Agora, vamos determinar 01 e noe.
e Ji(eg) =v1—vg=t-vg—vg=(t—1) v
Logo, 01 € a multiplicacdo port — 1.
Se N=1+t+...+t", entio Ney gera H,(S') ~ Z.
Temos
7 ~ Hy(S") = Ker 0.

Além disso,

81(€0+t'€0+...+tn_1'60) = (1+t++t"‘1)81(60)
= (I+t+...+t"Ht—-1) v
= 0.

Portanto, eg+t-eqg+1t2-eg+ ... +t" 1 -ey € Ker 0.

tn_l

Agora, se x = ageg + a1t -eg+ ... + a1 -eg € Ker 0y, temos

@1(&060 + ...+ an_lt”_l . 60) =0 = (CLO +ait+ ...+ an_lt”_l)ﬁl(eo) =0

= (CLO + alt + ...+ an_lt”_l)(t — 1) Vg = 0
0 que nos dd:
(an,1 — ao)vo + ...+ (an,g — anl)tnil Vg = 0.

Mas, como Cy(X) € wum Z-mddulo livre que tem como base as

{vo,t-vg, ..., t" 1wy}, entio, ag =ay = ... = a,_1. Assim,
r=agleg+t-eg+...+t"" - ey) = agNey.
Portanto, Z ~ H,(S') = Ker 8; =< Neg >.
Como Im(n o e) = Kerdy, temos que (n o e)(vg) = Ney e, deste modo,

(noe)(1zg) = N. Logo, noe é a multiplicagio por N.

Assim, temos

n—1 n—1

a)e:ZéZtalqueEth’ Zm

=0
b) N : ZG — ZG dadaporN( )=(1+t+...+t"Ha

c) (t—1):2ZG — ZG tal que o — (t — 1)« (multip. por (t —1)).
sao homomorfismos de ZG-modulos e,

(1) € € epimorfismo
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2.2 Resolucoes Periddicas via agoes livres em esferas

(17) kere = Im(t—1) = kerN
(1ii) Ker(t—1) = ImN.

Conseqiientemente, obtemos a sequinte resolucao periodica, de periodo 2, de Z. sobre ZG':
t—1 N t—1 €
- — 272G — 212G — LG — LG — Z — (.

Vamos calcular H.(G; M) .

Tensorizando a resolucao por M, obtemos o complezxo:
26 @ M 26 @56 M 2D 26 @26 M 5 G @56 M~ 7. @56 M — 0.

Através dos isomorfismos ZGRzcM ~ M e 7 Q6 M ~ Mg, este complexo toma a sequinte

forma:
t—1 N t—1
— M — M — M — Mg—0
Dat,
Mg, sei=0;
. . — Kert—1 : 7 .
Hi(G; M) = ¢ Bl se i for dmpar;
KerN :
Tm(—1)7 5¢ 1 for par.

Em particular, no caso M =7 (com G-agdo trivial), temos que (t—1) =0 e N = n,Vr € Z.
Dai, Ker(t —1) =7, Im(t — 1) = {0} = KerN e ImN = nZ e, assim obtemos:

Z, se i =0;
Hi(G,Z) = Hi(Zy) = < Z,, se i for impar;
0, se i for par.
Analogamente calculamos a cohomologia de G.
Temos a seguinte aplicacao do exemplo anterior.

Proposicao 2.2.1 Seja G um grupo finito. Se Y é um K(G,1)-complezo entio Y nao tem

dimensao finita. Em particular, Y ndo pode ser variedade.

Demonstracao:
Como G ¢ finito, existe um subgrupo ciclico finito H ~ Z,, de G.

Suponhamos que Y é um K (G, 1)-complexo de dimensao finita m. O complexo de cadeia

celular aumentado do recobrimento universal Y de Y:
C.(Y): 00— Cp(Y) — - — C1(Y) 2 Co(Y) =5 Z — 0
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2 Cohomologia de Grupos Finitos: Grupos com Cohomologia Periddica

¢ uma resolugao livre de Z sobre ZG.

Como C é uma resolugao projetiva de Z sobre ZG, e H é um subgrupo de G, entao C é
também uma resolugao projetiva de Z sobre ZH (ver Lema 1.4.1).

Logo Hy(H) = Hy(Z @z C.(Y)) = 0 se k > m, o que é um absurdo pelo exemplo 2.2.1.

Portanto Y nao pode ter dimensao finita e assim, Y nao pode ser variedade. [ |

2.3 Cohomologia de Tate

A homologia e a cohomologia de um grupo sao usualmente pensadas com tendo propriedades
duais uma da outra. No caso do grupo ser finito, mais que propriedades duais, a
homologia e a cohomologia tem propriedades bastante similares. Tate descobriu uma maneira
ingénua de explorar essas similaridades entre H.(G) e H*(G) para G finito. A saber, ele
mostrou que existe um quociente H° de H® e um subgrupo Hy de Hy tal que a sequéncia
...H,, H,, Hy, H°, H' H?, ... forme uma teoria (unificada) de cohomologia, denotada por
H *, denominada Cohomologia de Tate. Nesta seccao apresentamos um pequeno resumo dessa
teoria e algumas de suas propriedades.

Sejam G = {1 = t¢, 11, .., t,—1} um grupo finito de ordem n e M um ZG-médulo.

n—1

Considere a aplicacdo N : M — M dada por N(m) = (Y t;)m para todo m € M.
i=0

Considere também os conjuntos

Mg=M/<gm—mlge G,meM> e M= {me M|gm =m,VYg € G}.

Proposicao 2.3.1 Com as notagoes anteriores, para todo g € G e m € M temos N(gm) =
N(m). Assim temos induzido um homomorfismo de grupos abelianos N : Mg — M definido
por N(@) = N(u), m € Mg.

Demonstragao:

Seja g € G, aplicagao ¢, : G — G definida por ¢,(t;) = t;g para i =0,..,n — 1 é bijetora.
Logo para cada i = 0,..,n — 1 existe um tnico k tal que t;g = t, e para cada k =0,..,n — 1,
existe um unico i tal que t;g = t%.

Assim para cadage Gem e M

Nigm) = 3 tilgm) = _(tghm = (3 teJm = N(m)

Agora considere N : Mg — M definido por N(u) = N(u). N estd bem definida, pois

S
1= 2:>x1—x2€<gm—m|g€G,m€M>:>x1—x2:an(gmj—mj):>
=0
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2.3 Cohomologia de Tate

Definicao 2.3.1 A aplicagio N : Mg — MS% dada por N(@) = N(u) é chamada de

aplicacao norma.

Definicao 2.3.2 Sejam G um gupo finito e M um ZG-mdédulo. A Cohomologia de Tate de G

com coeficientes em M ¢é dada por
]/-\Ii(G,M) = H'(G,M) para i > 0;
H(G,M) = cokerN;
HYG,M) = kerN e
ﬁli(G,M) = H ;, 1(G,M) para i< —1,

onde N : Mg — MC é a aplicacdo norma.

Exemplo 2.3.1 Se G é um grupo finito entao ﬁO(G,Z) = Zy, onde n = |G)|.

[y

De fato, como a agdo de G € livre, temos N : Z — 7 com N(r) = (Y t;)r = nr. Assim

i

Il
o

H°(G,Z) = cokerN = Z/ImN = Z/nZ = L,.

A cohomologia de Tate pode ser definida também como a seguir:

Seja G um grupo finito. Uma resolucao completa de G é um complexo aciclico I = (F})iez
de ZG- médulos projetivos, junto com uma aplicagao € : Fy — Z tal que ¢ : F, — 7Z é uma
resolucao no sentido usual, com F = (F});>o.

Uma maneira de obter uma resolugao completa de G é: considere uma resolucao ¢ : F' — Z
de Z sobre ZG. Tomemos o dual de ¢ : F' — Z adotando F_; = Hom(F;_1,Z) para i > 0, isto

~

nos fornece a seguinte resolugao projetiva contréaria n : Z — F.

0—Z2Z—F,— F-2— ..
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2 Cohomologia de Grupos Finitos: Grupos com Cohomologia Periddica

Ao unirmos € : F' — Z com sua dual n : Z — F obtemos uma resolucao completa de G.

/N

Fov —p— R F Fo—"F, > F3g——
Dai a cohomologia de Tate de um grupo finito G com coeficientes em um G-médulo M é

definida como
H*(G,M) = H* (Homg(F, M))

onde F é uma resolucao completa de G.

Observacao 2.3.1 Se G ¢ finito entdo existe uma resolucdao completa de 7. sobre ZG de
tipo finito, isto €, na qual os modulos projetivos E sao todos finitamente generados (ver [3],
Proposi¢ao VI.3.5). Seque entao que os grupos ﬁi(G, Z) sao finitamente gerados. Por outro

lado, eles sao anulados por |G| ([3]) e dai eles sao finitos.

Propriedades da Cohomologia de Tate

1) (Dimensao Shifting) Observamos que existe um processo de deslocamento de dimensoes para
a Cohomologia de Tate, ou seja: Dado um G-moédulo M é possivel encontrar G-médulos K e

C (como em 1.10) tais que
H{(G, M)~ H™G,K) e H(G,M) ~ H (G, C)

para todo i em Z.([3] VL5.)
2) (Produto Cup)

Existe um produto cup na cohomologia de Tate,

H?(G, M) ® HY(G,N) — H""(G,M ® N)
uRQUr—ulJov
com propriedades similares as propriedades do produto cup para cohomologia ordinaria
H*(G,Z) (ver 1.9). Por exemplo, o produto cup tem elemento identidade 1 € Z/|G|Z =
H(G,Z) e é associativo (v Uv) Uw = uwU (v Uw)). Assim H*(G,Z) é um anel graduado
com identidade. Além disso H*(G, M) ¢ um médulo sobre H*(G,Z) para todo M.

3) Para i € Z, considere o produto cup

H(G,Z)® H(G,Z) — H(G,Z) = Z)|G|Z

URQUrH— uUJv
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2.3 Cohomologia de Tate

Entao existe um isomorfismo
p: H'(G,2) — Hom(H (G, Z),Z/|G|Z)
definido por p(u)(v) = uwUv para v € ]?I*"(G, Z)(ver [3] Teorema VI.7.4).

Observagao 2.3.2 Considere o Z-mddulo Q/Z, temos que para cadan € N, n > 1, o elemento
% +7Z em Q/7Z gera um subgrupo que € isomorfo a Z,. Assim Z, ~n"'Z|7 — Q/Z.

Além disso, se A € um grupo abeliano tal que nA =0 para algum n > 0 entao
Hom(A,Q/Z) ~ Hom(A,n'Z/7Z) ~ Hom(A, Z,)
Se A é finito, Hom(A, Z,) ~ A. Seque entdo da propriedade (3) que existe um isomorfismo
p: H(G,Z) — H(G,Z)
para todo i € 7.

Proposigao 2.3.2 Seja G um grupo finito tal que H™ (G, Z) # 0 para algum m > 1, e seja

p um primo que divide a ordem de H™ (G, Z). Entao a cohomologia H™(G,Z,) € ndo trivial.

Demonstracao:

Pelo corolario 1.11.4, temos
H™(G,Z) = parte livre de (H,,.1(G,Z))® parte de torgao (H,,(G,Z)) (*)

Como G é um grupo finito, pela observacao 2.3.1, a Z-homologia de G é um grupo de torg¢ao
em dimensoes maiores que zero, ie, H,,(G,Z)= parte de tor¢ao (H,,(G,Z)) e a parte livre de
(Hn(G,Z)) é igual a {0}. Assim, por (*) temos que H,,(G,Z) = H™(G,Z). Pelo Teorema
1.11.1 temos que a sequéncia

0 — Ext(H,,-1(G,2),2,) — H™(G,Z,) — Hom(H,,(G,Z),Z,) — 0
¢ exata e cinde. Logo
H™(G,Z,) = Hom(H,,(G,Z),Z,) ® Ext(H,,—1(G,Z),Z,)

Como p divide a ordem de H™(G,Z), existe um subgrupo F de H™™(G,Z) tal que
F =7,

Entretanto, H,,(G,Z) = H™(G,Z) e assim existe um subgrupo H de H,,(G,Z) tal que
H=~F, ie, H=~1Z,
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2 Cohomologia de Grupos Finitos: Grupos com Cohomologia Periddica

Agora seja i : Z, — H,(G,Z) a inclusdo. Entao i induz uma aplicagdo iy
Hom(H,,(G,Z),Z,) — Hom(Z,,Z,), que é sobrejetora.

Porém Hom(Z,,Z,) =~ Z,. De fato, a aplicagao ¢ : Hom(Z,, Z,) — Z, tal que ¥(f) = f(1)
¢ um isomorfismo.

Portanto Hom(H,,(G,Z),Z,) possui um somando isomorfo a Z,. Assim H™(G,Z,) é nao

trivial. ]
Exemplo 2.3.2 Se G = Z, e p é um primo que divide r entao, para todo m impar,
H™G,Z,) #0.

De fato, pelo exemplo 2.2.1, H""(G,Z) = Z,. Como p divide r, pela proposicio anterior,
H™G,Z,) # 0. Observe que H™(G,Z) € trivial, pelo exemplo 2.2.1.

2.4 Grupos com Cohomologia Periddica

Definigcao 2.4.1 Um grupo finito G tem cohomologia periddica se para algum d # 0 existe

um elemento u € ]/-\Id(G, Z) que € invertivel no anel ﬁ*(G, Z).

Assim o produto cup com u nos da o isomorfismo de periodicidade

wU—: H(G, M) = H™G, M) (%)

para todo n € Z e todo G-moédulo M.

De fato

i) Se ulUwv; = uUwy uz;l U] = vy, portanto u U — é injetora.

ii) Seja 2 € H"(G, M), existe v = v Uz € HG,M) tal que uUv = z, pois
u=t € H-4(G, M). Assim u U — é sobrejetora.

Em particular, tomando n = 0 e M = Z, temos que ﬁd(G,Z) ~ Z/|G|.Z e que u gera
HYG, 7).

Se sabemos que um grupo G tem cohomologia peridédica, entao a tarefa de computar i (@)
se torna bem mais simples. Assim € interessante termos um critério para decidir quando G tem

cohomologia periédica.

Teorema 2.4.1 As sequintes condicoes sao equivalentes:

(i) G tem cohomologia periddica.

(ii) Ezistem inteiros n e d, com d # 0, tais que H"(G,M) ~ H"(G, M) para todo
G-mddulo M.

(iii) Para algum d # 0, HYG,Z) ~ Z)|G|.Z.

(iv) Para algum d # 0, HY(G,Z) contém um elemento u de ordem |G|,
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2.4 Grupos com Cohomologia Periddica

Demonstracgao:

(i) = (it) segue direto de (*).

Se (ii) é verdadeiro entdo,pela técnica de deslocamento de dimensdes (dimension-shifting),
temos que ﬁ]k(G, N) ~ ]TI“d(G, N), para todo k € Z e todo G-mdédulo N . De fato

Se existem inteiros n e d, com d # 0, tais que }AI”(G, M)~ f["*d(G, M) para todo G-médulo,

entao pelo deslocamento de dimensao temos
HY(G,N)~ ...~ H*(G,M) ~ H""(G, M) ~ .... ~ H**%(G, N)

entao vale pra todo k € Z e todo N G-modulo.

Tomando k =0 e N = Z, nés obtemos (iii).

(iii) = (iv) Segue direto de d # 0, HY(G, Z) ~ Zjg|-

(iv) = (i) Seja u € HY(G,Z) tal que ordem de u é |G|. Entdo o subgrupo Zu de H(G,Z)
é isomorfo a Zig ~ |G| 'Z/Z.

Considere f : Zu — |G|7'Z)Z C Q/Z tal que f(u) = |—é| +Z=1€Zpg.

Como Q/Z é um Z-médulo injetivo (ver [3] pag 65), existe uma extensao de f:
F:0%G,Z) — Q/Z

tal que f(u) =1 ¢€ YAlER
Mas pela observacio 2.3.2 H{(G,Z) & H-4(G,Z). Assim existe v € H-4(G,Z), v = p(u)
com ordem |G|. Considerando a aplicagao dada pelo produto cup
HY(G,2) = H°(G.Z) = Ty — Q/Z.

segue que f(u) = vwUwv =u.v. Daf temos u.v =1 € Zg| e assim u é invertivel.

Da definicao 2.4.1, segue que G tem cohomologia periddica. [

Exemplo 2.4.1 Se G € um grupo finito que atua livremente em um CW-complexo X

homeomorfo a uma esfera de dimensdio impar S*~'entdo G tem cohomologia periddica.

De fato, pelo Teorema 2.2.1, G admite uma resolugao periddica de periodo d = 2k e assim,

a condi¢ao (ii) do teorema anterior € verdadeira logo G tem cohomologia periddica.

Lema 2.4.1 Sejam G um grupo finito atuando livremente em S*™ ' e p um primo que divide
a ordem de G. Entdo a cohomologia H'(G,Z,) contém Z, como um somando para i = 2n + 1

el =2n+ 2.

Demonstragao:
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2 Cohomologia de Grupos Finitos: Grupos com Cohomologia Periddica

Pelo Teorema 2.4.1 temos que H*"**(G,Z) ~ Zg), o grupo ciclico de ordem |G|. Como G ¢é
um grupo finito, pela observagao 2.3.1 a Z-homologia de G ¢ um grupo de tor¢gao em dimensoes
maiores que zero, isto é, H;(G,Z)= parte de tor¢ao (H;(G,Z)) e a parte livre de (H;(G,7Z)) é
igual a {0}.

Pelo corolario 1.11.4, temos

Zic ~ H* (G, Z) = parte livre de (Han12(G, Z))® parte de torgao
(H2n+l(G> Z)) - H2n+1(G7 Z)

Pelo corolario 1.11.2, temos

H> NG, Z,) = Hom(Hyn 1 (G, Z),Z,) ® Ext(Ho,(G,Z),Z,)

H (G, Z,) = Hom(Han, (G, Z), Z,) ® Ext(He,1(G, Z),Z,)

Como p divide |G|, entao H****(G, Z,)) possui um somando direto que é Ext(Zg|, Zy) ~ Z,
(ver [12] 3.1) e H*""(G,Z,) tem um somando direto que é Hom(Z,Z,) = Z,. Logo o

resultado segue. [
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CAPITULO

3

Zyp-coincidencias para aplicagoes de esferas em

CW-complexos

Este capitulo tem como referéncia o artigo [9], que estudamos em detalhes.
O resultado principal estudado aqui é que toda aplicagdo de uma esfera (2n+1)-
dimensional em um CW-complexo finito, k-dimensional e conexo, possui uma Z,-

coincidéncia se p é um primo (p > 2) e 2n + 1 > pk.

3.1 Z,-coincidencias e algumas propriedades

Considere S?"*1 a esfera de dimensao 2n+1 no (n+1)-espaco complexo C*™!. Sejam m > 1 um

inteiro e T : §?"*1 — §27*1 yma transformacao definida por

2mi/m 2mi/m 2mi/m
T(z0, 21, .., 2n) = (€ ™ 0, €M e /zn)

n
onde zg, z1, ..., 2, Sa0 nimeros complexos com E \zl|2 =1.
i=0
Temos que G = {T° = id, T,T?,..., T '} ~ Z,, (operacao composi¢ao) e G atua livremente

em S2n+1 .



3 Zy-coincidéncias para aplicacoes de esferas em CW-complexos

Exemplo 3.1.1 Vejamos um caso particular da a¢ao anterior. Considere m = 3 e n = 0.

Temos entdo T : S* — St definida por T(z) = €5 2y com || = 1.

2ni3

ah
N

43

A transformacao rotaciona o ponto zy em um angulo de %"
Assim, G = {T° = id, T, T?} com a operagdo composi¢cdo é um grupo isomorfo a Zs e define
uma acao em S* dada por
G xS — gt

(T%,2) — T%(2)

Temos também que a acdo de G em S' € livre, pois TF(2) = z se, e somente se, k = 0.

Definicao 3.1.1 O espaco de orbitas S = S* ) € chamado de espaco de lens e ¢é

denotado por L2"1.

Definicao 3.1.2 Seja Y um espaco topoldgico. Dizemos que uma aplicagio f : St —
Y possui uma Z,,-coincidéncia se exite um ponto x € S*"™! tal que f(z) = f(T(z)) =
f(T*(z)) = ... = f(T™ (). Isto é, f aplica uma drbita da agdo de G em S**1 em um tnico

ponto.

Exemplo 3.1.2 Seja G = Zo, o Teorema de Borsuk-Ulam afirma que toda aplicacao f :

Sl s R com 2n + 1 > k, possui uma Zy-coincidéncia.

Considere G um grupo finito atuando livremente em um espaco X, e um ponto fixo xg € X.
Seja X o espaco quociente de X por G, e Ty = px(7g), onde py : X — X é a aplicacio
quociente. Da teoria de espagos de recobrimento, temos que (X,py) é um recobrimento
regular de X. Assim dado [3] € m (X, %), seja a : [ = [0,1] — X o tnico levantamento de 3
comegando em zy ((0) = zp).

Como a fibra py'(Tg) = Grg = {970 | g € G} é a 6rbita do elemento z, pela agio de G,

entdo a(1) € py'(Tp) e assim a(1) = gzo para um tnico g € G (pois a acdo é livre).
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3.1 Z,-coincidéncias e algumas propriedades
I _f,_ré—\ .

Lema 3.1.1 Com as notagdes anteriores, seja Vx : 7 (X,Ty) — G dado por ¥x([5]) = g.

Entao Vx estd bem definido e é um homomorfismo.

Demonstracao:

Sejam [B1], [B2] € m1 (X, Tp) e considere a e ay os levantamentos de 3; e 35, respectivamente,
ambos comecando em z.

Mostremos que ¥y estd bem definida.

De fato, [(1] = [32] = [px 0 a1] = [px 0 o] = px 0 a1 ~ px © az.

Pelo Teorema 1.2.2 a3 ~ ag e a1(1) = ap(1) e deste modo Wy ([31]) = ¥x([52]).

Seja agora Ux ([31]) = g1 e Ux([fFa]) = g2 onde a;(1) = g1x0 € (1) = goo.

Seja o, um caminho em X dado por a5(t) = gras(t).

Assim a4(0) = g1an(0) = g1xg = a1(1) e ah(1) = gras(l) = g1g2x9. Podemos definir o
produto o * a,.

Temos que px o ab, = f. De fato:

px © ay(t) = px(graa(t)) = px(aa(t)) = Bo(t)

Deste modo px o (a1 * ) = px 0 ay * px 0 oy = [y % Ba. Logo ay * afy é o levantamento de

1 * Bo comecando em xy. Assim oy x ab(1) = o4 (1) = g1g279, 0 que implica que
5 2 2 919

Ux([6][6a]) = Wx([B1 * Ba]) = 9192 = Wx ([61]) Wx ([B2])

Portanto ¥y é homomorfismo. [ |
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3 Zy-coincidéncias para aplicacoes de esferas em CW-complexos

Lema 3.1.2 Sejam X e Y espacos conexos por caminhos e suponhamos G um grupo finito
atuando livremente em X e Y. Seja f : X — Y uma aplicagdo equivariante e denotamos por

f:X —Y a aplicagio induzida dada por f(T) = f(x) = py(f(x)). Entio no diagrama

0 n(X,z) —2 L (Xwm) — . @ .
[ fe 1d
" — )\
0wV —P o Tw) LA .

0s quadrados sao comutativos e as sequéncias horizontais sao exatas.

Demonstragao:

Vamos dividir a demonstracao em partes:

(1) Uy : 7 (X,Tp) — G é um epimorfismo. De fato, seja h € G.

Assim hzq € p_}l (Tg) € X. Como X é conexo por caminhos, existe um caminho f entre x
e hxg

Temos que [px o f] € m(X,T) e Ux([px o f]) = h.

Portanto Wy é sobrejetora.

(2) (px)s : m (X, 20) — m(Y, Tp) € injetora.

De fato, sejam [B1], [B2] € m1 (X, zo) com (px)«([£1]) = (px)«([52])-

Assim [px o 1] = [px © 32] = px 0 B1 ~ px o 2 (lacos homotdpicos em X). Pelo Teorema
1.2.2 temos que (3; ~ (B, (lagos homotdpicos em X)), logo [f1] = [Fa].

Portanto (px). ¢ injetora.

(3) Im(px )« = ker¥x.

De fato, seja [3] € kerVUx, assim ¥x([5]) = 1.

Considere « o levantamento de [ comeg¢ando em xy. Como Vx ([3]) = 1 entdo o(1) = lzg =
xo. Logo av é um lago em X, e deste modo [a] € m (X, z0) e px o v = 3.

Temos entao que (px).([a]) = [px o o] = [B] € Im(px)..

Portanto ker¥x C Im(px). ().

Considere agora v € I'm(px ), assim existe [0] € m1(X, o) tal que (px).([0]) = [y]. Portanto
[px o0l =] = pxol~r.

Seja 61 o levantamento de v comecando em xy. Temos entao px oy = v ~ px o . Como
6(0) = zo = 61(0), pelo Teorema 1.2.2; temos que 6 ~ 6, e 6(1) = 61(1).

Do fato que 6 é um lago , temos que (1) = 01(1) = xo, e assim Ux([7]) = 1.

Portanto [y] € kerUy e assim Im(px). C ker¥x  (ii).
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3.1 Z,-coincidéncias e algumas propriedades

De (i) e (ii) temos que Im(px). = kerUx
Por (1), (2) e (3), temos que as sequéncias horizontais do diagrama sao exatas.

(4) (PY)* ofi= 7* © (PX)*-

De fato, seja [a] € (X, x¢), assim

((py)« o f([ed) = (pv)«(fu(la])) = (py)«([f o o) = [py o foa]

(f. 0o (px))([e]) = f.((px)s([o]) = Fullpx 0 al) = [f o px 0 0]

Considere agora € X, temos que (o px)(x) = F(px(x)) = F(®) = T = pr(f()) =
(py o f)(z).
Logo [py o foa] = [fopx ol e assim (py)s o0 fi, = 7* o (Px)«-

(5) I[doUyx =Ty of,.

De fato, seja [3] € 71(X,%g). Considere a o levantamento de 3 comecando em xg, assim
Ux([8]) = g onde a(1) = guy.

Temos que f o« é o levantamento de py o f o a comecando em yo = f(xg).

Assim (foa)(1) = f(a(1)) = f(gzo) = gf(xo) = gyo (f é equivariante).

Logo Uy ([py o foa]) =g.

Deste modo

(IdoWx)([A]) = 1d(Vx([A])) = 1d(g) = g €
(Ty o L([B]) = Ty (£.(18]) = Ty ([f 0 B]) = Uy ([fopx 0 a]) = Uy (lpy o foa]) = g

Portanto Ido Wy = Wy o f,.

De (4) e (5) temos que os retangulos do diagrama sado comutativos. [

Lema 3.1.3 Se X ¢é um espago conexo por caminhos, entdo Hom(Hy(X,Z),Z,) =~
Hom(m(X),Zy).

Demonstracao:
Se X é um espago conexo por caminhos, pelo Teorema de Hurewicz (ver [12]), existe um
epimorfismo p : m(X) — H(X;Z) = % (H1(X;7Z) é m(X) abelianizado), com

kerp = [m1(X), m(X)]. Assim temos uma aplicac¢do
0 : Hom(H\(X,Z),Z,) — Hom(m(X),Z,)
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3 Zy-coincidéncias para aplicacoes de esferas em CW-complexos

definido por 6(¢)) = 1 o p.

H(X,Z)

Mostremos que 6 é um isomorfismo.

(i) 0 é injetora.

Considere ¢, € Hom(H,(X,Z),Z,), com 0(p) = 6(¢).

Assim pop =1 op.

Seja @ € Hy(X,Z). Como p é um epimorfismo, entao existe [a] € m (X) tal que p([a]) = @.

Assim p(@) = ¢(p([a])) = (g o p)([e]) = (¥ o p)([a]) = P(p([e])) = ¥ (@), logo ¢ = 1.

(ii) 6 é sobrejetora.

Seja ¢ € Hom(m(X),Z,). Definimos ¢ : Hy(X,Z) — Z, por ¥(@) = ¢([a]), onde
& = p(Ja]). Assim () = b op = .

Vamos mostrar que ¢ € Hom(H,(X,Z),Z,).

(ii)(a) ¢ estd bem definida.
Sejam @, 3 € H,(X), tais que @ = 3. Portanto

a= 3= p(la]) =p((8]) = [a].[8] " € kerp = [m1(X), m(X))]

Deste modo [a].[5]7! = H (aiba; 1o, )" € [ (X), m(X)], e

o([al.1817) = T lasbia; "6y

=1

Como Z, ¢ abeliano temos que ([a].[3] ') = 1 o que implica que ¢([a]) = ¢([F]). Portanto

v(@) = ¢([al) = ¢([8]) = v(B).
Logo 1 esta bem definida.

(ii)(b) ¢ é um homomorfismo.
Sejam @, 3 € H,(X), entdo



3.1 Z,-coincidéncias e algumas propriedades

Assim ¥(@.7) = ¥(@).1(5).
Portanto 6 é sobrejetora.

(iii) @ é homomorfismo.
Considere ¢, € Hom(H(X,Z),Z,),

Oo+v)=(p+v)op=gpop+ipop=10(p)+0()

Portanto 8§ é homomorfismo. [ |

Finalizando essa se¢ao vamos recordar a definicao do homomorfismo de Bockstein e alguns

resultados relacionados.

Considere
0—G—F—Il—0 (%)

uma sequéncia exata de grupos abelianos.
Se X é um CW-complexo, seu complexo de co-cadeias, com respeito aos grupos acima, forma

uma sequéncia exata em cada nivel, e temos assim a sequéncia exata de homologia
. — H"(X,G) — H"(X,E) — H"(X,1I) - H"Y(X,G) — ...

Definicao 3.1.3 O homomorfismo conexdo  é chamado de homomorfismo de Bockstein

ou operador de Bockstein associado a sequéncia exata curta (*).([21] V.8.1 ou [12] 3.E)

Observacao 3.1.1 Estamos interessados principalmente no homomorfismo de Bockstein 3 :
H™(X,Z,) — H" (X, Z,,) associado & sequéncia de coeficientes 0 — Zy —— Zpp> —

L, — 0, especialmente quando m € impar.
O resultado a seguir pode ser encontrado em [21] I1.7.(7.8 e 7.9).

Teorema 3.1.1 Sejam p um nidmero primo, u um gerador de Hl(LZ%”H, Zy) e v = [(u), onde
B € o homomorfismo de Bockstein. Entao:
(a) A Zy-homologia e a Z,-cohomologia de L2"*' sio dadas por

Hq(Lf;”“, Z,) = Hq(Lf,”“, 7

D) ~Z,  (0<q<2n+2).

(b) O homomorfismo de Bockstein § : H*~' (L2 Z,) — H*(L2""Z,) € um
isomorfismo para 0 < g < n.
(c) A aplicagio uU — : H**(L2", Z,) — H*" Y (L2"H Z,) € nao trivial.

(d) (B(u)" #0 e (B(u)"™ =0 (multiplicacao dada pelo produto cup).
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3 Zy-coincidéncias para aplicacoes de esferas em CW-complexos

Demonstragao: [21] I1.7.8. |

3.2 Um Critério de Z,-coincidéncia para Aplicagoes de Esferas em

CW-complexos

O objetivo desta se¢ao é apresentar em detalhes a demonstracao do resultado principal do artigo

[9]-

Seja Y um CW-complexo k-dimensional. Considere o produto cartesiano de p-copias de Y:

P P
HY =Y x..xYeA={(r1,29,..,7,) € HY| T1 =Ty = ... = x,} a diagonal.
1 , , 1
Definimos H : HY — HY por H(xy,xa,...,xp) = (T2, 23, ..., Tp, x1). Entdo G = {id =
1 1

p

H° H, H? .. HP"'} ~ Z, e temos definida uma Z,-agdo em HY por Hiy = Hi(y), j =
1

0,1,..,p—1.

Podemos obter um subcomplexo Y* de Y de forma que a agao de G em Y™ seja livre.
P
Considere Y* = H Y* — A. Se p é primo a acao de G em Y* é livre. Essa acdo pode nao ser

1
livre se p nao for primo (ver exemplo abaixo).

Exemplo 3.2.1 Considere F = {H° = id, H,H?, .., H}, temos que F é um grupo com a
operacao composicao e F >~ Zyq.

P
A acdo de F em HY ¢ dada por
1

(H, (21, ...,29)) — H’(x1, ..., 79)

73 _
Assim H*(x1, ..., T9) = (T4, Ts, T, T7, Tg, T, T1, T2, T3).

Observe que s€ r1 = Ty = L7, Tog = Ty = Xg € T3 = Tg — Tg9 COM T1 7& D) 7é T3 entao
p
(1, ...,x9) €EY* = HY — A e H3(zy, ..., z9) = (71, ..., Tg).
1
Portanto para p =9 a acao de F em Y™ nao € livre.
Observacao 3.2.1 Observamos que a acdao do exemplo acima deixa de ser livre pois

consequimos formar blocos de elementos iguais. Fsses blocos sao dados sequndo a fatoragao

de p, logo se p for primo estes blocos nao existem e a ac¢ao € livre.
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3.2 Um Critério de Z,-coincidéncia para Aplicacoes de Esferas em CW-complexos

Teorema 3.2.1 Seja Y um CW-complexo, k-dimensional, finito e conexo. Se 2n + 1 > pk

onde p € um primo impar entdo toda aplicagao f : S*"*t — 'Y possui uma Z,-coincidéncia.

Demonstracao:
Vamos provar por contradicao. Suponha que f : S?"*! — Y seja uma aplicacao sem

Z,-coincidencias, com p primo impar e 2n + 1 > pk.

Vamos construir algumas aplicacoes.

Primeiramente podemos definir uma aplicagao F : S*"*1 — Y* dada por F(z) =

(f (@), (T (@)), f(T*(x)), ... F(TP7(2)))-

Afirmamos que F é Z,-equivariante.
De fato, considere a agao de Z, em S?"! dada pela aplicacdo T e a agao de Z, em Y* dada
pela aplicacao H definidas anteriormente.

Sejam k € Z, e x € St assim
F(kz) = F(T"(x)) = (f(T*(2)), f(T*"}(2)), ..., F(T*P7(x))) =

= H*(f(2), [(T(x)), ... [(T""(x))) = H(F(x)) = kF(x)
Portanto F'(kz) = kF(x).

A aplicacdo F induz a aplicacio F : Lg”“ — Y* nos espacos de érbitas dados pela acdo
de Z,.

Temos entdo o homomorfismo induzido (F), : m (L") — m(Y*) que induz
o homomorfismo T' : Hom(m(Y*),Z,) — Hom(m(L2"™),Z,) transposto de (F),
mi(Ly") — m(Y™), isto 6 D(¢) = o (F),

T (Lgn+1 )
(F). ['(y)
¥ —L 2 1z,

Temos também os epimorfismos naturais ¢; : H(Y*,Z,) — Hom(H,(Y*,Z),Z,) e
92+ HY(L;" Z,) — Hom(H\(L2**',Z),7Z,) dados pelo coroldrio 1.11.1 e mais ainda g,

¢ um isomorfismo.

Além disso, S?"*!1 é conexo por caminhos e uma vez que p > 3, Y* também é conexos

por caminhos. Logo seus espacos de orbitas Lf,"“ e Y* também sao conexos por caminhos.
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3 Zy-coincidéncias para aplicacoes de esferas em CW-complexos

Portanto, pelo lema 3.1.3 temos os isomorfismos naturais

0, : Hom(H,(Y*,Z),Z,) — Hom(m (Y*),Z,)

0y : Hom(H\(L2", Z), Z,,) — Hom(m (L2"*"), Zy)
Identificando cada laco com um 1-simplexo singular e usando a definicao dos homomorfismos
T, g1, ga, 01 € B, e dos homomorfismos induzidos em cohomologia, temos que F* : H(Y*, Z,) —>
H* (L2, Z,) pode ser fatorado como F* = g;'6; ' T g1.

Pelo lema 3.1.2, temos o diagrama comutativo abaixo com linhas exatas

vy

0 (L2 Z, — 0
(F). 1
ny) P sy L oz

que implica que ¥y o (F), é um isomorfismo.

Deste modo temos que I' é sobrejetora. De fato:

Seja ¢ € Hom(m (L2"™),Z,), temos que @ o (V3 0 (F),)™ o ¥y € Hom(m(Y*),Z,) e
T(po(Uyo(F)) oWy =go(¥yo(F),)oU,o(F), =¢.

Como F* = g,'0,'T6,g, entdo F* também é sobrejetora.

Considere agora d; um elemento nao nulo de H'(L;"*',7Z,) = 7, (Teorema 3.1.1) e seja
g H' (L2, Z,) — H*(L2"*', Zy,) o homomorfismo de Bockstein .

Pelo Teorema 3.1.1 (c) e (d), o elemento dy(5(dy))" = dy U B(d1) U...UB(dy) é um elemento
nao nulo de H*"+!(L2"*" Z,) = Z,, (Teorema 3.1.1 (a)).

Como F* é sobrejetora, existe ¢; € H'(Y*,Z,) tal que F*(c;) = d;.

Considere o homomorfismo de Bockstein 3 : H'(Y*,Z,) — H?*(Y*,Z,). Desde que 3 é

um homomorfismo conexao, temos o seguinte diagrama comutativo:

HYY*Z,) HY (L2 Z,)
o4 5
HA(Y™,Z,) - HX(I27,)

Assim 3o F* = F* o 3. Temos entdo F*(3'(c1)) = B(F*(c1)) = B(dy).
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3.2 Um Critério de Z,-coincidéncia para Aplicacoes de Esferas em CW-complexos

Considere F* : H*"Y(Y*, Z,) — H**™(L2"+!,Z,). Usando a propriedade do produto cup
dada em [16] pag 174, temos

F*(er(B(e))") = F*(ea U (e) U .. U (ar)) =
=F () UF (B (c1) U... UF*(B(c1)) =

=diUB(di) U...UB(dr) = di(B(d1))" #0

Dai ¢;(3(c1))" é um elemento nio nulo de H*"*1(Y* Z,).
A contradicdo segue do fato que esta tltima cohomologia é nula pois dim Y* < dim Y* <
pk < 2n 4+ 1. [ |
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CAPITULO

4

G-coincidencias para aplicacoes de esferas de

homotopia em CW-complexos

Neste capitulo apresentamos uma generalizacao do resultado apresentado no
capitulo anterior. A principal referéncia para esse capitulo é o artigo [10]. Para
o detalhamento da demonstracao do resultado principal necessitaremos de alguns

resultados preliminares sobre espacos classificantes e homomorfismo transfer.

4.1 Fibrados e Espacos Classificantes
Os resultados e as definigoes desta segdo podem ser encontrados em [5] e [1].

Definicao 4.1.1 Seja G um grupo topolégico atuando efetivamente em um espaco X, ou
seja o homomorfismo G — Homeo(X) € injetor. Um fibrado E sobre B com fibra X e
estrutura de grupo G € uma aplicacao p : E — B junto com uma colecao de homeomorfismos

{p:UxX — p Y (U)}, onde U sao abertos em B (p é chamada de carta sobre U), tais que:

(1)0O diagrama

UxX —— U

e
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4 G-coincidéncias para aplicacoes de esferas de homotopia em CW-complexos

(2)Cada ponto de B possui um vizinhanga sobre a qual existe um carta.

(8)Se ¢ € uma carta sobre U e V. C U € aberto, entao a restri¢io de ¢ a V é uma carta
sobre V.

(4)Para quaisquer duas cartas ¢, " sobre U, existe uma aplicagao continua 0, : U — G

tal que
' (u, x) = (U, b0 (u) )

para todo w € U e todo v € X. A aplicagdo 0, € chamada de fun¢do transi¢io para ¢, ¢’

(5)A colegao de cartas é mazximal entre as colegoes satisfazendo as condi¢oes anteriores.

A terminologia usual é chamar B de base, X é chamado de fibra, e E ¢ chamado de espag¢o
total.

Definicao 4.1.2 Uma aplicacao continua p : E — B € uma fibracao se dadas aplicacoes
continuas f, f e a inclusao i como abaixo, existe uma aplicacdo continua g tal que o diagrama

é comutativo.

Y x {0}

7

Y x1I

Observacao 4.1.1 Uma aplicagao de recobrimento é uma fibragao. Para uma aplicacao de

recobrimento os levantamentos sao 1unicos, o que nao acontece para uma fibra¢ao arbitrdria.

O teorema a seguir é chamado de Teorema de Hurewicz para fibracao e afirma que se uma

aplicagao é localmente uma fibragao entao ela também é uma fibragao global.

Teorema 4.1.1 Seja p: E — B uma aplicagao continua. Suponha que B € paracompacto e
que existe uma cobertura aberta {U,} de B tal que p : p~'(U,) — U, € uma fibracao para cada
U,. Entaop: E — B € uma fibracao. [ |

Corolario 4.1.1 Se p : E — B € um fibrado sobre um espaco paracompacto B, entdo p é

uma fibracao. |

Seja G um grupo topoldgico, entao G atua sobre ele mesmo pela translacao a esquerda.

G — Homeo(Q)

g— (z+— gx)
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Definicao 4.1.3 Um G-fibrado principal sobre B é o fibrado p : E — B com fibra F=G e

estrutura de grupo G atuando pela translacdo a esquerda.

Definicao 4.1.4 Sejam p : E — B um fibrado com fibra X e estrutura de grupo G e f :
B" — B uma fun¢ao continua. Definimos o pullback de p : E — B pela f como sendo o

espaco

f(E)={(t\,e) e B'x E | p(e) = f(V)}
Teorema 4.1.2 Teorema de Milnor Dado um grupo topoldgico G, existe um espag¢o B(G)
e um G-fibrado com espaco total E(G)
G — E(G) — B(G)

tal que se G — E — X € um G-fibrado principal sobre X qualquer entao existe uma unica
classe de homotopia de aplicagées f: X — B(G) tal que f*(E(G)) = E.

Definicao 4.1.5 O espagco B(G) é chamado de espago classificante e a aplicacio f €
chamada de aplicagcao classificante.
Observacao 4.1.2 Se G ¢ discreto, entao a sequéncia exata de homotopia da fibracao mostra

que

0, sen > 1;
m(B(G)) =
G,sen=1

Portanto B(G) é um K(G,1)-complexo (ver [1] II.1).

Teorema 4.1.3 Seja p: E — B uma fibracao com espaco base conexo por caminhos e fibra
F uma k-esfera de cohomologia com k > 1 e A um grupo abeliano. Entdo existe uma sequéncia

exata longa

D HYAEA) — HRB, A) - BB, A) 2 BB, A) — H7F(BA) — ..

Demonstragao: Ver [19] 9.5.2. |
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4 G-coincidéncias para aplicacoes de esferas de homotopia em CW-complexos

Definicao 4.1.6 Sejam X e Y dois G-espagos. Definimos X Xg Y como sendo o espaco
quociente de X XY sobre a relagio de equivaléncia que relaciona (gz,y) com (x,qgy) para

todorxe X,yeY eged.

Teorema 4.1.4 Sejam p : E — B um G-fibrado principal e F um G-espaco. Entao
T:FxgFE — B

definida por w(f,e] = p(e) € um fibrado com fibra F e estrutura de grupo G e é chamado de
F-fibrado associado ao G-fibrado principal.

Demonstracao: Ver [2]| pag 74. [

4.2  Homomorfismos Transfer

Seja m : X — X um espago de recobrimento de n-folhas, para algum n finito. Em
adigao a aplicacao induzida em cadeias singulares my : Ch(X) — Ci(X), existe também
um homomorfismo na direcio contrdria 7 : Ci(X) — Cp(X) que leva todo simplexo
singular ¢ : Ay — X na soma dos n levantamentos distintos ¢ : Ay — X. Isto é uma
aplicacao de cadeia que comuta com os homomorfismos bordo, logo induz os homomorfismos
7t Hy(X, A) — Hu(X, A) e 7 : H*(X, A) — H*(X, A) para qualquer grupo de coeficientes
A.

Definicao 4.2.1 Os homomorfismos 7, e 7" sio chamados de homomorfismos transfer.

Observacao 4.2.1 Considere X e Y G-complexos livres e as projecoes de recobrimento px :
X —X/Gepy:Y —Y/G. Se f: X — Y éuma aplicagio equivariante com f : X/G —

Y/G induzida nos espagos de érbitas, entao temos o sequinte diagrama comutativo:

H(Y/G.Z,) —~ H(X/G.2,)

* *

T T

H(V,7,) —L~ H(X,Z,)

onde T* € o respectivo homomorfismo transfer (Ver [2] pag 121).

Proposicao 4.2.1 Se X ¢ um CW-complexo k-dimensional, G um grupo finito atuando
livremente em X e R um anel com unidade. Entdo o homomorfismo transfer 7* : H*(X, R) —
H*(X/G, R) € sobrejetor.
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4.3 G-coincidéncias de Aplicacoes e algumas propriedades

Demonstracgao:
A idéia da demonstragao é considerar o complexo de cocadeias S7( , R) = Hom(S;( , R), R),
onde S;( , R) é o médulo livre gerado pelas j-células abertas. Como X é um G-CW-complexo,

entdo X/G tem a CW-estrutura induzida; em particular se {e,} sdo as k-células de X/G, entao
1

)’

para cada « existem exatamente r k-células e, .., e/, de X levadas pela projecao m em e,, onde
r=|G|lenr: X — X/G é a aplicagdo quociente.

Neste caso o homomorfismo transfer 7* : H¥(X, R) — H*(X/G, R) é o homomorfismo
induzido pela aplicacdo de cadeia 7 : S*(X, R) — S*(X/G, R) dada por 7(u)(es) = plel) +
.+ p(el).

Considere um k-cociclo n € S*(X/G, R). Definimos uma k-cocadeia 1 € S*(X, R) por
n'(el) =nles) se j=1en(e!) =0 se j # 1 para todo a. Assim 7(n') = n; mais ainda, como
X tem dimensao k, S¥*1(X, R) = 0 e entdo toda k-cocadeia de X é um k-cociclo. Assim »/

representa uma classes de cohomologia de H*(X, R) que é levada em [n] pela 7*. [ |

4.3  G-coincidencias de Aplicacoes e algumas propriedades

Definicao 4.3.1 Seja X um CW-complexo. Se X tem o mesmo tipo de homotopia de uma

esfera, entdo ele € chamado de esfera de homotopia.

Definicao 4.3.2 Seja f : X — Y wuma aplicagao continua. Dizemos que f possui uma G-
coincidéncia se aplica uma orbita de algum elemento x € X em um unico ponto, ou seja,
eziste v € X tal que f(gz) = f(x) Vg € G.

Seja X um G-espago. Para cada x € X, considere Gz a érbita do elemento x. Seja H um

subgrupo de G, entao H atua a direita em cada orbita Go de G como a seguir:

Gr x H — Gz
(9x,h) — ghz
De fato,
(i) gre = gex = gx (e: elemento neutro de H e G)
(i1) gz(h1hs) = g(hihe)x = ghihex e (gxhi)he = (gh1x)he = (gh1)hox = ghihox
Portanto gx(hihs) = (gxhyi)hs para todo hy, hy € H.

Para cada y € Gz temos que yH = {yhlh € H} ¢é a 6rbita da agdo de H em Guz.

Assim o conceito de G-coincidéncia pode ser generalizado da seguinte forma:

Definicao 4.3.3 Suponha que X é um G-espaco e H é um subgrupo de G. Dizemos que uma
aplicacio f : X — Y possui uma (H,G)-coincidéncia se existe um ponto x € X tal que
f manda cada drbita da ag¢do de H na G-orbita de x em wm unico ponto, isto é, f(ghz) =
f(gz),Yh € H.
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4 G-coincidéncias para aplicacoes de esferas de homotopia em CW-complexos

Proposicao 4.3.1 (a) Se H é o subgrupo trivial, entdo todo ponto de X é uma (H,G)-
coincidéncia.

(b) Se H=G entao um ponto de (H,G)-coincidéncia é um ponto de G-coincidéncia.

Demonstragao:

(a) De fato, seja © € X e considere sua G-6rbita Gz. Agora, seja y € Gz, logo existe g € G
tal que y = gz. Como H ¢ trivial, entdao yH = {yhlh € H} = {ye} = {y}. Deste modo
f(yH) = f(y). Como y foi pego arbitrariamente na érbita Gz, temos que x é um ponto de
(H,G)-coincidéncia para f.

(b) Seja x € X um ponto de (H,G)-coincidéncia. Considere z = ex € Gz, onde e é o
elemento neutro de G.

Assim f(zh) = f(z) para todo h € H, ou seja f(exh) = f(z) o que implica que f(hz) =
f(ehx) = f(x). Entretanto H=G, logo f(Gx) = f(x).

Portanto x é um ponto de G-coincidéncia. [ |

Seja Y™ uma esfera de homotopia na qual G atua livremente. Em vista dos resultados
apresentados nas proposicoes 2.1.1 e 2.1.2, a partir de agora, vamos assumir que G ¢ finito e m
é impar, m = 2n + 1.

Seja 7 : 2T — Y21 /G a aplicagdo quociente e seja ¢ : 22" /G — B(G) a aplicagao

classificante para o G-fibrado principal 7 : X?"+1 — 32+l /@G

Lema 4.3.1 Seja p um primo que diwvide |G|. Entdo o homomorfismo ¢* : H***}(B(G), Z,) —
H* (22 /G Z,) € nao trivial.

Demonstracao:

Considere o G-fibrado E(G) — B(G), dado pelo Teorema 4.1.2. Temos o fibrado ¥ —
E(G) xg X2 25 B(G) com espaco base B(G) e fibra £2*1 (ver [6] 1114 ou [2] 11.2.4).

Como G é um grupo finito e atua livrtemente em X2"*! entio E(G) xg X*F, ¢
homotopicamente equivalente a X*"*! /G (ver [2] pag 208).

Considere a sequéncia exata de Gysin (Teorema 4.1.3) para E = F(G) xgX*" ! ~ 3271 /G,
B=B(G), F=*"" A=7, s=2nek=2n+1.

0=H'(B(G).Z,) > H"\(B(G), Z,) *~ H"! (5! /G, Z,)
Assim p* é injetora e pelo lema 2.4.1 H**Y(B(G),Z,) D Z,, logo H*"*Y(3*"*1 /G, Z,) # 0.
Assim é suficiente mostrar que ¢* : H*""1(B(G), Z,) — H*"*1(£*"*1 /G, Z,) é sobrejetora.
Agora, seja t : £ /G — E(G) xg X*" ! uma equivaléncia de homotopia.
Logo pt : ¥?""1/G — B(G) também classifica o G-fibrado principal 7 : ¥ —

27+l /G, e assim, pelo Teorema 4.1.2; ela é homotdpica a c.
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4.4 Um Critério para G-coincidéncia

Logo, ¢* ~ p* e assim basta mostrar que
p* . H2n+1<B(G>, Zp) _ H2n+1(E(G) X 22n+1’Zp>

é sobrejetora.

Para isto considere novamente a sequéncia de cohomologia de Gysin generalizada associada
ao fibrado p : E(G) x¢ X" — B(G) ( Teorema 4.1.3 ou ver [19] 9.5.2).

H™Y(B(G),Z,) L= H™ ' (E(G) x¢ %", Z,) — H°(B(G),Z,)
l} H2n+2(B<G), Zp) p_*) H2n+2(E(G) XG E2’n+17 Zp)

Como E(G) x¢g X2 é homotopicamente equivalente a ¥2"™! /G temos que

H*"*2(E(G) xg X**1Z,) = 0. Assim U é sobrejetora. Porém H®(B(G),Z,) = 7Z, e
como B(G) é um K(G,1)-complexo entao pelo lema 2.4.1 H*"*?(B(G),Z,) # 0. Logo a tnica
possibilidade ¢ que H*""?(B(G),Z,) = Z,, o que implica que ¥ é um isomorfismo. Daf p* é

sobrejetora e o fato esta provado. [

4.4  Um Critério para G-coincidéncia

Considere G um grupo finito que atua livremente em um CW-complexo ¥™ que tem o
mesmo tipo de homotopia de uma esfera m-dimensional, Y um CW-complexo k-dimensional e

uma aplicagao f: X" — Y.

Seja G = {g1, 92, ---, g} uma enumeracao fixa dos elementos de G, onde r é a ordem de G.
Construimos a aplicacio G x Y™ — Y™ onde Y" =Y x Y x ... x Y (r vezes), como a seguir:
para cada g € G e (y1,¥2,-.,%) € Y7, seja g(y1, 42, -, Ur) = Yo,(1) Yo, (2)5 s Yoo (r)) ODdE a
permutacao o, ¢ definida por g;9 = go,(i)-

A aplicagao acima é uma acao a esquerda em Y.

De fato,

(i) Seja e o elemento neutro de G, entao g;e = g; € 0¢(1) = i.

Portanto e(y1, Y2, -, Yr) = (Yo.(1)s Yoe(2)s s You(r)) = (Y12 Y2, s Yy ).

(ii) (gh)(y1, y2s s Ur) = (yagha),yagh(z), "'7yagh(7“)) onde gigh = g, (i)-

Por outro lado g(h(y1,¥2; - ¥r)) = 9(Yon1)s You(2)s > Yon(r)) = 9(x1, %2, .., x,) onde x; =
Yorp (i) -

Logo g(x1, 22, ., 2r) = (To,1), Toy(2)s -+ Toy (1)) = Yon(oy(1))s Yon(og@)s -+ You(og(r)))

Observe que go, (o, (i)) = Jo, (i)t = Gigh = go,, i) € assim o0y, (04(i)) = ogn(i) 0 que implica que

(.gh')(yla Y2, -, yr) = g(h(yla Y2, .-y yr)
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4 G-coincidéncias para aplicacoes de esferas de homotopia em CW-complexos

Para facilitar o entendimento vamos ver um exemplo da acao anterior.

Exemplo 4.4.1 Seja G = {1 = g;,t = go,t* = g3}. Assim temos as permutagoes git* = gs,
Got* = g1, g3t* = g2, 1t = g2, got = g3, gst = g1, 11 = g1, g1 = g € g31 = g3.
Temos entio 1(y1,ya,y3) = (Y1, Y2, Y3)s t(y1, Y2, y3) = (2. Y3, y1) € (Y1, Y2, Y3) = (Y3, Y1, Y2)

Lema 4.4.1 Seja H C G e (Y")" = {x € Y"|hx = x,Yh € H} o conjunto dos pontos fixos

pela acao de H e seja F' = U(Y’”)H com H percorrendo todos os subgrupos nao triviais de G.
H

A agio de G em Y =Y — F ¢ livre.

Demonstracao:

Seja zp € F' = U(Y’")H. Entao existe um subgrupo nao trivial H C G tal que zg € (Y7)?.
H

Assim hxg = xg para todo h € H, o que implica que existe hy # e = id, hg € H C G tal que
hoxo = x9, ou seja a acao de G em F nao é livre.

Reciprocamente, seja x € Y" com gr = x onde g # id. Considere H =< g >. Entao H é
um subgrupo nao trivial de G e ¢’ = x para todo ¢’ € H.

Logo, z € (Y")? C F. |

Lema 4.4.2 Seja X um G-espago e f : X — Y wuma aplicagdo continua. A aplica¢ao ¢ :
X — Y7 definida por ¢(x) = (f(g1x), f(g2x), ..., f(gr-x)) € equivariante.

Demonstragao:
De fato,
o(g92) = (f(g192), f(g297), - f(9r92)) = (f(9o,1)2), [ (Goy@); s [ (gay(r) ).
Por outro lado go(z) = g(f(q12), f(g22), ..., f(g:2)) = 9(v1,v2, ., yr), onde y; = f(giz).

Assim go(z) = (Yo, (1)s Yoa(2)s > Yoo (r) = ([(Goy)T)s [(Goy@)T)s s [ (GoymT))-
Logo go(z) = ¢(gx), ou seja ¢ é equivariante. [ |

Lema 4.4.3 Seja f : X*"*' — Y wma aplicagio continua. Se f nao possui (H,G)-
coincidéncias para todo subgrupo nao triviel H C G, entdo a agdo de G em ¢(X2"1) € livre,
ou seja ¢(X2 1) Y

Demonstracao:
De fato, vamos supor que a agao de G em ¢(X?"™!) nio seja livre. Entao existe t € G,
t # id tal que t¢(x) = ¢(x), para algum x € X2+,
Portanto ¢(x) € F, logo ¢(z) € (Y™) para algum H C G.
Assim ho(z) = ¢(x) para todo h € H. Como ¢ é uma aplicagao equivariante entao ho(z) =
¢(hz) = ¢(z), Yh € H. Logo,
(f(gihz), ., f(g:hx)) = (f(gr12), -, [ (g:@))
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4.4 Um Critério para G-coincidéncia

para todo h € H.
Deste modo f(ghx) = f(gx),Vh € H,¥Yg € G. Portanto f tem uma (H,G)-coincidéncia.
(absurdo). Assim a acao de G em ¢(32"*1) ¢ livre. |

Vamos aplicar todos os lemas anteriores na demonstracao do seguinte resultado:

Teorema 4.4.1 Suponha que G € um grupo finito que atua livremente em um CW-complexo
Y20+ que tem o mesmo tipo de homotopia de uma esfera 2n+1-dimensional e f : X" — Y
é uma aplicagdo. Suponha ainda que uma das condig¢oes abaizo é verdadeira,

a) X2 ¢ um CW-complexo finito 2n+1-dimensional e Y é um CW-complezo k-dimensional.
b) Y é um CW-complexo k-dimensional finito.

entao, se 2n+1 > |G|k, existe um subgrupo nao trivial H C G e uma (H,G)-coincidéncia para

/

Demonstracao:

Seja p um numero primo tal que p divide a ordem de G. Vamos supor que f nao tenha uma
(H,G)-coincidéncia.

Considere a aplicacdo ¢ : ¥?"™! — Y7 do lema 4.4.2. Pelo lema 4.4.3 temos que ¢(3*"1) C

V" Assim ¢ se fatora em Y. Seja ¢ : £2"T1 — V") esta fatoracdo.

p2etl 20,y Ly

Como ¢ é equivariante é claro que ¢g ¢ uma aplicacao equivariante. Seja 7y : YO(T) — O(T) /G
a aplicacdo quociente e ¢, : L /G — YO(T) /G a aplicagao induzida por ¢y. Seja cy :
YO(T) /G — B(G) uma aplicacao classificante para o G-fibrado principal 7 : YO(T) — YD(T) /G.
Entdo ¢ = ey ¢, : ¥ /G — B(G) é uma aplicacio classificante para o G-fibrado principal

7 Y2t 32 /G da secdo anterior.

Temos por hipétese que 2n + 1 > |G|k = rk. Primeiro, se 2n + 1 > rk e (a) ou
(b) sao verdadeiros, entdo a dimensao topoldgica de YO(T) /G é menor que 2n + 1. Assim
¢« H™VY(B(G),Z,) — H>™ (Y /G,Z,) é nula e ¢* = gyt = 0, o que contradiz o
lema 4.3.1.

Vamos supor entao que 2n + 1 = rk.

Se a hipdtese (a) for verdadeira entao f(3?"™!) é compacto e dai estd contido em um
subcomplexo finito de Y.

Se a hipétese (b) for verdadeira entao ja temos que Y é um CW-complexo finito.

Assim, sem perda de generalidade, em ambos os casos podemos assumir que Y é um CW-

complexo finito (caso contrario substituirfamos Y por Y’ = f(%2"1)).
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4 G-coincidéncias para aplicacoes de esferas de homotopia em CW-complexos

A aplicagdo i* : H** (Y™, Z,) — H>(Y{") Z,) é uma parte da sequéncia de cohomologia
do par (Y™, Y{")
N H2n+1<yr7ZP) i H2n+1(YE)(T),Zp) . I_I2n—i-2(yr7 YO(T)7ZP) .

Como H?""2(YT, YO(T), Z,) = 0, logo i* é sobrejetora.
Observe agora que ¢ pode ser escrita como:

2kl Yoyttt oy oy

r — (1%, ., grx) — (f(12), ., f(grT))

Aplicando o Teorema 1.12.1 iterativamente e usando a observacao 1.12.1, temos o seguinte

diagrama comutativo:

H2H(YT 7)) & > HM(Y.Z,)® .0 H"(Y,Z,)
p1+...+pr=2n+1
(fr)*l [ ®.ef
H2n+1<<22n+1)(r) 7, )) ,.EJJ Z HPt (E2n+1 7 )® ® Hpr<22n+1 7 )
y Lap ~ s Lap s Lap

p1+...+tpr=2n+1
o |
H2n+1 (EQTL-‘FI, Zp)

Usando os fatos que dimY < 2n+ 1, H¥(X***1Z,) = 0 para 0 < s < 2n + 1 e o diagrama
é comutativo, segue que (f")* =0 e dai ¢* = ¢* o (f7)* = 0.

Do fato que i¢y = ¢ segue que ¢ : HQ"H(YO(T), Z,) — H* (2271 7,) é nula.

Agora, como m : ¥ — R2HG o o ¢ YY) — Y/G sio projecoes de
recobrimento, existem homomorfismos transfer 7 : H*** (32" 7 ) — H* (22 /G Z,)
ey : H2n+1 (}/()(T)7ZP> _ H2n+l (YO(T)/G, Zp)

Além disso, pela observacao 4.2.1, temos que o seguinte retangulo comutativo:

H2n+1 (ZQn—H/G’ Zp)

T

H2n+1 (E2n+1 ’ Zp)
% )

2+ (YO(T)’ Z,)) 70 H2"+I(YO(T)/G, Z,)

Assim 7¢% = ¢y7o € ¢ = 0 0 que implica que ¢y : HQ”“(YO(T), Z,) — H* 1 (2*/G 7Z,)

é nula.
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4.4 Um Critério para G-coincidéncia

Como Y}J(T) ¢ um CW-complexo (2n+1)-dimensional, pela proposi¢ao 4.2.1 o homomorfismo
transfer 7, : H> (Y, Z,) — H™ (Y /G, Z,) é sobrejetor. Isto implica que ($y)* :
HQ”H(YO(T)/G, Z,) — H*"*1(¥*"*1/G,Z,) é o homomorfismo nulo.

Logo ¢* = ESC*Y = 0, o que contradiz o lema 4.3.1. A contradi¢ao foi possivel porque
supomos que f nao tem (H,G)-coincidéncia.

Assim existem um subgrupo nao trivial H C G' e uma (H,G)-coincidéncia para f. [

Agora, o resultado apresentado no capitulo 3 sai como consequéncia do Teorema anterior.

Corolario 4.4.1 Sejam G = Z,, onde p é um primo tmpar e Y um CW-complexo k-
dimensional finito. Se G atua livremente em S***!' e 2n + 1 > pk, entdo toda aplicacdo

[ 8% — Y possui uma Z,-coincidéncia.

Demonstracao:

Pelo Teorema anterior, temos que existe um subgrupo nao trivial H C G e uma (H,G)-
coincidéncia para f. Entretanto como p é primo, o unico subgrupo nao trivial é ele mesmo. Logo
H = G, ou seja f tem uma (G,G)-coincidéncia, o que corresponde a defini¢do de G-coincidéncia.

|

Finalizando esse trabalho, observamos que diversos autores continuaram o estudo de
G-coincidéncias de aplicagoes f : X — Y, procurando generalizar o espago X, dominio da

aplicacao f. Por exemplo em [11] temos o seguinte resultado:

Teorema 4.4.2 Sejam X um espaco topologico Hausdorff, paracompacto, conexo e localmente
conexo por caminhos e G um grupo finito atuando livremente em X.

Suponha que H™ ™ (G,Z) # 0 para algum nimero natural m > 1 e Hy(X,Z) = 0 para
0<i<m. SeY éum CW-complexo finito k-dimensional com m > |G|k e f: X — Y uma

aplicagao, entao existe um subgrupo nao trivial H C G e f possui um ponto (H,G)-coincidéncia.

Comentarios Finais: E interessante observar que para o desenvolvimento deste trabalho

foram necessarios estudos em Algebra, particularmente a teoria de cohomologia de grupos
finitos, e diversos pré-requisitos em Topologia Algébrica. Esses estudos enriqueceram bastante
o trabalho e propiciaram uma melhor visao de resultados que utilizam a algebra para aplicagoes

a topologia.
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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