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Resumo

Neste trabalho vamos estudar equacgoes diferenciais ordindrias e analisar seu
comportamento ao longo de suas trajetorias, com o principal objetivo de encontrar,
caso possivel, uma funcao de Lyapunov apropriada para o sistema, isto é, dar condicao

suficiente e necesséaria para a existéncia dessa funcao.

Palavras chave: Equacgoes diferenciais, Estabilidade segundo Lyapunov, Campo

Linear, Fungcao de Lyapunov, autovetores e autovalores, Conjugacgao.



Abstract

In this work we study ordinary differential equations and analyze the behavior
along of trajectories. The main goal is to find Lyapunov functions for the system when

possible; 1 e, we want to find necessary and sufficient conditions for the existence of those

functions.

Keywords: Differential Equation, Stability in the sense of Lyapunov, Linear

System, Lyapunov function, eigenvalues and eigenvectors, Conjugacy.
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Introducao

Sabemos que a existéncia de uma funcao de Lyapunov nos diz muito sobre o compor-
tamento da solucao de um sistema, ela nos permite saber se o sistema é instavel, estavel
e assintoticamente estavel.

O principal objetivo desse trabalho é mostrar a existéncia de uma fungao de Lyapunov
para sistemas estaveis e assintoticamente estaveis, quando possivel.

Esse trabalho esta dividido em 5 partes, na primeira parte apresentamos alguns con-
ceitos basicos de EDO.

No Capitulo 1 definimos pontos estaveis segundo Lyapunov e demonstramos dois teo-
remas devidos a ele, que mostram condigoes suficientes para que um sistema seja estavel
ou assintoticamente estavel, com alguns exemplos.

No Capitulo 2 trabalhamos com sistemas lineares, usando os conceitos de autovalores
e autovetores explicitamos a solugao (fluxo) de um campo linear, definimos com isso uma
candidata a funcao de Lyapunov para sistemas lineares assintoticamente estaveis ainda
nesse capitulo apresentamos um método para demonstrar a existéncia de uma funcao de
Lyapunov desenvolvido por José L. Massera que mostra a existéncia dessa funcao para
sistemas assintoticamente estaveis quando lineares, periédicos e autonomos.

No Capitulo 3 trabalhamos com conjugacgao entre campos e enunciamos o Teorema de
Grobman-Hartman que junto com o Teorema 3.5 nos dao ferramentas necessarias para
encontrar uma fungao de Lyapunov para sistemas com parte linear hiperbédlica (derivada
sem autovalores com parte real nula).

Por fim temos o apéndice é todo dedicado a prova do Teorema de Grobman-Hartman.



Preliminares

Vamos considerar, nessa se¢ao, um campo de vetores definido em um aberto 2 C R™.

Definicao 0.1. Seja X um campo de vetores. Um ponto xqg € R™ é um ponto de equilibrio

(ou singularidade) se X (xo) = 0. Dizemos que um ponto q € regular se X(q) # 0.

Como X :  C R" — R™ é um campo vetores podemos associda-lo a uma equagao

diferencial,

sujeita a uma condi¢ao inicial x(tg) = x¢ parat € I C R e 2y € 2, onde cada ponto da
imagem de X define um vetor que é o vetor velocidade de qualquer solugao que passe pelo
ponto. Em termos mais precisos, as solucoes da equagao diferencial associada ao campo
de vetores em 2 sdo denominadas curvas integrais do campo X (veja figura 1).

A equagao diferencial #(t) = X (x(t)) independe do tempo t, essa equacao diferencial é
chamada equacao diferencial autonoma. Quando a equagao diferencial depende do tempo
t, isto 6, z(t) = X (¢, z(t)) com X : R x © — R dizemos que a equacio diferencial é
nao-autonoma.

Fixemos um ponto (g, xg) € U onde U C Rx 2 e uma solugao x : I — R, se z(ty) = o,
dizemos que essa solucao satisfaz a condicao inicial, assim definimos unicamente uma
aplicacdo ¢(t,z) = z(t) onde t € I C R e z(t) € Q, onde z(t) é solucao de &(t) = X (z(t))
com x(tg) = xo,

p:UCRXxQ—R"

denominada fluzo do campo de vetores X em ().

10
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A existéncia dessa solugao x é garantida pela continuidade de X, a unicidade de solugao
satisfazendo uma condicgao inicial dada é garantida pela continuidade da derivada.

Consideremos o campo X sempre de classe C', ou seja, derivavel e com derivada
continua, implicando assim unicidade das solugoes.

A derivada parcial temporal do fluxo (derivada com relagdo a varidvel t) é uma

aplicacao
o¢
—: U —=R"
ot u
tal que
9¢

De fato, tomando a trajetéria z(t) de X e derivando ¢(t,x) = z(t) parcialmente em
relagdo a t temos que, g—f(t,x) =i(t) = X(z(t)) = X(o(t,x)).

Desse modo o fluxo de um campo nos da uma informagao global do
comportamento de todas as trajetéorias do campo.

Considerando zy € R™ um ponto de equilibrio do campo X, ou seja, X(zg) = 0 pela
unicidade de solugao temos que ¢;(xy) = o para todo t € R, onde ¢, é o fluxo associado

ao campo X. Notemos entao que o ponto de equilibrio zy € €2 de X, é um ponto fizo para

o fluxo do campo.

n

R

e}

Figura 1: Campo de Vetores



Capitulo 1

Estabilidade Segundo Lyapunov

1.1 Pontos de Equilibrio

A ideia de estabilidade de um sistema mecanico é diretamente relacionada a de energia,
um sistema pode conservar energia ao longo do tempo, pode dissipar ou até mesmo
expandir essa energia ao longo do tempo.

Trabalharemos neste capitulo com duas defini¢oes de estabilidade, essas defini¢oes na
verdade sao generalizacoes feitas por Lyapunov das situagdes acima apresentadas, sao

validas tanto para sistemas mecanicos como para sistemas puramente matematicos.

Definicao 1.1. Seja xy um ponto de equilibrio de um campo X : Q — R™. Dizemos que
xo € um ponto de equilibrio estavel para X se, para qualquer vizinhan¢a U C R™ de xy,
existe uma vizinhanga W C R"™ de xq, tal que W C QN U e ¢i(x) € U, para todo x € W

et>0.

Analiticamente, o ponto de equilibrio zy de X é estavel se, dado € > 0, existe § > 0
tal que ||x — zo|| < 0 entdo ||¢(z) — xo|| < € para qualquer ¢ > 0.
Se além disso tivermos

lim ¢y (x) = o

t—o00
para todo x € W, dizemos que z( é assintoticamente estavel, podemos também definir da
seguinte forma, se existe 6 > 0 tal que ||z — x¢|| < ¢ entdo ||¢:(x) — x| — 0 para todo

t — +o00.
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Dizemos que um ponto de equilibrio ¢é instdvel se o ponto nao é estavel.

Exemplo: Encontramos no péndulo dois pontos de equilibrio onde um deles ¢ instavel
e o outro dependendo da situacao estavel ou assintoticamente estavel. No Capitulo 3 esse
exemplo sera feito analiticamente.

Consideremos um péndulo simples, mas sujeito a uma forca de atrito. Seja # o angulo

entre a barra 1 do péndulo e o eixo vertical, conforme a figura.

-

——

el T B L

-mgsen @
mg ¢oS 0

P=mg

Figura 1.1: Péendulo
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Se o péndulo for ligeiramente afastado do seu estado inicial § = 0 e se existir uma
forca de atrito no sistema, observa-se que a amplitude de seu movimento diminui até
retornar a seu estado inicial (f = 0), com isso vemos que # = 0 é um ponto de equilibrio
assintoticamente estavel, pois a partir de qualquer condicao inicial suficientemente proxima
de # = 0 a solugao tende ao ponto (# = 0) com o passar do tempo.

Existe outro ponto de equilibrio no péndulo, 8 = 7, que representa o péndulo parado
de “ponta-cabeca”. Esse ponto é classificado como ponto de equilibrio instavel, pois uma
pequena perturbacao leva o péndulo a se afastar de tal ponto e ndo mais voltar a ele.

Podemos observar que o ponto de equilibrio # = 0 ¢é localmente assintoticamente
estavel, pois nem todas as trajetérias no espaco de fase convergem para ele, basta tomar-
mos 6 = 7 como condicao inicial do péndulo, que permanecera ai para sempre, se nao
houver perturbacao.

Agora consideremos um péndulo simples sem atrito. Nesse obtemos o ponto de
equilibrio estavel. Se nao ha atrito, a energia fornecida é preservada e portanto quando
o péndulo ¢ ligeiramente afastado do ponto de equilibrio 8 = 0, ele permanece oscilando
em torno desse ponto indefinidamente. Assim, para t — oo o péndulo, em média, nem se

afasta, nem se aproxima de tal ponto.

Observacao 1.1.1. Quando o ponto de equilibrio € unico e € assintoticamente estdvel,

tal ponto €, na verdade, globalmente assintoticamente estdvel.

1.2 Funcao de Lyapunov

Da teoria classica da mecanica sabe-se que um sistema vibratério é estavel se sua
energia total (uma fungao positiva) for continuamente decrescente (derivada em relacao
ao tempo negativa) até que um ponto de equilibrio seja alcangado.

Lyapunov generalizou esse conceito: se um sistema possuir um estado de equilibrio
assintoticamente estavel, entao a energia armazenada transferida no interior do dominio de
atracao decai a medida que o tempo cresce até que finalmente assume seu valor minimo
no estado de equilibrio. Nao ha uma forma simples de definir energia total para sis-

temas puramente matematicos, Lyapunov porém também generalizou o conceito de fungao
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energia introduzindo a func¢ao de Lyapunov.

Por simplicidade, suponhamos sempre que o ponto de equilibrio é zo = 0 pois a
translacao espacial nao afeta as solugoes.
Definicao 1.2. Uma fungdo continua V : U — R onde U C R"™ é uma vizinhan¢a de um

ponto de equilibrio ¢ uma funcao de Lyapunov para um campo de vetores X : {2 — R"™ em

zo = 0 se:
e V(0) =0, com V(z) > 0 para qualquer z € U \ {0}.

o V(o(t1,x)) > V(d(ta,x)), para todo x € Q, ti,ty € R, tais que t; < ty e

o(t1,x), d(te, x) € U, isto €, a fungao V é decrescente ao longo das solugies.

Definicao 1.3. Uma fung¢do continua V : U — R onde U C R"™ € uma vizinhanga
de um ponto de equilibrio é uma funcao de Lyapunov estrita para um campo de vetores

X:Q—>R"emxy=0 se:
e V(0) =0, com V(z) >0 para qualquer x € U \ {0}.
o V(o(t1,x)) > V(op(te,x)), para todo x € Q, ti,ta € R, tais que t; < ty e

od(t1,x), d(te, x) € U, isto €, a fungdo V € estritamente decrescente ao longo das

solucaes.

Seja V : U — R uma fungao definida em torno de xqg = 0 um ponto de equilibrio. Se

V satisfaz a 1* condicao da Definicao 1.2, e além disso V' é uma fungao diferencidvel com
(Vox)(t) <0

para cada t € R tal que z(t) € U, entdao V é uma func¢ao de Lyapunov.

Nas mesmas condicoes acima se ocorrer que
(Vox)(t)<0

para cada t € R tal que z(t) € U entao V é uma funcao de Lyapunov estrita.
Essas condigdes envolvem o conhecimento de z(t). No entanto, lembrando que o fluxo

¢¢(x) de X satisfaz a equagao diferencial

(1) = % (2) = X(ou(w))
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do campo de vetores X, do calculo usando a regra da cadeia temos que:

d

(Vox)(t) = ZV(d(x)) = DV ((t))-2(t) = ( VV(¢u(2)), X(¢1(2)) )

Isso mostra que nao precisamos ter conhecimento das solugoes explicitas x(t) de
& = X(x), para verificar se V, quando for uma fungao diferenciavel, é uma funcao de
Lyapunov (estrita) para tanto bastara apenas conferir se: V(0) = 0, com V(z) > 0 para

qualquer z € U \ {0} e
V(z) = (VV(2), X(¢:(2)) ) S0 ({ VV(2), X((2)) ) <0)

Note que, (,) representa o produto interno euclidiano, VV' o vetor gradiente de V' e DV

a derivada de V.

Exemplos:

1) Consideremos a equacao diferencial em R?

x) = 2w9(x3 — 1)
xh = —x1(x3 — 1)

Th = —x3

que é associada ao campo f(x1,xs,x3) = (2z923 — 229, X1 — T123, —T3).
Temos em (0,0,0) um ponto de equilibrio, pois f(0,0,0) = 0.

Consideremos a fungao V (zy, xq, 3) = 2% + 223 + 22, temos claramente que
e V(0,0,0) =0 e V(x1,x2,23) > 0 para cada (1, 72, z3) € R\ (0,0,0)
e ¢ uma funcao diferenciavel e
(VV (21,29, 23), f(21,22,23) ) = (221, 429, 223), (22925 — 229, 11 — X123, —T3))
= 2012x9x3 — 201229 + 4dxox1 — 4x20103 — 20303 = —2x§ <0

Logo V' é uma funcao de Lyapunov para o sistema.
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2) Consideremos a seguinte equagao diferencial em R?

' =—y—1x3
y=r—y—y’
r—y—y°).
Temos que em (0,0) um ponto de equilibrio, pois X (0,0) = 0.

que é associada ao campo X (z,y) = (—y — x

Se tomarmos a funcao V(z,y) = 2 + y?, onde V associa cada ponto (z,y) € R? ao

quadrado de sua norma, temos que:
e V(0,0)=0e V(z,y) > 0 para todo (z,y) € R?\ (0,0)
e V' ¢é claramente uma funcao diferenciavel

< VV(.I’,y),X(SC,y) > = < (21‘,2y), (_y - gj?”gj -y _y3) >
= 2y — 22" + 22y — 2% — 2yt = — 221 — 2% — 2

Vemos que, para qualquer vizinhanca U de (0, 0) e qualquer (z,y) € U\ {(0,0)} temos
que

22 — 22 — 2yt <0

Logo V' é uma funcao de Lyapunov estrita.

A existéncia de wuma funcao de Lyapunov para um sistema nos da
informacgoes importantes a respeito da estabilidade, da estabilidade assintética ou da
instabilidade de um estado de equilibrio sem requerer diretamente a obtencao da solucao
(isso vale tanto para sistemas lineares quanto para sistemas nao-lineares). Lyapunov

mostrou os seguintes teoremas.

Teorema 1.1 (Lyapunov I). Seja X um campo de vetores com X (0) = 0. Se eziste uma

fungao de LyapunovV : U — R definida em torno do ponto de equilibrio entdo 0 é estdvel.

Demonstragio. Consideremos € > 0 e suponhamos que B(0,¢) C U. Sejam = min{V (z) :

|z|| = €} que existe pois V é continua e OB é compacta. Além disso m > 0. Por outro
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lado como V(0) = 0 existe § > 0 tal que se ||z|| < ¢ entdo V(z) < m. Seja entdo z tal
que ||z|| < ¢ provemos que ||¢:(z)|| < € para qualquer ¢ > 0.

Para obter a contradi¢do suponhamos que ||¢;(x)|| > € para algum t > 0. Seja
to = min{s € [0,]; ||¢s(z)|| > €}. Temos entao que V(¢y,) > m. Por outro lado como V/

é decrescente por hipdtese
V(g (x)) = Vido(z)) <0
e portanto
V(ro(2)) < Vgo(2)) = V() <m
o que é uma contradicao.

]

Observacao 1.2.1. No teorema anterior por simplicidade tomamos 0 como ponto de

equilibrio, ressaltemos que O é um vetor n-dimensional, de acordo com o campo.

O teorema acima ¢é de grande utilidade pratica para se reconhecer sistemas estaveis
sem a necessidade de se conhecer explicitamente suas solugoes.

Vejamos alguns exemplos.

Exemplos:

1) Consideremos a equacao diferencial em R?

=y

y = —senx
que é associada ao campo X(x,y) = (y, —senzx) temos em (0,0) um ponto de equilibrio
pois, X(0,0) = (0, —sen0) = (0,0).

Se tomarmos

2
V(z,y) = 5—1—1—cosm

em torno de (0,0) temos que

e /(0,0) =0 eV > 0 para qualquer vizinhanga suficientemente pequena da origem

((x,y) # (27r,0) para r € Z \ {0}.

e V ¢ diferencidvel e VV (z,y) = (senx,y) logo
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V(z,y) = ( (senz,y), (y, —senz) ) = senzy — ysenx =0

e portanto (0,0) é um ponto de equilibrio estével.

2) Consideremos a equagao diferencial em R?

=y
y =-r—2
que ¢ associada ao campo linear X (x,y) = (y, —x — 2y) temos em (0,0) um ponto de
equilibrio pois, X(0,0) = (0, —0 — 2.0) = (0, 0).
Se tomarmos

V(z,y) =a® + ¢

em torno de (0,0) temos que
e V(0,0)=0eV > 0 para qualquer (z,y) € R?\ (0,0)
e 1/ ¢é diferenciavel e

V(x,y) = ( (2z,2y), (y, —x — 2y) ) = 20y — 20y — 4y° = —4y* < 0

e portanto (0,0) é um ponto de equilibrio estével.

3) Consideremos a equagao diferencial em R?

= 2yxr — 23

y/ — _$2
que ¢ associada ao campo X (z,y) = (2yr—x?, —2?) temos em (0,0) um ponto de equilibrio
pois, X(0,0) = (2.0.0 — 02, —02) = (0,0).

Se tomarmos V(z,y) = 2? + 2y* em torno de (0,0) temos que
e V(0,0) =0e V > 0 para qualquer (z,y) € R\ (0,0)

e I/ ¢é diferenciavel e



Estabilidade Segundo Lyapunov 20

V(z,y) = (VV(2), X(¢:(2)) ) = ( (22,4y), (2yx — 2, —2?) )
= 42y — 22t — 42y = —22* <0

e portanto (0,0) é um ponto de equilibrio estavel.

Antes de enunciarmos o préximo teorema vamos definir conjuntos necessarios para a

sua demonstracao.

Definicao 1.4. Seja um campo X : Q2 — Q e x € Q, definimos o conjunto w-limite de x
como:

w(r, X)={y €Q: In;, — +oo tal que ¢y, (7) — y}

Analogamente definimos como a-limite de x como:
a(z, X)={y € Q: Inpy —» —oc0  tal que ¢y, (v) — y}

Teorema 1.2 (Lyapunov II). Seja X um campo de vetores com X (0) = 0. Se existe uma
fungao de Lyapunov estrita V : U — R definida em torno do ponto de equilibrio entao 0

€ assintoticamente estavel.

Demonstracao: Pelo teorema anterior temos que 0 é um ponto de equilibrio estavel. Logo
dado € > 0 existe § > 0, tal que se ||z|| < § entao ||¢;(x)| < e. Provemos que se ||z|| < o
entdo ¢r(r) — 0 quando t — oco. Sabemos que V(z) > 0 e V(¢(z)) é estritamente
decrescente por hipdtese. Logo existe tlirglo V(pi(x)) = a > 0. Sejay € w(z) C B(z,€) (isso
pela estabilidade de 0). Logo V(¢ (y)) = t,}l—>ncl)o V(pe(or,(x)) = t,}lgéo V(ptst,(x)) =a >0
e portanto V' é constante ao longo da trajetoria de y e a unica possibilidade ¢ que a = 0

e portanto y = 0.

Exemplos:
1) Consideremos a equacao diferencial em R?

¥=x@+yP-1)—y
y=y@®+y -1 +a
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que ¢ associada ao campo X (z,y) = (x(2? + y* — 1) — y,y(2* + y* — 1) + x) temos em
(0,0) um ponto de equilibrio pois, X (0,0) = (0,0).

Se tomarmos V (z,y) = 3(2? + y*) em torno de (0,0) temos que
e V(0,0)=0eV > 0 para qualquer (z,y) € R?\ (0,0)
e V' ¢é diferenciavel e
Viz,y) = (VV(2), X(¢(2)) ) = ( (2, ), (2® +2° —z —y,yz’ +° —y+2))
P — oy 4+ 2 4yt — P oy = ot gt 4 200 — 2 —
= (2" +y").(2" +y" = 1)
Temos que V sera definida negativa somente no interior circulo unitéario
2, 2 '
Pyt <l=V<0

e portanto para uma vizinhanca W da origem (interior do circulo unitario), temos que

(0,0) é um ponto de equilibrio assintoticamente estavel.

2) Consideremos a equacao diferencial em R?
¥ =—y—a3

/:+x_y3

que ¢é associada ao campo X(z,y) = (—y — 2%,z — 3*) temos em (0,0) um ponto de

equilibrio pois, X(0,0) = (=0 — 03,0 — 0%) = (0,0).
Se tomarmos V(z,y) = 2% + y? em torno de (0,0) temos que
e V(0,0) =0e V > 0 para qualquer (z,y) € R\ (0,0)

e I/ ¢é diferencidvel e

V(z,y) = ((22,2y), (~y —2°, 2 — ¢°))
= 22y — 22" + 2yr — 2yt = —221 — 2" < 0

para qualquer (z,y) € R?\ (0,0) e portanto (0,0) ¢ um ponto de equilibrio assintotica-

mente estavel.
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Observacao 1.2.2. Note que no FExemplo 1 temos que o ponto de equilibrio nao é
globalmente assintoticamente estavel como no Exemplo 2, pois em 1 temos que definir

uma vizinhanca onde V- < 0 mas em 2 nao hd restricao para essa vizinhanga.

A condic¢ao do Teorema 1.2 na realidade é uma condi¢ao necessaria em alguns casos
particulares e esse fato sera o foco do nosso estudo, vamos dar condigoes para que a
estabilidade assintética garanta a existéncia de uma (ou mais) fungao de Lyapunov para

0 campo.



Capitulo 2

Campos Lineares

2.1 Fluxo de um Campo Linear

Estudaremos primeiramente a estabilidade para campos lineares, nesse capitulo
consideremos A € M (n) (conjunto das matrizes quadradas de ordem n x n) associada ao
campo T = Ax, nosso objetivo principal é relacionar a matriz A com as trajetérias do
campo linear.

Para o caso n = 1 temos que x(t) = ke™ é solugao para &(t) = ax(t) para condigao

inicial z(0) = k, de fato derivando x(t) temos
i(t) = ake™ = ax(t)

Queremos estender esse conceito paran > 1, onde a equacao £ = Ax tem como solucao
2(t) = e,
Usando a expansao em série de Taylor temos que

=1

observamos que para estender o conceito a uma exponencial de uma matriz, precisamos
de séries convergentes de matrizes, para convergéncia de matrizes, precisamos de normas
no espacgo de matrizes.

Para nosso estudo usaremos a norma do operador definida por

|Al| = sup |Az| = sup |Az]
2] <1 jaf=1
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para A € M(n) e onde |.| é a norma euclidiana.

Podemos definir a matriz exponencial de uma matriz A € M(n) por

[e.9]

1 . 1 .
_I+A+ A2+ A3 oA = — A,
3! J! 4!

7=0

No caso n = 1 temos convergéncia para a série de Taylor mas serd que para matriz

exponencial temos essa convergéncia?

No caso geral, tomando a norma do operador de M (n), obtemos

Z ||—A]|| = Z—||AJ|| < Z NAp = el

onde fizemos uso da propriedade fundamental da norma |[|AB|| < ||A||||B], para tanto

basta tomar A =1, A'= A, A™"l = A™A. Fazendo por inducao temos que
[A™ ] < [lA[™.

A série que define a exponencial é, portanto, absolutamente convergente e assim

também é convergente.
Lema 2.1.1. A € M(n) com a norma do operador temos que:
i) [let]] < el

i) [let — I — Al < [|A[?el 4]
Demonstracao: i) ok

i) et —T—All = ||[T+ A+ 5A7+ 5a%+ 4 Zan g —T— 4] =

HZ'A?Jr —Ad 4+ - A” ||_|yA2( I+ A+ -+ A“ )H<

1 1 1
2 n2 2 n—2
A (|| g+ At A ) < AR+ A+ A
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) < BAR (I 1AL+ 472+ < AP
[

Proposicao 2.1. Dados uma matriz A € M(n) e 1o € R", os caminhos t — e em

M(n) et — ezy em R™ sio derivdveis e

8 etA 8 etA
ot at °

Demonstra¢ao: Dados A € M(n) e t € R, temos que ||[tA| = |t|||A]| obtemos entao pelo

= Ae'* € M(n), = Ae'zy € R”

lema anterior

||%(€tA —1) = Al = %Hem —I-tAl < i |H7¢A||2 el Al = Je [ Af2el Al < [t Al el 4
para |t| < 1. Escrevendo X (t) = €', temos que X (0) = ¢° = I e temos que X'(0) = A,
de fato

OO o
para t — 0.

Afirmamos que X (¢t + u) = X(t)X(u) € M(n) para quaisquer t,u € R. Antes de

provar essa afirmacao, mostraremos que X e derivavel e X'(t) = X'(0) X (t) = AX (¢), de

fato
“X(t+ui_X(t) —X’(O).X(t)H _ HX(t).X(Z) - X(t) —X’(O).X(t)H _
HX(t). w —X’(O).X(t)H =0
X'(0)

para u — 0 e para cada t € R. Além disso, dado zy € R™, podemos aplicar todas essas
matrizes em xq para concluir que x(t) = X (t)xg = ez é derivavel em R e i(t) = Ax(t),
para cada t € R.
Provemos agora a primeira afirmacao. Fixemos t,u € R dado j € N temos, pela lei do
binomio
J i—m s

1 m A A T u

m=0 r+s=j
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portanto

1 o o
(AT uAY = <t AT =

t" u®
P

r4s=j

Assim, para cadan € N

n

i et (i) (1)

Passando ao limite n — o0 resulta

pHAFUA _ tA juA

e portanto

X(t + u) — e(t+u)A — etAJruA — etA€UA _ X(t)X(u)

2.2 Matrizes Conjugadas

Definicao 2.1. Sejam A, B € M(n) dizemos que as matrizes sio conjugadas, se eziste
uma matriz ndao singular Q € M(n) tal que AQ = QB, ou seja, tal que A = QBQ™.

Teorema 2.1. Se A, B,Q € M(n) sdo tais que AQ = QB entio e*Q = Qe?, ou seja, se

A

as matrizes A, B sdo conjugadas entdo e’ e eB também sdo e além disso a matriz que as

conjuga € a mesma que conjuga A e B.

Demonstracao: Como AQ = QB segue A?Q = AAQ = AQB = QBB = (B?, por
inducao, A7Q = QB’, para j € N.

Assim

m

L Tl 1 .
Q= (Jm > 54)Q= lim 3 740 = m 3 50P
o 2] 2 7]

Jj=0

L -
= ( lim Zf'B]> = QeP = e1Q = Qe = e = QP! = 98¢ §
j!

J=0
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A afirmacao provada na Proposicao 2.1 poderia ser omitida naquele momento pois

decorre imediatamente do seguinte corolario.
Coroléario 2.2.1. Dadas matrizes A e B € M(n), temos:

1. se AB = BA entio etef = eAtB = ¢BeA

2. a matriz e sempre é invertivel, com (e?)™t = e™4

Demonstra¢ao: Como AB = BA, entdao B(tA) = (tA)B e pelo teorema anterior temos

Bett = et B. Fixemos 9 € R" definimos z(t) = et4e!Pxy, derivando
i(t) = Ae e Pro+e A Be'Pay = AeePry+ Be'ePry = (A+ B)eePry = (A+B)x(t).

Mostrando assim que z(t) é solu¢ao de ©# = (A + B)z com condicao inicial (0) = .
Mas t — etA*B)gy é a tnica solugdo de # = (A + B)x com z(0) = my, decorre que
2(t) = eA+Blg) = et4etBr, como isso vale para cada o € R™ temos a igualdade, para
t = 1 tem-se o resultado.

Em particular como A — A = 0 e €® = I, decorre que e e = I = ee™ logo
e—A = (eA)—l

0
Proposicao 2.2. Seja A € M(n) e seja ¢y o fluro associado & = Ax. Entao ¢y € linear.

Demonstracdo: Sejam a € R e x,y € R", como z(t) = ez, define a tnica solucao de

& = Az com condicao inicial z(0) = z¢ e ¢(z) = x(t) entdo

di(azx +y) = (ax +y)(t) = eazo + yo) = azx(t) + y(t) = agy(z) + ¢u(y)

Observagao 2.2.1. Se ¢; € o fluro de & = Ax entdo VY, = ¢_4 € o fluro de & = —Ax
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2.3 Estabilidade Local

Consideremos M € M(n) uma matriz simétrica e seja a forma quadrética
V : R* — R dada por V(z) = (Mz,x) e vejamos quem é V' com respeito ao campo

Ax.

V(z) = (Mi,z) + (Mz, i) = (MAz, z) + (Mz, Az)

= (MAx,z) + (A'Mz,z) = (MA+ A'M)z, x)

Definicao 2.2. Uma fun¢ao V : R — R € positiva em uma vizinhanga B(0,p) da
origem, se para qualquer x € B(0,p),V(z)>0eV(z)=0=2=0

Definicao 2.3. Uma fung¢io V :R™ — R ¢ semi-positiva em uma vizinhang¢a B(0, p)

da origem, se para qualquer x € B(0,p),V(z) >0eV(z)=0+%2=0

Definigao 2.4. Uma fungio V : R"™ — R € negativa em uma vizinhan¢a B(0,p) da

origem, se —V ¢é definida positiva.

Defini¢ao 2.5. Uma fungio V :R™ — R € semi-negativa em uma vizinhan¢a B(0, p)

da origem, se —V ¢é semi-definida positiva.

Se tivermos p = oo e se V' é positiva dizemos que V' é definida positiva globalmente.
Por analogia as outras defini¢oes temos, semi-positiva globalmente, semi-negativa
globalmente e negativa globalmente.

Denotaremos por S o espago das matrizes simétricas n X n.

Lema 2.3.1. Seja A uma matriz invertivel tal que todos seus autovalores tenham parte

real negativa. Entao a transformacao linear Ly : S — S definida como
La(M)=MA+ A'M
¢ um isomorfismo.

Demonstragao: Mostremos que Ker(La) = {0}. De fato, seja M tal que M A+ A*M = 0,

logo MA = —A'M, observemos que se v é um autovetor generalizado de A associado a
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A =a+bi coma < 0 temos que (a + bi)Mv = MAv = —A'Mwv e portanto A*Mv =
—(a+ bi)Mv. Se Mv # 0 entdo Mv é um autovetor de A" associado a —(a + bi). Mas
os autovalores de A e A! sdo iguais e como A sé tem autovalores com parte real negativa

chegamos a um absurdo, pois —(a+ bi) teria parte real positiva. Portanto Mv = 0. Como
MA=—-A'M = MA*> = MAA = —A"(MA) = —A"(—A'M) = (—1)*(A")° M

por indugao temos que M A? = (—1)7(A*)?M e portanto

M(A— (a+bi))>=M(A— (a+bi))(A—(a+bi)]) =
MA*—=2M A(a+bi)I+M ((a+bi)I)* = (=1)*(A")° M —2(— A" (a+bi) IM)+((a+bi))*M =
(=1)*((AH?* + 24 a + b)) + ((a + bi) ) )M = (=1)* (A + (a + bi)[)*M

novamente por inducao temos que
M(A = (a+ b)) = (=1)F(A" + (a + bi)I)* M.

Seja B uma base de Jordan de A e seja v € B.
Resulta que existe um autovalor generalizado (a + bi) de A e k& > 1 tal que

(A = (a+bi)I)*v = 0, logo
0=M(A—(a+bi))Fv=(=1)*A" + (a + bi)])* M.

Se Mv # 0 concluirfamos que —(a+ bi) seria um autovalor de A* (e consequentemente
de A) com parte real positiva o que é absurdo. Logo Mv = 0 para qualquer v € B e
portanto, como B é base, M = 0.

Pelo Teorema do Nucleo e da Imagem, concluimos a sobrejetividade.

A transformagao linear é homeomorfismo pois
La(My + My) = (M + M)A + AY (M, + M) =

MlA —|— AtMl -+ MQA —|— AtMQ - LA(Ml) -+ LA(MQ)
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Definigao 2.6. Uma matriz A € M(n) € definida positiva se a forma quadrdtica associada

V(z) = (Az,z) € definida positiva onde v € R™ .

Analogamente definimos A semi-definida positiva, definida negativa e semi-definida

negativa.

Lema 2.3.2. Seja A com todos seus autovalores com parte real negativa e seja N uma

matriz simétrica definida negativa. Entdo M = L,*(N) € definida positiva.

Demonstragio: Observemos que A — Ly e A — L' sdo transformacdes lineares. Por
outro lado se L4(M) = N com N definida negativa entdo 0 nao é autovalor de M, caso

contrario, se Mv = 0 entao
0 =2(Mv, Av) = (MA+ A'M)v,v) = (Nv,v) < 0.

Notemos também L_;(N) = —NI—IN = —2N ¢ definida positiva ja que N é definida
negativa.

Fixemos N definida negativa seja A, s € [0, 1] uma isotopia tal que Ag = —1, Ay = Ae
A sempre tem seus autovalores com parte real negativa. Seja Ly = L4, e M, = LS_I(N ).
Logo M depende continuamente de s, My nao tem autovalor 0 para todo s € [0,1] e
My é definida positiva. Conclufmos que M; = L' (N) é definida positiva pois tem seus
autovalores positivos.

]

Teorema 2.2. Seja A com autovalores com parte real negativa. Entao O € um ponto de

equilibrio assintoticamente estdvel de & = Ax

Demonstracao: Tomemos uma matriz N € S definida negativa pelo Lema 2.3.1, existe
uma matriz M € S tal que Lo(M) = N, além disso pelo Lema 2.3.2, M ¢é definida
positiva.

Seja a forma quadrética definida positiva V' : R” — R dada por V(z) = (Mx,x) (pois

M é definida positiva). Derivando V' temos;

V(z) = (Mi,x) + (Mx, i) = (MAz,z) + (Mz, Az) = (MA + A'M)z, ) = (Nx, z)
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que é definida negativa, pois NV é definida negativa.
Portanto V' é uma funcao de Lyapunov estrita, diferencidvel definida em torno do
ponto de equilibrio e portanto pelo Teorema 1.2, o ponto 0 é assintoticamente estavel.

]

Exemplo: Consideremos a seguinte equacao diferencial linear em R?
=—x
Yy = -3z —3y
que ¢ associada ao campo X (z,y) = (x + 2y, —3z — 3y).

Entao o ponto de equilibrio (0,0) é assintoticamente estével ja que os autovalores de

-1 0
A =
-3 =3
tem parte real negativa.
De fato,
A+1 0
det(\ — A) = =A+1)(A+3)
3 A3

Os autovalores sao —1 e —3 .

Uma pergunta quase que imediata é “Sempre poderemos definir a funcao V' do teorema
acima?”. Existe apenas uma restricao na hora de definir V', os autovalores do campo linear
A tem que ter parte real negativa. Com foco em nosso objetivo de encontrar uma reciproca
para o Teorema 1.2, temos condig¢oes de enunciar para um caso particular uma reciproca

desse teorema, quando temos que a equagao diferencial esta associada a um campo linear.

Teorema 2.3. Seja A um campo linear se 0 € um ponto de equilibrio assintoticamente

estdvel entao existe uma func¢ao de Lyapunov estrita definida em torno de 0.

Demonstracao: A prova desse fato serd vinculada diretamente a proposicao a seguir, antes

porém algumas definicoes.

Definicao 2.7. Seja 0 € R™ um ponto de equilibrio de campo linear A, dizemos que 0 é

um poco para A se, para cada x € R", vale

lim ¢ (z) = 0.

t——+00
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Definicao 2.8. Seja A € M(n) dizemos que A é um atrator hiperbélico se todos os

autovalores de A tem parte real negativa.

Proposicao 2.3. A origem de um campo linear A € M(n) é um pogo se, e somente se,

o campo A € um atrator.

Demonstrag¢ao: (=) Como a origem é um pogo entdo 0 é um ponto de equilibrio
assintoticamente estével.

Suponhamos que exista um autovalor de A com parte real positiva ou nula, seja A esse
autovalor associado ao autovetor v € R".

A

Temos para A € R que #(t) = e*v é uma solugao de # = Az pois derivando tem-se:

i(t) = XeMv = Ml = eMAv = Ax(t).
Mas para essa solugao, como A > 0 e v # 0, resulta
[oe(z)]| = lz@)]| = lle?o]| = eMoll > [Jo] >0

para t > 0 e portanto z(t) ndo tende a 0 o que é absurdo pelo equilibrio assintoticamente
estavel.

Se A = a+bi comb # 0ea > 0um autovalor complexo associado ao autovetor
w = u + vi onde u,v € R" e sdo (LI) linearmente independentes (basta lembrar que
{w,w} sdo LI e u = {(w+ W) e v = 5(w —W)) e sendo a solu¢do do sistema dada
por z(t) = e'.[cos(bt)u + sen(bt)v] temos que a combinacao linear cos(bt)u + sen(bt)v
descreve uma elipse no plano uv e, portanto, ||z(t)|| = [le**.[cos(bt)u + sen(bt)v]|| =
e ||[cos(bt)u + sen(bt)v]|| - 0 e novamente a solugdo x(t) nao tende a zero, o que é
absurdo.

Finalmente se A = 0 + bi com b # 0 a situagao é semelhante com a descrita acima, a
solugao [|z(t)]| = ||e®.[cos(bt)u + sen(bt)v]|| = ||[cos(bt)u + sen(bt)v]|| descreve uma elipse

ou uma circunferéncia, e novamente a solugao nao tende a zero, que é absurdo.

(<) E consequéncia imediata do Teorema 2.2.
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A proposicao anterior nos diz que se o ponto de equilibrio é assintoticamente estavel
teremos que os autovalores do campo linear terao parte real negativa, podendo assim ser
definida uma V como na demonstracao do Teorema 2.2, completando assim a

demonstracao do Teorema 2.3.

]

O corolario a seguir mostra a relagao direta que existe entre os autovalores do campo

e sua estabilidade.

Corolario 2.3.1. Para cada matriz A € M(n), existe X\ > 0 suficientemente grande tal
que,

lim ¢ (x) =0

t——+o00
onde 1y € o fluxo associado & = (A — X )x.
Demonstracao: Pela proposicao anterior é suficiente provar que A — Al é um atrator. No
espago M (n) temos que

lim(sA—1)= -1

s—0

onde o unico autovalor de —1 € M(n) é —1. E possivel mostrar que os autovalores de-
pendem continuamente das entradas da matriz (ver [3], p.232 ou [4] p.58) de modo que
podemos escolher sy > 0 tal que a matriz sA — I tem todos autovalores com parte real
< —% para cada 0 < s < sg. Observe v é um autovalor de sA — I se, e somente se, Ay é
um autovalor de A(sA — I). Assim, para cada A > % temos 0 < % = s < sq e concluimos
que todos os autovalores de A — A = A(A — I) = A(sA — I) tem parte real menor do

que —ﬁ e, portanto, A — Al é um atrator.

]

A equivaléncia do conceito topolégico de pogo com o conceito algébrico de atrator
conduz a versao analitica desse comportamento de um campo linear. Dizemos que o fluxo

de A é contrativo se existem constantes C' > 0 e a > 0 tais que
l¢e(2)|] < Ce™||z]|

para qualquer t > 0 e z € R"\ {0}.
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Teorema 2.4. Seja A tal que todos seus autovalores tem parte real negativa e seja ¢y o

fluxo de © = Ax. Entdo ¢; € contrativo.

Demonstragao: Seja V(x) = (Mx,z) uma fun¢ao de Lyapunov associada a A. Como ¢,

é linear e V' é quadratica temos que

V(éi(a)) = BV (6i(3))

para qualquer b € R\ 0. Seja & = {x : V(z) = 1}. Como V(¢(x)) é estritamente
decrescente, pois V < 0, temos que existe 0 < A < 1 tal que para qualquer x € &,
entiio V(¢1(w)) < A, se V() = (Mz,x) = b entio T2 = (M§,%) = V(&) = 1, logo
Vigi(x)) = b.V(d1(F)) < V(di(z)) < AV(z) para qualquer = € R". Logo para n > 0
temos que V (¢, (z)) < A"V (z).

Para t > 0 escrevemos t = n+1r com 0 < r < 1, logo V(¢(z)) = V(dn(or(x)) <
AV (¢ () < A"V (z) < A3V ().

Como V é quadratica definida positiva, existem d e D positivos tais que
d||z|]* < V(z) < D|j|*.

Portanto

o) < V(o)) < X2 |a]?

Fazendo C = @/% e —a= %ln)\ temos

D D . [D
loe@)* < N=llell* = Nl (@)l < \f X llell = (@)l < A2/ =lell = e Cllz]

concluindo assim o resultado.

]

Corolario 2.3.2. Seja A e ¢, como no teorema anterior. Entao existem Cy e a > 0 tais

que

l¢—e(2)]| = Cre® ||

para qualquer t > 0.
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Demonstracao:
]l = lge(d-e)(@)[| < Ce™ [l ()]]

e portanto [|¢_(z)|| > &e||z| fazendo Cy = & temos o resultado.

]

Corolario 2.3.3. Sejam A, ¢; como no teorema anterior e seja V uma forma quadrdtica

associada a © = Ax. Entdo se x # 0,

lim V(o) =0 ¢ lm V(o) = o0

t—+o00

O préximo corolario mostra a condicao contraria da apresentada até aqui, com ele

podemos concluir a instabilidade de um ponto de equilibrio.

Corolario 2.3.4. Seja B uma matriz tal que todos seus autovalores tem parte real positiva

e seja ¢y o fluro de + = Bx. Entdao existe C,Cy; >0 e a > 0 tais que se x # 0 entdo
[p—e(@)]| < Ce™™[lz]| 5 [l¢e()]| = Cre|2]]
para qualquer t > 0.

Observacao 2.3.1. Seja B uma matriz como no coroldrio acima e uma fun¢ao quadrdtica

V' associada a & = Bx. Entao, se v # 0

Jim V(o) =00+ lim V(6i(z)) = 0.

t——o00

Ainda usando campo lineares temos um resultado nao tao forte quanto o apresentado
no Teorema 2.3 mas que d& uma reciproca do Teorema 1.1 (Lyapunov I), ou seja, uma

reciproca para a estabilidade simples.

Teorema 2.5. Seja A uma matriz real sem autovalores com parte real positiva e tal que a
forma canonica de Jordan da matriz A nao tem parte nilpotente, entao existe uma func¢ao

de Lyapunov em torno da singularidade do campo.

Demonstragdo: Existe uma matriz real invertivel C, tal que C'AC = D (A e D sdo
matrizes conjugadas), pelo Teorema da Decomposi¢ao de Jordan temos que D é soma

direta de trés tipos de matrizes:
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a) p matrizes Ly, ..., L, correspondendo aos autovalores de A que sdo zero. L, =0

b) ¢ matrizes My, ..., M, de ordem 2, que corresponde cada par de autovalores conjugados

imagindarios puros.

M, =
—pn 0

¢) uma matriz N de ordem r = n — p — 2q, correspondendo aos autovalores com parte

real negativa.

Tomemos a soma direta da seguinte maneira:

Lpxpy O 0
D= 0 M2q><2q 0
0 0 Nixy

Seja P uma matriz da seguinte forma

0 M2q><2q
Seja y um vetor do R" tendo componentes reais (yi, ¥, .., Yn) denotemos por u o vetor

coluna (Y1, Y2, ..., Yp+24) € POr v 0 vetor coluna (Ypi2g+1, Yp+2q+25 --s Yn,)-

Temos que pelo Teorema 2.3 existe uma forma definida positiva Ws(v), pois todos os
autovalores de N tem parte real negativa e além disso Wa(v) = (VIWs(v), Nv) é definida
negativa (onde (,) e V¥, representam o produto interno e o gradiente de W, respectiva-
mente).

Seja
Wi(u) = yi™ + oo+ 4™+ Yy + Ypa2)™ oo Ypragor T Ypaog)"
temos que W (u) é claramente definida positiva e Wi (u) = (VWi (u), Pu) = 0 pois:
VWi (u) = (2myi™ !, ... ,meim_l, m(y;r1 + y§+2)m_12yp+1, e

e am(y]27+2q—1 + y§+2q)m_12yp+2q)

P(u) = (01,...,0p, D1Yp+2, —D1Yp+1, P2Uptas —P2Yp+3: - - - » D2qYp+2q> —D2qYp+2g—1)
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Um calculo simples leva ao resultado.
Definiremos agora uma funcao W(y) = Wi(u) + Wa(v) que é definida positiva e

diferenciavel, pois W; e W5 sao positivas e diferenciavéis
W(y) = (VW (y), Dy) = (VWi(u), Pu) + (VIWs(v), Nv) <0

Finalmente a forma definida por V(z) = W(y) = W(C~'z), onde z = Cy, é definida

positiva, continua e V<0 pois

Logo V' é uma funcao de Lyapunov para o campo linear A.

2.4 Meétodo de Massera

O mesmo resultado do Teorema 2.3 foi provado por José L. Massera em 1949 sé que
usando um método diferente e bem construtivo, usando esse mesmo método ele provou que
a estabilidade assintotica implica também a existéncia de uma funcao de Lyapunov nao s
para sistemas lineares mas também para sistemas periddicos e autonomos, a demonstragao

desses referidos teoremas consiste essencialmente no seguinte lema.

Lema 2.4.1. Dada uma funcgdo €(t) > 0 definida para t > 0, lim;_, 1o €(t) = 0 e uma
fungao M(t), positiva, continua e ndo decrescente para t > 0, existe uma func¢ao G(n)
definida para n > 0, positiva, continua e crescente com derivada continua e crescente,
G(0) = G'(0) = 0, tal que, para algum A > 0 fizo e alguma funcao €*(t) que satisfaz a

desigualdade 0 < €*(t) < \.€(t), as integrais

+o0o +oo
/ Gle*(t)]dt, / G'[e"(t)]. M (t)dt
0 0
convergem uniformemente em €*. (G nao depende de \)

Demonstracao: Consideremos a sequéncia t,,n = 1,2,3,..., t; > 1, t,41 > t, +1 =

tni1 —t, > 1 tal que se t, <t entao €(t) < —(n_:l)z-
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t1
t

Definimos 7(t,) = +, n(t) linear entre t, e t,41 € n(t) = ()7 para 0 < t < t1, onde p ¢

escolhido grande o suficiente que

lim () > lim 7'(¢)
t—t] t—t]

Seja A > 0. Temos que, se t, < t < t,41 entdo Ae(t) < m en(t) > n+r1 (pois

N(tn) > 1(t) > n(tei))s logo Ae(t) < gy < n(t)-737 < 1(t) sempre que n > [A]

(parte inteira de A\). Chamaremos de ¢ty onde N = [}]

Seja t(n) a fungao inversa de 7(t). Definimos
o=
n= [ —ds,
o MIt(s)]

que ¢é claramente continua, crescente e com derivada continua.

Para ty <t definimos €*(¢) = Ae(t) temos 0 < €*(¢t) < n(t) com isso,

) ot
< .
M[t(ex(t)] — M[t

]
A desigualdade vem do fato de t ser decrescente t[e*(t)] > t[n(t)] e as fungoes exponencial

G'ler (1)) =

e M serem crescentes. (Lembre que t[n(t)] > t).

Para 2% integral temos

+oo  _—t

o M[t]

400 400
/ G'le*(t)|M[t)dt < Mt)dt = / e 'dt,

que ¢é uniformemente convergente.

Para concluir a prova temos que mostrar que

“+o0 o p +oo  pe*(t) eft[s] Jsd
“(t)]dt =  dsdt,
Gl / / MR

converge uniformemente.

Pelo Teorema de Mudanga de Varidvel temos

/+m/n(e*(t))| (€ (1)) | ~—dsd
n'(e*(¢ sdt,
v JIno) M(s)

isso é possivel mesmo com a descontinuidade da funcao 7'.

Como 7 é tomada linear no intervalo aberto (t,,t,y1) temos que para qualquer ¢ €

(tm tn+1)
m/(t)' _ n(tn-i-l) - n(tn)
tn—l—l - tn

1 1
<(___
“In+1 n
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_‘n—n—l

= <1
n(n+ 1) ‘ ‘ n—l—l‘

logo, tem-se que |n/| < 1 e com isso a integral dupla é majorada por

/+oo 6_8
dsdt
tN —+o00 M(S)

que ¢é uniformemente convergente.

]

Teorema 2.6. Seja A wum campo linear se 0 € wum ponto de equilibrio
assintoticamente estdvel entao existe uma funcao V : W — R tal que V' > 0 para qualquer
zeW\{0}, V(0)=0 eV <0 para x # 0, isto é, existe uma fungio de Lyapunov em

uma vizinhan¢a W do ponto de equilibrio.

Demonstracao: Seja & = Az, pela estabilidade assintética todos os autovalores de A tem

parte real negativa (Proposicao 2.3). Uma solucao do campo linear é da forma z(t) = ez
onde z(0) = x.

Tomemos B(t) = e pelo Corolério 2.2.1, B é invertivel (B~1(t) = e='4).

1
() = s { T

onde v € R" temos limy ., €(t) = 0 e além disso satisfaz a desigualdade
e(t)- 1B~ ()z)* = [|l=|]* pois

1

_ 2 —1 T 2 ||[L'||2
e(t).IB7 (t)z]* = 5 ()(”%)HQ-IIB ()|

22 [Ed

o que prova a desigualdade.
Seja G(n) a funcao associada pelo lema anterior a fungao €(t) e M(t) = 1.

Definiremos
V(x(t)) = =Gle(t)-| B~ (t)=(t) %]

como G(n) é crescente temos V(z(t)) < —G(||lz]|?), logo V ¢é definida

negativa.

Consideremos V como a derivada total de V' até agora desconhecida.
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Pelo Teorema do Fundamental do Célculo, para z(0) = xo um valor inicial,
Vialt) = Vi) = [ Viao)ds = = [ Glels) 1B 5)a(s) s
usando z(t) = B(t)zy entao B~ (t)x(t) = x¢ para qualquer ¢ € R definiremos
Ve =2 [ Gleo) ool

Em uma vizinhanga préxima da origem temos que [|zo/*> < A. Aplicando o lema

anterior para €*(t) = €(t).||zo||* < M.€(t), temos convergéncia uniforme em ¢* das integrais

/0 TGl /0 " e )M (bt

O mesmo vale para a seguinte integral

+oo
4y (ag) =2 / G [e(t).llzol).€(2).

dl’o

Ol|o|*
8:100

dt,

0||wo|?

pois os fatores €(t). =5

sao limitados. Logo V' (xg) é continua com derivada continua, e

portanto V' (z(t)) tem essas mesmas propriedades e além disso é definida positiva

V(a(t)) =2 OOG[€(t)-II$o|I2]dt—/O Gle(s)-llzol*]ds = 0.

0

Portanto V' é uma funcao de Lyapunov estrita para o campo linear & = Ax

]

Usando esse mesmo método Massera provou o seguinte teorema para sistemas
autonomos e periédicos. Dizemos que um sistema nao-autéonomo & = X(¢,x), onde
X : RxQ — R" é periédico se existe T" € R tal que X(t + T,z) = X(¢,x) para
qualquer t € R.

Teorema 2.7. Se o sistema € periodico ou autonomo, e 0 € um ponto de equilibrio
assintoticamente estdvel entao existe uma funcdo de Lyapunov definida em uma

vizinhang¢a do ponto de equilibrio.

Demonstra¢ao: — Definiremos €(t) = sup{||¢:(z)||} para [|z]] < do e 0 < t < ¢, pela
estabilidade assintética temos que limy_, o, €(t) = 0 e €(t) > 0, tomemos a fungao M (t)

sendo uma majorante das seguintes derivadas,

Ige(@)|  9llde(2)]]
ox ’ ot
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O dominio [|z]] < §p,0 < t < t,, é um conjunto compacto, logo M (t) existe e podemos
assumir que ela é continua e nao decrescente.

Seja G a fungao definida pelo lema em relacao a €(t) e M(t), definimos

V(a(t)) = / " Glllgu () ds

isto é, a integral de G tomada ao longo das curvas partindo de ¢;(x) ao longo de ¢4(x),
com § — oQ.

Tomemos 0 < €*(t) = ||¢(z)]|| < €(t) nesse caso § que aparece no lema é simplesmente
a funcao constante 1.

Pelo lema temos que

converge uniformemente em €*(t), isto ¢, ao longo das curvas para ||z|| < o, 0 <t < t,,.
Como temos que o sistema ¢é peridédico, sem perda da generalidade suporemos que o

periodo é t,,. Seja [t,] a parte inteira de t,, para todo t > t,, temos t' =t — [t,], entao

lee(@) | = ll¢w (2)]| = € (t) = € () = Gle"(®)] = Gle" ()]

temos com isso que V' converge uniformemente para ||z|| < &y, > 0.

Derivando em relacao a = a integral acima

& [ enowias= [ oo 5 e < [ anion s

que pelo lema anterior converge uniformemente, logo V' é continua com derivada continua.

Fixando uma trajetéria temos que

i) cleeis= [ ee@ G e < [ alom s

assumindo que M (s) = M constante temos que
d [+ .

7 Glllgs(@)lJds = V(2(1)) = =M.G[l| () [|] <0
t

para todo z € R\ {0}.

Portanto V' é uma funcao de Lyapunov estrita para o sistema.



Capitulo 3

Conjugacao de Fluxos

Neste capitulo consideremos o campo de vetores f : 2 C R® — R" nao linear.

3.1 Conjugacao Local

Definicao 3.1. Dizemos que dois campos f1, fo sao topologicamente conjugados se existe
um homeomorfismo g : 1 — €y tal que 1Py 0 g = g o ¢y, para qualquer x € 21, onde ¢; e

Wy sao os fluxos de fi e fy respectivamente.

Observacao 3.1.1. O homeomorfismo g definido anteriormente é chamado de conjugac¢ao

topoldgica.

Campos lineares podem ser classificados de acordo com o seu indice de estabilidade
(indice de Morse), isto é, a dimensao do auto espago generalizado relativo aos autovetores

com parte real negativa.

Definicao 3.2. Dizemos que um campo linear © = Ax € hiperbdlico se A nao tem auto-

valores com parte real nula.

Veremos que campos lineares hiperbdélicos em espagos com mesma dimensao sao topo-
logicamente conjugados se, e somente se, tem o mesmo indice de estabilidade.

Muitas vezes nao é possivel encontrar uma mudanga de coordenadas conveniente para
todo o retrato de fase de um campo, mas as vezes é possivel definir essa mudanca em

algumas sub-regioes, vejamos:
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Definicao 3.3. Dizemos que o campo f; em x1 € localmente topologicamente conjugado
ao campo fo em xy se existem vizinhancas Uy de x1 em Q1 e Uy de o9 em s e um

homeomorfismo g : Uy — Uy tal que g(x1) = x9 €
Prog(x) =godi(x)
para qualquer x € Uy, onde ¢, e i, sao os fluros de fi e fay respectivamente.

O homeomorfismo descrito acima é uma conjugacao local entre os fluxos. Temos que

a conjugacao ~ é uma relacao de equivaléncia entre fluxos, de fato
1. ¢y ~ ¢, pois id conjuga os campos ¢; o id(z) = id o ¢y(x)

2. ¢y ~ by = Py ~ ¢y, pois Pyog(x) = gorh(x), logo g~! ¢ homeomorfismo que conjuga
Yredr. (Progl(x) =g opi(x))

3. ¢p ~ e by ~ pr = Gy ~ pr, OIS B 0 g(x) = goPy(x) = g7 o B o g(w) = hi(x) e
como 1y 0 h(z) = ho ¢,(x) tem-se g~ o ¢y 0.0 h(z) = h o pi(x) = ¢y 0 (g h)(z) =
(goh)op:(x) como g e h sdo homeomorfismo entao goh também é um homeomorfismo

que conjuga ¢; e @;.

Dois fluxos conjugados, do ponto de vista topolégico, sao iguais a menos de uma mu-
danga de coordenadas, com isso uma conjugagao (local ou global) mantém as propriedades
dinamicas dos dois campos, levando trajetorias em trajetorias e preservando o aspecto do

retrato de fase.

3.2 Teorema de Grobman-Hartman

Agora vamos pela aproximagao linear estender alguns resultados provados
anteriormente sobre condig¢oes necessarias e suficientes para a existéncia de uma funcao

de Lyapunov.

Teorema 3.1. Seja A € M(n) tal que todos seus autovalores tenham parte real negativa.

Entao os fluros de & = Ax e & = —x sao conjugados.
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Demonstracao: Denotaremos por ¢; o fluxo de £ = Ax e por ¢; o fluxo de & = —=z.
Observemos que se x # 0 entao existe t = t(x) tal que [[¢4(z)|| = 1, isto é, a trajetéria
de x corta a esfera unitdria S em um tnico ponto (¢ (z) = e 'z = || (2)]| = ‘I‘:_JI' logo

para cada x € R" existe um unico ¢ € R tal que ||z]| = |e’|). Seja N = MA + A'M
uma matriz definida negativa. Definimos V' (z) = (Mz,z), com M definida positiva, a
funcao de Lyapunov associada a & = Ax . Se  # 0 entdo existe um tnico ¢ = t(x) tal
que V(¢i(x)) = 1, isto é, a trajetéria de z corta o elipséide & = {z : (Mz,z) = 1} em
um udnico ponto (O Corolério 2.3.3 mostra a existéncia desse t = t(z) e como V(¢ (x)) é
estritamente decrescente temos que ¢t = t(z) é tinico).

Seja h : S™ — £ um homeomorfismo qualquer. Definiremos uma conjugacao H : R" —

R™ entre ¢; e 1y. Se x # 0 seja t,, tal que Y (z) € S™ e definimos
H(x) = ¢4, 0hoty,.

Definindo H(0) = 0 temos que H é um homeomorfismo que conjuga os fluxos, de
fato, para cada 1;(x) exste um unico ty) = t, tal que ¢y, ¢(z) € S™, logo, fazendo a

composi¢ao por ¢, a esquerda e por ¥_; a direita temos que,

Gr, 00, 0hothy oy =, 0@y, 0ohotfy, 0ty = hotpy=¢,0h

A fungdo H é continua em 0 pois, considerando uma sequéncia z, — 0 entao

ta

n

— 400, logo H(x,) = ¢—y, o hohy, (x,), fazendo h oy, (x,) = y, € &, entao
lim,, o H(xn) = limy,, —yoo ¢, (yn) = 0, isso pela estabilidade assintética.

]

Corolario 3.2.1. Sejam A e B matrizes com todos os valores proprios com parte real

negativa, entdo os fluros © = Ax e & = Bx sao conjugados.

A classificacao dos subespacos de um campo linear de acordo com os seus autovalores,
é possivel desde que eliminemos os casos degenerados, ou seja, campos com autovalores

com parte real nula.

Teorema 3.2. Seja & = Az um campo linear hiperbdlico (sem autovalores com parte real
nula) e seja ¢y o fluro correspondente. Entao existem subespacos E® e E" e constantes

C>0ea>0 tais que
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1. Rt =FE® B

2. ¢(E°) = E® e ¢,(E") = E* para todo t € R

3. Se x € E* entio ||¢(x)]| < Ce x| parat >0
4. Se x € E* entao ||¢_i(x)|| < Ce™||x|| parat >0

Demonstracao: Como todos os valores de A tem parte real nao nula entao cada autovalor é
associado a um autovetor que gera um subespaco do R" (pois A € M(n)) que é invariante
pela acao de A e além disso o somatorio da dimensao de cada subespaco é n, tomando E*
a soma de todos os subespacos generalizados de A associados aos autovalores com parte

real negativa e £ a soma de todos os autovalores com parte real positiva, temos que:
a) dim(E®)+dim(E")=n 1)ok
b) pela invariancia dos subespagos 2) ok

c¢) definindo A* = A

s t€mos um campo linear com todos os autovalores com parte real

negativa e pelo Teorema 2.4 segue 3) ok

d) definindo A* = A} . O resultado segue pelo Coroldrio 2.3.4  4) ok

]

Teorema 3.3. Sejam i = Ax e & = Bx dois campos hiperbdlicos que tem o mesmo indice

de estabilidade e sejam ¢, e Py 0s respectivos fluzos. Entao ¢, e Yy sao conjugados.

Demonstragao: Sejam Ef e E% os subespagos estaveis de ¢, e 1y respectivamente. Como

Ezewtszwt

dim(E%) = dim(E3) concluimos que ¢ = ¢ sao conjugados por

Ej
h? : B — E% com base no Corolério 3.2.1.
Analogamente ¢} = q§t| o €V = wt‘ pu 520 conjugados por h* : B} — L. Basta ver
A B
que (¢*)~! tem o mesmo comportamento de ¢, isso pelo item 4 do teorema anterior.

Definindo h : R" = E & Y — R" = £ ® E% por h = h® @ h" temos que h é uma

conjugacao (isso pela linearidade dos fluxos).
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Os subespacos E*° e E" sao chamados de subespaco estdavel e subespaco instdvel
respectivamente.
Diremos que a origem ¢é um atrator se £ = R", repulsor se E* = R" e sela nos demais

Casos.

Definigao 3.4. Seja F' : Q — R™ um campo C' e seja xy um ponto de equilibrio. Dizemos

que o € um ponto de equilibrio hiperbdlico se * = DF,, é um campo linear hiperbolico.

Teorema 3.4 (Grobman-Hartman). Seja F : Q — R™ um campo C' e seja o uma
singularidade hiperbdlica com A = DF,,. Entao os fluros de & = F(x) e o fluzo de
& = Ax sao localmente conjugados, isto €, existe U(xo),V(0) e h : U — V homeomorfismo
tal que

hoof =g oh

A demonstragao do Teorema de Grobman-Hartman é dada no apéndice desse trabalho.
Obteremos agora resultados sobre o ponto de equilibrio zy de uma equacao diferencial

& = f(x) a partir da aproximagao linear no ponto.

Teorema 3.5. Seja f: Q — R™ um campo e xy uma singularidade, isto é, f(xo) = 0.
Seja A = Df,,. Entao, se todos os autovalores de A tem parte real negativa, xy € um

ponto de equilibrio assintoticamente estdvel de & = f(x).

Demonstracao: Suponhamos sem perda da generalidade que xg = 0. O campo f pode ser

escrito da seguinte forma

f(@) = f(0) + D fa(x) + R(x)

onde
R
R@
=0 ||z|
ou f(z) = Az + R(x)
Mostremos que a funcdo de Lyapunov de # = Az também serd uma funcao de
Lyapunov para @ = f(x). Consideremos uma matriz simétrica definida negativa N =

MA + A'M onde é M é uma matriz simétrica definida positiva e definimos V : R” — R
dada por V(z) = (Mx,x).
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Como N ¢ definida negativa existe a > 0 tal que (Nxz,z) < —a||z||* para todo x € R™.
Seja n > 0 tal que 2||M||n < a.
Existe € > 0 tal que se ||z|| < € entao

[R()]

<7
]

Veremos que V para o campo f é negativa em B(0,¢€) com o qual aplicando o Teorema
1.2 concluimos o resultado.

Suporemos que 0 # ||z|| < €

V(r) = (Mi,z) + (Mz,3) = (M [(x),2) + {Mz, f(z))
= (M(Az + R(x)),x) + (Mz, (Az + R(x)))

= (MAz,x) + (MR(z),r) + (Mz, Az) + (M, R(z))
= ((MA+ A'M)z, z) + 2(M R(z), z)

< —allz|* + 2/ M| R@) ][l ]

R(2)|
_ ||x||2<—a+2||M||%> < ll2lP(=a + 2] M]m) < 0

Exemplo:

1) No comego desse trabalho ja demos como exemplo de alguns pontos singulares no
péndulo de haste rigida (ver Figura 1.1). Vamos descrever a posigao da particula em
coordenadas polares, pela mudanga de coordenadas temos que (z1,x9) = r(cosf, senf),
temos que 7(t) = [, teremos com isso somente a variagao angular . Tomaremos a posigao
do péndulo em repouso como 6 = 0.

Além da acao da gravidade, consideremos que haja alguma forca de atrito atuando

no sistema, pela segunda Lei de Newton, temos a descri¢ao do sistema da seguinte maneira:

0" + k0" + gsend =0
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0 =w
w' = —kw — gsenf
No sistema tomamos m = [ = 1, g como a constante gravitacional e £ > 0 o coeficiente
de atrito.
Iremos analisar a parte linear desse sistema acima, ja sabemos que quando ha agao
do atrito a posicao inicial # = 0 é um ponto de equilibrio assintoticamente estavel, para
qualquer condicao inicial “préxima’de 6 = 0.

Seja f(0,w) = (w, —kw — gsenf) o campo associado ao sistema acima, temos que

1
A= Df(o,o) =

Os autovalores de A tem parte real negativa, de fato:

A _
det(\ — A) = =N 4 Xe+g=0
g Atk
logo,
k., k2 k k2
—) = — — = —— 4+ 4/= -
()\+2) 9+ = A 5 9+

Considerando que k£ < 1 temos que A tem parte real negativa, como ja era esperado.
Vamos definir uma funcao de Lyapunov apropriada para o sistema.
Seja N uma matriz 2 x 2 definida da seguinte maneira,
—2g 2
N — g <49
29 29

Temos N definida negativa e sabemos que M é uma matriz simétrica, com isso

. —29 2g a b 0 1 0 1 a b
N=MA+A'M = = . + .
29 —2g b c —g —k —g —k b ¢
—2bg a — bk — gc —29 2g

= =
a—bk—gc 2(b—ck) 29 —2g
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Resolvendo o sistema 3 x 3, pela simetria, temos
—2bg=—-29g=0bb=1
20b—ck)=-29=>1—ck=—g=c=22
a—bk—gc:2g:>a:k+29+92%
Por simplicidade faremos
a 1
M —
1 ¢
onde a = k + 2g + 92% >lec= &kl > 1, e temos M definida positiva.
Definiremos V' da seguinte maneira:
V(0,w) = (M(0,w), (0,w)) = {(ad + w,0 + cw), (§,w)) = ad* + 20w + cw?
Como ac > 1 completando quadrados temos que V (6, w) = (y/af + \%)2 4 Lozl 2,

a

logo V(0,w) >0e V(0,w) =0« (6,w) =0.
Como o sistema nao é linear temos

V =(VV, f) = ((2a0 + 2w, 20 4 2cw), (w, —kw — gsenf))

= 200w + 2w? — 20kw — 20gsend — 2cw’k — 2cwgsent
= w?(2 — 2ke) + Ow(2a — 2k) — 2gsend(0 + cw)

Tomando os valores de a e ¢ encontrados no sistema acima, teremos

1
2—%m-2—2h2%——2—2g—2——%
———

C

2
m-2k:%w49+2929

— 2k =49+ 2.

9°+g
k
Fazendo senf < (1 + €)0 onde 6 é suficientemente pequeno e € > 0, tem-se que

7 +yg

V(0,w) < —2g9w? + fw(4g + 2 ) —2g6(0 + %w) —€(0 + cw)

2 2
= —2gw? + 40wg + 20w 9 2¢0% — 260w +9

—€(0 + cw)
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= —2gw® + 40wg — 20°g — €(0 + cw) = —2g(w? — 20w + 6%) — €(0 + cw)

= —29(11} — 0)2 — 6(8 + cw)

tomando € = m, logo V ¢ definida negativa e V é uma funcéo de Lyapunov para o
sistema.

Notemos que para 6§ = 7 a aproximagao nao € boa, esse ponto é um ponto de equilibrio
instavel do sistema.

Temos as ferramentas necessarias para provarmos um teorema mais geral que o provado
no Capitulo 3, Teorema 2.3. Embora o resultado seja mais geral que anterior ainda é
restrito, pois nao consideraremos os casos onde a parte linear do campo tenha autovalores

com parte real nula, usando o teorema de Grobman-Hartman e o Teorema 3.5 temos o

seguinte resultado.

Teorema 3.6. Seja & = f(x) uma equagdo diferencial onde f(x) é um campo ndo linear
de classe C* e o um ponto de equilibrio assintoticamente estdvel e DF,, = A um campo
hiperbdlico. Entao existe uma fungao V' : U(xg) — R onde U é uma vizinhancga de xg,
V(z) >0, continua e V(z) =0 < x = ¢ com V(z) < 0 para x # xy, isto é, existe uma

fungao de Lyapunov estrita para o campo f.

Demonstracao: Temos pelo Teorema de Grobman-Hartman que f e A sao conjugados e
pela estabilidade assintotica todos os autovalores de A tem parte real negativa (Proposigao
2.3). Logo podemos definir pelo Teorema 2.3 uma funcao de Lyapunov para o campo linear
A e que pela demonstracao do Teorema 3.5 a fungao de Lyapunov para o campo nao linear
f serda definida de maneira analoga, isto é, seja N uma matriz simétrica qualquer definida
negativa, tem-se que a fun¢ao de Lyapunov para f é dada por

V(z) = (Mz,z) com V > 0,V(z) =0 < & = xp, onde N = MA+ A'M e M é

definida positiva.



Apeéendice

Prova do Teorema de Grobman-Hartman

Uma sequéncia de pontos no R™ é dita ser Cauchy se existe ¢ > 0 e N > 0 tal que
| % — Tnpl| < € para quaisquer n > N ep € N.

Uma aplicacao f : R®™ — R"™ para n > 1 é dita lipschitziana se existe A > 0 tal que

1F(z) = F)ll < Allz =yl

A é denominada constante de Lipschitz (Lip).
Nas mesmas condi¢oes acima se A < 1 dizemos que a aplicagao ¢ uma contragao.
Usaremos novamente a norma do operador definida anteriormente como

[A]] = sup [Av]|

v]=1

onde A é uma aplicacao linear A : E; — Ey com E; e Ey dois espacos de Banach (espago
vetorial normado completo).

A aplicagao linear é dita limitada se ||A|| é finita. Seja L(E;,Ey) o conjunto das
aplicagoes lineares limitadas em E; e E5 com a norma do operador. Definiremos também

a norma do minimo como

m(A) = inf |Av|.

lv]l=1
Se A é invertivel, entao m(A) = ||[A~||~L.
Introduziremos alguns espagos de fungoes necessarios para a prova do Teorema de

Grobman-Hartman.
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Seja

CO(R™) = {f : R™ — R" tal que f é continua}.

CHR™) = {f : R" — R" tal que f ¢ diferenciavel e Df € C°(R")}.

Uma fungao f : R® — R™ é dita limitada se existe C' > 0 tal que |f(z)| < C para todo
r € R™. Seja CP(R™,R™) o conjunto de todas aplicagoes continuas e limitadas de R™ em
R" (por simplicidade C}(R™)).

Esse conjunto CP(R") é um espaco de Banach se colocarmos nele a seguinte norma

|1 = fello = sup |f1(z) — fa(2)].

Seja C}H(R™,R™) o conjunto de todas as fungdes g : R® — R™ tal que g € C* N CP(R")

e existe C' > 0 tal que ||Dg,|| < C (C independe de a, isto é, o limite é uniforme).

Lema 3.2.1. Dados dois numeros 0 < a < b, existe uma funcdao (B de classe C* em R"

tal que 0 < B3(x) < 1 para todo v € R" e

1 para ||z|| <a

0 para |z| >0

Demonstracao: Definiremos uma funcao de varidvel real,

0 para <0
afz) =9

e para x >0

Temos que a(z) € C™.
Para a < b, seja y(x) = a(r — a).a(b — x). Entao y(z) > 0 e é zero exatamente no
intervalo aberto (a,b). Novamente y(z) é C*°.

Agora, se definimos

entdao 0 < §(z) < 1 paratodoz € Re

1 para x<a
o(z) =
0 para >0
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Este ¢ é quase a fungao desejada na reta real. Finalmente, defina 3(z) em R™ por
B(x) = 6(||z||). Essa fungao tem todas as propriedades requeridas.

O

Teorema 3.7. Seja A € M(n) uma aplicag¢ao linear hiperbolica invertivel. Existe um
e > 0 tal que se g € CHR™) com Lip(g) < €, entio f = A+ g € topologicamente
conjugada a A por h = id+v com v € CY(R") e além disso essa conjugagio € tinica ao

longo id + k com k € C(R™).

Motivacao e esboco da prova: Formalmente conjugacao pode ser provada pelo Teorema
da Funcao Implicita. Para g € C}(R") nés queremos encontrar um homeomorfismo id + v

que conjuga A + g com A, isto é,
(A+g)o(id+v)=(id+v)o A= (A+g)o(id+v)o A =id+v =

0= (id+v)— (A+g)o(id+v)oA  =0=v—Aovo A —go(id+v)o A"

Definimos ¥ : C} (R™) x CP(R™) — Cp(R™) por
U(g,v)=v—AovoA™ —go(id+v)oA™?

Dado ¢ queremos encontrar v, tal que ¥(g,v,) = 0. Como V¥(0,id) = id — Ao
id o A7! = 0, entao podemos o Teorema da Funcao Implicita em pontos préximos de
(0,id) € CH(R™) x CP(R™) para encontrar v, com ¥(g,v,) = 0.

Pode-se provar que ¥ € C! e a derivada parcial com respeito a segunda varidvel é
(‘2-‘5) oy =0 ACDoAT = (id - Ao = £(0)
onde Ao = Aot o A~!. Se provarmos ¥ é uma aplicacio de classe C* (¥ € C') com
derivada parcial £ e que £ é um isomorfismo, entao o Teorema da Func¢ao Implicita mostra
que podemos encontrar v = v, em funcao de g tal que ¥(g,v,) = 0. Provando assim o
teorema.

Em vez de verificar que ¥ € C' com derivada parcial £, verificaremos que £ é um

isomorfismo e imitando a prova do Teorema da Funcao Implicita, o problema de encontrar
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um zero de ¥ é substituido pelo problema de encontrar um ponto fixo de uma funcao

O : CLH(R™) x CP(R") — CP(R™) dada por
O(g,v) = L7H{L(v) — ¥(g,v)}-

(A funcdo g é limitada logo © toma valores em CP(R")). Antes de mostrar que £ ¢ um
isomorfismo, provaremos que se ||£||Lip(g) < 1 entdao O(g,.) é uma contragao em C}(R")
com um tnico ponto fixo v,. Sendo f = A+ge hy = id+v,, segue que hy = fohpo A1
provaremos também que hy ¢é injetora e sobrejetora logo hy ¢ uma conjugacao de A com
f. Esses fatos serao mostrados em uma sequéncia de lemas a seguir.

Antes de iniciamos a prova, uma definicao, seja uma matriz A hiperbdlica, entao

definiremos dois subespacos invariantes pela agao de A como:

D’ = {v®:w® é um autovetor generalizado para um autovalor Ay de A com || < 1},

D* = {v*:w" é um autovetor generalizado para um autovalor A, de A com |A,| > 1}

Entao como antes temos R" = D" @ D°.

Usaremos essa decomposicao para decompor o espaco de fungoes continuas e limitadas,
CY(R",R") = CY(R™, D*)p CP (R", D). Colocando normas em D* e D* tal que a aplicacao
linear A é uma contragdo e uma extensao de dois subespagos : H(A}Du)_lH <a<le

I(A

p)ll £ a < 1. Em R", colocando a norma do méximo em D* e D": se v = v* + v°

com v’ € D’ para 0 = u, s, entao
[v] = max{[v"], |v”[}.
Seja
Av=Aovo A"
uma aplicagao em CP(R" R") como antes e

L(v) = (id— A)(v) =v—Aovo A7,

Para ¢ = u, s, temos também A% = A‘CO( X L7 = ’C‘CO Como usamos
b b

R” Do (R™,Do)*

a norma induzida pela norma do maximo em R”, ||£| = max{||L||*, ||[£°||}. A primeira
parte nos da alguns resultados de aplicacoes lineares no espaco de Banach, usamos esses

resultados em A? para provar que £ é um isomorfismo.
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Lema 3.2.2. Seja D um espago de Banach e G, B € L(D,D).

a) Se |G| < a < 1 entdo id — G é um isomorfismo e |(id — G)7!| < L.

l1-a

De fato, a inversa (id — G)™' pode ser representada pela série Z;io e

b)Se B é um isomorfismo com |B7|| < a < 1 entdo B — id é um isomorfismo com
(B —id)™'|| < 2. Novamente, essa inversa, (B —id)™", pode ser representada

pela série 322 B,

Demonstragao: Para provar a), dado y queremos encontrar x tal que © — Gz = y, ou
y + Gx = x. Podemos encontrar esse x como um ponto fixo de uma aplicagao u. Seja
u: D x D — D dada por u(z,y) =y + Gz.
Entao
u(r1,y) — u(za,y) = G(x1 — 22),
logo
(1, y) = u(z2,y)| < al(z1 — 22)].

Assim para y fixado, u(.,y) é uma contracdo. Pelo Teorema do Ponto Fixo, existe um
unico ponto fixo zy, z, = u(z,,y) =y + G(z,), deste modo y = (id — G)x,. A existéncia
de z,, mostra que id — G é sobrejetora. A unicidade mostra que ¢d — G ¢ injetora. Para

obter o limite da inversa, note que x = (id — G) 'y, entao z — Gr =y ¢

|z — G| = y| = |z| = |Gz| < [y| = [z] — alz] < y|

. _ d—G) "yl _ _1
i eyt < L NIG

Logo (id — G)~* é uma aplicacao linear limitada, pois ||(id — G)'|| < =

—a’

Contudo pela convergéncia da série pode-se mostrar que

(id — G) o f: i iGJ—ZGJ (id — G)
Jj=0 Jj= j=1

g

id

—1 & um isomorfismo. Desde B — id =

Para provar b), temos por a) que id — B
Bo (id — B™!') temos que B — id é um isomorfismo (por hipétese B ¢ um isomorfismo).

A inversa é (B —id)™' = (id — B~')"' o B! logo |(B —id) ™| < %
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Como antes temos que
(B—id)oY B7=) B7-3 B7=Y B7o(B-id

j=1 j=0 =1 j=1
NS

~~

id

O que completa a prova do lema.
m

Prova do Teorema 3.7. Queremos mostrar que cada L7 = id — A% é invertivel.

Escrevendo C?(D?) para C?(R™, D7), a norma de A7 é dada como segue

~ A7
s = sup Ao
veCY(D7)\{0} [v]fo

Entao para v € Cp(D?),

1Av]lo = sup |Av o A7 | = sup [Av(y)| < aljvo.
r€R”™ yeR™

Como ||A*|| < a, e pelo lema anterior parte a), £° = id — A® é invertivel com || £]| <
(lia)' Um célculo similar tem-se ||(A*)!|| < a, e pelo lema anterior parte b), £* = id — A"

é invertivel com |[|(£*)7} < oy Pelo fato da norma no R" ser o mdximo das normas

de D* e D*, temos ainda [|£L71] < (1;).

Temos a aplicacio ¥(g,v) = v— A(v) — go (id+v) o A! e em (0, id) a “linearizacio”,

L=v— fl(v) Imitando a prova do Teorema da Funcao Implicita,

O(g,v) =L YLy —V(g,v)} =L Hv—AWw) —v+ A(w) + go (id+v) o A7)}

=L {go (id+v)o A '}
Logo

16(g,v1) = ©(g,v2)llo < [I£71]] sup g o (id+wv1) 0 A7l — g o (id + vy) 0 A
TER™

Lip(g)|lvi — vallo-

<q i m Lip(g) sp [v1(y) = v2(y)] < 1—a)

Para um g fixado com rla)Lip(g) < 1,0(g,.) é uma contragao em CP(R™). Como

CY(R™) é um espago métrico completo, existe um tinico ponto fixo v, com O(g,v,) = v,.
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Um calculo direto mostra que isso é equivalente a ¥(g,v,) = 0. Sendo f = A+ g e
hy = id+v,, o fato de ¥(g,v,) = 0 implica que hy = (A+g)ohfo A~ = fohso A™! ou
de forma equivalente hyo A = f o hy. Falta mostrar que h = hy é um isomorfismo. Antes

porém provaremos que f = A + g é um difeormorfismo.

Lema 3.2.3. A aplicacao f € bijetora, logo é um difeormorfismo.

Demonstracao: Assuma que f(z) = f(y). Entao 0 = f(z)— f(y) = A(zr—y)+g(x)—g(y).

Portanto
0=|f(z) = f(y)| = |Alx —y) + g(x) — g(y)| = m(A)|x — y| — Lip(g)|x — y|

> (m(A) — Lip(g)) |z — y|

J

>0
logo © —y =0 = x = y. Portanto f é injetora. A aplicacao f é sobrejetora pois ela tem
uma distancia limitada de uma aplicacao linear A que é injetora e sobrejetora. (f = A+g¢

egeCy)

Lema 3.2.4. A aplicacao h = hy € injetora.

Demonstrac¢ao: Se h(x) = h(y), entdo ho Ax = foh(x) = foh(y) = ho Ay. Por
indugao, h(A"z) = h(A"y) para n > 0. Usando o fato que f é invertivel e f~' o h =
ho A~ mostramos também que h(A"z) = h(A™y para n < 0, logo vale para todo n € Z.
Escrevendo x = 2% + 2° e y = y* + y° com z7,y° € D?. Se x # y entao ou z" # y* ou
x® # y*. Se 2% # y* entdo |AJx" — Aly"| > a7 |z + y*|. Portanto tomando j > 0 com
|AJz" — Aly*| > 3||h — id||o > 0. (Se h = id entdo h é homeomorfismo e prova termina).
Sendo z; = Az e y; = Ay, hz;) = hy;) = z; —y; + (b — id)(z;) — (h — id)(y;),
entiio 0 = |h(z;) = h(g;)| = ot — y2| + (b — id)(z;)] — |(h — id)(g)| = b — idlly > 0.
Essa contradicao mostra que é impossivel termos z* # y*. Similarmente usando iteradas

negativas prova-se que x° = y°. Isso completa a prova que h é injetora.
g Y )

Lema 3.2.5. A aplicacao h = hy € sobrejetora, logo é um isomorfismo e R™.
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Demonstracao: A prova que h é sobrejetora usa o fato que h tem uma distancia limitada
da identidade: seja b = ||h — id||o. Note que para x € B(0,7) (fecho da bola de centro 0
e raio r), |h(z)| < |h(z) — x| + |z| < b+, entdo h(B(0,7)) € B(0,r + b). Similarmente
para x € S(r) (esfera de raio r), |h(x)| > |z| — |h(z) — x| > r — b, entao h(S(r)) C
B(0,7)\ B(0,r — b).

Como h ¢ injetora, pelo Teorema da Invariancia do Dominio de Brouwer implica que
h leva conjuntos abertos em conjuntos abertos; em particular, a imagem h(B(0,7)) sao

abertos. Tomando a uniao, h(R") ¢é aberto.

Por outro lado, mostraremos que imagem de h(R™) é fechado. Assuma que zg € h(R").
Existe um z; € R™ com h(x;) convergindo para z,. Pelo fato de h(x;) ser limitado com
|h(z;)| < |20] +1 = R, desde que R > |h(z;)| > |z;] — b, temos que |z;| < R+, isto é, os
x; sao limitados. Pelo fato de B(0, R+b) ser compacto, existe uma subsequéncia xj,, que
converge para um ponto 7o € B(0, R + b). Pela continuidade de h, h(zo) = 2. Portanto
2o pertence a imagem de h, e h(R") = h(R™).

Com isso temos que h(R™) é um conjunto aberto e fechado em R" e R" é conexo, isto
implica que h(R"™) = R™, provando assim que h é sobrejetora.

Em dimensao finita temos que uma bijecao continua é um homeomorfismo. Mostraremos
que h~! é continua. Assuma y, é uma sequéncia de pontos contidos em algum B(0, R)
convergindo para y.,. Pelos mesmos argumentos, existem x,, e oo, em B(0, R+ b) tal que
h(zn) = Yn € R(Too) = Yoo- L0g0 K™ (yn) = 2, W (Yso) = Toe € B(0, R +b). Assuma que
T, NA0 converge para To,. Entao existe uma subsequéncia w,,, convergindo para p # .

Por continuidade de h,

h(p) = lim h(xnj> = Yoo = MToo)-

j—o00
Isso contradiz o fato de h é injetora. Portanto h™'(y,) converge para h™'(ys),

provando que A~! é continua.

Isso completa a prova do Teorema 3.7.

]

Proposicao 3.1. Seja Uy uma vizinhancga aberta da origem em R™. Seja f : Uy — R”
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um difeomorfismo de classe C" parar > 1 com f(0) =0 e A= Dfy. Entao dado € > 0,

existe uma vizinhang¢a menor U C Uy de 0 e uma extensao f : R™ — R™ de classe C" com

fl, = fl,, (F = A) € CHR") e Lip(f — A) <.

Demonstracao. :Seja 3 é a funcao definida no lema anterior onde a = 1 e b = 2 e seja
C = sup,epn |f'(x)| para todo x € R™.

Dado € > 0, tome r > 0 suficientemente pequeno que

€
Df,— A
IDf. = Al < 555

quando [|z]] < 2r. (Isso é possivel pois Df é continua e A = D fy).
Defina
7y = Ax -+ 510 (7(@) - )
Temos que ||z|| < r tem-se f = f e ||| > 2r tem-se f = A. Note que f € C}(R"),
falta mostrar que f— A é uma funcdo lipschitiziana com Lip(f—A) < ¢, de fato assumindo

que ||z[,]|y|| < 2r e usando o Teorema do Valor Médio.

I(f(z) = Az) = (F(y) — Al = I(f (=) = F(y)) — (Az — Ay)|| =

("5 )~ 40 () ) — ] =
[3(™) (50— a2) ~ (5) -~ 4 n[ﬁwbzw@ﬂU@—MWg

a1 £y — e — ) — | + () — (2015 - v <
LIDf - AlL|l HU”ULW“‘”WMDf—Awmns
sop e =l + Sl Gl = ) < elle — ol (5 + 5o D)

< ellz —yll
O que completa a demonstracao da proposicao.

]

Demonstracao do Teorema de Grobman-Hartman. Consideremos a equacao diferencial de

classe C*

& = f(z) (1)
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com um ponto de equilibrio hiperbdlico na origem do campo. Seja A = D fy, temos que
para pontos préximos da origem f(x) ~ Ax.

Nosso objetivo é encontrar uma extensao f de f onde f = f em uma vizinhanca da
origem e f = A para todo z € R".

Seja 1, o fluxo associado a equagao diferencial

&= f(z) (2)

e et o fluxo associado a
T = Ax (3)

Consideremos agora g(x) = o1 (z) — e, onde ¢, é o fluxo associado a & = f(z) e e? é

o fluxo associado a & = Ax, temos que g(z) = 0 se ||z|| > 2r e que g € C'. Se aplicarmos

a Férmula de Variagdo de Parametros para a equacao (2) reescrita como
i= Az + (f(z) — Az) (4)

encontramos

entao

lg(x) = g(W)ll < /0 eI (ps(@)) = Aps() = (Flos(y) — Aps(y))llds <

1
‘ / 14 lps(2) — @u(y)llds

pela dependéncia continua da condigao inicial, logo com ¢ — 0, podemos tomar g(z) e

g(y) tao préxima quanto quisermos logo em uma vizinhanga da origem f=f.
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