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Resumo

Apresentamos um indice de aninhamento que mede o padrao de aninhamento de
redes bipartidas, um problema que surge em ecologia teérica. Nossa medida é construida
através da soma das distancias dos elementos ocupados na matriz de adjacéncia da rede.
Este indice quantifica diretamente o desvio de uma dada matriz em relagao a um padrao
aninhado. No caso mais simples a distancia do elemento a; ; da matriz é d,; = ¢ + j, a
distancia de Manhattan. Uma distancia genérica é obtida através de d; ; = (iX + j%)¥/X.
O indice de aninhamento é definido por ¥ = 1 — 7, onde 7 é a "temperatura”da matriz.
Construimos o indice de temperatura utilizando dois padroes de referéncia: a distancia
da matriz completamente aninhada, que corresponde a temperatura zero, e a distancia
da matriz aleatéria média, definida de modo que sua temperatura seja um. Discutimos
uma importante caracteristica do problema, a ocupacao p da matriz. Abordamos esta
questao introduzindo o indice métrico y que permite o ajuste de matrizes com diferentes

ocupagcoes.



Abstract

We present a nestedness index that measures the nestedness pattern of bipartite net-
works, a problem that arises in theoretical ecology. Our measure is derived using the sum
of distances of the occupied elements in the adjacency matrix of the network. This index
quantifies directly the deviation of a given matrix from the nested pattern. In the most
simple case the distance of the matrix element a; ; is d; ; = ¢+ j, the Manhattan distance.
A generic distance is obtained as d; ; = (X + 7)YX. The nestedness index is defined by
v =1 — 7 where 7 is the "temperature”of the matrix. We construct the temperature in-
dex using two benchmarks: the distance of the complete nested matrix that corresponds
to zero temperature and the distance of the average random matrix that is defined as
temperature one. We discuss an important feature of the problem: matrix occupancy p.

We address this question using a metric index x that adjusts for matrix occupancy.
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Introducao

Um dos principais objetivos da ecologia de comunidades e da biogeografia é explicar
o padrao nao aleatorio da distribuicao de espécies entre sitios, que podem ser ilhas, frag-
mentos de vegetacao ou uma mancha de recursos. Na procura por estes padroes alguns
estudos tem descrito uma estrutura aninhada: espécies em sitios pobres sao um subcon-
junto de espécies em sitios mais ricos, em fungao de migracao ou extingao seletivas [2].
O conceito de aninhamento foi primeiramente proposto para explicar a composicao de
espécies em ilhas, onde ilhas pobres em espécies sao um subconjunto de ilhas mais ricas.
Mais recentemente, o conceito de aninhamento tem sido também usado para descrever
interagoes interespecificas entre comunidades, como entre plantas e animais [3]. Padroes
aninhados em matrizes de interacao entre espécies emergem quando espécies especialistas
interagem com espécies que formam subconjuntos bem definidos das espécies com as quais
os generalistas interagem [4]. Em ambos os contextos o aninhamento é um padrao, ou
um indice, que é estimado usando a matriz de presenca e auséncia. Embora matrizes de
interacao e matrizes biogeograficas sejam similares em muitos aspectos, elas diferem na
dindmica subjacente aos processos e nos padroes resultantes [3, 5].

Muitos estudos nesta drea até o presente prescindem de uma formulagao matematica
do conceito de aninhamento. Construgoes analiticas sao raras e ha poucas demonstracoes
em artigos que tratam de aninhamento. De modo diferente, seguindo uma forte tradicao
nesta area da ecologia, encontramos um grande uso de simulagoes Monte Carlo e de
procedimentos de reamostragem, baseados em avaliagoes estatisticas e testes de hipdtese.
O recente insteresse no assunto reflete-se na proliferacao de diferentes estimadores de
aninhamento. Todos eles sao manipulacoes da matriz de presenca e auséncia e vem sendo
testados contra uma variedade de modelos nulos [6, 7, 8]. Dois artigos muito interessantes,
que vao além da maioria dos trabalhos na area e apresentam o aninhamento em uma
perspectiva dindmica sao [9, 10].

A descricao em termos de redes do problema da biogeografia de ilhas, uma area da
ecologia de metacomunidades, ¢ a seguinte. Dado um conjunto I; de ilhas e um conjunto
S; de espécies, cada vez que a espécie ¢ ¢ encontrada na ilha j uma ligacao entre ambos os
conjuntos é estabelecida. Por outro lado, no contexto da ecologia de comunidades, a rede

bipartida é uma rede de interacao. Em termos gerais, encontramos dois tipos de interagoes:
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antagonistas e mutualistas. O exemplo tipco de rede de antagonistas é a teia alimentar,
onde temos herbivoros e carnivoros em um dado ecossistema. O padrao classico de rede
mutualista é formado por plantas com flores e seus péassaros ou insetos polinizadores. Em
todos estes casos o aninhamento é uma ferramenta essencial para caracterizar a estrutura
das redes.

Em nosso trabalho propomos que o aninhamento possa ser especificado analiticamente
e que o indice de aninhamento possa ser bem definido nao apenas de forma algoritmica,
mas possa também ser matematicamente bem definido. Apresentamos um novo indice
para quantificar o aninhamento que é baseado em propriedades métricas da matriz de ad-
jacéncia. Para estabelecer o problema de modo rigoroso iniciamos com dois pressupostos.
Primeiro, um padrao perfeitamente aninhado é constituido por uma estrutura aninhada
de sitios pobres em espécies inseridos em sitios mais ricos, ou de grupos de espécies de
distribuicao geogréfica restrita dentro de grupos de espécies de distribuicao mais ampla.
Segundo, um indice efetivo de aninhamento precisa quantificar o quanto uma dada matriz
desvia-se do padrao perfeitamente aninhado.

Baseados nestes dois pressupostos e com a ajuda de padroes de referéncia bem definidos
nos definimos uma métrica que chamamos temperatura 7 e um indice de aninhamento
v =1— 7. Seguimos a analogia com a temperatura feita por Atmar and Patterson [11],
mas nosso indice é analiticamente mais préximo ao indice Ny de Atmar e Patterson [12]
e ao indice de discrepancia de Brualdi e Sanderson [13], como veremos no capitulo 3.

A nocao de temperatura inspirou o desenvolvimento de nosso indice de aninhamento.
Quando um sistema termodinamico esta a temperatura zero todas as particulas estao no
estado de minima energia, ou no estado fundamental. E natural associar ao estado com-
pletamente aninhado a temperatura zero. Extendendo a analogia com a termodinamica,
para definir a métrica temperatura faz-se necessario um segundo ponto de referéncia bem
definido. Para este ponto usamos a média de um conjunto de matrizes randomicas uni-
formemente distribuidas, cuja temperatura é definida como sendo um. Estes dois padroes
de referéncia sao visualizados na figura 1.

Nosso trabalho ocupa-se de uma nova medida de aninhamento que é baseada em pro-
priedades métricas da matriz e é organizado como segue. No capitulo 2 apresentamos os
aspectos da teoria de grafos e da teoria de redes que serao utilizados ou estao intima-
mente relacionados com o trabalho desenvolvido. No capitulo 3 fazemos uma descrigao
detalhada do problema e o colocamos no contexto de estudos prévios. No capitulo 4
desenvolvemos os indices de temperatura e de aninhamento usando a distancia de Man-

hattan. No capitulo 5 ampliamos o desenvolvimento tedrico para incluir a comparacao
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Figura 1: Um exemplo de dois padroes de referéncia usados para encontrar o indice de
aninhamento: a matriz perfeitamente aninhada a esquerda e a matriz aleatéria a direita.
Em ambos os casos temos N = 12 sitios ocupados e Ly = Ly = 5.

entre padroes de aninhamento com diferentes niveis de ocupacao. Na secao 6 oferecemos

nossas consideracoes finais.



1 Motiwwacao Ecologica

1.1 Redes Bipartidas

Teias troficas sao constituidas por populagoes que se alimentam uns dos outros, e
seu estudo é de fundamental importancia para o desenvolvimento de teorias ecoldgicas,
aprimorando a habilidade de investigacao e previsao de processos fundamentais para a
estrutura de todos os sistemas ecologicos, dos quais fazem parte os consumidores e seus re-
cursos alimentares [14]. Desta forma, a busca de padroes gerais em teias tréficas pode levar
ao desenvolvimento de teorias gerais, capazes de prever relacoes entre aspectos estrutu-
rais, como riqueza de espécies, e funcionais, como interagdes tréficas em comunidades [15].
Poucas teias troficas existentes apresentam interacoes descritas para espécies bioldgicas
(ou morfoespécies ou OTUs - unidades taxonomicas operacionais). Ao invés de espécies,
é comum o uso de "espécies troficas” ou "trofoespécies”, grupos funcionais formados por
espécies, nao necessariamente aparentadas, que dividem as mesmas presas e predadores
[16]. O uso de trofoespécies pode parecer mais pratico do ponto de vista metodoldgico,
por nao haver necessidade de identificagao de todas as espécies e desta forma tanto reduzir
tendéncias causadas por erros na identificagao de alguns grupos, como tornar a teia mais
tratavel, diminuindo sua complexidade [17, 15]. Por outro lado, na base de teias tréficas
trofoespécies podem conter centenas de espécies, como por exemplo a trofoespécie de mi-
croorganismos, enquanto vertebrados geralmente sao descritos como espécies bioldgicas
e grupos como invertebrados apresentam resolucao taxonomica intermedidria. O agrega-
mento de espécies em trofoespécies é subjetivo e depende do autor do estudo e de seus
objetivos, o que pode comprometer em muito a comparacao entre teias. Desta forma,
o uso de trofoespécies é controverso e pode alterar alguns parametros das teias [18]. As
teias tréficas resolvidas no nivel especifico sao poucas e somente recentemente se deu maior
atengao a sua estrutura. Martinez [19] mostrou que atributos de teias resolvidas em nivel
de espécie sao mais consistentes para cada teia individual, embora padroes gerais sejam
mais frouxos, indicando que teias com trofoespécies apresentam estrutura mais simples,

das quais padroes gerais sao obtidos com maior facilidade. Entretanto, como estes padroes
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gerais deixam de existir em teias melhor definidas, a conclusao é que estes padroes obti-
dos em teias de trofoespécies podem nao refletir a realidade e sim ser conseqiiéncia de
sua pouca resolucao. Com excecao de comunidades extremamente simples, informagoes
detalhadas sobre todas as espécies e suas interagoes troficas sao praticamente impossiveis
de serem obtidas. Entretanto, estudos detalhados de guildas de consumidores ou de tax-
ocenoses em uma comunidade sao obtidos com maior facilidade [20]. Nos ultimos anos,
tem sido mais freqiiente o estudo de teias com apenas dois ou trés niveis tréficos, mas
onde todas as espécies estao identificadas e algumas vezes suas interacoes quantificadas
[21, 15, 22, 23, 24, 25]. Em uma teia bipartida somente dois niveis tréficos sao analisados,
e sua representacao grafica pode dar-se tanto na forma de uma teia quanto de uma matriz
de associacao, onde todas as espécies podem ser conhecidas e suas interacoes estudadas
em maior detalhe. Uma rede bipartida qualitativa de interacoes herbivoro-hospedeira
pode ser representada também por uma matriz com as espécies de plantas nas linhas e as
espécies de insetos nas colunas. As células na matriz sao preenchidas com ”1”se houver
interacao e 70”onde nao houver interacao. A figura 1.1 mostra uma rede deste tipo e a
matriz de adjacéncia que a representa.

Matrizes de interagao e sua representacao grafica na forma de teias bipartidas podem
estar organizadas na forma de aninhamento ou compartimentagao, ou simplesmente nao
estar organizadas, apresentando distribuicao aleatoria de interagoes. Matrizes aninhadas
apresentam um tipo de distribuicao onde cada espécie interage apenas com um subcon-
junto de espécies mais generalistas (figura 1.2 & esquerda). Desta forma, as espécies mais
generalistas tanto de animais quanto de hospedeiras interagem entre si formando um
"core”denso de interagoes, ao qual todo o restante da comunidade estd ligado [26, 27].
No caso de ecologia de conservagao, quando ha a fragmentacao de uma mata, por exem-
plo, varias espécies sao extintas localmente por nao conseguir viver em um ambiente em
pedagos. Estas extingoes nao sao aleatérias uma vez que dependem das especificidades do
ecossistema. Matrizes aninhadas sao pouco sensiveis a retirada aleatoria de espécies, mas
muito sensiveis a retirada de espécies muito conectadas. Sao também menos susceptiveis
a perda de espécies por fragmentagao [28, 29].

Matrizes compartimentadas apresentam-se divididas em subsec¢oes, ou compartimen-
tos, de forma que espécies em um compartimento interagem mais fortemente entre si
que com espécies de outros compartimentos (figura 1.2 no centro) [30, 31]. Uma estru-
tura compartimentada aumenta a estabilidade do sistema pois os compartimentos isolam
efeitos em cascata apds a exclusao aleatéria de espécies [32, 29]. Matrizes de interagoes

também podem apresentar um padrao aleatério, se cada espécie de planta (ou animal)
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Figura 1.1: Grafo bipartido representando uma rede de herbivoria com 13 espécies de
plantas (A a M) e 13 espécies de insetos enddfagos (1 a 13). Cada vez que um inseto
emerge de uma flor uma conexao entre ambos é estabelecida e representada por uma
linha. Em outras palavras, este inseto particular utiliza esta planta particular como local
de alimentacao. As informagoes sao sintetizadas pela da matriz de adjacéncia. Dados
coletados em uma regido montanhosa do Sudeste do Brasil [1].
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Figura 1.2: Estruturas mais comuns em matrizes. Matriz aninhada a esquerda. Note
que os insetos mais generalistas (primeiras colunas) interagem com as plantas mais gen-
eralistas (primeiras linhas).Matriz compartimentada no centro. Espécies dentro de um
compartimento interagem mais fortemente entre si que com de outros compartimentos.
Matriz aleatéria a direita. Nao ha uma estrutura bem definida e as espécies interagem ao
acaso.

interage com uma distribuigao aleatéria de espécies de animais (ou plantas) presentes na
comunidade (figura 1.2 a direita) [27].

Os ultimos anos mostraram um ntimero crescente de estudos sobre redes, nao somente
biolégicas. Estas redes podem ser formadas por exemplo por paginas da internet e seus
links, citacoes de artigos cientificos, relagoes sociais entre individuos em uma empresa,
atores de cinema, sistema nervoso, etc. Essas redes sao consideradas complexas e sao
conhecidas como mundos pequenos devido ao pequeno ntimero de ligacoes entre quaisquer
dois nés. Estas teias apresentam a seguinte peculiaridade: cada novo né (ou espécie) ird
se ligar preferencialmente a nds preexistentes com uma probabilidade proporcional ao
nimero de interagoes desta (quanto mais conectado o né, maior a chance de um novo
né se ligar a ele), descrevendo uma fungao do tipo lei de poténcia ou ”"power law”e
apresentando uma estrutura independente de escala [33, 34]. Teias com distribuicoes
descritas pela funcao lei de poténcia sao muito sensiveis a perda de nds muito conectados,
mais raros, enquanto sao bastante robustas a perda aleatoria de nds, ja que a maior parte
destes é pouco conectada [33, 35, 28, 34].

Teias descritas por uma funcao power law tém uma grande chance de apresentar
estrutura aninhada, como veremos na préxima secao. A adequacao de teias troficas a
funcao power law tem sido testada recentemente e é controversa. Enquanto alguns estudos
descreveram teias tréficas como se adequando perfeitamente a esta funcao [36, 27], ao

menos um estudo nao encontrou tal relagdo para um conjunto de varias teias [28].
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1.2 Teias Bipartidas de Interacoes Mutualisticas

Bascompte e colaboradores [27] empreenderam uma analise comparativa de 52 teias
bipartidas de interagoes plantas-mutualistas (polinizadores ou dispersores e suas hos-
pedeiras), e mostraram que a grande maioria das teias apresentou um padrao aninhado.
Um outro estudo feito com apenas duas teias bipartidas de polinizador-hospedeira en-
controu uma estrutura compartimentada [31]. Entretanto, a demonstragao de compar-
timentagao é complicada, e o0 método usado [37] nao pode ser considerado um teste es-
tatistico conclusivo [31]. Em um outro estudo com 53 teias planta-polinizador e planta-
dispersor, Jordano e colaboradores [38] analisaram a distribuigao cumulativa do nimero
de interacoes por espécie e detectaram um ajuste de praticamente todas as teias ao mod-
elo power law, ajuste esse truncado para um grande nimero de interacoes. Este ajuste
a uma estrutura sem escala, truncado para muitas interacoes, mostra uma estrutura que
parece ser caracteristica para estas teias de mutualistas: um grande nimero de espécies
especialistas coexistem com um niimero relativamente pequeno de espécies supergeneral-
istas. A adequacao das teias bipartidas de mutualistas tanto ao modelo power law quanto

ao modelo aninhado mostra como estas duas estruturas estao proximas.

1.3 Teias Bipartidas de Interacoes Herbivoro-Hospedeira

Espécies de herbivoros estao distribuidas em um gradiente que vai desde espécies que
se alimentam de uma tnica espécie de planta hospedeira até espécies que se alimentam de
uma ampla gama de hospedeiras de varias familias. Elas sao divididas normalmente em
monofagas, oligbfagas e polifagas. Espécies mondfagas se alimentam de uma tinica espécie
de hospedeira (ou de espécies de um mesmo género), enquanto espécies oligéfagas se ali-
mentam de varios géneros dentro de uma mesma familia e as polifagas se alimentam de
varias familias diferentes de hospedeira. Das espécies de insetos conhecidas, aproximada-
mente 75% sao monéfagas ou oligdfagas; e dentre as maiores ordens (Hemiptera, Diptera,
Himenoptera e Lepidoptera) mais de 80% das espécies sdo monéfagas ou oligéfagas [39].

Herbivoros podem ser divididos em trés classes de acordo com o tipo de interagao
com a hospedeira: parasitas, pastadores e predadores [40]. Os parasitas sdo espécies
que completam um estagio de desenvolvimento dentro de um tnico individuo hospedeiro,
causando diminuicao da aptidao ou fitness deste. Diferente de organismos de vida livre,
parasitas nao tém a opcao de deixar seu hospedeiro inicial e escolher entre outros hos-
pedeiros. Ele deve estar preso de forma segura ao hospedeiro, e enfrentar defesas quimicas

e fisicas de sua hospedeira, além de lidar com potenciais predadores e competidores, assim



1.4 Redes de Mutualismo e Herbivoria 9

como parasitoides, sem sair da hospedeira. Nesta classe estao incluidas espécies enddéfagas
(minadores, galhadores, brocadores e endéfagos de capitulos florais), assim como varios
grupos de insetos fitéfagos como coledpteros e lepidopteros. Pastadores sao espécies que
mudam de individuo hospedeiro durante um estagio de desenvolvimento sem necessari-
amente mata-lo, enquanto predadores rapidamente matam suas presas. Exemplos de
pastadores sao gafanhotos, enquanto exemplos de predadores sao bruquideos predadores
de sementes. Destas trés classes, é esperado que os parasitas sejam os mais especialistas,
pois estao em contato mais intimo com a hospedeira [41, 40]. O fato de as outras duas
classes necessitarem de mais de um individuo durante seu desenvolvimento favorece a
selecao de varios hospedeiros, ou generalizacao.

Restrigoes fisioldgicas, comportamentais ou mesmo morfoldgicas ao uso de hospedeiras
podem fazer com que espécies de animais mais aparentados usem hospedeiras aparentadas,
dividindo a comunidade em compartimentos. A comunidade em questao estard compar-
timentada se existir convergéncia no uso de plantas hospedeiras, em circunstancias em
que todos os animais em um compartimento respondem as mesmas caracteristicas das
plantas [42]. A busca de compartimentos em teias tréficas é freqiiente, e estd relacionada
a busca de estabilidade em sistemas tréficos [43]. Ainda nao hé, entretanto um teste
estatistico conclusivo para a existéncia de compartimentos [37, 44, 31]. Estudos publi-
cados variam entre uma simples andlise visual da teia, sem detectar compartimentacao
[21, 45]; um misto de anélise visual e modelos nulos, onde se observou compartimentagao
[44]; ¢ um método desenvolvido por Raffaelli e Hall [37],usado recentemente por Dicks e
colaboradores [31], observando compartimentagao. Dois estudos recentes ainda nao pub-
licados com enddéfagos de capitulos de Asteraceae testaram a presenca de compartimentos
através da técnica de MRPP (Multi-Response Permutation Procedure) [46]: Tomopla-
gia (Tephritidae: Diptera) endéfagos de Vernonieae (Asteraceae) na Serra do Espinhago
apresentaram uma matriz compartimentada [47], enquanto nenhum padrao especial foi ob-
servado para Tephritidae endéfagos de Eupatorieae (Asteraceae) na Serra da Mantiqueira
[48].

1.4 Redes de Mutualismo e Herbivoria

Apesar de a primeira vista mutualismo parecer ser distinto de herbivoria, as forgas
atuando sobre ambas as interacoes sao semelhantes: mutualismos também envolvem o
uso e manipulacao da morfologia, fisiologia e comportamento da outra espécie de forma a
aumentar sua aptidao. Entretanto, padroes observados em teias de mutualistas nao neces-

sariamente serao observados em teias bipartidas de herbivoros. Espécies com mutualismos
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do tipo frugivoria (dispersao de sementes) e polinizacao sao caracterizadas por uma espécie
agindo como hospedeira e a outra agindo como visitadora. Extrema especializagao é rara
neste tipo de interagao por duas razoes. A primeira é que os recursos explorados por mutu-
alistas visitantes sao quase sempre eféemeros e nao permitem a especializacao a uma tnica
espécie hospedeira. A segunda razao é que mutualismos se diversificam nas comunidades
ao longo do tempo evolutivo a medida que novas espécies sao adicionadas a comunidade,
nao permitindo desta forma a especializacao a uma tunica hospedeira. A flexibilidade
de dieta encontrada em quase todas as espécies de vertebrados frugivoros e nectarivoros
sugere que a selecao para especializagao ocorre menos nestes grupos de vida livre que em
predadores e pastadores [40]. Alguns autores [31] defendem que seriam esperados compar-
timentos em teias de polinizadores, causados pelas sindromes de polinizagao encontradas
em plantas zodfilas. Plantas polinizadas por abelhas possuem flores com muito néctar
e corolas longas, enquanto plantas polinizadas por besouros ou dipteros possuem flores
pequenas, abertas e com muito pélen, o que poderia levar a subdivisao da comunidade em
compartimentos. Muitas interacoes nao observadas em teias troficas sao ditas interagoes
proibidas [38]. Muitas espécies nao se encontram associadas em uma comunidade dev-
ido a incompatibilidades fenolégicas, por exemplo. Mas as interagoes proibidas nao irao
ocorrer somente em teias de mutualistas. Herbivoros estao restritos a plantas das quais
sao capazes de se alimentar, ultrapassando assim barreiras fisicas, como ceras e pelos, e
quimicas, como diferentes compostos secundédrios. Em teias de mutualistas (polinizadores
e dispersores) a maioria das espécies é de vertebrados e lepidépteros, enquanto nas teias
de herbivoros a maioria das espécies é de insetos. Animais envolvidos nas teias de mutu-
alistas sao em sua grande maioria bem estudados e conhecidos, podendo ser identificados
no campo. Uma parte significativa das espécies de insetos herbivoros, no entanto, pode
apresentar problemas em sua identificacdo. A maioria dos insetos herbivoros presentes
em teias publicadas estara incluida no grupo de parasitas, indicando uma associagao mais
intima com suas hospedeiras que os dispersores e polinizadores. Pastadores sao em sua
maioria oligéfagos e é esperado, ao menos para este grupo uma conformacao de teias na

forma de compartimentos.

1.5 Teias Bipartidas em Biogeografia e Ecologia de
Conservacao

Biogeografia é o estudo da distribuicao da biodiversidade no espaco e no tempo. Seu
objetivo de estudo é a localizacao e a abundancia dos organismos, o que é feito levando

em conta fatores histéricos como especializacao, extincao, deslocamentos continentais,
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glaciacao, variagao no nivel do mar ou desvios de rios, em conjunto com o isolamento de
regides e suprimentos de energia disponiveis [49].

O conceito de redes bipartidas é muito utilizado em uma sub area da biogeografia
chamada biogeografia de ilhas, que tem como objetivo estudar a riqueza de espécies em
comunidades naturais. Além de ilhas propriamente ditas, podem ser consideradas como
tal montanhas cercadas por desertos, lagos cercados por terra firme ou fragmentos de
florestas em meio a paisagens alteradas por fatores antrépicos, por exemplo. Atualmente
o termo € usado para referir-se a qualquer ecossistema envolto por ecossistemas diferentes.
Esta teoria propoe que o ntmero de espécies encontrado em uma ilha nao perturbada é
determinada por imigracao, emigragao e extingao [50]. Tanto a imigragdo como a emi-
gragao sao afetadas pela distancia de uma ilha a uma fonte de colonizadores, de modo
que ilhas mais isoladas tendem a apresentar um menor grau desses dois fenomenos que
as menos isoladas. Normalmente a referida fonte de colonizacao é o continente, mas pode
também ser outra ilha.

A taxa de extingao é afetada pelo tamanho da ilha. Ilhas maiores contém habitats mais
variados, e por isso reduzem a probabilidade de extingao devida a eventos esporadicos,
uma vez que apresentam mais recursos alternativos. O sucesso da imigracao em habitats
heterogéneos alcancara portanto um maior nimero de espécies em relacao a habitats
menores e mais homogeéneos. O equilibrio dinamico entre extin¢ao e emigracao por um
lado e imigragao por outro deve assegurar a manutencao do nivel de riqueza de espécies.

O aninhamento nestes casos significa que espécies presentes em fragmentos ou il-
has menores sao subconjuntos das espécies encontradas em fragmentos sucessivamente
maiores, o que significa uma vulnerabilidade diferencial & extingao que pode ser pre-
visivel, tendo uma relagado funcional com a dimensao do fragmento [66, 52]. Em um
padrao perfeitamente aninhado, o fragmento maior tera sempre mais espécies que qual-
quer combinacao possivel de fragmentos menores cujas areas somadas sejam a mesma que
a do fragmento maior [51]. Neste contexto, a andlise do aninhamento pode adicionar um
novo elemento ao debate SLOSS, pois sistemas nao aninhados indicam que mesmo pe-
quenos fragmentos sao importantes. SLOSS é um acrograma para Single Large or Several
Small, e refere-se a um debate ocorrido na ecologia durante os anos 70 e 80, que discutia
a melhor forma de conservacao da biodiversidade em habitats fragmentados: uma tnica
grande reserva ou muitas reservas menores. Conhecer o grau de aninhamento de um sis-
tema biogeografico pode ajudar a entendé-lo e descreve-lo, embora nao possa ser usado
como unico fator a ser considerado. Segundo Whittaker e Ferndndez-Palacios [52], "um

indice de aninhamento pode realizar uma descricao composicional e talvez contribua para
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a identificacao de espécies inclinadas a exting¢ao, mas a sua andlise nao deve ser dada

prioridade em se tratando de planos de conservacao”.
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2 (Conceitos Matematicos

2.1 Grafos

A Teoria de Grafos é amplamente utilizada em modelos matematicos e constitui o
modo mais direto de descri¢ao de situacoes onde o conceito de redes é empregado. Neste
capitulo abordamos sucintamente as defini¢oes basicas desta teoria, sua descrigao matricial
e também alguns conceitos métricos utilizados nesta descricao. A abordagem feita aqui
baseia-se em sua maior parte no livro de Gary Chartrand [53]. Um grafo G é um conjunto
nao vazio V' onde define-se uma relagao R simétrica e irreflexiva. Sendo R simétrica, para
cada par ordenado (u,v) € R, o par (v,u) também pertence a R. Definimos E como o

conjunto de pares simétricos em R. Por exemplo, um grafo pode ser definido pelo conjunto

V - {Ula V2, U3, U4}

Juntamente com a relagao

R = {(v1,v2), (v1,v3), (v2,01), (V2,03), (v3,01), (V3,2), (v3,04), (Va, v3) }.

Nesse caso,

E= {{(Ulv UQ)? (UQ’ Ul)}’ {<Ulj U3)a (U37 Ul)}7 {(U27 U3)> (U3> 02)}7 {(Ui’n 04)7 (?}4, US)}}

No grafo GG, cada elemento de V' é denominado vértice e V' é o conjunto vértice. O
nimero de vértices de G é chamado ordem de G. Cada elemento de E (isto é, cada
conjunto consistindo em dois pares ordenados simétricos em R) ¢ chamado de aresta e E
¢ chamado de conjunto aresta de G. Por isso, |V| = ordem de G e |E| = tamanho de G.

Se GG é um grafo definido em termos de um conjunto vértice V e uma relacao R em
V', entdo (u,v) € R implica em (v, u) pertence a R. Por isso, (u,v), (v,u) é uma aresta de
G. E conveniente designar tal aresta por uv (ou, de forma equivalente, vu). O conjunto
aresta F/ determina completamente a relacao R. De fato, costuma-se descrever um grafo
em termos de seu conjunto vértice e de seu conjunto aresta. O grafo G ilustrado acima

pode entao ser definido pelos conjuntos V' = {vy, v, v3,v4} € E = {v1v9, 0103, 1203, V304 }.
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Vi v Vi
G G wn
Vs Vi
V4
V3

Figura 2.1: Diagramas representando grafos

Portanto, a ordem de G é quatro, assim como seu tamanho. O conjunto vértice e o
conjunto aresta de G sdo expressos por V(G) e E(G), respectivamente

Uma vez que o subconjunto vazio de V' x V é uma relagao irreflexiva e simétrica em
V', isso resulta que o conjunto aresta do grafo pode ser vazio, ou seja, o grafo pode nao
ter arestas, mas por definicao tem que possuir vértices.

E frequentemente 1til representarmos grafos por meio de diagramas, onde indicamos
os vértices por pontos ou pequenos circulos e representamos as arestas por segmentos de
linha ou curvas unindo os pontos. Os segmentos de linha ou curvas sao desenhados de
modo que passem apenas pelos dois pontos que unem. Diagramas representando o grafo
G descrito acima sao mostrados na figura 2.1. O primeiro usa apenas segmentos retos,
enquanto o segundo emprega linhas curvas. Apesar de os diagramas parecerem diferentes
eles contém exatamente os mesmos vértices e as mesmas arestas, e assim descrevem o
mesmo grafo. Note que no segundo diagrama os segmentos de linha que representam as
arestas v1vy e v3vy se interceptam. Isso pode acontecer (de fato, pode ser inevitavel),
mas esse ponto de intersecgao nao é um vértice. Como mencionado anteriormente temos

quatro vértices para este exemplo.

A partir de um diagrama como o mostrado na figura 2.1 podemos descrever completa-
mente o grafo e é conveniente referir-se ao diagrama do grafo G como sendo o préprio grafo
G. Seguem agora algumas defini¢coes elementares inspiradas nos aspectos geométricos dos
grafos.

Se e =uv € E(G) (ou seja, uv é uma aresta do grafo G) dizemos que e une-se aos

vértices u e v. Os vértices u e v sdo adjacentes no grafo G se uv € E(G). Dizemos que u
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Vi V4
Q O
Di: V
V2 V3

Figura 2.2: Grafo orientado ou digrafo

e v sdo adjacentes um ao outro. Se uv € E(G) entdo u e v serdo vértices ndo adjacentes.
Se e = uv € E(G) entao u e v sao ditos incidentes em e. Se uv e uw sao arestas distintas
do grafo G (v # w), entdo uv e uw sao arestas adjacentes. Por isso v; e vz sao adjacentes
e v; e vy nao sao adjacentes no grafo GG da figura 2.1. O vértice v3 € incidente a aresta
vo¥3, Mas vy Nao € incidente em wov3. As arestas vivs e v3vy sao adjacentes, mas vivy €

v3v4 Nao sao adjacentes.

2.1.1 Grafos orientados como modelos matematicos

Um grafo orientado D (também chamado digrafo) é formado por um conjunto finito
nao vazio V' onde atua uma relacao irreflexiva R, como nos grafos. Cada par ordenado
em R é dita uma aresta orientada ou um arco. Vamos denotar a relagao por E em vez de
R ao tratar de digrafos.

Como a relagao que define o digrafo D nao precisa ser simétrica, se (u,v) é um arco
de D nao implica que (v,u) seja um arco do digrafo. Isso é indicado em um diagrama de
D por meio de um segmento de linha reta ou uma curva entre v e v acrescida de uma
seta que as ”direciona”. Considerando que (u,v) e (v,u) podem ser arcos de D, podemos
desenhar duas curvas entre u e v colocando uma ponta de seta em cada curva em diregoes
opostas.

Se definimos V; = {vy, va, v3,v4} € By = {(v1, v2), (v2,v3), (v3,v2)} ,temos o digrafo D,
da figura 2.2.

A relacao definindo um digrafo D pode ser simétrica. Digrafos simétricos sao grafos

e a Unica diferenca entre eles é sua representacao pictérica, como mostra a figura 2.3.



2.1 Grafos 16

Figura 2.3: Digrafos simétricos

2
f >
) -1
-1
T >
2 -5
O—=
4

Figura 2.4: Grafos representando redes

2.1.2 Redes como modelos matematicos

Ha ocasices nas quais grafos ou digrafos nao sao totalmente apropriados para sua
descrigao, embora parecam estar envolvidos. Consideraremos aqui alguns casos deste
tipo.

Definimos rede como um grafo ou um digrafo juntamente com uma fungao que mapeia
o conjunto aresta dentro do conjunto dos nimeros reais. Podemos ter redes nao dire-
cionadas como na figura 2.4 a esquerda ou redes que resultam de digrafos como na figura
2.4 a direita.

Um grafo assinalado S é uma rede nao direcionada cujos valores funcionais sao +1 ou
-1. Referimo-nos a cada aresta do grafo assinalado como sendo positiva ou negativa. Por

exemplo, se

V= {U17 Vg, U3, /04}7

E = {(v1,v2), (v2,v3), (v3,v2)}
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Vi Vi

+ -
V2 i V3
(a) (b)
Figura 2.5: Grafos assinalados
Vi Vi
2 1
A\ 3 V3 V2 V3
(a) (b)

Figura 2.6: Grafos com valores funcionais inteiros

e
f = (v1vz, +1), (v1v3, —1), (vav3, —1),

o grafo resultante pode ser representado por uma das duas formas da figura 2.5.

Podemos ter ainda redes cujos valores funcionais sao inteiros positivos. Por exemplo,
se

V — {U17 V2, U3, /U4}7
E = {(,Ulv v2)a (U2a U3)’ (1)37 UQ)}

e

f = (7}11}27 2)7 (Ulv?n 1)7 <U2U37 3)7

a rede resultante pode ser representada por uma das duas formas da figura 2.6.
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V4
V3

Figura 2.7: Loop-digrafo

Se uma rede nao direcionada é representada por um conjunto de pontos e estes sao
unidos por um ntumero inteiro de curvas ou segmentos de linha , a rede serd chamada
de multigrafo. Seja M um multigrafo com conjunto aresta E e fungao associada f. Se
ww € E e f(uv) = n, onde n é um inteiro positivo, entao dizemos que u e v sdo unidos
por n arestas, e referimo-nos a estas arestas como arestas multiplas.

Em todas as relacoes que consideramos nesta secao assumimos a irreflexividade. E
bem possivel que na situagao em discussao a relacao nao seja irreflexiva. Nesse caso,
referimo-nos ao par ordenado (u,u) como um loop. Se removemos a restrigao ”irreflex-
iva”da definicao de grafo, chamamos o objeto descrito de loop-grafo. Loop-digrafo, loop-
rede e loop-multigrafo sao definidos analogamente. Um loop-multigrafo é também denom-
inado pseudografo.

Seja

V= {Ula Vg, U3, U4}

E = {(v1,v2), (v2,v3), (v3,2), (v3,03), (va,v4) }

Temos entao um loop-digrafo que pode ser representado como na figura 2.7.

2.1.3 O grau de um vértice

Seja v um vértice de G. O nimero de arestas de GG incidentes em v é chamado grau
de v em G. O grau de v é definido por deg,v, ou simplesmente deg v. Para o grafo G na
figura 2.8, degv; = 1, degvy = 2, degvs = 3, deguy = 2, degv; = 0.

Um grafo (p,q) tem ordem p e tamanho ¢. O grafo G na figura 2.8 é um grafo (5,4).

Observamos que a soma dos graus de seus vértices é 8, o que equivale a 2¢, como vemos
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Vi V2
@)
Vs
G O
G O
V3 \Z!

Figura 2.8: Vértices com diversos graus

no teorema 2.1.
Teorema 2.1

Para qualquer grafo G, a soma de graus de seus vértices equivale a duas vezes o numero

de arestas em G. Simbolicamente, se G € um grafo(p,q) com vértices vy, va, ..., v, entao

Zp: degv = 2q.
i=1

Um vértice é chamado par ou impar de acordo com o nimero do seu grau. O grafo
G na figura 2.8 tem dois vértices impares e trés vértices pares. O resultado que segue é

um corolério do teorema 2.1.

Teorema 2.2

Todo grafo contém um numero par de vértices impares.

Se todos os vértices do grafo G tém o mesmo grau r, dizemos que G é regular de
grau r ou r-regular. Um grafo é completo se todos os seus vértices sao adjacentes aos
demais. Um grafo completo de ordem p é (p—1)-regular e é definido por K,,. Cinco grafos

completos sao mostrados na figura 2.9.
2.1.4 Grafos isomorfos

Queremos determinar quais condi¢oes dois grafos devem satisfazer para serem iguais.
Se G e Gy sao dois grafos equivalentes que servem de modelo para duas situagoes, entao
existe alguma similaridade basica entre eles.

Dois grafos G; e Gy sao iguais se podemos redesenhar um deles de modo que sua

forma fique idéntica a do outro. Os grafos GG; e G5 na figura 2.10 tém essa propriedade.
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Ki Ko Ks K4 Ks

Figura 2.9: Grafos completos

ui Vi
Q O uz2 V2
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Gi: G
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Wi X1 W2

Figura 2.10: Grafos isomorfos

Dois grafos iguais no sentido acima sao ditos isomorfos. Um isomorfismo de Gy em G4
¢ um mapeamento univoco ¢ : V(G1) — V(Gs) tal que dois vértices u; e vy sdo adjacentes
em (31 se e somente se os vértices ¢(u1) e ¢(vy) sdo adjacentes em Gy. Dizemos que Gy
e (G5 sao isomorfos se existe um isomorfismo de G, para G5. Se ¢ é um isomorfismo
de G; em G5, o mapeamento inverso ¢! de Gy em G também satisfaz a definicao de
isomorfismo.

Se GG1 e G5 sao grafos isomorfos existe uma mapeamento univoco ¢ de V(G;) para
V(Gs). Isso implica que V(G;) e V(G2) tém a mesma ordem. Sejam u; e vy dois vértices
de G e supomos que ¢(uy) = ug € ¢(v1) = vo. Entao uy e vy sdo adjacentes em G se e
somente se us e vy forem adjacentes em G5. Em outras palavras, ujv; é uma aresta de
(G1 se e somente se usvy for uma aresta de GGo. Isso implica que G e Gy tém o mesmo
tamanho. Contudo, se dois grafos tém a mesma ordem e o mesmo tamanho, nao significa
que eles sejam necessariamente isomorfos. Por exemplo, os dois grafos da figura 2.11 tém
ordem seis e tamanho nove, mas nao sao isomorficos.

Pode parecer dificil mostrar que os grafos G; e G5 da figura 2.11 nao sao isomorficos.
Podemos simplificar o problema fazendo observacgoes pertinentes. Considere algum ma-

peamento univoco ¢ de V(G1) — V(Gy). Os vértices vy, vg € vs de Gy sdo adjacentes entre
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Figura 2.11: Grafos nao isomorfos de mesma ordem e tamanho

si, e ¢ deve mapear trés vértices de GG; em vy, vy € v5. Se ¢ é um isomorfismo, entao dois
vértices de (7 sao adjacentes se e somente se os dois vértices imagem da transformagao
¢ em G5 sao adjacentes. Isto implica que os trés vértices de GG; cujas imagens sao vy, vo
e v; também precisam ser adjacentes entre si. Entretanto, G; nao contéem trés vértices
com essa propriedade. Portanto ndo ha isomorfismo de V(Gy) para V(Gs) e V(Gy) néo é
isomorfo a V(Gs).

O teorema a seguir apresenta uma condi¢ao necessaria mas nao suficiente para que

dois grafos sejam isomorfos.

Teorema 2.3

Se G e Gy sao grafos isomorficos, entdo os graus dos vértices de Gy sao exatamente o0s

mesmos graus dos vértices de Gs.

No entanto, os vértices de dois grafos podem ter exatamente os mesmos graus mas
eles podem nao ser isomorfos, como G, e G da figura 2.11.

Existe somente um grafo de ordem um, tendo necessariamente tamanho zero. Da
mesma forma, hé apenas um grafo de ordem dois e tamanho zero, e somente um grafo de
ordem dois e tamanho um. No entanto, ha trés grafos de ordem quatro e tamanho trés,
mostrados na figura 2.12. Podemos afirmar isso de outro modo: entre os grafos de ordem
quatro e tamanho trés, existem trés classes de isomorfismos. Assim, se temos quatro ou
mais grafos de ordem quatro e tamanho trés, dois ou mais desses grafos devem pertencer

a mesma classe.
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Figura 2.12: Classes de isomorfismo
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Figura 2.13: Subgrafo H conectado ao grafo G

Teorema 2.4

Principio da Casa de Pombo (ou Caizas de Dirichlet): Seja S um conjunto finito de n
elementos, e seja Si,Ss, ..., S, uma particao de S em k subconjuntos. Entao em pelo

menos um subcongunto S;, 1 <i <k, contém pelo menos {n/k} elementos.

Portanto, se ha trés classes de equivaléncia de grafos (4,3) (k = 3) e temos qua-
tro grafos (4,3) (n = 4), deve existir pelo menos {4/3} = 2 grafos na mesma classe de

equivaléncia (onde {z} representa o menor inteiro maior ou igual a x).

2.1.5 Grafos Conectados

Seja G um grafo. Um grafo H é um subgrafo de G se V(H) C V(G) e E(H) C E(G).
Se um grafo F' é isomorfo a um subgrafo H de G entao F' é também chamado subgrafo
de G. A figura 2.13 mostra um grafo G e um subgrafo H.

Sejam u e v vértices de um grafo G. Um caminho v — v em G é uma sequéncia
alternativa de vértices e arestas de G, iniciando com u e terminando com wv, tal que
toda aresta une os vértices imediatamente anterior e posterior a ele. Por exemplo,

V3, U3Vs, Vg, UaUg, Vg, VgU3, U3, U3Vy, Uy, UsUs, Us, Uy, U4 € um caminho wvsvy no grafo G da
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Figura 2.14: Grafo com quatro componentes

Vi V3
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Figura 2.15: Ciclos e circuitos

figura 2.13. Este caminho pode ser expresso mais facilmente como wvs, vy, vg, U3, U4, Us, V4.
Uma trilha v — v em um grafo ¢ um caminho u-v que nao repete nenhuma aresta. O
caminho wv3v, descrito acima nao é uma trilha vsvy; no entanto, vs, ve, vg, v3, v4 € uma
trilha vzvy no grafo G da figura 2.13.

Uma trajetéria « — v é um caminho u — v (ou trilha v — v) que néo repete nenhum
vértice. Novamente, no grafo G da figura 2.13 vs, v5, v4 é uma trajetoria vs, vy.

Dois vértices u e v no grafo G estao conectados se u = v, ou se u # v e existe uma
trajetoria u — v em G. Um grafo G esta conectado se toda dupla de vértices de G esta
conectada, do contrario G' esta desconectado.

Um subgrafo conectado H do grafo G é chamado componente de G se H nao esta
contido em nenhum subgrafo conectado de GG tendo mais vértices ou arestas que H. Por
exemplo, o grafo da figura 2.14 tem quatro componentes. Se um grafo tem apenas um
componente, o grafo esta conectado.

Uma trilha v — v na qual © = v que contenha pelo menos trés arestas é chamada
de circuito. Em outras palavras, um circuito deve terminar no mesmo vértice em que
comegou. Um circuito que nao repete nenhum vértice (exceto o primeiro e o ultimo) é
chamado de ciclo. Por exemplo, no grafo G da figura 2.15, vy, v9, v3, v5, U2, Vg ¢ um circuito

mas nao é um ciclo, enquanto que vy, vy, v3, Vs, v é um ciclo (e também um circuito).
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Figura 2.16: Vértices cortados e pontes

Pela definicao, uma trilha é uma seqiiéncia alternativa de vértices e arestas, embora
concordemos em representar uma trilha por uma seqiiéncia de vértices. Os conjuntos
de vértices e de arestas determinados pela trilha produzem um subgrafo. Em geral,
consideramos o subgrafo formado por vértices e arestas de um objeto (trilha, trajetéria,

circuito ou ciclo) como sendo o préprio objeto.

2.1.6 Vértices Cortados e Pontes

Se e é uma aresta do grafo G, entao G — e é um subgrafo de G com o mesmo conjunto
vértice de GG com todas as arestas de G exceto e. Se v é um vértice de um grafo GG que
contem pelo menos dois vértices, entao G — v é um subgrafo de G cujo conjunto vértice
consiste de todos os vértices de G exceto v e cujo conjunto aresta consiste em todas as
arestas de G exceto aquelas incidentes em v. A figura 2.16 ilustra esses conceitos.

Um vértice v em um grafo conectado G' é chamado de vértice cortado se G — v esta
desconectado, como o vértice vz no grafo da figura 2.16. Uma aresta e em um grafo
conectado G é chamada de ponte se G — e é desconectado, como a aresta e4 do grafo G
na figura 2.16.

Se v é um vértice cortado de um grafo G conectado, entao G — v contém dois ou
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Figura 2.17: Multigrafo representando as pontes de Konigsberg

mais componentes. Entretanto, se e é uma ponte de G entao GG — e tem exatamente dois

componentes. O teorema a seguir traz uma condi¢ao para que arestas sejam pontes.

Teorema 2.5

Seja G um grafo conectado. Uma aresta e de G € uma ponte de G se e somente se e nao

aparece em nenhum ciclo de G.

2.2 O problema da ponte de Konigsberg

O famoso problema da ponte de Konigsberg foi resolvido por Euler em 1736 e marca o
inicio da Teoria de Grafos: "Na cidade de Konigsberg havia no século 18 sete pontes sobre
o 110 Pregel. FElas conectavam duas ilhas que ficavam no rio entre si e com as margens
opostas. As pessoas da cidade divertiram-se por muito tempo com o sequinte problema:

¢ possivel atravessar as sete pontes em um passeio sem cruzar mais de uma vez alguma

delas?”[54].

A situagao em Konigsberg pode ser representada convenientemente por um multi-
grafo, como mostra a figura 2.17. O conjunto vértice representa as regioes de terra firme
e cada dupla de vértices é unida por um numero de arestas iguais ao niimero de pontes

unindo as correspondentes regides no solo.

O problema das pontes de Konigsberg resume-se essencialmente em determinar se o
multigrafo M da figura 2.17 tem um caminho contendo todas as suas arestas. Por tentativa
e erro concluirfamos que nao existe este caminho, mas apresentaremos uma prova para

isso no teorema abaixo.
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Teorema 3.1

O multigrafo M da figura 2.17 nao tem uma trilha que contenha todas as arestas de M.
Prova

Primeiramente, note que este teorema ¢é negativo por natureza, desde que desejamos
mostrar que M nao possui esse tipo de caminho. Portanto, é natural tentar uma prova
por contradicao. Suponha que o multigrafo da figura 2.17 tem um caminho, dito P, que
contém todas as arestas de M. Entao P comeca em um dos quatro vertices A, B, C ou
D e termina em um dos vértices A, B, C ou D (o mesmo vértice em que P comegou se P
é um circuito). Temos pelo menos dois vértices entre A, B, C e D tais que P nao comega
nem termina neste vértice. Portanto, hé pelo menos um vértice entre B, C e D no qual P
nao comecga nem termina. Denotamos ente vértice por v.

Note que cada um dos vértices B, C e D tem grau trés. Deste modo, apds alguma aresta
de P entrar no vértice v pela primeira vez e outra aresta de P deixar o vértice v, havera
exatamente uma aresta incidente em v que nao pertence ainda a P. Agora, v deve ser
inserido ao longo do caminho P mais uma vez por meio da aresta incidente a v que nao
foi usada ainda. Entretanto, apds chegar pela segunda vez em v, nao encontramos arestas
restantes para a saida, de forma que P encerra-se em v. Isso é impossivel desde que P nao

termine em v. Portanto, nao existe o caminho P, produzindo a contradicao desejada.

2.3 O problema da danca: Grafos Bipartidos

Suponha que vocé tenha um grupo de homens e mulheres em uma festa. Em que
condicoes é possivel que todas as mulheres dancem ao mesmo tempo?
Exploraremos esse problema configurando um modelo matematico usando grafos. Seja G
um grafo cujo conjunto vértice represente as pessoas que estao na festa, de tal modo que
dois vértices sao adjacentes se as pessoas a eles correspondentes sao parceiros compativeis
na danca. Serd possivel todas as mulheres dangarem ao mesmo tempo se e somente se G
contiver um subgrafo 1-regular F' tal que o nimero de arestas em F' é igual ao nimero de
mulheres.
Alguns conceitos podem ser definidos a partir desse problema de fécil discussao. Um
grafo G é chamado bipartido se for possivel realizar uma particao do conjunto vértice de
G em dois subconjuntos V; e V3, de forma que toda aresta de G pode unir um vértice de
Vi com um vértice de V5, mas nao une vértices do proprio subconjunto. Na figura 2.18

redesenhamos um grafo G para evidenciar sua propriedade de biparticao. Neste grafo
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Figura 2.18: Grafos bipartidos
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Figura 2.19: Vértices emparelhados

temos Vi = {v1,v3,vs5,v7} e Vo = {v, vy, V6, Vg, Vg }.

Seja G um grafo bipartido cujo conjunto vértice é dividido nos subconjuntos V; e
V3. Seja U; um subconjunto de V;. Dizemos que U; estd emparelhado ao subconjunto
Uy de V5 se G contiver um subgrafo F' 1-regular cujo conjunto vértice seja U; U Us. Se
U; estd emparelhado a U, devemos ter |Uj| = |Us|. O subgrafo F' é denominado uma
emparelhamento, pois estabelece um emparelhamento entre os conjuntos de vértices U; e
Us.

[lustramos esse conceito com o grafo da figura 2.19. Aqui temos V) = {vy, vq, v3, 04}
e Vo = {wy, wy, w3, wy,ws}. Se definirmos Uy = vy, v3,v4 € Uy = wy, wy, ws, vemos que G
contém o subgrafo F' 1-regular com conjunto vértice U; UU,. Portanto, U; é emparelhado
a U,. Note que Vj pode estar ele préprio emparelhado a um subconjunto de V5.

Supondo GG um grafo bipartido com seus conjuntos vértice divididos em V; e V5. Se
Wi C Vi, denotamos por W{ os vértices de V5, adjacentes a pelo menos um vértice em
Wi. A deficiéncia def(W;) de W, em G é definida por
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def (W) = [Wy| — W7 * |. (2.1)

O conjunto U; C V; é dito nao deficiente em G se nenhum subconjunto (néo vazio)
de U, tiver deficiéncia positiva. Notemos que a deficiéncia positiva de um subconjunto
Wi de Uy implica na existéncia de mais vértices em W; do que vértices adjacentes aos
elementos em Wy, o que torna impossivel emparelhar W; a um subconjunto de V5.

Todos os subconjuntos de V; no grafo G da figura 2.19 tém deficiéncia zero ou negativa,
ou seja, nenhum subconjunto de V; tem deficiéncia positiva. Deste modo podemos afirmar
que Vi é nao deficiente e que V; estd emparelhado a um subconjunto de V5,. Estas duas
afirmacgoes nao sao sindnimas como veremos a seguir.

Voltando ao problema da danca, temos a situacao representada por um grafo bipar-
tido GG. Se denotarmos por V;j os vértices correspondentes as mulheres e por V5 os que
correspondem aos homens, entao estamos procurando por condigoes sob as quais V; pode

ser emparelhado a um subconjunto de V5. O teorema 4.1 fornece tais condigoes.

Teorema 4.1

Seja G um grafo bipartido cujo conjunto vértice € dividido em conjuntos Vy e Vo de modo
que toda aresta de G une um vértice de Vi com um vértice de Vy. Entao Vi pode estar
emparelhado a um subconjunto de Vi se e somente se Vi for nao deficiente.

Aplicando o teorema 4.1 ao problema da danca, podemos determinar se existem par-
ceiros compativeis para todas as mulheres computando o nimero total de parceiros com-
pativeis para cada subconjunto de mulheres. Se o niimero de parceiros compativeis para
cada subconjunto é pelo menos tao grande quanto o nimero de mulheres no subconjunto,
entao os parceiros de danca podem ser encontrados para todas as mulheres em uma danca
Unica.

2.4 Grafos e Matrizes

Um grafo é completamente determinado por seu conjunto vértice e pelo conhecimento
de que pares de vértices sao adjacentes. Essa mesma informacao pode facilmente ser dada
por uma matriz. De fato, muito da teoria de grafos pode ser estudado no contexto da
teoria de matrizes. Existem vantagens para esta abordagem, visto que matrizes podem
servir como entrada de dados para trabalhos computacionais. Por outro lado, existem
desvantagens em representar grafos como matrizes, pois perde-se o aspecto visual presente
nos grafos, o que pode tornar mais dificil o reconhecimento direto de certas propriedades
evidentes numa analise grafica, como a existéncia de ciclos, circuitos, trilhas, vértices

cortados ou pontes.
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Figura 2.20: Grafo G e sua matriz de adjacéncia
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Figura 2.21: Grafo da figura anterior com rotulacao diferente

Seja G um grafo de ordem p com vértices definidos por vy, v, ...,v,. Entao a matriz
de adjacéncia A = A(G) = [a;;] é a matriz p X p na qual a;; = 1 se v; e v; forem adjacentes
e a;; = 0 se nao o forem. Deste modo a matriz A é uma matriz bindria (ou seja, toda
entrada de A é 0 ou 1). A diagonal principal de A consiste inteiramente de zeros (ou seja,
a;; =0 parai=1,2,...,p) e A é simétrica (a;; = aj; paral <i<pel <j<p). Unm
grafo G e sua matriz de adjacéncia sao dados na figura 2.20.

Note que a matriz de adjacéncia de um grafo G normalmente depende de como ro-
tulamos os vértices. Por exemplo, o grafo G da figura 2.20 é mostrado novamente na
figura 2.21 com uma rotulacao diferente, resultando em uma matriz de adjacéncia difer-
ente. Embora as matrizes das figura 2.20 e 2.21 sejam desiguais, representam grafos
isomoérficos.

Podemos agora considerar uma segunda matriz que pode ser associada com um grafo.
Seja G um grafo de ordem p e tamanho ¢ tal que V(G) = {v1,vq,...,0,} ¢ E(G) =
{e1,€2,...,e4}. A matriz de incidéncia B = B(G) = [b;;] é a matriz p X ¢ na qual [b;;] =1
se v; é incidente a e;, e [b;;] = 0 caso ndo seja. Da mesma forma que a matriz de adjacéncia,

a matriz de incidéncia é um matriz (0, 1). A matriz de incidéncia em geral nao é simétrica
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Figura 2.22: Matriz de incidéncia

e nem quadrada. Uma matriz de incidéncia particular obtida depende de como rotulamos
tanto vértices quanto arestas. A figura 2.22 fornece um exemplo.

Uma matriz de adjacéncia pode representar também um grafo bipartido. Neste caso
os indices ¢ representam elementos de uma classe e os indices j representam os elementos
de outra classe. Como no caso anterior, os elementos a;; = 1 se v; e v; forem adjacentes
e a;; = 0 se nao o forem. A figura 1.1 do capitulo anterior mostra uma matriz deste tipo

para interagoes de herbivoria entre plantas e insetos enddfagos.

2.5 Conceitos Métricos

Expomos aqui alguns conceitos geométricos que serao utilizados no préximo capitulo
em nossas definicoes de distancia entre elementos da matriz de adjacéncia. Dado um

conjunto S, uma métrica em S é uma funcao
d:SxS—R,

chamada funcao distancia ou simplesmente distancia, que satisfaz as seguintes condigoes:
1. Nao negatividade:
d(z,y) =0,

2. Identidade dos indiscerniveis:
dz,y) =0 <= = =y,
3. Desigualdade Triangular:

d(x,z) < d(z,y) +d(y, 2),
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4. Simetria:
d(z,y) = d(y, x),

onde os elementos x,y e z pertencem ao conjunto S.

Exemplos:

No conjunto dos ntimeros reais, a métrica usual é dada por:
d(z,y) = |z —y|

No conjunto R™ varias métricas podem ser definidas, por exemplo:

n
Z |z — yil?,
i=1

d(z,y) = maz|z; — yi|
onde p € real e positivo.
No conjunto C°[a, b] das fungoes continuas no intervalo [a, b] podemos definir:

d(f.g) = sup |f(z) - g(z)|

z€[a,b]

A(f.g) = / (@) - g(x)lde

Em um conjunto S qualquer, a métrica discreta é dada por:

0, =y
d(x,y):{ Lzt

E possivel procedermos a um relaxamento de alguns axiomas métricos, dando margem
ao surgimento de vérias métricas generalizadas [?]. Como exemplo, se a estrutura que
garante a identidade dos indiscerniveis nao é satisfeita (os elementos nao sao distinguiveis)
temos uma Pseudométrica. Se a simetria nao pode ser obedecida pela funcao distancia
temos uma Quasemétrica. Se a distancia nao apresenta desigualdade triangular estamos
falando de uma Semimétrica. No caso de um conjunto nao satisfaz solidariamente a
identidade dos indiscerniveis, a condicao de simetria e a desigualdade triangular temos

um caso de Pré-métrica.
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Figura 2.23: Distancias de Minkowski para xy = 1(linhas sélidas) ou x = 2(linhas trace-
jadas).

2.6 Geometria de Manhattan ou taxicab

A Geometria de Manhattan ou ou tazicab foi desenvolvida por Hermann Minkowski
no século XIX | é uma geometria em que a métrica usual euclidiana é substituida por
uma nova métrica em que a distancia entre dois pontos é a soma das diferencas absolutas
de suas coordenadas. A métrica taricab é também conhecida como distancia L, ou
distancia de Manhattan. O 1ltimo nome faz alusao ao formato quadriculado da maior
parte das ruas na ilha de Manhattan. Tal configuragao faz com que a menor distancia a ser
percorrida por um carro que vai de um ponto a outro na cidade tenha como valor aquele
nimero fornecido pela métrica L;. [55] A métrica de Minkowski é tal que A distancia de
Minkowski de ordem y entre dois pontos P = (z1,Z2,...,2,) € Q@ = (Y1, Y2, -, Yn) € R"
é definida por (31, |z; — yi|X)1/ X. As distancias de Minkowski sdo tipicamente usadas
com x = 1 ou x = 2. No tltimo caso temos a distancia Euclidiana e no primeiro temos a

distancia de Manhattan, como mostra a figura 2.23.
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3 Desenvolvimento Analitico do
Indice de Animhamento

3.1 Aninhamento em Matrizes de Adjacéncia

De um ponto de vista matematico, o objeto central no estudo do aninhamento é uma
matriz bindria (cujos elementos podem ser zero ou um). Na ecologia de metacomunidades,
uma célula ocupada a; ; significa que a espécie j esta presente no sitio 4, ou que a espécie
J (plantas) interage com a espécie i (polinizador), por exemplo.

Para visualizar o aninhamento na matriz, é necessario rearranjar as linhas e colunas
da mesma. E importante ressaltar que cada vez que uma linha ou coluna é permutada com
outra linha ou coluna, as interacgoes entre os elementos dos grupos i e j permanecem as
mesmas. A matriz bindria com que trabalhamos é também chamada matriz de incidéncia,
matriz de presenca e auseéncia, matriz de adjacéncia na linguagem de teoria de redes ou
grade 7 lattice”’no contexto de fisica da matéria condensada.

Para estabelecer a notacao que utizamos, consideremos uma matriz de tamanho L, e
Ly. O nimero de elementos 717 (célula ocupada) na matriz é N e deste modo a ocupagao,
ou fragao da matriz ocupada por elementos "17, é p = % Seguindo a argumentagao
do paragrafo anterior, ha L;! x L,! possibilidades para representar a matriz segundo
diferentes permutagaoes de linhas e colunas. Cada uma destas possibilidades nada mais é
que a representacao da mesma estrutura de rede. O rearranjo de linhas e colunas é uma
forma efetiva de vizualisar o aninhamento na matriz. Quando rearranjamos os elementos
de uma matriz escolhnemos uma das Li! x Ls! possibilidades, aquela em que os elementos
da matriz estao mais empacotados. Em outras palavras, escolnemos uma representacao
para a matriz na qual temos um nimero maximo de elementos nao nulos estao o mais
perto possivel da extremidade da grade ondet =1 e 7 = 1. O processo de empacotamento
é um passo usual que precede o cdlculo do indice de aninhamento [6, 12].

O problema central que colocamos aqui é como medir o desvio de uma dada matriz
de outra que esteja perfeitamente aninhada. Expomos brevemente abaixo trés diferentes

estimadores presentes na literatura que inspiraram diretamente nossa medida: o estimador
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de temperatura de Atmar e Paterson [11], o indice Ny de Atmar e Paterson [12] e o indice
de discrepancia de Brualdi and Sanderson [13]. Depois disso introduziremos nosso método
que, embora seja baseado nos estimadores prévios, é mais robusto sob o ponto de vista
matematico.

O indice de aninhamento mais conhecido na literatura que usa conceitos métricos é o
indice temperatura, que estima o desvio de uma presenga ou auséncia nao previstas em
relacao a uma isoclina, uma curva que separa duas regioes, de modo que a area abaixo
da curva iguala-se a area sobre ela. Este indice tem muitos problemas que tém sido
comentados na literatura [56, 57, 58]. Em nosso ponto de vista, os principais problemas
com o indice temperatura é que a iséclina nao tem uma equagao analitica que a descreva
e o indice nao é apropriadamente normalizado.

O indice Ny é um estimador do nimero de lacunas na matriz de adjacéncia. O nimero
de lacunas é definido como o niimero de auséncias de espécies que nao deveriam ocorrer em
subconjuntos maiores. A matriz perfeitamente aninhada nao tem lacunas, por defini¢ao.

O indice de discrepancia de Brualdi e Sanderson foi introduzido pra superar o prob-
lema que surge quando duas colunas tém o mesmo numero de células ocupadas, o que
pode gerar ambiguidades. O indice de discrepancia conta o nimero de elementos unitarios
que devem ser realocados para a matriz atingir o aninhamento perfeito.

Esses dois ultimos indices compartilham um ponto em comum: eles estimam o quanto
a matriz estd longe do aninhamento perfeito. No entanto, eles nao estimam o quanto um

dado elemento discrepante esta longe do padrao de aninhamento perfeito.

3.2 Temperatura Manhattan

Neste capitulo definimos a temperatura 7 da matriz e o indice de aninhamento v com
o auxilio do conceito de métrica, uma funcao que define a distancia entre elementos de um
conjunto. A fim de eliminar a influéncia da assimetria entre os lados L; e Lo, definimos

as coordenadas cartesianas (z,y):

Estas duas equagOes projetam os elementos a; ; da matriz (L;, L2) no quadrado unitério.
Esta transformacao permite-nos preparar o problema para uma analise matematica.
Antes de aplicar o estimador de aninhamento aos dados de campo nés devemos empa-
cotar a matriz. Esse processo define o canto de aninhamento e nés usamos o elemento a; 1
da matriz como o canto aninhado, como ¢ usual na literatura desta drea. Chamamos d,,

a distancia de um dado elemento a esse canto. O numero de elementos ”1”na matriz é N
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e usamos o numero 1 < k£ < N para indexar os elementos ”1”na matriz de incidéncia. O
objeto central na construgao do aninhamento ¢é a distancia média da matriz de adjacéncia

projetada no quadrado unitario:

d:

> dae (3.2)

1

| X
N
k—
Empregamos a distancia de Manhattan d,, ,, = z;+y, "porque ela é bastante pratica
para avaliar distancias abstratas”em matrizes; ela é também utilizada, inclusive com
varios outros nomes, na analise multivariada de composicao de espécies em comunidades
ecoldgicas e suas relagoes com vérios fatores ambientais [59]. O intervalo da distancia de
Manhattan no quadrado unitério ¢ 0 < d,, ,, < 2. Notamos que a distancia de Manhattan
¢ invariante perante permutagoes de linhas ou colunas com o mesmo niimero de elementos.
Esta propriedade da distancia de Manhattan resolve um importante problema no
conceito de aninhamento presente nos estimadores anteriores [5, 13]. Com efeito, quando
a matriz é reajustada, algumas vezes a "posicao de linhas ou colunas com a mesma soma
marginal leva a diferentes valores de aninhamento”. A métrica do aninhamento usando
a distancia de Manhattan evita tais ambiguidades. Vale lembrar que quando avaliamos
a distancia d estamos levando em consideracao as informagaos de presencas e auseéncias
inesperadas em relacao ao aninhamento perfeito. Em ambos os casos d aumenta, presencas

inesperadas sao elementos com alto d e auséncias inesperadas sao elementos com baixo

T Yk
dg, . que deixam de ser computados.
Para normalizar o indice 7 nés usamos duas matrizes artificiais: a matriz perfeita-
mente aninhada e a matriz randomica equiprovavel. Estas duas matrizes tém o mes-
mos L, Ly e p da matriz de adjacéncia, e elas funcionam como padrdes de referéncia
para definirmos apropriadamente os indices de aninhamento e temperatura. Em outras
palavras, nés parametrizamos 7 com a ajuda das distancias d,cs € drqng. A primeira é
a distancia relacionada a matriz completamente aninhada e a segunda a distancia média
relacionada a um conjunto de matrizes aleatérias com distribui¢ao uniforme, ambas pro-
jetadas no quadrado unitério. O indice de temperatura 7 foi inspirado no conceito de
parametro de ordem. Este parametro, utilizado no estudo de transicoes de fase de sis-
temas termodinamicos, pode ser definido como zero para um estado de desordem total e
um para o estado de ordem completa. Como nossa analogia principal é com o conceito de
temperatura, associado a desordem e nao a ordem, o indice 7 é definido de modo inverso
ao do parametro de ordem. Através de uma translacdo e uma normalizacao apropriadas

da distancia d, temos:
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Figura 3.1: A representacao de um padrao perfeitamente aninhado com area p no
quadrado unitario. A linha obliqua delimita o padrao aninhado. A equagao Cartesiana
desta linha ¢ indicada na figura.

d - dnest
= e 3.3
! drand - dnest ( )

Uma temperatura 7 igual a zero corresponde a um estado de minima desordem, onde
todos os elementos estao perfeitamente aninhados. No caso de 7 = 1, pelo contrario,
temos um estado onde elementos nao nulos da matriz estao distribuidos aleatoriamente
com a mesma probabilidade. Muito embora esta matriz aleatéria seja conhecida como
modelo nulo RO na literatura de ecologia [6], ela nao é usada aqui como um modelo nulo
para avaliagoes baseadas em reamostragem, mas apenas como um padrao de referéncia
para definir a parametro 7. Nos mostramos com alguns detalhes como definir uma matriz
perfeitamente aninhada e uma matriz aleatéria, e procederemos ao calculo analitico de
dnest € drand~

A matriz perfeitamente aninhada é tal que apresenta o mesmo Ly, Ly e p da matriz

original mas tem seus elementos maximanente aninhados. Para esta matriz especial a
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distancia d é menor ou igual a de qualquer outra matriz com o mesmo tamanho e ocupacao.
Determinamos d,,.s; analiticamente com o auxilio da integral das distancias sobre a area
do padrao aninhado. A figura 3.1 mostra a estrutura do padrao aninhado com area p
quando projetado no quadrado unitario. O comprimento do lado do triangulo indicado
na figura é v/2p. A linha que delimita o tridngulo é y = /2p — z. Para uma ocupagao

abaixo de p = 1/2, A distancia média é obtida através da integral:

V20 pV2p—x V20 N 2p—x
pest = / / dyy dy dx = / / (x 4+ y) dy dx (3.4)
0 0 0 0

nest - P \/_ (35)

Uma integral dupla para 1/2 < p < 1 produz a relagao

0 que resulta

21-p)vRli—p) (3.6)

dnestzzp_1+3

A matriz aleatéria que usamos na definicao de 7 segue uma distribuicao uniforme.

Para calcular a distancia média introduzimos a fungao densidade que segue a relagao:

1 1
drand - / / dac,y 1% dx dy
Tand = / / x + y dl’ dy (37)

Com o auxilio das equagoes (3.5) ou (3.6) e (3.7) encontramos a temperatura e o anin-
hamento para qualquer matriz com uma dada ocupacao. As curvas de d,qng € dpest podem

ser vistas na figura 3.2.

3.3 Ocupacao da Matriz e Otimizacao da Métrica

Segundo Ulrich e colaboradores [60], a métrica de aninhamento e sua performance
estatistica nao devem, idealmenmte, ser afetadas pelo tamanho e pelo formato da matriz.
A forma usual de eliminar o efeito destas duas propriedades da matriz no calculo do
aninhamento é a confrontacao estatistica dos resultados obtidos com modelos nulos. Nossa
abordagem é bastante diferente. Nesta secao utilizamos a distancia de Minkowski, que é
uma generalizagao das métricas de Manhattan e euclideana, para eliminar a influéncia que
diferentes graus de ocupacao entre as matrizes exerceriam no nivel de aninhamento. Isto

garante que matrizes igualmente bem aninhadas mas com diferentes graus de ocupacao
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Figura 3.2: O comportamento de d,est € dpang versus p. As curvas obedecem a regra
pest < drang, como esperado. Por construcgao, essas curvas nao dependem do tamanho da
matriz.

tenham o mesmo indice de aninhamento. As figuras 3.3 (a) e (b) mostram duas situagoes
onde as matrizes estao completamente aninhadas mas tém valores diferentes de ocupacao
p: (a) p=9/25¢ (b) p=15/25. No caso da distancia de Manhattan o conjunto de sitios
com a mesma distancia, chamados pontos isométricos, sao linhas diagonais. Em outras
palavras, os pontos isométricos sao o conjunto de elementos a;; tais que ¢ = 7 + j para
uma dada constante c. E f4cil verificar que estes pontos estao em uma diagonal da matriz.

Noés utilizamos um método sutil para eliminar a influéncia das diferentes ocupagoes
no aninhamento. Provocamos uma distor¢ao na linha isométrica para que ela ”delimite
a fronteira da ocupagao p”. Na figura 3.4 nds representamos as linhas isométricas 1 =
(X + X)X para x = 0.25, 0.5, 0.75, 1, 1.5, 2, 4, e 10, como indicado na figura. Aqui

nds usamos as coordenadas cartesianas (x,y) em vez das coordenadas (i,j) porque é

Figura 3.3: Estas duas matrizes estao igualmente bem aninhadas. Escolhemos um
parametro métrico y adequado para produzir indices ”similares” de aninhamento.
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Figura 3.4: As curvas 1 = (2X + yX)¥/X para vérios valores de y indicados na figura.
Escolhemos o melhor y de modo que delimite o padrao completamente aninhado para
uma dada ocupagao. Esta figura deve ser comparada com a figura 3.3. Nossa estratégia
é encontrar um Y 6timo de modo que a curva delimite o padrao aninhado.

mais conveniente trabalharmos analiticamente em um espaco cartesiano continuo que
no espaco discreto dos elementos da matriz. A escolha da regiao inferior e a esquerda
da matriz para o aninhamento é feita para que o ponto cartesiano (1,1) seja o foco do
aninhamento, a fim de facilitar a analise. Podemos assim comparar a figura 3.3 com a
figura 3.4. Determinamos a melhor curva para o padrao de aninhamento maximo por
imposicao de que a 4rea sob a curva 1 = (zX +y¥)/X seja p. A equacdo implicita da linha

isométrica pode ser escrita ”explicitamente” como

y(x) = (1 —a)x. (3.8)

Deste modo a melhor linha isométrica que ajusta-se a ocupagao p deve obedecer a

relacao de area:

p— /01(1 — X dy (3.9)

A solucao analitica desta equacgao encontra-se no Apéncice A e produz uma forma
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Figura 3.5: O comportamento de d,.s € drqng versus p. As curvas obedecem a regra
pest < drang como esperado. Alguns valores de x correspondentes a p estao indicados no
topo da figura.

explicita para a relagao entre p e x:

@yl

onde I' é a funcao Gama. Esta equacao determina a métrica, o parametro y da distancia de
Minkowski, através do valor experimental da ocupagao p, o que significa que ela encontra
o melhor valor da métrica para uma situagao especifica. E f4cil observar na equagao (3.10)
que, como esperado, o caso p = 1/2 corresponde a x = 1.

A distancia da matriz aninhada é encontrada utilizando-se um procedimento similar
ao descrito na secao anterior. Integramos a distancia de Minkowski na regiao sob a linha

isométrica dada pela equagao (3.8):

1 p(-y)t/x 1 p(1—yX)l/x
Anest = / / dx7y dx dy = / / (:L.X + yx)l/x dx dy (311)
0 0 0 0

A distancia da matriz aleatoria é também encontrada de modo similar ao da secao

anterior. A integral aqui é expressa como:

1 1 1 1
Arand = / / pdrdy = p/ / (xx—l—y")l/x dz dy (3.12)
o Jo o Jo

Ambas as integrais duplas acima foram resolvidas numericamente, mas podem ser
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avaliadas também de modo analitico, o que foi feito no Apéndice A. A equagao (3.11)
foi resolvida da seguinte forma. A integracao em relacao a variavel x produz uma funcao
hipergeométrica com argumento (1 — yX)'/X. Esta funcdo é expandida em uma série de
poténcias e os termos sao entao integrados em relacao a variavel y. A segunda integragao
produz um novo conjunto de fungoes hipergeométricas. A equacao (3.12) foi resolvida
usando-se uma expansao similar, mas neste caso a segunda integracao € trivial em virtude
da simplicidade de seus limites. Na figura 3.5 ndés mostramos ambas as curvas para d,,cs
e drang como fungao de p. Os valores de x correspondentes aos de p de acordo com (3.10)
sao mostrados na parte superior da figura. Podemos observar que para o caso p = 0.5 este
modelo degenera-se no caso da distancia de Manhattan estudado na secao anterior. Por
este motivo, para este caso especial, os valores de d,,cs; = 0.333 € d,4ng = 0.5 s@o 0s mesmos
nas figuras 3.3 e 3.5. Com os valores de dcs; € dyqng calculados deste modo obtemos os
dois padroes de referéncia da equacao (3.11) para a métrica otimizada e encontramos

assim a temperatura de Minkowski.

3.4 Aplicacao do novo indice de aninhamento a dados
de campo

Para que a metodologia descrita acima seja aplicada no estudo de dados de campo,
o programa computacional que desenvolvemos foi o MetricNest, escrito na linguagem
do software livre Scilab e que pode ser facilmente convertido para o ambiente Matlab. O
cédigo é comentado no Apéndice ?7. A primeira etapa dos cdlculos consiste em empacotar
a matriz, o que é feito através da ordenacao das linhas e colunas, alternadamente e acordo
com seu numero de elementos, de modo que ao final deste procedimento tanto linhas mais
abaixo e colunas mais a esquerda da matriz contenham sempre um numero maior de
elementos que as linhas mais acima e colunas mais a direita. Em seguida sao calculadas
as distancias de Manhattan de cada um dos elemento da matriz empacotada. Estas
distancias sao somadas para encontrarmos a distancia d da matriz empacotada. Em
seguida calculamos os padroes de referéncia d,est e d,.and, as distancias de Manhattan da
matriz perfeitamente aninhada e da matriz randomica com a mesma ocupacgao p da matriz
original. A partir destes valores calculamos a temperatura Manhattan 7. O préximo passo
¢ calcular a distancia de Manhattan com os elementos projetados no quadrado unitério,
o que é feito dividindo-se os dois fatores das distancias de Manhattan pelas dimensoes da
matriz. Deste modo podemos encontrar o valor da distancia de Manhattan projetada no
quadrado unitario, 7.

Em seguida o programa utiliza o segundo método que desenvolvemos e calcula a tem-
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peratura de Minkowski da matriz. A metodologia bésica é a mesma do caso Manhattan,
mas aqui é encontrada a métrica de Minkowski x apropriada a ocupacao p da matriz
original. Em seguida sao somadas as distancias de Minkowski de todos os elementos da
matriz para encontrarmos a distancia d. Sao entao realizadas as integragdes numéricas
apropriadas para encontrarmos d,est e d.and. Finalmente é entao calculada a temper-
atura de Minkowski, chamada no cédigo do programa de temperatura Iséclina. Todos
estes passos sao feitos tanto para a matriz empacotada original como para a sua projecao
no quadrado unitario.

Os outros elementos do programa executam procedimentos de leitura e impressao
de dados. O MetricNest tem a vantagem de ler diretamente as planilhas em formato .xls
produzidas em campo e retornar os resultados dos calculos em uma planilha com o mesmo

formato.
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Consideracoes Finazis

O aninhamento de uma matriz é a medida do quanto seus elementos podem ser em-
pacotados sem lacunas. Nés propomos que para estimar o desvio de um padrao aninhado
devemos considerar conceitos métricos em vez de utilizar estimativas baseadas em anélise
combinatoria. Este trabalho abre uma nova perspectiva no estudo do aninhamento por
apresentar um indice inspirado na termodinamica e na métrica, que é fundamentado com
o auxilio de dois padroes de referéncia bem postos: o perfeitamente aninhado e o uniforme-
mente distribuido. Estes dois padroes possuem solucoes analiticas. Nosso novo estimador
de aninhamento v é baseado na analise métrica direta das distancias sobre a matriz de
incidéncia. Esperamos que este estimador venha a ser util na discussao metodologica
envolvendo aninhamento em matrizes ecoldgicas.

Nos reforcamos a idéia de que um bom indice de aninhamento deve quantificar o
quanto uma dada matriz desvia-se do padrao de aninhamento perfeito. De fato, esta idéia
estd presente em muitos estudos tradicionais na drea [2, 12, 13]. Mais recentemente, outras
propriedades estdo sendo atribuidas ao conceito de aninhamento e a sua medida [5]. No
entanto, a visao tradicional de que uma medida de aninhamento deve expressar desvios
do padrao de aninhamento completo preenche os requisitos de elegancia, simplicidade e
clareza.

Neste trabalho apresentamos uma exploracao analitica do aninhamento em matrizes
de presenca e auséncia que podem ser interpretadas como redes bipartidas. Adicional-
mente, uma metodologia similar pode ser extendida a grafos. De um ponto de vista
matematico, a diferenca é que para grafos nds temos L; = Lo e a matriz de adjacéncia
é simétrica. Acreditamos que esta técnica possa ser aplicada no contexto de biologia
celular, onde espécies sao substituidas por metabdlitos e interacaoes sao interpretadas
como coparticipacao em uma reagao bioquimica. Nesta area o coeficiente de aninhamento
pode ser ttil para quantificar a robustez de uma célula perante mudancas em sua ”com-
posi¢ao” metabdlica produzida por disturbios farmacolégicos ou genémicos [61].

Em nossa visao, o aninhamento deve ser tratado como uma métrica e nao como um
conceito. Acreditamos que tao logo o aninhamento se torne um objeto matematico bem
definido, maiores desenvolvimentos tedéricos podem ser esperados nesta area. Questoes

como a relagao entre aninhamento e abundancia de espécies ou entre aninhamento e
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riqueza de espécies em sitios podem entao ser também postas em uma estrutura matematica
mais consistente. No presente, estas questoes sao consideradas apenas através de sim-
ulacoes Monte Carlo. Uma vez que o aninhamento é um conceito abstrato envolvendo
manipulacoes algébricas de matrizes, ha um desequilibrio nesta area. Existem poucos
resultados analiticos comparados com estimativas computacionais e estatisticas. Esper-
amos que este trabalho ajude a superar a falta de estruturacao matematica nesta area, o
que é de grande interesse por parte da pesquisa corrente em biogeografia [60], biologia de
conservagao [7] e ecologia de comunidades [62, 4].

Como perspectivas para trabalhos futuros podemos:

e Publicar e Disponibilizar o programa MetricNest, a ferramenta computacional que
desenvolvemos para o cédlculo da distancia de Manhattan, a fim de populariza-la entre a
comunidade de ecélogos e bidlogos. Este programa apresenta vantagens em relagao a out-
ras ferramentas computacionais utilizadas para o calculo do indice de aninhamento. Ele
capta os dados diretamente da planilha de campo do pesquisador e retorna os resultados
tanto da temperatuta de Manhattan como da temperatura de Minkowski.

e Analisar a influéncia que a abundancia de espécies exerce no aninhamento da rede
como um todo, tanto no caso de interagoes entre espécies como ocorréncia de espécies em
sitios fragmentados, o que deve esclarecer o peso qualitativo e o quantitativo nestes tipos
de relagoes ecolégicas. Este trabalho esta em andamento e resultados preliminares podem
ser visto em nossos trabalhos [63, 7, ?].

e Realizar a efetiva aplicacao de nosso estimador a dados disponiveis na literatura
ou coletados por colaboradores, a fim de estabelecer em casos empiricos e concretos e
eficiencia de nosso método, e de contribuir para o melhor entendimento dos processos

modelados por redes bipartidas e matrizes de incidéncia.



APENDICE A - Cédigo do Programa

function manhattan(A);

A = nestinv(4);

[x,y] = size(A);

d = 0;
N = 0;

MetricNest

//Func8o Manhattan: calcula os parimetros
//Manhattan e Manhattan com projecéo.

//Funcgdo nestinv: fung8o que faz o aninhamento
// da matriz no canto do elemento (1,1).

//Fungdo size: fungio do Scilab que determina

//as dimensdes L1 e L2 da matriz.

//Célculo Manhattan sem projeg&o;

for i= 1:x;

for j = 1:y;
if(A(i,j)== 1) then
N=N+1;
do = i+j;
d =d + do;
end
end
end

Rho = N/ (x*y);

drand = (N*x(x+y))/2;

//Célculo das distdncias de Manhattan sem

// projegdo de todos os elementos da matriz.

Beta = (-1+sqrt(1+8*N))/2;
dnest = ((2/3)*Beta)+((Beta) "2)+(((Beta)~3)/3);
Tau = (d - dnest)/(drand - dnest);

printf ("\n");

//Célculo dos pardmetros

45
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printf(" L1 = %i , L2 = %i",x,y);
printf ("\n");

printf("\n___Manhattan sem projegdo___");

printf ("\nTau:%3f , dnest : %f , drand: %f, d: %f, N:%i",Tau,dnest,drand,d,N);

//Imprime na tela os resultados.

//Célculo Manhattan com projegio:

dp = 0;
for i = 1:x;
for j = 1:y;
if(A(i,j) == 1) then
dl = i/x + j/y; //Diferenca no cdlculo projetado: a distincia é

//dividida pelas dimensdes L1 e L2 da matriz.

dp = dp + di;
end
end
end //Célculo das distédncias de Manhattan com projecio
//de todos os elementos da matriz.
dnestp = (2/3)*Rho*sqrt ((2+«Rho) ) *N*2;

//linha modificada multiplicar por 2N
drandp = N;//linha modificada: N ao invés de Rho
Taup = (dp-dnestp)/(drandp-dnestp);
printf ("\n");

printf ("\n___Manhattan com projecao___");

printf ("\nTau:%3f,dnest:%f,drand:%f,d:%f,N:%i",Taup,dnestp,drandp,dp,N);
P = [Tau dnest drand d N;Taup dnestp drandp dp NJ];

path = getcwd();

fprintfMat (path+’/manhattan.txt’,P,’%5.5f7);

//Essa instrugdo serve apenas para gravar os dados

//calculados num arquivo .txt no mesmo diretério

//onde esta o arquivo .xls da matriz.

endfunction

function [B] = nestinv(A);

//Fungdo nestinv que faz o aninhamento da Matriz.
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[i,jl=size(A);

r = 0;

for y = 1:j;
for x = 1:1;

if( A(x,y) == 1) then

r = r+l;
end
end //Definigdo do numero de elementos 1 em cada coluna.
C(y) = r; //Vetor C que armazena o ranking das colunas:
//o nimero de sitios ocupados em cada coluna.

r = 0;
end
for y = 1:j;

for x = j:-1:2;
if (C(x-1)<C(x)) then
aux = A(:, (x-1));
AC:,(x-1)) = AC:,x);
AC:,x) = aux;

aux2 = C(x-1);

C(x-1)=C(x);
C(x)=aux2;
end
end
end //0rdenacao das colunas.
r = 0;

for x = 1:1i;

for y = 1:j;
if( A(x,y) == 1 ) then
r = r+i;
end
end
L(x) = r;
r =0;

end //Definigdo do numero de elementos 1 em cada linha
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for x = 1:1i;
for y = 1:-1:2;
if (L(y-1)<L(y)) then
aux2 = A((y-1),:);
AC(y-1),:) = Ay, :);
A(y,:) = aux2;

aux = L(y-1);

L(y-1) = L(y);

L(y) = aux;

end
end

end //0Ordenagio das linhas
B =A;
endfunction

deff (’ [rho]=RHO(gsi)’,’rho =
(gamma ((1/qsi))*gamma((1/gsi)+1))/(gsi*gamma ((2/qsi)+1))’);
//Definigd3o da funcgdo para calcular o pardmetro
//Rho em fungdo de gsi.

function [gsi] = gsi_rho(Rhoi)

gsi = 0.02;
for i = 1:1000;
Rho = RHO(gsi);

if (abs ((Rhoi-Rho) /Rhoi)<=1D-6) then
break;

else
E = (Rhoi-Rho)/Rhoi;
gsi = gsi+(RhoixE);

end
end
endfunction //Método recursivo para encontrar um valor de
//qsi para um dado Rho.
function [I] = int_simp(a,b,n,y,qui,func)

if modulo(n,2)<>0 then
error("0 valor de n deve ser par!")
end

h = (b - a)/n;
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soma = 0
x0 = a
for i = 1:(n/2)
xi = x0 + h;
xii = xi + h;
soma = soma + (h/3)*(func(x0,y,qui)+4*func(xi,y,qui)+func(xii,y,qui));
x0 = xii
end

I = soma;

endfunction //Método numérico (Simpson) para integragdo numérica.

function [z] = f(x,y,qui);

z = (x"qui+y~qui) "~ (1/qui);

endfunction //Fungdo da iséclina.

function [z] = w(x,y,qui);

[L1,L2] = size(A);
z = ((x/L1)"qui+(y/L2) "qui)~(1/qui);

endfunction //Fung8o da iséclina projetada no quadrado unitéario.

function [dnes] = dnest(qui,func)

nx = 500;
dx = 1/nx;
dy = dx;

0;
for y = 0:dy:1;

i= it
a = 0;
b = (1-y~qui) "~ (1/qui);

Ix(i) = int_simp(a,b,nx,y,qui,func);

end



Apéndice A - Cédigo do Programa MetricNest

for i = 1:nx;

I =1+ (dx/2)*x(Ix(i)+Ix(i+1));

end
dnes = I;
endfunction //Resolugdo da integral para calcular o valor de

//dnest da iséclina.

function [dran] = drand(qui,func)

rho = RHO(qui);
nx = 40;

dx = 1/nx;

dy = dx;

[
™
~
-
~—
1

int_simp(a,b,nx,y,qui,func);

for i = 1:nx;

I =1+ (dx/2)*x(Ix(i)+Ix(i+1));

endfunction //Resolugdo da integral para calcular o valor de

//drand da iséclina

function isocline(A) //Semelhante ao cado de Manhattan.
A = nestinv(A);
[x,y] = size(A);
N = 0;
for i= 1:x;
for j = 1:y;
if(A(i,j)== 1) then
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N=N+1;
end
end
end //Calcula nimero de sitios ocupados.
Rho = N/ (x*y) ;
gsi = gsi_rho(Rho); //Calcula a densidade de ocupagdo RHO e a partir
//dela determina o gsi.
//Calculo da distancia d sem projego:
d = 0;
for i = 1:x;
for j = 1:y;
if(A(i,j) == 1) then
d =d+ (((i~gsi) + (j~gsi))~(1/qsi));
end
end
end //Célculo da distancia Isoclina, parece muito com
//Manhattan. Deferente apenas no
//calculo da disténcia d.
L = (x+y)/2; //Média aritmética das dimensdes da matriz.
dnest_i = 2#L*N*dnest(qgsi,f); //Linha modificada multiplicada por 2*Lx*N.
drand_i = 2xL#N*drand(qsi,f); //Linha modificada multiplicada por N.

Tau_i = (d - dnest_i)/(drand_i - dnest_i);

printf("\n");
printf ("\n

printf ("\n");

Isocline sem projegdo___");

printf ("Tau:%3f,dnest:%f,drand:%f,d:%f,qsi:%f",Tau_i,dnest_i,drand_i,d,qsi);

printf ("\n");

//calculo da distancia d com projegdo
dp = 0;
for i = 1:x;
for j = 1:y;
if(A(i,j) == 1) then

dp = dp + ((((i/x)"qsi) + ((j/y)~qsi))~(1/qsi));
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//Disténcia d Iséclina projetada.

end
end
end
L = (xt+y)/2; // linha acrescentada 28/04/2009 média aritmética das
//dimensdes da matriz
dnest_ip = (dnest(gsi,w))*N*2xL;//linha modificada multiplicada por 2*LxN
drand_ip = (drand(gsi,w))*N*2xL;//linha modificada multiplicada por 2*LxN

//Essas fungSes parecem as da iséclina n&o projetada,

//mas é que multiplicada por 2NL e é chamada fungdo w.

Tau_ip = (dp - dnest_ip)/(drand_ip - dnest_ip);

printf("\n___Isocline com projegdo___");

printf ("\n");
printf ("\nTau:%3f,dnest:%f,drand:%f,d:%f,qsi:%f",Tau_ip,dnest_ip,drand_ip,dp,qsi);
P = [Tau_i dnest_i drand_i d gsi;Tau_ip dnest_ip drand_ip dp gsil;

path = getcwd();

fprintfMat (path+’/isocline.txt’,P,’%5.5f7);

//Salva os dados da iséclina num txt

endfunction

function metricnest (A)
path = xgetfile(title=’Escolha o arquivo .xls da matriz’);
sheet = readxls(path);
A = sheet(1);
A = A.value; //Aqui pega a matriz no XLS e armazena na meméria A
printf ("\nArquivo lido.")
printf ("\n")
printf (path)
printf(’\n’)
manhattan(A) ;
isocline(A);
endfunction //Aqui ocorre a magica, a fungdo metricnest chama

//todas as outras.
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