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RESUMO

Este trabalho analisa trés estratégias de hedge de opcao, buscando identificar a importancia
da escolha da estratégia para a obten¢ao de um bom desempenho do hedge.

O conceito de hedge é analisado de forma retrospectiva e uma teoria geral de hedge é
apresentada. Em seguida, s@o descritos alguns estudos comparativos de desempenho de
estratégias de hedge de opcao e suas metodologias de implementagdo. Para esta anélise
comparativa trés estratégias de hedge de op¢ao de compra do tipo européia sao
selecionadas: a primeira utiliza o0 modelo Black-Scholes-Merton de precificacdo de opgdes,
a segunda utiliza uma solu¢@o de programacdo dinamica para hedge dinamico
multiperiddico e a terceira utiliza um modelo GARCH para precificacio de opcoes. As
estratégias sdo comentadas e comparadas do ponto de vista de suas premissas tedricas e por
meio de testes comparativos de desempenho. O desempenho das estratégias é comparado
sob uma perspectiva dindimicamente ajustada, multiperiddica e autofinancidvel. Os dados
para comparagao de desempenho sdo gerados por simulacdo e o desempenho é avaliado
pelos erros absolutos médios e erros quadraticos médios, resultando na carteira de hedge.
Sao feitas ainda consideracOes a respeito de alternativas de estimagao e suas implicagdes

no desempenho das estratégias.

Palavras-chave: hedge, hedge de opcao, Black-Scholes, GARCH, Heston-Nandi, Cerny,
programacdo dinamica, estratégia de hedge, estratégia autofinancidvel, hedge dinamico,
hedge multiperiddico, carteira replicante, teoria de hedge, mercado completo, mercado

incompleto.
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ABSTRACT

This work analyzes three option hedging strategies, to identify the importance of choosing
a strategy in order to achieve a good hedging performance. A retrospective analysis of the
concept of hedging is conducted and a general hedging theory is presented. After which,
some comparative papers of hedging performance and their implementation methodologies
are described. For the present comparative analysis, three hedging strategies for European
options have been selected: the first one based on the Black-Scholes-Merton model for
option pricing, the second one based on a dynamic programming solution for dynamic
multiperiod hedging and the third one based on a GARCH model for option pricing. The
strategies are compared under their theoric premises and through comparative performance
tests. The performance of the strategies is compared under a dynamically adjusted
multiperiodic and self-financing perspective. Data for performance comparison are
generated by simulation and performance is evaluated by average absolute errors and
average squared errors resulting in the hedging portfolio. An analysis is also done
regarding estimation approaches and their implications over the performance of the

strategies.

Key-words: hedge, option hedging, Black-Scholes, GARCH, Heston-Nandi, Cerny,
dynamic programming, hedging strategy, self-financing strategy, dynamic hedging,
multiperiod hedging, replicating portfolio, hedging theory, complete market, incomplete

market.
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1. INTRODUCAO

1.1 Motivacao

O avango do conhecimento na drea de Financas, entendido como a interpretacao das
variaveis do mercado, das relagdes entre elas e a modelagem de seu comportamento, €

acompanhado pelo desenvolvimento e aumento de complexidade dos mercados.

Podemos apontar como dois dos fendmenos mais marcantes em Finangas nas tltimas
décadas, por um lado, o aumento da volatilidade ou oscilagao nos precos dos ativos nos
mercados, e, por outro lado, a enorme sofisticacdo dos conceitos e ferramentas tedricas de

andlise quantitativa, impulsionada pela tecnologia da informacao.

Farhi (1999, p. 93) destaca um forte aumento na volatilidade das taxas de caAmbio e de
juros, registradas ap6s o fim dos acordos de Bretton Woods em 1971, que deram impulso a
expansao do mercado de derivativos e mudaram o comportamento dos agentes econdmicos

em relacdo as operacdes de cobertura de risco.

Kariya e Liu (2003, p. 1) afirma que a teoria de precificacio de ativos ganhou sofisticacdo
marcadamente nas décadas de 80 e 90. Para corroborar com essa afirmacao, podemos
observar a partir dos trabalhos seminais de Black e Scholes (1973, p.637-654) e Merton
(1973, p. 141-183) sobre precificagdo racional de derivativos (obtencao de um preco tinico
e livre de arbitragem), o surgimento de diversos trabalhos que expandiram o tema. Entre
os mais marcantes, Harrison e Kreps (1979, p. 381-408) e Harrison e Pliska (1981, p. 215-
260) sobre precificagdo com martingales, Engle (1982, p. 987-1007) e Bollerslev (1987, p.
307-327) sobre modelos ARCH e GARCH, Hull e White (1987, p. 281-300) sobre
precificacdo com volatilidade estocéstica e Duan (1995, p. 13-32) sobre precificagdo com
modelos GARCH, apenas para citar alguns, que deram origem a uma infinidade de outros

estudos e aperfeicoamentos na aplicacao de métodos quantitativos em finangas.

Impossivel ndo vincular esses desenvolvimentos a evolugao da tecnologia da informagao,

principalmente a proliferacdo dos computadores pessoais a partir da criagdo do IBM-PC no
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inicio da década de 80, sem os quais a maior parte desses estudos e muitos testes e

simulagdes ndo seriam possiveis.

O aumento da volatilidade dos mercados implica aumento nos riscos de mercado a que os
agentes econdmicos estdo expostos, entendendo riscos de mercado, neste contexto, como a
variacdo nos resultados de uma operagado financeira, devida a mudanga nos precos dos

ativos.

As operacdes de hedge revestem-se, pois, de maior importancia, dado que constituem
importante ferramenta de gestio de diversos tipos de riscos. No caso de riscos de mercado,
sao importantes na gestao de riscos de carteiras de investimentos em ativos financeiros,
diretamente expostos a volatilidade de precos dos ativos que os compdem e importantes na

gestdo das empresas, expostas a volatilidade de seus ativos e passivos.

Mas o que viria a ser um hedge?

1.2 Do que estamos falando

Hedge é um elegante substantivo utilizado na sua forma original, extraida diretamente do
idioma bretdo. Foi completamente absorvido e consta no Houaiss (2001), mas sem

equivalente em portugués.

Sua variante mais utilizada € o verbo substantivado hedging, o ato de fazer o hedge, que
embora nao conste nos diciondrios, também sera utilizado neste trabalho na sua forma

original.

Para o verbo, preferimos “fazer hedge”, a adaptagao lingiiistica pouco satisfatéria de

“hedgear”.

Como este trabalho analisa estratégias de hedge, ndo queremos prescindir de uma breve

avaliacdo dos significados e conceitos sintetizados na palavra.
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Segundo o Merriam-Webster (2006), significa “a means of protection” ou “um meio de
protecao”, “fo evade the risk of commitment” ou “eliminar o risco do compromisso”, “to
protect oneself financially by a counterballancing transaction” ou “proteger-se
financeiramente através de uma transagdo contraria equivalente” e ainda “barrier” ou

“barreira”.

Houaiss (2001) define como “transagdo compensatdria que visa proteger (um operador

financeiro) contra prejuizos na oscilacao de pregos”.

Quando entramos na literatura financeira, encontramos desde definicdes mais abrangentes,

até defini¢oes técnicas especificas.

Koziol (1990, p.3) define hedge como um processo dinAmico que gerencia riscos
especificos, com um mecanismo adequado de compensacao ao longo do tempo, capaz de
gerar respostas financeiras que ocorrem inversamente as respostas financeiras dos itens

tomados como objeto de hedge.

Para Wilmott (2001, p. 186), hedge é a reducdo do risco por meio da exploracdo de

relacOes ou correlacdo entre varios investimentos de risco.

Para Duffie (1989, p. 201), é a tomada de posi¢do em contratos futuros que anulem alguns
riscos associados a algum compromisso de mercado, ou ainda, ado¢do de uma posi¢ao em
futuros que, em média, gere lucros quando o valor de mercado do compromisso estd abaixo

do esperado e perdas quando o valor de mercado do compromisso estd acima do esperado.

A ANCOR (2008) define o hedge do ponto de vista dos riscos incorridos, diferenciando-o
da diversificagdo. Define diversificacdo como uma operacao de mitigacao do risco

especifico dos ativos e hedge como uma operagao de mitigagao do risco sistematico.

Neste momento ndo cabe criar mais uma defini¢do. Melhor € interpretar e sintetizar a
esséncia das definicdes apresentadas, que nos interessa no contexto deste trabalho:

- A reducao do risco de uma operacao financeira.

- O estabelecimento de transagdes compensatorias que neutralizam perdas e

ganhos.
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- A exploracgdo de correlagdes nos precos dos ativos.

Esses sdo os fundamentos que podemos retirar das definicdes, sobre os quais estd assentada
a teoria do hedge e que serdo explorados ao longo do trabalho. Mas para construir uma
operacdo de hedge existe uma infinidade de instrumentos e estratégias, algumas similares
entre si, outras bastante distintas. A construcio requer o equacionamento do problema e a
identificacdo da solu¢do mais adequada. Essa construc¢do da operacao € a situagao que

expoe nosso problema de investigagao.

1.3 O problema manifesto

Em meio a tantos desenvolvimentos ja realizados, tantas possibilidades existentes na
estruturacdo de operacdes de hedge, tantos modelos matematicos para mimetizar o
comportamento dos ativos financeiros, tantas otimizag¢des passiveis de serem incorporadas,

a questdo que se apresenta é: a escolha da estratégia de hedge faz diferenca?

O que queremos investigar € se, do ponto de vista de resultados, dado o atual nivel de
desenvolvimento das diversas ferramentas tedricas, a escolha da estratégia de hedge
desempenha um papel importante, e, se desempenhar, queremos identificar sob que
condi¢des uma ou outra é mais adequada para levar ao melhor desempenho. Essas sdo as

questdes que este trabalho pretende investigar.

Para o trabalho em questao, consideramos hedge como sendo a redugdo do risco de uma
operacdo financeira por meio do estabelecimento de transa¢des compensatorias que
neutralizam perdas e ganhos, explorando correlacdes nos precos dos ativos. A palavra
risco serd utilizada sempre com o significado restrito de possibilidade de oscilagao nos

precos dos ativos financeiros, exceto quando explicitamente qualificado de forma distinta.

Escolha € o processo de decisdo por uma ou outra estratégia possivel na constru¢do de uma

operacao de hedge.



Estratégia € o método utilizado para construgdo e calculo do hedge. Sao tratadas 3
propostas de estratégia denominadas BSM (Black-Scholes-Merton), AC (Ales Cerny) e
HN (Heston e Nandi), daqui em diante identificadas pelos respectivos acronicos. As
estratégias sao aplicadas a op¢des de compra do tipo européia. O hedge pelo delta
calculado € a quantidade do ativo que deve ser comprada ou vendida e é denominada
genericamente de razdo de hedge, sendo definida pelo modelo matematico associado a

cada estratégia implementada.

Por diferenca, entendemos o desempenho de resultados obtido, avaliado teoricamente
segundo os fatos estilizados incorporados por cada estratégia e avaliado praticamente
segundo a correspondéncia entre os resultados esperados e os resultados verificados sobre

um conjunto de dados simulados.

14 Objetivos e Justificativa do Trabalho

O proposito geral deste trabalho € investigar as diferencas fundamentais entre as estratégias

de hedge.

Os objetivos primdrios deste trabalho sao:
- Discutir uma conceituacdo de hedge adequada ao estado-da-arte da teoria e
prética.
- Investigar a existéncia de dominancia entre as estratégias de hedge, por meio
da avaliagdo tedrica e da realizacdo de testes por simulagdo.

- Comparar estratégias de hedge desenvolvidas a partir de fundamentos distintos.

Como objetivos secunddrios temos:
- Expor de forma compilada e ordenada a evolugdo da teoria do hedge.
- Apresentar as alternativas e especificidades que requerem decisdes praticas de
implementacdo das estratégias de hedge.
- Analisar e explicitar as caracteristicas das estratégias de hedge estudadas.
- Demonstrar aspectos do desenvolvimento das estratégias de hedge nao

apresentados nos trabalhos publicados.
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Muitas estratégias de hedge foram desenvolvidas e muitas delas constituem apenas
variantes umas das outras. Diversos estudos comparativos também ja foram realizados,
entretanto, € muito mais comum a comparagao entre estratégias desenvolvidas com
principios semelhantes, do que entre estratégias desenvolvidas com principios distintos. A
razao para tal, possivelmente seja que boa parte dos estudos comparativos tem por
finalidade validar aperfeicoamentos que constituem contribui¢des marginais sobre
estratégias ja desenvolvidas, ou, somente a comparacao de uma nova estratégia com o

padrdo consagrado pela prética, que é o modelo BSM.

E. g., tratando opcoes, Engle e Rosenberg (1995, p. 1-25) compara um modelo GARCH
com o modelo BSM, Dumas, Fleming e Whaley (1998, p. 2059-2106) compara alternativas
de fun¢des deterministicas no célculo de volatilidade para implementa¢cdao do modelo BSM,
Hafner e Herwartz (1999, p. 1-34) compara variantes de implementa¢do de modelos
GARCH, Nandi e Waggoner (2000, p. 24-39) compara alternativas de célculo de
volatilidade para implementacdo do modelo BSM, Cerny (2004b, p. 1-25) compara um
modelo de programac¢do dindmica com o modelo BSM, Heston e Nandi (2000, p. 585-625)
compara variantes de implementacdo de modelos GARCH, Christoffersen e Jacobs (2004,
p. 1204-1221) compara variantes de implementa¢do de modelos GARCH, Hsieh e
Ritchken (2005) compara variantes de implementacdo de modelos GARCH e Kim e Kim
(2004, p. 117-142) compara modelos de volatilidade estocastica. Tratando futuros,
(Brooks e Cerny e Miffre (2007, p. 1-36) compara OLS com otimizagdo por utilidade,
Bueno (1999, p. 1-142) compara OLS com modelos GARCH.

Este trabalho analisa estratégias de hedge de op¢do, compara seus principios, interpreta

suas diferencas e avalia sua eficdcia, buscando agregar aos estudos uma perspectiva

multiperiddica e autofinancidvel.

1.5 Delimitaciao do trabalho

O calculo do hedge sera limitado ao hedge composto por uma agao e pelo ativo livre de

risco com ativos-base e uma op¢ao de compra européia como ativo-objeto.



Serdo tratados mercados incompletos, mas na condi¢cdo de mercado perfeito. Para definir
mercado perfeito podemos compilar as caracteristicas apresentadas por Cox e Rubinstein
(1985, p. 268), Cvitanic e Ma (1996, p. 370), Black e Scholes (1973, p. 640), Siqueira
(1999, p. 111-112), Smith (1990, p. 346) e Wilmott (1997, p. 41-42):

- Inexisténcia de custos de transacdo e armazenamento.

- Nao pagamento de dividendos ou outras bonificacgoes.

- Sem regulamentacdo limitante quanto a depdsito de margens e tamanho de

posicdes compradas e vendidas.

- Possibilidade de aplicar e captar qualquer quantia a taxa livre de risco.

- Liquidez perfeita dos ativos no mercado, que podem ser comprados e vendidos

em qualquer quantidade.

- Inexisténcia de diferenca entre oferta compra e oferta de venda.

- Contratos infinitamente divisiveis.

- Investidores pequenos, no sentido de que sua condi¢do financeira e estratégia

de investimento ndo afetam os precos do mercado.

- Os precos dos ativos ndo sao afetados pela existéncia do mercado de

derivativos.

- Nao ha possibilidade de arbitragem.

As estratégias de hedge tomadas como objeto de investigacao sdo: a estratégia BSM,
derivada do modelo de precificacao de opg¢des de Black e Scholes, a estratégia AC
derivada de uma solu¢do de programacao dinamica proposta por Ales Cerny e a estratégia
HN derivada do modelo GARCH proposto por Heston e Nandi. Fazemos uma descricdo e
uma anélise dos principios, identificando os principais fatos estilizados incorporados e as
premissas utilizadas no seu desenvolvimento. Realizamos testes de hedge pelo delta sobre
conjuntos simulados de séries de precos de acdo e opcao para comparacio do desempenho

das estratégias de hedge. Finalizamos com consideragdes a respeito de suas diferencas.
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1.6 Procedimentos metodolégicos

Conforme critérios de classificagao apresentados em Marconi e Lakatos (2007, p.

223,241), este trabalho é uma dissertagdo cientifico-argumentativa.

Trata-se, pois, de um estudo reflexivo, que analisa o problema de constru¢ido de uma

operacao de hedge a luz de teorias existentes.

Trata de um assunto especifico, que sdo estratégias de hedge, foi desenvolvido com
metodologia propria resultante de pesquisa aplicada, pois analisa as estratégias de hedge
através de testes sistematizados e resulta em um posicionamento quanto a comparacao das

estratégias avaliadas.

E um estudo original sob o aspecto de que nao é de conhecimento a existéncia de outro

trabalho desenvolvido sobre os mesmos objetos de estudo.

1.6.1 Abordagem

O método de argumentacdo € essencialmente dedutivo. As analises serdo conduzidas a
partir da interpretacdo de resultados existentes apresentados na bibliografia e de
constatacoes resultantes dos testes de desempenho de hedge pelo delta sobre conjuntos de
dados simulados, todos derivados e demonstrados a partir da teoria que fundamenta sua

concepgao.

1.6.2 Procedimento

O método € comparativo. As analises serdo fundamentadas na identificacio e analogia
entre as caracteristicas das estratégias de hedge avaliadas, com o objetivo de verificar suas
similaridades e diferencas no tratamento das informagdes e sua adequacao a solugao do

problema de otimizagdo do hedge.
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1.6.3 Técnicas Utilizadas

Sao utilizadas predominantemente duas técnicas de pequisa:
- A pesquisa bibliografica em livros e publicacdes cientificas sobre os
desenvolvimentos realizados na precificagdo de opcoes e estratégias de hedge e
publica¢des de trabalhos comparativos ja realizados.

- Simulacdo programada em computador.

1.6.4 Delimitacio da Populacio e Amostragem

O conjunto de dados utilizado foi gerado por meio de técnicas de simulagdo. Foram
utilizados modelos da literatura para geracao das séries de precos e retornos de ativos
financeiros. Séries de precos de opcao foram calculadas por simula¢do de Monte Carlo, a
partir dos processos geradores de dados (PGD) para geragao de precos e retornos. Os
modelos matematicos foram estimados e testados sobre os conjuntos de dados gerados por

simulacao.

1.7 Estrutura do trabalho

Este trabalho estad organizado conforme a descri¢do a seguir.

Este capitulo 1, a introducao, contém a motivagao da realiza¢ao do trabalho, a questao
problema de pesquisa, defini¢des operacionais, delimitagdo da abrangéncia do trabalho,
objetivos e justificativa, procedimentos metodoldgicos utilizados e situa a perspectiva sob

a qual o hedge € analisado no trabalho, dentro do conceito geral de hedge.

O capitulo 2 contextualiza a evolucao do conceito de hedge ao longo do tempo até atingir o

atual nivel de sofisticacdo tedrica.

O capitulo 3 apresenta os conceitos e fundamentos do hedge, estabelecendo um arcabougo
tedrico que generaliza e descreve a estrutura basica comum a todas as estratégias de hedge,

e que d4 sustentacdo as estratégias de hedge avaliadas.
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O capitulo 4 apresenta uma revisao da literatura que trata a comparagdo entre estratégias de

hedge.

O capitulo 5 € uma descricdo e andlise da estratégia de hedge derivada do modelo BSM,

destacando e interpretando suas principais caracteristicas e alternativas de implementacao.

O capitulo 6 € uma descricdo e andlise da estratégia de hedge AC, derivada de uma solucao

de programacao dinamica desenvolvida em Cerny (2004b).

O capitulo 7 € uma descricdo e andlise da estratégia de hedge HN derivada do modelo

GARCH, desenvolvida em Heston e Nandi (2000).

Por fim, o capitulo 8 compara aspectos tedricos e empiricos das estratégias analisadas
explorando o problema de pesquisa, apresenta a metodologia de implementacao das
estratégias utilizada neste trabalho, desenvolve os testes comparativos das estratégias por
simulacdo, apresenta as conclusdes do trabalho, destaca suas contribuicdes e aponta

questdes que permanecem em aberto.



23

2. O CONTEXTO DO HEDGE

O hedge constitui um conjunto de conceitos, métodos e aplicagdes que foram sendo
modificados e aperfeicoados ao longo do tempo. Resultado da prépria amplitude do tema,
a literatura € bastante fragmentada, dificultando a visualizagdo de um panorama mais geral
sobre o assunto. Para termos essa visdo, é mister uma discussao conceitual prévia, para
entdo aprofundarmos o estudo especifico das estratégias de hedge selecionadas para este
trabalho. Neste capitulo faremos uma exposicao do conceito de hedge em diversas fases
evolutivas de Financgas e descreveremos a perspectiva atual sob a qual o hedge é

interpretado.

Embora tenhamos sintetizado os fundamentos do hedge, o conceito do que vem a ser hedge
nao foi sempre claro e universalmente aceito ao longo da histéria das Finangas, como pode
ser observado nos trabalhos de Working (1953a, p. 320), Working (1953b, p. 555),
Johnson (1960, p. 142-144), Ederington (1979, p. 159-163), Duffie (1989, p. 205) e Farhi
(1999, p. 93).

O aspecto de maior controvérsia residia no objetivo basico do hedge, tido ou ndo, como
neutralizacao de riscos. Essa delimita¢do implica a distincao entre hedge, arbitragem e
especulacdo, que constituem operagdes com fronteiras pouco delimitadas, pois as duas
ultimas sdo essencialmente operacdes com formato de hedge conduzidas com objetivo de
gerar ganhos e ndo de reduzir riscos. Para apoiar a defini¢cdo adotada neste trabalho e
esclarecer essas fronteiras, lancamos mao da conceituacdo de Farhi (1999, p. 94), que

delimita o hedge como uma operacao essencialmente de cobertura de riscos.

Segundo Kaldor (1939), apud Farhi (1999 p. 103-105), especulacdo € a compra ou venda
de mercadorias, para revenda ou recompra posterior, antecipando uma vantagem resultante
de uma variagdo de precos esperada. Portanto, uma operagao de especulagdo € uma
operacdo estruturada com base em expectativas quanto ao comportamento de precos em
determinada dire¢do. Logo, mesmo que tenham a mesma forma de operagdes de hedge,
mantendo posi¢des contrdrias sobre ativos com precos correlacionados, ndo podem ser

classificadas como tal. Essas operacdes mantém transagdes compensatdrias que nao se
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compensam completamente dada a expectativa de uma mudanca favoravel de precos,

gerando posicdes descobertas.

Para Farhi (1999, p. 107), arbitragem € a estruturag@o de posi¢des opostas sobre uma
mesma mercadoria ou mercadorias diversas com precos correlacionados, com
temporalidade diferente ou em pracas diferentes, visando tirar proveito de distor¢des nas
relacdes de precos. Aqui também sao utilizadas opera¢des com a mesma forma de
operacdes de hedge, porém com a expectativa de que a compensagao entre as transacoes se

desfaca pela correcao de pregos, gerando ganhos.

A necessidade de separagdo desses conceitos estd vinculada ao critério de avaliacdo do
desempenho de uma operagao de hedge. O hedge de melhor desempenho nao € aquele que

proporciona ganhos, mas aquele que reduz tanto perdas, quanto ganhos.

Ederington (1979, p.158) divide a evolugdo do conceito de hedge em trés teorias:
- Teoria Tradicional.
- Hipoétese de Working.

- Teoria de Carteira e Hedge.

2.1 A teoria tradicional

Notagao:

S, : posicdo a vista.

AS : variagdo da posicdo a vista.

F, : posicdo futura.

AF : variacdo da posicao descoberta futura.
6 : quantidades de contratos a vista.

A : quantidades de contratos futuros.

V. : posicao de hedge.

AV : variacdo da posicao de hedge.

B, : base.
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h: razao de hedge.

<< : muito menor.

Tanto Ederington (1979, p. 159-160) como Working (1953a, p. 320-321) explicam que a
teoria tradicional enfatiza a redugao de riscos através da utilizacdo de mercados a vista e
futuro. Segundo essa teoria, precos a vista e precos futuros de um ativo movem-se juntos.
Uma operacgdo de hedge é estruturada tomando-se posi¢cdes de mesma magnitude e sinal
contrario nos mercados a vista e futuro sobre um mesmo ativo, e. g., uma posi¢ao
comprada no mercado a vista de determinada quantidade de contratos em uma commodity
e uma posicao vendida no mercado futuro com a mesma quantidade de contratos, sobre a

mesma commodity.

Seja a posicdo a vista inicial € S,, a posi¢do a vista final §,,,, a posi¢do futura inicial F, e
a posicdo futura final F,,,.

A variagdo da posi¢do descoberta a vistaé AS =S§,,, — S, .

Sejam @ e A sdo as quantidades de contratos a vista e futuros, respectivamente.

A posigdo de hedge inicial é V, = 6S, — AF,.

A posigdo de hedge final é V,,, = 6S,,, — AF,,,.

A variacdo da posicao de hedge é denominada base, denotada por

B, =AV
=V, -V
=0(S,,,—S,)-AF., - F)
= 6AS — AAF.

A relacdo entre a quantidade de contratos futuros e contratos a vista é denominada razao de

hedge, h = % . Logo, B,,, = 6(AS — hAF).

Na teoria tradicional, a razdo de hedge era considerada como sendo sempre igual a 1, pois
postulava que as variagdes nos pregos a vista e futuro tendem a ser iguais em valor
absoluto. Esperava-se, portanto, que o valor da base fosse zero em um hedge perfeito.
Como o mundo real ndo é perfeito e os pre¢os ndo variam simultaneamente em paralelo,

esperava-se pelo menos que a oscilagao da base fosse significantemente inferior a variagao
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da posi¢do descoberta B << 6AS . Por conta dessa premissa, a teoria tradicional é

atualmente qualificada como ingénua (naive).

Johnson (1960, p. 144) apresenta como forma de medir o desempenho do hedge na teoria
tradicional a relagdo entre a variagao absoluta do preco (ganho ou perda de uma posi¢ao
descoberta) e a variacdo da base (ganho ou perda de uma posi¢do de hedge), e apresenta
como forma de medir o risco o valor absoluto da variacao do preco. J4 Working (1953b, p.
544) também faz referéncia a forma de medir o desempenho do hedge na teoria tradicional,
porém pelo grau de correspondéncia entre mudancas simultaneas nos pregos a vista e

futuro.

Podemos observar que, embora de grande simplicidade e com uma fragilidade a ponto de
ser considerada ingénua, a teoria tradicional € um conceito de reducdo de risco que se

coaduna com o conceito que adotamos na discussao inicial do trabalho.

2.2 A hipétese de Working

Working (1953a, p. 314-343) e Working (1953b, p. 544-561), mostram os resultados de
diversos trabalhos de observagdo das operagdes no mercado de commodities,
principalmente na bolsa de Chicago (Chicago Board of Trade). Essas operagoes
combinavam posi¢des a vista e futuras, principalmente em graos e farinha de trigo,

realizadas por produtores, moinhos e intermedidrios.

Working (1953a, p. 548-549) critica a teoria tradicional, principalmente em relagdo a
suposicao de que precgos a vista e futuro devem ter variacdes absolutas iguais. Segundo ele
essa suposicdo € tedrica, pois na pratica os agentes econdmicos, conscientes desse fato, nao
realizavam operagdes com a finalidade exclusiva de redugdo de riscos, mas com
expectativas de ganhos. Quando tinham uma expectativa desfavoravel de mudanga na
relac@o entre precos a vista e futuro, realizavam operagdes de cobertura de riscos e quando
tinham uma expectativa favordvel, mantinham posi¢des descobertas. Analisando essas
operacoes e suas motivacdes, Working (1953a, p. 326) conceitua hedge com contratos

futuros de commodities como sendo uma operagdo de compra ou venda de contratos



futuros, em conjunto com outro compromisso, na expectativa de uma mudancga favoravel
na relacdo entre pregos a vista e futuros. Working (1953b, p. 555) complementa o trabalho
anterior, aprofundando a andlise e conceituando hedge como um suporte para a realizagao

de uma operacao de compra e venda eficiente e lucrativa.

Essa mudanca do foco na correlagdo entre precos a vista e futuro da teoria tradicional para
o foco na relacdo entre pregos a vista e futuro, juntamente com as defini¢des apresentadas,
caracterizam o hedge como uma operagao de arbitragem, pois busca tirar proveito da

identificacdo de um desequilibrio entre os precos a vista e futuro.

Uma das operacdes descritas no trabalho era realizada pelos moinhos, que nao utilizavam a
compra de trigo futuro como prote¢ao contra variagdes de preco. Imediatamente apds cada
venda de farinha, compravam trigo futuro como substituto tempordrio para uma compra de
trigo a vista para um novo ciclo de produ¢do. De posse dos contratos futuros, buscavam
oportunidades de compra de trigo a vista explorando uma relacdo favoravel entre preco a

vista e futuro, para em seguida desfazer-se da posicao em futuros.

Working (1953a, p. 342) qualifica diretamente o hedge como uma operacdo de arbitragem.

Essa vis@o ndo corresponde a conceituagdo atual do hedge.

2.3 A teoria de carteira e hedge

Notagao:

S, : posicdo a vista.

AS : variacdo da posicao a vista.

F, : posig¢ao futura.

AF : variagdo da posicado descoberta futura.
@ : quantidades de contratos a vista.

A : quantidades de contratos futuros.

U, : posi¢do descoberta.

B, : base.

27



28

o] : varidncia da posigdo a vista.
O variancia da posi¢ado futura.
O - covariincia entre a posi¢do a vista e a posi¢do futura.

P coeficiente de correlagdo entre a posi¢@o a vista e a posi¢ao futura.

e : indicador de efetividade do hedge.

Johnson (1960, p. 142) argumenta que a Hipétese de Working explica o comportamento
dos agentes econdmicos nas situagdes em que eles decidem por fazer hedge ou nao fazer
hedge, dependendo de sua avaliacdo a respeito da possibilidade de arbitrar no mercado.
Mas ndo explica situagdes que também podiam ser observadas, em que os agentes
econdmicos mantinham posi¢des parciais de hedge, mostrando uma preocupagao com
expectativas de mudancas nos valores absolutos dos precos, ndo na relagao entre os precos
a vista e futuro. Para explicar esse fato, Johnson (1960, p. 142-150) propde uma nova
visdo do hedge. Segundo essa visdo, os agentes econdmicos realizam operacdes de hedge
com 0s mesmos principios que regem a formagao de carteiras, i. e., suas expectativas de

otimizacdo da combinacao retorno e risco.

A operacgdo de hedge € descrita como uma carteira composta por duas posi¢des, uma no
mercado a vista e outra no mercado futuro, sobre o mesmo ativo.
Seja a posicdo a vista inicial §,, a posi¢do a vista final S

a posicdo futura incial F, e a

t+1°

posicdo futura final F

t+1°

O retorno esperado e a variancia de uma posi¢ao descoberta U de @ contratos a vista sao

dados por:
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U, =6(S.-5,)

t+1 +1

= 6AS

E U, ]=6E[AS]

t+1

Var, U.]= 0°c:.

t+1

O retorno esperado e a variancia de uma posi¢do de hedge B sdo dados por:

BH—I = Q(SH—I _Sr)+/1(Fr+1 _Fr)
= 6AS + AAF
Et[BrH]:eEr[AS]—i_ﬂEr[AF]
Var|B,, |= 002 + Xc? +2040,.

Estabelecendo a condi¢do de primeira ordem para obtencao da quantidade de contratos

futuros que minimiza a variancia da posi¢do de hedge:

avart [Bt+1 ] _ O
oA

T 6o .

o
A variancia minima da posicao de hedge € entdo dada por:

2

* o
var 8,07 o3 - % |

F

Johnson (1960, p. 144) propde uma avaliacio da efetividade do hedge ex ante facto, pela

consideragdo da razao entre a variancia 6tima da posi¢ao de hedge e a variancia da posi¢ao
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descoberta, propondo o quadrado do coeficiente de correlagdo entre precos a vista e futuros

como indicador da efetividade:

* =1_Vart [Br+1]
- 2 2
0o
2
o
2| 2 Ysr
0(03 O.Zj 2.2 2 2
e =1- F _I_GSO-F Og _ O _ 2
- 9% - 2 2 =73 3 = Psr-
Oy 050 050

Johnson (1960, p. 144) argumenta que essa perspectiva de avaliacdo da efetividade do
hedge ex ante facto, frente a avaliagdo somente ex post facto da Teoria Tradicional e da
Hipoétese de Working, constitui a principal diferencia¢do conceitual. Faltou um
complemento no trabalho, pois essa avaliacao ex ante facto nao é realmente uma medida
de desempenho, mas um critério para estruturagdo da operacdo supostamente 6tima. Uma
real avaliacdo do desempenho, para efeitos comparativos, somente pode ser realizada ex

post facto, sobre os resultados obtidos com a estratégia.

O trabalho estabelece um novo paradigma, segundo o qual o hedge passa a ser
completamente avaliado em relacdo a expectativa de comportamento dos precos, descrita
por suas caracteristicas de retorno esperado e varidncia. E importante observar, como
ressaltado em Johnson (1960, p. 144), que a carteira ndo deve necessariamente ter retorno
esperado nulo para que o hedge seja considerado perfeito. O hedge perfeito € aquele que

resulta na melhor previsao da correlagio entre os precos a vista e futuro.

Consolida-se assim um conceito de hedge como especulacdo, em que a operacdo €
estruturada segundo a expectativa de um movimento de precos, buscando-se minimizar o
risco incorrido. Essa visdo ndo corresponde a conceituacdo atual do hedge, conforme
destacam Farhi (1999 p. 93-114) e Duffie (1989, p. 205) e como veremos no
desenvolvimento de Cerny (2004 p. 1-54).
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24 A visao contemporanea

Podemos agregar as teorias de hedge descritas mais uma teoria que denominamos teoria
contemporanea, descrita em Cerny (2004 p. 1-54). Nesta teoria ja estdo embutidos todos

os conceitos que possibilitam uma generalizacio da definicdo de uma operacao de hedge.

Segundo essa teoria as operacdes de hedge, quaisquer que sejam sua natureza,
complexidade e quantidade de elementos envolvidos, critérios de otimizac¢ao ou redugdo de
risco e métodos de cdlculo, sdo todas combina¢des de um mesmo principio bésico: a
replicagdo do rendimento de um ativo, denominado ativo-objeto, através de uma

combinacdo linear de outros ativos, denominados ativos-base.

O objetivo da estratégia de hedge € a melhor replicacdo possivel, de tal forma que o risco
seja minimizado segundo algum critério, pela ado¢dao de uma posi¢do comprada ou
vendida no ativo-objeto e posicdes compradas e vendidas nos ativos-base que compdem

uma carteira replicante de rendimentos.

Uma das formas mais comuns de estabelecimento de transagdes compensatoérias € o
estabelecimento de posi¢des contrdrias, comprada e vendida nos mercados a vista e futuro,
sobre um mesmo ativo, conforme explorado pelas teorias de hedge apresentadas.

A teoria aqui denominada contemporanea transcende o o conceito de posi¢des contrarias
em mercados a vista e futuro, que € apenas uma possibilidade. Esta constitui a visao
cldssica de uma operacdo de hedge, mas a operacao pode diferir significativamente desse
formato. Basta que ativos tenham precos correlacionados para que a operacado de hedge
possa ser estruturada sobre ativos de tipos diferentes e em quantidades diferentes, tanto em

mercados a vista, quanto em mercados futuros.

A operacdo de hedge pode ser composta exclusivamente de posicdes a vista ou futuras,
sendo a diferenca entre o preco do ativo-objeto e o preco da carteira replicante o fator
determinante na otimizacdo do hedge. Evidentemente, a for¢ca do paradigma classico
reside em que posi¢cdes em mercados a vista e futuro sobre um mesmo ativo constituem

posicdes intrinsecamente correlacionadas.
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A teoria contemporanea assemelha-se a um tipo de operacdo de hedge que anteriormente ja
havia sido avaliado, porém sem aprofundamento. Trata-se do cross-hedging, que aparece
em Working (1953a, p. 341-342), que relata que negociantes de cevada no mercado a vista
estruturavam operacoes de hedge no mercado futuro de milho. Buscavam os beneficios de
alta liquidez e menores custos de transacdo do milho, aproveitando-se da alta correlagcdo
entre os precos da cevada e do milho. O cross-hedging era visto como uma solug@o
alternativa e ndo como uma estratégia com uma carteira replicante composta por somente

um ativo-base e um ativo-objeto.

A visdo contemporanea, conforme exposto em Cerny (2004 p. 1-54), distante do
paradigma tedrico e tecnolégico das décadas de 50, 60 e 70 expressos nos trabalhos
analisados, carrega um salto de sofisticacdo conceitual e matemaética ocorridos nas décadas

seguintes, que serdo apresentados e utilizados no desenvolvimento do trabalho.

Somente para contrastar os trabalhos do periodo seguinte com a simplicidade das teorias
apresentadas, cujos fundamentos nao foram além dos conceitos bésicos de probabilidade e
calculo, o arsenal tedrico aportado a avaliagcdo das estratégias de hedge € composto de uma
série de fundamentos, alguns dos quais serdo utilizados neste trabalho, tais como:

- Modelagem de mercado.

- Distribui¢des de probabilidade.

- Conceitos de mercado completo e incompleto.

- Espacos vetoriais.

- Equacdes diferenciais parciais.

- Equagdes diferenciais estocésticas.

- Teoria martingale.

- Otimizagdo e programacao dinamica.

- Modelagem de séries temporais.

- Teoria da utilidade.

O que ainda ndo parece muito claro € a adeuacao das novas ferramentas a realidade, para

que proporcionem ganhos de desempenho, tema que pretendemos explorar neste trabalho.



3. PERSPECTIVA TEORICA

O objetivo deste capitulo é apresentar a estrutura tedrica que retrata a visao contemporanea
do hedge referenciada no capitulo anterior. Consiste na fundamentac¢do de uma
modelagem suficientemente generalizada para contemplar todas as formas de hedge
possiveis, independente de suas caracteristicas especificas. Todas as estratégias de hedge

analisadas neste trabalho constituem particularizagdes desta teoria.

Trata-se de uma descricao de um modelo de mercado em tempo discreto, com pregos
discretos, no qual sdo construidas operacdes de hedge. O modelo foi apresentado em

Cerny (2004a, p. 1-54).

3.1 Fundamentacio do hedge

3.1.1 O Modelo do Mercado

O mercado € representado por um modelo uniperiédico com nimero finito de estados, i. e.,
existem somente dois instantes de tempo, presente e futuro, com uma quantidade finita de
estados da natureza ou cendrios possiveis de precos que podem ser assumidos pelos ativos

financeiros do mercado.

Existe uma distribui¢do de probabilidades para os precos de cada ativo, que descreve as

probabilidades de mudanca do estado inicial para os estados finais possiveis.

3.1.2 Definicoes
As definicdes apresentadas a seguir constituem os conceitos que vinculam o modelo
matematico aos componentes e fenomenos do mercado.

- Ativo: qualquer instrumento financeiro disponivel no mercado para compra e

venda.
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- Carteira: combinacgdo de ativos que define as quantidades que devem ser
compradas ou vendidas de cada um.

- Ativo-base: qualquer ativo utilizado para compor uma carteira com o objetivo
de replicar o valor de outro ativo.

- Ativo-objeto: qualquer ativo que venha a ter seu valor replicado por uma
carteira de ativos-base.

- Estados da Natureza: todos os rendimentos possiveis dos ativos-base ou todos
os cendrios possiveis de rendimento dos ativos-base.

- Ativos Linearmente Independentes: ativos cujos rendimentos ndo podem ser
reproduzidos por uma combinacdo linear de ativos-base.

- Ativos Linearmente Dependentes ou Redundantes: ativos que constituem
combinagdes lineares de ativos-base linearmente independentes.

- Carteira Replicante: carteira constituida por uma combinacdo linear de ativos
nao redundantes, que tem o mesmo rendimento de uma combinagao linear de ativos

redundantes.

3.1.3 Subespaco de Mercado e Subespaco Ampliado
Notagao:

n : quantidade de ativos no mercado.

m : quantidade de estados da natureza.

A,, : vetor-coluna de rendimentos do k -ésimo ativo em m estados da natureza.

a; : rendimento do j -€simo ativo no i-ésimo estado da natureza.

X : vetor-coluna carteira de quantidades de n ativos.

r : posto da matriz de rendimentos dos ativos do mercado.

O mercado € formado por um conjunto de qualquer quantidade de ativos-base e qualquer

quantidade de estados da natureza mercado.

Cada ativo-base ¢ representado por um vetor de rendimentos em numerario em cada estado

da natureza possivel, resultante da observacao do mercado no inicio e no final do periodo.

Assim, cada ativo-base é representado por um vetor de estados de rendimentos possiveis:



AOk:[alk Ay e amk]’

A matriz formada pelo conjunto dos rendimentos de todos os ativos-base existentes no
mercado, incluindo todos os ativos linearmente independentes e redundantes em todos os

estados da natureza possiveis representa o mercado.

a; A, e« a4,

Ay Ay eee Ay,
A=[A, A, .. A, ]=

_aml A,n e amn_

Um subespaco € o conjunto de todos os vetores possiveis de serem gerados a partir de um

conjunto de vetores linearmente independentes.

Seja um vetor-coluna carteira, que representa quantidades de ativos-base

x' =[x, x, « x,] eumamatriz de rendimentos dos ativos-base A, .

Um conjunto de vetores ou ativos-base € linearmente independente se a tinica solugdo para

o sistema de equagdes

A,x,+ALx, +..+A, x, =0.

é o vetor nulo x' = [O 0 .. 0].

O subespaco de dimensdo r, que corresponde a um subespaco gerado a partir dos ativos-
base linearmente independentes de uma matriz de rendimentos mXxn, € representado por
span(A,1 A, .. A, ), sendo que span é o operador geracio do subespago vetorial a

partir dos vetores linearmente independentes.
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A=[A, A, .. A, ]=

a, 0, « d

rr

O subespaco do mercado € o subespago gerado pelos ativos-base linearmente
independentes do mercado e sua dimensao é determinada pela quantidade de ativos-base
linearmente independentes. Portanto a dimensao do subespaco do mercado é dada pelo

posto da matriz de rendimentos que representa o mercado.

O subespaco ampliado € o subespago de dimensao corrrespondente a quantidade de estados

da natureza do mercado.

E importante observar que o subespaco do mercado pode coincidir com o subespago

ampliado ou corresponder a uma parte dele de dimensao inferior.

O ativo-objeto ndo é integrante do mercado por defini¢do. E um ativo 2 parte, com a
mesma quantidade de estados da natureza dos ativos-base, portanto pertence ao subespago

ampliado, mas que pode ou ndo pertencer ao subespaco do mercado.
O subespaco do mercado pode ser ilustrado como no gréfico 3.1, sendo que:

A, =a, +a, +ay
A, =ay,+a, +ay

A, =a;+ay, +ay,
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4
ay; 3
é’,,____________, S T S B

ay
estado 2 i

: estado 3

estado 1
Figura 3.1 - Subespaco do Mercado
3.14 Mercado completo

O mercado € dito ser completo quando o conjunto de ativos-base linearmente
independentes gera todo o subespago ampliado, i. e., o subespaco de mercado coincide
com o subespaco ampliado. Neste caso o ativo-objeto, que tem a mesma dimensao dos
ativos-base, faz parte do subespaco do mercado. Num mercado completo, qualquer ativo-
objeto pode ter um hedge perfeito, pois qualquer ativo-objeto pode ser replicado através de

uma combinagdo linear de ativos-base.

3.1.5 Mercado incompleto

O mercado € dito ser incompleto quando o o conjunto de ativos-base linearmente
independentes nao gera todo o subespago ampliado, i. e., o subespago de mercado tem
dimensao inferior ao subespagco ampliado e existem ativos linearmente independentes que
nao fazem parte do subespaco de mercado. Neste caso o ativo-objeto pode ou ndo fazer
parte do subespaco do mercado. Num mercado incompleto, ndo existe hedge perfeito, pois
um ativo-objeto nem sempre pode ser replicado através de uma combinagdo linear de

ativos-base.
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3.1.6 Equacao fundamental do hedge

Notagao:

n : quantidade de ativos no mercado.

m : quantidade de estados da natureza.

A : matriz de rendimentos m X n de todos os ativos-base do mercado (excluindo o ativo-
objeto).

b : vetor-ativo-objeto m X1, representando um ativo qualquer do mercado.

X : vetor-carteira replicante nXx1, representando quantidades de ativos-base.

r(A) : posto da matriz de rendimentos.

Y : matriz de vetores-carteira y m X1, representando quantidades de ativos-base.

A equacdo fundamental do hedge é dada por:

Ax =b.

A solucao da equagao fundamental do hedge fornece o vetor-carteira de ativos do mercado

que replica os rendimentos do vetor-ativo-objeto.

Em mercado completo a equacao fundamental do hedge sempre tem solucao. Em mercado
incompleto a equacao fundamental do hedge em geral ndo tem solucdo. A avaliacdo da

solucdo da equacdo € realizada através do posto da matriz de rendimentos.

3.1.7 Hedge em mercado completo

3.1.7.1 m = n ativos-base linearmente independentes e m = n estados da natureza
- Hipotese:

rA)=m=n.

O posto da matriz de rendimentos dos ativos € igual a quantidade de ativos do mercado e

igual a quantidade de estados da natureza. O mercado € constituido somente por ativos-



base linearmente independentes e o subespaco do mercado tem a mesma dimensdo do

subespaco ampliado. O ativo-objeto faz parte do subespagco do mercado.

A matriz A € quadrada de posto completo, sendo, portanto, inversivel.

a, a4y e Ay, X b,
a,, a,, . a4y, X, | b,
a,, a,, “w o a, X, b,

O hedge € dado por um sistema de m = n equagdes € m = n incognitas.

x=A"b.

- Consequéncia:
X tem solugdo unica.

b ¢ redundante e pode ser replicado.

3.1.7.2 n—m ativos-base redundantes e m estados da natureza

- Hipotese:
r(A)=m, m<n.
Existem mais ativos-base do que estados da natureza. O mercado € constituido por ativos-
base linearmente independentes e ativos-base redundantes e o subespaco do mercado tem a
mesma dimensao do subespago ampliado. O ativo-objeto faz parte do subespaco do

mercado.

— T = ———— | -
m ativos linearmente n-m ativos i X
. ! !
independentes redundantes LX)
' b
1 1
LB [ e =T 1 1
(i Qe Qi 1 @gr) oo Qi | e
! 1 ' ' I bz
1 —_
1y Ay e oy ::az(m+1) S P N I
1
! r | ool
oo .o eee see 11 e ces  sen | :-xm+1:
: 1 : 1 1 bm
[ |
Do _ver DGt Donlnz)__eee Gl | | 100 i
X,
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O hedge € dado por um sistema de m equagdes € n > m incognitas.

A matriz A pode ser particionada em duas matrizes ativos A, mxm e A, mXn—m,

com ativos linearmente independentes e ativos redundantes respectivamente.
A= [Al Azl

Como a matriz A, representa combinacdes lineares das colunas da matriz A, existe,

portanto, um conjunto de carteiras replicantes de ativos redundantes tais que:

AY=A,
al,, al, .. al,, B Yizo e Vi(n-m) a2y e a2y,
al, al,, .. al,, Va1 Yoy e Vo(uem) _ a2, e a2y,
alml almZ oo almm _yml Yz  eee ym(n—m) B _azml oo azm(n—m)

Para solucionar a equagao fundamental do hedge, o vetor carteira também deve ser

particionado de forma correspondente:
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A equacdo fundamental do hedge torna-se entdo:

Ax=b
Ax +Ax,=b
Ax, +A Yx,=b

x, =A,"b-Yx,.

- Consequéncia:
X, tem infinitas solugdes com n-m parametros livres (arbitrarios) no vetor carteira x, de

ativos redundantes.

b ¢ redundante e pode ser replicado através de infinitas combinacdes de ativos-base.

3.1.8 Hedge em mercado incompleto

3.1.8.1 n ativos-base linearmente independentes e m > n estados da natureza
- Hipoétese:
r(A)=n, m>n.
Existem menos ativos-base do que estados da natureza. O mercado € constituido somente
por ativos-base linearmente independentes e o subespaco do mercado tem dimensao

inferior ao subespaco ampliado. O ativo-objeto pode ou nao fazer parte do subespago do

mercado.
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_ n ativos -
. _linearmente independentes _ _
1 | B 7
Wy A e Gy b,
1 1
14 Qs e Uy, b,
1 | Xl
1 1
lese oo oo oo | eee
1 1 x
1 1 2
:aln as, oo a,, ' - bn
:a(n+l)l a(n+1)2 oo a(n+l)n : bn+1
1 ! X
1 1 n
leoe eoe eoe eoe ! eeo
| i b
1
iaml amZ b amn : L m |

O hedge € dado por um sistema de m equagdes e n < m icdgnitas. Portanto um sistema a

principio sem solucao.

A matriz A na equagdo fundamental do hedge ndo € inversivel, mas como € de posto

completo, € possivel obter uma matriz inversivel através da transformagao:

Ax=Db
A'Ax=A'b

x=(A'A)"A'D.

- Consequéncia:
A relacdo pode ou ndo ser satisfeita.
Sendo satisfeita,
X tem solugdo Unica.
b pode ser replicado.
N3do sendo satisfeita,
X ndo tem solucao.

b ndo pode ser replicado.
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3.1.8.2 n-—r(A) ativos-base redundantes e m > r(A) estados da natureza

- Hipotese:
r(A)<m, r(A)<n.
Existem mais estados da natureza do que ativos-base linearmente independentes e o
mercado € composto por ativos-base linearmente independentes e redundantes. O
subespaco do mercado tem dimensdo inferior ao subespaco ampliado. O ativo-objeto pode
ou nao fazer parte do subespaco do mercado e pode ou nao fazer parte do subespago

ampliado.

r ativos linearmente n-r ativos

independentes redundantes
____________________________ | mmm e
1 [ | — - — -
4 app e L ) I L ox b,
1 [ !
1 | I
1y Ayy e Ayr 0 Ay(ppr) e Aoy ox b
1 [ : 2 2
1 1 1 b
i oee coe coe oes i ! al(m) oee oes : vee vee

1

' a a a L a a lox =| b
| rl r2 hadd rr h : 1(r+1) hadd m i r - r
| HE i
' a(r+1)l a(r+l)2 oo a(r+1)r ' i al(r+1) oo a(r+1)n b Xrai br+1
i D! i b
1 1y | X
:aml a,.» soe a,., ! ! a,. soe a,.. I S L “m
e e e e e e e e e e e e e e e e e e A e = ———— 1

A matriz A pode ser particionada em duas matrizes A, com dimensdao mXxr ¢ A, com

dimensdo mXn—r, com ativos linearmente independentes e ativos redundantes,

respectivamente.
A=[A, Al

Como a matriz A, representa combinagdes lineares das colunas da matriz A, existe,

portanto, um conjunto de carteiras replicantes de ativos redundantes tais que:
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Para solucionar a equagdo fundamental do hedge, o vetor carteira também deve ser

particionado de forma correspondente:

>
Il
1
M
Rl
| I
Il
R
s
1~ .
II
1

s
3
ot

Como A, =AY, entdo:
Ax +A Yx,=b
A, (x, +Yx,)=b.

Como a matriz A, ndo é quadrada, nio € inversivel, mas como é de posto completo, é

possivel obter uma matriz inversivel através da transformacao:
A'A (x,+Yx,)=A'b
x,+Yx,=(A'AJ'A,'b
x, =(A,A, ) A, b -Yx,.

As quantidades de ativos redundantes x, podem ser tomadas arbitrariamente.
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- Consequéncia:
A relacdo pode ser satisfeita.
Sendo satisfeita,

X, tem infinitas solu¢cdes com n-m parametros livres (arbitrarios) no vetor carteira x, de

ativos redundantes.
b ¢ redundante e pode ser replicado através de infinitas combinacdes de ativos-base.
N3ao sendo satisfeita,

X, nao tem solugdo.

b ndo pode ser replicado.

3.1.9 Interpretacao do hedge

A representagdo do mercado como parti¢do de um subespaco vetorial ampliado possibilita
a visualizac@o do problema de replica¢do de um ativo-objeto a partir da combinagao linear
de um conjunto de ativos-base. A quantidade de linhas da matriz de rendimentos
determina a dimensao do subespago ampliado e o posto da matriz de rendimentos
determina a dimensao do subespaco de mercado. Sempre que o ativo-objeto pertencer a
um subespago vetorial de dimensao superior a dimensao do subespago ampliado, a
replicacdo ndo € possivel. O resultado € claro quando observado sob o prisma de que uma
combinagdo linear de vetores de dimensao inferior nao pode resultar em um vetor de
dimensao superior. Quando o ativo-objeto pode ser replicado, pertence ao subespaco de

mercado, de dimensao igual ou inferior ao subespago ampliado.

3.2 O erro de hedge

Em consonancia com a perspectiva apresentada podemos concluir que em mercados
completos € possivel a obten¢do de um hedge perfeito. Hedge perfeito, conforme Siqueira
(1999, p. 86), € aquele que elimina totalmente a possibilidade de flutuacdes do preco de
uma carteira, i. e., a carteira tem valor constante independente da flutuagdo dos precos dos

ativos.
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Mas mercado completo € uma abstragdo e uma operagdo de hedge nunca € perfeita,
estando sempre sujeita a um desvio ou erro, que se traduz em risco para a operagdo de
hedge. Os mercados financeiros sio na realidade incompletos, conforme aponta Cerny
(2004a, p. 267). Em mercados incompletos, como visto, a equacdo fundamental do hedge
nao tem solugdo, pois o ativo-objeto nao pode ser replicado por uma combinagdo linear de
ativos-base, i. e., ndo faz parte do subespaco vetorial gerador do mercado, mas de um

subespaco de maior dimensao.

O problema que se coloca entdo €, em nio sendo possivel uma solug¢do para a equagao

fundamental do hedge, como buscar a melhor solugdo aproximada. Dados um vetor de
rendimentos de um ativo-objeto, uma matriz de rendimentos de ativos-base e um vetor-
carteira, a desigualdade observada na equacao fundamental do hedge constitui o erro de
replicagdo. A melhor solucdo de hedge € o vetor-carteira-replicante que minimiza esse

erro de replicagdo segundo algum critério.
Da equagao fundamental do hedge podemos derivar a equacao do erro de replicacao:

Ax#Db

e=b-Ax
O erro de replicacdo pode ser avaliado pela distancia entre o vetor que representa a carteira
replicante e o vetor que representa o ativo-objeto, medida no subespaco vetorial do ativo-

objeto, que tem dimensao maior do que o subespaco vetorial dos ativos-base.

Uma distancia possivel € a norma do vetor de erro, que corresponde a soma dos quadrados

dos erros.
SSRE = ||:~:||2 =g's.

A minimizacao do erro introduzido na equagao fundamental do hedge torna-se um

problema de minimos quadrados ordindrios em que:
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(AfA)_lAfb = argmin SSRE = argming'e.

Sendo que:

e=b-Ax.

Podemos visualizar o problema de minimos quadrados ordinarios no gréfico 3.2. O erro
minimo é um vetor ortogonal ao subespaco vetorial da carteira replicante, o que remete as
conclusdes do item anterior de que em mercado incompleto o ativo-objeto b pertence a um
subespaco vetorial de dimensao superior ao subespago vetorial dos ativos-base A, cuja

combinacdo linear se propde a aproximar o ativo-objeto.

x =argminSSRE =  (Ax")e=0.

estado 2

a, a, by,

estado 1

Subespaco de Mercado Subespaco do Ativo Objeto

dimensao 2 dimensao 3
A=[A, A,] b,
A, =aqa, +a, b=|b,
A,, =a,tay by,

Figura 3.2 - Erro de Replicacao

Até este momento, a incerteza foi tratada pela representacdo dos possiveis estados da
natureza que definem os rendimentos dos ativos. Os estados da natureza podem ser

interpretados como cendrios possiveis de resultado. Em mercado completo, no qual hedge
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€ perfeito, o risco pode ser completamente neutralizado e suas caracteristicas tornam-se
irrelevantes.

Em mercado incompleto, essas caracteristicas, representadas pela distribuicdo de
probabilidades dos estados da natureza, que representam cendrios possiveis, passam a
desempenhar um papel fundamental. A otimiza¢do do hedge deixa de ser a minimizagao
do erro de replicacdo e assume sua verdadeira forma, que é a de minimizagdo do risco.
Consequentemente, o critério de otimizagao do hedge depende de uma defini¢ao de risco e

de preferéncias em relacao ao risco.

Tomando como critério de minimizagao do risco a minimizagdo do erro quadratico

esperado de hedge, temos:

min ESRE = p.&] + p,e; +..+ p, &,

m
_ 2
= E Pi€
-1

mXinESREz (\/1’—181 )2 +( ngz)2 +...+( pm.sm)2
:2(\/1’—1‘81‘ )2°

Como o erro de hedge é dado por:

g =A.X-b,

\/p—igi: PiA.X—pb,.

Definindo as tranformagdes de varidveis a seguir, dadas pela ponderacdo das varidveis

pelas respectivas probabilidades:



O problema de minimizacao do erro quadrético esperado passa a ter a forma de um
problema de minimiza¢@o da soma dos quadrados dos erros ponderados pelas

probabilidades:
min ESRE = p e} + p,e; +..+ p, e,

2 2

:( p181)2+( p282) +...+( pm8m)

_~2  ~2 ~2
=5 +& +..+8".

Com a ponderacao dos erros, o problema volta a ter a forma de um problema de minimos

quadrados ordinérios em que:
min ESRE = min SSRE
SSRE =& +&] +..+&..

Nesse caso a minimizagao ocorre pela ortogonalizagcdo do erro em relagdo ao plano dos

rendimentos:

arg min SSRE = (KX* )f £€=0
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A solucao é a mesma de um cendrio sem incertezas, porém os estados da natureza estao

ponderados pelas probabilidades de ocorréncia.

33 A modelagem do hedge

Na defini¢do de Kenourgios, Panagiotis e Samitas (2005, p. 4), a razdo de hedge consiste
na razao entre a quantidade de unidades negociadas no mercado futuro e a quantidade de

unidades negociadas no mercado a vista.

Koziol (1990, p.11-15) define como processo primério do hedge a conversao do risco no
nivel de prec¢o, entendido como a incerteza na variacao dos pre¢os, em um risco mais
estreito no nivel da base, entendida como a relacio matematica entre os precos do ativo-
objeto e dos ativos-base. Koziol (1990, p. 39), estabelece que a base pode ser determinada

por diferenca, razdo ou mesmo estipulado segundo algum critério especifico.

Na abordagem deste trabalho, podemos definir a base como o erro absoluto de hedge e a
razdo de hedge como as quantidades de ativos-base a serem incluidos na carteira

replicante.

Definimos estratégia, para os fins deste trabalho, como o método utilizado para o célculo
do hedge, ou mais especificamente da razao de hedge. Essa é uma ligeira ampliacdo da
defini¢do de estratégia utilizada na literatura, que corresponde as quantidades de ativos

incluidos na carteira de hedge.

Baxter e Rennie (2000, p. 80) define estratégia como as quantidades de ativos mantidas em
determinado instante de tempo. E uma especificacio de carteira em determinado instante

de tempo. Uma estratégia alterada ao longo do tempo é denominada estratégia dinamica.



Toda a fundamentagdo do hedge apresentada até agora baseia-se em um modelo de
mercado uniperiddico. A abordagem em mercado multiperiddico requer uma estratégia
dinamica. Uma caracteristica desejavel da estratégia de hedge dinamica € que ela seja
autofinancdvel. Baxter e Rennie (2000, p. 80) define estratégia autofinancidvel como uma
carteira em que alteracdes no seu valor sdo devidas somente a alteracdes no valor de seus

componentes, sem fluxos de caixa entrantes ou saintes.

Nandi and Waggoner (2000, p. 27) observa que uma carteira replicante perfeita, em
mercado completo, € sempre autofinancidvel. Uma vez construida, ndo requer fluxos de
caixa entrantes ou saintes durante sua vigéncia. Mas em mercado incompleto a condi¢do

de autofinanciabilidade em geral € uma imposicao na otimizacao do hedge.

Na fundamentacdo do hedge apresentada, ndo foi dado tratamento a dindmica dos precos.
Assumimos simplesmente uma distribui¢ao de probabilidades de rendimentos dos ativos
associada a matriz de rendimentos correspondentes aos possiveis estados da natureza.
Também nao consideramos a existéncia de relacdes pré-estabelecidas entre os pregos dos

ativos, como no caso de derivativos.

As formas de representacdo da dindmica dos pregos constituem uma das razdes que
conduzem a diversidade de estratégias e critérios de otimizacao do erro de hedge. Essa

dinamica pode ser representada por processos estocasticos, continuos ou discretos.

Koziol (1990, p. 6-9) considera os seguintes fatores como essenciais na modelagem do
hedge:
- O tempo, que identifica a distancia temporal entre decisdes e agoes.
- A taxa de juros que determina o custo de carregamento das posigoes.
- A volatilidade, representada na dinamica dos precos, que € o potencial de
mudanca nas condicdes da operagao.
Segundo ele, a interacdo e influéncia mutua entre esses trés componentes € a esséncia

refletida pelas estratégias de hedge.

Mas o componente central resultante da modelagem do hedge € o erro de hedge. Galai
(1983), apud Dumas, Fleming e Whaley (1998, p. 2088-2089), interpreta o erro de hedge

como sendo oriundo de trés fatores:
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- O retorno livre de risco da carteira de hedge. Esse fator é facilmente eliminado
pelo uso de valores descontados a taxa livre de risco.

- O modelo de precificacdo da op¢ao ndo caracteriza adequadamente o processo
real de precos devido as simplificacdes assumidas. Esse fator refere-se as premissas
de distribui¢ao de precos na modelagem de retornos, assimetria, curtose e a premissa
de mercado perfeito.

- O modelo de precificacao pode assumir que o ajuste do hedge é continuo no
tempo, quando na realidade somente pode ser realizado em intervalos discretos. Esse

fator estd diretamente vinculado a premissa de mercado completo de alguns modelos.

O tratamento do erro de hedge implica a determinacdo de critérios de otimizagdo. No
calculo do melhor hedge, apresentado anteriormente na fundamentacao do hedge, o
método escolhido foi a minimizagao do erro quadratico esperado em uma estratégia

uniperiddica, mas ndo existe critério universal.

Cont e Tankov (2004, p. 350) relaciona métodos de precificacdo, métodos de hedge e
critérios de risco. Entre os métodos de hedge, cita superhedging, que consiste no calculo
de limites de oscilacdo do hedge que determinam o hedge perfeito, a maximizagao da
utilidade esperada, que incorpora as preferéncias do investidor, média-variancia, que é a
minimizacdo do erro quadrético esperado de hedge e selecao de uma medida martingale

6tima, minima ou minimizadora da entropia relativa.

Independente do tratamento, a otimizagdo do erro de hedge compde o nicleo da
modelagem de uma estratégia. Koziol (1990, p.15) observa que, matematicamente, a

estratégia de hedge é uma tarefa de solucao de um problema de otimizag¢ao multivariado.

Por fim, € necessdrio avaliar a eficicia do hedge, pois a essé€ncia da avaliac@o das
estratégias de hedge € a avaliacdo do erro de hedge. Kenourgios, Panagiotis e Samitas
(2005, p. 4), define o desempenho do hedge como a capacidade da estratégia de compensar
as variagdes nos precos do ativo-objeto e dos ativos-base. Koziol (1990, p. 13) é um pouco
mais especifico e sugere que o grau de eficiéncia do hedge pode ser avaliado pela

comparag¢do entre o risco no nivel de prego e o risco no nivel da base.



Aqui cabe separar a avaliacdo da eficicia do hedge ex ante facto, que é determinada pelo
critério de otimizagdo utilizado na busca da melhor estratégia de hedge frente a incerteza,
da avaliagdo da eficdcia ex post facto, que € a avaliagao do resultado obtido pela estratégia
utilizada. Neste trabalho fazemos uma comparacao ex post facto, analisando as razdes
tedricas que podem levar a diferencas de desempenho, dadas as informacoes e
caracteristicas incorporadas na otimizacao ex ante facto. No tratamento da eficacia ex post
facto € que sdo necessarios os estudos comparativos, pois nao ha outra forma de avaliagao

mais significativa do que o teste das estratégias para avaliacao do erro de hedge resultante.

Um dos problemas na avaliagdo comparativa de estratégias é que para uma mesma
estratégia, ndo existe uma soluc¢io tinica ou um conjunto tnico ou 6timo de ativos-base que
devam ser incluidos no hedge. Os resultados nao dependem somente da estratégia, mas

também dos critérios utilizados na sua implementacao.

Com base no exposto, podemos descrever o processo de modelagem do hedge como
composto pelas seguintes etapas:
- Especificacdo do risco que se quer minimizar e definicao do ativo-objeto que o
representa.
- Definicao dos ativos-base correlacionados, que se deseja utilizar para
minimizacdo do risco. Essa especificacdo requer uma anélise prévia de correlacdo de
precos dos ativos-base com o ativo-objeto.
- Especificagao de modelos matematicos que representem a dindmica dos pregos
dos ativos com suas distribuicdes de probabilidade associadas.
- Estabelecimento de um critério de otimizacdo do hedge.
- Derivagao da estratégia para célculo do hedge.

- Estabelecimento de um critério de avaliacdo de desempenho.

34 Operacoes de hedge

Agora, ja de posse de conceitos mais especificos, podemos fazer defini¢des de hedge e de

operacoes de hedge e classifica-las.
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Defini¢ao: Hedge

Reducdo do risco de variacio de preco de um ativo em uma operac¢ao financeira,
estabelecendo transagdes compensatérias que exploram correlagdes nos precos dos ativos e
neutralizam retornos, por meio da constru¢cao de uma carteira replicante autofinancidvel

dos rendimentos de um ativo-objeto, através da combinacao linear de ativos-base.

Definicao: Operacao de Hedge
Tomada de posi¢des compradas ou vendidas em ativos financeiros para formagao de um

hedge contra o risco de mercado, estruturadas segundo determinada estratégia.

3.5 Classificacao das operacoes de hedge

Wilmott (2001, p. 186-188) classifica os tipos de hedge quanto aos fatores de
sensibilidade, quanto a vinculagdo a um modelo de variacao de precos de ativos e quanto a

administracao da operacao.

Classificacdo quanto aos fatores de sensibilidade:

- Hedge pelo Delta
Hedge que busca eliminar a sensibilidade de uma carteira a varia¢des no preco dos ativos-
base.

- Hedge pelo Gama
Hedge que busca eliminar a sensibilidade de uma carteira a variagdes na taxa de variacao
do preco dos ativos-base. O hedge pelo gama busca neutralizar a sensibilidade do hedge
pelo delta, tendo, portanto, a funcdo de reduzir a frequéncia de ajuste da carteira replicante
composta pelos ativos-base.

- Hedge pelo Vega
Hedge que busca eliminar a sensibilidade de uma carteira a variagcdes na volatilidade do
preco dos ativos-base.
Wilmott (2001, p. 187) observa que a sensibilidade pode ser considerada em relagao a
varidveis do modelo, mas ndo em relagdo a parametros que sdo, por defini¢do, fixos. O

hedge pelo vega, portanto, somente € consistente em teorias em que a volatilidade é



55

varidvel, o que exclui o modelo BSM, embora na pratica seja possivel o tratamento do
hedge pelo vega violando as premissas do modelo.

- Hedge pelo Teta
Hedge que busca eliminar a sensibilidade de uma carteira a passagem do tempo. O preco
do ativo-objeto pode variar, mesmo que nao haja movimento no preco dos ativos-base. Da
mesma forma que o hedge pelo vega, ndo € consistente com o modelo BSM.

- Hedge pelo R6
Hedge que que busca eliminar a sensibilidade de uma carteira a variagdes no preco do
ativo livre de risco. Da mesma forma que o hedge pelo vega, nao € consistente com o

modelo BSM.

Classifica¢do quanto a vinculacdo a um modelo de dindmica de pregos:

- Hedge Independente de Modelo
Existe uma relacdo direta entre os precos dos ativos. A relagdo é completamente
independente do mecanismo de variacdo do valor do ativo subjacente. Um exemplo € a
paridade entre opcdes de compra e venda, em que ndo € necessdria a especificacdo da
dindmica do ativo.

- Hedge Dependente de Modelo
A estratégia de hedge depende do modelo do comportamento do valor do ativo-base. O

exemplo paradigmatico é o modelo BSM.

Classificacdo quanto a administra¢do da posi¢ao:

- Hedge Estético
O hedge € estabelecido e mantido inalterado até a expiracdo do prazo de vigéncia do
hedge.

- Hedge Dinamico
O hedge é continuamente monitorado e freqiientemente ajustado por meio da compra ou
venda dos ativos-base, até a expiragcdo do prazo de vigéncia do hedge. A freqiiéncia pode
ser continua ou discreta, dependendo do modelo e da anélise em questdo, sendo que a
freqiiéncia de ajuste continua € uma abstragdo tedrica. Na pratica o ajuste do hedge
dinamico € sempre discreto.
Whalley e Wilmott (1999, p. 2) sub-divide o hedge dindmico de acordo com o momento de

ajuste do hedge, que pode ser baseado no tempo, caso em que o ajuste € realizado em
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instantes de tempo pré-estabelecidos, ou baseado em valor, caso em que o ajuste €

realizado na ocorréncia de um desvio de valor superior a um limite pré-estabelecido.

Koziol (1990, p. 4-6), ao definir os instrumentos de hedge, sugere uma classificagao
quanto ao instrumento de hedge. Segundo ele, os principais instrumentos de hedge sio:

- Arranjos Contratuais
Contratos nao padronizados de compra e venda a serem liquidados em data futura,
especificados segundo termos préprios e com penalidades especificas para ndo
cumprimento, em que ambas as partes estdo expostas a riscos.

- Contratos a Termo
Contratos de compra e venda de ativos financeiros e nao financeiros a serem liquidados em
data futura, conforme especificacio, nao padronizados, mas que seguem convengdes usuais
no mercado.

- Contratos Futuros
Contratos de compra e venda de ativos financeiros e nao financeiros a serem liquidados em
data futura, padronizados quanto a quantidades, qualidade, datas, prémios e descontos e
procedimentos de liquidacdo, negociados em bolsa, que assume os riscos da transacao.

- Contratos de Op¢des
Contratos padronizados, negociados em bolsa ou nio, em que o comprador adquire o
direito, mas nao a obrigacao, de exercer a compra ou venda de um ativo em data futura a

um preco pré-estabelecido.

Farhi (1999, p. 94) classifica o hedge quanto a posicao:

- Hedge de Venda
Posi¢do comprada no mercado a vista e vendida no mercado futuro, que consiste na posse
de ativos representados por bens ou recebiveis em divisas associada a venda de contratos
futuros ou compra de op¢ao de venda sobre os ativos.

- Hedge de Compra
Posicao vendida no mercado a vista e comprada no mercado futuro, que consiste na posse
de divida em bens ou divisas associada a compra de contratos futuros ou compra de opg¢ao

de compra sobre os ativos.

A existéncia do erro de hedge, que descrevemos como resultante do conceito de mercado

incompleto, também pode ser interpretada como resultado da ndo-linearidade entre o preco
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do ativo-objeto e a carteira de ativos-base. E como se houvesse um risco residual, ndo
perfeitamente compensado pelo hedge pelo delta, seja por incompletude do mercado, seja
por deficiéncia do modelo de representacdo da realidade. Para complementar o hedge pelo
delta surgiram as proposicoes de hedge pelo gama, hedge pelo vega, hedge pelo teta e
hedge pelo 6. Essas estratégias, embora possam ser construidas de forma isolada, ndo tem
sentido pratico sem o complemento do hedge pelo delta, pois ndo hd porque eliminar a

sensibilidade de uma carteira a esses fatores, sem protecao contra a variagao de precos.

Também € importante salientar que a forma essencial de hedge € o hedge pelo delta-teta,
ques busca eliminar os efeitos da oscilagdo do preco do ativo-objeto ao longo do tempo,

pois o preco somente varia se houver passagem de tempo.

A introducdo de um fator adicional a variagdo de preco na estratégia requer a utilizacao de
ativos adicionais. No caso de hedge de opcdo, em geral uma op¢do adicional. Para Nandi
e Waggoner (2000, p. 31), as principais desvantagens dessas estratégias sdo a menor
liquidez do mercado de opg¢des em relacdo ao mercado de acdes, a maior diferenca entre
oferta de comra e oferta de venda das opg¢des relativamente a seus pre¢os € 0 aumento nos
custos de transacdo. Esses fatores, ainda que ndo incorporados aos modelos e ndo
quantificados explicitamente, nao deixam de constituir uma preocupagdo constante na

avaliacdo de qualquer estratégia.

3.6 O hedge no gerenciamento de riscos

Gerenciamento de riscos € o controle da exposicado ao risco, conforme Jorion e Khouri
(1996, p. 179), que aponta os derivativos como ferramentas essenciais para o

gerenciamento de riscos por permitirem um estreito controle sobre a exposi¢ao.

De acordo com Brockhaus et al. (1999, p. 222), ndo existe um algoritmo geral para
gerenciamento de riscos. Somente € possivel delinear pricipios gerais, pois cada situagdao
requer a andlise de seus detalhes particulares. Essa afirmac¢do constrasta com uma teoria
geral de hedge, mas somente na aparéncia, pois trata-se de conceitos distintos. O hedge,

conforme definido em 3.4, ¢ um método de reducao de riscos, implementado por meio de
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operacoes de hedge. O gerenciamento de riscos € mais abrangente, sendo o hedge uma

ferramenta para a implementagdo do gerenciamento de riscos.

Brockhaus et al. (1999, p. 222) analisa o gerenciamento de riscos classificando os

mercados de acordo com duas fases de desenvolvimento. Um fase 1, na qual o mercado

tem liquidez somente para agdes e produtos de taxa de juros, e uma fase 2, na qual o

mercado tem liquidez também para opcdes européias e americanas.

As caracteristicas das fases de desenvolvimento sdo apresentadas na tabela a seguir:

CARACTERISTICA FASE 1 FASE 2
Ativos-base negociados Acoes, produtos de taxa de juros. Acdes, produtos de taxa de juros, opcdes
(liquidos): européias e americanas.

Novos derivativos introduzidos:

Opcdes de compra e opgdes de venda.

Derivativos de segunda geragdo
(barreira, asiaticas, lookback ,
compostas, callable ).

Riscos reduzidos por meio de
hedge :

Delta, ro.

Delta, rd, gama e vega.

Riscos residuais:

Gama, vega e dividendos.

Correlagdo, gama cruzado, dividendos.

Tabela 3.1 - Caracteristicas dos Mercados

Brockhaus et al. (1999, p. 221-222) define risco como quaisquer mudancas nas varidveis

de mercado que resultem em mudancga no valor de um ativo e coloca a frente do

gerenciamento de riscos duas questdes centrais. A primeira refere-se a identificagdo do

risco que se quer reduzir, expresso pelos fatores de sensibilidade do preco em relagdo a

eles, e a segunda refere-se a viabilidade proporcionada pelos mecanismos que o mercado

oferece, expressos pelos ativos financeiros disponiveis, o que depende de seu estagio de

desenvolvimento. Os riscos para os quais ndo € possivel fazer hedge sdo denominados

riscos residuais.

As ndo-linearidades nas relacdes entre os precos dos ativos sdo devidas as oscilagcdes nos

valores das varidveis que definem o modelo de mercado, como a volatilidade, a taxa de

juros ou a velocidade das oscilacdes, descritas como efeitos de segunda ordem da oscilagdao

das variaveis. Para Brockhaus et al. (1999, p. 221-222), cada um desses fatores determina

um risco para o qual é possivel estabelecer um hedge. Cabe ao processo de gerenciamento

de risco definir quais sdo os fatores de risco importantes e quais as operagoes de hedge

necessdrias para reduzi-los.
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Podemos estabelecer um paralelo entre a teoria geral do hedge apresentada neste trabalho e
a estrutura de gerenciamento de riscos de Brockhaus et al. (1999, p. 224-225). Um
mercado na fase 1 oferece liquidez somente para acdes e nao para opg¢des, que nao podem
ser utilizadas como ativos-base. Como o hedge consiste em uma combinagao linear de
ativos-base para replicar os rendimentos de um ativo-objeto, a relagdo ndo linear entre os
precos das acdes e op¢des inviabiliza a estruturacdo de uma operacado de hedge satisfatoria,
que tenha ac¢des como ativos-base e uma op¢ao como ativo-objeto. Somente mercados na
fase 2, que oferecem liquidez suficiente uso de op¢des como ativos-base permitem o hedge
pelo gama e o hedge pelo vega, mais satisfatorios, pois a ndo-linearidade entre os precos de

opgoes € significativamente menor.

Brockhaus et al. (1999, p. 224-225) conceitua hedge conforme descrito a seguir.
Formalmente define:

X : contrato de derivativo.

M : conjunto de varidveis do mercado.

V' : mecanismo de precifica¢do do derivativo.

V(X,M) : valor do derivativo dado o conjunto de valores das varidveis do mercado.

Y : carteira de hedge.

V' € um mecanismo de precificacdo vidvel se forem respeitadas as seguintes restrigdes:
- Os elementos de M sao conhecidos ou obtidos por meio de estimagdo ou
calibracao.
- Todos os rendimentos do contrato X devem ser refletidos por mudangas no
valor V(X,M).
- O mesmo mecanismo de precificacdo V deve ser usado para avaliar todos os

contratos similares a X .

Qualquer alteracdo nas varidveis do mercado afeta o preco do contrato X e constitui um

risco para o qual pode ser estruturado um hedge.

O hedge é dito global se o valor da carteira de hedge Y € o mesmo para qualquer valor

possivel das varidveis M, i. e.:
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V(Y,M) = const paratodo M.

O hedge é dito local se o valor da carteira de hedge Y ndo se altera para pequenas

oscilagdes nas variaveis M, i. e.:

oV(Y,M)

VIR 0 paratodo M e M.

m
O hedge local € instantaneo e requer um ajuste continuo.

Brockhaus et al. (1999, p. 225) propde a estruturacio de hedge para todos os riscos que se
deseje mitigar, através das derivadas do valor da carteira de hedge em relacdo as varidveis
de interesse, assumindo posicdes opostas em ativos correspondentes. Na pratica € o hedge
para as gregas de interesse, razio pela qual essa forma de gestdo de risco requer mercados
financeiros em estdgio avancado de maturidade, que oferecam os ativos financeiros

exoticos necessdrios ao hedge.

Brockhaus et al. (1999, p. 227) apresenta uma equacao de ganhos e perdas de uma carteira
de hedge, ou uma carteira de hedge em fungdo da estratégia adotada, aplicavel a agdes. A

versao adaptada ao tempo discreto é dada por:

P&L(O,,)= Z( S (di = 1f,)Si6), 41V, j ¥ 2( " %AS:’] .
i i=1

t=1

Sendo:

P& L(6, ,): ganhos ou perdas da carteira de hedge.

6!, : quantidade do ativo i no periodo ¢ —1 na carteira de hedge.
d!: taxa de dividendos paga pelo ativo i no periodo ¢.

S': prego do ativo i no perfodo .

AS!: diferenga de prego do ativo i no perfodo ¢ em relagdo ao perfodo 1.

rf,_, : taxa livre de risco no periodo 7 —1.
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V

_,: valor da carteira de hedge no periodo ¢ —1.

Podemos alterar a forma da equacao e identificar na equacdo os seguintes componentes:

P& L(6)= z( ” (dzs:e:_l)+rff_l(—isz_le:_l v, ]jz( " e;'_lAs:],
i=1 i=1

i=1 t=1

sendo que:

- Oelemento Zn: (d 'S f&ti_l) é a receita de dividendos dos ativos, dada pela soma
i=1
dos valores dos ativos multiplicados pela quantidade dos ativos e pela taxa de
dividendos paga por cada um.
- Oelemento rf,_l(— Zn: S0+ VH] é o rendimento de juros, dado pela
i=1
multiplicacdo da taxa livre de risco pelo valor em numerario da carteira.
- O elemento Zn: 8! ,AS] é a soma dos rendimentos dos ativos da carteira no
i=1

periodo.

A operacdo de hedge consiste na constru¢cdo de uma carteira replicante composta por

posicdes compradas e vendidas em agdes e no ativo livre de risco, cujo resultado de ganhos
e perdas deve ser igual a variacdo de preco do ativo-objeto. As quantidades de ativos-base
necessarias sao definidas pela estratégia de hedge, que determina a forma de cdlculo dessas

quantidades.

Essa € a forma geral das operacdes de hedge que serdo simuladas para comparagdo entre as

estratégias de hedge neste trabalho.

3.7 Hedge de opcao

As estratégias que tratamos neste trabalho sdo contratos de op¢des de compra do tipo

européia e estratégias dinamicas, dependentes de modelo e do tipo delta.
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O hedge de opc¢ao consiste na replicacao do rendimento de uma op¢ao, que € o ativo-
objeto, por meio de uma combinagdo linear entre a acao correspondente € o ativo livre de

risco, que sdo os ativos-base.

A estratégia pode considerar mercado incompleto, pois hd uma relagdo ndo-linear entre o
preco da opcao e os precos da acdo e do ativo livre de risco, mas também pode considerar
mercado completo, pois essa relacdo € linear no limite de um intervalo de tempo

infinitesimal.

O erro de hedge de op¢ao de um periodo das estratégias consideradas neste trabalho tem

sempre o formato:
& = rft—l (_ St—let—l + Vt—l )+ at—lASt - Ct .

g, erro de hedge.

6

_, - quantidade da a¢@o no periodo ¢ na carteira de hedge fornecida pela estratégia de
hedge adotada.

S._,: preco da ag@o no periodo 7 —1.

AS, : diferenca de prego da agdo no periodo ¢ em relag@o ao periodo 7 —1.

rf,_,: taxa livre de risco no periodo 7 —1.

V

., . valor da carteira de hedge ou carteria replicante no periodo 7 —1.

C,: valor da op¢do no periodo .

Essa equacdo € precisamente a equagdo de ganhos e perdas da carteira de hedge
apresentada anteriormente, porém destacando o valor da opc¢ao, que € o ativo-objeto a ser

replicado.

Na comparacdo entre as estratégias de hedge, agregando as restricdes multiperiddica e
autofinancidvel, os erros de hedge sao cumulativos ao longo dos periodos, ou seja, o valor
da carteria replicante e da op¢ao, iguais no instante inicial de construcdo da carteira,
distanciam-se ao longo do tempo, ndo sendo igualados a cada periodo. Igualar o valor da

carteira replicante ao valor da op¢ao implicaria a injecao ou retirada de recursos na



carteira. Esse € o cendrio no qual as estratégias tratadas neste trabalho sdo comparadas e

testadas.
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4. REVISAO DA LITERATURA

Neste capitulo analisaremos alguns trabalhos que abordam diversas estratégias de hedge de
op¢ao e formas variadas de implementacgdo, e realizam estudos comparativos.

Indentificaremos seus métodos e apresentaremos alguns de seus resultados e conclusdes.

Estratégias de hedge de opcao estdo sempre vinculadas a modelos de precificagdo de opcao
quando derivados do argumento de replica¢do do preco da opc¢do, por meio de uma carteira
replicante na condi¢do de ndo-arbitragem. Os métodos de precifica¢do, entretanto, nem
sempre sdo acompanhados diretamente do argumento de replicagcdo para a obten¢do do
preco, como no caso da teoria martingale na precificacdo de derivativos. Neste caso, o
preco € calculado pelo valor esperado do pre¢co descontado na medida neutralizadora do

risco, sem recorrer diretamente a um argumento de replicacdo.

Os trabalhos que comparam desempenho de estratégias de hedge, em geral, também
apresentam resultados de comparagdo de desempenho de precificacdo, como veremos nos
estudos apresentados. O oposto ndo € tdo comum, e. g., Hsieh e Ritchken (2006, p. 129-
150), Hafner e Herwartz (1999, p.1-25), Hérdle e Hafner (2000, p.189-207), Heston e
Nandi (2000, p.585-625), Christoffersen e Jacobs (2004, p.1204-1221) e Aratjo, Barbedo,
Figueiredo e Lemgruber (2004, p. 43-57), que comparam somente desempenho de

precificacao.

Muitos dos estudos sobre estratégias de hedge sdao apresentados no contexto de um
desenvolvimento que propde uma nova estratégia ou o aperfeicoamento de uma estratégia
existente. Por isso, concentram-se na avaliacdo do ganho marginal obtido com a
proposicdo em relagdo a estratégia existente, ou na comparagdo com o modelo BSM, sendo

este uma referéncia universal.

Mais dificil € encontrar estudos que comparam estratégias desenvolvidas com principios
diferentes, como Kim e Kim (2004, p. 117-142). Esse estudo compara um modelo
GARCH em tempo discreto com modelos em tempo continuo, um com reversao a média

da volatilidade e outro que incorpora assimetria e curtose. Mas mesmo esse estudo, parte
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da premissa de compara¢do de modelos de volatilidade estocéstica, visando essa

semelhanca e ndo as diferengas.

Para diferenciar a concepg¢ao tedrica do modelo BSM das aplica¢des e implementagdes do
modelo, que sdo tratadas nos trabalhos descritos, daqui em diante faremos referéncia ao
arcabouco tedrico simplesmente por modelo BSM e utilizaremos a nomenclatura especifica

de cada trabalho para identificar suas implementagdes.

4.1 O trabalho de Dumas, Fleming e Whaley

Notagao:
t : instante de observacao.

S, : preco a vista do indice S&P 500 no instante ¢.
F, : preco do indice S&P 500 corrigido pela taxa livre de risco para o instante 7 .

D, : valor dos dividendos pagos corrigidos pela taxa livre de risco para o instante 7.

t
C (St ,t) : preco da op¢do no instante .
K, : preco de exercicio da op¢do corrigido pela taxa livre de risco para o instante 7.

T : instante de expiracdo da opcao.
o : volatilidade dos log-retornos da acao.

a, : coeficiente i que representa um instante de tempo.

Dumas, Fleming e Whaley (1998, p. 2059-2106) ¢ uma referéncia na literatura quando se

trata de implementacdo do modelo BSM.

O estudo propde a modelagem da volatilidade através de uma funcao deterministica de
volatilidade. O modelo preserva o argumento de nao arbitragem, que constitui a base do
modelo BSM, possibilitando a precificac@o através da equagao diferencial parcial de
Black-Scholes, embora ndo permita a utilizagdo direta da férmula de Black-Scholes, uma

vez que as funcdes que compdem a equacao diferencial parcial sdo alteradas.
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A idéia central do estudo € que o tnico parametro ndo observavel do modelo BSM € a
volatilidade média até a expiracdo da opg¢do, que precisa ser estimada. O estudo propde
alternativas de estimacao, seja através de fungdes deterministicas de volatilidade, seja

através de artificios de implementagdo, ainda que teoricamente inconsistentes.

Dumas, Fleming e Whaley (1998, p. 2068) apresenta a equacao diferencial parcial forward
de Black-Scholes com uma fun¢ao deterministica de volatilidade acoplada, dependente do

preco de exercicio e prazo para expiragao:

, 9°C(S,,t) _9C(S,.1)
ok, oT

%GZ(KT,T—t)KT

Como nao hé solugdo analitica para a equacgao, foi solucionada numericamente para
obtencdo dos precos. Partindo dessa equacao, o estudo propoe trés alternativas de
implementagdo de fun¢do deterministica de volatilidade e trés alternativas de
implementacdo direta do modelo BSM. As equacdes deterministicas de volatilidade sao
dependentes do preco de exercicio e do prazo para expiragdo da op¢ao. Os coeficientes das
equagdes sdo estimados por regressao das volatilidades implicitas nos dados observados de
preco de exercicio e prazo de expiragdo para diversas opcdes sobre o0 mesmo ativo. As
volatilidades implicitas sdo calculadas para cada funcao deterministica de volatilidade
correspondente, pela solu¢do da equacao diferencial parcial a partir dos dados observados
de preco de exercicio e prazo de expiracao das diversas opg¢des e respectivos precos. As
funcodes deterministicas de volatilidade foram arbitrariamente definidas como quadréticas e
dependentes do preco de exercicio e prazo de expiracdo, com base no argumento de que o

sorriso de volatilidade do modelo BSM assemelha-se a uma parabola.

4.1.1 Método
- O estudo utiliza dados do mercado norte americano de op¢des do tipo européia
sobre o indice S&P 500, no periodo de junho de 1988 a dezembro de 1993.
- Todos os dados para estimagdo dos modelos sdo tomados num mesmo dia

(quarta-feira), ou dia seguinte de negociacao se nao houver mercado.
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- Os precos das opcoes sao tomados em um intervalo de 30 minutos, pelo ponto
médio observado entre oferta de compra e oferta de venda.

- Cada opg¢ao com respectivos prego de exercicio e prazo de expiragao é
representada uma Unica vez na amostra, pela primeira cotagcdo no intervalo de tempo
de observacao.

- Somente op¢des com mais de 6 dias e menos de 100 dias para expira¢do sao
incluidas na amostra.

- A taxa livre de risco € representada pela taxa interpolada de T bills com
maturidades diferentes, cotados no ponto médio entre oferta de compra e oferta de
venda.

- O preco do indice € inferido de precos de contratos futuros e descontado pelo
valor presente dos dividendos pagos durante a vigéncia da op¢ao até a data de
observacdo, as taxas correspondentes as datas ex-dividendo.

- Somente op¢des com moneyness menor ou igual a 10 % sdo incluidos na

amostra.

K 4

<0,1I.

T
- Somente opg¢des cujo precgo satisfaz a condi¢do de ndo-arbitragem sao incluidas
na amostra.

C(s,.t)>S,-D, -K,.
- As equagdes de volatilidade sdo reestimadas semanalmente ou a cada duas
semanas em dois processos de avaliacao distintos, utilizando os valores forward do
preco do indice S&P 500 e da op¢do. O preco da op¢do e o hedge sdo calculados
diariamente para avaliagdo.
- O desempenho foi avaliado numa amostra de validacao pelo erro quadrético

médio de hedge e pelo erro quadratico médio de previsao de preco.



4.1.2 Modelos

4.1.2.1 Modelo 0
E 0 modelo BSM com volatilidade constante. E estimada uma tnica volatilidade implicita
que minimiza o erro quadratico médio entre o preco de mercado e o preco de modelo para

todas as opgoes.

4.1.2.2 Modelo 1
Modelo que utiliza uma func¢do deterministica de volatilidade que captura a volatilidade

atribuida ao preco de exercicio:
G(KT,T —1)= max{O,Ol,a0 +a,K, + azKTz}.
E estimada uma tnica volatilidade implicita que minimiza o erro quadrético médio entre o

preco de mercado e o pre¢o de modelo para todas as opcdes, dado pela equagao diferencial

parcial forward de Black-Scholes, utilizando a funcao deterministica de volatilidade.

4.1.2.3 Modelo 2

Modelo que utiliza uma funcdo deterministica de volatilidade que captura a volatilidade

atribuida ao preco de exercicio e a variacdo adicional atribuida ao tempo para expiracao:
o(K,. T —1)=max{0.0La, +a,K, +a,K,”> +a,(T —t)—1+a,(T -1)K, }.

A volatilidade é estimada como a volatilidade implicita que minimiza o erro quadratico

médio entre o preco de mercado e o preco de modelo para todas as op¢des, dado pela

equacao diferencial parcial forward de Black-Scholes, utilizando a func¢io deterministica

de volatilidade.

4.1.2.4 Modelo 3
Modelo que utiliza uma funcdo deterministica de volatilidade que captura a volatilidade
atribuida ao preco de exercicio, a varia¢do adicional atribuida ao tempo para expiracao e

insere uma dependéncia quadratica do tempo:
o(K.T—1)=max{0.0La, +a,K +a,K* +a,(T —1)+a,(T —1) +a,(T - 1)K }.
A volatilidade € estimada como a volatilidade implicita que minimiza o erro quadratico

médio entre o preco de mercado e o preco de modelo para todas as opg¢des, dado pela
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equacdo diferencial parcial forward de Black-Scholes, utilizando a funcio deterministica

de volatilidade.

4.1.2.5 Modelo S
Modelo que utiliza a fun¢do deterministica de volatilidade dos modelos 1, 2 ou 3,
dependendo de haver 1, 2 ou 3 datas de expiracdo disponiveis para a regressdo de minimos

quadrados.

4.1.2.6 Modelo SAH (S Ad Hoc)

O modelo S ad hoc é o modelo S modificando a estimacdo da volatilidade. Primeiramente
sao calculadas as volatilidades implicitas obtidas com férmula de Black-Scholes para todas
as op¢oes. Em seguida € minimizado o erro quadratico médio entre os precos de mercado
e precos de modelo utilizando a fun¢do deterministica de volatilidade na férmula de Black-
Scholes, sem a resolucao da equacgao diferencial parcial forward de Balck-Scholes. Essa
solucdo € vidvel e facilita a implementacdo, mas é teoricamente inconsistente, pois a
volatilidade deveria ser a mesma para todas as op¢oes, além disso, utiliza uma férmula de
calculo de preco da opgao para cdlculo das volatilidades implicitas, e outra férmula para

célculo de precos da opc¢ao e hedge.

4.1.3 Conclusoes

A excegdo dos modelos S e SAH que utilizam mais de uma funcio de volatilidade, as
alternativas foram implementadas com base na teoria que fundamenta o modelo BSM, i. e.,
mantém todas as premissas do modelo e incluem uma fun¢ao deterministica de volatilidade
na equacdo diferencial parcial de Black-Scholes, utilizando um método numérico para
solucdo. A excecdo do modelo SAH, todas as alternativas apresentam uma tinica
volatilidade para todas as opcdes, independente de prazo para expiracao e preco de

exercicio.

O estudo apresentou duas comparacdes com estimacao semanal das volatilidades. Uma

realizada sobre toda a amostra e outra realizada quebrando a amostra em periodos de um
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ano. O fato surpreendente do estudo foi o desempenho do modelo SAH tanto em hedge

como em precificacdo.

A conclusdo do estudo é dada nas tabelas 4.1 e 4.2, ordenada do maior para o menor
desempenho na amostra de validacdo, para op¢des de compra, com reestimagdo semanal e
tendo como medida de desempenho o erro quadratico médio de hedge e precificagdo em
numerdrio (root mean squared dollar hedging error - RMSHE e root mean squared dollar

valuation error - RMSVE).

HEDGE
modelo 0 modelo S ad hoc modelo 1 modelo 2 modelo S modelo 3
RMSVE 0,445 0,454 0,491 0,5 0,503 0,505

Tabela 4.1 - Tabela de Desempenho de Hedge

PRECIFICACAO
modelo S ad hoc | modelo S ad hoc modelo 2 modelo 3 modelo 1 modelo 0
RMSVE 0,491 0,548 0,549 0,551 0,556 0,79

Tabela 4.2 - Tabela de Desempenho de Precificacao

A alteracdo da estimagdo da funcdo de volatilidade de semanal para duas semanas
melhorou pouco o desempenho de precificacio e substancialmente o desempenho de hedge

de todos os modelos.

Um aspecto interessante a observar € que as disparidades na precificagdo foram maiores do
que no hedge e um melhor desempenho em precificagdo ndo implica melhor desempenho

em hedge.

4.2 O trabalho de Nandi e Waggoner

Notagao:
t : instante de observacao.

S, :preco a vista do indice no instante ¢.
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F, : preco forward do indice S&P 500, i. e., corrigido pela taxa livre de risco para o

instante T .

C(S, ,t) : preco da op¢do no instante .

D, : valor dos dividendos pagos corrigidos pela taxa livre de risco para o instante 7.
K, : preco de exercicio da op¢do corrigido pela taxa livre de risco para o instante 7.
T : instante de expiracdo da opcao.

o : volatilidade dos log-retornos da acao.

a; : coeficiente i que representa um instante de tempo.

R, : log-retorno no periodo i.

M :log-retorno esperado no intervalo de periodos 7.

n : quantidade de periodos.

e. : diferenca entre preco de mercado e o preco de modelo da opcao.

Nandi e Waggoner (2000, p. 24-39) replica parcialmente Dumas, Fleming e Whaley (1998,
p- 2059-2106). Aqui também o objeto de estudo € a estimagdo do Unico parametro nao
observavel do modelo, i. e., a volatilidade. O estudo, entretanto, nio tem como foco a
implementagdo de uma funcao deterministica de volatilidade, apenas trata alternativas de
estimacdo da volatilidade para o modelo BSM na sua forma original, sem preocupacao

quanto a consisténcia tedrica da proposicao de implementacgao.

Nandi e Waggoner (2000, p. 24-39) propde quatro alternativas de implementag¢do do

modelo BSM e compara seu desempenho quanto ao hedge.

4.2.1 Método

- O estudo utiliza dados do mercado norte americano de op¢des do tipo européia
sobre o indice S&P 500, no periodo de janeiro de 1994 a outubro de 1994.

- Todos os dados para estimagao dos modelos sdo tomados num mesmo dia
(quarta-feira), ou dia seguinte de negociacao se ndo houver mercado.

- Os precos das opcdes sao tomados em um intervalo de 45 minutos, pelo ponto

médio observado entre oferta de compra e oferta de venda.



- Cada op¢ao com respectivos preco de exercicio e prazo de expiragdo é
representada uma tnica vez na amostra, pela primeira cotacdo no intervalo de tempo
de observacao.

- Somente op¢des com mais de 6 dias e menos de 100 dias para expiragdo sdao
incluidas na amostra.

- A taxa livre de risco € representada pela taxa continua interpolada de T bills
com maturidades diferentes, cotados no ponto médio entre oferta de compra e oferta
de venda.

- O preco do indice S&P 500 corrente € descontado pelo valor presente dos
dividendos pagos durante a vigéncia da op¢ao até a data de observacao, a taxa livre
de risco correspondente a cada data ex-dividendo.

- Somente op¢des com moneyness menor ou igual a 10 % sdo incluidos na

amostra.

&_1\30,1.

T

- Somente opg¢des cujo precgo satisfaz a condi¢do de ndo arbitragem sado incluidas
na amostra.

C(s,.1)>S,-D, —K,.
- As equagdes de volatilidade sao reestimadas semanalmente utilizando os
valores forward de preco do indice e da op¢ao. O preco da opcao e o hedge
calculados diariamente.
- O desempenho foi avaliado na amostra de estimacgao pelo erro médio absoluto

de hedge.

4.2.2 Modelos

4.2.2.1 Modelo 1

E 0 modelo BSM com volatilidade constante. E estimada uma tnica volatilidade para
todas as opg¢des, através da série histdrica de precos, utilizando dados de fechamento do
indice S&P 500 dos ultimos 60 dias.

Nesse caso, simplesmente:
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4.2.2.2 Modelo 2

E 0 modelo BSM com a volatilidade constante, modificando a estimacao da volatilidade.
E estimada uma tnica volatilidade para todas as opgdes, através de uma regressdo néo-
linear de minimos quadrados dos precos de mercado nos precos de modelo das op¢des. Os
precos de modelo sdo calculados com a volatilidade implicita obtida pela férmula de
Black-Scholes, e a volatilidade € estimada pela minimizacao do erro quadréatico médio
entre o preco de mercado e o preco de modelo:

A2 : ( 2)
6 _Hélznzl:efa .
=

4.2.2.3 Modelo 3

E 0 modelo BSM com a volatilidade constante, modificando a estimacao da volatilidade.
A volatilidade é estimada separadamente para cada op¢do, simplesmente como a
volatilidade impicita obtida com a férmula de Black-Scholes. Esse modelo € teoricamente

inconsistente, pois a volatilidade deveria ser a mesma para todas as opcoes.

4.2.2.4 Modelo 4

E 0 modelo BSM com a volatilidade constante, modificando a estimacao da volatilidade.
A volatilidade € estimada como uma unica volatilidade para todas as op¢des, através de
uma regressao das volatilidades implicitas, obtidas com a férmula de Black-Scholes, nos
dados de preco de exercicio e prazo de expiracdo das opcoes sobre o indice S&P 500.
Utiliza a equac@o do modelo 3 de Dumas, Fleming e Whaley (1998, p. 2059-2106) para

calcular a volatilidade de cada opcao:

o(K,.T —1)=max{0.0La, +a,K, +a,K,” +a,(T —1)+a,(T 1) +a,(T - 1)K, }.
Esse modelo € teoricamente inconsistente, pois embora utilize ao final uma tnica
volatilidade, parte de uma premissa de volatilidades diferentes para as opcoes e utiliza uma

férmula de célculo de preco da opcdo para calculo das volatilidades impicitas, e outra

férmula para calculo de precos de opcao e hedge.



75

4.2.3 Conclusoes

A conclusdo do estudo é dada na tabela 4.3, ordenada do maior para o menor desempenho
na amostra de estimagdo para opc¢des de compra e venda, com reestimacao semanal, e
tendo como medida de desempenho o erro médio absoluto de hedge em numerdrio (mean

absolute dollar error - MAE).

HEDGE
modelo 3 modelo 2 modelo 1 modelo 4
MAE 0,445 0,454 0,491 0,5

Tabela 4.3 - Tabela de Desempenho de Hedge

4.3 O trabalho de Heston e Nandi

Notagao:

t : instante de observacao.

S, : preco a vista do indice S&P 500no instante 7.

F, : preco forward do indice, i. e., corrigido pela taxa livre de risco para o instante 7 .
C, : preco da op¢do no instante ¢.

D, : valor dos dividendos pagos corrigidos pela taxa livre de risco para o instante 7.
K, : preco de exercicio da op¢do corrigido pela taxa livre de risco para o instante 7.

T : instante de expiracdo da opcao.

o : volatilidade dos log-retornos da acao.

N, : quantidade de opcdes.

e, : diferenga entre o preco de mercado e o pre¢o de modelo da opgéo.

Heston e Nandi (2000, p. 585-625) desenvolve um modelo GARCH de precificacdo
especificamente desenvolvido para a apresentacdo de uma solucdo fechada. Conforme

ressalta Heston e Nandi (2000, p. 588), seu modelo € distinto do GARCH de Bollerslev
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(1986, p. 307-327), sendo similar aos modelos NGARCH e VGARCH de Engle e Ng
(1993, p.1749-1778).

O termo fechada, conforme comenta Duan, Ritchken e Sun (2005, p.3), foi objeto de uma
grande gama de interpretacdes na literatura, pois a solu¢ao nao € efetivamente fechada
como a férmula de Black-Scholes, que permite o célculo direto de preco e hedge. A
solucdo nao requer o uso de simulacdo de Monte Carlo para estimacao do pre¢o, como é o
caso geral de modelos sem solucdo analitica, mas a solu¢do final apresentada € uma
integral no dominio complexo, que requer métodos numéricos de resolugio.
Evidentemente o esforco computacional € significativamente reduzido, porém a solugdo

ndo € propriamente fechada.

4.3.1 Método
- O estudo utiliza dados do mercado norte americano de op¢des do tipo européia
sobre o indice S&P 500, no periodo de de 1992 a 1994.
- A amostra € dividida em anos, sendo o primeiro semestre utilizado para
estimagdo e comparagdo numa amostra de estimacao e o segundo semestre para
comparacdo numa amostra de validagao.
- Todos os dados para estimagao dos modelos sdo tomados num mesmo dia
(quarta-feira), ou dia seguinte de negociacao se ndo houver mercado.
- Os precos das opcdes sao tomados em um intervalo de 45 minutos, pelo ponto
médio observado entre oferta de compra e oferta de venda.
- Cada op¢ao com respectivos preco de exercicio e prazo de expiragdo €
representada uma tnica vez na amostra, pela primeira cotacdo no intervalo de tempo
de observacao.
- Somente op¢des com mais de 6 dias e menos de 100 dias para expiragdo sdao
incluidas na amostra.
- A taxa livre de risco € representada pela taxa continua interpolada de T bills
com maturidades diferentes, cotados no ponto médio entre oferta de compra e oferta
de venda.
- O preco do indice corrente é descontado pelo valor presente dos dividendos

pagos durante a vigéncia da op¢ao.



- Somente op¢des com moneyness menor ou igual a 10 % sdo incluidos na

amostra.

K 4

T

<0,1I.

- Somente opg¢des cujo prego satisfaz a condi¢ao de ndo arbitragem sao incluidas
na amostra.

C(s,.t)>S, -D, -K,.
- Os modelos sdo reestimadas semanalmente e os precos e hedge calculados
diariamente, a excecdo da volatilidade, que segue um método particular para cada
modelo.

- O desempenho foi avaliado na amostra de estimac¢do pelo erro médio absoluto

de hedge.

4.3.2 Modelos

4.3.2.1 Modelo BS (Black-Scholes)

E 0 modelo BSM com a volatilidade constante. E estimada uma tnica volatilidade para
todas as opg¢des, através de uma regressao ndo-linear de minimos quadrados dos precos de
mercado nos precos de modelo das opg¢des, para uma dada volatilidade implicita obtida
pela férmula de Black-Scholes. E a minimizacio do erro quadrético médio entre o preco
de mercado e o preco de modelo. A volatilidade é estimada diariamente e utiliza dados da

ultimas vinte e seis quartas-feiras.

N

6’ = rr;izniz.ei,t (c2).

t=1 i=1

4.3.2.2 Modelo AHBS (Ad Hoc Black-Scholes)

E 0 modelo BSM com a volatilidade constante, modificando a estimacao da volatilidade.
A volatilidade € estimada como uma unica volatilidade para todas as op¢des, através de
uma regressao das volatilidades implicitas, obtidas pela férmula de Black-Scholes, nos

dados de preco de exercicio e prazo de expiracdo das opcdes sobre o indice S&P 500.
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Utiliza a equacdo do modelo 3 de Dumas, Fleming e Whaley (1998, p. 2059-2106) para

calcular a volatilidade de cada opcao:
oK, ,T-t)=a,+a,K, +a,K,” +a,(T —t)+a,(T —1)’ +a (T —1)K,.
A volatilidade € estimada semanalmente e utiliza dados da dltimas vinte e seis quatas-

feiras.

NI

6° =miniZeA (62)
o? bt '

t=1 i=1

4.3.2.3 Modelo GARCH (Generalized Autoregressive Conditional Heteroskedasticity)
O modelo GARCH foi arbitrariamente escolhido como GARCH(1,1).

Os parametros sao estimados por minimos quadrados nao-lineares, minimizando o erro
quadratico médio percentual medido pela diferenca entre preco de modelo e preco de
mercado em relagdo ao preco de mercado. O processo da volatilidade € inicializado pelo
logaritmo do preco a vista. Foram utilizados dois modelos, um reestimado semanalmente,
denominado atualizado e outro reestimado semestralmente, denominado ndo atualizado. A

volatilidade é reestimada diariamente pelo modelo em ambos 0s casos.

4.3.3 Conclusoes

A conclusdo do estudo é dada na tabela 4.4, ordenada do maior para o menor desempenho
na amostra de validag¢do, com reestimagao didria e tendo como medida de desempenho a
raiz quadrada do erro quadrédtico médio de precificagdo em numerdério (root mean squared

dollar valuation error - RMSVE).

PRECIFICACAO
GARCH GARCH nio
atualizado atualizado AHBS BS
RMSVE 0.58 0.74 0.77 1.14

Tabela 4.4 - Tabela de Desempenho de Precificacao
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4.4 O trabalho de Kim e Kim

Notagao:
t : instante de observacao.

S, :preco a vista do indice KOSPI 200 no instante ¢.
C(S, ,t) : preco da op¢do no instante .

D, : valor dos dividendos pagos corrigidos pela taxa livre de risco para o instante ¢.

t

K, : preco de exercicio da op¢do corrigido pela taxa livre de risco para o instante 7.

T : instante de expiracao da opcao.
: volatilidade dos log-retornos da acao.
: parametro do modelo HN.

: parametro do modelo HN.

o

w

/4

B : pardmetro do modelo HN.

a : parametro dos modelos HN e VG.
14

: volatilidade dos log-retornos nos modelos SV e VG.

: volatilidade da volatilidade nos modelos SV e VG.

o)

: parametro do modelo SV.

: parametro do modelo SV.

S AR D

: parametro do modelo SV.

®(e) : fun¢io acumulada de uma varidvel estocdstica com distribui¢iio normal padro.

I'(e) : funcdo gama.
Kim e Kim (2004, p. 117-142) é um estudo comparativo de modelos de volatilidade
estocéstica. O estudo compara cinco modelos, sendo duas alternativas de implementacao

do modelo BSM e trés modelos de volatilidade estocastica.

44.1 Método
- O estudo utiliza dados do mercado coreano de opg¢des do tipo européia sobre o
indice KOSPI 200, no periodo de janeiro de 1999 a dezembro de 2000.
- Os precos das opcdes sao tomados em um intervalo de 30 minutos, pelo ponto

médio observado entre oferta de compra e oferta de venda, com intervalo de cotacao

de um minuto.
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- Cada opg¢ao com respectivos preco de exercicio e prazo de expiragdo €
representada uma tnica vez na amostra, pela tltima cotac¢io no intervalo de tempo de
observacao.
- Somente op¢des com mais de 6 dias e menos de 90 dias para expiracio sdo
incluidas na amostra.
- O preco do indice € ajustado pelo pagamento trimestral de dividendos.
- A taxa livre de risco € representada pelo rendimento trimestral de titulos do
tesouro.
- Precos inferiores a 0,5 sdao excluidos.
- Somente opg¢des cujo precgo satisfaz a condi¢do de ndo arbitragem sado incluidas
na amostra.

c(s,,1)>S,-D, -K,.
- Todos os modelos foram reestimados diariamente.
- O desempenho foi avaliado na amostra de validagdo pelo erro quadrético

médio de hedge e pelo erro quadratico médio de previsdo de preco.

4.4.2 Modelos

4.4.2.1 Modelo BS (Black-Scholes)
E 0 modelo BSM implementado com volatilidade constante. E estimada uma tnica
volatilidade para todas as opcdes, pela minimizagdo do erro quadritico médio percentual

entre preco de modelo e preco de mercado em relagdo ao preco de mercado.

4.4.2.2 Modelo AHBS (Ad Hoc Black-Scholes)

E 0 modelo S ad hoc de Dumas, Fleming e Whaley (1998, p. 2059-2106), que estima uma
volatilidade para cada opg¢ao através de uma regressao das volatilidades implicitas obtidas
pela férmula de Black-Scholes, nos dados de preco de exercicio e prazo de expiracao das

opg¢Oes. Entretanto utiliza uma variante da fun¢do deterministica de volatilidade.

2

S S
o(S,.K,)=a, +a,——+a,| — | .
KT KT
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As volatilidades implicitas das opcdes sdo calculadas com dados do dia anterior e
regredidas nos dados das opg¢des no dia em questdo. Em seguida as volatilidades para o

calculo de pre¢o sao obtidas do modelo estimado.

4.4.2.3 Modelo GARCH (Generalized Autorregressive Conditional Heteroskedasticity)
E 0 modelo GARCH(1,1), desenvolvido em Heston e Nandi (2000, p. 585-625). Os
parametros sdo estimados pela minimizacao do erro quadratico médio percentual entre
preco de modelo e preco de mercado em relac@o ao preco de mercado, a excecdo da
volatilidade, que que € calculada pelo préprio modelo. O processo da volatilidade €

inicializado com uma estimacdo de variancia de log-retornos com dados de 1 ano para trés.

—ip pxf. —ip pEf.
C(S,:1)=5 S, +— e rR{KT f¢(z¢+1)} ”e KTe_V(T_a( 11 FR{KT f; W)D
0 i 0 i

Sendo que:

f(@)=S5, expAlt,T,p)+ B, (t,T, @)h(t + 2At — iAt)

AT, 0)= Alt+ AT, @)+ or + Bt + AL, T, (p)a)—%ln(l —20B(t+ AL T, 9))

Vip-»r

1-20B(t + A1, T, p)

B(.T.0) = p(A+ 7/)—%;/2 + BBt + ALT, )+

A(T,T,p)=B(T,T,p)=0.

4.4.2.4 Modelo de SV (Stochastic Volatility)
E 0 modelo em tempo continuo, desenvolvido em Heston (1993 p. 327-343). Ele modela a

variancia por um processo estocastico com reversao a média.

C, =SP-K,e""p,.
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Sendo que:

f,(xv,.7,0)=exp(C(z,9)+ D(z.9), +igx)

C(z',¢): r¢ir+%((bj —,Os¢i+d)¢-_21n(1Iged’ D
s -8

S

plrg)= P 128

b, —pspi+d I PSR e rer
S mad d = \lpsgi—b,} —s*(p 0 - 9*)

1

> My :_5'

1
a= kb, b, = k- o, b, =k, ,UI:E
Os parametros sao estimados pela minimizacao do erro quadratico médio percentual entre
preco de modelo e preco de mercado em relac@o ao preco de mercado, a excecdo da

volatilidade, que que € calculada pelo préprio modelo.

4.4.2.5 Modelo VG (Variance Gamma)

E 0 modelo em tempo continuo desenvolvido em Carr, Chang e Madan (1998, p. 79-105).
Modela os retornos como um processo estocdstico com alta frequéncia de saltos de baixa
magnitude. O processo avalia um movimento Browniano com tendéncia e volatilidade

constantes, em tempos aleatérios dados por um processo com distribui¢do gama.

1- 1-
C =S¥ d|— (a+s) |2 |-k, Ty d\/ QoYL
% l—¢c, v % l-c, v




Sendo que:

®(a,b, y):j:q{%w\/a gr(;) dg .

Os parametros sao estimados pela minimizacao do erro quadratico médio percentual entre
preco de modelo e preco de mercado em relag@o ao preco de mercado, inclusive a

volatilidade.

4.4.3 Conclusoes

A conclusio do estudo € dada nas tabelas 4.5 e 4.6, ordenada do maior para o menor
desempenho na amostra de validagao, para op¢des de compra, com reestimagao didria e
tendo como medida de desempenho o erro quadratico médio de hedge e precificagdo em
numerdrio (mean squared dollar hedging error - MSHE e mean squared dollar valuation

error - MSVE).
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HEDGE
VG SV BS GARCH AHBS
MSHE 0,6764 0,6885 0,6775 1,0722 1,3067
Tabela 4.5 - Tabela de Desempenho de Hedge
PRECIFICACAO
SV BS VG AHBS GARCH
MSVE 0,5868 0,607 0,6076 0,7481 0,9382

Tabela 4.6 - Tabela de Desempenho de Precificacao
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Nesse estudo foi também surpreendente o desempenho do modelo BS. Kim e Kim (2004,
p. 136) atribui esse fato a especificidade do mercado coreano, fortemente apoiado no
modelo original BSM, que acaba refletindo a prética dos agentes no comportamento do

mercado.



5. A ESTRATEGIA BSM
Neste capitulo analisamos o modelo BSM, abordando sua concepgao e suas limitacoes.

Notagao:

¢t : instante de tempo continuo, ¢ € [0,7].
T : instante de expiracdo da opcao.

S, : preco a vista da agao.

M : esperancga dos log-retornos da agao.
o : volatilidade dos log-retornos da agao.
C (S, ,t) : preco racional da opgdo.

K, :preco de exercicio da opgao.

W, : movimento browniano padrdo.

B, : preco do ativo livre de risco.

r : taxa continua de retorno do ativo livre de risco.

®(w) : fun¢io acumulada de uma varidvel estocéstica com distribuicio normal padrio.
I1(¢) : carteira composta por uma op¢io e determinada quantidade de acdo.

ATI(r) : variagdo no valor da carteira composta por uma opgio e determinada quantidade

de acdo.

0, : quantidade da acdo.

£ :erro de hedge.

z : varidvel estocdstica com distribui¢do normal padrao.

At : intervalo de tempo.

A : componente deterministico do erro de hedge.

n : componente estocastico do erro de hedge.

85
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5.1 O modelo BSM

O modelo de precificacao de op¢des BSM, que tem como marco de origem os trabalhos
Black e Scholes (1973) e Merton (1973), ¢ um modelo de precificagdao de opcdes européias

em mercado completo e tempo continuo.

Sua utilizacdo como estratégia de hedge € decorréncia direta de sua concepg¢ao a partir de
um argumento de hedge. O argumento € de existéncia de uma carteira autofinanciavel,
composta por acdo e opcao sobre a ac¢ao, cujo retorno € a taxa livre de risco em um periodo
de tempo suficientemente pequeno. O ajuste continuo de quantidades adequadas de ativo-
base e ativo livre de risco replica o valor da op¢ao, permitindo criar um hedge instantaneo
sem risco, um hedge perfeito, 6timo ou com erro de hedge nulo. Essa carteira é

denominada carteira de hedge, de onde é derivado o preco da opgao.

Antes de analisar o modelo vamos elencar as premissas de sua concep¢ao. As mesmas
fontes que nos permitiram definir anteriormente mercado perfeito, também nos permitem
listar as premissas que delimitam a validade do modelo BSM, Cox e Rubinstein (1985, p.
268), Cvitanic e Ma (1996, p. 370), Black e Scholes (1973, p. 640), Siqueira (1999, p. 111-
112), Smith (1990, p. 346) e Wilmott (1997, p. 41-42). As premissas do modelo BSM sao:

- Mercado composto por uma a¢do, uma opg¢ao e um ativo livre de risco.

- Mercado perfeito.

- Tempo continuo e transagdes continuas no mercado.

- Precos sofrem mudancgas continuas, sem saltos.

- A dinamica de pre¢os segue um movimento Browniano geométrico, no qual a

variacdo do preco da acdo em qualquer periodo ndo depende do nivel do preco da

acdo no inicio do periodo.

- Os precos dos ativos-base seguem um processo de Itd segundo um modelo de

distribuicao lognormal.

- A variancia dos precos € constante ou deterministica.

- A opg¢ao somente pode ser exercida na data de expiragao.

- A taxa livre de risco € conhecida e constante.

- O precgo da opcao € resultante da interagdo entre os valores de cinco fatores: o

preco a vista da acdo S,, a varidncia ¢ dos log-retornos da agio até a expiracdo da
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op¢do, o preco de exercicio da op¢cdo K, o tempo até a expiragdo daop¢do 7 —¢ e a
taxa de juros livre de risco r. Entre esses fatores, somente o preco da acdo e o
tempo até a expiragdo constituem varidveis do modelo propriamente dito, sendo que
os demais s@o parametros com valores constantes. Também € importante observar
que a variancia, por constituir uma informacao futura, € o inico fator ndao observavel
do modelo e, portanto, deve ser estimado.

- O valor da op¢do tem sempre valor positivo C(S ,,t) >0.
- O valor da opcao nunca € maior do que o preco do ativo-base C (S, )< S L

- O valor de uma op¢ao com prego de exercicio menor é sempre maior do que o
valor de uma opg¢ao com prego de exercicio maior sobre 0 mesmo ativo-base
C\(S,.t)>C,(S,.1), K, <K,.
- O prec¢o da op¢ao é sempre maior ou igual ao seu valor intrinseco
C(St ,t) > max{St — K, exp— r(T - t),O}.
- O preco do ativo-base corresponde a uma opg¢ao perpétua com prego de
exercicio igual a zero S, = C(S,,oo), K_=0.
O modelo BSM deriva a dindmica de precos da op¢ao a partir da dindmica de precos da
acdo e do ativo livre de risco, utilizando um argumento de hedge e um argumento de nao-

arbitragem. Através das premissas do modelo e desses argumentos, deriva a equagao

conhecida como a equacdo diferencial parcial de Black-Scholes.

oC(S,,1)

2
at a C(St’t)SZO_2+aC(St’t)

as’> ! oS,

t

+% rS, —rC(S,,1)=0.
A solucao dessa equacdo diferencial parcial é que define a dindmica de precos da op¢do. A

demonstra¢do detalhada do modelo BSM ¢é dada no apéndice 1. Neste capitulo sdo

apresentados somente os fundamentos do modelo e as equagdes que o representam.



88

5.2 Dinamica de precos dos ativos no modelo BSM

A dinamica de precos dos ativos de risco € dada pelos processos estocasticos:

62
dSr = (V +7jsrdt + O_Srd‘/Vr

d1n(S,)=vdt + cdW, .
A solucdo da integragao dos processos estocdsticos resulta em:
S, =8,
A dinamica de precos do ativo livre de risco € dada por:
dB, = rB,dt.
A solugdo da integracdo do processos deterministico resulta em:
B, =B,e™".

O preco final da op¢ao e a dindmica de precos da op¢ao sdo dados por:

C(ST’T): maX{ST -K; ’O}E (ST -K; )+

S 2 S 2
It (T 1) r+ 2 It (T 1) r=2—
Cc(s,,1)=5 o g @ .

£ t —-e
oNT —t oNT —t
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5.3 Estratégia de hedge no modelo BSM

A carteira de hedge é dada por:

(r)=C(S,.1)+ 86,5,

dI1(t) = dC(S,,t)+6.dSs,.

A estratégia de hedge € dada por:

aC(S,,t
er - _ ( t° ) .
as,
Sendo que o resultado da derivagao é:
2
In S, +(T —1) r+
K, 2
6 =-d .
oNT —t
54 Caracteristicas e limitacdes do modelo BSM

As imperfeicdes do modelo BSM afetam tanto sua capacidade de precificacdo como sua
capacidade de estabelecimento do hedge. A superacdo dessas defici€ncias passa por trés
caminhos: a introducao de pequenas alteracdes no modelo que nao alterem sua estrutura, o
emprego de artificios de implementacdo e a criagdo de modelos alternativos que

contemplem os aspectos ndo cobertos.

Excluindo a criagdo de modelos alternativos, os outros dois caminhos de implementacao
do modelo BSM sdo recorrentes em todos os estudos apresentados. No primeiro grupo,
que consiste em pequenas alteragdes do modelo esta a proposi¢do de uma funcao

deterministica de volatilidade, conforme Dumas, Fleming e Whaley (1998, p. 2059-2106).
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Essa proposi¢do, como o proprio trabalho conclui, € o limite entre uma alternativa de
implementacdo do modelo BSM e a criacdo de um novo modelo com volatilidade
estocéstica. No segundo grupo, que consiste em somente utilizar artificios de
implementagdo que levem a um melhor desempenho, independente de sua coeréncia

tedrica, estdo os métodos ad hoc ou nao de estimagdo da volatilidade.

As imperfei¢cdes do modelo BSM na representacao da realidade foram objeto de diversos
estudos, inclusive dos préprios mentores do modelo. Duan (1995, p. 14-25) elenca seis
trabalhos sobre o assunto e apresenta os principais vieses do modelo:

- Precificagdo a menor de opgdes out-of-the money.

- Precificacdo a menor de opc¢do sobre ativos de baixa volatilidade.

- Precificagdo a menor de op¢des com pequeno prazo para expiragao.

- Curva de volatilidade implicita em relacdo ao preco de exercicio em forma de

U, que ficou conhecida como o sorriso de volatilidade.

- Hedge pelo delta excessivo em situacdes de baixa varidncia e insuficiente em

situacdes de alta variancia.

Esses vieses estdo relacionados a volatilidade, que € um dos aspectos mais importantes do
modelo propriamente dito e, conforme vimos nos estudos comparativos, pode ser tratada
por varios métodos. A volatilidade na teoria que envolve o modelo BMS, no entanto, ndo
estd vinculada ao problema econométrico do pardmetro que precisa ser estimado. E a
volatilidade média dos precos do ativo-base no periodo a frente, até a expiracao da opgao.
Dentro dessa interpretacdo, o problema real de implementacgao € que seu valor é

desconhecido.

Outra caracteristica intrinseca do modelo que resulta em problema econométrico de
implementacgao € o ajuste discreto do hedge em lugar do ajuste continuo, conforme
prescrito pelo modelo, que resulta em erro de hedge. Wilmott (2005, p. 763-782) desvia
do foco de estimag¢do da variancia para esse outro problema prético de implementacao,
sugerindo o emprego de uma corre¢do na variancia para compensar o erro. Esse estudo

sera analisado adiante em mais detalhe.
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A imposic¢ao de distribuicio lognormal dos retornos também constitui uma fonte de
imprecisdo na representacao da realidade, que levou ao desenvolvimento de modelos que

incorporam assimetria e curtose.

Mas existem outros fatores ndo cobertos pelo modelo, mais relacionados ao ambiente e ndo
propriamente ao modelo. Cox e Rubinstein (1985, p. 266-286) avalia especificamente a
aplicacdo da féormula de Black-Scholes, tratando alguns desses aspectos. Sdo apresentadas
solucdes de contorno para tratamento de dividendos, exercicio antecipado, requerimento de
margens, taxas distintas de captacdo e aplicacdo, taxa livre de risco varidvel, volatilidade

variavel e diferenca entre oferta de compra e oferta de venda.

Neste trabalho tratamos somente op¢des do tipo européia, portanto o exercicio antecipado
nao é um fator a considerar. Nao tratamos dividendos, margens, taxa livre de risco
varidvel, taxa livre de risco diferente na captacdo e aplicacdo e diferenca entre oferta de
compra e oferta de venda. Somente a volatilidade varidvel e o ajuste discreto do hedge

serdo tratados na metodologia de implementacao.

5.5 Erro de hedge devido ao ajuste em tempo discreto da carteira replicante

O argumento de hedge ou neutralizagao do risco no modelo BSM somente € valido
infinitesimalmente. A replicacdo perfeita somente € possivel de forma continua, pois
requer uma relagdo linear entre os precos do ativo-base e da op¢ao, que € vélida somente se
as variacoes de preco forem continuas em um intervalo de tempo tendendo a zero. Dentro
da premissa de ajuste continuo da carteira replicante, 0 BSM é um modelo de mercado
completo. A violacdo dessa premissa torna o mercado incompleto e o hedge deixa de ser

perfeito, com a consequéncia direta de erro de hedge.

Conforme Wilmott (2005, p. 765), Boyle e Emanuel (1980, p. 259-282) foi o primeiro
estudo que tomou como objeto de andlise somente o erro de hedge devido ao ajuste
discreto da carteira replicante, excluindo outras consideragdes quanto a validade e

aderéncia a realidade das premissas do modelo BSM.
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A andlise conclui que o erro de hedge € proporcional ao intervalo de ajuste do hedge e tem
um componente deterministico e um estocastico. O erro de hedge € dado pela
multiplicacdo desses componentes pelo o intervalo de tempo de ajuste do hedge, conforme

descrito na férmula a seguir:
£=AnAt.

Sendo € o erro de hedge, A o componente deterministico, 77 0 componente estocastico e

At o intervalo de tempo.

O componente deterministico é dependente do preco da acdo, da variancia, do tempo para

expiragao, da taxa livre de risco e do preco de exercicio.

2
" ln(lif]+(T—t)(r+02j
A S L

N oT —t

O componente estocdstico € uma variavel estocdstica com distribui¢do qui-quadrado com

um grau de liberdade.

n=z"-1
z~N(01)
1~ 2:00.2)

Wilmott (2005, p. 763-782) estende o trabalho de Boyle e Emanuel (1980, p. 259-282) e
nao somente analisa o erro de hedge devido ao ajuste discreto, como também soluciona a

otimizacdo, minimizando a variancia da carteira de hedge.

O estudo parte da defini¢ao de um processo estocdstico discreto para os incrementos de

preco da acdo em lugar da equacdo diferencial estocdstica em tempo continuo. Wilmott
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(2005, p. 767) define um processo de incrementos de preco em tempo discreto, cujos

retornos tém distribuicdo lognormal.
Processo em tempo continuo:
dInS, =vdt + odW,

v—,u—le2
S0

Processo em tempo discreto:

AlnS, :vAt+oz,\/A_t

v—,u—le2
S0

A carteira de hedge é dada por:

()= C(z,S,)-6,

[

Na impossibilidade de uso do Lema de Itd, devido ao tratamento em tempo discreto, €

utilizada uma expansao de Taylor:
AT = At"? A (2,6, )+ AtA, (2,0, )+ At*? A, (2,60, )+ At* A, (2,6, ) + ..

Sendo que:

A (zr,e

t

)=m,s,(%—e,j

t

2
e 0)= G s (S8 fur o ) o T

t
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A expansio € truncada no segundo termo e o hedge € otimizado segundo os seguintes
critérios:

- O hedge 6timo € o que minimiza a variancia da carteira de hedge.

- O preco da opg¢ao € dado pelo valor que iguala o retorno esperado da carteira

de hedge a taxa livre de risco.

A variancia € minimizada através de:
v[an()]= lan() |- (elan()?

oV[AI(r)]

=0.
00

Resultando em:

2
g =9CS) ([ 1 5og207CES,) 1 C(t;s ( )ors? OC tzs o
2 a5’ as

A expressao contém outros termos omitidos, mas o componente estocdstico estd expresso.
Conforme Wilmott (2003, p. 769), pode-se observar na equagdo que o €, € 0 mesmo

componente de replica¢dao da formula de Black-Scholes acrescido de um fator de correcao

que consiste em um termo estocdstico descrevendo o erro de hedge.

Aqui encontramos a convergéncia com o trabalho Boyle e Emanuel (1980, p. 263). A
distribuicao do erro de hedge € qui-quadrado com um grau de liberdade e esperancga nula.
Como a varidvel estocdstica z tem distribui¢io normal padrio, z° tem distribuigdo qui-
quadrado com um grau de liberdade. Consequentemente, o componente aleatério de
corre¢do do erro de hedge em um intervalo de tempo tem distribui¢cao qui-quadrado com

um grau de liberdade, esperanc¢a nula e desvio-padrao Ar.



Devido a assimetria da distribui¢@o dos erros de hedge, 68% dos valores sdo inferiores a
esperancga e 32% superiores. Isso significa que ha muitos movimentos pequenos para

baixo e poucos movimentos grandes para cima.

Um aspecto relevante da andlise, entretanto, € que ndo havendo na pratica uma replicacdao
sem risco, o modelo de precificacio BSM passa a ser dependente de preferéncias. Nessa
abordagem o problema de preferéncias foi solucionado por minimizagdo da variancia da

carteira de hedge.

Wilmott (2005, p. 772-773) verifica também o impacto do ajuste discreto do hedge na
precificacdo da opcao. Como a replicacdo perfeita ndo existe, o critério de precificacao
utilizado foi igualar o retorno esperado da carteira de hedge a taxa livre de risco, ao invés

de igualar o valor da carteira de hedge a taxa livre de risco.

O resultado foi a seguinte equagao diferencial parcial, onde os termos omitidos

2°C(t,s,) o*c(t.s,)
2 € 7 .
ot as,

correspondem a derivadas parciais até as ordens

ac(t,st)JrleS2 azc(r,s,)HS oC(t,S,)

—rC(t,8, )+ Ae(..)=0.
ot 2 aS; " 9S rC(e.s,)+ ()

t

Pode-se observar que a equacao € a propria equacao diferencial de Black-Scholes com um
termo em Ar agregado ao final. O valor da opc¢do para o investidor passa a ser o preco

dado pelo modelo BSM, somado a uma correcao referente ao preco do risco de hedge.

Wilmott (2005, p. 773) ndo soluciona a equagdo, mas mostra uma solucao aproximada dos
termos omitidos. A solucao aproximada foi obtida resolvendo as derivadas parciais
omitidas como se o preco da op¢do fosse dado pela férmula de Black-Scholes, ignorando o

erro devido ao ajuste discreto do hedge, resultando em:

2
aC(r, S,)Jr 1. 52 9°C(t, S,)+rS oC(r,S,)

ot 2 S} ‘oS

0°C(r,S,)

0S*?

t t
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Se os termos adicionais forem agregados a variancia, a equacao torna-se entao a equagao

diferencial de Black-Scholes com uma correcao na variancia.

2
—BCS; 5.) +%(c72 +At(u—r)r—pu—-o2))s? 9%C(r.5,) +7S oCl.s,)

-rC(t,S,)=0
oS} " oS, res,)

A volatilidade corrigida e a razdo de hedge passam a ser dados por:

%
o =6[1+ Atz (,u—r)(r—,u—az)j
20

o - aC(z,S,)

0°C(1,$,)
' S '

|
+Atlu—r+—0o0" |S
(ﬂ 2 j 0S;

t

Wilmott (2005, p. 772) sumariza as principais caracteristicas do erro de hedge devido ao
ajuste discreto do hedge:
- O erro esperado de hedge é zero.
- O erro de hedge é assimétrico, com distribui¢do qui-quadrado se os log-
retornos tiverem distribui¢ao normal.
- O erro de hedge é proporcional a grega gama da opcao.
- O erro de hedge é proporcional ao intervalo de ajuste do hedge.
- Para o delta hedge, somente a distribuicao do quadrado dos log-retornos é
relevante.
- O desvio padrao da distribui¢c@o objetiva do erro de hedge é maior na pratica do
que na teoria devido a leptocurtose.
- O erro total de hedge tem desvio padrdo de ordem da raiz quadrada do

intervalo de ajuste do hedge.
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A andlise de Wilmott (2005, p. 773) conclui que na pratica, em casos com valores de
parametros tipicos e ajuste de hedge didrio, a utilizagc@o da correcdo da volatilidade no
modelo BSM resulta em uma variacdo de 1% a 2% no pre¢o da op¢ao em relacdo a
utiliza¢do do modelo sem corre¢do. Entretanto em mercados com forte tendéncia a

variacdo pode ser da ordem de 5% a 10%, casos que ndo podem ser ignorados.

Com relacdo ao hedge, conclui que em mercados com forte tendéncia a razao de hedge
corrigida proporciona uma melhor redu¢do do risco, minimizando a variancia e
desempenhando um papel de hedge antecipatdrio, pois a minimizacao € realizada sobre o
intervalo de tempo até o proximo ajuste do hedge e a esperanca dos log-retornos aparece
na expressao da corre¢do. O resultado € que a corre¢ao depende de expectativas. O efeito
€ importante quando o preco da acdo estd proximo do preco de exercicio e a op¢ao estd
proxima da data de expiracdo, momento em que a grega gama € muito grande (variacao da

taxa de variacdo do preco da op¢ao).

Wilmott (2005 p. 767) sugere que o modelo apresentado pode ser utilizado com qualquer
distribuicao de log-retornos, ndo necessariamente normal, podendo ser inclusive uma
distribuicao obtida empiricamente. Quanto a volatilidade, sugere que no caso de utilizacao
de uma volatilidade histérica como previsdo da volatilidade implicita, esta deve ser
calculada sobre um periodo correspondente ao periodo de ajuste do hedge. O
inconveniente € a necessidade de estimacdo de uma esperanca, que conforme destaca
Luenberger (1998, p. 212-222), em geral tem um intervalo de confianga muito pouco
preciso. A estimacdo dessa esperancga pode resultar em um erro maior do que

simplesmente ignora-la.

5.6 Resumo das caracteristicas da estratégia de hedge BSM

Podemos sumarizar o modelo BSM do ponto de vista da estratégia de hedge, pelas
seguintes caracteristicas:

- Hedge pelo delta.

- Hedge dinamico uniperiddico.

- Distribuicdo lognormal de retornos do ativo-base.
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- Precos e retornos continuos.

- Tempo continuo.

- Volatilidade de retornos do ativo-base adequada conforme avaliacdo de
implementacao.

- Mercado completo, portanto hedge teoricamente perfeito, mas na pratica
imperfeito devido ao ajuste discreto.

- N3ao h4 otimizagdo do hedge, uma vez que o modelo é de mercado completo e
teoricamente ndo € esperado erro de hedge. Em lugar de otimizacao € calculada uma

corre¢do a ser aplicada para compensar o erro resultante do ajuste discreto do hedge.
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6. A ESTRATEGIA AC

Neste capitulo descrevemos o desenvolvimento da estratégia AC desenvolvida por Ales

Cerny.

Notagao:

t : instante de tempo discreto, t € {0,1,...,T} .

T : instante de tempo de expiragao da op¢do de compra européia.

Rf, : processo-escalar retorno da taxa livre de risco.

B, : processo-escalar desconto cumulativo a taxa livre de risco.

S, : processo-vetor preco dos ativos-base.

0, : processo-vetor dividendo dos ativos-base.

X, : processo-vetor valor descontado dos ativos-base (incluindo dividendos).

AX, : processo-vetor retorno descontado dos ativos-base (retorno em excesso a taxa livre
de risco).

0, : processo-vetor estratégia dindmica autofinancidvel (quantidades de ativos-base).

x : investimento inicial.

V. *? . processo-escalar valor da estratégia autofinancidvel com investimento inicial x e 0
ativos-base.

H, : processo-escalar valor esperado do ativo-objeto (prego da opg¢do e valor esperado de
uma carteira replicante com erro esperado acumulado de hedge nulo).

k, : processo-escalar propor¢ao de erro propagado.

2 . .. . ~
£,” : processo-escalar erro quadratico esperado minimo acumulado de replicagdo.

t
2 Lot s . o .
£, :erro quadrético esperado minimo acumulado de replicac¢do no instante ¢ =0.

e, : erro acumulado de hedge no instante .

ESRE' : processo-escalar erro quadratico esperado de replicagio de um periodo na
medida de probabilidade objetiva.

E’ [¢] : esperanga condicionada na medida de probabilidade objetiva, que assinala valores
aos estados.

e': vetor ou matriz transpostos.
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6.1 O modelo AC

Cerny (2004a, p. 267-312) e Cerny (2004b, p. 1-25) apresentam uma estratégia de hedge
generalizada, que contempla a replicagdo do rendimento de um ativo-objeto descontado a
taxa livre de risco, pela combinagdo linear de um conjunto de ativos-base. Utilizando uma
solucdo de programacdo dinamica estocastica, o estudo minimiza o erro quadratico

esperado de hedge.

A generalidade da solucd@o permite a incorporagao de diversos fatos estilizados que tornam

a implementacao flexivel, sendo o hedge de op¢ao derivado como um caso particular.

A implementagdo utilizada neste trabalho restringe sua abrangéncia, tratando o hedge
composto por uma ac¢ao e o o ativo livre de risco como ativos-base e uma opcao como
ativo-objeto. Os retornos sdo considerados independentes e identicamente distribuidos e a

taxa livre de risco € considerada constante.

A distribuicdo dos retornos € ndo-paramétrica, obtida a partir do histérico de retornos
discretizados. A partir da distribui¢c@o estimada dos retornos, os pregos sao dispostos em

uma arvore de estados, utilizada para calculo da estratégia de hedge.

6.2 Dinamica de precos dos ativos no modelo AC

A dinamica de pregos dos ativos de risco parte de uma distribui¢do ndo-paramétrica de log-
retornos de n niveis.

Log-retornos {R} Probabilidades {P}

1 R1 1 P1
2 R2 2 P2
3 R3 3 P3
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Figura 6.1 - Retornos e Probabilidades

Dado um preco inicial, os precos do ativo-base §, sdo expandidos em uma drvore de

estados possiveis em instantes equidistantes de tempo.
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Figura 6.2 - Arvore de Estados de Precos
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O ativo livre de risco, tendo retorno constante Rf,, possui 0 mesmo valor em todos os

instantes de tempo e sua dindmica é descrita pelo processo S, de acumulagdo da taxa.

B, =Rf,Rf,..Rf;_

A partir da arvore de estados de pregos e do processo de desconto € possivel calcular os

retornos descontados do ativo dados por:

AX, =X, -X :L(S, +9, _SHJ
ﬂt—l th—l

Dados o preco do ativo-base S, ao final de T periodos e o preco de exercicio da opgdo

K, , o rendimento da op¢do H, € dado por:

H, =max{S, —K,,0}=(S, - K,)".

6.3 A solucao de programacao dindmica da estratégia de hedge AC

Por tratar-se de um modelo de mercado incompleto, pois existem mais estados da natureza
do que ativos, a operacdo resulta em erro de replicacdo. A estratégia de hedge minimiza o

erro quadratico esperado de replicacdo ao final de 7' periodos.

O erro acumulado de hedge e, é a diferenca entre o valor de uma carteira replicante V,*’¢e
o ativo-objeto H, , todos esses valores associados a cada instante de tempo e a cada estado

de preco do ativo-base, também dispostos em arvores de estado. O erro acumulado de

hedge € dado por:
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e, =V*—H

te

O valor da carteira replicante descontado pela taxa livre de risco acumulada f, , é o valor

do investimento inicial x =V,"’ somado aos rendimentos AX,, em excesso a taxa livre de
risco do ativo-base e descontados a taxa livre de risco. Os rendimentos s@o resultantes da
adocdo de uma estratégia 0, em cada instante de tempo e estado correspondente. Também

¢ expandida uma arvore de estados para o valor da carteria replicante e para a estratégia,

idénticas a arvore de estados de precos.

O valor descontado da carteira replicante é dado pelo valor inicial da carteira, somado aos

rendimentos resultantes da aplicagdo da estratégia 0, em todos os periodos.

T
erﬂr—l =V + Zﬁi—ltAXi :

i=0

O objetivo € obter o investimento inicial x e a estratégia @ que minimizam o erro

quadratico esperado acumulado de hedge no instante final 7 em relag@o ao instante inicial

0, com a manutengio da carteira replicante V,*“.

A partir dessas premissas € desenvolvida a solu¢ao de programacado dinamica estocéstica

que fornece a estratégia 6tima e a dinamica de precos da opcao.

A minimizacao do erro esperado acumulado de hedge é um problema de controle 6timo
estocdstico. Saridis (1995, p. 110) formula a solu¢do de um problema de controle 6timo
estocéstico como a obten¢do de uma funcdo de controle deterministica, que otimiza uma
funcdo de custo estocdstica representativa do comportamento de um sistema. O sistema é
descrito por estados estocdsticos, parametros e momentos. A func¢@o controle utiliza toda a

informacao passada e otimiza a incerteza futura.
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O erro acumulado de hedge e, descreve uma trajetdria que € funcio da varidvel estocdstica

que representa os retornos do ativo-base X, a qual sao aplicados controles x ¢ 0,i. e., 0

investimento inicial e a estratégia de hedge.

Pelo principio da optimalidade de Bellman, a partir de qualquer ponto da trajetéria 6tima a

otimizacdo desse ponto em diante resulta na trajetéria 6tima.

Extraindo sucessivamente pela lei das esperancas iteradas a esperanca do erro quadratico
de um periodo e desmembrando o problema de minimizagdo pelo principio da

optimalidade de Bellman:

& = min E [(VT"’H—HT)Z]

2.6y

min E; [Erf:_l [(VTX’H -H, )2 ]]

X6y 5.6
. i . 2
= min E,|minE; [(VT’"H -H, ) H
x.0y..0r_, | 6
. P . P . P . P 9 2
= min E;|minE, ;| minE, , [mm E, [(VTX’ - HT) ﬂ .
%,60,6r_4 L Or_3 O, O

A solucao do problema de minimizagao gera um procedimento recursivo de calculo do erro
o . N 2 2

quadritico minimo esperado acumulado de hedge na forma J, =k, (V, Y- H ,) +&,

sendo que J, =¢&,. O processo recursivo parte de H, e AX, obtidos pela expansao da

arvore de estados de precos. Aplicando recursivamente a solucdode t =7 até t =0,

obtém-se a solucdo do problema de minimiza¢do com os elementos descritos a seguir.

‘o -~ 2 .
O processo erro quadritico minimo esperado acumulado de hedge €, , sendo €, =0, ¢

dado por:

gt—12 = Erfil [gt ’ ]+ E:l [kt th ]_ kt—lHt—lz - Erfil [kt HtAthE:l [kr AXrAXr ])_1 ErP [kr HrAXr]’
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O processo propor¢ao de erro propagado k, , sendo k, =1, é dado por:
kr—l = Rfr—12 (Etlil [kt ]_ E:l [kr AXr kEtIil [kr AXrAXt ])_1 Etlil [kr AXr ])

O processo de valor médio H, , que representa o pre¢o da opgdo, sendo

H, = max{S, — K, .0} é dado por:

Ht—l = Etlil |:ka;_12 (kt - (Etlil [kt AX, ]Etlil [kt AXtAXt ])_l kt AXt )RHt }

t-1 t—1

Pode-se observar na expressao, se for extraido o termo

R

m, = k —(E”, [k, AX, ]E,’i X [k, AX,AX, ])_lkt AX, ), que a expressio restante

t-1
representa o preco da op¢ao descontado a taxa livre de risco. O termo extraido pode ser
interpretado como a mudanca de medida de probabilidade da precificagao pela teoria
martingale, mas, por tatar-se de mercado incompleto, ndo existe uma mudanga de medida
de probabilidade equivalente e esse processo ndo representa de fato uma mudanca de

medida.

O processo-vetor estratégia 6tima dinamica autofinanciavel é dado por:

pt _ P X0 P[ !
ﬂr - _(ﬁr+l ) Et [kr+lAXt+1 (Rfrvt - Hr+l )KEr kt+lAXr+1AXt+l .
Com esses elementos tem-se que o investimento inicial 6timo é dado por V," = x=H,.
Aplicando a estratégia a carteira replicante, agorade 1 =0 até t =T , obtém-se o resultado
do hedge. O processo valor da carteira replicante € dado por:

thfl19 = thVtx,g + ﬂt+letDAXt+l'

A demonstragdo detalhada do modelo € apresentada no apéndice 2.
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6.4 Caracteristicas e limitacoes da estratégia AC

A estratégia AC apresenta uma restri¢ao relacionada ao fato de ser uma estratégia
multiperiddica. No caso de adaptacdo a opcao do tipo européia, o hedge deve ser realizado
sempre até a data de expiracdo. Somente na expira¢cdo pode ser determinado o rendimento
da opcao, dado o estado de preco do ativo-base. Além de que o erro quadratico esperado
acumulado de hedge € minimizado em relag@o a esse instante de tempo, o que nao implica
otimizagdo em relagdo a instantes anteriores. Otimizar o hedge em relacdo a um instante
de tempo anterior a expiracao implica determinar o rendimento tedrico da opcao nesse
instante, dado o estado de preco do ativo-base. O aspecto negativo dessa abordagem € que
esse rendimento € abstrato, pois a op¢ao nao pode ser exercida nesse instante, portanto nao
ha rendimento definido, somente estimado. Ja na data de expirac¢ao, o rendimento da
opc¢ao € determinado de forma inequivoca pela diferenca entre o preco do ativo-base e o

preco de exercicio.

Outra caracteristica da estratégia AC é que somente € aplicavel a processos de preco sem
saltos. Cerny (2004b, p. 23) sugere a possibilidade de expandir o modelo para processos

de preco descontinuos.

Pela sua prépria concepcao, o modelo restringe-se ao paradigma de média-variancia, que
equivale a maximizar a utilidade para um agente com funcao de utilidade quadratica. Sua
extensdo para incorporar a teoria de preferéncias requer a extensao do desenvolvimento,

como também real¢ca Cerny (2004a, p. 290).

Por fim, a principal limitagdo da estratégia AC, no caso de retornos ndo-IID, esta
relacionada a limitagdes computacionais, pela quantidade de estados a serem tratados.

Uma implementagdo de m niveis em 7 periodos requer, somente no periodo final, o

tratamento de m’ estados, chegando-se facilmente aos limites computacionais.
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6.5 Resumo das caracteristicas da estratégia de hedge AC

Podemos sumarizar a estratégia AC do ponto de vista da estratégia de hedge de opg¢ao,
pelas seguintes caracteristicas:
- Hedge pelo delta.
- Hedge dinamico multiperiddico e autofinancidvel.
- Conjunto de qualquer quantidade de ativos-base combinada com a taxa livre de
risco.
- Hedge de um ativo objeto de qualquer natureza.
- Distribuicdo de retornos do ativo-base paramétrica ou ndo paramétrica,
conforme método de implementacao.
- Retornos ndo independentes e identicamente distribuidos ou a critério do
método de implementacao.
- Precos e retornos discretos.
- Tempo discreto.
- Taxa livre de risco estocastica ou deterministica, conforme método de
implementacao.
- Volatilidade de retornos do ativo-base adequada conforme método de
implementagao.
- Mercado perfeito incompleto e consequentemente hedge imperfeito.
- Otimizacdo do hedge por minimizacao do erro quadratico médio de hedge,
solucionada por programacao dindmica.

- Solucgdo recursiva adequada a implementagdo computacional.
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7. ESTRATEGIA HN

Neste capitulo descrevemos o desenvolvimento do modelo GARCH de Heston e Nandi

(2000, p. 585-625).

Notagao:

t : instante de tempo discreto, t € {0,1,...,T} .

T : instante de expiracdo da opcao.

r : taxa continua de retorno do ativo livre de risco.
S, : preco da agdo.

h, : variancia condicionada dos retornos da acao.

t
A : preco de mercado do risco.
@ : variancia de longo prazo.

o, : parametro de média moével.

,Bl. : parametro auto-regressivo.

A : parAmetro de assimetria.

C (St ,t) : preco de mercado da opgio.

C,, : preco racional da op¢ao.

Z, : variavel estocdstica com distribui¢ao normal padrao.
6, : quantidade da acdo.

£ : residuo.

e, , . diferenga entre o preco de mercado e o preco de modelo da opgao.

109

f *(e) : fungdo geratriz de momentos ou fungio caracteristica na medida neutralizadora do

risco.

7.1 O modelo GARCH aplicado a opcoes

Um dos trabalhos seminais na abordagem de precificacao de op¢des utilizando modelos

GARCH foi Duan (1995, p. 13-32). O objetivo do trabalho é a modelagem de um processo
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de preco de ativos financeiros, incorporando volatilidade estocdstica em tempo discreto,

para precificac@o de opg¢des do tipo européia.

A volatilidade estocéstica, assim como a fun¢do deterministica de volatilidade é mais uma
das formas de tentar suprir a deficiéncia do modelo BSM de volatilidade constante, porém,
ao contrdrio da volatilidade deterministica, ultrapassa o limite de aperfeicoamento do
modelo BSM para dar origem a uma nova gama de modelos. Apesar disso, Duan (1995, p.
13-32) procurou afastar-se o minimo possivel dos fundamentos do modelo BSM, que
transforma-se em um caso particular do seu modelo quando os termos GARCH sao

anulados, resultando em um modelo de variancia constante.

Entretanto o modelo ndo tem solugdo analitica, sendo necessario lancar mao de métodos de
simulacdo para cdlculo de preco e hedge. Duan (1995, p. 20-25) mostra testes do modelo,
com 0s precos estimados por simulacdo de Monte Carlo. Nao é apresentada uma
comparacao direta de desempenho com o modelo BSM. O trabalho limita-se a constatar
que o modelo GARCH incorpora caracterisitcas que suprem satisfatoriamente as
deficiéncias do modelo BSM relacionados a premissa de volatilidade constante,
comparando cdlculos de preco e hedge para op¢des com diferentes prazos de expiragdo e

moneyness.

A precificacdo € dada pela teoria martingale, como sendo a esperanca do preco da opcao na
medida neutralizadora do risco. Para solucionar o problema de incompletude do mercado,
introduzido pela volatilidade estocéstica, Duan (1995, p.14) recorreu ao conceito de
LRNVR (Local Risk Neutral Valuation Relationship) e estabeleceu condi¢cdes no modelo
para sua validade. O conceito da LRNVR € de que € possivel a precificacao da opc¢ao pela
teoria martingale, dado que a variancia condicionada dos log-retornos um periodo a frente
seja invariante com relacdo a mudanca de medida de probabilidade para a medida
neutralizadora do risco. A LRNVR também requer distribuicdo normal dos log-retornos na
medida neutralizadora do risco. Essa condicd@o assegura a precificacdo por mudanca de
medida de probabilidade independente de peferéncias e assegura a possibilidade de hedge
continuo perfeito. Essa independéncia de preferéncias tem sentido restrito, pois Duan
(1995, p.16) enuncia um teorema segundo o qual a LRNVR € equivalente a maximizagao

da utilidade para um agente com func¢ao utilidade da familia CRRA.
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Duan (1995, p. 15) define a dindmica de pregos da acdo como dada por um modelo

GARCH(1,1).

A equacdo da dindmica de precos € dada por:

ln(SS’ j: r+ﬂ,\/h_,—%hr +¢€

t-1
{e }~GARCH(1,1) = & ~N(0,h).
A dinamica da variancia é dada por:
h =, +ae_ +ph._.

Através de uma modificagdo na dinamica de precos na medida de probabilidade objetiva, €
obtido o processo na medida de probabilidade neutralizadora do risco, que tem como valor
esperado o rendimento do ativo livre de risco. A dinamica de pre¢os na medida de

probabilidade neutralizadora do risco é dada por:

In S :r—lh[+§r
S, 2

{E}~GARCH(1,1) = & ~N(0,h).

A dinamica da variancia na medida de probabilidade neutralizadora do risco &, entdo, dada

por:

h, =a,+a, (é—l - l\/a)z +B6h .
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A principal restri¢cdo desse modelo € a inexisténcia de solu¢do fechada para precificacio e
hedge e, por consequéncia, requer métodos de simulacao de Monte Carlo para cdlculo. O

preco racional da opg¢ao € calculado por simulacdo de Monte Carlo através da equagao:
C(S,,t)=e " E°[max{s, - K, .,0}].

A razdo de hedge € calculada por simulagdo de Monte Carlo através da equacao:

S
er = e_(T_r)rErQ _TI(s 2Kr) |*
Sr T=58T

7.2 A dinamica de precos do modelo GARCH HN

O modelo GARCH de Heston e Nandi (2000, p. 585-625) ¢ um modelo de precificacao de
op¢oes similar ao modelo GARCH de Duan (1995, p. 13-32), que foi especificamente
desenvolvido para obtencdo de uma solucao fechada, evitando recorrer aos métodos de
simulacdo de Monte Carlo, que requerem um intenso trabalho computacional. O modelo
foi desenvolvido sobre o conceito de LRNVR de Duan (1995, p. 14-17), mas as equagdes
foram modificadas. A solucdo € apresentada para modelos GARCH com qualquer
quantidade de defasagens, mas a estimacao e os testes comparativos foram realizados

somente para o modelo GARCH(1,1).
A equagdo da dinamica de precos € dada por:

In(S,)=1n(S, )+ r+2h, +./h,Z,.
A equagdo da dinamica de precos € dada por:

ht =0+ a(Zt—At -7 ht—At )2 + ﬂht—At .
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Heston e Nandi (2000, p. 590-591) mostra que os processos neutralizadores do risco da
dinamica de precos e da variancia tem aproximadamente a mesma forma dos processos na

medida de probabilidade objetiva.

A dinamica de precos na medida de probabilidade neutralizadora do risco é dada por:

In(S,)=In(s, )+ r —%h, +hz,.
A dinamica da variancia na medida de probabilidade neutralizadora do risco é dada por:
2
hr =0+ a(Zr—At —7 ht—At ) + ﬁhr—At :

O precgo da opc¢ao € calculado pela teoria martingale, da mesma forma que o modelo de
Duan (1995, p. 13-32), porém ao invés de recorrer a solu¢ao por simulacao, foi derivada

uma solugdo analitica para a expressdo de precificacao.
C(S,,t)=e " E°[max{s, - K, ,0}].

A dinamica de pregos da opc¢ao € obtida na forma de uma integral que requer métodos

numéricos de solu¢do. Essa € a solucao apresentada como fechada.
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A E —ig pxf.
C(Sr,t)=%5r+%e"(T")j:Re{KT { ¢(l¢+1)}d¢—KTe—’(T—’)(%+%j:R{—KT i{; (l¢)Dd¢

f(0)=(8,) exp(A(t.T,0)+B(t.T.p)h,,,)

AT, 0)= At +1.T,0)+or + Bt +1.T, QJ)w—%ln(l —20B(t+1,T,9))

Vlp-»r

1-2a,B,(t+1,T,9)

B(1,T,¢)= ¢(/1+ y )—%7/2 + BB(t+1,T,0)+

A(T,T,p)=B(T,T,p)=0.

O desenvolvimento do modelo € apresentado detalhadamente no apéndice 3.

7.3 O modelo GARCH da estratégia de hedge HN

Da mesma forma que no modelo BSM, a estratégia de hedge é dada pela derivada parcial
do preco da opcao em relacd@o ao preco da acdo. Como a férmula do prego racional da
op¢ao tem o mesmo formato da férmula de Black-Scholes, que é a multiplicacdo do preco
do ativo-base por uma probabilidade neutralizadora do risco P, , menos o preco de exercicio
descontado a taxa livre de risco multiplicado pela probabilidade neutralizadora do risco

P, , a estratégia de hedge € dada por P, .

6 - _aC(s,.1)
oS

t

C(S,.t)=8,P -K,e" TP,

—ip .
6 :_l_er{KT. f *(z¢+1)},¢.
2 7o igf (1)
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7.4 Caracteristicas e limitacoes da estratégia HN

Por manter todas as premissas do modelo BSM, a exce¢do da volatilidade constante, o

modelo GARCH apresenta praticamente as mesmas limitagdes do modelo BSM.

A premissa de mercado localmente completo, analogamente ao modelo BSM, requer um
ajuste continuo do hedge, inexistente na pratica. Neste caso, porém, ndo encontramos
referéncias que tratem o erro de hedge devido a esse ajuste discreto, como o trabalho de

Wilmott (2005, p. 763-782) desenvolvido para o modelo BSM.

A estimagdo do modelo também abre possibilidades de estimag¢do que conduzem a

resultados diferentes.

A primeira questdo de implementagdo € a periodicidade de reestimacao do modelo. Heston
e Nandi (2000, p. 596-601) apresenta dois estudos, um com reestimacdo semestral e outro
com reestimacdo semanal do modelo, tento este tltimo método apresentado melhores

resultados, mas ndo hd nenhuma justificativa para a periodicidade adotada.

A segunda questdo de implementacdo € o método de estimacao dos parametros. Modelos
GARCH, em geral, sdo estimados pelo método de maxima verossimilhanga, como
apresentado em Bollerslev (1986, p. 307-327) ou Nelson (1991, p. 347-370). Heston e
Nandi (2000, p. 596-601) utiliza méxima verossimilhan¢a, mas também um método de
minimos quadrados ndo-lineares. O método € utilizado para minimizar o erro quadratico
entre preco de mercado da op¢do e preco de modelo da opc¢ao calculado sobre a série
histérica. O preco de mercado € regredido no preco de modelo com amostras semanais
extraidas as quartas-feiras, de precos de opcdes com diversos exercicios e prazos de

expiragao.

(A,OA{,,B, A,ZA,): arg min iiemz

apr Ao 30T
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Esse método requer a integracao entre o método de minimos quadrados ndo-lineares e o
método numérico de solucao da integral de cdlculo do preco da op¢cao. Somente a
implementagdo conjunta dos métodos permite que os parametros utilizados nas iteracoes
de minimizag¢do do erro quadratico sejam utilizados para estimagdo da variancia e,
juntamente com essa estimagao, transferidos ao método numérico de resolugdo da integral
de cdlculo de preco da opgdo. E interessante observar que embora os dados de opcdes
sejam semanais, a previsao de variancia condicionada um periodo a frente € computada
diariamente pelo modelo estimado com os parametros intermedidrios para calculo do preco
da opcao. Heston e Nandi (2000, p. 596-601) indica ter utilizado o método de Levenberg-
Marquardt para minimizacao do erro quadritico médio e o método de Romberg para

solucdo da integral.

Modelos GARCH também apresentam sensibilidade a inicializacdo da variancia. Heston e
Nandi (2000, p. 596) argumenta que o processo de volatilidade com reversao a média torna

o modelo menos sensivel ao valor inicial atribuido a variancia.

7.5 Resumo das caracteristicas da estratégia de hedge HN

Podemos sumarizar o modelo GARCH do ponto de vista da estratégia de hedge, pelas
seguintes caracteristicas:
- Hedge pelo delta.
- Hedge dinamico uniperiddico.
- Distribui¢do de retornos do ativo-base descritos por um processo especifico
com média dependente da variancia condicionada e variancia condicionada seguindo
um processo GARCH.
- Precos e retornos discretos.
- Tempo discreto.
- Volatilidade estocéstica de retornos do ativo-base.
- Mercado localmente completo com hedge continuo perfeito.
- Hedge em mercado localmente completo, portanto hedge teoricamente perfeito,

mas na pratica imperfeito devido ao ajuste discreto.
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- N3ao h4 otimizagdo do hedge, uma vez que o modelo é de mercado completo e
teoricamente nao € esperado erro de hedge. Nao ha aplicacdo de correcdo para

compensar o e1ro resultante.
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8. AVALIACAO COMPARATIVA

8.1 Discussio teorica

Os modelos em Financas buscam a representacdo do comportamento dos precos dos ativos
financeiros por meio de formulacdes matematicas. Podemos dizer que um modelo tem um
melhor desempenho quanto melhor for capaz de mimetizar o mercado financeiro. Os
modelos podem ser compostos por parametros constantes, varidveis deterministicas e

variaveis estocasticas.

A complexidade dos modelos € diretamente afetada pela quantidade de varidveis e
parametros que tratam. Outra caracteristica que afeta a complexidade dos modelos € sua
capacidade de incorporar fatos estilizados. Fatos estilizados sdo generalizagdes imprecisas
de regularidades empiricas. Cont (2001, p. 223) define fatos estilizados como
propriedades comuns a diversos instrumentos financeiros, mercados e periodos de tempo,
observadas por estudos independentes. Hafner e Herwartz (2001, p. 1) elenca como fatos
estilizados dos retornos de acdes: a heteroscedasticidade condicionada, a leptocurtose
condicionada e o efeito de alavancagem. Podemos acrescentar a esse conjunto, para
prosseguirmos em nossa andlise, a precificacdo do risco, que € a dependéncia do nivel
médio de retornos da volatilidade e a reversao a média, que € a tendéncia de volta do nivel

de precos ou volatilidade aos valores médios ap6s desvios ocasionados por choques.

Uma vez definida a estrutura do modelo, incorporando as principais varidveis de influéncia
e principais fatos estilizados, o modelo € completado pela estimagdo dos parametros. A
partir do modelo pode-se analisar e e inferir conclusdes a respeito do fendmeno que ele

representa.

E importante observar que nio hd relacio entre a complexidade e o desempenho dos
modelos, haja vista a robustez do modelo BSM comprovada nos estudos apresentados na
revisdo da literatura. Tratando especificamente do problema de hedge, objeto deste
trabalho, um argumento apresentado nos estudos como sendo um dos que mais explica o

desempenho dos modelos € a estabilidade dos parametros do modelo ao longo do tempo,
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que se reflete na baixa variacdo dos parametros nas reestimagdes. Kim e Kim (2004, p.
129) avalia a estabilidade dos parametros ao longo do tempo e alerta para o fato de que
uma maior quantidade de parametros leva a um ajuste excessivo do modelo aos dados
utilizados para estimacao, prejudicando o ajuste estrutural do modelo ao fendmeno e

prejudicando seu desempenho.

Outro aspecto do desempenho, abordado por Nandi e Waggoner (2000, p. 39) € que, para
um mesmo modelo, desempenho superior em precificacdo nao implica desempenho
superior em hedge. O estudo constatou uma diferenca menor de desempenho entre
modelos em hedge do que na precificagdo. A explicacdo dada é que os vieses de um
modelo que levam a erros de precificacdo podem ser estaveis no tempo, consequentemente,

nao prejudicam o desempenho de hedge.

Observamos que, embora haja uma convergéncia quanto as razdes pelo melhor
desempenho dos modelos, os estudos sdao contraditérios quanto aos modelos que
apresentam melhor desempenho. Ocorre de um estudo avaliar um modelo como tendo
desempenho superior a outro € um outro estudo concluir o inverso, e. g., Heston e Nandi
(2000, p. 585-625) e Kim e Kim (2004, p. 117-142) em relagdo ao modelo BSM e ao
modelo HN. Uma das possiveis razdes € que a estabilidade das estimac¢des dos modelos
depende de um padrao de mudanga do comportamento dos precos dos ativos que nao pode
ser previsto, pois o verdadeiro PGD € desconhecido. Tanto que um dos métodos de
implementacdo que gera os melhores resultados € a reestimacao do modelo sempre com os
dados mais recentes, capturando as dltimas informagdes sobre o seu comportamento. A
estimacao da volatilidade implicita no modelo BSM utilizando os dados do dia anterior € o
exemplo mais evidente. Essa variacdo de desempenho originada pela mudanga no método
de estimacdo dé indicios de que a forma de incorporacdo de novas informag¢des ao modelo
€ tdo importante quanto o proprio modelo. Esse é um aspecto que ndo € tratado
diretamente na estrutura do modelo, ficando a cargo da estimagdo, que por sua vez nao tem
por finalidade a incorporagao dindmica de informagdes, mas a resolucdo de uma situacao

estatica.

O modelo BSM ¢ sem diivida o modelo mais simples dentre os abordados neste estudo.
Trata somente cinco componentes, entre parametros e variaveis. O preco da ac¢do, o tempo

para a expiracdo da opc¢do e o preco de exercicio, que sdo varidveis observaveis, a taxa
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livre de risco e a volatilidade dos log-retornos da a¢do, que sdao parametros, portanto

constantes.

A robustez do modelo BSM reside na sua simplicidade e evidentemente na estabilidade
relativa da volatilidade. Luenberger (1998, p. 212-222) mostra o problema de estimacao
de valor esperado e variancia de log-retornos didrios. Estimacgdes de valor esperado em
geral apresentam intervalos de confianca pouco precisos, o que praticamente invalida a
utilidade de sua estimagdo. J4 a variancia, em geral apresenta um intervalo de confianga
bem mais preciso. Consequentemente o fato do modelo BSM nédo depender da estimacgado
do valor esperado dos log-retornos € por si s6 um fator de robustez. A taxa livre de risco,
considerada no modelo BSM um parametro constante, € na realidade uma variavel, mas o
modelo perde pouco por essa simplificacdo. Mesmo constituindo uma estimacao de valor
esperado, em geral sofre mudangas continuas e em pequena escala e seus processos de
modelagem em geral incorporam reversdo a média. O parametro mais critico do modelo, a
volatilidade, se por um lado constitui um parametro nao tao estavel, por outro lado tem
como compensa¢ao uma estimag¢ao com um intervalo de confianga mais preciso, atenuando
a falta de modelagem da heteroscedasticidade condicionada. Hifner e Herwartz (2001, p.
2) contesta a ndo presenca do valor esperado dos log-retornos no modelo BSM,
argumentando que a variancia carrega implicitamente uma estimativa de valor esperado de
retornos, que altera a estimagdo da variancia. Sua argumentacdo tem por objetivo justificar
a investigacdo de componentes auto-regressivos na modelagem da dinamica de pregos,
para melhorar a estimacdo do valor esperado e por consequéncia da variancia. Mas
independente dessa presenca indireta do valor esperado, € fato concreto que o intervalo de

confianca de estimacao da variancia € mais preciso.

O modelo BSM carrega outras defini¢des implicitas, que ndo aparecem na férmula de
Black-Scholes para cédlculo do preco da op¢do e da estratégia de hedge. Entre elas estd a
premissa de distribui¢do normal dos log-retornos. Essa premissa exclui a incorporagao da
leptocurtose condicionada e do efeito de alavancagem. Entretanto a importancia desses
fatos estilizados, identificados mais simplesmente por assimetria e curtose da distribuicdo
dos log-retornos, € ainda objeto de estudos na literatura, como em Cerny (2007, p. 1-37),
que cita outros estudos que buscam identificar a incorporagao desses fatos estilizados nos
modelos. Os estudos tendem a comprovar que a contribuicao de sua incorporacdo € baixa,

o que reflete mais uma fonte de robustez do modelo BSM.
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O modelo GARCH de Heston e Nandi, embora praticamente difira do modelo BSM
somente na concepcao de um parametro, que € a volatilidade transformada em varidvel
estocdstica, ao modelar seu comportamento introduz uma série de fatos estilizados e cinco
novos parametros, nenhum deles diretamente observavel, como a propria volatilidade. Os
componentes observaveis sdao o preco da acio, o tempo para a expiracdo da op¢ao, o preco
de exercicio e a taxa livre de risco, que também é considerada constante. A volatilidade
surge como varidvel estocdstica e sdo introduzidos como parametros o preco de mercado
do risco, a variancia de longo prazo, a assimetria da variincia e os pardmetros dos

componentes auto-regressivo e de média movel da variancia.

A introducgido da volatilidade estocéstica altera também a premissa de distribui¢do normal
dos log-retornos. A imposi¢do de um processo gerador de dados especifico para a
dindmica de log-retornos gera uma distribuicdo desconhecida, diferente da normal. A
dinamica de log-retornos da a¢do incorpora a precifica¢do do risco e a volatilidade
estocdstica, mas ndo incorpora termos auto-regressivos. Essa limita¢cdo do modelo ndo é
significativa, pois Hafner Herwartz (2001, p. 1-2,10) observa que diversos estudos
corroboram a hipétese de autocorrelagdo dos log-retornos, porém, em compara¢ao com o

efeito de alavancagem € um fator de menor importancia.

O modelo GARCH de Heston e Nandi, com diversos parametros, se por um lado tem a
capacidade de capturar melhor os fatos estilizados, conforme Heston e Nandi (2000, p.
589), incorporando heteroscedasticidade condicionada dos log-retornos, leptocurtose
condicionada dos log-retornos, efeito de alvancagem, reversao a média da volatilidade e
precificacao do risco, por outro lado, implica uma estima¢ao mais complexa. Os fatos
estilizados s@o representados por parametros que ndo sdo diretamente observaveis € nao
sd0 necessariamente estaveis no tempo. Além disso, os modelos GARCH em geral
requerem séries de dados mais longas para obtencao de significancia dos parametros e sao

sensiveis a inicializa¢ao da variancia.

A estimacao da volatilidade no modelo BSM € muito mais flexivel, pois o modelo nao
vincula nenhum método de estimagao. Ja o modelo GARCH oferece poucas possibilidades
de uso de outras informacdes que ndo um conjunto de dados histéricos para estimagao. No

caso especifico do modelo GARCH analisado neste trabalho, Heston e Nandi (2000, p.
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596) afirma que o efeito de reversdao a média da volatilidade no modelo o torna menos
sensivel ao valor de inicializa¢cdo, mas ndo delimita essa sensibilidade. Em outros modelos

GARCH esse € um problema adicional.

A leptocurtose condicionada € introduzida nos modelos GARCH pela estimacdo do
modelo utilizando choques estocésticos com distribuicdo t de Student ou da familia GED
(Generalized Error Distribution) quando estimados por maxima verossimilhanga. Na
estimagao de Heston e Nandi (2000, p. 585-625) por minimos quadrados ndo-lineares da
diferenca entre preco de mercado e preco de modelo, a leptocurtose condicionada dos

choques estd implicita.

Uma das caracteristicas mais importantes da introducdo da volatilidade estocéstica do
modelo GARCH em relagdo ao modelo BSM, como observa Duan (1995, p.14) é a
capacidade de representar o sorriso de volatilidade observado no computo de volatilidades
implicitas no modelo BSM, que € o aumento da volatilidade implicita de op¢des out-of -
the-money e in-the-money. Entretanto, Hérdle e Hafner (2000, p. 199) cita que estudos
comprovam que o sorriso de volatilidade desaparece com o aumento do prazo para
expiracdo da op¢do. Sem precisar a duragdo de tempo, o trabalho opta por definir como 30
dias o limiar a partir do qual o sorriso de volatilidade deixa de ser significativo para o
estudo em questdo. Hérdle and Hafner (2000, p. 205) conclui que os modelos GARCH,
com a introducao da volatilidade estocéstica, sdo superiores ao modelo BSM em
precificacdo de opg¢des para prazos curtos de expiragdo. Por tratar-se de uma condicao

particular, esse fato também reforca a robustez do modelo BSM.

A estratégia AC difere das estratégias BSM e HN primeiramente porque foi concebida
dentro de um paradigma multiperiédico, sem o objetivo precipuo de precificagdo de
opg¢oes, mas sim de hedge de ativos financeiros. Sua adaptacdo ao hedge de opgdo
apresenta a caracteristica, desejavel sob o prisma do investimento, de estabelecimento de
uma estratégia autofinancidvel sobre multiplos periodos, mas impde a restri¢ao de

manutenc¢do da estratégia até a data da expiracao da opgao.

O modelo depende da distribu¢do dos log-retornos que € nao paramétrica, portanto nao ha

parametros a serem estimados, somente probabilidades. Depende também das varidveis
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preco da acdo, prazo até a expiracdo da opg¢do e taxa livre de risco, sendo que a taxa livre

de risco pode ser estocdstica.

A expansao dos precos em arvore de estados a partir de uma distribuicao nao-paramétrica
proporciona flexibilidade a dinamica de precos e log-retornos. Por consequéncia, a
distribuicao pode incorporar quaisquer fatos estilizados e pode ser estimada por diversos
métodos, seja a partir de dados histéricos, critérios subjetivos, modelos matematicos ou
uma combina¢do de métodos. Como a arvore € expandida periodo a periodo, os log-
retornos nao precisam ser necessariamente IID, podendo ser tratada uma distribuicao

diferente em cada periodo e em cada estado.

Embora o cardter ndo-paramétrico do modelo permita o tratamento flexivel de diversos
fatores, a viabilizacdo do modelo requer a introdu¢@o de condi¢des que limitem a
quantidade de estados para tratamento computacional e exige a defini¢do de critérios para a
introducao de hipoteses e fatos estilizados. O tratamento de log-retornos nao-IID vérios
periodos a frente demanda uma fundamentagdo tedrica ou empirica sobre as distribuicoes,
que nao € parte integrante do modelo, mas afeta seu desempenho. Da mesma forma, a
introducdo de volatilidade estocdstica também € possivel, mas requer uma defini¢ao
propria que também nao € parte integrante do modelo. Neste trabalho as premissas foram
simplificadas para log-retornos IID com distribuicdo ndo-paramétrica, estimada a partir de
dados histéricos e taxa livre de risco constante. Dessa forma o modelo incorpora
assimetria e leptocurse aos log-retornos de acordo com os dados utilizados na estimagao,

mas é mantido com variancia e taxa livre de risco constantes.

Podemos concluir que o modelo GARCH ¢é o que melhor incorpora fatos estilizados,
porém, € o mais sujeito a problemas de estima¢do. O modelo BSM € o que menos
incorpora fatos estilizados, mas € menos susceptivel a problemas de estimacdo. O modelo
AC, embora possibilite maior amplitude na representacao dos fatos estilizados, foi
simplificado na implementacdo adotada perdendo a incorporacao de alguns fatos, mas € o
que menos impde restricdes a distribui¢do dos log-retornos. Tanto o modelo GARCH
quanto o modelo BSM impdem os processos geradores de dados e buscam adapta-los da

melhor forma aos dados.
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8.2 Avaliacao por simulaciao

8.2.1 Método

As avaliagOes comparativas de desempenho de estratégias de hedge nos estudos
apresentados na revisao da literatura consistiam sempre na avaliacao do erro de hedge
periodo a periodo, como se constituissem investimentos independentes, havendo interesse

no resultado de cada periodo isoladamente.

Os testes calculam a estratégia de hedge para um periodo e no periodo seguinte avaliam o
erro de hedge, representado pela diferenca entre a quantidade de acdo que foi calculada e a
quantidade de acdo que efetivamente geraria um hedge perfeito. O erro de hedge é
avaliado pelo erro no cédlculo do delta. Poderia ser avaliado pela diferenca monetéria, mas
seria apenas uma mudanca de escala. Ao final de determinada quantidade de periodos sdao
avaliados os erros absoluto médio e quadratico médio de hedge, e as estratégias sao
comparadas sem considerar compensacoes entre os erros de hedge por excesso ou falta.
Essa forma de avaliagdo, dentro do contexto didrio utilizado nos trabalhos, tem pouco
significado sob a dptica financeira, pois € improvavel que um investidor faca hedge
diariamente sem preocupar-se com o efeito acumulado das operagdes. Além disso, uma
estratégia como a AC nao € adequada a realizacdo desse tipo de avaliacdo, pois é

multiperiédica por concepgao.

Neste trabalho propomos uma avaliacao de desempenho por simulacdo. O teste realizado
para comparagdo de desempenho entre as estratégias de hedge BSM, AC e HN consiste na
replicacdo do valor de uma opcdo com o ativo livre de risco e uma proporcado de acdo. A
estratégia € autofinancidvel, cobrindo multiplos periodos entre o estabelecimento da
estratégia de hedge e a data de expiracdo da opcdo. Cada periodo de tempo corresponde a
1 semana e o hedge é mantido por 4 semanas até a expiracdo da op¢ao. Ao final das 4
semanas € avaliado o erro absoluto médio e o erro quadratico médio de hedge, computado
pela diferenca entre o valor da carteira replicante e o rendimento da op¢do. Para evitar o

problema de escala, o erro € normalizado pelo preco inicial da opgao.
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O objetivo da simulacdo € reproduzir, na medida do possivel, situacdes tais quais sdo
encontradas no mercado financeiro. Para entendimento do contexto que queremos

reproduzir, podemos conduzir a andlise a seguir.

O mercado financeiro é composto por ativos, aos quais estdo associados processos
geradores de dados desconhecidos, que determinam o comportamento dos retornos e
consequentemente dos precos. O objetivo de todos os modelos € definir um processo
gerador de dados que reproduza a dinamica dos retornos observados no mercado. Dada a
complexidade do mercado, na construcao e avaliagdo dos modelos sdo assumidas

simplificagdes.

A primeira simplificagdo reside no objetivo de reproducdo da dindmica dos retornos do
mercado. Esse objetivo é perseguido ndo pela identificacdo do processo gerador de dados
do mercado, mas pela especificacdo de um processo gerador para representd-lo. O modelo
especificado busca reproduzir a dindmica dos retornos pela incorporacao de alguns dos
fatos estilizados observados no mercado. Qualquer especificacdo €, portanto, uma
aproximacao do processo gerador de dados do mercado, que evidentemente nao

corresponde ao verdadeiro processo gerador de dados que € desconhecido.

A segunda simplificac@o € de que o processo gerador de dados é o0 mesmo para todos os
ativos. Os modelos de precificagdo e hedge sao utilizados indiscriminadamente para
quaisquer acdes ou indices, como podemos observar nos trabalhos analisados na revisdo da

literatura.

A terceira simplificac@o € de que a dindmica observada nos retornos € invariante no tempo,
o que pode ser observado nos métodos apresentados nos estudos. Para isso foi utilizada
uma parte da amostra de retornos, denominada amostra de estimagdo, para estimar os
parametros dos modelos e outra parte subsequente da amostra, denominada amostra de

validacdo, para comparagao de desempenho entre os modelos.

O objetivo dessa andlise apresentada foi identificar o contexto no qual serd introduzida
uma metodologia de simula¢do. A simulacdo, assim como os modelos, tem por objetivo

criar um ambiente controlado, que reproduza o comportamento do mercado.
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A figura a seguir ilustra o método de simulacdo utilizado:

Periodos para utilizagao Periodos dados para
dos dados para estimacéo aplicagdo da estratégia
dos parametros da de hedge
estratégia de hedge. autofinanciavel em
Processo Retornos mdltiplos periodos e
gerador Pregodo iaca
do dad Log-relomos ativo-base avaliagdo c_io erro de
e dados hedge ao final.

Prego
inicial do
ativo-base
=100

v

amostra de estimagao amostra de validagao

Geragao de 1 série com
cada processo gerador de
dados.

Geragao de 100
continuagdes das séries
para cada processo
gerador de dados.

/—/%K—%

Inicio da aplicagdo das ~ EXpiragéo da opgao
estratégias de hedge Calculo do erro de
hedge

Figura 8.1 - Método de Simulacao

Para geracdo de séries de log-retornos e pregos didrios de ativos foram utilizados quatro
processos geradores de dados:
- Um processo gerador de log-retornos com distribui¢do normal, conforme
apresentado em Cerny (2004a, p. 240-243).
- Um processo gerador de log-retornos com distribui¢do normal, com saltos com
distribuicao de Poisson na frequéncia e distribui¢do normal no tamanho, conforme
apresentado em Cont e Tankov (2004, p 321-324).
- Um processo gerador de retornos representado por um modelo TGARCH,
conforme apresentado em Hafner e Herwartz (2001, p. 17-20).
- Um processo gerador de log-retornos representado por um modelo GARCH,

conforme apresentado em Heston e Nandi (2000, p. 588-591).

Todos os processos acompanhados dos respectivos equivalentes na medida de
probabilidade neutralizadora do risco, para determinagdo dos precos de op¢ao por
simulacdo de Monte Carlo. O objetivo da utilizacao de diferentes processos geradores de

dados € mimetizar o mercado, no sentido de que esses modelos incorporam fatos
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estilizados observados, e sua diversidade impde a condi¢@o de processos geradores de
dados desconhecidos. Assim, os modelos sob avaliacdo sdo testados quanto a sua
capacidade de capturar informagdes de séries geradas por outros processos, COmo ocorre

com as séries do mercado.

De forma andloga ao que ocorre no mercado, cada processo gerador de dados foi utilizado
para gerar uma Unica série de retornos, a partir da qual foram estimados os parimetros
necessarios a cada uma das estratégias de hedge sob avaliagdo. Essa série gerada para
estimacdo do modelo € utilizada como amostra de estimagdo, conforme ilustrado na figura
8.1. A estimacdo dos modelos a serem utilizados em estratégias de hedge tem como
perspectiva suportar qualquer possivel trajetéria futura do ativo-base. No mercado, porém,
nao € possivel avaliar o desempenho das estratégias de hedge para diversas evolucoes
possiveis, pois somente uma pode ser observada. Como na simulacio os processos
geradores de dados sdo conhecidos, € possivel gerar diversas continuacdes para a série da
amostra de estimagao, simulando as possiveis evolucdes dos precos. Essas continuagdes
da série utilizadas para célculo dos erros de hedge e avaliacdo das estratégias de hedge sao

utilizadas como amostras de validacdo, conforme ilustrado na figura 8.1.

8.2.2 Dados

Foram utilizadas 4 séries de valores simulados como amostras de estimagao de log-
retornos didrios, geradas pelos 4 modelos geradores de dados descritos, a partir das quais
foram geradas as séries de precos. O preco inicial utilizado foi 100 para os 4 processos
geradores de dados. A taxa livre de risco foi definida arbitrariamente como 0,0378 % ao
dia e os parametros dos modelos foram ajustados para geracdo de retornos de tamanho
comativel com essa escala. Esse ajuste de taxa e parametros teve por base valores
observados no mercado brasileiro, para que os dados representem valores factiveis, mas
sem a inten¢ao de reproducdo fiel de alguma situagdo. Cada uma das séries de log-retornos
foi gerada com 520 log-retornos definidos como didrios. Para cada série de estimacao
foram geradas 100 continuacdes como séries de validacdo com 20 log-retornos didrios.
Definindo uma semana como 5 dias, cada série de estimacao de 520 pregos didrios foi

transformada em uma série de 104 precos semanais e cada série de validacao de 20 pregos
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diarios foi transformada em uma série de 4 precos semanais. Foram calculados os log-
retornos semanais para as séries de estimacao, que foram utilizados para estimacao dos
parametros necessarios aos modelos utilizados nas estratégias de hedge testadas. A cada
série de validacdo foram agregados os ultimos valores da acdo das séries de estimacao
como valor inicial, compondo séries de 5 valores que delimitam 4 semanas. Em seguida
foram calculados os precos de op¢do em cada semana utilizando os processos geradores na
medida neutralizadora do risco, resultando em uma série de precos de op¢ao para cada
série de validacdo de precos de ac@o. O preco de exercicio foi definido sempre como igual

ao valor inicial da a¢@o na série de validagdo.

8.2.3 Teste das estratégias

Tendo ao todo 400 séries de validacdo de precos de acdo de 5 valores para 4 semanas e 400
séries de 5 precos de opgdo para 4 semanas, as estratégias foram computadas. O valor
inicial da carteira replicante foi dado pelo valor da op¢ao no periodo inicial. O hedge pelo
delta foi calculado para cada estratégia, e a partir desses valores e do preco da ac¢ao, foi
calculada a quantidade do ativo livre de risco a ser tomada. O processo foi repetido nos
quatro periodos a frente e no periodo final foi computado o erro de hedge pela diferenca
entre o valor da carteira replicante e o rendimento da op¢ao. O erro foi normalizado pelo
preco inicial da opc¢ao para tornd-lo comparavel em magnitude, uma vez que os valores
iniciais das op¢des e consequentemente do investimento nas carteiras replicantes difere

para cada processo gerador de dados.

Notagao:

rf : taxa livre de risco.

K, : preco de exercicio da op¢do no instante.

V. : valor da carteira replicante.

S, : preco da agdo.

C,: preco racional da opgao.

B, : valor em numerdrio tomado a taxa livre de risco..

6, : razdo de hedge.

t
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C,, : preco de mercado simulado da opc¢ao.

e . erro absoluto acumulado de hedge.

8.2.3.1 Estratégia BSM
Para implementacdo da estratégia BSM a volatilidade foi estimada pela volatilidade
implicita calculada com o preco da op¢ao do dia, utilizando a férmula de Black-Scholes

pelo calculando as raizes da equacao:

S o’
In——+ (T -0 rf +—
S ( )(f :

' oNT —t oNT —t

S 2
j anf+(T—ﬂpf—f;j
SRR o — =0.

c, —S

Com a volatilidade implicita obtida, foi calculado o hedge pelo delta:

S o’
In——+ T -0 rf +—
S >(f 2]
0 =—&

' oNT —t

O processo de calculo do hedge sobre a série de validacdo € descrito na figura 8.2 a seguir.

série in-sample série out-of-sample
A /\
Is N N
0 1 2 3 4
— e | | | | |
Dados Dados Dados Dados Dados Dados
K,.if Cy, S, G5, G,.S, G585 Cy :max(S4—K4,O)
Célculo de 00 Calculo de 9] Calculo de 92 Calculo de 93 Sa
com a volatilidade com a volatilidade com a volatilidade com a volatilidade Vi=Byif +6,5,
implicita do dia implicita do dia implicita do dia implicita do dia
o= ‘V4 — C4‘
-C — . C
B, =C, - 6,5, Vi=Byf +6,S,  V,=Buf+6,S, V,=B,f +6,S, ’
Vo =B, +6,5, B =V,-65, B, =V, 6,5, B,=V,-6,S,
Vo=6Co V, =B, +6,S, V,=B,+6,S,  V,=B,+6.5S,

Figura 8.2 - Estratégia BSM
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8.2.3.2 Estratégia AC

O modelo AC foi definido com 7 niveis de log-retornos e os log-retornos e probabilidades
foram estimados a partir da série de estimacao de precos. A taxa livre de risco foi
considerada constante. O modelo foi estimado uma unica vez para todo o periodo de 4

semanas de hedge.

Com os niveis de log-retornos e as probabilidades foram calculadas as arvores de estado de

precos e os valores 6timos de hedge pelo delta, correspondentes a cada estado de preco.

O processo de calculo do hedge sobre a série de validacdo € descrito na figura 8.3 a seguir.

série in-sample série out-of-sample
/\

— I

0 1 2 3 4
— e | | | | |
Estimagao dos niveis Dados Dados Dados Dados Dados
de retorno e
respectivas C.,S C,.S, C,.S, C,, 8, C, = max(s, -K,.0)
probabilidades sobre 0o s

P y

a serie in-sampi B,=C,—6,S, V,=Byf+6,,  V,=Bif+6S, V,=Buf+6,S,

. . V,=B,if +6,S
Célculo da arvore de 6, V, =B, +6,5, B, =V, -85, B,=V,-6,8, B, =V, 6,5, 4 sif +658,
para 0s possivels S, V,=C, V, =B +6S, V,=B,+6,S,  V,=B,+6,S, 2l
i=01234 G
Dados
Ky.if

Figura 8.3 - Estratégia AC

8.2.3.3 Estratégia HN
Para implementacdo da estratégia HN os pardmetros do modelo GARCH foram estimados
a partir da série de estimacao de log-retornos. O modelo foi estimado por maxima

verossimilhanga, utilizando a equagdo de verossimilhancga dada por:
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—r—Ah)’
ht

T T
L(®)= —1211111[ —zanﬂ'—lz X,
2 =1 2 2 1=1

(Xt—l —r— ﬂht—l B }'ht—l )2
h

h =w+ph_ -«

t-1
X,=In§,-In§ _,

0=(a.B.7.0,h) t=1{0.,1,.T}.

O modelo foi estimado uma tnica vez para todo o periodo de 4 semanas de hedge. A
volatilidade condicionada foi inicializada com a volatilidade ndo condicionada da série de
estimacdo e atualizada sobre uma janela deslizante, a medida que a estratégia evolui sobre

a séride validagao e mais valores de log-retornos tornam-se conhecidos.

Com os parametros estimados foram calculados os valores de hedge pelo delta,
solucionando numéricamente a integral de cdlculo de preco de op¢dao do modelo GARCH

de Heston e Nandi:

—ig p¥f.

g :_l_er{KT‘ f *(l¢+1)}d¢)
2 o igf (D

f@)=(S,) exp(A(t.T.0)+ B(t.T,p)h,.,)

A(LT.0)= Alt+1.T.0)+ or + Bt +1,T,¢)a)—%ln(l— 20B(t +1.T.9))

ARSI

1-2a,B,(t+1.T,9)

B(t,T.0)=plA+y )—%72 + BBt +1,T,9)+

AT, T,p)=B(T,T,p)=0.
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O processo de calculo do hedge sobre a série de validacdo € descrito na figura 8.4 a seguir.

série in-sample

série out-of-sample

/\

—— N

0 1 2 3 4
P e | | | | |
Estimagao do modelo Dados Dados Dados Dados Dados
GARCH de Heston e
Nandi sobre a série c,S c,,S, C,,S C, =max($, - K,.0)

CO, So 121 2992 3203
in-sample s
. ~ Calculo de 6, Célculo de 6, Célculo de 6, Calculo de 6, 4

Estimagéo da ) . ) : V, =B,if +6,S
variancia inicial para o a partir do modelo a partir do modelo a partir do modelo a partir do modelo 4 3 394
modelo GARCH pela GARCH de GARCH de GARCH de GARCH de
variancia nao Heston e Nandi Heston e Nandi Heston e Nandi Heston e Nandi o= ‘V4 - C4‘
condicionada da C,

amostra in-sample
Dados
K, if

8.24

Atualizagdo da
variancia
condicionada
B, =C,-6,5,
V, =B, +6,S,

Vo=6G,

Atualizagdo da
variancia
condicionada

Vi = B,if +6,S,
B, =V, -6,

V., =B, +6,S,

Processos Geradores de Dados

Atualizagdo da
variancia
condicionada

V,=Bjif +6,5,
B,=V,-6,S,

V, =B, +6,5,

Figura 8.4 - Estratégia HN

Os processos geradores utilizados foram os seguintes:

Atualizagéo da
variancia
condicionada

Vy=B,if +6,S,
B, =V, -6,S,

V, =B, +86,S,

Modelo 1 apresentado em Cerny (2004a, p. 240-243): série de log-retornos com

distribuicao normal.

Parametros:

R, : retorno didrio.

rf : taxa livre de risco discreta ao dia.

41 =0,00058914 .

o=0014.

rf =0,00037829 .

S, =100.
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Processo na medida objetiva:
InR, =u+oz,
St = St—lRt

{z,}~ NID(0,1).

Processo na medida neutralizadora do risco:
InR, = ln(l+rf)—%0'2 +07z,

Sr = Sr—er

{z,}~ NID(0,1).

Modelo 2 apresentado em Cont e Tankov (2004, p. 321-323): série de log-retornos obtidos

com o modelo de Merton, que combina log-retornos com distribui¢do normal e saltos com

distribuicao de Poisson e tamanho com distribui¢do normal.

Parametros:

R, : retorno didrio.

rf : taxa livre de risco discreta ao dia.
1 =0,00047131.

o =0012.

m = 0,00023566 .

0=0,004.

A=17.

rf =0,00037829 .

S, =100.

Processo na medida objetiva:

Nl
InR, =p+02z,+YY,
i=1

S, =S_R

{z,}~ NID(0.1)
{v.}~ NID(m, 5)

{N .}~ PoissonID(A)

z,,Y;, N, mutuamente independentes.



Processo na medida neutralizadora do risco:

Modelo 3 apresentado em Hafner e Herwartz (2000, p. 17-20): série de log-retornos

NI

InR, = rf—%O'2 +07z —ﬂexp(m+%52 —1]+ZY[

i=1

S =S_,R,

{z,}~ NID(0,1)
{r.}~ NID(m, )
{N,}~ PoissonID(1)

z,,Y;, N, mutuamente independentes.

obtidos com um modelo TGARCH.

Parametros:

r,: taxa de retorno didrio.

rf : taxa livre de risco discreta ao dia.

v =0,00026.

¢ =0,062.

@, =0,03.

o, =0,26.
B=08.

@ = 0,0000026 .

h, =0,000000026 .

rf =0,00037829 .
S, =100.
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Processo na medida de probabilidade objetiva:
nL=v+65, +\/h_rzr

h, =w+ ((Oﬁ + a21z1_1<0 )ZHZ + :B)hH

{z,}~ NID(0,1).

Processo na medida de probabilidade neutralizadora do risco:

r=1f +4fhz,

h, = o+ ((al + aZIz,_l—/ll_]<0 th—l -4 )2 + :B)hH

/77 _ ’U+¢r,_l—}’f
T
S
n=-1
St—l

{z,}~ NID(0,1).

Modelo 4 apresentado em Heston e Nandi (2000, p. 588-591): série de log-retornos obtidos
com o0 modelo GARCH de Heston e Nandi.

Parametros:

R, : retorno didrio.

rf : taxa livre de risco discreta ao dia.
a =0,0000017 .

£=017.

A=17.

o = 0,000028 .

h, =0,00008 .

rf =0,00037829 .

S, =100.



Processo na medida de probabilidade objetiva:

IR, =In(1+ rf )+ Ah, + b, z,

h, =@+ ph,_ + a(Zr—l \/E)2
ST = ST—IRT

{z,}~ NID(0,1).

Processo na medida de probabilidade neutralizadora do risco:

InR, =ln(l+rf)—%h, +hz,

2
h,=w+ ph,_, + a(z,_l +[7+/1—%j h,_lJ

Sr = Sr—er

{z.}~ NID(0,1).

8.2.5 Simulacao dos precos de opcao

Os precos de op¢ao foram simulados utilizando os processos geradores de dados na medida
neutralizadora do risco para calculo dos pregos por simulagdo de Monte Carlo.

C,: preco da opgao.
rf : taxa livre de risco discreta ao dia.

S, : preco da acdo na data de expiragdo da opgao.

C, =—<—E°[S,].
+

O critério de interrupcao das simulacdes de Monte Carlo foi a obtencao de uma precisdo de

10,05 em 95 % dos valores, supondo distribui¢do normal dos erros de precificacao.

137
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8.3

8.3.1

Analise dos resultados

Comparacio de desempenho

ESTRATEGIA DE HEDGE

BSM AC HN
Erro Erro Erro Erro Erro Erro
PROCESSO GERADOR | Normalizado Normalizado | Normalizado Normalizado | Normalizado Normalizado
DE DADOS Absoluto Quadratico Absoluto Quadratico Absoluto Quadratico
Médio Médio Médio Médio Médio Médio
Normal 0.20 0.46 0.13 0.53 0.18 0.47
Normal com Jumps 0.07 0.44 0.05 0.60 0.08 0.50
TGARCH 0.08 0.61 0.03 0.83 0.09 0.63
GARCH Heston e Nandi 0.02 0.22 0.04 0.38 0.02 0.23
Todos 0.09 0.43 0.06 0.58 0.09 0.48

Tabela 8.1 - Tabela Comparativa de Erros

Os resultados de simulacao apresentados na tabela 8.1 nio estabelecem uma dominancia de

desempenho entre as estratégias de hedge de opcao. Pode-se observar que a estratégia AC

resultou no menor erro médio absoluto enquanto que a estratégia BSM resultou no menor

erro quadratico médio. A estratégia HN resultou em um desempenho igual a estratégia

BSM em relagdo ao erro absoluto médio e ligeiramente inferior em relacdo ao erro

quadratico médio, porém muito proximo.

Os resultados sugerem que a estratégia AC, apresentando erro médio absoluto inferior é

mais exata, enquanto que a estratégia BSM, apresentando erro quadritico médio inferior, €

mais precisa. A estratégia AC apresenta erros maiores que a estratégia BSM, mas com

menor Viés.

A dominancia ocorreria se as hipoteses de um modelo fossem mais atendidas do que as

hipéteses dos demais. Tratamos aqui das hipdteses assumidas na implementagdo dos

modelos nos casos em que sao necessarias decisdoes de implementacdo. As hipdteses das

estratégias estdo sumarizadas na tabela 8.2.
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HIPOTESES DAS ESTRATEGIAS

BSM

AC

HN

Log-retornos com distribui¢cao NID.

Log-retornos nao-normais, com
distribuicao igual a distribuicao
histérica de um conjunto de periodos
anteriores ID.

Log-retornos distribuidos segundo um
modelo GARCH especifico ID.

Taxa livre de risco constante.

Taxa livre de risco constante.

Taxa livre de risco constante.

Volatilidade constante.

Volatilidade constante.

Volatilidade estocdstica com reversao a
média, dada por um modelo
GARCH(1,1) especifico.

Volatilidade estimada pela tltima
volatilidade implicita calculada por

Volatilidade estimada pela volatilidade
histérica de um conjunto de periodos

Parametros estimados por maxima
verossimilhanga considerando

inversao do modelo. anteriores. distribuicao normal dos residuos pelos
retornos histéricos de um conjunto de

periodos anteriores.

Tabela 8.2 - Tabela de Hipéteses das Estratégias

Por terem sido utilizados 4 processos geradores de dados na simulagdo dos log-retornos
(normal, normal com saltos, TGARCH e GARCH de Heston e Nandi), pelo menos em 3

dos 4 casos os dados ndo satisfazem as hip6teses das estratégias.

A estratégia HN teve o seu melhor desempenho com dados gerados pelo modelo GARCH
de Heston e Nandi, que satisfaz suas hipéteses, tendo sido o desempenho mais préoximo da
estratégia BSM. Surpreendentemente, foi também com esse conjunto de dados que a
estratégia BSM apresentou seu melhor desempenho e ndo com dados gerados pelo
processo gerador de dados normal, que satisfaz suas hipdteses. Possivelmente o método de
estimacdo da volatilidade implicita a cada periodo captura de forma satisfatdria os efeitos
da volatilidade estocdstica, garantindo a robustez da estratégia BSM para tratar dados

gerados por outros processos geradores.

O desempenho de todas as estratégias em erro absoluto médio foi pior com o processo

gerador normal e pior em erro quadratico médio com o processo gerador TGARCH.

Verificando as caracteristicas das estratégias na tabela 8.2, pode-se dizer que a estratégia
BSM, ao estimar a volatilidade periodo a periodo, adapta-se a variacdo da volatilidade,
assumindo que as variagdes sio suaves a ponto de utilizar a tltima calculada como sendo a
correta. As estratégias AC e HN, por utilizarem dados histéricos na estimagao da
distribuicao e dos parametros, embora capturem melhor os fatos estilizados da distribuicao
dos retornos e da volatilidade, pressupdem maior estabilidade no tempo da volatilidade e

do comportamento dos retornos.
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Por fim, podemos concluir que os resultados reforcam a robustez da estratégia BSM,
exaustivamente constatada na literatura, mas com ressalvas. O potencial de
aperfeicoamento da estratégia BSM praticamente esgota-se com um bom método de
estimacao da volatilidade implicita, conforme indicado em Dumas, Fleming e Whaley
(1998, p. 2059-2106) e em Nandi e Waggoner (2000, p. 24-39), fato também constatado
neste trabalho. Restaria apenas a possibilidade de introducdo da corre¢ao proposta em
Wilmott (2005, p. 763-782) para compensar o hedge em tempo discreto. O potencial de

aperfeicoamento das estratégias AC e HN, no entanto, ainda ndo estd esgotado.

O modelo GARCH de Heston e Nandi foi estimado por maxima verossimilhanca supondo
residuos com distribuicao normal. Essa hip6tese ndo é verdadeira para a maior parte das
séries financeiras, nem para as séries simuladas. Um método alternativo de estimacao
pode ser utilizado, como o método dos momentos generalizado ou mesmo minimos
quadrados nao-lineares conforme Heston e Nandi (2000, p. 585-625), mas minimizando
erros de hedge em lugar de erros de precificacdo. Também € possivel introduzir uma
reestimacdo do modelo periodo a periodo, para compensar a instabilidade das estimagdes

ao longo do tempo.

A estratégia AC permite incorporar o efeito de alavancagem sobre a volatilidade pela
introducdo de uma funcdo de volatilidade dependente do nivel de pregos e até mesmo
volatilidade estocédstica. Também permite estimar uma distribui¢do de probabilidades de
retornos varidvel de acordo com niveis de preco. Sua menor flexibilidade reside na
concepc¢do multiperiddica, que ndo permite reestimagdo dos parametros periodo a periodo
durante a execucao da estratégia, a exemplo das estratégias uniperiddicas. Essa limitacao
implica obrigatoriamente uma hipétese de estabilidade no tempo dos parametros, pelo

menos no periodo de execucdo da estratégia.

Essas possibilidades de aperfeicoamento da estimacao das estratégias AC e HN podem
tornd-las mais robustas e competitivas em relacdo a estratégia BSM. O grande desafio
continua sendo a superagdo da robustez do modelo BSM, que apesar de suas limitacdes
tedricas, possibilita o uso de diversos artificios para contornar as limitagdes e € insuperavel

no quesito simplicidade.
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84 Consideracoes finais

Encerramos aqui o trabalho tendo coberto os objetivos primérios e secundérios
apresentados no capitulo 1, de discussdo dos fundamentos e da evolu¢do do conceito de
hedge, realizacdo de testes de estratégias, avaliacdo de especificidades de impelementacao
e compilagdo de caracteristicas e demonstragdes. Com os resultados obtidos podemos,

entdo, rever o problema de pesquisa proposto e formular uma resposta.

8.4.1 A escolha da estratégia de hedge faz diferenca?

Como resposta a pergunta de pesquisa sobre a importancia da escolha da estratégia de
hedge, podemos concluir que a escolha da estratégia de hedge por si s6 nao faz diferenca.
Podemos sintetizar a otimizacao do desempenho em trés aspectos:

- Os fatos estilizados presentes nos dados.

- Modelos que representem os principais fatos estilizados observados.

- Estimacdo satisfatoria de parametros.

A incorporagdo de fatos estilizados deve ser constatada previamente nos dados, pois ativos
distintos (small caps x blue chips), mercados distintos (taxa de juros em paises diferentes)
e periodos disitintos (aumento da correlagdo entre os retornos e da volatilidade em
situagdes de crise) podem levar a comportamentos distintos dos valores. O incremento de
complexidade do modelo com fatos estilizados deve estar vinculado a significancia e
necessidade de representacao dos fatos, pois maior complexidade implica maior
dificuldade de estimacdo. Portanto, o desempenho da estratégia estd vinculado tanto a
qualidade do modelo de representacdo dos fatos estilizados quanto a qualidade de
estimacdo dos parametros. Uma mesma estratégia pode gerar resultados conflitantes em
situagdes distintas, que apresentem fatos estilizados diferentes, e também pela utilizacdo de
metodologias de estimacdo. O aperfeicoamento da estimag¢dao demanda a avaliacdo e
escolha de métodos e uma andlise mais aprofundada da qualidade da estimacgdo, que por
sua vez requer a avaliacao das distribui¢des dos parametros e de sua significancia dentro de

intervalos de confianca.
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Outra questao ndo menos importante sao os objetivos do investidor. O critério de
identificacdo da melhor estratégia ndo € apenas uma questao matematica. A necessidade
de realiza¢do de uma operacgdo de hedge por um unico periodo requer critérios de avaliacao
distintos da realizacao de uma sequéncia de operagdes. Neste caso uma estratégia menos
viesada € melhor, mesmo que leve a erros absolutos maiores, pois o que interessa

realmente € o efeito acumulado.

O uso de simulagdo foi determinante para permitir uma boa andlise e implementacio das
estratégias, uma vez que permite total controle sobre as condi¢des de teste, sem a inser¢ao
de vieses inevitdveis ao se tratar com dados reais. Dados reais apresentam complexidades
adicionais como auséncia de dados em determinados periodos, consideracdes sobre
periodos mais prolongados de inatividade do mercado, utilizacdo de média entre oferta de
compra e oferta de venda como preco, tamanho insuficiente de amostras e falta de liquidez
de determinados ativos. Essas caracteristicas demandam decisdes de modelagem e
implementacdo mais complexas. Evidentemente estratégias de hedge somente tem sentido
com o objetivo de aplicacdo em situacdes reais, mas a simulacao é uma ferramenta

fundamental para suportar uma etapa prévia de avaliacdo.

8.5 Contribuicoes do trabalho

Os estudos comparativos de desempenho de estratégias de hedge de op¢ao apresentados no
capitulo 4 tem diversas caracteristicas em comum. Dumas, Fleming e Whaley (1998, p.
2059-2106) e Nandi e Waggoner (2000, p. 24-39) tratam somente alternativas para o
modelo BSM. Heston e Nandi (2000, p. 585-625) trata somente o modelo GARCH
proposto em compara¢do com o0 modelo BSM. Somente Kim e Kim (2004, p. 117-142)
amplia a comparagdo entre modelos, avaliando o BSM, o HN e dois modelos de
volatilidade estocdstica em tempo continuo de Heston e de Carr, Chang e Madan. Mas
uma das caracteristicas mais semelhantes foi o método de coleta de dados. Todos
trabalharam sobre dados obtidos no mercado, utilizando métodos de coleta de dados muito
similares quanto a dias, hordrios caracterisitcas das opc¢des e utilizagao do ponto médio

entre oferta de compra e oferta de venda como referéncia de preco das opgdes para
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compensar problemas de liquidez. Com relagdo aos métodos de estimacao diferiram pouco
nas implementacdes e um pouco mais nos prazos de reestima¢do dos parametros. Os
métodos de avaliagdo de desempenho tiveram como pilar o erro quadratico médio do

hedge pelo delta.

Este trabalho primeiramente procurou contrastar modelos mais diferentes entre si, com
uma proposi¢ao mais proéxima do trabalho de Kim e Kim (2004, p. 117-142). Mas as
maiores diferencas residem na proposicao de andlise tedrica e interpretacao dos fatos
estilizados incorporados pelos modelos e no tratamento dos dados e avaliagcdo de
desempenho. Foram utilizados dados obtidos por simulacao em lugar de dados de mercado
e as estratégias foram comparadas sob uma abordagem multiperiédica e autofinancidvel.

A unido dessas caracteristicas procurou contribuir com a apresentacao de uma nova

perspectiva de analise.

Como outras contribuicdes do trabalho podemos identificar a compilacdo atualizada da
evolucdo das visdes do hedge ao longo do tempo e a apresentagdo de uma teoria geral do
hedge, da qual o hedge de op¢ao € um caso particular. Também apresenta demonstracdes
agregadas aos apéndices, de forma detalhada, expondo transformacdes importantes do

ponto de vista académico e didético, que na literatura ndo sao apresentadas.

8.6 Ampliacio do estudo

Os temas estudados para a elaboragdo deste trabalho abrem um leque de possibilidades de
aplicacdo. Uma delas, diretamente relacionada as conclusdes da pesquisa é o
aprofundamento da anélise da estimacao para as estratégias AC e HN. Outra possibilidade
relacionada a estratégia AC € sua utilizacdo com diversos ativos-base, o que introduz a
necessidade de estimacao de distribui¢cdes conjuntas e pode ser aplicada a operacdes de
hedge pelo delta-gama e pelo delta-vega. Outras caracteristicas que podem ser exploradas
nessa solugdo sdo a introdugdo de processos estocdsticos na variancia e na taxa livre de
risco e a introducdo de retornos nao-1ID. Também o método de estima¢do do modelo

GARCH de Heston e Nandi pode ser melhorado com outras alternativas de estimagao.
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Outro tema potencial é o estudo da aplicacao dessas estratégias de hedge no gerenciamento

de riscos.

O método de simulagcdo desenvolvido também pode ser aprimorado para construcao de
uma metodologia de andlise prévia de desempenho, ajustando os processos geradores de

dados aos ativos reais, aos quais se desema aplicar uma estratégia.

Com relacao especificamente a simulagdo realizada, o método poderia ser melhorado para
tornar-se estatisticamente significativo, com a utiliza¢do ndo s6 de multiplas sequéncias de
validac¢do, mas também com a utilizacdo de multiplas sequéncias de estimacao e multiplas
estimagdes dos parametros. Também poderia ser ampliado o conjunto de processos
geradores de dados e os processos podem ser utilizados com conjuntos distintos de

parametros.

A vinculagao entre o problema de defini¢do e de estimacdo dos modelos nos mostra na
literatura duas linhas paralelas de trabalho, o aprefeicoamento dos modelos e a melhoria
dos métodos econométricos de estimacao e calibracio, que oferecem intimeras

possibilidades de pesquisa.

Por fim, a exploracdo de dados reais complementaria a verificagao da possibilidade de
dominancia de uma estratégia sobre outra, embora com a limitacdo de que nunca serd
possivel uma afirmacdo definitiva, uma vez que os dados reais constituem sempre uma
Unica amostra em um dado intervalo de tempo. Por maior e mais perfeita que possa ser a
amostra, nunca € possivel afirmar que contém todas as possiveis condi¢cdes que o mercado

financeiro pode apresentar.
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10. APENDICE 1- DEMONSTRACOES - ESTRATEGIA BSM

Notagao:

t : instante de tempo continuo.

T : instante de tempo de expiragdo da opgao.
S, : preco da acdo.

M : esperanga dos log-retornos da agao.

o : desvio-padrao dos log-retornos da agdo.
C(S, ,t) : preco da opgio.

K, :preco de exercicio da opgao.

W, : movimento browniano padrdo.

B, : preco do ativo livre de risco.

r : taxa de retorno do ativo livre de risco.

®(w) : fun¢io acumulada de uma varidvel estocéstica com distribuicio normal padrio.

I1(¢) : carteira composta por uma op¢io e determinada quantidade de acdo.

A, : quantidade da acdo.

10.1 Premissas do Modelo

- O preco da agdo seguem um processo de It e os log-retornos tém distribui¢do

NID.
- A esperancga dos log-retornos € constante.
- A variancia dos log-retornos € constante.

- A taxa livre de risco € constante.

10.2 Definicao 1

A dinamica de precgos dos ativos de risco € dada por:

ds, = S dt + oS,dW,
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ou

dIn(S,)= [,u—%azjdﬁ odW,

— ¢ uroW,
S, =8,

Fim da defini¢do 1

10.3 Definicao 2

A dinamica de precos do ativo livre de risco € dada por:

dB, = rB,dt
B, =B,e™"

t

B, =1.

Fim da definicao 2

104  Proposicao 1

O preco racional da opc¢ao e a dinamica de precos da op¢ao sao dados por:

C, =max{S, —-K,.0}=(S, - K, )"

S 2 S 2
It 4+ (T =) r+ 2 It (T =) r=2—
KT 2 -r(T-t) KT 2
(S ,r)=8 @ K,® .

) t —€
oNT —t oNT —t

Fim da proposi¢ao 1

Demonstracao da proposicao 1

Lema de It
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Conforme Smith (1990, p. 375), o lema de It6 € uma regra de diferenciacdo aplicivel a
funcdes de determinadas varidveis aleatorias, especificamente, as que seguem um processo
de It6.

Um processo de Itd é um processo estocdstico de Markov em tempo continuo e é

representado por:

ds, = u(S,.t)dt +o(S,,t)dw,. (1)

dW, - processo padrao Gauss-Wiener dW, ~ N (0,dt).

O problema tratado pelo Lema de It6 tem a seguinte forma:

Dada uma varidvel aleatoria S,, que segue um processo de Itd S, = f (¢), tal que

ds, = ,u(S,,t)dt + O'(S,,t)dW e uma dada funcdo C(S, ,t), qual é o diferencial dC(Sr,t) ?

t

Pelo Lema de Ito

ot aS 2

t t

2
dcC(s,,t)= [aC(ST 1) + 9C(S,.1) S u(S,.t)+ %w S 2o(S, ,t)]dt

N oC(S,,1)

o5 S o(S,.t)dw,. (2)

t

Essa € precisamente a situagdo que define o problema de precifica¢ao de derivativos do

qual é derivada a férmula de Black-Scholes.

A demonstragdo apresentada a seguir foi elaborada com base em Willmot (1997, p. 33-89)

e Bastos, Lazier e Siqueira (2008).

Sejam os pregos de uma acao representados por um processo estocdstico composta por um

movimento browniano padrao em um espago de probabilidades (Q, 7T, P).

ds, = S dt +oS,dW, 3)

ou
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dln(S,):[,u—%O'zjdt+c7dW,. 4)

A solucdo para as equagdo (3) e (4) é:
S, =8, e, 5)
Sejam os precgos do ativo livre de risco representados por um processo deterministico.

dB, = rB,dt (6)

B, =By, )

t

Conforme Wilmott (1997, p. 41-44), seja uma carteira I1(r) composta por 1 opgio e A,

acgoes.

()= C(S,,t)+A,S,. (8)
As variacdes instantaneas da carteira sao dadas por:

dll(t)=dC(S,,t)+A,dS,. )

A quantidade de acdes A, é mantida fixa no intervalo de tempo, por essa razao o

diferencial dII, ndo apresenta termos diferencias em A, .

Considerando que C (S, ,t) é funcdo de S ;> que € uma fun¢do de uma varidvel estocastica

dada em (4), cujo diferencial é dado em (3), aplicando o Lema de It para obtencdo do

diferencial da funcao da opcao resulta:

2 t

dc(s,,t)z[ac(s“t)+ 9C,(5,.1) ¢

2
rﬂ_,.lws 20-2 dt.,.MSTO-dWT (10)
or a5, 2 2 as

t t



157

Substituindo (10) e (3) em (9) resulta:

dT1() = dC(S. 1)+ A, dS, (D
2
_ ac(s,,t)+ac(s,,t)sr 10 C(S,,I)Srzgz dt_,_MSrgth+ArySrdt+AtaSrth
ot aS, 2 8S,2 aSr
(12)
2
_ aC(S,,t)_i_aC(S,,t)Sr +lwsrzgz+ArﬂSr dt + oS, M+Ar aw, .
ot as, 2 98] as,
(13)

Na expressao (13) entra o argumento de hedge do modelo que conduz a sua solugao,
conforme descrito em Wilmott (1997, p. 43) e Wilmott (1997, p. 83). E possivel construir
uma carteira que replique perfeitamente o preco da op¢ao em qualquer instante de tempo 7,

através da escolha conveniente da quantidade de acdes A, da carteira. A replicacdo

somente € possivel porque no limite de um intervalo de tempo infinitesimal, a relac@o entre
o preco da acdo e o preco da opgdo € linear. Dado que a carteira replica perfeitamente o
preco da opcao em qualquer instante de tempo ¢, isso significa eliminar o componente de
risco da carteira, de tal forma que as variacdes no valor dessa carteira sejam

completamente isentas de risco. A neutralizacdo do componente de risco implica:

BC(Sf,t)JrAT 0 (14)

A, =-25000, (15)
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Portanto substituindo (15) em (13):

2
e R T
oC(s,,1) oC(s,,t) 10°C(S,,t) .. , 0C(S,,)
— t t S - /9 Sl SASA d 17
[ o oas, M sy T s (D
2
:(ac(svfhla C(S;’t)S,ZGZJdt. (18)
ot 2 9S,

Agora em (18) entra o argumento de nao-arbitragem, descrito em Wilmott (1997, p. 43) e
Wilmott (1997, p. 83). Dado que a variagao do valor na carteira € isenta de risco, para que
ndo exista arbitragem o valor investido na carteira sem risco deve ter como rendimento a
taxa livre de risco. Se a carteira tiver valor maior do que essa quantia, € possivel uma
operacdo de arbitragem que gera lucro sem risco, tomando emprestado o valor da carteira a
taxa livre de risco e comprando a carteira. Se a carteira tiver valor menor do que essa
quantia, € possivel uma operagdo de arbitragem que gera lucro sem risco, vendendo a

carteira e investindo a taxa livre de risco.

Logo, de (16):

dl1(r) = TI(¢)rdt. (19)

Como trata-se de um hedge perfeito, a estratégia autofinancidvel, que define a carteira

replicante € dada a partir de (18) e (19) por:

ot 9s’ '

t

A1)t = [ac(s !) +%a cl,.1) ZGZJdt. 20)



Como:
(t) = C(S,,2)+A,S, 21)
__ac(s,.1)
A = s (22)
oC(S,,1)
(r)=C(S,,1)-—=5 . (23)

Substituindo (23) em (20) resulta:

r(c(s, ,t)—%st"t)& jdt - (acgs; 1) +%82Caig(:82't,t) S,ZGZJdt (24)

9C(S, 1) L aZC(S”t)S,zaz +Mrs, —rC(S,,1)=0. (25)
ot 2 08 .
Sujeita as condi¢des de contorno:

120 (26)
c(s,.1)=0, ¢(0,r)=0, (27)
$.>0, S -0 = C(S,,1)>8 > (28)
C(S,,T)=max{S, - K,:0} > 0. (29)

A equacdo (25) é a equacao diferencial parcial de Black-Scholes. Conforme observa Ait

Sahalia (1998. p. 56), qualquer derivativo cujo ativo subjacente siga um processo
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estocéstico de Itd, conforme descrito pelo modelo de movimento browniano geométrico,

deve satisfazer essa equacao, ndo somente opgoes.
Essa equacao € definida como uma equacao diferencial parcial parabdlica, que pode ser
reduzida por transformacdo a forma da equacgao de difusdo do calor, que € uma equagao

bem conhecida na Fisica.

A equagdo de difusdo do calor é da forma:

Ju(x,7) _ 0%u(x,7)
ot ox®

(30)

E necessdrio transformar a equacdo diferencial parcial de Black-Scholes (25), para
obtermos uma equacio no mesmo formato de (30). O primeiro passo, conforme Wilmott
(1997, p. 77), € converter a equacdo com coeficientes varidveis em uma equagao com

0°C(S,,1)
s°

t

.. .. .. 2
coeficientes constantes, eliminando os multiplicadores S,” e S, dos termos

oC(S,,1)
oS

. A mesma transformacao deixa a equacdo com termos adimensionais € a
t

transforma de backward para forward, eliminando o inconveniente de tratamento de
condig¢des de contorno das equacdes diferenciais backward. As alteragdes nao impactam

informacionalmente a equagdo, somente sua forma. Fazendo as transformacoes de

variaveis:
S =K,e" (31)
C(St,t)E KTv(x,T) (32)

(33)



Sendo que:

x=InS, -InK,, xeR, §,>0, K, >0

ox _i

as, S,
2

1':0- (T ) t=>20, T>0
2

gt _ o’

ot 2

aC(S,.1) _9C(S,.1) ot

(34)

(35)

(36)

(37)

(38)

(39)
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9°C(S,,1) _ 9 (K, vlx7)
0S,’ S, | S, ox

t

~ av(x,f){_&j_i_&[M axj

2
= _Br BT Br . 40
S ox +52 ox* (40)

Com essas transformacoes, a equacao (25) resulta em:
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2 2
—KT—GM+l —K—Zav(x’f)+K—€a v(i’f) Slo? +&Mrst —rK,v(x,7)=0
2 o7 2§ ox S ox ox

t t

2 2 2 2
~ K, o av(x,f)_ K,o av(x,T)+ K,0° 0 V(X’T)+rKT av(x’f)—rKTv(x,T)Z 0

2 or 2 ox 2 ox? ox

5 2 2 32
_G_av(x’f)+ A av(x,r)+0_8 V(X’T)—VV(X,T)ZO

PN 2 ox 2 o’

2
_8v((9x,f)+{1 r - _1JaV(ax’T)+a ;(i’f)— 1 r . v(x,T)ZO. (41)
T AO' X * AG

A partir de (26), (27), (28), (29), (31), (32) e (33), as condi¢des de contorno de (41)

tornam-se:

S, =K,e"

S, =0 = X —> —oo 42)

S, =0 = X —> —o0
C(S,,1)=K,v(x,7) (43)
c(0,1)=0 = v(-0,7)=0
S, oo
= Voo, 7) >0 (44)
C(s,,t)> S, > oo
C(s,,T)=max{s, - k,:0} = v(x,7)=maxfe* - 1,0} (45)

O passo seguinte na conversdao do formato da equacdo (41) para o formato da equacgdo de

ov(x, 2’)

X

difusdo do calor € a eliminagdo dos termos em e v(x,7). Isso pode ser obtido por

meio de uma substitui¢ao de varidvel, que consiste na multiplica¢do de todos os termos da
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equacdo por uma exponencial diferente de zero, sem alterar informacionalmente o

conteddo da equacdo:

v(e.7)=u(x. z)e™ 7. (46)
Sendo que:

% = %(ewwﬁm(x,r)): u(x,z'),Be“”ﬁf +%ewf+ﬁr .
% = % (€m+ﬁm(x,r) ) = M(x, T)afewwﬁr + g_zeanﬁr (48)

2
a—‘; = i(u(x,’t’)ae”‘”ﬁ’ +a—uem+ﬁ7j
ox°  ox 0x

= %[u(x, T )oe ™ +g—Ze”“+ﬁTj

2
=| u(x,v)a’e ™" +a—uae"“+/”’ + a_”ae‘m/ff 4 e@Hhr d°u
a.x ax ax2

2
= ulr p)ate ™t 42O ety pesse O (49)
ox ox’

Substituindo (46), (47), (48) e (49) em (41) resulta:
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ou r ou
_eax+ﬁr+ -1 M(X’T)aeax+ﬁr+_ewc+ﬁr

ot %0_2 ox

ou 0%u r
+ulx, 7)ae™ "’ + 22— ™" 4 ™t —— - u(x, 7)™ =0 (50)
(o}

ox ox’ %

—u(x,7)Be™ " +

du r ou d’u
—-1+20 | —+—
2 ox ox’

;_1 _;_IB + |
%02 %02 ot %a

ulx,7) a* + ¢ =0. (51)

Como a e f sio constantes arbitrarias da exponencial introduzida em (46), podemos

defini-las com qualquer valor, sem alterar informacionalmente a equagdo. Definindo

. . ou
convenientemente para eliminacio dos termos u(x,7) e = de (51):
X

o+ 1] 52)

da=- —" 1] (53)
s

Finalmente a equacgdo (50) resulta na forma da equacdo de difusdo do calor que se buscava,

conforme definido em (30):

du(x,7) _ 0%u(x,7)
ot ox?

(54)



166

Solucionando o sistema de equacdes formado por (52) e (53) para colocar a equacao (46)

em termos dos parimetros @ e f anteriormente definidos:

a=——|-——-1 (55)

=41 (56)

Substituindo (55) e (56) em (46) chegamos a uma equacdo em fun¢do dos parametros

iniciais do problema:

v(x,7)=u(x, T)e_;{%;z_l]x_i[%;ﬁl] T. (57)



A partir de (44), (45), (46) e (57), as condi¢des de contorno de (54) tornam-se:

v(=o0,7)=0 =  ul-e,7)=0 (58)
v(OO,Z')z oo = M(OO,Z')IOO (59)
v(x,0) = maxfe” - 1,0} (60)
de (57): u(x,0)= _vx0) (61)
v(x, Z') = max{e" - 1;0} = entiio -
u(x,O) = max ez[%a2 ] — ez[%az_ ] 0. (62)

A equacdo de difusdo do calor dada por (54), pode ser solucionada de diversas formas.

Optamos por desenvolver a solucao utilizando a transformada de Fourier.

Definem-se a transformada de Fourier em relacdo a x e sua inversa da seguinte forma:

_ 1 - —iax
F . {fulx,7)}= EL’" u(x,7)e ™ dx (63)
u(x,7)= 7. - {F. fulx,7)}}= ﬁfw 7. fulx,7)}e do. (64)

Aplicando a transformada de Fourier em relacdo a x aos membros da equacgdo (54):

167
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?X{au(x,r)}:(fx{a u()g,r)} 65)
ot ox

Dadas as propriedades de diferencia¢io da transformada de Fourier tem-se que:

F {%ﬁ’f)} =—&’F fulx,7)} (66)

7_~X{au(—(;;,r)} _ 9T, guix r)} 67

Aplicando as propriedades (66) e (67) em (65) resulta:

Tnt) o ol )

Como ¥, {u(x,7)} é uma funcio somente de 7 , a equagio (68) torna-se uma equagio

diferencial ordindria linear homogénea de primeira ordem com coeficientes constantes em

¥ .. que € uma equagao diferencial da forma:

dy 2
—~ —a“y=0. 69
0 y (69)

A solucdo geral de equacdes na forma (69) € uma equagao na forma:

—a*t

y=Ce ", (70)

A solucdo geral de (68) €, portanto:

F fulx,7)}=Ce ", (71)
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Logo, ¥ {u(x,0)}= C, mas:

u(x,O) =f (x) (72)

Portanto qualquer que seja f(x), tem-se que:

F Au(x,0)}= £(x) (73)
Consequentemente:
7 Aule o) =7, {r(x))e " (74)

. . . _o? ,
Aplicando a transformada inversa de Fourier ao termo e “* em (74), obtém-se, conforme

Spiegel (1976, p. 126):

g(x7)=F, "}

1 =
= |—e *. 75)
4rxr (
Assim, F {g(x,7)}= e ea equacgdo (74) pode ser representada por:

7wl o)t =7 Af ()P, gl o)} (76)

ulx,7)=F, {7, {fF, {e(x. o)} (77)
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Dada a propriedade da convolugio da transformada de Fourier, sendo *“*” o operador

convolugao, tem-se que:

7o 7AW sl o= £x)x g(x.7)

= [ (¢ llx-¢ 7)ag. (78)

Substituindo (73), (75) e (77) em (78), obtém-se:

u(x,f)z.[_wu(f,O)‘/%m_e e, (79)

Inserindo a condicao inicial (62) em (81) resulta:

1[’2+1J§ 1[’2—1]5 (c-¢F
R v i N B (80)

u(x,f)zr maxs e e ;
- drr

Como os termos multiplicativos da fun¢ao a ser integrada sd@o nao-negativos, dados pelo
operador max{ }, pela raiz e pela exponencial, o limite inferior de integracio passa a ser

0.

Com os novos limites de integracdo, £ assume somente valores ndo negativos, € como a

L&

Uor gle  Yor .
2 %0.2 _eZ %o“

funcdo e é nula para £ =0 e positiva para valores positivos de &, o

operador max{ } pode ser suprimido.
1 rH] & 1[r_1jg
e Rve

Podemos demonstrar que a fungdo e € positiva para valores positivos

de & supondo:



A condi¢do & >—& somente é validase £>0.

Fazendo em (80) as seguintes substitui¢des de varidveis:

f=x+ (N2
_(€-x)
5—@ =

dé =2rd¢
=0 = (=-F
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(81)

(82)

(83)
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A equacdo (80) torna-se:

l(rﬂ](ﬁ;\@) 1(”—1]()&;@) I
oo 1/ 52 o2 1 _>
u(x,f)zj. . e % —e % ——e 221d{
T 4rt
b_r +l] x+§\/?)—§—2 1[%—1](}&(@)—;2
_ 1 IN 62[%0.2 ( 2 dé’_ 1 Jmo eZ %O’ 2
N2 T N2 T

—
(SR e

r r : 1 .o 1 r T r ’
—F¢ e j x €

N27 12z

(85)
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Fazendo as substituicdes de varidveis:

\/2_1'
/0'

d¢ =dz,

X X 1
é“e[— ,ooJ = ze J_fzfé o0 (86)

X 1 r
AN | 7
o J = z,€ \/_T 2«/2 % 1], (87)

A equacdo (85) torna-se:

1 r T r ’
1 2(%02+l]x+4(%02+l] = 5
ulx,7)= e . . e dz
( ) [rx j_zr —%\/ 21[%62 +1] !

LAy, e

J2r 2

2 r“'le*'T[r-%—lJz x r 1
= ez[%dz W —1 J.«@Jr;m[%az +l] 72‘ dz,
N2

l ”2—1])&‘[["2—1]2 x 1 r [
_ez{%a A" 1 jrr[/] e i, (88)
N2
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Assim, u(x,7) em (88) é a solucio da equacio do calor em fungio dos termo do problema.

E necessario, entdo, retornar as equagdes originais. Retornando a equacao (57):

v(x,7) = u(x, Z')e_;[y;dz_l]x_i[y;dz“] T. (57)

Substituindo (88) em (57):

l[ , *1]’6 [ , *1]2 _1[ r 1]X_l[ , 1] AN ;

2| Vg2 4 Vg 2| Vo2 4 g2 1 Var| || =22

v(x,7)=e Z e % e % Z > 72 [%"2+](e 2 de1
N2 T

! ’—1]x+7[7—1] —1[V—1]x—1[r+l] z' x o1 r 1,
_62{%62 et ), A ) A 1 jmwm[%(f‘l][e‘ﬂ jdzz

2z

2 r

R 1@[3 1] -1 Vet 1 o2 1@[2_1] .

=e" IR VZee P dzl—eé —J.@Jrz et e 27 |dz,.
N2 N2 T

(89)
Retornando a equacgdo (32):
C(St,t)z KTv(x,T). (32)

Substituindo (91) em (32):

r

2 2
1 "H@[’ZHJ -1 Vet o1 X+1\/§(r2—1] -1
- J'Mz o [e 2 ldz, — K, e . J‘@z ) e 2 |,
N2 T N2

C(S,.t)=K,e*

(90)
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Retornando as equagdes (34) e (36):

x=InS, —InK,, xeR, S >0, K, >0 (34)
2 —
f:w, £>0, T>0. (36)

Substituindo (34) e (36) em (90):

S 1 ln;—‘ o ( )[ r 1] 12

n—— L+ t + |
:KTe Kr jo- (T-1) 2 Vo e 2 dZ1
27
N
r In—- 5
o 1 N Bl | I
_KT€ 2 jo‘ (T-1) 2 t[%o‘ ] e ? dZ2
2

27
r In—* 2
e 1 K L a=0-SyT| -1z
_KT 2 I (r-t) o V7 ! e d22
27w
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Como a fung¢do distribui¢ao acumulada de uma varidvel estocdstica normal paddo € dada

por:

1 2
w  ——=Z
e ? dz

1
)=l

CID(W

A dinamica do preco da op¢do € dada por:

2 2
In S, +(T —1) r+ In S +(T 1) -2
K; 2 (r(r-0) Ky 2
C(S,,1)=5,@ ALY X' . (92)

v ' oNT —t o~NT —t

g. e. d. proposi¢ado 1.

E importante observar que a distribui¢do acumulada ® é uma distribui¢io acumulada da
normal padrdo neutralizadora do risco, como pode ser interpretado de Breeden e
Litzenberger (1978, p. 621-651). Embora o conceito de precificacio de derivativos pela
teoria martingale nao existisse quando demonstrada a formula de Black-Scholes, o
processo na medida neutralizadora do risco foi introduzido com o conceito de ndo-
arbitragem nas equagdes (19) e (20), quando foi definido que a carteira de hedge deve ter o

rendimento do ativo livre de risco.

Outras formas alternativas da demonstracao da férmula de Black-Scholes sdo indicadas em

Andreasen, Bjark e Poulsen (1999, p. 1-30).
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11. APENDICE 2 - DEMONSTRACOES ESTRATEGIA AC

Notagao:

t : instante de tempo discreto, t € {0,1,...,T}.

T : instante de tempo de expira¢do da op¢ao de compra européia.

Rf, : processo-escalar retorno da taxa livre de risco.

B, : processo-escalar desconto cumulativo a taxa livre de risco.

S, : processo-vetor preco dos ativos-base.

0, : processo-vetor dividendo dos ativos-base.

X, : processo-vetor valor descontado dos ativos-base (incluindo dividendos).

AX, : processo-vetor retorno descontado dos ativos-base (retorno em excesso a taxa livre

de risco).

0, : processo-vetor estratégia dindmica autofinancidvel (quantidades de ativos-base).
x :investimento inicial.
V*? : processo-escalar valor da estratégia autofinancidvel com investimento inicial x e 0

ativos-base.
H, : processo-escalar valor esperado do ativo-objeto (preco da opg¢do e valor esperado de
uma carteira replicante com erro esperado acumulado de hedge nulo).

k, : processo-escalar proporcao de erro propagado.

2 L. . . ~
£,” : processo-escalar erro quadratico esperado minimo acumulado de replicagdo.

'
6‘02 : erro quadréatico esperado minimo acumulado de replicacdo no instante ¢ =0.

e, : erro acumulado de hedge no instante .

ESRE! : processo-escalar erro quadrético esperado de replicagdo de um periodo na
medida de probabilidade objetiva.

E’ [¢] : esperanca condicionada na medida de probabilidade objetiva, que assinala valores

aos estados.

e': vetor ou matriz transpostos.
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11.1 Premissas do modelo

- O espaco de probabilidades filtrado € finito.
- Todos os processos sdo adaptados (conhecidos somente em ), exceto o
processo de desconto a taxa livre de risco que € previsivel (conhecido em 7 —1).

- Exogeneidade: uma varidvel estocdstica W :Q — R ¢é exdgena se para cada
evento we Q, W(w) é independente das escolhas de V"’ (w),0,(®),..0,_ (w).

- X, e B, sdo exdgenos.

- k, e H, sao exdgenos.

- Retornos AX, sdo linearmente independentes.

- k,>0.

11.2 Definicao 1

O processo-desconto S, é o desconto cumulativo que, em qualquer instante, leva qualquer
valor a valor presente do instante inicial do investimento, a taxa livre de risco. E um
processo previsivel, pois S, € conhecido em 7 —1.

O processo-desconto € dado diretamente por:

B, =Rf,Rf,..Rf,,
-[1*" m
B, =1. (2)

11.3 Definicao 2

O processo valor do ativo subjacente incluindo dividendos X, € o valor do ativo em

qualquer instante, levado a valor presente do instante inicial do investimento a taxa livre de

risco. E um processo estocastico, pois X, ndo € conhecido em 7 —1.
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O processo valor do ativo subjacente descontado € dado diretamente por:

0,
=ty 3)
7

114 Proposicao 1

O processo retorno descontado do ativo subjacente incluindo dividendos € o retorno

descontado de um periodo do ativo subjacente incluindo dividendos, em valor monetério,

levado a valor presente do instante inicial do investimento, a taxa livre de risco.

O processo retorno descontado do ativo subjacente € dado por:

AX, =X, - X,

1 (S, +9,
-1 :_( _St—lj'
B\ Rf

Fim da proposigao 1.

Demonstracao da proposicao 1:

1 t—1
AX[:S_I+ i_sf—l_Z“i
B =B B Th

Sr 6t Sr—l G 8[ G 6[
=—t+—L— + ) —=—-> =+
IBt lBt ﬂt—l i=1 M i=1 M
— Sr +8r _ St—l

th ﬁr—l :Bt—l

1 (st +9, j
= _St—l .
ﬁr—l Rfr—l

g. e. d. proposi¢do 1.

(4)
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11.5 Proposicao 2

O processo-valor da carteira replicante do ativo-objeto € dado por:

V. =Rf.,\V_ + :Br Br—ltAXt' 5)

Fim da proposigao 2.

Demonstracao da proposicao 2:

O investimento inicial € definido como a soma entre um valor em ativo livre de risco B e
quantidades 0, de ativos de risco X,,.

x=B,+0,'X,.

O valor inicial do processo-valor da carteira replicante do ativo-objeto € igual ao

investimento inicial.

A evolugdo do processo-valor da estratégia autofinancidvel em 7 =1 € dado por:

V" = B,Rf, +0,'X,Rf,
= B,Rf, +0,' (X, + AX,)Rf,
= (B, +0,' X, +0, AX )R,
= V. °Rf, +0, AX,Rf,.

A aplicacdo de uma nova estratégia ao valor resultante corresponde a um novo

investimento em ativo livre de risco B, e um somado a uma nova quantidade 0, de ativos

de risco X, que sendo um valor descontado deve ser corrigido a taxa livre de risco.
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vV =B, +0,'X,Rf,.
A evolugdo do processo-valor da estratégia autofinancidvel em ¢ = 2 € dado por:

sz’g = B,Rf, +91tX2RfoRf1
= B,Rf, +0,' (X, + AX, )R/, R,
= (B, +0,'X, +0,'AX,)Rf,Rf,

= V"’ Rf, +0,'AX, Rf, Rf,.
Por inducio finita tem-se que:
V=V URf +0,, AX, B,

g. e. d. proposi¢ao 2.

11.6  Proposicao 3

O processo de valor descontado da estratégia autofinancidvel € o valor em qualquer
instante, da carteira replicante do ativo-objeto, levado a valor presente do instante inicial
do investimento, a taxa livre de risco.

O processo de valor descontado da estratégia autofinancidvel é dado por:

x,0 t
‘;} =V +30,,'AX, 6)

t i=0

Fim da proposi¢ao 3.

Demonstrac¢ao da proposicao 3:
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V=RV + 50, AX,
=Rf_(Rf.LV2+B_0,_,'AX _)+/0,_'AX
=Rf_Rf.LV+Rf_ 5.0 'AX _ +50,'AX,
=Rf_Rf,V+B0_AX _ +50,_ AX,
=Rf_Rf.,(Rf._V{+B.0_'AX _)+50_'AX,  +50, AX,
= Rf_Rf.,Rf..V'? +Rf Rf_,5_,0. ' AX ,+50 _'AX  +50 _'AX,

= Rfl‘—lRfT—ZRfT—:ﬁVtiéf + ﬁl‘ 91‘—3TAXI—2 + IBI‘ HT—ZtAXT—l + IBI‘ 91‘—1TAXI'
Por indugdo finita tem-se que:
VT = Rf (R RS 5 RV, + B0, X, + 5,0,/ AX, +...+ 5,0, 'AX,

x,0
V’? = Voxye +90TAX1 +01TAX2 + "'+0’—1TAX’

t

Vtx,H o t ;
5 =V, 40, AX,.

t i=1

g. e. d. proposi¢do 3.
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11.7  Proposicao 4

A a estratégia autofinancidvel da 6tima de hedge da equacdo (5) é dada por:
Btlzlt = _(/Bt )_1 Etfil [kt AXt (th—lvtflg - Ht )](Etlil [kt AXtAXtT ])_l . (7)

k, € o processo propor¢ao de erro propagado

AX t _lErP[ktHAXHl ) (8)

kt = (th )2 (ErP [kt+1 ]_ EtP [kt+1AX T KEtP [kr+lAXt+1 t+1

t+1

O erro quadratico esperado minimo acumulado de hedge, que € o erro quadratico esperado

minimo acumulado de replicagdo é definido como:

&, = min E(f[(VT”’—HT)Z] 9)

X,600,...607_;

T-1 2
502 = xemn; E(f[(ﬁT[Vox’g +29[tAXMJ—HTj } 10)

i=0

E dado também por:

T-1
g’ = Eé’{z ESRE,P}. 1)

t=0

ESRE! ¢ o erro quadrético esperado minimo de hedge de um periodo, dado por:
ESRE! = E/ |k.. (1, |-k, (1,

T KETP [k1‘+l AX[-HAXI‘+1Jr B (EIP [kt+lH AXH—l ])’ (12’)

t+1

—-E’ [kHlHMAX

t+1
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H, é o processo de valor médio do ativo-objeto:

2
H, = (R]{t) EfP|:(kt+1 - (EtP [kH-lA)(Hlt ]EtP [kH-lA)(HlA)(H-lt ])_1 kt+1AXt+l )I;;l :| (1 3)
Fim da proposicgao 4.

Demonstracao da proposicao 4:

Seja o erro quadrético esperado minimo acumulado de hedge no instante ¢ = 0 dado por:

g’ = min EP[(v”’ HT)Z] (14)

X6 507

Pelo principio da optimalidade de Bellman, a partir de qualquer ponto da trajetdria 6tima, a
otimizacdo desse ponto em diante resulta na trajetéria 6tima.

Extraindo sucessivamente pela lei das esperancgas iteradas a esperanca do erro quadratico
de um periodo e desmembrando o problema de minimizagdo pelo principio da

optimalidade de Bellman temos:

802:xl91()n12T1EP[(ng HT)Z] (15)
= min EP[E [V” HT)ZH (16)
= min E [mmEfl[(V” HT)ZH (17)

= min E, [mm E/ . [mm E/ 2[mm E] [(Vx ‘_H, )2 Hﬂ (18)

*,60 5,07 _4
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Fazendo:

2

Jr :(VTX’B_HT) (19)

Jr = r?i_n E;—l [JT ]

= min £/ [(V;ﬁ ~H,) ] (20)

Jro = Ig}n E;J—z [‘]T—l]

. X 2
=pin o, ) =

JT—n = lglln E;—n [JT—n+1]
T-n

= min EJI-J_n [(VT)&ZH - HT—n+l )2 ] (22)

gT—n

Supondo que a solu¢ido de minimizacao do erro quadratico esperado de hedge no instante

t =T —1 paraum dado &,_, da equacdo (20) seja da forma:
x, 2 2
S =kpy (VT—IH - HT—I) + (ST—I) . (24)

sendo que k,_,, H, , e &_, dependem somente do preco do ativo e do tempo (ndo

dependem de 6, _,).

Com essa suposi¢ao, solucionada a minimizag¢do em 7 —1 da equagao (20), € necessario
solucionar a minimizag¢do em 7 —2 da equagdo (21). Substituindo a solug@o suposta em

(24) na equagdo (21):
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Jro = rg}gl E;—z [‘]T—l]

= rg:gl E7, [kT—l (VTZH —H;, )2 + (8T—1 )2 ] (25)

Substituindo o valor da estratégia autofinancidvel de (5) em (25) temos:

: X, t 2 2
Jrn = rg:gl E;—z [kT—l (RfT—zvr—i + 5,0, , AX,, —H,_ ) + (gT—l) ] (26)

X, 2 X, t
. P (RfT—ZVT—Z —H;, ) + Z(Rfr—sz—Z —H; )ﬁT—lﬂT—Z AX; 2
= min £/, | k. +e V1. @

- + (/BT—IBT—ZtAXT—l )2

Aplicando a (27) a condi¢ao de primeira ordem com a premissa de que a derivada da

esperanca € a esperanca da derivada resulta:

X, 2 X, t
dJT_2 d . P (RfT—ZVT—g - HT—I ) + Z(Rfr—sz—g - HT—I )ﬁT—IBT—Z AXT—I 5
r2 min E; | k,_, + (gT—l)
do;, do,,| o

t )2
+ T—IGT—2 AXT—l

X, 2 X, t
. P d (RfT—2VT—g - HT—I) + Z(Rfr—sz—g - HT—I )ﬁT—leT—Z AXT—I 2
=minE, ,| ——| k;_, + (gT—l)
Or> do t 2
- +\0r.07, AXT—1)
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Supondo a condicao de primeira ordem:

dl, ,
de,_,

=0

ELL ok, (RA Vi~ H, B AX, T 42k, By B8, 0K, 0K, =0

EL ok (RE Vi~ H, B AX T D Lk B 0,0 8X, 0K, =0
EL Pk (RE Vi~ H, B AX, e, Bk B, B 8K, AX, =0
02, =—E [, (R, v -1, )88, NEL Kk, 8 X, aX, )

= _(ﬁT—l )_l E;—2 [kT—lAXT—IT (RfT—2VTx—’§ - HT—I )KETJ& [kT—l AXT—IAXT—IT 71- (28)

Retornando o ponto minimo GTD_; de (28) na equagdo (20) de J,_,:

1 2 1 t t 2 2
JT—Z = E71")—2 [kT—l ((RfT—ZVT—Z - HT—I) + 2(RfT—2VT—Z - HT—I )ﬂT—leT—2 AXT—I + T—IGT—Z AXT—I) )+ (ST—I) ]

2

(RfT—szx—g - HT 1 )

_ 2
(ﬂT l(ﬁT 1 ET{) Z[kT IAXT 1 RfT ZVT Z T l :KE I:kalAXTflAXTflT]) lAXT*I)

2

+e)

= E;)—z lkT—l (RfT—szx—g -H; 1)21
_ZE;—Z [(RfT—szx—’Z _HT 1 E; Z[kT IAXT 1 RfT 2 T 2 - T 1 KE [kT—lAXT—lAXT—lT])_l kT—lAXT—l
_ 2
+ETJ 2|:kT 1(ETJ Z[kT IAXT 1 RfT 2VTX2 - T 1 KE [kT—lAXT—lAXT—lt]) IAXT—l) :|+ETJ—2 [(gT—l )2]

(29)

kT - Z(RfT 2VTX.§ T l)IBT l(ﬂT 1 EI}') Z[kT IAXT 1 RfT 2VTX§ T l :KE [kalAXTflAXTflT:I)_l AXT*I
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A equacdo (29) precisa ser rearranjada para formar um quadrado em forma de binémio de

Newton (“straightforward but tedious” - Cerny (2004a, p. 301).

Expandindo em (29) o bindmio quadratico no primeiro termo e distribuindo as

multiplicagdes no segundo e terceiro termos:
J. . —E’ [k (R )2(\/**9)2]—2151’ k, &, veenm, JvE |k, (1, )]
T-2 T-2["T-1 fT*Z T-2 T-2L%T-1 fT*Z T-27"T-1 T-2L%T-1 T-1
—2E! [R vreE” [ ax, (&, vee —m, NED [k, aX, aX, ]k, A%
T-2 fT—2 T-27T-21"T-1 T-1 fT—2 T-2 T-1 T-21"T-1 T-1 T-1 T-1 T-1

t x, t[\!
+ 2E‘TP—Z [HT—IE;—Z [kT—lAXT—l (RfT—ZVT—g - HT—I )KE;J—Z [kT—lAXT—IAXT—I ]) kT—IAXT—l

B 2
t X, t[\!

P Eiz [kT—lAXT—l Rfoszj KE;z [kalAXTflAXTfl D AXTA

+ ET—2 kT—l T W

- E;)fz [kT—lAXT—l HTfl KE;—Z [kT—lAXT—lAXT—l ]) AXTA

2!l F ] (30)

Agrupando em (30) o terceiro termo ao sétimo termo ao final da expressao e distribuindo

as multiplicagdes do quarto, quinto e sexto termos:
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JT—2 = E;—Z [kT—l (RfT—Z )2 (VTX—’Z )2 ]_ 2E7[‘,—2 [kT—l RfT—ZVTX—’ZHT—l

[ —1
- ZE;)—Z _RfT—ZVTX;Z ET}‘)—Z [kT—l AXT—ITR]“T—Z‘/TX—,Z KE;—Z I:](T—IAXT—IAXT—IT ]) kT—lAXT—l

X i T 1 .
+ 2E7112 _Rfoszng;lz [kT—lAXT—l HT—I KEJI“iz [kT—lAXT—IAXT—l ]) kT—lAXTfl |

: T ) . :
+ ZE;—Z _I—IT—IE;—Z [kT—IAXT—l RfT—ZVT—Z KETI‘)—Z [kT—l AXT—IAXT—I ]) kT—IAXT—I J

[ —1
- ZE;)—Z _I—IT—I ET}‘)—Z [kT—lAXT—lTHT—I :KE;)—Z [kT—l AXT—IAXT—IT]) kT—IAXT—I

I t x, t ! 2
vEP |k E;—z [kT—IAXT—l RfT—ZVT—Z IE;—z [kT—IAXT—IAXT—l ]) AXT—1
T-2| *1-1
t t\!
- EY{)—Z [kalAXT—l HT—I KE;iz [kT—lAXT—IAXT—I D AXT—I

+E;, (8 )2]+ Ef Lk (1, 7). 31)

Extraindo as constantes das esperancgas em (31):
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JT—2 = (RfT—Z )2 (VT’C—JZ )2 ETP—Z [kT—l]_ 2RfT—2VTx—’ZE;—2 [kT—lHT—I

- Z(Rfr—z )2 (erlz )2 E;)—z [Ef—z [kT—IAXT—l ](E;)—z [kT—lAXT—IAXT—IT ])71 kT—IAXT—l ]

X [ t t]y!
+ 2RfT72VT—gE1}":2 _PITflEYI")—Z[kT—IAXT—I KEJ{)—Z[kalAXT—IAXT—I ]) ky AX;

X [ t L
+ 2RfT—2VT—ZE;—2 _[_IT—IE;—Z [kT—IAXT—I KE;—Z [kT—IAXT—IAXT—I ]) kT—IAXT—l

-1
- 2E71~)—2 [HT—IE;)—2 [kT—lAXT—ITHT—I kE;—z [kT—IAXT—IAXT—lT]) ko AX;

X, t t]y! 2
P RfT—ZVT—ZE;—Z [kT—IAXT—I k ;—2 [kT—IAXT—IAXT—I ]) A)(T—l
+ ET—Z kT—l

t ty!
- EJI"J—Z [kalAXT—I HT—IKEYI")—Z [kT—IAXT—lAXT—I ]} AXTfl

+E, :(8T71)2]+ Ef e (1, V). (32)

Desmembrando em (32) o terceiro termo e agrupando uma parcela ao primeiro, agrupando
0 quinto termo ao segundo para formar um bindémio quadratico em V,"9, desmembrando o

sexto termo e agrupando uma parcela ao final da expressdo e expandindo o quadrado do

sétimo termo:
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%0 2 -1
Jrn= (VT—’Z ) (RfT—Z )2 (E:—z [kT—l ]_ E:—z [E;—z [kT—lAXT—lt KE;—z [kT—lAXT—lAXT—IT ]) kT—lAXT—l ])
x.0 2 P P t{-p t !
- 2RfT—2VT;2 ET—Z [kT—lHT—l - HT—IET—Z [kT—lAXT—l KET—Z [kT—lAXT—lAXT—l ]) kT—lAXT—l
T W EY W |
- (RfT—Z) (VT—Z) ET—2 ET—2 kT—lAXT—l ET—2 kT—lAXT—lAXT—l kT—lAXT—l
x,0 - P P 1 P + \L
+ 2RfT—2VT—’2ET—2 [ET—Z [kT—lAXT—l HT—I KET—Z [kT—lAXT—lAXT—l ]) kT—lAXT—l

t t [\
_E;—z [H T—lET{)—Z [kT—lAXT—l H T-1 KEII'J—Z [kT—lAXT—lAXT—l D kT—lAXT—l

+ (Rfoz )2 (V;,g )2 E]{iz kT71E1{12 [kT*IAX T—lT KETP—Z [kT—1AX T—1AX TIIT ])_l AX -
E;sz [kalAXTflT KE;D*Z [kT’IAXT—IAXT,IT ]) AXT%

t t[\!
6P kT—lE;—Z [kT—IAXT—l KE;—z [kT—IAXT—lAXT—l ]) AXT—1
- 2RfT—2VT—,2 ET—2

-1
Ez{)—z [kT—IAXT—ITHT—l KE;)—z [kT—lAXT—lAXT—lT ]) AX;

t t [\!
kT—IEJ}")—Z [kT—lAXT—l HT—I :KEYI"J—Z [kT—IAXT—IAXT—l ]) AXT—I

+E;,

EYI"J—Z |:ka1 A)(T—ITPIT—I :KEJ{)—Z I:kT—l AX T—IA)(TflT ])_l AX T-1
+ ETI‘J—Z [(ST—I )2 ]+ ETP—Z [kT—l (HT—l )2 ]_ ETI‘J—2 [HT—I E;—2 [kT—l AXT—l HT—I :KE;—2 [kT—l AX T-1 AXT—IJr ])71 kT—I AXT—l °

(33)

Aplicando a (33) a lei das esperancas iteradas ao terceiro, quarto e quinto termos e a

propriedade vetorial a'b =b'a ao sexto, sétimo e oitavo termos:
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-1
Jro = (VTX—g )2 (RfT—Z )2 (E;—z [kT—l]_ E;—z [E;—z [kT—lAXT—ltKEY{)—Z [kT—lAXT—lAXT—IT]) kT—lAXT—I])
—2Rf, VS OE! [k H, —H, E" [k, %, er [k, A%, A%, )k, A%
T-2"T-2-T-2|"T-1 T-1 T-1~T-2L"T-1 T-1 T-2IVT-1 T-1 T-1 T-1 T-1
2 x,HZ(P[ TKP[ f])‘lp[ )
- (RfT—Z) (VT—Z) ET—2 kT—lAXT—l ET—2 kT—lAXT—lAXT—l ET—2 kT—lAXT—l
+2Rf V"’B(EP k,_ax, w1, em [k, ax, ax, ') E? [k, ax )
T-2"T-2 T-21"T-1 T-1 T-1 T-2IVT-1 T-1 T-1 T-2LYT-1 T-1
- E;—Z [kT—lAXT—lTHT—l KET{’—Z [kT—lAXT—lAXT—lt ])_1 ET{’—Z [kT—l AXT—IHT—I
—1
E[, [kalAXT—lT KE;iz [kalAXTflAXT—IT ]) kalAXT—lAXTflf

+ (Rfoz )2 (erj )2 E;sz o\
(Ey{iz [kT—lAX -1 ](E;iz [kTAAX 1 AX T71T )

t t [\! t
0 P Ez{)—z [kT—IAXT—I KE;—z [kT—lAXT—IAXT—l ]) kT—IAXT—IAXT—l
- 2RfT72VTizET72

(” k,.ax, 1, JEr |k, aX, ax *“)T
ET*Z T-1 T-1 HT*I T-2L%T-1 T-1 T-1

t t[\! t
EP E;—z [kT—IAXT—l HT—l KE;—z [kT—lAXT—IAXT—l ]) kT—lAXT—IAXT—l
+ T-2

(E” k,.ax, 1, Jer |k, aX, ax *“)T
T-21"T-1 T-1 T-1 T-21"T-1 T-1 T-1

+ E;—Z [(ST—I )2 ]+ ETP—Z [kT—l (HT—l )2 ]_ E;—2 [HT—I E;—2 [kT—l AXT—l HT—I :KE;—2 [kT—l AX T-1 AXT—IJr ])71 kT—I AXT—l °

(34

Aplicando a (34) a lei das esperancas iteradas ao sexto, sétimo e oitavo termos:
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Iy =t Pl - 2 ax, Ter b ax,ax, ]k ax, )
~ory, Bl - B X aX, %, ]k ax,
(R P O X, T e, ax, ) e ax, )
+2Rf, V0 (E;”_2 [kT_1 AX, 'H, ](E;?_2 [kT_lAXT_lAXT_IT ])‘l E [k, AX, )

- E;—z [kT—lAXT—lTHT—l KE;"J—Z [kT—lAXT—lAXT—lt D_l EZI“J—Z [kT—lAXT—lHT—l

+ (Rfr—z )2 (VTX—’Z )2 E;, [kT—IAXT—lT KE;—z [kT—IAXT—lAXT—IT ])71 Er, [kT—lAXT—IAXT—IT ]
O\

(E;iz [kT—IAXT—I KEy{iz [kT—lAXTflAXT—lT 1 )

X, t t[\! t
- 2RfT—2VT—Z E;—Z [kT—IAXT—l KE;—2 [kT—lAXT—IAXT—l ]) E;—Z [kT—IAXT—lAXT—I ]

f

-1
(Effz [kT—lAX T-1 T H; KE;& [kT—IAX raAX T—IT )

+ E;—Z I:kT—IAXT—lTHT—l :KETI‘J—2 [kT—l AXT—IAXT—IJr ])71 E;—Z IZkT—IAXT—lAXT—lT ]

(E;—Z [kT—l AX T-1 T HT—I KE;—2 [kT—l AX T-1 AX T-1 T B )T
B ey ] £l (1, )]

+ !
- ETI‘J—Z [HT—I ETI')—Z [kT—lAXT—l HT—l :KETI')—Z [kT—IAXT—IAXT—l ]) kT—IAXT—l . (35)

Eliminando em (35) as multiplica¢des pelo inverso no sexto, sétimo e oitavo termos:
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-1
‘IT—2 = (VTX—’Z )2 (RfT—Z )2 (E:—z [kT—l ]_ E:—z [E;—z [kT—lAXT—lt KE;—z [kT—lAXT—lAXT—IT ]) kT—lAXT—l ])
—1
- 2RfT—2VTX;§E7{)—2 [kT—lHT—l - HT—IET{)—Z [](T—IA)(T—It KEJI'J—Z [kT—lA)(T—lA)(T—lJr ]) kT—lAXT—l
20 F e ax, ) Jer I )
- (RfT—Z ) VT—2 ET—Z kT—lAXT—l ET—2 kT—lAXT—lAXT—l ET—2 kT—lAXT—l
ol e ax, e el )
+ 2RfT—Z‘/T—Z ET—2 kT—lAXT—l HT—l ET—Z kT—lAXT—lAXT—l ET—Z kT—lAXT—l

t t [\
_E;—z [kT—lAXT—l HT—l KETI"J—Z [kT—lAXT—lAXT—l D Ei—z [kT—lAXT—lHT—l

,1 T
+ (RfT—2 )2 (VTX—’Z )2 E;—Z [kT—l AXT—IJr KETP—Z [kT—l AX T-1 :KETI‘J—2 [kT—l AXT—I AX T—IT )

X, t t .S

- 2RfT—2VT—§ ETI')—Z [kT—IAXT—I KETI')—Z [kT—IAXT—l HT—l KETI‘J—Z [kT—lAXT—l AXT—I )
E" [k, AX, 'H KEP k,ax, 'm, e7 [k, A%, A%, ’1)1

+ T-2L"T-1 T-1 T-1 T-21L"T-1 T-1 T-1 T-2L"T-1 T-1 T-1

vE e P el )]
- ETI‘J—Z [HT—I ETI‘)—2 [kT—l AXT—l HT—I :KETI‘J—2 [kT—l AXT—I AXT—IT ])71 kT—l AX T-1]1 (36)

Aplicando a (36) a propriedade vetorial (a'b) = (b"a) ao sexto, sétimo e oitavo termos:
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S, = (VTX—g )2 (RfT—Z )2 (E;—z [kT—l ]_ E;—z [Ei—z [kT—lAXT—lf KEY{)—Z [kT—lAXT—lAXT—lT D_l kT—lAXT—l ])

X, 1 + \!
- 2RfT—2VT—Z E:—Z [kT—lHT—l - HT—I E;—Z [kT—l AX T-1 KE;—Z [kT—lAXT—l AXT—I ]) kT—lAXT—l

PO e o, e X, ax, ) )
+2Rf, LV, (E;”_2 K, ax, w1, er [k, ax, ax, ') E? |k, A%, )
B X, He B e aX 6 ) E A
(R Vo Bl ax, JED g ax, ax, ) Bk X
~2Rf VS ED e X e o, ax, ) EE
Bl aX, H JE e ax ax ) B ax

T PR T AN

t 1
- EI}"ZZ [HTfl EYI"iZ [kalAXTleTfl :KEYI"iZ [kalAXTflAXTfl ]) kT*IAXTfl . (37)

Eliminando em (37) o terceiro e sexto, quarto e sétimo e quinto e oitavo termos que se

anulam:
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JT—z = (VTX—g )2 (RfT—Z )2 (E;—z [kT—l ]_ E;—z [Ei—z [kT—lAXT—lt KEY{)—Z [kT—lAXT—lAXT—lT ])_l kT—lAXT—l ])
- 2RfT—2VTx—’ZE;—2 [kT—lHT—l - HT—lE;—z [kT—lAXT—lT KE:—z [kT—lAXT—lAXT—lf ])_l kT—lAXT—l
+ E;—z (ST—I )2 ]+ E;—z [kT—l (HT—I )2]

t !
- EYI'J—Z [HT—I EYI'J—Z [kT—lAXT—lHT—l :I(EYI'J—Z [kT—lAXT—lAXT—l ]) kT—lAXT—l : (38)

Somando e subtraindo k,_,(H,_,)* em (38), multiplicando e dividindo o segundo termo

por Rf, ,k, , ,colocando H, , em evidéncia e definindo:

kT—Z = (Rfr—z )2 (E;—z [kT—l ]_ E;—z [kT—lAXT—IT KE;—z [kT—IAXT—lAXT—lT ])_1 E;—z [kT—IAXT—I ) (39)

A equacdo (38) torna-se:

i = (erig )2 kr_s

x t \! Rf _ k _
- 2(VT—’§ )Rfrsz;iz (kT—l - E;iz [kT—lAXT—l (E;)—z [kT—lAXT—IAXT—I ]) kT—lAXT—l T-1 RfT sz :
T-2"*1-2

2 2

+ krfz (Hrfz ) - krfz (Hrfz )

B e |+ B (L)

-1
- E;)—z [kT—lHT—lAXT—l (E;)—z [kT—lAXT—lAXT—l1]) E;)—z [kT—lHT—lAXT—l . (40))



Definindo em (40):

o H. . |(Rf,.)
Hrfz = E;:z |:(le - E;:z [kT—lAXTfl ](E;iz [kT—lAXT—lAXT—lTD kT—lAXT—l) = } ( fT 2) .
RfT—Z kT—Z
A equacdo (40) torna-se:
JT—Z = (VTX—‘Z )2 kT—l - 2(VTX—§ )kT—ZHT—Z + kT—l (HT—2 )2
L e V| B (b, b (0,
P P ! op
- ET*Z [kalHTfl AXT*I ](ET72 |:ka1 AXT*I AX T-1 ]) ET*Z [kalHTflAXTfl . (42)
Definindo em (42):
=zl el ) |
Er, = ET—2 Ero + ET—2 kT—l (HT—l) - kT—l (HT—I)
-1
- E;—z [kT—lHT—lAXT—l ]E:—z [kT—lAXT—lAXT—lT] E;—z [kT—lHT—lAXT—l . (43)
A equacdo (41) torna-se:
N 2 2
Jro=ksy (VT—,Z -H,, ) +&, . (44)

onde k, ,, H, , ¢ ST_22 sdo dados pelas equacdes (39), (41) e (43) respectivamente.
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(41)



198

A equacio (44) € a solugdo do problema de minimizagdo apresentado em (25).

S, = rg}}n E., [‘]T—l]

= rg:gl E; [kT—l (VTZH —H;, )2 + (8T—1 )2 ] (25)

Mas a equacdo (24) foi a solugd@o suposta para o problema de minimizagdo da equagao

(20):

Jr = nali_n E, [JT ]

~minE, (v, ] (20)
.. 2 2
Jro = kT—l (VT—IH - HT—I) +& . (24)

Podemos observar, comparando a solucao obtida na equagdo (44) para o problema de
minimizacdo da equacgdo (25), com a solugdo suposta na equacio (24) para a o problema de

minimizacao da equacdo (20), que obtivemos assim uma soluc¢ao recursiva na forma:

o=k (V0 -H, ) e (45)
em que:
‘It = rrzm EtP [(Vtile - HH—I )2] (46)

kt = (Rfr )2 (ErP [kt+1 ]_ ErP [kt+1AX tKEtP [kr+lAXt+1AX T ])_1 ErP [kr+1AXt+1 ) (47)

t+1 t+1

(kr+l - (ErP [kr+1AXr+1T ]ErP [kr+1AXr+1AXr+1t ])_1 ki AX, )I;}d :I (43)

t t
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e, = ke | o b, P ), (1,

t t

AX,, ' E" [k, H,, AX (49)
t t+1

t
- ETP [kt+lHt+lAXt—l KE[P [k1‘+lAXt+l t+1 t+1 t+1 1°

Para completar a verificacdo da solugdo € entdo necessario retornar a solu¢do do problema
de otimizagdo inicial da equacdo (20), cuja solugdo foi suposta ser dada na forma da

equacao (24). Retomando as equacdes (20) e (24):

Jro = rgljl E;—1 [‘]T ]

= min £/, [(V;ﬂ ~H,) ] (20)

T-1

2

.. 2
Jroy =kp (Vr—f - HT—I) +&, . (24)

Para que a solugdo recursiva seja valida, J, deve ser expresso na forma:

Essa forma € vdlida com a condicdo inicial de que &, =0 e k, =1.

Assim, aplicando recursivamente a solu¢do de =T até t =0, obtém-se a solucdo do

problema de minimizagao:

J,=¢&,".
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Como o célculo recursivo do erro quadrético esperado minimo de replicacdo € dado por

(49):

2

e, = B le P ] £l 1, ] 5, (1, )

_EtP [kt+1Ht+lAXt—1TKEtP [kf+1AXt+1AXH—1f _lEl‘ [kt+1Ht+lAXH—l ’ (49)

podemos definir em (49) o erro quadrético esperado minimo de replicacdo de um periodo
como sendo:
ESREI,‘P = EtP [kH-l (H )2 ]_ kt th

t+1

- (EI‘P [kt+1Ht+lAXt+lf ]XEL‘P I:ICH—IAX),‘+1AX1‘+1T B (EtP [kt+1Ht+lAXt+l ])' (50)
A equacdo (49) torna-se:
e’ =E, [gmz ]+ ESRE . 51)

O erro quadratico esperado minimo acumulado de replicagdo no periodo atual, calculado
recursivamente, € a soma do erro quadrético esperado minimo acumulado de replicacdo
entre o periodo seguinte e o periodo final, com o erro esperado minimo de replicagdo de

um periodo (entre o periodo atual e o periodo seguinte).

Logo:
e, =E", [€T2]+ ESRE; ,, sendoque &, =0, entdo:

¢,  =ESRE",
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e, =E", [eT_f ]+ ESRE!
= E" [ESRE" |+ ESRE"
e, =E’, [gT_22 ]+ ESRE”
=e" [E" [ESRE". |+ ESRE" |+ ESRE"

= E" |ESRE"  + ESRE" |+ ESRE?

Por indug@o finita tem-se que:

T-1
e =E' [z ESRE,P} + ESRE!
t=1

=E, {Ti ESRE/ } : G

t=0

O erro quadratico esperado minimo acumulado de replicacio no instante # = 0 € esperanca

da soma dos erros quadraticos esperados minimos de replica¢do de um periodo.

Podemos observar nas equagdes (20) e (45), que o erro quadratico esperado minimo
acumulado em um instante intermedidrio qualquer € a soma do erro quadritico minimo
esperado acumulado calculado recursivamente até o instante intermediario, com uma
propor¢ao da diferenga existente entre o valor da carteira replicante e o valor do ativo-

objeto naquele instante.
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J, =minE/[J,,,]

2

=k (V-H) +e’. (52)

No periodo inicial essa diferenca € nula, pois o hedge € iniciado com a carteira replicante

. . . 2
tendo o mesmo valor do ativo-objeto, portanto somente no instante t =0, J, =€, .

O erro quadratico esperado minimo acumulado de replicag¢do no instante # =0 € entao

dado por (9), (10) e (11):

£’ = min E(f[(VTX’g—HT)Z] 9)

X,60y,....6p_;

2
. e St
= x,é?.l.,gr,, E: l:(ﬂT (Vo 7+ Zei—l AXHIJ_ HTJ ] (10)

i=0

- E{ZESRE} (an

t=0
Por fim, retornando a equacao (28), a estratégia dindmica autofinanciavel 6tima é dada por:
Btlzlt = _(/Bt )_1 Etfil [kt AXt (th—lvtflg - Ht )](Etlil [kt A)(tA)(tT ])_l . (53)

g. e. d. proposi¢ao 4.



12. APENDICE 3 - DEMONSTRACOES - ESTRATEGIA HN

Notagao:

¢ : instante de tempo continuo 7€ [0,7].

T : instante de expiracdo da opcdo de compra européia.
r : taxa continua de retorno do ativo livre de risco.

S, : prego a vista da a¢do sem dividendos.

=

~

: variancia condicionada dos log-retornos da acao.

: preco de mercado do risco.

: variancia de longo prazo.

R ¥ >

: parametro de média mével.

,Bl. : parametro auto-regressivo.

A : pardmetro de assimetria.

C(s . ,t) : preco racional da op¢do de compra européia.
Z, : varidvel estocdstica com distribui¢do normal padrao.

6, : quantidade da acdo.

12.1 Premissas do modelo

- O preco da agdo segue um processo especifico em tempo discreto e os log-

retornos tém distribuicao lognormal.

- A esperancga dos log-retornos € constante.

- A variancia condicionada dos log-retornos segue um modelo GARCH

especifico.

- A taxa livre de risco € constante.

203
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12.2 Definicao 1
A equagdo da dinamica de pregos € dada por:
In(S,)=1n(S, )+ r+Ah, +/hZ,. (1)

A equagdo da dinamica da variancia é dada por:
P q )

ht =0+ Zﬁihr—im + zai (Zr—iAr —7 hr—iAr ) . (2)
i=1 i=1

Fim da defini¢ao 1

12.3 Definicao 2

Duan (1995, p. 14) define a LRNVR (Locally Risk Neutral Valuation Relationship), que
possibilita a precificacdo de op¢des, utilizando modelos GARCH, por meio da mudanga de
medida de probabilidade. A LNVR estipula que a variancia condicionada um periodo a

frente € invariante com relagdo a mudanga para a medida neutralizadora do risco.

Duan (1995, p.15) define que uma medida de probabilidade Q satisfaz a LRNVR se é

, S T
mutuamente absolutamente continua com relagdo a medida P e S—’ | &, tem distribuicdo
t—1

S
lognormal na medida Q e E°, L’_t} =e'.
t—1

Fim da defini¢ao 2.
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12.4 Teorema 1

Este teorema estd demonstrado em Duan (1995, p.25-31).

Seja uma varidvel estocastica y, =V +hZ,, sendo v aesperanga contante e Z, ~ N (0,1) na

medida objetiva P, entdo y, ~ N(0,4).

(r-p )T"’i Vsi
Seja a medida martingale Q definida por dQ = e 1 dP mutuamente absolutamente

continua em relacdo a medida P .
a — P Pty .
Entdose S, = E _, [e S,] :
Q € uma medida de probabilidade e, para qualquer varidvel estocastica W,, -

mensuravel:
ESW]=E" Weo] .

S
S—’ | &, tem distribui¢do lognormal na medida Q.

t—1

ES{SS’ } = ErIil [e—p+y, ] =e .

t—1

S S
V’?{S : } =V L‘—’} quase certamente com relacdo a medida P .

t—1 t=1

Fim do teorema 1.

12.5 Proposicao 1

A dinamica de precos na medida de probabilidade neutralizadora do risco para o modelo

(1) é dada por:

In(S,)=1n(S, )+ 7 —%h, +h,Z,. (3)
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A dinamica da variancia na medida de probabilidade neutralizadora do risco é dada por:

P q )
h =0+ ZIB[ B+ zai (Zt—iAt — Vi in ) . “4)
i=1 i=1

Fim da proposigao 1.
Demonstracao da proposicao 1:

Rearranjando os termos na equagao (1)

In(S,)=1In(S,_, )+ r —%ht +hZ,
=1n(S,_, )+ 7+ Ak \Jh, ++[h, Z, —%h, +%\/h_[\/h_t
:ln(Sr_A,)+r—%hr +\/h_,(Zr +/1\/h_r+%\/h_,j

:ln(Sr_A,)+r—%hr+\/h_,(Zr+(l+%]\/h_,j. (5)

Fazendo:

Z; :Zr+(/1+%j\/h_,. (6)

A equacdo (5) torna-se:

In(S,)=1n(S, ,, )+7 —%h, +h,Z;. (7)
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Eliminando os logaritmos em (7):

1 «
S’ V_Eht +\/h712r
e .

)

o 1 .. R .
A determinacdo de A= _E transforma a varidvel Z, em (6) em uma varidvel com

distribui¢do normal padrdo Z, ~ N (0,1).

Se o processo em (8) representa um processo na medida neutralizadora de risco, entdo pelo

S e, . _—
teorema 1, se ES{S ! } = e, a distribuicdo é lognormal na medida Q e a condigao
t-1

LRNVR é satisfeita.
S r—ih,+ hZ,
Ez(i —|= Et(;ll e’
S -1
r—7h[+lh[
—e 2



208

Rearranjando os termos na equacgao (4)

h —a)+z,3,h, ,A,+za( rzAr —7 rzAr)z

p

- w+zﬁiht—mt +ia( t—iAt 7/ r zAr) ta ( t—Ar 7/1\/7)2

2
P q
= o+ Zﬂ,h, ine T Za ( it — Vi ht iAt ) + al(zr—At +(ﬂ’+lj hr—Ar _(ﬂ’—i_%j hr—Ar 4 ht—At j
i=1 i=2
P q 1 2
=w+ Zﬁzhr ine T Za ( =int ~ Vi ht iAt ) + al(zr—At +(/1+Ej hr—Ar _(ﬂ’+_+ }/lj ht—At j
i=1 i=2
)
Substituindo (6) em (9) e fazendo:
. 1
7 =/1+5+7/1. (10)

A equacdo (9) torna-se:

h—w+2/a’,h,,m S (7,0 - Vil | (7~ Vi ) (11)

i=2

Como a condigdo A = —% foi estabelecida para a obtencao do processo da equacao (1) na

medida neutralizadora do risco, a equagao (11) torna-se:



hr =0+ iﬁiht—im + iai (Zt—iAt —7 ht—iAt )2 +a, (Zt—Ar s \/E)z

2

P q
hr =0+ Zﬁiht—im + zai (Zt—iAt =7 ht—iAt ) :
i=1 i=1

g. e. d. proposi¢ao 1.

12.6 Definicao 3

A dinamica de precos do ativo livre de risco € dada por:

dB, = rB,dt
B, = B,e™".
Fim da definicao 3.

12.7 Definicao 4
O preco racional da op¢ao de compra européia € dado por:

C(S,.t)= e " E*[max{s, - K, .,0}].

Fim da definicdo 4
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12.8  Proposicao 2

O preco racional da op¢cao de compra européia dado por:

l

—ig o (; —ip (.
s 38,0 P S P

(15)

Sendo que f é a fungdo caracteristica de InS, na medida de probabilidade

neutralizadora do risco.
Fim da proposi¢ao 2.
Demonstracao da proposicao 2:

Seja f"(r,T,¢) afuncdo geratriz de momentos de ordem ¢ de In S r ha medida

neutralizadora do risco dada por:

F7(e.1,9)= ECle?™s |, (17)

sendo que:

£ 1) =EC [ ]

=E°[s,] (18)

Seja p(In S, ) a fungdo densidade de probabilidade de In S » ha medida neutralizadora do

risco.
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Seja p”(In ST) uma densidade de probabilidade ajustada de In S, na medida

neutralizadora do risco, tal que:

e" p(In S, )

(InS :—. 16
p (n T) I (t,T,l) (16)
Seja g"(¢,T,¢) afuncdo geratriz de momentos de ordem ¢ de In S, namedida
neutralizadora do risco, para a densidade de probabilidade ajustada p* (In S, ) na medida
neutralizadora do risco, dada por:

g (t.7.0)=| e p*(ns,)d(Ins,)
InS

= oms, € p(nS )dl g

=[ e Gry) dUnso)

1 (¢+1 InS.

= "plInS, )d(InS

et s s,
_ S T.g+1) (19)

£

O preco racional da opcdo de compra européia dado por (14), passa a ser entdo:

C(S,,t)=e"TE® [max{eln S~ K, ,O}]

=€"”‘”(EKT " plinS, (s, )~ K, [ plins, )d(lnST)]. (20)

Inserindo (16) em substitui¢ao da densidade de probabilidade da primeira integral em (20):

C(s,.0)=e" ™ feT)f p*nS,)dlns,)~ K, [ plins,)d(ins,)). @y

1o
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Se (¢, T,0) é a funcio geratriz de momentos de In S, para a densidade de

f(6T,9+1)
£ (e1.1)

InS, para a densidade de probabilidades ajustada p* (InS r ) dada em (18), entdo

f(e.T,ig+1)
1)

probabilidade p(ST) e pA(ST) respectivamente.

probabilidades p(In Sy ) dada em (17) e ¢ a fungdo geratriz de momentos de

f(t,T,ip) e

sdo as fungoes caracteristicas de InS, para as densidades de

Como a fun¢do densidade de probabilidade pode ser obtida a partir da fungao

caracteristica:
< 1 —xit .
f(x)=.[_wge M (it)dt. (22)

As densidades de probabilidade em (21), conforme indicado em Heston e Nandi (2000, p.
620) sdo dadas por:

. . —ipInKy £* (-
[© plns,)d(ns,)= 1.1 Re{e_—f(m)}w (23)
InK; 2 ;Y l¢
r A 1o 1= e f(ig+1)
p*(InS,)d(InS,)==+—| Re , de. (24)
InK; 2 7T Y0 i ¢

Substituindo (18), (23) e (24) em (21):

C(S,,t)=e"(T")[E,Q [ST][%+ 1 wRe{eWTg(iml)}w]—m[hl wRe{—"_Wff *(i‘”)}dgzﬁj}
l

T 0 2 7T Y0 l¢

1)
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T0EC[s,]=S,, a equacdo (21) torna-se:

o b ()

_1 e—r(T—t) - e—i¢1n1<rf*(i¢+1) ) I 1 €_i¢1nKTf*(i¢)

Como e’

(22)
g. e. d. proposi¢ao 2.
129  Proposicao 3
A fungdo geratriz de momentos condicionada de In S, na medida neutralizadora do risco €
dada por:
£ eT.0)= B[] 23)
Sendo que @ = ¢ para a funcdo geratriz de momentos € ¢ =i¢ para a funcdo caracteristica
e tém a forma:
* P 2
f (t,w):st«fexp(A(r,T,(p)+lei(t,T,¢)ht_A, + zc T 0NZ, s = Vi) )
(24)

Sendo que:

A(LT,0)= Al + AT, )+ or+ B, + At,T,qo)a)—%ln(l— 26,B,(t + A1, T, )~ 2C, ( + A1, T, 9)
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1
Bl(t’T’¢): ¢(l+71)_§712 +ﬁlBl(t+At’T’¢)+Bz(t+At’T’¢)

%(¢_71)2

+
1-2a,B,(t+ At, T,p)-2C,(t + A1, T, )

B.(t.T,¢)= B.B,(t+At,T,0)+ B, (t +At,T,p), 1<i<p

C(t.T.9)=«,

i+l

B(t+AtT,p)+C,, (t+A,T,@), 1<i<g-1
AT, T,9)=B.(T,T,p)=C,(T.T,p)=0.

(25)
Fim da proposi¢ao 3.

Demonstracao da proposicao 3:

Seja a fungdo geratriz de momentos condicionada de In S, na medida neutralizadora do

risco dada por (23):

£ (61, 9)= ECfer]. (23)

Assumindo que a fun¢do geratriz de momentos toma a seguinte forma log-linear:

" )4 q-1 2
f (t’ T, ¢) = exp(¢(ln ST )+ A(t’T’ ¢)+ EB; (t’T’ ¢)ht—At(i—2) + écz (t’T’ ¢)(ZI—At(i—1) —7i hr—Ar(i—l) ) ) .

(26)

@In Sy

Como InS, € conhecidoem ¢t =T, a equacdo (23) torna-se f (T, T,p)=e . Logo, a

condicdo terminal dos coeficientes A, B, e C, é dada por:

A(T,T,9)=B,(T.T,0)=C,(T,T,p)=0. (27)
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Aplicando a lei das esperancas iteradas a (23) resulta:

£, 0)=EC[f e+ AT, )]

14
@(In S, )+ A(t.T,0)+ X B.(t.T. ), (1)
= E°|exp =

t q-1

2
+ X Ci (t»T» ¢)(Zt—At(i—l) —7i ht—At(i—l) )

i=1

(28)

Substituindo a dindmica de In S, dada por (1) e (2) a equagdo (28) torna-se:

(p(ln Sy +r+Ah,, + Vs Zin )
+ Al +ALT,0)

2
+ Bl (t + At’T’ ¢)(161hr+m +a, (Zt+Ar —7 v ht+Ar ) )
w ‘ p-l q-1 2
f (t’T’ ¢) = E,Q exp| + Bl (t + AT, (”)(w"' glﬁmhr—m(z’—z) + éam (Zt—At(i—Z) —Vin hr—Ar(i—Z) ) )
p-1
+ ZiBm (t + AT, ¢)ht—At(i—2)

+ Cl (t +ALT, ¢)(ZI+AI VAR ht+At )2

q=2 )2
+ lgl C,’+1 (t + AT, ¢)(ZT—At(i—1) — Vi hT—At(i—l)

(29)

Rearranjando os termos e completando quadrados em (29):
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(o(ln Sy + r)
+A(t+ AT, )
+B,(t+ AT, p)0

2
+Bl (t+At,T’ (D)al{ZHAz _(71 - 2B ( 4 )JVhHAzJ
1

t+ALT, @), +C,(t+At,T,p

2
4 ./
+Ct+ALT, Q) Z,,,, —| 7, — =
! ‘P)[ A [71 2Bl(t+At,T,(0)051+C1([+AI’T’¢)J AJ

f(6.T,0)= E°| exp| + pA + B,(t + At, T, 9),

¢2
N h
[¢}/1 4Bl ([ + At’ T’ ¢)al =+ Cl (t + At, T’ go)j t+At

p—1
+ B, (t +ALT, ¢)§ Bialiionin

p—1

+ Z Bi+1 (t + At’ T’ ¢)hz+2At—iAz

i=

+B, (t +ALT, (D)qglaiﬂ (Zt+2At—iAt —Vin M)Z
+ (gciﬂ (t+ArnT, go)(ZH 7 m )2

(30)
Utilizando o resultado de que para uma varidvel normal padrao Z :
2
Eexp(a(z+b)2) =exp —lln(l—2a)+ ab 31)
2 1-2a

1-2a>0

Substituindo (31) em (30) e igualando termos em (30) resulta:
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AT, 0)= Al + AT, )+ or+ B, + At,T,qo)a)—%ln(l— 26,B,(t + A1, T, )~ 2C, ( + At T, 9)

BT, @)= plA+7 )2 77 + BB, (1 + ALT. )+ Bt + AL T, 0)+ Jlo-n)
W\LL,P)=@ /4 271 1Dy 1,9 2 1,9 1—20{131(1‘+At,T,g0)—2C1(t+At,T,g0)

B.(t,T,9)=pB.B,(t+At,T,p)+ B, ,(t+At,T, @), 1<i<p
C.(t.T.9)=a, Bt +A,T,0)+C., t+A.T, @), 1<i<qg-1
AT, T,9)=B.(T,T,p)=C,(T,T,)=0.
(32)

As equagdes (32) podem ser utilizadas para calcular recursivamente os coeficientes A, B,

e C,, iniciando com as condigdes finais A(T,T,¢)= B,(T,T,9)=C.(T,T,0)=0.

g. e. d. proposi¢do 3.
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13. APENDICE 4 - PROGRAMAS UTILIZADOS

Os programas utilizados foram elaborados utilizando os softwares Matlab 7.0.1 e

Mathematica 6.0.

13.1 Programa para geracao das séries de estimacao e validacao

% Programa: gerdadosv3

% Autor: Iuri Lazier

% Data: 12/2008

% Linguagem: Matlab 7.0.1

% Dados de entrada: planilha Excel 2003 Gerdados.xls

% Dados das series e parametros dos modelos para simulacao

% 1 planilha: parm

% Coluna A: descricao dos parametros

% gtd series=1/gtd sequencias=100/ gtd subperiodos=5/dias in sample/dias
out of sample/preco

% inicial/rf diaria

% normal mi/sigma

% NormalJump mi/sigma/m/delta/lambda

% TGARCH ni/fi/alfa/alfam/beta/omega/ht0

% HNGARCH alfa/beta/gama/lambda/omega/ht0

% Colunas B a H: valores dos parametros inidcados para cada modelo, um
modelo por linha

% Dados de saida: planilha Excel 2003 Gerdados.xls

% 22 planilhas (xxxx = processo gerador de dados): dados simulados

% xxxxDr: log-retornos de acao diarios e 4 momentos da serie in sample
% xxxxDp: precos de acao diarios in sample

% xxxxSeqgD: 100 series de log-retornos de acao diarios out of sample

% xxxxS: 1 serie de log-retornos de acao semanais in sample

% xxxx3SegS: 100 series de precos de acao semanais out of sample

% TGARCHAR: parametros autorregressivos do modelo TGARCH utilizados para
geracao das series

% out of sample

% HNGARCHAR: parametros autorregressivos do modelo HNGARCH utilizados
para geracao das series

% out of sample

% Programa principal

% Geracao de series de retornos e precos a partir de modelos:
% lognormal, lognormal com jumps TGARCH HNGARCH

% Geracao de series diarias e semanais

function gerdadosv3

% Entrada de Dados

Planilha de parametros do modelo

primeira linha quantidade de series in-sample quantidade de
sequencias out-of-sample numero de dias do subperiodo numero de

o\° o

o\

dias
% in-sample numero de dias out-of sample preco inicial taxa livre de
risco dia util
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% em seguida uma linha para cada serie de cada modelo

tl=clock;

parm=xlsread('Gerdados.xls', "Parm');
ser=parm(l,1);seg=parm(l,2);p=parm(l,3);tt=parm(l,4);tc=parm(l,5);
sO=parm(1l,6);rfd=parm(1l,7);
% Dados do modelo normal
for i=l:ser

mil (i)=parm(i+l,1);sigmal (i)=parm(i+l,2);
end

% Dados do modelo normal com jumps
for i=l:ser

mi2 (i)=parm(i+l+ser,1l);sigma2(i)=parm(i+l+ser,2);m2(i)=parm(i+l+ser,3);

ni3 (i)=parm(i+l1+2*ser,1);fi3(i)=parm(i+l+2*ser,2);alfal3 (i)=parm(i+l+2*ser
1 3)

alfam3 (i)=parm(i+l+2*ser, 4);betal3 (i)=parm(i+1l+2*ser,5) ;omega3 (i)=parm(i+1

delta2(i)=parm(i+l+ser,4);lambda2 (i)=parm(i+l+ser,5);
end
% Dados do modelo TGARCH
for i=l:ser

+2*ser,6);

alfad (i)=parm(i+1+3*ser, 1) ;betad (i)=parm(i+l1+3*ser,2) ;gamad (i)=parm(i+1+3

ht03 (i)=parm(i+l+2*ser,7);
end
% Dados do modelo HNGARCH
for i=l:ser

*ser,3);

lambda4 (i) =parm(i+1+3*ser,4) ;omega4d (i)=parm(i+1+3*ser,5);ht04(i)=parm(i+1

+3*ser,6);

end

% Serie normal de log-retornos

% Log-retornos da serie normal
for j=l:ser
for i=1l:tt
retornod (i, j)=sigmal (j) *randn (1) +mil (3);
end
end
% Momentos da serie normal de log-retornos
for j=l:ser
mi (j)=mean (retornod(:, j
si(j)=var (retornod(:, Jj)
sk (j)=skewness (retornod
ku(j)=kurtosis(retornod
$hist (retornod(:, j))
end
% Precos da serie normal de log-retornos diarios
for j=l:ser
ativo(l, j)=s0;
for i=l:tt
ativo(i+1l, j)=ativo (i, j) *exp(retornod (i, j));
end
end
% Geracao das sequencias out-of-sample de log-retornos e precos da

))
)i

(:,3));
(:,3))7

4
4

serie normal de log-retornos

for j=l:ser
for i=l:seq
for k=1l:tc
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seqret (k,i1+(j-1) *ser)=sigmal (j) *randn(1l)+mil (7j);
end
end
end
for k=l:ser
for j=l:seq
seqativo(l, j+(k-1)*ser)=ativo(tt+l,k);
for i=l:tc
seqativo(i+1, j+ (k-1) *ser)=segativo (i, j+ (k-
1) *ser) *exp (seqgret (i, j+(k-1) *ser) ) ;
end
end
end
% Geracao das series semanais modelo normal
for j=l:ser
for i=l:p:tt+1l
ativos ((i-1+p)/p,j)=ativo(i, j);
end
end
for j=l:ser
for i=2:(tt/p)+1
retornos (i, j)=log(ativos (i, j)/ativos(i-1,3j));
end
end
for j=l:ser*seq
for i=l:p:tc+l
segativos((i-1+p)/p, j)=segativo (i, j);
end
end
tmp=zeros (1, ser*seq);
for j=l:ser
for k=l:seqg
tmp (1, (j—1) *ser+k)=retornod(tt-1,73);
tmp (2, (j—1) *ser+k)=retornod(tt, j);
end
end
seqgret=cat (1, tmp, seqret) ;

[

% Gravacao dos dados da serie normal

xlswrite('Gerdados.x1ls',mi, "NormalDr', 'A3"');xlswrite('Gerdados',si, "Norma
1Dr', 'A4');

xlswrite ('Gerdados.x1ls', sk, "NormalDr', 'A5'");;xlswrite('Gerdados',ku, "Norma
1Dr','A6");

xlswrite ('Gerdados.x1ls',retornod, '"NormalDr', 'A9");
xlswrite('Gerdados.xls',ativo, "NormalDp', 'A8");

x1lswrite ('Gerdados.xls',retornos, "NormalS', "A1l");
x1lswrite('Gerdados.xls', seqret, 'NormalSegD', 'A1");

x1lswrite('Gerdados.xls',seqativos, 'NormalSeqgS', 'Al1"'");
clear retornod;clear ativoj;clear seqgret;clear segativoj;clear
retornos;clear ativos;
clear mij;clear sij;clear kuj;clear sk;
% Serie normal com jumps de log-retornos
% Log-retornos da serie normal com jumps
for j=l:ser
for i=1l:tt
jps=poissrnd(lambdaz2(j));
jumps (i, 3)=0;
for k=1:jps
jumps (i, j)=jumps (i, j)+delta2(j) *randn(1l)+m2(J) ;
end
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end
end
for j=l:ser
for i=1:tt
retornod (i, j)=sigma2(j) *randn(l)+mi2 (j)+jumps (i, j);
end
end
% Momentos da serie normal com jumps de log-retornos
for j=l:ser
mi (j)=mean (retornod(:,3j));
si(j)=var (retornod(:,j))
ku(j)=kurtosis (retornod
sk (j)=skewness (retornod
$hist (retornod(:, j))
end
% Precos da serie normal com jumps de log-retornos
for j=l:ser
ativo (1, j)=s0;
for i=1:tt
ativo(i+1l, j)=ativo (i, j) *exp(retornod (i, j));
end
end
clear jumps;
% Geracao das sequencias out-of-sample de log-retornos e precos
serie normal com jumps de log-retornos
for j=l:ser
for 1=1:seqg
for i=l:tc
jps=poissrnd(lambda2 (j)) ;
jumps (i, 1+(j-1) *ser)=0;
for k=1:7jps
jumps (i, 1+ (j-1) *ser)=Jjumps (i, 1+ (j-
1) *ser)+delta2(j)*randn(1)+m2(7j);
end
end
end
end
for j=l:ser
for i=l:seq
for k=1l:tc
seqret (k, i1+ (j-
1) *ser)=sigmaz2(j)*randn(1l)+mi2 (j) +jumps (k, i+ (j-1) *ser);
end
end
end
for k=l:ser
for j=l:seq
seqativo (1, j+(k-1)*ser)=ativo (tt+1l,k);
for i=l:tc
seqativo (i+1, j+ (k-1) *ser)=segativo (i, j+ (k-
1) *ser) *exp (seqret (i, j+(k-1) *ser) ) ;
end
end
end
% Geracao das series semanais modelo normal com jumps
for j=l:ser
for i=l:p:tt+l
ativos ((i-1+4p)/p, j)=ativo(i, j);
end
end
for j=l:ser

4

));
))

]
]

4
4



for i=2:(tt/p)+1
retornos (i, j)=log(ativos (i, j)/ativos(i-1,3j));
end
end
for j=l:ser*seq
for i=l:p:tc+l
seqgativos ((i—-1+p)/p, j)=seqativo (i, j);
end
end
tmp=zeros (1, ser*seq);
for j=l:ser
for k=1l:seqg
tmp (1, (j—1) *ser+k)=retornod(tt-1,7);
tmp (2, (j—1) *ser+k)=retornod(tt, j);
end
end
seqgret=cat (1, tmp, seqret) ;
% Gravacao dos dados da serie normal com jumps
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x1lswrite('Gerdados.xls',mi, 'NormalJumpDr', 'A3") ;xlswrite('Gerdados.xls', s
i, '"NormalJumpDr', 'A4d");

x1lswrite('Gerdados.xls', sk, 'NormalJumpDr', 'A5") ;xlswrite('Gerdados.xls',k
u, 'NormalJumpDr', "A6");
x1lswrite('Gerdados.xls',retornod, 'NormalJumpDr', 'A9");
x1lswrite('Gerdados.xls',ativo, '"NormalJumpDp', "A8");
xlswrite('Gerdados.xls',retornos, 'NormalJumpS', '"A1");
x1lswrite('Gerdados.xls', seqret, '"NormalJumpSegD', 'A1l");
x1lswrite('Gerdados.xls',seqativos, 'NormalJumpSeqgS', 'A1");
clear retornod;clear ativoj;clear seqgret;clear segativoj;clear
retornos;clear ativos;
clear mij;clear sij;clear kuj;clear sk;
% Serie TGARCH de log-retornos e precos

[

% Log-retornos e precos da serie TGARCH
for j=1:

ser

ativo(l, j)=s0;retornod(l, j)=0;gsi=randn(1l);ht=ht03(7);

for

end

i=1:tt
if gsi<0
ind=1;
else
ind=0;
end
ht=omega3 (j)+((alfa3(j)+alfam3(j)*ind) *gsi~2+betal3 (j)) *ht;
gsi=randn(1l);
retornod (i+1, j)=ni3 (j)+£fi3(j) *retornod (i, j)+(ht*(1/2))*gsi;
ativo(i+l, j)=ativo (i, j)*(l+retornod(i+1l,7j));

seqght (j)=ht;seqgsi(j)=gsi;ultretseqg(j)=retornod(tt+1, j);
$hist (retornod(:, j))

end

% Momentos da serie TGARCH de log-retornos
retornod (1, :)=1[1;

for j=l:ser

mi (j)=mean (retornod(:

]
si(3) )
ku(j)=kurtosis(retornod
sk (3) d

end

;3)) s
=var (retornod(:, 3j));
(
(

));
));

2]
=skewness (retornod(:, j

% Geracao das sequencias out-of-sample de log-retornos e precos da
serie TGARCH de log-retornos

for k=1

iser
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for j=l:seq

seqativo(l, j+(k-1)*ser)=ativo(tt+l,k);
ht=seqght (k) ;gsi=seqqgsi (k) ;seqgret (1, j+ (k-1) *ser)=ultretseqg(k);

for i=l:tc

if gsi<0
ind=1;

else

ind=0;

end

ht=omega3 (k)+((alfa3 (k)+alfam3 (k) *ind) *gsi~2+beta3 (k) ) *ht;
gsi=randn(l);
seqret (i+1, j+(k-1)*ser)=ni3 (k) +£fi3 (k) *seqret (i, j+ (k-

1) *ser)+(ht”~(1/2))*gsi;

seqativo(i+1, j+ (k-1) *ser)=segativo (i, j+ (k-
1) *ser)* (l+seqgret (i+1, j+(k-1) *ser));

end
end
end
for j=l:ser
for i=l:p:tt+l

% Geracao das series semanais modelo TGARCH

ativos ((i-1+p)/p,J)=ativo (i, j);

end
end
for j=l:ser

for i=2:(tt/p)+1

retornos (i,

end

end

for j=l:ser*seq
for i=l:p:tc+l

j)=log(ativos (i, j)/ativos(i-1,3));

segativos ((i-1+p)/p,Jj)=seqgativo(i, j);

end
end

tmp=zeros (1, ser*seq);

for j=l:ser
for k=1l:seq

tmp (1, (j—1) *ser+k)=retornod(tt-1,73);

end
end

seqgret=cat (1, tmp, seqret) ;

o

% Gravacao dos dados da serie TGARCH

xlswrite('Gerdados.x1ls',mi, '"TGARCHDr', 'A3"');xlswrite('Gerdados.xls', si,
GARCHDr', 'A4');

'T

xlswrite('Gerdados.x1ls', sk, "TGARCHDr', 'A5'") ;;xlswrite('Gerdados.xls',ku,'T
GARCHDr', 'A6') ;

xlswrite ('Gerdados

xlswrite ('Gerdados
xlswrite ('Gerdados
xlswrite ('Gerdados
xlswrite ('Gerdados.
xXxlswrite ('Gerdados

x1lswrite ('Gerdados

.x1ls',retornod, '"TGARCHDr"', '"A9");
.x1s',ativo, '"TGARCHDp', "A8");

.x1s',retornos, '"TGARCHS', "A1");
.x1s',seqret, '"TGARCHSeqgD', "Al1");

x1s',seqgativos, 'TGARCHSegS', 'Al");

.xls', seght, '"TGARCHAR', 'A1');
.x1s',seqqgsi, 'TGARCHAR', "A2");

% Serie HNGARCH de log-retornos e precos
% Log-retornos e precos da serie HNGARCH

for j=l:ser

ativo(1l,j)=s0;retornod(l, j)=0;zt=randn (1) ;ht=ht04(3);

for i=2:tt+1
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ht=omega4 (j) +betad (j) *ht+alfad (j)*((zt-gama4d (j) *sqgrt (ht))"2);

zt=randn (1) ;

retornod (i, j)=log(l+rfd)+lambdad (j)* (ht)+sqgrt (ht) *zt;

ativo (i, j)=ativo(i-1, j) *exp(retornod (i, j));
end

seght (j)=ht;seqgzt (j)=zt;ultretseqg(j)=retornod(tt+1l, 3j);

$hist (retornod(:, j))

end
% Momentos da serie HNGARCH de log-retornos
retornod(1l,:)=[];

for j=l:ser
mi (j)=mean (retornod(:, j
si(j)=var (retornod(:, j)
ku(j)=kurtosis(retornod
sk (j)=skewness (retornod

))
)i
( ))
(

7))
2, 3)) 7

end

% Geracao das sequencias out-of-sample de log-retornos e precos da

serie HNGARCH de log-retornos
for k=l:ser
for j=l:seq
seqativo(l, j+(k-1)*ser)=ativo(tt+l,k);

ht=seqght (k) ; zt=seqzt (k) ; seqgret (1, j+ (k-1) *ser)=ultretseq(k);

for i=l:tc
ht=omegad (k) +betad (k) *ht+alfad (k) *((zt-
gama4 (k) *sqgrt (ht))"2);
zt=randn (1) ;
seqret (i+1, j+ (k-
1)*ser)=log(l+rfd)+lambda4 (k) * (ht)+sqgrt (ht) *zt;
seqativo (i+1, j+ (k-1) *ser)=segativo (i, j+ (k-
1) *ser) *exp (seqgret (i+1, j+(k-1) *ser));
end
end
end
% Geracao das series semanais modelo HNGARCH
for j=l:ser
for i=l:p:tt+l
ativos ((i-1+p)/p,j)=ativo(i, j);
end
end
for j=l:ser
for i=2:(tt/p)+1
retornos (i, j)=log(ativos (i, j)/ativos(i-1,3j));
end
end
for j=l:ser*seq
for i=l:p:tc+l
seqgativos ((i-1+p) /p, j)=seqativo (i, j);
end
end
tmp=zeros (1, ser*seq);
for j=l:ser
for k=l:seqg
tmp (1, (j—1) *ser+k)=retornod(tt-1,73);
end
end
seqgret=cat (1, tmp, seqret) ;
% Gravacao dos dados da serie HNGARCH

xlswrite ('Gerdados.x1ls',mi, "HNGARCHDr', 'A3");xlswrite('Gerdados

HNGARCHDr', 'A4');

.xls',si,"'
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x1lswrite ('Gerdados.xls"', sk, "HNGARCHDr', '"A5") ;xlswrite('Gerdados.xls',ku, '
HNGARCHDr', 'A6"'") ;

xlswrite('Gerdados.xls', retornod, 'HNGARCHDr', "A9");
xlswrite('Gerdados.x1ls',ativo, "HNGARCHDp', 'A8");
x1lswrite ('Gerdados.xls',retornos, "HNGARCHS', 'Al");
xlswrite('Gerdados.xls', seqret, "HNGARCHSegD', "A1l");
xlswrite ('Gerdados.x1ls', seqgativos, "HNGARCHSeqgS', 'A1");
xlswrite('Gerdados.x1ls', seght, "HNGARCHAR', 'A1");
xlswrite('Gerdados.x1ls', seqzt, "HNGARCHAR', "A2");

t2=clock;tl2=etime(t2,tl)
end

13.2 Programa para célculo de precos de opcao

Programa: precopv0
Autor: Iuri Lazier
Data: 12/2008
Linguagem: Matlab 7.0.1

Dados de entrada: planilha Excel 2003 Gerdados.xls

1 planilha: parm

Coluna A: descricao dos parametros

gtd series=1/gtd sequencias=100/ gtd subperiodos=5/dias in sample/dias

out of sample/preco

inicial/rf diaria

normal mi/sigma

NormalJump mi/sigma/m/delta/lambda

TGARCH ni/fi/alfa/alfam/beta/omega/ht0

HNGARCH alfa/beta/gama/lambda/omega/ht0

Colunas B a H: valores dos parametros inidcados para cada modelo, um

modelo por linha

10 planilhas (xxxx = processo gerador de dados): dados simulados
xxxx3SegD: 100 series de log-retornos de acao diarios out of sample
xxxx3egS: 100 series de precos de acao semanais out of sample
TGARCHAR: parametros autorregressivos do modelo TGARCH utilizados para

geracao das series

o
°

%

out of sample
HNGARCHAR: parametros autorregressivos do modelo HNGARCH utilizados

para geracao das series

out of sample

Dados de saida: planilha Excel 2003 Gerdados.xls
4 Planilhas (xxxx = processo gerador de dados): precos de opcao
xxxx0S: 100 series de log-retornos de acao diarios out of sample

Programa principal (4x100 series = 8 h)
Calculo de precos de opcao a partir de modelos na medida neutralizadora

do risco:

oe

oe

lognormal, lognormal com Jjumps TGARCH HNGARCH

function precopv0
tl=clock;

%

Entrada de Dados
parm=xlsread('Gerdados.xls', "Parm');
ser=parm(l,1);seqg=parm(l,2);p=parm(l,3);tt=parm(l,4);tc=parm(l,5);
sO=parm(1,6);rfd=parm(1l,7);ttoos=floor (tc/p);rf=rfd;
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% Dados do modelo normal

for i=l:ser
mil (i)=parm(i+l,1);sigmal (i)=parm(i+l,2);

end

% Dados do modelo normal com jumps
for i=l:ser

mi2 (i)=parm(i+l+ser,l);sigma2(i)=parm(i+l+ser,2);m2(i)=parm(i+l+ser,3);

delta2(i)=parm(i+l+ser,4);lambda2 (i)=parm(i+l+ser,5);
end
% Dados do modelo TGARCH
for i=l:ser
ni3(i)=parm(i+l+2*ser,1);£fi3(i)=parm(i+l+2*ser,2);alfal3 (i)=parm(i+l+2*ser

r3) i

alfam3 (i)=parm(i+1+2*ser,4);betal3 (i)=parm(i+l+2*ser,5);omegal3 (i)=parm(i+1

+2*ser,6);

ht03(i)=parm(i+l+2*ser,7);
end
% Dados do modelo HNGARCH
for i=l:ser

alfad (i)=parm(i+1+3*ser, 1) ;betad (i)=parm(i+l1+3*ser,2) ;gamad (i)=parm(i+1+3

*ser,3);

lambda4 (i) =parm(i+1+3*ser,4) ;omega4d (i)=parm(i+1+3*ser,5);ht04(i)=parm(i+1

+3*ser,6);

gamad (1)=gama4 (i) +lambdad (i)-1/2;
end
% Sequencias de precos semanais da acao

normalsegs=xlsread('Gerdados.xls"', 'NormalSegS") ;

normal jumpseqgs=xlsread('Gerdados.xls"', '"NormalJumpSegS"') ;

tgarchseqgs=xlsread('Gerdados.xls', 'TGARCHSegS") ;

hngarchsegs=xlsread('Gerdados.xls', "HNGARCHSegS") ;

% Sequencias de retornos diarios da acao

normalseqgd=xlsread('Gerdados.xls"', '"NormalSegD") ;

normal jumpseqd=xlsread('Gerdados.xls"', '"NormalJumpSegD') ;

tgarchseqd=xlsread('Gerdados.xls', '"TGARCHSegD") ;

hngarchseqgd=xlsread('Gerdados.xls', "HNGARCHSegD") ;

% Dados autorregressivos do modelo TGARCH

tgarchar=xlsread('Gerdados.xls', "TGARCHAR"') ;

thtar=tgarchar (1, :);gsiar=tgarchar (2, :);

% Dados autorregressivos do modelo HNGARCH
hngarchar=xlsread('Gerdados.xls', "HNGARCHAR"') ;
hnhtar=hngarchar (1, :);ztar=hngarchar (2, :);

% Calculo de precos de opcao modelo normal
$Inicializacao dos precos de exercicio
skp=normalseqgs (1, :);
for j=l:ser

for i=l:seq
for k=1l:ttoos

[

% Inicializacao dos dados

stmk=0;

simret ((k-1) *p+1, :)=zeros (1, ser*seq);
simret ((k-1)*p+2, :)=zeros(l, ser*seq);
simativo ((k-1) *p+1l, :)=zeros(l, ser*seq);
simativo ((k-1) *p+2, :)=normalseqgs(k, :);

% Simulacao de Monte Carlo para calculo de precos de
opcao
1=1; stmkmed=0;vari=0; stopc=1000;
while (stopc>0.05 | 1<10000)
for m=((k-1)*p+1l) :tc
simret (m+2, (j-1) *ser+i)=log(l+rf) -
(1/2)*(sigmal(j)"2)+sigmal (j) *randn (1) ;
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simativo (m+2, (j-1) *ser+i)=simativo(m+1l, (j—
1) *ser+i) *exp(simret (m+2, (j-1) *ser+i));
end
stmkmedant=stmkmed;
stmk=max (simativo(tc, (j-1) *ser+i)-skp((j-
1) *ser+i), 0);
stmkmed=stmkmed+ (stmk—-stmkmed) /1;
if 1>1
vari=(1-1/(1-1)) *vari+l* ( (stmkmed-stmkmedant) "2) ;
sd=sqrt (vari);
stopc=1.96*sd/sqrt (1) ;
end
1=1+1;
end
seqgopcao (k,i+(j—-1)*ser)=(stmkmed)/ ( (1+rf) " (tc—(k-1)*p));
end
seqopcao (ttoos+1l, (j—1) *ser+i)=max (normalseqgs (ttoos+1l, (j—
1) *ser+i)-skp(i+(j-1) *ser),0);
end
end
% Gravacao dos precos do modelo normal
x1lswrite('Gerdados.xls', seqopcao, 'NormalOS', "Al");
clear simret;clear simativo;clear stmk;clear seqgopcao;
t2=clock;t=etime(t2,tl)
% Calculo de precos de opcao modelo normal com jumps
%$Inicializacao dos precos de exercicio
skp=normal jumpseqs (1, :);
for j=l:ser
for i=l:seq
for k=1l:ttoos

Q

% Inicializacao dos dados

stmk=0;

simret ((k-1) *p+1, :)=zeros (1, ser*seq);
simret ((k-1)*p+2, :)=zeros (1, ser*seq) ;
simativo ((k-1) *p+1, :)=zeros(l, ser*seq);
simativo ((k-1) *p+2, :)=normaljumpseqgs (k, :);

Q

% Simulacao de Monte Carlo para calculo de precos de
opcao
1=1; stmkmed=0;vari=0; stopc=1000;
while (stopc>0.05 | 1<10000)
for m=((k-1)*p+l) :tc
jps=poissrnd(lambda2(j));
Jjumps=0;
for n=1:jps
jumps=jumps+delta2 (j) *randn(1l)+m2(3);
end
simret (m+2, (j-1) *ser+i)=(log(l+rf) -
(1/2)*(sigma2(j)"2)-lambda2 (j)* (exp(m2(j)+(1/2) *(delta2(j)"2))-
1)) +sigma2(j) *randn (1) +jumps;
simativo (m+2, (j—-1) *ser+i)=simativo(m+1, (j—
1) *ser+i) *exp(simret (m+2, (j-1) *ser+i));
end
stmkmedant=stmkmed;
stmk=max (simativo(tc, (j-1) *ser+i)-skp((j-
1) *ser+1i),0);
stmkmed=stmkmed+ (stmk—-stmkmed) /1;
if 1>1
vari=(1-1/(1-1)) *vari+l* ( (stmkmed-stmkmedant) "2) ;
sd=sqrt (vari);
stopc=1.96*sd/sqrt (1) ;
end
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1=1+1;
end
seqgopcao (k, (j—1)*ser+i)=(stmkmed) / ( (1+rf) " (tc—(k-1)*p));
end
seqopcao (ttoos+1, (j—1) *ser+i)=max (normal jumpseqgs (ttoos+1, (j-
1) *ser+i)-skp(i+(j-1)*ser),0);
end
end
% Gravacao dos precos do modelo normal com jumps
x1lswrite('Gerdados.xls', seqopcao, 'NormalJumpOS', 'A1l");
clear simret;clear simativo;clear stmk;clear segopcao;
t2=clock;t=etime(t2,tl)
% Calculo de precos de opcao modelo TGARCH
%$Inicializacao dos precos de exercicio
skp=tgarchseqgs (1, :);
for j=l:ser
for i=l:seq
for k=1l:ttoos
% Inicializacao dos dados autorregressivos
stmk=0;
simret ((k-1) *p+1, :)=tgarchseqd ((k-1) *p+1, :);
simret ((k-1)*p+2, :)=tgarchseqd ((k-1) *p+2, :);
simativo ((k-1) *p+1, :)=zeros(1l, ser*seq);
simativo ((k-1) *p+2, :)=tgarchseqgs(k, :);
% Simulacao de Monte Carlo para calculo de precos de
opcao
1=1; stmkmed=0;vari=0; stopc=1000;
while (stopc>0.05 | 1<10000)
ht=thtar (j) ;gsi=gsiar(j);
for m=((k-1)*p+1l) :tc
lambda=(ni3 (j)+£i3(j) *simret (m, (j-1) *ser+i) -
rf)/(sqrt(ht));
if (gsi-lambda) <0
ind=1;
else
ind=0;
end
ht=omega3 (j)+((alfa3 (j)+alfam3(j)*ind) * ((gsi-
lambda) "2) +beta3 (j)) *ht;
gsi=randn(1l);
simret (m+2, (j—1) *ser+i)=rf+(ht"(1/2)) *gsi;
simativo (m+2, (j-1)*ser+i)=simativo(m+1l, (j—
1) *ser+i) * (l+simret (m+2, (j—1) *ser+i));
end
stmkmedant=stmkmed;
stmk=max (simativo(tc, (j-1) *ser+i)-skp((j-
1) *ser+i), 0);
stmkmed=stmkmed+ (stmk-stmkmed) /1;
if 1>1
vari=(1-1/(1-1)) *vari+l* ( (stmkmed-stmkmedant) "2) ;
sd=sqgrt (vari);
stopc=1.96*sd/sqrt (1) ;
end
1=1+1;
end
seqopcao (k, (j—1) *ser+i)=(stmkmed) / ((1+rf) "~ (tc—(k-1) *p));
end
seqopcao (ttoos+1, (j—1) *ser+i)=max (tgarchseqgs (ttoos+1, (j—
1) *ser+i)-skp(i+(j-1) *ser),0);
end
end
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Q

% Gravacao dos precos do modelo TGARCH
xlswrite('Gerdados.xls', seqopcao, 'TGARCHOS', "Al");
clear simret;clear simativo;clear stmk;clear seqgopcao;

t2=clock;t=etime(t2,tl)

% Calculo de precos de opcao modelo HNGARCH
%$Inicializacao dos precos de exercicio
skp=hngarchseqgs (1, :);
for j=l:ser

for i=l:seq
for k=1l:ttoos

Q

% Inicializacao dos dados autorregressivos

stmk=0;

simret ((k-1)*p+1, :)=zeros (1, ser*seq);
simret ((k-1)*p+2, :)=zeros (1, ser*seq) ;
simativo ((k-1) *p+1, :)=zeros(1l, ser*seq);
simativo ((k-1) *p+2, :)=hngarchseqgs(k, :);

Q

% Simulacao de Monte Carlo para calculo de precos de
opcao
1=1; stmkmed=0;vari=0; stopc=1000;
while (stopc>0.05 | 1<10000)
ht=hnhtar (j);zt=ztar (j);
for m=((k-1)*p+l) :tc
ht=omegad (j)+betad (j) *ht+alfad (j)* ((zt-
gama4 (j) *sqgrt (ht)) *2);
zt=randn (1) ;
simret (m+2, (j-1) *ser+i)=log(l+rf)—
(1/2) *ht+ (sgrt (ht)) *zt;
simativo (m+2, (j—-1)*ser+i)=simativo(m+1, (j—
1) *ser+i) *exp(simret (m+2, (j-1) *ser+i));
end
stmkmedant=stmkmed;
stmk=max (simativo(tc, (j-1) *ser+i)-skp((j-
1) *ser+1i),0);
stmkmed=stmkmed+ (stmk-stmkmed) /1;
if 1>1
vari=(1-1/(1-1)) *vari+1l* ( (stmkmed-stmkmedant) "2) ;
sd=sqgrt (vari) ;
stopc=1.96*sd/sqrt (1) ;
end
1=1+1;
end
seqopcao (k, (j—1) *ser+i)=(stmkmed) / ((1+rf) "~ (tc—(k-1) *p));
end
seqopcao (ttoos+1, (j—1) *ser+i)=max (hngarchseqgs (ttoos+1, (j—
1) *ser+i)-skp(i+(j-1) *ser),0);
end
end
% Gravacao dos precos do modelo HNGARCH
x1lswrite ('Gerdados.xls', seqopcao, '"HNGARCHOS', "A1");
t2=clock;t=etime (t2,tl)
end

13.3 Programa para estimacio e teste da estratégia BSM

o\

Programa: hbsmvl

Autor: Iuri Lazier
Data: 12/2008
Linguagem: Matlab 7.0.1

o\° o\

o\
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Dados de entrada: planilha Excel 2003 Gerdados.xls

Dados simulados

8 planilhas (xxxx = processo gerador de dados): dados simulados
xxxx3eqS: 100 series de precos de acao semanais out of sample
xxxx0S: 100 series de precos de opcao semanais out of sample

Dados de saida: planilha Excel 2003 HedgeBSM.xls

Resultados da aplicacao da estrategia de hedge BSM sobre os dados de
simulacao

24 planilhas (xxxx = processo gerador de dados): resultados
xxxxHedgeBSM: 100 series de hedge pelo delta out of sample
xxxxBankFBSM: 100 series de numerario teorico necessario out of sample
xxxxBankBSM: 100 series de numerario efetivo necessario out of sample
xxxxPRepAC: 100 series de valor do portfolio replicante out of sample
xxxxHErrBSM: 100 series erro de hedge out of sample

xxxxOpBSM: 100 series de preco de opcao e payoff calculados pelo modelo
BSM

Programa principal (100 series = 1 m)

Estrategia de hedge BSM

Calculo de hedge e erros sobre series simuladas
estimacao de volatilidade

portfolio replicante e erro acumulado multiperiodico

function hbsmvl
tl=clock;

o

°

Inicializacao de dados

Planilha de parametros do modelo

primeira linha quantidade de series in-sample gquantidade de
sequencias out-of-sample numero de dias do subperiodo numero de

o oo

oe

dias

[

% in-sample numero de dias out-of sample preco inicial taxa livre de

risco dia util

o

°

[

% em seguida uma linha para cada serie de cada modelo
parm=xlsread('Gerdados.xls', "Parm');
ser=parm(l,1);seg=parm(l,2);p=parm(l,3);ttis=parm(l,4);tc=parm(l,5);
sO=parm(1l,6);rfd=parm(1l,7);
ttoos=floor (tc/p);rf=log((l+rfd) *p);

Calculos de hedge modelo normal
% Entrada de dados modelo normal

segs=xlsread('Gerdados.xls', '"NormalSeqgS"');

opcao=xlsread('Gerdados.xls', "NormalOS"') ;
skp=seqgs (1, :);

% Calculo das vols implicitas modelo normal

for j=l:ser

for i=l:seq
sti=seqgs (1l,i+(j-1) *ser);
opi=opcao(l,i+(j-1) *ser);
skpi=skp((j-1) *ser+i);
tti=ttoos;
vol (i+(j-1)*ser)=fzero(@volimp,0.001);
end

end

% Calculos de hedge modelo normal

for j=l:ser

for i=l:seq

dl=(log(seqgs(1l,i+(j-1)*ser)/skp((j-

1) *ser+i) )+ (ttoos)* (rf+(vol((j-1)*ser+1i)"2)/2))/(vol((j-
1) *ser+i) *sqgrt (ttoos));
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d2*(log(seqs(1 i+(j-1)*ser)/skp((j-1)*ser+i))+(ttoos)* (rf-
(vol((j—-1)*ser+i)"2)/2))/(vol((j-1)*ser+i)*sqgrt (ttoos));
hedge(l,(j l) ser+i)=normcdf (dl) ;
bankbsm(1l, (j—1) *ser+i)=—exp(-rf* (ttoos)) *skp((j-
1) *ser+1i) *normcdf (d2) ;
opbsm(1l, (j-1) *ser+i)=segs(l,i+(j-1) *ser) *hedge (1, (j-
1) *ser+i) +bankbsm(1l, (j-1) *ser+1i);
pr(l, (j-1)*ser+i)=opcao(l,i+(j-1) *ser);
bank (1, (j—1) *ser+i)=-hedge (1, (j-1) *ser+i) *seqgs (1, i+ (j-
1) *ser)+pr (1, (j—1)*ser+1i);
herr (1, (j-1)*ser+i)=pr (1, (j-1) *ser+i) -opbsm(l, (j-1) *ser+i);
for k=2:ttoos

dl=(log(seqgs(k,i+(j-1)*ser)/skp(i+(j-1) *ser) )+ (ttoos—
k+1)* (rf+ (vol (i+(j-1) *ser)"2)/2 ))/(vol( +(j-1) *ser) * sqrt(ttoos k+1));

d2= (log(seqs(k,1+( 1) *ser)/skp(i+(j—-1)*ser))+ (ttoos—
k+1)* (rf—(vol (i+(j-1)*ser)”2)/2))/( vol(i+(j71)*ser) sqgrt (ttoos-k+1));

hedge (k, i+ (j-1) *ser)=normcdf (dl) ;

bankbsm(k, i+ (j-1) *ser)=—exp(-rf* (ttoos-k+1)) *skp((j-

1) *ser+1i) *normcdf (d2) ;
opbsm(k, i+ (j-1) *ser)=seqgs (k,i+(j-1) *ser) *hedge (k, (j-
1) *ser+i) +bankbsm(k, i+ (j-1) *ser);
pr(k,i+(j-1) *ser)=hedge (k-1,1i+(j-1) *ser) *seqgs (k, (j-
1) *ser+i)+bank (k-1,i+(j-1) *ser) *exp(rf);
bank (k, i+ (j-1) *ser)=-hedge (k, i+ (j-1) *ser) *seqgs (k, i+ (j-
1) *ser)+pr(k,i+(j-1) *ser);
herr(k,i+(j-1) *ser)=pr(k,i+(j-1) *ser)-opbsm(k, i+ (j—-
1) *ser);
end
pr (ttoos+1l, (j-1) *ser+i)=hedge (ttoos, (j-
1) *ser+i) *segs (ttoos+1l,1+(j-1) *ser)+bank (ttoos, (j-1) *ser+1i) *exp(rf);
opbsm(ttoos+1l, (j-1) *ser+i)=max(seqs(ttoos+l,i+(j-1) *ser) -
skp((j-1)*ser+i),0);
herr (ttoos+1l, (j-1) *ser+i)=pr (ttoos+1l, (j-1) *ser+i) -
opbsm(ttoos+1, (j-1) *ser+i);
end
end
% Gravacao dos dados modelo normal
x1lswrite ('HedgeBSM.x1ls',pr, 'NormalPRepBSM') ;
x1lswrite ('HedgeBSM.x1s', hedge, '"NormalHedgeBSM') ;
x1lswrite ('HedgeBSM.x1s', bankbsm, '"NormalBankFBSM') ;
x1lswrite ('HedgeBSM.x1ls',bank, 'NormalBankBSM') ;
x1lswrite ('HedgeBSM.x1ls',herr, '"NormalHErrBSM') ;
x1lswrite ('HedgeBSM.x1ls', opbsm, '"NormalOpBSM') ;
clear prj;clear herr;clear opbsm;clear segs;clear opcao;
% Calculos de hedge modelo normal com jumps
% Entrada de dados modelo normal com jumps
segs=xlsread('Gerdados.xls', "NormalJdJumpSeqgS"') ;
opcao=xlsread('Gerdados.xls', "NormalJumpOS") ;
skp=seqgs (1, :);
% Calculo das vols implicitas modelo normal com jumps
for j=l:ser
for i=l:seq
sti=seqgs(1l,i+(j-1) *ser);
opi=opcao(l,i+(j-1) *ser);
skpi=skp((j-1) *ser+i);
tti=ttoos;
vol (i+(j-1)*ser)=fzero(@volimp,0.001);
end
end
% Calculos de hedge modelo normal com jumps
for j=l:ser



for i=l:seq
dl=(log(seqgs(l,i+(j-1)*ser)/skp((j-
1) *ser+i) )+ (ttoos)* (rf+(vol((j-1)*ser+1i)"2)/2))/(vol((j-
1) *ser+i) *sqgrt (ttoos));

d2=(log(seqgs(1l,i+(j-1)*ser)/skp((j-1)*ser+i) )+ (ttoos)* (rf-

(vol((j—-1)*ser+i)"2)/2))/(vol((j-1)*ser+i)*sqgrt (ttoos));

hedge (1, (j-1) *ser+i)=normcdf (dl);

bankbsm(1l, (j—1) *ser+i)=—exp(-rf* (ttoos)) *skp((j-
1) *ser+1i) *normcdf (d2) ;

opbsm (1, (j—1) *ser+i)=seqgs(1l,i+(j-1) *ser) *hedge (1, (j-
1) *ser+i) +bankbsm(1l, (j-1) *ser+1i);

pr(l, (j-1)*ser+i)=opcao(l,i+(j-1) *ser);

bank (1, (j—1) *ser+i)=-hedge (1, (j-1) *ser+i) *seqgs (1, i+ (j-
1) *ser)+pr (1, (j—1)*ser+i);

herr (1, (j—-1)*ser+i)=pr (1, (j-1) *ser+i)-opbsm(1l, (j-1) *ser+i);

for k=2:ttoos

dl=(log(seqgs(k,i+(j—-1) *ser) /skp(i+(j-1)*ser) )+ (ttoos—
k+1)* (rf+(vol (i+(j-1)*ser)”2)/2))/(vol(i+(j—-1)*ser)*sqrt (ttoos-k+1));

d2=(log(seqgs(k,i+(j-1)*ser)/skp(i+(j-1) *ser) )+ (ttoos—
k+1)* (rf—(vol (i+(j-1)*ser)”2)/2))/(vol(i+(j-1)*ser)*sqrt (ttoos-k+1));

hedge (k, i+ (j-1) *ser)=normcdf (dl);

bankbsm(k, i+ (j-1) *ser)=—-exp(-rf* (ttoos-k+1)) *skp((j-
1) *ser+1i) *normcdf (d2) ;

opbsm(k, i+ (j-1) *ser)=seqgs (k,i+(j-1) *ser) *hedge (k, (j-
1) *ser+i) +bankbsm(k, i+ (j-1) *ser);

pr(k,i+(j-1) *ser)=hedge (k-1,1i+(j-1) *ser) *seqgs (k, (j-
1) *ser+i)+bank (k-1,i+(j-1) *ser) *exp(rf);

i
)
i
)

bank (k, i+ (j-1) *ser)=-hedge (k, i+ (j-1) *ser) *seqgs (k, i+ (j-

1) *ser)+pr(k,i+(j-1) *ser);
herr(k,i+(j-1) *ser)=pr(k,i+(j-1) *ser)-opbsm(k, i+ (j—
1) *ser);
end
pr (ttoos+1l, (j-1) *ser+i)=hedge (ttoos, (j-
1) *ser+i) *segs (ttoos+1l,1+(j-1) *ser)+bank (ttoos, (j-1) *ser+i) *exp(rf);
opbsm(ttoos+1l, (j—1) *ser+i)=max(seqs(ttoos+l,i+(j-1) *ser) -
skp((j-1)*ser+i),0);
herr (ttoos+l, (j-1) *ser+i)=pr(ttoos+1l, (j-1) *ser+i) -
opbsm(ttoos+1, (j-1) *ser+i);
end
end
% Gravacao dos dados modelo normal com jumps
xlswrite ('HedgeBSM.x1ls',pr, '"NormalJumpPRepBSM') ;
x1lswrite ('HedgeBSM.x1s', hedge, '"NormalJumpHedge') ;
x1lswrite ('HedgeBSM.x1ls', bankbsm, 'NormalJumpBankFBSM'") ;
x1lswrite ('HedgeBSM.x1s', bank, '"NormalJumpBankBSM') ;
x1lswrite ('HedgeBSM.xls', herr, '"NormalJumpHErrBSM') ;
xlswrite ('HedgeBSM.x1ls', opbsm, 'NormalJumpOpBSM') ;
clear pr;clear herr;clear opbsm;clear segs;clear opcao;
% Calculos de hedge modelo TGARCH
% Entrada de dados modelo TGARCH
segs=xlsread('Gerdados.xls', '"TGARCHSeqgS") ;
opcao=xlsread('Gerdados.xls', "TGARCHOS") ;
skp=seqgs (1, :);
% Calculo das vols implicitas modelo TGARCH
for j=l:ser
for i=l:seq
sti=seqgs(l,i+(j-1)*ser);
opi=opcao(l,i+(j-1) *ser);
skpi=skp((j-1) *ser+i);
tti=ttoos;
vol (i+(j-1)*ser)=fzero(@volimp,0.001);
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1)
1)

end
end
% Calculos de hedge modelo TGARCH
for j=l:ser
for i=l:seq
dl=(log(segs(l,i+(j-1) *ser) /skp

*ser+i) )+ (ttoos)*(rf+(vol((j-1)*ser+i) /2 / (vol((j—
*ser+i) *sqrt (ttoos));

d2=(log(seqgs(1l,i+(j-1)*ser)/skp((j-1)*ser+i) )+ (ttoos)* (rf-

(vol((j—1)*ser+i)"2)/2))/(vol((j-1)*ser+1i)*sqgrt(ttoos));

1)

1)

1)

*ser+i) *normcdf (d2

1
*ser+i)+bankbsm(1,
J

hedge (1, (j-1) *ser+i)=normcdf (dl);
bankbsm(1l, (j=1) *ser+i)=—-exp(-rf*(ttoos) ) *skp((j-
)

opbsm ( (j—1)*ser+i)=seqgs(1l,i+(j-1) *ser) *hedge (1, (j-
(j—1)*ser+i);

pr(l, (j-1)*ser+i)=opcao(l,i+(j-1) *ser);

bank (1, (j-1) *ser+i)=-hedge (1, (j-1) *ser+i) *seqgs (1, i+ (j-
*ser)+pr (1, (j-1) *ser+i);

herr (1, (j—-1)*ser+i)=pr (1, (j-1) *ser+i)-opbsm(1l, (j-1) *ser+i);

for k=2:ttoos

dl= (log(seqs(k i+(j-1) *ser) /skp i+(j-1)*ser))+(ttoos-
k+1)* (rf+(vol(i+(j-1)*ser)"2)/2 ))/ vol (i+(j-1)*ser)* sqrt(ttoosfk+l));

d2=(log(seqgs(k,i+(j-1)* ser)/skp( +(j-1)*ser) )+ (ttoos—
k+1)*(rf-(vol (i+(j-1) *ser)” )/2))/(vol( +(j-1) *ser) *sgrt (ttoos-k+1));

hedge(k,i+(j—l)*ser)=normcdf(dl),

bankbsm(k, i+ (j-1) *ser)=—-exp(-rf* (ttoos-k+1)) *skp((j-

1)

1)

1)

1)

1)

1)

*ser+i) *normcdf (d2) ;
opbsm(k, i+ (j-1) *ser)=seqgs (k,i+(j-1) *ser) *hedge (k, (j-
*ser+i)+bankbsm(k, i+ (j-1) *ser);
r(k,i+(j-1) *ser)=hedge (k-1,1i+(j-1) *ser) *seqgs (k, (j-
*ser+i)+bank (k-1,1i+(j-1) *ser) *exp(rf);
bank (k, i+ (j-1) *ser)=-hedge (k, i+ (j-1) *ser) *seqgs (k, 1+ (j-
*ser)+pr (k,i+(j-1) *ser);
herr(k,i+(j-1)*ser)=pr(k,i+(j-1) *ser)-opbsm(k, i+ (j—
*ser) ;
end
pr(ttoos+l, (j-1) *ser+i)=hedge (ttoos, (j-
*ser+i) *seqgs (ttoos+1l,i+(j-1) *ser)+bank (ttoos, (j—1) *ser+i) *exp(rf);
opbsm(ttoos+1l, (j—1) *ser+i)=max(seqs(ttoos+l,i+(j-1) *ser) -

skp((j-1)*ser+i),0);

herr (ttoos+l, (j-1) *ser+i)=pr(ttoos+l, (j-1) *ser+i) -

opbsm(ttoos+1l, (j-1) *ser+i);

[
)

end
end
% Gravacao dos dados modelo TGARCH
xlswrite ('HedgeBSM.x1ls', pr, 'TGARCHPRepBSM') ;
xlswrite ('HedgeBSM.x1ls', hedge, 'TGARCHHedgeBSM') ;
x1lswrite ('HedgeBSM.x1s', bankbsm, 'TGARCHBankFBSM') ;
x1lswrite ('HedgeBSM.x1s',bank, 'TGARCHBankBSM') ;
x1lswrite ('HedgeBSM.x1ls', herr, 'TGARCHHErrBSM') ;
xlswrite ('HedgeBSM.x1ls', opbsm, 'TGARCHOpBSM') ;
Calculos de hedge modelo HNGARCH
% Entrada de dados modelo HNGARCH
segs=xlsread('Gerdados.xls', "HNGARCHSeqgS") ;
opcao=xlsread('Gerdados.xls', "HNGARCHOS") ;
skp=seqgs (1, :);
% Calculo das vols implicitas modelo HNGARCH
for j=l:ser
for i=l:seq
sti=seqgs (1l,i+(j-1)*ser);
opi=opcao(l,i+(j-1)*ser);



skpi=skp ( (]

tti=ttoos;
vol (i+(3-1)
end
end

—-1) *ser+1i);

*ser)=fzero(@volimp,0.001);

% Calculos de hedge modelo HNGARCH

for j=l:ser
for i=l:seq

dl=(log(seqgs(1l,i+(j-1)
(rf+(vol((j-1)
*sqrt (ttoos));

1) *ser+1i) )+
1) *ser+i)

(ttoos) *

d2=(log(seqgs(1l,i+(j-1)*ser)/skp((j-1)*ser+i))+(ttoos)*(rf-
(vol((j—1)*ser+i)"2)/2))/(vol((j-1)*ser+i)*sqgrt(ttoos));
hedge (1, (j—1) *ser+i)=normcdf (dl) ;
bankbsm(1l, (j—1) *ser+i)=—exp(-rf* (ttoos)) *skp((j-
1) *ser+i) *normcdf (d2) ;
opbsm(1l, (j-1) *ser+i)=segs(l,i+(j-1) *ser) *hedge (1, (j-
1) *ser+i) +bankbsm(1l, (j—-1) *ser+1i);
pr(l, (j-1)*ser+i)=opcao(l,i+(j-1) *ser);
bank (1, (j—1) *ser+1i)=-hedge (1, (j-1) *ser+i) *seqgs (1, i+ (j-
1) *ser)+pr(l, (j-1)*ser+i);
herr (1, (j-1)*ser+i)=pr (1, (j-1) *ser+i)-opcao(l,i+(j-1) *ser);
for k=2:ttoos
dl=(log(seqgs(k,i+(j-1)* ser)/skp( +(j-1)*ser) )+ (ttoos—
k+1)* (rf+(vol (i+(j-1) *ser)"2)/2 ))/(vol( +(j-1) *ser) * sqrt(ttoos k+1));
d2= (log(seqs(k,1+( 1)* ser)/skp i+(j-1)*ser))+(ttoos-
k+1)* (rf—(vol (i+(j-1)*ser)”2)/2))/( vol(i+(jfl) er) *sqrt (ttoos-k+1));
hedge (k, i+ (j- l)*ser)=normcdf(dl),
bankbsm(k, i+ (j-1) *ser)=—exp(-rf* (ttoos-k+1)) *skp((j-
1) *ser+1i) *normcdf (d2) ;
opbsm(k, i+ (j-1) *ser)=seqgs(k,i+(j-1) *ser) *hedge (k, (j-

1) *ser+i) +bankbsm(k, i+ (j-1)

r(k,i+(j-1) *ser)=hedge (k-1,1i+(j-1) *ser) *seqgs (k, (j-
1) *ser+i)+bank (k-1,i+(j-1) *ser) *exp(rf);
bank (k, i+ (j-1) *ser)=-hedge (k, i+ (j-1) *ser) *seqgs (k, i+ (j-
1) *ser)+pr(k,i+(j-1) *ser);
herr(k,i+(j-1) *ser)=pr(k,i+(j-1) *ser)-opcao(k, i+ (j-
1) *ser);
end
pr (ttoos+1l, (j-1) *ser+i)=hedge (ttoos, (j-
1) *ser+i) *segs (ttoos+1l,i+(j-1) *ser) +bank (ttoos, (j-1) *ser+i) *exp(rf);
opbsm(ttoos+1l, (j-1) *ser+i)=max(seqgs(ttoos+l,i+(j-1) *ser) -
skp((j-1)*ser+i),0);
herr (ttoos+1l, (j-1) *ser+i)=pr (ttoos+1l, (j—1)*ser+i) -

*ser) /skp ((
*ser+1i)"2)/2))/(vol((j—

*ser) ;

*ser+i) ;

% Gravacao dos dados modelo HNGARCH

opcao (ttoos+1, (j-1)
end

end

x1lswrite ('HedgeBSM.
x1lswrite ('HedgeBSM.
x1lswrite ('HedgeBSM.
x1lswrite ('HedgeBSM.
x1lswrite ('HedgeBSM.
x1lswrite ('HedgeBSM.

t2=clock;t=etime(t2,tl)

% Funcao de calculo da
function r=volimp (

d2=(log(sti/skpi
—-rf*tti

bank=exp (

x1ls'
x1ls'
x1ls'
x1s'
x1ls'
x1ls'

, pr, 'HNGARCHPRepBSM') ;

, hedge, "HNGARCHHedgeBSM') ;

, bankbsm, 'HNGARCHBankFBSM') ;
, bank, "HNGARCHBankBSM"') ;
,herr, "HNGARCHHErrBSM') ;

, opbsm, "HNGARCHOpBSM'") ;

volatilidade implicita

x)
dl=(log(sti/skpi)+tti*
hedge=normcdf (dl) ;
)
)

(rf+(x"2)/2))/ (x*sqgrt (tti));

+tti*(rf-(x"2)/2))/(x*sqgrt(tti));
*normcdf(dZ);
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op=sti*hedge-skpi*bank;
r=op-opi;
end

end

134 Programa para estimacio e teste da estratégia AC

o0 o o o A° A° A A A AN N O O° A A A O A AN O° o° O° A° o o

o\

Programa: hpdv7

Autor: Iuri Lazier
Data: 12/2008
Linguagem: Matlab 7.0.1

Dados de entrada: planilha Excel 2003 Gerdados.xls

Dados simulados

8 Planilhas (xxxx = processo gerador de dados): dados simulados
xxxxSeqgS: 100 series de precos de acao semanais out of sample
xxxx0S: 100 series de precos de opcao semanais out of sample

Dados de saida: planilha Excel 2003 HedgeAC.xls

Resultados da aplicacao da estrategia de hedge AC sobre os dados de
simulacao

24 Planilhas (xxxx = processo gerador de dados): resultados
xxxxHedgeAC: 100 series de hedge pelo delta out of sample

xxxxBankAC: 100 series de numerario efetivo necessario out of sample
xxxxPRepAC: 100 series de valor do portfolio replicante out of sample
xxxXHErrAC: 100 series erro de hedge out of sample

xxxXOpAC: 100 series de preco de opcao e payoff calculados pelo modelo
AC

xxxxRMESREAC: erro quadratico esperado de hedge

Programa principal (100 series 1 modelo 4 periodos = 15 m)
Estrategia de hedge AC

function hpdv7
tl=clock;

o

<

o

o

Inicializacao de dados
% Entrada de Dados
parm=xlsread('Gerdados.xls', "Parm');
ser=parm(l,1);seg=parm(l,2);p=parm(l,3);ttis=parm(l,4);tc=parm(l,5);
sO=parm(1l,6);rfd=parm(1l,7);ttoos=floor (tc/p);rf=(1l+rfd) "p;
gtd=ttis;tt=floor (tc/p);m=7;
beta(l)=1;
for i=2:tt+1
beta(i)=rf*beta(i-1);
end
Calculos de hedge modelo normal
% Geracao da distribuicao de probabilidades e dos niveis de retorno
lret=xlsread('Gerdados.xls', '"NormalDr'");lret(1:6)=[1];
[freqg,dret]=hist (lret,m);
freg=fliplr (freq);
dret=fliplr (dret);
for i=1:m
dret (i) =exp(dret(1i));
end
dret=transpose (dret) ;
prob=transpose (freq./sum(freq)) ;
for j=2:tt+l
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for i=1l:m"(j-2)
for k=1:m
probpl ((i-1) *m+k, j)=prob (k) ;
retpl ((i-1) *m+k, j)=dret (k) ;
end
end
end
% Alocacao de variaveis
vestl=zeros(m,1);
estadosl=cell (m"(tt-1),tt+1);
for i=1:m”(tt-1);
for j=l:tt+1
estadosl{i, jt=vestl;
end
end

precos=estadosl;precosdesc=estadosl;deltaxt=estadosl;probt=estadosl;retde
sc=estadosl;
kt=estadosl;ht=estadosl;vt=estadosl;tetad=estadosl;rmesre=estadosl;
for j=2:tt+l
for i=l:m"(j-2)
for k=1:m
probt{i, j} (k,1)=probpl ((i-1) *m+k, Jj);
end
end
end
% Entrada de dados modelo normal
segs=xlsread('Gerdados.xls', "NormalSegS"') ;
opcao=xlsread('Gerdados.xls', "NormalOS"') ;
skp=seqgs (1, :);
% Calculo dos precos e retornos descontados
for jj=l:ser
for ii=l:seqg
% Construcao da arvore de precos
for i=1:m
precos{l,1}(i,1l)=segs(l,ii+(jj-1) *ser);
precosdesc{l,1}(i,1)=segs(1l,1ii+(jj-1) *ser);
end
for j=2:tt+l
for i=l:m"(j-2)
for k=1:m
precos{i,j} (k,1)=precos{ (floor((i-1)/m)+1),j—
1} (mod(i-1,m)+1,1)*(retpl(k, J));
end
end
end
for j=2:tt+1
for i=l:m"(j-2)
for k=1:m

precosdesc{i, j} (k,1)=(precos{i,j}(k,1))/(beta(j));
end
end
end
% Calculo dos retornos
for j=2:tt+1
for i=l:m"(j-2)
for k=1:m
deltaxt{i, j} (k,1l)=(precosdesc{i, j}(k,1))-
precosdesc{ (floor ((i-1)/m)+1),3j-1} (mod(i-1,m)+1,1);
end
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end
end
for j=2:tt+l
for i=l:m"(j-2)
for k=1:m

retdesc{i, j} (k,1l)=(deltaxt{i, j}(k,1))/ (precosdesc{ (floor ((i-1)/m)+1), j-
1} (mod(i-1,m)+1,1));
end
end
end
% Calculo da matriz de propagacao de erro
for i=1:m” (tt-1)
kt{i,tt+1l}=zeros(m,1)+1;
end
for j=tt:-1:2
for i=l:m"(j-2)
for k=1:m
tmpl=(transpose (kt{ (i-
1) *m+k, j+1}.*deltaxt{i, j+1}) *probt{i, j+1})"2;
tmp2=transpose (kt{ (i-
1) *m+k, j+1}.*deltaxt{i, j+1}.*deltaxt{i, j+1}) *probt{i, j+1};
kt{i,jr(k,1)=((rf)"2)* (mean(kt{ (i-1)*m+k, j+1})-
tmpl/tmp2) ;
end
end
end
tmpl=(transpose(kt{1l,2}.*deltaxt{1,2}) *probt{l,2})"2;

tmp2=transpose (kt{1l,2}.*deltaxt{1l,2}.*deltaxt{1l,2}) *probt{l,2};
for i=1:m
kt{1,1}(i,1)=((rf)"2)* (mean(kt{1l,2})-tmpl/tmp2);
end
% Calculo do processo de valor medio
for i=1:m” (tt-1)
ht{i,tt+l}=max(precos{i,tt+1l}-skp(ii+(jj-1) *ser),0);
end
for j=tt:-1:2
for i=l:m"(j-2)
for k=1:m
tmpl=transpose (kt{ (i-
1) *m+k, j+1}.*deltaxt{i, j+1}) *probt{i, j+1};
tmp2=transpose (kt{ (i-
1) *m+k, j+1}.*deltaxt{i, j+1}.*deltaxt{i, j+1}) *probt{i, j+1};

ht{i, j} (k,1)=((r£~2)/kt{i, 3} (k,1))* (transpose ((kt{ (i-1)*m+k, j+1}-
(tmpl/tmp2) . *kt{ (i-1) *m+k, j+1}.*deltaxt{i, j+1}).* (ht{ (i-
1) *m+k, j+1}/rf))) * (probt{i, j+1});
end
end
end
tmpl=transpose(kt{l,2}.*deltaxt{1l,2}) *probt{l,2};

tmp2=transpose (kt{1l,2}.*deltaxt{1l,2}.*deltaxt{1l,2}) *probt{l,2};
for i=1:m
ht{l,1}(i,1)=((rf*2)/kt{1,1}(1,1))*(transpose((kt{l,2}-
(tmpl/tmp2) . *kt{1,2}.*deltaxt{1,2}).*(ht{1,2}/rf)))*(probt{l,2});
end
% Célculo do erro
for i=1:m” (tt-1)
rmesre{i,tt+1}(:,1)=zeros(m,1);



end
for j=tt:-1:2
for i=l:m"(j-2)
for k=1:m
tmpl=(transpose (k t{
1) *m+k, j+1}.*ht{(i-1) *m+k, j+1})) *probt{ (i
tmp2=(transpose (kt{ 1) *m+k, j+1}.*ht{ (i-
1) *m+k, j+1}.*deltaxt{ (i-1) *m+k, j+1}) *probt{ (i-1) *m+k, j+1}) "2
tmp3=transpose (kt{ (i-1) *m+k, j+1}.*deltaxt{ (i-
1) *m+k, j+1}.*deltaxt{ (i-1) *m+k, j+1}) *probt{ (i-1) *m+k, j+1};
rmesre{i, j} (k,1l)=transpose (rmesre{ (i-
1) *m+k, j+1}) *probt{ (i-1) *m+k, j+1}+tmpl-kt{i, j} (k,1)*((ht{i,j}(k,1))"2)-
tmp2/tmp3;

1) *m+k, j+1}.*ht{ (i-

(1
1) m+k,j+l},
(1
(1

end
end
end
tmpl=(transpose(kt{l,2}.*ht{1,2}.*ht{1,2}))*probt{l,2};

tmp2=(transpose(kt{1l,2}.*ht{1,2}.*deltaxt{1l,2})*probt{l,2})"2;

tmp3=transpose(kt{l,2}.*deltaxt{1l,2}.*deltaxt{1l,2}) *probt{l,2};
rmesre{l, 1} (1l,1)=transpose(rmesre{l,2}) *probt{l,2}+tmpl-
kt{1,1}(1,1)*((ht{1,1}(1,1))"2)-tmp2/tmp3;

% Calculo do hedge otimo dinamico e do portfolio replicante
vt{l,1}=ht{1,1};

tmpl=transpose(kt{l,2}.*deltaxt{1l,2}.*deltaxt{1l,2}) *probt{l,2};

tmp2=transpose (kt{1l,2}.*deltaxt{1l,2}.*(rf*vt{1,1}(1,1))) *probt{l,2};

tmp3=transpose (kt{1l,2}.*deltaxt{1l,2}.*ht{1,2}) *probt{l,2};
for i=1:m

tetad{1l,1} (i, 1)=-(tmp2-tmp3)/(beta(2)*tmpl) ;
end
for j=2:tt

for i=l:m"(j-2)

for k=1:m
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vt{i, j}(k,1l)=rf*vt{ (floor ((i-1)/m)+1), j-1} (mod (i-

1,m)+1,1)+beta(j)*tetad{ (floor((i-1)/m)+1), j-1} (mod (i
1,m)+1,1)*deltaxt{i, j} (k,1);
tmpl=transpose (kt{ (i-1)*m+k, j+1}.*deltaxt{ (i-
1) *m+k, j+1}.*deltaxt{ (i-1) *m+k, j+1}) *probt{ (i-1) *m+k, j+1};
tmp2:transpose(kt{('7 ) *m+k, j+1}.*deltaxt{ (i-
1) *m+k, j+1}.*(rf*vt{i, J} (k,1))) *probt{ (i )*m+k,j+l},
tmp3 transpose(kt{( 1) *m+k, j+1}.*deltaxt{ (i-
1) *m+k, j+1}.*ht{(i-1) *m+k, j+1}) *probt{ (i-1) *m+k, j+1};
tetad{i, j} (k,1)=—(tmp2-tmp3)/ (beta (j+1) *tmpl) ;
end
end
end
for i=1:m” (tt-1)
for k=1:m
vt{i,tt+1}(k,1)=rf*vt{ (floor ((i-1)/m)+1),tt} (mod(i-
1,m)+1,1)+beta(tt+l)*tetad{ (floor((i-1)/m)+1),tt} (mod(i-
1,m)+1,1)*deltaxt{i,tt+1}(k,1);
end
end
% Execucao da estrategia
% Calculo do hedge otimo dinamico e do portfolio replicante
atop(:,1)=seqgs(:,ii+(jj-1) *ser);
atop(:,2)=opcao(:,1i+(jj-1)*ser);opht(1l)=ht{1,1}(1,1);
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atop (1,

vtr (1l)=atop(l,2)
1) *tetadr (1) ;

err(l)=vtr(l)

py=1;pk=1;

o

;tetadr (1)=tetad{1,1}(1,1)

—atop(1,2);

for j=2:tt
dif=100000;py=
for k=1:m
if (abs(atop(j,1)-precos{py,j}(k,1))
dif=abs(atop(j, 1) -precos{py, j} (k
pk=k;
end

(py—-1) *m+pk;

end

% Identificacao do hedge e calculo do portfolio

replicante

tetadr (j)=tetad{py,Jj} (pk,1);
vtr(j)=tetadr(j—1)*atop(j, ) +tbank (-
bank (j)=-tetadr (j) *atop(j,1)+vtr(3);
opht (j)=ht{py, J} (pk,1);
err (j)=vtr(j)-atop(J,2);
end
dif=100000;py=
for k=1:m
if (abs(atop(tt+l,1)-precos{py,tt+1l} (k
dif=abs(atop(tt+1,1)
pk=k;
end
end
vtr (tt+1)
opht (tt+1)
err (tt+1)

Q

(py—1) *m+pk;

=max (atop(tt+1l,1)-skp(tt+1l),
=vtr (tt+l)-atop(tt+l,2);

0);

hedge (:,ii+(jj-1) *ser)=transpose (tetadr);
bankac(:,1i+(jj-1) *ser)=transpose (bank) ;
pr(:,ii+(jj-1) *ser)=transpose (vtr);
herr(:,ii+(jj-1) *ser)=transpose (err);
opac(:,1ii+(jj-1) *ser)=transpose (opht) ;
end
end

[

% Gravacao dos dados modelo normal

x1lswrite ('HedgeAC.x1ls',hedge, 'NormalHedgeAC"') ;

x1lswrite ('HedgeAC.x1ls',bankac, "NormalBankAC"') ;

x1lswrite ('HedgeAC.x1ls',opac, 'NormalOpAC') ;

x1lswrite ('HedgeAC.x1ls',pr, 'NormalPRepAC') ;

x1lswrite ('HedgeAC.x1ls',herr, 'NormalHErrAC') ;
xlswrite('HedgeAC.x1ls',rmesre{l,1}(1,1), 'NormalRMESREAC'

clear pr;clear opac;

1) *rf;

1))
—-precos{py,tt+1l} (k

=tetadr (tt) *atop(tt+1l,1)+bank(tt) *rf;

; bank (

1)

< dif)
1))

=atop(1l,2)-

% Determinacao do no da arvore correspondente ao preco real

< dif)
1)

)i

)i

% Armazenamento do portfolio replicante opcao e hedge

clear vestl;clear estadosl;clear precos;clear precosdesc;clear
deltaxt;

clear probt;clear retdesc;clear kt;clear ht;clear vt;clear

tetad;clear rmesre;
clear atopj;clear deltaxtr;clear tetadr;clear vtr;clear bank;clear
herr;
clear opcaoj;clear skpj;clear opthj;clear retpl;clear probpl;clear
segs;clear skp;

t2=clock;t=etime(t2,tl)

Q

% Calculos de hedge modelo normal com jumps

o

lret=xlsread ('
[freq,dret]

freg=fliplr (freq);

'NormalJumpDr'

)

;lret (1:6)=

[1;

% Geracao da distribuicao de probabilidades e dos niveis de retorno
Gerdados.xls',
=hist (lret,m);



dret=fliplr(
for i=1:m

dret);

dret (i) =exp(dret (i));

end

dret=transpose (dret) ;
prob=transpose (freq./sum(freq)) ;
for j=2:tt+1

for i=1:
for

end
end
end

o

vestl=zeros(

m”* (j=2)

k=1:m

probpl ((i-1) *m+k, j)=prob (k) ;
retpl ((i-1) *m+k, j)=dret (k) ;

% Alocacao de variaveis

m,1);

estadosl=cell (m"(tt-1),tt+1);
for i=1l:m"(tt-1);

for j=1:

tt+1l

estadosl{i, jt=vestl;

end
end
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precos=estadosl;precosdesc=estadosl;deltaxt=estadosl;probt=estadosl;retde

sc=estadosl;

kt=estadosl;ht=estadosl;vt=estadosl;tetad=estadosl;rmesre=estadosl;

for j=2:tt+1
for i=1:
for

end
end
end
% Entrada de

m”™ (j=2)
k=1:m
probt{i, j} (k,1)=probpl ((i-1) *m+k, Jj);

dados modelo normal com jumps

segs=xlsread('Gerdados.xls', "NormalJumpSeqgS"') ;

opcao=xlsrea
skp=seqgs (1,
% Calculo do
for jj=l:ser
for ii=1

% Co

for

end
for

1} (mod(i-1,m)+1,

end
for

precosdesc{i, j}(

end

d('Gerdados.xls', '"NormalJumpOS') ;

1)

S precos e retornos descontados

1seqg

nstrucao da arvore de precos

i=1l:m
precos{1l,1}(i,1)=segs(1l,ii+(jj-1) *ser);

precosdesc{l,1}(i,1)=segs(l,ii+(jj-1)*ser);

j=2:tt+1
for i=1l:m"(j-2)
for k=1:m

precos{i, j}(k,1)=precos{ (floor ((i-1)/m)+1), j-

1) *(retpl(k,3J));
end
end

Jj=2:tt+1
for i=l:m"(j-2)
for k=1:m

k,1)=(precos{i, j}(k,1))/(beta(j));
end
end
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Q

% Calculo dos retornos
for j=2:tt+1
for i=l:m"(j-2)
for k=1:m
deltaxt{i, j} (k,1l)=(precosdesc{i, j}(k,1))-
precosdesc{ (floor ((i-1)/m)+1),j-1} (mod(i-1,m)+1,1);
end
end
end
for j=2:tt+l
for i=l:m"(j-2)
for k=1:m

retdesc{i, j} (k,1l)=(deltaxt{i, j}(k, 1))/ (precosdesc{ (floor((i-1)/m)+1), j-
1} (mod(i-1,m)+1,1));
end
end
end
% Calculo da matriz de propagacao de erro
for i=1:m” (tt-1)
kt{i,tt+1l}=zeros(m,1)+1;
end
for j=tt:-1:2
for i=l:m"(j-2)
for k=1:m
tmpl=(transpose (kt{ (i-
1) *m+k, j+1}.*deltaxt{i, j+1}) *probt{i, j+1})"2;
tmp2=transpose (kt{ (i-
1) *m+k, j+1}.*deltaxt{i, j+1}.*deltaxt{i, j+1}) *probt{i, j+1};
kt{i,jr(k,1)=((rf)"2)* (mean(kt{ (i-1)*m+k, j+1})-
tmpl/tmp2) ;
end
end
end
tmpl=(transpose(kt{l,2}.*deltaxt{1,2}) *probt{l,2})"2;

tmp2=transpose(kt{l,2}.*deltaxt{1l,2}.*deltaxt{1l,2}) *probt{l,2};
for i=1:m
kt{1l,1}(1i,1)=((rf)"2)*(mean(kt{l,2})-tmpl/tmp2);
end
% Calculo do processo de valor medio
for i=1:m” (tt-1)
ht{i,tt+1l}=max(precos{i,tt+1l}-skp(ii+(jj-1)*ser),0);
end
for j=tt:-1:2
for i=1l:m"(j-2)
for k=1:m
tmpl=transpose (kt{ (i-
1) *m+k, j+1}.*deltaxt{i, j+1}) *probt{i, j+1};
tmp2=transpose (kt{ (i-
1) *m+k, j+1}.*deltaxt{i, j+1}.*deltaxt{i, j+1}) *probt{i, j+1};

ht{i, j}(k,1)=((rf"2)/kt{i,Jj} (k,1))*(transpose ((kt{(i-1)*m+k, j+1}-
(tmpl/tmp2) . *kt{ (i-1)*m+k, j+1}.*deltaxt{i, J+1}).* (ht{ (i-
1) *m+k, j+1}/rf))) * (probt{i, j+1});
end
end
end
tmpl=transpose(kt{1l,2}.*deltaxt{1l,2}) *probt{l,2};

tmp2=transpose(kt{l,2}.*deltaxt{1l,2}.*deltaxt{1l,2}) *probt{l,2};



for i=1:m
ht{l,1}(i,1)=((rf*2)/kt{1,1}(1,1))*(transpose((kt{l,2}-
(tmpl/tmp2) . *kt{1,2}.*deltaxt{1,2}).*(ht{1,2}/rf)))*(probt{l,2});
end
% Célculo do erro
for i=1:m” (tt-1)
rmesre{i,tt+1}(:,1)=zeros(m,1);
end
for j=tt:-1:2
for i=l:m"(j-2)

for k=1:m
tmpl= (transpose(kt{ 1) *m+k, j+1}.*ht{ (1i-

tmp2=(transpose (kt{ 1) *m+k, j+1}.*ht{ (i-
1) *m+k, j+1}.*deltaxt{ (i-1) *m+k, j+1}) *probt{ (i-1) *m+k, j+1})"2;
tmp3=transpose (kt{ (i-1) *m+k, j+1}.*deltaxt{ (i-
1) *m+k, j+1}.*deltaxt{ (i-1) *m+k, j+1}) *probt{ (i-1) *m+k, j+1};
rmesre{i, j} (k,1)=transpose (rmesre{ (i-
1) *m+k, j+1}) *probt{ (i-1) *m+k, j+1}+tmpl-kt{i, j}(k,1)*((ht{i,j}(k,1))"2)-
tmp2/tmp3;

(1

1) *m+k, j+1}.*ht{(i-1) *m+k, J+1})) *probt{ (i-1) m+k,j+l},
(1
(1

end
end
end
tmpl=(transpose(kt{1l,2}.*ht{1,2}.*ht{1,2})) *probt{l,2};

tmp2=(transpose(kt{1l,2}.*ht{1l,2}.*deltaxt{1l,2}) *probt{l,2})"2

tmp3=transpose (kt{1l,2}.*deltaxt{1l,2}.*deltaxt{1l,2}) *probt{l,2};
rmesre{l,1}(1l,1)=transpose(rmesre{l,2}) *probt{l,2}+tmpl-
kt{1,1}(1,1)*((ht{1,1}(1,1))"2)-tmp2/tmp3;
% Cdlculo do hedge otimo dinamico e do portfolio replicante
vt{l,1}=ht{1,1};

tmpl=transpose (kt{1l,2}.*deltaxt{1l,2}.*deltaxt{1l,2})*probt{l,2};

tmp2=transpose(kt{l,2}.*deltaxt{1l,2}.*(rf*vt{1,1}(1,1)))*probt{l,2};

tmp3=transpose (kt{l,2}.*deltaxt{1l,2}.*ht{1,2}) *probt{l,2};
for i=1:m

tetad{1l,1}(i,1)=—(tmp2-tmp3) / (beta(2) *tmpl) ;
end
for j=2:tt

for i=l:m"(j-2)

for k=1:m
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vt{i,j}(k,1)=rf*vt{ (floor ((i-1)/m)+1), j-1} (mod (i-

1,m)+1,1)+beta(j)*tetad{ (floor((i-1)/m)+1), j-1} (mod(i-
1,m)+1,1)*deltaxt{i, j} (k,1);
tmpl=transpose (kt{ (i-1) *m+k, j+1}.*deltaxt{ (i-
1) *m+k, j+1}.*deltaxt{ (i-1) *m+k, j+1}) *probt{ (i-1) *m+k, j+1};
tmp2=transpose(kt{(' 1) *m+k, j+1}.*deltaxt{ (i-
1) *m+k, j+1} . *(rf*vt{i, j} (k,1))) *probt{ (i )*m+k,j+l},
tmp3 transpose(kt{( 1) *m+k, j+1}.*deltaxt{ (i-
1)*m+k,j+1}.*ht{(ifl)*m+k,j+1})*probt{( 1) *m+k, j+1};
tetad{i, j} (k,1)=—(tmp2-tmp3) / (beta(j+1) *tmpl) ;
end
end
end
for i=1:m” (tt-1)
for k=1:m
vt{i,tt+1} (k,1)=rf*vt{(floor ((i-1)/m)+1),tt} (mod(i—
1,m)+1,1)+beta(tt+l)*tetad{ (floor((i-1)/m)+1),tt} (mod(i-
1,m)+1,1)*deltaxt{i,tt+1}(k,1);
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end
end
% Execucao da estrategia

o

1)
2)

atop(:,
atop(:,
vtr (1)
atop(l,1)*tetadr(1l);
err(l)=vtr(l)
py=1;pk=1;

Q

for j=2:tt

dif=100000;py=

for k=1:m
if

(abs (atop(j,1)
dif=abs (atop(j, 1)

,1i+(jj-1) *ser);
,ii+(jj-1)*ser);opht (1)=ht{1,1} (1

;tetadr (1)=tetad{1,1}(1,1);bank (1)

—atop(1,2);

(py—-1) *m+pk;

< dif)
1));

-precos{py,J}(k,1))
-precos{py,j} (k,

pk=k;

end
end

% Identificacao do hedge e calculo do portfolio

replicante
tetadr (j)
vtr (3)
bank (7)
opht (3)
err(j)
end

dif=100000;py=

for k=1:m
if

pk=k;
end
end
vtr (tt+1)

opht (tt+1l)=max (atop(tt+1,1)
=vtr(tt+1)
$ Armazenamento do portfolio replicante opcao e hedge
/ll+(jj_l)
/ll+(jj_l)

err (tt+1)

[

hedge (:
bankac (:
pr(:,ii+(3j-1)
herr(:,1ii+ (3]
opac (:,ii+ (37
end
end

o

x1lswrite ('HedgeAC.x1ls'
x1lswrite ('HedgeAC.x1ls'
x1lswrite ('HedgeAC.x1ls'
x1lswrite ('HedgeAC.x1ls'
x1lswrite ('HedgeAC.x1ls'
x1lswrite ('HedgeAC.x1ls'

clear pr;clear opac;

=tetad{py,j}(pk 1);
=tetadr (j-1) *atop(j

—-tetadr (
=ht{py,J} (pk,1);
=vtr (7J)

(abs (atop(tt+1,1)
dif=abs(atop(tt+1,1)

-1)
-1)

1) +bank (j-1)*rf;
1)

J) *atop (J +vtr(j);

—-atop(3,2);
(py-1) *m+pk;

< di
1))

1))
-precos{py,tt+1} (k,

—-precos{py,tt+1l} (k

=tetadr (tt) *atop (tt+1l,1)+bank(tt) *rf;

-skp (tt+1)
—atop (tt+1l,2);

,0);

*ser)=transpose (tetadr) ;
*ser)=transpose (bank) ;
*ser)=transpose(vtr);
*ser)=transpose(err) ;
*ser)=transpose (opht) ;

s Gravacao dos dados modelo normal com jumps

;hedge, "NormalJumpHedgeAC') ;
, bankac, "NormalJumpBankAC"') ;
,opac, 'NormalJumpOpAC') ;
,pr, 'NormalJumpPRepAC') ;
yherr, "NormalJumpHErrAC') ;
,rmesre{l,1}(1,1),

'NormalJumpRMESREAC'

¥ Céalculo do hedge otimo dinamico e do portfolio replicante
=seqgs (:
=opcao(:
=atop (1, 2)

1);

=atop(1l,2)-

% Determinacao do no da arvore correspondente ao preco real

f)

)i

clear vestl;clear estadosl;clear precos;clear precosdesc;clear

deltaxt;

clear probt;clear retdesc;clear kt;clear ht;clear vt;clear

tetad;clear rmesre;

clear atopj;clear deltaxtr;clear tetadr;clear vtr;clear bank;clear

herr;

clear opcaoj;clear skp;clear opthj;clear retpl;clear probpl;clear

segs;clear skp;



t2=clock;t=etime
% Calculos de he

o

(t2,tl)
dge modelo TGARCH

% Geracao da distribuicao de probabilidades e dos niveis de retorno

lret=xlsread('Gerdados.xls', '"TGARCHDr");lret(1:6)=[1];

[freq,dret]=

for i=1:m

dret (i) =

end
dret=transpo
prob=transpo
for j=2:tt+1
for i=1:
for

end
end
end
vestl=zeros(
estadosl=cel
for i=1:m" (t
for j=1:
esta
end
end

hist (lret,m);
exp(dret (i));

se (dret) ;
se(freq./sum(freq)) ;

n” (3-2)
k=1:m

probpl ((i-1) *m+k, j)=prob (k) ;
retpl ((i-1) *m+k, j)=dret (k) ;

% Alocacao de variaveis

m,1);
1(m™(tt-1),tt+1);
t-1);
tt+1
dosl{i, j}=vestl;
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precos=estadosl;precosdesc=estadosl;deltaxt=estadosl;probt=estadosl;retde

sc=estadosl;

kt=estadosl;ht=estadosl;vt=estadosl;tetad=estadosl;rmesre=estadosl;

for j=2:tt+1
for i=1:
for

end
end
end
% Entrada de

m”~(j-2)
k=1:m
probt{i, j} (k,1)=probpl ((i-1) *m+k, Jj);

dados modelo TGARCH

segs=xlsread('Gerdados.xls', '"TGARCHSeqgS") ;
opcao=xlsread('Gerdados.xls', '"TGARCHOS") ;
skp=seqgs (1, :);

Q

% Calculo dos precos e retornos descontados

for jj=l:ser
for ii=1

% Co

for

end
for

1} (mod(i-1,m)+1,

end
for

:seq
nstrucao da arvore de precos

i=1:m
precos{l,1}(i,1l)=segs(l,ii+(jj-1) *ser);
precosdesc{l,1}(i,1)=segs(l,1ii+(jj-1)*ser);

Jj=2:tt+1
for i=l:m"(j-2)
for k=1:m
precos{i, j}(k,1)=precos{ (floor ((i-1)/m)+1), j-
1) *(retpl(k,3J));
end
end

Jj=2:tt+1
for i=l:m"(j-2)
for k=1:m
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precosdesc{i, j} (k,1)=(precos{i,j}r(k,1))/(beta(j));

end
end
end
% Calculo dos retornos
for j=2:tt+1
for i=l:m"(j-2)
for k=1:m
deltaxt{i, j} (k,1l)=(precosdesc{i, j}(k,1))-

precosdesc{ (floor ((i-1)/m)+1),j-1} (mod(i-1,m)+1,1);

retdesc{i, j} (k,1)=
1} (mod(i-1,m)+1,1));

1) *m+k, j+1}.
1) *m+k, j+11}.

tmpl/tmp2) ;

end
end
end
for j=2:tt+l
for i=l:m"(j-2)
for k=1:m

(deltaxt{i, j}(k,1))/ (precosdesc{ (floor ((i-1)/m)+1), j-

end
end
end
% Calculo da matriz de propagacao de erro
for i=1:m” (tt-1)
kt{i,tt+1l}=zeros(m,1)+1;
end
for j=tt:-1:2
for i=l:m"(j-2)
for k=1:m
tmpl=(transpose (kt{ (i-
*deltaxt{i, j+1})*probt{i, j+1})"2;
tmp2=transpose (kt{ (i-
*deltaxt{i, j+1}.*deltaxt{i, j+1}) *probt{i, j+1};
kt{i,jr(k,1)=((rf)"2)* (mean(kt{ (i-1)*m+k, j+1})-

end
end
end
tmpl=(transpose(kt{l,2}.*deltaxt{1,2}) *probt{l,2})"2;

tmp2=transpose(kt{l,2}.*deltaxt{1l,2}.*deltaxt{1l,2}) *probt{l,2};

1) *m+k, j+11}.
1) *m+k, j+1}.

ht{i, j} (k,1)
(tmpl/tmp2) .

for i=1:m
kt{1l,1}(1i,1)=((rf)"2)*(mean(kt{l,2})-tmpl/tmp2);
end
% Calculo do processo de valor medio
for i=1:m”(tt-1)
ht{i,tt+1l}=max(precos{i,tt+1l}-skp(ii+(jj-1) *ser),0);
end
for j=tt:-1:2
for i=1l:m"(j-2)
for k=1:m
tmpl=transpose (kt{ (i-
*deltaxt{i, j+1}) *probt{i, j+1};
tmp2=transpose (kt{ (i-
*deltaxt{i, j+1}.*deltaxt{i, j+1}) *probt{i, j+1};

=((rf~2)/kt{i, j} (k,1))*(transpose ((kt{(i-1)*m+k, j+1}-
*Rt{(i-1)*m+k, j+1}.*deltaxt{i, j+1}).* (ht{(i-

1) *m+k, j+1}/rf)))* (probt{i, j+1});

end



end
end
tmpl=transpose(kt{1l,2}.*deltaxt{1l,2}) *probt{l,2};

tmp2=transpose (kt{1l,2}.*deltaxt{1l,2}.*deltaxt{1,2})*probt{l,2};
for i=1:m
ht{l,1}(i,1)=((rf*2)/kt{1,1}(1,1))*(transpose((kt{l,2}-
(tmpl/tmp2) . *kt{1,2}.*deltaxt{1,2}).*(ht{1,2}/rf)))*(probt{l,2});
end
% Célculo do erro
for i=1:m” (tt-1)
rmesre{i,tt+1}(:,1)=zeros(m,1);
end
for j=tt:-1:2
for i=l:m"(j-2)

for k=1:m
tmpl= (transpose(kt{ 1) *m+k, j+1}.*ht{ (i-

tmp2=(transpose (kt{ 1) *m+k, j+1}.*ht{ (i-
1) *m+k, j+1}.*deltaxt{ (i-1) *m+k, j+1}) *probt{ (i-1) *m+k, j+1})"2;
tmp3=transpose (kt{ (i-1) *m+k, j+1}.*deltaxt{ (i-
1) *m+k, j+1}.*deltaxt{ (i-1) *m+k, j+1}) *probt{ (i-1) *m+k, j+1};
rmesre{i, j} (k,1)=transpose (rmesre{ (i-
1) *m+k, j+1}) *probt{ (i-1) *m+k, j+1}+tmpl-kt{i, j}(k,1)*((ht{i,j}(k,1))"2)-
tmp2/tmp3;

(1

1) *m+k, j+1}.*ht{(i-1) *m+k, J+1})) *probt{ (i-1) m+k,j+l},
(1
(1

end
end
end
tmpl=(transpose(kt{1l,2}.*ht{1,2}.*ht{1,2})) *probt{l,2};

tmp2=(transpose(kt{1l,2}.*ht{1l,2}.*deltaxt{1l,2}) *probt{l,2})"2

tmp3=transpose (kt{1l,2}.*deltaxt{1l,2}.*deltaxt{1l,2}) *probt{l,2};
rmesre{l,1}(1l,1)=transpose(rmesre{l,2}) *probt{l,2}+tmpl-
kt{1,1}(1,1)*((ht{1,1}(1,1))"2)-tmp2/tmp3;

% Cdlculo do hedge otimo dinamico e do portfolio replicante
vt{l,1}=ht{1,1};

tmpl=transpose (kt{1l,2}.*deltaxt{1l,2}.*deltaxt{1l,2}) *probt{l,2};

tmp2=transpose(kt{l,2}.*deltaxt{1l,2}.*(rf*vt{1,1}(1,1)))*probt{l,2};
tmp3=transpose(kt{l,2}.*deltaxt{1l,2}.*ht{1,2}) *probt{l,2};
tetad{1l,1}(1,1)=—(tmp2-tmp3) / (beta(2) *tmpl) ;
for j=2:tt
for i=l:m"(j-2)
for k=1:m
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vt{i, j}(k,1l)=rf*vt{ (floor ((i-1)/m)+1), j-1} (mod (i-

1,m)+1,1)+beta(j)*tetad{ (floor((i-1)/m)+1), j-1} (mod (i
1,m)+1,1)*deltaxt{i, j} (k,1);
tmpl=transpose (kt{ (i-1)*m+k, j+1}.*deltaxt{ (i-
1) *m+k, j+1}.*deltaxt{ (i-1) *m+k, j+1}) *probt{ (i-1) *m+k, j+1};
tmp2:transpose(kt{('7 ) *m+k, j+1}.*deltaxt{ (i-
1) *m+k, j+1}.*(rf*vt{i, j} (k,1))) *probt{ )*m+k J+1};

(1
tmp3 transpose(kt{( 1) *m+k, j+1}.*deltaxt{ (i-
1) *m+k, j+1}.*ht{ (i-1) *m+k, j+1}) *probt{ (i )*m+k,j+l},
tetad{i, j} (k,1)=—(tmp2—-tmp3)/ (beta (j+1) *tmpl) ;
end
end

end
for i=1:m” (tt-1)
for k=1:m
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vt{i,tt+1}(k,1)=rf*vt{ (floor ((i-1)/m)+1),tt} (mod(i-
1,m)+1,1)+beta(tt+l)*tetad{ (floor ((i-1)/m)+1),tt} (mod(i-
1,m)+1,1)*deltaxt{i,tt+1}(k,1);
end
end
% Execucao da estrategia
% Calculo do hedge otimo dinamico e do portfolio replicante
atop(:,1)=seqgs(:,ii+(jj-1) *ser);
atop(:,2)=opcao(:,1ii+(jj-1)*ser);opht(1l)=ht{1,1}(1,1);
vtr(l)=atop(l,2);tetadr(l)=tetad{1,1}(1,1);bank(l)=atop(l,2)-
atop(l,1)*tetadr(l);
err (l)=vtr(l)-atop(l,2);

py=1;pk=1;
% Determinacao do no da arvore correspondente ao preco real
for j=2:tt

dif=100000;py=(py-1) *m+pk;

for k=1:m

if (abs(atop(j,1)-precos{py,j}t(k,1)) < dif)
dif=abs(atop(j,1)-precos{py,Jj}(k,1));
pk=k;
end
end
% Identificacao do hedge e calculo do portfolio
replicante
tetadr (j)=tetad{py, Jj} (pk,1);
vtr (j)=tetadr (j-1)*atop(j,1)
bank (j)=-tetadr (j) *atop(j, 1)
opht (j)=ht{py, J} (Pk,1);
err (j)=vtr(j)-atop(J,2);

end

dif=100000;py=(py-1) *m+pk;

for k=1:m

if (abs(atop(tt+l,1)-precos{py,tt+l1}(k,1)) < dif)
dif=abs(atop(tt+1l,1)-precos{py,tt+l}(k,1));
pk=k;

end

end

vtr (tt+l)=tetadr (tt) *atop(tt+1l,1)+bank(tt) *rf;

opht (tt+1l)=max (atop(tt+1l,1)-skp(tt+1),0);

err (tt+l)=vtr(tt+l)-atop(tt+l,2);

% Armazenamento do portfolio replicante opcao e hedge
hedge(:,1ii+(jj-1) *ser)=transpose(tetadr);
bankac(:,1i+(jj-1) *ser)=transpose (bank) ;
pr(:,ii+(jj-1) *ser)=transpose (vtr);
herr(:,ii+(jj-1) *ser)=transpose (err) ;
opac(:,1ii+(jj-1) *ser)=transpose (opht) ;

end

end
% Gravacao dos dados modelo TGARCH
x1swrite ('HedgeAC.x1s',hedge, 'TGARCHHedgeAC") ;
x1lswrite ('HedgeAC.x1ls',bankac, '"TGARCHBankAC") ;
x1lswrite ('HedgeAC.xls', opac, 'TGARCHOpAC'") ;
x1lswrite ('HedgeAC.x1ls',pr, 'TGARCHPRepAC') ;

(

(

+bank (j-1) *rf;
+vtr(j);

x1lswrite ('HedgeAC.x1s',herr, 'TGARCHHErrAC') ;

x1lswrite ('HedgeAC.x1ls', rmesre{l,1}(1,1), 'TGARCHRMESREAC") ;

clear pr;clear opac;

clear vestl;clear estadosl;clear precos;clear precosdesc;clear
deltaxt;

clear probt;clear retdesc;clear kt;clear ht;clear vt;clear
tetad;clear rmesre;



clear atopj;clear deltaxtr;clear tetadr;clear vtr;clear bank;clear

herr;

clear opcaoj;clear skpj;clear opthj;clear retpl;clear probpl;clear

segs;clear skp;

t3=clock;t=etime (t3,tl)
% Calculos de hedge modelo HNGARCH

Q

% Geracao da distribuicao de probabilidades e dos niveis de retorno

lret=xlsread('Gerdados.xls', '"HNGARCHDr ') ;lret (1:6)=[1];
[freq,dret]=hist (lret,m);

for i=1:m

dret (i)=exp (dret (1)) ;

end

dret=transpose (dret) ;
prob=transpose (freq./sum(freq)) ;

for j=2:tt+l
for i=1:
for

end
end
end

[

m” (j-2)

k=1:

m

probpl ((i-1) *m+k, j)=prob (k) ;
retpl ((i-1) *m+k, j)=dret (k) ;

vestl=zeros(m,1);
estadosl=cell (m"(tt-1),tt+1);
for i=1:m”(tt-1);

for j=l:tt+1

% Alocacao de variaveis

estadosl{i, j}=vestl;

end
end
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precos=estadosl;precosdesc=estadosl;deltaxt=estadosl;probt=estadosl;retde

sc=estadosl;

kt=estadosl;ht=estadosl;vt=estadosl;tetad=estadosl;rmesre=estadosl;

for j=2:tt+l

for i=l:m"(j-2)
for k=1:m
probt{i, j} (k,1)=probpl ((i-1) *m+k, Jj);

end
end
end

% Entrada de dados modelo TGARCH
segs=xlsread('Gerdados.xls', "HNGARCHSegS") ;
opcao=xlsread('Gerdados.xls', "HNGARCHOS") ;

skp=seqgs (1,

Q

for jj=l:ser

for ii=l:seqg

[

1)

% Calculo dos precos e retornos descontados

for i=1:m
precos{l,1}(i,1l)=segs(l,ii+(jj-1) *ser);
precosdesc{l,1}(i,1)=segs(l,ii+(jj-1)*ser);

end

for j=2:tt+l

% Construcao da arvore de precos

for i=l:m"(j-2)

for

k=1:m
precos{i,j} (k,1)=precos{ (floor((i-1)/m)+1),j—

1} (mod(i-1,m)+1,1)*(retpl(k,J));

end

end

end
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for j=2:tt+1
for i=1l:m"(j-2)
for k=1:m

precosdesc{i, j} (k,1)=(precos{i, j} (k,1))/(beta(3));
end
end
end
% Calculo dos retornos
for j=2:tt+l
for i=l:m"(j-2)
for k=1:m
deltaxt{i, j} (k,1l)=(precosdesc{i, j}(k,1))-
precosdesc{ (floor ((i-1)/m)+1),3j-1} (mod(i-1,m)+1,1);
end
end
end
for j=2:tt+l
for i=l:m"(j-2)
for k=1:m

retdesc{i, j} (k,1)=(deltaxt{i, j} (k,1))/ (precosdesc{ (floor ((i-1)/m)+1), j-
1} (mod(i-1,m)+1,1));
end
end
end
% Calculo da matriz de propagacao de erro
for i=1:m” (tt-1)
kt{i,tt+1l}=zeros(m,1)+1;
end
for j=tt:-1:2
for i=1l:m"(j-2)
for k=1:m
tmpl=(transpose (kt{ (i-
1) *m+k, j+1}.*deltaxt{i, j+1}) *probt{i, j+1})"2;
tmp2=transpose (kt{ (i-
1) *m+k, j+1}.*deltaxt{i, j+1}.*deltaxt{i, j+1}) *probt{i, j+1};
kt{i,jr(k,1)=((rf)"2)* (mean(kt{ (i-1)*m+k, j+1})-
tmpl/tmp2) ;
end
end
end
tmpl=(transpose(kt{l,2}.*deltaxt{1,2}) *probt{l,2})"2;

tmp2=transpose (kt{1l,2}.*deltaxt{1l,2}.*deltaxt{1l,2}) *probt{l,2};
for i=1:m
kt{1,1}(i,1)=((rf)"2)* (mean(kt{1l,2})-tmpl/tmp2);
end
% Calculo do processo de valor medio
for i=1:m” (tt-1)
ht{i,tt+l}=max(precos{i,tt+1l}-skp(ii+(jj-1) *ser),0);
end
for j=tt:-1:2
for i=l:m"(j-2)
for k=1:m
tmpl=transpose (kt{ (i-
1) *m+k, j+1}.*deltaxt{i, j+1}) *probt{i, j+1};
tmp2=transpose (kt{ (i-
1) *m+k, j+1}.*deltaxt{i, j+1}.*deltaxt{i, j+1}) *probt{i, j+1};

ht{i,j}(k,1)=((rf"2)/kt{i, j} (k,1))* (transpose((kt{(i-1)*m+k, j+1}-



(tmpl/tmp2) . *kt{ (i-1) *m+k, j+1}.*deltaxt{i, j+1}).* (ht{ (i-
1) *m+k, j+1}/rf))) * (probt{i, j+1});
end
end

end
tmpl=transpose(kt{l,2}.*deltaxt{1l,2}) *probt{l,2};

tmp2=transpose (kt{1l,2}.*deltaxt{1l,2}.*deltaxt{1l,2})*probt{l,2};
ht{1,1}(1,1)=((rf"2)/kt{1,1}(1,1))*(transpose((kt{l,2}-
(tmpl/tmp2) . *kt{1,2}.*deltaxt{1,2}).*(ht{1,2}/rf)))*(probt{l,2});
% Calculo do erro
for i=1:m” (tt-1)
rmesre{i,tt+1}(:,1)=zeros(m,1);
end
for j=tt:-1:2
for i=l:m"(j-2)

for k=1:m
tmpl= (transpose(kt{ 1) *m+k, j+1}.*ht{ (i-

tmp2=(transpose (kt{ 1) *m+k, j+1}.*ht{ (i-
1) *m+k, j+1}.*deltaxt{ (i-1) *m+k, j+1}) *probt{ (i-1) *m+k, j+1})"2
tmp3=transpose (kt{ (i-1) *m+k, j+1}.*deltaxt{ (i-
1) *m+k, j+1}.*deltaxt{ (i-1) *m+k, j+1}) *probt{ (i-1) *m+k, j+1};
rmesre{i, j} (k,1)=transpose (rmesre{ (i-

(1

1) *m+k, j+1}.*ht{(i-1) *m+k, J+1})) *probt{ (i-1) m+k,j+l},
(1
(1

1) *m+k, j+1}) *probt{ (i-1) *m+k, j+1}+tmpl-kt{i, j} (k, 1) *((ht{i,J}(k,1))"2)~-

tmp2/tmp3;
end
end
end
tmpl=(transpose(kt{1l,2}.*ht{1,2}.*ht{1,2})) *probt{l,2};

tmp2=(transpose(kt{1l,2}.*ht{1l,2}.*deltaxt{1l,2}) *probt{l,2})"2

tmp3=transpose (kt{1l,2}.*deltaxt{1l,2}.*deltaxt{1l,2}) *probt{l,2};
rmesre{l,1}(1l,1)=transpose(rmesre{l,2}) *probt{l,2}+tmpl-
kt{1,1}(1,1)*((ht{1,1}(1,1))"2)-tmp2/tmp3;

Q

vt{l,1}=ht{1,1};
tmpl=transpose (kt{1l,2}.*deltaxt{1l,2}.*deltaxt{1l,2}) *probt{l,2};

tmp2=transpose(kt{l,2}.*deltaxt{1l,2}.*(rf*vt{1,1}(1,1)))*probt{l,2};
tmp3=transpose (kt{1l,2}.*deltaxt{1l,2}.*ht{1,2}) *probt{l,2};
tetad{1l,1}(1,1)=—(tmp2-tmp3) / (beta(2) *tmpl) ;
for j=2:tt
for i=1l:m"(j-2)
for k=1:m

% Cdlculo do hedge otimo dinamico e do portfolio replicante
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vt{i,j}(k,1)=rf*vt{ (floor ((i-1)/m)+1), j-1} (mod (i-

1,m)+1,1)+beta(j)*tetad{ (floor((i-1)/m)+1), j-1} (mod (i-
1,m)+1,1)*deltaxt{i, j} (k,1);
tmpl=transpose (kt{ (i-1) *m+k, j+1}.*deltaxt{ (i-
1) *m+k, j+1}.*deltaxt{ (i-1) *m+k, j+1}) *probt{ (i-1) *m+k, j+1};
tmp2=transpose(kt{(' 1) *m+k, j+1}.*deltaxt{ (i-
1) *m+k, j+1}.*(rf*vt{i, j} (k,1))) *probt{ )*m+k,j+l},

(1
tmp3 transpose(kt{( 1) *m+k, j+1}.*deltaxt{ (i-
1) *m+k, j+1}.*ht{ (i 1)*m+k,j+1})*probt{( 1) *m+k, j+1};
tetad{i, j} (k,1)=—(tmp2-tmp3)/ (beta (j+1) *tmpl) ;
end
end

end
for i=1:m” (tt-1)
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for k=1:m
vt{i,tt+1}(k,1)=rf*vt{ (floor ((i-1)/m)+1),tt} (mod(i-
1,m)+1,1)+beta(tt+l) *tetad{ (floor ((i-1)/m)+1),tt} (mod(i-
1,m)+1,1)*deltaxt{i,tt+1}(k,1);
end
end
% Execucao da estrategia
% Calculo do hedge otimo dinamico e do portfolio replicante
atop(:,1)=seqgs(:,ii+(jj-1) *ser);
atop(:,2)=opcao(:,1i+(jj-1)*ser);opht(1l)=ht{1,1}(1,1);
vtr (l)=atop(l,2);tetadr (1l)=tetad{1l,1}(1,1);bank(l)=atop(l,2)-
atop(l,1)*tetadr(l);
err(l)=vtr(l)-atop(l,2);

py=1;pk=1;
% Determinacao do no da arvore correspondente ao preco real
for j=2:tt

dif=100000;py=(py-1) *m+pk;

for k=1:m

if (abs(atop(j,1)-precos{py,j}t(k,1)) < dif)
dif=abs(atop(j,1)-precos{py,Jj}(k,1));
pk=k;
end
end
% Identificacao do hedge e calculo do portfolio
replicante
tetadr (j)=tetad{py,Jj} (pk,1);
vtr(j):tetadr(jfl)*atop(j, ) +bank (j-1) *rf;
bank (j)=-tetadr (j) *atop(j,1)+vtr(3);
opht (j)=ht{py, J} (Pk,1);
err (j)=vtr(j)-atop(J,2);

end

dif=100000;py=(py-1) *m+pk;

for k=1:m

if (abs(atop(tt+l,1)-precos{py,tt+l1}(k,1)) < dif)
dif=abs(atop(tt+1l,1)-precos{py,tt+l}(k,1));
pk=k;

end

end

vtr (tt+l)=tetadr (tt) *atop(tt+1l,1)+bank(tt) *rf;

opht (tt+1l)=max (atop(tt+1l,1)-skp(tt+1),0);

err (tt+l)=vtr(tt+l)-atop(tt+l,2);

% Armazenamento do portfolio replicante opcao e hedge
hedge(:,1ii+(jj-1) *ser)=transpose (tetadr);
bankac(:,1i+(jj-1) *ser)=transpose (bank) ;
pr(:,ii+(jj-1) *ser)=transpose (vtr);
herr(:,ii+(jj-1) *ser)=transpose (err);
opac(:,1ii+(jj-1) *ser)=transpose (opht) ;

end
end
% Gravacao dos dados modelo HNGARCH
x1lswrite ('HedgeAC.x1ls',hedge, '"HNGARCHHedgeAC") ;
x1lswrite ('HedgeAC.x1ls',bankac, "HNGARCHBankAC") ;
x1lswrite ('HedgeAC.x1ls',opac, 'HNGARCHOpAC'") ;
x1lswrite ('HedgeAC.x1ls',pr, 'HNGARCHPRepAC') ;
x1lswrite ('HedgeAC.x1ls',herr, '"HNGARCHHErrAC"') ;
xlswrite('HedgeAC.xls',rmesre{l,1}(1,1), "HNGARCHRMESREAC") ;
clear pr;clear opac;
clear vestl;clear estadosl;clear precos;clear precosdesc;clear
deltaxt;
clear probt;clear retdesc;clear kt;clear ht;clear vt;clear
tetad;clear rmesre;
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clear atopj;clear deltaxtr;clear tetadr;clear vtr;clear bank;clear
herr;

clear opcaoj;clear skpj;clear opthj;clear retpl;clear probpl;clear
segs;clear skp;
td=clock;t=etime(t4,tl)
end

13.5 Programa para estimacao do modelo HN

% Programa: hnmlewcv3

% Autor: Iuri Lazier

% Data: 12/2008

% Linguagem: Matlab 7.0.1

% Dados de entrada: planilha Excel 2003 Gerdados.xls

% Dados das series e dados simulados

% 1 planilha: parm

% Coluna A: descricao dos parametros

% gtd series=1/gtd sequencias=100/ gtd subperiodos=5/dias in sample/dias
out of sample/preco

% inicial/rf diaria

% normal mi/sigma

% NormalJump mi/sigma/m/delta/lambda

% TGARCH ni/fi/alfa/alfam/beta/omega/ht0

% HNGARCH alfa/beta/gama/lambda/omega/ht0

% Colunas B a H: valores dos parametros inidcados para cada modelo, um
modelo por linha

% 4 planilhas (xxxx = processo gerador de dados): dados simulados

% xxxxS: 100 series de precos de acao semanais out of sample

% Dados de saida: planilha Excel 2003 ParmModelos.xls

% Parametros estimados para os modelos com dados de cada processo gerador
de dados

% 4 planilhas (xxxx = processo gerador de dados): parametros do modelo

% HNxxxx: parametros do modelo estimado com dados semanais

% Programa principal

function hnmlewcv3

Q

% Inicializacao de dados
% Planilha de parametros
parm=xlsread('Gerdados.xls', "Parm');
ser=parm(1l,1);p=parm(l,3);ttis=parm(l,4);tc=parm(l,5);
sO=parm(l,6);rfd=parm(l,7);
ttis=ttis/p;ttoos=floor (tc/p);rf=log((l+rfd) p);
% Estimacao do modelo normal
% Entrada de dados modelo normal
lret=xlsread('Gerdados.xls', '"NormalS');
for j=l:ser
% Estimacao dos modelos
hO=var (lret);htf(1)=h0;teta=[0.00001 0.1 200 1 0.0011];
ub=[0.1 1 700 30 0.001];1b=[-0.5 0.0001 O 0.1 0.00000017;
options=optimset ('MaxFunEvals',2000);
mod=fmincon(@1l1f,teta, [1,[1,I[],[1,1b,ub,@cons,options);
hmod (j, :)=mod;
alfa=mod (1) ;beta=mod(2) ;gama=mod (3); lambda=mod (4) ; omega=mod (5) ;
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end
% Gravacao dos parametros do modelo
x1lswrite ('ParmModelos.x1s', hmod, "HNNormal') ;
% Estimacao do modelo normal com jumps
% Entrada de dados modelo normal com jumps
lret=xlsread('Gerdados.xls', "NormalJumpS"') ;
for j=l:ser
% Estimacao dos modelos
hO=var (lret);htf(1)=h0;teta=[0.00001 0.1 100 1 0.0011];
ub=[0.1 1 700 30 0.001];1b=[-0.1 0.0001 O 0.1 0.00000017;
options=optimset ('MaxFunEvals',2000);
mod=fmincon(@1l1f,teta, [1,[1,[],[1,1b,ub,@cons,options);
hmod (j, :)=mod;
alfa=mod (1) ;beta=mod(2) ;gama=mod (3); lambda=mod (4) ; omega=mod (5) ;
end
% Gravacao dos parametros do modelo
x1lswrite ('ParmModelos.x1ls', hmod, "HNNormalJump') ;
% Estimacao do modelo TGARCH
% Entrada de dados modelo TGARCH
lret=xlsread('Gerdados.xls', '"TGARCHS") ;
for j=l:ser
% Estimacao dos modelos
hO=var (lret);htf(1)=h0;teta=[0.00001 0.1 80 1 0.001];
ub=[0.1 1 700 30 0.001];1b=[-0.1 0.0001 O 0.1 0.00000017;
options=optimset ('MaxFunEvals',2000);
mod=fmincon(@1l1f,teta, [1,[1,I[],[1,1b,ub,@cons,options);
hmod (j, :)=mod;
alfa=mod (1) ;beta=mod(2) ;gama=mod (3); lambda=mod (4) ; omega=mod (5) ;
end
% Gravacao dos parametros do modelo
xlswrite ('ParmModelos.x1ls',hmod, "HNTGARCH') ;
% Estimacao do modelo HNGARCH
% Entrada de dados modelo HNGARCH
lret=xlsread('Gerdados.xls', '"HNGARCHS") ;
for j=l:ser
% Estimacao dos modelos
hO=var (lret);htf (1)=h0;teta=[0.00001 0.1 100 1 0.0017;
ub=[0.1 1 700 30 0.001];1b=[-0.1 0.0001 O 0.1 0.00000017;
options=optimset ('MaxFunEvals',2000);
mod=fmincon (@1l1f, teta, []1,[],[],[],1b,ub, @cons,options);
hmod (j, :)=mod;
alfa=mod(1l) ;beta=mod(2) ;gama=mod (3) ; lambda=mod (4) ; omega=mod (5) ;
end
% Gravacao dos parametros do modelo
x1lswrite ('ParmModelos.x1ls', hmod, '"HNHNGARCH') ;
function r=11f (teta)
for i=2:ttis+1
htf(i)=teta(5)+teta(2)*htf(i-1)-teta(l)*(((lret(i-1)-rf-
teta(4)*htf (i-1)-teta(3)*htf(i-1))"2)/htf(i-1));

end
r=—(-(1/2)*sum(log (htf))—-(ttis/2)*log(2*pi)—(1/2)*sum(((lret-rf-
teta(4).*transpose (htf)).”2)./transpose (htf)));
end

function [c ceqg]=cons(teta)
c=[-htf+0.0000001 teta(2)+teta(l)*((teta(3))"2)-1];ceq=[];
end
end
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13.6  Programa para teste da estratégia HN

(* Programa: hhnvé
Autor:Iuri Lazier
Data:12/2008

Linguagem: Mathematica 6

Dados de entrada: planilhas Excel 2003 Gerdados.xls e ParmModelos.xls
Dados simulados e parametros dos modelos estimados

8 planilhas (xxxx=processo gerador de dados): dados simulados
xxxx5eqS:100 series de precos de acao semanais out of sample
xxxx0S5:100 series de precos de opcao semanais out of sample

Dados de saida: 24 planilhas Excel 2003 HedgeHNxx.xls

Resultados da aplicacao da estrategia de hedge HN sobre os dados de
simulacao

100 series de hedge pelo delta out of sample

100 series de numerario teorico necessario out of sample

100 series de numerario efetivo necessario out of sample

100 series de valor do portfolio replicante out of sample

HErrHN:100 series erro de hedge out of sample

OpHN:100 series de preco de opcao e payoff calculados pelo modelo HN %)

(* Programa principal
Estrategia de hedge HN
Calculo de hedge portfolio replicante e erro acumulado multiperiodico sobre series simuladas )
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(* Inicializacao de dados
Arquivo Gerdados.xls
Planilha de parametros do modelo primeira linha quantidade de series in-
sample quantidade de sequencias out-of-sample numero de dias do subperiodo numero de dias in-
sample numero de dias out-of sample preco inicial taxa livre de risco dia util em
seqguida uma linha para cada serie de cada modelo
Sequencia de planilhas para cada um dos modelos normal normal com jumps tgarch
e hngarch contendo retornos diarios in-sample precos diarios in-sample retornos diarios our-
of-sample retornos semanais out-of-sample precos semanais out-
of sample precos de opcao semanais out-of-sample termos autorregressivos in-
sample para os modelos tgarch e hngarch
Arquivo ParmModelos.xls
Planilha de parametros do modelo HN estimado para retornos semanais in-
sample para series correspondentes aos modelos geradores normal normal com jumps
tgarch hngarch )
(* Funcao Caracteristica *)

a[tt_, ttoosl , ¢ , r ] :=

1
(a[tt+1, ttoosl, ¢, rfl +p rf + b[tt +1, ttoosl, ¢] w- ELog[l—Zab[tt+1, ttoosl, w]])

(1/2) (¢ -v)* ]

1.,
b[tt , ttoosl , ¢ ] := ((a A+Yy)-=¥ +BDb[tt+1, ttoosl, ¢] +
[, =1 4.1 (A+¥) -5 ¥ [ It T abtt+1, troost, o]

cl[tt_, ttoosl , st , kk_, rf , htl ] :=
(1 Exp[-rf (ttoosl - tt)]
+

— st
2 bg

kk™2¢ sti9l Expla[tt, ttoosl, i ¢ +1, rf] +b[tt, ttoosl, i ¢ +1] htl]]
ig '
{¢, 0, »}, Method -» {"GlobalAdaptive", "MaxErrorIncreases" - 500000,

NIntegrate [Re [

"SingularityHandler" » Automatic}, MaxRecursion -» 28, PrecisionGoal -» 8] )

c2[tt_, ttoosl , st _, kk_, rf , htl ] :=

[kk Exp[-rf (ttoosl - tt)]

kk ¢ sti%Expla[tt, ttoosl, 1 ¢, rf] + b[tt, ttoosl, i ¢] htl] ]
i¢ '
{¢, 0, »}, Method -» {"GlobalAdaptive", "MaxErrorIncreases" - 500000,

[l + l NIntegrate [Re[
2

"SingularityHandler" -> Automatic}, MaxRecursion - 28, PrecisionGoal -» 8] ]]

(* Entrada de dados - todos os modelos x)

parm = Import["Gerdados.xls", "XLS"];

ser = parm[[1l, 1, 2]]; seq =parm[[1l, 1, 3]]; p=parm[[1l, 1, 4]]; ttis =parm[[1, 1, 5]];
tc=parm[[1, 1, 6]]; sO =parm[[1, 1, 7]]; rfd =parm[[1, 1, 8]];

ttoos = Floor[tc/p]; ttoosl =ttoos + 1; rf =Log[ (1 + rfd) * p]; ttis =ttis/ p;

modelos = Import ["ParmModelos.xls", "XLS"];

normal = modelos[[2, 1]]; normaljump = modelos[[3, 1]]; tgarch = modelos[[4, 1]];

hngarch = modelos[[5, 1]];
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(*# Calculos de hedge modelo normal )

seqs = parm[[6]]; skp =seqs[[1]];

opcao = parm[[7]];

lret = parm[[5]]; htl = Variance[lret][[1]];

(* Execucao da estrategia para o modelo normal )

a[ttoosl, ttoosl, _, ] =0;

b[ttoosl, ttoosl, _]=0;

hedge = Table[0, {ttoos}, {seq}];

bankhn = Table[0, {ttoos}, {seq}]; bank =Table[0, {ttoos}, {seq}];
herr = Table[0, {ttoos +1}, {seq}]; pr =Table[0, {ttoos +1}, {seq}];
ophn = Table[0, {ttoos +1}, {seq}];

For[j=1, j<ser, j++, a=normal[[1]]; B=normal[[2]]; ¥y =normal[[3]] + normal[[4]] +0.5;
A=-0.5; w=normal[[5]]; For[i=1, i<seq, i++, tt =1; st =seqs[[1l, (j-1) *ser+i]];
kk = skp[[(]j-1) *ser +i]]; integ=Re[cl[tt, ttoosl, st, kk, rf, htl]];
hedge[[1l, (j-1) *ser+i]] =integ/seqgs[[1l, (j-1) *ser+i]];
integ=Re[c2[tt, ttoosl, st, kk, rf, htl]]; bankhn[[1l, (j-1) *ser +1i]] = -integ;
ophn[[1l, (j-1)*ser+i]] =seqs[[1l, i+ (j-1)*ser]]+hedge[[1l, (j-1)*ser+i]] +
bankhn[[1, (j-1) *ser+i]]; pr[[l, (j-1)xser+i]] =opcao[[l, i+ (j-1) *ser]];
bank[[1l, (jJ-1)*ser+i]] =-hedge[[1l, (j-1)*ser+i]] *seqs[[l, i+ (j-1) *»ser]]+
pr[l, i+ (j-1)+*ser]];
herr[[l, (j-1)*xser+i]] =pr[[l, (j-1)*ser+i]] -opcao[[l, (j-1)+xser+i]];
For [k =2, k< ttoos, k++, tt =k; st =seqs[[k, (j-1)*ser+i]]; kk =skp[[(]j-1) *ser+i]];
lr = Log[seqgs[[k, (j-1) xser+i]]/seqs[[k-1, (j-1)+*ser+i]]]; lret[[1]] = {1r};
lret = RotateLeft[lret]; htl = Variance[lret] [[1]]; integ=Re[cl[tt, ttoosl, st, kk, rf, htl]];
hedge[[k, (j-1) *ser+i]] =integ/seqs[[k, (j-1) *ser+i]];
integ=Re[c2[tt, ttoosl, st, kk, rf, htl]]; bankhn[[k, (j-1) *ser +i]] = -integ;
ophn[[k, (j-1) *ser+i]] =seqgs[[k, i+ (j-1) *ser]]+hedge[[k, (j-1)*ser+i]] +
bankhn[[k, (j-1) *ser+1i]];
pri[k, (j-1) »ser+i]] =hedge[[k-1, (j-1)+ser+i]]+seqgs[[k, (j-1)*ser+i]]+
bank[[k-1, (j-1)*ser+i]]* (1+<rf);
bank[[k, (j-1)*ser+i]] =-hedge[[k, (j-1)*ser+i]] *seqgs[[k, i+ (j-1) »ser]]+
pri[k, (j-1)x*ser+i]ll;
herr[[k, i+ (j-1)+ser]] =pr[[k, i+ (j-1) xser]] -opcao[[k, i+ (j-1)*xser]]];
pri[ttoos+1, (j-1) *xser+i]] = hedge[[ttoos, (j-1) *ser+i]] *seqgs[[ttoos+1, i+ (j-1) xser]] +
bank[[ttoos, (j-1)*ser+i]]* (1+rf);
ophn[[ttoos+1, (j-1)*ser+i]] = Max[seqgs[[ttoos+1, i+ (j-1) *ser]] -skp[[(]j-1) »xser+i]], 0];
herr[[ttoos+1, (j-1)*ser+i]] =
pr[ttoos+1, (j-1) xser+i]] -opcao[[ttoos+1, (j-1)+*ser+i]]]];

(* Gravacao de dados modelo normal #*)

Export ["HedgeHN11l.x1ls", pr, {"Sheets", "NormalPRepHN"}];
Export ["HedgeHN12.x1s", hedge, {"Sheets", "NormalHedgeHN"}];
Export ["HedgeHN13.x1s", bankhn, {"Sheets", "NormalBankFHN"}];
Export ["HedgeHN14.x1s", bank, {"Sheets", "NormalBankHN"}];
Export ["HedgeHN15.x1s", herr, {"Sheets", "NormalHErrHN"}];
Export ["HedgeHN16.x1s", ophn, {"Sheets", "NormalOpHN"}];

Remove["Global  %"]
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(* Inicializacao de dados
Arquivo Gerdados.xls
Planilha de parametros do modelo primeira linha quantidade de series in-
sample quantidade de sequencias out-of-sample numero de dias do subperiodo numero de dias in-
sample numero de dias out-of sample preco inicial taxa livre de risco dia util em
seqguida uma linha para cada serie de cada modelo
Sequencia de planilhas para cada um dos modelos normal normal com jumps tgarch
e hngarch contendo retornos diarios in-sample precos diarios in-sample retornos diarios our-
of-sample retornos semanais out-of-sample precos semanais out-
of sample precos de opcao semanais out-of-sample termos autorregressivos in-
sample para os modelos tgarch e hngarch
Arquivo ParmModelos.xls
Planilha de parametros do modelo HN estimado para retornos semanais in-
sample para series correspondentes aos modelos geradores normal normal com jumps
tgarch hngarch )
(* Funcao Caracteristica *)

a[tt_, ttoosl , ¢ , r ] :=
1
(a[tt+1, ttoosl, ¢, rfl +p rf + b[tt +1, ttoosl, ¢] w- ELog[l—Zab[tt+1, ttoosl, w]])

(1/2) (¢ -v)* ]

1.,
b[tt , ttoosl , ¢ ] := ((a A+Yy)-=Y¥ +BDb[tt+1, ttoosl, ¢] +
[, =1 4.1 (A+¥) -5 ¥ [ It T abtt+1, troos, o]

cl[tt , ttoosl , st , kk_, rf , htl ] :=
(1 Exp[-rf (ttoosl - tt)]
— st+

2 bg

kk™2¢ sti9l Expla[tt, ttoosl, i ¢ +1, rf] +b[tt, ttoosl, i ¢ +1] htl]]
ig '
{¢, 0, »}, Method -» {"GlobalAdaptive", "MaxErrorIncreases" - 500000,

NIntegrate [Re [

"SingularityHandler" » Automatic}, MaxRecursion -» 28, PrecisionGoal -» 8] )

c2[tt_, ttoosl , st _, kk_, rf , htl ] :=

[kk Exp[-rf (ttoosl - tt)]

kk ¢ sti%Expla[tt, ttoosl, 1 ¢, rf] + b[tt, ttoosl, i ¢] htl] ]
i¢ '
{¢, 0, »}, Method -» {"GlobalAdaptive", "MaxErrorIncreases" - 500000,

[l + l NIntegrate [Re[
2

"SingularityHandler" -> Automatic}, MaxRecursion - 28, PrecisionGoal -» 8] ]]

(* Entrada de dados - todos os modelos =)

parm = Import["Gerdados.xls", "XLS"];

ser = parm[[1l, 1, 2]]; seq =parm[[1l, 1, 3]]; p=parm[[1l, 1, 4]]; ttis =parm[[1, 1, 5]];
tc=parm[[1, 1, 6]]; sO =parm[[1, 1, 7]]; rfd =parm[[1, 1, 8]];

ttoos = Floor[tc/p]; ttoosl =ttoos +1; rf =Log[ (1 + rfd) * p]; ttis =ttis/ p;

modelos = Import ["ParmModelos.x1ls", "XLS"];

normal = modelos[[2, 1]]; normaljump = modelos[[3, 1]]; tgarch = modelos[[4, 1]];
hngarch = modelos[[5, 1]];
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(*# Calculos de hedge modelo normal com jumps =)

seqs = parm[[12]]; skp = seqs[[1]];

opcao = parm[[13]];

lret = parm[[11]]; htl = Variance[lret][[1]];

(*» Execucao da estrategia para o modelo normal com jumps )
a[ttoosl, ttoosl, _, ] =0;

b[ttoosl, ttoosl, _]=0;

hedge = Table[0, {ttoos}, {seq}];

bankhn = Table[0, {ttoos}, {seq}]; bank =Table[0, {ttoos}, {seq}];
herr = Table[0, {ttoos +1}, {seq}]; pr =Table[0, {ttoos +1}, {seq}];
ophn = Table[0, {ttoos +1}, {seq}];

For[j=1, j<ser, j++, a=normal[[1]]; B=normal[[2]]; ¥y =normal[[3]] + normal[[4]] +0.5;
A=-0.5; w=normal[[5]]; For[i=1, i<seq, i++, tt =1; st =seqs[[1l, (j-1) *ser+i]];
kk = skp[[(]j-1) *ser +i]]; integ=Re[cl[tt, ttoosl, st, kk, rf, htl]];
hedge[[1l, (j-1) *ser+i]] =integ/seqgs[[1l, (j-1) *ser+i]];
integ=Re[c2[tt, ttoosl, st, kk, rf, htl]]; bankhn[[1l, (j-1) *ser +1i]] = -integ;
ophn[[1l, (j-1)*ser+i]] =seqs[[1l, i+ (j-1)*ser]]+hedge[[1l, (j-1)*ser+i]] +
bankhn[[1, (j-1) *ser+i]]; pr[[l, (j-1)xser+i]] =opcao[[l, i+ (j-1) *ser]];
bank[[1l, (jJ-1)*ser+i]] =-hedge[[1l, (j-1)*ser+i]] *seqs[[l, i+ (j-1) *»ser]]+
pr[l, i+ (j-1)+*ser]];
herr[[l, (j-1)*xser+i]] =pr[[l, (j-1)*ser+i]] -opcao[[l, (j-1)+xser+i]];
For [k =2, k< ttoos, k++, tt =k; st =seqs[[k, (j-1)*ser+i]]; kk =skp[[(]j-1) *ser+i]];
lr = Log[seqgs[[k, (j-1) xser+i]]/seqs[[k-1, (j-1)+*ser+i]]]; lret[[1]] = {1r};
lret = RotateLeft[lret]; htl = Variance[lret] [[1]]; integ=Re[cl[tt, ttoosl, st, kk, rf, htl]];
hedge[[k, (j-1) *ser+i]] =integ/seqs[[k, (j-1) *ser+i]];
integ=Re[c2[tt, ttoosl, st, kk, rf, htl]]; bankhn[[k, (j-1) *ser +i]] = -integ;
ophn[[k, (j-1) *ser+i]] =seqgs[[k, i+ (j-1) *ser]]+hedge[[k, (j-1)*ser+i]] +
bankhn[[k, (j-1) *ser+1i]];
pri[k, (j-1) »ser+i]] =hedge[[k-1, (j-1)+ser+i]]+seqgs[[k, (j-1)*ser+i]]+
bank[[k-1, (j-1)*ser+i]]* (1+<rf);
bank[[k, (j-1)*ser+i]] =-hedge[[k, (j-1)*ser+i]] *seqgs[[k, i+ (j-1) »ser]]+
pri[k, (j-1)x*ser+i]ll;
herr[[k, i+ (j-1)+ser]] =pr[[k, i+ (j-1) xser]] -opcao[[k, i+ (j-1)*xser]]];
pri[ttoos+1, (j-1) *xser+i]] = hedge[[ttoos, (j-1) *ser+i]] *seqgs[[ttoos+1, i+ (j-1) xser]] +
bank[[ttoos, (j-1)*ser+i]]* (1+rf);
ophn[[ttoos+1, (j-1)*ser+i]] = Max[seqgs[[ttoos+1, i+ (j-1) *ser]] -skp[[(]j-1) »xser+i]], 0];
herr[[ttoos+1, (j-1)*ser+i]] =
pr[ttoos+1, (j-1) xser+i]] -opcao[[ttoos+1, (j-1)+*ser+i]]]];

(* Gravacao de dados modelo normal com jumps =*)

Export ["HedgeHN21.x1ls", pr, {"Sheets", "NormalJumpPRepHN"}];
Export ["HedgeHN22.x1s", hedge, {"Sheets", "NormalJumpHedgeHN"}];
Export ["HedgeHN23.x1s", bankhn, {"Sheets", "NormalJumpBankFHN"}];
Export ["HedgeHN24.x1s", bank, {"Sheets", "NormalJumpBankHN"}];
Export ["HedgeHN25.x1s", herr, {"Sheets", "NormalJumpHErrHN"}];
Export ["HedgeHN26.x1s", ophn, {"Sheets", "NormalJumpOpHN"}];

Remove["Global  %"]



260

(* Inicializacao de dados
Arquivo Gerdados.xls
Planilha de parametros do modelo primeira linha quantidade de series in-
sample quantidade de sequencias out-of-sample numero de dias do subperiodo numero de dias in-
sample numero de dias out-of sample preco inicial taxa livre de risco dia util em
seqguida uma linha para cada serie de cada modelo
Sequencia de planilhas para cada um dos modelos normal normal com jumps tgarch
e hngarch contendo retornos diarios in-sample precos diarios in-sample retornos diarios our-
of-sample retornos semanais out-of-sample precos semanais out-
of sample precos de opcao semanais out-of-sample termos autorregressivos in-
sample para os modelos tgarch e hngarch
Arquivo ParmModelos.xls
Planilha de parametros do modelo HN estimado para retornos semanais in-
sample para series correspondentes aos modelos geradores normal normal com jumps
tgarch hngarch )
(* Funcao Caracteristica *)

a[tt_, ttoosl , ¢ , r ] :=

1
(a[tt+1, ttoosl, ¢, rfl +p rf + b[tt +1, ttoosl, ¢] w- ELog[l—Zab[tt+1, ttoosl, w]])

(1/2) (¢ -v)* ]

1.,
b[tt , ttoosl , ¢ ] := ((a A+Yy)-=Y¥ +BDb[tt+1, ttoosl, ¢] +
[, =1 4.1 (A+¥) -5 ¥ [ It T abtt+1, troos, o]

cl[tt , ttoosl , st , kk_, rf , htl ] :=
(1 Exp[-rf (ttoosl - tt)]
— st+

2 bg

kk™2¢ sti9l Expla[tt, ttoosl, i ¢ +1, rf] +b[tt, ttoosl, i ¢ +1] htl]]
ig '
{¢, 0, »}, Method -» {"GlobalAdaptive", "MaxErrorIncreases" - 500000,

NIntegrate [Re [

"SingularityHandler" » Automatic}, MaxRecursion -» 28, PrecisionGoal -» 8] )

c2[tt_, ttoosl , st _, kk_, rf , htl ] :=

[kk Exp[-rf (ttoosl - tt)]

kk ¢ sti%Expla[tt, ttoosl, 1 ¢, rf] + b[tt, ttoosl, i ¢] htl] ]
i¢ '
{¢, 0, »}, Method -» {"GlobalAdaptive", "MaxErrorIncreases" - 500000,

[l + l NIntegrate [Re[
2

"SingularityHandler" -> Automatic}, MaxRecursion - 28, PrecisionGoal -» 8] ]]

(* Entrada de dados - todos os modelos *)

parm = Import["Gerdados.xls", "XLS"];

ser=parm[[1l, 1, 2]]; seq =parm[[1l, 1, 3]]; p=parm[[1l, 1, 4]]; ttis =parm[[1, 1, 5]];
tc=parm[[1, 1, 6]]; sO =parm[[1, 1, 7]]; rfd =parm[[1, 1, 8]];

ttoos = Floor[tc/ p]; ttoosl =ttoos +1; rf =Log[ (1 + rfd) * p]; ttis =ttis/ p;

modelos = Import ["ParmModelos.x1ls", "XLS"];

normal = modelos[[2, 1]]; normaljump = modelos[[3, 1]]; tgarch = modelos[[4, 1]];
hngarch = modelos[[5, 1]];
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(*# Calculos de hedge modelo tgarch )

seqs = parm[[18]]; skp = seqs[[1]];

opcao = parm[[19]];

lret = parm[[17]]; htl = Variance[lret][[1]];

(*» Execucao da estrategia para o modelo tgarch )

a[ttoosl, ttoosl, _, ] =0;

b[ttoosl, ttoosl, _]=0;

hedge = Table[0, {ttoos}, {seq}];

bankhn = Table[0, {ttoos}, {seq}]; bank =Table[0, {ttoos}, {seq}];
herr = Table[0, {ttoos +1}, {seq}]; pr =Table[0, {ttoos +1}, {seq}];
ophn = Table[0, {ttoos +1}, {seq}];

For[j=1, j<ser, j++, a=normal[[1]]; B=normal[[2]]; ¥y =normal[[3]] + normal[[4]] +0.5;
A=-0.5; w=normal[[5]]; For[i=1, i<seq, i++, tt =1; st =seqs[[1l, (j-1) *ser+i]];
kk = skp[[(]j-1) *ser +i]]; integ=Re[cl[tt, ttoosl, st, kk, rf, htl]];
hedge[[1l, (j-1) *ser+i]] =integ/seqgs[[1l, (j-1) *ser+i]];
integ=Re[c2[tt, ttoosl, st, kk, rf, htl]]; bankhn[[1l, (j-1) *ser +1i]] = -integ;
ophn[[1l, (j-1)*ser+i]] =seqs[[1l, i+ (j-1)*ser]]+hedge[[1l, (j-1)*ser+i]] +
bankhn[[1, (j-1) *ser+i]]; pr[[l, (j-1)xser+i]] =opcao[[l, i+ (j-1) *ser]];
bank[[1l, (jJ-1)*ser+i]] =-hedge[[1l, (j-1)*ser+i]] *seqs[[l, i+ (j-1) *»ser]]+
pr[l, i+ (j-1)+*ser]];
herr[[l, (j-1)*xser+i]] =pr[[l, (j-1)*ser+i]] -opcao[[l, (j-1)+xser+i]];
For [k =2, k< ttoos, k++, tt =k; st =seqs[[k, (j-1)*ser+i]]; kk =skp[[(]j-1) *ser+i]];
lr = Log[seqgs[[k, (j-1) xser+i]]/seqs[[k-1, (j-1)+*ser+i]]]; lret[[1]] = {1r};
lret = RotateLeft[lret]; htl = Variance[lret] [[1]]; integ=Re[cl[tt, ttoosl, st, kk, rf, htl]];
hedge[[k, (j-1) *ser+i]] =integ/seqs[[k, (j-1) *ser+i]];
integ=Re[c2[tt, ttoosl, st, kk, rf, htl]]; bankhn[[k, (j-1) *ser +i]] = -integ;
ophn[[k, (j-1) *ser+i]] =seqgs[[k, i+ (j-1) *ser]]+hedge[[k, (j-1)*ser+i]] +
bankhn[[k, (j-1) *ser+1i]];
pri[k, (j-1) »ser+i]] =hedge[[k-1, (j-1)+ser+i]]+seqgs[[k, (j-1)*ser+i]]+
bank[[k-1, (j-1)*ser+i]]* (1+<rf);
bank[[k, (j-1)*ser+i]] =-hedge[[k, (j-1)*ser+i]] *seqgs[[k, i+ (j-1) »ser]]+
pri[k, (j-1)x*ser+i]ll;
herr[[k, i+ (j-1)+ser]] =pr[[k, i+ (j-1) xser]] -opcao[[k, i+ (j-1)*xser]]];
pri[ttoos+1, (j-1) *xser+i]] = hedge[[ttoos, (j-1) *ser+i]] *seqgs[[ttoos+1, i+ (j-1) xser]] +
bank[[ttoos, (j-1)*ser+i]]* (1+rf);
ophn[[ttoos+1, (j-1)*ser+i]] = Max[seqgs[[ttoos+1, i+ (j-1) *ser]] -skp[[(]j-1) »xser+i]], 0];
herr[[ttoos+1, (j-1)*ser+i]] =
pr[ttoos+1, (j-1) xser+i]] -opcao[[ttoos+1, (j-1)+*ser+i]]]];

(* Gravacao de dados modelo tgarch )

Export ["HedgeHN31.x1s", pr, {"Sheets", "TGARCHPRepHN"}];
Export ["HedgeHN32.x1s", hedge, {"Sheets", "TGARCHHedgeHN"}];
Export ["HedgeHN33.x1s", bankhn, {"Sheets", "TGARCHBankFHN"}];
Export ["HedgeHN34.x1s", bank, {"Sheets", "TGARCHBankHN"}];
Export ["HedgeHN35.x1s", herr, {"Sheets", "TGARCHHErrHN"}];
Export ["HedgeHN36.x1s", ophn, {"Sheets", "TGARCHOpHN"}];
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Remove["Global  %"]

(* Inicializacao de dados
Arquivo Gerdados.xls
Planilha de parametros do modelo primeira linha quantidade de series in-
sample quantidade de sequencias out-of-sample numero de dias do subperiodo numero de dias in-
sample numero de dias out-of sample preco inicial taxa livre de risco dia util em
seguida uma linha para cada serie de cada modelo
Sequencia de planilhas para cada um dos modelos normal normal com jumps tgarch
e hngarch contendo retornos diarios in-sample precos diarios in-sample retornos diarios our-
of-sample retornos semanais out-of-sample precos semanais out-
of sample precos de opcao semanais out-of-sample termos autorregressivos in-
sample para os modelos tgarch e hngarch
Arquivo ParmModelos.xls
Planilha de parametros do modelo HN estimado para retornos semanais in-
sample para series correspondentes aos modelos geradores normal normal com jumps
tgarch hngarch x)
(* Funcao Caracteristica x)

a[tt_, ttoosl_, ¢ , r ] :=

1
(a[tt+1, ttoosl, ¢, rfl +prf + b[tt+1, ttoosl, ¢l w- ELog[l—Zab[tt+1, ttoosl, (p]])

1, (1/2) (¢-¥)? ]
b[tt , ttoosl , 1= ( A - = b[tt +1, ttoosl,
(e im0 ) - g v e BRIEE Y t I Z2abitee1, ttoosl, 4]
cl[tt_, ttoosl_, st_, kk_, rf_ , htl ] :=

[E b Exp[-rf (ttoosl - tt)]

2 7

kk ¢ sti¢l Expla[tt, ttoosl, i ¢ +1, rf] +b[tt, ttoosl, i ¢ +1] htl]]
i¢ !
{¢, 0, o}, Method -> {"GlobalAdaptive", "SingularityHandler" -» Automatic},

NIntegrate[Re[

MaxRecursion -» 17, PrecisionGoal - 5, WorkingPrecision->8]J

c2[tt_, ttoosl_, st_, kk_, rf_ , htl ] :=

[kkExp[—rf(ttoosl—tt)]

kk*¢ sti9Expla[tt, ttoosl, 1 ¢, rf] + b[tt, ttoosl, i ¢] htl] ]
ig !
{¢, 0, »}, Method -> {"GlobalAdaptive", "SingularityHandler" » Automatic},

[E +-l NIntegrate[Re[
2

MaxRecursion - 17, PrecisionGoal » 5, WorkingPrecision—»S]]]

(* Entrada de dados - todos os modelos =)

parm = Import["Gerdados.xls", "XLS"];

ser = parm[[1l, 1, 2]]; seq =parm[[1l, 1, 3]]; p=parm[[1l, 1, 4]]; ttis =parm[[1, 1, 5]];
tc=parm[[1, 1, 6]]; sO =parm[[1, 1, 7]]; rfd =parm[[1, 1, 8]];

ttoos = Floor[tc/p]; ttoosl =ttoos +1; rf =Log[ (1 + rfd) * p]; ttis =ttis/ p;

modelos = Import ["ParmModelos.x1ls", "XLS"];

normal = modelos[[2, 1]]; normaljump = modelos[[3, 1]]; tgarch = modelos[[4, 1]];
hngarch = modelos[[5, 1]];
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(# Calculos de hedge modelo hngarch =)

segs = parm[[25]]; skp = seqs[[1]];

opcao = parm[[26]];

lret = parm[[24]]; htl = Variance[lret][[1]];

(*# Execucao da estrategia para o modelo hngarch )

a[ttoosl, ttoosl, _, _] =0;

b[ttoosl, ttoosl, _]=0;

hedge = Table[0, {ttoos}, {seq}];

bankhn = Table[0, {ttoos}, {seq}]; bank = Table[0, {ttoos}, {seq}];
herr = Table[0, {ttoos +1}, {seq}]; pr = Table[0, {ttoos +1}, {seq}];
ophn = Table[0, {ttoos +1}, {seq}];

For [j=1, jsser, j++, a=normal[[1]]; B=normal[[2]]; ¥y =normal[[3]] +normal[[4]] +0.5;
A=-0.5; w=normal[[5]]; For [i=1, i<seq, i++, tt =1; st =seqgs[[l, (j-1) »xser+i]];
kk = skp[[(j-1) *ser+i]]; integ=Re[cl[tt, ttoosl, st, kk, rf, htl]];
hedge[[1l, (j-1) *ser+i]] =integ/seqgs[[l, (j-1) *xser+i]];
integ=Re[c2[tt, ttoosl, st, kk, rf, htl]]; bankhn[[1l, (j-1) *ser+i]] = -integ;
ophn[[l, (j-1)*ser+i]] =seqgs[[1l, i+ (j-1) xser]] xhedge[[l, (j-1)*ser+i]]+
bankhn[[1l, (j-1)*ser+i]]; pr[[l, (j-1) *ser+i]] =opcao[[l, i+ (j-1) *ser]];
bank[[l, (j-1)*ser+i]] =-hedge[[1l, (j-1)*ser+i]]+seqs[[l, i+ (j-1) *ser]]+
pri[l, i+ (j-1)xser]];
herr[[1l, (j-1)+*ser+i]] =pr[[l, (j-1)+*ser+i]] -opcao[[l, (j-1)+*ser+i]];
For [k =2, k< ttoos, k++, tt =k; st =seqgs[[k, (j-1)xser+i]]; kk =skp[[(]-1) *ser+1i]];
lr =Log[seqgs[[k, (j-1) xser+i]]/segs[[k-1, (j-1)*ser+i]]]; lret[[1]] = {1r};
lret = RotateLeft [lret]; htl = Variance[lret][[1]]; integ= Re[cl[tt, ttoosl, st, kk, rf, htl]];
hedge[[k, (j-1) *ser+i]] =integ/seqgs[[k, (j-1) *xser+i]];
integ=Re[c2[tt, ttoosl, st, kk, rf, htl]]; bankhn[[k, (j-1) *ser +i]] = -integ;
ophn[[k, (j-1)*ser+i]] =seqs[[k, 1+ (j-1) »ser]] xhedge[[k, (j-1)*ser+i]] +
bankhn[[k, (j-1)*ser+i]];
pri[k, (j-1) *ser+i]] =hedge[[k-1, (j-1) *ser+i]] *seqs[[k, (j-1)*ser+i]] +
bank[[k-1, (j-1)*ser+i]]+ (1+<rf);
bank[[k, (j-1)*ser+i]] =-hedge[[k, (j-1)*ser+i]]+seqgs[[k, i+ (j-1)*ser]]+
pri[k, (J-1) xser+i]];
herr[[k, i+ (j-1) *ser]] =pr[[k, i+ (j-1) *ser]] -opcao[[k, i+ (j-1)*ser]]];
pr[ttoos+1, (j-1) *xser+i]] = hedge[[ttoos, (j-1) *ser+i]] xsegs[[ttoos +1, i+ (j-1) xser]] +
bank[[ttoos, (j-1)xser+i]]#* (1+rf);
ophn[[ttoos+1, (j-1)*ser+i]] = Max[seqs[[ttoos+1, i+ (j-1) *ser]] -skp[[(]j-1) *ser+i]], 0];
herr[[ttoos+1, (j-1)*ser+i]] =
pr[ttoos+1, (j-1) *ser+i]] -opcao[[ttoos+1, (j-1)=*ser+i]]l1];

(* Gravacao de dados modelo hngarch )

Export ["HedgeHN41.xls", pr, {"Sheets", "HNGARCHPRepHN"}];
Export ["HedgeHN42.x1s", hedge, {"Sheets", "HNGARCHHedgeHN"}];
Export ["HedgeHN43.x1s", bankhn, {"Sheets", "HNGARCHBankFHN"}];
Export ["HedgeHN44.x1s", bank, {"Sheets", "HNGARCHBankHN"}];
Export ["HedgeHN45.x1s", herr, {"Sheets", "HNGARCHHErrHN"}];
Export ["HedgeHN46.x1s", ophn, {"Sheets", "HNGARCHOpHN"}];

Remove["Global  %"]



