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RESUMO 

 

Este trabalho analisa três estratégias de hedge de opção, buscando identificar a importância 

da escolha da estratégia para a obtenção de um bom desempenho do hedge.   

O conceito de hedge é analisado de forma retrospectiva e uma teoria geral de hedge é 

apresentada.  Em seguida, são descritos alguns estudos comparativos de desempenho de 

estratégias de hedge de opção e suas metodologias de implementação.  Para esta análise 

comparativa três estratégias de hedge de opção de compra do tipo européia são 

selecionadas: a primeira utiliza o modelo Black-Scholes-Merton de precificação de opções, 

a segunda utiliza uma solução de programação dinâmica para hedge dinâmico 

multiperiódico e a terceira utiliza um modelo GARCH para precificação de opções.  As 

estratégias são comentadas e comparadas do ponto de vista de suas premissas teóricas e por 

meio de testes comparativos de desempenho.  O desempenho das estratégias é comparado 

sob uma perspectiva dinâmicamente ajustada, multiperiódica e autofinanciável.  Os dados 

para comparação de desempenho são gerados por simulação e o desempenho é avaliado 

pelos erros absolutos médios e erros quadráticos médios, resultando na carteira de hedge.  

São feitas ainda considerações a respeito de alternativas de estimação e suas implicações 

no desempenho das estratégias. 

 

Palavras-chave: hedge, hedge de opção, Black-Scholes, GARCH, Heston-Nandi, Cerny, 

programação dinâmica, estratégia de hedge, estratégia autofinanciável, hedge dinâmico, 

hedge multiperiódico, carteira replicante, teoria de hedge, mercado completo, mercado 

incompleto. 
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ABSTRACT 

 

This work analyzes three option hedging strategies, to identify the importance of choosing 

a strategy in order to achieve a good hedging performance.  A retrospective analysis of the 

concept of hedging is conducted and a general hedging theory is presented.  After which, 

some comparative papers of hedging performance and their implementation methodologies 

are described.   For the present comparative analysis, three hedging strategies for European 

options have been selected: the first one based on the Black-Scholes-Merton model for 

option pricing, the second one based on a dynamic programming solution for dynamic 

multiperiod hedging and the third one based on a GARCH model for option pricing.  The 

strategies are compared under their theoric premises and through comparative performance 

tests.  The performance of the strategies is compared under a dynamically adjusted 

multiperiodic and self-financing perspective.  Data for performance comparison are 

generated by simulation and performance is evaluated by average absolute errors and 

average squared errors resulting in the hedging portfolio.  An analysis is also done 

regarding estimation approaches and their implications over the performance of the 

strategies. 

 

 

Key-words: hedge, option hedging, Black-Scholes, GARCH, Heston-Nandi, Cerny, 

dynamic programming, hedging strategy, self-financing strategy, dynamic hedging, 

multiperiod hedging, replicating portfolio, hedging theory, complete market, incomplete 

market. 
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1. INTRODUÇÃO 

 

 

1.1 Motivação 

 

O avanço do conhecimento na área de Finanças, entendido como a interpretação das 

variáveis do mercado, das relações entre elas e a modelagem de seu comportamento, é 

acompanhado pelo desenvolvimento e aumento de complexidade dos mercados.  

 

Podemos apontar como dois dos fenômenos mais marcantes em Finanças nas últimas 

décadas, por um lado, o aumento da volatilidade ou oscilação nos preços dos ativos nos 

mercados, e, por outro lado, a enorme sofisticação dos conceitos e ferramentas teóricas de 

análise quantitativa, impulsionada pela tecnologia da informação. 

 

Farhi (1999, p. 93) destaca um forte aumento na volatilidade das taxas de câmbio e de 

juros, registradas após o fim dos acordos de Bretton Woods em 1971, que deram impulso à 

expansão do mercado de derivativos e mudaram o comportamento dos agentes econômicos 

em relação às operações de cobertura de risco. 

 

Kariya e Liu (2003, p. 1) afirma que a teoria de precificação de ativos ganhou sofisticação 

marcadamente nas décadas de 80 e 90.  Para corroborar com essa afirmação, podemos 

observar a partir dos trabalhos seminais de Black e Scholes (1973, p.637-654) e Merton 

(1973, p. 141-183) sobre precificação racional de derivativos (obtenção de um preço único 

e livre de arbitragem), o surgimento de diversos trabalhos que expandiram o tema.  Entre 

os mais marcantes, Harrison e Kreps (1979, p. 381-408) e Harrison e Pliska (1981, p. 215-

260) sobre precificação com martingales, Engle (1982, p. 987-1007) e Bollerslev (1987, p. 

307-327) sobre modelos ARCH e GARCH, Hull e White (1987, p. 281-300) sobre 

precificação com volatilidade estocástica e Duan (1995, p. 13-32) sobre precificação com 

modelos GARCH, apenas para citar alguns, que deram origem a uma infinidade de outros 

estudos e aperfeiçoamentos na aplicação de métodos quantitativos em finanças. 

 

Impossível não vincular esses desenvolvimentos à evolução da tecnologia da informação, 

principalmente a proliferação dos computadores pessoais a partir da criação do IBM-PC no 
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início da década de 80, sem os quais a maior parte desses estudos e muitos testes e 

simulações não seriam possíveis. 

 

O aumento da volatilidade dos mercados implica aumento nos riscos de mercado a que os 

agentes econômicos estão expostos, entendendo riscos de mercado, neste contexto, como a 

variação nos resultados de uma operação financeira, devida à mudança nos preços dos 

ativos. 

 

As operações de hedge revestem-se, pois, de maior importância, dado que constituem 

importante ferramenta de gestão de diversos tipos de riscos.  No caso de riscos de mercado, 

são importantes na gestão de riscos de carteiras de investimentos em ativos financeiros, 

diretamente expostos à volatilidade de preços dos ativos que os compõem e importantes na 

gestão das empresas, expostas à volatilidade de seus ativos e passivos. 

 

Mas o que viria a ser um hedge? 

 

 

1.2 Do que estamos falando 

 

Hedge é um elegante substantivo utilizado na sua forma original, extraída diretamente do 

idioma bretão.  Foi completamente absorvido e consta no Houaiss (2001), mas sem 

equivalente em português.   

 

Sua variante mais utilizada é o verbo substantivado hedging, o ato de fazer o hedge, que 

embora não conste nos dicionários, também será utilizado neste trabalho na sua forma 

original.   

 

Para o verbo, preferimos “fazer hedge”, à adaptação lingüística pouco satisfatória de 

“hedgear”. 

 

Como este trabalho analisa estratégias de hedge, não queremos prescindir de uma breve 

avaliação dos significados e conceitos sintetizados na palavra. 

 



             15 

Segundo o Merriam-Webster (2006), significa “a means of protection” ou “um meio de 

proteção”, “to evade the risk of commitment” ou “eliminar o risco do compromisso”, “to 

protect oneself financially by a counterballancing transaction” ou “proteger-se 

financeiramente através de uma transação contrária equivalente” e ainda “barrier” ou 

“barreira”. 

 

Houaiss (2001) define como “transação compensatória que visa proteger (um operador 

financeiro) contra prejuízos na oscilação de preços”. 

 

Quando entramos na literatura financeira, encontramos desde definições mais abrangentes, 

até definições técnicas específicas. 

 

Koziol (1990, p.3) define hedge como um processo dinâmico que gerencia riscos 

específicos, com um mecanismo adequado de compensação ao longo do tempo, capaz de 

gerar respostas financeiras que ocorrem inversamente às respostas financeiras dos itens 

tomados como objeto de hedge.    

 

Para Wilmott (2001, p. 186), hedge é a redução do risco por meio da exploração de 

relações ou correlação entre vários investimentos de risco. 

 

Para Duffie (1989, p. 201), é a tomada de posição em contratos futuros que anulem alguns 

riscos associados a algum compromisso de mercado, ou ainda, adoção de uma posição em 

futuros que, em média, gere lucros quando o valor de mercado do compromisso está abaixo 

do esperado e perdas quando o valor de mercado do compromisso está acima do esperado. 

 

A ANCOR (2008) define o hedge do ponto de vista dos riscos incorridos, diferenciando-o 

da diversificação.  Define diversificação como uma operação de mitigação do risco 

específico dos ativos e hedge como uma operação de mitigação do risco sistemático. 

 

Neste momento não cabe criar mais uma definição.  Melhor é interpretar e sintetizar a 

essência das definições apresentadas, que nos interessa no contexto deste trabalho: 

- A redução do risco de uma operação financeira. 

- O estabelecimento de transações compensatórias que neutralizam perdas e 

ganhos. 
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- A exploração de correlações nos preços dos ativos. 

 

Esses são os fundamentos que podemos retirar das definições, sobre os quais está assentada 

a teoria do hedge e que serão explorados ao longo do trabalho.  Mas para construir uma 

operação de hedge existe uma infinidade de instrumentos e estratégias, algumas similares 

entre si, outras bastante distintas.  A construção requer o equacionamento do problema e a 

identificação da solução mais adequada.  Essa construção da operação é a situação que 

expõe nosso problema de investigação. 

 

 

1.3 O problema manifesto 

 

Em meio a tantos desenvolvimentos já realizados, tantas possibilidades existentes na 

estruturação de operações de hedge, tantos modelos matemáticos para mimetizar o 

comportamento dos ativos financeiros, tantas otimizações passíveis de serem incorporadas, 

a questão que se apresenta é: a escolha da estratégia de hedge faz diferença? 

 

O que queremos investigar é se, do ponto de vista de resultados, dado o atual nível de 

desenvolvimento das diversas ferramentas teóricas, a escolha da estratégia de hedge 

desempenha um papel importante, e, se desempenhar, queremos identificar sob que 

condições uma ou outra é mais adequada para levar ao melhor desempenho.  Essas são as 

questões que este trabalho pretende investigar. 

 

Para o trabalho em questão, consideramos hedge como sendo a redução do risco de uma 

operação financeira por meio do estabelecimento de transações compensatórias que 

neutralizam perdas e ganhos, explorando correlações nos preços dos ativos.  A palavra 

risco será utilizada sempre com o significado restrito de possibilidade de oscilação nos 

preços dos ativos financeiros, exceto quando explicitamente qualificado de forma distinta.  

 

Escolha é o processo de decisão por uma ou outra estratégia possível na construção de uma 

operação de hedge. 
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Estratégia é o método utilizado para construção e cálculo do hedge.  São tratadas 3 

propostas de estratégia denominadas BSM (Black-Scholes-Merton), AC (Ales Cerny) e 

HN (Heston e Nandi), daqui em diante identificadas pelos respectivos acrônicos.  As 

estratégias são aplicadas a opções de compra do tipo européia.  O hedge pelo delta 

calculado é a quantidade do ativo que deve ser comprada ou vendida e é denominada 

genericamente de razão de hedge, sendo definida pelo modelo matemático associado a 

cada estratégia implementada. 

 

Por diferença, entendemos o desempenho de resultados obtido, avaliado teoricamente 

segundo os fatos estilizados incorporados por cada estratégia e avaliado praticamente 

segundo a correspondência entre os resultados esperados e os resultados verificados sobre 

um conjunto de dados simulados. 

 

 

1.4 Objetivos e Justificativa do Trabalho 

 

O propósito geral deste trabalho é investigar as diferenças fundamentais entre as estratégias 

de hedge. 

 

Os objetivos primários deste trabalho são: 

- Discutir uma conceituação de hedge adequada ao estado-da-arte da teoria e 

prática. 

- Investigar a existência de dominância entre as estratégias de hedge, por meio 

da avaliação teórica e da realização de testes por simulação. 

- Comparar estratégias de hedge desenvolvidas a partir de fundamentos distintos. 

 

Como objetivos secundários temos: 

- Expor de forma compilada e ordenada a evolução da teoria do hedge. 

- Apresentar as alternativas e especificidades que requerem decisões práticas de 

implementação das estratégias de hedge. 

- Analisar e explicitar as características das estratégias de hedge estudadas. 

- Demonstrar aspectos do desenvolvimento das estratégias de hedge não 

apresentados nos trabalhos publicados. 
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Muitas estratégias de hedge foram desenvolvidas e muitas delas constituem apenas 

variantes umas das outras.  Diversos estudos comparativos também já foram realizados, 

entretanto, é muito mais comum a comparação entre estratégias desenvolvidas com 

princípios semelhantes, do que entre estratégias desenvolvidas com princípios distintos.  A 

razão para tal, possivelmente seja que boa parte dos estudos comparativos tem por 

finalidade validar aperfeiçoamentos que constituem contribuições marginais sobre 

estratégias já desenvolvidas, ou, somente a comparação de uma nova estratégia com o 

padrão consagrado pela prática, que é o modelo BSM.   

 

E. g., tratando opções, Engle e Rosenberg (1995, p. 1-25) compara um modelo GARCH 

com o modelo BSM, Dumas, Fleming e Whaley (1998, p. 2059-2106) compara alternativas 

de funções determinísticas no cálculo de volatilidade para implementação do modelo BSM, 

Hafner e Herwartz (1999, p. 1-34) compara variantes de implementação de modelos 

GARCH, Nandi e Waggoner (2000, p. 24-39) compara alternativas de cálculo de 

volatilidade para implementação do modelo BSM, Cerny (2004b, p. 1-25) compara um 

modelo de programação dinâmica com o modelo BSM, Heston e Nandi (2000, p. 585-625) 

compara variantes de implementação de modelos GARCH, Christoffersen e Jacobs (2004, 

p. 1204-1221) compara variantes de implementação de modelos GARCH, Hsieh e 

Ritchken (2005) compara variantes de implementação de modelos GARCH e Kim e Kim 

(2004, p. 117-142) compara modelos de volatilidade estocástica.  Tratando futuros, 

(Brooks e Cerny e Miffre (2007, p. 1-36) compara OLS com otimização por utilidade, 

Bueno (1999, p. 1-142) compara OLS com modelos GARCH. 

 

Este trabalho analisa estratégias de hedge de opção, compara seus princípios, interpreta 

suas diferenças e avalia sua eficácia, buscando agregar aos estudos uma perspectiva 

multiperiódica e autofinanciável. 

 

 

1.5 Delimitação do trabalho 

 

O cálculo do hedge será limitado ao hedge composto por uma ação e pelo ativo livre de 

risco com ativos-base e uma opção de compra européia como ativo-objeto. 
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Serão tratados mercados incompletos, mas na condição de mercado perfeito.  Para definir 

mercado perfeito podemos compilar as características apresentadas por Cox e Rubinstein 

(1985, p. 268), Cvitanic e Ma (1996, p. 370), Black e Scholes (1973, p. 640), Siqueira 

(1999, p. 111-112), Smith (1990, p. 346) e Wilmott (1997, p. 41-42): 

- Inexistência de custos de transação e armazenamento. 

- Não pagamento de dividendos ou outras bonificações. 

- Sem regulamentação limitante quanto a depósito de margens e tamanho de 

posições compradas e vendidas. 

- Possibilidade de aplicar e captar qualquer quantia à taxa livre de risco. 

- Liquidez perfeita dos ativos no mercado, que podem ser comprados e vendidos 

em qualquer quantidade. 

- Inexistência de diferença entre oferta compra e oferta de venda. 

- Contratos infinitamente divisíveis. 

- Investidores pequenos, no sentido de que sua condição financeira e estratégia 

de investimento não afetam os preços do mercado. 

- Os preços dos ativos não são afetados pela existência do mercado de 

derivativos. 

- Não há possibilidade de arbitragem. 

 

As estratégias de hedge tomadas como objeto de investigação são: a estratégia BSM, 

derivada do modelo de precificação de opções de Black e Scholes, a estratégia AC 

derivada de uma solução de programação dinâmica proposta por Ales Cerny e a estratégia 

HN derivada do modelo GARCH proposto por Heston e Nandi.  Fazemos uma descrição e 

uma análise dos princípios, identificando os principais fatos estilizados incorporados e as 

premissas utilizadas no seu desenvolvimento.  Realizamos testes de hedge pelo delta sobre 

conjuntos simulados de séries de preços de ação e opção para comparação do desempenho 

das estratégias de hedge.  Finalizamos com considerações a respeito de suas diferenças.  
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1.6 Procedimentos metodológicos 

 

Conforme critérios de classificação apresentados em Marconi e Lakatos (2007, p. 

223,241), este trabalho é uma dissertação científico-argumentativa.   

 

Trata-se, pois, de um estudo reflexivo, que analisa o problema de construção de uma 

operação de hedge à luz de teorias existentes. 

 

Trata de um assunto específico, que são estratégias de hedge, foi desenvolvido com 

metodologia própria resultante de pesquisa aplicada, pois analisa as estratégias de hedge 

através de testes sistematizados e resulta em um posicionamento quanto à comparação das 

estratégias avaliadas. 

 

É um estudo original sob o aspecto de que não é de conhecimento a existência de outro 

trabalho desenvolvido sobre os mesmos objetos de estudo. 

 

 

1.6.1 Abordagem 

O método de argumentação é essencialmente dedutivo.  As análises serão conduzidas a 

partir da interpretação de resultados existentes apresentados na bibliografia e de 

constatações resultantes dos testes de desempenho de hedge pelo delta sobre conjuntos de 

dados simulados, todos derivados e demonstrados a partir da teoria que fundamenta sua 

concepção. 

 

 

1.6.2 Procedimento 

O método é comparativo.  As análises serão fundamentadas na identificação e analogia 

entre as características das estratégias de hedge avaliadas, com o objetivo de verificar suas 

similaridades e diferenças no tratamento das informações e sua adequação à solução do 

problema de otimização do hedge. 
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1.6.3 Técnicas Utilizadas 

São utilizadas predominantemente duas técnicas de pequisa: 

- A pesquisa bibliográfica em livros e publicações científicas sobre os 

desenvolvimentos realizados na precificação de opções e estratégias de hedge e 

publicações de trabalhos comparativos já realizados.   

- Simulação programada em computador. 

 

 

1.6.4 Delimitação da População e Amostragem 

O conjunto de dados utilizado foi gerado por meio de técnicas de simulação.  Foram 

utilizados modelos da literatura para geração das séries de preços e retornos de ativos 

financeiros.  Séries de preços de opção foram calculadas por simulação de Monte Carlo, a 

partir dos processos geradores de dados (PGD) para geração de preços e retornos.  Os 

modelos matemáticos foram estimados e testados sobre os conjuntos de dados gerados por 

simulação. 

 

 

1.7 Estrutura do trabalho 

 

Este trabalho está organizado conforme a descrição a seguir. 

 

Este capítulo 1, a introdução, contém a motivação da realização do trabalho, a questão 

problema de pesquisa, definições operacionais, delimitação da abrangência do trabalho, 

objetivos e justificativa, procedimentos metodológicos utilizados e situa a perspectiva sob 

a qual o hedge é analisado no trabalho, dentro do conceito geral de hedge. 

 

O capítulo 2 contextualiza a evolução do conceito de hedge ao longo do tempo até atingir o 

atual nível de sofisticação teórica.  

 

O capítulo 3 apresenta os conceitos e fundamentos do hedge, estabelecendo um arcabouço 

teórico que generaliza e descreve a estrutura básica comum a todas as estratégias de hedge, 

e que dá sustentação às estratégias de hedge avaliadas. 
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O capítulo 4 apresenta uma revisão da literatura que trata a comparação entre estratégias de 

hedge. 

 

O capítulo 5 é uma descrição e análise da estratégia de hedge derivada do modelo BSM, 

destacando e interpretando suas principais características e alternativas de implementação. 

 

O capítulo 6 é uma descrição e análise da estratégia de hedge AC, derivada de uma solução 

de programação dinâmica desenvolvida em Cerny (2004b). 

 

O capítulo 7 é uma descrição e análise da estratégia de hedge HN derivada do modelo 

GARCH, desenvolvida em Heston e Nandi (2000). 

 

Por fim, o capítulo 8 compara aspectos teóricos e empíricos das estratégias analisadas 

explorando o problema de pesquisa, apresenta a metodologia de implementação das 

estratégias utilizada neste trabalho, desenvolve os testes comparativos das estratégias por 

simulação, apresenta as conclusões do trabalho, destaca suas contribuições e aponta 

questões que permanecem em aberto. 
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2. O CONTEXTO DO HEDGE 

 

O hedge constitui um conjunto de conceitos, métodos e aplicações que foram sendo 

modificados e aperfeiçoados ao longo do tempo.  Resultado da própria amplitude do tema, 

a literatura é bastante fragmentada, dificultando a visualização de um panorama mais geral 

sobre o assunto.  Para termos essa visão, é mister uma discussão conceitual prévia, para 

então aprofundarmos o estudo específico das estratégias de hedge selecionadas para este 

trabalho.  Neste capítulo faremos uma exposição do conceito de hedge em diversas fases 

evolutivas de Finanças e descreveremos a perspectiva atual sob a qual o hedge é 

interpretado. 

 

Embora tenhamos sintetizado os fundamentos do hedge, o conceito do que vem a ser hedge 

não foi sempre claro e universalmente aceito ao longo da história das Finanças, como pode 

ser observado nos trabalhos de Working (1953a, p. 320), Working (1953b, p. 555), 

Johnson (1960, p. 142-144), Ederington (1979, p. 159-163), Duffie (1989, p. 205) e Farhi 

(1999, p. 93). 

 

O aspecto de maior controvérsia residia no objetivo básico do hedge, tido ou não, como 

neutralização de riscos.  Essa delimitação implica a distinção entre hedge, arbitragem e 

especulação, que constituem operações com fronteiras pouco delimitadas, pois as duas 

últimas são essencialmente operações com formato de hedge conduzidas com objetivo de 

gerar ganhos e não de reduzir riscos.  Para apoiar a definição adotada neste trabalho e 

esclarecer essas fronteiras, lançamos mão da conceituação de Farhi (1999, p. 94), que 

delimita o hedge como uma operação essencialmente de cobertura de riscos. 

 

Segundo Kaldor (1939), apud Farhi (1999 p. 103-105), especulação é a compra ou venda 

de mercadorias, para revenda ou recompra posterior, antecipando uma vantagem resultante 

de uma variação de preços esperada.  Portanto, uma operação de especulação é uma 

operação estruturada com base em expectativas quanto ao comportamento de preços em 

determinada direção.  Logo, mesmo que tenham a mesma forma de operações de hedge, 

mantendo posições contrárias sobre ativos com preços correlacionados, não podem ser 

classificadas como tal.  Essas operações mantêm transações compensatórias que não se 
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compensam completamente dada a expectativa de uma mudança favorável de preços, 

gerando posições descobertas. 

 

Para Farhi (1999, p. 107), arbitragem é a estruturação de posições opostas sobre uma 

mesma mercadoria ou mercadorias diversas com preços correlacionados, com 

temporalidade diferente ou em praças diferentes, visando tirar proveito de distorções nas 

relações de preços.  Aqui também são utilizadas operações com a mesma forma de 

operações de hedge, porém com a expectativa de que a compensação entre as transações se 

desfaça pela correção de preços, gerando ganhos. 

 

A necessidade de separação desses conceitos está vinculada ao critério de avaliação do 

desempenho de uma operação de hedge.  O hedge de melhor desempenho não é aquele que 

proporciona ganhos, mas aquele que reduz tanto perdas, quanto ganhos. 

 

Ederington (1979, p.158) divide a evolução do conceito de hedge em três teorias: 

- Teoria Tradicional. 

- Hipótese de Working. 

- Teoria de Carteira e Hedge.  

 

 

2.1 A teoria tradicional 

 

Notação: 

tS : posição à vista. 

S∆ : variação da posição à vista. 

tF : posição futura. 

F∆ : variação da posição descoberta futura. 

θ : quantidades de contratos à vista. 

λ : quantidades de contratos futuros. 

tV : posição de hedge. 

V∆ : variação da posição de hedge. 

tB : base. 
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h : razão de hedge. 

<< : muito menor. 

 

Tanto Ederington (1979, p. 159-160) como Working (1953a, p. 320-321) explicam que a 

teoria tradicional enfatiza a redução de riscos através da utilização de mercados à vista e 

futuro.  Segundo essa teoria, preços à vista e preços futuros de um ativo movem-se juntos.  

Uma operação de hedge é estruturada tomando-se posições de mesma magnitude e sinal 

contrário nos mercados à vista e futuro sobre um mesmo ativo, e. g., uma posição 

comprada no mercado à vista de determinada quantidade de contratos em uma commodity 

e uma posição vendida no mercado futuro com a mesma quantidade de contratos, sobre a 

mesma commodity. 

 

Seja a posição à vista inicial é tS , a posição à vista final 1+tS , a posição futura inicial tF  e 

a posição futura final 1+tF . 

A variação da posição descoberta à vista é tt SSS −=∆ +1 . 

Sejam θ  e λ  são as quantidades de contratos à vista e futuros, respectivamente. 

A posição de hedge inicial é ttt FSV λθ −= . 

A posição de hedge final é 111 +++ −= ttt FSV λθ . 

A variação da posição de hedge é denominada base, denotada por 

( ) ( )

.        
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1
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A relação entre a quantidade de contratos futuros e contratos à vista é denominada razão de 

hedge, 
θ

λ
=h .  Logo, ( )FhSBt ∆−∆=+ θ1 . 

 

Na teoria tradicional, a razão de hedge era considerada como sendo sempre igual a 1, pois 

postulava que as variações nos preços à vista e futuro tendem a ser iguais em valor 

absoluto.  Esperava-se, portanto, que o valor da base fosse zero em um hedge perfeito.  

Como o mundo real não é perfeito e os preços não variam simultaneamente em paralelo, 

esperava-se pelo menos que a oscilação da base fosse significantemente inferior à variação 
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da posição descoberta SB ∆<< θ .  Por conta dessa premissa, a teoria tradicional é 

atualmente qualificada como ingênua (naive). 

 

Johnson (1960, p. 144) apresenta como forma de medir o desempenho do hedge na teoria 

tradicional a relação entre a variação absoluta do preço (ganho ou perda de uma posição 

descoberta) e a variação da base (ganho ou perda de uma posição de hedge), e apresenta 

como forma de medir o risco o valor absoluto da variação do preço.  Já Working (1953b, p. 

544) também faz referência à forma de medir o desempenho do hedge na teoria tradicional, 

porém pelo grau de correspondência entre mudanças simultâneas nos preços à vista e 

futuro. 

 

Podemos observar que, embora de grande simplicidade e com uma fragilidade a ponto de 

ser considerada ingênua, a teoria tradicional é um conceito de redução de risco que se 

coaduna com o conceito que adotamos na discussão inicial do trabalho. 

 

 

2.2 A hipótese de Working 

 

Working (1953a, p. 314-343) e Working (1953b, p. 544-561), mostram os resultados de 

diversos trabalhos de observação das operações no mercado de commodities, 

principalmente na bolsa de Chicago (Chicago Board of Trade).  Essas operações 

combinavam posições à vista e futuras, principalmente em grãos e farinha de trigo, 

realizadas por produtores, moinhos e intermediários. 

 

Working (1953a, p. 548-549) critica a teoria tradicional, principalmente em relação à 

suposição de que preços à vista e futuro devem ter variações absolutas iguais.  Segundo ele 

essa suposição é teórica, pois na prática os agentes econômicos, conscientes desse fato, não 

realizavam operações com a finalidade exclusiva de redução de riscos, mas com 

expectativas de ganhos.  Quando tinham uma expectativa desfavorável de mudança na 

relação entre preços à vista e futuro, realizavam operações de cobertura de riscos e quando 

tinham uma expectativa favorável, mantinham posições descobertas.   Analisando essas 

operações e suas motivações, Working (1953a, p. 326) conceitua hedge com contratos 

futuros de commodities como sendo uma operação de compra ou venda de contratos 
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futuros, em conjunto com outro compromisso, na expectativa de uma mudança favorável 

na relação entre preços à vista e futuros.  Working (1953b, p. 555) complementa o trabalho 

anterior, aprofundando a análise e conceituando hedge como um suporte para a realização 

de uma operação de compra e venda eficiente e lucrativa. 

 

Essa mudança do foco na correlação entre preços à vista e futuro da teoria tradicional para 

o foco na relação entre preços à vista e futuro, juntamente com as definições apresentadas, 

caracterizam o hedge como uma operação de arbitragem, pois busca tirar proveito da 

identificação de um desequilíbrio entre os preços à vista e futuro.   

 

Uma das operações descritas no trabalho era realizada pelos moinhos, que não utilizavam a 

compra de trigo futuro como proteção contra variações de preço.  Imediatamente após cada 

venda de farinha, compravam trigo futuro como substituto temporário para uma compra de 

trigo à vista para um novo ciclo de produção.  De posse dos contratos futuros, buscavam 

oportunidades de compra de trigo à vista explorando uma relação favorável entre preço à 

vista e futuro, para em seguida desfazer-se da posição em futuros. 

 

Working (1953a, p. 342) qualifica diretamente o hedge como uma operação de arbitragem.  

Essa visão não corresponde à conceituação atual do hedge. 

 

 

2.3 A teoria de carteira e hedge 

 

Notação: 

tS : posição à vista. 

S∆ : variação da posição à vista. 

tF : posição futura. 

F∆ : variação da posição descoberta futura. 

θ : quantidades de contratos à vista. 

λ : quantidades de contratos futuros. 

tU : posição descoberta. 

tB : base. 
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2
Sσ : variância da posição à vista. 

2
Fσ : variância da posição futura. 

SFσ : covariância entre a posição à vista e a posição futura. 

SFρ : coeficiente de correlação entre a posição à vista e a posição futura. 

e : indicador de efetividade do hedge. 

 

Johnson (1960, p. 142) argumenta que a Hipótese de Working explica o comportamento 

dos agentes econômicos nas situações em que eles decidem por fazer hedge ou não fazer 

hedge, dependendo de sua avaliação a respeito da possibilidade de arbitrar no mercado.  

Mas não explica situações que também podiam ser observadas, em que os agentes 

econômicos mantinham posições parciais de hedge, mostrando uma preocupação com 

expectativas de mudanças nos valores absolutos dos preços, não na relação entre os preços 

à vista e futuro.  Para explicar esse fato, Johnson (1960, p. 142-150) propõe uma nova 

visão do hedge.  Segundo essa visão, os agentes econômicos realizam operações de hedge 

com os mesmos princípios que regem a formação de carteiras, i. e., suas expectativas de 

otimização da combinação retorno e risco. 

 

A operação de hedge é descrita como uma carteira composta por duas posições, uma no 

mercado à vista e outra no mercado futuro, sobre o mesmo ativo. 

 

Seja a posição à vista inicial tS , a posição à vista final 1+tS , a posição futura incial tF  e a 

posição futura final 1+tF . 

 

O retorno esperado e a variância de uma posição descoberta U  de θ  contratos à vista são 

dados por: 
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O retorno esperado e a variância de uma posição de hedge B  são dados por: 
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Estabelecendo a condição de primeira ordem para obtenção da quantidade de contratos 

futuros que minimiza a variância da posição de hedge: 
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A variância mínima da posição de hedge é então dada por: 
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Johnson (1960, p. 144) propõe uma avaliação da efetividade do hedge ex ante facto, pela 

consideração da razão entre a variância ótima da posição de hedge e a variância da posição 
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descoberta, propondo o quadrado do coeficiente de correlação entre preços à vista e futuros 

como indicador da efetividade: 

 

[ ]

.11

1

2
22

2

22

222

22

2

2
22

*

22
1

*
*

SF

FS

SF

FS

SFFS

S

F

SF

S

S

tt

e

BVar
e

ρ
σσ

σ

σσ

σσσ

σθ

σ

σ
σθ

σθ

==
−

−=








−

−=

−≡ +

 

 

Johnson (1960, p. 144) argumenta que essa perspectiva de avaliação da efetividade do 

hedge ex ante facto, frente à avaliação somente ex post facto da Teoria Tradicional e da 

Hipótese de Working, constitui a principal diferenciação conceitual.  Faltou um 

complemento no trabalho, pois essa avaliação ex ante facto não é realmente uma medida 

de desempenho, mas um critério para estruturação da operação supostamente ótima.  Uma 

real avaliação do desempenho, para efeitos comparativos, somente pode ser realizada ex 

post facto, sobre os resultados obtidos com a estratégia. 

 

O trabalho estabelece um novo paradigma, segundo o qual o hedge passa a ser 

completamente avaliado em relação à expectativa de comportamento dos preços, descrita 

por suas características de retorno esperado e variância.  É importante observar, como 

ressaltado em Johnson (1960, p. 144), que a carteira não deve necessariamente ter retorno 

esperado nulo para que o hedge seja considerado perfeito.  O hedge perfeito é aquele que 

resulta na melhor previsão da correlação entre os preços à vista e futuro. 

 

Consolida-se assim um conceito de hedge como especulação, em que a operação é 

estruturada segundo a expectativa de um movimento de preços, buscando-se minimizar o 

risco incorrido.  Essa visão não corresponde à conceituação atual do hedge, conforme 

destacam Farhi (1999 p. 93-114) e Duffie (1989, p. 205) e como veremos no 

desenvolvimento de Cerny (2004 p. 1-54). 
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2.4 A visão contemporânea 

 

Podemos agregar às teorias de hedge descritas mais uma teoria que denominamos teoria 

contemporânea, descrita em Cerny (2004 p. 1-54).  Nesta teoria já estão embutidos todos 

os conceitos que possibilitam uma generalização da definição de uma operação de hedge. 

 

Segundo essa teoria as operações de hedge, quaisquer que sejam sua natureza, 

complexidade e quantidade de elementos envolvidos, critérios de otimização ou redução de 

risco e métodos de cálculo, são todas combinações de um mesmo princípio básico: a 

replicação do rendimento de um ativo, denominado ativo-objeto, através de uma 

combinação linear de outros ativos, denominados ativos-base. 

 

O objetivo da estratégia de hedge é a melhor replicação possível, de tal forma que o risco 

seja minimizado segundo algum critério, pela adoção de uma posição comprada ou 

vendida no ativo-objeto e posições compradas e vendidas nos ativos-base que compõem 

uma carteira replicante de rendimentos. 

 

Uma das formas mais comuns de estabelecimento de transações compensatórias é o 

estabelecimento de posições contrárias, comprada e vendida nos mercados à vista e futuro, 

sobre um mesmo ativo, conforme explorado pelas teorias de hedge apresentadas. 

A teoria aqui denominada contemporânea transcende o o conceito de posições contrárias 

em mercados à vista e futuro, que é apenas uma possibilidade.  Esta constitui a visão 

clássica de uma operação de hedge, mas a operação pode diferir significativamente desse 

formato.  Basta que ativos tenham preços correlacionados para que a operação de hedge 

possa ser estruturada sobre ativos de tipos diferentes e em quantidades diferentes, tanto em 

mercados à vista, quanto em mercados futuros.  

 

A operação de hedge pode ser composta exclusivamente de posições à vista ou futuras, 

sendo a diferença entre o preço do ativo-objeto e o preço da carteira replicante o fator 

determinante na otimização do hedge.  Evidentemente, a força do paradigma clássico 

reside em que posições em mercados à vista e futuro sobre um mesmo ativo constituem 

posições intrinsecamente correlacionadas. 
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A teoria contemporânea assemelha-se a um tipo de operação de hedge que anteriormente já 

havia sido avaliado, porém sem aprofundamento.  Trata-se do cross-hedging, que aparece 

em Working (1953a, p. 341-342), que relata que negociantes de cevada no mercado à vista 

estruturavam operações de hedge no mercado futuro de milho.  Buscavam os benefícios de 

alta liquidez e menores custos de transação do milho, aproveitando-se da alta correlação 

entre os preços da cevada e do milho.  O cross-hedging era visto como uma solução 

alternativa e não como uma estratégia com uma carteira replicante composta por somente 

um ativo-base e um ativo-objeto. 

 

A visão contemporânea, conforme exposto em Cerny (2004 p. 1-54), distante do 

paradigma teórico e tecnológico das décadas de 50, 60 e 70 expressos nos trabalhos 

analisados, carrega um salto de sofisticação conceitual e matemática ocorridos nas décadas 

seguintes, que serão apresentados e utilizados no desenvolvimento do trabalho. 

 

Somente para contrastar os trabalhos do período seguinte com a simplicidade das teorias 

apresentadas, cujos fundamentos não foram além dos conceitos básicos de probabilidade e 

cálculo, o arsenal teórico aportado à avaliação das estratégias de hedge é composto de uma 

série de fundamentos, alguns dos quais serão utilizados neste trabalho,  tais como: 

- Modelagem de mercado. 

- Distribuições de probabilidade. 

- Conceitos de mercado completo e incompleto. 

- Espaços vetoriais. 

- Equações diferenciais parciais. 

- Equações diferenciais estocásticas. 

- Teoria martingale. 

- Otimização e programação dinâmica. 

- Modelagem de séries temporais. 

- Teoria da utilidade. 

 

O que ainda não parece muito claro é a adeuação das novas ferramentas à realidade, para 

que proporcionem ganhos de desempenho, tema que pretendemos explorar neste trabalho. 
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3. PERSPECTIVA TEÓRICA 

 

O objetivo deste capítulo é apresentar a estrutura teórica que retrata a visão contemporânea 

do hedge referenciada no capítulo anterior.  Consiste na fundamentação de uma 

modelagem suficientemente generalizada para contemplar todas as formas de hedge 

possíveis, independente de suas características específicas.  Todas as estratégias de hedge 

analisadas neste trabalho constituem particularizações desta teoria. 

 

Trata-se de uma descrição de um modelo de mercado em tempo discreto, com preços 

discretos, no qual são construídas operações de hedge.  O modelo foi apresentado em 

Cerny (2004a, p. 1-54). 

 

 

3.1 Fundamentação do hedge 

 

 

3.1.1 O Modelo do Mercado 

O mercado é representado por um modelo uniperiódico com número finito de estados, i. e., 

existem somente dois instantes de tempo, presente e futuro, com uma quantidade finita de 

estados da natureza ou cenários possíveis de preços que podem ser assumidos pelos ativos 

financeiros do mercado.   

 

Existe uma distribuição de probabilidades para os preços de cada ativo, que descreve as 

probabilidades de mudança do estado inicial para os estados finais possíveis.  

 

 

3.1.2 Definições 

As definições apresentadas a seguir constituem os conceitos que vinculam o modelo 

matemático aos componentes e fenômenos do mercado.   

- Ativo: qualquer instrumento financeiro disponível no mercado para compra e 

venda. 
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- Carteira: combinação de ativos que define as quantidades que devem ser 

compradas ou vendidas de cada um. 

- Ativo-base: qualquer ativo utilizado para compor uma carteira com o objetivo 

de replicar o valor de outro ativo. 

- Ativo-objeto: qualquer ativo que venha a ter seu valor replicado por uma 

carteira de ativos-base. 

- Estados da Natureza: todos os rendimentos possíveis dos ativos-base ou todos 

os cenários possíveis de rendimento dos ativos-base. 

- Ativos Linearmente Independentes: ativos cujos rendimentos não podem ser 

reproduzidos por uma combinação linear de ativos-base. 

- Ativos Linearmente Dependentes ou Redundantes: ativos que constituem 

combinações lineares de ativos-base linearmente independentes. 

- Carteira Replicante: carteira constituída por uma combinação linear de ativos 

não redundantes, que tem o mesmo rendimento de uma combinação linear de ativos 

redundantes. 

 

 

3.1.3 Subespaço de Mercado e Subespaço Ampliado 

Notação: 

n  : quantidade de ativos no mercado. 

m  : quantidade de estados da natureza. 

k•A  : vetor-coluna de rendimentos do k -ésimo ativo em m  estados da natureza. 

ija  : rendimento do j -ésimo ativo no i -ésimo estado da natureza. 

x  : vetor-coluna carteira de quantidades de n  ativos. 

r  : posto da matriz de rendimentos dos ativos do mercado. 

 

O mercado é formado por um conjunto de qualquer quantidade de ativos-base e qualquer 

quantidade de estados da natureza mercado. 

 

Cada ativo-base é representado por um vetor de rendimentos em numerário em cada estado 

da natureza possível, resultante da observação do mercado no início e no final do período.   

 

Assim, cada ativo-base é representado por um vetor de estados de rendimentos possíveis: 
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[ ].         21 mkkkk a...aaA =•  

 

A matriz formada pelo conjunto dos rendimentos de todos os ativos-base existentes no 

mercado, incluindo todos os ativos linearmente independentes e redundantes em todos os 

estados da natureza possíveis representa o mercado. 
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Um subespaço é o conjunto de todos os vetores possíveis de serem gerados a partir de um 

conjunto de vetores linearmente independentes. 

 

Seja um vetor-coluna carteira, que representa quantidades de ativos-base 

[ ]nxxx          21 ...x =t  e uma matriz de rendimentos dos ativos-base nm×A . 

 

Um conjunto de vetores ou ativos-base é linearmente independente se a única solução para 

o sistema de equações 

 

.0...2211 =+++ ••• nn xxx AAA  

 

é o vetor nulo [ ]0      0   0 ...x =t . 

 

O subespaço de dimensão r , que corresponde a um subespaço gerado a partir dos ativos-

base linearmente independentes de uma matriz de rendimentos nm × , é representado por 

( )rspan ••• A...AA          21 , sendo que span  é o operador geração do subespaço vetorial a 

partir dos vetores linearmente independentes.   
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O subespaço do mercado é o subespaço gerado pelos ativos-base linearmente 

independentes do mercado e sua dimensão é determinada pela quantidade de ativos-base 

linearmente independentes.  Portanto a dimensão do subespaço do mercado é dada pelo 

posto da matriz de rendimentos que representa o mercado. 

 

O subespaço ampliado é o subespaço de dimensão corrrespondente à quantidade de estados 

da natureza do mercado.   

 

É importante observar que o subespaço do mercado pode coincidir com o subespaço 

ampliado ou corresponder a uma parte dele de dimensão inferior.   

 

O ativo-objeto não é integrante do mercado por definição.  É um ativo à parte, com a 

mesma quantidade de estados da natureza dos ativos-base, portanto pertence ao subespaço 

ampliado, mas que pode ou não pertencer ao subespaço do mercado. 

 

O subespaço do mercado pode ser ilustrado como no gráfico 3.1, sendo que: 
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Figura 3.1 - Subespaço do Mercado 

 

 

3.1.4 Mercado completo 

O mercado é dito ser completo quando o conjunto de ativos-base linearmente 

independentes gera todo o subespaço ampliado, i. e., o subespaço de mercado coincide 

com o subespaço ampliado.  Neste caso o ativo-objeto, que tem a mesma dimensão dos 

ativos-base, faz parte do subespaço do mercado.  Num mercado completo, qualquer ativo-

objeto pode ter um hedge perfeito, pois qualquer ativo-objeto pode ser replicado através de 

uma combinação linear de ativos-base. 

 

 

3.1.5 Mercado incompleto 

O mercado é dito ser incompleto quando o o conjunto de ativos-base linearmente 

independentes não gera todo o subespaço ampliado, i. e., o subespaço de mercado tem 

dimensão inferior ao subespaço ampliado e existem ativos linearmente independentes que 

não fazem parte do subespaço de mercado.  Neste caso o ativo-objeto pode ou não fazer 

parte do subespaço do mercado.  Num mercado incompleto, não existe hedge perfeito, pois 

um ativo-objeto nem sempre pode ser replicado através de uma combinação linear de 

ativos-base. 



38 

 

 

3.1.6 Equação fundamental do hedge 

Notação: 

n  : quantidade de ativos no mercado. 

m  : quantidade de estados da natureza. 

A  : matriz de rendimentos nm ×  de todos os ativos-base do mercado (excluindo o ativo-

objeto). 

b   : vetor-ativo-objeto 1×m , representando um ativo qualquer do mercado. 

x   : vetor-carteira replicante 1×n , representando quantidades de ativos-base. 

( )Ar  : posto da matriz de rendimentos. 

Y  : matriz de vetores-carteira y  1×m , representando quantidades de ativos-base. 

 

A equação fundamental do hedge é dada por: 

 

.bAx =  

 

A solução da equação fundamental do hedge fornece o vetor-carteira de ativos do mercado 

que replica os rendimentos do vetor-ativo-objeto.   

 

Em mercado completo a equação fundamental do hedge sempre tem solução.  Em mercado 

incompleto a equação fundamental do hedge em geral não tem solução.  A avaliação da 

solução da equação é realizada através do posto da matriz de rendimentos. 

 

 

3.1.7 Hedge em mercado completo 

 

3.1.7.1 nm =  ativos-base linearmente independentes e nm =  estados da natureza 

- Hipótese: 

( ) nmr ==A . 

O posto da matriz de rendimentos dos ativos é igual à quantidade de ativos do mercado e 

igual à quantidade de estados da natureza.  O mercado é constituído somente por ativos-
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base linearmente independentes e o subespaço do mercado tem a mesma dimensão do 

subespaço ampliado.  O ativo-objeto faz parte do subespaço do mercado. 

 

A matriz A  é quadrada de posto completo, sendo, portanto, inversível. 
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O hedge é dado por um sistema de nm =  equações e nm =  incógnitas. 

 

.1bAx −=  

 

- Consequência: 

x  tem solução única. 

b  é redundante e pode ser replicado. 

 

3.1.7.2 mn −  ativos-base redundantes e m  estados da natureza 

- Hipótese: 

nmmr <=         ,)(A . 

Existem mais ativos-base do que estados da natureza.  O mercado é constituído por ativos-

base linearmente independentes e ativos-base redundantes e o subespaço do mercado tem a 

mesma dimensão do subespaço ampliado.  O ativo-objeto faz parte do subespaço do 

mercado.   
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O hedge é dado por um sistema de m  equações e mn >  incógnitas. 

 

A matriz A  pode ser particionada em duas matrizes ativos 1A mm ×  e 2A  mnm −× , 

com ativos linearmente independentes e ativos redundantes respectivamente. 

 

[ ].   21 AAA =  

 

Como a matriz 2A  representa combinações lineares das colunas da matriz 1A , existe, 

portanto, um conjunto de carteiras replicantes de ativos redundantes tais que: 

 

.21 AYA =  
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Para solucionar a equação fundamental do hedge, o vetor carteira também deve ser 

particionado de forma correspondente: 

. 
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A equação fundamental do hedge torna-se então: 

 

.2
1

11

2111

2211

YxbAx

bYxAxA

bxAxA

bAx

−=

=+

=+

=

−

 

 

- Consequência: 

1x  tem infinitas soluções com n-m  parâmetros livres (arbitrários) no vetor carteira 2x  de 

ativos redundantes. 

b  é redundante e pode ser replicado através de infinitas combinações de ativos-base. 

 

 

3.1.8 Hedge em mercado incompleto 

 

3.1.8.1 n  ativos-base linearmente independentes e nm >  estados da natureza 

- Hipótese: 

nmnr >=         ,)(A . 

Existem menos ativos-base do que estados da natureza.  O mercado é constituído somente 

por ativos-base linearmente independentes e o subespaço do mercado tem dimensão 

inferior ao subespaço ampliado.  O ativo-objeto pode ou não fazer parte do subespaço do 

mercado. 
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. 

 

O hedge é dado por um sistema de m  equações e mn <  icógnitas.  Portanto um sistema a 

princípio sem solução. 

 

A matriz A  na equação fundamental do hedge não é inversível, mas como é de posto 

completo, é possível obter uma matriz inversível através da transformação: 
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- Consequência: 

A relação pode ou não ser satisfeita.  

Sendo satisfeita, 

x  tem solução única. 

b  pode ser replicado. 

Não sendo satisfeita, 

x  não tem solução. 

b  não pode ser replicado. 
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3.1.8.2 )(Arn −  ativos-base redundantes e )(Arm >  estados da natureza 

- Hipótese: 

nrmr << )(        ,)( AA . 

Existem mais estados da natureza do que ativos-base linearmente independentes e o 

mercado é composto por ativos-base linearmente independentes e redundantes.  O 

subespaço do mercado tem dimensão inferior ao subespaço ampliado.  O ativo-objeto pode 

ou não fazer parte do subespaço do mercado e pode ou não fazer parte do subespaço 

ampliado. 

 

. 

 

A matriz A  pode ser particionada em duas matrizes 1A  com dimensão rm ×  e 2A  com 

dimensão rnm −× , com ativos linearmente independentes e ativos redundantes, 

respectivamente. 

 

[ ].   21 AAA =  

 

Como a matriz 2A  representa combinações lineares das colunas da matriz 1A , existe, 

portanto, um conjunto de carteiras replicantes de ativos redundantes tais que: 

 

.21 AYA =  
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Para solucionar a equação fundamental do hedge, o vetor carteira também deve ser 

particionado de forma correspondente: 

 

. 

 

A equação fundamental do hedge torna-se então: 

 

.2211 bxAxA

bAx

=+

=

 

 

Como YAA 12 = , então: 
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Como a matriz 1A  não é quadrada, não é inversível, mas como é de posto completo, é 

possível obter uma matriz inversível através da transformação: 
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As quantidades de ativos redundantes 2x  podem ser tomadas arbitrariamente. 
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- Consequência: 

A relação pode ser satisfeita.  

Sendo satisfeita, 

1x  tem infinitas soluções com n-m  parâmetros livres (arbitrários) no vetor carteira 2x  de 

ativos redundantes. 

b  é redundante e pode ser replicado através de infinitas combinações de ativos-base. 

Não sendo satisfeita, 

1x  não tem solução. 

b  não pode ser replicado. 

 

 

3.1.9 Interpretação do hedge 

A representação do mercado como partição de um subespaço vetorial ampliado possibilita 

a visualização do problema de replicação de um ativo-objeto a partir da combinação linear 

de um conjunto de ativos-base.  A quantidade de linhas da matriz de rendimentos 

determina a dimensão do subespaço ampliado e o posto da matriz de rendimentos 

determina a dimensão do subespaço de mercado.  Sempre que o ativo-objeto pertencer a 

um subespaço vetorial de dimensão superior à dimensão do subespaço ampliado, a 

replicação não é possivel.  O resultado é claro quando observado sob o prisma de que uma 

combinação linear de vetores de dimensão inferior não pode resultar em um vetor de 

dimensão superior.  Quando o ativo-objeto pode ser replicado, pertence ao subespaço de 

mercado, de dimensão igual ou inferior ao subespaço ampliado.     

 

 

3.2 O erro de hedge 

 

Em consonância com a perspectiva apresentada podemos concluir que em mercados 

completos é possível a obtenção de um hedge perfeito.  Hedge perfeito, conforme Siqueira 

(1999, p. 86), é aquele que elimina totalmente a possibilidade de flutuações do preço de 

uma carteira, i. e., a carteira tem valor constante independente da flutuação dos preços dos 

ativos. 
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Mas mercado completo é uma abstração e uma operação de hedge nunca é perfeita, 

estando sempre sujeita a um desvio ou erro, que se traduz em risco para a operação de 

hedge.  Os mercados financeiros são na realidade incompletos, conforme aponta Cerny 

(2004a, p. 267).  Em mercados incompletos, como visto, a equação fundamental do hedge 

não tem solução, pois o ativo-objeto não pode ser replicado por uma combinação linear de 

ativos-base, i. e., não faz parte do subespaço vetorial gerador do mercado, mas de um 

subespaço de maior dimensão. 

 

O problema que se coloca então é, em não sendo possível uma solução para a equação 

fundamental do hedge, como buscar a melhor solução aproximada.  Dados um vetor de 

rendimentos de um ativo-objeto, uma matriz de rendimentos de ativos-base e um vetor-

carteira, a desigualdade observada na equação fundamental do hedge constitui o erro de 

replicação.  A melhor solução de hedge é o vetor-carteira-replicante que minimiza esse 

erro de replicação segundo algum critério. 

 

Da equação fundamental do hedge podemos derivar a equação do erro de replicação: 

 

.Axbε

bAx

−=

≠

 

 

O erro de replicação pode ser avaliado pela distância entre o vetor que representa a carteira 

replicante e o vetor que representa o ativo-objeto, medida no subespaço vetorial do ativo-

objeto, que tem dimensão maior do que o subespaço vetorial dos ativos-base. 

 

Uma distância possível é a norma do vetor de erro, que corresponde à soma dos quadrados 

dos erros. 

 

.
2
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A minimização do erro introduzido na equação fundamental do hedge torna-se um 

problema de mínimos quadrados ordinários em que: 
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Sendo que: 

.Axbε −=  

 

Podemos visualizar o problema de mínimos quadrados ordinários no gráfico 3.2.  O erro 

mínimo é um vetor ortogonal ao subespaço vetorial da carteira replicante, o que remete às 

conclusões do item anterior de que em mercado incompleto o ativo-objeto b  pertence a um 

subespaço vetorial de dimensão superior ao subespaço vetorial dos ativos-base A , cuja 

combinação linear se propõe a aproximar o ativo-objeto.  
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Figura 3.2 - Erro de Replicação 

 

Até este momento, a incerteza foi tratada pela representação dos possíveis estados da 

natureza que definem os rendimentos dos ativos.  Os estados da natureza podem ser 

interpretados como cenários possíveis de resultado.  Em mercado completo, no qual hedge 



48 

é perfeito, o risco pode ser completamente neutralizado e suas características tornam-se 

irrelevantes. 

Em mercado incompleto, essas características, representadas pela distribuição de 

probabilidades dos estados da natureza, que representam cenários possíveis, passam a 

desempenhar um papel fundamental.  A otimização do hedge deixa de ser a minimização 

do erro de replicação e assume sua verdadeira forma, que é a de minimização do risco.  

Consequentemente, o critério de otimização do hedge depende de uma definição de risco e 

de preferências em relação ao risco. 

 

Tomando como critério de minimização do risco a minimização do erro quadrático 

esperado de hedge, temos: 
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Como o erro de hedge é dado por: 
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Definindo as tranformações de variáveis a seguir, dadas pela ponderação das variáveis 

pelas respectivas probabilidades: 
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O problema de minimização do erro quadrático esperado passa a ter a forma de um 

problema de minimização da soma dos quadrados dos erros ponderados pelas 

probabilidades: 
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Com a ponderação dos erros, o problema volta a ter a forma de um problema de mínimos 

quadrados ordinários em que: 
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Nesse caso a minimização ocorre pela ortogonalização do erro em relação ao plano dos 

rendimentos: 
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A solução é a mesma de um cenário sem incertezas, porém os estados da natureza estão 

ponderados pelas probabilidades de ocorrência. 

 

 

3.3 A modelagem do hedge 

 

Na definição de Kenourgios, Panagiotis e Samitas (2005, p. 4), a razão de hedge consiste 

na razão entre a quantidade de unidades negociadas no mercado futuro e a quantidade de 

unidades negociadas no mercado à vista.   

 

Koziol (1990, p.11-15) define como processo primário do hedge a conversão do risco no 

nível de preço, entendido como a incerteza na variação dos preços, em um risco mais 

estreito no nível da base, entendida como a relação matemática entre os preços do ativo-

objeto e dos ativos-base.  Koziol (1990, p. 39), estabelece que a base pode ser determinada 

por diferença, razão ou mesmo estipulado segundo algum critério específico.   

 

Na abordagem deste trabalho, podemos definir a base como o erro absoluto de hedge e a 

razão de hedge como as quantidades de ativos-base a serem incluídos na carteira 

replicante. 

 

Definimos estratégia, para os fins deste trabalho, como o método utilizado para o cálculo 

do hedge, ou mais especificamente da razão de hedge.  Essa é uma ligeira ampliação da 

definição de estratégia utilizada na literatura, que corresponde às quantidades de ativos 

incluídos na carteira de hedge. 

 

Baxter e Rennie (2000, p. 80) define estratégia como as quantidades de ativos mantidas em 

determinado instante de tempo.  É uma especificação de carteira em determinado instante 

de tempo.  Uma estratégia alterada ao longo do tempo é denominada estratégia dinâmica.   
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Toda a fundamentação do hedge apresentada até agora baseia-se em um modelo de 

mercado uniperiódico.  A abordagem em mercado multiperiódico requer uma estratégia 

dinâmica.  Uma característica desejável da estratégia de hedge dinâmica é que ela seja 

autofinancável.  Baxter e Rennie (2000, p. 80) define estratégia autofinanciável como uma 

carteira em que alterações no seu valor são devidas somente a alterações no valor de seus 

componentes, sem fluxos de caixa entrantes ou saintes. 

 

Nandi and Waggoner (2000, p. 27) observa que uma carteira replicante perfeita, em 

mercado completo, é sempre autofinanciável.  Uma vez construída, não requer fluxos de 

caixa entrantes ou saintes durante sua vigência.  Mas em mercado incompleto a condição 

de autofinanciabilidade em geral é uma imposição na otimização do hedge. 

 

Na fundamentação do hedge apresentada, não foi dado tratamento à dinâmica dos preços.  

Assumimos simplesmente uma distribuição de probabilidades de rendimentos dos ativos 

associada à matriz de rendimentos correspondentes aos possíveis estados da natureza.  

Também não consideramos a existência de relações pré-estabelecidas entre os preços dos 

ativos, como no caso de derivativos. 

 

As formas de representação da dinâmica dos preços constituem uma das razões que 

conduzem à diversidade de estratégias e critérios de otimização do erro de hedge.  Essa 

dinâmica pode ser representada por processos estocásticos, contínuos ou discretos. 

 

Koziol (1990, p. 6-9) considera os seguintes fatores como essenciais na modelagem do 

hedge: 

- O tempo, que identifica a distância temporal entre decisões e ações. 

- A taxa de juros que determina o custo de carregamento das posições. 

- A volatilidade, representada na dinâmica dos preços, que é o potencial de 

mudança nas condições da operação. 

Segundo ele, a interação e influência mútua entre esses três componentes é a essência 

refletida pelas estratégias de hedge. 

 

Mas o componente central resultante da modelagem do hedge é o erro de hedge.  Galai 

(1983), apud Dumas, Fleming e Whaley (1998, p. 2088-2089), interpreta o erro de hedge 

como sendo oriundo de três fatores: 
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- O retorno livre de risco da carteira de hedge.  Esse fator é facilmente eliminado 

pelo uso de valores descontados à taxa livre de risco. 

- O modelo de precificação da opção não caracteriza adequadamente o processo 

real de preços devido às simplificações assumidas.  Esse fator refere-se às premissas 

de distribuição de preços na modelagem de retornos, assimetria, curtose e à premissa 

de mercado perfeito.  

- O modelo de precificação pode assumir que o ajuste do hedge é contínuo no 

tempo, quando na realidade somente pode ser realizado em intervalos discretos.  Esse 

fator está diretamente vinculado à premissa de mercado completo de alguns modelos. 

 

O tratamento do erro de hedge implica a determinação de critérios de otimização.  No 

cálculo do melhor hedge, apresentado anteriormente na fundamentação do hedge, o 

método escolhido foi a minimização do erro quadrático esperado em uma estratégia 

uniperiódica, mas não existe critério universal.   

 

Cont e Tankov (2004, p. 350) relaciona métodos de precificação, métodos de hedge e 

critérios de risco.  Entre os métodos de hedge, cita superhedging, que consiste no cálculo 

de limites de oscilação do hedge que determinam o hedge perfeito, a maximização da 

utilidade esperada, que incorpora as preferências do investidor, média-variância, que é a 

minimização do erro quadrático esperado de hedge e seleção de uma medida martingale 

ótima, mínima ou minimizadora da entropia relativa. 

 

Independente do tratamento, a otimização do erro de hedge compõe o núcleo da 

modelagem de uma estratégia.  Koziol (1990, p.15) observa que, matematicamente, a 

estratégia de hedge é uma tarefa de solução de um problema de otimização multivariado. 

 

Por fim, é necessário avaliar a eficácia do hedge, pois a essência da avaliação das 

estratégias de hedge é a avaliação do erro de hedge.  Kenourgios, Panagiotis e Samitas 

(2005, p. 4), define o desempenho do hedge como a capacidade da estratégia de compensar 

as variações nos preços do ativo-objeto e dos ativos-base.  Koziol (1990, p. 13) é um pouco 

mais específico e sugere que o grau de eficiência do hedge pode ser avaliado pela 

comparação entre o risco no nível de preço e o risco no nível da base.   
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Aqui cabe separar a avaliação da eficácia do hedge ex ante facto, que é determinada pelo 

critério de otimização utilizado na busca da melhor estratégia de hedge frente à incerteza, 

da avaliação da eficácia ex post facto, que é a avaliação do resultado obtido pela estratégia 

utilizada.  Neste trabalho fazemos uma comparação ex post facto, analisando as razões 

teóricas que podem levar a diferenças de desempenho, dadas as informações e 

características incorporadas na otimização ex ante facto.  No tratamento da eficácia ex post 

facto é que são necessários os estudos comparativos, pois não há outra forma de avaliação 

mais significativa do que o teste das estratégias para avaliação do erro de hedge resultante.   

 

Um dos problemas na avaliação comparativa de estratégias é que para uma mesma 

estratégia, não existe uma solução única ou um conjunto único ou ótimo de ativos-base que 

devam ser incluídos no hedge.  Os resultados não dependem somente da estratégia, mas 

também dos critérios utilizados na sua implementação. 

 

Com base no exposto, podemos descrever o processo de modelagem do hedge como 

composto pelas seguintes etapas: 

- Especificação do risco que se quer minimizar e definição do ativo-objeto que o 

representa. 

- Definição dos ativos-base correlacionados, que se deseja utilizar para 

minimização do risco.  Essa especificação requer uma análise prévia de correlação de 

preços dos ativos-base com o ativo-objeto. 

- Especificação de modelos matemáticos que representem a dinâmica dos preços 

dos ativos com suas distribuições de probabilidade associadas. 

- Estabelecimento de um critério de otimização do hedge. 

- Derivação da estratégia para cálculo do hedge. 

- Estabelecimento de um critério de avaliação de desempenho. 

 

 

3.4  Operações de hedge 

 

Agora, já de posse de conceitos mais específicos, podemos fazer definições de hedge e de 

operações de hedge e classificá-las. 
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Definição: Hedge 

Redução do risco de variação de preço de um ativo em uma operação financeira, 

estabelecendo transações compensatórias que exploram correlações nos preços dos ativos e 

neutralizam retornos, por meio da construção de uma carteira replicante autofinanciável 

dos rendimentos de um ativo-objeto, através da combinação linear de ativos-base. 

 

Definição: Operação de Hedge 

Tomada de posições compradas ou vendidas em ativos financeiros para formação de um 

hedge contra o risco de mercado, estruturadas segundo determinada estratégia. 

 

 

3.5  Classificação das operações de hedge 

 

Wilmott (2001, p. 186-188) classifica os tipos de hedge quanto aos fatores de 

sensibilidade, quanto à vinculação a um modelo de variação de preços de ativos e quanto à 

administração da operação. 

 

Classificação quanto aos fatores de sensibilidade:   

- Hedge pelo Delta 

Hedge que busca eliminar a sensibilidade de uma carteira a variações no preço dos ativos-

base.   

- Hedge pelo Gama 

Hedge que busca eliminar a sensibilidade de uma carteira a variações na taxa de variação 

do preço dos ativos-base.  O hedge pelo gama busca neutralizar a sensibilidade do hedge 

pelo delta, tendo, portanto, a função de reduzir a frequência de ajuste da carteira replicante 

composta pelos ativos-base. 

- Hedge pelo Vega 

Hedge que busca eliminar a sensibilidade de uma carteira a variações na volatilidade do 

preço dos ativos-base. 

Wilmott (2001, p. 187) observa que a sensibilidade pode ser considerada em relação a 

variáveis do modelo, mas não em relação a parâmetros que são, por definição, fixos.  O 

hedge pelo vega, portanto, somente é consistente em teorias em que a volatilidade é 
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variável, o que exclui o modelo BSM, embora na prática seja possível o tratamento do 

hedge pelo vega violando as premissas do modelo. 

- Hedge pelo Teta 

Hedge que busca eliminar a sensibilidade de uma carteira à passagem do tempo.  O preço 

do ativo-objeto pode variar, mesmo que não haja movimento no preço dos ativos-base.  Da 

mesma forma que o hedge pelo vega, não é consistente com o modelo BSM.  

- Hedge pelo Rô 

Hedge que que busca eliminar a sensibilidade de uma carteira a variações no preço do 

ativo livre de risco.  Da mesma forma que o hedge pelo vega, não é consistente com o 

modelo BSM. 

 

Classificação quanto à vinculação a um modelo de dinâmica de preços: 

- Hedge Independente de Modelo 

Existe uma relação direta entre os preços dos ativos.  A relação é completamente 

independente do mecanismo de variação do valor do ativo subjacente.  Um exemplo é a 

paridade entre opções de compra e venda, em que não é necessária a especificação da 

dinâmica do ativo. 

- Hedge Dependente de Modelo 

A estratégia de hedge depende do modelo do comportamento do valor do ativo-base.  O 

exemplo paradigmático é o modelo BSM. 

 

Classificação quanto à administração da posição: 

- Hedge Estático 

O hedge é estabelecido e mantido inalterado até a expiração do prazo de vigência do 

hedge. 

- Hedge Dinâmico 

O hedge é continuamente monitorado e freqüentemente ajustado por meio da compra ou 

venda dos ativos-base, até a expiração do prazo de vigência do hedge.  A freqüência pode 

ser contínua ou discreta, dependendo do modelo e da análise em questão, sendo que a 

freqüência de ajuste contínua é uma abstração teórica.  Na prática o ajuste do hedge 

dinâmico é sempre discreto. 

Whalley e Wilmott (1999, p. 2) sub-divide o hedge dinâmico de acordo com o momento de 

ajuste do hedge, que pode ser baseado no tempo, caso em que o ajuste é realizado em 
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instantes de tempo pré-estabelecidos, ou baseado em valor, caso em que o ajuste é 

realizado na ocorrência de um desvio de valor superior a um limite pré-estabelecido. 

 

Koziol (1990, p. 4-6), ao definir os instrumentos de hedge, sugere uma classificação 

quanto ao instrumento de hedge.  Segundo ele, os principais instrumentos de hedge são: 

- Arranjos Contratuais 

Contratos não padronizados de compra e venda a serem liquidados em data futura, 

especificados segundo termos próprios e com penalidades específicas para não 

cumprimento, em que ambas as partes estão expostas a riscos. 

- Contratos a Termo 

Contratos de compra e venda de ativos financeiros e não financeiros a serem liquidados em 

data futura, conforme especificação, não padronizados, mas que seguem convenções usuais 

no mercado. 

- Contratos Futuros 

Contratos de compra e venda de ativos financeiros e não financeiros a serem liquidados em 

data futura, padronizados quanto a quantidades, qualidade, datas, prêmios e descontos e 

procedimentos de liquidação, negociados em bolsa, que assume os riscos da transação. 

- Contratos de Opções 

Contratos padronizados, negociados em bolsa ou não, em que o comprador adquire o 

direito, mas não a obrigação, de exercer a compra ou venda de um ativo em data futura a 

um preço pré-estabelecido.  

 

Farhi (1999, p. 94) classifica o hedge quanto à posição:  

- Hedge de Venda 

Posição comprada no mercado à vista e vendida no mercado futuro, que consiste na posse 

de ativos representados por bens ou recebíveis em divisas associada à venda de contratos 

futuros ou compra de opção de venda sobre os ativos. 

- Hedge de Compra 

Posição vendida no mercado à vista e comprada no mercado futuro, que consiste na posse 

de dívida em bens ou divisas associada à compra de contratos futuros ou compra de opção 

de compra sobre os ativos.  

 

A existência do erro de hedge, que descrevemos como resultante do conceito de mercado 

incompleto, também pode ser interpretada como resultado da não-linearidade entre o preço 
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do ativo-objeto e a carteira de ativos-base.  É como se houvesse um risco residual, não 

perfeitamente compensado pelo hedge pelo delta, seja por incompletude do mercado, seja 

por deficiência do modelo de representação da realidade.  Para complementar o hedge pelo 

delta surgiram as proposições de hedge pelo gama, hedge pelo vega, hedge pelo teta e 

hedge pelo rô.  Essas estratégias, embora possam ser construídas de forma isolada, não tem 

sentido prático sem o complemento do hedge pelo delta, pois não há porque eliminar a 

sensibilidade de uma carteira a esses fatores, sem proteção contra a variação de preços.   

 

Também é importante salientar que a forma essencial de hedge é o hedge pelo delta-teta, 

ques busca eliminar os efeitos da oscilação do preço do ativo-objeto ao longo do tempo, 

pois o preço somente varia se houver passagem de tempo. 

  

A introdução de um fator adicional à variação de preço na estratégia requer a utilização de 

ativos adicionais.  No caso de hedge de opção, em geral uma opção adicional.  Para Nandi 

e Waggoner (2000, p. 31), as principais desvantagens dessas estratégias são a menor 

liquidez do mercado de opções em relação ao mercado de ações, a maior diferença entre 

oferta de comra e oferta de venda das opções relativamente a seus preços e o aumento nos 

custos de transação.  Esses fatores, ainda que não incorporados aos modelos e não 

quantificados explicitamente, não deixam de constituir uma preocupação constante na 

avaliação de qualquer estratégia. 

 

 

3.6 O hedge no gerenciamento de riscos 

 

Gerenciamento de riscos é o controle da exposição ao risco, conforme Jorion e Khouri 

(1996, p. 179), que aponta os derivativos como ferramentas essenciais para o 

gerenciamento de riscos por permitirem um estreito controle sobre a exposição. 

 

De acordo com Brockhaus et al. (1999, p. 222), não existe um algoritmo geral para 

gerenciamento de riscos.  Somente é possível delinear pricípios gerais, pois cada situação 

requer a análise de seus detalhes particulares.  Essa afirmação constrasta com uma teoria 

geral de hedge, mas somente na aparência, pois trata-se de conceitos distintos.  O hedge, 

conforme definido em 3.4, é um método de redução de riscos, implementado por meio de 
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operações de hedge.  O gerenciamento de riscos é mais abrangente, sendo o hedge uma 

ferramenta para a implementação do gerenciamento de riscos. 

 

Brockhaus et al. (1999, p. 222) analisa o gerenciamento de riscos classificando os 

mercados de acordo com duas fases de desenvolvimento.  Um fase 1, na qual o mercado 

tem liquidez somente para ações e produtos de taxa de juros, e uma fase 2, na qual o 

mercado tem liquidez também para opções européias e americanas.  

 

As características das fases de desenvolvimento são apresentadas na tabela a seguir: 

 

CARACTERÍSTICA FASE 1 FASE 2
Ativos-base negociados 
(líquidos):

Ações, produtos de taxa de juros. Ações, produtos de taxa de juros, opções 
européias e americanas.

Novos derivativos introduzidos: Opções de compra e opções de venda. Derivativos de segunda geração 
(barreira, asiáticas, lookback , 
compostas, callable ).

Riscos reduzidos por meio de 
hedge :

Delta, rô. Delta, rô, gama e vega.

Riscos residuais: Gama, vega e dividendos. Correlação, gama cruzado, dividendos.  

Tabela 3.1 - Características dos Mercados 

 

Brockhaus et al. (1999, p. 221-222) define risco como quaisquer mudanças nas variáveis 

de mercado que resultem em mudança no valor de um ativo e coloca à frente do 

gerenciamento de riscos duas questões centrais.  A primeira refere-se à identificação do 

risco que se quer reduzir, expresso pelos fatores de sensibilidade do preço em relação a 

eles, e a segunda refere-se à viabilidade proporcionada pelos mecanismos que o mercado 

oferece, expressos pelos ativos financeiros disponíveis, o que depende de seu estágio de 

desenvolvimento.  Os riscos para os quais não é possível fazer hedge são denominados 

riscos residuais. 

 

As não-linearidades nas relações entre os preços dos ativos são devidas às oscilações nos 

valores das variáveis que definem o modelo de mercado, como a volatilidade, a taxa de 

juros ou a velocidade das oscilações, descritas como efeitos de segunda ordem da oscilação 

das variáveis.  Para Brockhaus et al. (1999, p. 221-222), cada um desses fatores determina 

um risco para o qual é possível estabelecer um hedge.  Cabe ao processo de gerenciamento 

de risco definir quais são os fatores de risco importantes e quais as operações de hedge 

necessárias para reduzi-los. 
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Podemos estabelecer um paralelo entre a teoria geral do hedge apresentada neste trabalho e 

a estrutura de gerenciamento de riscos de Brockhaus et al. (1999, p. 224-225).  Um 

mercado na fase 1 oferece liquidez somente para ações e não para opções, que não podem 

ser utilizadas como ativos-base.  Como o hedge consiste em uma combinação linear de 

ativos-base para replicar os rendimentos de um ativo-objeto, a relação não linear entre os 

preços das ações e opções inviabiliza a estruturação de uma operação de hedge satisfatória, 

que tenha ações como ativos-base e uma opção como ativo-objeto.  Somente mercados na 

fase 2, que oferecem liquidez suficiente uso de opções como ativos-base permitem o hedge 

pelo gama e o hedge pelo vega, mais satisfatórios, pois a não-linearidade entre os preços de 

opções é significativamente menor. 

 

Brockhaus et al. (1999, p. 224-225) conceitua hedge conforme descrito a seguir.  

Formalmente define: 

X  : contrato de derivativo. 

M  : conjunto de variáveis do mercado. 

V  : mecanismo de precificação do derivativo. 

( )M,XV  : valor do derivativo dado o conjunto de valores das variáveis do mercado. 

Y  : carteira de hedge. 

 

V  é um mecanismo de precificação viável se forem respeitadas as seguintes restrições: 

- Os elementos de M  são conhecidos ou obtidos por meio de estimação ou 

calibração. 

- Todos os rendimentos do contrato X  devem ser refletidos por mudanças no 

valor ( )M,XV . 

- O mesmo mecanismo de precificação V  deve ser usado para avaliar todos os 

contratos similares a X . 

 

Qualquer alteração nas variáveis do mercado afeta o preço do contrato X  e constitui um 

risco para o qual pode ser estruturado um hedge. 

 

O hedge é dito global se o valor da carteira de hedge Y  é o mesmo para qualquer valor 

possível das variáveis M , i. e.: 
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( ) constYV =M,  para todo M . 

 

O hedge é dito local se o valor da carteira de hedge Y  não se altera para pequenas 

oscilações nas variáveis M , i. e.: 

 

( )
0

,
=

∂

∂

m
M

MYV
 para todo MM

m
∈ . 

 

O hedge local é instantâneo e requer um ajuste contínuo.   

 

Brockhaus et al. (1999, p. 225) propõe a estruturação de hedge para todos os riscos que se 

deseje mitigar, através das derivadas do valor da carteira de hedge em relação às variáveis 

de interesse, assumindo posições opostas em ativos correspondentes.  Na prática é o hedge 

para as gregas de interesse, razão pela qual essa forma de gestão de risco requer mercados 

financeiros em estágio avançado de maturidade, que ofereçam os ativos financeiros 

exóticos necessários ao hedge. 

 

Brockhaus et al. (1999, p. 227) apresenta uma equação de ganhos e perdas de uma carteira 

de hedge, ou uma carteira de hedge em função da estratégia adotada, aplicável a ações.  A 

versão adaptada ao tempo discreto é dada por: 

 

( ) ( ) ∑ ∑∑ ∑
= =
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Sendo: 

( )1& −tLP θ : ganhos ou perdas da carteira de hedge. 

i

t 1−θ : quantidade do ativo i  no período 1−t  na carteira de hedge. 

i

td : taxa de dividendos paga pelo ativo i  no período t . 

i

tS : preço do ativo i  no período t . 

i

tS∆ : diferença de preço do ativo i  no período t  em relação ao período 1−t . 

1−trf : taxa livre de risco no período 1−t . 
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1−tV : valor da carteira de hedge no período 1−t . 

 

Podemos alterar a forma da equação e identificar na equação os seguintes componentes: 
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sendo que: 

- O elemento ( )∑
=

−

n

i

i

t

i

t

i

t Sd
1

1θ  é a receita de dividendos dos ativos, dada pela soma 

dos valores dos ativos multiplicados pela quantidade dos ativos e pela taxa de 

dividendos paga por cada um. 

- O elemento 
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i

tt VSrf θ  é o rendimento de juros, dado pela 

multiplicação da taxa livre de risco pelo valor em numerário da carteira. 

- O elemento ∑
=

− ∆
n

i

i

t

i

t S
1

1θ  é a soma dos rendimentos dos ativos da carteira no 

período.  

 

A operação de hedge consiste na construção de uma carteira replicante composta por 

posições compradas e vendidas em ações e no ativo livre de risco, cujo resultado de ganhos 

e perdas deve ser igual à variação de preço do ativo-objeto.  As quantidades de ativos-base 

necessárias são definidas pela estratégia de hedge, que determina a forma de cálculo dessas 

quantidades.   

 

Essa é a forma geral das operações de hedge que serão simuladas para comparação entre as 

estratégias de hedge neste trabalho. 

 

3.7 Hedge de opção 

 

As estratégias que tratamos neste trabalho são contratos de opções de compra do tipo 

européia e estratégias dinâmicas, dependentes de modelo e do tipo delta. 
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O hedge de opção consiste na replicação do rendimento de uma opção, que é o ativo-

objeto, por meio de uma combinação linear entre a ação correspondente e o ativo livre de 

risco, que são os ativos-base. 

 

A estratégia pode considerar mercado incompleto, pois há uma relação não-linear entre o 

preço da opção e os preços da ação e do ativo livre de risco, mas também pode considerar 

mercado completo, pois essa relação é linear no limite de um intervalo de tempo 

infinitesimal. 

 

O erro de hedge de opção de um período das estratégias consideradas neste trabalho tem 

sempre o formato: 

 

( ) tttttttt CSVSrf −∆++−= −−−−− 11111 θθε . 

 

tε : erro de hedge. 

1−tθ : quantidade da ação no período t  na carteira de hedge fornecida pela estratégia de 

hedge adotada. 

1−tS : preço da ação no período 1−t . 

tS∆ : diferença de preço da ação no período t  em relação ao período 1−t . 

1−trf : taxa livre de risco no período 1−t . 

1−tV : valor da carteira de hedge ou carteria replicante no período 1−t . 

tC : valor da opção no período t . 

 

Essa equação é precisamente a equação de ganhos e perdas da carteira de hedge 

apresentada anteriormente, porém destacando o valor da opção, que é o ativo-objeto a ser 

replicado.     

 

Na comparação entre as estratégias de hedge, agregando as restrições multiperiódica e 

autofinanciável, os erros de hedge são cumulativos ao longo dos períodos, ou seja, o valor 

da carteria replicante e da opção, iguais no instante inicial de construção da carteira, 

distanciam-se ao longo do tempo, não sendo igualados a cada período.  Igualar o valor da 

carteira replicante ao valor da opção implicaria a injeção ou retirada de recursos na 
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carteira.  Esse é o cenário no qual as estratégias tratadas neste trabalho são comparadas e 

testadas. 
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4. REVISÃO DA LITERATURA 

 

Neste capítulo analisaremos alguns trabalhos que abordam diversas estratégias de hedge de 

opção e formas variadas de implementação, e realizam estudos comparativos.  

Indentificaremos seus métodos e apresentaremos alguns de seus resultados e conclusões.   

 

Estratégias de hedge de opção estão sempre vinculadas a modelos de precificação de opção 

quando derivados do argumento de replicação do preço da opção, por meio de uma carteira 

replicante na condição de não-arbitragem.  Os métodos de precificação, entretanto, nem 

sempre são acompanhados diretamente do argumento de replicação para a obtenção do 

preço, como no caso da teoria martingale na precificação de derivativos.  Neste caso, o 

preço é calculado pelo valor esperado do preço descontado na medida neutralizadora do 

risco, sem recorrer diretamente a um argumento de replicação. 

  

Os trabalhos que comparam desempenho de estratégias de hedge, em geral, também 

apresentam resultados de comparação de desempenho de precificação, como veremos nos 

estudos apresentados.  O oposto não é tão comum, e. g., Hsieh e Ritchken (2006, p. 129-

150), Hafner e Herwartz (1999, p.1-25), Härdle e Hafner (2000, p.189-207), Heston e 

Nandi (2000, p.585-625), Christoffersen e Jacobs (2004, p.1204-1221) e Araújo, Barbedo, 

Figueiredo e Lemgruber (2004, p. 43-57), que comparam somente desempenho de 

precificação. 

 

Muitos dos estudos sobre estratégias de hedge são apresentados no contexto de um 

desenvolvimento que propõe uma nova estratégia ou o aperfeiçoamento de uma estratégia 

existente.  Por isso, concentram-se na avaliação do ganho marginal obtido com a 

proposição em relação à estratégia existente, ou na comparação com o modelo BSM, sendo 

este uma referência universal.   

 

Mais difícil é encontrar estudos que comparam estratégias desenvolvidas com princípios 

diferentes, como Kim e Kim (2004, p. 117-142).  Esse estudo compara um modelo 

GARCH em tempo discreto com modelos em tempo contínuo, um com reversão à média 

da volatilidade e outro que incorpora assimetria e curtose.  Mas mesmo esse estudo, parte 
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da premissa de comparação de modelos de volatilidade estocástica, visando essa 

semelhança e não as diferenças. 

 

Para diferenciar a concepção teórica do modelo BSM das aplicações e implementações do 

modelo, que são tratadas nos trabalhos descritos, daqui em diante faremos referência ao 

arcabouço teórico simplesmente por modelo BSM e utilizaremos a nomenclatura específica 

de cada trabalho para identificar suas implementações. 

 

 

4.1 O trabalho de Dumas, Fleming e Whaley 

 

Notação: 

t  : instante de observação. 

tS  : preço à vista do índice S&P 500 no instante t . 

TF  : preço do índice S&P 500 corrigido pela taxa livre de risco para o instante T . 

tD  : valor dos dividendos pagos corrigidos pela taxa livre de risco para o instante t . 

( )tSC t ,  : preço da opção no instante t . 

tK  : preço de exercício da opção corrigido pela taxa livre de risco para o instante t . 

T  : instante de expiração da opção. 

σ  : volatilidade dos log-retornos da ação. 

ia  : coeficiente i  que representa um instante de tempo. 

 

Dumas, Fleming e Whaley (1998, p. 2059-2106) é uma referência na literatura quando se 

trata de implementação do modelo BSM. 

 

O estudo propõe a modelagem da volatilidade através de uma função determinística de 

volatilidade.  O modelo preserva o argumento de não arbitragem, que constitui a base do 

modelo BSM, possibilitando a precificação através da equação diferencial parcial de 

Black-Scholes, embora não permita a utilização direta da fórmula de Black-Scholes, uma 

vez que as funções que compõem a equação diferencial parcial são alteradas. 
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A idéia central do estudo é que o único parâmetro não observável do modelo BSM é a 

volatilidade média até a expiração da opção, que precisa ser estimada.  O estudo propõe 

alternativas de estimação, seja através de funções determinísticas de volatilidade, seja 

através de artifícios de implementação, ainda que teoricamente inconsistentes. 

 

Dumas, Fleming e Whaley (1998, p. 2068) apresenta a equação diferencial parcial forward 

de Black-Scholes com uma função determinística de volatilidade acoplada, dependente do 

preço de exercício e prazo para expiração: 

 

( )
( ) ( )

.
,,

,
2

1
2

2
22

T

tSC

K

tSC
KtTK t

T

t

TT
∂

∂
=

∂

∂
−σ  

 

Como não há solução analítica para a equação, foi solucionada numericamente para 

obtenção dos preços.  Partindo dessa equação, o estudo propõe três alternativas de 

implementação de função determinística de volatilidade e três alternativas de 

implementação direta do modelo BSM.  As equações determinísticas de volatilidade são 

dependentes do preço de exercício e do prazo para expiração da opção.  Os coeficientes das 

equações são estimados por regressão das volatilidades implícitas nos dados observados de 

preço de exercício e prazo de expiração para diversas opções sobre o mesmo ativo.  As 

volatilidades implícitas são calculadas para cada função determinística de volatilidade 

correspondente, pela solução da equação diferencial parcial a partir dos dados observados 

de preço de exercício e prazo de expiração das diversas opções e respectivos preços.  As 

funções determinísticas de volatilidade foram arbitrariamente definidas como quadráticas e 

dependentes do preço de exercício e prazo de expiração, com base no argumento de que o 

sorriso de volatilidade do modelo BSM assemelha-se a uma parábola. 

 

 

4.1.1 Método 

- O estudo utiliza dados do mercado norte americano de opções do tipo européia 

sobre o índice S&P 500, no período de junho de 1988 a dezembro de 1993. 

- Todos os dados para estimação dos modelos são tomados num mesmo dia 

(quarta-feira), ou dia seguinte de negociação se não houver mercado. 
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- Os preços das opções são tomados em um intervalo de 30 minutos, pelo ponto 

médio observado entre oferta de compra e oferta de venda. 

- Cada opção com respectivos preço de exercício e prazo de expiração é 

representada uma única vez na amostra, pela primeira cotação no intervalo de tempo 

de observação. 

- Somente opções com mais de 6 dias e menos de 100 dias para expiração são 

incluídas na amostra. 

- A taxa livre de risco é representada pela taxa interpolada de T bills com 

maturidades diferentes, cotados no ponto médio entre oferta de compra e oferta de 

venda. 

- O preço do índice é inferido de preços de contratos futuros e descontado pelo 

valor presente dos dividendos pagos durante a vigência da opção até a data de 

observação, às taxas correspondentes às datas ex-dividendo. 

- Somente opções com moneyness menor ou igual a 10 % são incluídos na 

amostra. 

1,01 ≤−
T

T

F

K
. 

- Somente opções cujo preço satisfaz a condição de não-arbitragem são incluídas 

na amostra. 

( ) tttt KDStSC −−≥, . 

- As equações de volatilidade são reestimadas semanalmente ou a cada duas 

semanas em dois processos de avaliação distintos, utilizando os valores forward do 

preço do índice S&P 500 e da opção.  O preço da opção e o hedge são calculados 

diariamente para avaliação. 

- O desempenho foi avaliado numa amostra de validação pelo erro quadrático 

médio de hedge e pelo erro quadrático médio de previsão de preço.     
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4.1.2 Modelos 

 

4.1.2.1 Modelo 0 

É o modelo BSM com volatilidade constante.  É estimada uma única volatilidade implícita 

que minimiza o erro quadrático médio entre o preço de mercado e o preço de modelo para 

todas as opções. 

 

4.1.2.2 Modelo 1 

Modelo que utiliza uma função determinística de volatilidade que captura a volatilidade 

atribuída ao preço de exercício: 

( ) { }2
210,01,0max, TTT KaKaatTK ++=−σ . 

É estimada uma única volatilidade implícita que minimiza o erro quadrático médio entre o 

preço de mercado e o preço de modelo para todas as opções, dado pela equação diferencial 

parcial forward de Black-Scholes, utilizando a função determinística de volatilidade. 

 

4.1.2.3 Modelo 2 

Modelo que utiliza uma função determinística de volatilidade que captura a volatilidade 

atribuída ao preço de exercício e a variação adicional atribuída ao tempo para expiração: 

( ) ( ) ( ){ }TTTT KtTattTaKaKaatTK −+−−+++=− 53
2

210,01,0max,σ . 

A volatilidade é estimada como a volatilidade implícita que minimiza o erro quadrático 

médio entre o preço de mercado e o preço de modelo para todas as opções, dado pela 

equação diferencial parcial forward de Black-Scholes, utilizando a função determinística 

de volatilidade. 

 

4.1.2.4 Modelo 3 

Modelo que utiliza uma função determinística de volatilidade que captura a volatilidade 

atribuída ao preço de exercício, a variação adicional atribuída ao tempo para expiração e 

insere uma dependência quadrática do tempo: 

( ) ( ) ( ) ( ){ }KtTatTatTaKaKaatTK −+−+−+++=− 5
2

43
2

210,01,0max,σ . 

A volatilidade é estimada como a volatilidade implícita que minimiza o erro quadrático 

médio entre o preço de mercado e o preço de modelo para todas as opções, dado pela 
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equação diferencial parcial forward de Black-Scholes, utilizando a função determinística 

de volatilidade. 

 

4.1.2.5 Modelo S 

Modelo que utiliza a função determinística de volatilidade dos modelos 1, 2 ou 3, 

dependendo de haver 1, 2 ou 3 datas de expiração disponíveis para a regressão de mínimos 

quadrados. 

 

 

4.1.2.6 Modelo SAH (S Ad Hoc) 

O modelo S ad hoc é o modelo S modificando a estimação da volatilidade.  Primeiramente 

são calculadas as volatilidades implícitas obtidas com fórmula de Black-Scholes para todas 

as opções.  Em seguida é minimizado o erro quadrático médio entre os preços de mercado 

e preços de modelo utilizando a função determinística de volatilidade na fórmula de Black-

Scholes, sem a resolução da equação diferencial parcial forward de Balck-Scholes.  Essa 

solução é viável e facilita a implementação, mas é teoricamente inconsistente, pois a 

volatilidade deveria ser a mesma para todas as opções, além disso, utiliza uma fórmula de 

cálculo de preço da opção para cálculo das volatilidades implícitas, e outra fórmula para 

cálculo de preços da opção e hedge. 

 

 

4.1.3 Conclusões 

À exceção dos modelos S e SAH que utilizam mais de uma função de volatilidade, as 

alternativas foram implementadas com base na teoria que fundamenta o modelo BSM, i. e., 

mantêm todas as premissas do modelo e incluem uma função determinística de volatilidade 

na equação diferencial parcial de Black-Scholes, utilizando um método numérico para 

solução.  A exceção do modelo SAH, todas as alternativas apresentam uma única 

volatilidade para todas as opções, independente de prazo para expiração e preço de 

exercício.   

 

O estudo apresentou duas comparações com estimação semanal das volatilidades.  Uma 

realizada sobre toda a amostra e outra realizada quebrando a amostra em períodos de um 
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ano.  O fato surpreendente do estudo foi o desempenho do modelo SAH tanto em hedge 

como em precificação. 

 

A conclusão do estudo é dada nas tabelas 4.1 e 4.2, ordenada do maior para o menor 

desempenho na amostra de validação, para opções de compra, com reestimação semanal e 

tendo como medida de desempenho o erro quadrático médio de hedge e precificação em 

numerário (root mean squared dollar hedging error - RMSHE e root mean squared dollar 

valuation error - RMSVE). 

 

modelo 0 modelo S ad hoc modelo 1 modelo 2 modelo S modelo 3
0,445 0,454 0,491 0,5 0,503 0,505

HEDGE

RMSVE  

Tabela 4.1 - Tabela de Desempenho de Hedge 

 

 

modelo S ad hoc modelo S ad hoc modelo 2 modelo 3 modelo 1 modelo 0
0,491 0,548 0,549 0,551 0,556 0,79

PRECIFICAÇÃO

RMSVE  

Tabela 4.2 - Tabela de Desempenho de Precificação 

 

A alteração da estimação da função de volatilidade de semanal para duas semanas 

melhorou pouco o desempenho de precificação e substancialmente o desempenho de hedge 

de todos os modelos.   

 

Um aspecto interessante a observar é que as disparidades na precificação foram maiores do 

que no hedge e um melhor desempenho em precificação não implica melhor desempenho 

em hedge.    

 

 

4.2 O trabalho de Nandi e Waggoner 

 

Notação: 

t  : instante de observação. 

tS  : preço à vista do índice no instante t . 
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TF  : preço forward do índice S&P 500, i. e., corrigido pela taxa livre de risco para o 

instante T . 

( )tSC t ,  : preço da opção no instante t . 

tD  : valor dos dividendos pagos corrigidos pela taxa livre de risco para o instante t . 

tK  : preço de exercício da opção corrigido pela taxa livre de risco para o instante t . 

T  : instante de expiração da opção. 

σ  : volatilidade dos log-retornos da ação. 

ia  : coeficiente i  que representa um instante de tempo. 

iR  : log-retorno no período i . 

µ  : log-retorno esperado no intervalo de períodos n . 

n  : quantidade de períodos. 

ie  : diferença entre preço de mercado e o preço de modelo da opção. 

 

Nandi e Waggoner (2000, p. 24-39) replica parcialmente Dumas, Fleming e Whaley (1998, 

p. 2059-2106).  Aqui também o objeto de estudo é a estimação do único parâmetro não 

observável do modelo, i. e., a volatilidade.  O estudo, entretanto, não tem como foco a 

implementação de uma função determinística de volatilidade, apenas trata alternativas de 

estimação da volatilidade para o modelo BSM na sua forma original, sem preocupação 

quanto à consistência teórica da proposição de implementação. 

 

Nandi e Waggoner (2000, p. 24-39) propõe quatro alternativas de implementação do 

modelo BSM e compara seu desempenho quanto ao hedge. 

 

 

4.2.1 Método 

 

- O estudo utiliza dados do mercado norte americano de opções do tipo européia 

sobre o índice S&P 500, no período de janeiro de 1994 a outubro de 1994. 

- Todos os dados para estimação dos modelos são tomados num mesmo dia 

(quarta-feira), ou dia seguinte de negociação se não houver mercado. 

- Os preços das opções são tomados em um intervalo de 45 minutos, pelo ponto 

médio observado entre oferta de compra e oferta de venda. 
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- Cada opção com respectivos preço de exercício e prazo de expiração é 

representada uma única vez na amostra, pela primeira cotação no intervalo de tempo 

de observação. 

- Somente opções com mais de 6 dias e menos de 100 dias para expiração são 

incluídas na amostra. 

- A taxa livre de risco é representada pela taxa contínua interpolada de T bills 

com maturidades diferentes, cotados no ponto médio entre oferta de compra e oferta 

de venda. 

- O preço do índice S&P 500 corrente é descontado pelo valor presente dos 

dividendos pagos durante a vigência da opção até a data de observação, à taxa livre 

de risco correspondente a cada data ex-dividendo. 

- Somente opções com moneyness menor ou igual a 10 % são incluídos na 

amostra. 

1,01 ≤−
T

T

F

K
. 

- Somente opções cujo preço satisfaz a condição de não arbitragem são incluídas 

na amostra. 

( ) tttt KDStSC −−≥, . 

- As equações de volatilidade são reestimadas semanalmente utilizando os 

valores forward de preço do índice e da opção. O preço da opção e o hedge 

calculados diariamente. 

- O desempenho foi avaliado na amostra de estimação pelo erro médio absoluto 

de hedge. 

 

 

4.2.2 Modelos 

 

4.2.2.1 Modelo 1 

É o modelo BSM com volatilidade constante.  É estimada uma única volatilidade para 

todas as opções, através da série histórica de preços, utilizando dados de fechamento do 

índice S&P 500 dos últimos 60 dias. 

Nesse caso, simplesmente: 
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4.2.2.2 Modelo 2 

É o modelo BSM com a volatilidade constante, modificando a estimação da volatilidade.  

É estimada uma única volatilidade para todas as opções, através de uma regressão não-

linear de mínimos quadrados dos preços de mercado nos preços de modelo das opções.  Os 

preços de modelo são calculados com a volatilidade implícita obtida pela fórmula de 

Black-Scholes, e a volatilidade é estimada pela minimização do erro quadrático médio 

entre o preço de mercado e o preço de modelo: 

( )∑
=

=
tN

i

ie
1

22

2
minˆ σσ

σ
. 

 

4.2.2.3 Modelo 3 

É o modelo BSM com a volatilidade constante, modificando a estimação da volatilidade.  

A volatilidade é estimada separadamente para cada opção, simplesmente como a 

volatilidade impícita obtida com a fórmula de Black-Scholes.  Esse modelo é teoricamente 

inconsistente, pois a volatilidade deveria ser a mesma para todas as opções. 

 

4.2.2.4 Modelo 4 

É o modelo BSM com a volatilidade constante, modificando a estimação da volatilidade.  

A volatilidade é estimada como uma única volatilidade para todas as opções, através de 

uma regressão das volatilidades implícitas, obtidas com a fórmula de Black-Scholes, nos 

dados de preço de exercício e prazo de expiração das opções sobre o índice S&P 500.  

Utiliza a equação do modelo 3 de Dumas, Fleming e Whaley (1998, p. 2059-2106) para 

calcular a volatilidade de cada opção: 

( ) ( ) ( ) ( ){ }TTTT KtTatTatTaKaKaatTK −+−+−+++=− 5
2

43
2

210,01,0max,σ . 

Esse modelo é teoricamente inconsistente, pois embora utilize ao final uma única 

volatilidade, parte de uma premissa de volatilidades diferentes para as opções e utiliza uma 

fórmula de cálculo de preço da opção para cálculo das volatilidades impícitas, e outra 

fórmula para cálculo de preços de opção e hedge. 
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4.2.3 Conclusões 

A conclusão do estudo é dada na tabela 4.3, ordenada do maior para o menor desempenho 

na amostra de estimação para opções de compra e venda, com reestimação semanal, e 

tendo como medida de desempenho o erro médio absoluto de hedge em numerário (mean 

absolute dollar error - MAE). 

 

modelo 3 modelo 2 modelo 1 modelo 4
0,445 0,454 0,491 0,5

HEDGE

MAE  

Tabela 4.3 - Tabela de Desempenho de Hedge 

 

 

 

4.3 O trabalho de Heston e Nandi 

 

Notação: 

t  : instante de observação. 

tS  : preço à vista do índice S&P 500no instante t . 

TF  : preço forward do índice, i. e., corrigido pela taxa livre de risco para o instante T . 

tC  : preço da opção no instante t . 

tD  : valor dos dividendos pagos corrigidos pela taxa livre de risco para o instante t . 

tK  : preço de exercício da opção corrigido pela taxa livre de risco para o instante t . 

T  : instante de expiração da opção. 

σ  : volatilidade dos log-retornos da ação. 

tN : quantidade de opções. 

tie , : diferença entre o preço de mercado e o preço de modelo da opção. 

 

Heston e Nandi (2000, p. 585-625) desenvolve um modelo GARCH de precificação 

especificamente desenvolvido para a apresentação de uma solução fechada.  Conforme 

ressalta Heston e Nandi (2000, p. 588), seu modelo é distinto do GARCH de Bollerslev 
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(1986, p. 307-327), sendo similar aos modelos NGARCH e VGARCH de Engle e Ng 

(1993, p.1749-1778). 

O termo fechada, conforme comenta Duan, Ritchken e Sun (2005, p.3), foi objeto de uma 

grande gama de interpretações na literatura, pois a solução não é efetivamente fechada 

como a fórmula de Black-Scholes, que permite o cálculo direto de preço e hedge.  A 

solução não requer o uso de simulação de Monte Carlo para estimação do preço, como é o 

caso geral de modelos sem solução analítica, mas a solução final apresentada é uma 

integral no domínio complexo, que requer métodos numéricos de resolução.  

Evidentemente o esforço computacional é significativamente reduzido, porém a solução 

não é propriamente fechada.   

 

 

4.3.1 Método 

- O estudo utiliza dados do mercado norte americano de opções do tipo européia 

sobre o índice S&P 500, no período de de 1992 a 1994. 

- A amostra é dividida em anos, sendo o primeiro semestre utilizado para 

estimação e comparação numa amostra de estimação e o segundo semestre para 

comparação numa amostra de validação. 

- Todos os dados para estimação dos modelos são tomados num mesmo dia 

(quarta-feira), ou dia seguinte de negociação se não houver mercado. 

- Os preços das opções são tomados em um intervalo de 45 minutos, pelo ponto 

médio observado entre oferta de compra e oferta de venda. 

- Cada opção com respectivos preço de exercício e prazo de expiração é 

representada uma única vez na amostra, pela primeira cotação no intervalo de tempo 

de observação. 

- Somente opções com mais de 6 dias e menos de 100 dias para expiração são 

incluídas na amostra. 

- A taxa livre de risco é representada pela taxa contínua interpolada de T bills 

com maturidades diferentes, cotados no ponto médio entre oferta de compra e oferta 

de venda. 

- O preço do índice corrente é descontado pelo valor presente dos dividendos 

pagos durante a vigência da opção. 
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- Somente opções com moneyness menor ou igual a 10 % são incluídos na 

amostra. 

1,01 ≤−
T

T

F

K
. 

- Somente opções cujo preço satisfaz a condição de não arbitragem são incluídas 

na amostra. 

( ) tttt KDStSC −−≥, . 

- Os modelos são reestimadas semanalmente e os preços e hedge calculados 

diariamente, a exceção da volatilidade, que segue um método particular para cada 

modelo. 

- O desempenho foi avaliado na amostra de estimação pelo erro médio absoluto 

de hedge. 

 

 

4.3.2 Modelos 

 

4.3.2.1 Modelo BS (Black-Scholes) 

É o modelo BSM com a volatilidade constante.  É estimada uma única volatilidade para 

todas as opções, através de uma regressão não-linear de mínimos quadrados dos preços de 

mercado nos preços de modelo das opções, para uma dada volatilidade implícita obtida 

pela fórmula de Black-Scholes.  É a minimização do erro quadrático médio entre o preço 

de mercado e o preço de modelo.  A volatilidade é estimada diariamente e utiliza dados da 

últimas vinte e seis quartas-feiras. 

( )∑∑
= =

=
T

t

N

i

ti

t

e
1 1

2
,

2

2
minˆ σσ

σ
. 

 

4.3.2.2 Modelo AHBS (Ad Hoc Black-Scholes) 

É o modelo BSM com a volatilidade constante, modificando a estimação da volatilidade.  

A volatilidade é estimada como uma única volatilidade para todas as opções, através de 

uma regressão das volatilidades implícitas, obtidas pela fórmula de Black-Scholes, nos 

dados de preço de exercício e prazo de expiração das opções sobre o índice S&P 500.  
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Utiliza a equação do modelo 3 de Dumas, Fleming e Whaley (1998, p. 2059-2106) para 

calcular a volatilidade de cada opção: 

( ) ( ) ( ) ( ) TTTT KtTatTatTaKaKaatTK −+−+−+++=− 5
2

43
2

210,σ . 

A volatilidade é estimada semanalmente e utiliza dados da últimas vinte e seis quatas-

feiras. 

( )∑∑
= =

=
T

t

N

i

ti

t

e
1 1

2
,

2

2
minˆ σσ

σ
. 

 

4.3.2.3 Modelo GARCH (Generalized Autoregressive Conditional Heteroskedasticity) 

O modelo GARCH foi arbitrariamente escolhido como GARCH(1,1). 

Os parâmetros são estimados por mínimos quadrados não-lineares, minimizando o erro 

quadrático médio percentual medido pela diferença entre preço de modelo e preço de 

mercado em relação ao preço de mercado.  O processo da volatilidade é inicializado pelo 

logaritmo do preço à vista.  Foram utilizados dois modelos, um reestimado semanalmente, 

denominado atualizado e outro reestimado semestralmente, denominado não atualizado.  A 

volatilidade é reestimada diariamente pelo modelo em ambos os casos. 

 

 

4.3.3 Conclusões 

A conclusão do estudo é dada na tabela 4.4, ordenada do maior para o menor desempenho 

na amostra de validação, com reestimação diária e tendo como medida de desempenho a 

raiz quadrada do erro quadrático médio de precificação em numerário (root mean squared 

dollar valuation error - RMSVE). 

 

GARCH 
atualizado

GARCH não 
atualizado AHBS BS

0.58 0.74 0.77 1.14

PRECIFICAÇÃO

RMSVE  

Tabela 4.4 - Tabela de Desempenho de Precificação 
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4.4 O trabalho de Kim e Kim 

 

Notação: 

t  : instante de observação. 

tS  : preço à vista do índice KOSPI 200 no instante t . 

( )tSC t ,  : preço da opção no instante t . 

tD  : valor dos dividendos pagos corrigidos pela taxa livre de risco para o instante t . 

tK  : preço de exercício da opção corrigido pela taxa livre de risco para o instante t . 

T  : instante de expiração da opção. 

σ  : volatilidade dos log-retornos da ação. 

ω  : parâmetro do modelo HN. 

γ  : parâmetro do modelo HN. 

β  : parâmetro do modelo HN. 

α  : parâmetro dos modelos HN e VG. 

ν  : volatilidade dos log-retornos nos modelos SV e VG. 

s  : volatilidade da volatilidade nos modelos SV e VG. 

ρ  : parâmetro do modelo SV. 

κ  : parâmetro do modelo SV. 

θ  : parâmetro do modelo SV. 

( )•Φ  : função acumulada de uma variável estocástica com distribuição normal padrão.  

( )•Γ  : função gama. 

Kim e Kim (2004, p. 117-142) é um estudo comparativo de modelos de volatilidade 

estocástica.  O estudo compara cinco modelos, sendo duas alternativas de implementação 

do modelo BSM e três modelos de volatilidade estocástica. 

 

 

4.4.1 Método 

- O estudo utiliza dados do mercado coreano de opções do tipo européia sobre o 

índice KOSPI 200, no período de janeiro de 1999 a dezembro de 2000.   

- Os preços das opções são tomados em um intervalo de 30 minutos, pelo ponto 

médio observado entre oferta de compra e oferta de venda, com intervalo de cotação 

de um minuto. 
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- Cada opção com respectivos preço de exercício e prazo de expiração é 

representada uma única vez na amostra, pela última cotação no intervalo de tempo de 

observação. 

- Somente opções com mais de 6 dias e menos de 90 dias para expiração são 

incluídas na amostra. 

- O preço do índice é ajustado pelo pagamento trimestral de dividendos. 

- A taxa livre de risco é representada pelo rendimento trimestral de títulos do 

tesouro. 

- Preços inferiores a 0,5 são excluídos. 

- Somente opções cujo preço satisfaz a condição de não arbitragem são incluídas 

na amostra. 

( ) tttt KDStSC −−≥, . 

- Todos os modelos foram reestimados diariamente.   

- O desempenho foi avaliado na amostra de validação pelo erro quadrático 

médio de hedge e pelo erro quadrático médio de previsão de preço.   

 

 

4.4.2 Modelos 

 

4.4.2.1 Modelo BS (Black-Scholes) 

É o modelo BSM implementado com volatilidade constante.  É estimada uma única 

volatilidade para todas as opções, pela minimização do erro quadrático médio percentual 

entre preço de modelo e preço de mercado em relação ao preço de mercado.   

 

4.4.2.2 Modelo AHBS (Ad Hoc Black-Scholes) 

É o modelo S ad hoc de Dumas, Fleming e Whaley (1998, p. 2059-2106), que estima uma 

volatilidade para cada opção através de uma regressão das volatilidades implícitas obtidas 

pela fórmula de Black-Scholes, nos dados de preço de exercício e prazo de expiração das 

opções.  Entretanto utiliza uma variante da função determinística de volatilidade.  

( )
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As volatilidades implícitas das opções são calculadas com dados do dia anterior e 

regredidas nos dados das opções no dia em questão.  Em seguida as volatilidades para o 

cálculo de preço são obtidas do modelo estimado. 

 

4.4.2.3 Modelo GARCH (Generalized Autorregressive Conditional Heteroskedasticity) 

É o modelo GARCH(1,1), desenvolvido em Heston e Nandi (2000, p. 585-625).  Os 

parâmetros são estimados pela minimização do erro quadrático médio percentual entre 

preço de modelo e preço de mercado em relação ao preço de mercado, a exceção da 

volatilidade, que que é calculada pelo próprio modelo.  O processo da volatilidade é 

inicializado com uma estimação de variância de log-retornos com dados de 1 ano para trás. 
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Sendo que: 
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4.4.2.4 Modelo de SV (Stochastic Volatility) 

É o modelo em tempo contínuo, desenvolvido em Heston (1993 p. 327-343).  Ele modela a 

variância por um processo estocástico com reversão à média.   
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Sendo que: 
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Os parâmetros são estimados pela minimização do erro quadrático médio percentual entre 

preço de modelo e preço de mercado em relação ao preço de mercado, a exceção da 

volatilidade, que que é calculada pelo próprio modelo. 

 

4.4.2.5 Modelo VG (Variance Gamma) 

É o modelo em tempo contínuo desenvolvido em Carr, Chang e Madan (1998, p. 79-105).  

Modela os retornos como um processo estocástico com alta frequência de saltos de baixa 

magnitude.  O processo avalia um movimento Browniano com tendência e volatilidade 

constantes, em tempos aleatórios dados por um processo com distribuição gama. 
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Sendo que: 
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Os parâmetros são estimados pela minimização do erro quadrático médio percentual entre 

preço de modelo e preço de mercado em relação ao preço de mercado, inclusive a 

volatilidade. 

 

 

4.4.3 Conclusões 

A conclusão do estudo é dada nas tabelas 4.5 e 4.6, ordenada do maior para o menor 

desempenho na amostra de validação, para opções de compra, com reestimação diária e 

tendo como medida de desempenho o erro quadrático médio de hedge e precificação em 

numerário (mean squared dollar hedging error - MSHE e mean squared dollar valuation 

error - MSVE). 

 

VG SV BS GARCH AHBS
0,6764 0,6885 0,6775 1,0722 1,3067

HEDGE

MSHE  

Tabela 4.5 - Tabela de Desempenho de Hedge 

 

SV BS VG AHBS GARCH
0,5868 0,607 0,6076 0,7481 0,9382

PRECIFICAÇÃO

MSVE  

Tabela 4.6 - Tabela de Desempenho de Precificação 
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Nesse estudo foi também surpreendente o desempenho do modelo BS.  Kim e Kim (2004, 

p. 136) atribui esse fato à especificidade do mercado coreano, fortemente apoiado no 

modelo original BSM, que acaba refletindo a prática dos agentes no comportamento do 

mercado. 
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5. A ESTRATÉGIA BSM  

 

Neste capítulo analisamos o modelo BSM, abordando sua concepção e suas limitações. 

 

Notação: 

t  : instante de tempo contínuo, ],0[ Tt ∈ . 

T  : instante de expiração da opção. 

tS  : preço à vista da ação. 

µ  : esperança dos log-retornos da ação. 

σ  : volatilidade dos log-retornos da ação. 

( )tSC t ,  : preço racional da opção. 

TK  : preço de exercício da opção. 

tW  : movimento browniano padrão. 

tB  : preço do ativo livre de risco. 

r  : taxa contínua de retorno do ativo livre de risco. 

( )wΦ  : função acumulada de uma variável estocástica com distribuição normal padrão. 

 ( )tΠ  : carteira composta por uma opção e determinada quantidade de ação. 

( )t∆Π  : variação no valor da carteira composta por uma opção e determinada quantidade 

de ação. 

tθ  : quantidade da ação. 

ε  : erro de hedge. 

z  : variável estocástica com distribuição normal padrão. 

t∆  : intervalo de tempo. 

λ : componente determinístico do erro de hedge. 

η  : componente estocástico do erro de hedge. 
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5.1 O modelo BSM 

 

O modelo de precificação de opções BSM, que tem como marco de origem os trabalhos 

Black e Scholes (1973) e Merton (1973), é um modelo de precificação de opções européias 

em mercado completo e tempo contínuo. 

 

Sua utilização como estratégia de hedge é decorrência direta de sua concepção a partir de 

um argumento de hedge.  O argumento é de existência de uma carteira autofinanciável, 

composta por ação e opção sobre a ação, cujo retorno é a taxa livre de risco em um período 

de tempo suficientemente pequeno.  O ajuste contínuo de quantidades adequadas de ativo-

base e ativo livre de risco replica o valor da opção, permitindo criar um hedge instantâneo 

sem risco, um hedge perfeito, ótimo ou com erro de hedge nulo.  Essa carteira é 

denominada carteira de hedge, de onde é derivado o preço da opção. 

  

Antes de analisar o modelo vamos elencar as premissas de sua concepção.  As mesmas 

fontes que nos permitiram definir anteriormente mercado perfeito, também nos permitem 

listar as premissas que delimitam a validade do modelo BSM, Cox e Rubinstein (1985, p. 

268), Cvitanic e Ma (1996, p. 370), Black e Scholes (1973, p. 640), Siqueira (1999, p. 111-

112), Smith (1990, p. 346) e Wilmott (1997, p. 41-42).  As premissas do modelo BSM são: 

- Mercado composto por uma ação, uma opção e um ativo livre de risco. 

- Mercado perfeito. 

- Tempo contínuo e transações contínuas no mercado. 

- Preços sofrem mudanças contínuas, sem saltos. 

- A dinâmica de preços segue um movimento Browniano geométrico, no qual a 

variação do preço da ação em qualquer período não depende do nível do preço da 

ação no início do período. 

- Os preços dos ativos-base seguem um processo de Itô segundo um modelo de 

distribuição lognormal. 

- A variância dos preços é constante ou determinística. 

- A opção somente pode ser exercida na data de expiração. 

- A taxa livre de risco é conhecida e constante. 

- O preço da opção é resultante da interação entre os valores de cinco fatores: o 

preço à vista da ação tS , a variância 2σ  dos log-retornos da ação até a expiração da 
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opção, o preço de exercício da opção TK , o tempo até a expiração da opção tT −  e a 

taxa de juros livre de risco r .  Entre esses fatores, somente o preço da ação e o 

tempo até a expiração constituem variáveis do modelo propriamente dito, sendo que 

os demais são parâmetros com valores constantes.  Também é importante observar 

que a variância, por constituir uma informação futura, é o único fator não observável 

do modelo e, portanto, deve ser estimado. 

- O valor da opção tem sempre valor positivo ( ) 0, ≥tSC t . 

- O valor da opção nunca é maior do que o preço do ativo-base ( ) tt StSC ≤, . 

- O valor de uma opção com preço de exercício menor é sempre maior do que o 

valor de uma opção com preço de exercício maior sobre o mesmo ativo-base 

( ) ( ) 2121         ,,, KKtSCtSC tt <> . 

- O preço da opção é sempre maior ou igual ao seu valor intrínseco 

( ) ( ){ }0expmax, ,tTrKStSC ttt −−−≥ . 

- O preço do ativo-base corresponde a uma opção perpétua com preço de 

exercício igual a zero ( ) 0        ,, =∞= ∞KSCS tt .  

 

O modelo BSM deriva a dinâmica de preços da opção a partir da dinâmica de preços da 

ação e do ativo livre de risco, utilizando um argumento de hedge e um argumento de não-

arbitragem.  Através das premissas do modelo e desses argumentos, deriva a equação 

conhecida como a equação diferencial parcial de Black-Scholes. 
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A solução dessa equação diferencial parcial é que define a dinâmica de preços da opção.  A 

demonstração detalhada do modelo BSM é dada no apêndice 1.  Neste capítulo são 

apresentados somente os fundamentos do modelo e as equações que o representam. 
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5.2 Dinâmica de preços dos ativos no modelo BSM 

 

A dinâmica de preços dos ativos de risco é dada pelos processos estocásticos: 
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A solução da integração dos processos estocásticos resulta em: 

 

tWt

t eSS
σν += 0 . 

 

A dinâmica de preços do ativo livre de risco é dada por: 

 

.dtrBdB tt =  

 

A solução da integração do processos determinístico resulta em: 
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O preço final da opção e a dinâmica de preços da opção são dados por: 

 

( ) { } ( )

( ) ( )( ) .
2

)(ln
2

)(ln

,

0,max,

22





















−









−−+

Φ−





















−









+−+

Φ=

−≡−=

−−

+

tT

rtT
K

S

Ke
tT

rtT
K

S

StSC

KSKSTSC

T

t

T

tTrT

t

tt

TTTTT

σ

σ

σ

σ

 

 

 



             89 

5.3 Estratégia de hedge no modelo BSM 

 

A carteira de hedge é dada por: 
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A estratégia de hedge é dada por: 
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Sendo que o resultado da derivação é: 
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5.4 Características e limitações do modelo BSM 

 

As imperfeições do modelo BSM afetam tanto sua capacidade de precificação como sua 

capacidade de estabelecimento do hedge.  A superação dessas deficiências passa por três 

caminhos: a introdução de pequenas alterações no modelo que não alterem sua estrutura, o 

emprego de artifícios de implementação e a criação de modelos alternativos que 

contemplem os aspectos não cobertos. 

 

Excluindo a criação de modelos alternativos, os outros dois caminhos de implementação 

do modelo BSM são recorrentes em todos os estudos apresentados.  No primeiro grupo, 

que consiste em pequenas alterações do modelo está a proposição de uma função 

determinística de volatilidade, conforme Dumas, Fleming e Whaley (1998, p. 2059-2106).  
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Essa proposição, como o próprio trabalho conclui, é o limite entre uma alternativa de 

implementação do modelo BSM e a criação de um novo modelo com volatilidade 

estocástica.  No segundo grupo, que consiste em somente utilizar artifícios de 

implementação que levem a um melhor desempenho, independente de sua coerência 

teórica, estão os métodos ad hoc ou não de estimação da volatilidade. 

 

As imperfeições do modelo BSM na representação da realidade foram objeto de diversos 

estudos, inclusive dos próprios mentores do modelo.  Duan (1995, p. 14-25) elenca seis 

trabalhos sobre o assunto e apresenta os principais vieses do modelo: 

- Precificação a menor de opções out-of-the money. 

- Precificação a menor de opção sobre ativos de baixa volatilidade. 

- Precificação a menor de opções com pequeno prazo para expiração. 

- Curva de volatilidade implícita em relação ao preço de exercício em forma de 

U, que ficou conhecida como o sorriso de volatilidade. 

- Hedge pelo delta excessivo em situações de baixa variância e insuficiente em 

situações de alta variância. 

 

Esses vieses estão relacionados à volatilidade, que é um dos aspectos mais importantes do 

modelo propriamente dito e, conforme vimos nos estudos comparativos, pode ser tratada 

por vários métodos.  A volatilidade na teoria que envolve o modelo BMS, no entanto, não 

está vinculada ao problema econométrico do parâmetro que precisa ser estimado.  É a 

volatilidade média dos preços do ativo-base no período à frente, até a expiração da opção.  

Dentro dessa interpretação, o problema real de implementação é que seu valor é 

desconhecido. 

 

Outra característica intrínseca do modelo que resulta em problema econométrico de 

implementação é o ajuste discreto do hedge em lugar do ajuste contínuo, conforme 

prescrito pelo modelo, que resulta em erro de hedge.  Wilmott (2005, p. 763-782) desvia 

do foco de estimação da variância para esse outro problema prático de implementação, 

sugerindo o emprego de uma correção na variância para compensar o erro.  Esse estudo 

será analisado adiante em mais detalhe. 
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A imposição de distribuição lognormal dos retornos também constitui uma fonte de 

imprecisão na representação da realidade, que levou ao desenvolvimento de modelos que 

incorporam assimetria e curtose.  

 

Mas existem outros fatores não cobertos pelo modelo, mais relacionados ao ambiente e não 

propriamente ao modelo.  Cox e Rubinstein (1985, p. 266-286) avalia especificamente a 

aplicação da fórmula de Black-Scholes, tratando alguns desses aspectos.  São apresentadas 

soluções de contorno para tratamento de dividendos, exercício antecipado, requerimento de 

margens, taxas distintas de captação e aplicação, taxa livre de risco variável, volatilidade 

variável e diferença entre oferta de compra e oferta de venda. 

 

Neste trabalho tratamos somente opções do tipo européia, portanto o exercício antecipado 

não é um fator a considerar.  Não tratamos dividendos, margens, taxa livre de risco 

variável, taxa livre de risco diferente na captação e aplicação e diferença entre oferta de 

compra e oferta de venda.  Somente a volatilidade variável e o ajuste discreto do hedge 

serão tratados na metodologia de implementação. 

 

 

5.5 Erro de hedge devido ao ajuste em tempo discreto da carteira replicante 

 

O argumento de hedge ou neutralização do risco no modelo BSM somente é válido 

infinitesimalmente.  A replicação perfeita somente é possível de forma contínua, pois 

requer uma relação linear entre os preços do ativo-base e da opção, que é válida somente se 

as variações de preço forem contínuas em um intervalo de tempo tendendo a zero.  Dentro 

da premissa de ajuste contínuo da carteira replicante, o BSM é um modelo de mercado 

completo.  A violação dessa premissa torna o mercado incompleto e o hedge deixa de ser 

perfeito, com a consequência direta de erro de hedge. 

 

Conforme Wilmott (2005, p. 765), Boyle e Emanuel (1980, p. 259-282) foi o primeiro 

estudo que tomou como objeto de análise somente o erro de hedge devido ao ajuste 

discreto da carteira replicante, excluindo outras considerações quanto à validade e 

aderência à realidade das premissas do modelo BSM. 
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A análise conclui que o erro de hedge é proporcional ao intervalo de ajuste do hedge e tem 

um componente determinístico e um estocástico.  O erro de hedge é dado pela 

multiplicação desses componentes pelo o intervalo de tempo de ajuste do hedge, conforme 

descrito na fórmula a seguir:   

 

t∆= ληε . 

 

Sendo ε  o erro de hedge, λ  o componente determinístico, η  o componente estocástico e 

t∆  o intervalo de tempo. 

 

O componente determinístico é dependente do preço da ação, da variância, do tempo para 

expiração, da taxa livre de risco e do preço de exercício.   
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O componente estocástico é uma variável estocástica com distribuição qui-quadrado com 

um grau de liberdade. 
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Wilmott (2005, p. 763-782) estende o trabalho de Boyle e Emanuel (1980, p. 259-282) e 

não somente analisa o erro de hedge devido ao ajuste discreto, como também soluciona a 

otimização, minimizando a variância da carteira de hedge. 

 

O estudo parte da definição de um processo estocástico discreto para os incrementos de 

preço da ação em lugar da equação diferencial estocástica em tempo contínuo.  Wilmott 
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(2005, p. 767) define um processo de incrementos de preço em tempo discreto, cujos 

retornos têm distribuição lognormal.   

 

Processo em tempo contínuo: 
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Processo em tempo discreto: 
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A carteira de hedge é dada por: 

 

( ) ( ) ttt SStCt θ−=Π , . 

 

Na impossibilidade de uso do Lema de Itô, devido ao tratamento em tempo discreto, é 

utilizada uma expansão de Taylor: 
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A expansão é truncada no segundo termo e o hedge é otimizado segundo os seguintes 

critérios: 

- O hedge ótimo é o que minimiza a variância da carteira de hedge. 

- O preço da opção é dado pelo valor que iguala o retorno esperado da carteira 

de hedge à taxa livre de risco.   

 

A variância é minimizada através de: 
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Resultando em: 
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A expressão contém outros termos omitidos, mas o componente estocástico está expresso.  

Conforme Wilmott (2005, p. 769), pode-se observar na equação que o tθ  é o mesmo 

componente de replicação da fórmula de Black-Scholes acrescido de um fator de correção 

que consiste em um termo estocástico descrevendo o erro de hedge.   

 

Aqui encontramos a convergência com o trabalho Boyle e Emanuel (1980, p. 263).  A 

distribuição do erro de hedge é qui-quadrado com um grau de liberdade e esperança nula. 

Como a variável estocástica z  tem distribuição normal padrão, 2z  tem distribuição qui-

quadrado com um grau de liberdade.  Consequentemente, o componente aleatório de 

correção do erro de hedge em um intervalo de tempo tem distribuição qui-quadrado com 

um grau de liberdade, esperança nula e desvio-padrão t∆ .  
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Devido à assimetria da distribuição dos erros de hedge, 68% dos valores são inferiores à 

esperança e 32% superiores.  Isso significa que há muitos movimentos pequenos para 

baixo e poucos movimentos grandes para cima. 

 

Um aspecto relevante da análise, entretanto, é que não havendo na prática uma replicação 

sem risco, o modelo de precificação BSM passa a ser dependente de preferências.  Nessa 

abordagem o problema de preferências foi solucionado por minimização da variância da 

carteira de hedge.   

 

Wilmott (2005, p. 772-773) verifica também o impacto do ajuste discreto do hedge na 

precificação da opção.  Como a replicação perfeita não existe, o critério de precificação 

utilizado foi igualar o retorno esperado da carteira de hedge à taxa livre de risco, ao invés 

de igualar o valor da carteira de hedge à taxa livre de risco.   

 

O resultado foi a seguinte equação diferencial parcial, onde os termos omitidos 

correspondem a derivadas parciais até as ordens 
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Pode-se observar que a equação é a própria equação diferencial de Black-Scholes com um 

termo em t∆  agregado ao final.  O valor da opção para o investidor passa a ser o preço 

dado pelo modelo BSM, somado a uma correção referente ao preço do risco de hedge. 

 

Wilmott (2005, p. 773) não soluciona a equação, mas mostra uma solução aproximada dos 

termos omitidos.  A solução aproximada foi obtida resolvendo as derivadas parciais 

omitidas como se o preço da opção fosse dado pela fórmula de Black-Scholes, ignorando o 

erro devido ao ajuste discreto do hedge, resultando em: 
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Se os termos adicionais forem agregados à variância, a equação torna-se então a equação 

diferencial de Black-Scholes com uma correção na variância. 
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A volatilidade corrigida e a razão de hedge passam a ser dados por: 
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Wilmott (2005, p. 772) sumariza as principais características do erro de hedge devido ao 

ajuste discreto do hedge: 

- O erro esperado de hedge é zero. 

- O erro de hedge é assimétrico, com distribuição qui-quadrado se os log-

retornos tiverem distribuição normal. 

- O erro de hedge é proporcional à grega gama da opção. 

- O erro de hedge é proporcional ao intervalo de ajuste do hedge. 

- Para o delta hedge, somente a distribuição do quadrado dos log-retornos é 

relevante. 

- O desvio padrão da distribuição objetiva do erro de hedge é maior na prática do 

que na teoria devido à leptocurtose. 

- O erro total de hedge tem desvio padrão de ordem da raiz quadrada do 

intervalo de ajuste do hedge. 
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A análise de Wilmott (2005, p. 773) conclui que na prática, em casos com valores de 

parâmetros típicos e ajuste de hedge diário, a utilização da correção da volatilidade no 

modelo BSM resulta em uma variação de 1% a 2% no preço da opção em relação à 

utilização do modelo sem correção.  Entretanto em mercados com forte tendência a 

variação pode ser da ordem de 5% a 10%, casos que não podem ser ignorados.   

 

Com relação ao hedge, conclui que em mercados com forte tendência a razão de hedge 

corrigida proporciona uma melhor redução do risco, minimizando a variância e 

desempenhando um papel de hedge antecipatório, pois a minimização é realizada sobre o 

intervalo de tempo até o próximo ajuste do hedge e a esperança dos log-retornos aparece 

na expressão da correção.  O resultado é que a correção depende de expectativas.  O efeito 

é importante quando o preço da ação está próximo do preço de exercício e a opção está 

próxima da data de expiração, momento em que a grega gama é muito grande (variação da 

taxa de variação do preço da opção). 

 

Wilmott (2005 p. 767) sugere que o modelo apresentado pode ser utilizado com qualquer 

distribuição de log-retornos, não necessariamente normal, podendo ser inclusive uma 

distribuição obtida empiricamente.  Quanto à volatilidade, sugere que no caso de utilização 

de uma volatilidade histórica como previsão da volatilidade implícita, esta deve ser 

calculada sobre um período correspondente ao período de ajuste do hedge.  O 

inconveniente é a necessidade de estimação de uma esperança, que conforme destaca 

Luenberger (1998, p. 212-222), em geral tem um intervalo de confiança muito pouco 

preciso.  A estimação dessa esperança pode resultar em um erro maior do que 

simplesmente ignorá-la. 

 

 

5.6 Resumo das características da estratégia de hedge BSM 

 

Podemos sumarizar o modelo BSM do ponto de vista da estratégia de hedge, pelas 

seguintes características: 

- Hedge pelo delta. 

- Hedge dinâmico uniperiódico. 

- Distribuição lognormal de retornos do ativo-base. 



98 

- Preços e retornos contínuos. 

- Tempo contínuo. 

- Volatilidade de retornos do ativo-base adequada conforme avaliação de 

implementação. 

- Mercado completo, portanto hedge teoricamente perfeito, mas na prática 

imperfeito devido ao ajuste discreto. 

- Não há otimização do hedge, uma vez que o modelo é de mercado completo e 

teoricamente não é esperado erro de hedge.  Em lugar de otimização é calculada uma 

correção a ser aplicada para compensar o erro resultante do ajuste discreto do hedge. 

 

 

 

 

 

 



             99 

6.  A ESTRATÉGIA AC  

 

Neste capítulo descrevemos o desenvolvimento da estratégia AC desenvolvida por Ales 

Cerny. 

 

Notação: 

t  : instante de tempo discreto, },...,1,0{ Tt ∈ . 

T  : instante de tempo de expiração da opção de compra européia. 

tRf  : processo-escalar retorno da taxa livre de risco. 

tβ  : processo-escalar desconto cumulativo à taxa livre de risco. 

tS  : processo-vetor preço dos ativos-base. 

tδ  : processo-vetor dividendo dos ativos-base. 

tX  : processo-vetor valor descontado dos ativos-base (incluindo dividendos). 

tX∆  : processo-vetor retorno descontado dos ativos-base (retorno em excesso à taxa livre 

de risco). 

tθ  : processo-vetor estratégia dinâmica autofinanciável (quantidades de ativos-base). 

x  : investimento inicial. 

θ,x

tV  : processo-escalar valor da estratégia autofinanciável com investimento inicial x  e θ  

ativos-base. 

tH  : processo-escalar valor esperado do ativo-objeto (preço da opção e valor esperado de 

uma carteira replicante com erro esperado acumulado de hedge nulo). 

tk  : processo-escalar proporção de erro propagado. 

2
tε  : processo-escalar erro quadrático esperado mínimo acumulado de replicação. 

2
0ε  : erro quadrático esperado mínimo acumulado de replicação no instante 0=t . 

te : erro acumulado de hedge no instante t . 

P

tESRE  : processo-escalar erro quadrático esperado de replicação de um período na 

medida de probabilidade objetiva. 

[ ]•P

tE  : esperança condicionada na medida de probabilidade objetiva, que assinala valores 

aos estados. 

t• : vetor ou matriz transpostos. 
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6.1 O modelo AC 

 

Cerny (2004a, p. 267-312) e Cerny (2004b, p. 1-25) apresentam uma estratégia de hedge 

generalizada, que contempla a replicação do rendimento de um ativo-objeto descontado à 

taxa livre de risco, pela combinação linear de um conjunto de ativos-base.  Utilizando uma 

solução de programação dinâmica estocástica, o estudo minimiza o erro quadrático 

esperado de hedge.   

 

A generalidade da solução permite a incorporação de diversos fatos estilizados que tornam 

a implementação flexível, sendo o hedge de opção derivado como um caso particular.   

  

A implementação utilizada neste trabalho restringe sua abrangência, tratando o hedge 

composto por uma ação e o o ativo livre de risco como ativos-base e uma opção como 

ativo-objeto.  Os retornos são considerados independentes e identicamente distribuídos e a 

taxa livre de risco é considerada constante. 

 

A distribuição dos retornos é não-paramétrica, obtida a partir do histórico de retornos 

discretizados.  A partir da distribuição estimada dos retornos, os preços são dispostos em 

uma árvore de estados, utilizada para cálculo da estratégia de hedge. 

 

 

6.2 Dinâmica de preços dos ativos no modelo AC 

 

A dinâmica de preços dos ativos de risco parte de uma distribuição não-paramétrica de log-

retornos de n  níveis. 
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Figura 6.1 - Retornos e Probabilidades 

 

Dado um preço inicial, os preços do ativo-base tS  são expandidos em uma árvore de 

estados possíveis em instantes equidistantes de tempo.  
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Figura 6.2 - Árvore de Estados de Preços 
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O ativo livre de risco, tendo retorno constante tRf , possui o mesmo valor em todos os 

instantes de tempo e sua dinâmica é descrita pelo processo tβ  de acumulação da taxa. 
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A partir da árvore de estados de preços e do processo de desconto é possível calcular os 

retornos descontados do ativo dados por: 
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Dados o preço do ativo-base TS  ao final de T  períodos e o preço de exercício da opção 

TK , o rendimento da opção TH  é dado por: 

 

{ } ( )+
−≡−= TTTTT KSKSH 0,max . 

 

 

6.3 A solução de programação dinâmica da estratégia de hedge AC 

 

Por tratar-se de um modelo de mercado incompleto, pois existem mais estados da natureza 

do que ativos, a operação resulta em erro de replicação.  A estratégia de hedge minimiza o 

erro quadrático esperado de replicação ao final de T  períodos. 

 

O erro acumulado de hedge te  é a diferença entre o valor de uma carteira replicante θ,x

tV e 

o ativo-objeto tH , todos esses valores associados a cada instante de tempo e a cada estado 

de preço do ativo-base, também dispostos em árvores de estado.  O erro acumulado de 

hedge é dado por: 
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.,
t

x

tt HVe −= θ
 

 

O valor da carteira replicante descontado pela taxa livre de risco acumulada tβ , é o valor 

do investimento inicial θ,
0
x

Vx =  somado aos rendimentos tX∆ , em excesso à taxa livre de 

risco do ativo-base e descontados à taxa livre de risco.  Os rendimentos são resultantes da 

adoção de uma estratégia tθ  em cada instante de tempo e estado correspondente.  Também 

é expandida uma árvore de estados para o valor da carteria replicante e para a estratégia, 

idênticas à árvore de estados de preços. 

 

O valor descontado da carteira replicante é dado pelo valor inicial da carteira, somado aos 

rendimentos resultantes da aplicação da estratégia tθ  em todos os períodos. 
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tθθ β . 

 

O objetivo é obter o investimento inicial x  e a estratégia θ  que minimizam o erro 

quadrático esperado acumulado de hedge no instante final T  em relação ao instante inicial 

0 , com a manutenção da carteira replicante θ,x

tV . 
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A partir dessas premissas é desenvolvida a solução de programação dinâmica estocástica 

que fornece a estratégia ótima e a dinâmica de preços da opção. 

 

A minimização do erro esperado acumulado de hedge é um problema de controle ótimo 

estocástico.  Saridis (1995, p. 110) formula a solução de um problema de controle ótimo 

estocástico como a obtenção de uma função de controle determinística, que otimiza uma 

função de custo estocástica representativa do comportamento de um sistema.  O sistema é 

descrito por estados estocásticos, parâmetros e momentos.  A função controle utiliza toda a 

informação passada e otimiza a incerteza futura.   
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O erro acumulado de hedge te  descreve uma trajetória que é função da variável estocástica 

que representa os retornos do ativo-base X , à qual são aplicados controles x  e  θ , i. e., o 

investimento inicial e a estratégia de hedge. 

 

Pelo princípio da optimalidade de Bellman, a partir de qualquer ponto da trajetória ótima a 

otimização desse ponto em diante resulta na trajetória ótima.  

 

Extraindo sucessivamente pela lei das esperanças iteradas a esperança do erro quadrático 

de um período e desmembrando o problema de minimização pelo princípio da 

optimalidade de Bellman: 
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A solução do problema de minimização gera um procedimento recursivo de cálculo do erro 

quadrático mínimo esperado acumulado de hedge na forma  ( ) 22,
tt

x

ttt HVkJ εθ +−= , 

sendo que  00 ε=J .  O processo recursivo parte de TH  e tX∆  obtidos pela expansão da 

árvore de estados de preços.  Aplicando recursivamente a solução de Tt =  até 0=t , 

obtém-se a solução do problema de minimização com os elementos descritos a seguir. 

 

O processo erro quadrático mínimo esperado acumulado de hedge 
2

tε , sendo 0=Tε , é 

dado por: 
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O processo proporção de erro propagado tk , sendo 1=Tk , é dado por: 
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O processo de valor médio tH , que representa o preço da opção, sendo 

{ }0,max TTT KSH −=  é dado por: 
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Pode-se observar na expressão, se for extraído o termo 

[ ] [ ]( )( )ttttt

P
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t
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tt kkEkEk
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Rf
m XXXX ∆∆∆∆−=
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1

11
1

2
1

1| , que a expressão restante 

representa o preço da opção descontado à taxa livre de risco.  O termo extraído pode ser 

interpretado como a mudança de medida de probabilidade da precificação pela teoria 

martingale, mas, por tatar-se de mercado incompleto, não existe uma mudança de medida 

de probabilidade equivalente e esse processo não representa de fato uma mudança de 

medida. 

 

O processo-vetor estratégia ótima dinâmica autofinanciável é dado por: 
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Com esses elementos tem-se que o investimento inicial ótimo é dado por 0
,

0 HxV
x ==θ .  

Aplicando a estratégia à carteira replicante, agora de 0=t  até Tt = , obtém-se o resultado 

do hedge.  O processo valor da carteira replicante é dado por: 
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A demonstração detalhada do modelo é apresentada no apêndice 2. 
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6.4 Características e limitações da estratégia AC 

 

A estratégia AC apresenta uma restrição relacionada ao fato de ser uma estratégia 

multiperiódica.  No caso de adaptação à opção do tipo européia, o hedge deve ser realizado 

sempre até a data de expiração.  Somente na expiração pode ser determinado o rendimento 

da opção, dado o estado de preço do ativo-base.  Além de que o erro quadrático esperado 

acumulado de hedge é minimizado em relação a esse instante de tempo, o que não implica 

otimização em relação a instantes anteriores.  Otimizar o hedge em relação a um instante 

de tempo anterior à expiração implica determinar o rendimento teórico da opção nesse 

instante, dado o estado de preço do ativo-base.  O aspecto negativo dessa abordagem é que 

esse rendimento é abstrato, pois a opção não pode ser exercida nesse instante, portanto não 

há rendimento definido, somente estimado.  Já na data de expiração, o rendimento da 

opção é determinado de forma inequívoca pela diferença entre o preço do ativo-base e o 

preço de exercício. 

 

Outra característica da estratégia AC é que somente é aplicável a processos de preço sem 

saltos.  Cerny (2004b, p. 23) sugere a possibilidade de expandir o modelo para processos 

de preço descontínuos. 

 

Pela sua própria concepção, o modelo restringe-se ao paradigma de média-variância, que 

equivale a maximizar a utilidade para um agente com função de utilidade quadrática.  Sua 

extensão para incorporar a teoria de preferências requer a extensão do desenvolvimento, 

como também realça Cerny (2004a, p. 290). 

 

Por fim, a principal limitação da estratégia AC, no caso de retornos não-IID, está 

relacionada a limitações computacionais, pela quantidade de estados a serem tratados.  

Uma implementação de m  níveis em T  períodos requer, somente no período final, o 

tratamento de T
m  estados, chegando-se facilmente aos limites computacionais. 
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6.5 Resumo das características da estratégia de hedge AC 

 

Podemos sumarizar a estratégia AC do ponto de vista da estratégia de hedge de opção, 

pelas seguintes características: 

- Hedge pelo delta. 

- Hedge dinâmico multiperiódico e autofinanciável. 

- Conjunto de qualquer quantidade de ativos-base combinada com a taxa livre de 

risco. 

- Hedge de um ativo objeto de qualquer natureza. 

- Distribuição de retornos do ativo-base paramétrica ou não paramétrica, 

conforme método de implementação. 

- Retornos não independentes e identicamente distribuídos ou a critério do 

método de implementação. 

- Preços e retornos discretos. 

- Tempo discreto. 

- Taxa livre de risco estocástica ou determinística, conforme método de 

implementação. 

- Volatilidade de retornos do ativo-base adequada conforme método de 

implementação. 

- Mercado perfeito incompleto e consequentemente hedge imperfeito. 

- Otimização do hedge por minimização do erro quadrático médio de hedge, 

solucionada por programação dinâmica. 

- Solução recursiva adequada à implementação computacional. 
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7. ESTRATÉGIA HN 

 

Neste capítulo descrevemos o desenvolvimento do modelo GARCH de Heston e Nandi 

(2000, p. 585-625). 

 

Notação: 

t  : instante de tempo discreto, },...,1,0{ Tt ∈ . 

T  : instante de expiração da opção. 

r  : taxa contínua de retorno do ativo livre de risco. 

tS  : preço da ação. 

th  : variância condicionada dos retornos da ação. 

λ : preço de mercado do risco. 

ω : variância de longo prazo. 

iα : parâmetro de média móvel. 

iβ  : parâmetro auto-regressivo. 

λ  : parâmetro de assimetria. 

( )tSC t ,  : preço de mercado da opção. 

MC  : preço racional da opção. 

tZ  : variável estocástica com distribuição normal padrão. 

tθ  : quantidade da ação. 

ε  : resíduo. 

tie , : diferença entre o preço de mercado e o preço de modelo da opção. 

( )•*f  : função geratriz de momentos ou função característica na medida neutralizadora do 

risco. 

 

 

7.1 O modelo GARCH aplicado a opções 

 

Um dos trabalhos seminais na abordagem de precificação de opções utilizando modelos 

GARCH foi Duan (1995, p. 13-32).  O objetivo do trabalho é a modelagem de um processo 
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de preço de ativos financeiros, incorporando volatilidade estocástica em tempo discreto, 

para precificação de opções do tipo européia. 

 

A volatilidade estocástica, assim como a função determinística de volatilidade é mais uma 

das formas de tentar suprir a deficiência do modelo BSM de volatilidade constante, porém, 

ao contrário da volatilidade determinística, ultrapassa o limite de aperfeiçoamento do 

modelo BSM para dar origem a uma nova gama de modelos.  Apesar disso, Duan (1995, p. 

13-32) procurou afastar-se o mínimo possível dos fundamentos do modelo BSM, que 

transforma-se em um caso particular do seu modelo quando os termos GARCH são 

anulados, resultando em um modelo de variância constante.   

 

Entretanto o modelo não tem solução analítica, sendo necessário lançar mão de métodos de 

simulação para cálculo de preço e hedge.  Duan (1995, p. 20-25) mostra testes do modelo, 

com os preços estimados por simulação de Monte Carlo.  Não é apresentada uma 

comparação direta de desempenho com o modelo BSM.  O trabalho limita-se a constatar 

que o modelo GARCH incorpora caracterísitcas que suprem satisfatoriamente as 

deficiências do modelo BSM relacionados à premissa de volatilidade constante, 

comparando cálculos de preço e hedge para opções com diferentes prazos de expiração e 

moneyness.   

 

A precificação é dada pela teoria martingale, como sendo a esperança do preço da opção na 

medida neutralizadora do risco.  Para solucionar o problema de incompletude do mercado, 

introduzido pela volatilidade estocástica, Duan (1995, p.14) recorreu ao conceito de 

LRNVR (Local Risk Neutral Valuation Relationship) e estabeleceu condições no modelo 

para sua validade.  O conceito da LRNVR é de que é possível a precificação da opção pela 

teoria martingale, dado que a variância condicionada dos log-retornos um período à frente 

seja invariante com relação à mudança de medida de probabilidade para a medida 

neutralizadora do risco.  A LRNVR também requer distribuição normal dos log-retornos na 

medida neutralizadora do risco.  Essa condição assegura a precificação por mudança de 

medida de probabilidade independente de peferências e assegura a possibilidade de hedge 

contínuo perfeito.  Essa independência de preferências tem sentido restrito, pois Duan 

(1995, p.16) enuncia um teorema segundo o qual a LRNVR é equivalente à maximização 

da utilidade para um agente com função utilidade da família CRRA. 
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Duan (1995, p. 15) define a dinâmica de preços da ação como dada por um modelo 

GARCH(1,1). 

 

 

A equação da dinâmica de preços é dada por: 
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{ } ( ) ( )ttt hN ,0~                1,1GARCH ~ εε ⇒ . 

 

A dinâmica da variância é dada por: 

 

11110 −− ++= ttt hh βεαα . 

 

Através de uma modificação na dinâmica de preços na medida de probabilidade objetiva, é 

obtido o processo na medida de probabilidade neutralizadora do risco, que tem como valor 

esperado o rendimento do ativo livre de risco.  A dinâmica de preços na medida de 

probabilidade neutralizadora do risco é dada por: 
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{ } ( ) ( )ttt hN ,0~                1,1GARCH ~ ξξ ⇒ . 

 

A dinâmica da variância na medida de probabilidade neutralizadora do risco é, então, dada 

por: 

 

( ) 11

2

1110 −−− +−+= tttt hhh βλξαα . 
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A principal restrição desse modelo é a inexistência de solução fechada para precificação e 

hedge e, por consequência, requer métodos de simulação de Monte Carlo para cálculo.  O 

preço racional da opção é calculado por simulação de Monte Carlo através da equação: 

 

( ) ( ) { }[ ]0,max, TTt

rtT

t KSEetSC −= −− Q . 

 

A razão de hedge é calculada por simulação de Monte Carlo através da equação: 
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t I
S

S
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7.2 A dinâmica de preços do modelo GARCH HN 

 

O modelo GARCH de Heston e Nandi (2000, p. 585-625) é um modelo de precificação de 

opções similar ao modelo GARCH de Duan (1995, p. 13-32), que foi especificamente 

desenvolvido para obtenção de uma solução fechada, evitando recorrer aos métodos de 

simulação de Monte Carlo, que requerem um intenso trabalho computacional.  O modelo 

foi desenvolvido sobre o conceito de LRNVR de Duan (1995, p. 14-17), mas as equações 

foram modificadas.  A solução é apresentada para modelos GARCH com qualquer 

quantidade de defasagens, mas a estimação e os testes comparativos foram realizados 

somente para o modelo GARCH(1,1). 

 

A equação da dinâmica de preços é dada por: 

 

( ) ( ) tttttt ZhhrSS +++= ∆− λlnln . 

 

A equação da dinâmica de preços é dada por: 

 

( ) ttttttt hhZh ∆−∆−∆− +−+= βγαω
2

. 
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Heston e Nandi (2000, p. 590-591) mostra que os processos neutralizadores do risco da 

dinâmica de preços e da variância tem aproximadamente a mesma forma dos processos na 

medida de probabilidade objetiva. 

 

 

 

A dinâmica de preços na medida de probabilidade neutralizadora do risco é dada por: 

 

( ) ( ) tttttt ZhhrSS +−+= ∆− 2

1
lnln . 

 

A dinâmica da variância na medida de probabilidade neutralizadora do risco é dada por: 

 

( ) ttttttt hhZh ∆−∆−∆− +−+= βγαω
2

. 

 

O preço da opção é calculado pela teoria martingale, da mesma forma que o modelo de 

Duan (1995, p. 13-32), porém ao invés de recorrer à solução por simulação, foi derivada 

uma solução analítica para a expressão de precificação. 

 

( ) ( ) { }[ ]0,max, TTt

rtT

t KSEetSC −= −− Q . 

 

A dinâmica de preços da opção é obtida na forma de uma integral que requer métodos 

numéricos de solução.  Essa é a solução apresentada como fechada. 
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O desenvolvimento do modelo é apresentado detalhadamente no apêndice 3. 

 

 

7.3 O modelo GARCH da estratégia de hedge HN 

 

Da mesma forma que no modelo BSM, a estratégia de hedge é dada pela derivada parcial 

do preço da opção em relação ao preço da ação.  Como a fórmula do preço racional da 

opção tem o mesmo formato da fórmula de Black-Scholes, que é a multiplicação do preço 

do ativo-base por uma probabilidade neutralizadora do risco 1P , menos o preço de exercício 

descontado à taxa livre de risco multiplicado pela probabilidade neutralizadora do risco 

2P , a estratégia de hedge é dada por 1P . 
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7.4 Características e limitações da estratégia HN 

 

Por manter todas as premissas do modelo BSM, a exceção da volatilidade constante, o 

modelo GARCH apresenta praticamente as mesmas limitações do modelo BSM. 

 

A premissa de mercado localmente completo, analogamente ao modelo BSM, requer um 

ajuste contínuo do hedge, inexistente na prática.  Neste caso, porém, não encontramos 

referências que tratem o erro de hedge devido a esse ajuste discreto, como o trabalho de 

Wilmott (2005, p. 763-782) desenvolvido para o modelo BSM.   

 

A estimação do modelo também abre possibilidades de estimação que conduzem a 

resultados diferentes.   

 

A primeira questão de implementação é a periodicidade de reestimação do modelo.  Heston 

e Nandi (2000, p. 596-601) apresenta dois estudos, um com reestimação semestral e outro 

com reestimação semanal do modelo, tento este último método apresentado melhores 

resultados, mas não há nenhuma justificativa para a periodicidade adotada.   

 

A segunda questão de implementação é o método de estimação dos parâmetros.  Modelos 

GARCH, em geral, são estimados pelo método de máxima verossimilhança, como 

apresentado em Bollerslev (1986, p. 307-327) ou Nelson (1991, p. 347-370).  Heston e 

Nandi (2000, p. 596-601) utiliza máxima verossimilhança, mas também um método de 

mínimos quadrados não-lineares.  O método é utilizado para minimizar o erro quadrático 

entre preço de mercado da opção e preço de modelo da opção calculado sobre a série 

histórica.  O preço de mercado é regredido no preço de modelo com amostras semanais 

extraídas às quartas-feiras, de preços de opções com diversos exercícios e prazos de 

expiração.   
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Esse método requer a integração entre o método de mínimos quadrados não-lineares e o 

método numérico de solução da integral de cálculo do preço da opção.  Somente a 

implementação conjunta dos métodos permite que os parâmetros utilizados nas iterações 

de minimização do erro quadrático sejam utilizados para estimação da variância e, 

juntamente com essa estimação, transferidos ao método numérico de resolução da integral 

de cálculo de preço da opção.  É interessante observar que embora os dados de opções 

sejam semanais, a previsão de variância condicionada um período à frente é computada 

diariamente pelo modelo estimado com os parâmetros intermediários para cálculo do preço 

da opção.  Heston e Nandi (2000, p. 596-601) indica ter utilizado o método de Levenberg-

Marquardt para minimização do erro quadrático médio e o método de Romberg para 

solução da integral. 

 

Modelos GARCH também apresentam sensibilidade à inicialização da variância.  Heston e 

Nandi (2000, p. 596) argumenta que o processo de volatilidade com reversão à média torna 

o modelo menos sensível ao valor inicial atribuído à variância. 

 

 

7.5 Resumo das características da estratégia de hedge HN 

 

Podemos sumarizar o modelo GARCH do ponto de vista da estratégia de hedge, pelas 

seguintes características: 

- Hedge pelo delta. 

- Hedge dinâmico uniperiódico. 

- Distribuição de retornos do ativo-base descritos por um processo específico 

com média dependente da variância condicionada e variância condicionada seguindo 

um processo GARCH. 

- Preços e retornos discretos. 

- Tempo discreto. 

- Volatilidade estocástica de retornos do ativo-base. 

- Mercado localmente completo com hedge contínuo perfeito. 

- Hedge em mercado localmente completo, portanto hedge teoricamente perfeito, 

mas na prática imperfeito devido ao ajuste discreto. 
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- Não há otimização do hedge, uma vez que o modelo é de mercado completo e 

teoricamente não é esperado erro de hedge.  Não há aplicação de correção para 

compensar o erro resultante. 
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8.  AVALIAÇÃO COMPARATIVA  

 

 

8.1 Discussão teórica 

 

Os modelos em Finanças buscam a representação do comportamento dos preços dos ativos 

financeiros por meio de formulações matemáticas.  Podemos dizer que um modelo tem um 

melhor desempenho quanto melhor for capaz de mimetizar o mercado financeiro.  Os 

modelos podem ser compostos por parâmetros constantes, variáveis determinísticas e 

variáveis estocásticas.   

 

A complexidade dos modelos é diretamente afetada pela quantidade de variáveis e 

parâmetros que tratam.  Outra característica que afeta a complexidade dos modelos é sua 

capacidade de incorporar fatos estilizados.  Fatos estilizados são generalizações imprecisas 

de regularidades empíricas.  Cont (2001, p. 223) define fatos estilizados como 

propriedades comuns a diversos instrumentos financeiros, mercados e períodos de tempo, 

observadas por estudos independentes.  Hafner e Herwartz (2001, p. 1) elenca como fatos 

estilizados dos retornos de ações: a heteroscedasticidade condicionada, a leptocurtose 

condicionada e o efeito de alavancagem.  Podemos acrescentar a esse conjunto, para 

prosseguirmos em nossa análise, a precificação do risco, que é a dependência do nível 

médio de retornos da volatilidade e a reversão à média, que é a tendência de volta do nível 

de preços ou volatilidade aos valores médios após desvios ocasionados por choques. 

 

Uma vez definida a estrutura do modelo, incorporando as principais variáveis de influência 

e principais fatos estilizados, o modelo é completado pela estimação dos parâmetros.  A 

partir do modelo pode-se analisar e e inferir conclusões a respeito do fenômeno que ele 

representa. 

 

É importante observar que não há relação entre a complexidade e o desempenho dos 

modelos, haja vista a robustez do modelo BSM comprovada nos estudos apresentados na 

revisão da literatura.  Tratando especificamente do problema de hedge, objeto deste 

trabalho, um argumento apresentado nos estudos como sendo um dos que mais explica o 

desempenho dos modelos é a estabilidade dos parâmetros do modelo ao longo do tempo, 
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que se reflete na baixa variação dos parâmetros nas reestimações.  Kim e Kim (2004, p. 

129) avalia a estabilidade dos parâmetros ao longo do tempo e alerta para o fato de que 

uma maior quantidade de parâmetros leva a um ajuste excessivo do modelo aos dados 

utilizados para estimação, prejudicando o ajuste estrutural do modelo ao fenômeno e 

prejudicando seu desempenho. 

 

Outro aspecto do desempenho, abordado por Nandi e Waggoner (2000, p. 39) é que, para 

um mesmo modelo, desempenho superior em precificação não implica desempenho 

superior em hedge.  O estudo constatou uma diferença menor de desempenho entre 

modelos em hedge do que na precificação.  A explicação dada é que os vieses de um 

modelo que levam a erros de precificação podem ser estáveis no tempo, consequentemente, 

não prejudicam o desempenho de hedge. 

 

Observamos que, embora haja uma convergência quanto às razões pelo melhor 

desempenho dos modelos, os estudos são contraditórios quanto aos modelos que 

apresentam melhor desempenho.  Ocorre de um estudo avaliar um modelo como tendo 

desempenho superior a outro e um outro estudo concluir o inverso, e. g., Heston e Nandi 

(2000, p. 585-625) e Kim e Kim (2004, p. 117-142) em relação ao modelo BSM e ao 

modelo HN.  Uma das possíveis razões é que a estabilidade das estimações dos modelos 

depende de um padrão de mudança do comportamento dos preços dos ativos que não pode 

ser previsto, pois o verdadeiro PGD é desconhecido.  Tanto que um dos métodos de 

implementação que gera os melhores resultados é a reestimação do modelo sempre com os 

dados mais recentes, capturando as últimas informações sobre o seu comportamento.  A 

estimação da volatilidade implícita no modelo BSM utilizando os dados do dia anterior é o 

exemplo mais evidente.  Essa variação de desempenho originada pela mudança no método 

de estimação dá indícios de que a forma de incorporação de novas informações ao modelo 

é tão importante quanto o próprio modelo.  Esse é um aspecto que não é tratado 

diretamente na estrutura do modelo, ficando a cargo da estimação, que por sua vez não tem 

por finalidade a incorporação dinâmica de informações, mas a resolução de uma situação 

estática. 

 

O modelo BSM é sem dúvida o modelo mais simples dentre os abordados neste estudo.  

Trata somente cinco componentes, entre parâmetros e variáveis.  O preço da ação, o tempo 

para a expiração da opção e o preço de exercício, que são variáveis observáveis, a taxa 
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livre de risco e a volatilidade dos log-retornos da ação, que são parâmetros, portanto 

constantes. 

 

A robustez do modelo BSM reside na sua simplicidade e evidentemente na estabilidade 

relativa da volatilidade.  Luenberger (1998, p. 212-222) mostra o problema de estimação 

de valor esperado e variância de log-retornos diários.  Estimações de valor esperado em 

geral apresentam intervalos de confiança pouco precisos, o que praticamente invalida a 

utilidade de sua estimação.  Já a variância, em geral apresenta um intervalo de confiança 

bem mais preciso.  Consequentemente o fato do modelo BSM não depender da estimação 

do valor esperado dos log-retornos é por si só um fator de robustez.  A taxa livre de risco, 

considerada no modelo BSM um parâmetro constante, é na realidade uma variável, mas o 

modelo perde pouco por essa simplificação.  Mesmo constituindo uma estimação de valor 

esperado, em geral sofre mudanças contínuas e em pequena escala e seus processos de 

modelagem em geral incorporam reversão à média.  O parâmetro mais crítico do modelo, a 

volatilidade, se por um lado constitui um parâmetro não tão estável, por outro lado tem 

como compensação uma estimação com um intervalo de confiança mais preciso, atenuando 

a falta de modelagem da heteroscedasticidade condicionada.  Häfner e Herwartz (2001, p. 

2) contesta a não presença do valor esperado dos log-retornos no modelo BSM, 

argumentando que a variância carrega implicitamente uma estimativa de valor esperado de 

retornos, que altera a estimação da variância.  Sua argumentação tem por objetivo justificar 

a investigação de componentes auto-regressivos na modelagem da dinâmica de preços, 

para melhorar a estimação do valor esperado e por consequência da variância.  Mas 

independente dessa presença indireta do valor esperado, é fato concreto que o intervalo de 

confiança de estimação da variância é mais preciso. 

 

O modelo BSM carrega outras definições implícitas, que não aparecem na fórmula de 

Black-Scholes para cálculo do preço da opção e da estratégia de hedge.  Entre elas está a 

premissa de distribuição normal dos log-retornos.  Essa premissa exclui a incorporação da 

leptocurtose condicionada e do efeito de alavancagem.  Entretanto a importância desses 

fatos estilizados, identificados mais simplesmente por assimetria e curtose da distribuição 

dos log-retornos, é ainda objeto de estudos na literatura, como em Cerny (2007, p. 1-37), 

que cita outros estudos que buscam identificar a incorporação desses fatos estilizados nos 

modelos.  Os estudos tendem a comprovar que a contribuição de sua incorporação é baixa, 

o que reflete mais uma fonte de robustez do modelo BSM. 
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O modelo GARCH de Heston e Nandi, embora praticamente difira do modelo BSM 

somente na concepção de um parâmetro, que é a volatilidade transformada em variável 

estocástica, ao modelar seu comportamento introduz uma série de fatos estilizados e cinco 

novos parâmetros, nenhum deles diretamente observável, como a própria volatilidade.  Os 

componentes observáveis são o preço da ação, o tempo para a expiração da opção, o preço 

de exercício e a taxa livre de risco, que também é considerada constante.  A volatilidade 

surge como variável estocástica e são introduzidos como parâmetros o preço de mercado 

do risco, a variância de longo prazo, a assimetria da variância e os parâmetros dos 

componentes auto-regressivo e de média móvel da variância. 

 

A introdução da volatilidade estocástica altera também a premissa de distribuição normal 

dos log-retornos.  A imposição de um processo gerador de dados específico para a 

dinâmica de log-retornos gera uma distribuição desconhecida, diferente da normal.  A 

dinâmica de log-retornos da ação incorpora a precificação do risco e a volatilidade 

estocástica, mas não incorpora termos auto-regressivos.  Essa limitação do modelo não é 

significativa, pois Häfner Herwartz (2001, p. 1-2,10) observa que diversos estudos 

corroboram a hipótese de autocorrelação dos log-retornos, porém, em comparação com o 

efeito de alavancagem é um fator de menor importância. 

 

O modelo GARCH de Heston e Nandi, com diversos parâmetros, se por um lado tem a 

capacidade de capturar melhor os fatos estilizados, conforme Heston e Nandi (2000, p. 

589), incorporando heteroscedasticidade condicionada dos log-retornos, leptocurtose 

condicionada dos log-retornos, efeito de alvancagem, reversão à média da volatilidade e 

precificação do risco, por outro lado, implica uma estimação mais complexa.  Os fatos 

estilizados são representados por parâmetros que não são diretamente observáveis e não 

são necessariamente estáveis no tempo.  Além disso, os modelos GARCH em geral 

requerem séries de dados mais longas para obtenção de significância dos parâmetros e são 

sensíveis à inicialização da variância. 

 

A estimação da volatilidade no modelo BSM é muito mais flexível, pois o modelo não 

vincula nenhum método de estimação.  Já o modelo GARCH oferece poucas possibilidades 

de uso de outras informações que não um conjunto de dados históricos para estimação.  No 

caso específico do modelo GARCH analisado neste trabalho, Heston e Nandi (2000, p. 
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596) afirma que o efeito de reversão à média da volatilidade no modelo o torna menos 

sensível ao valor de inicialização, mas não delimita essa sensibilidade.  Em outros modelos 

GARCH esse é um problema adicional. 

 

A leptocurtose condicionada é introduzida nos modelos GARCH pela estimação do 

modelo utilizando choques estocásticos com distribuição t de Student ou da família GED 

(Generalized Error Distribution) quando estimados por máxima verossimilhança.  Na 

estimação de Heston e Nandi (2000, p. 585-625) por mínimos quadrados não-lineares da 

diferença entre preço de mercado e preço de modelo, a leptocurtose condicionada dos 

choques está implícita. 

 

Uma das características mais importantes da introdução da volatilidade estocástica do 

modelo GARCH em relação ao modelo BSM, como observa Duan (1995, p.14) é a 

capacidade de representar o sorriso de volatilidade observado no cômputo de volatilidades 

implícitas no modelo BSM, que é o aumento da volatilidade implícita de opções out-of -

the-money e in-the-money.  Entretanto, Härdle e Häfner (2000, p. 199) cita que estudos 

comprovam que o sorriso de volatilidade desaparece com o aumento do prazo para 

expiração da opção.  Sem precisar a duração de tempo, o trabalho opta por definir como 30 

dias o limiar a partir do qual o sorriso de volatilidade deixa de ser significativo para o 

estudo em questão.  Härdle and Hafner (2000, p. 205) conclui que os modelos GARCH, 

com a introdução da volatilidade estocástica, são superiores ao modelo BSM em 

precificação de opções para prazos curtos de expiração.  Por tratar-se de uma condição 

particular, esse fato também reforça a robustez do modelo BSM. 

 

A estratégia AC difere das estratégias BSM e HN primeiramente porque foi concebida 

dentro de um paradigma multiperiódico, sem o objetivo precípuo de precificação de 

opções, mas sim de hedge de ativos financeiros.  Sua adaptação ao hedge de opção 

apresenta a característica, desejável sob o prisma do investimento, de estabelecimento de 

uma estratégia autofinanciável sobre múltiplos períodos, mas impõe a restrição de 

manutenção da estratégia até a data da expiração da opção.   

 

O modelo depende da distribução dos log-retornos que é não paramétrica, portanto não há 

parâmetros a serem estimados, somente probabilidades.  Depende também das variáveis 
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preço da ação, prazo até a expiração da opção e taxa livre de risco, sendo que a taxa livre 

de risco pode ser estocástica.  

 

A expansão dos preços em árvore de estados a partir de uma distribuição não-paramétrica 

proporciona flexibilidade à dinâmica de preços e log-retornos.  Por consequência, a 

distribuição pode incorporar quaisquer fatos estilizados e pode ser estimada por diversos 

métodos, seja a partir de dados históricos, critérios subjetivos, modelos matemáticos ou 

uma combinação de métodos.  Como a árvore é expandida período a período, os log-

retornos não precisam ser necessariamente IID, podendo ser tratada uma distribuição 

diferente em cada período e em cada estado. 

 

Embora o caráter não-paramétrico do modelo permita o tratamento flexível de diversos 

fatores, a viabilização do modelo requer a introdução de condições que limitem a 

quantidade de estados para tratamento computacional e exige a definição de critérios para a 

introdução de hipóteses e fatos estilizados.  O tratamento de log-retornos não-IID vários 

períodos à frente demanda uma fundamentação teórica ou empírica sobre as distribuições, 

que não é parte integrante do modelo, mas afeta seu desempenho.  Da mesma forma, a 

introdução de volatilidade estocástica também é possível, mas requer uma definição 

própria que também não é parte integrante do modelo.  Neste trabalho as premissas foram 

simplificadas para log-retornos IID com distribuição não-paramétrica, estimada a partir de 

dados históricos e taxa livre de risco constante.  Dessa forma o modelo incorpora 

assimetria e leptocurse aos log-retornos de acordo com os dados utilizados na estimação, 

mas é mantido com variância e taxa livre de risco constantes. 

 

Podemos concluir que o modelo GARCH é o que melhor incorpora fatos estilizados, 

porém, é o mais sujeito a problemas de estimação.  O modelo BSM é o que menos 

incorpora fatos estilizados, mas é menos susceptível a problemas de estimação.  O modelo 

AC, embora possibilite maior amplitude na representação dos fatos estilizados, foi 

simplificado na implementação adotada perdendo a incorporação de alguns fatos, mas é o 

que menos impõe restrições à distribuição dos log-retornos.  Tanto o modelo GARCH 

quanto o modelo BSM impõem os processos geradores de dados e buscam adaptá-los da 

melhor forma aos dados. 
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8.2 Avaliação por simulação 

 

 

8.2.1 Método  

 

As avaliações comparativas de desempenho de estratégias de hedge nos estudos 

apresentados na revisão da literatura consistiam sempre na avaliação do erro de hedge 

período a período, como se constituíssem investimentos independentes, havendo interesse 

no resultado de cada período isoladamente.   

 

Os testes calculam a estratégia de hedge para um período e no período seguinte avaliam o 

erro de hedge, representado pela diferença entre a quantidade de ação que foi calculada e a 

quantidade de ação que efetivamente geraria um hedge perfeito.  O erro de hedge é 

avaliado pelo erro no cálculo do delta.  Poderia ser avaliado pela diferença monetária, mas 

seria apenas uma mudança de escala.  Ao final de determinada quantidade de períodos são 

avaliados os erros absoluto médio e quadrático médio de hedge, e as estratégias são 

comparadas sem considerar compensações entre os erros de hedge por excesso ou falta.  

Essa forma de avaliação, dentro do contexto diário utilizado nos trabalhos, tem pouco 

significado sob a óptica financeira, pois é improvável que um investidor faça hedge 

diariamente sem preocupar-se com o efeito acumulado das operações.  Além disso, uma 

estratégia como a AC não é adequada à realização desse tipo de avaliação, pois é 

multiperiódica por concepção. 

 

Neste trabalho propomos uma avaliação de desempenho por simulação.  O teste realizado 

para comparação de desempenho entre as estratégias de hedge BSM, AC e HN consiste na 

replicação do valor de uma opção com o ativo livre de risco e uma proporção de ação.  A 

estratégia é autofinanciável, cobrindo múltiplos períodos entre o estabelecimento da 

estratégia de hedge e a data de expiração da opção.  Cada período de tempo corresponde a 

1 semana e o hedge é mantido por 4 semanas até a expiração da opção.  Ao final das 4 

semanas é avaliado o erro absoluto médio e o erro quadrático médio de hedge, computado 

pela diferença entre o valor da carteira replicante e o rendimento da opção.  Para evitar o 

problema de escala, o erro é normalizado pelo preço inicial da opção. 
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O objetivo da simulação é reproduzir, na medida do possível, situações tais quais são 

encontradas no mercado financeiro.  Para entendimento do contexto que queremos 

reproduzir, podemos conduzir a análise a seguir. 

 

O mercado financeiro é composto por ativos, aos quais estão associados processos 

geradores de dados desconhecidos, que determinam o comportamento dos retornos e 

consequentemente dos preços.  O objetivo de todos os modelos é definir um processo 

gerador de dados que reproduza a dinâmica dos retornos observados no mercado.  Dada a 

complexidade do mercado, na construção e avaliação dos modelos são assumidas 

simplificações. 

 

A primeira simplificação reside no objetivo de reprodução da dinâmica dos retornos do 

mercado.  Esse objetivo é perseguido não pela identificação do processo gerador de dados 

do mercado, mas pela especificação de um processo gerador para representá-lo.  O modelo 

especificado busca reproduzir a dinâmica dos retornos pela incorporação de alguns dos 

fatos estilizados observados no mercado.  Qualquer especificação é, portanto, uma 

aproximação do processo gerador de dados do mercado, que evidentemente não 

corresponde ao verdadeiro processo gerador de dados que é desconhecido. 

 

A segunda simplificação é de que o processo gerador de dados é o mesmo para todos os 

ativos.  Os modelos de precificação e hedge são utilizados indiscriminadamente para 

quaisquer ações ou índices, como podemos observar nos trabalhos analisados na revisão da 

literatura. 

 

A terceira simplificação é de que a dinâmica observada nos retornos é invariante no tempo, 

o que pode ser observado nos métodos apresentados nos estudos.  Para isso foi utilizada 

uma parte da amostra de retornos, denominada amostra de estimação, para estimar os 

parâmetros dos modelos e outra parte subsequente da amostra, denominada amostra de 

validação, para comparação de desempenho entre os modelos. 

 

O objetivo dessa análise apresentada foi identificar o contexto no qual será introduzida 

uma metodologia de simulação.  A simulação, assim como os modelos, tem por objetivo 

criar um ambiente controlado, que reproduza o comportamento do mercado. 
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A figura a seguir ilustra o método de simulação utilizado: 

amostra de validação

Geração de 100 
continuações das séries 
para cada processo 

gerador de dados.

amostra de estimação

Geração de 1 série com 
cada processo gerador de 
dados.

Preço 
inicial do 
ativo-base

= 100

Preço do 
ativo-base

Períodos para utilização 

dos dados para estimação 
dos parâmetros da 
estratégia de hedge.

Períodos dados para 

aplicação da estratégia 
de hedge

autofinanciável em 
múltiplos períodos e 

avaliação do erro de 
hedge ao final.

Processo 

gerador 
de dados

Retornos

Log-retornos

Início da aplicação das 

estratégias de hedge

Expiração da opção

Cálculo do erro de 
hedge  

Figura 8.1 - Método de Simulação 

 

Para geração de séries de log-retornos e preços diários de ativos foram utilizados quatro 

processos geradores de dados: 

- Um processo gerador de log-retornos com distribuição normal, conforme 

apresentado em Cerny (2004a, p. 240-243). 

- Um processo gerador de log-retornos com distribuição normal, com saltos com 

distribuição de Poisson na frequência e distribuição normal no tamanho, conforme 

apresentado em Cont e Tankov (2004, p 321-324). 

- Um processo gerador de retornos representado por um modelo TGARCH, 

conforme apresentado em Hafner e Herwartz (2001, p. 17-20). 

- Um processo gerador de log-retornos representado por um modelo GARCH, 

conforme apresentado em Heston e Nandi (2000, p. 588-591).   

 

Todos os processos acompanhados dos respectivos equivalentes na medida de 

probabilidade neutralizadora do risco, para determinação dos preços de opção por 

simulação de Monte Carlo.  O objetivo da utilização de diferentes processos geradores de 

dados é mimetizar o mercado, no sentido de que esses modelos incorporam fatos 
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estilizados observados, e sua diversidade impõe a condição de processos geradores de 

dados desconhecidos.  Assim, os modelos sob avaliação são testados quanto à sua 

capacidade de capturar informações de séries geradas por outros processos, como ocorre 

com as séries do mercado. 

 

De forma análoga ao que ocorre no mercado, cada processo gerador de dados foi utilizado 

para gerar uma única série de retornos, a partir da qual foram estimados os parâmetros 

necessários a cada uma das estratégias de hedge sob avaliação.  Essa série gerada para 

estimação do modelo é utilizada como amostra de estimação, conforme ilustrado na figura 

8.1.  A estimação dos modelos a serem utilizados em estratégias de hedge tem como 

perspectiva suportar qualquer possível trajetória futura do ativo-base.  No mercado, porém, 

não é possível avaliar o desempenho das estratégias de hedge para diversas evoluções 

possíveis, pois somente uma pode ser observada.  Como na simulação os processos 

geradores de dados são conhecidos, é possível gerar diversas continuações para a série da 

amostra de estimação, simulando as possíveis evoluções dos preços.  Essas continuações 

da série utilizadas para cálculo dos erros de hedge e avaliação das estratégias de hedge são 

utilizadas como amostras de validação, conforme ilustrado na figura 8.1.     

 

 

8.2.2 Dados 

 

Foram utilizadas 4 séries de valores simulados como amostras de estimação de log-

retornos diários, geradas pelos 4 modelos geradores de dados descritos, a partir das quais 

foram geradas as séries de preços.  O preço inicial utilizado foi 100 para os 4 processos 

geradores de dados.  A taxa livre de risco foi definida arbitrariamente como 0,0378 % ao 

dia e os parâmetros dos modelos foram ajustados para geração de retornos de tamanho 

comatível com essa escala.  Esse ajuste de taxa e parâmetros teve por base valores 

observados no mercado brasileiro, para que os dados representem valores factíveis, mas 

sem a intenção de reprodução fiel de alguma situação.  Cada uma das séries de log-retornos 

foi gerada com 520 log-retornos definidos como diários.  Para cada série de estimação 

foram geradas 100 continuações como séries de validação com 20 log-retornos diários.  

Definindo uma semana como 5 dias, cada série de estimação de 520 preços diários foi 

transformada em uma série de 104 preços semanais e cada série de validação de 20 preços 
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diários foi transformada em uma série de 4 preços semanais.  Foram calculados os log-

retornos semanais para as séries de estimação, que foram utilizados para estimação dos 

parâmetros necessários aos modelos utilizados nas estratégias de hedge testadas.  A cada 

série de validação foram agregados os últimos valores da ação das séries de estimação 

como valor inicial, compondo séries de 5 valores que delimitam 4 semanas.  Em seguida 

foram calculados os preços de opção em cada semana utilizando os processos geradores na 

medida neutralizadora do risco, resultando em uma série de preços de opção para cada 

série de validação de preços de ação.  O preço de exercício foi definido sempre como igual 

ao valor inicial da ação na série de validação. 

 

 

8.2.3 Teste das estratégias 

 

Tendo ao todo 400 séries de validação de preços de ação de 5 valores para 4 semanas e 400 

séries de 5  preços de opção para 4 semanas, as estratégias foram computadas.  O valor 

inicial da carteira replicante foi dado pelo valor da opção no período inicial.  O hedge pelo 

delta foi calculado para cada estratégia, e a partir desses valores e do preço da ação, foi 

calculada a quantidade do ativo livre de risco a ser tomada.  O processo foi repetido nos 

quatro períodos à frente e no período final foi computado o erro de hedge pela diferença 

entre o valor da carteira replicante e o rendimento da opção.  O erro foi normalizado pelo 

preço inicial da opção para torná-lo comparável em magnitude, uma vez que os valores 

iniciais das opções e consequentemente do investimento nas carteiras replicantes difere 

para cada processo gerador de dados. 

 

Notação: 

rf : taxa livre de risco. 

4K : preço de exercício da opção no instante. 

tV : valor da carteira replicante. 

tS : preço da ação. 

tC : preço racional da opção. 

:tB  valor em numerário tomado à taxa livre de risco.. 

:tθ  razão de hedge. 
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MC : preço de mercado simulado da opção. 

:e  erro absoluto acumulado de hedge. 

 

8.2.3.1 Estratégia BSM 

Para implementação da estratégia BSM a volatilidade foi estimada pela volatilidade 

implícita calculada com o preço da opção do dia, utilizando a fórmula de Black-Scholes 

pelo calculando as raízes da equação: 
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Com a volatilidade implícita obtida, foi calculado o hedge pelo delta: 
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O processo de cálculo do hedge sobre a série de validação é descrito na figura 8.2 a seguir. 
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Figura 8.2 - Estratégia BSM 
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8.2.3.2 Estratégia AC 

O modelo AC foi definido com 7 níveis de log-retornos e os log-retornos e probabilidades 

foram estimados a partir da série de estimação de preços.  A taxa livre de risco foi 

considerada constante.  O modelo foi estimado uma única vez para todo o período de 4 

semanas de hedge. 

 

Com os níveis de log-retornos e as probabilidades foram calculadas as árvores de estado de 

preços e os valores ótimos de hedge pelo delta, correspondentes a cada estado de preço. 

 

O processo de cálculo do hedge sobre a série de validação é descrito na figura 8.3 a seguir. 
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Figura 8.3 - Estratégia AC 

 

8.2.3.3 Estratégia HN 

Para implementação da estratégia HN os parâmetros do modelo GARCH foram estimados 

a partir da série de estimação de log-retornos.  O modelo foi estimado por máxima 

verossimilhança, utilizando a equação de verossimilhança dada por: 
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O modelo foi estimado uma única vez para todo o período de 4 semanas de hedge.  A 

volatilidade condicionada foi inicializada com a volatilidade não condicionada da série de 

estimação e atualizada sobre uma janela deslizante, à medida que a estratégia evolui sobre 

a séride validação e mais valores de log-retornos tornam-se conhecidos. 

 

Com os parâmetros estimados foram calculados os valores de hedge pelo delta, 

solucionando numéricamente a integral de cálculo de preço de opção do modelo GARCH 

de Heston e Nandi: 
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O processo de cálculo do hedge sobre a série de validação é descrito na figura 8.4 a seguir. 
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Figura 8.4 - Estratégia HN 

 

8.2.4 Processos Geradores de Dados 

 

Os processos geradores utilizados foram os seguintes: 

 

Modelo 1 apresentado em Cerny (2004a, p. 240-243): série de log-retornos com 

distribuição normal. 

Parâmetros: 

tR : retorno diário. 

rf : taxa livre de risco discreta ao dia. 

000589140,=µ . 

0140,=σ . 

000378290,rf = . 

1000 =S . 
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Processo na medida objetiva: 
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Processo na medida neutralizadora do risco: 
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Modelo 2 apresentado em Cont e Tankov (2004, p. 321-323): série de log-retornos obtidos 

com o modelo de Merton, que combina log-retornos com distribuição normal e saltos com 

distribuição de Poisson e tamanho com distribuição normal. 

Parâmetros: 

tR : retorno diário. 

rf : taxa livre de risco discreta ao dia. 

000471310,µ = . 

0120,=σ . 

000235660,m = . 

0040,δ = . 

71,=λ . 

000378290,rf = . 

1000 =S . 
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Processo na medida neutralizadora do risco: 
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Modelo 3 apresentado em Hafner e Herwartz (2000, p. 17-20): série de log-retornos 

obtidos com um modelo TGARCH. 

Parâmetros: 

tr : taxa de retorno diário. 

rf : taxa livre de risco discreta ao dia. 

0,00026=υ . 

0620,=φ . 

0301 ,=α . 

2602 ,=α . 

80,=β . 

00000260,=ω . 

00000002600 ,h = . 

000378290,rf = . 

1000 =S . 
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Processo na medida de probabilidade objetiva: 
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Processo na medida de probabilidade neutralizadora do risco: 
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Modelo 4 apresentado em Heston e Nandi (2000, p. 588-591): série de log-retornos obtidos 

com o modelo GARCH de Heston e Nandi. 

 

Parâmetros: 

tR : retorno diário. 

rf : taxa livre de risco discreta ao dia. 

00000170,=α . 

170,=β . 

7,1=λ . 

0000280,=ω . 

0000800 ,h = . 

000378290,rf = . 

1000 =S . 
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Processo na medida de probabilidade objetiva: 
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Processo na medida de probabilidade neutralizadora do risco: 
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8.2.5 Simulação dos preços de opção 

 

Os preços de opção foram simulados utilizando os processos geradores de dados na medida 

neutralizadora do risco para cálculo dos preços por simulação de Monte Carlo. 

tC : preço da opção. 

rf : taxa livre de risco discreta ao dia. 

TS : preço da ação na data de expiração da opção. 

( )
[ ]TttTt SE
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C Q
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O critério de interrupção das simulações de Monte Carlo foi a obtenção de uma precisão de 

05,0±  em % 95  dos valores, supondo distribuição normal dos erros de precificação.  
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8.3 Análise dos resultados 

 

 

8.3.1 Comparação de desempenho 

 

PROCESSO GERADOR 
DE DADOS

Erro 
Normalizado 

Absoluto 
Médio

Erro  
Normalizado 
Quadrático 

Médio

Erro 
Normalizado 

Absoluto 
Médio 

Erro  
Normalizado 
Quadrático 

Médio

Erro 
Normalizado 

Absoluto 
Médio 

Erro  
Normalizado 
Quadrático 

Médio
Normal 0.20 0.46 0.13 0.53 0.18 0.47
Normal com Jumps 0.07 0.44 0.05 0.60 0.08 0.50
TGARCH 0.08 0.61 0.03 0.83 0.09 0.63
GARCH Heston e Nandi 0.02 0.22 0.04 0.38 0.02 0.23
Todos 0.09 0.43 0.06 0.58 0.09 0.48

BSM AC HN
ESTRATÉGIA DE HEDGE

 

Tabela 8.1 - Tabela Comparativa de Erros 

 

Os resultados de simulação apresentados na tabela 8.1 não estabelecem uma dominância de 

desempenho entre as estratégias de hedge de opção.  Pode-se observar que a estratégia AC 

resultou no menor erro médio absoluto enquanto que a estratégia BSM resultou no menor 

erro quadrático médio.  A estratégia HN resultou em um desempenho igual à estratégia 

BSM em relação ao erro absoluto médio e ligeiramente inferior em relação ao erro 

quadrático médio, porém muito próximo. 

 

Os resultados sugerem que a estratégia AC, apresentando erro médio absoluto inferior é 

mais exata, enquanto que a estratégia BSM, apresentando erro quadrático médio inferior, é 

mais precisa.  A estratégia AC apresenta erros maiores que a estratégia BSM, mas com 

menor viés. 

 

A dominância ocorreria se as hipóteses de um modelo fossem mais atendidas do que as 

hipóteses dos demais.  Tratamos aqui das hipóteses assumidas na implementação dos 

modelos nos casos em que são necessárias decisões de implementação.  As hipóteses das 

estratégias estão sumarizadas na tabela 8.2. 
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BSM AC HN
Log-retornos com distribuição NID. Log-retornos não-normais, com 

distribuição igual à distribuição 
histórica de um conjunto de períodos 
anteriores ID.

Log-retornos distribuidos segundo um 
modelo GARCH específico ID.

Taxa livre de risco constante. Taxa livre de risco constante. Taxa livre de risco constante.
Volatilidade constante. Volatilidade constante. Volatilidade estocástica com reversão à 

média, dada por um modelo 
GARCH(1,1) específico.

Volatilidade estimada pela última 
volatilidade implícita calculada por 
inversão do modelo.

Volatilidade estimada pela volatilidade 
histórica de um conjunto de períodos 
anteriores.

Parâmetros estimados por máxima 
verossimilhança considerando 
distribuição normal dos resíduos pelos 
retornos históricos de um conjunto de 
períodos anteriores.

HIPÓTESES DAS ESTRATÉGIAS

 

Tabela 8.2 - Tabela de Hipóteses das Estratégias 

 

Por terem sido utilizados 4 processos geradores de dados na simulação dos log-retornos 

(normal, normal com saltos, TGARCH e GARCH de Heston e Nandi), pelo menos em 3 

dos 4 casos os dados não satisfazem as hipóteses das estratégias.   

 

A estratégia HN teve o seu melhor desempenho com dados gerados pelo modelo GARCH 

de Heston e Nandi, que satisfaz suas hipóteses, tendo sido o desempenho mais próximo da 

estratégia BSM.  Surpreendentemente, foi também com esse conjunto de dados que a 

estratégia BSM apresentou seu melhor desempenho e não com dados gerados pelo 

processo gerador de dados normal, que satisfaz suas hipóteses.  Possivelmente o método de 

estimação da volatilidade implícita a cada período captura de forma satisfatória os efeitos 

da volatilidade estocástica, garantindo a robustez da estratégia BSM para tratar dados 

gerados por outros processos geradores. 

 

O desempenho de todas as estratégias em erro absoluto médio foi pior com o processo 

gerador normal e pior em erro quadrático médio com o processo gerador TGARCH. 

 

Verificando as características das estratégias na tabela 8.2, pode-se dizer que a estratégia 

BSM, ao estimar a volatilidade período a período, adapta-se à variação da volatilidade, 

assumindo que as variações são suaves a ponto de utilizar a última calculada como sendo a 

correta.  As estratégias AC e HN, por utilizarem dados históricos na estimação da 

distribuição e dos parâmetros, embora capturem melhor os fatos estilizados da distribuição 

dos retornos e da volatilidade, pressupõem maior estabilidade no tempo da volatilidade e 

do comportamento dos retornos. 
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Por fim, podemos concluir que os resultados reforçam a robustez da estratégia BSM, 

exaustivamente constatada na literatura, mas com ressalvas.  O potencial de 

aperfeiçoamento da estratégia BSM praticamente esgota-se com um bom método de 

estimação da volatilidade implícita, conforme indicado em Dumas, Fleming e Whaley 

(1998, p. 2059-2106) e em Nandi e Waggoner (2000, p. 24-39), fato também constatado 

neste trabalho.  Restaria apenas a possibilidade de introdução da correção proposta em 

Wilmott (2005, p. 763-782) para compensar o hedge em tempo discreto.  O potencial de 

aperfeiçoamento das estratégias AC e HN, no entanto, ainda não está esgotado. 

 

O modelo GARCH de Heston e Nandi foi estimado por máxima verossimilhança supondo 

resíduos com distribuição normal.  Essa hipótese não é verdadeira para a maior parte das 

séries financeiras, nem para as séries simuladas.  Um método alternativo de estimação 

pode ser utilizado, como o método dos momentos generalizado ou mesmo mínimos 

quadrados não-lineares conforme Heston e Nandi (2000, p. 585-625), mas minimizando 

erros de hedge em lugar de erros de precificação.  Também é possível introduzir uma 

reestimação do modelo período a período, para compensar a instabilidade das estimações 

ao longo do tempo. 

 

A estratégia AC permite incorporar o efeito de alavancagem sobre a volatilidade pela 

introdução de uma função de volatilidade dependente do nível de preços e até mesmo 

volatilidade estocástica.  Também permite estimar uma distribuição de probabilidades de 

retornos variável de acordo com níveis de preço.  Sua menor flexibilidade reside na 

concepção multiperiódica, que não permite reestimação dos parâmetros período a período 

durante a execução da estratégia, a exemplo das estratégias uniperiódicas.  Essa limitação 

implica obrigatoriamente uma hipótese de estabilidade no tempo dos parâmetros, pelo 

menos no período de execução da estratégia. 

 

Essas possibilidades de aperfeiçoamento da estimação das estratégias AC e HN podem 

torná-las mais robustas e competitivas em relação à estratégia BSM.  O grande desafio 

continua sendo a superação da robustez do modelo BSM, que apesar de suas limitações 

teóricas, possibilita o uso de diversos artifícios para contornar as limitações e é insuperável 

no quesito simplicidade. 
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8.4 Considerações finais 

 

Encerramos aqui o trabalho tendo coberto os objetivos primários e secundários 

apresentados no capítulo 1, de discussão dos fundamentos e da evolução do conceito de 

hedge, realização de testes de estratégias, avaliação de especificidades de impelementação 

e compilação de características e demonstrações.  Com os resultados obtidos podemos, 

então, rever o problema de pesquisa proposto e formular uma resposta. 

 

 

8.4.1 A escolha da estratégia de hedge faz diferença? 

 

Como resposta à pergunta de pesquisa sobre a importância da escolha da estratégia de 

hedge, podemos concluir que a escolha da estratégia de hedge por si só não faz diferença.  

Podemos sintetizar a otimização do desempenho em três aspectos: 

- Os fatos estilizados presentes nos dados. 

- Modelos que representem os principais fatos estilizados observados. 

- Estimação satisfatória de parâmetros.  

 

A incorporação de fatos estilizados deve ser constatada previamente nos dados, pois ativos 

distintos (small caps x blue chips), mercados distintos (taxa de juros em países diferentes) 

e períodos disitintos (aumento da correlação entre os retornos e da volatilidade em 

situações de crise) podem levar a comportamentos distintos dos valores.  O incremento de 

complexidade do modelo com fatos estilizados deve estar vinculado à significância e 

necessidade de representação dos fatos, pois maior complexidade implica maior 

dificuldade de estimação.  Portanto, o desempenho da estratégia está vinculado tanto à 

qualidade do modelo de representação dos fatos estilizados quanto à qualidade de 

estimação dos parâmetros.  Uma mesma estratégia pode gerar resultados conflitantes em 

situações distintas, que apresentem fatos estilizados diferentes, e também pela utilização de 

metodologias de estimação.  O aperfeiçoamento da estimação demanda a avaliação e 

escolha de métodos e uma análise mais aprofundada da qualidade da estimação, que por 

sua vez requer a avaliação das distribuições dos parâmetros e de sua significância dentro de 

intervalos de confiança.   
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Outra questão não menos importante são os objetivos do investidor.  O critério de 

identificação da melhor estratégia não é apenas uma questão matemática.  A necessidade 

de realização de uma operação de hedge por um único período requer critérios de avaliação 

distintos da realização de uma sequência de operações.  Neste caso uma estratégia menos 

viesada é melhor, mesmo que leve a erros absolutos maiores, pois o que interessa 

realmente é o efeito acumulado. 

 

O uso de simulação foi determinante para permitir uma boa análise e implementação das 

estratégias, uma vez que permite total controle sobre as condições de teste, sem a inserção 

de vieses inevitáveis ao se tratar com dados reais.  Dados reais apresentam complexidades 

adicionais como ausência de dados em determinados períodos, considerações sobre 

períodos mais prolongados de inatividade do mercado, utilização de média entre oferta de 

compra e oferta de venda como preço, tamanho insuficiente de amostras e falta de liquidez 

de determinados ativos.  Essas características demandam decisões de modelagem e 

implementação mais complexas.  Evidentemente estratégias de hedge somente tem sentido 

com o objetivo de aplicação em situações reais, mas a simulação é uma ferramenta 

fundamental para suportar uma etapa prévia de avaliação. 

 

 

8.5 Contribuições do trabalho 

 

Os estudos comparativos de desempenho de estratégias de hedge de opção apresentados no 

capítulo 4 tem diversas características em comum.  Dumas, Fleming e Whaley (1998, p. 

2059-2106) e Nandi e Waggoner (2000, p. 24-39) tratam somente alternativas para o 

modelo BSM.  Heston e Nandi (2000, p. 585-625) trata somente o modelo GARCH 

proposto em comparação com o modelo BSM.  Somente Kim e Kim (2004, p. 117-142) 

amplia a comparação entre modelos, avaliando o BSM, o HN e dois modelos de 

volatilidade estocástica em tempo contínuo de Heston e de Carr, Chang e Madan.  Mas 

uma das características mais semelhantes foi o método de coleta de dados.  Todos 

trabalharam sobre dados obtidos no mercado, utilizando métodos de coleta de dados muito 

similares quanto a dias, horários caracterísitcas das opções e utilização do ponto médio 

entre oferta de compra e oferta de venda como referência de preço das opções para 
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compensar problemas de liquidez.  Com relação aos métodos de estimação diferiram pouco 

nas implementações e um pouco mais nos prazos de reestimação dos parâmetros.  Os 

métodos de avaliação de desempenho tiveram como pilar o erro quadrático médio do 

hedge pelo delta. 

 

Este trabalho primeiramente procurou contrastar modelos mais diferentes entre si, com 

uma proposição mais próxima do trabalho de Kim e Kim (2004, p. 117-142).  Mas as 

maiores diferenças residem na proposição de análise teórica e interpretação dos fatos 

estilizados incorporados pelos modelos e no tratamento dos dados e avaliação de 

desempenho.  Foram utilizados dados obtidos por simulação em lugar de dados de mercado 

e as estratégias foram comparadas sob uma abordagem multiperiódica e autofinanciável.  

A união dessas características procurou contribuir com a apresentação de uma nova 

perspectiva de análise. 

 

Como outras contribuições do trabalho podemos identificar a compilação atualizada da 

evolução das visões do hedge ao longo do tempo e a apresentação de uma teoria geral do 

hedge, da qual o hedge de opção é um caso particular.  Também apresenta demonstrações 

agregadas aos apêndices, de forma detalhada, expondo transformações importantes do 

ponto de vista acadêmico e didático, que na literatura não são apresentadas. 

 

 

8.6 Ampliação do estudo 

 

Os temas estudados para a elaboração deste trabalho abrem um leque de possibilidades de 

aplicação.  Uma delas, diretamente relacionada às conclusões da pesquisa é o 

aprofundamento da análise da estimação para as estratégias AC e HN.  Outra possibilidade 

relacionada à estratégia AC é sua utilização com diversos ativos-base, o que introduz a 

necessidade de estimação de distribuições conjuntas e pode ser aplicada a operações de 

hedge pelo delta-gama e pelo delta-vega.  Outras características que podem ser exploradas 

nessa solução são a introdução de processos estocásticos na variância e na taxa livre de 

risco e a introdução de retornos não-IID.  Também o método de estimação do modelo 

GARCH de Heston e Nandi pode ser melhorado com outras alternativas de estimação. 
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Outro tema potencial é o estudo da aplicação dessas estratégias de hedge no gerenciamento 

de riscos. 

 

O método de simulação desenvolvido também pode ser aprimorado para construção de 

uma metodologia de análise prévia de desempenho, ajustando os processos geradores de 

dados aos ativos reais, aos quais se desema aplicar uma estratégia. 

 

Com relação especificamente à simulação realizada, o método poderia ser melhorado para 

tornar-se estatisticamente significativo, com a utilização não só de múltiplas sequências de 

validação, mas também com a utilização de múltiplas sequências de estimação e múltiplas 

estimações dos parâmetros.  Também poderia ser ampliado o conjunto de processos 

geradores de dados e os processos podem ser utilizados com conjuntos distintos de 

parâmetros.   

 

A vinculação entre o problema de definição e de estimação dos modelos nos mostra na 

literatura duas linhas paralelas de trabalho, o aprefeiçoamento dos modelos e a melhoria 

dos métodos econométricos de estimação e calibração, que oferecem inúmeras 

possibilidades de pesquisa. 

 

Por fim, a exploração de dados reais complementaria a verificação da possibilidade de 

dominância de uma estratégia sobre outra, embora com a limitação de que nunca será 

possível uma afirmação definitiva, uma vez que os dados reais constituem sempre uma 

única amostra em um dado intervalo de tempo.  Por maior e mais perfeita que possa ser a 

amostra, nunca é possível afirmar que contém todas as possíveis condições que o mercado 

financeiro pode apresentar. 
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10. APÊNDICE 1 - DEMONSTRAÇÕES - ESTRATÉGIA BSM 

 

Notação: 

t  : instante de tempo contínuo. 

T  : instante de tempo de expiração da opção. 

tS  : preço da ação. 

µ  : esperança dos log-retornos da ação. 

σ  : desvio-padrão dos log-retornos da ação. 

( )tSC t ,  : preço da opção. 

TK  : preço de exercício da opção. 

tW  : movimento browniano padrão. 

tB  : preço do ativo livre de risco. 

r  : taxa de retorno do ativo livre de risco. 

( )wΦ  : função acumulada de uma variável estocástica com distribuição normal padrão. 

 ( )tΠ  : carteira composta por uma opção e determinada quantidade de ação. 

t∆  : quantidade da ação. 

 

 

10.1 Premissas do Modelo 

 

- O preço da ação seguem um processo de Itô e os log-retornos têm distribuição 

NID. 

- A esperança dos log-retornos é constante. 

- A variância dos log-retornos é constante. 

- A taxa livre de risco é constante. 

 

 

10.2 Definição 1 

A dinâmica de preços dos ativos de risco é dada por: 

 

tttt dWSdtSdS σµ +=  
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ou 

( ) tt dWdtSd σσµ +







−= 2

2

1
ln  

 

.0
tWt

t eSS
σµ +=  

Fim da definição 1 

 

 

10.3 Definição 2 

A dinâmica de preços do ativo livre de risco é dada por: 

 

.10

0

=

=
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B

eBB

dtrBdB

rt

t

tt

 

Fim da definição 2 

 

 

10.4 Proposição 1 

O preço racional da opção e a dinâmica de preços da opção são dados por: 

 

{ } ( )+
−≡−= TTTTT KSKSC 0,max  
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2
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2
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,

22

. 

Fim da proposição 1 

 

Demonstração da proposição 1 

 

Lema de Itô 
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Conforme Smith (1990, p. 375), o lema de Itô é uma regra de diferenciação aplicável a 

funções de determinadas variáveis aleatórias, especificamente, as que seguem um processo 

de Itô. 

Um processo de Itô é um processo estocástico de Markov em tempo contínuo e é 

representado por: 

 

( ) ( ) (1)                                                                                  .,, tttt dWtSdttSdS σµ +=  

 

tdW  - processo padrão Gauss-Wiener ( )dtNdWt ,0~ . 

 

O problema tratado pelo Lema de Itô tem a seguinte forma: 

Dada uma variável aleatória tS , que segue um processo de Itô ( )tfS t = , tal que 

( ) ( ) tttt dWtSdttSdS ,, σµ +=  e uma dada função ( )tSC t , , qual é o diferencial ( )tSdC t ,  ? 

 

Pelo Lema de Itô 

 

( )
( ) ( )

( )
( )

( )

( )
( ) (2)                                                                                         .,

,

,
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2
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, 22

2

2

ttt

t

t

tt

t

t

tt

t

tt

t

dWtSS
S

tSC

dttSS
S

tSC
tSS

S

tSC

t

tSC
tSdC

σ

σµ

∂

∂
+















∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
=

 

 

Essa é precisamente a situação que define o problema de precificação de derivativos do 

qual é derivada a fórmula de Black-Scholes. 

 

A demonstração apresentada a seguir foi elaborada com base em Willmot (1997, p. 33-89) 

e Bastos, Lazier e Siqueira (2008). 

 

Sejam os preços de uma ação representados por um processo estocástico composta por um 

movimento browniano padrão em um espaço de probabilidades ),,( PFΩ . 

 

(3)                                                                                                  tttt dWSdtSdS σµ +=  

ou 



156 

( ) (4)                                                                                   .
2

1
ln 2

tt dWdtSd σσµ +







−=  

 

A solução para as equação (3) e (4) é: 

 

(5)                                                                                                                 .0
tWt

t eSS
σµ +=  

 

Sejam os preços do ativo livre de risco representados por um processo determinístico. 

 

(7)                                                                                                                    .

(6)                                                                                                                   

0
rt

t

tt

eBB

dtrBdB

−=

=

 

 

Conforme Wilmott (1997, p. 41-44), seja uma carteira ( )tΠ  composta por 1 opção e t∆  

ações. 

 

( ) ( ) (8)                                                                                                   ., ttt StSCt ∆+=Π  

 

As variações instantâneas da carteira são dadas por: 

 

( ) ( ) (9)                                                                                              ., ttt dStSdCtd ∆+=Π  

 

A quantidade de ações t∆  é mantida fixa no intervalo de tempo, por essa razão o 

diferencial tdΠ  não apresenta termos diferencias em t∆ . 

 

Considerando que ( )tSC t ,  é função de tS , que é uma função de uma variável estocástica 

dada em (4), cujo diferencial é dado em (3), aplicando o Lema de Itô para obtenção do 

diferencial da função da opção resulta: 
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Substituindo (10) e (3) em (9) resulta: 
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Na expressão (13) entra o argumento de hedge do modelo que conduz à sua solução, 

conforme descrito em Wilmott (1997, p. 43) e Wilmott (1997, p. 83).  É possível construir 

uma carteira que replique perfeitamente o preço da opção em qualquer instante de tempo t , 

através da escolha conveniente da quantidade de ações t∆  da carteira.  A replicação 

somente é possível porque no limite de um intervalo de tempo infinitesimal, a relação entre 

o preço da ação e o preço da opção é linear.  Dado que a carteira replica perfeitamente o 

preço da opção em qualquer instante de tempo t , isso significa eliminar o componente de 

risco da carteira, de tal forma que as variações no valor dessa carteira sejam 

completamente isentas de risco.  A neutralização do componente de risco implica: 
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Portanto substituindo (15) em (13): 
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Agora em (18) entra o argumento de não-arbitragem, descrito em Wilmott (1997, p. 43) e 

Wilmott (1997, p. 83).  Dado que a variação do valor na carteira é isenta de risco, para que 

não exista arbitragem o valor investido na carteira sem risco deve ter como rendimento a 

taxa livre de risco.   Se a carteira tiver valor maior do que essa quantia, é possível uma 

operação de arbitragem que gera lucro sem risco, tomando emprestado o valor da carteira à 

taxa livre de risco e comprando a carteira.  Se a carteira tiver valor menor do que essa 

quantia, é possível uma operação de arbitragem que gera lucro sem risco, vendendo a 

carteira e investindo à taxa livre de risco. 

 

Logo, de (16): 

 

( ) ( ) (19)                                                                                                          .rdtttd Π=Π  

 

Como trata-se de um hedge perfeito, a estratégia autofinanciável, que define a carteira 

replicante é dada a partir de (18) e (19) por: 

 

( )
( ) ( )

(20)                                                             .
,

2

1, 22

2

2

dtS
S

tSC

t

tSC
dttr t

t

tt












∂

∂
+

∂

∂
=Π σ  

 

 

 

 



             159 

Como: 
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Substituindo (23) em (20) resulta: 
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Sujeita às condições de contorno: 

 

( ) ( )

( )

( ) { } (29)                                                                                  0.    0;max,

(28)                                                      ,                       ,0

(27)                                                                                          ,0,0        ,0,

(26)                                                                                                                            0 

≥−=

∞→→⇒∞→≥

=≥

≥

TTT
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t

KSTSC

StSCSS

tCtSC

t

 

 

A equação (25) é a equação diferencial parcial de Black-Scholes.  Conforme observa Aït 

Sahalia (1998. p. 56), qualquer derivativo cujo ativo subjacente siga um processo 
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estocástico de Itô, conforme descrito pelo modelo de movimento browniano geométrico, 

deve satisfazer essa equação, não somente opções. 

 

Essa equação é definida como uma equação diferencial parcial parabólica, que pode ser 

reduzida por transformação à forma da equação de difusão do calor, que é uma equação 

bem conhecida na Física. 

 

A equação de difusão do calor é da forma: 

 

( ) ( )
(30)                                                                                                  .
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É necessário transformar a equação diferencial parcial de Black-Scholes (25), para 

obtermos uma equação no mesmo formato de (30).  O primeiro passo, conforme Wilmott 

(1997, p. 77), é converter a equação com coeficientes variáveis em uma equação com 

coeficientes constantes, eliminando os multiplicadores 2
tS  e tS  dos termos 

( )
2

2 ,

t

t

S

tSC

∂

∂
 e 

( )

t

t

S

tSC

∂

∂ ,
.  A mesma transformação deixa a equação com termos adimensionais e a 

transforma de backward para forward, eliminando o inconveniente de tratamento de 

condições de contorno das equações diferenciais backward.  As alterações não impactam 

informacionalmente a equação, somente sua forma.  Fazendo as transformações de 

variáveis: 
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Sendo que: 
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Com essas transformações, a equação (25) resulta em: 
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A partir de (26), (27), (28), (29), (31), (32) e (33), as condições de contorno de (41) 

tornam-se: 
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O passo seguinte na conversão do formato da equação (41) para o formato da equação de 

difusão do calor é a eliminação dos termos em 
( )

x

xv

∂

∂ τ,
 e ( )τ,xv .  Isso pode ser obtido por 

meio de uma substituição de variável, que consiste na multiplicação de todos os termos da 
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equação por uma exponencial diferente de zero, sem alterar informacionalmente o 

conteúdo da equação: 
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Sendo que: 

 

( )( ) ( )

( )( ) ( ) (48)                                                         ,

(47)                                                       ,

,

,

βταβτατβτα

βταβτατβτα

ατ

τ
βτ

ττ

+++

+++

∂

∂
+=

∂

∂
=

∂

∂

∂

∂
+=

∂

∂
=

∂

∂

xxxux

xxxux

e
x

u
exue

xx

v

e
u

exue
v

 

 

( )

( )

( )

( ) (49)                                                       .2,       

,       

,       

,

2

2
2

2

2
2

2

2

x

u
ee

x

u
exu

x

u
ee

x

u
e

x

u
exu

e
x

u
exu

x

e
x

u
exu

xx

v

xxx

xxxx

xx

xx

∂

∂
+

∂

∂
+=










∂

∂
+

∂

∂
+








∂

∂
+=










∂

∂
+

∂

∂
=










∂

∂
+

∂

∂
=

∂

∂

+++

++++

++

++

βταβταβτα

βταβταβταβτα

βταβτα

βταβτα

αατ

ααατ

ατ

ατ

 

 

 

 

 

 

 

Substituindo (46), (47), (48) e (49) em (41) resulta: 
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Como α  e β  são constantes arbitrárias da exponencial introduzida em (46), podemos 

definí-las com qualquer valor, sem alterar informacionalmente a equação.  Definindo 

convenientemente para eliminação dos termos ( )τ,xu  e 
x

u
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∂
 de (51): 
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Finalmente a equação (50) resulta na forma da equação de difusão do calor que se buscava, 

conforme definido em (30): 
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Solucionando o sistema de equações formado por (52) e (53) para colocar a equação (46) 

em termos dos parâmetros α  e β  anteriormente definidos: 
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Substituindo (55) e (56) em (46) chegamos a uma equação em função dos parâmetros 

iniciais do problema: 
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A partir de (44), (45), (46) e (57), as condições de contorno de (54) tornam-se: 
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A equação de difusão do calor dada por (54), pode ser solucionada de diversas formas.  

Optamos por desenvolver a solução utilizando a transformada de Fourier. 

 

Definem-se a transformada de Fourier em relação a x  e sua inversa da seguinte forma: 
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Aplicando a transformada de Fourier em relação a x  aos membros da equação (54): 
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Dadas as propriedades de diferenciação da transformada de Fourier tem-se que: 
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Aplicando as propriedades (66) e (67) em (65) resulta: 
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Como ( ){ }τ,xu��  é uma função somente de τ , a equação (68) torna-se uma equação 

diferencial ordinária linear homogênea de primeira ordem com coeficientes constantes em 

�� , que é uma equação diferencial da forma: 

 

(69)                                                                                                                .02 =− ya
dt

dy
 

 

 A solução geral de equações na forma (69) é uma equação na forma: 

 

(70)                                                                                                                    .
2taCey −=  

 

A solução geral de (68) é, portanto: 

 

( ){ } (71)                                                                                                       .,
2τωτ −= Cexu��  
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Logo, ( ){ } Cxu =0,�� , mas: 

 

( ) ( ) (72)                                                                                                                    .0, xfxu =  

 

Portanto qualquer que seja ( )xf , tem-se que: 

 

( ){ } ( ) (73)                                                                                                            .0, xfxu =��  

 

Consequentemente: 

 

( ){ } ( ){ } (74)                                                                                             . , 
2τωτ −= exfxu �� ��

 

 

Aplicando a transformada inversa de Fourier ao termo τω 2−e  em (74), obtém-se, conforme 

Spiegel (1976, p. 126): 
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Assim, ( ){ } τωτ
2

, −= exg��  e a equação (74) pode ser representada por: 

 

( ){ } ( ){ } ( ){ }

( ) ( ){ } ( ){ }{ } (77)                                                                               .,   ,

(76)                                                                                  ,  , 

1 ττ

ττ

xgxfxu

xgxfxu

���

���

���

���

−
=

=

 



170 

Dada a propriedade da convolução da transformada de Fourier, sendo “∗ ” o operador 

convolução, tem-se que: 
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Substituindo (73), (75) e (77) em (78), obtém-se: 
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Inserindo a condição inicial (62) em (81) resulta: 
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Como os termos multiplicativos da função a ser integrada são não-negativos, dados pelo 

operador { }max , pela raiz e pela exponencial, o limite inferior de integração passa a ser 

0 . 

Com os novos limites de integração, ξ  assume somente valores não negativos, e como a 

função 
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ee  é nula para 0=ξ  e positiva para valores positivos de ξ , o 

operador { }max  pode ser suprimido. 

Podemos demonstrar que a função 
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ee é positiva para valores positivos 

de ξ  supondo: 
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A condição ξξ −>  somente é válida se 0>ξ . 

 

Fazendo em (80) as seguintes substituições de variáveis: 
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A equação (80) torna-se: 
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Completando os quadrados nos expoentes em (84): 
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Fazendo as substituições de variáveis: 

 

(86)                                  ,1

2
1

2
2

1

2
                 ,

2

1

2
1

2
2

1

21

1

21














∞













+−−∈⇒








∞−∈

=














+−=

σ
τ

ττ
ζ

σ
τζ

rx
z

x

dzdζ

r
z

 

 

(87)                                 .,1

2
1

2
2

1

2
                ,

2

1

2
1

2
2

1

22

2

22














∞













−−−∈⇒








∞−∈

=














−−=

σ
τ

ττ
ζ

σ
τζ

rx
z

x

dzdζ

r
z

 

 

A equação (85) torna-se: 

 

( )

(88)                               .
2

1
                

2

1
             

2

1
               

2

1
,

1

2
1

2
2

1

2
2

2

11

2
14

 1

2
12

1

1

2
1

2
2

1

2
1

2

11

2
14

 1

2
12

1

1

2
1

2
2

1

2

2
2

11

2
14

1

2
1

2
2

1

2

1
2

11

2
14

 1

2
12

1

2

2
2

2

22

2

2
1

2

22

2

2
2

2

2

2

2
1

2

22

∫

∫

∫

∫














−+

∞−

−












−+














−














++

∞−

−












++














+

∞














−−−

−












−

∞














+−−

−












++














+











−











=











−











=

σ
τ

τ
σ

τ

σ

σ
τ

τ
σ

τ

σ

σ
τ

τ

σ

τ

σ
τ

τ

σ

τ

σ

π

π

π

π
τ

rx
z

r
x

r

rx
z

r
x

r

rx

z

r

rx

z

r
x

r

dzee

dzee

dzee

dzeexu

 



174 

 

Assim, ( )τ,xu  em (88) é a solução da equação do calor em função dos termo do problema.  

É necessário, então, retornar às equações originais.  Retornando à equação (57): 
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Substituindo (88) em (57): 
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Retornando à equação (32): 
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Substituindo (91) em (32): 
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Retornando às equações (34) e (36): 
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Como a função distribuição acumulada de uma variável estocástica normal padão é dada 

por: 
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A dinâmica do preço da opção é dada por: 
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q. e. d. proposição 1. 

 

É importante observar que a distribuição acumulada Φ  é uma distribuição acumulada da 

normal padrão neutralizadora do risco, como pode ser interpretado de Breeden e 

Litzenberger (1978, p. 621-651).  Embora o conceito de precificação de derivativos pela 

teoria martingale não existisse quando demonstrada a fórmula de Black-Scholes, o 

processo na medida neutralizadora do risco foi introduzido com o conceito de não-

arbitragem nas equações (19) e (20), quando foi definido que a carteira de hedge deve ter o 

rendimento do ativo livre de risco. 

 

Outras formas alternativas da demonstração da fórmula de Black-Scholes são indicadas em 

Andreasen, Bjark e Poulsen (1999, p. 1-30). 
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11. APÊNDICE 2 - DEMONSTRAÇÕES ESTRATÉGIA AC 

 

Notação: 

t  : instante de tempo discreto, },...,1,0{ Tt ∈ . 

T  : instante de tempo de expiração da opção de compra européia. 

tRf  : processo-escalar retorno da taxa livre de risco. 

tβ  : processo-escalar desconto cumulativo à taxa livre de risco. 

tS  : processo-vetor preço dos ativos-base. 

tδ  : processo-vetor dividendo dos ativos-base. 

tX  : processo-vetor valor descontado dos ativos-base (incluindo dividendos). 

tX∆  : processo-vetor retorno descontado dos ativos-base (retorno em excesso à taxa livre 

de risco). 

tθ  : processo-vetor estratégia dinâmica autofinanciável (quantidades de ativos-base). 

x  : investimento inicial. 

θ,x

tV  : processo-escalar valor da estratégia autofinanciável com investimento inicial x  e θ  

ativos-base. 

tH  : processo-escalar valor esperado do ativo-objeto (preço da opção e valor esperado de 

uma carteira replicante com erro esperado acumulado de hedge nulo). 

tk  : processo-escalar proporção de erro propagado. 

2
tε  : processo-escalar erro quadrático esperado mínimo acumulado de replicação. 

2
0ε  : erro quadrático esperado mínimo acumulado de replicação no instante 0=t . 

te : erro acumulado de hedge no instante t . 

P

tESRE  : processo-escalar erro quadrático esperado de replicação de um período na 

medida de probabilidade objetiva. 

[ ]•P

tE  : esperança condicionada na medida de probabilidade objetiva, que assinala valores 

aos estados. 

t• : vetor ou matriz transpostos. 
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11.1 Premissas do modelo 

 

- O espaço de probabilidades filtrado é finito. 

- Todos os processos são adaptados (conhecidos somente em t ), exceto o 

processo de desconto à taxa livre de risco que é previsível (conhecido em 1−t ). 

- Exogeneidade: uma variável estocástica R→Ω:W  é exógena se para cada 

evento Ω∈ω , ( )ωW  é independente das escolhas de ( ) ( ) ( )ωωωθ
10

,
0 ,..., −T

x
V θθ . 

- tX  e tβ  são exógenos. 

- tk  e tH  são exógenos. 

- Retornos tX∆  são linearmente independentes. 

- 0>tk . 

 

 

11.2 Definição 1 

 

O processo-desconto tβ  é o desconto cumulativo que, em qualquer instante, leva qualquer 

valor a valor presente do instante inicial do investimento, à taxa livre de risco.  É um 

processo previsível, pois tβ  é conhecido em 1−t . 

O processo-desconto é dado diretamente por: 
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11.3 Definição 2 

 

O processo valor do ativo subjacente incluindo dividendos tX  é o valor do ativo em 

qualquer instante, levado a valor presente do instante inicial do investimento à taxa livre de 

risco.  É um processo estocástico, pois tX  não é conhecido em 1−t . 
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O processo valor do ativo subjacente descontado é dado diretamente por: 
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11.4 Proposição 1 

 

O processo retorno descontado do ativo subjacente incluindo dividendos é o retorno 

descontado de um período do ativo subjacente incluindo dividendos, em valor monetário, 

levado a valor presente do instante inicial do investimento, à taxa livre de risco. 

O processo retorno descontado do ativo subjacente é dado por: 
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Fim da proposição 1. 

 

Demonstração da proposição 1: 
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q. e. d. proposição 1. 
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11.5 Proposição 2 

 

O processo-valor da carteira replicante do ativo-objeto é dado por: 

 

)5(                 .111 tttttt VRfV Xθ ∆+= −−−

tβ  

 

Fim da proposição 2. 

 

Demonstração da proposição 2: 

 

O investimento inicial é definido como a soma entre um valor em ativo livre de risco 0B  e 

quantidades 0θ  de ativos de risco 0X . 

000 Xθ
t

+≡ Bx . 

 

O valor inicial do processo-valor da carteira replicante do ativo-objeto é igual ao 

investimento inicial. 

 

xV
x ≡θ,

0 . 

 

A evolução do processo-valor da estratégia autofinanciável em 1=t  é dado por: 
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A aplicação de uma nova estratégia ao valor resultante corresponde a um novo 

investimento em ativo livre de risco 1B  e um somado a uma nova quantidade 1θ de ativos 

de risco 1X  que sendo um valor descontado deve ser corrigido à taxa livre de risco. 
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0111
,

1 RfBV x Xθ
t

+=θ . 

 

A evolução do processo-valor da estratégia autofinanciável em 2=t  é dado por: 
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Por indução finita tem-se que: 
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q. e. d. proposição 2. 

 

 

11.6 Proposição 3 

 

O processo de valor descontado da estratégia autofinanciável é o valor em qualquer 

instante, da carteira replicante do ativo-objeto, levado a valor presente do instante inicial 

do investimento, à taxa livre de risco. 

O processo de valor descontado da estratégia autofinanciável é dado por: 
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Fim da proposição 3. 

 

Demonstração da proposição 3: 
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Por indução finita tem-se que: 
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q. e. d. proposição 3. 
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11.7 Proposição 4 

 

A a estratégia autofinanciável da ótima de hedge da equação (5) é dada por: 
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tk  é o processo proporção de erro propagado 
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O erro quadrático esperado mínimo acumulado de hedge, que é o erro quadrático esperado 

mínimo acumulado de replicação é definido como: 
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É dado também por: 
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P

tESRE  é o erro quadrático esperado mínimo de hedge de um período, dado por: 
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tH  é o processo de valor médio do ativo-objeto: 

( ) [ ] [ ]( )( ) )13(                 .1
11

1

111111

2









∆∆∆∆−= +

++

−

++++++

t

t

ttttt

P

ttt

P

tt

P

t

t

t

t
Rf

H
kkEkEkE

k

Rf
H XXXX tt

 

Fim da proposição 4. 

 

Demonstração da proposição 4: 

 

Seja o erro quadrático esperado mínimo acumulado de hedge no instante 0=t  dado por: 
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Pelo princípio da optimalidade de Bellman, a partir de qualquer ponto da trajetória ótima, a 

otimização desse ponto em diante resulta na trajetória ótima.  

Extraindo sucessivamente pela lei das esperanças iteradas a esperança do erro quadrático 

de um período e desmembrando o problema de minimização pelo princípio da 

optimalidade de Bellman temos: 
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Fazendo: 
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Supondo que a solução de minimização do erro quadrático esperado de hedge no instante 

1−= Tt  para um dado 1−Tθ  da equação (20) seja da forma: 

 

 ( ) ( ) (24)                        .
2

1

2

1
,
111 −−−−− +−= TT

x

TTT HVkJ εθ  

 

sendo que 1−Tk , 1−TH  e 1−Tε  dependem somente do preço do ativo e do tempo (não 

dependem de 1−Tθ ). 

 

Com essa suposição, solucionada a minimização em 1−T  da equação (20), é necessário 

solucionar a minimização em 2−T  da equação (21).  Substituindo a solução suposta em 

(24) na equação (21): 
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Substituindo o valor da estratégia autofinanciável de (5) em (25) temos: 
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Aplicando a (27) a condição de primeira ordem com a premissa de que a derivada da 

esperança é a esperança da derivada resulta: 
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Supondo a condição de primeira ordem: 
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Retornando o ponto mínimo 
tD

T 2−θ  de (28) na equação (20) de 2−TJ : 
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A equação (29) precisa ser rearranjada para formar um quadrado em forma de binômio de 

Newton (“straightforward but tedious” - Cerny (2004a, p. 301).   

 

Expandindo em (29) o binômio quadrático no primeiro termo e distribuindo as 

multiplicações no segundo e terceiro termos: 
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Agrupando em (30) o terceiro termo ao sétimo termo ao final da expressão e distribuindo 

as multiplicações do quarto, quinto e sexto termos: 
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Extraindo as constantes das esperanças em (31): 
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Desmembrando em (32) o terceiro termo e agrupando uma parcela ao primeiro, agrupando 

o quinto termo ao segundo para formar um binômio quadrático em θ,
2

x

TV − , desmembrando o 

sexto termo e agrupando uma parcela ao final da expressão e expandindo o quadrado do 

sétimo termo: 
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Aplicando a (33) a lei das esperanças iteradas ao terceiro, quarto e quinto termos e a 

propriedade vetorial abba
tt =  ao sexto, sétimo e oitavo termos: 
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Aplicando a (34) a lei das esperanças iteradas ao sexto, sétimo e oitavo termos: 
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Eliminando em (35) as multiplicações pelo inverso no sexto, sétimo e oitavo termos: 
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Aplicando a (36) a propriedade vetorial (a t b) = (b t a) ao sexto, sétimo e oitavo termos: 
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Eliminando em (37) o terceiro e sexto, quarto e sétimo e quinto e oitavo termos que se 

anulam: 
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Somando e subtraindo ( )2
22 −− TT Hk  em (38), multiplicando e dividindo o segundo termo 

por 22 −− TT kRf  , colocando 1−TH  em evidência e definindo: 
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A equação (38) torna-se: 

 

( )

( ) [ ] [ ]( )( )[ ]

( ) ( )

( )[ ] ( )[ ]

[ ] [ ]( ) [ ] ( )40)                         .           

          

          

2          

1112

1

11121112

2
112

2

12

2
22

2
22

22

22
111

1

1112112122
,
2

2

2,
22

−−−−

−

−−−−−−−−

−−−−−

−−−−

−−

−−
−−−

−

−−−−−−−−−−−

−−−

∆∆∆∆−

++

−+

∆∆∆∆−−

=

TTT

P

TTTT

P

TTTT

P

T

TT

P

TT

P

T

TTTT

TT

TT

TTTTTT

P

TTT

P

TT

P

TT

x

T

T

x

TT

HkEkEHkE

HkEE

HkHk

kRf

kRf
HkkEkEkERfV

kVJ

XXXX

XXXX

t

t

ε

θ

θ
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Definindo em (40): 

[ ] [ ]( )( ) ( )
(41)       .

2

2
2

2

1
11

1

1112112122
−

−

−

−
−−

−

−−−−−−−−−− 







∆∆∆∆−≡

T

T

T

T

TTTTT

P

TTT

P

TT

P

TT
k

Rf

Rf

H
kkEkEkEH XXXX t

 

 

A equação (40) torna-se: 

( ) ( ) ( )

( )[ ] ( )[ ] ( )

[ ] [ ]( ) [ ] (42)            .           

          

2

1112

1

11121112

2
21

2
112

2

12

2
2122

,
21

2,
22

−−−−

−

−−−−−−−−

−−−−−−−

−−−−−−−−

∆∆∆∆−

−++

+−=

TTT

P

TTTT

P

TTTT

P

T

TTTT

P

TT

P

T

TTTT

x

TT

x

TT

HkEkEHkE

HkHkEE

HkHkVkVJ

XXXX t

ε

θθ

 

 

 

Definindo em (42): 

( )[ ] ( )[ ] ( )

[ ] [ ] [ ] (43)             .            1112

1

11121112

2
11

2
112

2

12
2

2

−−−−

−

−−−−−−−−

−−−−−−−−

∆∆∆∆−

−+≡

TTT

P

TTTT

P

TTTT

P

T

TTTT

P

TT

P

TT

HkEkEHkE

HkHkEE

XXXX t

εε
 

 

A equação (41) torna-se: 

 

( ) (44)                                                                .
2

2

2

2
,
222 −−−−− +−= TT

x

TTT HVkJ εθ  

 

onde 2−Tk , 2−TH  e 
2

2−Tε  são dados pelas equações (39), (41) e (43) respectivamente. 
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A equação (44) é a solução do problema de minimização apresentado em (25). 

[ ]

( ) ( )[ ] (25)                       . min        

min

2

1

2

1
,
112

122

2

2

−−−−−

−−−

+−=

=

−

−

TT

x

TTT

TTT

HVkE

JEJ

T

T

εθ

θ

θ
 

 

 

Mas a equação (24) foi a solução suposta para o problema de minimização da equação 

(20): 

 

[ ]

( )[ ] (20)                                                  min        

min

2,
1

11

1

1

T

x

TT

TTT

HVE

JEJ

T

T

−=

=

−

−−

−

−

θ

θ

θ

 

 

( ) (24)                                            .
2

1

2

1
,
111 −−−−− +−= TT

x

TTT HVkJ εθ  

 

Podemos observar, comparando a solução obtida na equação (44) para o problema de 

minimização da equação (25), com a solução suposta na equação (24) para a o problema de 

minimização da equação (20), que obtivemos assim uma solução recursiva na forma: 

 

( ) (45)                                                        
22,

tt

x

ttt HVkJ εθ +−=  

 

em que: 

 

( )[ ] (46)                                                                                     min
2

1
,
1 ++ −= t

x

t

P

tt HVEJ
t

θ

θ

 

( ) [ ] [ ] [ ]( ) [ ]( ) (47)           11

1

111
P

111
2

++

−

++++++ ∆∆∆∆−= tt

P

ttttttt

P

tt

P

ttt kEkEkEkERfk XXXX tt

 

( ) [ ] [ ]( )( ) (48)       1
11

1

111111

2












∆∆∆∆−= +

++

−

++++++

t

t

ttttt

P

ttt

P

tt

t

tP

tt
Rf

H
kkEkEk

k

Rf
EH XXXX tt
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[ ] ( )[ ] ( )

[ ] [ ]( ) [ ] (49)                       .          111

1

111111
P

22
11

2

1
P2

+++

−

+++−++

+++

∆∆∆∆−

−+=

ttt

P

tttt

P

ttttt

tttt

P

tttt

HkEkEHkE

HkHkEE

XXXX tt

εε
 

 

Para completar a verificação da solução é então necessário retornar à solução do problema 

de otimização inicial da equação (20), cuja solução foi suposta ser dada na forma da 

equação (24).  Retomando as equações (20) e (24): 

 

[ ]

( )[ ] (20)                                                  min        

min

2,
1

11

1

1

T

x

T

P

T

T

P

TT

HVE

JEJ

T

T

−=

=

−

−−

−

−

θ

θ

θ

 

 

( ) (24)                                              .
2

1

2

1
,
111 −−−−− +−= TT

x

TTT HVkJ εθ  

 

Para que a solução recursiva seja válida, TJ  deve ser expresso na forma: 

( ) ( ) .22,2,
TT

x

TTT

x

TT HVkHVJ εθθ +−=−=
 

 

Essa forma é válida com a condição inicial de que 0=Tε  e 1=Tk . 

 

Assim, aplicando recursivamente a solução de Tt =  até 0=t , obtém-se a solução do 

problema de minimização: 

.2
00 ε=J
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Como o cálculo recursivo do erro quadrático esperado mínimo de replicação é dado por 

(49): 

( )[ ] ( )[ ] ( )

[ ] [ ]( ) [ ] (49)            ,          111

1

111
P

111
P

22
11

P2

1
P2

+++

−

+++−++

+++

∆∆∆∆−

−+=

tttttttttttt

tttttttt

HkEkEHkE

HkHkEE

XXXX tt

εε
 

 

podemos definir em (49) o erro quadrático esperado mínimo de replicação de um período 

como sendo: 

( )[ ]

[ ]( ) [ ]( ) [ ]( ) (50)           .                 111

1

111111

22
11

+++

−

++++++

++

∆∆∆∆−

−≡

ttt

P

tttt

P

tttt

P

t

tttt

P

t

P

t

HkEkEHkE

HkHkEESRE

XXXX tt

 

 

A equação (49) torna-se: 

[ ] (51)                                                                                         .
2

1

2 P

tttt ESREE += +εε
 

 

O erro quadrático esperado mínimo acumulado de replicação no período atual, calculado 

recursivamente, é a soma do erro quadrático esperado mínimo acumulado de replicação 

entre o período seguinte e o período final, com o erro esperado mínimo de replicação de 

um período (entre o período atual e o período seguinte).    

 

Logo: 

[ ] :então   ,0    que sendo  ,1

2

1

2

1 =+= −−− T

P

TT

P

TT ESREE εεε
 

 

P

TT ESRE 1

2

1 −− =ε  
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[ ]

[ ] P

T

P

T

P

T

P

TT

P

TT

ESREESREE

ESREE

212

2

2

12

2

2

           −−−

−−−−

+=

+= εε
 

[ ]

[ ][ ]

[ ] P

T

P

T

P

T

P

T

P

T

P

T

P

T

P

T

P

T

P

TT

P

TT

ESREESREESREE

ESREESREESREEE

ESREE

3213

32123

3

2

23

2

3

          

          

−−−−

−−−−−

−−−−

++=

++=

+= εε

 

 

Por indução finita tem-se que: 

(51)                                                                                               .         
1

0
0

0

1

1
0

2

0









=

+







=

∑

∑

−

=

−

=

T

t

P

t

P

P
T

t

P

t

P

ESREE

ESREESREEε

 

 

O erro quadrático esperado mínimo acumulado de replicação no instante 0=t  é esperança 

da soma dos erros quadráticos esperados mínimos de replicação de um período. 

 

Podemos observar nas equações (20) e (45), que o erro quadrático esperado mínimo 

acumulado em um instante intermediário qualquer é a soma do erro quadrático mínimo 

esperado acumulado calculado recursivamente até o instante intermediário, com uma 

proporção da diferença existente entre o valor da carteira replicante e o valor do ativo-

objeto naquele instante.   
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[ ]

( ) (52)                                                                                             .       

min

22,

1

tt

x

tt

t

P

tt

HVk

JEJ
t

εθ

θ

+−=

= +

 

 

No período inicial essa diferença é nula, pois o hedge é iniciado com a carteira replicante 

tendo o mesmo valor do ativo-objeto, portanto somente no instante 0=t , 
2

ttJ ε= .   

 

O erro quadrático esperado mínimo acumulado de replicação no instante 0=t  é então 

dado por (9), (10) e (11): 

( )[ ]

(11)                                                                        .         

(10)                       min        

(9)                                                              min

1

0
0

2
1

0
11

,
00

,...,,

2,
0

,...,,

2

0
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∆+=
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∑

∑

−

=

−

=
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−

−
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t

P

t

P

T

T

i

ii

x

T

P

x

T

x

T

P

x

ESREE

HVE

HVE

T

T

Xθ
tθ

θθ

θ

θθ

β

ε

 

 

 

Por fim, retornando à equação (28), a estratégia dinâmica autofinanciável ótima é dada por: 

 

( ) ( )[ ] [ ]( ) )53(        . 
1

1
,
111

1

1

−

−−−−

−

− ∆∆−∆−=
tt

ttt

P

tt

x

tttt

P

tt

D

t kEHVRfkE XXXθ
θβ

 

 

 

q. e. d. proposição 4. 
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12. APÊNDICE 3 - DEMONSTRAÇÕES - ESTRATÉGIA HN 

 

Notação: 

t  : instante de tempo contínuo [ ]Tt ,0∈ . 

T  : instante de expiração da opção de compra européia. 

r  : taxa contínua de retorno do ativo livre de risco. 

tS  : preço à vista da ação sem dividendos. 

th  : variância condicionada dos log-retornos da ação. 

λ : preço de mercado do risco. 

ω : variância de longo prazo. 

iα : parâmetro de média móvel. 

iβ  : parâmetro auto-regressivo. 

λ  : parâmetro de assimetria. 

( )tSC t ,  : preço racional da opção de compra européia. 

tZ  : variável estocástica com distribuição normal padrão. 

tθ  : quantidade da ação. 

 

 

12.1 Premissas do modelo 

 

- O preço da ação segue um processo específico em tempo discreto e os log-

retornos têm distribuição lognormal. 

- A esperança dos log-retornos é constante. 

- A variância condicionada dos log-retornos segue um modelo GARCH 

específico. 

- A taxa livre de risco é constante. 
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12.2 Definição 1 

 

A equação da dinâmica de preços é dada por: 

 

( ) ( ) (1)                                                                                   .lnln tttttt ZhhrSS +++= ∆− λ  

 

A equação da dinâmica da variância é dada por: 

 

( ) (2)                                                                  .
1

2

1
∑∑

=
∆−∆−

=
∆− −++=

q

i

titititi

p

i

titit hZhh γαβω  

 

Fim da definição 1 

 

 

12.3 Definição 2 

 

Duan (1995, p. 14) define a LRNVR (Locally Risk Neutral Valuation Relationship), que 

possibilita a precificação de opções, utilizando modelos GARCH, por meio da mudança de 

medida de probabilidade.  A LNVR estipula que a variância condicionada um período à 

frente é invariante com relação à mudança para a medida neutralizadora do risco. 

Duan (1995, p.15) define que uma medida de probabilidade Q  satisfaz à LRNVR se é 

mutuamente absolutamente contínua com relação à medida P  e 
1-t
F|

1−t

t

S

S
 tem distribuição 

lognormal na medida Q  e r

t

t

t e
S

S
E =









−

−

1
1

Q . 

 

Fim da definição 2. 

 

 

 

 

 

 



             205 

12.4 Teorema 1 

 

Este teorema está demonstrado em Duan (1995, p.25-31). 

Seja uma variável estocástica tt hZy +=ν , sendo ν  a esperança contante e ( )1,0~ NZ t  na 

medida objetiva P , então ( )hNyt ,0~ . 

Seja a medida martingale Q  definida por 
( )

PQ ded

T

s

siyTr ∑
= =

+−
1

ρ

 mutuamente absolutamente 

contínua em relação à medida P . 

Então se [ ]t

y

tt SeES t+−
−− = ρP

11 : 

 Q  é uma medida de probabilidade e, para qualquer variável estocástica tW , 
t
F -

mensurável: 

[ ] ( )[ ]tyr

tttt eWEWE
+−

−− = ρPQ

11 . 

1-t
F|

1−t

t

S

S
 tem distribuição lognormal na medida Q . 

[ ] ry

t

t

t

t eeE
S

S
E t −+−

−

−

− ==






 ρPQ

1
1

1 . 









=









−

−

−

−

1
1

1
1

t

t

t

t

t

t
S

S
V

S

S
V PQ  quase certamente com relação à medida P . 

 

Fim do teorema 1. 

 

 

12.5 Proposição 1 

 

A dinâmica de preços na medida de probabilidade neutralizadora do risco para o modelo 

(1) é dada por: 

 

( ) ( ) (3)                                                                             .
2

1
lnln tttttt ZhhrSS +−+= ∆−  
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A dinâmica da variância na medida de probabilidade neutralizadora do risco é dada por: 

 

( ) (4)                                                             .
1

2

1
∑∑

=
∆−∆−

=
∆− −++=

q

i

titititi

p

i

titit hZhh γαβω  

 

Fim da proposição 1. 

 

Demonstração da proposição 1: 

 

Rearranjando os termos na equação (1) 

 

( ) ( )

( )

( )

( ) (5)                                                   . 
2

1

2

1
ln           

2

1

2

1
ln           

2

1

2

1
ln           

2

1
lnln

















+++−+=









+++−+=

+−+++=

+−+=

∆−

∆−

∆−

∆−

tttttt

ttttttt

ttttttttt

tttttt

hZhhrS

hhZhhrS

hhhZhhhrS

ZhhrSS

λ

λ

λ

 

 

Fazendo: 

 

(6)                                                                                                      .
2

1*
ttt hZZ 








++= λ  

 

A equação (5) torna-se: 

 

( ) ( ) (7)                                                                                .
2

1
lnln *

tttttt ZhhrSS +−+= ∆−  
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Eliminando os logaritmos em (7): 

 

(8)                                                                                                           .
*

2

1

1

ttt Zhhr

t

t e
S

S +−

−

=  

 

A determinação de 
2

1
−=λ  transforma a variável *

tZ  em (6) em uma variável com 

distribuição normal padrão ( )1,0~*
NZ t . 

Se o processo em (8) representa um processo na medida neutralizadora de risco, então pelo 

teorema 1, se r

t

t

t e
S

S
E =









−

−

1
1

Q , a distribuição é lognormal na medida Q  e a condição 

LRNVR é satisfeita. 

 

.                   

                   2

1

2

1

2

1

1
1

1

r

hhr

Zhhr

t

t

t

t

e

e

eE
S

S
E

tt

ttt

=

=









=









+−

+−

−

−

−
QQ
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Rearranjando os termos na equação (4) 

 

( )

( ) ( )

( )

( )

(9)                                                                                                                                                              

.
2

1

2

1
     

2

1

2

1
     

     

2

11
2

2

1

2

11
2

2

1

2

11
2

2

1

1

2

1
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+++−++=









−
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+++−++=

−+−++=
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∆−∆−∆−
=

∆−∆−
=

∆−

∆−∆−∆−∆−
=

∆−∆−
=

∆−

∆−∆−
=

∆−∆−
=

∆−

=
∆−∆−

=
∆−

∑∑

∑∑

∑∑

∑∑

tttttt

q

i

titititi

p

i

titi

tttttttt

q

i

titititi

p

i

titi

tttt

q

i

titititi

p

i

titi

q

i

titititi

p

i

titit

hhZhZh

hhhZhZh

hZhZh

hZhh

γλλαγαβω

γλλαγαβω

γαγαβω

γαβω

 

Substituindo (6) em (9) e fazendo: 

 

(10)                                                                                                               .
2

1
1

*
1 γλγ ++=  

 

A equação (9) torna-se: 

 

( ) ( ) (11)                              .
2*

1
*

1
2

2

1
tttt

q

i

titititi

p

i

titit hZhZhh ∆−∆−
=

∆−∆−
=

∆− −+−++= ∑∑ γαγαβω

 

 

Como a condição 
2

1
−=λ  foi estabelecida para a obtenção do processo da equação (1) na 

medida neutralizadora do risco, a equação (11) torna-se: 
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( ) ( )

( ) (12)                                                               .
1

2

1

2

11
2

2

1

∑∑

∑∑

=
∆−∆−

=
∆−

∆−∆−
=

∆−∆−
=

∆−

−++=

−+−++=

q

i

titititi

p

i

titit

tttt

q

i

titititi

p

i

titit

hZhh

hZhZhh

γαβω

γαγαβω

 

 

q. e. d. proposição 1. 

 

 

12.6 Definição 3 

 

A dinâmica de preços do ativo livre de risco é dada por: 

 

(13)                                                                                                                     .0
rt

t

tt

eBB

dtrBdB

−=

≡

 

 

Fim da definição 3. 

 

 

12.7 Definição 4 

 

O preço racional da opção de compra européia é dado por: 

 

( ) ( ) { }[ ] (14)                                                                          . 0,max, TTt

tTr

t KSEetSC −≡ −− Q  

 

Fim da definição 4 
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12.8 Proposição 2 

 

O preço racional da opção de compra européia dado por: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

(15)                                                                                                                                             

. Re
1

2

11
Re

1

2

1
,

0

*

0

*

φ
φ

φ

π
φ

φ

φ

π

φφ

d
i

ifK
eKd

i

ifK
eStSC

i

TtTr

T

i

TtTr

tt 




















+−







 +
+= ∫∫

∞
−

−−
∞

−

−−

 

Sendo que *f  é a função característica de TSln  na medida de probabilidade 

neutralizadora do risco. 

 

Fim da proposição 2. 

 

Demonstração da proposição 2: 

 

Seja ( )φ,,* Ttf  a função geratriz de momentos de ordem φ  de TSln  na medida 

neutralizadora do risco dada por: 

 

 ( ) [ ] (17)                                                                                                . ,, ln* TS

t eETtf
φφ Q=  

 

sendo que: 

 

 

( ) [ ]

[ ] (18)                                                                                                                

1,, ln*

Tt

S

t

SE

eETtf T

Q

Q

=

=

 

 

Seja ( )TSp ln  a função densidade de probabilidade de TSln  na medida neutralizadora do 

risco. 
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Seja ( )T

A Sp ln  uma densidade de probabilidade ajustada de TSln  na medida 

neutralizadora do risco, tal que: 

 

( )
( )

( )
(16)                                                                                                      .

1,,

ln
ln

*

ln

Ttf

Spe
Sp T

S

T

A
T

=

 

Seja ( )φ,,* Ttg  a função geratriz de momentos de ordem φ  de TSln  na medida 

neutralizadora do risco, para a densidade de probabilidade ajustada ( )T

A Sp ln  na medida 

neutralizadora do risco, dada por: 

 

( ) ( ) ( )

( )
( )

( )

( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

(19)                                                                                                  .
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1,,
               

lnln
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*

*
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*
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SdSpe
Ttf
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e

SdSpeTtg
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S

T

T

S
S
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T

T

T

T

+
=

=

=

=

∫

∫

∫

∞

∞−

+

∞

∞−
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O preço racional da opção de compra européia dado por (14), passa a ser então: 
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Inserindo (16) em substituição da densidade de probabilidade da primeira integral em (20): 
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Se ( )φ,,* Ttf  é a função geratriz de momentos de TSln  para a densidade de 

probabilidades ( )TSp ln  dada em (17) e 
( )

( )
 

1,,

1,,
*

*

Ttf

Ttf +φ
 é a função geratriz de momentos de 

TSln  para a densidade de probabilidades ajustada ( )T

A Sp ln  dada em (18), então 

( )φiTtf ,,*  e 
( )

( )
 

1,,

1,,
*

*

Ttf

iTtf +φ
 são as funções características de TSln  para as densidades de 

probabilidade ( )TSp  e ( )T

A Sp  respectivamente. 

Como a função densidade de probabilidade pode ser obtida a partir da função 

característica: 
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As densidades de probabilidade em (21), conforme indicado em Heston e Nandi (2000, p. 

620) são dadas por: 
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Substituindo (18), (23) e (24) em (21): 
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Como ( ) [ ] tTt

tTr SSEe =−− Q , a equação (21) torna-se: 
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q. e. d. proposição 2. 

 

 

12.9 Proposição 3 

 

A função geratriz de momentos condicionada de TSln  na medida neutralizadora do risco é 

dada por: 

( ) [ ] (23)                                                                                                . ,, ln* TS

t eETtf
ϕϕ Q=  

 

Sendo que φϕ =  para a função geratriz de momentos e φϕ i=  para a função característica 

e têm a forma: 
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Sendo que: 
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Fim da proposição 3. 

 

Demonstração da proposição 3: 

 

Seja a função geratriz de momentos condicionada de TSln  na medida neutralizadora do 

risco dada por (23): 

( ) ( )[ ] (23)                                                                                                . ,, ln* TS

t eETtf
ϕϕ Q=  

 

Assumindo que a função geratriz de momentos toma a seguinte forma log-linear:  
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Como TSln  é conhecido em Tt = , a equação (23) torna-se ( )  ,, ln* TSeTTf ϕϕ = .  Logo, a 

condição terminal dos coeficientes A , iB  e iC  é dada por: 
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Aplicando a lei das esperanças iteradas a (23) resulta: 
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Substituindo a dinâmica de TSln  dada por (1) e (2) a equação (28) torna-se: 
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Rearranjando os termos e completando quadrados em (29): 
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Utilizando o resultado de que para uma variável normal padrão Z : 
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Substituindo (31) em (30) e igualando termos em (30) resulta: 
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As equações (32) podem ser utilizadas para calcular recursivamente os coeficientes A , iB  

e iC , iniciando com as condições finais ( ) ( ) ( ) 0,,,,,, === ϕϕϕ TTCTTBTTA ii . 

 

q. e. d. proposição 3. 
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13. APÊNDICE 4 - PROGRAMAS UTILIZADOS 

 

Os programas utilizados foram elaborados utilizando os softwares Matlab 7.0.1 e 

Mathematica 6.0. 

 

 

13.1 Programa para geração das séries de estimação e validação 

 

% Programa: gerdadosv3 
% Autor: Iuri Lazier 
% Data: 12/2008 
% Linguagem: Matlab 7.0.1 
% 
% Dados de entrada: planilha Excel 2003 Gerdados.xls 
% Dados das series e parametros dos modelos para simulacao 
% 1 planilha: parm 
% Coluna A: descricao dos parametros 
% qtd series=1/qtd sequencias=100/ qtd subperiodos=5/dias in sample/dias 

out of sample/preco 
% inicial/rf diaria 
% normal mi/sigma 
% NormalJump mi/sigma/m/delta/lambda 
% TGARCH ni/fi/alfa/alfam/beta/omega/ht0 
% HNGARCH alfa/beta/gama/lambda/omega/ht0 
% Colunas B a H: valores dos parametros inidcados para cada modelo, um 

modelo por linha  
% 
% Dados de saída: planilha Excel 2003 Gerdados.xls 
% 22 planilhas (xxxx = processo gerador de dados): dados simulados 
% xxxxDr: log-retornos de acao diarios e 4 momentos da serie in sample 
% xxxxDp: precos de acao diarios in sample 
% xxxxSeqD: 100 series de log-retornos de acao diarios out of sample 
% xxxxS: 1 serie de log-retornos de acao semanais in sample 
% xxxxSeqS: 100 series de precos de acao semanais out of sample 
% TGARCHAR: parametros autorregressivos do modelo TGARCH utilizados para 

geracao das series 
% out of sample 
% HNGARCHAR: parametros autorregressivos do modelo HNGARCH utilizados 

para geracao das series 
% out of sample 
% 
% Programa principal 
% Geracao de series de retornos e precos a partir de modelos: 
% lognormal, lognormal com jumps TGARCH HNGARCH 
% Geracao de series diarias e semanais 
% 

function gerdadosv3 

% Entrada de Dados 

    % Planilha de parametros do modelo 

    % primeira linha quantidade de series in-sample quantidade de 

    % sequencias out-of-sample numero de dias do subperiodo numero de 

dias 

    % in-sample numero de dias out-of sample preco inicial taxa livre de 

risco dia util  
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    % em seguida uma linha para cada serie de cada modelo 

t1=clock; 

    parm=xlsread('Gerdados.xls','Parm'); 

    ser=parm(1,1);seq=parm(1,2);p=parm(1,3);tt=parm(1,4);tc=parm(1,5); 

    s0=parm(1,6);rfd=parm(1,7); 

    % Dados do modelo normal 

    for i=1:ser 

        mi1(i)=parm(i+1,1);sigma1(i)=parm(i+1,2); 

    end 

    % Dados do modelo normal com jumps 

    for i=1:ser 

        

mi2(i)=parm(i+1+ser,1);sigma2(i)=parm(i+1+ser,2);m2(i)=parm(i+1+ser,3); 

        delta2(i)=parm(i+1+ser,4);lambda2(i)=parm(i+1+ser,5); 

    end 

    % Dados do modelo TGARCH 

    for i=1:ser 

        

ni3(i)=parm(i+1+2*ser,1);fi3(i)=parm(i+1+2*ser,2);alfa3(i)=parm(i+1+2*ser

,3); 

        

alfam3(i)=parm(i+1+2*ser,4);beta3(i)=parm(i+1+2*ser,5);omega3(i)=parm(i+1

+2*ser,6); 

        ht03(i)=parm(i+1+2*ser,7); 

    end 

    % Dados do modelo HNGARCH 

    for i=1:ser 

        

alfa4(i)=parm(i+1+3*ser,1);beta4(i)=parm(i+1+3*ser,2);gama4(i)=parm(i+1+3

*ser,3); 

        

lambda4(i)=parm(i+1+3*ser,4);omega4(i)=parm(i+1+3*ser,5);ht04(i)=parm(i+1

+3*ser,6); 

    end 

% Serie normal de log-retornos 

    % Log-retornos da serie normal 

    for j=1:ser 

        for i=1:tt 

            retornod(i,j)=sigma1(j)*randn(1)+mi1(j); 

        end 

    end 

    % Momentos da serie normal de log-retornos 

    for j=1:ser 

        mi(j)=mean(retornod(:,j)); 

        si(j)=var(retornod(:,j)); 

        sk(j)=skewness(retornod(:,j)); 

        ku(j)=kurtosis(retornod(:,j)); 

    %hist(retornod(:,j)) 

    end 

    % Precos da serie normal de log-retornos diarios 

    for j=1:ser 

        ativo(1,j)=s0; 

        for i=1:tt 

            ativo(i+1,j)=ativo(i,j)*exp(retornod(i,j)); 

        end 

    end 

    % Geracao das sequencias out-of-sample de log-retornos e precos da 

serie normal de log-retornos 

    for j=1:ser 

        for i=1:seq 

            for k=1:tc 
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                seqret(k,i+(j-1)*ser)=sigma1(j)*randn(1)+mi1(j); 

            end 

        end 

    end 

    for k=1:ser 

        for j=1:seq 

            seqativo(1,j+(k-1)*ser)=ativo(tt+1,k); 

            for i=1:tc 

                seqativo(i+1,j+(k-1)*ser)=seqativo(i,j+(k-

1)*ser)*exp(seqret(i,j+(k-1)*ser)); 

            end 

        end 

    end 

    % Geracao das series semanais modelo normal 

    for j=1:ser 

        for i=1:p:tt+1 

            ativos((i-1+p)/p,j)=ativo(i,j); 

        end 

    end 

    for j=1:ser 

        for i=2:(tt/p)+1 

            retornos(i,j)=log(ativos(i,j)/ativos(i-1,j)); 

        end 

    end 

    for j=1:ser*seq 

        for i=1:p:tc+1 

            seqativos((i-1+p)/p,j)=seqativo(i,j); 

        end 

    end 

    tmp=zeros(1,ser*seq); 

    for j=1:ser 

        for k=1:seq 

            tmp(1,(j-1)*ser+k)=retornod(tt-1,j); 

            tmp(2,(j-1)*ser+k)=retornod(tt,j); 

        end 

    end 

    seqret=cat(1,tmp,seqret); 

    % Gravacao dos dados da serie normal 

    

xlswrite('Gerdados.xls',mi,'NormalDr','A3');xlswrite('Gerdados',si,'Norma

lDr','A4'); 

    

xlswrite('Gerdados.xls',sk,'NormalDr','A5');xlswrite('Gerdados',ku,'Norma

lDr','A6'); 

    xlswrite('Gerdados.xls',retornod,'NormalDr','A9');  

    xlswrite('Gerdados.xls',ativo,'NormalDp','A8');  

    xlswrite('Gerdados.xls',retornos,'NormalS','A1');  

    xlswrite('Gerdados.xls',seqret,'NormalSeqD','A1');  

    xlswrite('Gerdados.xls',seqativos,'NormalSeqS','A1');  

    clear retornod;clear ativo;clear seqret;clear seqativo;clear 

retornos;clear ativos; 

    clear mi;clear si;clear ku;clear sk; 

% Serie normal com jumps de log-retornos 

    % Log-retornos da serie normal com jumps 

    for j=1:ser 

        for i=1:tt 

            jps=poissrnd(lambda2(j)); 

            jumps(i,j)=0; 

            for k=1:jps 

                jumps(i,j)=jumps(i,j)+delta2(j)*randn(1)+m2(j); 

            end 
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        end 

    end 

    for j=1:ser 

        for i=1:tt 

            retornod(i,j)=sigma2(j)*randn(1)+mi2(j)+jumps(i,j); 

        end 

    end 

    % Momentos da serie normal com jumps de log-retornos 

    for j=1:ser 

        mi(j)=mean(retornod(:,j)); 

        si(j)=var(retornod(:,j)); 

        ku(j)=kurtosis(retornod(:,j)); 

        sk(j)=skewness(retornod(:,j)); 

    %hist(retornod(:,j)) 

    end 

    % Precos da serie normal com jumps de log-retornos 

    for j=1:ser 

        ativo(1,j)=s0; 

        for i=1:tt 

            ativo(i+1,j)=ativo(i,j)*exp(retornod(i,j)); 

        end 

    end 

    clear jumps; 

    % Geracao das sequencias out-of-sample de log-retornos e precos da 

serie normal com jumps de log-retornos 

    for j=1:ser 

        for l=1:seq 

            for i=1:tc 

                jps=poissrnd(lambda2(j)); 

                jumps(i,l+(j-1)*ser)=0; 

                for k=1:jps 

                    jumps(i,l+(j-1)*ser)=jumps(i,l+(j-

1)*ser)+delta2(j)*randn(1)+m2(j); 

                end 

            end 

        end 

    end 

    for j=1:ser 

        for i=1:seq 

            for k=1:tc 

                seqret(k,i+(j-

1)*ser)=sigma2(j)*randn(1)+mi2(j)+jumps(k,i+(j-1)*ser); 

            end 

        end 

    end 

    for k=1:ser 

        for j=1:seq 

            seqativo(1,j+(k-1)*ser)=ativo(tt+1,k); 

            for i=1:tc 

                seqativo(i+1,j+(k-1)*ser)=seqativo(i,j+(k-

1)*ser)*exp(seqret(i,j+(k-1)*ser)); 

            end 

        end 

    end 

    % Geracao das series semanais modelo normal com jumps 

    for j=1:ser 

        for i=1:p:tt+1 

            ativos((i-1+p)/p,j)=ativo(i,j); 

        end 

    end 

    for j=1:ser 
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        for i=2:(tt/p)+1 

            retornos(i,j)=log(ativos(i,j)/ativos(i-1,j)); 

        end 

    end 

    for j=1:ser*seq 

        for i=1:p:tc+1 

            seqativos((i-1+p)/p,j)=seqativo(i,j); 

        end 

    end 

    tmp=zeros(1,ser*seq); 

    for j=1:ser 

        for k=1:seq 

            tmp(1,(j-1)*ser+k)=retornod(tt-1,j); 

            tmp(2,(j-1)*ser+k)=retornod(tt,j); 

        end 

    end 

    seqret=cat(1,tmp,seqret); 

    % Gravacao dos dados da serie normal com jumps 

    

xlswrite('Gerdados.xls',mi,'NormalJumpDr','A3');xlswrite('Gerdados.xls',s

i,'NormalJumpDr','A4'); 

    

xlswrite('Gerdados.xls',sk,'NormalJumpDr','A5');xlswrite('Gerdados.xls',k

u,'NormalJumpDr','A6'); 

    xlswrite('Gerdados.xls',retornod,'NormalJumpDr','A9');  

    xlswrite('Gerdados.xls',ativo,'NormalJumpDp','A8');  

    xlswrite('Gerdados.xls',retornos,'NormalJumpS','A1');  

    xlswrite('Gerdados.xls',seqret,'NormalJumpSeqD','A1');  

    xlswrite('Gerdados.xls',seqativos,'NormalJumpSeqS','A1');  

    clear retornod;clear ativo;clear seqret;clear seqativo;clear 

retornos;clear ativos; 

    clear mi;clear si;clear ku;clear sk; 

% Serie TGARCH de log-retornos e precos 

    % Log-retornos e precos da serie TGARCH 

    for j=1:ser 

        ativo(1,j)=s0;retornod(1,j)=0;qsi=randn(1);ht=ht03(j); 

        for i=1:tt 

            if qsi<0 

                ind=1; 

            else 

                ind=0; 

            end 

            ht=omega3(j)+((alfa3(j)+alfam3(j)*ind)*qsi^2+beta3(j))*ht; 

            qsi=randn(1); 

            retornod(i+1,j)=ni3(j)+fi3(j)*retornod(i,j)+(ht^(1/2))*qsi; 

            ativo(i+1,j)=ativo(i,j)*(1+retornod(i+1,j)); 

        end 

        seqht(j)=ht;seqqsi(j)=qsi;ultretseq(j)=retornod(tt+1,j); 

    %hist(retornod(:,j)) 

    end 

    % Momentos da serie TGARCH de log-retornos 

    retornod(1,:)=[]; 

    for j=1:ser 

        mi(j)=mean(retornod(:,j)); 

        si(j)=var(retornod(:,j)); 

        ku(j)=kurtosis(retornod(:,j)); 

        sk(j)=skewness(retornod(:,j)); 

    end 

    % Geracao das sequencias out-of-sample de log-retornos e precos da 

serie TGARCH de log-retornos 

    for k=1:ser 
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        for j=1:seq 

            seqativo(1,j+(k-1)*ser)=ativo(tt+1,k); 

            ht=seqht(k);qsi=seqqsi(k);seqret(1,j+(k-1)*ser)=ultretseq(k); 

            for i=1:tc 

                if qsi<0 

                    ind=1; 

                else 

                    ind=0; 

                end 

                

ht=omega3(k)+((alfa3(k)+alfam3(k)*ind)*qsi^2+beta3(k))*ht; 

                qsi=randn(1); 

                seqret(i+1,j+(k-1)*ser)=ni3(k)+fi3(k)*seqret(i,j+(k-

1)*ser)+(ht^(1/2))*qsi; 

                seqativo(i+1,j+(k-1)*ser)=seqativo(i,j+(k-

1)*ser)*(1+seqret(i+1,j+(k-1)*ser)); 

            end 

        end 

    end 

    % Geracao das series semanais modelo TGARCH 

    for j=1:ser 

        for i=1:p:tt+1 

            ativos((i-1+p)/p,j)=ativo(i,j); 

        end 

    end 

    for j=1:ser 

        for i=2:(tt/p)+1 

            retornos(i,j)=log(ativos(i,j)/ativos(i-1,j)); 

        end 

    end 

    for j=1:ser*seq 

        for i=1:p:tc+1 

            seqativos((i-1+p)/p,j)=seqativo(i,j); 

        end 

    end 

    tmp=zeros(1,ser*seq); 

    for j=1:ser 

        for k=1:seq 

            tmp(1,(j-1)*ser+k)=retornod(tt-1,j); 

        end 

    end 

    seqret=cat(1,tmp,seqret); 

    % Gravacao dos dados da serie TGARCH 

    

xlswrite('Gerdados.xls',mi,'TGARCHDr','A3');xlswrite('Gerdados.xls',si,'T

GARCHDr','A4'); 

    

xlswrite('Gerdados.xls',sk,'TGARCHDr','A5');xlswrite('Gerdados.xls',ku,'T

GARCHDr','A6'); 

    xlswrite('Gerdados.xls',retornod,'TGARCHDr','A9');  

    xlswrite('Gerdados.xls',ativo,'TGARCHDp','A8');  

    xlswrite('Gerdados.xls',retornos,'TGARCHS','A1');  

    xlswrite('Gerdados.xls',seqret,'TGARCHSeqD','A1');  

    xlswrite('Gerdados.xls',seqativos,'TGARCHSeqS','A1');  

    xlswrite('Gerdados.xls',seqht,'TGARCHAR','A1'); 

    xlswrite('Gerdados.xls',seqqsi,'TGARCHAR','A2');   

% Serie HNGARCH de log-retornos e precos 

    % Log-retornos e precos da serie HNGARCH 

    for j=1:ser 

        ativo(1,j)=s0;retornod(1,j)=0;zt=randn(1);ht=ht04(j); 

        for i=2:tt+1 
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            ht=omega4(j)+beta4(j)*ht+alfa4(j)*((zt-gama4(j)*sqrt(ht))^2); 

            zt=randn(1); 

            retornod(i,j)=log(1+rfd)+lambda4(j)*(ht)+sqrt(ht)*zt; 

            ativo(i,j)=ativo(i-1,j)*exp(retornod(i,j)); 

        end 

        seqht(j)=ht;seqzt(j)=zt;ultretseq(j)=retornod(tt+1,j); 

    %hist(retornod(:,j)) 

    end 

    % Momentos da serie HNGARCH de log-retornos 

    retornod(1,:)=[]; 

    for j=1:ser 

        mi(j)=mean(retornod(:,j)); 

        si(j)=var(retornod(:,j)); 

        ku(j)=kurtosis(retornod(:,j)); 

        sk(j)=skewness(retornod(:,j)); 

    end 

    % Geracao das sequencias out-of-sample de log-retornos e precos da 

serie HNGARCH de log-retornos 

    for k=1:ser 

        for j=1:seq 

            seqativo(1,j+(k-1)*ser)=ativo(tt+1,k); 

            ht=seqht(k);zt=seqzt(k);seqret(1,j+(k-1)*ser)=ultretseq(k); 

            for i=1:tc 

                ht=omega4(k)+beta4(k)*ht+alfa4(k)*((zt-

gama4(k)*sqrt(ht))^2); 

                zt=randn(1); 

                seqret(i+1,j+(k-

1)*ser)=log(1+rfd)+lambda4(k)*(ht)+sqrt(ht)*zt; 

                seqativo(i+1,j+(k-1)*ser)=seqativo(i,j+(k-

1)*ser)*exp(seqret(i+1,j+(k-1)*ser)); 

            end 

        end 

    end 

    % Geracao das series semanais modelo HNGARCH 

    for j=1:ser 

        for i=1:p:tt+1 

            ativos((i-1+p)/p,j)=ativo(i,j); 

        end 

    end 

    for j=1:ser 

        for i=2:(tt/p)+1 

            retornos(i,j)=log(ativos(i,j)/ativos(i-1,j)); 

        end 

    end 

    for j=1:ser*seq 

        for i=1:p:tc+1 

            seqativos((i-1+p)/p,j)=seqativo(i,j); 

        end 

    end 

    tmp=zeros(1,ser*seq); 

    for j=1:ser 

        for k=1:seq 

            tmp(1,(j-1)*ser+k)=retornod(tt-1,j); 

        end 

    end 

    seqret=cat(1,tmp,seqret); 

    % Gravacao dos dados da serie HNGARCH 

    

xlswrite('Gerdados.xls',mi,'HNGARCHDr','A3');xlswrite('Gerdados.xls',si,'

HNGARCHDr','A4'); 
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xlswrite('Gerdados.xls',sk,'HNGARCHDr','A5');xlswrite('Gerdados.xls',ku,'

HNGARCHDr','A6'); 

    xlswrite('Gerdados.xls',retornod,'HNGARCHDr','A9');  

    xlswrite('Gerdados.xls',ativo,'HNGARCHDp','A8');  

    xlswrite('Gerdados.xls',retornos,'HNGARCHS','A1');  

    xlswrite('Gerdados.xls',seqret,'HNGARCHSeqD','A1');  

    xlswrite('Gerdados.xls',seqativos,'HNGARCHSeqS','A1');  

    xlswrite('Gerdados.xls',seqht,'HNGARCHAR','A1'); 

    xlswrite('Gerdados.xls',seqzt,'HNGARCHAR','A2');   

t2=clock;t12=etime(t2,t1) 

end            

  

 

13.2 Programa para cálculo de preços de opção 

 

% Programa: precopv0 
% Autor: Iuri Lazier 
% Data: 12/2008 
% Linguagem: Matlab 7.0.1 
% 
% Dados de entrada: planilha Excel 2003 Gerdados.xls 
% 1 planilha: parm 
% Coluna A: descricao dos parametros 
% qtd series=1/qtd sequencias=100/ qtd subperiodos=5/dias in sample/dias 

out of sample/preco 
% inicial/rf diaria 
% normal mi/sigma 
% NormalJump mi/sigma/m/delta/lambda 
% TGARCH ni/fi/alfa/alfam/beta/omega/ht0 
% HNGARCH alfa/beta/gama/lambda/omega/ht0 
% Colunas B a H: valores dos parametros inidcados para cada modelo, um 

modelo por linha  
% 10 planilhas (xxxx = processo gerador de dados): dados simulados 
% xxxxSeqD: 100 series de log-retornos de acao diarios out of sample 
% xxxxSeqS: 100 series de precos de acao semanais out of sample 
% TGARCHAR: parametros autorregressivos do modelo TGARCH utilizados para 

geracao das series 
% out of sample 
% HNGARCHAR: parametros autorregressivos do modelo HNGARCH utilizados 

para geracao das series 
% out of sample 
% 
% Dados de saída: planilha Excel 2003 Gerdados.xls 
% 4 Planilhas (xxxx = processo gerador de dados): precos de opcao 
% xxxxOS: 100 series de log-retornos de acao diarios out of sample 
% 
% Programa principal (4x100 series = 8 h) 
% Calculo de precos de opcao a partir de modelos na medida neutralizadora 

do risco: 
% lognormal, lognormal com jumps TGARCH HNGARCH 
% 

function precopv0 

t1=clock; 

% Entrada de Dados 

    parm=xlsread('Gerdados.xls','Parm'); 

    ser=parm(1,1);seq=parm(1,2);p=parm(1,3);tt=parm(1,4);tc=parm(1,5); 

    s0=parm(1,6);rfd=parm(1,7);ttoos=floor(tc/p);rf=rfd; 



             227 

    % Dados do modelo normal 

    for i=1:ser 

        mi1(i)=parm(i+1,1);sigma1(i)=parm(i+1,2); 

    end 

    % Dados do modelo normal com jumps 

    for i=1:ser 

mi2(i)=parm(i+1+ser,1);sigma2(i)=parm(i+1+ser,2);m2(i)=parm(i+1+ser,3); 

        delta2(i)=parm(i+1+ser,4);lambda2(i)=parm(i+1+ser,5); 

    end 

    % Dados do modelo TGARCH 

    for i=1:ser 

ni3(i)=parm(i+1+2*ser,1);fi3(i)=parm(i+1+2*ser,2);alfa3(i)=parm(i+1+2*ser

,3); 

alfam3(i)=parm(i+1+2*ser,4);beta3(i)=parm(i+1+2*ser,5);omega3(i)=parm(i+1

+2*ser,6); 

        ht03(i)=parm(i+1+2*ser,7); 

    end 

    % Dados do modelo HNGARCH 

    for i=1:ser 

alfa4(i)=parm(i+1+3*ser,1);beta4(i)=parm(i+1+3*ser,2);gama4(i)=parm(i+1+3

*ser,3); 

lambda4(i)=parm(i+1+3*ser,4);omega4(i)=parm(i+1+3*ser,5);ht04(i)=parm(i+1

+3*ser,6); 

gama4(i)=gama4(i)+lambda4(i)-1/2; 
    end 

    % Sequencias de precos semanais da acao 

    normalseqs=xlsread('Gerdados.xls','NormalSeqS'); 

    normaljumpseqs=xlsread('Gerdados.xls','NormalJumpSeqS'); 

    tgarchseqs=xlsread('Gerdados.xls','TGARCHSeqS'); 

    hngarchseqs=xlsread('Gerdados.xls','HNGARCHSeqS'); 

    % Sequencias de retornos diarios da acao 

    normalseqd=xlsread('Gerdados.xls','NormalSeqD'); 

    normaljumpseqd=xlsread('Gerdados.xls','NormalJumpSeqD'); 

    tgarchseqd=xlsread('Gerdados.xls','TGARCHSeqD'); 

    hngarchseqd=xlsread('Gerdados.xls','HNGARCHSeqD'); 

    % Dados autorregressivos do modelo TGARCH 

    tgarchar=xlsread('Gerdados.xls','TGARCHAR'); 

    thtar=tgarchar(1,:);qsiar=tgarchar(2,:); 

    % Dados autorregressivos do modelo HNGARCH 

    hngarchar=xlsread('Gerdados.xls','HNGARCHAR'); 

    hnhtar=hngarchar(1,:);ztar=hngarchar(2,:); 

% Calculo de precos de opcao modelo normal 

    %Inicializacao dos precos de exercicio 

    skp=normalseqs(1,:); 

    for j=1:ser 

        for i=1:seq 

            for k=1:ttoos 

                % Inicializacao dos dados  

                stmk=0; 

                simret((k-1)*p+1,:)=zeros(1,ser*seq); 

                simret((k-1)*p+2,:)=zeros(1,ser*seq); 

                simativo((k-1)*p+1,:)=zeros(1,ser*seq); 

                simativo((k-1)*p+2,:)=normalseqs(k,:); 

                % Simulacao de Monte Carlo para calculo de precos de 

opcao 

                l=1;stmkmed=0;vari=0;stopc=1000; 

                while (stopc>0.05 | l<10000) 

                    for m=((k-1)*p+1):tc 

                        simret(m+2,(j-1)*ser+i)=log(1+rf)-

(1/2)*(sigma1(j)^2)+sigma1(j)*randn(1); 
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                        simativo(m+2,(j-1)*ser+i)=simativo(m+1,(j-

1)*ser+i)*exp(simret(m+2,(j-1)*ser+i)); 

                    end 

                    stmkmedant=stmkmed; 

                    stmk=max(simativo(tc,(j-1)*ser+i)-skp((j-

1)*ser+i),0); 

                    stmkmed=stmkmed+(stmk-stmkmed)/l; 

                    if l>1 

                        vari=(1-1/(l-1))*vari+l*((stmkmed-stmkmedant)^2); 

                        sd=sqrt(vari); 

                        stopc=1.96*sd/sqrt(l); 

                    end 

                    l=l+1; 

                end 

                seqopcao(k,i+(j-1)*ser)=(stmkmed)/((1+rf)^(tc-(k-1)*p)); 

            end 

            seqopcao(ttoos+1,(j-1)*ser+i)=max(normalseqs(ttoos+1,(j-

1)*ser+i)-skp(i+(j-1)*ser),0); 

        end 

    end 

    % Gravacao dos precos do modelo normal 

    xlswrite('Gerdados.xls',seqopcao,'NormalOS','A1'); 

    clear simret;clear simativo;clear stmk;clear seqopcao; 

t2=clock;t=etime(t2,t1) 

% Calculo de precos de opcao modelo normal com jumps 

    %Inicializacao dos precos de exercicio 

    skp=normaljumpseqs(1,:); 

    for j=1:ser 

        for i=1:seq 

            for k=1:ttoos 

                % Inicializacao dos dados  

                stmk=0; 

                simret((k-1)*p+1,:)=zeros(1,ser*seq); 

                simret((k-1)*p+2,:)=zeros(1,ser*seq); 

                simativo((k-1)*p+1,:)=zeros(1,ser*seq); 

                simativo((k-1)*p+2,:)=normaljumpseqs(k,:); 

                % Simulacao de Monte Carlo para calculo de precos de 

opcao 

                l=1;stmkmed=0;vari=0;stopc=1000; 

                while (stopc>0.05 | l<10000) 

                    for m=((k-1)*p+1):tc 

                        jps=poissrnd(lambda2(j)); 

                        jumps=0; 

                        for n=1:jps 

                            jumps=jumps+delta2(j)*randn(1)+m2(j); 

                        end 

                        simret(m+2,(j-1)*ser+i)=(log(1+rf)-

(1/2)*(sigma2(j)^2)-lambda2(j)*(exp(m2(j)+(1/2)*(delta2(j)^2))-

1))+sigma2(j)*randn(1)+jumps; 

                        simativo(m+2,(j-1)*ser+i)=simativo(m+1,(j-

1)*ser+i)*exp(simret(m+2,(j-1)*ser+i)); 

                    end 

                    stmkmedant=stmkmed; 

                    stmk=max(simativo(tc,(j-1)*ser+i)-skp((j-

1)*ser+i),0); 

                    stmkmed=stmkmed+(stmk-stmkmed)/l; 

                    if l>1 

                        vari=(1-1/(l-1))*vari+l*((stmkmed-stmkmedant)^2); 

                        sd=sqrt(vari); 

                        stopc=1.96*sd/sqrt(l); 

                    end 
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                    l=l+1; 

                end 

                seqopcao(k,(j-1)*ser+i)=(stmkmed)/((1+rf)^(tc-(k-1)*p)); 

            end 

            seqopcao(ttoos+1,(j-1)*ser+i)=max(normaljumpseqs(ttoos+1,(j-

1)*ser+i)-skp(i+(j-1)*ser),0); 

        end 

    end 

    % Gravacao dos precos do modelo normal com jumps 

    xlswrite('Gerdados.xls',seqopcao,'NormalJumpOS','A1'); 

    clear simret;clear simativo;clear stmk;clear seqopcao; 

t2=clock;t=etime(t2,t1) 

% Calculo de precos de opcao modelo TGARCH 

    %Inicializacao dos precos de exercicio 

    skp=tgarchseqs(1,:); 

    for j=1:ser 

        for i=1:seq 

            for k=1:ttoos 

                % Inicializacao dos dados autorregressivos 

                stmk=0; 

                simret((k-1)*p+1,:)=tgarchseqd((k-1)*p+1,:); 

                simret((k-1)*p+2,:)=tgarchseqd((k-1)*p+2,:); 

                simativo((k-1)*p+1,:)=zeros(1,ser*seq); 

                simativo((k-1)*p+2,:)=tgarchseqs(k,:); 

                % Simulacao de Monte Carlo para calculo de precos de 

opcao 

                l=1;stmkmed=0;vari=0;stopc=1000; 

                while (stopc>0.05 | l<10000) 

                    ht=thtar(j);qsi=qsiar(j); 

                    for m=((k-1)*p+1):tc 

                        lambda=(ni3(j)+fi3(j)*simret(m,(j-1)*ser+i)-

rf)/(sqrt(ht)); 

                        if (qsi-lambda)<0 

                            ind=1; 

                        else 

                            ind=0; 

                        end 

                        ht=omega3(j)+((alfa3(j)+alfam3(j)*ind)*((qsi-

lambda)^2)+beta3(j))*ht; 

                        qsi=randn(1); 

                        simret(m+2,(j-1)*ser+i)=rf+(ht^(1/2))*qsi; 

                        simativo(m+2,(j-1)*ser+i)=simativo(m+1,(j-

1)*ser+i)*(1+simret(m+2,(j-1)*ser+i)); 

                    end 

                    stmkmedant=stmkmed; 

                    stmk=max(simativo(tc,(j-1)*ser+i)-skp((j-

1)*ser+i),0); 

                    stmkmed=stmkmed+(stmk-stmkmed)/l; 

                    if l>1 

                        vari=(1-1/(l-1))*vari+l*((stmkmed-stmkmedant)^2); 

                        sd=sqrt(vari); 

                        stopc=1.96*sd/sqrt(l); 

                    end 

                    l=l+1; 

                end 

                seqopcao(k,(j-1)*ser+i)=(stmkmed)/((1+rf)^(tc-(k-1)*p)); 

            end 

            seqopcao(ttoos+1,(j-1)*ser+i)=max(tgarchseqs(ttoos+1,(j-

1)*ser+i)-skp(i+(j-1)*ser),0); 

        end 

    end 
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    % Gravacao dos precos do modelo TGARCH 

    xlswrite('Gerdados.xls',seqopcao,'TGARCHOS','A1'); 

    clear simret;clear simativo;clear stmk;clear seqopcao; 

t2=clock;t=etime(t2,t1) 

% Calculo de precos de opcao modelo HNGARCH 

    %Inicializacao dos precos de exercicio 

    skp=hngarchseqs(1,:); 

    for j=1:ser 

        for i=1:seq 

            for k=1:ttoos 

                % Inicializacao dos dados autorregressivos 

                stmk=0; 

                simret((k-1)*p+1,:)=zeros(1,ser*seq); 

                simret((k-1)*p+2,:)=zeros(1,ser*seq); 

                simativo((k-1)*p+1,:)=zeros(1,ser*seq); 

                simativo((k-1)*p+2,:)=hngarchseqs(k,:); 

                % Simulacao de Monte Carlo para calculo de precos de 

opcao 

                l=1;stmkmed=0;vari=0;stopc=1000; 

                while (stopc>0.05 | l<10000) 

                    ht=hnhtar(j);zt=ztar(j); 

                    for m=((k-1)*p+1):tc 

                        ht=omega4(j)+beta4(j)*ht+alfa4(j)*((zt-

gama4(j)*sqrt(ht))^2); 

                        zt=randn(1); 

                        simret(m+2,(j-1)*ser+i)=log(1+rf)-

(1/2)*ht+(sqrt(ht))*zt; 

                        simativo(m+2,(j-1)*ser+i)=simativo(m+1,(j-

1)*ser+i)*exp(simret(m+2,(j-1)*ser+i)); 

                    end 

                    stmkmedant=stmkmed; 

                    stmk=max(simativo(tc,(j-1)*ser+i)-skp((j-

1)*ser+i),0); 

                    stmkmed=stmkmed+(stmk-stmkmed)/l; 

                    if l>1 

                        vari=(1-1/(l-1))*vari+l*((stmkmed-stmkmedant)^2); 

                        sd=sqrt(vari); 

                        stopc=1.96*sd/sqrt(l); 

                    end 

                    l=l+1; 

                end 

                seqopcao(k,(j-1)*ser+i)=(stmkmed)/((1+rf)^(tc-(k-1)*p)); 

            end 

            seqopcao(ttoos+1,(j-1)*ser+i)=max(hngarchseqs(ttoos+1,(j-

1)*ser+i)-skp(i+(j-1)*ser),0); 

       end 

    end 

    % Gravacao dos precos do modelo HNGARCH 

    xlswrite('Gerdados.xls',seqopcao,'HNGARCHOS','A1'); 

t2=clock;t=etime(t2,t1) 

end            

       

   

 

13.3 Programa para estimação e teste da estratégia BSM 

 
% Programa: hbsmv1 
% Autor: Iuri Lazier 
% Data: 12/2008 
% Linguagem: Matlab 7.0.1 
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% 
% Dados de entrada: planilha Excel 2003 Gerdados.xls 
% Dados simulados 
% 8 planilhas (xxxx = processo gerador de dados): dados simulados 
% xxxxSeqS: 100 series de precos de acao semanais out of sample 
% xxxxOS: 100 series de precos de opcao semanais out of sample 
% 
% Dados de saída: planilha Excel 2003 HedgeBSM.xls 
% Resultados da aplicacao da estrategia de hedge BSM sobre os dados de 
% simulacao 
% 24 planilhas (xxxx = processo gerador de dados): resultados 
% xxxxHedgeBSM: 100 series de hedge pelo delta out of sample 
% xxxxBankFBSM: 100 series de numerario teorico necessario out of sample 
% xxxxBankBSM: 100 series de numerario efetivo necessario out of sample 
% xxxxPRepAC: 100 series de valor do portfolio replicante out of sample 
% xxxxHErrBSM: 100 series erro de hedge out of sample 
% xxxxOpBSM: 100 series de preco de opcao e payoff calculados pelo modelo 
% BSM 
% 
% Programa principal (100 series = 1 m) 
% Estrategia de hedge BSM 
% Calculo de hedge e erros sobre series simuladas 
% estimacao de volatilidade 
% portfolio replicante e erro acumulado multiperiodico  
% 

function hbsmv1 

t1=clock; 

% Inicializacao de dados 

    % Planilha de parametros do modelo 

    % primeira linha quantidade de series in-sample quantidade de 

    % sequencias out-of-sample numero de dias do subperiodo numero de 

dias 

    % in-sample numero de dias out-of sample preco inicial taxa livre de 

risco dia util  

    % em seguida uma linha para cada serie de cada modelo 

    parm=xlsread('Gerdados.xls','Parm'); 

    ser=parm(1,1);seq=parm(1,2);p=parm(1,3);ttis=parm(1,4);tc=parm(1,5); 

    s0=parm(1,6);rfd=parm(1,7); 

    ttoos=floor(tc/p);rf=log((1+rfd)^p); 

% Calculos de hedge modelo normal 

    % Entrada de dados modelo normal  

    seqs=xlsread('Gerdados.xls','NormalSeqS'); 

    opcao=xlsread('Gerdados.xls','NormalOS'); 

    skp=seqs(1,:); 

    % Calculo das vols implicitas modelo normal  

    for j=1:ser 

        for i=1:seq 

            sti=seqs(1,i+(j-1)*ser); 

            opi=opcao(1,i+(j-1)*ser); 

            skpi=skp((j-1)*ser+i); 

            tti=ttoos; 

            vol(i+(j-1)*ser)=fzero(@volimp,0.001); 

        end 

    end 

    % Calculos de hedge modelo normal  

    for j=1:ser 

        for i=1:seq 

            d1=(log(seqs(1,i+(j-1)*ser)/skp((j-

1)*ser+i))+(ttoos)*(rf+(vol((j-1)*ser+i)^2)/2))/(vol((j-

1)*ser+i)*sqrt(ttoos)); 
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            d2=(log(seqs(1,i+(j-1)*ser)/skp((j-1)*ser+i))+(ttoos)*(rf-

(vol((j-1)*ser+i)^2)/2))/(vol((j-1)*ser+i)*sqrt(ttoos)); 

            hedge(1,(j-1)*ser+i)=normcdf(d1); 

            bankbsm(1,(j-1)*ser+i)=-exp(-rf*(ttoos))*skp((j-

1)*ser+i)*normcdf(d2); 

            opbsm(1,(j-1)*ser+i)=seqs(1,i+(j-1)*ser)*hedge(1,(j-

1)*ser+i)+bankbsm(1,(j-1)*ser+i); 

            pr(1,(j-1)*ser+i)=opcao(1,i+(j-1)*ser); 

            bank(1,(j-1)*ser+i)=-hedge(1,(j-1)*ser+i)*seqs(1,i+(j-

1)*ser)+pr(1,(j-1)*ser+i); 

            herr(1,(j-1)*ser+i)=pr(1,(j-1)*ser+i)-opbsm(1,(j-1)*ser+i); 

            for k=2:ttoos 

                d1=(log(seqs(k,i+(j-1)*ser)/skp(i+(j-1)*ser))+(ttoos-

k+1)*(rf+(vol(i+(j-1)*ser)^2)/2))/(vol(i+(j-1)*ser)*sqrt(ttoos-k+1)); 

                d2=(log(seqs(k,i+(j-1)*ser)/skp(i+(j-1)*ser))+(ttoos-

k+1)*(rf-(vol(i+(j-1)*ser)^2)/2))/(vol(i+(j-1)*ser)*sqrt(ttoos-k+1)); 

                hedge(k,i+(j-1)*ser)=normcdf(d1); 

                bankbsm(k,i+(j-1)*ser)=-exp(-rf*(ttoos-k+1))*skp((j-

1)*ser+i)*normcdf(d2); 

                opbsm(k,i+(j-1)*ser)=seqs(k,i+(j-1)*ser)*hedge(k,(j-

1)*ser+i)+bankbsm(k,i+(j-1)*ser); 

                pr(k,i+(j-1)*ser)=hedge(k-1,i+(j-1)*ser)*seqs(k,(j-

1)*ser+i)+bank(k-1,i+(j-1)*ser)*exp(rf); 

                bank(k,i+(j-1)*ser)=-hedge(k,i+(j-1)*ser)*seqs(k,i+(j-

1)*ser)+pr(k,i+(j-1)*ser); 

                herr(k,i+(j-1)*ser)=pr(k,i+(j-1)*ser)-opbsm(k,i+(j-

1)*ser); 

            end 

            pr(ttoos+1,(j-1)*ser+i)=hedge(ttoos,(j-

1)*ser+i)*seqs(ttoos+1,i+(j-1)*ser)+bank(ttoos,(j-1)*ser+i)*exp(rf); 

            opbsm(ttoos+1,(j-1)*ser+i)=max(seqs(ttoos+1,i+(j-1)*ser)-

skp((j-1)*ser+i),0); 

            herr(ttoos+1,(j-1)*ser+i)=pr(ttoos+1,(j-1)*ser+i)-

opbsm(ttoos+1,(j-1)*ser+i); 

        end 

    end 

    % Gravacao dos dados modelo normal     

    xlswrite('HedgeBSM.xls',pr,'NormalPRepBSM'); 

    xlswrite('HedgeBSM.xls',hedge,'NormalHedgeBSM'); 

    xlswrite('HedgeBSM.xls',bankbsm,'NormalBankFBSM'); 

    xlswrite('HedgeBSM.xls',bank,'NormalBankBSM'); 

    xlswrite('HedgeBSM.xls',herr,'NormalHErrBSM'); 

    xlswrite('HedgeBSM.xls',opbsm,'NormalOpBSM'); 

    clear pr;clear herr;clear opbsm;clear seqs;clear opcao; 

% Calculos de hedge modelo normal com jumps 

    % Entrada de dados modelo normal com jumps 

    seqs=xlsread('Gerdados.xls','NormalJumpSeqS'); 

    opcao=xlsread('Gerdados.xls','NormalJumpOS'); 

    skp=seqs(1,:); 

    % Calculo das vols implicitas modelo normal com jumps 

    for j=1:ser 

        for i=1:seq 

            sti=seqs(1,i+(j-1)*ser); 

            opi=opcao(1,i+(j-1)*ser); 

            skpi=skp((j-1)*ser+i); 

            tti=ttoos; 

            vol(i+(j-1)*ser)=fzero(@volimp,0.001); 

        end 

    end 

    % Calculos de hedge modelo normal com jumps 

    for j=1:ser 
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        for i=1:seq 

            d1=(log(seqs(1,i+(j-1)*ser)/skp((j-

1)*ser+i))+(ttoos)*(rf+(vol((j-1)*ser+i)^2)/2))/(vol((j-

1)*ser+i)*sqrt(ttoos)); 

            d2=(log(seqs(1,i+(j-1)*ser)/skp((j-1)*ser+i))+(ttoos)*(rf-

(vol((j-1)*ser+i)^2)/2))/(vol((j-1)*ser+i)*sqrt(ttoos)); 

            hedge(1,(j-1)*ser+i)=normcdf(d1); 

            bankbsm(1,(j-1)*ser+i)=-exp(-rf*(ttoos))*skp((j-

1)*ser+i)*normcdf(d2); 

            opbsm(1,(j-1)*ser+i)=seqs(1,i+(j-1)*ser)*hedge(1,(j-

1)*ser+i)+bankbsm(1,(j-1)*ser+i); 

            pr(1,(j-1)*ser+i)=opcao(1,i+(j-1)*ser); 

            bank(1,(j-1)*ser+i)=-hedge(1,(j-1)*ser+i)*seqs(1,i+(j-

1)*ser)+pr(1,(j-1)*ser+i); 

            herr(1,(j-1)*ser+i)=pr(1,(j-1)*ser+i)-opbsm(1,(j-1)*ser+i); 

            for k=2:ttoos 

                d1=(log(seqs(k,i+(j-1)*ser)/skp(i+(j-1)*ser))+(ttoos-

k+1)*(rf+(vol(i+(j-1)*ser)^2)/2))/(vol(i+(j-1)*ser)*sqrt(ttoos-k+1)); 

                d2=(log(seqs(k,i+(j-1)*ser)/skp(i+(j-1)*ser))+(ttoos-

k+1)*(rf-(vol(i+(j-1)*ser)^2)/2))/(vol(i+(j-1)*ser)*sqrt(ttoos-k+1)); 

                hedge(k,i+(j-1)*ser)=normcdf(d1); 

                bankbsm(k,i+(j-1)*ser)=-exp(-rf*(ttoos-k+1))*skp((j-

1)*ser+i)*normcdf(d2); 

                opbsm(k,i+(j-1)*ser)=seqs(k,i+(j-1)*ser)*hedge(k,(j-

1)*ser+i)+bankbsm(k,i+(j-1)*ser); 

                pr(k,i+(j-1)*ser)=hedge(k-1,i+(j-1)*ser)*seqs(k,(j-

1)*ser+i)+bank(k-1,i+(j-1)*ser)*exp(rf); 

                bank(k,i+(j-1)*ser)=-hedge(k,i+(j-1)*ser)*seqs(k,i+(j-

1)*ser)+pr(k,i+(j-1)*ser); 

                herr(k,i+(j-1)*ser)=pr(k,i+(j-1)*ser)-opbsm(k,i+(j-

1)*ser); 

            end 

            pr(ttoos+1,(j-1)*ser+i)=hedge(ttoos,(j-

1)*ser+i)*seqs(ttoos+1,i+(j-1)*ser)+bank(ttoos,(j-1)*ser+i)*exp(rf); 

            opbsm(ttoos+1,(j-1)*ser+i)=max(seqs(ttoos+1,i+(j-1)*ser)-

skp((j-1)*ser+i),0); 

            herr(ttoos+1,(j-1)*ser+i)=pr(ttoos+1,(j-1)*ser+i)-

opbsm(ttoos+1,(j-1)*ser+i); 

        end 

    end 

    % Gravacao dos dados modelo normal com jumps     

    xlswrite('HedgeBSM.xls',pr,'NormalJumpPRepBSM'); 

    xlswrite('HedgeBSM.xls',hedge,'NormalJumpHedge'); 

    xlswrite('HedgeBSM.xls',bankbsm,'NormalJumpBankFBSM'); 

    xlswrite('HedgeBSM.xls',bank,'NormalJumpBankBSM'); 

    xlswrite('HedgeBSM.xls',herr,'NormalJumpHErrBSM'); 

    xlswrite('HedgeBSM.xls',opbsm,'NormalJumpOpBSM'); 

    clear pr;clear herr;clear opbsm;clear seqs;clear opcao; 

% Calculos de hedge modelo TGARCH 

    % Entrada de dados modelo TGARCH  

    seqs=xlsread('Gerdados.xls','TGARCHSeqS'); 

    opcao=xlsread('Gerdados.xls','TGARCHOS'); 

    skp=seqs(1,:); 

    % Calculo das vols implicitas modelo TGARCH  

    for j=1:ser 

        for i=1:seq 

            sti=seqs(1,i+(j-1)*ser); 

            opi=opcao(1,i+(j-1)*ser); 

            skpi=skp((j-1)*ser+i); 

            tti=ttoos; 

            vol(i+(j-1)*ser)=fzero(@volimp,0.001); 
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        end 

    end 

    % Calculos de hedge modelo TGARCH  

    for j=1:ser 

        for i=1:seq 

            d1=(log(seqs(1,i+(j-1)*ser)/skp((j-

1)*ser+i))+(ttoos)*(rf+(vol((j-1)*ser+i)^2)/2))/(vol((j-

1)*ser+i)*sqrt(ttoos)); 

            d2=(log(seqs(1,i+(j-1)*ser)/skp((j-1)*ser+i))+(ttoos)*(rf-

(vol((j-1)*ser+i)^2)/2))/(vol((j-1)*ser+i)*sqrt(ttoos)); 

            hedge(1,(j-1)*ser+i)=normcdf(d1); 

            bankbsm(1,(j-1)*ser+i)=-exp(-rf*(ttoos))*skp((j-

1)*ser+i)*normcdf(d2); 

            opbsm(1,(j-1)*ser+i)=seqs(1,i+(j-1)*ser)*hedge(1,(j-

1)*ser+i)+bankbsm(1,(j-1)*ser+i); 

            pr(1,(j-1)*ser+i)=opcao(1,i+(j-1)*ser); 

            bank(1,(j-1)*ser+i)=-hedge(1,(j-1)*ser+i)*seqs(1,i+(j-

1)*ser)+pr(1,(j-1)*ser+i); 

            herr(1,(j-1)*ser+i)=pr(1,(j-1)*ser+i)-opbsm(1,(j-1)*ser+i); 

            for k=2:ttoos 

                d1=(log(seqs(k,i+(j-1)*ser)/skp(i+(j-1)*ser))+(ttoos-

k+1)*(rf+(vol(i+(j-1)*ser)^2)/2))/(vol(i+(j-1)*ser)*sqrt(ttoos-k+1)); 

                d2=(log(seqs(k,i+(j-1)*ser)/skp(i+(j-1)*ser))+(ttoos-

k+1)*(rf-(vol(i+(j-1)*ser)^2)/2))/(vol(i+(j-1)*ser)*sqrt(ttoos-k+1)); 

                hedge(k,i+(j-1)*ser)=normcdf(d1); 

                bankbsm(k,i+(j-1)*ser)=-exp(-rf*(ttoos-k+1))*skp((j-

1)*ser+i)*normcdf(d2); 

                opbsm(k,i+(j-1)*ser)=seqs(k,i+(j-1)*ser)*hedge(k,(j-

1)*ser+i)+bankbsm(k,i+(j-1)*ser); 

                pr(k,i+(j-1)*ser)=hedge(k-1,i+(j-1)*ser)*seqs(k,(j-

1)*ser+i)+bank(k-1,i+(j-1)*ser)*exp(rf); 

                bank(k,i+(j-1)*ser)=-hedge(k,i+(j-1)*ser)*seqs(k,i+(j-

1)*ser)+pr(k,i+(j-1)*ser); 

                herr(k,i+(j-1)*ser)=pr(k,i+(j-1)*ser)-opbsm(k,i+(j-

1)*ser); 

            end 

            pr(ttoos+1,(j-1)*ser+i)=hedge(ttoos,(j-

1)*ser+i)*seqs(ttoos+1,i+(j-1)*ser)+bank(ttoos,(j-1)*ser+i)*exp(rf); 

            opbsm(ttoos+1,(j-1)*ser+i)=max(seqs(ttoos+1,i+(j-1)*ser)-

skp((j-1)*ser+i),0); 

            herr(ttoos+1,(j-1)*ser+i)=pr(ttoos+1,(j-1)*ser+i)-

opbsm(ttoos+1,(j-1)*ser+i); 

        end 

    end 

    % Gravacao dos dados modelo TGARCH     

    xlswrite('HedgeBSM.xls',pr,'TGARCHPRepBSM'); 

    xlswrite('HedgeBSM.xls',hedge,'TGARCHHedgeBSM'); 

    xlswrite('HedgeBSM.xls',bankbsm,'TGARCHBankFBSM'); 

    xlswrite('HedgeBSM.xls',bank,'TGARCHBankBSM'); 

    xlswrite('HedgeBSM.xls',herr,'TGARCHHErrBSM'); 

    xlswrite('HedgeBSM.xls',opbsm,'TGARCHOpBSM'); 

% Calculos de hedge modelo HNGARCH 

    % Entrada de dados modelo HNGARCH  

    seqs=xlsread('Gerdados.xls','HNGARCHSeqS'); 

    opcao=xlsread('Gerdados.xls','HNGARCHOS'); 

    skp=seqs(1,:); 

    % Calculo das vols implicitas modelo HNGARCH  

    for j=1:ser 

        for i=1:seq 

            sti=seqs(1,i+(j-1)*ser); 

            opi=opcao(1,i+(j-1)*ser); 
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            skpi=skp((j-1)*ser+i); 

            tti=ttoos; 

            vol(i+(j-1)*ser)=fzero(@volimp,0.001); 

        end 

    end 

    % Calculos de hedge modelo HNGARCH  

    for j=1:ser 

        for i=1:seq 

            d1=(log(seqs(1,i+(j-1)*ser)/skp((j-

1)*ser+i))+(ttoos)*(rf+(vol((j-1)*ser+i)^2)/2))/(vol((j-

1)*ser+i)*sqrt(ttoos)); 

            d2=(log(seqs(1,i+(j-1)*ser)/skp((j-1)*ser+i))+(ttoos)*(rf-

(vol((j-1)*ser+i)^2)/2))/(vol((j-1)*ser+i)*sqrt(ttoos)); 

            hedge(1,(j-1)*ser+i)=normcdf(d1); 

            bankbsm(1,(j-1)*ser+i)=-exp(-rf*(ttoos))*skp((j-

1)*ser+i)*normcdf(d2); 

            opbsm(1,(j-1)*ser+i)=seqs(1,i+(j-1)*ser)*hedge(1,(j-

1)*ser+i)+bankbsm(1,(j-1)*ser+i); 

            pr(1,(j-1)*ser+i)=opcao(1,i+(j-1)*ser); 

            bank(1,(j-1)*ser+i)=-hedge(1,(j-1)*ser+i)*seqs(1,i+(j-

1)*ser)+pr(1,(j-1)*ser+i); 

            herr(1,(j-1)*ser+i)=pr(1,(j-1)*ser+i)-opcao(1,i+(j-1)*ser); 

            for k=2:ttoos 

                d1=(log(seqs(k,i+(j-1)*ser)/skp(i+(j-1)*ser))+(ttoos-

k+1)*(rf+(vol(i+(j-1)*ser)^2)/2))/(vol(i+(j-1)*ser)*sqrt(ttoos-k+1)); 

                d2=(log(seqs(k,i+(j-1)*ser)/skp(i+(j-1)*ser))+(ttoos-

k+1)*(rf-(vol(i+(j-1)*ser)^2)/2))/(vol(i+(j-1)*ser)*sqrt(ttoos-k+1)); 

                hedge(k,i+(j-1)*ser)=normcdf(d1); 

                bankbsm(k,i+(j-1)*ser)=-exp(-rf*(ttoos-k+1))*skp((j-

1)*ser+i)*normcdf(d2); 

                opbsm(k,i+(j-1)*ser)=seqs(k,i+(j-1)*ser)*hedge(k,(j-

1)*ser+i)+bankbsm(k,i+(j-1)*ser); 

                pr(k,i+(j-1)*ser)=hedge(k-1,i+(j-1)*ser)*seqs(k,(j-

1)*ser+i)+bank(k-1,i+(j-1)*ser)*exp(rf); 

                bank(k,i+(j-1)*ser)=-hedge(k,i+(j-1)*ser)*seqs(k,i+(j-

1)*ser)+pr(k,i+(j-1)*ser); 

                herr(k,i+(j-1)*ser)=pr(k,i+(j-1)*ser)-opcao(k,i+(j-

1)*ser); 

            end 

            pr(ttoos+1,(j-1)*ser+i)=hedge(ttoos,(j-

1)*ser+i)*seqs(ttoos+1,i+(j-1)*ser)+bank(ttoos,(j-1)*ser+i)*exp(rf); 

            opbsm(ttoos+1,(j-1)*ser+i)=max(seqs(ttoos+1,i+(j-1)*ser)-

skp((j-1)*ser+i),0); 

            herr(ttoos+1,(j-1)*ser+i)=pr(ttoos+1,(j-1)*ser+i)-

opcao(ttoos+1,(j-1)*ser+i); 

        end 

    end 

    % Gravacao dos dados modelo HNGARCH     

    xlswrite('HedgeBSM.xls',pr,'HNGARCHPRepBSM'); 

    xlswrite('HedgeBSM.xls',hedge,'HNGARCHHedgeBSM'); 

    xlswrite('HedgeBSM.xls',bankbsm,'HNGARCHBankFBSM'); 

    xlswrite('HedgeBSM.xls',bank,'HNGARCHBankBSM'); 

    xlswrite('HedgeBSM.xls',herr,'HNGARCHHErrBSM'); 

    xlswrite('HedgeBSM.xls',opbsm,'HNGARCHOpBSM'); 

t2=clock;t=etime(t2,t1)     

% Funcao de calculo da volatilidade implicita     

    function r=volimp(x) 

        d1=(log(sti/skpi)+tti*(rf+(x^2)/2))/(x*sqrt(tti)); 

        hedge=normcdf(d1); 

        d2=(log(sti/skpi)+tti*(rf-(x^2)/2))/(x*sqrt(tti)); 

        bank=exp(-rf*tti)*normcdf(d2); 
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        op=sti*hedge-skpi*bank; 

        r=op-opi; 

    end 

end 

 

  

 

13.4 Programa para estimação e teste da estratégia AC 

 

% Programa: hpdv7 
% Autor: Iuri Lazier 
% Data: 12/2008 
% Linguagem: Matlab 7.0.1 
% 
% Dados de entrada: planilha Excel 2003 Gerdados.xls 
% Dados simulados 
% 8 Planilhas (xxxx = processo gerador de dados): dados simulados 
% xxxxSeqS: 100 series de precos de acao semanais out of sample 
% xxxxOS: 100 series de precos de opcao semanais out of sample 
% 
% Dados de saída: planilha Excel 2003 HedgeAC.xls 
% Resultados da aplicacao da estrategia de hedge AC sobre os dados de 
% simulacao 
% 24 Planilhas (xxxx = processo gerador de dados): resultados 
% xxxxHedgeAC: 100 series de hedge pelo delta out of sample 
% xxxxBankAC: 100 series de numerario efetivo necessario out of sample 
% xxxxPRepAC: 100 series de valor do portfolio replicante out of sample 
% xxxxHErrAC: 100 series erro de hedge out of sample 
% xxxxOpAC: 100 series de preco de opcao e payoff calculados pelo modelo 
% AC 
% xxxxRMESREAC: erro quadratico esperado de hedge 
% 
% Programa principal (100 series 1 modelo 4 periodos = 15 m) 
% Estrategia de hedge AC 
% 
function hpdv7 
t1=clock; 
% Inicializacao de dados 
    % Entrada de Dados 
    parm=xlsread('Gerdados.xls','Parm'); 
    ser=parm(1,1);seq=parm(1,2);p=parm(1,3);ttis=parm(1,4);tc=parm(1,5); 
    s0=parm(1,6);rfd=parm(1,7);ttoos=floor(tc/p);rf=(1+rfd)^p; 
    qtd=ttis;tt=floor(tc/p);m=7; 
    beta(1)=1; 
    for i=2:tt+1 
        beta(i)=rf*beta(i-1); 
    end 
% Calculos de hedge modelo normal  
    % Geracao da distribuicao de probabilidades e dos niveis de retorno 
    lret=xlsread('Gerdados.xls','NormalDr');lret(1:6)=[]; 
    [freq,dret]=hist(lret,m); 
    freq=fliplr(freq); 
    dret=fliplr(dret); 
    for i=1:m 
        dret(i)=exp(dret(i)); 
    end 
    dret=transpose(dret); 
    prob=transpose(freq./sum(freq)); 
    for j=2:tt+1 
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        for i=1:m^(j-2) 
            for k=1:m 
                probpl((i-1)*m+k,j)=prob(k); 
                retpl((i-1)*m+k,j)=dret(k); 
            end 
        end 
    end 
    % Alocacao de variaveis 
    vest1=zeros(m,1); 
    estados1=cell(m^(tt-1),tt+1); 
    for i=1:m^(tt-1); 
        for j=1:tt+1 
            estados1{i,j}=vest1; 
        end 
    end 
    

precos=estados1;precosdesc=estados1;deltaxt=estados1;probt=estados1;retde

sc=estados1; 
    kt=estados1;ht=estados1;vt=estados1;tetad=estados1;rmesre=estados1; 
    for j=2:tt+1 
        for i=1:m^(j-2) 
            for k=1:m 
                probt{i,j}(k,1)=probpl((i-1)*m+k,j); 
            end 
        end 
    end 
    % Entrada de dados modelo normal  
    seqs=xlsread('Gerdados.xls','NormalSeqS'); 
    opcao=xlsread('Gerdados.xls','NormalOS'); 
    skp=seqs(1,:); 
    % Calculo dos precos e retornos descontados 
    for jj=1:ser 
        for ii=1:seq 
            % Construcao da arvore de precos 
            for i=1:m 
                precos{1,1}(i,1)=seqs(1,ii+(jj-1)*ser); 
                precosdesc{1,1}(i,1)=seqs(1,ii+(jj-1)*ser); 
            end 
            for j=2:tt+1 
                for i=1:m^(j-2) 
                    for k=1:m 
                        precos{i,j}(k,1)=precos{(floor((i-1)/m)+1),j-

1}(mod(i-1,m)+1,1)*(retpl(k,j)); 
                    end 
                end 
            end 
            for j=2:tt+1 
                for i=1:m^(j-2) 
                    for k=1:m 
                        

precosdesc{i,j}(k,1)=(precos{i,j}(k,1))/(beta(j)); 
                    end 
                end 
            end 
            % Calculo dos retornos 
            for j=2:tt+1 
                for i=1:m^(j-2) 
                    for k=1:m 
                        deltaxt{i,j}(k,1)=(precosdesc{i,j}(k,1))-

precosdesc{(floor((i-1)/m)+1),j-1}(mod(i-1,m)+1,1); 
                    end 



238 

                end 
            end   
            for j=2:tt+1 
                for i=1:m^(j-2) 
                    for k=1:m 
                        

retdesc{i,j}(k,1)=(deltaxt{i,j}(k,1))/(precosdesc{(floor((i-1)/m)+1),j-

1}(mod(i-1,m)+1,1)); 
                    end 
                end 
            end      
            % Calculo da matriz de propagacao de erro 
            for i=1:m^(tt-1) 
                kt{i,tt+1}=zeros(m,1)+1; 
            end 
            for j=tt:-1:2 
                for i=1:m^(j-2) 
                    for k=1:m 
                        tmp1=(transpose(kt{(i-

1)*m+k,j+1}.*deltaxt{i,j+1})*probt{i,j+1})^2; 
                        tmp2=transpose(kt{(i-

1)*m+k,j+1}.*deltaxt{i,j+1}.*deltaxt{i,j+1})*probt{i,j+1}; 
                        kt{i,j}(k,1)=((rf)^2)*(mean(kt{(i-1)*m+k,j+1})-

tmp1/tmp2); 
                    end 
                end 
            end 
            tmp1=(transpose(kt{1,2}.*deltaxt{1,2})*probt{1,2})^2; 
            

tmp2=transpose(kt{1,2}.*deltaxt{1,2}.*deltaxt{1,2})*probt{1,2}; 
            for i=1:m 
                kt{1,1}(i,1)=((rf)^2)*(mean(kt{1,2})-tmp1/tmp2); 
            end 
            % Cálculo do processo de valor medio 
            for i=1:m^(tt-1) 
                ht{i,tt+1}=max(precos{i,tt+1}-skp(ii+(jj-1)*ser),0); 
            end 
            for j=tt:-1:2 
                for i=1:m^(j-2) 
                    for k=1:m 
                        tmp1=transpose(kt{(i-

1)*m+k,j+1}.*deltaxt{i,j+1})*probt{i,j+1}; 
                        tmp2=transpose(kt{(i-

1)*m+k,j+1}.*deltaxt{i,j+1}.*deltaxt{i,j+1})*probt{i,j+1}; 
                        

ht{i,j}(k,1)=((rf^2)/kt{i,j}(k,1))*(transpose((kt{(i-1)*m+k,j+1}-

(tmp1/tmp2).*kt{(i-1)*m+k,j+1}.*deltaxt{i,j+1}).*(ht{(i-

1)*m+k,j+1}/rf)))*(probt{i,j+1}); 
                    end 
                end 
            end 
            tmp1=transpose(kt{1,2}.*deltaxt{1,2})*probt{1,2}; 
            

tmp2=transpose(kt{1,2}.*deltaxt{1,2}.*deltaxt{1,2})*probt{1,2}; 
            for i=1:m 
                ht{1,1}(i,1)=((rf^2)/kt{1,1}(1,1))*(transpose((kt{1,2}-

(tmp1/tmp2).*kt{1,2}.*deltaxt{1,2}).*(ht{1,2}/rf)))*(probt{1,2}); 
            end 
            % Cálculo do erro 
            for i=1:m^(tt-1) 
                rmesre{i,tt+1}(:,1)=zeros(m,1); 
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            end 
            for j=tt:-1:2 
                for i=1:m^(j-2) 
                    for k=1:m 
                        tmp1=(transpose(kt{(i-1)*m+k,j+1}.*ht{(i-

1)*m+k,j+1}.*ht{(i-1)*m+k,j+1}))*probt{(i-1)*m+k,j+1}; 
                        tmp2=(transpose(kt{(i-1)*m+k,j+1}.*ht{(i-

1)*m+k,j+1}.*deltaxt{(i-1)*m+k,j+1})*probt{(i-1)*m+k,j+1})^2; 
                        tmp3=transpose(kt{(i-1)*m+k,j+1}.*deltaxt{(i-

1)*m+k,j+1}.*deltaxt{(i-1)*m+k,j+1})*probt{(i-1)*m+k,j+1}; 
                        rmesre{i,j}(k,1)=transpose(rmesre{(i-

1)*m+k,j+1})*probt{(i-1)*m+k,j+1}+tmp1-kt{i,j}(k,1)*((ht{i,j}(k,1))^2)-

tmp2/tmp3; 
                    end 
                end 
            end 
            tmp1=(transpose(kt{1,2}.*ht{1,2}.*ht{1,2}))*probt{1,2}; 
            

tmp2=(transpose(kt{1,2}.*ht{1,2}.*deltaxt{1,2})*probt{1,2})^2; 
            

tmp3=transpose(kt{1,2}.*deltaxt{1,2}.*deltaxt{1,2})*probt{1,2}; 
            rmesre{1,1}(1,1)=transpose(rmesre{1,2})*probt{1,2}+tmp1-

kt{1,1}(1,1)*((ht{1,1}(1,1))^2)-tmp2/tmp3; 
            % Cálculo do hedge otimo dinamico e do portfolio replicante 
            vt{1,1}=ht{1,1}; 
            

tmp1=transpose(kt{1,2}.*deltaxt{1,2}.*deltaxt{1,2})*probt{1,2}; 
            

tmp2=transpose(kt{1,2}.*deltaxt{1,2}.*(rf*vt{1,1}(1,1)))*probt{1,2}; 
            tmp3=transpose(kt{1,2}.*deltaxt{1,2}.*ht{1,2})*probt{1,2}; 
            for i=1:m 
                tetad{1,1}(i,1)=-(tmp2-tmp3)/(beta(2)*tmp1);     
            end 
            for j=2:tt 
                for i=1:m^(j-2) 
                    for k=1:m 
                        vt{i,j}(k,1)=rf*vt{(floor((i-1)/m)+1),j-1}(mod(i-

1,m)+1,1)+beta(j)*tetad{(floor((i-1)/m)+1),j-1}(mod(i-

1,m)+1,1)*deltaxt{i,j}(k,1); 
                        tmp1=transpose(kt{(i-1)*m+k,j+1}.*deltaxt{(i-

1)*m+k,j+1}.*deltaxt{(i-1)*m+k,j+1})*probt{(i-1)*m+k,j+1}; 
                        tmp2=transpose(kt{(i-1)*m+k,j+1}.*deltaxt{(i-

1)*m+k,j+1}.*(rf*vt{i,j}(k,1)))*probt{(i-1)*m+k,j+1}; 
                        tmp3=transpose(kt{(i-1)*m+k,j+1}.*deltaxt{(i-

1)*m+k,j+1}.*ht{(i-1)*m+k,j+1})*probt{(i-1)*m+k,j+1}; 
                        tetad{i,j}(k,1)=-(tmp2-tmp3)/(beta(j+1)*tmp1); 
                    end 
                end 
            end 
            for i=1:m^(tt-1) 
                for k=1:m 
                    vt{i,tt+1}(k,1)=rf*vt{(floor((i-1)/m)+1),tt}(mod(i-

1,m)+1,1)+beta(tt+1)*tetad{(floor((i-1)/m)+1),tt}(mod(i-

1,m)+1,1)*deltaxt{i,tt+1}(k,1); 
                end 
            end 
% Execucao da estrategia     
            % Cálculo do hedge otimo dinamico e do portfolio replicante 
            atop(:,1)=seqs(:,ii+(jj-1)*ser); 
            atop(:,2)=opcao(:,ii+(jj-1)*ser);opht(1)=ht{1,1}(1,1); 
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            vtr(1)=atop(1,2);tetadr(1)=tetad{1,1}(1,1);bank(1)=atop(1,2)-

atop(1,1)*tetadr(1); 
            err(1)=vtr(1)-atop(1,2); 
            py=1;pk=1; 
            % Determinacao do no da arvore correspondente ao preco real 
            for j=2:tt 
                dif=100000;py=(py-1)*m+pk; 
                for k=1:m 
                    if (abs(atop(j,1)-precos{py,j}(k,1)) < dif) 
                        dif=abs(atop(j,1)-precos{py,j}(k,1)); 
                        pk=k; 
                    end 
                end 
                % Identificacao do hedge e calculo do portfolio 

replicante 
                tetadr(j)=tetad{py,j}(pk,1); 
                vtr(j)=tetadr(j-1)*atop(j,1)+bank(j-1)*rf; 
                bank(j)=-tetadr(j)*atop(j,1)+vtr(j); 
                opht(j)=ht{py,j}(pk,1); 
                err(j)=vtr(j)-atop(j,2); 
            end 
            dif=100000;py=(py-1)*m+pk; 
            for k=1:m 
                if (abs(atop(tt+1,1)-precos{py,tt+1}(k,1)) < dif) 
                    dif=abs(atop(tt+1,1)-precos{py,tt+1}(k,1)); 
                    pk=k; 
                end 
            end 
            vtr(tt+1)=tetadr(tt)*atop(tt+1,1)+bank(tt)*rf; 
            opht(tt+1)=max(atop(tt+1,1)-skp(tt+1),0); 
            err(tt+1)=vtr(tt+1)-atop(tt+1,2); 
            % Armazenamento do portfolio replicante opcao e hedge 
            hedge(:,ii+(jj-1)*ser)=transpose(tetadr); 
            bankac(:,ii+(jj-1)*ser)=transpose(bank); 
            pr(:,ii+(jj-1)*ser)=transpose(vtr); 
            herr(:,ii+(jj-1)*ser)=transpose(err); 
            opac(:,ii+(jj-1)*ser)=transpose(opht); 
        end 
    end 
    % Gravacao dos dados modelo normal     
    xlswrite('HedgeAC.xls',hedge,'NormalHedgeAC'); 
    xlswrite('HedgeAC.xls',bankac,'NormalBankAC'); 
    xlswrite('HedgeAC.xls',opac,'NormalOpAC'); 
    xlswrite('HedgeAC.xls',pr,'NormalPRepAC'); 
    xlswrite('HedgeAC.xls',herr,'NormalHErrAC'); 
    xlswrite('HedgeAC.xls',rmesre{1,1}(1,1),'NormalRMESREAC'); 
    clear pr;clear opac; 
    clear vest1;clear estados1;clear precos;clear precosdesc;clear 

deltaxt; 
    clear probt;clear retdesc;clear kt;clear ht;clear vt;clear 

tetad;clear rmesre; 
    clear atop;clear deltaxtr;clear tetadr;clear vtr;clear bank;clear 

herr; 
    clear opcao;clear skp;clear opth;clear retpl;clear probpl;clear 

seqs;clear skp; 
t2=clock;t=etime(t2,t1) 
% Calculos de hedge modelo normal com jumps 
    % Geracao da distribuicao de probabilidades e dos niveis de retorno 
    lret=xlsread('Gerdados.xls','NormalJumpDr');lret(1:6)=[]; 
    [freq,dret]=hist(lret,m); 
    freq=fliplr(freq); 
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    dret=fliplr(dret); 
    for i=1:m 
        dret(i)=exp(dret(i)); 
    end 
    dret=transpose(dret); 
    prob=transpose(freq./sum(freq)); 
    for j=2:tt+1 
        for i=1:m^(j-2) 
            for k=1:m 
                probpl((i-1)*m+k,j)=prob(k); 
                retpl((i-1)*m+k,j)=dret(k); 
            end 
        end 
    end 
    % Alocacao de variaveis 
    vest1=zeros(m,1); 
    estados1=cell(m^(tt-1),tt+1); 
    for i=1:m^(tt-1); 
        for j=1:tt+1 
            estados1{i,j}=vest1; 
        end 
    end 
    

precos=estados1;precosdesc=estados1;deltaxt=estados1;probt=estados1;retde

sc=estados1; 
    kt=estados1;ht=estados1;vt=estados1;tetad=estados1;rmesre=estados1; 
    for j=2:tt+1 
        for i=1:m^(j-2) 
            for k=1:m 
                probt{i,j}(k,1)=probpl((i-1)*m+k,j); 
            end 
        end 
    end 
    % Entrada de dados modelo normal com jumps 
    seqs=xlsread('Gerdados.xls','NormalJumpSeqS'); 
    opcao=xlsread('Gerdados.xls','NormalJumpOS'); 
    skp=seqs(1,:); 
    % Calculo dos precos e retornos descontados 
    for jj=1:ser 
        for ii=1:seq 
            % Construcao da arvore de precos 
            for i=1:m 
                precos{1,1}(i,1)=seqs(1,ii+(jj-1)*ser); 
                precosdesc{1,1}(i,1)=seqs(1,ii+(jj-1)*ser); 
            end 
            for j=2:tt+1 
                for i=1:m^(j-2) 
                    for k=1:m 
                        precos{i,j}(k,1)=precos{(floor((i-1)/m)+1),j-

1}(mod(i-1,m)+1,1)*(retpl(k,j)); 
                    end 
                end 
            end 
            for j=2:tt+1 
                for i=1:m^(j-2) 
                    for k=1:m 
                        

precosdesc{i,j}(k,1)=(precos{i,j}(k,1))/(beta(j)); 
                    end 
                end 
            end 
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            % Calculo dos retornos 
            for j=2:tt+1 
                for i=1:m^(j-2) 
                    for k=1:m 
                        deltaxt{i,j}(k,1)=(precosdesc{i,j}(k,1))-

precosdesc{(floor((i-1)/m)+1),j-1}(mod(i-1,m)+1,1); 
                    end 
                end 
            end   
            for j=2:tt+1 
                for i=1:m^(j-2) 
                    for k=1:m 
                        

retdesc{i,j}(k,1)=(deltaxt{i,j}(k,1))/(precosdesc{(floor((i-1)/m)+1),j-

1}(mod(i-1,m)+1,1)); 
                    end 
                end 
            end      
            % Calculo da matriz de propagacao de erro 
            for i=1:m^(tt-1) 
                kt{i,tt+1}=zeros(m,1)+1; 
            end 
            for j=tt:-1:2 
                for i=1:m^(j-2) 
                    for k=1:m 
                        tmp1=(transpose(kt{(i-

1)*m+k,j+1}.*deltaxt{i,j+1})*probt{i,j+1})^2; 
                        tmp2=transpose(kt{(i-

1)*m+k,j+1}.*deltaxt{i,j+1}.*deltaxt{i,j+1})*probt{i,j+1}; 
                        kt{i,j}(k,1)=((rf)^2)*(mean(kt{(i-1)*m+k,j+1})-

tmp1/tmp2); 
                    end 
                end 
            end 
            tmp1=(transpose(kt{1,2}.*deltaxt{1,2})*probt{1,2})^2; 
            

tmp2=transpose(kt{1,2}.*deltaxt{1,2}.*deltaxt{1,2})*probt{1,2}; 
            for i=1:m 
                kt{1,1}(i,1)=((rf)^2)*(mean(kt{1,2})-tmp1/tmp2); 
            end 
            % Cálculo do processo de valor medio 
            for i=1:m^(tt-1) 
                ht{i,tt+1}=max(precos{i,tt+1}-skp(ii+(jj-1)*ser),0); 
            end 
            for j=tt:-1:2 
                for i=1:m^(j-2) 
                    for k=1:m 
                        tmp1=transpose(kt{(i-

1)*m+k,j+1}.*deltaxt{i,j+1})*probt{i,j+1}; 
                        tmp2=transpose(kt{(i-

1)*m+k,j+1}.*deltaxt{i,j+1}.*deltaxt{i,j+1})*probt{i,j+1}; 
                        

ht{i,j}(k,1)=((rf^2)/kt{i,j}(k,1))*(transpose((kt{(i-1)*m+k,j+1}-

(tmp1/tmp2).*kt{(i-1)*m+k,j+1}.*deltaxt{i,j+1}).*(ht{(i-

1)*m+k,j+1}/rf)))*(probt{i,j+1}); 
                    end 
                end 
            end 
            tmp1=transpose(kt{1,2}.*deltaxt{1,2})*probt{1,2}; 
            

tmp2=transpose(kt{1,2}.*deltaxt{1,2}.*deltaxt{1,2})*probt{1,2}; 
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            for i=1:m 
                ht{1,1}(i,1)=((rf^2)/kt{1,1}(1,1))*(transpose((kt{1,2}-

(tmp1/tmp2).*kt{1,2}.*deltaxt{1,2}).*(ht{1,2}/rf)))*(probt{1,2}); 
            end 
            % Cálculo do erro 
            for i=1:m^(tt-1) 
                rmesre{i,tt+1}(:,1)=zeros(m,1); 
            end 
            for j=tt:-1:2 
                for i=1:m^(j-2) 
                    for k=1:m 
                        tmp1=(transpose(kt{(i-1)*m+k,j+1}.*ht{(i-

1)*m+k,j+1}.*ht{(i-1)*m+k,j+1}))*probt{(i-1)*m+k,j+1}; 
                        tmp2=(transpose(kt{(i-1)*m+k,j+1}.*ht{(i-

1)*m+k,j+1}.*deltaxt{(i-1)*m+k,j+1})*probt{(i-1)*m+k,j+1})^2; 
                        tmp3=transpose(kt{(i-1)*m+k,j+1}.*deltaxt{(i-

1)*m+k,j+1}.*deltaxt{(i-1)*m+k,j+1})*probt{(i-1)*m+k,j+1}; 
                        rmesre{i,j}(k,1)=transpose(rmesre{(i-

1)*m+k,j+1})*probt{(i-1)*m+k,j+1}+tmp1-kt{i,j}(k,1)*((ht{i,j}(k,1))^2)-

tmp2/tmp3; 
                    end 
                end 
            end 
            tmp1=(transpose(kt{1,2}.*ht{1,2}.*ht{1,2}))*probt{1,2}; 
            

tmp2=(transpose(kt{1,2}.*ht{1,2}.*deltaxt{1,2})*probt{1,2})^2; 
            

tmp3=transpose(kt{1,2}.*deltaxt{1,2}.*deltaxt{1,2})*probt{1,2}; 
            rmesre{1,1}(1,1)=transpose(rmesre{1,2})*probt{1,2}+tmp1-

kt{1,1}(1,1)*((ht{1,1}(1,1))^2)-tmp2/tmp3; 
            % Cálculo do hedge otimo dinamico e do portfolio replicante 
            vt{1,1}=ht{1,1}; 
            

tmp1=transpose(kt{1,2}.*deltaxt{1,2}.*deltaxt{1,2})*probt{1,2}; 
            

tmp2=transpose(kt{1,2}.*deltaxt{1,2}.*(rf*vt{1,1}(1,1)))*probt{1,2}; 
            tmp3=transpose(kt{1,2}.*deltaxt{1,2}.*ht{1,2})*probt{1,2}; 
            for i=1:m 
                tetad{1,1}(i,1)=-(tmp2-tmp3)/(beta(2)*tmp1);     
            end 
            for j=2:tt 
                for i=1:m^(j-2) 
                    for k=1:m 
                        vt{i,j}(k,1)=rf*vt{(floor((i-1)/m)+1),j-1}(mod(i-

1,m)+1,1)+beta(j)*tetad{(floor((i-1)/m)+1),j-1}(mod(i-

1,m)+1,1)*deltaxt{i,j}(k,1); 
                        tmp1=transpose(kt{(i-1)*m+k,j+1}.*deltaxt{(i-

1)*m+k,j+1}.*deltaxt{(i-1)*m+k,j+1})*probt{(i-1)*m+k,j+1}; 
                        tmp2=transpose(kt{(i-1)*m+k,j+1}.*deltaxt{(i-

1)*m+k,j+1}.*(rf*vt{i,j}(k,1)))*probt{(i-1)*m+k,j+1}; 
                        tmp3=transpose(kt{(i-1)*m+k,j+1}.*deltaxt{(i-

1)*m+k,j+1}.*ht{(i-1)*m+k,j+1})*probt{(i-1)*m+k,j+1}; 
                        tetad{i,j}(k,1)=-(tmp2-tmp3)/(beta(j+1)*tmp1); 
                    end 
                end 
            end 
            for i=1:m^(tt-1) 
                for k=1:m 
                    vt{i,tt+1}(k,1)=rf*vt{(floor((i-1)/m)+1),tt}(mod(i-

1,m)+1,1)+beta(tt+1)*tetad{(floor((i-1)/m)+1),tt}(mod(i-

1,m)+1,1)*deltaxt{i,tt+1}(k,1); 
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                end 
            end 
% Execucao da estrategia     
            % Cálculo do hedge otimo dinamico e do portfolio replicante 
            atop(:,1)=seqs(:,ii+(jj-1)*ser); 
            atop(:,2)=opcao(:,ii+(jj-1)*ser);opht(1)=ht{1,1}(1,1); 
            vtr(1)=atop(1,2);tetadr(1)=tetad{1,1}(1,1);bank(1)=atop(1,2)-

atop(1,1)*tetadr(1); 
            err(1)=vtr(1)-atop(1,2); 
            py=1;pk=1; 
            % Determinacao do no da arvore correspondente ao preco real 
            for j=2:tt 
                dif=100000;py=(py-1)*m+pk; 
                for k=1:m 
                    if (abs(atop(j,1)-precos{py,j}(k,1)) < dif) 
                        dif=abs(atop(j,1)-precos{py,j}(k,1)); 
                        pk=k; 
                    end 
                end 
                % Identificacao do hedge e calculo do portfolio 

replicante 
                tetadr(j)=tetad{py,j}(pk,1); 
                vtr(j)=tetadr(j-1)*atop(j,1)+bank(j-1)*rf; 
                bank(j)=-tetadr(j)*atop(j,1)+vtr(j); 
                opht(j)=ht{py,j}(pk,1); 
                err(j)=vtr(j)-atop(j,2); 
            end 
            dif=100000;py=(py-1)*m+pk; 
            for k=1:m 
                if (abs(atop(tt+1,1)-precos{py,tt+1}(k,1)) < dif) 
                    dif=abs(atop(tt+1,1)-precos{py,tt+1}(k,1)); 
                    pk=k; 
                end 
            end 
            vtr(tt+1)=tetadr(tt)*atop(tt+1,1)+bank(tt)*rf; 
            opht(tt+1)=max(atop(tt+1,1)-skp(tt+1),0); 
            err(tt+1)=vtr(tt+1)-atop(tt+1,2); 
            % Armazenamento do portfolio replicante opcao e hedge 
            hedge(:,ii+(jj-1)*ser)=transpose(tetadr); 
            bankac(:,ii+(jj-1)*ser)=transpose(bank); 
            pr(:,ii+(jj-1)*ser)=transpose(vtr); 
            herr(:,ii+(jj-1)*ser)=transpose(err); 
            opac(:,ii+(jj-1)*ser)=transpose(opht); 
        end 
    end 
    % Gravacao dos dados modelo normal com jumps   
    xlswrite('HedgeAC.xls',hedge,'NormalJumpHedgeAC'); 
    xlswrite('HedgeAC.xls',bankac,'NormalJumpBankAC'); 
    xlswrite('HedgeAC.xls',opac,'NormalJumpOpAC'); 
    xlswrite('HedgeAC.xls',pr,'NormalJumpPRepAC'); 
    xlswrite('HedgeAC.xls',herr,'NormalJumpHErrAC'); 
    xlswrite('HedgeAC.xls',rmesre{1,1}(1,1),'NormalJumpRMESREAC'); 
    clear pr;clear opac; 
    clear vest1;clear estados1;clear precos;clear precosdesc;clear 

deltaxt; 
    clear probt;clear retdesc;clear kt;clear ht;clear vt;clear 

tetad;clear rmesre; 
    clear atop;clear deltaxtr;clear tetadr;clear vtr;clear bank;clear 

herr; 
    clear opcao;clear skp;clear opth;clear retpl;clear probpl;clear 

seqs;clear skp; 
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t2=clock;t=etime(t2,t1) 
% Calculos de hedge modelo TGARCH 
    % Geracao da distribuicao de probabilidades e dos niveis de retorno 
    lret=xlsread('Gerdados.xls','TGARCHDr');lret(1:6)=[]; 
    [freq,dret]=hist(lret,m); 
    for i=1:m 
        dret(i)=exp(dret(i)); 
    end 
    dret=transpose(dret); 
    prob=transpose(freq./sum(freq)); 
    for j=2:tt+1 
        for i=1:m^(j-2) 
            for k=1:m 
                probpl((i-1)*m+k,j)=prob(k); 
                retpl((i-1)*m+k,j)=dret(k); 
            end 
        end 
    end 
    % Alocacao de variaveis 
    vest1=zeros(m,1); 
    estados1=cell(m^(tt-1),tt+1); 
    for i=1:m^(tt-1); 
        for j=1:tt+1 
            estados1{i,j}=vest1; 
        end 
    end 
    

precos=estados1;precosdesc=estados1;deltaxt=estados1;probt=estados1;retde

sc=estados1; 
    kt=estados1;ht=estados1;vt=estados1;tetad=estados1;rmesre=estados1; 
    for j=2:tt+1 
        for i=1:m^(j-2) 
            for k=1:m 
                probt{i,j}(k,1)=probpl((i-1)*m+k,j); 
            end 
        end 
    end 
    % Entrada de dados modelo TGARCH  
    seqs=xlsread('Gerdados.xls','TGARCHSeqS'); 
    opcao=xlsread('Gerdados.xls','TGARCHOS'); 
    skp=seqs(1,:); 
    % Calculo dos precos e retornos descontados 
    for jj=1:ser 
        for ii=1:seq 
            % Construcao da arvore de precos 
            for i=1:m 
                precos{1,1}(i,1)=seqs(1,ii+(jj-1)*ser); 
                precosdesc{1,1}(i,1)=seqs(1,ii+(jj-1)*ser); 
            end 
            for j=2:tt+1 
                for i=1:m^(j-2) 
                    for k=1:m 
                        precos{i,j}(k,1)=precos{(floor((i-1)/m)+1),j-

1}(mod(i-1,m)+1,1)*(retpl(k,j)); 
                    end 
                end 
            end 
            for j=2:tt+1 
                for i=1:m^(j-2) 
                    for k=1:m 
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precosdesc{i,j}(k,1)=(precos{i,j}(k,1))/(beta(j)); 
                    end 
                end 
            end 
            % Calculo dos retornos 
            for j=2:tt+1 
                for i=1:m^(j-2) 
                    for k=1:m 
                        deltaxt{i,j}(k,1)=(precosdesc{i,j}(k,1))-

precosdesc{(floor((i-1)/m)+1),j-1}(mod(i-1,m)+1,1); 
                    end 
                end 
            end   
            for j=2:tt+1 
                for i=1:m^(j-2) 
                    for k=1:m 
                        

retdesc{i,j}(k,1)=(deltaxt{i,j}(k,1))/(precosdesc{(floor((i-1)/m)+1),j-

1}(mod(i-1,m)+1,1)); 
                    end 
                end 
            end      
            % Calculo da matriz de propagacao de erro 
            for i=1:m^(tt-1) 
                kt{i,tt+1}=zeros(m,1)+1; 
            end 
            for j=tt:-1:2 
                for i=1:m^(j-2) 
                    for k=1:m 
                        tmp1=(transpose(kt{(i-

1)*m+k,j+1}.*deltaxt{i,j+1})*probt{i,j+1})^2; 
                        tmp2=transpose(kt{(i-

1)*m+k,j+1}.*deltaxt{i,j+1}.*deltaxt{i,j+1})*probt{i,j+1}; 
                        kt{i,j}(k,1)=((rf)^2)*(mean(kt{(i-1)*m+k,j+1})-

tmp1/tmp2); 
                    end 
                end 
            end 
            tmp1=(transpose(kt{1,2}.*deltaxt{1,2})*probt{1,2})^2; 
            

tmp2=transpose(kt{1,2}.*deltaxt{1,2}.*deltaxt{1,2})*probt{1,2}; 
            for i=1:m 
                kt{1,1}(i,1)=((rf)^2)*(mean(kt{1,2})-tmp1/tmp2); 
            end 
            % Cálculo do processo de valor medio 
            for i=1:m^(tt-1) 
                ht{i,tt+1}=max(precos{i,tt+1}-skp(ii+(jj-1)*ser),0); 
            end 
            for j=tt:-1:2 
                for i=1:m^(j-2) 
                    for k=1:m 
                        tmp1=transpose(kt{(i-

1)*m+k,j+1}.*deltaxt{i,j+1})*probt{i,j+1}; 
                        tmp2=transpose(kt{(i-

1)*m+k,j+1}.*deltaxt{i,j+1}.*deltaxt{i,j+1})*probt{i,j+1}; 
                        

ht{i,j}(k,1)=((rf^2)/kt{i,j}(k,1))*(transpose((kt{(i-1)*m+k,j+1}-

(tmp1/tmp2).*kt{(i-1)*m+k,j+1}.*deltaxt{i,j+1}).*(ht{(i-

1)*m+k,j+1}/rf)))*(probt{i,j+1}); 
                    end 
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                end 
            end 
            tmp1=transpose(kt{1,2}.*deltaxt{1,2})*probt{1,2}; 
            

tmp2=transpose(kt{1,2}.*deltaxt{1,2}.*deltaxt{1,2})*probt{1,2}; 
            for i=1:m 
                ht{1,1}(i,1)=((rf^2)/kt{1,1}(1,1))*(transpose((kt{1,2}-

(tmp1/tmp2).*kt{1,2}.*deltaxt{1,2}).*(ht{1,2}/rf)))*(probt{1,2}); 
            end 
            % Cálculo do erro 
            for i=1:m^(tt-1) 
                rmesre{i,tt+1}(:,1)=zeros(m,1); 
            end 
            for j=tt:-1:2 
                for i=1:m^(j-2) 
                    for k=1:m 
                        tmp1=(transpose(kt{(i-1)*m+k,j+1}.*ht{(i-

1)*m+k,j+1}.*ht{(i-1)*m+k,j+1}))*probt{(i-1)*m+k,j+1}; 
                        tmp2=(transpose(kt{(i-1)*m+k,j+1}.*ht{(i-

1)*m+k,j+1}.*deltaxt{(i-1)*m+k,j+1})*probt{(i-1)*m+k,j+1})^2; 
                        tmp3=transpose(kt{(i-1)*m+k,j+1}.*deltaxt{(i-

1)*m+k,j+1}.*deltaxt{(i-1)*m+k,j+1})*probt{(i-1)*m+k,j+1}; 
                        rmesre{i,j}(k,1)=transpose(rmesre{(i-

1)*m+k,j+1})*probt{(i-1)*m+k,j+1}+tmp1-kt{i,j}(k,1)*((ht{i,j}(k,1))^2)-

tmp2/tmp3; 
                    end 
                end 
            end 
            tmp1=(transpose(kt{1,2}.*ht{1,2}.*ht{1,2}))*probt{1,2}; 
            

tmp2=(transpose(kt{1,2}.*ht{1,2}.*deltaxt{1,2})*probt{1,2})^2; 
            

tmp3=transpose(kt{1,2}.*deltaxt{1,2}.*deltaxt{1,2})*probt{1,2}; 
            rmesre{1,1}(1,1)=transpose(rmesre{1,2})*probt{1,2}+tmp1-

kt{1,1}(1,1)*((ht{1,1}(1,1))^2)-tmp2/tmp3; 
            % Cálculo do hedge otimo dinamico e do portfolio replicante 
            vt{1,1}=ht{1,1}; 
            

tmp1=transpose(kt{1,2}.*deltaxt{1,2}.*deltaxt{1,2})*probt{1,2}; 
            

tmp2=transpose(kt{1,2}.*deltaxt{1,2}.*(rf*vt{1,1}(1,1)))*probt{1,2}; 
            tmp3=transpose(kt{1,2}.*deltaxt{1,2}.*ht{1,2})*probt{1,2}; 
            tetad{1,1}(1,1)=-(tmp2-tmp3)/(beta(2)*tmp1);     
            for j=2:tt 
                for i=1:m^(j-2) 
                    for k=1:m 
                        vt{i,j}(k,1)=rf*vt{(floor((i-1)/m)+1),j-1}(mod(i-

1,m)+1,1)+beta(j)*tetad{(floor((i-1)/m)+1),j-1}(mod(i-

1,m)+1,1)*deltaxt{i,j}(k,1); 
                        tmp1=transpose(kt{(i-1)*m+k,j+1}.*deltaxt{(i-

1)*m+k,j+1}.*deltaxt{(i-1)*m+k,j+1})*probt{(i-1)*m+k,j+1}; 
                        tmp2=transpose(kt{(i-1)*m+k,j+1}.*deltaxt{(i-

1)*m+k,j+1}.*(rf*vt{i,j}(k,1)))*probt{(i-1)*m+k,j+1}; 
                        tmp3=transpose(kt{(i-1)*m+k,j+1}.*deltaxt{(i-

1)*m+k,j+1}.*ht{(i-1)*m+k,j+1})*probt{(i-1)*m+k,j+1}; 
                        tetad{i,j}(k,1)=-(tmp2-tmp3)/(beta(j+1)*tmp1); 
                    end 
                end 
            end 
            for i=1:m^(tt-1) 
                for k=1:m 
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                    vt{i,tt+1}(k,1)=rf*vt{(floor((i-1)/m)+1),tt}(mod(i-

1,m)+1,1)+beta(tt+1)*tetad{(floor((i-1)/m)+1),tt}(mod(i-

1,m)+1,1)*deltaxt{i,tt+1}(k,1); 
                end 
            end 
% Execucao da estrategia     
            % Cálculo do hedge otimo dinamico e do portfolio replicante 
            atop(:,1)=seqs(:,ii+(jj-1)*ser); 
            atop(:,2)=opcao(:,ii+(jj-1)*ser);opht(1)=ht{1,1}(1,1); 
            vtr(1)=atop(1,2);tetadr(1)=tetad{1,1}(1,1);bank(1)=atop(1,2)-

atop(1,1)*tetadr(1); 
            err(1)=vtr(1)-atop(1,2); 
            py=1;pk=1; 
            % Determinacao do no da arvore correspondente ao preco real 
            for j=2:tt 
                dif=100000;py=(py-1)*m+pk; 
                for k=1:m 
                    if (abs(atop(j,1)-precos{py,j}(k,1)) < dif) 
                        dif=abs(atop(j,1)-precos{py,j}(k,1)); 
                        pk=k; 
                    end 
                end 
                % Identificacao do hedge e calculo do portfolio 

replicante 
                tetadr(j)=tetad{py,j}(pk,1); 
                vtr(j)=tetadr(j-1)*atop(j,1)+bank(j-1)*rf; 
                bank(j)=-tetadr(j)*atop(j,1)+vtr(j); 
                opht(j)=ht{py,j}(pk,1); 
                err(j)=vtr(j)-atop(j,2); 
            end 
            dif=100000;py=(py-1)*m+pk; 
            for k=1:m 
                if (abs(atop(tt+1,1)-precos{py,tt+1}(k,1)) < dif) 
                    dif=abs(atop(tt+1,1)-precos{py,tt+1}(k,1)); 
                    pk=k; 
                end 
            end 
            vtr(tt+1)=tetadr(tt)*atop(tt+1,1)+bank(tt)*rf; 
            opht(tt+1)=max(atop(tt+1,1)-skp(tt+1),0); 
            err(tt+1)=vtr(tt+1)-atop(tt+1,2); 
            % Armazenamento do portfolio replicante opcao e hedge 
            hedge(:,ii+(jj-1)*ser)=transpose(tetadr); 
            bankac(:,ii+(jj-1)*ser)=transpose(bank); 
            pr(:,ii+(jj-1)*ser)=transpose(vtr); 
            herr(:,ii+(jj-1)*ser)=transpose(err); 
            opac(:,ii+(jj-1)*ser)=transpose(opht); 
        end 
    end 
    % Gravacao dos dados modelo TGARCH     
    xlswrite('HedgeAC.xls',hedge,'TGARCHHedgeAC'); 
    xlswrite('HedgeAC.xls',bankac,'TGARCHBankAC'); 
    xlswrite('HedgeAC.xls',opac,'TGARCHOpAC'); 
    xlswrite('HedgeAC.xls',pr,'TGARCHPRepAC'); 
    xlswrite('HedgeAC.xls',herr,'TGARCHHErrAC'); 
    xlswrite('HedgeAC.xls',rmesre{1,1}(1,1),'TGARCHRMESREAC'); 
    clear pr;clear opac; 
    clear vest1;clear estados1;clear precos;clear precosdesc;clear 

deltaxt; 
    clear probt;clear retdesc;clear kt;clear ht;clear vt;clear 

tetad;clear rmesre; 
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    clear atop;clear deltaxtr;clear tetadr;clear vtr;clear bank;clear 

herr; 
    clear opcao;clear skp;clear opth;clear retpl;clear probpl;clear 

seqs;clear skp; 
t3=clock;t=etime(t3,t1) 
% Calculos de hedge modelo HNGARCH 
    % Geracao da distribuicao de probabilidades e dos niveis de retorno 
    lret=xlsread('Gerdados.xls','HNGARCHDr');lret(1:6)=[]; 
    [freq,dret]=hist(lret,m); 
    for i=1:m 
        dret(i)=exp(dret(i)); 
    end 
    dret=transpose(dret); 
    prob=transpose(freq./sum(freq)); 
    for j=2:tt+1 
        for i=1:m^(j-2) 
            for k=1:m 
                probpl((i-1)*m+k,j)=prob(k); 
                retpl((i-1)*m+k,j)=dret(k); 
            end 
        end 
    end 
    % Alocacao de variaveis 
    vest1=zeros(m,1); 
    estados1=cell(m^(tt-1),tt+1); 
    for i=1:m^(tt-1); 
        for j=1:tt+1 
            estados1{i,j}=vest1; 
        end 
    end 
    

precos=estados1;precosdesc=estados1;deltaxt=estados1;probt=estados1;retde

sc=estados1; 
    kt=estados1;ht=estados1;vt=estados1;tetad=estados1;rmesre=estados1; 
    for j=2:tt+1 
        for i=1:m^(j-2) 
            for k=1:m 
                probt{i,j}(k,1)=probpl((i-1)*m+k,j); 
            end 
        end 
    end 
    % Entrada de dados modelo TGARCH  
    seqs=xlsread('Gerdados.xls','HNGARCHSeqS'); 
    opcao=xlsread('Gerdados.xls','HNGARCHOS'); 
    skp=seqs(1,:); 
    % Calculo dos precos e retornos descontados 
    for jj=1:ser 
        for ii=1:seq 
            % Construcao da arvore de precos 
            for i=1:m 
                precos{1,1}(i,1)=seqs(1,ii+(jj-1)*ser); 
                precosdesc{1,1}(i,1)=seqs(1,ii+(jj-1)*ser); 
            end 
            for j=2:tt+1 
                for i=1:m^(j-2) 
                    for k=1:m 
                        precos{i,j}(k,1)=precos{(floor((i-1)/m)+1),j-

1}(mod(i-1,m)+1,1)*(retpl(k,j)); 
                    end 
                end 
            end 
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            for j=2:tt+1 
                for i=1:m^(j-2) 
                    for k=1:m 
                        

precosdesc{i,j}(k,1)=(precos{i,j}(k,1))/(beta(j)); 
                    end 
                end 
            end 
            % Calculo dos retornos 
            for j=2:tt+1 
                for i=1:m^(j-2) 
                    for k=1:m 
                        deltaxt{i,j}(k,1)=(precosdesc{i,j}(k,1))-

precosdesc{(floor((i-1)/m)+1),j-1}(mod(i-1,m)+1,1); 
                    end 
                end 
            end   
            for j=2:tt+1 
                for i=1:m^(j-2) 
                    for k=1:m 
                        

retdesc{i,j}(k,1)=(deltaxt{i,j}(k,1))/(precosdesc{(floor((i-1)/m)+1),j-

1}(mod(i-1,m)+1,1)); 
                    end 
                end 
            end      
            % Calculo da matriz de propagacao de erro 
            for i=1:m^(tt-1) 
                kt{i,tt+1}=zeros(m,1)+1; 
            end 
            for j=tt:-1:2 
                for i=1:m^(j-2) 
                    for k=1:m 
                        tmp1=(transpose(kt{(i-

1)*m+k,j+1}.*deltaxt{i,j+1})*probt{i,j+1})^2; 
                        tmp2=transpose(kt{(i-

1)*m+k,j+1}.*deltaxt{i,j+1}.*deltaxt{i,j+1})*probt{i,j+1}; 
                        kt{i,j}(k,1)=((rf)^2)*(mean(kt{(i-1)*m+k,j+1})-

tmp1/tmp2); 
                    end 
                end 
            end 
            tmp1=(transpose(kt{1,2}.*deltaxt{1,2})*probt{1,2})^2; 
            

tmp2=transpose(kt{1,2}.*deltaxt{1,2}.*deltaxt{1,2})*probt{1,2}; 
            for i=1:m 
                kt{1,1}(i,1)=((rf)^2)*(mean(kt{1,2})-tmp1/tmp2); 
            end 
            % Cálculo do processo de valor medio 
            for i=1:m^(tt-1) 
                ht{i,tt+1}=max(precos{i,tt+1}-skp(ii+(jj-1)*ser),0); 
            end 
            for j=tt:-1:2 
                for i=1:m^(j-2) 
                    for k=1:m 
                        tmp1=transpose(kt{(i-

1)*m+k,j+1}.*deltaxt{i,j+1})*probt{i,j+1}; 
                        tmp2=transpose(kt{(i-

1)*m+k,j+1}.*deltaxt{i,j+1}.*deltaxt{i,j+1})*probt{i,j+1}; 
                        

ht{i,j}(k,1)=((rf^2)/kt{i,j}(k,1))*(transpose((kt{(i-1)*m+k,j+1}-
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(tmp1/tmp2).*kt{(i-1)*m+k,j+1}.*deltaxt{i,j+1}).*(ht{(i-

1)*m+k,j+1}/rf)))*(probt{i,j+1}); 
                    end 
                end 
            end 
            tmp1=transpose(kt{1,2}.*deltaxt{1,2})*probt{1,2}; 
            

tmp2=transpose(kt{1,2}.*deltaxt{1,2}.*deltaxt{1,2})*probt{1,2}; 
            ht{1,1}(1,1)=((rf^2)/kt{1,1}(1,1))*(transpose((kt{1,2}-

(tmp1/tmp2).*kt{1,2}.*deltaxt{1,2}).*(ht{1,2}/rf)))*(probt{1,2}); 
            % Cálculo do erro 
            for i=1:m^(tt-1) 
                rmesre{i,tt+1}(:,1)=zeros(m,1); 
            end 
            for j=tt:-1:2 
                for i=1:m^(j-2) 
                    for k=1:m 
                        tmp1=(transpose(kt{(i-1)*m+k,j+1}.*ht{(i-

1)*m+k,j+1}.*ht{(i-1)*m+k,j+1}))*probt{(i-1)*m+k,j+1}; 
                        tmp2=(transpose(kt{(i-1)*m+k,j+1}.*ht{(i-

1)*m+k,j+1}.*deltaxt{(i-1)*m+k,j+1})*probt{(i-1)*m+k,j+1})^2; 
                        tmp3=transpose(kt{(i-1)*m+k,j+1}.*deltaxt{(i-

1)*m+k,j+1}.*deltaxt{(i-1)*m+k,j+1})*probt{(i-1)*m+k,j+1}; 
                        rmesre{i,j}(k,1)=transpose(rmesre{(i-

1)*m+k,j+1})*probt{(i-1)*m+k,j+1}+tmp1-kt{i,j}(k,1)*((ht{i,j}(k,1))^2)-

tmp2/tmp3; 
                    end 
                end 
            end 
            tmp1=(transpose(kt{1,2}.*ht{1,2}.*ht{1,2}))*probt{1,2}; 
            

tmp2=(transpose(kt{1,2}.*ht{1,2}.*deltaxt{1,2})*probt{1,2})^2; 
            

tmp3=transpose(kt{1,2}.*deltaxt{1,2}.*deltaxt{1,2})*probt{1,2}; 
            rmesre{1,1}(1,1)=transpose(rmesre{1,2})*probt{1,2}+tmp1-

kt{1,1}(1,1)*((ht{1,1}(1,1))^2)-tmp2/tmp3; 
            % Cálculo do hedge otimo dinamico e do portfolio replicante 
            vt{1,1}=ht{1,1}; 
            

tmp1=transpose(kt{1,2}.*deltaxt{1,2}.*deltaxt{1,2})*probt{1,2}; 
            

tmp2=transpose(kt{1,2}.*deltaxt{1,2}.*(rf*vt{1,1}(1,1)))*probt{1,2}; 
            tmp3=transpose(kt{1,2}.*deltaxt{1,2}.*ht{1,2})*probt{1,2}; 
            tetad{1,1}(1,1)=-(tmp2-tmp3)/(beta(2)*tmp1);     
            for j=2:tt 
                for i=1:m^(j-2) 
                    for k=1:m 
                        vt{i,j}(k,1)=rf*vt{(floor((i-1)/m)+1),j-1}(mod(i-

1,m)+1,1)+beta(j)*tetad{(floor((i-1)/m)+1),j-1}(mod(i-

1,m)+1,1)*deltaxt{i,j}(k,1); 
                        tmp1=transpose(kt{(i-1)*m+k,j+1}.*deltaxt{(i-

1)*m+k,j+1}.*deltaxt{(i-1)*m+k,j+1})*probt{(i-1)*m+k,j+1}; 
                        tmp2=transpose(kt{(i-1)*m+k,j+1}.*deltaxt{(i-

1)*m+k,j+1}.*(rf*vt{i,j}(k,1)))*probt{(i-1)*m+k,j+1}; 
                        tmp3=transpose(kt{(i-1)*m+k,j+1}.*deltaxt{(i-

1)*m+k,j+1}.*ht{(i-1)*m+k,j+1})*probt{(i-1)*m+k,j+1}; 
                        tetad{i,j}(k,1)=-(tmp2-tmp3)/(beta(j+1)*tmp1); 
                    end 
                end 
            end 
            for i=1:m^(tt-1) 
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                for k=1:m 
                    vt{i,tt+1}(k,1)=rf*vt{(floor((i-1)/m)+1),tt}(mod(i-

1,m)+1,1)+beta(tt+1)*tetad{(floor((i-1)/m)+1),tt}(mod(i-

1,m)+1,1)*deltaxt{i,tt+1}(k,1); 
                end 
            end 
% Execucao da estrategia     
            % Cálculo do hedge otimo dinamico e do portfolio replicante 
            atop(:,1)=seqs(:,ii+(jj-1)*ser); 
            atop(:,2)=opcao(:,ii+(jj-1)*ser);opht(1)=ht{1,1}(1,1); 
            vtr(1)=atop(1,2);tetadr(1)=tetad{1,1}(1,1);bank(1)=atop(1,2)-

atop(1,1)*tetadr(1); 
            err(1)=vtr(1)-atop(1,2); 
            py=1;pk=1; 
            % Determinacao do no da arvore correspondente ao preco real 
            for j=2:tt 
                dif=100000;py=(py-1)*m+pk; 
                for k=1:m 
                    if (abs(atop(j,1)-precos{py,j}(k,1)) < dif) 
                        dif=abs(atop(j,1)-precos{py,j}(k,1)); 
                        pk=k; 
                    end 
                end 
                % Identificacao do hedge e calculo do portfolio 

replicante 
                tetadr(j)=tetad{py,j}(pk,1); 
                vtr(j)=tetadr(j-1)*atop(j,1)+bank(j-1)*rf; 
                bank(j)=-tetadr(j)*atop(j,1)+vtr(j); 
                opht(j)=ht{py,j}(pk,1); 
                err(j)=vtr(j)-atop(j,2); 
            end 
            dif=100000;py=(py-1)*m+pk; 
            for k=1:m 
                if (abs(atop(tt+1,1)-precos{py,tt+1}(k,1)) < dif) 
                    dif=abs(atop(tt+1,1)-precos{py,tt+1}(k,1)); 
                    pk=k; 
                end 
            end 
            vtr(tt+1)=tetadr(tt)*atop(tt+1,1)+bank(tt)*rf; 
            opht(tt+1)=max(atop(tt+1,1)-skp(tt+1),0); 
            err(tt+1)=vtr(tt+1)-atop(tt+1,2); 
            % Armazenamento do portfolio replicante opcao e hedge 
            hedge(:,ii+(jj-1)*ser)=transpose(tetadr); 
            bankac(:,ii+(jj-1)*ser)=transpose(bank); 
            pr(:,ii+(jj-1)*ser)=transpose(vtr); 
            herr(:,ii+(jj-1)*ser)=transpose(err); 
            opac(:,ii+(jj-1)*ser)=transpose(opht); 
        end 
    end 
    % Gravacao dos dados modelo HNGARCH     
    xlswrite('HedgeAC.xls',hedge,'HNGARCHHedgeAC'); 
    xlswrite('HedgeAC.xls',bankac,'HNGARCHBankAC'); 
    xlswrite('HedgeAC.xls',opac,'HNGARCHOpAC'); 
    xlswrite('HedgeAC.xls',pr,'HNGARCHPRepAC'); 
    xlswrite('HedgeAC.xls',herr,'HNGARCHHErrAC'); 
    xlswrite('HedgeAC.xls',rmesre{1,1}(1,1),'HNGARCHRMESREAC'); 
    clear pr;clear opac; 
    clear vest1;clear estados1;clear precos;clear precosdesc;clear 

deltaxt; 
    clear probt;clear retdesc;clear kt;clear ht;clear vt;clear 

tetad;clear rmesre; 
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    clear atop;clear deltaxtr;clear tetadr;clear vtr;clear bank;clear 

herr; 
    clear opcao;clear skp;clear opth;clear retpl;clear probpl;clear 

seqs;clear skp; 
t4=clock;t=etime(t4,t1) 
end         

 

 

13.5 Programa para estimação do modelo HN 

 

% Programa: hnmlewcv3 
% Autor: Iuri Lazier 
% Data: 12/2008 
% Linguagem: Matlab 7.0.1 
% 
% Dados de entrada: planilha Excel 2003 Gerdados.xls 
% Dados das series e dados simulados 
% 1 planilha: parm 
% Coluna A: descricao dos parametros 
% qtd series=1/qtd sequencias=100/ qtd subperiodos=5/dias in sample/dias 

out of sample/preco 
% inicial/rf diaria 
% normal mi/sigma 
% NormalJump mi/sigma/m/delta/lambda 
% TGARCH ni/fi/alfa/alfam/beta/omega/ht0 
% HNGARCH alfa/beta/gama/lambda/omega/ht0 
% Colunas B a H: valores dos parametros inidcados para cada modelo, um 

modelo por linha  
% 4 planilhas (xxxx = processo gerador de dados): dados simulados 
% xxxxS: 100 series de precos de acao semanais out of sample 
% 
% Dados de saída: planilha Excel 2003 ParmModelos.xls 
% Parametros estimados para os modelos com dados de cada processo gerador 

de dados 
% 4 planilhas (xxxx = processo gerador de dados): parametros do modelo 
% HNxxxx: parametros do modelo estimado com dados semanais  
% 
% Programa principal 
% 
function hnmlewcv3 

% Inicializacao de dados 

    % Planilha de parametros 

    parm=xlsread('Gerdados.xls','Parm'); 

    ser=parm(1,1);p=parm(1,3);ttis=parm(1,4);tc=parm(1,5); 

    s0=parm(1,6);rfd=parm(1,7); 

    ttis=ttis/p;ttoos=floor(tc/p);rf=log((1+rfd)^p); 

% Estimacao do modelo normal 

    % Entrada de dados modelo normal  

    lret=xlsread('Gerdados.xls','NormalS'); 

    for j=1:ser 

        % Estimacao dos modelos 

        h0=var(lret);htf(1)=h0;teta=[0.00001 0.1 200 1 0.001]; 

        ub=[0.1 1 700 30 0.001];lb=[-0.5 0.0001 0 0.1 0.0000001]; 

        options=optimset('MaxFunEvals',2000); 

        mod=fmincon(@llf,teta,[],[],[],[],lb,ub,@cons,options); 

        hmod(j,:)=mod; 

        alfa=mod(1);beta=mod(2);gama=mod(3);lambda=mod(4);omega=mod(5); 
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    end 

    % Gravacao dos parametros do modelo 

    xlswrite('ParmModelos.xls',hmod,'HNNormal'); 

% Estimacao do modelo normal com jumps 

    % Entrada de dados modelo normal com jumps 

    lret=xlsread('Gerdados.xls','NormalJumpS'); 

    for j=1:ser 

        % Estimacao dos modelos 

        h0=var(lret);htf(1)=h0;teta=[0.00001 0.1 100 1 0.001]; 

        ub=[0.1 1 700 30 0.001];lb=[-0.1 0.0001 0 0.1 0.0000001]; 

        options=optimset('MaxFunEvals',2000); 

        mod=fmincon(@llf,teta,[],[],[],[],lb,ub,@cons,options); 

        hmod(j,:)=mod; 

        alfa=mod(1);beta=mod(2);gama=mod(3);lambda=mod(4);omega=mod(5); 

    end 

    % Gravacao dos parametros do modelo 

    xlswrite('ParmModelos.xls',hmod,'HNNormalJump'); 

% Estimacao do modelo TGARCH 

    % Entrada de dados modelo TGARCH  

    lret=xlsread('Gerdados.xls','TGARCHS'); 

    for j=1:ser 

        % Estimacao dos modelos 

        h0=var(lret);htf(1)=h0;teta=[0.00001 0.1 80 1 0.001]; 

        ub=[0.1 1 700 30 0.001];lb=[-0.1 0.0001 0 0.1 0.0000001]; 

        options=optimset('MaxFunEvals',2000); 

        mod=fmincon(@llf,teta,[],[],[],[],lb,ub,@cons,options); 

        hmod(j,:)=mod; 

        alfa=mod(1);beta=mod(2);gama=mod(3);lambda=mod(4);omega=mod(5); 

    end 

    % Gravacao dos parametros do modelo 

    xlswrite('ParmModelos.xls',hmod,'HNTGARCH'); 

% Estimacao do modelo HNGARCH 

    % Entrada de dados modelo HNGARCH  

    lret=xlsread('Gerdados.xls','HNGARCHS'); 

    for j=1:ser 

        % Estimacao dos modelos 

        h0=var(lret);htf(1)=h0;teta=[0.00001 0.1 100 1 0.001]; 

        ub=[0.1 1 700 30 0.001];lb=[-0.1 0.0001 0 0.1 0.0000001]; 

        options=optimset('MaxFunEvals',2000); 

        mod=fmincon(@llf,teta,[],[],[],[],lb,ub,@cons,options); 

        hmod(j,:)=mod; 

        alfa=mod(1);beta=mod(2);gama=mod(3);lambda=mod(4);omega=mod(5); 

    end 

    % Gravacao dos parametros do modelo 

    xlswrite('ParmModelos.xls',hmod,'HNHNGARCH'); 

    function r=llf(teta) 

        for i=2:ttis+1 

            htf(i)=teta(5)+teta(2)*htf(i-1)-teta(1)*(((lret(i-1)-rf-

teta(4)*htf(i-1)-teta(3)*htf(i-1))^2)/htf(i-1)); 

        end 

        r=-(-(1/2)*sum(log(htf))-(ttis/2)*log(2*pi)-(1/2)*sum(((lret-rf-

teta(4).*transpose(htf)).^2)./transpose(htf))); 

    end 

    function [c ceq]=cons(teta) 

        c=[-htf+0.0000001 teta(2)+teta(1)*((teta(3))^2)-1];ceq=[]; 

    end 

end 
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13.6 Programa para teste da estratégia HN 

 

H∗ Programa: hhnv6

Autor:Iuri Lazier

Data:12ê2008
Linguagem: Mathematica 6

Dados de entrada: planilhas Excel 2003 Gerdados.xls e ParmModelos.xls

Dados simulados e parametros dos modelos estimados

8 planilhas Hxxxx=processo gerador de dadosL: dados simulados

xxxxSeqS:100 series de precos de acao semanais out of sample

xxxxOS:100 series de precos de opcao semanais out of sample

Dados de saída: 24 planilhas Excel 2003 HedgeHNxx.xls

Resultados da aplicacao da estrategia de hedge HN sobre os dados de

simulacao

100 series de hedge pelo delta out of sample

100 series de numerario teorico necessario out of sample

100 series de numerario efetivo necessario out of sample

100 series de valor do portfolio replicante out of sample

HErrHN:100 series erro de hedge out of sample

OpHN:100 series de preco de opcao e payoff calculados pelo modelo HN ∗L

H∗ Programa principal

Estrategia de hedge HN

Calculo de hedge portfolio replicante e erro acumulado multiperiodico sobre series simuladas ∗L 
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H∗ Inicializacao de dados

Arquivo Gerdados.xls

Planilha de parametros do modelo primeira linha quantidade de series in−

sample quantidade de sequencias out−of−sample numero de dias do subperiodo numero de dias in−

sample numero de dias out−of sample preco inicial taxa livre de risco dia util em

seguida uma linha para cada serie de cada modelo

Sequencia de planilhas para cada um dos modelos normal normal com jumps tgarch

e hngarch contendo retornos diarios in−sample precos diarios in−sample retornos diarios our−

of−sample retornos semanais out−of−sample precos semanais out−

of sample precos de opcao semanais out−of−sample termos autorregressivos in−

sample para os modelos tgarch e hngarch

Arquivo ParmModelos.xls

Planilha de parametros do modelo HN estimado para retornos semanais in−

sample para series correspondentes aos modelos geradores normal normal com jumps

tgarch hngarch ∗L
H∗ Funcao Caracteristica ∗L
a@tt_, ttoos1_, ϕ_, r_D :=

Ka@tt+ 1, ttoos1, ϕ, rfD +ϕ rf + b@tt + 1, ttoos1, ϕD ω −
1

2
 Log@1 −2 α b@tt + 1, ttoos1, ϕDDO

b@tt_, ttoos1_, ϕ_D := ϕ Hλ + γL− 1

2
 γ2 +β b@tt + 1, ttoos1, ϕD +

H1ê2L H ϕ − γL2
1 − 2 α b@tt +1, ttoos1, ϕD

c1@tt_, ttoos1_, st_, kk_, rf_, ht1_D :=

1

2
 st+

Exp@−rf  Httoos1 − ttLD
π

 

NIntegrateBReBkk
−�φ

st
�φ+1 Exp@a@tt, ttoos1, � φ + 1, rfD + b@tt, ttoos1, � φ +1D ht1D

� φ
F,

8φ, 0, ∞<, Method → 8"GlobalAdaptive", "MaxErrorIncreases" → 500000,

"SingularityHandler" → Automatic<, MaxRecursion → 28, PrecisionGoal → 8F

c2@tt_, ttoos1_, st_, kk_, rf_, ht1_D :=

kk Exp@−rf  Httoos1 − ttLD 

1

2
+
1

π
 NIntegrateBReBkk

−�φ
st

�φExp@a@tt, ttoos1, � φ, rfD + b@tt, ttoos1, � φD ht1D
� φ

F,

8φ, 0, ∞<, Method → 8"GlobalAdaptive", "MaxErrorIncreases" → 500000,

"SingularityHandler" −> Automatic<, MaxRecursion → 28, PrecisionGoal → 8F
 

 

H∗ Entrada de dados − todos os modelos ∗L
parm = Import@"Gerdados.xls", "XLS"D;
ser = parm@@1, 1, 2DD; seq = parm@@1, 1, 3DD; p = parm@@1, 1, 4DD; ttis = parm@@1, 1, 5DD;
tc = parm@@1, 1, 6DD; s0 = parm@@1, 1, 7DD; rfd = parm@@1, 1, 8DD;
ttoos = Floor@tcê pD; ttoos1 = ttoos + 1; rf = Log@H1 + rfdL^ pD; ttis = ttisê p;

modelos = Import@"ParmModelos.xls", "XLS"D;
normal = modelos@@2, 1DD; normaljump = modelos@@3, 1DD; tgarch = modelos@@4, 1DD;
hngarch = modelos@@5, 1DD;  
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H∗ Calculos de hedge modelo normal ∗L
seqs = parm@@6DD; skp = seqs@@1DD;
opcao = parm@@7DD;
lret = parm@@5DD; ht1 = Variance@lretD@@1DD;
H∗ Execucao da estrategia para o modelo normal ∗L
a@ttoos1, ttoos1, _, _D = 0;

b@ttoos1, ttoos1, _D = 0;

hedge = Table@0, 8ttoos<, 8seq<D;
bankhn = Table@0, 8ttoos<, 8seq<D; bank = Table@0, 8ttoos<, 8seq<D;
herr = Table@0, 8ttoos +1<, 8seq<D; pr = Table@0, 8ttoos + 1<, 8seq<D;
ophn = Table@0, 8ttoos +1<, 8seq<D;  

 

For @j = 1, j ≤ ser, j++, α = normal@@1DD; β = normal@@2DD; γ = normal@@3DD + normal@@4DD + 0.5;

λ = −0.5; ω = normal@@5DD; For @i = 1, i ≤ seq, i++, tt = 1; st = seqs@@1, Hj −1L ∗ser +iDD;
kk = skp@@Hj− 1L∗ser + iDD; integ = Re@c1@tt, ttoos1, st, kk, rf, ht1DD;
hedge@@1, Hj −1L∗ ser+ iDD = integêseqs@@1, Hj− 1L∗ ser+ iDD;
integ = Re@c2@tt, ttoos1, st, kk, rf, ht1DD; bankhn@@1, Hj − 1L∗ser + iDD = −integ;

ophn@@1, Hj −1L∗ ser+ iDD = seqs@@1, i + Hj − 1L∗serDD∗hedge@@1, Hj − 1L∗ser + iDD +

bankhn@@1, Hj −1L∗ ser+ iDD; pr@@1, Hj − 1L∗ser +iDD = opcao@@1, i+ Hj − 1L∗serDD;
bank@@1, Hj −1L∗ ser+ iDD = −hedge@@1, Hj − 1L∗ser + iDD∗seqs@@1, i + Hj− 1L∗ serDD+
pr@@1, i +Hj − 1L∗serDD;

herr@@1, Hj −1L∗ ser+ iDD = pr@@1, Hj − 1L∗ser + iDD − opcao@@1, Hj −1L∗ ser+ iDD;
For @k = 2, k ≤ ttoos, k++, tt = k; st = seqs@@k, Hj − 1L∗ser + iDD; kk = skp@@Hj − 1L∗ser + iDD;
lr = Log@seqs@@k, Hj −1L∗ ser+ iDDêseqs@@k − 1, Hj − 1L∗ser + iDDD; lret@@1DD = 8lr<;
lret = RotateLeft@lretD; ht1 = Variance@lretD@@1DD; integ = Re@c1@tt, ttoos1, st, kk, rf, ht1DD;
hedge@@k, Hj −1L∗ ser+ iDD = integêseqs@@k, Hj− 1L∗ ser+ iDD;
integ = Re@c2@tt, ttoos1, st, kk, rf, ht1DD; bankhn@@k, Hj − 1L∗ser + iDD = −integ;

ophn@@k, Hj −1L∗ ser+ iDD = seqs@@k, i + Hj − 1L∗serDD∗hedge@@k, Hj − 1L∗ser + iDD +

bankhn@@k, Hj −1L∗ ser+ iDD;
pr@@k, Hj −1L∗ ser+ iDD = hedge@@k − 1, Hj − 1L∗ser + iDD∗seqs@@k, Hj − 1L∗ser +iDD +

bank@@k− 1, Hj − 1L∗ser + iDD∗H1 + rfL;
bank@@k, Hj −1L∗ ser+ iDD = −hedge@@k, Hj − 1L∗ser + iDD∗seqs@@k, i + Hj− 1L∗ serDD+

pr@@k, Hj −1L∗ ser+ iDD;
herr@@k, i +Hj − 1L∗serDD = pr@@k, i + Hj − 1L∗serDD − opcao@@k, i +Hj − 1L∗serDDD;
pr@@ttoos+ 1, Hj − 1L∗ser + iDD = hedge@@ttoos, Hj − 1L∗ser + iDD∗seqs@@ttoos +1, i+ Hj − 1L∗serDD +

bank@@ttoos, Hj −1L∗ ser+ iDD∗H1 + rfL;
ophn@@ttoos+ 1, Hj − 1L∗ser + iDD = Max@seqs@@ttoos +1, i+ Hj − 1L∗serDD − skp@@Hj −1L ∗ser+ iDD, 0D;
herr@@ttoos+ 1, Hj − 1L∗ser + iDD =

pr@@ttoos+ 1, Hj − 1L∗ser + iDD −opcao@@ttoos + 1, Hj − 1L∗ser + iDDDD;  

 

H∗ Gravacao de dados modelo normal ∗L
Export@"HedgeHN11.xls", pr, 8"Sheets", "NormalPRepHN"<D;
Export@"HedgeHN12.xls", hedge, 8"Sheets", "NormalHedgeHN"<D;
Export@"HedgeHN13.xls", bankhn, 8"Sheets", "NormalBankFHN"<D;
Export@"HedgeHN14.xls", bank, 8"Sheets", "NormalBankHN"<D;
Export@"HedgeHN15.xls", herr, 8"Sheets", "NormalHErrHN"<D;
Export@"HedgeHN16.xls", ophn, 8"Sheets", "NormalOpHN"<D;  

Remove@"Global`∗"D 
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H∗ Inicializacao de dados

Arquivo Gerdados.xls

Planilha de parametros do modelo primeira linha quantidade de series in−

sample quantidade de sequencias out−of−sample numero de dias do subperiodo numero de dias in−

sample numero de dias out−of sample preco inicial taxa livre de risco dia util em

seguida uma linha para cada serie de cada modelo

Sequencia de planilhas para cada um dos modelos normal normal com jumps tgarch

e hngarch contendo retornos diarios in−sample precos diarios in−sample retornos diarios our−

of−sample retornos semanais out−of−sample precos semanais out−

of sample precos de opcao semanais out−of−sample termos autorregressivos in−

sample para os modelos tgarch e hngarch

Arquivo ParmModelos.xls

Planilha de parametros do modelo HN estimado para retornos semanais in−

sample para series correspondentes aos modelos geradores normal normal com jumps

tgarch hngarch ∗L
H∗ Funcao Caracteristica ∗L
a@tt_, ttoos1_, ϕ_, r_D :=

Ka@tt+ 1, ttoos1, ϕ, rfD +ϕ rf + b@tt + 1, ttoos1, ϕD ω −
1

2
 Log@1 −2 α b@tt + 1, ttoos1, ϕDDO

b@tt_, ttoos1_, ϕ_D := ϕ Hλ + γL− 1

2
 γ2 +β b@tt + 1, ttoos1, ϕD +

H1ê2L H ϕ − γL2
1 − 2 α b@tt +1, ttoos1, ϕD

c1@tt_, ttoos1_, st_, kk_, rf_, ht1_D :=

1

2
 st+

Exp@−rf  Httoos1 − ttLD
π

 

NIntegrateBReBkk
−�φ

st
�φ+1 Exp@a@tt, ttoos1, � φ + 1, rfD + b@tt, ttoos1, � φ +1D ht1D

� φ
F,

8φ, 0, ∞<, Method → 8"GlobalAdaptive", "MaxErrorIncreases" → 500000,

"SingularityHandler" → Automatic<, MaxRecursion → 28, PrecisionGoal → 8F

c2@tt_, ttoos1_, st_, kk_, rf_, ht1_D :=

kk Exp@−rf  Httoos1 − ttLD 

1

2
+
1

π
 NIntegrateBReBkk

−�φ
st

�φExp@a@tt, ttoos1, � φ, rfD + b@tt, ttoos1, � φD ht1D
� φ

F,

8φ, 0, ∞<, Method → 8"GlobalAdaptive", "MaxErrorIncreases" → 500000,

"SingularityHandler" −> Automatic<, MaxRecursion → 28, PrecisionGoal → 8F
 

 

H∗ Entrada de dados − todos os modelos ∗L
parm = Import@"Gerdados.xls", "XLS"D;
ser = parm@@1, 1, 2DD; seq = parm@@1, 1, 3DD; p = parm@@1, 1, 4DD; ttis = parm@@1, 1, 5DD;
tc = parm@@1, 1, 6DD; s0 = parm@@1, 1, 7DD; rfd = parm@@1, 1, 8DD;
ttoos = Floor@tcê pD; ttoos1 = ttoos + 1; rf = Log@H1 + rfdL^ pD; ttis = ttisê p;

modelos = Import@"ParmModelos.xls", "XLS"D;
normal = modelos@@2, 1DD; normaljump = modelos@@3, 1DD; tgarch = modelos@@4, 1DD;
hngarch = modelos@@5, 1DD;  
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H∗ Calculos de hedge modelo normal com jumps ∗L
seqs = parm@@12DD; skp = seqs@@1DD;
opcao = parm@@13DD;
lret = parm@@11DD; ht1 = Variance@lretD@@1DD;
H∗ Execucao da estrategia para o modelo normal com jumps ∗L
a@ttoos1, ttoos1, _, _D = 0;

b@ttoos1, ttoos1, _D = 0;

hedge = Table@0, 8ttoos<, 8seq<D;
bankhn = Table@0, 8ttoos<, 8seq<D; bank = Table@0, 8ttoos<, 8seq<D;
herr = Table@0, 8ttoos +1<, 8seq<D; pr = Table@0, 8ttoos + 1<, 8seq<D;
ophn = Table@0, 8ttoos +1<, 8seq<D;  

 

For @j = 1, j ≤ ser, j++, α = normal@@1DD; β = normal@@2DD; γ = normal@@3DD + normal@@4DD + 0.5;

λ = −0.5; ω = normal@@5DD; For @i = 1, i ≤ seq, i++, tt = 1; st = seqs@@1, Hj −1L ∗ser +iDD;
kk = skp@@Hj− 1L∗ser + iDD; integ = Re@c1@tt, ttoos1, st, kk, rf, ht1DD;
hedge@@1, Hj −1L∗ ser+ iDD = integêseqs@@1, Hj− 1L∗ ser+ iDD;
integ = Re@c2@tt, ttoos1, st, kk, rf, ht1DD; bankhn@@1, Hj − 1L∗ser + iDD = −integ;

ophn@@1, Hj −1L∗ ser+ iDD = seqs@@1, i + Hj − 1L∗serDD∗hedge@@1, Hj − 1L∗ser + iDD +

bankhn@@1, Hj −1L∗ ser+ iDD; pr@@1, Hj − 1L∗ser +iDD = opcao@@1, i+ Hj − 1L∗serDD;
bank@@1, Hj −1L∗ ser+ iDD = −hedge@@1, Hj − 1L∗ser + iDD∗seqs@@1, i + Hj− 1L∗ serDD+
pr@@1, i +Hj − 1L∗serDD;

herr@@1, Hj −1L∗ ser+ iDD = pr@@1, Hj − 1L∗ser + iDD − opcao@@1, Hj −1L∗ ser+ iDD;
For @k = 2, k ≤ ttoos, k++, tt = k; st = seqs@@k, Hj − 1L∗ser + iDD; kk = skp@@Hj − 1L∗ser + iDD;
lr = Log@seqs@@k, Hj −1L∗ ser+ iDDêseqs@@k − 1, Hj − 1L∗ser + iDDD; lret@@1DD = 8lr<;
lret = RotateLeft@lretD; ht1 = Variance@lretD@@1DD; integ = Re@c1@tt, ttoos1, st, kk, rf, ht1DD;
hedge@@k, Hj −1L∗ ser+ iDD = integêseqs@@k, Hj− 1L∗ ser+ iDD;
integ = Re@c2@tt, ttoos1, st, kk, rf, ht1DD; bankhn@@k, Hj − 1L∗ser + iDD = −integ;

ophn@@k, Hj −1L∗ ser+ iDD = seqs@@k, i + Hj − 1L∗serDD∗hedge@@k, Hj − 1L∗ser + iDD +

bankhn@@k, Hj −1L∗ ser+ iDD;
pr@@k, Hj −1L∗ ser+ iDD = hedge@@k − 1, Hj − 1L∗ser + iDD∗seqs@@k, Hj − 1L∗ser +iDD +

bank@@k− 1, Hj − 1L∗ser + iDD∗H1 + rfL;
bank@@k, Hj −1L∗ ser+ iDD = −hedge@@k, Hj − 1L∗ser + iDD∗seqs@@k, i + Hj− 1L∗ serDD+

pr@@k, Hj −1L∗ ser+ iDD;
herr@@k, i +Hj − 1L∗serDD = pr@@k, i + Hj − 1L∗serDD − opcao@@k, i +Hj − 1L∗serDDD;
pr@@ttoos+ 1, Hj − 1L∗ser + iDD = hedge@@ttoos, Hj − 1L∗ser + iDD∗seqs@@ttoos +1, i+ Hj − 1L∗serDD +

bank@@ttoos, Hj −1L∗ ser+ iDD∗H1 + rfL;
ophn@@ttoos+ 1, Hj − 1L∗ser + iDD = Max@seqs@@ttoos +1, i+ Hj − 1L∗serDD − skp@@Hj −1L ∗ser+ iDD, 0D;
herr@@ttoos+ 1, Hj − 1L∗ser + iDD =

pr@@ttoos+ 1, Hj − 1L∗ser + iDD −opcao@@ttoos + 1, Hj − 1L∗ser + iDDDD;  

 

H∗ Gravacao de dados modelo normal com jumps ∗L
Export@"HedgeHN21.xls", pr, 8"Sheets", "NormalJumpPRepHN"<D;
Export@"HedgeHN22.xls", hedge, 8"Sheets", "NormalJumpHedgeHN"<D;
Export@"HedgeHN23.xls", bankhn, 8"Sheets", "NormalJumpBankFHN"<D;
Export@"HedgeHN24.xls", bank, 8"Sheets", "NormalJumpBankHN"<D;
Export@"HedgeHN25.xls", herr, 8"Sheets", "NormalJumpHErrHN"<D;
Export@"HedgeHN26.xls", ophn, 8"Sheets", "NormalJumpOpHN"<D;  

Remove@"Global`∗"D 
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H∗ Inicializacao de dados

Arquivo Gerdados.xls

Planilha de parametros do modelo primeira linha quantidade de series in−

sample quantidade de sequencias out−of−sample numero de dias do subperiodo numero de dias in−

sample numero de dias out−of sample preco inicial taxa livre de risco dia util em

seguida uma linha para cada serie de cada modelo

Sequencia de planilhas para cada um dos modelos normal normal com jumps tgarch

e hngarch contendo retornos diarios in−sample precos diarios in−sample retornos diarios our−

of−sample retornos semanais out−of−sample precos semanais out−

of sample precos de opcao semanais out−of−sample termos autorregressivos in−

sample para os modelos tgarch e hngarch

Arquivo ParmModelos.xls

Planilha de parametros do modelo HN estimado para retornos semanais in−

sample para series correspondentes aos modelos geradores normal normal com jumps

tgarch hngarch ∗L
H∗ Funcao Caracteristica ∗L
a@tt_, ttoos1_, ϕ_, r_D :=

Ka@tt+ 1, ttoos1, ϕ, rfD +ϕ rf + b@tt + 1, ttoos1, ϕD ω −
1

2
 Log@1 −2 α b@tt + 1, ttoos1, ϕDDO

b@tt_, ttoos1_, ϕ_D := ϕ Hλ + γL− 1

2
 γ2 +β b@tt + 1, ttoos1, ϕD +

H1ê2L H ϕ − γL2
1 − 2 α b@tt +1, ttoos1, ϕD

c1@tt_, ttoos1_, st_, kk_, rf_, ht1_D :=

1

2
 st+

Exp@−rf  Httoos1 − ttLD
π

 

NIntegrateBReBkk
−�φ

st
�φ+1 Exp@a@tt, ttoos1, � φ + 1, rfD + b@tt, ttoos1, � φ +1D ht1D

� φ
F,

8φ, 0, ∞<, Method → 8"GlobalAdaptive", "MaxErrorIncreases" → 500000,

"SingularityHandler" → Automatic<, MaxRecursion → 28, PrecisionGoal → 8F

c2@tt_, ttoos1_, st_, kk_, rf_, ht1_D :=

kk Exp@−rf  Httoos1 − ttLD 

1

2
+
1

π
 NIntegrateBReBkk

−�φ
st

�φExp@a@tt, ttoos1, � φ, rfD + b@tt, ttoos1, � φD ht1D
� φ

F,

8φ, 0, ∞<, Method → 8"GlobalAdaptive", "MaxErrorIncreases" → 500000,

"SingularityHandler" −> Automatic<, MaxRecursion → 28, PrecisionGoal → 8F
 

H∗ Entrada de dados − todos os modelos ∗L
parm = Import@"Gerdados.xls", "XLS"D;
ser = parm@@1, 1, 2DD; seq = parm@@1, 1, 3DD; p = parm@@1, 1, 4DD; ttis = parm@@1, 1, 5DD;
tc = parm@@1, 1, 6DD; s0 = parm@@1, 1, 7DD; rfd = parm@@1, 1, 8DD;
ttoos = Floor@tcê pD; ttoos1 = ttoos + 1; rf = Log@H1 + rfdL^ pD; ttis = ttisê p;

modelos = Import@"ParmModelos.xls", "XLS"D;
normal = modelos@@2, 1DD; normaljump = modelos@@3, 1DD; tgarch = modelos@@4, 1DD;
hngarch = modelos@@5, 1DD;  
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H∗ Calculos de hedge modelo tgarch ∗L
seqs = parm@@18DD; skp = seqs@@1DD;
opcao = parm@@19DD;
lret = parm@@17DD; ht1 = Variance@lretD@@1DD;
H∗ Execucao da estrategia para o modelo tgarch ∗L
a@ttoos1, ttoos1, _, _D = 0;

b@ttoos1, ttoos1, _D = 0;

hedge = Table@0, 8ttoos<, 8seq<D;
bankhn = Table@0, 8ttoos<, 8seq<D; bank = Table@0, 8ttoos<, 8seq<D;
herr = Table@0, 8ttoos +1<, 8seq<D; pr = Table@0, 8ttoos + 1<, 8seq<D;
ophn = Table@0, 8ttoos +1<, 8seq<D;  

 

For @j = 1, j ≤ ser, j++, α = normal@@1DD; β = normal@@2DD; γ = normal@@3DD + normal@@4DD + 0.5;

λ = −0.5; ω = normal@@5DD; For @i = 1, i ≤ seq, i++, tt = 1; st = seqs@@1, Hj −1L ∗ser +iDD;
kk = skp@@Hj− 1L∗ser + iDD; integ = Re@c1@tt, ttoos1, st, kk, rf, ht1DD;
hedge@@1, Hj −1L∗ ser+ iDD = integêseqs@@1, Hj− 1L∗ ser+ iDD;
integ = Re@c2@tt, ttoos1, st, kk, rf, ht1DD; bankhn@@1, Hj − 1L∗ser + iDD = −integ;

ophn@@1, Hj −1L∗ ser+ iDD = seqs@@1, i + Hj − 1L∗serDD∗hedge@@1, Hj − 1L∗ser + iDD +

bankhn@@1, Hj −1L∗ ser+ iDD; pr@@1, Hj − 1L∗ser +iDD = opcao@@1, i+ Hj − 1L∗serDD;
bank@@1, Hj −1L∗ ser+ iDD = −hedge@@1, Hj − 1L∗ser + iDD∗seqs@@1, i + Hj− 1L∗ serDD+
pr@@1, i +Hj − 1L∗serDD;

herr@@1, Hj −1L∗ ser+ iDD = pr@@1, Hj − 1L∗ser + iDD − opcao@@1, Hj −1L∗ ser+ iDD;
For @k = 2, k ≤ ttoos, k++, tt = k; st = seqs@@k, Hj − 1L∗ser + iDD; kk = skp@@Hj − 1L∗ser + iDD;
lr = Log@seqs@@k, Hj −1L∗ ser+ iDDêseqs@@k − 1, Hj − 1L∗ser + iDDD; lret@@1DD = 8lr<;
lret = RotateLeft@lretD; ht1 = Variance@lretD@@1DD; integ = Re@c1@tt, ttoos1, st, kk, rf, ht1DD;
hedge@@k, Hj −1L∗ ser+ iDD = integêseqs@@k, Hj− 1L∗ ser+ iDD;
integ = Re@c2@tt, ttoos1, st, kk, rf, ht1DD; bankhn@@k, Hj − 1L∗ser + iDD = −integ;

ophn@@k, Hj −1L∗ ser+ iDD = seqs@@k, i + Hj − 1L∗serDD∗hedge@@k, Hj − 1L∗ser + iDD +

bankhn@@k, Hj −1L∗ ser+ iDD;
pr@@k, Hj −1L∗ ser+ iDD = hedge@@k − 1, Hj − 1L∗ser + iDD∗seqs@@k, Hj − 1L∗ser +iDD +

bank@@k− 1, Hj − 1L∗ser + iDD∗H1 + rfL;
bank@@k, Hj −1L∗ ser+ iDD = −hedge@@k, Hj − 1L∗ser + iDD∗seqs@@k, i + Hj− 1L∗ serDD+

pr@@k, Hj −1L∗ ser+ iDD;
herr@@k, i +Hj − 1L∗serDD = pr@@k, i + Hj − 1L∗serDD − opcao@@k, i +Hj − 1L∗serDDD;
pr@@ttoos+ 1, Hj − 1L∗ser + iDD = hedge@@ttoos, Hj − 1L∗ser + iDD∗seqs@@ttoos +1, i+ Hj − 1L∗serDD +

bank@@ttoos, Hj −1L∗ ser+ iDD∗H1 + rfL;
ophn@@ttoos+ 1, Hj − 1L∗ser + iDD = Max@seqs@@ttoos +1, i+ Hj − 1L∗serDD − skp@@Hj −1L ∗ser+ iDD, 0D;
herr@@ttoos+ 1, Hj − 1L∗ser + iDD =

pr@@ttoos+ 1, Hj − 1L∗ser + iDD −opcao@@ttoos + 1, Hj − 1L∗ser + iDDDD;  

 

H∗ Gravacao de dados modelo tgarch ∗L
Export@"HedgeHN31.xls", pr, 8"Sheets", "TGARCHPRepHN"<D;
Export@"HedgeHN32.xls", hedge, 8"Sheets", "TGARCHHedgeHN"<D;
Export@"HedgeHN33.xls", bankhn, 8"Sheets", "TGARCHBankFHN"<D;
Export@"HedgeHN34.xls", bank, 8"Sheets", "TGARCHBankHN"<D;
Export@"HedgeHN35.xls", herr, 8"Sheets", "TGARCHHErrHN"<D;
Export@"HedgeHN36.xls", ophn, 8"Sheets", "TGARCHOpHN"<D;  
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Remove@"Global`∗"D 

 

H∗ Inicializacao de dados

Arquivo Gerdados.xls

Planilha de parametros do modelo primeira linha quantidade de series in−

sample quantidade de sequencias out−of−sample numero de dias do subperiodo numero de dias in−

sample numero de dias out−of sample preco inicial taxa livre de risco dia util em

seguida uma linha para cada serie de cada modelo

Sequencia de planilhas para cada um dos modelos normal normal com jumps tgarch

e hngarch contendo retornos diarios in−sample precos diarios in−sample retornos diarios our−

of−sample retornos semanais out−of−sample precos semanais out−

of sample precos de opcao semanais out−of−sample termos autorregressivos in−

sample para os modelos tgarch e hngarch

Arquivo ParmModelos.xls

Planilha de parametros do modelo HN estimado para retornos semanais in−

sample para series correspondentes aos modelos geradores normal normal com jumps

tgarch hngarch ∗L
H∗ Funcao Caracteristica ∗L
a@tt_, ttoos1_, ϕ_, r_D :=

Ka@tt+ 1, ttoos1, ϕ, rfD +ϕ rf + b@tt + 1, ttoos1, ϕD ω −
1

2
 Log@1 −2 α b@tt + 1, ttoos1, ϕDDO

b@tt_, ttoos1_, ϕ_D := ϕ Hλ + γL− 1

2
 γ2 +β b@tt + 1, ttoos1, ϕD +

H1ê2L H ϕ − γL2
1 − 2 α b@tt +1, ttoos1, ϕD

c1@tt_, ttoos1_, st_, kk_, rf_, ht1_D :=

1

2
 st+

Exp@−rf  Httoos1 − ttLD
π

 

NIntegrateBReBkk
−�φ

st
�φ+1 Exp@a@tt, ttoos1, � φ + 1, rfD + b@tt, ttoos1, � φ +1D ht1D

� φ
F,

8φ, 0, ∞<, Method −> 8"GlobalAdaptive", "SingularityHandler" → Automatic<,
MaxRecursion → 17, PrecisionGoal → 5, WorkingPrecision → 8F

c2@tt_, ttoos1_, st_, kk_, rf_, ht1_D :=

kk Exp@−rf  Httoos1 − ttLD 

1

2
+
1

π
 NIntegrateBReBkk

−�φ
st

�φExp@a@tt, ttoos1, � φ, rfD + b@tt, ttoos1, � φD ht1D
� φ

F,

8φ, 0, ∞<, Method −> 8"GlobalAdaptive", "SingularityHandler" → Automatic<,
MaxRecursion → 17, PrecisionGoal → 5, WorkingPrecision → 8F

 
H∗ Entrada de dados − todos os modelos ∗L
parm = Import@"Gerdados.xls", "XLS"D;
ser = parm@@1, 1, 2DD; seq = parm@@1, 1, 3DD; p = parm@@1, 1, 4DD; ttis = parm@@1, 1, 5DD;
tc = parm@@1, 1, 6DD; s0 = parm@@1, 1, 7DD; rfd = parm@@1, 1, 8DD;
ttoos = Floor@tcê pD; ttoos1 = ttoos + 1; rf = Log@H1 + rfdL^ pD; ttis = ttisê p;

modelos = Import@"ParmModelos.xls", "XLS"D;
normal = modelos@@2, 1DD; normaljump = modelos@@3, 1DD; tgarch = modelos@@4, 1DD;
hngarch = modelos@@5, 1DD;  
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H∗ Calculos de hedge modelo hngarch ∗L
seqs = parm@@25DD; skp = seqs@@1DD;
opcao = parm@@26DD;
lret = parm@@24DD; ht1 = Variance@lretD@@1DD;
H∗ Execucao da estrategia para o modelo hngarch ∗L
a@ttoos1, ttoos1, _, _D = 0;

b@ttoos1, ttoos1, _D = 0;

hedge = Table@0, 8ttoos<, 8seq<D;
bankhn = Table@0, 8ttoos<, 8seq<D; bank = Table@0, 8ttoos<, 8seq<D;
herr = Table@0, 8ttoos +1<, 8seq<D; pr = Table@0, 8ttoos + 1<, 8seq<D;
ophn = Table@0, 8ttoos +1<, 8seq<D;  

 

For @j = 1, j ≤ ser, j++, α = normal@@1DD; β = normal@@2DD; γ = normal@@3DD + normal@@4DD + 0.5;

λ = −0.5; ω = normal@@5DD; For @i = 1, i ≤ seq, i++, tt = 1; st = seqs@@1, Hj −1L ∗ser +iDD;
kk = skp@@Hj− 1L∗ser + iDD; integ = Re@c1@tt, ttoos1, st, kk, rf, ht1DD;
hedge@@1, Hj −1L∗ ser+ iDD = integêseqs@@1, Hj− 1L∗ ser+ iDD;
integ = Re@c2@tt, ttoos1, st, kk, rf, ht1DD; bankhn@@1, Hj − 1L∗ser + iDD = −integ;

ophn@@1, Hj −1L∗ ser+ iDD = seqs@@1, i + Hj − 1L∗serDD∗hedge@@1, Hj − 1L∗ser + iDD +

bankhn@@1, Hj −1L∗ ser+ iDD; pr@@1, Hj − 1L∗ser +iDD = opcao@@1, i+ Hj − 1L∗serDD;
bank@@1, Hj −1L∗ ser+ iDD = −hedge@@1, Hj − 1L∗ser + iDD∗seqs@@1, i + Hj− 1L∗ serDD+

pr@@1, i +Hj − 1L∗serDD;
herr@@1, Hj −1L∗ ser+ iDD = pr@@1, Hj − 1L∗ser + iDD − opcao@@1, Hj −1L∗ ser+ iDD;
For @k = 2, k ≤ ttoos, k++, tt = k; st = seqs@@k, Hj − 1L∗ser + iDD; kk = skp@@Hj − 1L∗ser + iDD;
lr = Log@seqs@@k, Hj −1L∗ ser+ iDDêseqs@@k − 1, Hj − 1L∗ser + iDDD; lret@@1DD = 8lr<;
lret = RotateLeft@lretD; ht1 = Variance@lretD@@1DD; integ = Re@c1@tt, ttoos1, st, kk, rf, ht1DD;
hedge@@k, Hj −1L∗ ser+ iDD = integêseqs@@k, Hj− 1L∗ ser+ iDD;
integ = Re@c2@tt, ttoos1, st, kk, rf, ht1DD; bankhn@@k, Hj − 1L∗ser + iDD = −integ;

ophn@@k, Hj −1L∗ ser+ iDD = seqs@@k, i + Hj − 1L∗serDD∗hedge@@k, Hj − 1L∗ser + iDD +

bankhn@@k, Hj −1L∗ ser+ iDD;
pr@@k, Hj −1L∗ ser+ iDD = hedge@@k − 1, Hj − 1L∗ser + iDD∗seqs@@k, Hj − 1L∗ser +iDD +

bank@@k− 1, Hj − 1L∗ser + iDD∗H1 + rfL;
bank@@k, Hj −1L∗ ser+ iDD = −hedge@@k, Hj − 1L∗ser + iDD∗seqs@@k, i + Hj− 1L∗ serDD+

pr@@k, Hj −1L∗ ser+ iDD;
herr@@k, i +Hj − 1L∗serDD = pr@@k, i + Hj − 1L∗serDD − opcao@@k, i +Hj − 1L∗serDDD;
pr@@ttoos+ 1, Hj − 1L∗ser + iDD = hedge@@ttoos, Hj − 1L∗ser + iDD∗seqs@@ttoos +1, i+ Hj − 1L∗serDD +

bank@@ttoos, Hj −1L∗ ser+ iDD∗H1 + rfL;
ophn@@ttoos+ 1, Hj − 1L∗ser + iDD = Max@seqs@@ttoos +1, i+ Hj − 1L∗serDD − skp@@Hj −1L ∗ser+ iDD, 0D;
herr@@ttoos+ 1, Hj − 1L∗ser + iDD =

pr@@ttoos+ 1, Hj − 1L∗ser + iDD −opcao@@ttoos + 1, Hj − 1L∗ser + iDDDD;  

 

H∗ Gravacao de dados modelo hngarch ∗L
Export@"HedgeHN41.xls", pr, 8"Sheets", "HNGARCHPRepHN"<D;
Export@"HedgeHN42.xls", hedge, 8"Sheets", "HNGARCHHedgeHN"<D;
Export@"HedgeHN43.xls", bankhn, 8"Sheets", "HNGARCHBankFHN"<D;
Export@"HedgeHN44.xls", bank, 8"Sheets", "HNGARCHBankHN"<D;
Export@"HedgeHN45.xls", herr, 8"Sheets", "HNGARCHHErrHN"<D;
Export@"HedgeHN46.xls", ophn, 8"Sheets", "HNGARCHOpHN"<D;  

 

Remove@"Global`∗"D 


