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Meios Poroelásticos Fraturados

Por

Riedson Baptista
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MULTIFÁSICO EM MEIOS POROELÁSTICOS FRATURADOS

Riedson Baptista
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Resumo da Dissertação apresentada ao LNCC/MCT como parte dos requisitos

necessários para a obtenção do grau de Mestre em Ciências (M.Sc.)

MODELAGEM MULTIESCALA DE ESCOAMENTO

MULTIFÁSICO EM MEIOS POROELÁSTICOS FRATURADOS

Riedson Baptista

Agosto, 2007

Orientador: Márcio Arab Murad, Ph.D

Neste trabalho propomos um modelo a duas escalas para descrever esco-

amentos multifásicos em meios poroelásticos fraturados. A derivação do modelo

macroscópico é obtida via técnica de homogeneização de estruturas periódicas apli-

cada ao modelo micromecânico que governa a microestrutura do meio composta

por uma matriz poroelástica circundada por uma rede conexa de fraturas preenchi-

das por dois fluidos Newtonianos imisćıveis incompresśıveis, tais como água e óleo.

Neste contexto o nosso principal resultado consiste na obtenção de uma hierar-

quia de modelos macroscópicos com parâmetros efetivos. A teoria constitutiva que

rege o comportamento destes parâmetros é constrúıda via resolução dos proble-

mas locais de fechamento que surgem do processo de mudança de escala. Dentre

os parâmetros homogeneizados damos ênfase particular à lei constitutiva obtida

para o tensor das tensões efetivas. Além do comportamento poroelástico com a

deformação do esqueleto poroso, esta exibe a dependência adicional com as ten-

sões intermoleculares advindas da descontinuidade da saturação entre os sistemas

de blocos e fraturas. Resultados computacionais dos problemas de célula locais,

obtidos pelo método dos elementos finitos, são explorados na reconstrução das leis

constitutivas dos coeficientes homogeneizados.
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Abstract of Dissertation presented to LNCC/MCT as a partial fulfillment of the

requirements for the degree of Master of Sciences (M.Sc.)

MULTISCALE MODELING OF MULTI-PHASE FLOW IN

FRACTURED POROELASTIC MEDIA

Riedson Baptista

August, 2007.

Advisor: Márcio Arab Murad, Ph.D

In this work we propose a model of two scales to describe the two-phase

drainage in fractured poroelasty environment. The derivation of the macroscopic

model is obtained through a technique of homogenization of periodic structures

applied to the micromechanical model that governs the micro-structure of the en-

vironment composed by matrix poroelastic surrounded by a related net of fractures

filled out by two Newtonian incompressible immiscible fluids, such as water and

oil. In this context, our main result consists of obtaining a hierarchy of macros-

copic models with effective parameters. The constituent theory that governs the

behavior of these parameters is built through resolution of the local problems of

closing that appear of the process of scale change. Among the homogenized para-

meters we give a particular emphasis to the constituent law obtained for the stress

of the effective tensions. Besides the poroelastic behavior with the deformation of

the porous skeleton this exhibits the additional dependence with the intermolecu-

lar tensions emerging of the discontinuity of the saturation between the systems

of blocks and fractures. Numerical simulations of the local cells problems obtai-

ned by the method of the finite elements are explored in the reconstruction of the

constituent laws of the homogenized coefficients.
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3.2.3 Variáveis não-oscilatórias . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
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Caṕıtulo 1

Introdução

Diversos corpos sólidos, encontrados na natureza ou constrúıdos artificial-

mente, em sua quase totalidade são caracterizados por descontinuidades em seu

interior as quais ocorrem em dimensões e freqüências variáveis. Tais descontinui-

dades dão origem à presença de vazios ou poros, os quais podem estar preenchidos

por um ou mais fluidos. Corpos sólidos com essas caracteŕısticas são denominados

meios porosos. Além de formações geológicas tais como rochas e solos, exemplos

canônicos de meios porosos são sistemas biológicos, em particular cartilagens e os-

sos, e materiais artificiais tais como filtros, cerâmicas, etc. Devido ao vasto leque

de aplicações a busca por soluções de problemas acoplados de natureza mecânica,

qúımica, f́ısica e biológica em meios porosos é genuinamente interdisciplinar e tem

motivado pesquisadores de várias áreas do conhecimento, em especial Geomecâ-

nica, Ciência de Materiais, Engenharia de Petróleo, Meio Ambiente, Hidrologia,

Biomecânica, Engenharia de Alimentos e Acústica.

Além da existência da microporosidade naturalmente originária dos processos

de formação do meio geológico, diversos meios porosos tendem a sofrer rachaduras

ou fraturas em sua estrutura levando ao surgimento de uma segunda estrutura

porosa com propriedades d́ıspares do sistema original. As fraturas, na sua maioria

interconectadas, surgem orientadas em pelo menos duas direções subdividindo a

formação geológica em blocos geológicos circundados por elas, caracterizando as-

sim a morfologia de um meio poroso fraturado. A presença deste segundo ńıvel de
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porosidade inerente às fraturas provoca alterações substanciais na hidrodinâmica

e no transporte comparado com o caso de meios ordinários com um único ńıvel de

porosidade (Pirson, 1953; Barenblatt et al, 1960; Warren & Root, 1963; Douglas

& Arbogast, 1990; Zimmerman et al, 1993). Em particular, os blocos que con-

tém a microporosidade desempenham papel de śıtios de armazenamento enquanto

que, devido à sua maior permeabilidade, o sistema das fraturas constitui caminhos

preferenciais para o escoamento. O problema natural que surge em meios com

dupla porosidade consiste na derivação de modelos constitutivos que descrevem

acuradamente o acoplamento entre as duas hidrodinâmicas e os transportes que

ocorrem simultaneamente nos dois sub-sistemas. Classicamente tal acoplamento

entre blocos e fraturas é governado por termos de fontes distribúıdos no domı́nio

que surgem nas leis de conservação de massa para cada fase. Historicamente mode-

los linearizados foram propostos para descrever este acoplamento onde o termo de

fonte é dado simplesmente pela diferença entre as pressões dos fluidos nas fraturas

e nos blocos (Pirson, 1953; Barenblatt et al, 1960; Warren & Root, 1963).

Posteriormente, modelos microestruturais para meios com porosidade dupla,

postos simultaneamente em duas escalas, foram propostos por Arbogast & Douglas

(1988), Douglas & Arbogast (1990), Arbogast (1992) e Zimmerman et al (1993).

Ao contrário dos modelos linearizados puramente macroscópicos, o cômputo da

troca de massa entre blocos e fraturas é feito via resolução dos problemas micros-

cópicos postos no domı́nio dos blocos. Postulando uma geometria particular para

os blocos, o problema é resolvido simultaneamente nas escalas macroscópica e mi-

croscópica onde a escala mais fina é explorada para calcular o termo de troca de

massa entre os dois sistemas. Os modelos postos simultaneamente em duas esca-

las representam avanços consideráveis com relação às teorias linearizadas devido

à forma mais precisa de representação do termo de troca de massa (Douglas &

Arbogast, 1990).

Embora bastante desenvolvidos para meios ŕıgidos, extensões dos modelos

microestruturais de dupla porosidade para meios deformáveis encontram-se ainda
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em fase de desenvolvimento. Dificuldades adicionais surgem resultantes do acopla-

mento entre a hidrodinâmica e a poromecânica que governa a evolução dos campos

de tensão efetiva e deformação da matriz porosa.

A teoria clássica de poroelasticidade linear foi inicialmente proposta por Ter-

zaghi (1942) para problemas de consolidação unidimensionais em meios porosos

compostos por grãos elásticos incompresśıveis. Subseqüentemente, Biot (1941) ge-

neraliza a teoria para problemas tridimensionais em meios porosos compostos por

grãos elásticos compresśıveis, incorporando os efeitos distorcionais na teoria de Ter-

zaghi gerado pelas tensões de cisalhamento que atuam no esqueleto poroso. Além

da componente desviadora no tensor das tensões efetivas, Biot & Willis (1957)

generalizam o prinćıpio de Terzaghi dando origem ao coeficiente de Biot-Willis, o

qual descreve a compressibilidade dos grãos que compõem a matriz poroelástica.

A teoria de Biot constitui o pilar da Poromecânica e deu origem ao de-

senvolvimento de modelos não lineares e ao acoplamento hidromecânico, os quais

incorporam efeitos de inelasticidade, grandes deformações e acoplamento eletro-

qúımico em solos argilosos (Chen & Han, 1988). Em particular, para meios fratu-

rados, Wilson & Ainfantis (1982) estabelecem a conjunção entre o modelo de Biot

e o acoplamento linearizado proposto por Barenblatt et al (1960) dando origem

à teoria de consolidação de meios com dupla porosidade. Murad et al (2001) ge-

neralizam os modelos microestruturais propostos por Douglas & Arbogast (1990)

e Zimmerman et al (1993) para incluir o acoplamento hidro-mecânico. Chamilco

(2006) mostra a equivalência entre as equações postas simultaneamente em duas

escalas e um modelo constitutivo viscoelástico para as tensões efetivas que exibe

efeitos de memória evanescente. A memória presente na lei constitutiva para as

tensões efetivas é advinda da escala de tempo secundária associada à hidrodinâmica

que ocorre no ńıvel de porosidade secundário.

Os modelos microestruturais para meios deformáveis descritos acima foram

derivados rigorosamente fazendo uso das técnicas de homogeneização de estrutu-

ras periódicas aplicadas à descrição micromecânica do meio. Embora consideráveis
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avanços tenham sido obtidos no caso de escoamentos monofásicos, um dos grandes

desafios que ainda persiste é a derivação precisa de modelos multiescala para es-

coamentos bifásicos em meios porosos deformáveis fraturados. Em particular, um

dos problemas ainda em aberto é a representação precisa do prinćıpio das tensões

efetivas de Terzaghi para incorporar os efeitos da pressão capilar.

Historicamente a generalização do prinćıpio das tensões efetivas para meios

saturados por dois fluidos tem seguido caminhos tortuosos dando origem a diver-

sas formas para sua interpretação. No caso de meios não saturados onde um dos

fluidos é o ar, Bishop (1959) propõe o prinćıpio de Terzaghi capturando indireta-

mente a importância da sucção no comportamento das tensões efetivas propondo a

dependência do coeficiente de Biot-Willis na saturação. Avanços significativos na

forma de representação do prinćıpio das tensões efetivas para meios não saturados

foram propostos por Fredlund & Morgenstern (1977). Ao contrário de Bishop tais

autores postulam dependência constitutiva da deformação do esqueleto poroso em

duas variáveis termodinamicamente independentes; a tensão de contato intergra-

nular e a pressão capilar também conhecida como sucção. Posteriormente, Alonso

et al (1990), Bolzon et al (1996) e Santagiuliana & Schrefler (2006) estendem a

formulação de teoria de solos não saturados para meios elasto-plásticos. A teoria

elasto-plástica proposta por Alonso et al (1990) deu origem ao famoso modelo de

Barcelona onde a novidade é a dependência da superf́ıcie de plastificação com a

sucção.

A dependência constitutiva da deformação da matriz porosa em duas variá-

veis termodinamicamente independentes (tensões intergranulares e sucção) foi va-

lidada experimentalmente em Fredlund & Morgenstern (1977), Alonso et al (1990)

e Fredlund & Rahardjo (1993) e atualmente é bem respaldada e aceita pela comu-

nidade de Geomecânica. Por outro lado, a generalização desta teoria para meios

com dupla porosidade permanece um problema ainda em aberto. O objetivo deste

trabalho é o de preencher esta lacuna. Para este fim fazemos uso da técnica de

homogeneização de estruturas periódicas onde o modelo macroscópico é derivado
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rigorosamente via análise assintótica das equações perturbadas postas nas esca-

las inferiores. Comparando com os modelos puramente macroscópicos a vantagem

em utilizar a técnica de homogeneização reside na obtenção rigorosa das equações

macroscópicas por propagação da informação proveniente da escala microscópica.

No contexto da modelagem multiescala estabelecemos uma hierarquia de

modelos de porosidade dupla que incorporam a hipótese de quase-estacionariedade,

onde os blocos estão em equiĺıbrio termodinâmico com as fraturas, e a aproximação

de Richards onde a fase ar encontra-se a pressão atmosférica. Dentre os resultados

homogeneizados obtidos damos ênfase particular a forma macroscópica do prinćıpio

das tensões efetivas onde mostramos que a disparidade entre as porosidades nos

sistemas de blocos e fraturas dá origem a uma nova componente no prinćıpio de

Terzaghi fortemente dependente da pressão capilar. No contexto da modelagem

multiescala a resposta constitutiva desta componente juntamente com a dos outros

parâmetros efetivos é reconstruida via solução numérica dos problemas de célula

microscópicos. As formas fracas dos problemas microscópicos são discretizadas

pelo método dos elementos finitos e simulações numéricas das leis constitutivas dos

parâmetros efetivos são obtidas ilustrando o potencial da modelagem multiescala

proposta neste trabalho.

No Caṕıtulo 2 abordamos de forma sucinta a modelagem clássica da po-

romecânica de meios não saturados (Fredlund & Morgenstern, 1977; Fredlund &

Rahardjo, 1993; Alonso et al, 1990; Santagiuliana & Schrefler, 2006; Ghafouri &

Lewis, 1996).

No Caṕıtulo 3 fazemos uso da técnica de homogeneização para derivar o mo-

delo a duas escalas para o meio poroelástico fraturado saturado por dois fluidos

Newtonianos imisćıveis. Neste contexto discutimos as caracteŕısticas do acopla-

mento entre as escalas envolvidas e em particular as relações de fechamento para

os parâmetros efetivos.

No Caṕıtulo 4 definimos uma hierarquia de modelos multiescala fazendo hi-

póteses simplificadoras no caso geral a fim de reduzir a complexidade dos problemas
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de fechamento envolvidos.

No Caṕıtulo 5 apresentamos a simulação numérica dos problemas locais pelo

método dos elementos finitos e recontruimos as equações constitutivas dos parâme-

tros efetivos do modelo quase-estacionário. Para finalizar, apresentamos conclusões

e perspectivas de desenvolvimento futuro.
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Caṕıtulo 2

Modelagem Fenomenológica de

Escoamento Bifásico em Meios

Poroelásticos

Iniciamos nosso trabalho apresentando uma breve revisão dos modelos clás-

sicos de escoamento bifásico em meios poroelásticos lineares com um único ńıvel de

porosidade. Em seguida apresentamos as extensões propostas na literatura para

meios com porosidade dupla. A modelagem será apresentada na escala de labora-

tório, onde uma mudança de escala a partir da escala do poro já foi efetuada e as

fases fluida e sólida coexistem em cada ponto. As equações governantes são basea-

das nas leis de conservação da massa para cada fase combinadas com as equações

de momento linear representadas pela Lei de Darcy. O fechamento é estabelecido

postulando uma equação de estado que relaciona as pressões nas fases fluidas e que

dá origem ao conceito de pressão capilar (Bear, 1972; de Marsily, 1986).

O modelo hidrodinâmico é acoplado com a Poromecânica que governa os

campos de deformação e tensão efetiva da matriz porosa. O modelo poromecânico

é centrado nas generalizações do prinćıpio das tensões efetivas de Terzaghi proposto

originalmente para o escoamento monofásico (Fredlund & Rahardjo, 1993; Alonso

et al, 1990; Santagiuliana & Schrefler, 2006).
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2.1 Modelagem de Meios com Porosidade Simples

Nesta seção apresentamos o modelo hidro-mecânico para meios com porosi-

dade simples saturados por dois fluidos Newtonianos imisćıveis e incompresśıveis.

Consideramos Ω um domı́nio ocupado por um meio poroso homogêneo composto

por uma matriz elástica linear constitúıda por grãos sólidos e incompresśıveis satu-

rados por dois fluidos imisćıveis. Efeitos gravitacionais, de inércia e de convecção

induzidos pelo deslocamento da fase sólida são desprezados. Consideramos também

a ausência de reações qúımicas e de fontes ou sorvedouros externos. No decorrer

deste trabalho fazemos uso dos sub́ındices α = s, w, nw para representar as fases

sólida, aquosa e não-aquosa respectivamente.

2.1.1 Balanço de Massa

Sob as hipóteses de ausência de troca de massa entre as fases e de fontes

externas a forma local da conservação de massa para cada fase-α é dada por:

∂ρa
α

∂t
+ div(ρa

αvα) = 0; α = s, w, nw em Ω (2.1)

onde vα é o campo de velocidade e ρa
α a massa espećıfica aparente definida pela

razão entre a massa da fase-α, Mα, e o volume total da mistura Vt. A massa

espećıfica da fase-α ρα é definida pela razão entre Mα e o volume da fase, Vα.

Denotando o volume dos poros por Vp e o volume das part́ıculas sólidas por Vs, o

volume total da mistura é dado pela soma Vt = Vp + Vs. A porosidade é definida

pela razão φ := Vp/Vt e conseqüentemente a fração de volume da fase sólida é dada

por Vs/Vt = 1− φ. Uma vez que os poros são preenchidos pelas duas fases fluidas,

temos que Vp = Vw + Vnw. A razão sα = Vα/Vp é denominada saturação da fase-α.

Por definição sw + snw = 1. Desta forma valem as relações:

ρa
α =

Mα

Vt

=
Mα

Vα

Vα

Vp

Vp

Vt

= ραsαφ, α = w, nw; (2.2)

ρa
s =

Ms

Vt

=
Ms

Vs

Vs

Vt

= ρs(1− φ). (2.3)
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Pela hipótese de incompressibilidade microscópica das fases, as massas espe-

ćıficas ρα são constantes. Usando (2.2) em (2.1) obtemos,

∂

∂t
(sαφ) + div(sαφvα) = 0; α = w, nw em Ω. (2.4)

Note que ao contrário de meios ŕıgidos, a porosidade φ evolui no tempo e con-

seqüentemente permanece inserida na derivada temporal do termo de capacitância

em (2.4).

Para a fase sólida o campo de deslocamento u é adotado como variável pri-

mária. Desprezando os efeitos convectivos induzidos pela velocidade do sólido,

vs, esta é dada unicamente pela derivada temporal Euleriana do deslocamento,

vs =
∂u

∂t
= u̇. Assim sob a hipótese de incompressibilidade, a Equação (2.1)

juntamente com (2.3) fornece:

−∂φ

∂t
+ div[(1− φ)u̇] = 0 em Ω. (2.5)

Para satisfazer o prinćıpio da indiferença material, a velocidade de percolação

Darciana de cada fase é definida relativa à velocidade da fase sólida u̇. Em função

deste fluxo, a Equação (2.4) pode ser reescrita na forma

∂

∂t
(sαφ) + divvDα + div(sαφu̇) = 0; α = w, nw em Ω (2.6)

onde vDα := sαφ(vα− u̇) é a velocidade de percolação de Darcy da fase-α relativa

à fase sólida.

2.1.2 Equação de equiĺıbrio para a mistura

Na ausência de efeitos gravitacionais e de inércia, o tensor total de tensão T

da mistura sólido/fluido satisfaz à equação de equiĺıbrio:

div T = 0 em Ω. (2.7)
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2.1.3 Prinćıpio das Tensões Efetivas

Para o escoamento monofásico em meios poroelásticos lineares microscopica-

mente incompresśıveis Terzaghi (1942) propôs o prinćıpio das tensões efetivas. Tal

prinćıpio estabelece que as tensões elásticas que governam a compactação da ma-

triz porosa, denominadas tensões efetivas σ, são calculadas subtraindo-se a tensão

do fluido (−pI) da tensão total da mistura sólido/fluido (Terzaghi, 1942). Temos

então:

σ := T + pI. (2.8)

Posteriormente, Biot (1955) generaliza o prinćıpio de Terzaghi para três di-

mensões incluindo também o efeito de compressibilidade dos grãos que compõem

a fase sólida. O resultado desta generalização pode ser representado através do

prinćıpio das tensões efetivas generalizado (Biot, 1941, 1955),

σ = T + α∗pI (2.9)

onde α∗ = 1 − K/Ks é denominado de coeficiente de Biot-Willis o qual mede

a parcela da pressão do fluido a ser subtráıda de T para obtenção de σ e K e

Ks os módulos volumétricos de bulk da matriz porosa drenada e não-drenada,

respectivamente. Quando o módulo volumétrico dos grãos sólidos que compõem a

matriz porosa Ks é muito maior do que o módulo volumétrico da matriz porosa

drenada K, o meio é considerado microscopicamente incompresśıvel, α∗ = 1 e

conseqüentemente (2.8) é recuperada a partir de (2.9) (Biot & Willis, 1957).

Ao contrário dos escoamentos monofásicos onde o prinćıpio de Terzaghi é

bem estabelecido, extensões diferentes desta decomposição têm sido propostas para

escoamentos multifásicos. Dentre as várias formas propostas a mais imediata é

simplesmente a de preservar a forma para escoamento monofásico com a pressão

p dada pela média das pressões das fases fluidas pα (α = w, nw) ponderada pelas

saturações. Para sólidos microscopicamente incompresśıveis temos então (Lewis &

Schrefler, 1982; Schrefler & Scotta, 2001; Ehlers et al, 2004)
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σ := T + (swpw + snwpnw)I. (2.10)

Diversas formas alternativas de (2.10) têm sido propostas na literatura para

meios não saturados. Bishop (1959) sugere uma decomposição alternativa para a

tensão efetiva na forma

σ := (T + pwI)− χ(pa − pw)I (2.11)

onde χ = χ(sw) e pa é a pressão do ar. Apesar de muito difundida a tensão efetiva,

proposta por Bishop, (2.11) foi posteriormente criticada por muitos autores (Alonso

et al, 1990; Santagiuliana & Schrefler, 2006) por considerar σ função apenas da

deformação da matriz porosa. Ao postular dependência única entre a deformação e

a tensão efetiva, Bishop negligencia a compactação da rocha induzida pela variação

da saturação. Este efeito altera as forças intermoleculares entre as fases que por

sua vez induzem à compactação da matriz.

Posteriormente, Fredlund e colaboradores (Fredlund & Morgenstern, 1977;

Fredlund & Rahardjo, 1993) propõem uma teoria constitutiva mais realista para

descrever a compactação de um meio poroelástico não saturado. Ao contário do

caso monofásico onde a deformação da rocha é governada unicamente pelo estado

das tensões efetivas, Fredlund propôs o estado de deformação descrito termodina-

micamente por duas variáveis independentes escolhidas entre (T + pwI), (T + paI)

e (pa − pw)I. No caso linearizado a equação constitutiva para as tensões efetivas é

dada por

σ = CE(u) + β(pa − pw)I (2.12)

onde C = Cijkl é o módulo de elasticidade, E(u) = ∇su, β :=
E

H(1− 2ν)
, sendo

E o módulo de Young, ν o coeficiente de Poisson e H o módulo de elasticidade da

estrutura do solo com respeito à mudança em (pa − pw).

Ao contrário de Bishop a Equação (2.12) postula uma dependência adicio-

nal da tensão efetiva com a pressão capilar definida pela diferença (pa − pw). A
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idéia de duas variáveis termodinamicamente independentes para meios poroelásti-

cos lineares foi posteriormente estendida para o caso não linear por Alonso et al

(1990), Cui et al (1995), Wheeler & Sivakumar (1995) os quais desenvolveram mo-

delos constitutivos elasto-plásticos não lineares para solos não saturados tomando

como variáveis independentes (T + paI) e (pa − pw)I. Recentemente outras for-

mas de decomposição foram postuladas substituindo (σ − paI) por (σ − pI) com

p = swpw + sapa. Esta formulação alternativa permite reproduzir a decomposição

para o caso monofásico (2.8) como um caso particular do bifásico.

2.1.4 Lei de Darcy

A percolação dos fluidos é governada pela Lei de Darcy para a velocidade de

percolação relativa ao movimento do sólido estendida pelo conceito de permeabili-

dade relativa (de Marsily, 1986; Bear, 1972). Na ausência de forças de corpo temos

vDα := sαφ(vα − u̇) = −λα(sw)∇pα; α = w, nw (2.13)

onde, λα(sw) =
kkrα(sw)

µα

é a mobilidade da fase−α, k = k(φ) a permeabilidade

intŕınsica do meio poroso, µα a viscosidade da fase−α e krα(sw) é a permeabilidade

relativa a qual descreve a interferência que uma fase exerce sobre o fluxo da outra.

Para a permeabilidade intŕınseca k é comumente utilizada a relação de Kozeny-

Carman (Bear, 1972; Udell, 1985)

k =
φ3

180(1− φ)2
d2

m (2.14)

onde dm é o diâmetro médio dos poros. A Figura 2.1 ilustra a permeabilidade

relativa em função da saturação da água apresentada por de Marsily (1986). Para

o fluxo bifásico água/ar Udell (1985) utiliza as relações krw = s3
w e kra = (1− sw)3

para as permeabilidades relativas da água e ar respectivamente.
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Figura 2.1: Permeabilidade relativa de um sistema bifásico.

2.1.5 Equação de Estado - Pressão Capilar

Para fecharmos o sistema de EDP’s que governam o problema fazemos uso da

termodinâmica do equiĺıbrio e postulamos uma equação de estado para a diferença

entre as pressões das fases, fisicamente denominada de pressão capilar a qual é

dada em função da saturação (Bear, 1972; Udell, 1985; de Marsily, 1986)

pc(sw) = pnw − pw. (2.15)

A pressão capilar é uma função tipicamente decrescente de sw como mostra a

Figura 2.2 (Udell, 1985). Há que ressaltar que a terminologia empregada para esta

grandeza não é universal. Por exemplo, na teoria de meios porosos não-saturados

a pressão capilar é freqüentemente denotada por sucção (Bishop, 1959; Fredlund &

Morgenstern, 1977; Alonso et al, 1990; Fredlund & Rahardjo, 1993; Delwyn et al,

1998; Santagiuliana & Schrefler, 2006).

2.1.6 Problema macroscópico

Seja Ω ⊂ R3 com fronteira regular ∂Ω de normal unitária orientada exter-

namente n uma região macroscópica fixa do espaço, ocupada por um meio poroso

elástico microscopicamente incompresśıvel, saturado por dois fluidos Newtonianos

incompresśıveis imisćıveis. Considerando ∂Ω = ∂Ω1 ∪ ∂Ω2 = ∂Ω, ∂Ω1 ∩ ∂Ω2 = ∅
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Figura 2.2: Dependência da pressão capilar com a saturação.

com ∂Ω1 denotando uma subfronteira ŕıgida impermeável e ∂Ω2 uma interface

aberta para a atmosfera sujeita a um carregamento externo h, o problema consiste

em:

Dadas as funções k(φ), krα(sw), pc(sw), β(sw) e o módulo de elasticidade C
achar os campos {σ,u, pw, pnw,vDw,vDnw, sw, φ} satisfazendo:



divσ −∇[swpw + (1− sw)pnw] = 0

σ = CE(u) + β(pnw − pw)I

vDα = −λα(sw)∇pα; α = w, nw em Ω

−∂φ

∂t
+ div((1− φ)u̇) = 0

∂

∂t
(sαφ) + divvDα + div(sαφu̇) = 0; α = w, nw

pc(sw) = pnw − pw

(2.16)

Sujeito às condições de contorno e iniciais:



u = 0; vDα · n = 0, α = w, nw; sobre ∂Ω1

σ · n = h; pw = 0, α = w, nw; sobre ∂Ω2

sw = sini; φ = φini; divu = 0; em Ω, t = 0

Na teoria de poroelasticidade é suposto que a mistura sólido-fluido responde

elasticamente no instante inicial de carregamento. Como o fluido e o sólido que
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constitui a matriz são assumidos incompresśıveis, a restrição interna divu = 0 é

comumente imposta aos dados iniciais do problema evolutivo (Murad et al, 2001).

2.2 Modelagem de Meios com Porosidade Dupla

Ao contrário dos modelos de porosidade dupla para escoamento multifásico

em meios ŕıgidos, que já se encontram bem consolidados, a descrição deste fenô-

meno em meios deformáveis ainda está em fase de desenvolvimento e necessita

de aperfeiçoamento. Os modelos propostos na literatura (Elsworth & Bai, 1992;

Lewis & Ghafouri, 1997; Pao & Lewis, 2002) fazem uso da hidrodinâmica descrita

pelas equações apresentadas na seção anterior em cada subsistema (bloco-fratura)

e termos de troca de massa linearizados, baseados na diferença entre as pressões

dos fluidos nos dois subsistemas, são postulados. Para meios com porosidade dupla

a lei de conservação de massa para a fase-α é dada por

∂

∂t
(φisαi) + φisαidivu̇− div

(
kikrαi

µαi

∇pαi

)
+ (−1)iΓαi = 0; α = w, nw

onde i = 1, 2 representam os subdomı́nios da matriz porosa e fraturas respecti-

vamente. Sendo γ um parâmetro geométrico (Warren & Root, 1963), o termo

de fonte/sorvedouro de massa devido à troca com o outro subsistema é dado por

(Zimmerman et al, 1996; Lewis & Ghafouri, 1997; Pao & Lewis, 2002)

Γαi = γ
kikrαi

µαi
(pα1 − pα2).

As hidrodinâmicas nos subsistemas são acopladas por uma generalização do

prinćıpio das tensões efetivas (2.10). Para meios localmente compresśıveis esta

extensão é feita postulando a existência de dois coeficientes de Biot-Willis α∗1 e

α∗2 associados às pressões médias dos fluidos nos blocos p1 e fraturas p2. Neste

contexto a tensão efetiva é definida da forma (Desbarats et al, 1999; Pao & Lewis,

2002)

σ := T + (α∗1p1 + α∗2p2)I (2.17)
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onde α∗1 = K/Kf−K/Km e α∗f = 1−K/Kf sendo K e Kf os módulos volumétricos

de bulk do meio fraturado drenado e não drenado e Km o módulo da matriz porosa

do meio na ausência das fraturas (Pao & Lewis, 2002). Quando as pressões médias

dos fluidos nas matrizes e fraturas são iguais ou quando o meio não é fraturado

Km = Kf e conseqüentemente o tensor dado por (2.17) coincide com o proposto

por Biot & Willis (1957) dado em (2.9).

Dado o caráter fenomenológico puramente macroscópico que sustenta as ge-

neralizações mencionadas acima, resta ainda espaço para o desenvolvimento de

novas formulações que possam capturar as correlações existentes entre a descrição

dos fenômenos de troca de massa e a decomposição da tensão total com os fenôme-

nos microestruturais. No caṕıtulo a seguir apresentamos os primeiros passos nesta

direção.
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Caṕıtulo 3

Modelagem a Duas Escalas de

Escoamentos Imisćıveis em Meios

Poroelásticos com Dupla Porosidade

A modelagem a duas escalas tem por objetivo obter o sistema de equações

macroscópicas via propagação da informação constitutiva proveniente da micro-

escala, onde ocorrem as flutuações devido à presença das heterogeneidades. A

técnica de mudança de escala utilizada neste trabalho consiste em homogeneizar

estruturas localmente periódicas postulando equações constitutivas na escala mi-

croscópica e, fazendo uso da análise assintótica, obter o modelo macroscópico com

parâmetros efetivos. Quando comparado com o modelo puramente macroscópico

descrito no caṕıtulo anterior, a modelagem multiescala fornece informações adici-

onais relacionadas com a resposta constitutiva dos parâmetros efetivos, as quais

são obtidas por resolução dos problemas locais de fechamento (Sanchez-Palencia,

1980; Auriault, 1990).

Apresentamos a seguir as equações que modelam o acoplamento hidromecâ-

nico microscópico entre os sistemas de blocos e fraturas. Na seqüência mostramos

o desenvolvimento para a derivação do modelo macroscópico de dupla porosidade

via perturbação do modelo microscópico e o seu acoplamento com os problemas de

célula locais.
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3.1 Modelo Micromecânico

Meios porosos fraturados com arranjos localmente periódicos são caracteri-

zados por três escalas naturais (Figura: 3.1). A escala mais fina do problema

(microescala) é a escala observacional dos microporos e grãos elásticos incompres-

śıveis residente no interior dos blocos poroelásticos. A escala intermediária, de-

nominada mesoescala, corresponde ao ńıvel de resolução onde os blocos são vistos

como um meio cont́ınuo homogêneo acoplado por condição de interface com o sis-

tema de fraturas (Douglas & Arbogast, 1990). Finalmente a macroescala refere-se

a resolução onde os dois sistemas aparecem superpostos compondo o meio poroso

homogeneizado (Figura: 3.1).

Dada a alta complexidade do problema na microescala onde não conhecemos

a posição das interfaces entre os dois fluidos, cujo movimento é governado pelo

problema de Stokes, assumimos que uma primeira homogeneização foi efetuada

nos microporos conduzindo às leis de Darcy para as velocidades de percolação dos

fluidos. No contexto usual da técnica de “up-scaling”para meios com dupla porosi-

dade a homogeneização será tratada da meso para a macroescala. Por conveniência

a mesoescala será denominada de microescala a qual corresponde a escala mais fina

do processo de homogeneização.

Em pŕıncipio consideramos que as fraturas contém detritos sólidos elásticos

incompresśıveis de tal forma que em cada domı́nio o modelo microscópico é des-

crito pela Poromecânica de meios de porosidade simples, porém com parâmetros

f́ısicos descont́ınuos através da interface bloco/fratura. Para cada subsistema o

acoplamento hidromecânico é governado pelas equações apresentadas no caṕıtulo

anterior, com a exceção da equação constitutiva para a tensão efetiva do sólido que

por simplicidade é substituida por uma lei linear que não incorpora os efeitos da

pressão capilar.

Seja Ω = Ωm ∪ Ωf o domı́nio microscópico composto pela união disjunta de

subdomı́nios ocupados pelos subsistemas de blocos de matriz porosa Ωm e fraturas

Ωf . Cada subsistema é composto por dois fluidos Newtonianos incompresśıveis
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Figura 3.1: Caracterização das três escalas observacionais em meios porosos fissu-
rados.

imisćıveis que coexistem em cada ponto com uma matriz poroelástica formada por

grãos elásticos incompresśıveis. Nos restringiremos ao caso onde as forças de corpo

e de inércia são despreźıveis e a fase sólida sofre pequenas deformações.

Como podemos observar, a fim de manter a periodicidade local requerido para

o subsequente processo homogeneização, coordenadas Lagrangeana com origem

na fase sólida são mais adequados para esta tarefa. Não obstante assumimos o

movimento do sólido muito lento, tais que a derivada material seguindo a velocidade

do sólido pode ser identificado com a derivada local de Euler no tempo. Logo,

vamos negligenciar a convecção induzida pela velocidade da fase sólida, ou seja,

despresamos os termos envolvendo u̇ · ∇ . Sob esta premissa, o balanço de massa

para a fase sólida e para as fases fluidas dadas em (2.16) se reduzem à

− ∂φ

∂t
+ (1− φ)div(u̇) = 0;

∂

∂t
(sαφ) + divvDα + sαφdiv(u̇) = 0. (3.1)

Para simplificar a notação, no desenvolvimento a seguir designamos por letras

minúsculas e maiúsculas com os ı́ndices m e f para as variáveis e parâmetros nas

matrizes porosas e fraturas, respectivamente.
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De acordo com o modelo (2.16) para sistemas com porosidade simples, as-

sumindo a independência das tensões efetivas microscópicas com a pressão ca-

pilar σm = CmE(um) e adotando as Equações (3.1), em termos das variáveis

(sw, pw, pnw, p, φ,um,vDw,vDnw,σm) as equações governantes do acoplamento hi-

dromecânico nos blocos poroelásticos são dadas por:




div σm −∇p = 0

σm = CmE(um)

p = swpw + snwpnw

vDα = −λw(sw)∇pα; α = w, nw em Ωm, t > 0

−∂φ

∂t
+ (1− φ)div(u̇m) = 0

∂

∂t
(sαφ) + div vDα + sαφdiv(u̇m) = 0; α = w, nw

pc(sw) = pnw − pw

(3.2)

De forma análoga, em termos das varáveis (Sw, Pw, Pnw, P, Φ,uf ,VDw,VDnw,σf )

as equações governantes do acoplamento hidromecânico nas fraturas poroelásticas

são dadas por:




div σf −∇P = 0

σf = CfE(uf )

P = SwPw + SnwPnw

VDα = −Λα(Sw)∇Pα; α = w, nw em Ωf , t > 0

−∂Φ

∂t
+ (1− Φ)div(u̇f ) = 0

∂

∂t
(SαΦ) + divVDα + SαΦdiv(u̇f ) = 0; α = w, nw

Pc(Sw) = Pnw − Pw.

(3.3)

Para completar o sistema de equações que governa o problema acoplado na

microescala, postulamos condições iniciais e de contorno na interface bloco/fratura

Γmf . Pelas leis de Newton temos continuidade do fluxo de massa, da componente

normal do tensor de Cauchy e da pressão, e pela condição de não deslizamento da

fase sólida as iterações entre bloco e fraturas são dadas por:
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



vDα · nm = VDα · nm; α = w, nw

[σm − pI]nm = [σf − P I]nm sobre Γmf

pα = Pα; α = w, o

um = uf

onde nm é o vetor unitário normal orientado exteriormente a Ωm.

Finalmente, postulamos condições iniciais do tipo:



Sw = Sini; Φ = Φini; divuf = 0 em Ωf , t = 0

sw = sini; φ = φini; divum = 0 em Ωm, t = 0.

Na próxima seção aplicamos a técnica de mudança de escala ao modelo mi-

croscópico objetivando a derivação do modelo homogeneizado de dupla porosidade.

3.2 Processo de Homogeneização

O processo de homogeneização tem por objetivo obter assintoticamente as

equações homogeneizadas macroscópicas como limite de uma famı́lia de modelos

perturbados das equações microscópicas. A técnica consiste em introduzir uma

perturbação no modelo microscópico por intermédio de um parâmetro ε que go-

verna o ńıvel de heterogeneidades do meio associado à escala observacional. Ao

introduzirmos este parâmetro no modelo microscópico geramos uma seqüência de

problemas perturbados indexados por ε. Ao invés de resolver estes problemas in-

termediários o objetivo é obter o problema limite quando ε → 0. No caso onde o

meio poroso apresenta uma separação de escalas bem definida (ε ¿ 1), o modelo

homogeneizado é bem posto e governado por equações locais (Sanchez-Palencia,

1980).

Para efetuarmos a técnica de mudança de escala idealizamos o meio poroso

fraturado de tal forma que este possa ser reproduzido pela replicação periódica

de uma célula elementar Q de comprimento caracteŕıstico microscópico l (Figura:

3.2). Denotando L o comprimento caracteŕıstico do domı́nio macroscópico Ω e

fazendo uso da hipótese de separação de escalas, definimos o parâmetro ε da forma

ε := l/L << 1.
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Figura 3.2: Representação de um meio poroso fraturado com microestrutura pe-
riódica.

Caracterizamos a geometria da célula elementar Q por um bloco de matriz

porosa Qm e os macro poros na sua vizinhança Qf . A interface comum entre o

bloco e as fraturas é denotada por ∂Qmf tal como mostrado na Figura 3.3. Note

que a conectividade das fases sólida e fluida é requerida para que haja transmissão

das tensões efetivas através do contato direto entre os blocos poroelásticos e os

escoamentos dos fluidos residentes nos macroporos. Tal propriedade só é satisfeita

em três dimensões.

Para cada ε consideramos o domı́nio pertubado Ωε reconstrúıdo pela repli-

cação da microcélula Qε congruente à célula unitária de referência Q. Da mesma

forma, os subdomı́nios Ωε
m e Ωε

f juntamente com a interface Γε
mf são formados pela

união dos domı́nios de células Qε
m, Qε

f e as interfaces ∂Qε
mf respectivamente.

A razão ε = l/L quantifica o “encolhimento” da microestrutura e das hetero-

geneidades relativas ao tamanho da janela de observação do fenômeno. Para ε = 1

temos o modelo microscópico original. À medida que L aumenta passamos a ter

mais células ocupando o domı́nio de observação, e cada um desses arranjos é ε3

vezes menor do que o original (Figura: 3.4). O ε-modelo em Ωε consiste simples-

mente de equações escalonadas no domı́nio reconstruido pela união das células Qε.

O objetivo é obter o limite do problema quando ε → 0. A Figura 3.4 ilustra o
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Figura 3.3: Célula elementar.

domı́nio Ωε para vários valores de ε.

Fazendo uso da hipótese de separação de escala (l/L << 1), introduzimos

dois sistemas de coordenadas x e y d́ıspares entre śı, de maneira que x = εy. A

variável y, denominada variável rápida, representa a coordenada espacial micros-

cópica que permite descrever a escala das heterogeneidades do meio. A variável

x, denominada variável lenta, descreve o comprimento representatitvo do com-

portamento macroscópico do sistema onde suas propriedades variam suavemente.

Dada a seqüência de problemas indexados pelo parâmetro ε, cada grandeza f́ısica

f ε é tratada da forma f ε = f ε(x,y, t). No contexto da teoria de homogeneização

postulamos a expansão assintótica para f ε na forma:

f ε(x,y, t) = f 0(x,y, t) + εf 1(x,y, t) + ε2f 2(x,y, t) + · · · (3.4)

onde as funções f i para i = 1, ... , são periódicas na variável y.

Fazendo uso da regra da cadeia e da relação entre as escalas y = ε−1x, os

operadores diferenciais são representados da forma

∇ = ∇x +
1

ε
∇y; div = divx +

1

ε
divy. (3.5)

O desenvolvimento assintótico (3.4) juntamente com a representação (3.5)

dos operadores diferenciais são introduzidos no problema microscópico e equações

nas sucessivas potências de ε são coletadas. Por intermédio do processo assintótico

ε → 0 as equações macroscópicas são obtidas tomando-se a média volumétrica
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Figura 3.4: Domı́nios indexados pelo parâmetro pertubativo.

no domı́nio da célula unitária Q e a dependência na variável rápida é eliminada.

Além da derivação do modelo homogeneizado, problemas locais de fechamento pos-

tos em Qm e Qf são obtidos e suas soluções fornecem as respostas constitutivas

dos coeficientes efetivos do modelo macroscópico (Sanchez-Palencia, 1980). Infor-

mações contidas nestes problemas locais são de fundamental importância e devem

ser exploradas na construção das leis constitutivas macroscópicas.

3.2.1 Re-escalonamento das Equações Microscópicas

Para que as equações homogeneizadas representem fielmente a mudança de

escala do modelo micromecânico, é necessário que os coeficientes sejam escalonados

apropriadamente como função do parâmetro ε (Mei & Auriault, 1989). Para meios

com porosidade dupla, o correto re-escalonamento das condutividades hidráulicas

dos blocos e fissuras é crucial para representar corretamente a disparidade entre as

mobilidades λα(sw) e Λα(Sw). Segundo a análise proposta por Douglas & Arbogast

(1990), o escalonamento apropriado preserva o fluxo de massa entre o sistema de

fraturas e blocos à medida que ε → 0. Este fluxo é dado por,
∫

∂Ωε
m

λα(sw)∇pα · n dA =

∫

Ωε
m

div [λα(sw)∇pα] dV ; α = w, nw.
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Nosso objetivo é escalonar λα de forma que o fluxo não se degenere quando

ε → 0. Para este fim aplicamos uma mudança de domı́nio de integração. Sendo

Qε
m = εQm, o fluxo de cada bloco em Ωε

m é dado por
∫

Qε
m

div [λα(sw)∇pα] dω.

Sendo ω ∈ Qε
m = εQm segue que ω = εζ com ζ ∈ Qm. Pela regra da cadeia temos

∇ω = ε−1∇ζ e divω = ε−1divζ . Logo o fluxo calculado na célula de referência Qm

é dado por
∫

Qm

ε−1div
[
λα(sw)ε−1∇pα

]
ε3 dζ

onde ε3 é o Jacobiano da transformação que mapeia Qε
m em Qm. Notando que em

Ωε
m existe um número de blocos da ordem de ε−3, o fluxo resultante em Ωε

m é dado

por,
∫

Ωε
m

div [λα(sw)∇pα] dζ = ε−3

∫

Qm

ε−1div
[
λα(sw)ε−1∇pα

]
ε3 dω; α = w, nw.

Assim, a medida que ε → 0 o fluxo resultante em Ωε
m tende a divergir a menos que

λα(sw) seja escalonado por ε2. Fazendo uso deste argumento a forma reescalonada

da lei de Darcy nos blocos para a fase-α é dada por,

vDαm = −ε2λα(sw)∇pα; α = w, nw. (3.6)

Usando este re-escalonamento em (3.2) e (3.3), as equações pertubadas são

reescritas da forma:

Sistema de Blocos





div σε
m −∇pε = 0

σε
m = CmE(uε

m)

pε = sε
wpε

w + (1− sε
w)pε

nw

vε
Dα = −ε2λα(sε

w)∇pε
α; α = w, nw em Ωε

m, t > 0

−∂φε

∂t
+ (1− φε)div(u̇ε

m) = 0

∂

∂t
(sε

αφε) + div vε
Dα + sε

αφε ˙div(uε
m) = 0; α = w, nw

pε
c(s

ε
w) = pε

nw − pε
w.

(3.7)
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Sistema de Fraturas





div σε
f −∇P ε = 0

σε
f = CfE(uε

f )

P ε = Sε
wP ε

w + (1− Sε
w)P ε

nw

Vε
Dα = −Λα(Sε

w)∇P ε
α; α = w, nw em Ωε

f , t > 0

−∂Φε

∂t
+ (1− Φε)div(u̇ε

f ) = 0

∂

∂t
(Sε

αΦε) + div Vε
Dα

+ Sε
αΦεdiv(u̇ε

f ) = 0; α = w, nw

P ε
c (Sε

w) = P ε
nw − P ε

w

(3.8)

com condições de contorno:



vε
Dα · n = Vε

Dα · n; α = w, o

[σε
m − pεI]n =

[
σε

f − P εI
]
n sobre Γε

mf

pε
α = P ε

α; α = w, o

uε
m = uε

f

(3.9)

e condições iniciais:



Sε
w = Sini; Φε = Φini; divuε

f = 0 em Ωε
f ; t = 0

sε
w = sini; φε = φini; divuε

m = 0 em Ωε
m; t = 0.

(3.10)

Em nosso desenvolvimento subseqüente fazemos uso dos clássicos teoremas da

média volumétrica (Whitaker, 1999). Sejam f ε
β e g ε

β (β = m, f), funções escalares e

vetoriais definidas em Qε
β, com normal unitária exterior nβ. Denotando

∂u

∂t
= u̇ a

velocidade da interface bloco/fratura em ∂Qmf , os teoremas da média volumétrica

para f ε
β e g ε

β tomam a seguinte forma (Whitaker, 1986, 1999):

1

|Qε|
∫

Qε
β

∂f ε
β

∂t
dy =

∂

∂t

(
1

|Qε|
∫

Qε
β

f ε
β dy

)
− 1

|Qε|
∫

∂Qε
mf

f ε
βu̇

ε · nβ dy;

1

|Qε|
∫

Qε
β

div g ε
β dy = div

(
1

|Qε|
∫

Qε
β

g ε
β dy

)
+

1

|Qε|
∫

∂Qε
mf

g ε
β · nβ dy; β = m, f.

Denotamos por 〈·〉 e 〈·〉β os operadores média volumétrica e média intŕınseca to-

madas sobre as células Q e Qβ da forma
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〈·〉 :=
1

|Q|
∫

Qβ

· dy; 〈·〉β :=
1

|Qβ|
∫

Qβ

· dy; β = m, f. (3.11)

A fração de volume da fase-β, nβ, é definida pela razão, nβ =
|Qβ|
|Q| a qual implica

em nm + nf = 1 e 〈·〉 = nβ 〈·〉β.

Finalmente, considerando que a razão entre o volume e área da célula perió-

dica é da O(ε3)/O(ε2), temos que |Qε|/|∂Qε
mf | é de O(ε). Assim, considerando a

transformação do domı́nio de integração para o domı́nio da célula de referência Q

temos
〈

∂f ε
β

∂t

〉
=

∂
〈
f ε

β

〉

∂t
− 1

ε|Q|
∫

∂Qmf

f ε
βu̇

ε · nβ dy;

〈
div g ε

β

〉
= div

〈
g ε

β

〉
+

1

ε|Q|
∫

∂Qmf

g ε
β · nβ dy; β = m, f. (3.12)

3.2.2 Expansão Assintótica

O procedimento formal da técnica de homogeneização baseada em expansão

assintótica consiste em introduzir a expansão (3.4) juntamente com a representação

dos operadores diferencias (3.5) nas equações re-escalonadas (3.7) e (3.8), condições

de contorno (3.9) e iniciais (3.10). Em seguida várias equações perturbadas são

coletadas nas diversas potências de ε.

Como o problema é genuinamente não linear alguns desenvolvimentos e hi-

póteses adicionais de regularidade dos coeficientes são necessárias. Sendo λ(sε
w)

n vezes diferenciável em s0
w, denotando ∆ :=

sε
w − s0

w

ε
e λ̂n(s0

w) :=
λn(s0

w)∆n

n!
, a

expansão em séries de Taylor de λ em torno de λ(s0
w) é dada por

λ(sε
w) = λ(s0

w + εs1
w + ε2s2

w + . . .) = λ(s0
w + ε(s1

w + εs2
w + . . .)) = λ(s0

w + ε∆)

= λ(s0
w) + ελ′(s0

w)∆ + ε2λ′′(s0
w)∆2

2!
+ . . . + εn λn(s0

w)∆n

n!
+ r(ε∆)

= λ(s0
w) + ελ̂1(s0

w) + ε2λ̂2(s0
w) + . . . + εnλ̂n(s0

w) + r(ε∆)

onde limε∆→0
r(ε∆)

(ε∆)n
= 0. Desta forma a expansão assintótica das mobilidades são

dadas por
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λα(sε
w) = λα(s0

w) + ελ̂1
α(s0

w) + ε2λ̂2
α(s0

w) + . . .

Λα(Sε
w) = Λα(S0

w) + εΛ̂1
α(S0

w) + ε2Λ̂2
α(S0

w) + . . . (3.13)

Assumindo a validade de (3.13), substituindo os operadores diferencias (3.5)

nos sistemas de equações microscópicas (3.7) e (3.8), nas condições de contorno

(3.9) e iniciais (3.10), usando as expansões (3.4) e (3.13) e coletando as sucessi-

vas potências de ε obtemos um sistema recursivo de equações. Para o problema

poroelástico nas fraturas temos

divyV
−1
Dα = 0; α = w, nw (3.14)

divyσ
−1
f = 0 (3.15)

divxV
−1
Dα + divyV

0
Dα + S0

αΦ0divy(u̇
0
f ) = 0; α = w, nw (3.16)

V−1
Dα = −Λα(S0

w)∇yP
0
α; α = w, nw (3.17)

divxσ
−1
f + divyσ

0
f −∇yP

0 = 0 (3.18)

σ−1
f = CfEy(u

0
f ) (3.19)

∂

∂t
(S0

αΦ0) + divxV
0
Dα + divyV

1
Dα + S0

αΦ0divx(u̇
0
f ) + S0

αΦ0divy(u̇
1
f )

+ (SαΦ)1divy(u̇
0
f ) = 0; α = w, nw (3.20)

− ∂Φ0

∂t
+ (1− Φ0)divx(u̇

0
f ) + (1− Φ0)divy(u̇

1
f ) + (1− Φ1)divy(u̇

0
f ) = 0 (3.21)

V0
Dα = −Λα(S0

w)(∇xP
0
α +∇yP

1
α); α = w, nw (3.22)

divxσ
0
f + divyσ

1
f −∇xP

0 −∇yP
1 = 0 (3.23)

σ0
f = Cf

[Ex(u
0
f ) + Ey(u

1
f )

]
(3.24)

P 0 = S0
wP 0

w + (1− S0
w)P 0

nw (3.25)

P 0
c (S0

w) = P 0
nw − P 0

w (3.26)

V1
Dα = −Λα(S0

w)(∇xP
1
α +∇yP

2
α)− Λ̂α

1
(S0

w)(∇xP
0
α +∇yP

1
α); α = w, nw (3.27)

σ1
f = Cf

[Ex(u
1
f ) + Ey(u

2
f )

]
(3.28)

P 1 = S0
wP 1

w + S1
wP 0

w + (1− S0
w)P 1

nw + (1− S1
w)P 0

nw (3.29)
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Para os blocos obtemos,

divyσ
−1
m = 0 (3.30)

divxσ
−1
m + divyσ

0
m −∇yp

0 = 0 (3.31)

σ−1
m = CmEy(u

0
m) (3.32)

v0
Dα = 0 (3.33)

∂

∂t
(s0

αφ0) + divyv
1
Dα + s0

αφ0divx(u̇
0
m) + s0

αφ0divy(u̇
1
m)

+ (sαφ)1divy(u̇
0
m) = 0; α = w, nw (3.34)

− ∂φ0

∂t
+ (1− φ0)divx(u̇

0
m) + (1− φ0)divy(u̇

1
m) + (1− φ1)divy(u̇

0
m) = 0 (3.35)

divxσ
0
m + divyσ

1
m −∇xp

0 −∇yp
1 = 0 (3.36)

σ0
m = Cm

[Ex(u
0
m) + Ey(u

1
m)

]
(3.37)

p0 = s0
wp0

w + (1− s0
w)p0

nw (3.38)

p0
c(s

0
w) = p0

nw − p0
w (3.39)

v1
Dα = −λα(s0

w)∇yp
0
α; α = w, nw (3.40)

σ1
m = Cm

[Ex(u
1
m) + Ey(u

2
m)

]
(3.41)

p1 = s0
wp1

w + s1
wp0

w + (1− s0
w)p1

nw + (1− s1
w)p0

nw (3.42)

As diferentes ordens de perturbação das condições de contorno na interface

bloco/fratura são dadas por:

V−1
Dα · nm = 0; α = w, nw (3.43)

σ−1
f nm = σ−1

m nm (3.44)

V0
Dα · nm = 0; α = w, nw (3.45)

[
σ0

f − P 0I
]
nm =

[
σ0

m − p0I
]
nm (3.46)

P 0
α = p0

α (3.47)

u0
f = u0

m (3.48)

P 0
c (S0

w) = p0
c(s

0
w) (3.49)
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V1
Dα · nm = v1

Dα · nm; α = w, nw (3.50)

[
σ1

f − P 1I
]
nm =

[
σ1

m − p1I
]
nm (3.51)

e as condições iniciais:

S0
w = Sini; Φ0 = Φini; divxu

0
f = divyu

1
f = 0

s0
w = sini; φ0 = φini; divxu

0
m = divyu

1
m = 0. (3.52)

Finalmente, em O(ε0) os resultados do teorema da média volumétrica em (3.12)

são dados por,
〈

∂f 0
β

∂t

〉
=

∂
〈
f 0

β

〉

∂t
− 1

|Q|
∫

∂Qmf

(f 1
β u̇

0 + f 0
β u̇

1) · nβ dy; (3.53)

〈
divxg

0
β + divyg

1
β

〉
= divx

〈
g0

β

〉
+

1

|Q|
∫

∂Qmf

g1
β · nβ dy; β = m, f. (3.54)

Em particular, tomando gβ = fβu̇ vem que g0
β = f 0

β u̇
0 e g1

β = f 1
β u̇

0 +f 0
β u̇

1. Assim,

somando (3.53) e (3.54) obtemos em O(ε0)
〈

∂f 0
β

∂t

〉
+

〈
divx(f

0
β u̇

0) + divy(f
1
β u̇

0 + f 0
β u̇

1)
〉

=
∂

〈
f 0

β

〉

∂t
+ divx

〈
f 0

β u̇
0
〉
; β = m, f.

(3.55)

3.2.3 Variáveis não-oscilatórias

Coletando as Equações (3.14), (3.17) e as condições de contorno (3.43) obte-

mos o problema de célula para P 0
α

divy[Λ(S0
w)∇yP

0
α] = 0; em Qf

[Λ(S0
w)∇yP

0
α] · n = 0; sobre ∂Qmf

P 0
α Q− periódica





α = w, nw

cuja solução é dada por

P 0
α = P 0

α(x, t); α = w, nw. (3.56)

Usando o resultado acima em (3.26) e assumindo P 0
c uma função monótona de S0

w,

de tal forma que a função P 0
c = P 0

c (S0
w) admite inversa, obtemos
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P 0
c = P 0

c (x, t) e S0
w = S0

w(x, t). (3.57)

Além disso, substituindo (3.56) e (3.57) em (3.25) vem que

P 0 = P 0(x, t). (3.58)

Iremos agora obter um resultado semelhante para o deslocamento da ma-

triz porosa. Coletando as Equações (3.15), (3.19), (3.30), (3.32) as condições de

contorno (3.44), (3.48) e definindo

C =





Cm para y ∈ Qm

Cf para y ∈ Qf

u =





um para y ∈ Qm

uf para y ∈ Qf

(3.59)

obtemos o problema de célula

divy[CEy(u
0)] = 0 em Q

u0 é Q− periódico

cuja solução é dada por

u0 = u0(x, t) (3.60)

o resultado acima mostra que em O(ε0) a fase sólida se desloca com um movimento

de corpo ŕıgido no domı́nio da célula. Logo o conjunto de variáveis não oscilatórias

é dado por {P 0
α, P 0

c , S0
α, P 0,u0}.

3.2.4 Lei de Darcy macroscópica

Para derivar a lei de Darcy macroscópica para o movimento dos fluidos

nas fraturas consideramos o problema de fechamento para P 1
α com α = w, nw.

Coletando as Equações (3.16) com as condições de contorno (3.45), juntamente

com (3.56), (3.57), (3.60), o problema de célula para o campo de pressão P 1
α =

P 1
α(x,y, t) é dado por,
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∆yyP
1
α = 0; em Qf

(∇yP
1
α) · n = −(∇xP

0
α) · n; sobre ∂Qmf





α = w, nw (3.61)

O problema de Neumann linear para P 1
α é clássico e pode ser resolvido pelo

prinćıpio da superposição (Evans, 1998). Denotando {ei} uma base do R3 e Ψi =

Ψi(y) (i = 1, 2, 3) a função caracteŕıstica solução do problema de célula,

∆yyΨi = 0 em Qf

(∇yΨi) · n = −ei · n sobre ∂Qmf





(3.62)

pelo prinćıpio da superposição para problemas lineares as soluções de (3.62) e (3.61)

satisfazem,

P 1
α(x,y, t) = Ψ(y) · ∇xP

0
α(x,y, t) + g(x, t) (3.63)

onde, Ψ(y) = (Ψ1, Ψ2, Ψ3).

Usando o resultado acima em (3.22) e tomando a média volumétrica obtemos

a lei de Darcy macroscópica para a fase-α,

VDα :=
〈
V0

Dα

〉
= −Λeft

α (S0
w)∇xP

0
α; α = w, nw (3.64)

com a mobilidade efetiva macroscópica definida por

Λeft
α (S0

w) := 〈Λα[I +∇yΨ(y)]〉 . (3.65)

É importante ressaltar que Λeft
α (S0

w) incorpora a permeabilidade microscópica das

fraturas e também reflete a geometria do sistema de fraturas através da função

caracteŕıstica Ψ.

3.2.5 Problema de Fechamento Transiente nos Blocos

Enunciamos agora o problema microscópico que resulta para o cômputo das

variáveis locais (u1, s0, φ0, p0). A solução deste sistema de equações, representado

por um problema de fechamento transiente em Q, será utilizada posteriormente na

solução do problema macroscópico.
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Coletando as Equações (3.18), (3.31), (3.58) e (3.60) obtemos,

divyσ
0
f = 0 em Qf (3.66)

divyσ
0
m −∇yp

0 = 0 em Qm. (3.67)

Com o objetivo de representar o problema acima no domı́nio da célula Q, ao invés

dos subdomı́nios Qm e Qf , procedemos por estender por continuidade a saturação

e a pressão do fluido nos blocos para o domı́nio das fraturas Qf

s∗0w :=





(p0
c)
−1 ◦ P 0

c (S0
w) para y ∈ Qf

s0
w para y ∈ Qm

p∗0α :=





P 0
α para y ∈ Qf

p0
α para y ∈ Qm.

(3.68)

Recapitulando as Equações (3.24), (3.37), (3.38) e o resultado (3.60) e utilizando

as definições (3.59) e (3.68), à partir de (3.66) e (3.67), a equação de equiĺıbrio

microscópica para a mistura bloco/fratura em Q é dada por,

divy[C(y)Ey(u
1)]−∇y[s

∗0
w p∗0w + (1− s∗0w )p∗0nw] = 0 em Q. (3.69)

Pelas definições em (3.68) podemos observar que a pressão média definida por

p∗0 := s∗0w p∗0w +(1−s∗0w )p∗0nw, recupera a forma (3.38) e satisfaz a equação de equiĺıbrio

(3.67) em Qm. Além disso como a restrição de p∗0 a Qf é não oscilatória, temos

que ∇yp
∗0 = 0 e conseqüentemente a equação de equiĺıbrio (3.66) é satisfeita para

y ∈ Qf .

Para representar os balanços de massa de forma unificada na célula Q, defi-

nimos a extensão da porosidade e a função indicatriz θ da forma:

φ∗0 :=





Φ0 para y ∈ Qf

φ0 para y ∈ Qm

θ :=





0 para y ∈ Qf

1 para y ∈ Qm.
(3.70)

Fazendo uso das definições acima, as extensões das equações de continuidade mi-
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croscópica (3.21), (3.34) e (3.35) para o domı́nio Q são dadas por

θ

[
∂

∂t
(s∗0α φ∗0) + s∗0α φ∗0divx(u̇

0) + s∗0α φ∗0divy(u̇
1)

]
= divy[λα(s∗0w )∇yp

∗0
α ]; α = w, nw

− ∂φ∗0

∂t
+ divx[(1− φ∗0)u̇0] + divy[(1− φ∗0)u̇1] = 0 em Qm. (3.71)

Usando a definição (3.68) em (3.39) definimos a pressão capilar, estendida para

toda a célula Q, na forma

p∗0c := p∗0nw − p∗0w . (3.72)

As Equações (3.69), (3.71) e (3.72) compõem o problema poroelástico transi-

ente nas variáveis {u1, s∗0w , p∗0α , φ∗0} posto no domı́nio da célula Q. Coletando estes

resultados temos



divy(C(y)Ey(u
1))−∇y(s

∗0
w p∗0w + (1− s∗0w )p∗0nw) = 0

θ

(
∂

∂t
[s∗0α φ∗0] + s∗0α φ∗0divx(u̇

0) + s∗0α φ∗0divy(u̇
1)

)
= divy(λα(s∗0w )∇yp

∗0
α )

−∂φ∗0

∂t
+ (1− φ∗0)divx(u̇

0) + (1− φ∗0)divy(u̇
1) = 0 em Q, t > 0

p∗0c = p∗0nw − p∗0w

(3.73)

sujeito às condições de periodicidade e iniciais,

φ∗0 = φini, s∗0 = sini e divyu
1 = 0 em Qm, t = 0. (3.74)

A principal diferença entre a natureza do fechamento (3.73) em meios de po-

rosidade dupla comparado com os respectivos problemas em sistemas de porosidade

simples é o seu caráter transiente. Tal fato torna a representação da solução mais

complexa devido ao surgimento de uma segunda escala de tempo inerente a hidro-

dinâmica na porosidade secundária φ0 dos blocos. Tal comportamento do sistema

governado por duas escala de tempo conduz a equações efetivas integrodiferenciais

(Chamilco, 2006; Murad et al, 2001).
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3.2.6 Balanço de Massa das Fases Fluidas

Iremos agora obter o balanço de massa macroscópico para as fases fluidas.

Tomando a média volumétrica nas Equações (3.20), (3.34) e fazendo uso de (3.55)

obtemos,

∂

∂t

〈
S0

αΦ0
〉

+ divx

〈
V0

Dαf

〉
+

〈
S0

αΦ0
〉
divx(u̇

0
f ) = − 〈

divyv
1
Dαf

〉
(3.75)

∂

∂t

〈
s0

αφ0
〉

+
〈
s0

αφ0
〉
divx(u̇

0
m) =

〈
divy[λα(s0)∇yp

0
α]

〉
. (3.76)

Usando o teorema de Gauss, a hipótese de periodicidade, continuidade da

velocidade de Darcy em ∂Qmf (3.50) e a Equação (3.76), o termo do lado direito

da Equação (3.75) pode ser reescrito da forma,

〈
divyv

1
Dαf

〉
=

1

|Q|
∫

Qf

divyv
1
Dαf dy

Gauss
=

1

|Q|
∫

∂Qmf

v1
Dαf · nf dy +

=0: periodicidade︷ ︸︸ ︷
1

|Q|
∫

∂Q

v1
Dαf · n dy

(3.50)
= − 1

|Q|
∫

∂Qmf

(λα(s0
w)∇yp

0
α) · nf dy =

1

|Q|
∫

∂Qmf

(λα(s0
w)∇yp

0
α) · nm dy

Gauss
=

1

|Q|
∫

Qm

divy[λα(s0
w)∇yp

0
α] dy =

〈
divy[λα(s0)∇yp

0
α]

〉

(3.76)
=

∂

∂t

〈
s0

αφ0
〉

+
〈
s0

αφ0
〉
divx(u̇

0
m). (3.77)

Usando (3.77) em (3.75), lembrando que u0 = u0(x, t) e S0
α = S0

α(x, t), e

definindo a fração de volume total da fase fluida como,

Θ0
α :=

〈
φ0s0

α

〉
+

〈
Φ0

〉
S0

α; α = w, nw (3.78)

a equação que modela a conservação de massa na escala macroscópica é dada por,

∂

∂t
(
〈
Φ0

〉
S0

α) + divx

〈
V0

Dαf

〉
+ Θ0

αdivx(u̇
0) = − ∂

∂t

〈
φ0s0

α

〉
; α = w, nw. (3.79)

O resultado acima mostra uma equação de transporte macrocópica para a satu-

ração nas fraturas, com um termo de fonte que governa a troca de massa com o
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sistema dos blocos poroelásticos dada pela evolução temporal e da fração de vo-

lume da fase-α nos blocos. A computação deste termo requer um procedimento de

“downscaling” e está diretamente relacionada com o perfil da saturação nos blocos,

o qual é regido pelo problema de fechamento transiente (3.73).

3.2.7 Balanço de Massa para a Porosidade

Para derivarmos o balanço de massa para a porosidade tomamos a média

volumétrica em (3.21) e usamos (3.55) para obter

−∂ 〈Φ0〉
∂t

+
〈
1− Φ0

〉
divx(u̇

0) +
〈
divyu̇

1
f

〉
= 0. (3.80)

Aplicando um desenvolvimento análogo ao usado na derivação de (3.77) vem que
〈
divyu̇

1
f

〉
= − 〈

divyu̇
1
m

〉
. Logo podemos reescrever a equação acima na forma,

−∂ 〈Φ0〉
∂t

+
〈
1− Φ0

〉
divx(u̇

0)− 〈
divyu̇

1
m

〉
= 0. (3.81)

3.2.8 Equação de Equiĺıbrio Total

Para finalizar o modelo em duas escalas derivamos a equação de equiĺıbrio

global para a mistura. Tomando a média volumétrica em (3.23) e (3.36), usando a

condição de contorno (3.51) e fazendo uso de argumentos análogos aos utilizados

em (3.77) obtemos

divx

〈
σ0

f − P 0I
〉

= − 〈
divy(σ

1
f − P 1I)

〉
= − 1

|Q|
∫

Qf

divy(σ
1
f − P 1I) dy

= − 1

|Q|
∫

∂Qmf

(σ1
f − P 1I)nf dy = − 1

|Q|
∫

∂Qmf

(σ1
m − p1I)nf dy

=
1

|Q|
∫

∂Qmf

(σ1
m − p1I)nm dy =

1

|Q|
∫

Qm

divy(σ
1
m − p1I) dy

=
〈
divy(σ

1
m − p1I)

〉
= −divx

〈
σ0

m − p0I
〉
.

Usando (3.58) no resultado acima e lembrando que nf = 1− nl vem que

divx

[〈
σ0

m

〉
+

〈
σ0

f

〉
+ (nmP 0 − 〈

p0
〉
)I

]−∇xP
0 = 0. (3.82)
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Definindo o excesso da pressão média da fase fluida nas fraturas relativa aos blocos

na forma

γ0 := P 0 − p0. (3.83)

Tomando a média volumétrica na equação acima, obtemos

〈
γ0

〉
=

1

|Q|
∫

Qm

(P 0 − p0)dy = nmP 0 − 〈
p0

〉
.

Substituindo o resultado acima em (3.82) e definindo o tensor das tensões efetivas

macroscópicas da forma,

σeft :=
〈
σ0

m

〉
+

〈
σ0

f

〉
+

〈
γ0

〉
I, (3.84)

a equação de equilibrio para o meio homogeneizado é dada por

divxσ
eft −∇xP

0 = 0. (3.85)

A decomposição acima exibe a mesma forma proposta por Terzaghi, com a

pressão do poro, no caso monofásico, substituida pela pressão média ponderada

pela saturação das fases P 0. A novidade da formulação derivada neste trabalho

é a equação constitutiva (3.84) para a tensão efetiva de meios poroelásticos fra-

turados saturados por dois fluidos imisćıveis. Embora tenham sido negligenciados

neste trabalho os efeitos provocados pela pressão capilar nas tensões do sólido na

microescala, o processo de homogeneização conduz ao surgimento de um termo

f́ısico-qúımico que é advindo da descontinuidade da pressão média entre blocos e

fissuras γ0 = P 0 − p0. Esta componente produz efeitos análogos àqueles provoca-

dos pela pressão capilar na equação constitutiva para a tensão efetiva em meios

com porosidade simples (Fredlund & Morgenstern, 1977; Fredlund & Rahardjo,

1993). O efeito intermolecular advindo da descontinuidade da pressão média tende

a comprimir os blocos drenando os fluidos residentes nos microporos produzindo

compactação na matriz porosa induzindo a tensão efetiva macroscópica. Ao co-

nhecimento dos autores deste trabalho, este efeito intermolecular, inerente a meios

com porosidade dupla, não foi ainda reportado na literatura e necessita investiga-
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ção experimental para a sua validação.

3.2.9 Resumo do Modelo em Duas Escalas

Seja Ω o domı́nio na escala macroscópica ocupado pelo meio poroso composto

pela mistura blocos e fraturas. Estamos agora em posição de enunciar o modelo

posto simultaneamente em duas escalas.

Sejam C o módulo de elasticidade da matriz porosa, Ψ a função caracte-

ŕıstica e Θ0
α a fração de volume total da fase fluida-α dados por (3.59), (3.62)

e (3.78) respectivamente. Sendo {Λeft
α , P 0

c } e {λ0
α, p0

c} funções das saturações S0
w

e s0
w respectivamente, o modelo em duas escalas consiste em achar os campos

{σeft,u0, P 0
w, P 0

nw,VDw,VDnw, S0
w} funções de (x, t) e {u1, p∗0w , p∗0nw,v1

Dw,v1
Dnw, s∗0w , φ∗0}

funções de (x,y, t) tais que:





divxσ
eft −∇x[S

0
wP 0

w + (1− S0
w)P 0

nw] = 0

σeft = 〈Cm[Ex(u
0) + Ey(u

1
m)]〉+

〈Cf [Ex(u
0) + Ey(u

1
f )]

〉
+ 〈γ0〉 I

VDα = −Λeft
α (S0

w)∇xP
0
α; α = w, nw em Ω, t > 0

∂

∂t
(〈Φ0〉S0

α) + divxVDα + Θ0
αdivx(u̇

0) = − ∂

∂t
〈φ0s0

α〉 ; α = w, nw

P 0
c (S0

w) = P 0
nw − P 0

w

(3.86)

e



divy(C(y)Ey(u
1))−∇y(s

∗0
w p∗0w + (1− s∗0w )p∗0nw) = 0

v1
Dα = −λα(s∗0w )∇yp

∗0
α ; α = w, nw

−∂φ∗0

∂t
+ (1− φ∗0)divx(u̇

0) + (1− φ∗0)divy(u̇
1) = 0 em Q, t > 0

θ

(
∂

∂t
[s∗0α φ∗0] + s∗0α φ∗0divx(u̇

0) + s∗0α φ∗0divy(u̇
1)

)
= −divyv

1
Dα; α = w, nw

p∗0c = p∗0nw − p∗0w

(3.87)

onde S0
nw = 1−S0

w, 〈γ0〉 = 〈S0
wP 0

w + (1− S0
w)P 0

nw〉− 〈s0
wp0

w + (1− s0
w)p0

nw〉 e s0
nw =

1− s0
w. Periodicidade em ∂Q e dados iniciais são expressos na forma:




S0
w = Sini; divxu

0 = 0 em Ω, t = 0

s∗0w = s∗ini; φ∗0 = φ∗ini; divyu
1 = 0 em Q, t = 0.
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Os sistemas de equações macroscópico (3.86) e microscópico (3.87) transferem

informação entre śı e necessitam ser resolvidos simultaneamente. A solução de

(3.87) permite o cômputo das funções φ∗0(x,y, t) e s∗0α (x,y, t). As restrições destas

funções no domı́nio dos blocos (φ0, s0
α) são utilizadas para o cálculo do termo de

fonte na equação de transporte homogeneizada.

A resolução simultânea dos sistemas (3.86) e (3.87) demanda um custo com-

putacional elevado. Usualmente este procedimento requer a geração de submalhas

em cada bloco que por sua vez transfere informação para os nós (ou ponto de

Gauss) da malha associada ao problema macroscópico (Murad et al, 2001). Uma

alternativa é fazer uso de computação paralela onde a resolução das equações mi-

croscópicas são distribúıdas entre os processadores.

No caṕıtulo seguinte adotamos algumas hipóteses simplificadoras para via-

bilizar a resolução numérica do modelo multiescala.
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Caṕıtulo 4

Modelos Reduzidos

Devido ao alto grau de dificuldade de resolução do problema posto simulta-

neamente em duas escalas de tempo, associadas à evolução dos sistemas de blocos

e fissuras, apresentamos neste caṕıtulo uma seqüência de versões reduzidas do mo-

delo multiescala, cujo tratamento computacional apresenta considerável redução

de complexidade.

Inicialmente consideramos o caso onde as fraturas estão totalmente abertas

ou seja Φ0 = 1. Fazendo uso desta hipótese não há necessidade de postularmos

as extensões (3.68) e (3.70) para {s∗0w , φ∗0} para o domı́nio das fraturas e con-

seqüentemente reduzimos substancialmente o número de incógnitas. Além desta

simplificação na hipótese de fraturas abertas, o problema de fechamento (3.73)

para u1 = u1(x,y, t) fica posto somente no domı́nio dos blocos. Na seqüência

apresentamos uma hierarquia de modelos simplificados. Adotando a hipótese de

quase-estacionariedade, a escala de tempo caracteŕıstica dos efeitos transientes nos

blocos é assumida muito menor do que a das fraturas. Nesta aproximação a evo-

lução dos blocos é regida por uma seqüência de estados estacionários em equiĺıbrio

termodinâmico com as fraturas. Em seguida consideramos a aproximação de Ri-

chards onde a fase não molhante é o ar que se encontra à pressão atmosférica

constante. Neste caso, a pressão capilar é comumente denominada sucção e cons-

titui a única força motriz para o movimento da fase aquosa (Alonso et al, 1990;

Delwyn et al, 1998; Santagiuliana & Schrefler, 2006). Finalmente, reproduzimos
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os modelos de meios porosos ŕıgidos.

4.1 Caso de Fraturas Totalmente Abertas

Consideramos a ausência de detritos sólidos nas fraturas de tal forma que

estas estão totalmente abertas com Φ0 = 1 e 〈Φ0〉 =
|Qf |
|Q| = nf . Levando esta

hipótese à Equação (3.81) obtemos

−∂nf

∂t
− 〈

divyu̇
1
〉

= 0.

Integrando no tempo e usando as condições iniciais nf (t = 0) = nf e divyu
1(t =

0) = 0, a equação para a macro porosidade toma a forma

nf = nf −
〈
divyu

1
〉
. (4.1)

Na ausência de detritos nas fraturas a poroelasticidade neste sistema é inexis-

tente o que implica em Cf = 0 e usando (3.24), σf = 0. Usando esta simplificação

em (3.84) e (3.46) vem que,

σeft =
〈
σ0

m

〉
+

〈
γ0

〉
I em Ω (4.2)

[
σ0

m − p0I
]
nm = −P 0nm sobre ∂Qmf . (4.3)

Sob as hipóteses anteriores o problema em duas escalas (3.86) é reduzido à seguinte

forma:

Sejam {C,Ψ, Θ0
α, Λeft

α , P 0
c , λ0

α, p0
c} definidos tal como em (3.86). O modelo em

duas escalas consiste em achar os campos {σeft,u0, P 0
w, P 0

nw,VDw,VDnw, S0
w, nf}

funções de (x, t) e {u1, p0
w, p0

nw,v1
w,v1

nw, s0
w, φ0} funções de (x,y, t) satisfazendo





divxσ
eft −∇x[S

0
wP 0

w + (1− S0
w)P 0

nw] = 0

σeft = 〈C[Ex(u
0) + Ey(u

1)]〉+ 〈γ0〉 I
VDα = −Λeft

α (S0
w)∇xP

0
α; α = w, nw; em Ω, t > 0

∂

∂t
(nfS

0
α) + divxVDα + Θ0

αdivx(u̇
0) = − ∂

∂t
[(1− nf ) 〈φ0s0

α〉m]; α = w, nw

nf = nf − 〈divyu
1〉

P 0
c (S0

w) = P 0
nw − P 0

w

(4.4)
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e



divy(C(y)Ey(u
1))−∇y(s

0
wp0

w + (1− s0
w)p0

nw) = 0

v1
Dα = −λw(s0

w)∇yp
0
w; α = w, nw em Qm, t > 0

∂

∂t
[s0

αφ0] + divyv
1
Dα + s0

αφ0divx(u̇
0) + s0

αφ0divy(u̇
1) = 0; α = w, nw

−∂φ0

∂t
+ (1− φ0)divx(u̇

0) + (1− φ0)divy(u̇
1) = 0

p0
c(s

0
w) = p0

nw − p0
w

(4.5)

onde S0
nw = 1−S0

w, s0
nw = 1−s0

w e 〈γ0〉 = 〈S0
wP 0

w + (1− S0
w)P 0

nw〉−〈s0
wp0

w + (1− s0
w)p0

nw〉.
Condições de contorno na interface bloco/fratura são expressas na forma



p0
α = P 0

α;

[CEy(u
1)]n = − [CEx(u

0) + γ0]n; sobre ∂Qmf

(4.6)

e os dados iniciais por



S0
w = Sini; nf = nf ; divxu

0 = 0 em Ω, t = 0

s0
w = sini; φ0 = φini; divyu

1 = 0 em Qm, t = 0

juntamente com condições de contorno macroscópicas. É importante ressaltar que

no caso de fraturas totalmente abertas, os problemas de fechamento transiente são

postos somente no domı́nio dos blocos fazendo com que as extensões (3.59), (3.68)

e (3.70) não sejam mais necessárias. Como o problema de fechamento (4.5) per-

manece de natureza transiente, o modelo posto em duas escalas espaciais continua

regido por duas escalas de tempo distintas associadas aos fenômenos transientes

na micro e macro escalas. Com o objetivo de reduzir esta complexidade, na seção

seguinte fazemos a hipótese de quase-estacionalidade objetivando parametrizar o

problema por uma única escala de tempo.

4.2 Modelo Quase-Estacionário

Nesta seção discutimos uma versão simplificada do modelo de porosidade

dupla, a qual é derivada assumindo que os processos termodinâmicos nos blocos

ocorrem em uma escala de tempo muito mais rápida quando comparada com a
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escala associada à hidrodinâmica nas fraturas. Nesta aproximação os fenômenos

transientes são assumidos extremamente rápidos dentro dos blocos de modo que o

estado de equiĺıbrio termodinâmico é alcançado instantaneamente. Sob este cenário

de equilĺıbrio local as variações temporais dentro dos blocos são negligenciadas

e conseqüentemente a segunda e terceira equações do problema de célula (4.5)

conduzem a uma equação de Poisson homogênea na variável p0
α. Juntamente com

a condição de contorno (4.6a) obtemos o problema de Dirichlet

∆yyp
0
α(x,y, t) = 0; em Qm

p0
α(x,y, t) = P 0

α(x, t); sobre ∂Qmf





α = w, nw

cuja solução é dada por

p0
α(x,y, t) = P 0

α(x, t); α = w, nw em Qm. (4.7)

Usando o resultado acima na definição de pressão capilar temos que p0
c(s

0
w(x,y, t)) =

P 0
c (S0

w(x, t)). Recordando que p0
c é monótona decrescente em s0

w decorre que esta

possui uma função inversa (p0
c)
−1 e conseqüentemente a saturação nos blocos é

dada em função de S0
w(x, t) da forma

s0
w(x, t) = (p0

c)
−1 ◦ P 0

c (S0
w(x, t)) em Qm. (4.8)

Notando que p0
nw = p0

c + p0
w, P 0

nw = P 0
c + P 0

w, usando (4.7) e (4.8) em (3.83)

podemos verificar que sob a hipótese de quase-estacionariedade a diferença entre

as pressões médias das fraturas e blocos é dada por

γ0(x, t) = P 0 − p0 = S0
wP 0

w + (1− S0
w)Pnw − s0

wp0
w − (1− s0

w)p0
nw

= S0
wP 0

w + (1− S0
w)(P 0

c + P 0
w)− s0

wp0
w − (1− s0

w)(p0
c + p0

w)

= s0
wp0

c − S0
wP 0

c = [(p0
c)
−1 ◦ P 0

c (S0
w)− S0

w]P 0
c . (4.9)

Combinando (4.7) e (4.8) temos que ∇y[s
0
wp0

w − (1 − s0
w)p0

nw] = 0. Usando

este fato em (3.69) e o resultado acima na condição de contorno (4.3) obtemos o

problema de fechamento para u1(x,y, t) dado por
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



divy [CEy(u
1)] = 0 em Qm

[CEy(u
1)]n = − [CEx(u

0) + γ0I]n sobre ∂Qmf .
(4.10)

O problema acima exibe a mesma forma do obtido por Auriault (1990) na

derivação da teoria de poroelasticidade de meios com porosidade simples, saturados

por uma única fase fluida, onde a função γ0 é substitúıda pela pressão do poro

P0(x, t). Podemos interpretar a ação do salto da pressão média γ0 de forma a

exercer uma compressão sobre os blocos poroelásticos causando a compactação

destes.

Para resolvermos o problema de fechamento (4.10) definimos as componentes

vetoriais ξlm(y) do tensor de terceira ordem ξ e o vetor η como soluções dos

problemas canônicos:

divy [CEy(ξlm)] = 0 em Qm

[CEy(ξlm)]n = − [C(el ⊗ em)]n sobre ∂Qmf

divy [CEy(η)] = 0 em Qm

[CEy(η)]n = −In sobre ∂Qmf

(4.11)

onde ⊗ denota produto tensorial. Explorando a linearidade entre os problemas

(4.10) e (4.11), u1(x,y, t) é dado por

u1(x,y, t) = ξ(y)Ex(u
0(x, t)) + η(y)γ0(x, t) + g(x, t). (4.12)

Usando o fechamento estacionário acima em (4.2) segue que

σeft =
〈
σ0

m

〉
+

〈
γ0

〉
I =

〈C[Ex(u
0) + Ey(u

1)]
〉

+
〈
γ0

〉
I

=
〈C[Ex(u

0) + Ey(ξ)Ex(u
0) + Ey(η)γ0]

〉
+

〈
γ0

〉
I.

Como γ0 = γ0(x, t) temos que 〈γ0〉 = (1− nf )γ
0 o que implica em

σeft = CeftEx(u
0) + [I−α]γ0 (4.13)

onde Ceft é o módulo de elásticidade efetivo e α é o tensor de Biot-Willis (Auriault,

1990) definidos por,

Ceft := 〈C(y)[II + Ey(ξ)]〉 , α := nfI− 〈CEy(η)〉 . (4.14)
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É importante ressaltar que as relações de fechamento (4.14) são as mesmas obtidas

por Auriault (1990) para meios poroelásticos com porosidade simples.

Definindo a tensão total por

T0 := σeft − P 0I (4.15)

a equação de equiĺıbrio para a mistura sólido flúıdo (3.85) é dada por,

divxT
0 = 0. (4.16)

A decomposição de Terzaghi (4.15) juntamente com a equação constitutiva

(4.13) caracteriza o prinćıpio das tensões efetivas no presente contexto. Em par-

ticular a Equação (4.13) sugere a incorporação do termo adicional ([I − α]γ0)

advindo da descontitnuidade das pressões médias na interface blocos e fissuras, a

qual é gerada pela disparidade entre as micro e macro porosidades.

Em termos da tensão total T0, a Equação (4.15) pode ser reescrita da forma

T0 + P 0I = CeftEx(u
0) + [I−α]γ0.

Este resultado possui extrema importância. Ele mostra que a disparidade entre as

porosidades das fraturas e blocos acarreta num efeito de compactação da matriz

porosa devido ao desbalanceamento das forças intermoleculares, o qual é capturado

pela dependência constitutiva adicional das tensões efetivas. Este comportamento

adicional não foi reportado na literatura e pode dar origem a uma nova forma de

abordar a poromecânica de meios fraturados não saturados.

O fechamento estacionário para u1(x,y, t) dado por (4.12) também possui

conseqüências na forma dos balanços de massa para as porosidades. Usando (4.12)

em (4.1) a equação para a macro porosidade pode ser reescrita na forma

nf = nf − β : Ex(u
0)− ϑγ0 (4.17)

onde

β := 〈divyξ〉 , ϑ := 〈divyη〉 . (4.18)
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Integrando a equação da continuidade de massa para a fase sólida dos blocos

em (4.5) podemos obter, de forma análoga à Equação (4.1), a equação algébrica

para a microporosidade

〈
φ0

〉
= nl + β : Ex(u

0) + ϑγ0 − 〈1− φini〉 exp(−divxu
0) (4.19)

onde nl = 1− nf é a fração de volume inicial de matriz porosa.

De (4.8) temos que 〈φ0s0〉m = 〈φ0〉m s0. Usando este resultado na equação

de transporte em (4.4) obtemos

∂

∂t
(R0

αS0
α) + R0

αS0divx(u̇
0) + divxVDα = 0; α = w, nw (4.20)

onde R0
α é o coeficiente de retardamento do fluxo da fase-α definido por,

R0
α(Ex(u

0), S0
w) := nf + (1− nf )

〈
φ0

〉m s0
α

S0
α

; α = w, nw. (4.21)

A equação constitutiva acima fornece uma importante informação sobre a

natureza do processo de adsorção nos blocos devido às forças intermoleculares. Na

ausência do salto abrupto entre φ0 e nf temos que s0
w = S0

w e conseqüentemente o

coeficiente de retardamento reduz-se ao caso clássico para o escoamento monofá-

sico, dado por R0
α = nf + (1− nf )φ

0. No caso bifásico, onde s0
w > S0

w, o papel das

forças intermoleculares é o de aumentar a adsorção nos blocos.

As Equações (4.20) e (4.16), juntamente com a equação de estado para a

pressão capilar, compõem o modelo macroscópico quase-estacionário.

Sejam {C,Ψ, Θ0
α, Λeft

α , P 0
c } definidos tal como em (3.86) e sejam {R0

α,Ceft,α}
o novo conjunto de coeficientes efetivos definidos pelos problemas de fechamento es-

tacionários (4.21) e (4.14). O problema macroscópico consiste em achar os campos

{σeft,VDw,VDnw,u0, P 0
w, P 0

nw, S0
w} funções de (x, t) satisfazendo
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



divxσ
eft −∇x[S

0
wP 0

w − (1− S0
w)P 0

nw] = 0

σeft = CeftEx(u
0) + (I−α) [(p0

c)
−1 ◦ P 0

c (S0
w)− S0

w] P 0
c (S0

w)

VDα = −Λeft
α (S0

w)∇xP
0
α; α = w, nw em Ω.

∂

∂t
(R0

αS0
α) + R0

αS0divx(u̇
0) + divxVDα = 0; α = w, nw

P 0
c (S0

w) = P 0
nw − P 0

w.

(4.22)

A hipótese de estacionariedade conduz aos problemas de fechamentos eĺıpti-

cos locais (4.10) e (4.11), que não necessitam ser resolvidos simultaneamente com

o problema posto na macro escala. Tais problemas de célula podem ser explorados

separadamente para construir as leis constitutivas dos parâmetros macroscópicos

{R0
α, Ceft, α,β, ϑ}, facilitando de forma significativa a resolução do problema posto

em duas escalas.

4.3 Aproximação de Richards

A aproximação de Richards descreve o fluxo bifásico água e ar em geolo-

gias rasas de tal forma que a fase ar encontra-se a pressão atmosférica constante.

Inicialmente, apresentamos a formulação da equação de Richards para meios po-

roelásticos nas variáveis {σeft,u0,VDw, P 0
w}. Em seguida eliminamos a pressão da

água em função da saturação e apresentamos a segunda formulação da aproximação

de Richards em temos das variáveis {σeft,u0,VDw, S0
w}.

Considerando a pressão atmosférica constante e por conveniência tomada

igual a zero, a pressão capilar é dada por P 0
c (S0

w) = −P 0
w. Como esta admite

uma função inversa F = (P 0
c )−1, a saturação macroscópica pode ser representada

diretamente em função da pressão da fase água por

S0
w = F(P 0

w). (4.23)

No contexto desta aproximação a saturação nos blocos (4.8) pode ser reescrita da

forma s0
w = G(P 0

w) onde G = (p0
w)−1 e, conseqüentemente, a diferença entre as

pressões médias (4.9) pode ser representada em função da pressão da água

γ0 = −[G(P 0
w)−F(P 0

w)]P 0
w.
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Usando (4.23) e definindo F ′ :=
∂F
∂P 0

w

, o gradiente da pressão média nas

fraturas pode ser reescrito na forma

∇xP
0 = ∇x(S

0
wP 0

w) = ∇x(FP 0
w) = F∇xP

0
w + P 0

w∇xF

= F∇xP
0
w + P 0

wF ′∇xP
0
w = (F + P 0

wF ′)∇xP
0
w.

Substituindo as relações acima em (4.22) podemos formular o problema de Ri-

chards:

Sejam {Ceft, Λeft
w , R0

w,α} o conjunto de coeficientes definidos no problema

(4.22). Dadas as funções F(P 0
w) e G(P 0

w) o problema consiste em achar os campos

{σeft,u0,VDw, P 0
w} satisfazendo





divxσ
eft − (F + P 0

wF ′)∇xP
0
w = 0

σeft = CeftEx(u
0)− (I−α)[F − G]P 0

w

VDw = −Λeft
w ∇xP

0
w em Ω.

∂

∂t
(R0

wF) + R0
wFdivx(u̇

0) + divxVDw = 0

(4.24)

A equação de Richards pode ser alternativamente formulada considerando

a saturação S0
w como variável primária. Neste contexto, consideramos a função

P 0
w = −P 0

c (S0
w) e definimos as funções

fS(S0
w) := P 0

w
′
= −∂P 0

c

∂S0
w

; gS(S0
w) := S0

wP 0
w
′
+ P 0

w;

D(S0
w) := Λeft

w (S0
w)fS

(4.25)

onde a última função D é conhecida como sendo a difusividade hidráulica. Subs-

tituindo as relações acima em (4.22) a aproximação de Richards formulada em

termos da saturação é dada por:

Sejam {Ceft, R0
w,α} as mesmas variáveis que aparecem no problema (4.22).

Dada as funções P 0
c (S0

w) e D(S0
w), o problema consiste em achar os campos

{σeft,u0, S0
w} satisfazendo
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



divxσ
eft + gS∇xS

0
w = 0

σeft = CeftEx(u
0) + (I−α) [(p0

c)
−1 ◦ P 0

c (S0
w)− S0

w] P 0
c (S0

w) em Ω

∂

∂t
(R0

wS0
w) + R0

wS0
wdivx(u̇

0)− divx(D(S0
w)∇xS

0
w) = 0.

(4.26)

As representações (4.24) e (4.26) fornecem uma descrição precisa da equa-

ção de Richards em meios poroelásticos com dupla porosidade. Os problemas de

fechamento advindos da modelagem em duas escalas podem ser explorados na re-

construção das leis constitutivas dos coeficientes efetivos. Ao conhecimento dos

autores esta representação da equação de Richards apresenta aspectos inovadores

e não foi ainda proposta na literatura.

4.4 Meio Poroso Rı́gido

A seguir, mostramos que os bem estabelecidos modelos de porosidade dupla

em meios ŕıgidos, discutidos em Douglas & Arbogast (1990), podem ser reprodu-

zidos naturalmente como casos particulares do modelo poroelástico (4.22).

Fazendo u(x,y, t) = 0, Φ0 = 1 e
∂nf

∂t
=

∂φ0

∂t
= 0 em (3.79) e (3.34) obtemos

nf
∂S0

α

∂t
− divx[Λ

eft
α (S0

w)∇xP
0
α] = −φ0∂ 〈s0

α〉
∂t

; α = w, nw

P 0
c (S0

w) = P 0
nw − P 0

w

φ0∂s0
α

∂t
− divy[λα(s0

w)∇yp
0
α] = 0; α = w, nw

p0
c(s

0
w) = p0

nw − p0
w.

(4.27)

As equações acima reproduzem exatamente o modelo proposto por Douglas &

Arbogast (1990) para fluxo multifásico em meios porosos ŕıgidos fraturados. Sob

hipótese de quase-estacionariedade, fazendo uso de argumentos análogos aos da

seção anterior a forma reduzida de (4.27) é dada por

∂

∂t
(R0

αS0
α)− divx[Λ

eft
α (S0

w)∇xP
0
α] = 0; α = w, nw

P 0
c (S0

w) = P 0
nw − P 0

w

(4.28)

com R0
α dado por (4.21). O modelo quase-estacionário acima reproduz exatamente

o proposto por Douglas et al (1991) para meios ŕıgidos.
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De forma análoga ao caso poroelástico, a hipótese de quase-estacionariedade

conduz a um problema posto nas variáveis macroscópicas {P 0
nw, P 0

w, S0
w} com leis

constitutivas para (R0
α, Λeft

α ) dadas por (4.21) e (3.65).

Finalmente, para derivarmos a aproximação de Richards para meios ŕıgidos

fazemos uso da definição para da difusividade dada pala Equação (4.25). Con-

seqüentemente na representação em termos da saturação, a Equação (4.28) pode

ser reescrita como

∂

∂t
(R0

wS0
w)− divx[D(S0

w)∇xS
0
w] = 0

e para a representação em termos da pressão da água P 0
w,

∂

∂t
(R0

wF)− divx(Λ
eft
α ∇xP

0
w) = 0

com F dada por (4.23).

O presente caṕıtulo apresentou uma hierarquia de modelos para escoamentos

bifásicos em meios poroelásticos fraturados. As hipóteses de escala de tempo e sua

influência sobre a forma das equações efetivas e sobre a estacionariedade dos pro-

blemas de célula são resultados inovadores que podem ser explorados futuramente

na construção de modelos mais reaĺısticos.
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Caṕıtulo 5

Resultados Numéricos

Neste caṕıtulo ilustramos numericamente a forma das equações constitutivas

para o coeficiente de retardamento, difusividade hidráulica da equação de Richards

e tensor das tensões efetivas obtidas via resolução dos problemas de fechamento

(4.21), (4.25) e (4.13). A resolução do problema demanda o conhecimento das fun-

ções caracteŕısticas {Ψ, ξ,η} que dependem da geometria da célula utilizada. Para

o cômputo destas funções consideramos a formulação variacional e a aproximação

por elementos finitos para os problemas de célula (3.62) e (4.11).

5.1 Formulação Variacional

Apresentamos aqui a formulação fraca dos problemas lineares (3.62) e (4.11)

na escala local. Iniciamos apresentando as notações e definições necessárias. Reca-

pitulando a notação Qβ(β = m, f), para a célula periódica denotamos por L2(Qβ)

o espaço das funções de quadrado integrável munido do produto interno:

(f, g) ≡
∫

Qβ

fg dy ∀ f, g ∈ L2(Qβ); β = m, f. (5.1)

Adotando a nomenclatura usual, introduzimos o espaço de Sobolev:

H1(Qβ) ≡ {f ∈ L2(Qβ), ∇yf ∈ (L2(Qβ))3} β = m, f (5.2)

e definimos os espaços das funções admisśıveis
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W ≡ {w ∈ H1(Qf ), (w, 1) = 0, w é Q− periódica} (5.3)

W ≡ {w ∈ (H1(Qm))3, (w, 1) = 0, w é Q− periódica}. (5.4)

No desenvolvimento a seguir fazemos uso da notação

(f, g)∂Qmf
≡

∫

∂Qmf

fg dA. (5.5)

As aproximações dos problemas lineares (3.62) e (4.11) para {Ψ, ξ,η} são

exaustivamente discutidas na literatura e não apresentam dificuldades (Hughes,

1987; Brezzi & Fortin, 1991). Denotando ei a base ortonormal definida em (3.62)

enunciamos a formulação variacional do problema (3.62) para Ψi da forma:

Problema 1 : Achar Ψi ∈ W (i = 1, 2, 3) tal que:

(∇yΨi,∇yw) = −(wei,n)∂Qmf
∀w ∈ W. (5.6)

A formulação variacional do problema (4.11a) para ξlm é dada por

Problema 2 : Achar ξlm ∈ W tal que:

(CEy(ξlm), Ey(w)) = −(Cel ⊗ emn,w)∂Qmf
∀w ∈ W. (5.7)

Finalmente a formulação fraca do problema (4.11b) para η consiste em

Problema 3 : Achar η ∈ W tal que:

(CEy(η),Ey(w)) = −(n,w)∂Qmf
∀w ∈ W. (5.8)

5.2 Aproximação por Elementos Finitos

Para apresentar a formulação discreta dos problemas variacionais (5.7) e

(5.8), consideramos Qm um domı́nio poligonal discretizado por uma malha de Ne

elementos Qe
m tais que:

Qm =
Ne⋃
e=1

Q
e

m e
Ne⋂
e=1

Q
e

m = ∅ (5.9)
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onde ∅ denota o conjunto vazio, Q
e

m e Qe
m o fecho e o interior de um elemento em

Qm respectivamente. Seja h o parâmetro da malha definido por

h = max he, 1 ≤ e ≤ Ne, com he = diâmetro Qe
m (5.10)

e seja Sk
h ⊂ H1(Qm) o espaço das funções polinomiais de elementos finitos Lagran-

geanos de classe C0 de grau k. Definimos o subespaço de aproximação de dimensão

finita de W da forma:

Wh = (Sk
h)3

⋂
W. (5.11)

A aproximação por elementos finitos de (5.7) e (5.8) conduz aos seguintes

problemas discretos:

Problema 4 : Achar ξh
lm ∈ Wh tal que:

(CEy(ξ
h
lm),Ey(w

h)) = −(Cel ⊗ emn,wh)∂Qmf
∀wh ∈ Wh. (5.12)

Problema 5 : Achar ηh ∈ Wh tal que:

(CEy(η
h),Ey(w

h)) = −(n,wh)∂Qmf
∀wh ∈ Wh. (5.13)

A análise de existência, unicidade, estabilidade e convergência dos problemas

(5.12) e (5.13) já é bem estabelecida e amplamente discutida na literatura (Brezzi

& Fortin, 1991). Calculadas as funções caracteŕısticas estas são inseridas nas re-

presentações macroscópicas para o tensor das tensões (4.13), coeficiente de retar-

damento (4.21) e difusividade do fluxo (4.25). Após esta computação as equações

constitutivas são representadas em função das deformações macroscópicas Ex(u
0)

e da pressão capilar P 0
c , adotadas como variáveis termodinamicamente indepen-

dentes. A seguir, apresentamos as simulações computacionais e a reconstrução das

equações constitutivas.
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5.3 Simulações Computacionais

As geometrias de célula adotadas nas simulações são apresentadas nas Figura

5.1. É importante ressaltar que geometrias com conectividade das fases sólida e

fluidas só são posśıveis em três dimensões.

Figura 5.1: Geometrias de célula adotadas nas simulações: forma circular, elipsoi-
dal e quártica.

Explorando simetria tomamos os domı́nios computacionais correspondendo

a um quarto da célula. Tais domı́nios com suas respectivas malhas de elementos

finitos bilineares são ilustrados na Figura 5.2. Em nossos experimentos utilizamos

malhas não uniformes com 20x10 elementos bilineares. Obregon (2003) mostra que

o refinamento da malha tem pouca influência nos resultados obtidos para a função

η.

Figura 5.2: Malhas não uniformes com 20x10 elementos bilineares e nf = 0, 126.

Denotamos por {x, y} as coordenadas retangulares e por {ηx, ηy} as com-

ponentes cartesianas do campo de deslocamento η solução do problema de célula

(4.11). Explorando as condições de periodicidade e simetria as condições de con-

torno para as três geometrias são expressas por (ver Figura 5.3):
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



ηy = 0 se 1/2− rx ≤ x ≤ 1/2 e y = 0

0 ≤ x ≤ 1/2 e y = l

ηx = 0 se 1/2− ry ≤ y ≤ 1/2 e y = 0

0 ≤ y ≤ 1/2 e y = l

CE(η)n = −In sobre ∂Qmf

(5.14)

Qmf Qmf

Qmf

rx

ry

l

l

rx

ry

l

ll

l

rx

ry

y

x

y y

xx

γ γ γ

Figura 5.3: Domı́nios Computacionais

Nos experimentos numéricos subseqüentes consideramos a hipótese de estado

plano de deformação e isotropia do sólido que compõe a matriz porosa. Desta forma

o tensor de elasticidade C é dado por

C =
E

(1 + ν)(1− 2ν)




(1− ν) ν 0

ν (1− ν) 0

0 0 (1− 2ν)/2




onde E e ν denotam o módulo de Young e o coeficiente de Poisson do sólido que

compõem a matriz porosa.

As Figuras (5.4(a)) e (5.4(b)) ilustram o campo de deformação da matriz

porosa induzido por uma carga unitária.

O cômputo das equações constitutivas para {σeft, R0
w, Λeft

w } via solução de

(4.11) requer o conhecimento da equação de estado P 0
c = P 0

c (S0
w). Esta relação é

usualmente dada pela função de Leverett (1941)

J(S) =
Pc(S)

σ

√
K

φ
(5.15)

onde K é a permeabilidade intŕınseca, σ é a tensão superficial e φ é a porosidade

do meio. Udell (1985) postula a seguinte correlação para da função de Leverett

J(S) = 1, 417(1− S∗)− 2, 120(1− S∗)2 + 1, 263(1− S∗)3 (5.16)
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nf = 0, 091.

Figura 5.4: Campo de deformação da matriz porosa sob a ação de uma força
unitária.

onde S∗ :=
S − Sirr

1− Sirr

com Sirr sendo a saturação irredut́ıvel. Substituindo (5.16)

em (5.15) obtemos a expressão para a pressão capilar

Pc(S) = σ

√
φ

K

[
1, 417(1− S∗)− 2, 120(1− S∗)2 + 1, 263(1− S∗)3

]
. (5.17)

Para a permeabilidade intŕınseca K = K(φ) adotamos a lei de Kozeny-Carman

(2.14).

A Tabela 5.1 ilustra os valores utilizados nas simulações. As relações entre

a pressão capilar e a saturação nos micro e macroporos são mostradas na Figura

5.5(a). Devido ao fato do diâmetro médio dos microporos ser bem menor do que

o das fraturas, os meniscos são bem mais acentuados nos microporos. Para uma

saturação fixa S0
w temos p0

c > P 0
c tal como ilustrado na Figura 5.5(a). As funções

inversas são representadas na Figura 5.5(b). Podemos observar o decréscimo mais

abrupto da saturação nos macroporos com o acréscimo da pressão capilar.

Sob a hipótese de quase-estacionariedade p0
c = P 0

c e à medida que P 0
c aumenta

e S0
w diminui a disparidade entre as saturações nos micro e macroporos também

aumenta (Figura: 5.5(b)) levando a um acréscimo da diferença entre as pressões
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Tabela 5.1: Valores adotados nas simulações numéricas

tensão superficial σ = 0.07N/m saturação irredut́ıvel Sirr = 0, 15
micro porosidade φ = 0, 4 macro porosidade nf = 0, 126

diâmetro dos microporos dmicro = 1µm diâmetro dos macroporos dmacro = 10µm
módulo de Young E = 10MPa coeficiente de Poisson ν = 0

viscosidade da água µw = 1, 003 · 10−3 Pa · s
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microporos e fraturas.

médias nos blocos e fraturas (4.9), como mostram as Figuras 5.6(a) e 5.6(b). Tal
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como já hav́ıamos comentado anteriormente, a diferença entre as pressões médias

das fraturas e blocos γ0 atua de maneira compressiva provocando uma compactação

da matriz porosa.

A Figura 5.7 ilustra a dependência da macroporosidade nf com a pressão

capilar. Para uma deformação fixa prescrita ao extrairmos a água, de tal forma

que P 0
c aumenta, o efeito de compressão dos blocos devido a γ0 tende a magnificar

levando ao aumento da macroporosidade.
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Figura 5.7: Dependência da macroporosidade com relação a P 0
c e Ex(u

0)

As figuras seguintes ilustram a resposta constitutiva das tensões efetivas via

resolução da Equação (4.13). Dado que α = (nfI− 〈CE(η)〉), Ceft = (1− nf )Cm

e nf = nf (E(u0), P 0
c ), o tensor das tensões efetivas exibe dependência não linear

nas variáveis macroscópicas Ex(u
0) e P 0

c . As Figuras 5.8, 5.9 e 5.10 mostram a

componente volumétrica das tensões efetivas P =
1

3
tr σeft como função de Ex(u

0)

e P 0
c para as três geometrias de célula adotadas. Podemos observar que a geome-

tria dos poros praticamente não exerce influência significativa sobre os resultados.

Analisando a influência da pressão capilar sobre as tensões efetivas podemos obser-
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var que para um dado estado de deformação fixo (Figura: 5.8) as tensões tendem

a aumentar (caminho AB) com P 0
c . Durante o processo de extração de água a

matriz porosa tende a contrair acarretando tensões de tração para manter a de-

formação fixa. Para P 0
c fixo ao comprimirmos a matriz as tensões efetivas crescem

negativamente (caminho BC) o que é esperado para um material elástico.
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Figura 5.8: Tensão efetiva em função de P 0
c e Ex(u

0): Geometria circular e poro-
sidade inicial nf = 0, 126.

As Figuras 5.11, 5.12 e 5.13 mostram a dependência da deformação volu-

métrica com a pressão capilar P 0
c e com a tensão de contato T − P 0 para as três

geometrias de célula adotadas. Em particular, durante o processo de extração de

água, caracterizado pelo aumento de P 0
c , a matriz porosa tende a contrair de forma

não linear. Tal fato ratifica os resultados obtidos por Fredlund & Rahardjo (1993).

As Figuras 5.14, 5.15 e 5.16 mostram a resposta constitutiva do coeficiente

de retardamento do fluxo R0
α dado por (4.21). À medida que extráımos água o

meio poroso tende a aumentar a capacidade de reter o fluxo de água na porosidade

59



-1

-0.5

 0

 0.5

 1

 1.5

 2

 2.5

 0  0.5  1  1.5  2  2.5  3  3.5  4  4.5

1/
2 

tr
 σ

ef
t  (

10
5  P

a)

Pc (105 Pa)

Tensao efetiva com geometria eliptica

ε(u)=  0.010
ε(u)=  0.005
ε(u)=  0.000
ε(u)= -0.005
ε(u)= -0.010

Figura 5.9: Tensão efetiva em função de P 0
c e Ex(u
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secundária dos blocos. Podemos ainda observar que este retardamento é mais

senśıvel com relação à variação da pressão capilar do que com relação as tensões

intergranulares. Isto se dá devido ao fato das tensões intergranulares influenciar

o coeficiente de retardamento apenas através da variação da macroporosidade nf

enquanto que a pressão capilar também influencia o retardamento do fluxo através

do coeficiente de partição Kd := 〈φ0〉m s0
w

S0
w

.

Finalmente as Figuras 5.17, 5.18 e 5.19 apresentam o comportamento da di-

fusividade hidráulica da equação de Richards para as três geometrias consideradas.

Observamos que à medida que extráımos a água o termo de difusividade tende a

diminuir dificultando o movimento desta no meio poroso. Essa diminuição na di-

fusividade é fortemente influenciada pela permeabilidade relativa a qual é dada

por Krw(S0
w) = (S0

w)3 (Udell, 1985). Observamos que a deformação macroscópica

tende a diminuir a sua influência sobre a difusividade quando a saturação tende a

atingir o estágio irredut́ıvel S0
irr = 0, 15. Isto se dá pelo fato da difusividade ser for-
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Figura 5.10: Tensão efetiva em função de P 0
c e Ex(u

0): Geometria quártica e
porosidade inicial nf = 0, 126.

temente influenciada pelo grau de saturação de forma altamente não linear t́ıpico

da equação de Richards. Quando reduzimos a saturação de forma que a fase água

torna-se praticamente descont́ınua a difusividade tende a atingir valores próximos

de zero. Nesta condição a variação do tamanho dos poros devido à deformação

macroscópica não é suficiente para aumentar a difusividade. As Figuras 5.20, 5.21

e 5.22 mostram a dependência da difusividade com S0
w. A medida que S0

w e nf

aumentam, D tende também a aumentar de forma não linear.
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Figura 5.11: Deformação em função de P 0
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0): Geometria circular e porosi-
dade inicial nf = 0, 126.
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Figura 5.12: Deformação em função de P 0
c e Ex(u

0): Geometria eĺıptica e porosi-
dade inicial nf = 0, 091.
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Figura 5.13: Deformação em função de P 0
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0): Geometria quártica e porosi-
dade inicial nf = 0, 126.
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Figura 5.18: Difusividade em função de P 0
c e Ex(u

0): Geometria eĺıptica e porosi-
dade inicial nf = 0.091.
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Figura 5.19: Difusividade em função de P 0
c e Ex(u

0): Geometria quártica e poro-
sidade inicial nf = 0.126.
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Figura 5.20: Difusividade em função de S0
w e Ex(u

0): Geometria circular e porosi-
dade inicial nf = 0.126.
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Figura 5.21: Difusividade em função de S0
w e Ex(u

0): Geometria eĺıptica e porosi-
dade inicial nf = 0.091.
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Figura 5.22: Difusividade em função de S0
w e Ex(u

0): Geometria quártica e poro-
sidade inicial nf = 0.126.
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Caṕıtulo 6

Conclusão

Neste trabalho propusemos um modelo a duas escalas para descrever o com-

portamento de meios poroelásticos fraturados saturados por dois fluidos Newto-

nianos imisćıveis tais como água e óleo. No contexto da modelagem proposta as

equações macroscópicas foram derivadas pela homogeneização do modelo micro-

mecânico. O processo de homogeneização conduziu a uma hierarquia de modelos

macroscópicos com equações constitutivas dos parâmetros efetivos, dotadas de in-

formação proveniente da micro escala através das soluções de problemas postos no

domı́nio da célula periódica.

Resolvendo numericamente os problemas de célula foram reconstrúıdas três

equações constitutivas para o coeficiente de retardamento do fluxo, a difusividade

que surge na aproximação de Richards e o tensor das tensões efetivas. No mo-

delo termodinâmico reconstrúıdo as equações efetivas surgem descritas por duas

variáveis independentes, as quais nas representações propostas tomamos como a

deformação maroscópica da matriz porosa Ex(u
0) e a pressão capilar P 0

c . Na apro-

ximação de Richards, onde a fase ar encontra-se a pressão atmosférica, a saturação

é eliminada em função da pressão da fase aquosa P 0
w conduzindo à formulação

alternativa em termos de {Ex(u
0), P 0

w}. Neste contexto apresentamos também a

representação alternativa da equação de Rchards em termos do par {Ex(u
0), S0

w}.
Resolvendo os problemas locais pelo métodos dos elementos finitos reconstrúımos

numericamente as leis constitutivas dos coeficientes efetivos.
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Dentre os resultados homogeneizados obtidos ressaltamos a lei constitutiva

para a tensão efetiva macroscópica. Além da dependência linear na deformação

da matriz porosa, mostramos que a descontinuidade da porosidade e da saturação

entre blocos e fraturas conduz a uma dependência adicional na saturação. Tal

evidência necessita de uma validação experimental, mas claramente apresenta uma

f́ısica inovadora que pode ser futuramente mais elaborada para melhor descrição

de escoamentos bifásicos em meios poroelásticos fissurados.

Como trabalhos futuros, propomos inicialmente uma simulação do modelo

macroscópico aplicado ao problema de extração de água em aqǘıferos rasos, de

forma que as leis constitutivas obtidas sejam utilizadas. Para o doutorado, propo-

mos a aplicação desta teoria em meios com dois ńıveis de porosidade não saturados,

que exibem propriedades de inchamentos na presença de soluções eletroĺıticas tais

como as argilas, cartilagem e materiais poliméricos.
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