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Resumo da Dissertagao apresentada ao MCT/LNCC como parte dos requisitos
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METODOS NUMERICOS PARA RESOLUCAO DE PROBLEMAS DA
DINAMICA POPULACIONAL

Simone de Almeida Delphim
8 de junho de 2005

Orientador: Regina Célia de Almeida
Michel Iskin da Silveira Costa

Programa: Modelagem Computacional

Uma solucao numeérica é apresentada para resolver problemas da dinidmica po-
pulacional de uma tinica espécie, com énfase na dispersao de um organismo invasor.
Este problema é matematicamente modelado por uma equacao de transporte nao
linear de advecgao-difusao-reacao e resolvido numericamente usando o método de e-
lementos finitos. Os exemplos apresentados demonstram a estabilidade e precisao da
metodologia proposta.

A influéncia do efeito Allee forte e fraco é analisada na dispersdao de uma espé-
cie de organismo invasor em um dominio uni-dimensional. Neste caso a dinamica
populacional descreve a propagacao de frentes populacionais que representam a in-
vasao ou o recuo da espécie. Alguns cenérios sao investigados para avaliar a interagao
da frente de ondas populacionais para diferentes valores de parimetros indicando

numéricamente quando é possivel reverter ou bloquear a invasao de espécies.
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Abstract of Thesis presented to MCT/LNCC as a partial fulfillment of the
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NUMERICAL METHODS TO SOLVE DINAMIC POPULATION PROBLEMS

Simone de Almeida Delphim
8 de junho de 2005

Advisors: Regina Célia de Almeida
Michel Iskin da Silveira Costa

Department: Modelagem Computacional

A numerical method is presented to solve single species population dynamics pro-
blems, with focus on the spread of invading organisms. This problem is mathemati-
cally modeled by a non-linear advection-diffusion-reaction transport equation, which
is numerically solved by a finite element methodology. Some examples are conducted,
showing the stability and accuracy of the proposed methodology.

The role of the weak and strong Allee effects is analyzed on the spread of a single
species invading organism in a one-dimensional domain. In this case the population
dynamics describe propagation of traveling population fronts that represent either
single-species invasion or single-species retreat. Some scenarios are investigated so as
to evaluate the interaction of traveling population fronts under different parameter
values, allowing to derive numerically whether they can reverse or block the species

invasion.
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Introducao

Problemas relacionados a dispersao de espécies biologicas receberam muita atengao
recentemente (Mooney e J.A.Drake, 1986; Drake et all, [1989; Hengeveld, 1989) pro-
vavelmente porque muitos ecossistemas tém sido invadidos por organismos exéticos
com conseqiiéncias potencialmente drasticas para a fauna e flora nativa.

Visando compeender, controlar e até prevenir o processo de dispersoes especificas,
surgiram diversos modelos mateméticos cujos principais focos sao a investigacao da
forma e taxa de dispersao da populagéol] em um ambiente. Inicialmente nos modelos
continuos em ecologia matemaética a variacao temporal da densidade populacional
era obtida considerando o balanco entre nascimentos, mortes, migracao e interagoes
entre outras espécies. Um exemplo deste tipo de modelagem em que o ambiente é
considerado homogéneo é o modelo de Lotka-Volterra no qual a variacao temporal
ou taxa de crescimento populacional é expressa em termos de equacoes diferenciais

ordinarias (EDO). Em observagbes de situagOes reais, entretanto, percebe-se que o

Populacao: Qualquer grupo de organismos em que os individuos possam intercambiar a infor-
magao genética (Odum, 1931).



ambiente raramente é homogéneo, como em casos de experimentos em laboratoérios.

Mais recentemente, parte da literatura modelos ecolégicos na area de dispersao
populacional é baseada em modelos deterministicos expressos em termos de equagoes
diferenciais parciais (EDP) que consideram que o ambiente pode ser heterogéneo
possuindo locais favoraveis e hostis para a sobrevivéncia de uma espécie. Tais modelos
permitem considerar também situagoes nas quais o ambiente ¢ homogéneo, mas a
distribuicao inicial da populagao é nao homogénea. Um exemplo ocorre nos casos em
que os individuos tendem a se dispersar de regioes com alta densidade para areas nao
ocupadas produzindo uma frente de invasao. Este problema seré tratado com maiores
detalhes nos proximos capitulos.

Pode-se dizer entao, que o uso das EDP s se deve em parte ao fato de serem
consideradas mais abrangentes para serem utilizadas em modelos ecolégicos embora
sejam usualmente mais dificeis de serem resolvidas do que as EDO “s. Entretanto,
o fato de serem capazes de modelar simultaneamente processos temporais e espaci-
ais que governam a dindmica populacional, possibilitam a obtencao de informacoes
importantes sobre processos fundamentais da populacao como dispersao e invasao
ecoldgica, o que as torna especialmente interessantes e vantajosas.

Nas primeiras aplicagoes de modelos de EDP “s na ecologia populacional, assumiu-
se que o organismo tem movimento Browniano aleatério e que a taxa de dispersao

é independente do tempo e do espaco. Esta hipotese conduz ao modelo de difusao



Okubo_e Levin, 2001; Edelstein-Keshetl, 1986). Embora simples, o modelo de difusao

tem sido usado para descrever o movimento de uma variedade de animais, sendo em

geral mais preciso quando o ambiente ¢ homogéneo (Dobzhansky e Wright [1943;

Kareiva, [1982).

Um dos primeiros modelos mateméaticos usados formalmente para descrever a
dispersao populacional de uma espécie foi desenvolvido por Skellam (1951), utilizando
equacoes de difusao-reacao para modelar a expansao da populacao de ratos silvestres
na Europa. O modelo de Skellam considera um movimento por difusdo e o crescimento
Malthusiano e prediz que a area ocupada por um invasor aumenta linearmente com o
tempo (Okubo 2001). Este modelo foi bem sucedido em descrever a faixa de expansiao

historica do Estorninho (Sturnus vulgaris), do pombo inglés (Passer domesticus),

entre outros (Okubo e Levin, 2001).

Modelos de dispersao a partir de equacao de difusao-reacao se tornam mais com-

plexos (matematicamente) quando o crescimento populacional é dependente da densi-

dade como ocorre no modelo cléssico de [Fisher (1937), que representa uma dispersao

por difusdo aleatoria incluindo um crescimento populacional logistico (Skellam, 1951)).

O modelo de [Fisher tem sido usado para fazer predi¢oes da faixa de expansao usando

dados em micro-escala de movimentos individuais para uma variedade de animais,

representando particularmente bem a dispersao de algumas espécies como borbole-

tas, ratos silvestre entre outros (Okubo et al), 1989; |Andow et all, 1990).
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Quando os animais sao orientados na direcao de um estimulo ou sao carregados por
vento ou agua, o termo de convecgao é adicionado ao modelo de [Fisher ou de [Skellam.
Assim, um modelo capaz de incorporar este tipo de comportamento é descrito por uma
equacao do tipo conveccao-difusdo-reagao com termos, eventualmente, nao lineares.

A solucdo de um problema do tipo convecgao-difusao-reacao pode ter caracter
bastante distinto dependendo dos parametros do problema. A existéncia de solugoes
analiticas sao restritas a poucas situagoes. Algumas delas sdo apresentadas em
(Petrovskii e i, 2003). Assim, solu¢bes numéricas podem ser uma importante fer-
ramenta no estudo de fenémenos de dispersao como ocorre nos casos de invasao de
espécies.

O objetivo de qualquer método numeérico é discretizar o problema continuo de in-
teresse para obter um problema discreto ou um sistema de equagoes com um nimero
finito de incoégnitas. O método cléssico para a resolucao de equagoes diferenciais
pariciais é o método das diferencas finitas (MDF) onde as derivadas sdo aproximadas
por diferengas que envolvem os valores (incognitas) em certos pontos do dominio.
Apesar de nao ser muito utilizado o MDF é o mais frequentemente usado na mode-
lagem numeérica de problemas ecolégicos (Lewis e Kareiva, [1993; (Carbonel e Valentin,
1999; IGaylord e Gaines, 2000). Entretanto, a metodologia utilizada nesta dissertagao
é baseada no método dos elementos finitos (MEF) para resolver a equagao nao-linear

de conveccgao-difusao-reacao que modela a dispersao de uma tinica espécie.



O primeiro passo para resolver uma dada equagao diferencial pelo método dos
elementos finitos é reformular o problema (denominado forma forte ou problema forte)
numa forma variacional equivalente (forma fraca ou problema fraco). Em seguida,
a partir dos requisitos de precisao e da forma variacional, os espagos de dimensao
finita sao construidos usando polinémios de suporte compacto. Tal metodologia,
além de possuir solidos fundamentos matemaéticos permite tratar, mais facilmente
que o MDF, geometrias complicadas, condicoes de contorno e propriedades variveis
e/ou nao lineares (Johnson, [1990; Hughed, 2000).

Assim, desenvolve-se neste trabalho uma metodologia numérica para resolver pro-
blemas de dispersao de uma tinica espécie num dominio uni-dimensional que utitiliza o
método dos elementos finitos estabilizados para uma discretizacao espacial e o método
das diferencas finitas Crank-Nicolson para a discretizacao temporal. A reacao de de-
pendéncia da densidade nos fenémenos de conveccao, na dindmica vital e no coefi-
ciente de difusdo existente nas situacoes tratadas insere nao linearidades no modelo e
pode ter um grande impacto na qualidade da aproximagcado numérica obtida. Assim,
para linearizar a EDP que governa a dispersao dos individuos utiliza-se 0 método de
Newton. Dessa forma, as solu¢oes numéricas foram obtidas e pode-se demonstrar a
precisao do método a partir de comparagoes feitas com a solugao analitica em algumas

situacoes.



Este trabalho encontra-se organizado da seguinte forma: no capitulo 1 sao intro-
duzidos os conceitos de dependéncia espacial e as equacoes diferenciais parciais que
descrevem a dinidmica de populagbes (uma espécie) em meios espacialmente hetero-
géneos. Neste contexto, a equacao de conservacao é derivada e estabelecida como o
modelo continuo geral que descreve a distribuicao da densidade populacional de uma
espécie. Alguns modelos que descrevem possiveis fluxos e funcoes de crescimento
populacionais sao descritos.

O problema da invasao biolégica é apresentado no capitulo 2. Sdo descritos alguns
modelos classicos usados em problemas dessa natureza.

O capitulo 3 apresenta uma metodologia numérica para resolver a classe de proble-
mas populacionais que sao modelados por equacoes do tipo convecgao-difusao-reacao,
nas quais a velocidade de convecgao, o coeficiente de difusao e o termo de reacao
dependem da densidade populacional, tornando-as fortemente nao lineares.

Esta metodologia consiste na utilizagao de métodos de elementos finitos estéveis
e o método de Crank-Nicolson na discretizacao temporal para a obtengao da solugao
aproximada, juntamente com o método de Newton para linearizar o problema.

No capitulo 4 sao apresentadas diversas simulacoes de problemas de dispersao
animal usando a metologia desenvolvida no capitulo 3. O primeiro problema tratado
foi o de homing de passaros no qual se verifica que a simples equagao de difusao nao

é capaz de modelar a dispersao, sendo necessaria a inclusao da funcao de crescimento



Malthusiano como termo de reagdo (modelo de ISkellamn).

O segundo problema tratado refere-se ao problema de dispersao numa regiao na
qual existe um ponto para o qual os individuos sao atraidos. Além disso, incluiu-
se a dependéncia da pressao populacional sobre o coeficiente de difusao, tornando o
problema nao linear.

No capitulo 4 também apresentam-se problemas de dinamica populacional que
descrevem a propagacao de frentes populacionais que representam a invasao ou recuo
de uma espécie em relacao a um ambiente. Nesta situacao sao modeladas migragoes
causadas por fatores ambientais (independentes da densidade) e por mecanismos bi-
ologicos (dependentes da densidade) e o crescimento populacional sujeito ao efeito
Allee. Analisando o comportamento da solucdo com base numa série de experimentos
numeéricos para uma larga faixa de parametros pode-se observar sob quais condicoes é
possivel impedir um processo de invasdo (Almeida et _al), 2004; Delphim et all, 2004).

Assim, na seqiiéncia deste trabalho passaremos a desenvolver o tema de disser-
tacao proposto que, resumidamente, consistiu em desenvolver, estudar e aplicar uma
metodologia numérica para a resolucao de problemas de dindmica populacional influ-

enciados por fatores dependentes da densidade.



Capitulo 1

Dinamica Populacional

A modelagem adotada neste trabalho pressupoe a satisfacao de duas hipoteses a
priori. A primeira é que a distribuicdo da espécie no tempo e no espaco pode ser
aproximada por funcgoes de derivadas suaves. A segunda é que a evolugdao destas
funcdes ocorre de forma deterministica. E claro que as populacdes biologicas nio
se distribuem continuamente no espago. Entretanto, se a escala espacial utilizada é
grande quando comparada ao tamanho do individuo e ao espagamento entre indivi-
duos, a hipotese de continuidade espacial passa a ser razoavel.

Com o tempo, ocorre aproximacgoes semelhantes: espera-se que a variacao da
distribuicao ao longo do tempo seja gradual o suficiente para que seja considerada
continuamente diferenciavel no tempo. Assim, a cada instante de tempo, existirao

individuos em todos os estagios de maturidade. Eventualmente pode ser importante



distinguir os individuos por estigios, o que pode ser feito nomenando-os como espécies
diferentes. Tal estrutura etaria nao foi considerada neste trabalho.

Estas hipoteses sao mais razoaveis quando a populagao é grande, valendo também
para a hipotese deterministica. Neste contexto, a aleatoriedade esta de certa forma
diluida na populagao grande. Entretanto, a modelagem deterministica a tempo con-
tinuo nao é sempre feita em grandes populagoes ou em escala de tempo de muitas
geragdes. Entdo, o conhecimento biolégico é vital para determinar a validade do
modelo (Fife, [1979).

Neste Capitulo, descreve-se como as equagoes diferenciais parciais (EDP’s) mode-
lam processos de dindmica populacional espacialmente dependentes e por qual pro-
cedimento elas podem ser construidas de forma que sejam aceitaveis tanto matemati-
camente quanto fisicamente. Observa-se que sob hip6teses apropriadas o movimento
pode ser representado por equacoes de conservagao ou balanco, que sao amplamente

utilizadas em descrigoes mateméticas de problemas em diversos ramos da ciéncia.

1.1 Equacao de Balanco populacional

Existem basicamente dois mecanismos diferentes responséaveis pela variacao da
densidade da populacao de um organismo: um associado a processos locais, como
nascimentos, mortes e predacao, e o outro esta associado a redistribuicao da popu-

lacao no espago devido ao movimento de seus individuos. A dispersao de uma espécie



biologica em uma regiao qualquer, descrita matematicamente por um subconjunto
2 C R™ aberto, conexo limitado com fronteira suficientemente regular I', é determi-

nada por fungoes do vetor posi¢ao x e do tempo t. Define-se:

e C (x,t) como a densidade populacional (o nimero de individuos por unidade

de volume em x no tempo t);

e V(x,t) como a velocidade de dispersao (a velocidade média na qual individuos

se movem de um ponto a outro no espago num dado intervalo de tempo);

e 0(x,t) como a taxa de crescimento da popula¢do por unidade de volume (o

resultado final entre a natalidade e mortalidade no grupo).

C,V e o devem ser consistentes com a seguinte lei de balango populacional: Para

todo dominio €2 e em todo tempo t,

d CdQ—i—/CV.nsz/aCdQ : (1.1)
dt Q T Q

onde n é o vetor unitario normal voltado para fora do contorno I'. Esta equacao

expressa 0 seguinte principio basico de balan¢o num dado tempo t:

{Taxa de variacao populacional }+{variagdo do fluxo de individuos através de I'}=

{Taxa de crescimento populacional em Q}.

10



A integral de superficie em ([LT]) pode ser facilmente convertida numa integral de

volume usando o teorema da divergéncia de Gauss, isto &,

/F CVondl = / div(CV)dQ, (1.2)

Q
onde div(.) expressa o operador divergente tal que div W=V.W, onde V denota
o operador gradiente. O vetor C'V = J é o fluxo de individuos e seu divergente

representa a tendéncia das particulas deixarem um determinada posi¢ao. Substituindo

(C2) em (TI) obtém-se

/{8—C+divJ—aC}dQ=O. (1.3)
ol Ot

Considerando o integrando suficientemente regular, a seguinte equacgao é localmente
satisfeita:
oC

— = —di . 1.4
5 divJ +oC (1.4)

A equacao (LA) é chamada equacao diferencial de balan¢o de massa ou equagio da
continuidade ou ainda equacdo da conservac¢do de massa.

A resolugao de ([L4) pressupoe a defini¢do das equagdes constitutivas para o fluxo,
e para a funcado de crescimento populacional que caracterizam a espécie estudada e o

meio onde se dispersa.

1.2 Equacgoes Constitutivas
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1.2.1 Fluxo Populacional

O fluxo J depende essencialmente das propriedades do movimento. Em geral, o
fluxo pode ser decomposto em componentes aleatérios e deterministicos. Os compo-
nentes aleatérios sao relacionados ao movimento aleatorio dos proprios individuos, e
podem ser incluidos no processo de difusao. Os demais componentes, depois da ex-
clusao de sua parte aleatéria, nao sao diretamente relacionados a difusdo mas também
atuam na mudanca da distribuicao espacial da populacao.

A forma mais simples de fluxo é aquela em que o movimento dos individuos pode
ser considerado aleatorio. Assumindo a difusao como um componente aleatorio pode-
mos obter diversas formas para o fluxo. Em termos de aleatoriedade, difusao pode
ser entao definida como "um fendmeno basicamente irreversivel pelo qual matéria,
grupo de particulas, populagoes, etc, espalham-se em um dado espaco de acordo com
o movimento aleatorio individual" (Okubo et _all, [1989). O termo irreversivel deve ser

interpretado num sentido probabilistico.

Caminho Aleatério

O ponto de partida da teoria de difusao é o modelo do caminho aleatério no qual
cada individuo percorre uma certa distancia A em uma dire¢do num curto espaco de
tempo 7 . Este movimento aleatorio é dito ser simples ou isotropico se a probabilidade

de movimento é a mesma para qualquer dire¢do e ndo depende da posi¢do (Spitzex,

12



1976).

Sem perda de generalidade adotaremos apenas a variacdo em uma das dire¢oes
do vetor posicao x. Considere que depois de um tempo 7 , uma dada populacao
espalha-se de forma isotropica, ou seja, metade percorre uma distancia A para a
direita da origem e metade move-se a mesma distancia para a esquerda. Pressupoe-se
que nao se sabe qual direcao o individuo percorreu a distancia A no tempo anterior.
No proximo intervalo de tempo 7, cada individuo move-se uma distancia \ para
a direita ou esquerda da posi¢do atual, cada alternativa com a probabilidade 1/2,
independente do movimento anterior. Entdo, em 27, 1/4 da populagio anda realmente
uma distancia 2\ para a direita ou esquerda da origem, enquanto 1/2 da populacéao
retorna a origem. Apdés nt tempos passados, cada individuo ocupa um dos pontos
do espaco e a distribuigdo populacional espacial ndo é uniforme (Okubo et all, [1989).
O movimento dos individuos, como descrito anteriormente, estd esquematicamente
representado na figura (IT]).

Considerando a equacao que governa a estatistica de um individuo e definindo-se
a probabilidade de um individuo solto na origem em t=0 alcancar um ponto x num
tempo t por p(x,t), num intervalo de tempo ¢ + 7, o individuo foi para um dos pontos
x — A ou z+ A Se chamarmos de o a probabilidade do individuo se mover para a
direita numa unidade de tempo 7, e de 8 a probabilidade do individuo se mover para

a esquerda (a+ = 1), entdo :

13



1/4 1/2 1/4

Figura 1.1: Modelo de Caminho Aleatério (caso uni-dimensional).

p(z,t) = ap(z — A\t + 1) + Bp(z + A\, t + 7).

Assume-se que A e 7 sdo pequenos se comparados com x e t,

(1.5)

respectivamente, de

modo que p(z — A\, t+ 7) e p(x + A\, t + 7) possam ser expandidos em série de Taylor

em X e t, isto é,

Op op M\ 0% ?p T20%
_ _ — —_ )\ - — 4+ ... 1.
plx — X\t —71) = p(x,t) )\832 To T 5 52 + /\Taxat + 5 52 + . (1.6)
Oop op A\20% ?p  T20%
)= o _ o TP TIp, . 1.
plz+A\t—71)=p(z,t)+ )\83: Tat 5 9y )\Tﬁxat + 5 92 + (1.7)

14



Todas as derivadas do lado direito sdo avaliadas em (x,t). Se ([LH) e (ICZ) sdo substi-

tuidas em (LX), obtém-se

0 0
p(z,t) =(a+ B)p(z,t) — (o — ﬂ),\£ — (a+ 5)78_1;)_|_
)\2 a2p a2p ,7_2 82p

Definindo o — 8 = € em (L), onde ¢ = 0 caracteriza o caminho isotropico e € # 0 o
caminho em que uma das direcoes é preferencial, ou seja, o caminho nao isotrépico,

obtém-se:

op op N d%p ?p  T20%p
AN K ST 1.
ar "ot T oo TN awar T 2o T (1.9)

ou, da mesma forma,

Op Xdp N 0% ?p T
op _ _AEOp  ATOp Top, 11
ot~ ros oroer  awor T2oE (1.10)

onde os parametros A\, 7 e € sao assumidos constantes.

Agora, assume-se que estes parametros tendem a zero e ainda que considera-se o
caso particular do caminho isotropico (¢ = 0). Antes, entretanto, assume-se que 7 é
1/2

pequeno, e A e € sao da mesma ordem de grandeza que 7/°. Em outras palavras, o

segundo termo do lado direito de (LI0) passa a ser definido por

lim — = D. (1.11)

Como os demais termos do lado direito de ([LI0) convergem para zero, a seguinte

15



equacgao é obtida:

op . 0°p
ot~ Poz

(1.12)
Esta equacao é denominada equacao de difusao para caminho aleatério, resul-
tante do processo de limite considerado, onde a constante D é denominada coeficiente
de difusividade ou simplesmente difusividade, representando o grau de aleatoriedade
do movimento (quao mdveis sdo os individuos). Se p é multiplicado pelo niimero total
de individuos por unidade de volume, a concentracao de individuos C é obtida.

Comparando as expressoes ([LI2) e (L) e generalizando para dominios multi

dimensionais obtem-se a expressao do fluxo para o caminho aleatorio:
J = —DVC. (1.13)

Uma outra expressao para o fluxo foi obtida pelo fisiologista Adolph Fick (1855),
um dos primeiros a estudar o processo de difusdao através de membranas biologicas,
representando os casos em que o mecanismo de transporte é governado somente pela

diferenca de concentracao.

Lei de Fick

De acordo com a lei de Fick, a quantidade de um material transportada através
de uma unidade de area na dire¢do normal numa unidade de tempo (fluxo J) é pro-
porcional ao gradiente de concentracao do material, isto é,
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J = —DVC. (1.14)

O sinal negativo indica que o fluxo ocorre dos locais de alta concentragdo para os
de baixa concentracdo. Se a difusividade D é definida apropriadamente, a equacao
(CT4) fornece o mesmo resultado que o modelo de caminho aleatorio isotropico (LI3).
Logo, a difusao Fickiana é aplicavel somente para um fenémeno de difusao que cor-
responde ao caminho aleatério quando A e 7 sao pequenos se comparados com X e t,
respectivamente (dominio do continuum).

As expressoes ([LI3) e (LI4) constituem a teoria basica de dispersao aleatoria de
populagoes biologicas. Entretanto, Skellam, o fundador da teoria da biodifusdo, en-
fatizou a necessidade de formulagao de modelos mais realistas que levassem em conta
interagoes entre individuos, estimulos e resposta animal ao comportamento (Skellam,
1973; Skellam_e Jeffers, 1972). Um modelo desse tipo poderia ser obtido, por exemplo,
tornando os parametros do movimento do individuo, A e 7, variaveis em funcao do es-
paco e do tempo de acordo com cada fator de heterogeneidade de estimulo e ambiente,
escolha do habitat e variagdo no comportamento em geral. Assim, segundo Skellam,
o processo de dispersao nao pode ser considerado puramente aleatorio, ja que existem
espécies para as quais uma porcao do espago é preferida para o uso e ha elementos
de escolha do local. Além disso, existem investigacoes experimentais do fenémeno
de dispersdo animal (Dobzhansky e Wright, 1943,1947; Morisita,1952,1954,1971) que
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indicam a inclusao, na modelagem da difusao biologica, do conceito de interagoes de
forcas. Enfatizam, portanto, que um modelo de dispersao deve considerar a acao de
forgas entre os individuos e nao devem ser limitados ao simples caminho aleatorio.
Estas forcas ao longo do tempo criam um fluxo populacional.

Quando heterogeneidade de estimulo e ambiente produzem uma resposta no indi-
viduo, a probabilidade de movimento numa direcao especifica aumenta e o caminho
aleatorio associado é acompanhado pela adveccao, que se deve a interferéncia destes
fatores no fluxo advindo apenas pela difusdo. Alguns destes aspectos serdo expostos

a seguir.
Modelo Estendido de Caminho Aleatoério

Uma extensao do modelo de caminho aleatério (Okubo e Levin, 2001) pode ser
obtida para o caso de comportamentos nao isotropicos fazendo ¢ # 0 em ([CI0).

Assim, tomando-se o limite no primeiro termo de (CI0),

A
lim 2% =q, (1.15)
ATeen0 T
obtemos a seguinte expressao
0 0 02
P 2L pll (1.16)
ot Ox 0x?
Nesta situagao, o fluxo é expresso genericamente por
J = Cv— DVC. (1.17)
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Modelo de Patlak

Patlak em (1953) desenvolveu uma versao estendida do modelo de caminho aleaté-
rio, considerando correlacoes entre passos sucessivos, comportamentos nao isotréopicos
(heterogeneidade) e forgas externas. Além disso, assumiu tanto a velocidade como o
intervalo de tempo do passo de cada individuo varidveis. Assim, neste modelo o fluxo
tem a seguinte expressao:

J = usC — DVC. (1.18)

onde uy é a velocidade de difusao. Exemplos de movimentos nao isotropicos também
podem ser obtidos observando-se o comportamento de alguns organismos que realizam
movimentos estimulados por fatores fisicos ou quimicos chamados taxial;l ou cineset],
que determinam a forma pela qual um organismo é habil para escolher seu habitat
durante o processo de dispersao.

O estudo matemaéatico de movimentos estimulados é feito usualmente em termos
de equacoes diferenciais parciais para fluxo de populagoes ou densidade de proba-
bilidade e de equagoes diferenciais ordinarias para densidade no tempo (Patlak,
1953; Nossal e Weisd, [1989; |Alfl, [1980; Okubo e Levin, 2001; Othmer e Alf, [198R).

Porém, também existem outras abordagens como algoritmos de busca em uma area

! Taxia: Movimento no qual os organismos sao atraidos ou repelidos de uma fonte de estimulo. A
taxia é nomeada de acordo com o agente estimulante. Exemplos: fototazria(luz), quimiotazia (agente
quimico), tignotazia (tato), reotazia (correntes de agua), etc.

2Cinese (do grego kinesis = movimento): movimentos que o organismo executa, ap6s receber um
estimulo, que ndo sdo orientados no sentido ou para longe da fonte de estimulo, ao contrario da
taxia.
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restrita, utilizadas nos casos em que animais respondem a alto nivel de atrator am-

biental girando mais freqiientemente ou movendo-se mais lentamente (Smith, [1974;

Kareiva e G.Odell, 1987; IDucas e Real, [1993; Veit. et all, 1993, [1994) e tatica dire-

cional ou algoritimos cinéticos usadas em casos nos quais animais respondem dire-

tamente a gradientes de atracao positiva girando menos ou movendo-se mais rapi-

damente (Keller e I..A.Segel, 1971|; Segel, 1978; M_u_ma;J, 1989; MTranquillo e W.Alfi,

1990).

Movimentos de micro-organismos, como bactérias (Berg_e Brown, 1974; [T'vson et all,

1989; IRubi now et, all, 1981 Tranquillo e W.AIf, 1990; Mitchell et _all, 1991), leuco-

Y

citos (m, 1980) e insetos (Kareiva e G.Odell, 1987; Odendaal et all, [1988) foram
descritos com impressionante nivel de detalhes. Entretanto, em sua maior parte,
estas descricoes nao abrangem a descri¢cao do fluxo populacional de tais espécies.
Uma abordagem légica consiste em especificar os coeficientes de difusividade e o
campo de adveccdo em termos estatisticos pois sao facilmente comparaveis a obser-

vacoes empiricas. Desta forma, o modelo de probabilidade de transicao apresentado

a seguir pode ser considerado (Skellam, [1973).

Modelo Probabilidade de Transicao

O modelo de probabilidade de transi¢ao (Okubo e Levin, 2001) descreve o fluxo de

individuos movendo-se numa linha. A probabilidade de transicao em geral depende
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de condigdes em cada ponto e entre eles, conforme esquematizado na figura (2.

Kis,
ﬁ--§A
—e e —* X
1W< . - 2
Ko sy

Figura 1.2: Modelo de Probabilidade de Transicao.

Consideremos as densidades nos pontos 1 e 2 no tempo t como C(1,t) e C(2,t),
respectivamente. Definindo a probabilidade de transicao de um individuo se mover do
ponto 1 ao 2 num pequeno intervalo de tempo 7 por k;_,», a concentracao populacional

no tempo 7 é dada por

k12C(1,1) — ka1 C(2,1).

Se a distancia entre os dois pontos é A, entao o fluxo populacional entre eles é

dado por:

_ /\_2k1—>20(1at) B k2—)10(27t)

J
T A

. (1.19)

Neste modelo, pode-se destacar trés situagoes de transigao.

1. Transicao Neutra
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Figura 1.3: Transi¢ao Neutra.

Conforme esquematizado na figura (L3), na transi¢do neutra as probabilidades
de transicdao sao assumidas iguais, ambas dependendo da média entre os dois
pontos, isto é,

kl_)g = kg_)l = k(]., 2), (120)

sendo, entao, o fluxo dado por

AZk(1; 2)0(1’t) — 021 (1.21)

J= \

T

Na situacao limite na qual A e 7 — 0, obtém-se

J = —D(x)%, (1.22)

e, generalizando para dominios multi dimensionais,

J = -DVC, (1.23)

em que D = /\lim ’\TQk(l; 2).

,7—0

Esta é essencialmente a expressao Fickiana para fluxo. Como a probabilidade de
transigdo depende do estado médio entre os dois pontos (transi¢ao neutra), esta
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formulagao pode ser apropriada em alguns casos de difusao biolégica quando o

fluxo esta sempre direcionado da alta concentragao para baixa concentracao.

2. Transicao Repulsiva

Figura 1.4: Transi¢ao Repulsiva.

Neste caso a probabilidade de transi¢do, conforme figura (L), depende somente

de condicoes no ponto de partida, isto &,

Assim, o fluxo é determinado por

_ N k(1)C(1,1) — k(2)C(2,1)

J== N : (1.25)
sendo que, no limite, quando com A e 7 — 0, tem-se
J= -2 (D)}, (1.26)
ox
ou, genericamente,
J=-V(DC), (1.27)

onde D = )\lim ’\72/{(1)

,7—0
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Na transicao repulsiva obtém-se também uma expressao para fluxo com a difu-
sividade espacialmente variavel, sendo que a probabilidade de transicao depen-
dente somente do estado no ponto de partida e nao do estado médio entre os
dois pontos como no caso anterior. Certos tipos de biodifusdao animal e disper-
sao sao melhor manipulados em termos de transicao repulsiva por dependerem
somente das condicoes no ponto de partida. Neste caso, o fluxo também pode

ser escrito como

oD oCc oC
ou, genericamente,
J =uqC — DVC. (1.29)

Pode-se relacionar este fluxo a difusao Fickiana acrescida de uma adveccao

ocorrendo na dire¢ao de decrescimento da repulsao.

3. Transicao Atrativa

ﬁ--.‘

® ® e— X
1 2 v’-h 3

Figura 1.5: Transicao Atrativa.

Neste caso a probabilidade de transicao depende de condi¢does no ponto de
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chegada conforme esquematizado na figura ([CH), isto é,

Nesta situacao, o fluxo é modelado por

_ N k()01 1) — k(1)C(2,1)

J
T A ’

(1.31)

o qual, no limite quando A e 7 — 0, é dado por

J=—p2) 2 {C(x’t) } , (1.32)

onde D = lim ’\72k(2)

A, 70

Novamente uma expressao para fluxo com difusividade variando espacialmente é
obtida, s6 que aplicavel somente em casos onde a probabilidade depende somente

do estado no ponto de chegada. A expressao do fluxo neste caso pode ser escrita

como
oD oC oC
ou, genericamente,
J =uqC — DVC. (1.34)

Esta expressao pode ser entendida como fluxo Fickiano com uma adveccao adi-

cional efetiva na direcdo do aumento da atracdo. Percebe-se que nos casos de
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transicao atrativa e repulsiva, o fluxo nao é necessariamente direcionado da

regiao de alta concentracao para a regiao de baixa concentracao.

Nos trés casos anteriormente descritos, podemos observar que o fluxo pode ser
nao linear na sua relacao de dependéncia com a densidade.

Usando argumentos da mecénica do continuum, (Gurtin e McCammy (1977) con-
cluiram que a equacao constitutiva que descreve o fluxo populacional é necessaria-
mente nao-linear, corroborada pela evidéncia de que para muitas espécies a migragao
para evitar superpopulacoes é a causa principal de dispersao, ao invés de movimento
aleatorio. Isto acontece mesmo que a regiao para onde se dispersam seja um habitat

considerado menos favoravel.
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1.2.2 Funcao de Crescimento

De uma forma geral os modelos de dindmica populacional com populagdo homo-
geneamente distribuida no espago, podem ser expressos da seguinte forma:

aC

onde o é a taxa intrinseca de crescimento populacional. Para apresentarmos alguns
dos diversos modelos de dinamica local, adotaremos nessa se¢ao a hipétese de homo-
geneidade espacial descrita em ([C35).

Segundo (Odum, [1931) algumas populacoes tendem a ser auto-limitadas porque a
taxa de crescimento diminui conforme a densidade aumenta. Tais populacoes tendem
a nivelar a densidade antes da saturacao e o seu crescimento populacional pode ser dito
como sendo dependente da densidade. Outras populacoes nao sao auto-limitantes mas
tendem a crescer em progressao geométrica a menos, ou até, que sejam freadas por
fatores externos a populacao. Tais populagoes podem exaurir suas proprias fontes de
energia e as do habitat onde se encontram. Seu crescimento populacional pode ser dito
como sendo independente da densidade, pelo menos até que a densidade se torne muito
grande. Quando fracamente reguladas por fatores externos, estas espécies sao sujeitas
a grandes oscilagoes na densidade e podem, eventualmente, atingir uma densidade em

que sejam capaz de gerar dano econémico ou a saide humana. Um terceiro tipo de
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relacao entre a densidade e a taxa de crescimento pode ser descrito como ocorrendo em
algumas espécies em que a taxa de reproducao é maior em densidade intermediéria
do que na densidade baixa ou na alta. Ou seja, tanto a falta como o excesso sao

limitantes. Este padrdao é chamado de tipo de crescimento de Allee ou efeito Allee

Conrchamp et all, [1999). A figura (LH) expoe de maneira genérica estas trés fungoes

de crescimento populacionais classicas.

exponencial
logistico -------
efeito Allee --------

0.8

0.6

dC/(Cdt)

0.4

0.2

-0.2

Figura 1.6: funcoes de crescimento exponencial, logistico e efeito Allee.

O conceito de dependéncia da densidade foi primeiro descrito por Smith (1935) e

modelado por Howard e Fiskd (1985). Em geral se os efeitos da competi¢do, predacdo

ou outros fatores aumentam significativamente quando a densidade populacional au-
menta, a acao é diretamente dependente da densidade. Se o efeito diminui, de uma

forma mensuravel com o aumento da densidade, a agao é inversamente dependente
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da densidade. Se a acdo nao é correlacionada com a densidade, como o efeito letal
do tempo (tempestades, ciclones etc), o fator é chamado independente da densi-
dade porque elimina uma parcela da populacao independentemente da densidade
(Gutierrez, 1996).

Desta forma, apos esta breve introducgao, descrevemos alguns modelos classicos
que fornecem os conceitos bésicos de modelagem matematica da dinamica temporal

de populacoes.

Crescimento Exponencial

Thomas Robert Malthus (1766-1834) desenvolveu o modelo denominado modelo
Malthusiano em que considera-se que a taxa de crescimento da populagao é propor-
cional ao tamanho da mesma sendo a proporcionalidade determinada a partir da
diferenca, pressuposta constante, entre a taxa de natalidade e a taxa de mortalidade
da populagao, a qual denotamos por r. O modelo de Malthus é matematicamente

descrito como:

dC
— =rC. 1.36

Se r > 0, a populacao cresce exponencialmente, e se r < 0, a populagao decai
exponencialmente ao longo do tempo. Se r = 0, ou seja, se a taxa de natalidade

for exatamente igual a taxa de mortalidade, a populagao permaneceré invariante ao

longo do tempo. Este comportamento esta descrito graficamente na figura ((C7h)
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Figura 1.7: Modelo Malthusiano para r=0.3 e r=-0.3. a) fung¢do de crescimento per-
capita e b)densidade populacional por tempo para uma populagio inicial igual a 20.

Este modelo ¢ uma primeira aproximagao para o estudo da variacao populacional.
Tem como principal deficiéncia o fato de nao considerar que a populagao se encontra
em um sistema ecologico aberto e esta sujeita a limitagoes de alimento, agua, ar ou
espaco e considerar as taxas de natalidade e mortalidade constantes.

Uma forma de tornar este modelo mais realista é incluir explicitamente na taxa de
crescimento a taxa de natalidade § e a taxa de motalidade 6 como funcées do tempo,

considerando por exemplo a sazonalidade e perturbacoes ambientais, isto é,

r = B(t) — 6(t). (1.37)

Este modelo é mais realista porque r raramente é constante, podendo depender de

varios fatores como fertilidade, satide da populacao, comida disponivel, etc, fatores
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estes que tém relagao direta com as taxas de natalidade e de mortalidade.

O modelo Malthusiano descreve o crescimento de espécies que possuem cresci-
mento exponencial. Contudo, experiéncias em laboratério e observagoes na natureza
mostram que as populacoes podem exibir este tipo de crescimento por um curto

periodo de tempo, a partir do qual elas usualmente apresentam limitacoes.
Crescimento Logistico

Pierre Frangois Verhulst (1804-1849) foi um matemaético belga que generalizou o
modelo Malthusiano, levando em conta o fato de que populacoes se deparam com
competicao intraespecifica enquanto crescem dentro de um ambiente fechado, e esta
competicao retarda a taxa de crescimento. A competi¢ao acontece quando um mem-
bro da populagao encontra qualquer outro membro e compete com ele por recursos
como comida, terra, agua, entre outros. Na realidade, apenas uma pequena fracao
dos encontros mencionados acontecem, e ainda, nos encontros que ocorrem, nem to-
dos resultam em competicao por recurso. Entao, o novo componente de competicao
por recursos ¢ um miltiplo do nimero possivel de encontros u = % que reduzird a
taxa de crescimento, onde K é a capacidade de suporte. Assim, o modelo logistico é
exXpresso por:

dC

— =7rC — uC? 1.38
o = 10— uc, (1.38)

ou
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% =rC (1 - 9) . (1.39)

70

60 [

50

40

c()

Figura 1.8: Solugoes do modelo logistico para r=0.3 e K=40 para trés condigoes
iniciais diferentes.

A figura ([CR) apresenta a solugdo do modelo de Verhulst com r = 0.3 e K = 40
para trés distintas condigoes iniciais. Observa-se que, quando C' < K, para uma
condi¢ao inicial (Cy) menor que K e assumindo r > 0, a populagdo cresce a uma
taxa crescente até C(t) = %; dai em diante, a populacdo estd sujeita & uma taxa
decrescente até o valor limite C(t)=K. Para o caso em que a populagdo inicial é
maior que K, C(t) ¢ uma fun¢do monotonicamente decrescente até o valor limite
C(t) =K.

A equagao logistica de Verhulst é também referida na literatura como a equagao

Verhulst-Pearl pois, apesar de ter sido introduzida por Verhulst, Pearl a utilizou com
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grande éxito para aproximar o crescimento populacional nos Estados Unidos em torno

de 1920.

r=2eK=5 —— r-26K=5 ——

dCrdt
dC/(Cat)

0.5

-0.5

Figura 1.9: Modelo logistico para r=2 e K=5 a)fung¢io de crescimento populacional
e b)funcdo de crescimento per-capita.

As figuras ([L9a) e (C9b) apresentam graficamente o comportamento da fungao de
crescimento e funcao de crescimento per-capita, respectivamente parar =2 e K = 5.

As trés principais caracteristicas do crescimento logistico observaveis na figura
(C3) sao:

1. lim;,C(t) = K, denotando que a populacdo alcanga seu limite superior de-

nominado capacidade suporte;

2. a taxa de crescimento per-capita (%), declina linearmente com o aumento

populacional e alcanca o minimo zero em C = K

3. o ponto de inflexao da curva, que representa a variacao da densidade popula-
cional com o tempo (onde a taxa de crescimento é maxima) Cj,f, é exatamente
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a metade da capacidade suporte (Cipy = K/2) e max {4} =rK/4.

Diversas contribui¢oes sugerindo formas de crescimento alternativas foram pu-

blicadas tendo como base o trabalho original de Verhulst (1838) e de [Pearl e Ree

1920). Dentre elas algumas que sdo utilizadas também em estudos de crescimento de

massa corporal como por exemplo o trabalho de [Von Bertalanffy (1938) que modifi-

cou a curva de crescimento logistico para compreender alguns metabolismoﬂ simples

baseados em razoes fisiologicas e a utilizou para modelar o aumento de peso de peixes.

Richardd (1959) aproximou dados experimentais de plantas obtidos por Nelden (1961))

através de uma generalizagdo da curva de [Von Bertalanffy que denominou Fquag¢do

Logistica Generalizada. A partir do trabalho de Richards (1959), outras generaliza-
¢oes surgiram buscando ampliar o potencial de modelagem de curvas baseadas no

modelo logistico, como é o caso da Equacdo Logistica Genérica desenvolvida por

Turner et all(1969; 11976). Estes trés modelos serdo sucintamente apresentados a

seguir.

Modelo de Von Bertalanffy

Ludwig von Bertalanffy (1901-1972), um dos fundadores da teoria geral dos sis-
temas, para quem o organismo ¢ um todo maior que a soma das suas partes e a

concepcao organica é fundamental na compreensao dos processos em biologia, propos

3Metabolismo: E o conjunto de transformacoes que as substancias quimicas sofrem no interior
dos organismos vivos fonte: http://pt.wikipedia.org/wiki/Metabolismo.
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a seguinte forma, que pode ser vista como um caso particular da equacgao diferencial

1/3
% = rC%3 {1 - (% ) } : (1.40)

de Bernoulli:

dC/dt

r=.5,K=30 E— r=.5,K=30,Co=1

—————————— logistico com r=.5,K=30 Tt logistico

(a) (b)

Figura 1.10: Modelo de Von Bertalanffy a) taxa de crescimento populacional por
densidade populacional e b)densidade populacional por tempo.

A figura (LI0) descreve o comportamento do modelo de Von Bertalanffy em re-

lacao ao logistico de Verhulst.
Modelo de Richards

(Richards, [1959) sugeriu a seguinte equagdo que também é um caso particular da

equacao diferencial de Bernoulli:

det) _ .~ ll _ (9>ﬂ (1.41)

dt K
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Note que quando § = 1, (LAIl) reduz-se a equagao de crescimento de Verhulst (C38));
para 8 = 0, (L) reduz-se ao crescimento exponencial. Dividindo-se (L)) por
B com B — 0 obtém-se o modelo de Gompertz, que é usualmente utilizado para
descrever o crescimento exponencial de uma populacao de células tumorais. A figura
(CITh) apresenta a fungdo de crescimento de Richards com g = 0.25, r = 0.5 e
K = 30 comparada com a logistica, enquanto na figura (LTIb) compara-se a solucao

do modelo de Richards para diferentes 5 com r = 0.5 ¢ K = 30.

60 80 100 120

t
beta<0 beta=0.5

JE— beta=t  mmmmeee— beta=1
_________ beta=0.25 Em— beta=0.25

(a) (b)

Figura 1.11: Modelo de Richards: a) taxa de crescimento populacional por densidade
populacional e b)densidade populacional por tempo para r = 5, K = 30,Cy = 5 e
varios valores de f3.
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Equacao Logistica Genérica

A equagao logistica modificada por Turner et all (1969, [1976), denominada fun¢ao

de crescimento genérico, pode ser expressa por:

b 9
% — () [1 _ (% )} : (1.42)

onde os expoentes b e g sao positivos tais que a seguinte inequagao é satisfeita

g<1+1/b. (1.43)
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Figura 1.12: Equacao logistica genérica parar = 0.5 e K = 30: a) taxa de crescimento
populacional por densidade populacional e b)densidade populacional por tempo.

As caracteristicas do modelo logistico genérico sao apresentadas nas figuras (L12a)

e (CIZb) Apesar de [Turner et all (1976, 1969) terem proposto uma equagao capaz

de abranger diversos modelos derivados da equagao de Verhulst, observa-se que o
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modelo de Von Bertalanfty nao pode ser obtido através de uma escolha de parametros
adequados (a = 2/3,b=1/3,9 = 1) em ([LZ2) porque tais valores violam a condi¢do
3.

Dos tipos de crescimento presentes na figura ([LH), falta ainda descrever o terceiro
tipo de crescimento populacional denominado efeito Allee que pode ser obtido através
da equagao logistica de Verhulst (L38)) ponderando-a por uma relacdo dependente de

um parametro extra (Kj) produzindo assim a dependéncia inversa da densidade em

pequenas populagoes (Courchamp et _all; [1999).

Efeito Allee

lled (1931) observou que algumas espécies de animais ou plantas sofrem um de-

créscimo de taxa per-capita de crescimento quando suas populagoes alcancam taman-
hos pequenos ou baixa densidade. Sob tais condicoes a taxa de crescimento pode ser

zero ou até mesmo negativa. Este principio tornou-se conhecido como efeito Allee

opf e Hopf, 19857) ou depensacao (Myers et all, 1995).

Nestes casos a populagao possui uma taxa de reproducao maior em densidade

intermediaria do que na densidade baixa ou na alta. Em outras palavras tanto a falta

como o excesso de individuos sdo fatores limitantes (Odum, 1931).

O efeito Allee refere-se estritamente a dependéncia inversa da densidade em baixas

densidades.
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Existem varios fatores capazes de gerar um efeito Allee em uma populagao. Estes
fatores podem ser classificados em trés principais categorias: perda de heterozigo-
ticidade, estocasticidade demografica e redugido de interacbes cooperativas (Landé,
1998). Pode-se citar como exemplos das trés categorias (Courchamp et all, [1999): a
manipulagao genética de plantas; casos em que a configuracao espacial dos individuos
da populacao é tal que diminui a chance de acasalamento, e populacoes cuja eficacia
das estratégias de caca envolvem uma quantidade minima de individuos. Para todos
estes e outros fendmenos a maior conseqiiéncia do efeito Allee (forte) é a existéncia
de uma densidade critica abaixo da qual a unica agregacdo considerada (populagoes,
colonias, grupos sociais) é a provavel extingao.

Adicionando um termo extra em ([C38) que introduz o efeito Allee tem-se:

% =aC{K — C}{C — Ky}, (1.45)

onde Ky é um limite populacional inferior (K < K) que a populagio deve ultrapassar
a fim de obter taxa de crescimento per-capita positivo e a = r/(KoK).
E conveniente o uso da variavel adimensional c=C/K, de modo que ([CZ5) é ree-

scrita como
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de

e ac{c— pH1 — ¢}, (1.46)

onde [ representa a intensidade do efeito Allee. Neste caso ¢ € [0, 1] onde ¢ = 0 indica
auséncia de individuos e ¢ = 1 indica que a populacao se encontra na capacidade
suporte do ambiente. O chamado efeito Allee forte ocorre quando 0 < 8 < 1, ou seja,
o é negativa quando ¢ é pequeno. O efeito Allee fraco ocorre quando —1 < < 0,
isto é, o pequeno. Em [Clark e W.Colin (1991), um efeito Allee forte é chamado
depensacgao critica e um efeito Allee fraco é chamado depensacdo nao critica.

A figura (LT3)) apresenta as fungdes de crescimento populacional e de crescimento
per-capita com efeito Allee forte com S = 0.2 e fraco com = —0.2 em compara-
¢ao com o modelo logistico. Destaca-se o crescimento per-capita positivo em baixas
densidades quando o efeito Allee esta presente

Embora seja um fendmeno intraespecifico, algumas relagoes interespecificas sao
fortemente influenciadas pelo efeito Allee, tais como: interacao do tipo presa-predador,
hospedeiro-parasitoide e hospedeiro-parasita. E possivel observar que grupos reduzi-
dos de presas podem estar mais expostos a predagio que grupos grandes (Courchamp et al),
1999).

A equagao de balango de massa ([L4]), com equagdes constitutivas adequadas, pode
modelar uma grande variedade de problemas biolégicos, dentre eles, o problema de
invasoes biolégicas que em virtude da globalizacao tem se tornado cada vez mais sério.
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Figura 1.13: funcdo de crescimento e crescimento per-capita com efeito Allee em
comparagao ao modelo logistico para r = 1, K = 1 : (a) e (b) efeito Allee forte
(8 =0.2); (c) e (d) efeito Allee fraco (§ = —0.2).

Este problema sera abordado no capitulo que segue.

Cabe, entretanto, mencionar que estudos teéricos (Kot et all, [1996; Lewis e Kareiv.

1993) e empiricos (Veit e Lewis, 1996) mostram que o efeito Allee pode afetar de

forma adversa a taxa de invasao de uma espécie. A teoria sugere que um efeito Allee

ode retardar ou mudar o padrdo da expansdo (Davis et all, 2004). De acordo com

Okubo e Levin (2001) o efeito Allee pode também explicar o intervalo de tempo longo,

frequentemente observado, entre quando uma espécie se estabelece numa nova regiao

41



e quando ela comeca a se dispersar rapidamente através do novo ambiente.
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Capitulo 2

Invasao biol6gica

Através da evolugdo historica, dgua e terra serviram de barreiras para isolar o
biotal;l mundial em diferentes compartimentos. Com o aumento da mobilidade hu-
mana e o comércio mundial, muitas destas barreiras cairam e espécies sao frequente-
mente transportadas para novos habitats (Art, 1993). O primeiro a definir o conceito
de invasao biologica foi [Elton (1958) que documentou casos em que espécies foram
transportadas acidentalmente de um continente a outro atingindo altas densidades as
custas das espécies nativas.

A introduc¢ao de uma espécie exéticﬂ em uma nova area esta direta ou indire-
tamente relacionada a fatores sociais e econémicos. Plantas ex6ticas tém sido intro-

duzidas com fins de forragem, medicinais ou ornamentais; para controle de erosao; e

!Biota é o conjunto de seres vivos, flora e fauna, que habitam ou habitavam um determinado
ambiente geolégico, como, por exemplo, biota marinha e biota terrestre, ou, mais especificamente,
biota lagunar, biota estuarina, biota bentoénica e etc.

2Espécie exdtica: qualquer espécie que ndo é nativa de um ecossistema especifico, também de-
nominada espécie alienigena ou ndo nativa (Art, [1993).
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para plantacoes de madeira. Outras fontes de introducao acidental de espécies sao
lotes impuros de sementes para plantio e comércio de animais de estimacdo (Bake,
1974, [1986).

Atividades como a agricultura também podem facilitar o estabelecimento de es-
pécies exdticas porque alteram o equilibrio natural do ambiente, tornando-o um local
favoravel a colonizagdo. A agricultura também facilita a invas@o quando pestes em
sistemas agropecuérios sao expostas a técnicas de controle por varias geragoes, resul-
tando em uma selecao baseada em caracteristicas que as tornam persistentes e nocivas
(Sakai et _all, 2001)).

Além dos impactos econdémicos, também devem ser considerados os impactos em
espécies nativas, colocando em risco a diversidade genética, riqueza local de espécies e
a diversidade de habitat. Tais fatores tornaram espécies exéticas agentes de mudanca
global (Vitonsek et all, [1996; Simberloff, 2000; [Pimentel et _all, 2000).

A entrada e dispersao recente da sigatoka negra da bananeira, que entrou pela
Venezuela ou pela Colombia, a mosca-da-carambola vinda, provavelmente, da Guiana
Francesa, a mosca-negra-dos-citros proveniente do Caribe, a ferrugem asitica da soja,
proveniente do Paraguai, além de outros exemplos ja ocorridos no Brasil (mosca-
branca, nematéide do cisto da soja, virus da tristeza do citros, cancro-citrico, fer-

rugem do cafeeiro, vespa-da-madeira) sao apenas alguns dos organismos presentes,

44



atualmente, nos sistemas agricolas seja de forma localizada ou dispersos. Outro e-
xemplo de introducao e conseqiiente estabelecimento da praga em lavouras de cacau,
é o da vassoura-de-bruxa. Como conseqiiéncia, o Brasil passou do segundo produ-
tor mundial de cacau em 1985, com uma producao de 500.000 toneladas, para o
quarto lugar no ano de 2000 (Pimentel, 2002; Parker et all, 1999; Williamson, [1996;
WRI et all, 1992; Oliveira, 2005).

Apesar de intmeras pragas ja terem sido introduzidas no Brasil, outras cente-
nas, ainda podem entrar e se estabelecer. Em levantamentos recentes realizados
pelo Laboratorio de Quarentena Vegetal (LQV), da Embrapa Recursos Genéticos
e Biotecnologia, observou-se que aproximadamente 1.000 insetos podem colocar em
risco a agricultura brasileira (Oliveira, 2005). Essas e outras pragas ou espécies inva-
soras exdticas podem afetar o valor agronomico e florestal de produtos, elevar custos
de controle, diminuir a qualidade e quantidade de alimentos disponiveis, contami-
nar o meio-ambiente, entre outros fatores, tirando o pais da competicao do comércio
internacional. Neste sentido a compreensao de modelos que possam representar a dis-
persao de insetos torna-se de supra importancia na geragao de cenarios que venham
a subsidiar politicas ptublicas.

Buscando solucionar esses problemas, a Organizagido das Nacoes Unidas (ONU)
e outros 6rgaos internacionais criaram, em 1997, o Programa Global de Espécies In-

vasoras (GISP). Posteriormente, o Ministério do Meio Ambiente Brasileiro (MMA) e
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a Empresa Brasileira de Pesquisas Agropecuaria (EMBRAPA) promoveram reunioes
com representantes de toda América Latina visando a troca de informagoes e incen-
tivando pesquisas sobre o assunto. Desde entao muitas agoes tém sido tomadas neste
sentido, como a criacao da lista com as cem piores espécies invasoras do mundo elabo-
rada pela Unido Mundial de Conservacao (IUCN) objetivando alertar aos paises para
os riscos da possivel introdugao de algumas dessas espécies (Oliveira, 2005).
Observa-se que nem todas espécies exéticas introduzidas em outros ambientes
causam prejuizos econdémicos, ambientais ou a saide humana. Somente as espécies
denominadas invasoras causam tais danos. Espécies invasoras, sao espécies exdticas
que ao serem introduzidas em um determinado ambiente sao capazes de se adaptar e
se reproduzir, exercendo uma certa dominag¢do sobre as espécies nativas (Zillex, 2001)).
Além do fato de alguns ambientes serem mais vulneraveis a invasao que outros, hé
espécies cujas caracteristicas facilitam o estabelecimento em outras areas. Existem na
literatura pesquisas que buscam identificar caracteristicas comuns a espécies invasoras
que podem ajudar a antecipar os problemas causados por estas e definir medidas de

controle e restrigao.
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2.1 Caracteristicas de Espécies Invasoras

Entre as caracteristicas que ampliam o potencial de invasao de espécies arboreas
em ambiente perturbado (sob agdo humana) estdo fatores como sementes peque-
nas, curto periodo juvenil e curto intervalo médio entre o surgimento de novas se-
mentes (Rejmanek, 1996). Baken (1974) desenvolveu o conceito de erva daninha ideal
caracterizando-a como uma espécie com habilidade para reproduzir-se sexualmente e
assexualmente, com crescimento rapido da muda até a maturidade sexual e, principal-
mente, com adaptacao ao stress ambiental (plasticidade fenétipica)g e alta tolerancia
a heterogeneidade do meio ambiente.

Em passaros a capacidade de invasao estd relacionada a habilidade de dispersao,
alta taxa de crescimento populacional resultante de ninhadas grandes e producao de
varias ninhadas por temporada, capacidade para competir por recursos e habitat com
espécies nativas e introducoes repetidas (O’Connor, [1986). Considerando passaros
e plantas invasora, INewsome e Nobld (1986) propuseram que invasores bem sucedi-
dos podem ser caracterizados por germinacao ficil com crescimento inicial rapido,
competidores por recursos e longa vida individual. Algumas dessas caracteristicas
também estao presentes na definicio de um peixe de agua doce invasor, que inclui

tolerancia a uma ampla faixa de condicoes ambientais, dispersao e colonizagao rapida,

3Plasticidade fenotipica: varia¢do na aparéncia ou caracteristica observavel pela interacdo de sua
genética hereditaria (geno6tipo) com seu meio ambiente (Art, [1993).
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comportamento agressivo e competitivo (Moyll€, [1986). Ja com relagdo aos inverte-
brados, observa-se, em se comparando com as espécies mencionadas anteriormente,
que sdo os que possuem a capacidade de invasao mais fortemente ligada a presenca
humana e possuem como caracteristicas principais a grande abundancia em seus lo-
cais de origem, tamanho grande, polifagiau, curto tempo de geracao, habilidade das
fémeas em colonizar sozinhas e adaptacao a uma grande variedade de condigoes fisi-
cas (Ehrlich, 1989). Embora existam generalizagdes para as caracteristicas de uma
espécie invasora, ainda sao escassos os dados empiricos para confirmar ou refutar tais

generalizacoes (Kollar e Lodgd, 2001).

2.2 Processo de Invasao

O processo de invasao pode ser dividido em trés fases principais: introducao,

estabelecimento e dispersao, conforme tabela (21]).

Tabela 2.1: Processo de Invasao

Fase Descricao

Introducao Membros da populacao sao transportados para uma nova area
Estabelecimento | A populagao atinge uma densidade em que a extingao é improvavel
Dispersao A espécie se espalha pela area habitavel da nova area geogréafica

Denomina-se introducao a fase em que uma espécie rompe a barreira geografica, ao

ser transportada para um outro habitat. Caso nesta nova area a espécie encontre

4Polifagia: Caracteristica de um individuo que come diferentes tipos de alimento (Oliveira, 2001)).
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condicoes ambientais que lhe permitam sobreviver e se reproduzir, ocorre o deno-
minado estabelecimento. Quando a espécie é bem sucedida no estabelecimento, sua
densidade aumenta e devido a diversos fatores, dentre eles a configuracao espacial do
habitat (que pode promover a movimentagido da espécie exdtica ou a existéncia de
vetores adequados ao transporte), os individuos se espalharao para outras areas do
novo habitat conforme a figura (ZTI).

Uma invasao bem sucedida depende do sucesso em cada uma das fases da invasao.
Porém, deve-se considerar que em funcao da globalizacdo uma grande quantidade de
organismos exoticos sao introduzidos, mas somente uma pequena parte destas espécies
introduzidas se estabelecem e tornam-se pestes ou pragaﬂ. E possivel que isto se deva
ao fato de que os organismos exoéticos sao transportados em muitos casos a baixas
densidades, ficando assim sujeitos a estocasticidade e ao efeito Allee (Liebhold, 2003).

A influéncia combinada do efeito Allee e processos estocéasticos afetam forte-
mente o estabelecimento bem sucedido de espécies exéticas (Haccon e Twasa, 1996;
Petrovskii e Li, 2003). [Liebhold (2003) sugere que o entendimento das interagoes
entre a estocasticidade e o efeito Allee torna possivel otimizar as estratégias de er-
radicagdo de uma colonia de espécies exodticas recém-fundada e que em, alguns casos,

a eliminacao total da populagao invasora pode ser obtida reduzindo a sua densidade

SPestes ou pragas s3o espécies invasoras que causam prejuizos & saude humana ou a economia.
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Figura 2.1: Processo de Introducao e invasio de uma espécie (Lewis e Kareiva, [1993).
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abaixo de um limiar que impossibilite a sua subsisténcia. Devido a estas caracteristi-
cas, existem formas de controle biolégicoﬂ baseadas na manipulacao de fatores capazes
de gerar um efeito Allee na populagao da espécie invasora.

Todas as fases da invasao sao importantes e tém sido objeto de investigacoes
tedricas. Entretanto, modelos usados na compreensao da expansao espacial de espé-
cies invasoras podem ter grandes implicagoes praticas no que diz respeito a questoes
como: a forma pela qual a dispersao ou o sistema reprodutivo afeta a expansao; a
mensuracao dos possiveis impactos econdmicos de uma espécie invasora; o potencial

de expansao de uma invasao ao longo do tempo.

2.3 Modelos de Invasao

Uma das primeiras modelagens do processo de invasiao biologica foi feita através
da equacao do tipo reacao-difusao
oC 0°C

57 =D +0C, (2.1)

utilizada por Skellam (1951) para modelar a dispersdo de ratos silvestres na Europa.

Tal modelo consiste em considerar na equagao (L4) o fluxo Fickiano com coeficiente

6Controle biolégico: uso intencional de um ou mais organismos vivos para conter uma populacio
animal ou vegetal, mas que nao significa total eliminagdo das pragas e sim a reducdo de sua popu-
lacdo a um nivel que ndo represente perigo & plantagdo e garanta a sobrevivéncia dos seus inimigos
naturais.(Pintado, 2004)
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de difusao espacialmente constante e o crescimento populacional Malthusiano, isto é,

oc  _8%C
== =D55 +1C, (2.2)

. 9?2 i~ . . -
onde o termo associado ao % representa a difusao e o termo associado a funcao de

crescimento o = r corresponde ao termo de reacao.

O modelo de Skellam foi bem sucedido na descricao da expansao da area ocupada

- IOkubo et al

Y

1989;

; Hengevel

por diversos animais (Okubo e Levi 00

1989).

Y Y

Este modelo prevé que a velocidade de dispersao quando o coeficiente de difusao D é

constante é dada por v4rD (Andow et all, [1990).

Um outro modelo cléssico em ecologia, que possui aplicagoes em problemas de

invasdo biolégica (Petroviskii e Shigesada, 2001), é o modelo de [Fisher (1937) que

apresenta a dispersao por difusdo de uma espécie com crescimento populacional logis-

tico, expressa por

—=D—+1rC

oC 0%°C
ot 02

1— %) . (2.3)

A velocidade de invasdo para o modelo de Fisher converge para a velocidade

assintotica (Bromsor, [197R),

Velocidade ~ v4rD, (2.4)

Segundo (Hastings, 1996) apesar da dependéncia da densidade estar presente no

modelo de Fisher a velocidade de dispersdao (v/4rD) é uma caracteristica pertinente

52



a ambos modelos porque é obtida através da dindmica proximo a frente onde a de-

pendéncia da densidade influi minimamente em virtude dos baixos niveis popula-

cionais.

Modelos mais refinados de invasao biolégica podem ser obtidos através da intro-

ducao de outras fungoes de crescimento como, por exemplo, o efeito Allee (Holmes et al

1994).

Equagoes do tipo difusao-reacao possuem limitacoes em modelar invasao de al-

guns organismos (aves, peixes, plantas

igeins e Richardso

199

Y

)). Um fator que

contribui para esta inadequacao é a existéncia de outros mecanismos atuando na

dispersao além da simples difusao

llen et al

, 1991). Além disso, pode haver ocor-

réncia de invasoes a partir de varios focos, aumentando a velocidade de invasao to-

tal de uma &area (Mack, [1985;

Higgins e Richardso

o

1988), Esta situacao foi equematizada por

,[1996) e definida por

engevel

caddl(ver figlZZ). Segundo (Hengeveld,

199

os modelos de difusao-reacao subestimam as taxas de dispersao.

, 11989) como difusdo estratifi-

) em invasbes com difusdo estratificada

Buscando incorporar ao modelo fendmenos com diversos mecanismos de dispersao,

surgem em ecologia modelagens a partir de equagoes de conveccao-difusao-reacao que

sao o foco principal deste trabalho. De uma forma geral podem ser expressas por

"Crescimento de novas colonias criadas sucessivamente por migracio de longa distancia.
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Figura 2.2: Representagao esquemética da faixa de expansao entre geragoes sucessi-
vas. O ponto central representa a populagao invasora inicial: A) Modelo de dispersao
conforme Skellam (1951/); B) Dispersdo prevista usando o modelo de difusao estrati-
ficada (Liebhold, 2003).

oC, (2.5)

aC 9 (,.9C\ V()
ﬁ—a(l’£>‘ Fra

onde o coeficientes de difusao D, e o campo de velocidades V podem depender da

densidade e/ou variar espacial /temporalmente de acordo com o problema.
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Capitulo 3

Modelo

Neste capitulo sera introduzido um problema modelo, bem como uma metodologia

numérica para resolvé-lo.

3.1 Problema Populacional

O problema populacional considerado consiste em descrever ao longo do tempo
o comportamento de uma espécie em um meio nao homogéneo, definido matemati-
camente por ) C R d = 1. Assume-se que a populacio pode ser descrita por uma
densidade populacional C' = C(z,t), que depende da posi¢ao espacial no espago z € Q2
e do tempo t € I =[0,T]. A variacdo da densidade ocorre devido aos processos locais
(mortes, nascimentos e predagdo) e a redistribui¢do populacional por difusdo e/ou
€CONnveccao.

Neste contexto considera-se a difusao o fendmeno em que um grupo de individuos,
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inicialmente concentrados em um ponto do espago, espalham-se durante um tempo,
ocupando gradualmente uma &rea maior em torno do ponto inicial. A convecgao
refere-se a0 movimento dos individuos em uma direcao preferencial devido a fatores
biologicos e/ou fisicos. A figura (Bl expoe de forma esquemética as caracteristicas

e hipoteses utilizadas no modelo.

C=C(X; T)
|

[[Densidade Populacional ]

‘ Tempo: T ’ Espacgo: X
! |
Processos Iocais] ‘ Distribuicdo Espacial ’
| | ‘
‘ Morte Predagao Nascimento m
Fatores Fatores
Biologicos| |Ambientais

Figura 3.1: Modelo Esquemético

Matematicamente o problema populacional consiste em determinar a densidade
populacional C' = C(z,t), z € = (0, L) que satisfaga a equagao diferencial,

oc 0 oC 0
5 = 5 (D%> - a—x(VC') +0C. emQx(0,7T). (3.1)

A solugao deste problema pressupoe a definicdo das condicdes de contorno e da
condicao inicial, que completam a definicao do problema.
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Consideremos aqui dois tipos de condigcoes de contorno apropriadas para proble-

mas de dinamica de populagoes:

e Densidade populacional constante na fronteira: refere-se ao caso em que
uma dada densidade populacional é admitida através do dominio computacional

através de seu contorno I, isto é

Clx,t)=Cy, wel,tel (3.2)

Quando C; = 0, esta se assumindo que a populacio estd distribuida a uma
distancia suficientemente grande da fronteira de forma que nenhum individuo
possa atingi-la dentro do periodo de tempo I ou que a fronteira atua como uma

regiao hostil que impede a sobrevivéncia de qualquer individuo.

e Fluxo nulo através da fronteira: refere-se aos casos em que existem barreiras
fisicas como por exemplo rios, montanhas e cercas, que impedem a passagem

de individuos através da fronteira I, isto é

J(z,t) =0, zel, tel. (3.3)

Assim, neste trabalho, define-se o problema modelo uni-dimensional da seguinte

forma: Determinar C(x,t) que satisfaz

oC 0 oC
ot Oz

0
Da—x) + a—Z(VC') —oC =0, emQx (0,7, (3.4)
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tal que
Clx,t)=Cy, z=0etel
C(x,t)=CL, z=Letel;
C(z,0) = Cy(z), =€ Q,

onde D = Dy (c%) " é o coeficiente de difusao; V = Vy+V1C é o campo de velocidades
eo =a(C — Ky (K — C) é a taxa intrinseca de crescimento (efeito Allee) quando o
problema de invasao for considerado. Nestas definicoes utilizou-se a seguinte nomen-
clatura:

Cy é a densidade populacional de referéncia;

Dy é o coeficiente de difusao para C' = Cy;

Vo € o campo de velocidades (independente da densidade) decorrente de fatores am-
bientais tais como correntes aquéticas e vento;

V1C é o campo de velocidades (dependente linearmente da densidade) decorrente de
fatores biologicos como por exemplo taxia;

K é a capacidade de suporte do ambiente;

K, esta associado a intensidade do efeito Allee;

a=r7r(KyK) !, onder ¢ a taxa de crescimento (natalidade - mortalidade).

Neste momento assumiremos por simplicidade que Vj, V; e o coeficiente de difusao

D séo constantes de modo que (B2 é reescrita como
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C oC 0?C
5 (Vo + %C)a—x = D@ + F(C)C (3.5)

Segundo [Lewis e Kareiva (1993), consideramos que a dindmica local decorrente

do efeito Allee (quando o problema de invasao é considerado) é dada por
F(C)C =aC(C - Ky) (K —C). (3.6)

Quando K é constante, é conveniente usar a variavel adimensional ¢ = C/K tal

que (B6) é reescrita como

fle)e = ac(c— B)(1 —¢), (3.7)

onde 8 = Kj/K representa a intensidade do efeito Alle. Os efeitos Allee forte e
fraco ocorrem quando 0 < 8 < 1 e —1 < f < 0, respectivamente. « = «(f) é um
parametro de normalizacao definido & partir de uma taxa maxima de crescimento,
conduzindo & uma familia de modelos. [Lewis e Kareiva (1993) mostram que os resul-
tados qualitativos associados ao efeito Allee e velocidades assintoticas de dispersao

sao independentes da escolha de a. Assim, com estas consideragoes e usando

K2
t = TaK? = X4/
(8] (] i D,

a equacao (B.H) é reescrita como

oc oc D% s 3
a+(vo+vlc)a—x—@—ﬁc+(l+ﬁ)c -, (3.8)
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onde os seguinte parametros adimensionais sao usados

Vo = % e v 2‘/1
" KvaD YT VoD

Desta forma, a densidade ¢ € [0,1],Vt € I, e 3 representa a intensidade do efeito

Allee.

3.1.1 Formulagao Variacional

Para apresentarmos o método utilizado para aproximar c(x,t) consideraremos o

problema adimensional definido como: Determinar c(z,t), Vt € I = (0,71, tal que

dc  dc  Dc _

E-FU%—@—UCGIHQ:(O,L), (39)
onde

v=wv+uvic e =0~ (1+pB)c+c’ (3.10)

e sujeito a condigao inicial ¢(z, 0) = ¢o(x) e as seguintes condigdes de contorno
c(0,t)=¢co e c(L,t)=cp - (3.11)

Para obtencao da solugao fraca, formula-se variacionalmente o problema exigindo

que a igualdade

dc dc 0%c _
/Q[§+U8_m_@+ac wdzr =0 (3.12)

seja valida para todo w(z) pertencente ao espaco V das variagbes admissiveis, para
cada tempo t. Para que (BI2) tenha sentido assumimos que c¢ tem regularidade

60



suficiente. Além disso, algumas definicbes sao necessarias. Assim, considerando o
espago de distribuigoes L?(2) (espago das fungdes quadrado integraveis) e H'(Q)

definido por

H'(Q) = {w cweL*(N)e (Z_L; € LQ(Q)} : (3.13)

as seguintes defini¢oes sao introduzidas:

S=Hy@) = {6:0€ H'Q) 0], = g) 1
V=H{(N={0:0e H(Q) 6], =0}; '

Nestas defini¢oes S é denominado o conjunto de densidades populacionais admis-
siveis e V' é o espaco das fungoes peso ou espacgo das variacoes admissiveis.

Ainda para estabelecermos uma forma fraca, faz-se um rapido algebrismo. O

terceiro termo da equagao (BH) pode ser integrado por partes, conduzindo a

Oc Ow Oc ~
/—wdx /%%dx /Ugwdx—/gocwdx—o, (3.15)

onde a contribuicao no contorno se anula por causa da escolha de w € V.
Assim o problema variacional (Método de Galerkin) pode ser escrito como: De-

terminar c € S, Vt € I = (0,7, tal que:

; %wd:r %g—:daj / U—wdx — / gewdr =0, Yw eV, (3.16)

com c(z,0) = ¢o(z).
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3.1.2 Formulacao Discreta

Considerando S" e V" as contrapartidas em dimensdo finita de S e V tais que
St c S eV" CV, aformulacio totalmente discreta é obtida utilizando-se o método
de diferencas finitas para a discretizagao temporal e o método dos elementos finitos
para a discretizacao espacial. Assim, seja 0 = t, < t; < t5 < ... < T tal que
I, = (t,_1,t,) é uma particao de I e At™ =t,, —t, 1 é o n-ésimo passo de tempo. Por
simplicidade o intervalo [0,T] foi dividido em passos no tempo iguais, isto é, At™ = At
e t, = nAt.

Introduz-se uma familia # de aproximacoes para a derivada temporal no intervalo

I,, definida por:

ET _Aitn_l = [0H (c,) + (1 —0)H(cp1)], (3.17)

onde os subescritos indicam o tempo a que se referem os valores e H(c,) refere-se
a avaliagdo dos demais termos da equagdo em ¢t = ¢,. Fazendo 6 = 1/2 em (BI7)
obtém-se

o er ) = % (H(c)) + H(en 1)}, (3.18)

que ¢ o método incondicionalmente estavel de 2* ordem utilizado neste trabalho,
conhecido como método de Crank-Nicolson.

Assim, apos a utilizacao do método de Crank-Nicolson, dado ¢,_1, o problema
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B18 pode ser reescrito como: Determinar ¢, € S, tal que:

At [ Oc, Ow At Jc
. at [ deow , A I o —
/Qc wdz + > | ox 8xdx—|- 5 QU(c )8xw x
At

a(cp)cpwdx
2 Ja

cn_lwdx-l-? ' ou 6_xdx+7 Qv(cn_l) 9

/ At [ Ocp_q Ow At 0Cn_1
Q

At
— [ G(cp-1)cnrwdz, Yw e V" (3.19)
Q

Conforme mencionado, utilizou-se o método de elementos finitos para a discretiza-
¢ao espacial. Considere, entdo, o dominio 2 = (0, L) particionado em N,,, pontos, com
Npp = Ng+1, onde N, é o nimero total de elementos. Cada elemento §2, = [z, z41]

tem tamanho h = L/Nel, onde se supos uma parti¢do uniforme da malha por simpli-

o Nel _  Nel
cidade. Além disso, tem-se que 2 = [J Q. e [ Q. = @ (conjunto vazio). Assim, as
e=1 e=1

fungoes de elementos finitos para o n-ésimo passo de integragao sao definidas:

Nnp

'(z,t) = Zqﬁj(x)cjm para z € €
j=1

Nnp

w(z,t) = Z ¢(z)w;., para z € €, (3.20)
j=1

onde cj;, ¢ o valor de ¢ para 0 n6 j no espaco e no instante de tempo ¢, e wj,
corresponde ao valor da fun¢ao peso w no nd j em t = ¢, e ¢; sao as fungoes de
forma. Neste trabalho adotou-se funcoes de forma lineares por partes.

Substituindo as fung¢oes (B20) no problema discretizado obtém-se um sistema de
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equacoes algébricas nao lineares.
Para linearizar os termos de ([BI9) utilizou-se o método de Picard no termo cor-
respondente a convecgao e o método de Newton no termo de reagao. Denotando por

k o numero da iteracdo, a velocidade v(c,) = vy + v1(c,) é linearizada fazendo-se

,U(Ck-l-l) ~ U(Ck)

= vy +uch (3.21)

No termo de reagao, que é fortemente nao-linear, utilizou-se o Método de Newton.
Assim, definindo-se a fungao f = &c¢, o valor da funcdo na iteracdo k + 1, f(cF*1), é

aproximado pela tangente & curva f em c, isto &,

re = pe)+ ()

o (ck+1 . ck)

k

= —Bc" + (1 +B8)(c")? = (")’ + [-B +2(1 + B)c* = 3(c")”] (" = )

= —(148)(M) +2(F) + [=B+2(1 + B)F = 3(cF)?] &, (3.22)

Assim, usando (BZ0) e as linearizacoes apresentadas, a forma linearizada associada
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a (BI9) pode ser escrita como

Nnp Nnp
Souid 63 ok ida
i=1 o j=1
At Nnp Nnp
7 ¢i,x Z ¢j,mC§+1 + Qsi'U (Ck) Z ¢j,m0§+1+
o j=1 j=1
Nnp
oF (5 —2(1+8)cF+3 (ck)2> Z @-cf“dm] } (3.23)
j=1
Nnp
sz‘ /¢i Cin—1)dT—
i=1 Q
At
<5 [ [Biatina+ v (o)) can)at
Q

6 (Beinry — (145) (e-n)” + (ea-)) de] -

%/gbz [(1 +5) (ck)2 -2 (ck)g} dz

Observacao: Nos casos em que o coeficiente de difusao nao pode ser considerado

constante, a formulacdo variacional é obtida a partir de (84 e a linearizagdo do termo

difusivo é feita da mesma forma que no termo convectivo, ou seja, usando o método

de Picard. Isto significa que D = (ﬁ—ﬁ’nCm é linearizado como

D(Ck+1) o~ D(Ck)

DO kym
= Gl (3.24)
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Como estas equagoes sao validas para todo w;, e definindo
k+1 k+1  k+1 k+1%.
c = {c1 1€y e Cnpd
t
Cn-1) = {Cl,(nfl)a Co(n—1)s--+» anp,(nfl)} ’

podemos escrever o sistema de equagoes algébricas associado a B.23 na seguinte forma

matricial
M + K (F) # = B () + F (cn-)) - (3.25)
M(c*) e K(c*) sao matrizes de dimensGes Nnp x Nnp e os vetores B (¢*) e F (c(n-1))

tem dimensoes Nnp X 1 e sao construidos pelas contribuicoes elementares, isto é,

Nel Nel Nel Nel

M = |_|me; K (ck) = |_|ke; B (ck) = |_|be; F (c(n_l)) = |_|fe,
e=1 e=1 e=1 e=1

onde | | representa o operador unido. Para i,j = 1,2, as contribuicoes elementares

sao computadas como

ms; = / (1 +B8-2(1+p8)c"+3 (ck)Z) Pidjda;

Qe
. At
ki = 3 (hiwdja + v (*) didj ) da;
Qe
b = [ o cads-
Qe
At
7 [¢i,$(cn—1,$ + ¢iU(Cn—1)Cn—1,z+
Qe

$i(8— (1 + B)(cn-1)" + (cn—1)*)dz] ;
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fr=-5 [ola+m (@) 2]

Para a resolucao de (B:20)) estabelecemos o seguinte algoritmo de predi¢ao-corregao.

(1) defina  ¢q) = co
(2) para n=1,...,nstep
& =) (Fase preditora)
(3) for k=1,..., knax (Fase corretora)
construa M, K (), B (¢*) e C (cn-1))
calcule ¢t :
Mc+t + K (ck) k1 =B (ck) + C (C(n_l))
Nn, 2
Se max ;"7 |F*! — ¢k| < tol vé para (4)
fim (3)
(4) C(n) — Ck—|—1
fim (2)

Neste algoritmo, o nimero maximo de passos no tempo (nstep), o nimero maximo
de iteragoes (kmax) € a tolerancia do processo iterativo (tol) sdo definidos pelo usuério.
A etapa (2) deste algoritmo refere-se a evolu¢do no tempo. Adota-se como solucdo
inicial do tempo atual (n) a solugdo final do tempo anterior (n-1). Esta é a denominada
etapa de predicao. Em seguida, inicia-se o processo iterativo, etapa(3), onde a solucao
é corrigida até que a convergéncia entre duas solucdes consecutivas seja alcancada.

Quando isto ocorre, a solu¢do aproximada para o tempo atual é atualizada (etapa

(4)) e o algoritmo avanga para o proximo passo de tempo.
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Como sera demonstrado nos resultados numéricos do capitulo ll a solu¢ao aprox-

imada usando a formulacao descrita pode apresentar oscilacoes espurias localizadas

junto a frente populacional. Isto ocorre quando o termo convectivo prepondera sobre

o difusivo. Este é um fené6meno bastante conhecido na literatura e pode ser contor-

nado utilizando um método estabilizado de elementos finitos. Neste trabalho optamos

por utilizar o método SUPG (Streamline Upwind Petrov-Galerkin) desenvolvido em

(Brooks e Hughes, 1982). E um método variacionalmente consistente e estével, para

os problemas uni-dimensionais tratados neste trabalho. E obtido adicionando-se a

BI8) o termo

Ne

> (R(ch),Tsv(ch)g—:)

e=1

bl
Qe

onde R(c") é o residuo da solucdo aproximada c® definido como

ho Och ach "

Rc :—E—Fv(ch)% W%—&(ch)ch.

(3.26)

O parametro 7, é denominado parametro de upwind e tem dimensdao de tempo.

Muitas formas tém sido propostas na literatura para a definicdo deste parametro

(Hauke_e Olivares, 2001). Neste trabalho, optamos por usar sua concep¢ao original

apresentada em (Brooks e Hughes, [1982) e definida por
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. ho , . . .
onde o nimero de Peclet local, P, = %, ¢ um nimero adimensional que avalia a
relacdo entre os termos convectivo e difusivo, para a discretizagao utilizada. A funcao
¢ & uma funcdo adimensional de ponderagido que permite que, com a defini¢ao ([B27),

a solugao aproximada para o caso estacionario, sem termos de fonte e reacao, e com in-

terpolantes lineares seja nodalmente exata. Tal fungao é definida por (Brooks e Hughed,

1989):

£(P,) = coth(P,) — 1/P,. (3.28)
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Capitulo 4

Resultados

Neste capitulo, utiliza-se a metodologia descrita no capitulo anterior para obter
solugoes aproximadas que possibilitem uma melhor compreensao da relagao entre os
fenomenos de difusao, advecgao e reagao, em especial quando existe uma dependéncia
da densidade, que atuam no processo de dispersao populacional.

Em todos os exemplos foram considerados modelos de uma tnica espécie em um
dominio (£2) uni-dimensional, e, para efeito das simulacoes, observou-se a evolucao

do processo durante um intervalo de tempo limitado T.

4.1 Homing Animal

O hominJ;I é¢ um fenémeno de migracao que tem despertado interesse principal-
mente pela perfeicao com que certos animais percorrem enormes distancias até atin-

gir um destino pré-definido. Um exemplo de homing ocorre com as tartaruga Verde

'Homing: fenémeno no qual o animal adulto retorna ao local onde nasceu (UFSC, 2005).
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Marinha, que migram da costa do Brasil para postar seus ovos nas praias da Ilha
de Ascension, no meio do Oceano Atlantico, nadando cerca de 5.000 Km para isto.
Este deslocamento envolve mecanismos sofisticados de dire¢ao que ainda sao pouco
conhecidos.

Estudos comprovam a existéncia de homing nos quais um dos mecanismos uti-
lizados para atingir o destino é a busca aleatoria (Jones, 1959; Saila e Shappy, 1963;
Wilson e Findley, 1972). No caso de passaros, Wilkinson (1952) demonstrou que a
busca aleatéria pode explicar alguns fené6menos associados ao homing. Wilkinson
modelou matematicamente a busca aleatéria através da equacao de difusao para ca-
minho aleatorio (LI2) considerando como concentracao C' a densidade de péassaros.

Neste modelo ainda foram estabelecidas as seguintes hipoteses (Wilkinson, 1952):

e a busca pelo local é individual: de acordo com resultados experimentais
considera-se que péssaros nao voam em um Gnico grupo ou em uns poucos

grupos grandes;

e a busca é completamente aleatéria e o animal nao tem memdria: sig-
nifica dizer que o passaro nao conhece previamente o caminho para o laxg. Esta
suposicao assegura que os resultados dos calculos sejam pessimistas e é um re-
curso utilizado para considerar que um péassaro buscarid em qualquer territorio,

por mais improéprio ou hostil que seja, onde seu lar possa estar;

2Lar: considerado o local de nascimento.
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e a busca aleatéoria é um processo de difusao caracterizado por uma
difusividade constante: em geral quanto maior o valor de D, maior serd o
sucesso dos passaros no homing. Para determinar os valores de D, considera-se
que a velocidade de voo (v) é conhecida e fica dentro de certos limites bastantes
estreitos para cada espécie, e o caminho livre a percorrer, L, nao é muito maior
que a distancia do horizonte visivel. Assim, o coeficiente de difusao pode ser
definido como

1

D= Z?}LQ. (4.1)

Ao longo deste experimento, a distancia serd medida em milhas e o tempo em

dias, assim D serd medido em milhas quadradas por dia;

e a busca dura efetivamente somente um tempo finito: se o tempo fosse
ilimitado, todos os péssaros iriam para o lar cedo ou tarde. Na pratica ou
eles morrem ap6s um certo tempo ou em um tempo definido o incentivo para
o homing desaparece. Assume-se que todos os passaros nao buscam por um
tempo superior a t,. Isto significa que os animas buscam somente durante uma
fracao dos dias do calendario. Outro fator importante refere-se ao tempo diario
despendido no homing, visto que os passaros nao voam durante todo o dia.
Sendo assim, assume-se um dia de 8 horas voadas nos resultados numéricos

apresentados.
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O dominio computacional considerado consiste na reta de comprimento L onde o
ponto x = L é o local para onde os individuos objetivam retornar, e o ponto x =0 é
o local onde o animal percebe o homing. Define-se N, como a densidade de passaros
que perceberdao o homing no ponto de origem e fardo o percurso até o local objetivo
com uma difusividade constante.

A formulagido matematica deste problema de homing é definida em z € Q = (0, L)

et e I=(0,T]dada por: Determinar C : Q x [0,7] — R tal que:

oC 0°C
_(pPC\ _ O x I 4.2
ot ( 8372) Ooem ik .
oz o) = az @y = (4.3)

C(z,0) = Nod(z).

O comprimento L foi tomado suficientemente grande de modo que se possa considerar
fluxo zero em x = L. A condicao inicial foi definida como zero em todo o dominio
exceto no ponto x = 0, onde a densidade de passaros Ny percebera o homing. Sob
tais condigbes, a solucao exata de (fL2), para um tempo suficientemente grande pode

ser determinada analiticamente (Okubo e Levin, 2001)) resultando em

Cla,t) = ﬁ [exp{—%} _exp{_%}], (4.4)

para (z > 0) € Q.
Este modelo foi aplicado por Wilkinson visando testar suas hipoteses de busca

aleatoria para o passaro Estorninho (Sturnus vulgaris).
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O Estorninho é uma ave migratoria que invadiu as ilhas do Atlantico, a América do

Norte, a Nova Zelandia, a Australia e o Sul de Africa tornando-se uma das espécies

de péssaros mais abundantes e distribuidas da América do Norte (Duncan et al

2003). Nos paises do Mediterraneo, os Estorninhos formam bandos de milhoes de

individuos figura (1), como acontece na Tunisia, constituindo uma grande ameaga

para os olivais chegando a ser incluida na lista da ISSG/IU CNQ como uma das piores

espécies invasoras ((GISP_Global Invasive Species Progra. 005; ISSG, 2005).

(a) (b)

Figura 4.1: Estorninho (Sturnus vulgaris): a) animal adulto; b) bando de Estorninhos

(http:/ /www.usgs.gov).

Os valores de estorninho para difusividade e duragao do homing sao (Wilkinso

1952):

D = 8.000(milhas)?/dia; (4.5)

to = 12,5 dias.

30 ISSG (Invasive Species Specialist Group) é parte da comissdo SSC (Species Survival Com-
mission) do IUCN (World Conservation Union) que tem por objetivo promover formas de reduzir
os impactos produzidos por espécies exdticas ao ecossistema natural e s espécies nativas através da
prevencio, controle e da erradicagio das espécies invasoras (http://www.issg.org).
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Figura 4.2: Distribuicao da densidade populacional no espago em ¢ = 1 dia.

Utilizando os parametros At= 1 dia, Az=10 milhas, Ny=10.000 aves em 10 milhas
observa-se na figura (£2) que em um tempo proximo de zero, a solucdo analitica e
aproximada nao coincidem, o que ja era esperado, pois a analitica nao esta definida
em t = 0. As figuras ([@3)) e (4) mostram que com o passar do tempo a solucao
analitica e aproximada estao cada vez mais proximas.

Observando a seqiiéncia de figuras (Z0),([0) e (1) nota-se que nem todas as aves
atingem o objetivo dentro do tempo 7' = t;. De acordo com as hipo6teses propostas
por Wilkinson, as aves que nao chegaram ao ponto objetivo em ¢, = 12,5 ou morrem
ou perdem o incentivo para o homing.

Com o objetivo de gerar cenarios mais adequados a esta situagao, introduz-se ao

problema inicial uma funcdo de crescimento (¢C = rC'), onde a taxa de crescimento
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Figura 4.3: Distribuicao da densidade populacional no espago em ¢ = 3 dias.
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Figura 4.4: Distribuicao da densidade populacional no espaco em ¢ = 6 dias.
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Figura 4.5: Distribuicao da densidade populacional no espago em ¢ = 9 dias.
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Figura 4.6: Distribuicao da densidade populacional no espaco em ¢ = 12 dias.
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Figura 4.7: Distribuicao da densidade populacional no espago em ¢ = 12.5.

especifica r < 0 é uma constante que representa a mortalidade no periodo.

Utiliza-se uma mortalidade média de 1 por cento ao ano (for_ Environment. Food e Affairs

2004), obtendo-se um comportamento semelhante ao observado no caso sem mortali-

dade para tempos préximos a t = 0 conforme mostrado na figura ([EH).

Para esta situacao pode-se também determinar a solucao exata, que é dada por

Okubo e Levin, 2001). As figuras ([E9) e (I0) mostram um declinio acentuado do
processo de homing. Percebe-se que o modelo incluindo mortalidade espelha melhor
a realidade visto que espera-se que apos %y existam poucas ou nenhuma ave ainda

executando o homing, o que pode ser observado na figura (ETIT]).
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Figura 4.8: Distribuicao da densidade populacional no espago em ¢ = 1 dia.
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Figura 4.9: Distribuicao da densidade populacional no espaco em ¢ = 6 dias.
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Figura 4.10: Distribuicao da densidade populacional no espaco em ¢t = 9 dias.
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Figura 4.11: Distribuicao da densidade populacional no espago em ¢t = 12,5 dias.
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Figura 4.12: Velocidade do fluxo atrativo.

4.2 Dispersao de Insetos

Neste exemplo numérico modela-se a dispersao de insetos utilizando equacoes de
convecgao-difusao-reacao para o caso em que a difusividade D depende da densidade
C(x,t), incorporando os efeitos da pressao populacional. Este tipo de abordagem foi
tratado com detalhes nos trabalhos de (Okubo e Levin (2001) e Murray (1989), que

expressaram o fluxo populacional por
J=VC - D(C)VC, (4.6)

onde

C m
D= DO <—) , m > 0, (47)
Co
e Dy é a difusividade para uma concentragao de referéncia C(z, O) = Cy. Observa-se
que com m > 0 a difusividade aumenta com a densidade.

O campo de velocidades V representa o efeito de atracao dos insetos para uma

regido em particular. Assim, qualquer tendéncia para a concentracao dos insetos em
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torno de um ponto é interpretada como o resultado de um fluxo de atragao para o
dado ponto (Okubo e Levin, 2001). Um modelo simples é obtido definindo o ponto
de atragdo como a origem, x = 0 (figura EL12), e assumindo que o fluxo devido a este

efeito é constante, resultando em
V = yysinal(z), (4.8)

onde
1, se x> 0;

sinal(x) = 0, se r=0; . (4.9)
-1, se x <0.

Substituindo () e (), em (EH) e ndo incluindo o termo associado & dinamica

local, a equacao da dispersao para insetos é expressa por:

oC 0, . 0 Cc\"oC
N + Vo [sinal(z)C] = DO% [(@) %} , (4.10)

cuja solucao analitica pode ser obtida apenas para condigoes especificas. Cabe notar
que se escalas de tempo maiores forem consideradas, pode ser necessaria a inclusao
do termo reativo associado a dinamica local.

Os resultados numéricos foram obtidos utilizando o parametro m = 2 e as seguintes

condicoes de contorno e inicial

{ C(0,t) = No, C(L,t) =0; (4.11)

C(z,0) = Nyd(z),

onde Ny = 10.000 insetos por unidade de comprimento. O dominio computacional
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Figura 4.13: Distribui¢ao da densidade populacional no espaco para m = 2

foi definido como 2 = (0,200) e utilizou-se uma malha de 200 elementos finitos
igualmente espacados e passo no tempo At = 0.1.

A figura ([LI3)) exibe o comportamento da solug¢do aproximada de (EEI0) no periodo
final quando o processo de dispersao atinge seu estagio estacionario, quando com-

parado com a solugao aproximada observa-se que a populacao se dispersa somente

em uma regiao finita z;, definida como (Okubo et all, [1989)

Ty = Do/mCO. (412)

A solucao aproximada apresenta boa concordancia com a exata nesta situacao de

equilibrio.
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4.3 Dispersao com Efeito Allee

O problema de dinamica populacional considerado aqui descreve a propagacao de
uma frente de onda populacional que representa a invasao ou recuo de uma tnica
espécie considerando a migracao causada por fatores ambientais e por mecanismos
biolégicos e o efeito Allee na fungao de crescimento populacional. Esta dindmica

pode ser modelada pela equacado transiente, nao-linear de convecgao-difusao-reacao

da forma
oC 0 oC

Assume-se o seguinte campo de velocidade

V(C) =V, + ViC, (4.14)

onde a velocidade de migracao V; é conhecida e V;C depende da taxia da espécie.
Assume-se também que V;, V; e a difusdo D sdo constantes, chegando a seguinte

expressao

oC oC 02C
o7 T+ 210 55 =Doss

+0(0)C. (4.15)

Conforme Lewis e Kareiva (1993), considera-se que o termo de crescimento é dado
por

o (C)C =aC (C — Ko) (K — C). (4.16)
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E conveniente o uso da variavel adimensional ¢ = C/ K, de forma que (fI8) é rescrita

o(c)e=ac(c—p)(1-c),

onde 8 = Ky/K representa a intensidade do efeito Allee. O efeito Allee forte ocorre
quando 0 < 8 < 1, enquanto o fraco ocorre quando —1 < 8 < 0. Conforme apresen-

tado em LT a equagao adimensional é dada por

Oc dc O o 3
a—l—(vo—i-vlc)a—x—@—ﬁc—i-(l—i-ﬁ)c -, (4.17)

na qual a densidade populacional é redefinida tal que ¢ € [0,1] em t € I = [0,7]. Con-
siderando invasdo de espécies a equagdo (EIT) é resolvida em um dominio ilimitado

a partir de uma dada solucao inicial e com as seguintes condicoes no infinito:

parax — +4o0o=c=1 (a espécie esta na sua capacidade de suporte);

paraz — —oo=c=0 (a espécie estd ausente).

Do ponto de vista computacional, considera-se €2 longo o suficiente e limitado tal que
¢ = g1 = 1 no limite superior (x — +00) e ¢ = gy = 0 no limite inferior (z — —00).
Para estas condi¢oes de contorno pode-se encontrar em (Fifé, [1979) e (Aronson e Weinberge,
1978) a andlise de estabilidade assintotica da frente de onda para a equacao de difusdo-
reacao

+ 9(c). (4.18)



A existéncia da frente de onda c(z,t) = C(x — ct) foi obtida a partir das pro-
priedades da fun¢io nao linear g. Aqui, g(c) = —Bc+ (1+ 3)c? — ¢ e tem, no minimo
dois zeros ¢ = go = 0 e ¢ = g1 = 1. Se o efeito Allee forte esta presente, existird um
outro zero entre [0, 1] para o qual a taxa per-capita de crescimento é positiva. Os trés

principais resultados sobre (EI8) sao (ver também [Lewis e Kareiva (1993)):

e uma condicdo suficiente para a convergéncia para a frente de ondase 0 < 8 < 1

lim sup(c(z,0)) < B e lim inf(c(z,0)) > 3. (4.19)

T——00 T—+00

Quando S < 0, as condigoes iniciais devem ter suporte espacial limitado,

e para 0 < 3 < 1, existe uma tunica (exceto pela translagdo) frente de onda com

velocidade ¢ dada por
1
c=12 (5 - 5) (4.20)

Assim, a direcao de propagacao pode ser tanto positiva quanto negativa depen-
dendo de 3: para 8 < 1/2, a frente se propaga para a regiao onde a espécie esta
ausente, correspondendo a invasdo; para 8 > 1/2, a frente se propaga para a
regiao onde a espécie se encontra em sua capacidade de suporte, correspondendo

ao recuo; quando 5 = 1/2, a frente é estacionaria;

e para 1 < 8 < 0, existe uma velocidade méxima c¢* tal que existe uma frente
de onda com ¢ < ¢*. Tal velocidade ¢* tal que existe uma frente de onda com
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c < c¢*. Tal velocidade c* pode ser determinada para algumas faixas de valores
de B: para —1 < f < —1/2, ¢* é obtida linearizando (EI8) em zero, obtendo-
se ¢ = —2y/—fB. Fora desta faixa, isto é, para —1/2 < § < 0, o limite é
especificado por (E20).

Assim, a dire¢@o de propagacao é sempre negativa, independente da intensidade
do efeito Allee fraco. Em outras palavras, o efeito Allee fraco nao é capaz de

evitar um processo de invasao por si so.

Considerando apenas o efeito Allee forte e seguindo uma abordagem analitica
(Petrovskii e T, 2003) derivaram a solu¢do exata da frente de onda para a
equagao nao linear ({I4)). Eles obtiveram o mesmo valor assintético ({L20) para
a velocidade da frente para o caso sem migracao. Além disso, determinaram a
solugao para os casos com migracoes dependente e independente da densidade.

Tal desenvolvimento é apresentado no apendice A (ver também (Ognev et all,

1993)).

A seguir serao apresentadas algumas simulacoes considerando os efeitos Allee forte

e fraco.

4.3.1 Efeito Allee forte

Nestas simulagoes os resultados numéricos foram obtidos utilizando como condic¢ao
inicial a solugdo analitica ([AJ4) no tempo t=0 com os parametros ¢; = 100 e
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Figura 4.14: Distribui¢do da densidade populacional no espaco em diferentes momen-
tos do tempo para 3 = 0.2.

¢o = —100. Num dominio © = (—250,250) utilizou-se uma malha de 200 elementos
igualmente espacados e passo no tempo At = 0.1.

A condigao inicial utilizada descreve a propagacao de duas frentes populacionais
parciais conectando os estados estaveis homogéneos u = 0 (auséncia da espécie) e
u = 1 (a densidade populacional estd na capacidade de suporte do ambiente) ao
estado instavel u = 5.

A figura BLT4] compara a distribuicdo da densidade populacional obtida em difer-
entes momentos para § = 0.2 com a solugdo exata (A1) (caso sem migragdo).
Pode-se notar que as frentes populacionais propagam-se uma em dire¢ao a outra até
colapsarem (em torno de ¢ = 120) em uma tnica frente que se move para a direita,

correspondendo a invasao da espécie. A solucao numérica apresenta boa concordancia
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Figura 4.15: Distribui¢do da densidade populacional no espaco em diferentes momen-
tos do tempo para 3 = 0.6.

com a exata.

A figura (E10) exibe a densidade populacional para o caso § = 0.6. Neste caso,
a frente se move para a direita levando a espécie ao recuo. Para § = 0.5 a frente
é estacionaria apos ¢t = 200, como mostrado na figura (EI), correspondendo ao
equilibrio entre a difusdo e os processos locais (efeito Allee).

Observa-se, entao, que a intensidade do efeito Allee pode ser um fator determi-
nante no processo de invasdo de uma espécie ja que observando as figuras ([@IH) e
(18) percebe-se que o efeito Allee (forte) pode bloquear e até impedir a invasao de

uma espécie. Tais resultados estao em concordancia com os resultados analiticos da

literatura (Petrovskii e Li, 2003; Lewis e Kareiva, [1993; [Fife, 1979).

Nas figuras ({I7) e (EIX), observa-se que o comportamento para 3 > 0, nio
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Figura 4.16: Distribui¢do da densidade populacional no espaco em diferentes momen-
tos do tempo para S = 0.5

depende da condicao inicial. Estes graficos mostram a distribuicao espacial da popu-
lacao em diferentes instantes de tempo, para 8 = 0.2, para duas diferentes condicoes
iniciais: uma funcao sigmoidal e uma funcao linear, respectivamente, conectando os
dois estados estéveis homogéneos. Apo6s um periodo inicial transiente, a frente po-
pulacional é formada e o processo de invasao avanca. O comportamento qualitativo
é exatamente o mesmo em ambas as situagoes: uma vez que o periodo de transiente
inicial termina, a espécie invade o novo habitat e a frente propaga-se com a mesma
velocidade (em torno de —0.45). A despeito da esparsidade da malha, esta velocidade
de propagacao da frente esta de acordo com a solugdo analitica (ver apéndice [Al).
Para compreender o comportamento do processo de invasao quando além dos

processos locais existem outros fatores ambientais/biolégicos incentivando ou inibindo
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Figura 4.17: Distribuicao espacial da densidade populacional em diferentes momentos
do tempo para = 0.2 - Funcao incial sigmoidal.
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Figura 4.18: Distribuicao espacial da densidade populacional em diferentes momentos
do tempo para 8 = 0.2 - Funcao incial linear.
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Figura 4.19: Distribui¢do da densidade populacional no espaco em diferentes momen-
tos do tempo para 8 = 0.2;v9 = 0.1 e v; = —1.0.

a invasdo de um novo habitat, considera-se em (ELI7) os pardmetros associados ao
termo advectivo vy e v; ndo nulos.

A figura (I9) mostra o comportamento da solugdo numeérica para § = 0.2; vy =
0.1 e v; = —1.0 em comparagdao com a solucao exata em diferentes momentos de
tempo. Novamente a solucdo numeérica apresenta boa concordancia com a solucao
exata para uma larga faixa de tempo.

A figura (E20)) exibe o comportamento da migragio independente da densidade
vy em situagdes de invasdo/recuo para t = 160 com 5 = 0.2 e v; = 0, com v, variando
de —0.4 a 0.6. A solucao em ¢t = 120 é apresentada na figura ({21]), para os mesmos
valores de vy, onde as setas indicam a direcao das frentes de ondas. Comparando

estas figuras verifica-se que a advecgao incentiva a invasao da espécie quando vy < 0.

92



08} Vv0=02 ——--

06 [

0.4

c (xt)

0.2

0.2 I I I I I I I I I
-250 -200 -150 -100 -50 0 50 100 150 200 250

Figura 4.20: Distribuicao da densidade populacional no espago em ¢ = 160 para
B=02ewv;, =0.

Por outro lado, o recuo da espécie s6 ocorre a partir de um limiar (v = 0.4) que
depende da intensidade do efeito Allee. Neste ponto, os efeitos locais sao balanceados
pela difusao e pela advecgao e a frente permanece no mesmo lugar.

O comportamento da migracao dependente da densidade é mostrado para dois
instantes de tempo ¢ = 120 e ¢ = 160 na figura ([£22) com § = 0.2, vo = 0 e v;
variando entre —3.0 e 3.0. Pode-se notar que a solugao se comporta de maneira
similar ao caso de migracao independente da densidade: v; < 0 incentiva a invasao
da espécie e também existe um valor limite acima do qual o recuo da espécie ocorre.

Ainda na figura (#.22) pode-se notar que instabilidades numéricas aparecem para
v, = —3.0. Estas oscilagoes localizadas, nao fisicas, podem ser completamente elimi-

nadas usando a formula¢do SUPG (Brooks e Hughes, [1982) conduzindo ao resultado
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Figura 4.21: Distribuicao da densidade populacional no espago em ¢ = 120 para
B=02ewv;, =0.
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Figura 4.22: Distribuicao da densidade populacional no espaco em ¢ = 120 para
B8=02euvy=0.
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Figura 4.23: Distribuicao da densidade populacional no espago em ¢ = 120 para
B=02euvy=0.

mostrado na figura (23] para os mesmos parametros.

4.3.2 Efeito Allee fraco

Os resultados numeéricos foram obtidos utilizando como condicao inicial a solugao
(A14) no tempo t = 0 com os parametros 5 = 0.2, ¢; = 100 e ¢ = —100 em um
dominio computacional 2 = (—500, 500), discretizado com 400 elementos igualmente
espacados e passos no tempo At = 0.1. Para investigar o comportamento do efeito
Allee fraco nos cenarios de invasao, apresenta-se alguns experimentos numéricos com
-1 < B <0 e vy, vy nulos. A figura [{24) exibe a distribuigdo espacial da densi-
dade populacional com um efeito Allee fraco (8 = —0.2) sem migracao. Apos uma

rapida fase inicial transiente, as duas frentes colapsam, formando uma tnica frente
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Figura 4.24: Distribuicao espacial da densidade populacional em diferentes momentos
do tempo para 8 = —0.2.
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Figura 4.25: Distribuicao espacial da densidade populacional em diferentes momentos
do tempo para 8 = —0.1.
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Figura 4.26: Distribuicao espacial da densidade populacional em diferentes momentos
do tempo para S = —0.3.

populacional que move-se rapidamente para a esquerda, estabelecendo a invasao. A
velocidade da frente para § = —0.2 é aproximadamente trés vezes maior que para
B = 0.2, para uma mesma condi¢do inicial. As figuras [@20) e (E20) mostram a
distribuicao espacial da densidade populacional, para 8 = —0.1 e 8 = —0.3, re-
spectivamente, sem migragdo. Pode-se observar que um efeito Allee fraco nao pode
bloquear a invasao no caso sem migracao e a velocidade da frente aumenta conforme
a intensidade do efeito Allee diminui. O comportamento da advecgdo/migragio no
caso de espécies com efeito Allee fraco é similar ao observado quando a espécie possui
um efeito Allee forte. A figura exibe a distribuicao espacial da densidade popu-

lacional em diferentes momentos de tempo quando 8 = —0.2, v = 0.1 e v; = —1.0.
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Figura 4.27: Distribuicao espacial da densidade populacional em diferentes momentos
do tempo para 8 = 0.2, vg = 0.1 e v; = —1.0.

Observa-se que estas velocidades afetam positivamente na taxa de invasao. Para pre-
venir a invasao é necessaria uma contrapartida da advec¢ao maior do que quando o
existe um efeito Allee forte. Observa-se também que quando o efeito Allee presente
na dinamica populacional é fraco, a distribuicao espacial da densidade populacional
depende da condigao inicial conforme os ultimos cenédrios mostrados aqui. As fig-
uras (28) e (E2Y) apresentam a soluc¢do com = —0.2 sem migracdo obtidas com
condi¢do inicial [AT4) (com S = 0.5, ¢; = 50 e ¢o = —50), e com a condigdo inicial
linear, respectivamente. Quando comparadas com a figuras ([24]), pode-se notar que

a velocidade da frente de ondas é fortemente afetada pela condicao inicial.

98



0.8 B

0.6

160(120 80 | 40 0 T

0.4 4

c (x,t)

0.2 B

-0.2 L L L L L L L L
-500 -400 -300 -200 -100 0 100 200 300 400 500

Figura 4.28: Distribuicao espacial da densidade populacional em diferentes momentos
do tempo para § = —0.2 - condigéo inicial (A14).
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Figura 4.29: Distribuicao espacial da densidade populacional em diferentes momentos
do tempo para 8 = —0.2 - condi¢ao inicial linear.
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Conclusoes

Neste trabalho, a equacao transiente de convecgao-difusao-reacao nao-linear foi
usada para modelar a dindmica de populacdes de uma tnica espécie de organismos
em diferentes situagoes. Sua resolucao numeérica foi obtida usando-se o método de
Galerkin com elementos finitos lineares para a discretizacao espacial e o método de
diferencas finitas de Crank-Nicolson para a discretizagdo temporal. Em um caso
considerado no qual os efeitos convectivos preponderam sobre os difusivos, o método
SUPG foi utilizado em lugar do método de Galerkin, removendo as oscilacoes espiirias
desta situacao. Os resultados numéricos apresentados comprovam a precisao e esta-
bilidade da solugao aproximada quando comparados com as solugoes exatas. Como
as solucoes exatas foram obtidas a partir de hipoteses bastante restritivas, a mode-
lagem numérica apresentada possibilita avaliar a dinamica de um processo qualquer
para diversas situacoes de parametros, propiciando a simulacao de cenarios para uma
grande variedade de problemas. Neste contexto, a metodologia numeérica apresentada

neste trabalho representa um avango do ponto de vista de problemas ecolégicos. Para
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o problema de invasao, os resultados obtidos nas se¢oes ([E31]) e (32) demonstram
que a invasao de uma espécie que possui um efeito Allee forte pode ser impedida pela
sua incapacidade de atingir uma taxa de crescimento positiva. Esta caracteristica,
quantificada por 3, associada a condig¢oes ambientais apropriadas podem bloquear
a invasao. Por outro lado, isto nao ocorre com uma espécie que apresenta efeito
Allee fraco. Estes resultados estao totalmente em concordancia com as referéncias na
literatura (Okubo_e Levin, 2001; [Petrovskii e Li, 2003).

A maior vantagem do método numérico proposto é fornecer uma ferramenta con-
fiavel para o estudo da dispersao biologica ampliando os horizontes da pesquisa nesta
area fornecendo cenérios para uma grande variedade de problemas biologicos.

Por outro lado, o presente estudo, ainda preliminar, aponta na direcao de muitos
desenvolvimentos a serem abordados em trabalhos futuros. Nas maior parte das sim-
ulacoes numéricas utilizou-se valores ficticios ou resultados de outros experimentos
presentes na literatura (Skellam, [1951; Okubo e Levin, 2001)). Com tais informagoes
obteve-se resultados que indicam através dos graficos os efeitos de fendmenos especi-
ficos (taxia, efeito Allee,...) sobre a dispersdo populacional. Tais efeitos ou resultados
sao qualitativos, levando-nos a perceber a necessidade de um estreitamento entre as
areas de modelagem teérica e numérica com os experimentos de campo que possam
fornecer subsidios para este tipo de pesquisa. Neste contexto, muitos outros mod-

elos poderiam ser avaliados na modelagem numérica proposta. Em particular, nos
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experimentos em que se considerou que a velocidade de convecgao aumenta linear-
mente com a densidade populacional, poderiam alternativamente considerar relagoes
mais complexas que tornassem o modelo mais realistico. Cabe mencionar também
que considerou-se neste trabalho a dispersao num contexto de invasao biologica onde
dentre as caracteristicas capazes de aumentar o potencial de invasao da espécie esta
a existéncia de um ciclo reprodutivo curto (Rejméanek, [1996). Assim, utilizar um
modelo em que os individuos migrem e se reproduzam ao mesmo tempo pode ser
considerado adequado. Contudo, existem muitas situagoes em que estes dois proces-
sos sao restritos a estagios diferentes da vida do organismo, requerendo a inclusao de
estrutura etaria (Deng e Hallam, 2004).

Finalmente, considerando o fato de que a dispersao tri-dimensional é dificil de
ser observada (Okubo e Levin, 2001), a extensdo do modelo proposto para dominios
bi-dimensionais propiciaria a simulacao de situacoes mais realistas. Esta etapa talvez
seja a de mais imediata e facil execugao devido a metodologia numérica utilizada
calcada no método dos elementos finitos. Neste sentido, pode-se utilizar a compreen-
sao adquirida no modelo uni-dimensional, desenvolvido neste trabalho, em modelos
bi-dimensionais e a partir de uma parceria com profissionais de areas biolégicas que
possuem dados coletados fornecer cenarios que possam realmente servir de apoio a
decisoes e planejamentos que diminuam o impacto ambiental negativo das dispersoes

de algumas espécies.
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Apéndice A

Solucao Analitica

Neste apéndice descreveremos os procedimentos para a obtencao da solucao analitica
da equacao que modela o processo de invasao, levando em conta apenas os processos
de difusao e de crescimento com efeito Allee forte. Para maiores detalhes, consultar as
referéncias Ognev et all (1995); [Petrovskii e Li (2003) nas quais se baseia a descri¢do
que aqui apresentaremos.

Consideremos, entao a equagao diferencial de difusao-reacao, escrita na sua forma

adimensionalizada como

2
WTh ), )= —fut (14 B, (A1)

sujeita as seguintes condicoes de contorno
u(x — —o0,t) =0, u(x — o0o,t) = 1.

Vamos analisar inicialmente a situagao quando existe a homogeneidade espacial. E

conhecido que o sistema apresenta comportamentos distintos dependendo do valor
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de (3, que representa a intensidade do efeito Allee. Assumindo que a func¢do de

crescimento f (u) satisfaz

existe um ponto de equilibrio trivial na origem e um ponto de equilibrio nao trivial no
valor normalizado 1, quando o sistema estd na sua capacidade de suporte. Quando a
populacao exibe um efeito Allee forte, pode existir um outro ponto de equilibrio entre
0 e 1. Neste caso, o parametro que define a intensidade do efeito Allee, 5 (0 < 5 < 1),
serd este outro ponto de equilibrio. A figura ([A]) apresenta a fungdo de crescimento
e a funcao de crescimento percapita para alguns valores de  entre —1 e 1.

A questao que se apresenta agora refere-se ao comportamento do sistema sujeito a
heterogeneidade espacial. Para isso, passamos a apresentar o procedimento utilizado
para a determinac¢do da solugdo analitica de ([AJ]). Define-se, inicialmente, uma

fungdo auxiliar z (z,t), de modo que a solucao de ([A.J]) pode ser escrita na forma
aZ 1
t)=p=—1[z— A2
u (Ia ) :u’ax [Z ZO] ’ ( )

onde p é um coeficiente diferente de zero. O caso pu = 0 corresponde & solugao
trivial u (z,t) = 0. Como do ponto de vista biologico se esta interessado em solugoes
limitadas para u (x,t), 2o foi incluido no denominador para evitar singularidades. Se
existe o limite Z para z (z,t) tal que z(z,t) < Z ou z(x,t) > Z, entdo 25 < Z ou

zp > Z, respectivamente.
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Figura A.1: Funcao de crescimento e a funcao de crescimento per-capita para alguns
valores de (: (a) e (b) sem efeito Allee; (c) e (d) 5=0.3; (e) e (f) 8=-0.3.
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Substituindo ([A2) em ([Al), obtém-se

03z 0z 0%z }

Como a constante zy é (aproximadamente) arbitraria e diferentes poténcias de [z — 2]

sao linearmente independentes, a relagao anterior é equivalente ao seguinte sistema:

0%z 0%z 0z

orot 013 oz

— =3——pu(1+75)=—; A3
5 = g2 P+ B) 5 (A.3)
= +V2.
Consideremos, inicialmente, o valor positivo de p, isto é, u = /2. Neste caso,

derivando ([A3b) em relacio a = e usando (A3 a), o sistema anterior se reduz ao

seguinte sistema de duas equagoes lineares

Pz (1+p6)0%2z Loz

9x® 2 022 20z =0
0z 02z 0z
% 30 Va4 p) O (A.4)

A equagdo caracteristica correspondente a ((A.dla) pode ser escrita na forma

AN —

1+5) _
7 At =0 (A.5)
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cuja solucao fornece, além da solucgao trivial,

)\12 € )\2:

Sl
Sl

se

(14 8)° =48> 0. (A7)

Tal condicao é sempre satisfeita para a funcao de crescimento considerada. Assim, a

fungdo z (z,t) é determinada por

z(z,t) = fo (t) + f1 () exp (Mz) + fo (t) exp (Aoz) . (A.8)

Para obtermos as fungdes fy (¢), f1 (t) e fo (t), substituimos (A8) em ([Alb), con-

duzindo ao seguinte sistema de trés equagoes ordinérias

dfo

@ =
T v —vaa+p) s (4.9)
Ve [0 -vaa+8)] 2o,
cuja solucdo fornece
fo (t) = Cy;
fr(#) =Crexp (mt), 7 =3X = V2(1+p)Ai; (A.10)

fo(t) = Coexp (121), 72 =33 — V2(1+8) .
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Assim, a fungdo z (z,t) pode ser escrita como
z(z,t) = Co+ Crexp (AMx + 71t) + Co exp (Aoz + Yot ) (A.11)

onde as constante Cy, C; e Cy serao determinadas a partir da condi¢ao inicial. Sub-

stituindo agora ([A11]) em (A-2)) obtém-se finalmente

01)\1 exp ()\1.1‘ —+ ’ylt) + 02/\2 exp (/\Q.T + ")/Qt)

t) =v2 :
u(x,t) \/_(CO+ZO)+01 exp (AMz + 1t) + Cy exp (Aox + Yot)

(A.12)

Note que se (Cy+ zp),C1 e Cy tiverem o mesmo sinal, entdo u (z,t) serd sempre
positiva, o que é biologicamente relevante. Sabendo-se ainda que V2M =B eVv2)\ =

18, conforme (AZ6), e fazendo

Cl 02
(S

B == B = s
! C()—|—Z() ? Co+20

a equagdo (AJ2) pode ser reescrita como

U (x t) _ BBy exp ()\1$ + ’Y1t) + Bs exp ()\23; + 'VQt)
) 1+ By exp (M@ +mt) + Boexp (Aoz + Yot)

(A.13)

Podemos reescrever as constantes B; como

Cl C’2
' exp<n[co+ZOD ¢ exp<n[CO+ZOD’

de modo que obtém-se

Bexp (,\lx + vt +1n [Cﬁjzo]) + exp ()\Qx + 72t +1In [cocjzo])

1+ exp Mz + it +In [@5]) +exp (hoz + 7t +1n [2%5])

u(z,t) =

1Se o efeito Allee é forte, estes sdo exatemente os pontos de equilibrio nio-triviais do problema
espacialmente homogéneo.
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que pode ser reescrita simplesmente como

_ Bexp (M&r) +exp (M)
! (:c, t) 1+ €xp ()\151) + exp ()\252) ’ (A'M)

onde

1 C
51:x+ﬂt+—ln[ ! ];

)\1 )\1 C() + 20
Y2 1 Cy
=z + 2t+—1
52 IE+/\2 +)\2 n|:00+20:|

Para simplificar denotaremos
gzzx_nzt'i_d)z: 7::]-72:

onde

ni=vV2(1+8)—3\ e qbi:iln[ C, ]

)\i C() + 20
Consideremos agora o valor negativo de p em (A3), que conduz & uma equagio

caracteristica cuja solucao além da trivial é

-1 —
M=— ¢ )\2:72-

Realizando o mesmo procedimento feito anteriormente, obtém-se expressao final para

a solucao desejada semelhante a ([A.14]), apresentando simetria com relacao a origem.

Assim, sem perda de generalidade, vamos assumir daqui em diante a solugao

([(A14), obtida com p = /2. Esta solucio para 8 = 0.2, ¢; = 100 e ¢, = —100 esta
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Figura A.2: Distribuicao espacial da densidade populacional em ¢ = 0 for § = 0.2,
¢1 =100 e ¢y = —100.

mostrada na figura ([A2)) para ¢ = 0. Esta solugdo apresenta duas frentes de onda
parciais que conectam os dois estados homogéneos estaveis © = 0 e v = 1 com o
estado instavel u = 3. A separacao entre estas frentes parciais é definida pelos valores
¢i, que estabelecem suas posigoes (fases). A titulo de ilustragdo, as figuras (A3) e
(A24) apresentam a solugdo em ¢t = 0 para ¢; =50 e ¢y = —50,e d =0e gy =0,
respectivamente.

A medida que o tempo evolui, estas duas frentes parciais se propagam uma na
direcao da outra, até se colapsarem formando uma tnica frente de onda. A partir dai,
esta frente de onda se propagara com velocidade e dire¢ao definidas pelo balango entre

os efeitos difusivo e reativo presentes. Assim, dependerd explicitamente do parametro

110



1 T
/ t=0 ——
0.9

0.8

0.6

0.5

|
|
|
|
|

Densidade Populacional (u)

0.4 /
0.3 J
0.2

0.1

-200 -100 0 100 200

Figura A.3: Distribuicao espacial da densidade populacional em ¢ = 0 for § = 0.2,
¢1 =50e ¢2 = —50.
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Figura A.4: Distribuicdo espacial da densidade populacional em ¢t = 0 for g = 0.2,
¢1 =0e ¢2 =0.
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B. A figura ([AH) apresenta a solucao u (z,t), com 8 = 0.2, ¢; = 100 e ¢ = —100,
para véarios intervalos de tempo. Para estes parametros, observa-se que a frente de

onda se propaga para a esquerda, conforme indicado pela seta.

1 7 7 - ; T
i [ ! t=0 ——
i [ : ! t=40 -------
| i : ! t=80 oo
i i B ! t=120
i ! ; | =160 --—-
0.8 i i ; : =700 ------ |
s
© i i : |
5 08 R o
& ! i : !
g ‘ b /
o ' i ' !
o i i | 0
) i i | i
k) i ! ! |
S 04 i : '
2 g i i !
k3 i . 1
o ! i : !
; | : i
0.2 : =
/// I
/ S
i ; !
i
0 B - . i
-200 -100 0 100 200

Figura A.5: Distribuicao espacial da densidade populacional em diferentes passos de
tempo para 5 = 0.2, ¢; = 100 e ¢ = —100.

Do ponto de vista biolégico, esta situacao representa um processo de invasao. As-
sim, para um tempo suficientemente grande (ou valores apropriados de ¢;), a solucdo

se reduz & propagacao de uma tnica frente expressa por

_  &Xp (A26a)
u(z,t) = TT exp ()’ (A.15)

que se propaga com velocidade dada por

n2:\/§(1+5)—%:2ﬁ\/_§1. (A.16)
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Observe que como A; é menor que Ay, conforme ([Afl), isto sempre é verdade, sendo

que a direcao da propagacao dependera do parametro [ :

no <0 para < (invasdo);

ny =0 para (= (frente estacionaria);

NI= NI N

ne >0 para > (recuo).

Quando o modelo prevé que a dispersao do organismo também esta sujeita a
efeitos de migracao independente da densidade, isto é, relacionados ao ambiente fisico,
a dinamica da populacao passa a ser descrita por:

ou ou 0%u
R + ao_

=—+ f(u), u) = —Bu+ (14 B)u? — ud, A7
S baggs = oo+ f(u),  f(u)=—Put(1+5) (A17)
onde ay é a velocidade do meio (adimensionalizada). A determinacdo da solucdo
analitica, neste caso, é quase imediata, bastando fazer uma mudanca de variavel tal

que

z=x—agt e u=1ulzt),

de modo que (A7) é reescrita como

.
W_ONN S, @)=t (14 AT

Assim, a solugdo de (A7) é obtida segundo o mesmo procedimento descrito. Apos
um tempo suficientemente grande para o qual uma tnica frente de onda é formada,

a solucdo u (z,t) é dada por
exp ()\252)
1+ exp ()\2&3)

u(z,t) =
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onde 52 =z + (ng + ag) t + ¢, com a velocidade da frente igual a ny + ag. Observa-se
ai o efeito da velocidade ag sobre o processo de invasao e sua relagido com a magnitude
do efeito Allee, resumidamente descrito como:

ne+ag <0 para <1 (1 - \/iao) (invasdo);
ny = —ag para B =1 (1—+v2a) (frente estacionaria);

no +ag >0 para > % (1 - \/iao) (recuo).

Finalmente, a ultima situacao que trataremos é a que prevé a dispersao do or-
ganismo quando sujeita & efeitos de migracao dependente da densidade, isto é, rela-
cionados a um estimulo de dispersao direcional que depende da pressao populacional.

Nesta situacao, a dindmica da populagao passa a ser descrita por:

0 0 0?
Srtanus =g f),  f)=—fut (1+H)u - (A.18)

onde a;u representa uma velocidade (adimensionalizada) que define um estimulo di-
recional para a migragao devido a um fator biologico. No modelo utilizado, define-se
uma dependéncia linear da velocidade com a densidade populacional. A determinacao
da solugao analitica, neste caso, nio é tdo imediata, visto que o sistema ([A3]), obtido

usando (A7), agora passa a ser

v _o: o
orot Oz ox’

0z 0%z 0z

— = (3+a1ﬁ)?—ﬁ(1+5) Gy (A.19)



Podemos considerar novamente aqui somente o valor positivo de 7z (o valor negativo
representa a solugdo simétrica em relagio a origem). Seguindo o mesmo procedimento
anterior, que consiste em derivar (AJ9b) em relacdo a x e usar ([(AJ%a), o sistema

anterior se reduz ao seguinte sistema de duas equagoes lineares

L 03z 0%z 0z
(2‘*‘@1#)% - (1+5)M@+58—x =0;
0z 0%z 0z
5 = Bt af) 55 — (1 +8)ag . (A.20)

A solugao, além da trivial, da equagdo caracteristica associada a (A20-a) é

- - 1
)\1 = g e /\2 = —, (A21)
i i
de modo que a funcio auxiliar z (x,t) é determinada como (A8), where
fot) = Co e fi(t)=Crexp(Tit), (A.22)
no= Bram A -pl+pN, i=1,2 (A.23)

Considerando agora os mesmos argumentos sobre as constantes de modo a garantir

positividade da solucao, obtém-se a solugao

w(z,t) = Bexp (Ai&;) + exp (Aa6y)

= Bt it A24
1+exp (>\1§1) + exp (>\2§2) ’ ( )

para a qual £, = x — Mt + ¢, m; = H(1+8) — 3+ am) N,i = 1,2. A solucdo

([(A24)) tem propriedades similares a (ATI4]). Como \; < )g, a solucio (A-24) descreve
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uma unica frente populacional para um tempo suficientemente grande definida pela

seguinte expressao:

_exp (Mgy)
e (Mats)’

que se propaga com a velocidade 71, = (1 + ) — (3 + a171) /B, que depende tanto
de 3 quanto de a;. Note que quando a; = 0, 7 = p, reproduzindo o resultado ([A14).
O caso geral com migracao independente e dependente da densidade é expresso

consolidando-se os resultados anteriores, conduzindo a

u(z, ) = Bexp (A [z — (M +ao)t + ¢1]) +exp (Ao [z — (M2 + ag) ¢ + ¢2])
; 1+exp (M [z — (B +ao)t + ¢1]) +exp (Ao [7 — (T + ag) t + do])

Semelhantemente, trés situacoes podem ocorrer:

Mo +ap <0 (invasdo);
iy = —ag (frente estacionaria);

Tia +ag >0 (recuo).
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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