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Resumo

Couto, Kelvin Rodrigues. Método do Gradiente para Funcées Convexas
Generalizadas. Goiania, 2009. 74p. Dissertacdo de Mestrado. Instituto de
Matematica e Estatistica, Universidade Federal de Goias.

Neste trabalho trataremos da convergéncia do método do gradiente para minimizar
func¢des continuamente diferencidveis e convexas-generalizadas, isto é, pseudo-convexas
ou quase-convexas. Veremos que sob certas condi¢des o método do gradiente, assim como
o método do gradiente projetado, gera uma sequéncia que converge para minimizador
quando existe um e a funcdo objetivo € pseudo-convexa. Quando a fungdo objetivo é
quase-convexa a sequéncia gerada converge para um ponto estaciondrio do problema

quando existe um tal ponto.

Palavras—chave
Método do Gradiente, Método do Gradiente Projetado, Fungdes Convexas

Generalizadas.



Abstract

Couto, Kelvin Rodrigues. Gradient Method for Generalized Convex Func-
tions. Goiania, 2009. 74p. MSc. Dissertation. Instituto de Matematica e Estatis-
tica, Universidade Federal de Goias.

The Convergence theory of gradient method and gradient projection method, for mini-
mization of continuously differentiable generalized convex functions, that is, pseudocon-
vex functions and quasiconvex functions is studied in this work. We shall see that under
certain conditions the gradient method, as well as gradient projection method, generate
a convergent sequence and the limit point is a minimizing, whenever the function has
minimizing and is pseudoconvex functions. If the objective function is quasiconvex then

the generated sequence converges to a stationary point whenever that point exists.

Keywords

Gradient Method, Gradient Projection Method, Generalized Convex Functions.
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CAPITULO 1

Introducao

Consideremos uma fungdo f : R” — R continuamente diferencidvel. Trataremos

inicialmente, do seguinte problema irrestrito:
min f(x), xe&R" (1-1)

Uma idéia natural para resolver esse problema, seria encontrar um x*t! € R” a partir de

xk € R" de tal modo que:
FEEY < (5, k=0,1,....

Uma estratégia natural para resolver (1-1) seria encontrar uma sequéncia {x*} de pontos
em R”, de tal forma que a funcdo objetivo f seja decrescente. Considerando-se que na
direcio —V f(x*), a funciio f é decrescente a partir de x* nessa diregdo, pelo menos para

passos curtos f;, > 0, isto nos sugere a seguinte iteracao:
AT = K V(5. (1-2)

E exatamente na iteracio (1-2) que consiste o método do gradiente. Observemos que o
método gera uma sequéncia de pontos {x*} em R” de tal forma que f(x**!) < f(x*), ou
seja, o método gera uma sequéncia de pontos {x*} em R” de tal forma que ocorra um
decrescimento da fungio objetivo, quando aplicada na sequéncia {x*}.

O método do gradiente, também conhecido como método de Cauchy, é um
dos métodos mais antigos e mais simples para minimizar uma fun¢do f : R" — R.
Observemos que, até o momento, sé sabemos que o método busca pontos, tais que ocorra
um decrescimento da fungdo objetivo, a principio ndo temos nenhuma garantia que a
sequéncia de pontos {x*} em R” converge para a solugio de (1-1), se a solucio existir.
E importante percebermos que para cada forma de calcular o comprimento do passo 7,
gera-se uma sequéncia {x*} diferente. Assim, a convergéncia do método estd relacionada
com a forma com que o comprimento do passo #; é escolhido, além, € claro, com o tipo

de fungdo objetivo que estamos trabalhando.
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Veremos no Capitulo 4 que para uma escolha de passo #; que satisfaca a certas
condig¢des propostas em [7], garantiremos que se o problema (1-1) tiver solucdo entdo o
método do gradiente convergird para um ponto estacionério do problema em questao, no
caso em que a fungdo objetivo f € quase-convexa.

Para o caso em que nosso problema € restrito, ou seja, trataremos da minimizagao
de uma funcdo objetivo f : R” — R continuamente diferencidvel sobre um conjunto

D € R", nosso problema pode ser proposto como:
min f(x), DeR" (1-3)

Para os problemas restritos (1-3) estudaremos o método do gradiente projetado, que foi
originalmete estabelecido por Goldstein [3] e por Levitin e Polyak [8]. O método consiste

em definir uma sequéncia de pontos {x*} como:
ka :xk(tk) = P(xk—thf(Xk)), (1-4)

onde P(-) denota a projegio sobre D, isto &, P(x* — 1V f(x*)) é o ponto pertencente a D
que estd mais préximo de x* — 7,V f(x*). Observemos que as iteracdes para o método do
gradiente projetado sdo uma combinagdo natural do método do gradiente para problemas
irrestritos, com a projecao das iteracdes obtidas sobre o conjunto vidvel D C R” em
questao que, no nosso caso, € um conjunto nao-vazio, fechado e convexo.

Veremos, no Capitulo 5, que para escolha de passo f; descrita em [12], a
sequéncia {x}, gerada pelo método do gradiente projetado, convergird para solugio do
problema (1-3), caso ela exista, f seja pseudo-convexa e os passos #; sejam limitados
superiormente. E no caso em que f for quase-convexa, veremos que a sequéncia {x*},
gerada pelo método do gradiente projetado, convergird para um ponto estacionério do
problema (1-3), caso exista solucgdo.

A respeito da organizacdo deste trabalho, ele estd organizado da seguinte forma:

Com o objetivo de tornar este trabalho auto-contido, no Capitulo 2 trataremos
de conceitos basicos para a compreensao do trabalho, tais como: resultados de andlise
na Secdo 2.1, resultados de otimizacdo na Sec¢do 2.2, andlise convexa na Secdo 2.3 e
resultados sobre projecdes na Secdo 2.4. Os resultados de andlise serdo divididos em
duas partes: na primeira trataremos de andlise real e na segunda parte trataremos de
andlise em R”; os resultados de otimizag¢do sdo limitados a defini¢des basicas como
minimizadores e pontos estaciondrios; a Secdo 2.3 é fundamental, pois definiremos
fungdes convexas, quase-convexas, pseudo-convexas e resultados sobre essas classes.
Toda essa discussdo serd amplamente utilizada nos Capitulos 4 e 5; a Secao 2.4 tratara de
algumas das principais propriedades do operador projecao, e serd exigida no tratamento
do Capitulo 5.
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O Capitulo 3 servird de preparacdo para a leitura dos Capitulos 4 e 5, pois
dard uma visdo preliminar sobre o método do gradiente e sobre o0 método do gradiente
projetado. No Capitulo 3 veremos que o método do gradiente é um tipo de método de
descida, além disso, ficard claro que cada forma de calcular o comprimento do passo
fx» gera uma sequéncia {x*} diferente, pois discutiremos algumas buscas lineares, tanto
para o caso de problemas irrestritos (tratados pelo método do gradiente), quanto para
problemas restritos (tratados pelo método do gradiente projetado).

E como ja foi dito anteriormente, estudaremos no Capitulo 4 algumas condi¢des
sob as quais a sequéncia {x*}, gerada pelo método do gradiente, convergira para um ponto
estaciondrio do problema (1-1), quando a fun¢ao objetivo f é quase-convexa. Além disso,
veremos que o tipo de busca linear definida em [7] por Kiwiel e Murty, generaliza vérios
outros tipos de busca linear, como por exemplo: a busca linear definida pela regra de
Armijo, as buscas linares definidas por Burachik at al. em [1] e a busca proximal definida
no artigo [4] de Tusem e Svaiter.

No Capitulo 5, como j4 foi dito anteriormente, estudaremos algumas condic¢des
sob as quais a sequéncia {xk}, gerada pelo método do gradiente projetado, convergird
para um ponto solucao do problema (1-3), quando a fun¢do objetivo f € pseudo-convexa.
Estudaremos também algumas condi¢des sob as quais a sequéncia {x*}, gerada pelo
método do gradiente projetado, convergird para um ponto estaciondrio do problema (1-3),
caso a funcdo objetivo f seja quase-convexa.

E por fim no Capitulo 6 faremos nossas consideragdes finais.



CAPITULO 2

Conceitos basicos

Neste capitulo faremos uma breve revisdo sobre alguns conceitos, que serao
exigidos para leitura deste trabalho, para isso dividimos este primeiro capitulo em quatro
secdes, nas quais trataremos, respectivamente, de conceitos de bdsicos de andlise, otimiza-

¢do, andlise convexa e projecoes.

2.1 Resultados basicos de Analise

Com esta primeira secao queremos fazer um breve revisao sobre alguns conceitos
de anélise, para isso a dividimos em duas subsecdes. Na primeira subsecdo trataremos de
conceitos relativos a andlise real e na segunda abordaremos conceitos sobre andlise no

espaco euclidiano R”.

2.1.1 Resultados e conceitos de Analise real

Com o objetivo de tornar este trabalho auto-contido indicaremos, nesta subsecao,
alguns resultados bésicos de andlise real. Estes resultados sdo de cardter introdutério e
podem ser encontrados em muitos livros de introdugdo a anélise real, por exemplo em [9].

Considerando X C R, dizemos que o nimero real a € um ponto de acumulagao
do conjunto X se para todo € > 0, o intervalo (¢ —€,a+€) contém algum ponto x € X
diferente de a.

Seja f: X C R — R uma funcdo real e a um ponto de acumulagdo de X, diremos
que o numero real L é o limite de f(x) quando x tende para a para significar que:
dado arbitrariamente € > 0, sempre podemos encontrar 6 > 0 de tal modo que tenhamos
|f(x) —L| <&, sempre que x € X e 0 < |x —a| < 6. Adotaremos a notagao:

lim f(x) =L
x—a
Estudando sobre limites de fun¢des podemos verificar, dentre outros resultados impor-

tantes, o seguinte teorema.
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Teorema 2.1 Sejam a um ponto de acumulacdo de X C R e fungoes reais f, g: X — R.
Se limy_,, f(x) =L e limy_,,g(x) = M com L < M, entdo existe & > 0 tal que:

xeX,0< |x—al<d= f(x) < gx).

Prova. Veja pagina 155 de [9]. 0J

Como consequéncia imediata do teorema anterior temos o seguinte corolario.

Corolario 2.2 (Permanéncia do sinal) Sejam a um ponto de acumulacdo de X C R e
f:X =R Selim,_, f(x) =L com L <0, entdo existe & > 0 tal que:

xeX,0<|x—al<d= f(x) <O.
Prova. Basta fazer g(x) = 0 no dltimo teorema, que a prova segue de forma direta. O

Uma sequéncia de ntimeros reais € formada pelo conjunto das imagens de uma
fungdo x : N — R, definida no conjunto N = {1,2,...} dos nimeros naturais e tomando
valores reais. O valor x(k), para todo k € N, é chamado de k-ésimo termo da sequéncia e
serd representado por x;. Quando nos referirmos a sequéncia x usaremos a notago {x}.
A seguir definiremos um conjunto limitado.

Dizemos que uma sequéncia real {x;} é limitada quando o conjunto de seus
termos ¢ um conjunto limitado, isto €, existe M € R tal que |xz| < M para todo k € N. E
dizemos que uma sequéncia real é convergente ao ponto a quando para valores grandes
de k, podemos garantir que os termos x; tornam-se e se mantém tao préximos de a quanto
se deseje. Assim dizer que a sequéncia real {x; } converge ao niimero a significa que: para
todo € > 0 existe ko natural tal que |x; —a| < €, sempre que k > ng. Em notagéo padrao
temos

lim x; = a.

k— o0
Pela discussdo acima pode ser feita de forma imediata a verificacio dos seguintes

teoremas.
Teorema 2.3 O limite de uma sequéncia real {x;} convergente é iinico.

Prova. Veja pagina 85 de [9]. O

Teorema 2.4 Toda sequéncia real {x;.} convergente é limitada.

Prova. Veja pagina 86 de [9]. 0J
Uma subsequéncia da sequéncia real {x;} é a restri¢do da fung¢do x a um subconjunto

infinito N’ = {kj,k,...} de N. Usaremos a nota¢do Xi; com j = 1,2,..., para indicar a
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subsequéncia da sequéncia {x;}. Dizemos que uma sequéncia {x;} é crescente quando
Xr < Xx+1 para todo k € N, se pudermos afirmar que x; < x; para todo k € N entdo di-
remos que {x; } € uma sequéncia ndo-decrescente. De forma anédloga definimos sequéncia
decrescente e sequéncia ndo-crescente. Uma sequéncia que é crescente ou decrescente ou
ndo-crescente ou ndo-decrescente, é dita uma sequéncia monétona. Com estas defini¢des
em maos juntamente com as discussdes anteriores, pode-se verificar os seguintes teore-

mas.

Teorema 2.5 Se uma sequéncia de niimeros reais {x;} converge para o niimero L, entdo

toda subsequéncia de {x;} também converge para L.

Prova. Veja pagina 85 de [9]. O

Teorema 2.6 Uma sequéncia real, mondtona e limitada é convergente.

Prova. Veja pagina 86 de [9]. 0

Teorema 2.7 Se uma sequéncia mondtona de niimeros reais {x; } possui uma subsequén-

cia convergente, entdo {xy} é convergente.

Prova. Veja pagina 86 de [9]. 0
Para encerrar a discussdo sobre sequéncias reais, enunciaremos um resultado bastante
conhecido, e que serd utilizado em demonstragdes de fatos importantes em capitulos

subsequentes.

Teorema 2.8 Toda sequéncia limitada de niimeros reais possui uma subsequéncia con-

vergente.

Prova. Veja pagina 96 de [9]. 0J
Antes de encerrar a subsecao com o Teorema 2.10, precisaremos definir o conceito de

funcdo continua.

Definicao 2.9 Sejam f: X C R — R uma funcdo real e a € X. Dizemos que f é continua

no ponto a € X, se para todo € > 0 dado arbitrariamente, existir > 0 tal que:
x—a| <d=|f(x)—fla)|<e, VxeX.

Para finalizar esta subsecdo, apresentaremos a seguir um resultado importante sobre
Anélise real. Este teorema garante que sob certas condi¢des uma funcao continua f admite

valor maximo e valor minimo.
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Teorema 2.10 Toda fungdo continua f : [a,b] — R definida em um intervalo fechado é

limitada e atinge seus extremos, isto é, existem x1,x; € [a, b tais que,

fa) < f(x) < flx),  Vxelab].

Prova. Veja pagina 187 de [9]. 0J

2.1.2 Resultados e conceitos de Analise em R"

Nesta subsecdo abordaremos conceitos basicos de andlise no espago euclidi-
ano R” como produto interno e norma, o que nos levard a enunciar a Desigualdade de
Cauchy-Schwarz. Além disso, trataremos de resultados cldssicos sobre sequéncias, pois
aparecerdo com frequéncia nas demonstracdes de teoremas de importancia relevante nos
ultimos capitulos. E por fim discutiremos conceitos e resultados relacionados a fun¢des
f:U CR"— R, como derivadas direcionais, Teorema do Valor Médio e Diferenciabili-
dade de f.

O elemento inicial do estudo da topologia do espaco euclidiano R" € a no¢ao

sobre produto interno, que definiremos a seguir.

Definicao 2.11 Um produto interno é uma funcdo real simétrica, bilinear, positiva
definida R" x R" — R, ou seja, um produto interno é uma relacdo em que cada par de
elementos de x,y € R" corresponde a um elemento real, indicado por (x,y), de tal forma

que para quaisquer x,y,z € R" e o € R tenhamos:
[P1] (x,y) = (y,x);

[P2] (x+y,2) = (x,») +(,2)

[P3] {ox, y) = oulx, y) = (x, auy);

[P4] x#0= (x,x) > 0.

A seguir definiremos uma norma no espaco euclidiano n-dimensional, que é o conceito

necessdrio para defini¢ao de distancia.

Definicao 2.12 Uma norma no espaco euclidiano n-dimensional R" é definida como uma
fungdo real positiva || - || : R" — Ry que para x,y € R" e a € R cumpre as seguintes

condigoes:

[NT] o+ y[| < [|x[| + [ly

>

[N2] [|oux]| = for|[|x

)
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[N3] x#0 = ||x|| > 0.

Enunciaremos, em seguida, o teorema que nos dard a expressao de uma desigualdade

muito conhecida e importante, conhecida como Desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Teorema 2.13 Sejam os pontos x,y € R" quaisquer, entdo temos a desigualdade:
[, < xlllvll, paratodo  x,y€R".

E a igualdade em (2.13) ocorre se, e somente se, os vetores x,y sdo multiplos escalares,

ou seja, se existe o € R tal que x = ouy.
Prova. Veja pagina 4 de [10]. 0J
Como foi dito anteriormente, usaremos o conceito de norma para definir distan-

cias entre pontos x, y € R”. Definimos a distancia de x a y por d(x,y) = ||x —y||. Agora

estamos preparados para uma defini¢do de bolas em R”.

Definicao 2.14 Seja a € R" e seja & > 0 um niimero real. A bola aberta de centro a e raio

9, ¢ o conjunto dos pontos x € R" cuja distdncia ao ponto a é menor do que 9, isto é,

B(a,d) = {x € D;

x—al| < 8}.

Analogamente, Bla,8] = {x € D; ||x —a|| <8} € a bola fechada de centro a e raio d.

Agora que sabemos identificar bola aberta, podemos definir um ponto interior a um

conjunto U C R" e, com isso, definir conjuntos abertos.

Definicao 2.15 Seja U C R". Um ponto x € U chama-se ponto interior ao conjunto
U, quando é centro de alguma bola aberta inteiramente contida em U. E dizemos que
um conjunto U C R" é um conjunto aberto, quando todos os pontos de U sdo pontos

interiores.

Com conhecimentos sobre distancias e bolas podemos falar em sequéncias. Uma sequén-
cia {x*} C R" é formada pelo conjunto das imagens de uma fungio x: N — R", que as-
socia a cada nimero k € N um vetor x* € R”, que denotaremos por x* = (Xky > Xkys - -+ 5 Xk, )-
Uma subsequéncia de {x*} é uma restricio da sequéncia a um subconjunto infinito
N ={k; <k <...<k; <...} C N. Dizemos que a sequéncia {x*} é limitada quando o
conjunto dos seus termos € limitado em R”, ou seja, quando existe um nimero real ¢ > 0
tal que ||xx|| < ¢, para todo k € N.

Definimos a € R” como o limite da sequéncia de pontos {x} C R", quando para
todo € > 0 existe kg € N, tal que, para k > ko temos ||x* —al| < €, ou seja, para k > ko

todos os elementos da sequéncia {x*} pertencem a bola B(a, &) , para todo & > 0.
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A seguir enunciaremos um teorema que pode ser usado para generaliza¢do dos

teoremas sobre sequéncias de nimeros reais, que foram tratados anteriormente.

Teorema 2.16 Uma sequéncia {x*} C R" converge para o ponto a = (ay,...,a,) se, e
somente se, para cada i =1,2,...,n, tem-se limkﬂwxf = aj, ou seja, cada coordenada de

{xkY converge para a coordenada correspondente de a.

Prova. Veja pagina 15 de [10]. 0

Observacao 2.17 Utilizando o teorema anterior vemos que as conclusoes dos Teore-
mas 2.3, 2.4 e 2.5 sdo verdadeiras para uma sequéncia {x*} C R". Para demonstracdo

deste fato, veja pdgina 14 de [10].

Para encerrar a discussdo sobre sequéncias {x} C R”, enunciaremos o resultado que

generaliza o Teorema 2.8 da subsec¢do anterior.

Teorema 2.18 (Teorema de Bolzano Weierstrass) Toda sequéncia limitada em R" possui

uma subsequéncia convergente.

Prova. Veja pagina 16 de [10]. 0
Agora mudaremos o foco de nossa discussado e discorreremos sobre fungdes reais defini-
das em R”, isto é, trataremos de conceitos e resultados relacionados a fungdes f : R” — R.

Primeiramente, definiremos uma fun¢ao continua em um ponto a € R".

Definicao 2.19 Uma funcgdo f : X — R, definida no conjunto X C R", diz-se continua no
ponto a € X quando, para todo € > 0 dado arbitrariamente, pode-se obter & > 0 de tal
modo que | f(x) — f(a)| < &, sempre que x € X e ||x —al| < 8. Diz-se que f : X — R é uma

fungdo continua, quando f é continua em todos os pontos.

Daremos agora a definicdo de derivada parcial para posteriormente formalizarmos o

conceito de funcao diferencidvel.

Definicao 2.20 Seja f : U — R definida no aberto U C R". Dado um ponto a € U, a
i-ésima derivada parcial de f no ponto a, com 1 <i < n, é definida pelo limite
af fla+te;)— f(a)

L (a) =1i
axi (a) t1—r>% t ’

Onde e; € R" é um vetor de R" composto pelo niimero 1 na i-ésima coordenada e por 0

nas demais coordenadas.

Definiremos a seguir o conceito de funcao diferencidvel para fun¢des de n varidveis, que

constitui a extensao adequada para a defini¢ao de fun¢do derivavel de uma s6 varidvel.
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Definicao 2.21 A aplicacdo f: U — R, definida no aberto U C R", diz-se diferencidvel
no ponto x € U, quando existem as derivadas parciais em x, isto é, o vetor gradiente

Vf(x) em x, e além disso, para x+v € U tem-se
fx+v)—f(x)=(Vf(x),v)+r(v), onde lim ) =

Considerando f : U — R definida no aberto U C R", seja a € U e v € R". Definimos
derivada direcional de f no ponto a, segundo o vetor v, como:
fla+wv) - f(a)

of
v (@)= lim t ’

quando tal limite existe. Este conceito de derivada direcional € fundamental para o
desenvolvimento do estudo sobre as fun¢des f : R” — R. Um resultado de grande
importancia em Anélise no espaco euclidiano R" e que serd exigido futuramente neste

trabalho, é o Teorema do Valor Médio que enunciamos a seguir.

Teorema 2.22 (Teorema do Valor Médio) Seja a fun¢do diferencidvel f: U — R definida
no aberto U C R". Suponhamos que o segmento de reta |a,a+v| esteja contido em U.

Entdo para v € R" existe 0 € (0,1) tal que,

fla+v)=fla)=(Vf(a+6v),v).

Prova. Veja pagina 123 e 138 de [10]. 0

No capitulo 4 serd exigido o conceito sobre funcdo Lipschitziana, que definiremos agora.

Definicao 2.23 Uma fungdo f : R" — R" é dita Lipschitziana se existir uma constante L,

chamada constante de Lipschitz, que satisfaca a seguinte condicdo

[f)—FDI<Lix=yll,  VxyeR™

2.2 Resultados basicos de Otimizacao

Seremos breves nesta se¢do. Por se tratar de um assunto tdo extenso, nos
deteremos a conceitos e defini¢des que aparecerdo ao decorrer deste trabalho. Definiremos
alguns conceitos introdutérios de otimizagdo, como minimizadores locais e globais e
pontos estaciondrios e alguns resultados bésicos.

Consideremos um conjunto Q C R" e uma fungdo f : Q — R, gostariamos de
encontrar o minimizador de f em €. Este problema normalmente é exposto da seguinte
maneira:

min f(x), xeQ. (2-1)



2.2 Resultados basicos de Otimizagao 20

O conjunto Q é chamado conjunto vidvel do problema (2-1), e a fun¢do f € chamada

funcdo objetivo do problema (2-1).

Definicao 2.24 Seja a fungdo [ : Q — R com D subconjunto de R", dizemos que x € Q é

minimizador local do problema (2-1) se existir € > 0, tal que,
f(x) < f(x), vV x € B(x,€). (2-2)
E dizemos que x é minimizador global do problema (2-1), se for possivel verificar que,
f(x) < flv), VxeQ. (2-3)

Observacao 2.25 Se as desigualdades (2-2) e (2-3) forem estritas, entdo X serd chamado,

respectivamente, de minimizador estrito local e minimizador estrito global.

Quando no problema (2-1) consideramos o conjuto € como sendo o préprio R”, entdao

dizemos que temos um problema irrestrito e apresentamos este problema como:
min f(x), xeR" (2-4)

onde f:Q — R, com Q C R"” um conjunto aberto. Quando a fun¢do objetivo f €

diferencidvel podemos definir um ponto estaciondrio.

Definicao 2.26 Dizemos que um ponto X € R" é um ponto estaciondrio ou critico para
problema (2-4), quando V f(x) = 0.

A definicdo de ponto estaciondrio é importante, pois estes pontos sdo os candidatos

naturais a minimizadores do problema (2-4).

Teorema 2.27 Seja QQ C R" um conjunto aberto e suponha que a funcdo f : D — R seja

diferencidvel no ponto x € R". Se X é um minimizador local do problema (2-4), entdo:
Vf(x)=0.

Prova. Veja pagina 15 de [5]. 0

Observacio 2.28 E importante notar que o resultado anterior também é vdlido quando
tratamos de problemas restritos a um conjunto vidvel Q, desde que, X esteja contido no

interior do conjunto vidvel Q.

Quando no problema (2-1) ndo consideramos o conjuto €2 como sendo o préprio R”, entdo

dizemos que temos um problema restrito e apresentamos este problema como em (2-1).
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Consideraremos € um conjunto convexo e fechado, pois esta serd a caracterizacdo de
no capitulo 5.
Também definimos ponto estaciondrio para problemas restritos, mas agora a

definicdo deve se adaptar a tais casos.

2,

Definicao 2.29 Dizemos que um ponto ¥ € R" é um ponto estaciondrio ou critico para

problema (2-1), quando:
(Vf(x),x—x) >0, VxeQ.

O préximo teorema afirma que como no caso dos problemas irrestritos, um minimizador

dos problemas restritos deve ser ponto estaciondrio do problema (2-1).

Teorema 2.30 Sejam D C R" um conjunto convexo e f : R" — R uma funcdo diferen-

cidvel no ponto X € D. Se X é minimizador local do problema (2-1), entdo
(Vf(x),x—x) >0, VxeQ.

Prova. Veja pagina 66 de [5]. 0J

2.3 Resultados basicos de Analise Convexa

Nesta secdo exibiremos resultados e defini¢des relacionados a andlise convexa.
Para isso dividimos esta se¢cdo em duas subsecdes: na primeira trataremos de fungdes
convexas e de conjuntos convexos, na segunda definiremos funcido pseudo-convexa e

funcdo quase-convexa, além de alguns resultados importantes.

2.3.1 Funcoes Convexas e Conjuntos Convexos

Comecaremos esta subse¢ao definindo um conjunto convexo em R”. Este con-
ceito serd exigido neste trabalho, quando estivermos trabalhando com problemas restritos

de otimizagdo.

Definicao 2.31 Um conjunto D C R" ¢é dito convexo, se para todo A no intervalo [0,1],
tivermos:
M+ (1-NyeD, VxyeD.

Geometricamente, esta defini¢do nos diz que o segmento de reta [x, y] definido por,

eyl i={Ax+ (1 -A)y:0<A <1},
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estd inteiramente contido em D, sempre que 0s pontos extremos x € y estdo em D.

Exemplo 2.32 O espaco euclidiano R" e a bola aberta de centro a € R" e raio §,

denotada por B(a,d), sdo conjuntos convexos.

A seguir daremos a defini¢ao de funcao convexa, que é um conceito muito importante em

otimizacao com o qual obtemos resultados fortes.

Definicao 2.33 (Funcdo Convexa) Uma funcdo real f : D — R definida sobre um

conjunto convexo D C R" é dita convexa em D, se para todo A € [0, 1] tivermos:
(I=N)f(®)+Af(x) > f((1-A)X+Ax), Vx,xeD.

A observacao a seguir nos dard uma caracterizacdo geometrica para a defini¢do anterior.

Observacao 2.34 Segue da definicdo anterior que o grdfico de uma funcdo convexa f,

deve estar localizado abaixo do seguimento de reta que liga os pontos (x, f(x)) e (v, f(y)).

A seguir definiremos epigrafo de uma funcao, e em seguida enunciaremos o Teorema 2.36,

que nos dard outra caracterizacao para fun¢do convexa definida em um conjunto convexo.

Definicao 2.35 O epigrafo da funcdo f: D C R" — R é definido como o conjunto:
Er={(x,c)eDxR: f(x) <c}.

Teorema 2.36 Seja D C R" um conjunto convexo. Uma fung¢do f : D — R é convexa em

D se, e somente se, o epigrafo de f é um conjunto convexo em R" x R.

Prova. Veja pagina 58 de [11]. 0J
Definiremos agora o conjunto de nivel de uma fun¢do, em seguida enunciaremos um
resultado, que nos dard uma condicao necessdria para que uma funcao real f, seja convexa

no conjunto convexo D C R".

Definicao 2.37 O conjunto de nivel de uma fungdo f : D — R associado a c € R, é o

conjunto dado por
Lsp(c):={xeD: f(x) <c}.

Teorema 2.38 Seja f uma funcdo real definida no conjunto convexo D C R". Uma
condigdo necessdria, mas ndo suficiente, para que f seja convexa em D, é que Ly p(c)

seja convexo para todo niimero real c.

Prova. Veja pagina 59 de [11]. 0
A seguir daremos um exemplo de fungdo que ndo é convexa, mas que Ly p(c) é convexo

para todo nimero real c,
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Exemplo 2.39 A fungdo real f(x) =x> é um exemplo de fungdo em que Ly p(c) seja

convexo para todo niimero real ¢, mas ndo é uma fungdo convexa.

Embora, como foi dito anteriormente, fungdes convexas sejam muito importantes, prin-
cipalmente em otimizagdo, ndo nos aprofundaremos neste assunto pois o objetivo deste
trabalho € obter resultados a respeito de uma classe maior de fungdes: As fungdes con-

vexas geralizadas, isto €, as funcdes quase-convexas e pseudo-convexas.

2.3.2 Funcoes Quase-convexas e Pseudo-convexas

Destinamos esta subsecao a um estudo dos conceitos relacionados a fungdes di-
tas convexas generalizadas, que como j4 foi mencionado, sdo as fungdes quase-convexas
e pseudo-convexas. Estes conceitos e resultados apresentados nesta subse¢do sao funda-
mentais para o desenvolvimento posterior deste trabalho. Comecemos com a defini¢do de

fun¢do quase-convexa.

Definicao 2.40 (Funcdo Quase-convexa) Uma funcdo real f definida sobre um conjunto
convexo D C R" ¢ dita quase-convexa em D, se para todo L € [0,1] e f(x) < f(%),
tivermos:

FIA=M)x+M] < f(X).

Observamos que dizer que uma funcao é quase-convexa significa, geometricamente, que
para cada x € D tal que f(x) < f(x), a fun¢do f ndo assume um valor maior que f(X),

sobre cada ponto da intersec¢do do segmento fechado [%, x].

Teorema 2.41 Seja f uma funcdo real definida no conjunto convexo D C R". Uma
condigdo necessdria e suficiente para que f seja quase-convexa em D, é que Ly p(c)

seja convexo para todo niimero real c.

Prova. Veja pagina 133 de [11]. 0

Observacao 2.42 Pelo Teorema 2.38 juntamente com o teorema 2.41, vemos que a classe

de funcoes quase-convexas contém a classe de funcoes convexas.

Para dar sentido a definicdo de funcdo quase-convexa, isto €, para mostrar que a defini¢ao
de funcdo convexa ndo € equivalente a definicdo de funcdo convexa, exibiremos um

exemplo de uma func¢do que é quase-convexa mas ndo €é convexa.

Exemplo 2.43 Pelo exemplo 2.39 jd sabemos que f(x) = x°

ndo é uma fungdo convexa.
Observando que Ly, p(c) é convexo para todo niimero real c, pelo teorema 2.41, conclui-

mos que f é uma funcdo quase-convexa.
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Pela observagdo anterior percebemos que métodos de otimizagdo desenvolvidos para
trabalhar com fung¢des quase-convexas, tratam de um niimero maior de problemas do que
os métodos desenvolvidos para fungdes convexas. O resultado seguinte serd importante

em demostracdes dos dltimos capitulos.

Lema 2.44 Sejam Q C R" aberto, x,y € Q e [ : Q — R diferencidvel e quase-convexa

em x. Entdo:

fO) < flx) = (Vf(x),y—x) <0.

Prova. Se x =y a afirmacgdo € direta. Consideremos entdo x # y. Como € é aberto, existe
uma bola aberta B(x,d) que estd contida em Q. Entdo para algum fital que 0 << le
~ )
u<

Ty—a> 5€J4

F=x+ply—x) = (1-f)x+fy. (2-5)

Portanto ¥ € B(x,8) C Q. Considerando que f(y) < f(x), temos pela quase-convexidade
de f que f(X) < f(x). E como X,x € B(x,8) C Q, pela convexidade da bola B(x, J) segue-
se,

FII=M)x+2Ax] < f(x), para 0<A<I1.

Pela diferenciabilidade da funcdo f em x € Q, obtemos a seguinte desigualdade,
(AVf(x), £ —x)+r(ME—x)) L[ £—x]| <0,

onde limy_,or (A (¥ —x)) = 0. Quando fazemos A tender a zero na tltima desigualdade,
chegamos a conclusdo que (Vf(x), X —x) < 0. E por fim substituindo a expressdo de X,
dada por (2-5) e usando fi temos o que queremos demonstrar. 0J
Agora definiremos uma fun¢ao pseudo-convexa. Este conceito serd exigido para o estudo

do capitulo 5, no qual trabalharemos com funcdes desta classe.

Definicao 2.45 (Fungao Pseudo-Convexa) Seja f uma funcdo real definida sobre algum
conjunto aberto do R" contendo o conjunto D, f é dita pseudo-convexa em D se é

diferencidvel e para todo x, x € D temos:

(V(FE),x=%) 2 0= f(x) = f(%).

Observacao 2.46 Observemos que se a funcdo real f: R — R é pseudo-convexa entdo
vemos que se f'(x) > 0 entdo f é crescente para x > %, se f'(x) < 0 entdo f é decrescente
para x < X e se f'(x) = 0 entdo f(¥) < f(x) para todo x € R.

Usando somente a defini¢do de funcdo pseudo-convexa e a definicdo 2.24, podemos

demonstrar o seguinte teorema.
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Teorema 2.47 Seja f : D — R uma funcdo pseudo-convexa em X € D, onde D C R".
Entdo:

(VF(x),x—x) >0, VxeD = f(X)=minf(x).

xeD

Prova. Usando a defini¢@o de fung¢@o pseudo-convexa temos f(x) > f(x) para todo x € D,

0 que conclui a demonstracao. 0

Corolario 2.48 Seja f : D — R uma func¢do pseudo-convexa em x € D, onde D C R".

Entdo:

Vf(x) =0= f(X) = min f(x).

xeD

Prova. Segue diretamente do Teorema 2.47. 0

Teorema 2.49 Sejam D C R" um conjunto convexo, e f uma funcdo real definida em
algum conjunto aberto que contém D. Se f é pseudo-convexa em D entdo f é quase-

convexa em D.

Prova. Veja pagina 143 de [11]. O

Observacao 2.50 A implicacdo inversa do teorema anterior ndo é vdlida, isto é, a classe
de fungoes quase-convexas ndo estd contida na classe de funcoes pseudo-convexas. Este

fato, serd discutido no proximo exemplo.

Exemplo 2.51 Considere a funcdo real f(x) = x>, pelo exemplo 2.43 sabemos que f é
uma funcdo quase-convexa. Como x = 0 é ponto estaciondrio de f, mas ndo é ponto de

minimo, pelo Coroldrio 2.48 sabemos que f ndo pode ser pseudo-convexa.

Até agora, ja sabemos que a classe de fun¢des pseudo-convexas estd contida na classe de
fun¢des quase-convexas, mas nao ao contrario. A seguir veremos que a classe de fungdes

convexas, ¢ um subconjunto do conjunto das fun¢des pseudo-convexas.

Teorema 2.52 Seja f uma funcdo real definida em um conjunto aberto D C R". Suponha
que X € D e que f seja diferencidvel em X. Se f for convexa em X, entdo f é pseudo-

convexa em X. A afirmacdo inversa ndo é verdadeira.

Prova. Veja pagina 144 de [11]. 0J
O préximo exemplo mostrard que a afirmacgdo inversa do Teorema 2.52 nao € verdadeira,
isto é, que a classe de func¢des pseudo-convexas nao estd contida na classe de fungdes

convexas.
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Exemplo 2.53 A fungdo real f : R — R dada por f(x) = —e éum exemplo de fungdo
pseudo-convexa, pois se f'(X) > 0 entdo f é crescente para x > X, se f'(x) < 0 entdo f
é decrescente para x < % e se f'(x) = 0 entdo f(X) < f(x) para todo x € R , mas f ndo
é convexa pois dados dois pontos x,y € R ndo garantimos que o seguimento que os liga

estd abaixo do grdfico de f.

Assim chegamos ao fim desta subsecdo, sabendo que a classe de funcdes quase-convexas
amplia a classe de fung¢des pseudo-convexas, que por sua vez, amplia a classe de funcoes

convexas.

2.4 Projecoes

Nesta secdo trataremos sobre proje¢des ortogonais, de um ponto x € R" sobre
um conjunto D C R". Os resultados desta secdo serdo exigidos quando trabalharmos
com problemas de otimizagdo restritos no capitulo 5. Algumas demonstragdes serdo
desenvolvidas e outras serdo indicadas, por se tratarem de um assunto bastante conhecido
na literatura.

Uma projecdo (ortogonal) do ponto x € R” sobre um conjunto D C R" é um
ponto pertencente a D que estd mais proximo de x, utilizando a distancia medida pela
norma euclidiana. Assim podemos dizer que a projecao de x € R" sobre D, € uma solugdo
global do problema:

min||y—x||, yé€D.

Definicao 2.54 Definiremos a projecdo de x € R" sobre D, do seguinte modo:
P(x) :=argmin{||y —x|| : y € D}. (2-6)

Teorema 2.55 ( Teorema da Projecdo)

(@) Seja D C R" um conjunto fechado e ndo-vazio. Entdo para todo ponto x € R", existe

uma projecdo de x sobre D.

(b) Se, além de ser fechado, o conjunto D for convexo, entdo para todo ponto x € R",

existe uma unica projecdo de x sobre D.

Prova. Veja pagina 10 e pagina 94 de [5] 0J
Consideraremos nos lemas subsequentes o conjunto D € R" como sendo ndo-vazio,

fechado e convexo.

Lema 2.56 Considerando P a projecdo sobre D. Temos as seguintes propriedades:
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(@) Sex € D, entdo (P(y) —y,x—P(y)) >0, para todo y € R";
(b) [[P(y) = P(x)[|* < (P(y) = P(x),y —x), para todo y, x € R";

(¢) (P(y) —P(x),y—x) >0, para x,y € R". Se P(y) # P(x), entdo a desigualdade é

estrita;

@ [[P(y)—PE)[ <|y—x

, parax,y € R", isto é, o operador projecdo é ndo-expansivo.

Prova. Consideremos y(at) = (1 — a)P(y) + ax. Como D é um conjunto convexo e
P(y) € D, conclui-se que y(a) € D, para todo x € D e para o € [0,1]. Pela defini¢do
de projecao (2-6), temos:

ly=POII <[[Py)—y(@)],  oel0,1].
Desenvolvendo a inequacgao anterior chegamos a seguinte inequagao,
2 (y—P(y),x—P(y)) — o [x = P(y)[|* < 0.

Agora, basta fazer o tender a zero pela direita e o item (a) estd demonstrado. Para

demontrar (b), sejam x, y € R", como P(z) € D temos pelo item (a) a desigualdade:
(P(y) =y, P(x)=P(y)) 20,  VyeR"

Como P(y) € D, obtemos de forma anédloga a desigualdade anterior, a seguinte expressao:
(P(z) —x, P(y)—P(x)) >0, VxeR"

Fazendo uma manipulacdo conjunta das duas desigualdades anteriores, demonstra-se
o resultado enunciado no item (b). O item (c) decorre diretamente do item (b). Para
demonstracdo de (d) basta utilizar (a) duas vezes, a Desigualdade de Cauchy-Schwarz,
e por manipulagdo algébrica simples conclui-se (d), para maiores detalhes veja pagina 98
de [5]. OJ

Lema 2.57 Seja P a projecdo sobre D. Considere x € D, e defina:
x(t) :=P(x—1td), d e R".

Entdo as duas afirmagoes seguintes sdo verdadeiras:
(@) (x(t)—x+td,y—x(t)) >0, paratodoy € D et > 0;

(b) Para todot >0 temos (d, x—x(t)) > ||x(t) —x||*/t.
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Prova. Basta fazer uma aplicacdo direta do item (a) e do item (b) do Lema 2.56 para
demonstrar, respectivamente, o item (a) e o item (b) deste teorema. ]
Do ultimo Lema concluimos os dois primeiros itens do proximo Coroldrio, que serd usado

muitas vezes durante o trabalho, principalmente no Capitulo 5.

Corolario 2.58 Seja f : R" — R uma funcdo diferencidvel e P a projecdo sobre D.
Considere x € D, e defina:

x(t) :=P(x—tVf(x)).
Entdo as duas afirmagoes seguintes sdo verdadeiras:
(@) (x(t) —x+tVf(x),y—x(t)) >0, paratodoy € D et > 0;
(b) Para todot > 0 temos (Vf(x),x—x(t)) > |jx(t) — x||* /1.

(¢) P(x—tVf(x)) =x, para algum t € Ry se, e somente se, (Vf(x),y—x) >0, para
todo y € D.

Prova. Para os itens (a) e (b) basta fazer d = V f(x) no Lema anterior. Para demonstrar o
item (c) consideremos primeiramente que P(x —zV f(x)) = x, pelo item (a) do Lema 2.56
conclui-se diretamente que (V f(x), y—x) >0, para todo y € D. Para mostrar a implica¢ao

contréria, observemos que pelo item (b) do Lema 2.56 segue a desigualdade
be(t) —x[1> < =1 (VS (x) , x(t) =x) <0

Assim x(¢) = x, ou seja, P(x —t V f(x)) = x. Portanto a demonstragéo estd concluida. [J

Lema 2.59 Seja P a projecdo sobre D. Dados x,d € R", a fungdo ¥ definida por

B |P(x+od) — x|

y(a) " ) o> 0.

é monotona (ndo-crescente).

Prova. Sejam o > 3 > 0 constantes reais. Se ||P(x+ od) —x|| = ||P(x+ Bd) — x|| o lema
segue. Suponhamos entao,

1P(x+ad) —x[| # [|P(x+ Bd) —x||. (2-7)

Através de um célculo simples vemos que se (v,u—v) > 0, entdo obtemos a desigualdade:

lul| _ (0 —v)

. 2-8
Wl = ) 9
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Fazendo u = P(x+od) —x e v= P(x+ Bd) — x, temos pelo Lema 2.56 (a) as seguintes
desigualdades:
(u,u—v) <o (d,P(x+ad)—P(x+pd)) (2-9)

(viu—v) >B(d,P(x+0ad)—P(x+pd)) (2-10)

Pelo Lema 2.56 (c) juntamente com (2-7) temos {d,P(x+ ad) — P(x+pd)) > 0. Por-
tanto, basta usar (2-8) juntamente com (2-9) e (2-10) para concluir o teorema. ]



CAPITULO 3

Método do gradiente com busca linear

Neste capitulo, faremos uma discussao bastante sucinta sobre problemas de
otimizacao restritos e irrestritos. O objetivo € dar uma visdo preliminar sobre o método
do gradiente para problemas irrestritos, € sobre o0 método do gradiente projetado para
problemas restritos. Assim este capitulo servird de preparacao para a leitura dos préximos
capitulos. Primeiramente, discutiremos sobre métodos de descida em problemas irrestritos
e buscas lineares para esses casos, pois como veremos o método do gradiente se enquadra
nesta classe de métodos. Encerraremos tratando do método do gradiente projetado.

Observamos que este capitulo foi baseado nas referéncias [5] e [6] de Izmailov e Solodov.

3.1 Meétodos de descida em problemas irrestritos

Consideremos f : R” — R uma fun¢do continuamente diferencidvel. Trataremos

do seguinte problema irrestrito,
min f(x), xe&R" (3-1)

Uma idéia natural para resolver esse problema, seria encontrar um xf*t! € R” a partir de

xk € R" de tal modo que:
FOEY < (¥,  para k=0,1,....

Isto é, uma estratégia natural para resolver (3-1) seria encontrar uma sequéncia {x} de
pontos em R”, de tal forma que a fung@o objetivo f seja decrescente. Considerando-se
uma diregiio d* € R”, tal que f é decrescente (pelo menos para passos curtos #; > 0) a

partir de x* nessa direcio teremos

FO* +ndb) < F(65).

k+1

Assim fazemos x**1 = xk 4 1,d*. Em seguida, repetimos o mesmo raciocinio para x**! e

assim por diante. Esses tipos de métodos sdo chamados Métodos de descida, pois a cada
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iteracdo diminuimos o valor da funcdo objetivo.

Observacao 3.1 Temos na verdade uma familia de métodos para resolver o proble-
ma (3-1), pois para cada forma de calcular a direcdo d*, e para cada forma de calcular

o tamanho do passo t, temos um método especifico.

2

Definicao 3.2 Dizemos que d € R" é uma direcdo de descida da funcdo f :R" — R no
ponto x € R", se existe € > 0 tal que f(x+1td) < f(x), para todot € (0,¢€|.

Para facilitar a escrita, denotaremos neste capitulo, o conjunto de todas as dire¢des de

descida da fungdo f no ponto x por Dy(x).

Observacao 3.3 A definicdo 3.2 nos diz, em outras palavras, que se d € Df(x), entdo
temos algum decréscimo da funcdo f, a partir do ponto x, para passos suficientemente
curtos na direcdo d. Assim, é evidente que uma direcdo de descida de uma fungdo f no

ponto x pode ndo existir.

No préximo resultado daremos uma caracterizacio para as direcOes de descida de uma

funcdo f no ponto x.

Lema 3.4 Seja f: R" — R uma fungdo diferencidvel no ponto x € R". As seguintes

afirmagoes sdo verdadeiras:

(a) Paratoda dire¢do de descida d € R" da fungdo f no ponto x, tem-se (Vf(x), d) <0.

(b) Se d € R" satisfaz (Vf(x),d) <0, entdo d é uma direcdo de descida da fungdo f
no ponto x, isto é, d € Dy(x).

Prova. Seja d € R" direcdo de descida da fungéo f no ponto x, ou seja, d € D(x). Entdo
para todo ¢ > O suficientemente pequeno e pela diferenciabilidade de f em x temos:
. r(v)
0> f(x+1td)— f(x) =t(Vf(x),d)+r(v), onde |lllm ﬁ:
v|—0 |V
Fazendo t — 0+, obtemos (V f(x), d) <0 e assim o item (a) estd demonstrado. A prova
de (b) segue a mesma ideia do item anterior. O
Se a fun¢do objetivo f, no problema (3-1), for uma funcdo diferencidvel, entdo o esquema
iterativo geral para os métodos de descida para problema irrestritos, pode ser enunciado

formalmente pelo algoritmo a seguir.



3.1 Métodos de descida em problemas irrestritos 32

Algorithm 1 (Algoritmo para métodos de descida para problemas irrestritos)
INICIALIZACAO. Tome x° € R". faca k = 0.

CRITERIO DE PARADA. Se Df(xk) = 0, entdo pare. Caso contrdrio, execute 0 passo
seguinte.

PASSO ITERATIVO. Escolha d* € Dy(x*) e tome t, € R, de tal modo que,

FOE+1db) < F(6), (3-2)

e defina
=k nd®.

Faga k = k+1 e volte ao CRITERIO DE PARADA.

Observemos pelo nosso algoritmo que se D f(xk) = 0, entdo o algoritmo pdra, o que faz
sentido pois se Dy (x¥) = 0, entdo o ponto x* é um minimizador local para nosso proble-
ma (3-1), ji que ndo existe direcio de descida da funcdo f a partir de x*. Observemos
também que a condicdo dada por (3-2), é satisfeita pela Definicdo 3.2.

O Algoritmo 1 nos d4 uma caracterizacao geral para os métodos de descida, pois
cada forma de escolher a direciio d* € D¢ (x*), e cada forma de calcular o comprimento do
passo f; nos dd um método de descida especifico. O comprimento do passo #; € calculado
examinando o comportamento da fungio f, ao longo da semi-reta a partir de x* na direcdo
d¥. Por isso os procedimentos para o célculo de f;, recebem o nome de busca linear.

Apresentaremos em seguida algumas das principais regras de busca linear,

supondo que para cada ponto x* dado, uma diregéo d* € D i (x*) j4 foi escolhida.

3.1.1 Buscas Lineares

Nesta subsecdo nos deteremos a comentar algumas regras de busca linear, sem
nos aprofundarmos no assunto, pois nosso objetivo é chamar a aten¢do para o fato de que
existem vdrios tipos de busca linear, e que cada uma dessas buscas nos dd um método
de descida especifico, como foi dito anteriormente. Suporemos, nesta subse¢ao, que para
cada ponto x* dado, uma direcdo d* € D ¢(x*) j4 foi escolhida.

Regra da minimizacao uni-dimensional

Esta regra consiste em minimizar a fun¢do objetivo diferencidvel f sobre a semi-
reta
0 <t 2 +1d-. (3-3)
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Consideremos entio a fungdo ¢y : R, — R definida por ¢x(t) = f(x* +td¥), entdo o

tamanho do passo #; € escolhido como solugdo do problema:
min Qg (2), reR,. (3-4)

Observe que d¥ € D f(xk) nos garante que as solugdes do problema (3-4) estdo contidas

no interior do conjunto vidvel, ou seja, que f; > 0. Assim pelo Teorema 2.27 temos:
0=0'(1) = (V) d¥). (3-5)

Portanto pela equagio anterior (3-5), vemos que se V f(x*T1) £ 0, entdo x**! sera o ponto

de intersecio da semi-reta (3-3) com a curva de nivel da funcio f que passa por x**!

, em
outras palavras, a direcdo da busca linear é ortogonal a direcdo do gradiente no iterando

seguinte.

Observacao 3.5 Veja que se esta busca for utilizada para algum método de descida,
entdo deve-se resolver em cada iteragcdo do Algoritmo 3-2 um problema unidimensional,

0 que ndo torna esse processo interessante na prdtica.

Na pratica outras regras de busca linear sdo mais tteis e usadas, desenvolveremos algumas

delas a seguir.

Regra de Armijo

Uma regra mais vidvel computacionalmente é a Regra de Armijo, que é uma
regra bastante conhecida e consiste em garantir apenas um decréscimo suficiente da
fungdo f, a partir do ponto x* na direcio dX. Assim ndo faremos como na regra uni-
dimensional em que estdvamos interessados no passo 7y que desse o valor minimo da
fungdo f a partir do ponto xf na dire¢io d*, mas sim em um comprimento de passo #
que represente um certo decrescimento da funcio f, em relacdo ao valor f(x*) e que seja
suficiente para garantir a convergéncia.

Supondo f diferencidvel no ponto x*, podemos definir formalmente a Regra de

Armijo através do préximo algoritmo.

Algorithm 2 (Algoritmo para Regra de Armijo) Fixe os pardmetros § > 0,
o, 0 c (0,1).

INICIALIZACAO. Tome t := 1.

CRITERIO DE PARADA. Se

FE+1d") < F(F) +ar (VF(X), db). (3-6)
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Entdo pare. Caso contrdrio, execute o passo seguinte.
PASSO ITERATIVO. Tome t = 0t e Volte ao CRITERIO DE PARADA.

Observaciio 3.6 Examinando a Regra de Armijo percebemos que como d* € D I (xb),
entdo, pelo Lema 3.4, a desigualdade (3-6) significa que o decréscimo real que a funcdo f
deve sofrer serd uma fragdo de t (V f (x¥) , d*), e essa fragdo é determinada pela constante

€ (0,1). Além disso, vemos que o comprimento de passo ty, serd o maior niimero entre
todos os nimeros da format =16', i =0, 1,..., que satisfaz a desigualdade (3-6) dada no
Algoritmo para Regra de Armijo. Assim, dados os pardmetros { > 0, o,0 € (0,1), uma

forma de reescrever a Regra de Armijo seria escolher t, = £ 0% onde,
it := min {i EN: (X L760d%) < F(F) +afe (VFY), dk>} .

Neste caso, verifica-se que a sequéncia {t} satisfaz as seguintes condigdes:

1. fOE+1d") < F(5) +a (VR dby;
2. tr=touty <fe f(xkF+10%"1dk) > f(x*) + af 01V f(xK), d¥).

Veremos a seguir que a Regra de Armijo estd bem definida, quando a dire¢io d* satisfaz

a condig¢do suficiente de descida dada pelo Lema 3.4, isto €, quando temos:

(VF(@b),d" <o. (3-7)

Lema 3.7 (A Regra de Armijo estd bem definida.) Seja [ : R" — R uma funcdo diferen-
cidvel no ponto x* € R™. Suponha que d* € R" satisfaz (3-7). Entdo a desigualdade (3-6)
é satisfeita para todo t > 0 suficientemente pequeno. Em particular, a Regra de Armijo

estd bem definida e termina com um t;, > 0.

Prova. Como f é diferencidvel e o € (0, 1) temos, utilizando a notagdo da Defini¢do 2.21,

para t suficientemente pequeno a desigualdade:

r(r)

(1 -V, a9+ " < L Hw ), aby <o (3-8)

Por outro lado, para ¢ suficientemente pequeno obtemos:
FE41d) = 5 = (V") 1d5) +r(0). (3-9)

E por manipulagdo algébrica simples em (3-9) temos:

S +1d") = (R = 1oV (), d*) +1 ((1 —a) (V) db) + FT) .
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Portanto, basta utilizar a desigualdade (3-8) para concluirmos que a desigualdade (3-6)
¢ satisfeita para todo r > O suficientemente pequeno, isto €, existe € > 0 tal que a
desigualdade (3-6) é satisfeita para todo 7 € (0,¢€]. Logo, a Regra de Armijo estd bem
definida, pois os nimeros t = #8', gerados pela Regra de Armijo, pertencerio ao intervalo
(0,€] em alguma iteragdo do Algoritmo 2. O
Assim pelo o que vimos no Lema anterior, supondo a condi¢do (3-7), o Algoritmo 2
produz um valor #; > 0 aceitdvel, apés um nimero finito de iteracdes, ou seja, apds um

nimero finito de redugdes do valor inicial 7.

Regra do comprimento de passo fixo

Esta € a regra mais simples e naturalmente é a menos eficiente. Ela consiste,
como o préprio nome diz, em fixar um nimero 7 > 0 que ndo dependa de k, para o
comprimento #; de todas iteragdes, ou seja, consiste em fazer #;, =7, para k = 0,1,....
E claro que um 7 grande provavelmente nio resultaria na convergéncia do método, por
outro lado, a escolha de 7 pequeno resultaria em uma convergéncia lenta ou convergéncia
antes de chegar a uma solugdo. Essa regra so € ttil em casos que, por algum motivo, temos
dificuldades para o célculo da funcao f.

No Capitulo 4 veremos outros tipos de busca linear, que serdo aplicadas a uma

direcdo de descida especifica, a dire¢do do anti-gradiente —V f(x).

3.1.2 Método do gradiente

Pelo Lema 3.4 concluimos que —Vf(x) é a dire¢do de mdxima descida. Os
métodos de descida que se utilizam tal direcdo, sdo chamados de método do gradiente,

ou método de maxima descida, e suas iteracdes sdo dadas por: Dado x¥, defina
K =Xk VF(b, k=0,1,....

Em um certo sentido, o método do gradiente € o mais natural, visto que a direcdo do
anti-gradiente —V f(x) € a direcdo de descida mais evidente, mas a escolha simplista da
direcdio d¥ = —V f(x*) ndo torna o método eficiente na pratica. Em geral, a convergéncia
pode ser bastante lenta, principalmente se as curvas de nivel da fun¢do objetivo f forem

k_ x*, que

“alongadas”, pois nestes casos —Vf (xk) é quase ortogonal 2 direcdo df = x
leva a solucfio x*. Assim a sequéncia, {x*} gerada pelo método do gradiente, se aproxima
a solucdo seguindo uma trajetdria de “zig-zag”.

Observamos que o método do gradiente, que € um dos mais antigos e conhecidos
métodos para minimizar funcdes de vdrias varidveis, € muito importante do ponto de

vista tedrico, pois serve de motivacdo para desenvolvimento e embasamento de métodos
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mais avancados que possibilitam uma convergéncia mais rdpida. Além disso, a escolha
da direcio d* = —V f(x*) pode ser usada como um “dltimo recurso”, quando num dado
iterando x* escolhas mais sofisticadas, por algum motivo, nao funcionaram. Para encerrar
esta subsecdo, iremos formalizar a discussdao com o algoritmo tedrico para o método do

gradiente.

Algorithm 3 (Algoritmo tedrico do gradiente)
INICIALIZACAO. Tome x° € R™. Faga k = 0.
CRITERIO DE PARADA. Se Vf (xk) = 0, entdo pare. Caso contrdrio, execute o passo
seguinte.
PASSO ITERATIVO. Calcule o comprimento do passo ty > 0 utilizando alguma busca
linear e defina

K= K VF(h);

Fagca k = k+ 1 e volte ao CRITERIO DE PARADA.

No Capitulo 4 iremos estudar a convergéncia do método do gradiente, sob

condi¢des especiais a serem definidas oportunamente.

3.2 Meétodo do gradiente projetado

Consideremos f : R” — R uma fun¢do continuamente diferencidvel. Trataremos

do seguinte problema restrito:
min f(x), x€D, (3-10)

onde D é um conjunto convexo, fechado e ndo-vazio. E bastante 16gico que ndo
poderiamos simplesmente aplicar o método do gradiente ao problema (3-10), pois o
método poderia trabalhar com pontos ndo vidveis, isto é, pontos que nao pertencam ao
conjunto D. Uma idéia natural para resolver esse possivel problema seria projetar, em
cada iteracdo, o ponto x* sobre o conjunto vidvel D; e esta é a filosofia do método do
gradiente projetado. Assim as iteracoes, geradas pelo método do gradiente projetado, sdo

dadas por: Dado x*, defina
P = () = P <xk —thf(xk)> . k=0,1,....

onde P(-) denota a projecdo sobre D, e os comprimentos do passo #; > 0 sdo calculados
utilizando extensodes de técnicas de busca linear, como as discutidas na se¢do anterior.
Formalmente podemos dar o método do gradiente projetado através do algoritmo tedrico

a seguir.
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Algorithm 4 (Algoritmo tedrico do gradiente projetado)

INICIALIZACAO. Tome x° € D. Faga k = 0.

CRITERIO DE PARADA. Se x*t! = Xk entdo pare. Caso contrdrio, execute o passo
seguinte.

PASSO ITERATIVO. Calcule o comprimento do passo ty > 0 utilizando alguma busca

linear e defina:

S=p (xk —thf(xk)> ,

Faca k = k+ 1 e volte ao CRITERIO DE PARADA.

Observacao 3.8 O Algoritmo 4 deve parar em um ponto estaciondrio, pois pelo do

k+1 k k+

Coroldrio 2.58 (c) temos que x = x" se, e somente se, x Lg ponto estaciondrio.

3.2.1 Buscas Lineares

Nesta subsec¢do iremos discorrer sobre a extensao da Regra do passo fixo, sobre a
Regra da minimizacao uni-dimensional e sobre a extensao a regra de Armijo, para o caso

dos problemas com restricao.

Regra do comprimento de passo fixo

Como j4 foi dito anteriormente, esta € a regra mais simples e naturalmente € a
menos eficiente. Sua extensdo para o caso de problemas restritos consiste em fixar um
numero 7 > 0 que ndao dependa de k, para o comprimento #; de todas iteragdes, ou seja,

consiste em fazer t; =f, parak =0,1,....

Regra da minimizacao uni-dimensional no caso de problemas restritos

Esta regra consiste em minimizar a fun¢do objetivo diferencidvel f sobre o arco
de projecao

(1) =P (xk —tVf(xk)> . >0
Consideremos ¢ : Ry — R a fung¢do definida por ¢x(¢) = f(xx(¢)), entdo o tamanho do
passo f; € escolhido como soluciao do problema

min Qg (1), teRy.

No entanto, assim como no caso irrestrito, as regras de minimizagao uni-dimensional ndo
sd30 muito interessantes do ponto de vista pratico. Mais atrativas s@o as extensoes da regra

de Armijo, uma das quais citaremos neste instante.
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Regra de Armijo para problemas restritos

Supondo f diferencidvel no ponto x* podemos definir a Regra de Armijo formal-

mente através do seguinte algoritmo.

Algorithm 5 (Algoritmo Regra de Armijo para problemas restritos) Fixe 0s
pardmetrost >0, a, 0 € (0,1).

INICIALIZACAO. Tome t :=f.

CRITERIO DE PARADA. Se

Fo() < FOEE) +a(VFER), x(r) —5F). (3-11)

Entdo pare. Caso contrdrio, execute o passo seguinte.
PASSO ITERATIVO. Tome t = 0t e Volte ao CRITERIO DE PARADA.

Observacao 3.9 Um empecilho quando utilizamos a Regra de Armijo para problemas
restritos no Algoritmo 4, é que pode ser exigido o cdlculo da projecdo em D vdrias vezes

em cada iteragdo.

Observacio 3.10 Pelo Coroldrio 2.58 item (b) sabemos que (Vf(xX), xi(t) —x*) <0,
desde que Vf(x*) # 0. Assim a desigualdade (3-11) significa que na k-ésima itera-
cdo do Algoritmo 5, o decréscimo real que a fungcdo f deve sofrer serd uma fracdo
de (Vf(x), xi(t) —xK) < 0, essa fragdo é determinada por o, € (0,1). Além disso, o
comprimento de passo ty, serd o maior niimero entre todos os niimeros da forma t =t ',
i=0,1,..., que satisfaz a desigualdade (3-11) dada no Algoritmo 5. Assim, vemos que
dados os parametros t > 0, o,0 € (0,1), uma forma de reescrever a Regra de Armijo

seria escolher t, = 1 0% onde,
iy := max {i EN: f(x(70) < £(F) + V() x(70)) —xk>} .
Neste caso, verifica-se que a sequéncia {# } satisfaz as seguintes condigdes:
L f (o) < f () + V() , xe() — )
2. ty=touty <fe fxp(fO1)) < F(x) + o(VF(xX), xp (FORTT) — xK).

Provaremos, a seguir, que a busca linear definida pela extensdo da regra de Armijo esta
bem definida.

Lema 3.11 (A regra de Armijo para problemas restritos estd bem definida.) Seja uma
funcdo f:R" — R diferencidvel no ponto x* € D. A desigualdade (3-11) é satisfeita
para t > 0 suficientemente pequeno. Em particular, a Regra de Armijo estd bem definida

e termina com um t;, > 0.



3.2 Método do gradiente projetado 39

Prova. Se x* é ponto estaciondrio, entdo segue do item (c) do Coroldrio 2.58 que x; (¢) = x*

e assim a desigualdade (3-11) é satisfeita para todo ¢ > O suficientemente pequeno.

k

Suponhamos entdo que x* ndo seja ponto estaciondrio. Neste caso, usando novamente

o item (c) do Coroldrio 2.58 temos ||x;(¢) — x*||? # 0, para todo ¢ > 0. Combinando o

Corolario 2.58 item (b) com o Lema 2.59 concluimos que

(VP08 ) =2 ) < = Il(1) = o o) = 5. (3-12)

para ¢ € (0, 1]. Por outro lado, dado ¢ > 0, pelo Teorema do valor médio 2.22 existe &

pertencente ao seguimento [x*, x;(¢)] tal que

F) = fla() = (V1&) # —xu(), >0,
Com uma manipulacdo algébrica simples na ultima equagdo,
Fr()) = £05) = o (VA8 1) =) + (1= 0) (V) ) =) +
(VFE) = V) xe(0) =)
Para facilitar a notac@o definiremos agora by () como a expressio seguinte,

xi () —xK >

() — x|

b(t) v= —(1— o) |lxe(1) — 2] + <Vf(~iz) — V()
Usando a desigualdade (3-12) juntamente com a igualdade anterior obtemos que
F(0) = F0) < 0 (V) ) =)+ bue) le) = 2.
Como a fungio f é continuamente diferencidvel e & € [x*, x;(¢)] conclui-se o limite,
limV f(&) = Vf(x"),
Fazendo ¢ tender a zero pela direita, na tltima desigualdade, temos o seguinte limite
limby (1) = — (1 —o)||lxe(1) —x*|| < 0.

t—0

Combinando as duas dltimas desigualdades com o Teorema da Permanéncia do Sinal

(Corolério 2.2), concluimos que existe € > 0, tal que

Flae) = ) <o (VAN ) =), 1€ (0,e)
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Portanto a extensdo da Regra de Armijo estd bem definida. 0
Assim pelo que vimos no Lema anterior, se f é uma fun¢do diferencidvel no ponto
xk € R", entdo o Algoritmo 5 produz um valor #; > 0 aceitével, apés um niimero finito de

iteragdes, ou seja, apés um nimero finito de redu¢des do valor inicial 7.



CAPiTULO 4

Método do gradiente para problemas irrestritos

Neste capitulo, estudaremos o método do gradiente para minimizar fungdes
diferencidveis definidas no espaco Euclideano n-dimensional. Mostraremos que o método
gradiente converge sempre que o problema tem soluc¢do e a funcio objetivo for quase-

convexa. Este capitulo foi fortemente baseado no artigo [7] devido a Kiwiel e Murty.

4.1 Método do gradiente para funcao quase-convexa

Nesta secdo vamos assumir que f : R" — R é uma fung¢do continuamente

diferencidvel e quase-convexa. Consideremos o problema de otimizacao
min f(x), xe&R". 4-1)

Seja $* o conjunto solucdo do problema acima, o qual naturalmente pode ser vazio. O
método do gradiente com busca unidimensional, para resolver o problema irrestrito acima,

€ definido formalmente da seguinte forma:
S =k Vi),  k=01,.... (4-2)

onde, para k = 0,1,..., o passo f; € escolhido apos uma busca unidimensional na
direcdio do vetor —V f(xX). Para definir esta busca precisamos de uma funcfio auxiliar

0:R; — R, que satisfaca as seguintes hipoteses:

(H1) Existe o € (0,1) e 1, > 0, tal que:
o(r) < o, Vit e (0,7q];
(H2) Existe B> 0e 1t > 0, tal que:

o(r) >pt*, Ve (0,15



4.1 Método do gradiente para fungdo quase-convexa 42

Observagao 4.1 Tomando = oL e T5 = To = 1 a fungdo 0(t) = o satisfaz as hipdteses
H1 ¢ H2.

Usando uma fungdo que satisfaz as condi¢des H1 e H2, escolha uma sequéncia {#; } C R4

satisfazendo as seguintes condi¢des:

(C1) 0<n<tge
FOEN) = fOE =V () < FO5) =0 IVAEOIP, k=0,1,....
(C2) Existe y> 1 e Ty > 0 tal que, parak =0, 1, ...
e > Ty,
ou existe 7 € [fy, Vi, tal que:
FE =RV F(0) = F(0) = o(@) [V ().

Observacao 4.2 Gostariamos de observar que podemos ter Tg = +o0 em H2 e C1.

Observaciio 4.3 E sempre possivel escolher uma sequéncia {t,} satisfazendo as con-

di¢oes C1 e C2. De fato, tome 0 <t < Tg e defina a sequéncia {t;} como:
fy = max {2*1?: i=0,1,..., f(X =27V () < f(K) — ¢(2*ff)HVf(xk)|\2} | (4-3)

Para cada k fixo, usando a hipotese H1 concluimos o seguinte limite:

t—0 t t

Xk — — flx
nm(ﬂ VSE) ﬂk”+“”wuﬂw)s—wuﬂW+wu@mﬁ

Como a. € (0,1), o limite acima é negativo. Assim, pelo Coroldrio 2.2, segue-se que existe
O > 0, tal que:

FOE =1V F(5) < FOO) —0@IIVFAEOIP, 1€ (0,8).

Usando a desigualdade anterior e o fato que lim;_, 2~ 'f = 0, concluimos que existe iy,
tal que 0 < ty, = 27 < §. Logo, t dado por (4-3) esta bem definido e satisfaz a condicdo
C1, isto é,

FE < FE) —0@IVEIP, k=0,1,....

Agora, tomando Y=12 e Ty =1 temos, parak =0,1,...,

l‘k:f,
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ou ty <t e, neste caso, tomando T, = 2t;, temos

S =RV f() > f(&0) = 0@ V)],
e assim, a condicdo C2 também é satisfeita. Veja também Observagdo 3.6 e Lema 3.7.

A Observagdes 4.1 e 4.3 mostram que o conjunto das sequéncias {#;} C R satisfazendo
as condi¢des C1 e C2 é diferente do vazio. Assim, dado x*, para cada escolha de f;, € R,

k+1

satisfazendo as condi¢des C1 e C2 a iteragdo x* " estd bem definida. Entao o algoritmo

conceitual do gradiente € descrito formalmente da seguinte forma:

Algorithm 6 (Algoritmo conceitual do gradiente) Tome as constantes ¥ > 1, Ty > 0,
a € (0,1), Tq >0, B> 0e1g > 0eumafuncdo ¢ : Ry — Ry, tal que:

B2 < o(r) < o, 0 <t < min{ty, g},

INICIALIZACAO. Tome x° € R™. Fagca k = 0.
CRITERIO DE PARADA. Se V f(xk) = 0, entdo pare. Caso contrdrio, execute passo
seguinte.

PASSO ITERATIVO. Tome t; € (0,7] satisfazendo:
L f* = V) < fOE) = o@)lIVAN %
2. tx > Ty outy < Ty tal que existe fy € [ty, Vx| satisfazendo:
FOH =BV () = fE) = 0@V A%,

e defina:
K= V()

Faca k = k+ 1 e volte ao CRITERIO DE PARADA.

A Observagado 4.3 mostra que o Algoritmo 6 esta bem definido. Com o objetivo de provar
a convergéncia da sequéncia {x*}, gerada gerada pelo Algoritmo 6, considere o seguinte

conjunto:

S:={yeR": f(*)> f(y),k=0,1,...}.

Lema 4.4 As seguintes afirmacoes valem:

1) Se S* # 0, isto é, o conjunto solucdo de (4-1) é diferente do conjunto vazio, entdo S

é diferente do conjunto vazio e, neste caso, S* C S # 0.



4.1 Método do gradiente para fungdo quase-convexa 44

2) Se a sequéncia {xk} gerada pelo método do gradiente admite um ponto de acumu-

lagdo, digamos X, entdo x € S # 0.

Prova. A definicdo de S implica imediatamente que este conjunto contém o conjunto
solucdo. E assim, a primeira afirmacio segue-se.

Para provar a segunda afirmacdo, suponhamos que ¥ seja um ponto de acumu-
lagio de {x*}. Se ¥ é um ponto de acumulagdo de {x*}, entdio existe uma subsequéncia
{xki} de {x*} tal que:

lim x5 = %.
oo
Pela continuidade da f temos que lim;_... f(x*/) = f(¥). A condi¢do C1 juntamente com

a hip6tese H2 implicam que

FEED < PO =0V < £, k=0,1,....

A tltima desigualdade implica que a sequéncia { f(x¥)} é monétona nio crescente. Como
{f(x*)} também possui uma subsequéncia { f(x*/)}, que converge para f (%), segue-se do
Teorema 2.5 juntamente com o Teorema 2.7 que {f(x)} também converge para f(X).
Como limy ., f(x¥) = (%), usando novamente a monotonicidade de { f(x*)} concluimos
que:

f(&) =inf{f(x),k=1,2,..},

ou equivalentemente, f(x*) > f(%), parak =0, 1,..., e isto conclui a prova do lema. [J

Lema 4.5 Se f(x*) > f(%) para algum % fixo e k = 0,1, ..., entdo:

if;3||Vf(x")||2 LSOO =@
k=0 B

Além disso, a sequéncia {x*} converge.

Prova. Combinando as hipéteses H2 e C1 concluimos que:

B VS < o) IVFOOP < (5 = f@*F, k=0,1,....

A tltima desigualdade juntamente com a hipétese, f(x¥) > f(£) parak =0, 1,..., implica

que
60— )
B - B

Y i IIVA* <
k=0

0 que implica a primeira parte do lema.
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Agora vamos mostrar que a sequéncia {x*} converge. Observe que,
£ =X = | =N+ K =FTH)2, k=0,1,....
Assim, desenvolvendo o lado direito da igualdade anterior e usando (4-2) obtemos:
£ = xFL? = || — X512 + 21 <)?—xk, Vf(xk)> +2|VAO?,  k=0,1,....

Novamente usando a hipétese f(x*) > f(%) para k = 0,1,..., juntamente com a quase-

convexidade de f segue do Lema 2.44 que:
<)€—xk,Vf(xk)> <0, k=0,1,....
esta desigualdade combinada com a igualdade anterior implica imediatamente que:
e =P < 2= PHZ VAP k=0,1,....
Da desigualdade anterior e da primeira parte do lema concluimos a seguinte desigualdade:

k—1 0 .
o k2 (e 012 2 N2 (e 2 f7) = f(X)
[£ =27 < [|£ =277+ ) 7 VLD < |f =P

. k=12....
j=0 B

Assim com o resultado anterior implica que {x*} é limitada, e portanto possui ponto de

acumulacdo, digamos X. Portanto, utilizando o Lema 4.4 temos:
F(X5) > f(®), k=0,1,...,

e assim X satisfaz a hipétese do lema. Logo, de modo andlogo ao que fizemos acima,

podemos mostrar também que
= k12 _ 2,2 ky (12
e =P < flf =P IVAEOIE k=01,

Para cada k fixado, obtemos da dltima desigualdade que

/-1
e =7 < 2= AP+ Y F IV, VK
j=k
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Seja € > 0. Como % é ponto de acumulacio de {x*} e, pela primeira parte do lema

Yk tjz- |V f(x7)||? é convergente, podemos tomar k suficientemente grande de modo que:
Ix—x I <e/2, Y FIVA)? <e/2.
=k

Finalmente, combinado as trés tltimas desigualdades concluimos que {x*} é convergente.
OJ

Lema 4.6 Se % é ponto de acumulagdo de {x*}, entdo V f (%) = 0.

Prova. Suponha por contradi¢cdo que uma subsequéncia {xkf } converge a X, mas tenhamos

Vf(x) # 0. De H2 e C1 obtemos:
0 < Brg VAP < f(9) = fath).

Como, por continuidade, {V f(x*)} e {f(x*/)} convergem, respectivamente, a V f() e
f(X), utilizando a relagdo anterior vemos que {ty;} converge a zero. Assim, existe jo tal

que para j > jo, temos ty; < Ty e assim segue de C2 que existe fkj € [tkj , Yfkj] tal que:

@ =B VF@)) > F@) = 0@V IR = oo+ 1o

Utilizando H1 e a desigualdade anterior concluimos, apds simples manipulacoes algé-

bricas, que para o. € (0,1) temos:

FO8 =T VF(8)) = F(049) > —ot, IVFDN2, = oo+ oo
Aplicando o teorema do Valor Médio 2.22 no lado esquerdo da desigualdade anterior:
— (VI =i, VAR, VA ) > ol VAP iy € [05), = oo+ T

Tomando limite, com j tendendo a infinito, obtemos da ultima desigualdade e con-
tinuidade de V f que
112 =\ 112
—[Vf@" = V)"

Portanto, temos o. > 1, o que é uma contradi¢do pois sabemos por H1 que a. € (0,1). O

O teorema a seguir trata da convergéncia global do Método do Gradiente para a classe de

funcdes quase-convexas.
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Teorema 4.7 A sequéncia {xk} gerada pelo Algoritmo 6 converge para um ponto esta-

ciondrio de f, ou o conjunto solucdo S* de (4-1) € vazio,
lim ||x*]| = oo, lim f(x*) =inff.
Jim [ Jim () = inf f

Prova. Suporemos por absurdo que o conjunto solugdo S* de (4-1) é diferente do conjunto
vazio ou limy_, | ||x¥|| # oo ou limy_ 0 f(x¥) # inf f.
Se §* # 0 entdo pelo Lema 4.4 item 1, temos que para algum X fixo

e usando o Lema 4.5 concluimos que {x*} converge para algum #. Finalmente, pelo
Lema 4.6, concluimos que V f(%) = 0. Assim a sequéncia {x*} converge para um ponto
estaciondrio.

Se limy_, ;o ||x¥|| # oo, entdo {x*} possui uma subsequéncia limitada, e como
consequéncia possui um ponto de acumulacio, digamos x. Portanto pelo pelo Lema 4.4

item 2, temos que para algum X fixo

e usando o Lema 4.5 concluimos que {x*} converge para algum %. Novamente, pelo
Lema 4.6 concluimos que Vf(%) = 0. Assim a sequéncia {x*} converge para um ponto
estaciondrio.

Se limy_, 4., f(x*) # inf f, entdo limy_.., f(x*) > inf f. Logo, pela defini¢io de
infimo, existe X tal que

fOR) = f(),  k=0,1,...,

e usando o Lema 4.5 concluimos que {x*} converge para algum X. Mais uma vez, usando
o Lema 4.6, concluimos que Vf(¥) = 0. Assim a sequéncia {x*} converge para um ponto
estaciondrio e o teorema esta provado. 0
Os proximos coroldrios sdo aplicagdo direta do Teorema 4.7, observando-se que as classes
de fun¢des pseudo-convexas e de fungdes convexas estdo contidas na classe de fungdes

quase-convexas.

Corolario 4.8 Seja f : R* — R uma fungcdo continuamente diferencidvel e pseudo-
convexa. A sequéncia {xk }, gerada pelo Algoritmo 6, converge para uma solucdo de (4-1),

isto é, para um ponto de S* ou S* € vazio,

li Kl = 400 li kY —inf f.
Jm |5 = e, lim f(x") = inff
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Prova. Pelo Teorema 2.49 sabemos que uma funcdo pseudo-convexa também € uma
funcdo quase-convexa. E pelo Corolario 2.48 sabemos que se f € pseudo-convexa, entdo
0s pontos estaciondrios s@o minimizadores. Assim basta aplicar o Teorema 4.7 para
concluir a demonstracao.

OJ

Corolario 4.9 Seja f : R" — R é uma fungdo continuamente diferencidvel e convexa. A
sequéncia {x*}, gerada pelo Algoritmo 6, converge para uma solugdo de (4-1), isto ¢,

para um ponto de S* ou S* é vazio,

lim [|x¥]| = 4o lim f(x*) =inff.
Jim [ = e, tim f(24) = inf f
Prova. Basta utilizar o Teorema 2.47 juntamente com o Coroldrio anterior. 0

Na proxima secdo vamos apresentar vdrias maneiras de encontrar o passo .
Note que cada funcdo ¢ : R, — R, e cada maneira de encontrar #; dd origem a um novo
método.

Para encerrar esta secdo, daremos um exemplo que verificard que a condicao de

quase-convexidade da funcdo objetivo f, € necessaria para garantirmos o Teorema 4.7.

Exemplo 4.10 Consideremos a fungdo de duas varidveis f(x,y) = e* — y>. Mostraremos
que esta funcdo ndo é quase-convexa e que a conclusdo do Teorema 4.7 ndo serd verifica-
da. Primeiramente observemos que f ndo € quase-convexa, pois para os pontos o. = (a,b)

e B = (a,—b) temos f(a) < f(B), mas com cdlculo simples vemos que:
flA=MB+Aa] > f(B)  para Ae]0,1).

Assim, de acordo com a defini¢do 2.40, sabemos que f ndo é uma funcdo quase-convexa.
Verificaremos agora que a conclusdo do Teorema 4.7 ndo serd satisfeita, para isso

observemos que a fungdo f dada, ndo possui ponto estaciondrio, pois
Vix)=(e,-2y), Vx,y € R?.
Assim, se o teorema fosse vdlido para f teriamos conjunto solugcdo S* de (4-1) vazio e
lim ||| = oo, lim f(x*) =inff.
k— oo k— oo

Mas como veremos limg_, o, f(x*) = 0, enquanto inf f = —oo. De fato, aplicando o
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algoritimo 6 geramos a sequéncia x* = (x’]‘,O), com limk_,+<x,x’]‘ = —ocoe
k
lim f(x5,0)= lim ¢1=0= lim f(xX)=0.
k%+oof( 1> ) ks too kHjLoof( )

Mas observe que inf f = —co. De fato, basta calcularmos f(0,k) e fazermos k tender a
infinito, para provar que f é ilimitada inferiormente. Portanto, fica assim verificada a
necessidade da funcdo objetivo f ser quase-convexa, para garantirmos as conclusoes do

Teorema 4.7.

4.2 Casos especiais

Nesta se¢do vamos apresentar varios casos especiais do algoritmo apresentado na
ultima se¢@o. Vamos assumir que f : R” — R € uma fun¢@o continuamente diferenciavel.

Consideremos o problema de otimizacdo
min f(x), x€&R". (4-4)

Seja S* o conjunto solug¢do do problema (4-4), o qual naturalmente pode ser vazio. Do
mesmo modo que na secdo anterior o método do gradiente com busca unidimensional,

para resolver o problema irrestrito acima, € definido formalmente da seguinte forma:
L=k Vi),  k=0,1,....

onde, para k =0,1,..., o passo t; € escolhida apds uma busca unidimensional na dire¢do
do vetor —V f(x*). A seguir vamos apresentar virias maneiras de escolher o passo f
satisfazendo as condi¢des C1 e C2, e assim obter varios algoritmos como caso particular

do Algoritmo 6.

4.2.1 Caso 1: Método do gradiente com busca de Armijo

A seguir vamos apresentar o método do gradiente com busca de Armijo. Veremos

que este método € um caso particular do Algoritmo 6.

Algorithm 7 (Algoritmo do gradiente com busca de Armijo) Fixe pardmetros > 0,
a,0¢€(0,1).

INICIALIZACAO. Tome x° € R™. Faca k = 0.

CRITERIO DE PARADA. Se Vf(x¥) = 0, entdo pare. Caso contrdrio, execute o passo

seguinte.
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PASSO ITERATIVO. Tome t;, € (0,7] satisfazendo:
1 := max {fei i=0,1,..., f(E T8IV FOHR) < £ —ocfei||Vf(xk)||2} ,

e defina:
K= K V()

Faca k = k+ 1 e volte ao CRITERIO DE PARADA.

Para mostrar que o algoritmo acima é um caso particular do Algoritmo 6, escolha B = o
e Tp = To, = 1 e a fungdo ¢(t) = au. E imediato verificar que ¢ satisfaz as condi¢des H1 e
H2.

Agora vamos mostrar que a sequéncia {#}, definida no Algoritmo 7, satisfaz as

condi¢des C1 e C2. Primeiro note que para cada k fixo, usando a hipétese H1 temos:

(f(xk — V() -

t

lim
t—0

P8 o v R ) < <1976 P + ol 91 P

Como o € (0, 1), o limite acima é negativo. Assim, pelo Teorema 2.1, segue-se que existe
O > 0 tal que:

FOE =1V () < fO0) =l [VAOP, 1€ (0,8).

Usando a desigualdade acima e o fato que lim;_, .70’ = 0, concluimos que existe iy tal

que, 0 <t =17 0k satisfaz a condicdo C1, isto &,
FOEENY <R —an | [VFEO?,  k=0,1,....
Agora, tomando y=0""e Ty =1 temos, parak =0,1,...,
t =1,
ou f; < f e, neste caso, tomando 7, = 6! #; temos:
FEE=RVE) > F6F) —ai|[ V)%,

e assim, a condi¢ao C2 também ¢ satisfeita.
A discussdo acima mostra que Algoritmo 7 € um caso particular do Algoritmo
6. Portanto a sequéncia {x*}, gerada pelo Algoritmo 7, estd bem definida e temos os

seguintes resultados de convergéncia.



4.2 Casos especiais 51

Teorema 4.11 A sequéncia {xk }, gerada pelo método do gradiente com busca de Armijo,

€ convergente para um ponto estaciondrio, ou o conjunto solucdao S* de (4-4) é vazio,
lim ||| = oo, lim f(x*)=inff.
k—oo k—+o0

Prova. Visto que o Algoritmo 7 € um caso particular do Algoritmo 6, o resultado segue
do Teorema 4.7. 0

Corolario 4.12 Seja f : R" — R uma funcdo continuamente diferencidvel e pseudo-
convexa. A sequéncia {xk }, gerada pelo Algoritmo 7, converge para uma solugdo de (4-1),
isto é, para um ponto de S* ou S* ¢ vazio,
lim ||x]| = +oo, lim f(x*) =inff.
Jim o) = oo, tim £ = inf g
Prova. Visto que o Algoritmo 7 é um acaso particular do Algoritmo 6, o resultado segue-
se do Corolario 4.8. OJ

Corolario 4.13 Seja f : R" — R uma funcdo continuamente diferencidvel e convexa. A
sequéncia {x*}, gerada pelo Algoritmo 7, converge para uma solucdo de (4-1), isto ¢,

I' k ]‘ k : f

Prova. Visto que o Algoritmo 7 é um acaso particular do Algoritmo 6, o resultado segue-
se do Corolario 4.9. |

4.2.2 Caso 2: Algoritmo A de Burachik at al. [1]

Nesta subse¢do discutiremos o Algoritmo A do artigo Burachik at al. [1]. Vamos
mostrar que ele pode ser visto como um caso particular do Algoritmo 6.

Considere nesta subsecao a funcio objetivo f : R" — R convexa e continuamente
diferencidvel, tal que V f seja uma funcao Lipschitziana com constante de Lipschitz L, isto
<,

V) =V < Llx=yl,  Yx,yeR"

O Algoritmo A do artigo Burachik at al. [1] é definido da seguinte maneira:
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Algorithm 8 (Algoritmo A [1]) Tome 81,08, > 0, tais que:
L
E o1+ < 1.

INICIALIZACAO. Tome x° € R™. faca k = 0.

CRITERIO DE PARADA. Se Vf (xk) = 0, entdo pare. Caso contrdrio, execute o passo
seguinte.

PASSO ITERATIVO. Tome t;, € R tal que,

01 <t < = (1-8y), 4-5)

S~

e defina:
=k thf(xk);

Faca k = k+ 1 e volte ao CRITERIO DE PARADA.

Note que o Algoritmo 8 estd bem definido, isto €, todos os passos sdo factiveis. Para
mostrar que o algoritmo anterior € um caso particular do Algoritmo 6, primeiramente

precisaremos demonstrar o seguinte Lema.
Lema 4.14 A sequéncia {x*}, gerada pelo algoritmo 8, satisfaz:

Ly

2 2 _
mfkﬂvf(xk)ﬂa k=0,1,....

FERY < b -

Prova. Utilizando-se do teorema fundamental do cdlculo, a seguinte igualdade € ver-

dadeira:
1
_tk/o (VI —ungV () = V() VFO)du= fEE) = £+l £
Usando agora a desigualdade de Cauchy-Schwarz juntamente com o fato de que Vf é
uma fun¢do Lipschitziana, com constante de Lipschitz L, obtemos:

Lt

P < ety - (15

)tk||Vf(xk)||2-

Pela condi¢do (4-5) temos, por simples manipulacdo algébrica, a desigualdade seguinte:

Lt L
1— _k Z itk-
2 7 2(1-m)
Portanto, combinando as duas ultimas desigualdades o resultado desejado segue. 0

Agora com o Lema 4.14, somos capazes de mostrar que de fato o Algoritmo 8 é um caso

particular do Algoritmo 6. Observando a desigualdade do Lema 4.14 vemos que basta
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tomarmos:

o) =Pr*>,  onde P=L3/2(1-35,).

Podemos entdo escolher a € (0,1) e tomar T, = a/P para satisfazer H1 e H2. Pela
condic¢do (4-5) e pelo Lema 4.14 tomando

2
’CB:Z(l—Sz), Tyzsl,

as condicdes C1 e C2 também sdo satisfeitas. Portanto, realmente o Algoritmo 8 ¢ um
caso particular do Algoritmo 6, e por esta razdo concluimos os mesmos resultados do
Teorema 4.11 e dos Corolarios 4.12 e 4.13 da ultima subsecdo, para isto basta tomarmos
a sequéncia {x} gerada pelo Algoritmo 8.

4.2.3 Caso 3: Algoritimo B de Burachik at al. [1]

Nesta subsec¢do discutiremos o Algoritmo B do artigo Burachik at al. [1]. Vamos
mostrar que ele pode ser visto como um caso particular do Algoritmo 6. Para este caso pre-
cisaremos de uma fun¢do auxiliar y : R, — R, convexa e continuamente diferencidvel,

que satisfaca as seguintes condi¢des:

(B1) y(0)=0ey’(0) <1;

(B2) lim vy,
u—0+ U

Observacao 4.15 Durante toda esta subsecdo ¥ serd caracterizada como uma fun¢do

que satisfaz as hipoteses discutidas acima.

Observacgio 4.16 Veja que B2 implica que y'(0) > 0. Assim por B1 temos:
0<y'(0)<1.

E como ¥ é uma fungdo convexa, podemos concluir pela desigualdade anterior que \y é

uma fung¢do mondtona ndo-decrescente.

Agora apresentamos o Algoritmo do gradiente com a busca linear dada pelo Algoritmo B
de [1].

Algorithm 9 (Algoritmo do gradiente com busca linear do Algoritmo B de [1])
Tome as constantes reais positivas 81,0, e ¥ : Ry — R, uma fung¢do continuamente

diferencidvel e convexa tal que:
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INICIALIZACAO. Tome x° € R™. faca k = 0.
CRITERIO DE PARADA. Se Vf (xk) = 0, entdo pare. Caso contrdrio, execute o passo
seguinte.

PASSO ITERATIVO. Calcule o passo t, € R, da seguinte maneira:

1. Tome d; <ty < &, e faca j = 0;

2. Se f(xk—1; V(oK) < £(F) —w(t) ||V (&5) ||, entdo faga ty =t;. Caso contrdrio,

execute proximo passo 3.

3. tjg1 =t/2 e volte ao passo 2.

Defina:
=k V),

Faca k = k+ 1 e volte ao CRITERIO DE PARADA.

Mostraremos agora que o Algoritmo 9 € um caso particular do Algoritmo 6. Para isto,
tomemos ¢ = y. Por B1 sabemos que existe €; > 0 tal que para a € (0, 1) temos:
1
¥<oc<1 t € (0,g1].

Assim, basta tomar T = €] para satisfazermos a condi¢do H1. Por B2 sabemos que existe

€ > 0 tal que tal que para € (0,1) temos:

v(r)
z_2>B>O’ t € (0,&].

Assim, basta tomar Tg = €, para satisfazermos a condig¢éo H2. Para verificar as condig¢oes
C1 e C2 basta tomar T3 = min{€,0>} e Ty = 3;, veja Observagdo 4.3. Portanto, o
Algoritmo 9 € um caso particular do Algoritmo 6, e as conclusdes do Teorema 4.11
e dos Corolérios 4.12 e 4.13 também sdo vilidas, para a sequéncia {x*} gerada pelo

Algoritmo 9.
Exemplo 4.17 Um exemplo de uma fungdo V, que satisfaca as condicoes dadas anterior-

mente, poderia ser Y(u) = au, com o € (0,1).

4.2.4 Caso 4: Método do gradiente com busca proximal

Nesta secao relembremos, rapidamente, o método do gradiente com a regra de

minimizacao-unidemensional, que consiste em tomar:

S =k Vi),  k=0,1,...,
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onde o comprimento do passo #; € dado como o argumento que minimiza f, sobre a semi-

reta que parte do ponto x* e tem direcio —V f(xX), ou seja,

= argmin{f(xk—tVf(xk)) > 0}.

O método do gradiente com busca proximal, que € definida no artigo [4] de Iusem e
Svaiter, ao contrario do método do gradiente com regra de minimizagao-unidimensional,
nio consiste em tomar o argumento que minimiza f sobre a semi-reta que parte do
ponto x* e tem direcio —V f(x*), mas sim em tomar o argumento que minimiza a funcio
regularizada

R" 3 x> f(x) +Aellx —x|1%,

sobre esta mesma semi-reta. Assim, #; € dado como segue,
— : k k 2 k2.
fx = argmin {f(x V) PNV > o} : (4-6)
onde {A} C Ry e satisfaz, para certas constantes A, A € R., a condicdo seguinte:
5\' S 7\‘/( S 5\‘7

e da mesma forma fazemos,
A = K V().

Portanto podemos definir formalmente o método do gradiente com busca proximal pelo

seguinte algoritmo:

Algorithm 10 (Algoritmo do gradiente com busca proximal ) Tome as constantes

reais positivas A, A € Ry e uma sequéncia {\¢} tal que:
A<M <A k=0,1,....

INICIALIZACAO. Tome x° € R™. faca k = 0.

CRITERIO DE PARADA. Se Vf (xk) = 0, entdo pare. Caso contrdrio, execute o passo
seguinte.

PASSO ITERATIVO.Tome t;, € R satisfazendo:

f; = argmin {f(xk V) PV P > o} ,

e defina:
K= K V()

Faga k = k+1 e volte ao CRITERIO DE PARADA.
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Assumindo que nosso problema (4-4) tem solu¢io denotaremos por f* o valor minimo de
f. O Lema a seguir mostrara que a sequéncia {x*}, gerada pelo Algoritmo 10, estd bem

definida, ou seja, o problema (4-6) tem solugao.
Lema 4.18 A busca proximal estd bem definida, ou seja, o problema (4-6) tem solucdo.

Prova. Para facilitar a discussdo usaremos a seguinte notagao,
0r(t) = FE = VN + 20| VAN 2, onde A<M <A

Se V£ (x¥) =0, entdo @i () = f(x*) é constante, e temos x*T! = x, para qualquer escolha

de #;. Observemos que temos a seguinte desigualdade:
Q1) = f*+ AV F ()2
E caso Vf(x*) # 0, temos pela tltima desigualdade o limite que segue-se:

lim (pk(l‘) = o0,

[—o0
Logo, existe p > 0 tal que @x(p) < @x(t), para todo ¢t > p. Portanto a minimizagdo em
(4-6) se reduz ao seguinte problema:

fx = argmin { FEE V) 2V FE 2 1 e o, p]} . (4-7)

Como @ é continua entdo, pela Observacao 2.17, o problema (4-7) tem solucdo. Assim a
busca proximal estd bem definida e o lema estd demonstrado. 0
A seguir enunciaremos um lema que nos ajudard a mostrar que o Algoritmo 10 é um caso

particular do Algoritmo 6.

Lema 4.19 A sequéncia {xk }, gerada pelo Algoritmo 10, satisfaz a seguinte propriedade:

FEEN < FEH AZVEEIP, k=01, 5

Prova. Seguindo a notacio do tltimo lema observe que f(x*) = @4 (0). Portanto,

FOO) = FOE =V ) + 2 [ V) 2.

Como A < A a desigualdade do lema segue-se. 0
Agora estamos preparados para mostrar que o Algoritmo 10 é um caso particular do
Algoritmo 6. Assim, a desigualdade (4-8) nos sugere tomar ¢(r) = A#2. Entdo podemos
escolher algum a € (0,1) e adotar To = o para satisfazermos H1. E para que H2 seja
satisfeita basta escolhermos § = A.
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Segue do Lema 4.19 que a condigdo C1 é sempre satisfeita e, neste caso,
’CB = o0,

Observacao 4.20 Pelo artigo [7] devido a Kiwiel e Murty, a condigdo C2 também deve
ser satisfeita, pois segundo [7] o Algoritmo 10 é um caso particular do Algoritmo 6.
Ndo conseguimos demonstrar que existem constantes adequadas para que a condicdo C2
fosse satisfeita. Pensamos que a demonstragdo deste fato é técnica, pois a principio a

sequéncia de passos ty pode convergir a zero ou até mesmo divergir.

Assumamos que a condicao C2 € satisfeita. Pelo que foi discutido concluimos que o Al-
goritmo 10 é um caso particular do Algoritmo 6. Portanto as conclusdes do Teorema 4.11
e dos Coroldrios 4.12 e 4.13 também sdo vélidas para a sequéncia {x*} gerada pelo Algo-

ritmo 10.



CAPITULO 5

Método do gradiente para problemas restritos

Neste capitulo estudaremos o método do gradiente projetado, para solucdo de
problemas restritos a um conjunto vidvel D C R" nao-vazio, fechado e convexo, com
funcdo objetivo f : R” — R continuamente diferencidvel e convexa-generalizada, isto €,
pseudo-convexa ou quase-convexa. Este capitulo foi baseado nos artigos [12] de Wang e

Xiu, e no artigo [2] de Calamai e Moré.

5.1 Método do gradiente projetado para funcoes con-

vexas-generalizadas

O Problema a ser estudado neste capitulo sera:
min f(x), x€D, (5-1)

0 qual consiste em minimizar a funcdo objetivo f sobre o conjunto D C R”, onde D
€ um conjunto nao-vazio, fechado e convexo e a func¢do f € continuamente diferencidvel
em D. Assumiremos que f é uma func¢do convexa-generalizada, isto €, pseudo-convexa ou
quase-convexa. Um método bastante conhecido para procurar solu¢des do problema (5-1),
€ o método do gradiente projetado, que foi originalmete estabelecido por Goldstein [3] e
por Levitin e Polyak [8], o método consiste em definir uma sequéncia de pontos {x*}
como:

X = (1) .= P(X* — V£ (x9)), (5-2)

onde P(-) denota a projecdo sobre D. Assim as iteracdes para o método do gradiente
projetado sdo uma combinagao natural do método do gradiente para problemas irrestritos,
com a projecdo das iteracdes obtidas sobre o conjunto vidvel D em questdo. Este método
possui algumas vantagens: em primeiro lugar o método é de f4cil implementacdo (veja
[12]), especialmente quando € ficil calcular a projecdo sobre o conjunto D, e ndo
exige grande capacidade de armazenamento; além disso, € possivel acrescentar ou retirar

restri¢des a cada iteracdo.
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O tamanho do passo #; serd escolhido de tal forma que, para constantes reais

ut, i € (0,1) ey,Y2 € Ry tivermos:

F(te)) < FO5) +u (V) x(te) — ), (5-3)
e além disso,
Ik > "1 ou x>V, (5-4)
onde 7, satisfaz
FE(@)) > £ + (VR (i) — ). (5-5)

Pelo Corolério 2.58 item (b), a condi¢do dada por (5-3) garante um decréscimo real que
a fungio f deve sofrer. Esse decréscimo serd uma fracdo de (V£ (x), xi(t) — x¥), e essa
frac@o serd determinada por u; € (0,1). E a condigdo (5-4) garante que o comprimento

do passo f; ndo serd tdo pequeno.

Observacao 5.1 Segundo o artigo [12], de Wang e Xiu, a busca linear definida por (5-3) -
(5-5), satisfaz outras buscas lineares as buscas definidas em [3] e [8] e a extensdo da

Regra de Armijo, que foi dicutida na Segdo 3.2.1 do Capitulo 3.

A seguir veremos que a afirmacdo com respeito da extensao da Regra de Armijo, feita na

observacao anterior, realmente ¢ verdadeira.

Observaciio 5.2 E sempre possivel escolher uma sequéncia {tx} satisfazendo as con-

digbes (5-3) - (5-5). De fato, defina a sequéncia {t;} como t; = {0, onde
ix 1= min {i EN: f(x(70) < f(X)+a(Vf (), x (7)) —x">} . (56

ondet >0, o, 0 € (0,1) sdo parametros fixados. Pelo Lema 3.11 sabemos que a busca
dada por (5-6) estd bem definida. Se tomarmos u; = p, = o entdo a condigdo (5-3) serd
satisfeita para algum ty = £ 0% suficientemente pequeno, pois tomando Y1 =1, Y, = 6% e
i =101 as condi¢bes 5-4 e 5-5 sdo satisfeitas. Veja também Observagdo 3.10.

O resultado principal a ser discutido sobre o0 método do gradiente projetado, aplicado ao
nosso problema (5-1), é que podemos garantir resultados importantes sobre a convergén-
cia da sequéncia {xk }, gerada por (5-2) - (5-5), sob a hipétese que a sequéncia de passos

{t¢} é limitada superiormente, isto é, existe y3 > 0 tal que:

<y, k=0,1,.... (5-7)

Observacao 5.3 Evidentemente existem muitas regras de busca linear que satisfazem a

condigdo (5-7), por exemplo a Regra de Armijo e a Regra definida por Goldstein em [3].
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A Observagdo 5.2 mostra que o conjunto das sequéncias {f;} C Ry satisfazendo as
condigdes (5-3) - (5-5) € diferente do vazio. Assim, dado X, para cada escolha de
1 € R, satisfazendo as condigdes (5-3) - (5-5) a iteracdo 21 estd bem definida. Entdo o
algoritmo conceitual do gradiente projetado, descrito pelas condi¢des (5-3) - (5-5), pode

ser enunciado formalmente da seguinte forma.

Algorithm 11 (Algoritmo do gradiente projetado) Tome as constantes reais positivas
uisi € (0,1) ey, v2 € Ry

INICIALIZACAO. Tome x° € D. Faca k = 0.

CRITERIO DE PARADA. Se x*T! = x*, entdo pare. Caso contrdrio, execute o passo
seguinte.

PASSO ITERATIVO. Tome t;, € R satisfazendo:

L fa(t) < FOE) +un (VK xete) — x5);

2.t > Y1 outy > Yaty, tal que ty satisfaz
Fo(@) > () + (VR x(fi) — 5.

Defina
.= p <xk —thf(xk)> ,

Faca k = k+ 1 e volte ao CRITERIO DE PARADA.

Observacao 5.4 O Algoritmo 4 deve parar em um ponto estaciondrio, pois pelo do

k+1 k k

Coroldrio 2.58 (c) temos que x = x* se, e somente se, x*T1 ¢ ponto estaciondrio.

Veremos adiante que assumindo (5-7) e trabalhando com uma func¢do f, pseudo-convexa
(respectivamente, quase-convexa) em D, entdo a sequéncia {x*}, gerada pelo Algo-
ritmo 11, serd convergente a um minimizador (respectivamente, a um ponto estaciondrio)

de f, ou ||x*|| — o, 0 conjunto solugio de (5-1) é vazio e
Jim f(xX*) = inf{f(x) : x € D}.

Assim, o que veremos neste capitulo serd em certo sentido uma extensao do capitulo an-
terior, ao passo que trabalharemos com problemas restritos para fungdes quase-convexas.
Além disso, trabalharemos com fungdes pseudo-convexas que, como foi discutido no
capitulo 2, € uma classe de funcdes mais restrita que a classe de fungdes quase-convexas
e por isso conseguiremos resultados mais fortes do que quando trabalhamos com fung¢des
quase-convexas.

Antes de exibir os principais resultados precisaremos estudar algumas conside-

racOes preliminares que serdo exigidas posteriormente.
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5.1.1 Resultados Preliminares

O primeiro teorema desta subsecao foi baseado no artigo de Paul H. Calamai e
Jorge J. Moré [2], e serd de grande importancia para a demonstracdo do Teorema 5.8, do

Teorema 5.12 e do Teorema 5.16, que sdo os principais resultados deste capitulo.

Teorema 5.5 Seja {x*} uma sequéncia gerada pelo Algoritmo 11. Se {x*i} é alguma
subsequéncia limitada de {x*}, entéo
xkj+l —ij
lim it x| =0,
kj—>°° tkj
Além disso, qualquer ponto de acumulacdo da sequéncia {xk} é um ponto estaciondrio

do problema (5-1).

Prova. Suponha, por contradi¢iio, que exista uma subsequéncia infinita {x*} de {x%/} de

tal modo que
ke+1 _ xkg
et A (5-8)
Iy,
Manipulando algebricamente (5-8), podemos concluir a seguinte desigualdade

ket — k|2

t >emax{et,, [P -2}, £=0,1,.... (5-9)
ky

Pelo Corolério 2.58 (b) e por (5-3) conclui-se que {f(x**)} é monétona ndo crescente e
como por hipétese {x*} & limitada, entdo usando o Teorema 2.6 concluimos que { f(x*/)}
€ convergente. Por outro lado, o Corolério 2.58 (b) juntamente com as desigualdades (5-3)
e (5-8) implicam que

=0 g ity e ety < SO ZSCETD gy

Ik, i

0<

Como a sequéncia { f(x*!)} é convergente, as desigualdades anteriores implicam que

ko+1 ko2
& xE

lim 0, lim (Vf(xX), xke — xketly = 0,

k@—mo tkg k@—mo

Combinando o primeiro limite acima e a desigualdade (5-9) concluimos que

lim 7, =0, kliin ket — Xk = 0.
[ oo

ké‘—>oo
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Assim, por (5-4) vemos que ndo existe Y; > 0 tal que 7, > v, portanto existe Y, > 0 tal
que tx, > Y2 1x,, onde fi, satisfaz (5-5). Seja

ot .= xkz<t_ké)7 Bke :=min {tkf ’fkf} ’

Pela defini¢cdo acima e o Lema 2.59 temos a seguinte desigualdade

i, (Br) — | et — e et — 2
> Bk@ - .
Br e, i

De (5-8) temos |[x*+! — xk¢|| > ety,. Como ty, > V> 7, a tltima desigualdade implica que

s, (Br,) — x|

Br

> emin{1 ,yz}||ikf+1 —xkf||.

Como B, := min {tkf J I, }, a desigualdade anterior junto com o Coroldrio 2.58 (b) implica

min{ (V£(), 2 — 1) (F(8) b B > emin 1y} — . (5-10)
Como {(Vf(xkt), xk¢ — x¥+1\Y converge para zero, entdo a dltima desigualdade fornece
Jim & — xR =0, (5-11)

Para facilitar a notagéo definiremos agora py,(0) como a expressio seguinte,

FOE) = £ (o (@)
Vi(ake) , xp, — xg, (1)

pké((x) = {

Usando o Teorema do Valor Médio 2.22 e alguma manipulagdes algébricas concluimos

que
(VS (EY), M —tl) — (V) , o — 5t

(V) b — 34 |

Pk, (i) — 1= (5-12)

onde &K = xke 9, (xket! — xk0) € D com 0 < 0, < 1. Utilizando-se de (5-10) e de (5-12),
I3

conclui-se

IVFE") = VA lx =+ [IVAE") - V)|

emin{1,y, }||xket1 — xke| emin{1,y,}

‘pkg(fkg) - 1| <
Como EX = xkr O, (xketl —xkr) com 0 < 0, < 1, usando (5-11) temos

lim (X —x*) = 0.

{—oo
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Portanto, fazendo ¢ tender a infinito na dltima desigualdade e usando a continuidade de
Vf e a igualdade anterior concluimos que lim/_. |p, (%,) — 1| = 0. Assim, vemos que
para ¢ suficientemente grande, temos py, (fx,) > p2. Mas isto é uma contradigio, pois (5-5)
garante que py(f;) < up parak =0, 1,... e assim o resultado do lema segue-se. 0
O préximo lema € simples e ndo exigird grande esforgo, entretanto serd util em demon-

stragdes de resultados posteriores.

Lema 5.6 Seja a sequéncia {xk} gerada pelo Algoritmo 11. Supondo a condi¢do (5-7),

isto é, existe Y3 > 0 tal que:
I <73, k=0,1,....
Entdo para cada iteracdo do Algoritmo 11, teremos a desigualdade a seguir:

FOR) = FE VY 420 (VA x—xb), xeD.

2
I — 2|2 < [k — ]2+ 2B
1

Prova. Desenvolvendo ||x**! — x||> obtemos a seguinte expressio,
T x][2 = [l — ]2 2 (R ok k) o [k k|2,
Por manipulagdo algébrica simples observamos que a seguinte desigualdade é verdadeira,
2 (! ok k) T K2 <2 kT b R,
Logo pelas duas ultimas desigualgades podemos concluir a proxima desigualdade
o — x|]2 < I = x] 2 2 (FT ok T ).
Utilizando o item (a) do Corolario 2.58 e a desigualdade anterior obtemos,
[ — x| < [l = 20 (V) 2= x5,
Por manipulagdes algébricas simples no lado direito da desigualdade anterior conclui-se
[ — x]|2 < |l = x| 420 (VF(F), XX =KD 420 (VFR) , x = X5).

Assim combinando (5-3) e (5-7) com a dltima desigualdade concluimos a demonstracao.
0J
O Coroldrio a seguir € uma consequéncia direta do Lema 5.6, e aparecerd nas demonstra-

¢oes dos proximos teoremas.
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Corolario 5.7 Considere a sequéncia fi(x) definida por
L 2, 2 Lk
7o) = I =P+ 225,

@) Se (Vf(x*),x—x*) < 0paratodo k=0,1,..., entdo fi(x) é decrescente;
(b) Se (VFf(x*), x—x*) <0 paratodok=0,1,... entdo fi(x) é monétona néo-crescente.

Prova. E aplicacio direta do Lema 5.6 juntamente com as condi¢des dadas em cada item.
O

5.1.2 Resultados Principais

Os principais resultados sobre a convergéncia do Algoritmo 11 serdo enunciados
nesta subsec¢do. Consideremos $* o conjunto solu¢do do problema (5-1), o qual natural-
mente pode ser vazio. Primeiramente estudaremos a convergéncia do método quando a

funcdo objetivo f € pseudo-convexa.
Teorema 5.8 Suponha f pseudo-convexa em D, e seja {x*} uma sequéncia gerada pelo
Algoritmo 11. Supondo a condigcdo (5-7), ou seja, existe Y3 > 0 de tal modo que:

t<vs, k=0,1....

Entdo as seguintes afirmacoes sdo verdadeiras.

(@) S* # 0, isto é, conjunto solucdo de (5-1) é diferente de vazio, se e somente se,
a sequéncia {xk} admite pelo menos um ponto de acumulacdo. Neste caso, a

sequéncia {x*} converge para solucéo de (5-1);
(b) limy_. f(x*) = inf{f(x) : x € D}.

Prova. Demonstraremos primeiramnete o item (a) do teorema. Suponhamos que x* seja
ponto de acumulagio da sequéncia {x*}. Pelo Teorema 5.5, x* é ponto estaciondrio, ou

seja, (Vf(x*),x—x*) > 0 para todo x € D. Como f é pseudoconvexa temos

fx) > f(x*), xe€D.

Portanto x* pertence ao conjunto solucdo de (5-1), isto é, x* € S*. Logo S* # 0. Para
demonstrar a implicagdo contraria, assumamos que o conjunto solugdo de (5-1) € diferente

de vazio. Assim existe X pertencente ao conjunto solugdo de (5-1) tal que:

f@ < fG&d,  k=0,1.... (5-13)
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Pela pseudoconvexidade da funcdo objetivo f concluimos diretamente o seguinte fato:
(Vi) 5—x <0,  k=0,1....
Consideraremos a sequéncia { f(X)} definida no Coroldrio 5.7 pela igualdade seguinte
Si(®) = |3 =3[ + myf (),

com m; = 2y3/u;. Usando o Corolédrio 5.7 concluimos que {f¢(%)} é uma sequéncia

decrescente. Assim por (5-13) conjuntamente com o fato de { fx(X) } ser decrescente temos
m f(E) < || =)+ m f(2) < |20 =& +m ()

Portanto {x*} é limitada, assim {x*} admite pelo menos um ponto de acumulacio x*.
Como foi demonstrado anteriormente x* pertence ao conjunto solugao de (5-1).

Para concluir o item (a) mostraremos agora, que se a sequéncia {x*}, gerada pelo
Algoritmo 11, admite um ponto de acumulagdo x*, entdo a sequéncia {xk } converge para
solucao de (5-1). Consideremos assim:
kj —

lim x = x*, j=0,1,....

Jj—oo
Como {f(x*)} é ndo-crescente temos limy .., f(xX) = f(x*). Logo concluimos que
fx) < fb,  k=0,1,.... (5-14)
Novamente, pela pseudoconvexidade da fun¢do f segue-se a proxima desigualdade
(VI x* —x5) <0, k=0,1,....

Utilizando a ultima desigualdade juntamente com o Coroldrio 5.7 concluimos que
{fk(x*)} € uma sequéncia decrescente. De forma andloga ao que foi feito anteriormente,
por (5-14) juntamente com o Coroldrio 5.7, conclui-se que { fx(x*) } é uma sequéncia limi-
tada. Consequentemente a sequéncia { fi(x*)} é convergente. Portanto pelo Teorema 2.5

temos:
Jim {2y f ()} = }Lrg{llxkf —xMP b mi f)} = mf(x).
Logo da tltima equagio, verificamos o seguinte limite para sequéncia {x*},

limx*=x*, k=0,1,....

k—so0
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Portanto estd demonstrado o item (a) do teorema. Demonstraremos agora o item (b),
consideremos primeiramente S* # 0. Pelo item (a), a sequéncia {x*} converge para

solucdo de (5-1) e portanto:
EmﬂﬁyﬂﬂguyxeD}

Neste caso basta analisar o caso em que S* = 0. Como foi demonstrado no item (a), {x*}

nao admite ponto de acumulacdo. Logo,
5muﬁuz+w. (5-15)

Suponha, por contradigio, que limy ... f(x¥) > inf{f(x) : x € D}. Entdo existe ¥ € D de
tal forma que:

fE) < fE, k=0,1....

Analogamente ao que foi feito no item (a), concluimos que {x*} é limitada. Portanto

contrariamos (5-15). Portanto o item (b) fica demonstrado. ]

Corolario 5.9 Suponha f convexa em D, e seja {xk } uma sequéncia gerada pelo Algo-

ritmo 11. Supondo a condigdo (5-7), ou seja, existe Y3 > 0 de tal modo que:
I <73, k=0,1,....

Entdo as seguintes afirmacoes sdo verdadeiras.

(a) S* # 0, isto é, conjunto solucdo de (5-1) é diferente de vazio, se e somente se,
a sequéncia {x*} admite pelo menos um ponto de acumulacéo. E neste caso, a

sequéncia {xk } converge para solugdo de (5-1);
(b) limy_.. f(x*) = inf{f(x) : x € D}.

Prova. Basta observar que pelo Teorema 2.52 f € pseudo-convexa, portanto podemos

aplicar o Teorema 5.8 4 sequéncia {x*}. O

Observacao 5.10 A hipotese sobre f ser pseudo-convexa é necessdria para garantir o

item (b) do Teorema 5.8, como serd mostrado no exemplo a seguir.

Exemplo 5.11 Consideremos novamente a fungdo de duas varidveis f(x,y) = e — y*.
Veremos que f é um exemplo de funcdo que ndo é pseudo-convexa, e que ndo satisfaz

a afirmacdo (b) do Teorema 5.8 quando consideramos D = R?. De fato, utilizando a
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notagdo da Defini¢do 2.45, facamos, por exemplo, ¥ = (2,—10) e x = (0,20), para

verificar que f ndo é pseudo-convexa. No Exemplo 4.10 foi demonstrado que

lim f(x*)=0
k—>+°°f( ) ’
mas inf f = —oo, Portanto a hipdtese sobre f ser pseudo-convexa é necessdria para

garantir o item (b) do Teorema 5.8.

O proximo teorema € extensao natural do Teorema 4.7, do capitulo anterior. Ele caracter-
iza a convergéncia de uma sequéncia {x*}, gerada pelo Algoritmo 11, quando a funcio

objetivo é quase-convexa.

Teorema 5.12 Seja f uma funcdo quase-convexa em D, e seja {xk} uma sequéncia

gerada pelo Algoritmo 11. Supondo (5-7), ou seja, existe Y3 > 0 de tal modo que,
t <73, k=0,1,....

Entdo os seguintes itens serdo verdadeiros.

(@) Se existe um ponto de acumulacdo x* na sequéncia {x}, entdo x* é um ponto

estaciondrio do problema (5-1), além disso limy_... Xk = x*;

(b) Caso contrdrio, o conjunto solucdo S* de (5-1) é vazio,
lim [|x¥|| = 4o li ) =inf f.
Jim [Pl =tee,  Tim f(xF) = inff
Prova. Suponhamos que a sequéncia {x*}, gerada pelo Algoritmo 11, admite ponto de

acumulacgdo x*, ou seja,

limx% =x*, j=0,1,.... (5-16)

Jj—oo

Como a sequéncia {f(x*)} é monétona nio-crescente temos, por (5-16) e pela con-
tinuidade de f, que limy .. f(xX) = f(x*). Assim,

fO)<f), k=01, (5-17)
Pelo Lema 2.44 juntamente com a desigualdade anterior (5-17), obtemos diretamente,

(f(h), x* =2 <o. (5-18)
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Consideraremos a sequéncia { f(x*) }, definida no Coroldrio 5.7 pela igualdade seguinte:
Se@) = [ =[P muf (),

com m; = 2y3/u;. Utilizando (5-18) combinada ao Coroldrio 5.7 conclui-se que a

sequéncia { fz(x*)} € monoténa ndo-crescente. Logo pela desigualdae (5-17) temos,
mf(x°) < |nF =2y f(E) < =2 f ()

Pela desigualdade anterior conclui-se que {f;(x*)} € limitada, portanto é convergente.

Assim pelo Teorema 2.5, concluimos a seguinte expressao:
klijn{llxk — X2 f()} = }ggo{\|xkf = X2 f(R)} = myf(x).

Portanto a sequéncia, gerada pelo Algoritmo 11, {x*} converge para x*, ou seja,

k

lim x* = x*, k=0,1,....

k—so0
Utilizando o Teorema 5.5, concluimos que x* é ponto estaciondrio. Assim o item (a) esta
demonstrado.

Para demonstrar (b) suponhamos primeiramente que limy_, , . ||x¥|| # +oo. Assim
{x*} ¢ limitada. Portanto {x*} tem ponto de acumulagdo, consequentemente ocorre o
item (a). Agora suponhamos que limy_... f(x¥) > inf{ f(x) : x € D}, entdo existe ¥ € D tal
que:

f@ < fG&,  k=0,1,....

Analogamente a demonstragio do item (a), podemos concluir que {x*} é limitada. Logo
{x*} tem ponto de acumulacio, assim ocorre o item (a). Por tltimo suponha que S* # 0,
isto é, o conjunto solu¢do de (5-1) ndo é vazio, entdo existe x* pertencente ao conjunto
solucdo de (5-1). Dat:

fx)<fR,  k=0,1,....

Analogamente a demonstracio do item (a), concluimos que {x*} é limitada. Consequente-
mente ocorre o item (a). Portanto a demonstra¢do do teorema estd concluida. O
Observemos que o Teorema 5.12 ndo conseguiu afirmacdes tdo fortes quanto as afir-
macdes do Teorema 5.8, mas por outro lado, os resultados serdo aplicdveis a uma classe

maior de fungdes, ja que trata de funcdes quase-convexas.

Observacio 5.13 Note que para D = R?, temos pelo exemplo 4.10, que a condicdo de

quase-convexidade de f é necessdria para garantirmos a conclusdo do Teorema 5.12.
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A seguir enunciaremos dois lemas, que serdo necessarios para a demonstracdo do nosso

ultimo teorema.

Lema 5.14 Para cada iteracdo do Algoritmo 11, temos a seguinte desigualdade:

(V) E ) [

ky _ k—1 ~
=] w TIVAE) =V veeD. (5:19)

Prova. Pelo item (a) do Corolario 2.58 temos a seguinte desigualdade:

k—1
<Vf(xk“),x’<—x>§<x _axk’xk_x>, xeD.
k—1

Por simples manipulagdo algébrica, temos pela dltima desigualdade a préxima expressao:

(Vf(x), 2 —x)

o — x|

A AT ) n (VA) - VD), & —x)

<
T o [t 4] Il — x|

Utilizando-se da desigualdade de Cauchy-Schwarz, dada no Teorema 2.13, nas duas
parcelas do lado direito da dltima inequagdo concluimos a desigualdade (5-19). Portanto

a demonstracdo do lema estd concluida. 0

Lema 5.15 Seja {x*} uma sequéncia gerada pelo Algoritmo 11. Entdo a seguinte de-

sigualdade ¢é verdadeira:

(nxk“ —xku)2 S VO ) ) - )

Ix o Ik - Ix

Prova. Pelo item (b) do Coroléario 2.58 obtemos diretamente a primeira desigualdade. A
segunda desigualdade € obtida de (5-3) por simples manipulacdo algébrica. 0J
O teorema subsequente encerrard este capitulo e mostrard que tanto a sequéncia {xk},
gerada pelas iteracdes do Algoritmo 11, quanto a sequéncia { f(x*)} sdo sequéncias bem
definidas.

Teorema 5.16 Seja f uma funcdo convexa generalizada em D, isto é, quase-convexa ou
pseudoconvexa. Seja ainda {x*} uma sequéncia gerada pelo Algoritmo 11. Supondo a

condigdo (5-7), ou seja, existe Y3 > 0 tal que,
e <3, k=0,1,....

Se {x*} admitir ponto de acumulagdo, entdo a sequéncia {x*} é convergente e valem os

seguintes limites equivalentes:

k+1 _ k

— 00 tk
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<Vf(xk) ’ xk _xk+l>

® fin FHE o
1
© hmf()fk)—f(xk+ ) —0;
k—so0 9%
(V) =X
(d ,}2}0 [T 2| =0.

Prova. Pelos Teoremas 5.8 € 5.12 temos que {xk } converge para um ponto estaciondrio do
problema (5-1). Assim {x*} é limitada; logo pelo Teorema 5.5 podemos concluir o item
().

Para demonstrar o item (b) facamos x = x**! no Lema 5.14 e dividamos a

desigualdade (5-19) por #;, assim juntamente com o item (b) do Coroldrio 2.58 temos:

(VSO 2 =) =]V = VDI

0<
- l‘kak—karlH T M O Iy

(5-20)

Por manipulagdo algébrica simples em (5-20) obtemos a seguinte relagdo:

\v4 k kL k+1
O§11m<f(x)7‘x X >

k—o0 1y
[l = | ok =

k+1
V) - v =,
fk—1 Iy Ik

< lim
k—oo

Pela continuidade de V f(x) em D juntamente com o item (a), conclui-se que o dltimo

limite da desigualdade anterior converge para zero. Logo o item (b) estd demonstrado.
Para demonstrar o item (c) observemos primeiramente que, por (5-7) juntamente

com o item (a) obtemos,
Jim [ — x| = 0. (5-21)
Por outro lado da condi¢do (5-3) juntamente com o item (b) do Corolario 2.58 conclui-se
k 2
X —x

P = FE) > (V) okt > D

> (. (5-22)
Ik

Pelo Teorema do Valor Médio 2.22 existe X = x¥ + 0, (x¥T! —x¥), com 0 < 8; < 1 tal que

FOER) = AT = (VF(EN), o =T, (5-23)

Combinando as expressdes dadas por (5-22) e (5-23) concluimos que,

o< FON SO (V) o =) (524)

Ik Ik
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onde W* = x* +0; (x**1 —x*) € D com 0 < 6; < 1. Por uma manipulago algébrica simples

em (5-24) e a aplicagdo da desigualdade de Cauchy-Schwarz chegamos a seguinte relacdo,

SR —

0 < lim
k—o0 Iy
. Vf Xk ’xk_xk-l-l . xk_xk—H
< im S0 i 9 ) - v

Agora basta utilizarmos os itens (a) e (b) juntamente com (5-21) para concluirmos que o
ultimo limite convergira para zero. Consequentemente o item (c) estd demonstrado.

Por fim demonstraremos agora o item (d). Pelo item (b) do Corolario 2.58
juntamente com o Lema 5.14 conclui-se a desigualdade,
(Vf(xk+l),xk+l _xk+2> < lim ka _xkfl H

k—s o0 Iy

<1
0< hm [T — k2|

+ Jim [V () = VD]

Assim pela continuidade de V f(x) e por (5-21), concluimos que o dltimo limite converge
para zero. Portanto fica demonstrado o item (d). A equivaléncia os limites € consequéncia
do Lema 5.15. OJ



CAPITULO 6

Consideracoes finais

Com este trabalho tentamos descrever bem a filosofia do método do gradiente.
No Capitulo 3 tentamos deixar claro, que para problemas irrestritos o método do gradien-
te € um caso particular de método de descida, quando escolhemos a direcao de descida
—V f. Além disso, no capitulo 3 evidenciamos que existem vérias formas de calcular o
comprimento de passo #;. Assim percebe-se que a convergéncia do método do gradiente
estd intimamente relacionada com a busca linear escolhida, pois para cada busca linear o
método do gradiente gera uma sequéncia {x*} distinta.

No Capitulo 4 estudamos o artigo [7] devido a Kiwiel e Murty. Trabalhamos
com a busca linear definida pelas condi¢des C1 e C2, sob as quais o método do gradiente
converge a solu¢do de um problema de minimizacgdo irrestrito, caso exista solugcdo e a
funcdo objetivo f seja continuamente diferencidvel e quase-convexa. E importante notar
que o Exemplo 4.10 mostra que a hipétese de quase-convexidade de f € necessaria. Vimos
na Se¢do 4.2 que a busca linear definida pelas condi¢des C1 e C2, generaliza outras buscas
lineares como a Regra de Armijo e as buscas definidas nas referéncias [1] e [4]. Portanto
pode-se extender os resultados de convergéncia do Teorema 4.7, as sequéncias do método
do gradiente com buscas de Armijo e buscas definidas em [1] e [4].

Os resultados principais do Capitulo 5 foram basedos no artigo [12] de Wang e
Xiu. O Teorema 5.5, que € de grande importancia para conclusdo dos demais resultados,
foi extraido do artigo [2] de Calamai e Moré. Notemos que neste capitulo ampliamos
nosso leque de problemas, pois tratamos de problemas restritos a um conjunto D con-
vexo, fechado e ndo-vazio. Definimos uma busca linear pelas condi¢des (5-3) - (5-5), e
supomos que a sequéncia de passos {#;} fosse limitada superiormente. Assim concluimos
resultados fortes, como os Teoremas 5.8 € 5.12, que sdo extensdes do Teorema 4.7.

Um estudo interessante € analisar a condicao C2 para busca proximal. Também
seria enriquecedor estudar as referéncias [3] e [8], pois segundo a Observagdo 4.20 a busca
linear definida por (5-3) - (5-5), satisfaz as buscas definidas em [3] e [8], além de serem

artigos cldssicos por terem estabelecido o método do gradiente projetado.



Referéncias Bibliograficas

(1]

(2]

(3]

(4]

[5]

[6]

(7]

(8]

[9]
[10]

[11]

Burachik, R., Grafia Drummond, L.M., Iusem, A.N., and Svaiter, B.F.,Full
convergence of the steepest descent method with inexact line searches,
Optimization, 32, p. 137-146 (1995)

Calamai, P.H., Moré, J.J., Projected Gradient Methods for Linearly Con-
strained Problems, Math. Programming, 39, p. 93-116 (1987).

Goldstein, A.A., Convex programming in Hilbert space. Bull. Amer. Math.
Soc., 70, p. 709-710 (1964).

Iusem, A.N., Svaiter, B.F. A proximal regularization of the steepest descent
method, RAIRO Rech. Opér., 29, no.2, p. 123-130 (1995).

Izmailov,A., Solodov, M., Otimizagcdo-Volume [-Condicoes de Otimali-
dade, Elementos de Andlise Convexa e de Dualidade , IMPA, Rio de
Janeiro, 2005.

Izmailov,A., Solodov, M., Otimiza¢do-Volume 2-Métodos computacionais,
IMPA, Rio de Janeiro, 2007.

Kiwiel, K.C., Murty, K., Convergence of the Steepest Descent Method for

Minimizing Quasiconvex Functions, J. Optim. Theory Appl., 89, no. 1,
p- 221-226 (1996).

Levitin, E.S., Polyak, B.T.,Constrained minimization prloblems, USSR.
Comput. Math. Math. Phys., 6, p. 1-50 (1966).

Lima, E.L., Curso de andlise - Volume 1. IMPA, 12% edicao, 2007.
Lima, E.L., Curso de andlise - Volume 2. IMPA, 6* edi¢do, 2006.

Mangasarian, O.L., Nonlinear Programming, Classics In Applied Mathe-
matics, SIAM, Philadelphia, 1994.



Referéncias Bibliograficas 74

[12] Wang, C., Xiu, N., Convergence of the Gradient Projection Method

for Generalized Convex Minimization, Comput. Optim. Appl., 16 no. 2,
p. 111-120 (2000).



Livros Gratis

( http://www.livrosgratis.com.br )

Milhares de Livros para Download:

Baixar livros de Administracao

Baixar livros de Agronomia

Baixar livros de Arquitetura

Baixar livros de Artes

Baixar livros de Astronomia

Baixar livros de Biologia Geral

Baixar livros de Ciéncia da Computacao
Baixar livros de Ciéncia da Informacéo
Baixar livros de Ciéncia Politica

Baixar livros de Ciéncias da Saude
Baixar livros de Comunicacao

Baixar livros do Conselho Nacional de Educacdo - CNE
Baixar livros de Defesa civil

Baixar livros de Direito

Baixar livros de Direitos humanos
Baixar livros de Economia

Baixar livros de Economia Doméstica
Baixar livros de Educacao

Baixar livros de Educacdo - Transito
Baixar livros de Educacao Fisica

Baixar livros de Engenharia Aeroespacial
Baixar livros de Farmacia

Baixar livros de Filosofia

Baixar livros de Fisica

Baixar livros de Geociéncias

Baixar livros de Geografia

Baixar livros de Histdria

Baixar livros de Linguas



http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1

Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo



http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1

