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Aos meus pais, Heloisa e José Luiz, pelo total apoio e suporte que foram

imprescind́ıveis para enfrentar esse desafio.
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Este trabalho apresenta a caracterização de limites no sentido fraco dos sis-
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usados, entre outras coisas, para que as filas se auto controlem. Mostra-se que,

sob certas condições, o sistema pode ser aproximado por uma equação diferencial

estocástica refletida. Os benef́ıcios de tais aproximações são que elas descrevem a

evolução transiente destes sistemas e possibilitam a introdução de controles. Em

seguida, uma abordagem mais abrangente é apresentada através de redes de Petri

estocásticas. Uma nova classe destas redes é introduzida como uma forma unifica-

dora para tratar sistemas que podem ser descritos por quantidades discretas que

sofrem trocas estocásticas ao longo do tempo. A classe é geral o suficiente para

incluir as redes de Petri estocásticas, as redes de Jackson, e as redes de Gelenbe

com sinais do tipo “cliente negativo” e do tipo “triggers”. O objetivo principal é
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Caṕıtulo 1

Introdução

No ińıcio do século passado, A. K. Erlang deu ińıcio aos primeiros estudos de

teoria de filas em suas pesquisas sobre o congestionamento de tráfego de ligações

telefônicas (Erlang, 1909). Desde aquela época, viu-se a importância de construir

modelos matemáticos para obter quantidades, tais como: o tempo médio de espera

de cada cliente e o tempo ocioso dos servidores (Gross e Harris, 1998; Kleinrock,

1975), que são fundamentais para o planejamento destes sistemas.

Atualmente, quando se pensa em sistemas de computadores, é extremamente

fácil identificar processos que podem ser modelados sob o formalismo da teoria

de filas. De fato, qualquer recurso computacional limitado que necessita atender

a uma grande demanda de usuários pode ser reconhecido como um sistema de

filas. Desta forma, com o advento dos computadores, aumentaram a necessidade

e a demanda de modelos mais complexos para atender as novas aplicações que

surgiam, especialmente em sistemas em redes e de comunicações. Contudo, dois

grandes problemas permeiam a teoria clássica de filas e dificultam a sua aplicação

em certos problemas.

Um destes problemas é a incapacidade de gerar formas fechadas ou de fácil

utilização e interpretação para sistemas onde o processo de chegada ou sáıda não

possuem uma estrutura Markoviana. Talvez um dos artigos mais representativos

desta dificuldade seja o de Kingman (Kingman, 1966), no qual é apresentado uma

álgebra com o propósito de unificar os resultados de trabalhos para filas em casos
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gerais (i.e. não necessariamente Markovianos). Uma das soluções para este pro-

blema consiste em criar classes de processos que podem ser usados para aproximar

o processo de entrada ou sáıda desejado através da elaboração do chamado“método

de estágios” de Erlang. Nestes métodos, um processo Markoviano bidimensional

dado por {(N(t), J(t)); t ∈ R≥0}, com N sendo um processo de contagem e J uma

variável de fase (ou estágio), é introduzido de forma que uma estrutura markovi-

ana ainda possa ser recuperada no processo que descreve o estado da fila (veja, por

exemplo, (Neuts, 1975)). Atualmente, estes métodos de análise são comumente

chamado de Métodos Anaĺıticos Matriciais. Apesar de trazerem vários avanços na

teoria, estes métodos não são facilmente estend́ıveis para o caso de redes de filas,

que é mais comumente encontrado nos problemas atuais.

Outro problema é a dificuldade de se obter resultados que dizem respeito

a evolução transiente destes sistemas. Geralmente, os resultados da teoria são

obtidos a partir da hipótese de que o sistema está em regime estacionário. Os

poucos resultados que tratam a dinâmica destes sistemas são de dif́ıcil uso prático

para poderem responder, por exemplo, questões relacionadas a controles ótimos,

mesmo para os modelos mais simples. Todas estas dificuldades tornam-se ainda

maiores a medida que as filas são combinadas em redes.

Assim, estas duas dificuldades impulsionaram o estudo de aproximações.

Existem dois principais tipos de aproximações encontradas na literatura: as apro-

ximações por fluido e por difusão. Geralmente, modelos de fluido descrevem a di-

nâmica do valor médio do sistema por uma equação diferencial. As aproximações

por difusão diferem das aproximações por fluido no fato que o efeito estocástico

encontrado em sistemas de filas (devido à incertezas geradas pelos processos de

chegada de clientes e de serviço) não é eliminado do modelo, aparecendo como um

processo de Wiener ou como uma integral de Itô. Portanto, neste sentido, estas

aproximações são mais fiéis à dinâmica do sistema. Contudo, este ganho vem acom-

panhado da necessidade da “hipótese do tráfego pesado” que exige que a taxa de

clientes entrando em cada fila do sistema seja próxima da taxa com que os clientes
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saem da fila. Este é um cenário comum em várias aplicações de interesse, como é

o caso de sistemas computacionais modernos, que geralmente operam próximo de

sua capacidade máxima (Kushner, 2001).

Aproximações por difusão vêm sendo estudadas desde os trabalhos pioneiros

de Kingman (Kingman, 1961), Prohorov (Prohorov, 1963) e Borovkov (Borovkov,

1964, 1965), no inicio da década de 60. Um aspecto interessante das aproxima-

ções por difusão é que elas oferecem uma “visão macroscópica” (Whitt, 1974) da

interação complexa presente nestas redes, deixando claro aquilo que é regular e o

que é rúıdo. Além disso, a análise via tráfego pesado tem sido bastante promissora

na simplificação e resolução de problemas de controle em teoria de filas e redes

de comunicação (Kushner, 2001). Existe atualmente uma vasta bibliografia com

aplicações destes modelos em problemas de controle em sistemas computacionais

(veja, por exemplo, (Altman e Kushner, 2002; Buche e Kushner, 2002; Altman e

Kushner, 1999; Kushner e Martins, 1993)).

A proposta deste trabalho é o estudo de aproximações por difusão em siste-

mas de fila que podem receber e enviar sinais entre elas. Estes sinais podem ser

usados para remover clientes de qualquer fila no sistema ou mover clientes entre

filas. Estes sistemas de filas tiveram suas origens com Gelenbe em (Gelenbe et al.,

1991), e vem sendo amplamente estudados nos últimos anos (veja, por exemplo,

(Artalejo, 2000) para uma revisão no assunto), motivado principalmente por uma

série de aplicações. Dentre estas aplicações incluem-se o balanceamento de carga

de trabalho em uma rede de computadores, e também aplicações em biologia como

em redes neurais (Gelenbe, 1994; Gelenbe e Stafylopatis, 1991; Gelenbe, 1989) e

modelos para regulação genética (Gelenbe, 2007; Arazi et al., 2004). Contudo,

pouco foi explorado em relação à evolução transiente destes sistemas que é tão im-

portante para tratar problemas de controle. Recentemente, alguns trabalhos foram

feitos nesta direção (Guffens et al., 2006; Arazi et al., 2005) usando aproximações

por fluido.

Através de redes de Petri, foi posśıvel criar uma classe de redes que extrai
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a caracteŕıstica essencial do problema tratado: redes que podem ser descritas por

quantidades discretas que sofrem trocas estocásticas entre si ao longo do tempo.

Esta nova classe de redes, que foi chamada de redes de Petri com transições pro-

babiĺısticas, inclui como casos especiais as redes de filas com sinais de Gelenbe,

com sinais do tipo “cliente negativo” e “triggers”, as redes clássicas de Jackson, e

as redes de Petri estocásticas. A aproximação por difusão foi então desenvolvida

para esta classe de redes tornado-a, assim, um modelo unificado para estes tipos

de problemas.

1.1 Estrutura da Tese

Como a área de aproximações por difusão é relativamente nova e pouco di-

fundida, encontram-se poucos trabalhos introdutórios na área. Uma excelente

referência, sem dúvida, é o livro (Kushner, 2001). Os livros (Whitt, 2002) e (Chen

e Yao, 2001) também são muito úteis. Apesar disso, estes livros não abordam a

razão do aparecimento destas aproximações e porque elas são tão apreciadas. Para

isso, foi preciso resgatar vários artigos iniciais e ganhar conhecimento mais deta-

lhado sobre a teoria de filas. A intenção do Caṕıtulo 2 é justamente facilitar o

acesso à área para futuros leitores. Este caṕıtulo contém uma revisão sobre teoria

de filas destacando os resultados que ajudaram e motivaram o aparecimento das

aproximações por tráfego pesado.

O Caṕıtulo 3 contém uma breve revisão sobre redes de filas com sinais, des-

tacando como estes modelos se encaixam no cenário geral da teoria das filas. Além

disso, o caṕıtulo resume alguns resultados recentes sobre aproximações por fluido

em redes de filas com sinais.

Os caṕıtulos seguintes (Cap. 4 - Cap. 7) contém os resultados obtidos

durante o desenvolvimento desta tese, incluindo aplicações. O Caṕıtulo 4 contém

a primeira aplicação da aproximação por tráfego pesado em uma fila única com

sinais, os resultados contidos neste caṕıtulo são referentes aos trabalhos (Leite e

Fragoso, 2007, 2008d). No Caṕıtulo 5, é tratada a aproximação para redes de
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filas com sinais do tipo “cliente negativo”. As taxas dos processos de chegada

e de serviço são dependentes do estado, bem como a matriz de roteamento. O

conteúdo é referente ao trabalho (Leite e Fragoso, 2008a). O Caṕıtulo 6 contém

o desenvolvimento da aproximação para filas com o sinal do tipo “triggers”, com

a aplicação em sistemas de processamento paralelo. Os resultados deste caṕıtulo

são referentes ao trabalho (Leite e Fragoso, 2008b,c). Em seguida, o Caṕıtulo 7

trata a abordagem mais geral através de redes de Petri discutida anteriormente.

Os resultados deste caṕıtulo são referentes ao trabalho (Leite e Fragoso, 2009).

O Apêndice A foi redigido seguindo a mesma linha de pensamento do que

foi dito para o Caṕıtulo 2. Ele traz o aspecto fundamental para entender equações

diferenciais estocásticas refletidas - o processo de reflexão. O estudo deste processo

foi fundamental para poder tratar um problema que surgiu no desenvolvimento

desta tese. Além disso, os resultados contidos neste apêndice serão usados durante

todo o trabalho.

O Apêndice B contém uma miscelânea de resultados e definições que serão

usados no decorrer deste trabalho. Eles estão contidos aqui para facilitar a refe-

rência do leitor. Além disso, o apêndice contém provas de resultados menores que

foram desenvolvidas para este trabalho e, portanto, não são facilmente encontradas

em outras referências.
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Caṕıtulo 2

Da Teoria Clássica à Aproximação Por

Difusão

O objetivo deste caṕıtulo é reunir um conjunto pequeno mas representativo

de resultados da teoria clássica de filas, destacando resultados motivadores para o

aparecimento e desenvolvimento das aproximações por tráfego pesado. Um tema

constante neste caṕıtulo será o de estabelecer condições de estabilidade e construir

analiticamente formas fechadas para as distribuições de quantidades que descre-

vem o sistema em regime estacionário. O caṕıtulo está dividido em oito seções que

serão descritas a seguir. Na primeira seção, será introduzido o problema de filas e

algumas nomenclaturas. Em seguida, será considerado o primeiro modelo de um

sistema de filas com distribuições exponenciais (chamado de modelo M/M/1). Na

Seção 2.3, será discutido o modelo de filas M/G/1 e o método de análise chamando

de “cadeia de Markov embutida”. Além disso, condições de estabilidade serão in-

troduzidas sob o formalismo de cadeias de Markov. Na Seção 2.4, será sumarizado

alguns resultados de modelos que utilizam os métodos anaĺıticos matriciais (Matrix

Analytic Methods), como são geralmente chamados na literatura. Estes modelos

são relacionados aos das filas M/G/1 pois são constrúıdos de forma que uma es-

trutura Markoviana é preservada e pode-se ainda aplicar o método da cadeia de

Markov embutida. A Seção 2.5 contém uma análise de estabilidade para sistemas

de filas mais gerais. Esta análise é feita através da exploração do fato de que o

tempo de espera de um cliente no sistema pode ser visto como um passeio aleatório
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com uma barreira em zero. Na seção seguinte, são introduzidos alguns resultados

que foram os primeiros passos direcionados à obtenção das aproximações por trá-

fego pesado. E na Seção 2.7, será introduzida a idéia de redes de filas e como a

aproximação por tráfego pesado é utilizada nestes casos. A Seção 2.8 trata de uma

forma breve as aproximações por fluido, que se assemelham às de tráfego pesado

em aplicação, mas possuem algumas diferenças fundamentais.

É importante mencionar aqui que as provas presentes neste caṕıtulo foram

inclúıdas, dentre outras coisas, pelos seguintes motivos: 1) algumas provas são

detalhamento (ou com correções) daquelas encontradas nas referências, e 2) as

provas apresentadas aqui foram elaboradas no contexto da discussão e apresentação

dos resultados da Tese. Além disso, acreditamos que isso facilitará o trabalho

daqueles interessados em utilizar o texto em questão como um instrumento de

introdução nesse tópico de pesquisa.

2.1 Preliminares

Considere uma estação que provê serviço para uma série de clientes que

chegam de forma aleatória. Cada cliente precisa permanecer por um certo peŕıodo

de tempo nesta estação até que sua tarefa termine. Durante este tempo, nenhum

outro cliente pode ser servido (diz-se que a estação, ou servidor, está ocupado

durante este tempo). Clientes que chegam quando o servidor está ocupado formam

uma fila para esperar por serviço. Quando um cliente completa sua tarefa, ele deixa

o sistema e imediatamente um outro cliente começa a ser servido. Se a fila estiver

vazia, o servidor permanece ocioso a espera de um novo cliente. Este sistema

simples é o tipo tratado pela teoria de filas.

Como apontado por Kendall em (Kendall, 1953), um sistema de filas pode ser

descrito por três caracteŕısticas básicas: (i) a entrada, (ii) o mecanismo de serviço e

(iii) a disciplina da fila. A entrada descreve o processo que governa a demanda por

serviço, ou em outras palavras, de que maneira os clientes chegam no sistema. Este

processo de entrada pode ser caracterizado pelo tempo entre entradas sucessivas
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de clientes. O mecanismo de serviço descreve o processo associado à necessidade

de serviço de cada cliente, isto é, o tempo em que cada cliente passa recebendo

serviço na estação (geralmente chamado de tempo de serviço). A disciplina da fila

descreve como os clientes esperando na fila são servidos. Geralmente, quando se

pensa em filas, imagina-se que o cliente que chegou primeiro será atendido primeiro.

Este tipo de disciplina de fila é chamado de FIFO (first in first out). Contudo,

existem outras formas de atender clientes esperando na fila, por exemplo, tem-se

as seguintes disciplinas: LIFO (last in first out) o primeiro cliente que entrar na

fila será o último à sair, que corresponde à um sistema de empilhamento; SJF

(shortest job first), onde o cliente com a menor tarefa é atendido primeiro; e RR

(round robin), onde cada cliente recebe frações de serviço e voltam para o final da

fila até que o serviço completo termine. Existem vários outros exemplos além dos

mencionados nesta tese. Sempre assumiremos que a disciplina de serviço é FIFO.

Para estabelecer uma nomenclatura simples para classificar diferentes mode-

los de filas, Kendall em (Kendall, 1953) introduziu a seguinte notação para cada

tipo de distribuição de tempo de serviço e de tempo entre chegada de clientes: M

denota distribuição exponencial; Ek denota a distribuição de Erlang com k está-

gios; G denota uma distribuição arbitrária. Quando os intervalos entre chegadas

de clientes ou os tempos de serviço são independentes e identicamente distribúı-

dos, escreve-se GI. A notação de Kendall é dividida em quatro partes ·/ · / · /·,

a primeira denota a distribuição do intervalo entre chegada de clientes, o segundo

denota a distribuição do tempo em serviço, o terceiro denota o número de estações

do sistema, e o último denota a capacidade da fila (isto é, o número máximo de

clientes que podem esperar na fila antes que ela transborde). Portanto, M/GI/c/k

denota uma fila com intervalo entre clientes distribúıdos por uma distribuição ex-

ponencial, tempo de serviço dado por qualquer distribuição mas independente e

identicamente distribúıdos, c estações de serviço, e uma capacidade de k clientes

na fila. Quando a última parte desta nomenclatura é deixada em branco, assume-

se que a fila possui uma capacidade infinita. Portanto, M/GI/c denota o mesmo
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sistema descrito acima mas com espaço infinito para clientes esperarem na fila.

Se o modelo de interesse possuir o intervalo entre a chegada de clientes dado

por variáveis aleatórias independentes e identicamente distribúıdas, o processo que

conta o número total de clientes que já entrou no sistema é um processo de reno-

vação. Isto é, seja {∆a
i }, para i ∈ N, variáveis aleatórias representando o intervalo

de tempo entre as chegadas de clientes, onde se assume que E [∆a
i ] <∞. Então, o

número de clientes que entrou no sistema até o instante t é o processo de renovação

N(t)
4
= max {n ∈ N0 :

∑n
i=1 ∆a

i ≤ t} (onde a convenção
∑0

k=1 = 0 é usada). Um

resultado bem conhecido diz que para N ser um processo de Markov, ∆a
i tem que

ser exponencialmente distribúıdo. E, claramente, se ∆a
i for exponencialmente dis-

tribúıdo, N é um processo de Markov. Isso é devido à propriedade “sem memória”

que a distribuição exponencial possui, que é a única distribuição cont́ınua com esta

propriedade. Isso explica também porque Kendall escolheu a letra M para denotar

a distribuição exponencial.

Muitas vezes, quando um modelo estocástico está sob consideração, é posśıvel

relaxar as hipóteses para que alguns processos do modelo se tornem Markovianos,

introduzindo assim, um conjunto de ferramentas matemáticas poderosas que o

acompanha. Contudo, em teoria das filas, isto implica em ter que assumir que

o intervalo de tempo entre a chegada de clientes é exponencialmente distribúıdo,

que pode não ser realista para alguns sistemas. Esta troca entre a propriedade

de Markov e modelos muito simplificados é uma constante fonte de problemas em

teoria de filas, já que muitas vezes o problema se torna intratável quando esta

propriedade não está presente. É claro que um processo não-Markoviano pode ser

visto como um processo de Markov quando se aumenta o número de variáveis de

estado. No caso tratado aqui, o processo (N, ζ) é Markoviano, onde ζ(t) denota

o tempo desde a última chegada de cliente (isto é, ζ(t) = t −∑N(t)
i=1 ∆a

i ). Apesar

disto, esta observação nem sempre facilita a análise destes sistemas e outras formas

de lidar com este problema serão consideradas.

Na próxima seção, será introduzido o modelo clássico M/M/1 e como Erlang
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tratou o problema mencionado acima.

2.2 Teoria Clássica

Considere um modelo de filas onde o intervalo de tempo entre a chegada de

clientes e o tempo de serviço são identicamente distribúıdos e dados por distribui-

ções exponenciais com parâmetros λ e µ, respectivamente. Sejam N e S processos

de contagem para o número de clientes que entraram e deixaram o sistema até o

tempo t, respectivamente. Isto é, para cada t ∈ R≥0, N(t) representa o número

de clientes que entrou no sistema até o instante t, e S(t) representa o número de

clientes servidos até o mesmo instante. Em teoria de filas, o processo X
4
= N − S

é de grande interesse já que ele diz quantos clientes estão presentes na fila em cada

instante de tempo t. Observe que o processo N é de Poisson já que o tempo entre

a chegada de clientes é suposto exponencialmente distribúıdo (veja, por exemplo,

(Kleinrock, 1975) página 60). Além disso, o processo S pode ser visto como um

processo de Poisson quando o sistema está ocupado, já que os tempos de serviço

são exponencialmente distribúıdos. Pode ser mostrado que X é um processo de

nascimento e morte com taxas de transição infinitesimais dadas por:

Q =



−λ λ

µ −(λ+ µ) λ

µ −(λ+ µ) λ

. . . . . . . . .


,

já que da definição tem-se que, para τ ∈ R≥0:

(1) P (X(t+ τ) = k + 1|X(t) = k) = λτ + o(τ), para k ≥ 0

(2) P (X(t+ τ) = k − 1|X(t) = k) =

 o(τ) para k = 0

µτ + o(τ) para k > 0

(3) P (X(t+ τ) = k|X(t) = k) = 1− λτ − µτ + o(τ), para k ≥ 0.
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Suponha que 0 < λ, µ <∞, e seja o vetor linha α dado por αk
4
= P (X0 = k).

Assuma ainda que o seguinte limite existe:

lim
t→∞

αP (t) = π, (2.1)

onde π é um vetor linha com componentes satisfazendo
∑

k πk = 1, e P (t) uma

matriz para cada t ∈ R≥0 com elementos (P (t))ij = P (X(t) = j|X(0) = i). O

vetor linha π representa a distribuição do número de clientes no sistema quando

a fila está em regime estacionário. Por enquanto, não haverá preocupação com

as condições para que esta distribuição exista. Multiplicando a equação forward

de Kolmogorov d
dt
P (t) = P (t)Q por α e deixando t → ∞, tem-se que 0 = πQ.

Portanto, chega-se ao sistema de equações abaixo


0 = −(λ+ µ)πk + λπk−1 + µπk+1

0 = −λπ0 + µπ1

1 =
∑

k πk.

Em vista de π1 =
(
λ
µ

)
π0, pela segunda equação do sistema acima, e resolvendo de

forma recursiva, tem-se que

πk =

(
λ

µ

)k
π0 = ρkπ0,

onde ρ
4
= λ/µ. Usando a equação 1 =

∑
k πk tem-se que

∑
k ρ

kπ0 = 1 e portanto

π0 = 1/
∑

k ρ
k. Assumindo que ρ < 1, tem-se que π0 = 1− ρ, e

πk = (1− ρ)ρk, para k ≥ 0. (2.2)

Será visto mais à frente, na Seção 2.3, que a condição ρ < 1 implica na existência

do limite da Equação (2.1).
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Com o resultado acima, pode-se computar algumas quantidades de interesse,

como o número médio de clientes na fila, dado por N̄ , em regime estacionário:

N̄ =
∑
k

kπk = (1− ρ)
∑
k

kρk = (1− ρ)ρ
d

dρ

(∑
k

ρk

)

= (1− ρ)ρ
d

dρ

(
1

1− ρ

)
=

ρ

1− ρ. (2.3)

Pode-se também computar o tempo médio que cada cliente passa no sistema, T̄ ,

usando a fórmula de Little (Little, 1961), que afirma que T̄ = N̄/λ. Portanto,

tem-se que

T̄ =
N̄

λ
=

µ−1

1− ρ. (2.4)

Usando as Equações (2.3) e (2.4), observa-se que o sistema fica mais cheio (ou

mais congestionado) quando ρ ↑ 1. Por esta razão, o parâmetro ρ é chamado de

intensidade de tráfego. Será visto nas seções seguintes que este parâmetro é muito

importante em teoria de filas, até mesmo para modelos mais gerais.

Um modelo mais interessante pode ser constrúıdo quando se supõe que X é

um processo com taxas de transições dependentes do estado, isto é, um processo

de nascimento e morte com taxas infinitesimais de transição dadas por:

Q =



−λ0 λ0

µ1 −(λ1 + µ1) λ1

µ2 −(λ2 + µ2) λ2

. . . . . . . . .


.

Seguindo o roteiro anterior, tem-se que

πk = Πk−1
i=0

(
λi
µi+1

)
π0 e π0 =

1

1 +
∑∞

k=1 Πk−1
i=0

λi
µi+1

.

Com este modelo, pode-se considerar, por exemplo, filas com clientes desencoraja-

dos, que considera o caso onde clientes estão menos aptos a esperar na fila se ela
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estiver muito longa. Isto pode ser feito considerando o seguinte:

λk
4
=

θ

k + 1
e µk

4
= µ,

para 0 < θ, µ <∞. Portanto, tem-se que

πk = π0Πk−1
i=0

θ

(i+ 1)µ
⇒ πk = π0

(
θ

µ

)k
1

k!

π0 =

(
1 +

∞∑
k=1

(
θ

µ

)k
1

k!

)−1

⇒ π0 = e−θ/µ.

Outros modelos podem ser considerados apenas alterando os valores dados à µk e

λk. Por exemplo, pode-se considerar o modelo M/M/∞ fazendo com que λk
4
= λ

e µk
4
= kµ; o modelo M/M/m definindo λk

4
= λ e µ

4
= min(kµ,mµ); e o modelo

M/M/1/C definindo

λk
4
=

 λ k < C

0 k ≥ C
e µk

4
= µ.

Para maior detalhes veja, por exemplo, o livro (Kleinrock, 1975).

Por volta de 1917, A. K. Erlang observou que distribuições exponenciais nem

sempre representavam de forma adequada vários problemas de filas que desejava-

se modelar. Contudo, tratar casos mais gerais implicava em perder a propriedade

de Markov do processo X, e o modelo se tornava muito dif́ıcil para ser tratado.

Portanto, Erlang criou um método para generalizar as distribuições exponenciais

de tal forma que ainda poderia ser tratável (Erlang, 1917). Esta generalização foi

obtida através da seguinte estratégia: considere uma estação de serviço formada

por dois estágios estatisticamente independentes. Cada cliente que entra em serviço

permanece em cada estágio um tempo exponencialmente distribúıdo com taxa µ.

Nenhum outro cliente é permitido entrar em um estágio caso um outro cliente

já esteja sendo servido em qualquer outro estágio. Portanto, a distribuição do

tempo de serviço é dada pela convolução de duas distribuições exponenciais com
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parâmetro µ. De forma mais geral, pode-se considerar uma estação de serviço com

k estágios com tempo de permanência exponencialmente distribúıdos com taxa µ.

A função de densidade de probabilidade desta distribuição é dada por

b(ξ) =
µk

(k − 1)!
ξk−1e−µξ, para ξ ≥ 0.

A análise do modelo M/Ek/1 é feita usando o processo (X, J) com espaço de

estados E = N0×{1, . . . , k} que é Markoviano, onde X(t) representa o número de

clientes na fila no instante t e J(t) representa o estágio em que o cliente em serviço

está presente no instante t. Este tipo de fila será considerado com mais detalhes

na Seção 2.4. Pode-se também tratar este modelo usando o processo estocástico

dado por X̃, que representa o número de estágios a serem percorridos por todos

os clientes no sistema. Para maior detalhes sobre este modelo, veja, por exemplo,

o livro (Kleinrock, 1975).

2.3 O Modelo M/GI/1 para Filas

Nesta seção será estudado o modelo de filas M/GI/1 onde clientes são ser-

vidos em ordem de chegada. O sistema é descrito pelas variáveis aleatórias {∆a
i } e

{∆d
i } onde ∆α

i são mutuamente independentes, para α ∈ {a, d} e i ∈ N. A variável

∆a
i representa o tempo entre a chegada de clientes, e a variável ∆d

i representa o

tempo em serviço. Para este modelo, um processo de Poisson alimenta o sistema,

portanto ∆a
i são exponencialmente distribúıdos. A distribuição do tempo de ser-

viço é dada por B(t)
4
= P

(
∆d
i ≤ t

)
, e nenhuma hipótese mais forte é colocada sobre

ela. Além disso, seja ∆̄α 4= E [∆α
i ] > 0, para α ∈ {a, d}.

O método mais usado (e de maior sucesso) para a análise deste tipo de

modelo começa pela identificação de uma cadeia de Markov embutida dentro do

processo estocástico que descreve o número de clientes no sistema. Kendall, em

(Kendall, 1953), faz uma excelente introdução à identificação de cadeias de Markov

embutidas para modelos de filas. A definição abaixo segue de uma simplificação

em termos de tempos de parada da definição dada em (Kendall, 1953).
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Definição 2.3.1 (Cadeia de Markov Embutida). Seja X um processo estocástico

definido em um espaço de probabilidade filtrado (Ω,F ,P,Ft) tomando valores em

algum espaço de estados X . Seja T 4
= {tk}, k ∈ N, uma sequência de tempos

de parada Ft-mensuráveis tais que tk−1 < tk < tk+1, para todo k ∈ N, quase

certamente. Defina o processo {Yk}, k ∈ N, como Yk
4
= X(tk). Se Y é um

processo de Markov, isto é, se satisfaz:

P (Yk+1|Yi, 0 ≤ i ≤ k) = P (Yk+1|Yk) ∀k ∈ N,

então diz-se que Y é uma cadeia de Markov embutida de X.

Para construir uma cadeia de Markov embutida para o modelo considerado,

defina o processo X
4
= N − S, onde N conta o número de clientes que entram no

sistema e S o número de clientes que deixam o sistema. Defina tk como o k-ésimo

instante em que um cliente deixa o sistema, isto é:

t1
4
= inf{s ≥ 0 : S(s)− S(s−) = 1}

tk
4
= inf{s > tk−1 : S(s)− S(s−) = 1}, para k > 1.

Para provar que Yk
4
= X(tk) é uma cadeia de Markov, escreve-se Yk como:

Yk+1 = Xtk + (Xtk+1
−Xtk)

= Yk + (N(tk+1)−N(tk))− (S(tk+1)− S(tk))

= Yk + (N(tk+1)−N(tk))− 1, (2.5)

para tk, tk+1 ∈ T . Observe que {N(tk+1) − N(tk)}, para k ∈ N, são mutuamente

independentes e identicamente distribúıdos para qualquer sequência {tk} ⊂ R≥0

tal que tk−1 < tk < tk+1. Portanto, Y é uma cadeia de Markov homogênea no

tempo.

Para computar as probabilidades de transição pij
4
= P (Yk+1 = j|Yk = i),
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considere o seguinte:

pij = P (Yk + (N(tk+1)−N(tk))− 1 = j|Yk = i)

= P (N(tk+1 − tk) = j − i+ 1) .

Para i ≥ 1, sabe-se que pelo menos um cliente é deixado na fila quando o k-

ésimo cliente deixa o sistema. Além disso, este cliente na fila inicia seu serviço

imediatamente após a partida do cliente (k+1). Portanto, tem-se que (tk+1−tk) =

∆d
k+1, ou seja, (tk+1 − tk) é o tempo em serviço do cliente (k + 1). Portanto,

pij =

∫ ∞
0

P
(
N(t) = j − i+ 1|∆d

k+1 = t
)
dB(t)

=
1

(j − i+ 1)!

∫ ∞
0

e−t/∆̄
a

(
t

∆̄a

)j−i+1

dB(t), para i ≥ 1.

Caso i = 0, tem-se que no instante que o k-ésimo cliente deixou o sistema, a fila

estava vazia. Portanto, o sistema permaneceu ocioso até a chegada do próximo

cliente. Seja sk o instante em que o cliente (k+ 1) chega no sistema. Observe que:

pij = P (N(tk+1)−N(tk) = j + 1)

= P (N(tk+1)−N(sk+1) = j|N(sk+1)−N(tk) = 1)

= P (N(tk+1)−N(sk+1) = j) = P (N(tk+1 − sk+1) = j) .

Observando que (tk+1 − sk+1) é o tempo de serviço para o cliente (k + 1), tem-se

que

p0j =
1

j!

∫ ∞
0

e−t/∆̄
a

(
t

∆̄a

)j
dB(t). (2.6)
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Desta forma, a matriz de transição P = {pij} de Y é dada por

P =



k0 k1 k2 · · ·

k0 k1 k2 · · ·

0 k0 k1 · · ·

0 0 k0 · · ·
...

...
. . .



onde kj
4
= p0j. Usando esta matriz de transição, observa-se que a cadeia é irredut́ı-

vel, isto é, qualquer estado da cadeia pode ser alcançado a partir de qualquer outro

estado dado tempo suficiente. E além disso, a cadeia é aperiódica já que pii > 0

para todo i.

Neste ponto, o comportamento ergódico da cadeia de Markov Y será estu-

dada. Para isso, será usado uma série de resultados e definições provenientes da

teoria de cadeias de Markov em espaços de estados enumeráveis.

Definição 2.3.2 (Classificação de estados para cadeias de Markov). Seja X uma

cadeia de Markov a tempo discreto (homogênea) tomando valores em um espaço de

estado enumerável dado por S. Defina ρi
4
= inf{k > 0 : Xk = i} como o primeiro

instante em que a cadeia atinge o estado i. Define-se a seguinte nomenclatura para

os estados i ∈ S:

(1) Diz-se que o estado i é positivo recorrente se P (ρi <∞|X0 = i) = 1, e

E [ρi|X0 = i] <∞.

(2) Diz-se que o estado i é nulo recorrente se P (ρi <∞|X0 = i) = 1, e

E [ρi|X0 = i] =∞.

(3) Diz-se que o estado i é transiente quando P (ρi =∞|X0 = i) > 0, e con-

sequentemente, E [ρi|X0 = i] =∞.

A interpretação da definição acima é a seguinte: um estado i é recorrente

quando a cadeia retorna para o estado i em tempo finito quase certamente. O
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estado é transiente quando isso não acontece. Um estado i recorrente é chamado

de positivo quando o tempo médio de retorno da cadeia para o estado i é finito.

Caso contrário, o estado é chamado de nulo.

Os seguintes teoremas serão usados. A prova dos seguintes teoremas podem

ser encontradas em (Stroock, 2005) no caṕıtulo 3. O critério para recorrência pode

também ser encontrado em (Foster, 1953).

Teorema 2.3.3. Para uma cadeia de Markov irredut́ıvel, os estados i ∈ S são

todos recorrentes positivos, recorrentes nulos, ou transientes.

Portanto, se qualquer estado possui uma das propriedades acima, diz-se que

a cadeia é recorrente positiva, recorrente nula, ou transiente, respectivamente.

Teorema 2.3.4 (Critério para recorrência (Foster)). Considere uma cadeia de

Markov irredut́ıvel tomando valores no espaço de estados S e com matriz de tran-

sição P = {pij}. Se para alguma função u : S → [0,∞), tal que {k : u(k) ≤ L} é

finito para cada L ∈ (0,∞), e algum j0 ∈ S tem-se que

∑
j∈S

piju(j) ≤ u(i) ∀i 6= j0,

então a cadeia é recorrente em S.

Para a cadeia Y , a condição do teorema acima pode ser escrita como

∞∑
j=0

kju(j + i− 1) ≤ u(i)

para i ≥ 1. Escolha a função u como a seguinte: u(i) = i. Então para todo i ≥ 1,

tem-se que

∞∑
j=0

kj(j + i− 1) ≤ i⇒
∞∑
j=0

jkj + i− 1 ≤ i⇒
∞∑
j=0

jkj ≤ 1,

já que
∑∞

j=0 kj = 1. Escolhendo j0 do Teorema 2.3.4 como sendo o estado 0, tem-se

a seguinte condição para i = 0:
∑∞

j=0 jkj > 0 (que é satisfeita trivialmente). Seja
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K(z) =
∑∞

j=0 z
jkj, para |z| ≤ 1, e observe que

K(z) =
∞∑
j=0

1

j!

∫ ∞
0

e−t/∆̄
a

(
tz

∆̄a

)j
dB(t) =

∫ ∞
0

e−t/∆̄
a

[
∞∑
j=0

1

j!

(
tz

∆̄a

)j]
dB(t)

=

∫ ∞
0

e−(t/∆̄a)(1−z)dB(t) = B∗
(

1− z
∆̄a

)

onde B∗(s) é a transformada de Laplace da função de distribuição cumulativa B(·)

do tempo de serviço. Portanto,

∞∑
j=0

jkj = K ′(z)|z=1 = −
(

1

∆̄a

)
[B∗]′(1− z)|z=1 =

∆̄d

∆̄a
= ρ.

Desta forma, a condição para que a cadeia seja recorrente é 0 < ρ ≤ 1.

O seguinte teorema será usado para estabelecer sob quais condições a cadeia

Y é recorrente positiva ou recorrente nula. A prova do teorema abaixo pode ser

encontrada em (Stroock, 2005) no caṕıtulo 3.

Teorema 2.3.5. Para uma cadeia de Markov irredut́ıvel e aperiódica definida sobre

o espaço de estados S e com matriz de transição dada por P = {pij}, tem-se que

lim
n→∞

pnij
4
= πij =

1

E [ρj|X0 = j]

e
∑

j∈S πij ≤ 1 para todo i ∈ S, onde P n = {pnij} é a matriz P elevada à n. (É

importante destacar que o lado direito da equação acima não depende de i).

Observe que, pela Definição 2.3.2, um estado j é recorrente positivo se e

somente se πij > 0, para qualquer i ∈ S. Além disso, o Teorema 2.3.3 garante que

se πij > 0, para algum (i, j) ∈ S2, então πik > 0 ∀k ∈ S.

Para estabelecer se Y é recorrente positiva, será usado o desenvolvimento

apresentado por (Kendall, 1951). Considere o seguinte:

πij = lim
n→∞

p
(n+1)
ij =

∑
a∈S

paj lim
n→∞

pnia =
∞∑
a=0

πiapaj.

19



Multiplicando ambos os lados por zj, para |z| ≤ 1, e somando em j, tem-se

∞∑
a=0

πia

∞∑
j=0

zjpaj =
∞∑
j=0

πijz
j.

Defina Π(z) =
∑∞

j=0 πijz
j (observe que, pelo Teorema 2.3.5, πij não depende de i)

e K(z) =
∑∞

j=0 z
jkj. Portanto,

K(z)πi0 +
∞∑
a=1

πiaz
a−1K(z) = Π(z)

K(z)πi0 +
K(z)

z
(Π(z)− πi0) = Π(z)

K(z)πi0 =

(
K(z)− z

1− z

)
Π(z)

quando z ↑ 1 tem-se que K(z)→ 1, Π(z)→ Π(1) =
∑

j∈S πij ≤ 1 e

lim
z↑1

K(z)− z
1− z = lim

z↑1
(1−K ′(z)) = 1− ρ.

Desta forma, tem-se πi0 = Π(1)(1− ρ), onde πi0 e Π(1) são não-negativas e finitas.

Portanto, se ρ = 1, πi0 tem que ser zero, levando à conclusão que quando ρ = 1

a cadeia é recorrente nula. Os resultados ergódicos estabelecidos nesta seção são

resumidos no seguinte teorema:

Teorema 2.3.6 (Comportamento ergódico da cadeia de Markov embutida). A

cadeia de Markov embutida Y para a fila M/GI/1 tem as seguintes propriedades:

(1) Para 0 < ρ < 1, a cadeia é recorrente positiva.

(2) Para ρ = 1, a cadeia é recorrente nula.

(3) Para ρ > 1, a cadeia é transiente.

Interpretando estes resultado em relação ao modelo de filas, sabe-se que a

fila será instável quando ρ ≥ 1, no sentido que o número de clientes no sistema vai

crescer descontroladamente. Para ρ < 1, a fila é estável, ou em outras palavras, o

tamanho da fila será finito quase certamente em todo instante.
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Neste ponto, seria interessante obter uma expressão da distribuição estaci-

onária de Y quando ρ < 1, como foi feito anteriormente para o modelo M/M/1.

Infelizmente, derivar tal expressão diretamente se torna um problema muito com-

plicado, e tudo que pode-se fazer é derivar uma expressão para a função geradora

de probabilidade Π(z). Para isso, suponha que rk = N(∆d
k), isto é, a variável

rk denota o número de clientes que chegam durante o serviço do k-ésimo cliente.

Observe que a distribuição de rk já foi computada anteriormente e é dada por

P (rk = i) = p0i, dado pela Equação (2.6). Relembrando a derivação anterior,

tinha-se que quando Yk 6= 0, N(tk+1)−N(tk) = N(∆d
k) = rk+1, para tk, tk+1 ∈ T .

Além disso, para Yk = 0, tinha-se que N(tk+1) − N(tk) = N(∆d
k) + 1 = rk+1 + 1.

Portanto, pode-se escrever o seguinte:

Yk+1 = Yk + rk+1 − I{Yk 6= 0} (2.7)

onde I{·} é a função indicadora. Portanto,

E
[
zYk+1

]
= E

[
zYk+rk+1−I{Yk 6=0}] = E

[
zYk−I{Yk 6=0}]E [zrk+1 ] , (2.8)

que segue do fato de rk+1 ser independente do número de clientes que já estão

presentes no sistema. Sabe-se que E [zrk+1 ] = K(z) = B∗
(

1−z
∆̄a

)
, portanto, considere

apenas o termo

E
[
zYk−I{Yk 6=0}] = P (Yk = 0) z0 +

∞∑
i=1

zi−1P (Yk = i)

= P (Yk = 0) +
1

z

∞∑
i=0

ziP (Yk = i)− 1

z
P (Yk = 0)

=
E
[
zYk
]
− (1− z)P (Yk = 0)

z
.

Desta forma, depois de usar o resultado acima em combinação com o resultado da
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Equação (2.8) e deixando k →∞, tem-se que

Π(z) = B∗
(

1− z
∆̄a

)(
Π(z)− (1− z)P0

z

)
.

onde P0 denota a distribuição de probabilidade para a qual P (Yk = 0) converge.

Pelo teorema de representação de Skorohod (veja por exemplo Teorema 6.7 de

(Billingsley, 1999)), pode-se supor a existência do processo Y para qual Yk converge

em probabilidade e P (Y = 0) = P0. Observe que, tomando a esperança de ambos

os lados da Equação (2.7), tem-se que E[Yk+1] = E[Yk] +E[rk+1]−P (Yk 6= 0), que

leva à

P (Y = 0) = 1− ρ (2.9)

depois que o limite é tomado e relembrando que E [rk+1] = ρ, ∀k ∈ N. Finalmente,

chega-se à

Π(z) =
B∗
(

1−z
∆̄a

)
(1− ρ)(1− z)

B∗
(

1−z
∆̄a

)
− z , para |z| ≤ 1.

Portanto, tem-se a expressão da função geradora de probabilidade do número de

clientes presentes na fila em regime estacionário nos instantes em que clientes

deixam o sistema. É posśıvel mostrar que esta é também a função geradora de

probabilidade da fila estacionária para qualquer instante.

O método da cadeia de Markov embutida é um método muito bem sucedido

para a análise de filas em que exista alguma estrutura Markoviana presente. Um

exemplo imediado é o modelo de fila GI/M/1, que pode ser tratada usando o

método da cadeia de Markov embutida. Neste caso, os tempos de parada para

definir a cadeia são os instantes em que os clientes entram no sistema. Para maiores

detalhes referente a este modelo veja (Kendall, 1953).
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2.4 Métodos Anaĺıticos Matriciais (Matrix Analytic Methods)

Nesta seção será feito uma breve introdução aos chamados métodos anaĺıticos

matriciais. Estes métodos generalizam o método de estágios proposto por Erlang

no qual troca-se o processo de chegada (ou de serviço) por outro mais geral que

ainda preserve uma estrutura Markoviana, fazendo assim com que o modelo ainda

seja tratável. A primeira destas generalizações foi proposta por Neuts em (Neuts,

1975) e foi chamada de processo de renovação do tipo fase (phase-type renewal

process). A definição deste processo começa na definição das distribuições do tipo

fase (phase-type distributions). Seja X um processo de Markov sob um espaço de

estado finito E = {1, ...,m+ 1} e matriz geradora dada por

Q =

 T η

0′ 0

 ,

onde T ∈ Rm×m é invert́ıvel, 0′ = (0, ..., 0) ∈ Rm e η ∈ Rm. Como as linhas de

uma Q-matriz somam zero, tem-se que ηi = −∑m
j=1 Tij, para todo i ∈ {1, ...,m}.

Seja α̃ = (α, αm+1), onde α′ ∈ Rm, é a distribuição inicial do processo X. Observe

que o estado m+ 1 é absorvente. Portanto, quando o processo atingir este estado,

ele permanecerá nele indefinidamente. Como T é invert́ıvel, pode-se mostrar que o

processo irá atingir o estado absorvente com probabilidade um. Seja Z = inf{s ∈

R≥0 : Xs = m + 1}. A distribuição de Z é chamada de distribuição do tipo fase

com parâmetros (α, T ), e escreve-se o seguinte: Z ∼ PH(α, T ).

Teorema 2.4.1. Seja Z ∼ PH(α, T ), então

P (Z ≤ t) = 1− α exp(Tt)e

para todo t ≥ 0, onde e = (1, ..., 1)′ ∈ Rm.

Demonstração. Como o processo X tem matriz de probabilidade de transição dada
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por P (t) = exp(Qt) para cada t ∈ R≥0, tem-se que

P (Z ≤ t) = P (Xt = m+ 1) =
m+1∑
i=1

P (X0 = i) exp(Qt)i,m+1 = (α̃ exp(Qt))m+1 .

Além disso, como exp(Qt)
4
=
∑∞

m=1
tm

m!
Qm, pode-se escrever

exp(Qt) =

 exp(Tt) γ

0′ 1


onde γ é um vetor em Rm. As linhas de exp(Tt) somam um, portanto, γi =

1−∑m
j=1 exp(Tt)ij, ou em notação matricial, γ = e− exp(Tt)e. Logo,

P (Z ≤ t) = (α exp(Tt), αγ + αm+1)m+1

= α (e− exp(Tt)e) + αm+1 = 1− α exp(Tt)e,

que prova o teorema.

Um processo de renovação do tipo fase N é simplesmente um processo de

renovação onde o tempo entre os intervalos de renovação são distribúıdos de acordo

com uma distribuição tipo fase. Isto é, N(t)
4
= max{n ∈ N0 :

∑n
i=1 Zi ≤ t},

onde {Zi, i ∈ N} são variáveis aleatórias i.i.d. (mutualmente independentes e

identicamente distribúıdas) com distribuição PH(α, T ).

Defina J como um processo a tempo cont́ınuo que marca o estado em que se

encontra o processo de Markov associado ao intervalo de renovação com distribuição

do tipo fase. Pode-se mostrar que o processo X
4
= (N, J), onde N é um processo

de renovação do tipo fase, é um processo de Markov sob o espaço de estados

E = N0×{1, ...,m}. O processo J também é Markoviano com matriz de transições

infinitesimais dada por Q∗ = T +A, em que A = ηα ∈ Rm×m. Ordenando o espaço

de estados lexicograficamente, pode-se escrever a matriz de transição infinitesimal
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de X como

(G(x,i),(y,j)) = (G̃xm+i, ym+j) =



T A 0 . . .

0 T A . . .

0 0 T
. . .

...
...

...
. . .


.

O processo acima pode ser entendido de forma mais intuitiva da seguinte forma:

existem dois tipos de transições, aquelas de estados (n, i) para estados (n, j), e

aquelas de estados (n, i) para estados (n+ 1, j), para n ∈ N0, e (i, j) ∈ {1, ...,m}2.

No primeiro caso as taxas de transição são dadas pela matriz T . O segundo caso

corresponde ao fim de um peŕıodo de renovação onde um novo peŕıodo é iniciado

no estado j com distribuição αj e tempo de permanência dado por (−Te)j.

Observe que o processo de renovação tipo fase é igual ao processo de Poisson

com taxa λ quando se escolhe m = 1, T = −λ, e α = 1. Além disso, este processo

é igual a um processo de renovação com tempo de renovação dado pela distribuição

de Erlang com k estágios quando escolhe-se

T =



−λ λ

−λ λ

. . . . . .

−λ λ

−λ


α = (1, 0, ..., 0),

onde T ∈ Rk×k e α′ ∈ Rk. Existem outras distribuições que estão contidas nesta

classe do tipo fase. Alguns exemplos incluem a distribuição hiperexponencial e as

distribuições de Cox.

Talvez o resultado de maior importância sobre distribuições do tipo fase é o

dado pelo seguinte teorema.

Teorema 2.4.2. A classe das distribuições tipo fase é densa (no sentido de con-

vergência fraca) no espaço de todas as distribuições sobre R≥0.
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Demonstração. Esta prova é um detalhamento do curto roteiro apresentado em

(Asmussen, 2000). Seja F uma função de distribuição cumulativa sobre R≥0. Como

F é monotonicamente crescente, limitada e cont́ınua à direita, sabe-se que, para

cada escolha de ε, existe uma função escada SN com um número N finito de saltos

nos instantes {tn, n ∈ {1, . . . , N}}, onde 0 ≤ . . . < tn < tn+1 < . . . < tN , tal

que supt |F (t) − SN(t)| < ε. Sem perda de generalidade, suponha que SN(t)
4
=∑N

i=1(F̃ (i) − F̃ (i − 1))I{t ≥ ti}, onde F̃ (0)
4
= 0, F̃ (N)

4
= 1, e F̃ (i)

4
= F (ti), para

0 < i < N .

Por outro lado, seja νλk uma variável aleatória com distribuição de Erlang

com k estágios e parâmetro λk. Quando k → ∞, a distribuição de νλk converge

(no sentido fraco) para a função degrau H : R≥0 → [0, 1], dada por H(t)
4
= I{t ≥

1/λ}. De fato, com a aplicação da da inequação de Chebyshev (veja por exemplo

Teorema 2.4.9 na página 88 de (Ash e Doléans-Dade, 2000)) nas variáveis aleatórias

f(νλk ) = νλk − 1/λ e f(νλk ) = 1/λ− νλk tem-se as seguintes inequações:

P
(
νλk ≥

1

λ
+ δ

)
≤ 1

δ2λ2k
and P

(
νλk ≤

1

λ
− δ
)
≤ 1

δ2λ2k
.

Seja então as variáveis {ν1/ti
k , i ∈ {1, . . . , N}}. Defina a variável aleatória

ζ, independente de {ν1/ti
k , i ∈ {1, . . . , N}}, tomando valores em {1, . . . , N} com

probabilidade P (ζ = i) = (F̃ (i)− F̃ (i− 1)). Então, tem-se que

P

(
N∑
i=1

I{ζ = i}ν1/ti
k ≤ t

)
=

N∑
j=1

P

(
N∑
i=1

I{ζ = i}ν1/ti
k ≤ t

∣∣∣∣∣ ζ = j

)
P (ζ = j)

=
N∑
j=1

P
(
ν

1/tj
k ≤ t

)
P (ζ = j) =

N∑
j=1

P
(
ν

1/tj
k ≤ t

)(
F̃ (j)− F̃ (j − 1)

)

Como a classe das distribuições tipo fase é fechada sob misturas finitas (veja

por exemplo Teorema 2.2.4 na página 53 de (Neuts, 1981)), sabe-se que a variável

βNk
4
=
∑N

i=1 I{ζ = i}ν1/ti
k tem distribuição tipo fase. Além disso, quando tomamos

k → ∞, a distribuição de βNk converge fracamente para a função degrau SN , que

por sua vez satisfaz supt |F (t)− SN(t)| < ε.
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Portanto, quando este modelo é aplicado em um problema real, pode-se

aproximar a distribuição desejada com qualquer ńıvel de precisão. Contudo, em

termos práticos, isso implica em ter que lidar com uma matriz T muito grande. Por

causa desta propriedade, processos de renovação do tipo fase são muito usados em

problemas de fila, dando a origem ao modelo PH/GI/1, onde o processo de chegada

é dado por uma distribuição tipo fase. Estes modelos ainda podem ser analisados

usando o método da cadeia de Markov embutida, que é o método mais utilizado

para tratar esse tipo de modelo. Isso somente é posśıvel porque as distribuições

tipo fase mantêm uma estrutura Markoviana. De forma análoga ao que foi feito na

seção anterior, pode-se construir uma cadeia de Markov embutida para o modelo

PH/GI/1 discretizando o tempo nos instantes em que os clientes deixam o sistema.

Seguindo os passos do que foi feito para o modelo M/GI/1, assuma que tn−1, tn

são variáveis aleatória denotando o instante em que os clientes (n− 1) e n deixam

o sistema, respectivamente. Seja X o processo que conta o número de clientes no

sistema, e considere o seguinte

P ((X(tn), J(tn)) = (x, j)| (X(tn−1), J(tn−1))) = (y, i) =

= P (X(tn−1) +N(tn)−N(tn−1)− 1 = x, J(tn) = j| (X(tn−1), J(tn−1)) = (y, i))

= P (N(tn)−N(tn−1) = x− y + 1, J(tn) = j| J(tn−1) = i) .

Se y ≥ 1, tem-se que (tn − tn−1) é o tempo de serviço para o cliente n. Portanto,

pode-se escrever o seguinte

P ((X(tn), J(tn)) = (x, j)| (X(tn−1), J(tn−1)) = (y, i)) =

=

∫ ∞
0

P ((N(t), J(t)) = (x− y + 1, j)| (N(0), J(0)) = (0, i)) dB(t)

=

∫ ∞
0

pij(x− y + 1, t)dB(t),

onde B é a função de distribuição cumulativa do tempo em serviço, e pij(n, t)
4
=

P ((N(t), J(t)) = (n, j)| (N(0), J(0)) = (0, i)). Portanto, define-se An ∈ Rm×m,
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para n ∈ N0, como (An)ij
4
=
∫∞

0
pij(n, t)dB(t). Caso y = 0, a fila permane-

cerá vazia até que um novo cliente chegue no sistema. Seja sn o instante em que o

cliente n chega no sistema. Então tem-se que

P ((X(tn), J(tn)) = (x, j)| (X(tn−1), J(tn−1)) = (0, i)) =

=
m∑
k=1

P (N(tn)−N(tn−1) = x+ 1, J(tn) = j, J(sn) = k| J(tn−1) = i)

=
m∑
k=1

P (N(tn)−N(sn) = x, J(tn) = j, J(sn) = k| J(tn−1) = i, N(sn)−N(tn−1) = 1)

=

∫ ∞
0

∫ ∞
0

m∑
k=1

pkj(x, t)dB(t)
(
e−Tsη

)
i
αkds.

Defina Bn ∈ Rm×m, para n ∈ N0, como (Bn)ij =
∫∞

0

(
e−TyηαAn

)
ij
dy. Portanto, a

matriz de probabilidade de transição da cadeia de Markov embutida é dada por

P(x,i),(y,j) = P̃xm+i, ym+j =



B0 B1 B2 · · ·

A0 A1 A2 · · ·

0 A0 A1 · · ·

0 0 A0 · · ·
...

...
. . .


,

que é similar à dada anteriormente na seção passada. Com esta matriz, pode-se

mostrar que o Teorema 2.3.6 também aplica-se neste caso e também pode-se com-

putar a função geradora de probabilidade para o sistema em regime estacionário.

Várias generalizações das distribuições tipo fase existem, todas tendo em

comum um processo de Markov bidimensional (N, J), onde N é usado como um

componente aditivo que conta o número de chegadas, e J é usado para representar

o estado atual da fase do processo. Uma destas generalizações é introduzida em

(Neuts, 1979) e é chamada de “o versátil processo pontual Markoviano” (the versa-

tile Markovian point process). A notação empregada na descrição deste processo

para o caso de chegada de um cliente por vez foi simplificada por (Lucantoni et al.,

1990) e o processo resultante foi chamado de “processos de chegada Markoviano”
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(Markovian arrival process) (MAP). O MAP é definido por uma distribuição inicial

α ∈ Rm e duas matrizes C,D ∈ Rm×m, que são respectivamente uma matriz está-

vel e uma matriz não-negativa cuja a soma é a matriz Q, que é a matriz de taxas

de transição infinitesimal do processo de Markov J , que geralmente é assumido

ser irredut́ıvel. A matriz D possui a taxa de mudança de estados com chegada

de clientes, e a matriz C possui as taxas de mudança de estado sem a chegada

de clientes (para maior detalhe neste assunto veja (Asmussen, 2000; Neuts, 1979;

Lucantoni et al., 1990)).

O processo acima foi generalizado por Lucantoni para considerar a possi-

bilidade de múltiplas chegadas no mesmo instante (conhecido como chegada em

bloco), dando origem ao processo Markoviano de chegada em bloco (batch Mar-

kovian arrival process) (BMAP). Foi mostrado que BMAP e o versátil processo

pontual Markoviano do Neuts são equivalentes (Lucantoni, 1991). Este processo

de chegada é descrito pelas matrizes Dk ∈ Rm×m, k ∈ N0, onde D0 é uma matriz

estável, e Dk são matrizes não-negativas tais que
∑∞

k=0 Dk é uma matriz de ta-

xas de transição infinitesimais do processo de Markov J . Portanto, a matriz D0

governa as transições que correspondem à nenhuma chegada, e Dj corresponde

as transições correspondentes à chegada de j clientes ao mesmo tempo. A fila

BMAP/GI/1 é analisada em (Ramaswami, 1980) (sob o nome de N/G/1), onde o

método da cadeia de Markov novamente é utilizado. Uma revisão mais detalhada

do assunto pode ser encontrada em (Lucantoni, 1993).

É interessante incluir aqui, para finalizar esta seção, a definição da classe de

processos (como definida em (Pacheco e Prabhu, 1995)) que extrai a caracteŕıstica

principal dos processos de entrada Markovianos:

Definição 2.4.3 (Processos Aditivos Markovianos). Um processo X 4
= {(N(t), J(t)) :

t ∈ R≥0} sob o espaço de estados Rr × E, onde r > 1 e E é um conjunto contável,

é chamado de processo Markoviano aditivo se:

(i) X é um processo Markoviano.

(ii) Para s, t ∈ R≥0, onde s < t, a distribuição condicional de (X(s + t) −
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X(s), J(s+ t)) dado (X(s), J(s)) somente depende de J(s).

2.5 O Modelo GI/GI/1 e Condições de Estabilidade

Neste caṕıtulo será considerado o modelo de fila GI/GI/1, onde o tempo

entre chegadas consecutivas de clientes é dado por {∆a
i } e o tempo de serviço é dado

por {∆d
i }, para i ∈ N. As variáveis aleatórias {∆a

i ,∆
d
i ; i ∈ N} são mutualmente

independentes. A função de distribuição cumulativa de ∆a
i é dada por A, e a de ∆d

i

é dada por B, com média dada por ∆̄a 4= E [∆a
i ] e ∆̄d 4= E

[
∆d
i

]
que são assumidas

ser finitas e não-negativas. O principal propósito desta seção é estabelecer um

resultado similar ao dado pelo Teorema 2.3.6 para o modelo geral que será tratado

aqui. O primeiro passo fundamental para chegar a este objetivo é derivar a equação

de Lindley (Lindley, 1952). O conteúdo desta seção é baseado em (Sigman, 2004).

Uma outra excelente fonte de referência neste assunto é o livro do Prabhu (Prabhu,

1980).

Seja wi o tempo total em que o cliente i permanece esperando na fila (ou seja,

o tempo em que o cliente terá que permanecer na fila antes de ser atendido pelo

servidor). A variável wi pode ser também interpretada como a carga de trabalho

do servidor no instante anterior a entrada do cliente i, onde a carga de trabalho é

definida como o tempo total em que o servidor tem que trabalhar para completar

todas as tarefas no sistema. Por simplicidade, assume-se que o sistema está vazio

no instante em que o primeiro cliente entra na fila, isto é, w0 = 0. Observe que, se o

cliente i encontra o sistema ocupado no instante da sua chegada, ele deverá esperar

o mesmo tempo de espera que resta para o cliente em sua frente (i.e., wi−1 −∆a
i )

mais o tempo de serviço deste cliente (i.e., ∆d
i−1). Logo, wi = (wi−1 −∆a

i ) + ∆d
i−1.

Caso contrário, se o sistema estiver vazio, o cliente deve esperar wi = 0. Observe

que este último caso corresponde ao evento ∆a
i ≥ wi−1 + ∆d

i−1. A partir destas

observações, chega-se à equação de Lindley, dada abaixo:

wi+1 = (wi + yi)
+ i ≥ 1 (2.10)
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onde (x)+ 4
= max(0, x), para x ∈ R, e yi

4
= ∆d

i −∆a
i+1.

Seja o passeio aleatório dado por Sk =
∑k−1

j=0 yj, k > 0, com S0 = 0. Além

disso, considere o passeio aleatório com incrementos em ordem invertida dado por

Sk,n =
∑k−1

j=0 yn−j−1, 1 ≤ k ≤ n, com S0,n = 0. Defina ainda M̃n como o máximo

entre os n passos deste passeio aleatório, isto é,

M̃n
4
= max{0, yn−1, yn−1 + yn−2, ..., yn−1 + ...+ y0}

= max
0≤k≤n

Sk,n.

Então tem-se os seguintes resultados:

Lema 2.5.1. Para cada n ∈ N fixo, wn = M̃n.

Demonstração. A prova é feita com uma indução em n. Para n = 1, tem-se

w1 = (w0 + y0)+ = max(0, y0) = max(S0,1, S1,1) = M̃1.

Agora assuma que wn = M̃n para algum n ∈ N. Então,

wn+1 = (wn + yn)+ =
(
M̃n + yn

)+

= max

(
0, max

0≤k≤n
Sk,n + yn

)
= max

0≤k≤n+1
Sk,n+1 = M̃n+1.

Teorema 2.5.2. Para cada n ∈ N fixo,

wn
d
= Mn

4
= max

0≤k≤n
Sk,

onde o simbolo
d
= denota igualdade em distribuição. Além disso, quando n→∞,

{wn} converge em distribuição para w que satisfaz

w
d
= M

4
= max

k≥0
Sk.
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Demonstração. A primeira parte do teorema segue de forma imediata após ob-

servar que a troca de ordem dos incrementos não altera a distribuição do passeio

aleatório, já que os incrementos são identicamente distribúıdos. Portando, para

todo n ≥ 1

{Sk,n : 0 ≤ k ≤ n} d
= {Sk : 0 ≤ k ≤ n}

que implica que M̃n
d
= Mn e o resultado segue do Lema 2.5.1.

A segunda parte do teorema pode ser provada a partir da observação que

{Mn} é uma sequência não-decrescente convergindo para M . Logo, para todo

x ∈ R≥0,

P (wn ≤ x) = P (Mn ≤ x)→ P (M ≤ x),

que segue da continuidade das medidas (veja Teorema 1.2.7 página 9 de (Ash e

Doléans-Dade, 2000)). Se w denota uma variável aleatória tal que P (w ≤ x) =

P (M ≤ x), então {wn} converge fracamente para w.

Com estes resultados pode-se mostrar o teorema de estabilidade para este

sistema.

Teorema 2.5.3 (Condição de Estabilidade para a Fila GI/GI/1.). Uma fila GI/GI/1

tem as seguintes condições de estabilidade:

(i) Se ρ < 1, então P (w <∞) = 1 e a fila é chamada de estável.

(ii) Se ρ > 1, então P (w =∞) = 1 e a fila é chamada de instável.

(iii) Se ρ = 1 e var(yn) > 0, então P (w =∞) = 1 e a fila é chamada de

instável.

Observe que ρ = ∆̄d/∆̄a.

Demonstração. Observe que ρ < 1 implica que E [yn] < 0. Com a aplicação da lei

forte dos grandes números (i.e., Teorema 6.2.5 na página 242 de (Ash e Doléans-
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Dade, 2000)) tem-se que

lim
n→∞

Sn
n

= E [yn] < 0 q.c..

Portanto, limn→∞ Sn = −∞ em quase toda parte. Consequentemente, o pas-

seio aleatório atinge um máximo finito e segue para −∞ eventualmente. Logo,

P (M <∞) = P (w <∞) = 1.

Para ρ > 1, tem-se que E [yn] > 0. A mesma análise acima leva a conclusão

que limn→∞ Sn =∞, q.c.. Logo Mn →∞, q.c., que implica que P (w =∞) = 1.

No caso de ρ = 0, uma aplicação da lei do logaritmo iterado (veja Teorema

13.25 na página 291 de (Breiman, 1993)) leva à

lim sup
n

Sn√
2var(yn) log(log(n))

= 1

lim inf
n

Sn√
2var(yn) log(log(n))

= −1

quase certamente. Logo, tem-se que lim supn Sn = ∞ e lim infn Sn = −∞, q.c..

Portanto, Mn →∞, q.c., e P (w =∞) = 1.

Neste momento, a equação integral de Lindley será derivada. A solução desta

equação é a distribuição estacionária do tempo de espera do sistema.

Teorema 2.5.4. Quando ρ < 1, o tempo de espera do sistema, dado por w, em

regime estacionário satisfaz

w
d
= (w + y)+ ,

onde y denota uma variável aleatória com a mesma distribuição que yn.

Demonstração. Observe que wn+yn converge fracamente para w+y pelo Teorema

2.5.2. Como (x)+ = 1
2

(x+ |x|) é uma função cont́ınua, então (wn + yn)+ converge

para (w + y)+ em distribuição. Logo, o resultado segue tomando o limite em ambos

os lados da Equação (2.10).
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Seja W (x) = P (w ≤ x) e F (x) = P (y ≤ x), então pelo Teorema 2.5.4 tem-se

que, para x ≥ 0,

W (x) = P
(
(w + y)+ ≤ x

)
= P (w + y ≤ x) =

∫
R

P (w ≤ x− ξ) dF (ξ).

E portanto, chega-se à chamada “equação integral de Lindley”, dada abaixo:

 W (x) =
∫

RW (x− ξ)dF (ξ) x ≥ 0

W (x) = 0 x < 0
.

Em (Lindley, 1952), foi observado que existe somente uma solução para esta equa-

ção, já que a distribuição estacionária de passeios aleatórios (recorrente positivos)

são únicas. Lindley também encontra a solução desta equação para a fila M/G/1

(além de outros casos). O resultado é o seguinte:

W ∗(s) =
s(1− ρ)

s− (∆̄a)−1(1−B∗(s)) ,

onde G∗ denota a transformada de Laplace de qualquer função G. Esta equação é

chamada de equação de Pollaczek-Khinchin. A equação integral de Lindley também

foi resolvida por Smith em (Smith, 1952), para casos onde uma fatoração espećıfica

do termo A∗(s)B∗(s)− 1 é posśıvel. Uma construção passo a passo da solução da

equação integral de Lindley pode ser encontrada em (Kleinrock, 1975).

2.6 Aproximações de Filas Sob Tráfego Pesado

Até este ponto, nas seções anteriores, foram destacados três pontos principais,

são eles:

(i) A condição de estabilidade dependente do parâmetro ρ.

(ii) A construção de formas fechadas para a distribuição estacionária de alguma

quantidade de interesse (i.e., o número de clientes no sistema nas Seções

2.2, 2.3, e 2.4, e o tempo de espera na Seção 2.5). Observe, que exceto no
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caso mais simples, referente ao modelo M/M/1, estas expressões sempre

aparecem sob a forma de transformadas z ou de Laplace.

(iii) A dificuldade de trabalhar com modelos onde uma estrutura Markoviana

não está presente.

No ińıcio da década de 60, muitos se preocupavam com a forma das expressões

obtidas na teoria. Para ter uso prático, as expressões requeriam muita informa-

ção sobre o sistema (i.e., é necessário conhecimento suficiente para construir uma

distribuição, para em seguida computar sua transformada, aplicar na formula, e in-

verter a transformada). Muitas vezes não se conhecia o sistema de forma detalhada

e não se deseja resultados exatos, mas sim uma idéia geral do comportamento do

fenômeno. Uma frase marcante de Kendall nesta época diz que a teoria da fila

ainda se mantinha escondida atrás de cortinas Laplacianas (Kendall, 1964).

A seguir serão apresentados alguns resultados desenvolvido por Kingman em

uma série de artigos (Kingman, 1962, 1963, 1970) que ajudam a entender o pro-

blema com relativamente poucos parâmetros do sistema (outras inequações, além

das que serão apresentadas aqui, podem também ser encontradas nestes artigos).

Nesta seção, será usado as mesmas hipóteses da seção anterior. O seguinte lema

será usado no Teorema 2.6.2.

Lema 2.6.1. Seja γ : (0,∞)→ [0, 1] uma função não-crescente tal que

∫ x

−∞
γ(x− ξ)dF (ξ) + 1− F (x) ≤ γ(x) ∀x > 0.

onde F (x)
4
= P (y ≤ x). Então, tem-se que

P (w ≥ x) ≤ γ(x) ∀x > 0.

Demonstração. Esta prova é feita por indução. Observe que P (w0 ≥ x) ≤ γ(x) já
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que w0 = 0. Agora suponha que P (wn ≥ x) ≤ γ(x) para algum n ∈ N. Então,

P (wn+1 ≥ x) = P (wn + yn ≥ x) =

∫ ∞
−∞

P (wn ≥ x− ξ) dF (ξ)

=

∫ x

−∞
P (wn ≥ x− ξ) dF (ξ) +

∫ ∞
x

dF (ξ)

≤
∫ ∞
−∞

γ(x− ξ)dF (ξ) + 1− F (x) ≤ γ(x).

Portanto, o resultado segue deixando n→∞.

Teorema 2.6.2. Suponha que a distribuição do tempo de serviço possua uma “calda

leve”, isto é, existe um ε > 0 tal que E
[
eε∆

d
i

]
<∞, e que ρ < 1. Então,

φ(θ)
4
= E

[
eθy
]
< 1

para alguns valores de θ positivos e, além disso, tem-se que ν = sup{θ > 0;φ(θ) <

1} é positivo e finito (exceto para o caso trivial P (y ≤ 0) = 1, que implica que

P (w = 0) = 1). Além disso, tem-se que

P (w ≥ x) ≤ e−νx ∀x > 0. (2.11)

Demonstração. Se P (y ≤ 0) = P (w = 0) = 1, o teorema é trivial, portanto, as-

suma que este não é o caso. Observe que a função φ(θ) é a função geradora de

momentos e, portanto, possui uma expansão em série de Taylor em volta do ponto

θ = 0 com um raio positivo de convergência. Além disso, como ρ < 1 ⇒ E [y] < 0,

φ′(0) = E [y] < 0 e portanto a função é estritamente decrescente em volta do zero.

Desta forma, o fato de φ(0) = 1 implica em φ(θ) < 1 para valores pequenos e

positivos de θ. Com este mesmo argumento, pode-se estabelecer a existência de ν

finito e positivo.

O limite superior dado pela Equação (2.11) é consequência do Lema (2.6.1).
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De fato, fazendo γ(x) ≡ e−νx tem-se que

∫ x

−∞
e−ν(x−ξ)dF (ξ) + 1− F (x) = e−νx

∫ x

−∞
eνξdF (ξ) +

∫ ∞
x

dF (ξ)

= e−νx
(∫ x

−∞
eνξdF (ξ) +

∫ ∞
x

eνxdF (ξ)

)
≤ e−νx

(∫ ∞
−∞

eνξdF (ξ)

)
︸ ︷︷ ︸

φ(ν)<1

≤ e−νx,

que completa a prova.

Um outro teorema, chamado de Teorema da Inequação do Tempo Médio,

pode ser computado a partir da equação de Lindley, dada pela Equação (2.10).

Teorema 2.6.3. Suponha que ρ < 1 e que E [y2] <∞, então tem-se que

E [(y+)2]

2|E [y] | ≤ E [w] ≤ var(y)

2|E [y] | .

Demonstração. Suponha primeiramente que E [w2] < ∞. Sabe-se do Teorema

2.5.4 que

w
d
= (w + y)+ . (2.12)

Observe que é posśıvel escrever o seguinte: (w + y) = (w + y)+ − (w + y)−, onde

(x)− = −min(0, x). Tomando o valor esperado de ambos os lados da equação

acima, tem-se E [w] + E [y] = E
[
(w + y)+] − E

[
(w + y)−

]
. Portanto, a Equação

(2.12) implica que E
[
(w + y)−

]
= −E [y] = |E [y] |, já que E [y] < 0 (i.e., ρ < 1).

Para qualquer x ∈ R, tem-se que x2 = (x+)2 + (x−)2 já que −2x+x− = 0.

Portanto,

var(x) = E
[
x2
]
− (E [x])2 = E

[
x2
]
−
(
E
[
x+
]
− E

[
x−
])2

= E
[
(x+)2

]
− E

[
x+
]2

+ E
[
(x−)2

]
− E

[
(x−)

]2
+ 2E

[
x+
]
E
[
x−
]

= var(x+) + var(x−) + 2E
[
x+
]
E
[
x−
]
.
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Usando a equação acima, tem-se que

var(w + y)+ + var(w + y)− = var(w + y)− 2E
[
(w + y)+]E

[
(w + y)−

]
= var(w) + var(y)− 2E [w] |E [y] |.

Desta forma,

E [w] =
var(y)− var(w + y)−

2|E [y] | , (2.13)

que gera o limite superior quando se usa o fato que var(w + y)− ≥ 0. Para chegar

ao limite inferior, considere o seguinte:

(
(w + y)−

)2 ≤ (y−)2,

já que w ≥ 0. Então,

var(w + y)− ≤ E
[(

(w + y)−
)2
]
− E [y]2 ≤ E

[
(y−)2

]
− E [y]2

= E
[
y2 − (y+)2

]
− E [y]2 = var(y)− E

[
(y+)2

]
,

que leva ao resultado quando aplicado na Equação (2.13).

O caso geral, quando não se assume que E [w2] <∞, pode tratado através da

técnica de truncagem. Considere o sistema truncado onde yN
4
= min{y,N}, para

algum N ∈ N. Logo, pelo Teorema 2.6.2 tem-se que wN tem momentos finitos.

Pelo Teorema da convergência monótona, tem-se que

E
[
wN
]
→ E [w] , E

[
yN
]
→ E [y]

E
[
(yN)2

]
→ E

[
y2
]
, E

[
((yN)+)2

]
→ E

[
(y+)2

]
,

e portanto segue o resultado.
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Kingman já havia observado que quando o sistema estava em regime de

tráfego pesado, isto é, quando 1 − ε < ρ < 1, para ε muito pequeno, o limite

superior do Teorema 2.6.3 era bastante preciso. Isto é explicado porque o erro

no limite superior é introduzido quando a variância de (w + y)− é desprezada, e

sistemas em regime de tráfego pesado possuem (w+y)− = 0 com alta probabilidade.

Observe que o Teorema 2.6.2 combinado com o limite superior do Teorema 2.6.3

sugere que talvez

P (w ≤ x) ≈ 1− ex(2E[y]/var(y)).

De fato, Kingman mostrou (Kingman, 1962) que é posśıvel aproximar a distribuição

de w por uma exponencial quando ρ ≈ 1. Para obter tal resultado, foi estabelecido

uma sequência de filas GI/GI/1 indexadas por um parâmetro n. A medida que

n tendia a ∞, tinha-se que E [yn] = ∆̄d,n − ∆̄a,n ↑ 0, ou seja ρn
4
= ∆̄d,n/∆̄a,n ↑ 1.

Supondo algumas condições de regularidade gerais (como, por exemplo, a de que

yn converge fracamente para y e que 0 < var(y) <∞) tinha-se que

lim
n→∞

P
(

2|E [y] |
var(y)

wn ≤ x

)
= 1− e−x (2.14)

para x ≥ 0. Este resultado é considerado o primeiro resultado de aproximação de

filas em regime de tráfego pesado.

Como foi observado por Whitt em (Whitt, 1972), um outro resultado já

conhecido na época (i.e., veja (Erdös e Kac, 1946)) era o seguinte: se E [y] ≡ 0

(que é equivalente a dizer que ρ = 1), então

lim
n→∞

P
(

1

var(y)
√
n

max
0≤k≤n

Sn ≤ x

)
=

(
2

π

)1/2 ∫ x

0

e−ξ
2/2dξ para x ≥ 0, (2.15)
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onde Sn =
∑n−1

j=0 yj, para n > 0, e S0
4
= 0 (veja, por exemplo, Teorema 7.33 de

(Chung, 2001) na página 232). É claro que do resultado de Lindley, tem-se que

P (wn ≤ x) = P
(

max
0≤k≤n

Sn ≤ x

)

e, portanto, a distribuição de wn/var(y)
√
n converge para o mesmo limite dado na

Equação (2.15).

Este tipo de escalonamento e aplicação de convergência no sentido fraco é a

base de aproximações de tráfego pesado. Como dito por Whitt em (Whitt, 1974),

“a idéia é evitar complexidade desnecessária e tentar obter representações simples

que capturam caracteŕısticas essenciais do problema suficientes para serem úteis”.

O foco se torna a visão macroscópica do problema de onde alguma regularidade

estat́ıstica pode ser encontrada e que não é aparente do ponto de vista microscópico.

Os dois resultados acima são reflexo do resultado que será mostrado a seguir.

Este resultado parte da seguinte observação:

wn = Sn − min
0≤k≤n

Sk n ≥ 0, (2.16)

que pode ser facilmente mostrado com o uso de um argumento indutivo. De fato,

considere o seguinte:

w1 = (w0 + y0)+ = max(0, y0) = max(S0, S1) = S1 −min(S0, S1).

Assuma que a Equação (2.16) seja válida para um n ∈ N e definamn
4
= min0≤k≤n Sk,

então tem-se que

wn+1 = (wn + yn)+ = max(0, Sn −mn + yn)

= max(0, Sn+1 −mn) = (Sn+1 −mn)−min(0, Sn+1 −mn)

= Sn+1 −min(Sn+1,mn) = Sn+1 − min
0≤k≤n+1

Sk.

40



Com a expressão acima chega-se à:

Teorema 2.6.4. Suponha uma sequência de filas GI/GI/1 indexadas pelo parâ-

metro n, onde yn ⇒ y e 0 < var(y) <∞. Assuma ainda que

lim
n→∞

E [yn]
√
n = c ∈ (−∞,∞),

e seja σ2 4= var(y). Seja o processo Zn definido como

Zn(t)
4
=
wnnt√
n
,

para t ∈ R≥0 (onde aqui e no decorrer deste trabalho, nt denota o maior inteiro

igual ou menor que o número real nt, quando colocado no papel de um número

inteiro). Então tem-se que

Zn =⇒ Zσ,c

onde, para cada t ∈ R≥0, Zσ,c(t)
4
= σW (t) + ct + 0 ∨ sups≤t(−σW (s) − cs), onde

W é um processo de Wiener padrão.

Demonstração. Usando a Equação (2.16), pode-se escrever o seguinte

wnnt√
n

=
Snnt√
n
− min

0≤k≤nt

(
Snk√
n

)
.

Por outro lado, uma aplicação do Teorema B.1.9 (que é uma extensão do conhecido

Teorema de Donsker (Teorema B.1.8) ou Teorema do Limite Funcional Central)

implica que o processo tomando valores

1√
n

(Snnt − ntE [yn])

converge no sentido fraco para um processo de Wiener com variância σ2. Como

√
nE [yn]→ c, tem-se que o processo tomando valores Snnt/

√
n converge fracamente

para o processo com valores σW (t) + ct, para t ∈ R≥0.
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Seja Ψ definido como

Ψ(x)(t) = x(t) + 0 ∨ sup
s≤t

(−x(s)) ,

para qualquer função cont́ınua x, tal que x(0) = 0, e t ≥ 0. Esta função Ψ é geral-

mente chamada de “Função de Reflexão” e é tratada com detalhes no Apêndice A.

Observe que a Inequação (A.3), dada pelo Teorema A.1.5, afirma que esta função

Ψ é cont́ınua sob o espaço das funções cont́ınuas. Como as funções amostras de um

processo de Wiener são cont́ınuas quase certamente, o Teorema do mapeamento

cont́ınuo pode ser aplicado (e.g., Teorema 2.7 na página 21 de (Billingsley, 1999))

para chegar ao resultado.

A relação deste resultado com os dados pelas Equações (2.14) e (2.15) é clara.

A distribuição do processo Zσ,c é dada por

P (Zσ,c(t) ≤ x) = Θ

(
x− ct
σ
√
t

)
− e−2|c|/σ2

Θ

(−x− ct
σ
√
t

)
, (2.17)

para x ≥ 0 e onde Θ é a função de densidade cumulativa de uma normal padrão

(veja, por exemplo, Equação 4.5 de (Whitt, 1974)). Claramente, tem-se a expo-

nencial da Equação (2.14) quando t→∞. Além disso, se for fixado t ≡ 1, tem-se

o resultado dado pela Equação (2.15).

É importante mostrar também que o número de clientes na fila, dado pelo

processo X
4
= N(t) − S(t), pode também ser aproximado por um movimento

Browniano refletido. Novamente, suponha a existência de uma sequência de filas

GI/GI/1 indexadas pelo parâmetro n, e assuma as seguintes condições:

Condição 2.6.5.

(a) Seja ξα,ni

4
= 1−∆α,n

i /∆̄α,n, para α ∈ {a, d}, e suponha que ξα,ni satisfaz as

condições do Teorema B.1.9.

(b) Suponha que
√
n
[
(∆̄a,n)−1 − (∆̄d,n)−1

] 4
= cn → c (a medida que n → ∞),

que é a chamada “condição do tráfego pesado”, i.e. ρ ↑ 1.
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Sob estas condições e usando o Teorema B.1.9 sabe-se que

Wα,n(t)
4
=

1√
n

nt∑
i=1

ξα,ni (2.18)

converge fracamente para um processo de Wiener com variância dada pelo limite

(n→∞) de

var(ξα,ni ) =
var(∆α,n)

(∆̄α,n)2

4
= (σαn)2 .

Além disso, pode-se mostrar (e.g., Teorema B.2.6), que Nn(nt)/n converge fraca-

mente para o processo tomando valores t/∆̄a, onde ∆̄a é o limite de ∆̄a,n quando

n→∞. O mesmo pode ser dito para Sn(nt)/n que converge fracamente para um

processo com valores t/∆̄d.

Defina o seguinte processo escalonado xn(t)
4
= Xn(nt)/

√
n = Nn(nt)/

√
n −

Sn(nt)/
√
n. E observe que

Nn(nt)√
n

=
1√
n

Nn(nt)∑
l=1

1 =
1√
n

Nn(nt)∑
l=1

(
1− ∆a,n

l

∆̄a,n

)
+

1√
n∆̄a,n

Nn(nt)∑
l=1

∆a,n
l

= W a,n

(
Nn(nt)

n

)
+

1√
n∆̄a,n

(nt) + εa,n(t),

Sn(nt)√
n

=
1√
n

Sn(nt)∑
l=1

1 =
1√
n

Sn(nt)∑
l=1

(
1− ∆d,n

l

∆̄d,n

)
+

1√
n∆̄d,n

Sn(nt)∑
l=1

∆d,n
l

= W d,n

(
Sn(nt)

n

)
+

1√
n∆̄d,n

(nt− In(nt)) + εd,n(t),

onde εα,n é um erro despreźıvel e In(t) denota o tempo ocioso total do servidor até

o instante t. Observe que

zn(t)
4
=

1√
n∆̄d,n

In(nt)

satisfaz as seguintes propriedades: zn(0) = 0, zn é não decrescente, e somente au-

menta nos instantes t tais que xn(t) = 0. Portanto, usando o Teorema A.1.4, sabe-

se que zn é único e é dado por 0 ∨ sups≤t
(
−W a,n(Nn(ns)) +W d,n(Sn(ns))− cns

)
43



modulo um erro despreźıvel. Portanto, procedendo como na prova do Teorema

2.6.4, chega-se ao limite

x(t) = W a(t/∆̄a)−W d(t/∆̄d) + ct+ z(t)

onde z(t)
4
= 0 ∨ sups≤t

(
−W a(s/∆̄a) +W d(s/∆̄d)− cs

)
.

Portanto, a análise de tráfego pesado aproxima sistemas de filas com qual-

quer distribuição de entrada e de serviço em regime de tráfego pesado, isto é, sob

uma carga intensa de trabalho e beirando o limite de estabilidade, por um movi-

mento Browniano refletido. Visto a teoria clássica, onde os resultados geralmente

estão sob a forma de transformadas, este resultado é de extrema importância pois

descreve o comportamento do sistema de forma simples e dependente do tempo.

Com este modelo pode-se empregar ferramentas poderosas dispońıveis na teoria de

probabilidade para auxiliar o entendimento destes sistemas em regime de tráfego

pesado. Estas aproximações ganharam grande força nos anos 80 com o apareci-

mento de sistemas de computadores, que em várias aplicações operam em regime

de tráfego pesado. Além disso, a análise é facilmente adaptada para o caso de

redes de fila como será visto no caṕıtulo a seguir.

2.7 Redes de Filas

Nesta seção, serão considerados alguns problemas de redes de filas de forma a

destacar como a teoria das aproximações por tráfego pesado ajuda o entendimento

destes sistemas.

Considere primeiramente um sistema formado por duas filas em sequência,

isto é, clientes que entram no sistema juntam-se à fila 1, ao terminar seu ser-

viço, os clientes saem da fila 1 e entram na fila 2, somente ao terminar o ser-

viço na fila 2, os clientes podem deixar o sistema. Vamos supor que cada fila

deste sistema é M/M/1, com taxas de chegada e serviço dadas por λa1
4
= 1/∆̄a

1 e

λdi
4
= 1/∆̄d

i , respectivamente, onde i ∈ {1, 2}. O objetivo do que segue é estabele-

cer a distribuição do tempo entre chegadas consecutivas na fila 2. Defina o evento
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El
4
= {a fila 1 está vazia no instante em que o cliente l termina seu serviço}. Ob-

serve que o intervalo de tempo entre os instantes em que clientes sucessivos deixam

a fila 1, dado por dl, pode ser escrito da seguinte forma:

dl = IEl−1
(∆a

l + ∆d
l ) + IEcl−1

(∆d
l ).

Portanto, para x ≥ 0, pode-se escrever o seguinte:

P (dl ≤ x) = P
(

∆a
l + ∆d

l ≤ x
∣∣El−1

)
P (El−1) + P

(
∆d
l ≤ x

∣∣Ec
l−1

)
P
(
Ec
l−1

)
= P

(
∆a
l + ∆d

l ≤ x
)

P (El−1) + P
(
∆d
l ≤ x

)
P
(
Ec
l−1

)
,

onde a última passagem é posśıvel porque El−1 e Ec
l−1 podem ser escritos com-

pletamente em termos de {∆a
k,∆

d
k; 0 ≤ k ≤ l − 1} e, portanto, são independentes

de ∆a
l e ∆d

l . Defina ρ1 = λa1/λ
d
1, assuma que a fila 1 é estável (ρ1 < 1) e deixe

l → ∞ para tratar o sistema em regime estacionário. Seja D∗(s) a transformada

de Laplace da distribuição de dn em regime estacionário, então tem-se que

D∗(s) = A∗1(s)B∗1(s)(1− ρ1) +B∗1(s)ρ1,

onde A∗1(s) e B∗1(s) são as transformadas de Laplace das distribuições de ∆a
l,1 e ∆d

l,1,

respectivamente. Também foi usado acima o fato que a probabilidade do sistema

estar vazio quando um cliente deixa o sistema em regime estacionário é dado por

(1− ρ) veja as Equações (2.2) ou (2.9).

Como a transformada de Laplace de uma distribuição exponencial com pa-

râmetro α é dada por α/(α + s), tem-se que

D∗(s) =

(
λa1

λa1 + s

)(
λd1

λd1 + s

)
(1− ρ1) +

(
λd1

λd1 + s

)
ρ1

=
λa1

λa1 + s
,

que é um resultado surpreendente: a distribuição do intervalo de tempo entre clien-
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tes sucessivos deixando o sistema é exponencial com parâmetro λa1. Este resultado

é geralmente chamado de “resultado de Burke”, dado que foi ele que primeiro veri-

ficou esta propriedade em (Burke, 1966), veja também (Kleinrock, 1975) para mais

detalhes.

Considere agora um sistema composto por K filas em rede. Cada fila i, para

i ∈ {1, . . . , K} recebe clientes externos com distribuição entre chegada de clientes

dada por uma exponencial com taxa λai . O tempo de serviço de cada cliente é

exponencialmente distribúıdo com taxa λdi . Cada cliente pode se juntar à uma fila

j presente no sistema após terminar seu serviço em uma fila i com probabilidade rij.

O cliente também pode deixar o sistema com probabilidade 1−∑K
j=1 rij. Suponha

que a matriz de roteamento, dada por R
4
= (rij), tenha raio espectral menor do que

1. Isto implica que, quando considerado como uma matriz de transição de uma

cadeia de Markov, todos os estados devem ser transiente. Em termos de teoria de

filas, esta condição significa que todo cliente que entra no sistema sairá do sistema

eventualmente.

Defina λi, para i ∈ {1, . . . , K}, como o conjunto de variáveis que satisfaz as

equações abaixo:

λi = λai +
K∑
j=1

λjrji, i ∈ {1, . . . , K}, (2.19)

ou em forma vetorial, λ = λa + R′λ, que tem solução única dada por λ = (I −

R′)−1λa sob a condição no raio espectral de R. Observe que, visto o resultado

de Burke, λi pode ser visto como a taxa total de entrada de clientes na fila i,

isto é, a taxa com quem clientes externos e clientes roteados entram na fila. De

fato, se rii = 0 e ρ
4
= λi/λ

d
i < 1, para todo i ∈ {1, . . . , K}, o sistema em regime

estacionário pode ser visto como K filas M/M/1 independentes com parâmetros

λi e λdi , denotando respectivamente a taxa de entrada e a de serviço.

Quando rii > 0 para algum i ∈ {1, . . . , K}, isto é, quando existe realimenta-

ção direta de uma fila, pode-se mostrar que o intervalo entre a sáıda consecutiva

de clientes não será exponencial (veja (Disney, 1981)). Contudo Jackson mostrou

46



em (Jackson, 1957, 1963) que apesar destas filas não serem filas M/M/1, elas se

comportam como se fossem, no sentido que a distribuição conjunta do número de

clientes em cada fila em regime estacionário é um produto das distribuições dada

pela Equação (2.2). Ou seja, para (n1, . . . , nK) ∈ NK
0 ,

P (X1 = n1, . . . , XK = nK) = ΠK
i=1 ρ

ni
i (1− ρi), (2.20)

onde Xi denota o número de clientes na fila i em regime estacionário, para i ∈

{1, . . . , K}. Portanto, este resultado pode ser interpretado como se a rede fosse

composta por K filas M/M/1 independentes. Este resultado é geralmente chamado

de Teorema de Jackson e pode ser provado mostrando que (2.20) é a distribuição

estacionária do processo de Markov (X1, . . . , XK). Para detalhes neste assunto

veja (Gross e Harris, 1998) Seção 4.2.

O Teorema de Jackson é de extrema importância para teoria de filas e pos-

sibilita o estudo de vários problemas práticos. Contudo, este resultado não se

estende para outros casos mais gerais, como por exemplo, filas onde o tempo en-

tre a chegada de cliente não seja exponencial. Além disso, o Teorema de Burke

praticamente não existe para outros modelos de fila. De fato, Chang mostrou que

dentro da classe das filas G/GI/1, em que a distribuição do tempo de serviço pos-

sui suporte não limitado, o número de distribuições do tempo entre a chegada de

clientes que induzem distribuições idênticas para o tempo entre a sáıda de clien-

tes é no máximo um (Chang, 1994). Em particular, para todas as filas G/M/1,

somente aquela com entrada de Poisson possui tal propriedade. Este tipo de ob-

servação indica que a análise de modelos mais gerais não é fácil, até mesmo para

redes compostas por filas mais simples como a PH/M/1.

É neste cenário que a análise de tráfego pesado mostra todo seu potencial.

A aproximação pode ser estendida para redes de filas sem maiores dificuldades. A

equação de limite toma a forma de um movimento Browniano refletido que possibi-

lita, entre outras coisas, tratar de problemas de controle. A seguir será constrúıdo

a aproximação de uma forma resumida, para um tratamento mais rigoroso veja as
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seguintes referências (Kushner, 2001; Reiman, 1984).

Da mesma forma como feito anteriormente, suponha a existência de uma

sequência de redes de filas indexadas per um parâmetro n ∈ N. Sejam {∆a,n
i,l , l ∈

N} os intervalos entre a chegada de clientes externos na fila i e {∆d,n
i,l , l ∈ N}

os tempos de serviço na fila i. Sejam também Inij,l uma função indicadora do

evento que o l-ésimo cliente que deixa a fila j se junta à fila i. Defina o seguinte

vetor Ini,l
4
= (Inij,l, j ∈ {1, . . . , K}) e as constantes ∆̄α,n

i,l

4
= 1/λα,ni,l

4
= E

[
∆α,n
i,l

]
, para

α ∈ {a, d}.

Condição 2.7.1. As seguintes condições serão usadas:

(a) As variáveis aleatórias ∆α,n
i,l e Ini,l, para α ∈ {a, d}, são mutuamente inde-

pendentes nos ı́ndices i,l, e α. Além disso, as variáveis ξni,l
4
= 1−∆α,n

i,l /∆̄
α,n
i

satisfazem as condições do Teorema B.1.9.

(b) Existem constantes rnij e rij tais que P
(
Inij,l = 1

)
= rnij → rij. Além disso,

o raio espectral da matriz R = (rij) é menor do que um.

(c) Existem ci tais que

√
n

[
1

∆̄a,n
i

+
K∑
j=1

rnji

∆̄d,n
j

− 1

∆̄d,n
i

]
4
= cni → ci.

Observe que a Condição 2.7.1(c) é a condição do tráfego pesado. A condição

exige que a taxa de clientes entrando em cada fila do sistema se aproxime da taxa

com que os clientes saem da fila, a medida que n ↑ ∞.

Seja Nn
i o processo que conta o número de clientes exógenos que entram

na fila i, e Sni o processo que conta o número de clientes servidos na fila i. Seja

também Snij o processo que conta o número de clientes que sáıram da fila i e foram

para a fila j. Então pode-se escrever o seguinte:

xni (t)
4
=

1√
n
Xn(nt) =

1√
n

[
Nn
i (nt)− Sni (nt) +

K∑
j=1

Snji(nt)

]
, (2.21)
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onde Xn
i (t) representa o número de clientes na fila i, e xni é o processo escalonado

correspondente.

Procedendo da mesma forma como feito na seção anterior, pode-se escrever

o seguinte:

Nn
i (nt)√
n

= W a,n
i

(
Nn
i (nt)

n

)
+

nt√
n∆̄a,n

i

+ εa,n(t)

Sni (nt)√
n

= W d,n
i

(
Sni (nt)

n

)
+
nt− Ini (nt)
√
n∆̄d,n

i

+ εd,n(t)

onde Wα,n
i são definidos de forma análoga à Equação (2.18), e Ini (t) denota o

tempo total que o servidor da fila i ficou ocioso até o tempo t. Defina W r,n
ij (t)

4
=

(1/
√
n)
∑nt

l=1

[
Inij,l − rnij

]
e observe que

Snji(nt)√
n

=
1√
n

Snj (nt)∑
l=1

Inji,l = W r,n
ij

(
Snj (nt)

n

)
+
rnji√
n

Snj (nt)∑
l=1

1

= W r,n
ji

(
Snj (nt)

n

)
+ rnjiW

d,n
j

(
Snj (nt)

n

)
+

rnji√
n∆̄d,n

j

(
nt− Inj (nt)

)
+ εr,n(t),

(2.22)

Com as Condições 2.7.1(a) e (b), e o Teorema B.1.9, tem-se que

W a,n
i

(
Nn
i (n·)
n

)
=⇒ σaiW

a
i (λai ·)

W d,n
i

(
Sni (n·)
n

)
=⇒ σdiW

d
i (λdi ·){

W r,n
ij

(
Sni (n·)
n

)
, j ≤ K

}
=⇒ W r

i (λdi ·),

onde W r
i (λdi ·) é um processo de Wiener K-dimensional com matriz de covariância

dada por

Σi =



(1− ri1)ri1 −ri1ri2 . . . −ri1riK
−ri2ri1 (1− ri2)ri2 . . . −ri2riK

...
. . .

−riKri1 −riKri2 . . . (1− riK)riK


,
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os processos Wα
i , α ∈ {a, d}, são processos de Wiener padrão, e

(σαi )2 4= lim var(∆α,n
i,l )/(∆̄α,n

i )2.

Defina yni (t)
4
= (1/

√
n∆̄d,n

i )Ini (nt), e observe que pode-se escrever o seguinte em

notação matricial:

xn(t) = cnt+W n(t) + (I −R′) yn(t) + εn(t),

ondeW n(t) tem componentes dadas porW n
i (t)

4
= W a,n

i (Nn
i (nt)/n)−W d,n

i (Sni (nt)/n)+∑
j(rjiW

d,n
j (Snj (nt)/n)+W r,n

ji (Snj (nt)/n)) e εn é um erro pequeno que converge para

o processo zero. Observe que yni é não-decrescente, cont́ınuo, e somente aumenta

nos instantes t tais que xi(t) = 0. Por isso, é posśıvel mostrar que (xn, zn) = Ψ(ψn),

onde Ψ é o mapeamento de reflexão da Definição A.1.2, com zn
4
= (I −R′) yn e

ψn(t)
4
= cnt+W n(t) + εn(t).

Como o mapeamento Ψ é cont́ınuo sob o espaço das funções cont́ınuas C(RK ; 0,∞),

tem-se o resultado com a aplicação do Teorema do Mapeamento Cont́ınuo, che-

gando ao limite:

x(t) = ct+W (t) + (I −R′) y(t),

onde Wi(t)
4
= σaiW

a
i (λai t)− σdiW d

i (λdi t) +
∑

j(rjiσ
d
jW

d
j (λdj t) +W r

ji(λ
d
j t)).

Em problemas práticos, usa-se a aproximação da seguinte forma: em primeiro

lugar, um valor grande de n é escolhido de tal forma que cni possua um “tamanho

moderado”, em seguida, aproxima-se o número de clientes na fila em cada instante

t por X(t) ≈ √nxcn(t/n), onde xcn(t)
4
= cnt+W (t) + (I −R′) y(t).

Para exemplificar o uso da aproximação, considere um sistema composto por
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3 filas em rede, com matriz de roteamento dada por

R =


0 1 0

0 0 1

.5 0 0

 .

Suponha que somente a primeira fila receba clientes de uma fonte exógena com

tempo entre a chegada de clientes dada por uma distribuição de hiperexponencial

com variação 2 e média 2. O tempo de serviço de cada fila é distribúıdo de acordo

com uma distribuição hiperexponencial com médias tomando valores no conjunto

{0.80, 0.85, 0.90, 0.95} para cada experimento, e o coeficiente de variação é fixo em

2. Estes valores são escolhidos de tal forma que ρ1 = ρ2 = ρ3.

Tabela 2.1: Tabela mostrando o número médio de clientes na rede para cada fila
em regime estacionário. Para a simulação, o intervalo de 95% t-confiança está em
parenteses.

Fila 1 Fila 2 Fila 3

ρ = .80
QNET 5.84 6.06 6.13
SIM 6.40 (0.21) 6.70 (0.20) 6.81 (0.21)
ρ = .85
QNET 8.79 9.13 9.23
SIM 9.52 (0.46) 9.69 (0.34) 10.12 (0.42)
ρ = .90
QNET 14.79 15.35 15.52
SIM 15.63 (0.97) 15.83 (0.96) 15.51 (0.82)
ρ = .95
QNET 32.96 34.20 34.58
SIM 29.36 (2.69) 29.41 (2.18) 30.19 (2.45)

Será comparado o número médio de clientes no sistema em regime estacio-

nário obtido usando a aproximação por tráfego pesado e uma simulação computa-

cional. Para calcular o valor esperado de um movimento Browniano refletido em

regime estacionário (em dimensão K = 3), será usado o algoritmo QNET (Dai,

1990) que é capaz de calcular a distribuição estacionária destes processos (o mé-

todo BNAfm também pode ser usado para o mesmo propósito, veja (Shen et al.,
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2002; Chen e Shen, 2003)). O resultado é dado pela Tabela 2.1.

Como neste exemplo somente o número médio de clientes do sistema em

regime estacionário é computado, a escolha do parâmetro de escalonamento n

não afeta o resultado. Por exemplo, no caso unidimensional o valor médio do

movimento Browniano refletido em regime estacionário é dado por σ2/2|c|, onde

σ2 seria sua variância e c o valor do coeficiente de deriva, veja a Equação (2.17).

Como o valor do coeficiente de deriva na aproximação, dado por cn, é uma constante

vezes
√
n, isto é, cn =

√
nβ, para β ∈ R, tem-se que o número médio de clientes

em regime estacionário, dado por X̄, é igual à X̄ =
√
nσ2/2|cn| = σ2/2|β|, em que

o fator de escalonamento n desaparece.

2.8 Aproximação por Fluido

Um outro modelo aproximado que possui várias similaridades com a apro-

ximação por tráfego pesado é a de fluido. A principal vantagem deste modelo é

que não é necessário impor a condição do tráfego pesado. Portanto, mesmo em

sistemas que não estejam operando neste regime a aproximação ainda pode ser

usada. Por outro lado, a aproximação perde o caráter estocástico, pois o limite

toma a forma de uma equação diferencial. Desta forma, pode-se argumentar que

a aproximação por tráfego pesado é mais fiel à dinâmica do sistema.

Para deixar claro como esta aproximação toma forma, será mostrado breve-

mente como ela é obtida. Sejam ∆a,n
i,l , ∆d,n

i,l ,Xn, Nn
i , Sni , Snij, e Inij definidos como

na última seção. Mas redefina o processo escalonado xn como o seguinte:

xn(t) = Xn(nt)/n,

observe que desta vez Xn é dividido por 1/n e não por 1/
√
n como feito na seção

anterior. Seja também Xn(0) a condição inicial do sistema.

Condição 2.8.1. Suponha as seguintes condições:

(a) Os processos W̃α,n
i , α ∈ {a, d}, dados por W̃α,n

i (t)
4
= n−1

∑nt
l=1

(
∆̄a,n
i −∆α,n

i,l

)
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convergem para o processo zero. Além disso, ∆̄α,n
i → ∆̄α

i .

(b) Existem constantes rnij e rij tais que P
(
Inij,l = 1

)
= rnij → rij, e o raio

espectral da matriz R = (rij) é menor do que um.

(c) Existem ci tais que

[
1

∆̄a,n
i

+
K∑
j=1

rnji

∆̄d,n
j

− 1

∆̄d,n
i

]
4
= cni → ci.

Suponha que xn(0)
4
= Xn(0)/n converge fracamente para x(0). Visto o de-

senvolvimento da aproximação por tráfego pesado da seção anterior, e sabendo que

neste caso W̃α,n
i converge para o processo zero, tem-se que xn converge fracamente

para o processo x dado por

x(t) = x(0) + ct+ (I −R′)y(t),

em que y é o processo de reflexão. O desenvolvimento acima foi retirado de (Kush-

ner, 2001) Seção 6.5, na página 264.
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Caṕıtulo 3

Modelos de Fila com Sinais

Sistemas de filas com sinais, usualmente chamados de G-networks ou G-

Queue, no caso de uma fila única, foram introduzidos por Gelenbe em (Gelenbe,

1991) como uma extensão das redes de Jackson. Nestes modelos, dois tipos de

clientes circulam no sistema: os clientes usuais (também chamados de “clientes po-

sitivos”) e os sinais. O efeito que cada sinal provoca sobre o sistema que o recebe

depende do seu tipo. Existem vários tipos de sinais, como por exemplo: clien-

tes negativos, triggers (Gelenbe, 1993), desastres (Chao, 1995), resets (Gelenbe e

Fourneau, 2002), entre outros. Os dois principais tipos de sinais são os clientes

negativos, que serão chamados simplesmente de sinais neste trabalho, e os trig-

gers. Um cliente negativo remove um cliente usual da fila que o recebe e deixa o

sistema imediatamente após sua chegada. O trigger move um cliente da fila que

o recebe para uma outra fila presente no sistema, e também deixa o sistema após

sua chegada.

Cada sinal pode entrar em uma fila por uma fonte externa ou pode ser

enviado por outras filas presentes no sistema. Neste último caso, sinais são clientes

usuais que, após completar seu serviço, são roteados como sinais. Para deixar claro

o funcionamento destes modelos, considere um sistema de filas com sinais dado por

duas filas em sequência, como mostra a Figura 3.1. Suponha que a primeira fila

receba sinais (do tipo “cliente negativo”) e que também envie sinais para a segunda

fila. Quando um sinal externo chega à fila 1, ele remove um cliente usual da fila,

54



1 2
++/−+/−

Figura 3.1: Duas filas em sequência com sinais. O śımbolo + (resp., −) indica a
possibilidade de chegada de clientes (resp., sinais).

caso não esteja vazia. O sinal deixa a fila 1 imediatamente após sua chegada.

Suponha agora que um cliente (usual) termine seu serviço na primeira fila. Este

cliente pode ser enviado para fora do sistema, como mostra a Figura 3.1, ou pode

ser roteado para a segunda fila. Caso seja roteado, o cliente pode chegar na fila 2

como um sinal ou como um cliente regular, dependendo da escolha de roteamento.

Se chegar como um sinal, ele removerá um cliente, caso algum estiver presente,

e deixará o sistema logo em seguida. Desta forma, em uma rede mais complexa,

onde todas as filas participam no envio e recebimento de sinais, cada fila possui

um certo controle sobre o sistema.

Sistemas de filas com sinais vêm sendo extensivamente estudados nos últimos

anos (alguns exemplos incluem: (Shin, 2007; Chakka e Do, 2007; Gómez-Corral e

Martos, 2006; Li e Zhao, 2004; Harrison, 2004; Gómez-Corral, 2002; Fourneau et al.,

1996; Harrison e Pitel, 1996; Fourneau e Verchère, 1995; Gelenbe e Schassberger,

1992)), que são motivados principalmente por uma série de aplicações. Uma das

aplicações com maior sucesso, e que também foi a motivação inicial destes modelos,

é a modelagem de redes neurais (Gelenbe, 1994; Gelenbe e Stafylopatis, 1991; Ge-

lenbe, 1989). Neste contexto, cada fila representa um neurônio e clientes positivos

e negativos representam sinais de excitação e inibição, respectivamente. Uma ou-

tra aplicação interessante é a de balanceamento de carga de trabalho em uma rede

de computadores. O artigo (Artalejo, 2000) traz várias outras aplicações destas

redes. Mais recentemente, G-networks vem sendo usadas em modelos de sistemas

de regulação genético, veja por exemplo (Gelenbe, 2007; Arazi et al., 2004).

A formulação usual destes modelos considera tempos entre chegada de cli-

entes e tempos de serviço exponencialmente distribúıdos. A análise é geralmente
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feita como na Seção 2.7, isto é, a distribuição estacionária da cadeia de Markov

correspondente é encontrada. Esta distribuição descreve a probabilidade de en-

contrar um certo número de clientes no sistema. No caso de sistemas contendo

somente sinais do tipo “clientes negativos”, tem-se que esta probabilidade é dada

por

p(X1 = n1, . . . , XK = nK) = ΠK
i=1ρ

ni
i (1− ρi),

para (n1, . . . , nk) ∈ NK , e

ρi
4
= λa,+i /(λdi + λa,−i )

λa,+i
4
=

K∑
j=1

ρjλ
d
i r

+
ji + λai

λa,−i
4
=

K∑
j=1

ρjλ
d
i r
−
ji + λsi , (3.1)

onde λai é a taxa de chegada de clientes exógenos na fila i; λsi é a taxa de chegada

de sinais exógenos na fila i; λdi é a taxa de serviço para a fila i; r+
ij é a probabilidade

de um cliente saindo da fila j entrar na fila i; r−ij é a probabilidade de um cliente

saindo da fila j entrar na fila i como um sinal. É claro que a existência de tal

distribuição depende de algumas condições, sendo uma delas a de que ρi < 1, que

nada mais é do que o parâmetro de intensidade de tráfego destes sistemas.

Um dos motivos da popularidade das G-networks deve-se também ao fato de

sua distribuição estacionária possuir esta forma simples de produto, que não é uma

caracteŕıstica fácil de ser encontrada. Apesar desta propriedade importante, pouco

se pode dizer sobre a evolução transiente destes sistemas, e pouco deste aspecto

foi estudado sobre estes modelos. Esta análise é de extrema importância para ser

posśıvel pensar em problemas de controle, que é tão inerente nestes modelos.

Recentemente, alguns estudos nesta direção foram feitos usando aproxima-

ções por fluido (Guffens et al., 2006; Arazi et al., 2004, 2005). Em (Arazi et al.,

2004, 2005), a seguinte aproximação para G-networks foi desenvolvida: sejam
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{q+
j1(X), . . . , q+

jR(X)} taxas dependentes do estado X de processos que aumen-

tam o tamanho da fila j (i.e., chegadas de clientes exógenos e chegada de clientes

vindos de outras filas); e sejam {q−j1(X), . . . , q−jQ(X)} taxas dependentes do estado

representando processos que reduzem o tamanho da fila j (i.e., sáıda de clientes e

chegada de clientes negativos). Usando a notação dos autores, a probabilidade de

aumentar em 1 o número de clientes em uma fila j no intervalo (t, t + h] é dada

por

P+
j (X) =

R∑
i=1

q+
ji(X)h+ o(h),

e a probabilidade de reduzir o valor de X em 1 é dada por

P−j (X) =

Q∑
i=1

q−ji(X)h+ o(h).

Como isto, aproxima-se o valor médio do sistema, dado por X̂, fazendo o seguinte:

X̂j(t+ h) = X̂j(t) + P+
j (X̂(t))− P−j (X̂(t))

= X̂j(t) + h

[
R∑
i=1

q+
ji(X̂(t))−

Q∑
i=1

q−ji(X̂(t))

]
+ o(h),

para cada fila j. Dividindo a equação acima por h e fazendo h→ 0, tem-se que

dX̂j

dt
=

R∑
i=1

q+
ji(X̂(t))−

Q∑
i=1

q−ji(X̂(t)).

Neste ponto, os autores usam uma hipótese de que o sistema está cheio e, portanto,

a entrada ou sáıda de um único cliente na fila tem pouco efeito no sistema. Desta

forma, um fator de escalonamento ∆ é introduzido para representar o efeito da

entrada ou sáıda de um único cliente no sistema, onde ∆ � 1. Esta abordagem

leva à aproximação

dX̂j

dt
= ∆

[
R∑
i=1

q+
ji(X̂(t))−

Q∑
i=1

q−ji(X̂(t))

]
.
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Uma cŕıtica sobre este modelo é que o parâmetro ∆ é introduzido sem muita

justificativa. Além disso, o requerimento de que ∆ seja “pequeno” força o modelo

em um cenário de tráfego pesado, onde as aproximações por difusão são mais

apropriadas. Uma outra observação é que nenhum termo de reflexão aparece, e,

desta forma, o modelo pode tomar valores negativos se a escolha das funções q−ji(·)

não forem apropriadas.

Os autores de (Guffens et al., 2006) têm uma abordagem diferente que con-

siste em uma adaptação de uma aproximação por fluido, introduzida por (Tipper

e Sundareshan, 1990) e estudada por Guffens em (Guffens, 2005), para modelos

de filas com sinais. Para introduzir este modelo, considere primeiramente uma

única fila M/M/1, com taxa de entrada dada por λa e de serviço dada por λd. A

probabilidade de encontrar k clientes no sistema no instante t+ h é dada por

p(k, t+ h) = p(k, t)(1− λah− λdh)

+ p(k − 1, t)λahI{k > 0}+ p(k + 1, t)λdh+ o(h).

Multiplicando por k a equação acima, somando em k, dividindo por h, e fazendo

h→ 0, chega-se à:

dk̄

dt
= λa − (1− p(0, t))λd,

em que k̄(t)
4
=
∑∞

k=0 kp(k, t), e 1 − p(0, t) é a probabilidade do servidor estar

ocupado no instante t, que não pode ser escrita somente em função de k̄. A

aproximação consiste em expressar a probabilidade do servidor estar ocupado em

função do estado atual do sistema, de tal forma que, em equiĺıbrio, o valor exato

de k̄ é obtido. Seja x a média aproximada dada por

ẋ = λa − θ(x)λd,

em que θ(ξ)
4
= ξ/(1 + ξ). Desta forma, quando x está em equiĺıbrio, dado por x∗,
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tem-se que

x∗ = lim
t→∞

k̄(t) = ρ/(1− ρ), (3.2)

com ρ = λa/λd, veja a Equação (2.3).

Esta mesma análise é estendida para G-networks. O modelo considerado

pelos autores inclui os sinais do tipo “trigger” e “cliente negativo”. Para simplificar

a notação, somente os clientes negativos são considerados abaixo. Analisando o

balanço de fluxo de clientes, pode-se escrever:

ẋi = −
(
λdi + λsi +

K∑
j=1

λdjθ(xj)r
−
ji

)
θ(xi) + λai +

K∑
j=1

λdjθ(xj)r
+
ji,

onde a notação empregada aqui é a mesma usada nas Equações (3.1). Fazendo

λa,−i (x)
4
= λsi +

∑K
j=1 λ

d
jθ(xj)r

−
ji e λa,+i (x)

4
= λai +

∑K
j=1 λ

d
jθ(xj)r

+
ji, pode-se escrever

ẋi = −
(
λdi + λa,−i (x)

)
θ(xi) + λa,+i (x).

O equivalente do que foi feito na Equação (3.2) pode ser verificado para este caso.

Portanto, chega-se a aproximação:

ẋ = G(x)x+ λa,

onde (G)ii(x)
4
= −

(
λdi + λa,−i (x)

)
θ̃(xi), (G)ij(x)

4
= λdr+

jiθ̃(xj), para i 6= j, e θ̃(ξ)
4
=

1/(1 + ξ), para ξ ∈ R.

Este modelo é bastante interessante, contudo, não se sabe se o comporta-

mento transiente do sistema será de fato bem representado. Isto é, a introdução

da função θ não garante o comportamento adequado do modelo quando o sistema

ainda está longe de atingir o “regime estacionário”. A introdução de dependência

do estado para as taxas dos processos de entrada e sáıda para este modelo não foi

explorada pelos autores.

Nos caṕıtulos que seguem serão mostrados aproximações por tráfego pesado
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para estas filas com sinais que foram desenvolvidas durante este trabalho de tese.
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Caṕıtulo 4

Filas com Sinais Sob Tráfego Pesado

Como primeiro passo no roteiro proposto, será tratado a aproximação por trá-

fego pesado para sistemas compostos por uma única fila e um servidor. Nenhuma

condição sobre a distribuição do tempo de serviço ou do tempo entre chegadas de

clientes será assumida, além de algumas hipóteses gerais necessárias para a conver-

gência fraca de processos que serão definidos. O conteúdo deste caṕıtulo é referente

aos trabalhos (Leite e Fragoso, 2007, 2008d).

Antes de iniciar a descrição do sistema para a obtenção da aproximação, algu-

mas considerações relacionadas às filas com sinais são necessárias. Primeiramente,

é preciso deixar claro se o sistema permitirá que clientes sendo servidos sejam re-

movidos por sinais. Caso seja permitido, as discrepâncias geradas no tempo de

serviço destes clientes precisam ser computadas e utilizadas no modelo. Para ilus-

trar essa afirmação, considere a seguinte linha de eventos dada pela Figura 4.1. No

instante tk o k-ésimo cliente entra no sistema que está vazio, e portanto, o servidor

atende este cliente imediatamente. No instante τ , um sinal é recebido pelo sistema

e o cliente é removido imediatamente. Em seguida, em tk+1 um outro cliente entra

no sistema e começa a ser servido. O modelo terá que ser ajustado para refletir o

instante correto em que o cliente k + 1 inicia o seu serviço no servidor. Ou seja,

será necessário computar tk + ∆k− tk+1 que é o “tempo residual” e usá-lo de forma

adequada no modelo. Contudo, o cômputo desta quantidade e a sua adaptação

no modelo sem hipóteses mais restritivas nas distribuições de tempo de serviço e
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Figura 4.1: Uma linha de eventos ilustrando a discrepância gerada quando um
cliente é removido em serviço.

entrada não são problemas fáceis. Desta forma, este trabalho se restringe à siste-

mas onde sinais não podem remover clientes que estão em serviço. Este tipo de

rotina para remoção de clientes é chamada de immune servicing (e.g., (Chakka e

Harrison, 2001)).

Uma outra consideração importante a ser feita, e a que de fato tem maior

importância devido à dificuldade que este problema gera para o tratamento do caso

de redes de filas com sinais, é referente a representação do processo de contagem

a partir dos tempos entre chegadas consecutivas de sinais no sistema. A primeira

vista, uma fila com sinais pode parecer igual a uma fila com dois servidores, já que

existem dois processos que “removem” clientes do sistema. Em um sistema com

dois servidores, o processo que conta o número de clientes servidos é descrito a

partir do tempo em que cada cliente permanece no servidor. Por outro lado, em

um sistema com sinais, o processo que conta o número de clientes removidos terá

que ser descrito a partir do tempo entre chegada de sinais. Contudo, é importante

observar que nem sempre a distribuição do tempo entre clientes removidos por um

sinal é igual a distribuição do tempo entre chegadas de sinais. Além disso, a relação

entre estas duas quantidades não é clara para o caso de distribuições gerais como

é o caso tratado aqui.

Para ilustração, considere a seguinte linha de eventos dada pela Figura 4.2.

Suponha que tk, tk+1, e tk+2 são os instantes de chegada de sinais em um sistema,

∆k+1 e ∆k+2 são os intervalos entre chegada destes sinais. Considere o caso onde o
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tk+2

chegada do
(k + 2)-ésimo
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Figura 4.2: Uma linha de eventos ilustrando a diferença entre o tempo entre clientes
removidos e chegada de sinais.

sinal k e k+ 2 removem clientes do sistema, mas o sinal k+ 1 não remove devido à

falta de clientes naquele instante. Portanto, neste caso, o tempo entre os clientes

removidos é ∆k+1+∆k+2. Em um outro caso onde todos os sinais removem clientes,

o tempo entre clientes removidos coincide com o tempo entre chegada de sinais.

Nesta seção serão tratados dois modelos diferentes de filas com sinais. Pri-

meiramente, será considerado o caso onde a chegada de sinais é independente do

processo de chegada de clientes. A aproximação de tráfego pesado será desenvol-

vida para o processo do número de clientes na fila e para o processo de carga de

trabalho do servidor. Em seguida, será tratado um modelo onde a chegada de si-

nais e de clientes é modulada por uma mesma cadeia de Markov. Para este modelo,

somente o processo do número de clientes será aproximado por uma difusão.

4.1 Modelo para o Número de Clientes no Servidor

Como é comum em aproximações de tráfego pesado, assume-se a existência

de uma sequência de filas indexadas por um parâmetro n. A medida que este

parâmetro aumenta, a diferença entre a taxa de clientes entrando e deixando o

sistema fica menor, tendendo para o que é chamado de“situação de tráfego pesado”.

Para cada n > 1, seja ∆a,n
l uma variável aleatória representando o l-ésimo intervalo

de tempo entre chegada de clientes. Seja também ∆r,n
l uma variável aleatória

representando o intervalo de tempo entre chegada de sinais. O tempo de serviço

para o l-ésimo cliente a ser servido é dado por ∆d,n
l para cada n > 0. Suponha que

estas variáveis aleatórias satisfazem a seguinte condição.
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Condição 4.1.1. As variáveis aleatórias ∆α,n
l são mutuamente independentes para

cada l e n e são identicamente distribúıdas com média dada por ∆̄α,n satisfa-

zendo 0 < ∆̄α,n < ∞, onde α ∈ {a, r, d}. Seja σα,n o coeficiente de varia-

ção de ∆α,n
l . Existem constantes σα e ∆̄α tais que σα,n → σα e ∆̄α,n → ∆̄α,

onde α ∈ {a, r, d}. Além disso, {∆a,n
l }, {∆r,n

l }, e {∆d,n
l } são independentes e

{|∆a,n|2, |∆d,n|2, |∆r,n|2;n} é uniformemente integrável.

A condição sobre a integrabilidade uniforme pode ser substitúıda pela con-

dição de que ∆α,n
l converge fracamente para uma variável aleatória com média ∆̄α

e coeficiente de variação σα (veja Teorema 5.4 em (Billingsley, 1968)).

Condição 4.1.2. Existe uma constante b ∈ R tal que

√
n

(
1

∆̄a,n
− 1

∆̄r,n
− 1

∆̄d,n

)
4
= bn → b.

A condição acima é chamada de “condição do tráfego pesado”. Esta condição

exige que a taxa de clientes entrando no sistema seja cada vez mais próxima da

taxa em que clientes deixam o sistema. Defina λα,n
4
= 1/∆̄α,n, para α ∈ {a, r, d}.

Seja Sa,n(t) (resp., Sr,n(t)) 1/n vezes o número de clientes (resp., sinais) que

chegaram no sistema até o instante nt. Seja também Sd,n(t) definido como 1/n

vezes o número de clientes servidos até o tempo nt. Estes processos podem ser

definidos como:

Sa,n(t)
4
=

1

n
max

{
m ∈ N0 :

m∑
l=1

∆a,n
l ≤ nt

}
,

Sr,n(t)
4
=

1

n
max

{
m ∈ N0 :

m∑
l=1

∆r,n
l ≤ nt

}
,

Sd,n(t)
4
=

1

n
max

{
m ∈ N0 :

m∑
l=1

∆d,n
l ≤ nt− T n(t)

}
, (4.1)

onde T n(t) é definido como o tempo ocioso total do servidor até o instante nt.

Observe que o processo xn(t) que representa 1/
√
n vezes o número de clientes
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presentes no sistema no instante nt pode ser escrito como:

xn(t) = xn(0) +
1√
n

nSa,n(t)∑
l=1

1− 1√
n

nSr,n(t)∑
l=1

1− 1√
n

nSd,n(t)∑
l=1

1 + zn0 (t), (4.2)

onde xn(0) é 1/
√
n vezes o número de clientes no sistema no instante inicial e zn0 (t)

representa 1/
√
n vezes o número total de sinais que chegaram no sistema quando

a fila estava vazia até o tempo nt. Note que zn0 somente aumenta nos instantes t

tais que xn(t) ≤ 1/
√
n.

Teorema 4.1.3. Suponha que xn(0) converge fracamente para x(0) e que xn(0)

é independente das variáveis aleatórias representando o tempo entre chegada de

sinais e clientes e do tempo de serviço. Além disso suponha as Condições 4.1.1 e

4.1.2. Então o processo xn converge fracamente para o processo x que toma valores

x(t) = x(0) + wa(λat)− wr(λrt)− wd(λdt) + bt+ z(t), (4.3)

onde wa(·), wr(·) e wd(·) são processos de Wiener independentes com variâncias

dada por (σa)2, (σr)2, e (σd)2, respectivamente. A constante b é a definida na

Condição 4.1.2, e z(·) é o processo de reflexão, isto é, z(0) = 0, z(·) é não-

decrescente e somente aumenta nos instantes t tais que xn(t) = 0.

Demonstração. A prova deste teorema segue as linhas do Teorema 5.1.1 em (Kush-

ner, 2001). Observe que

1√
n

nSα,n(t)∑
l=1

1 =
1√
n

nSα,n(t)∑
l=1

(
1− ∆α,n

l

∆̄α,n

)
+

1

∆̄α,n
√
n

nSα,n(t)∑
l=1

∆α,n
l , (4.4)

para α = a, r, d. Defina wα,n como

wα,n(t)
4
=

1√
n

nt∑
l=1

(
1− ∆α,n

l

∆̄α,n

)
. (4.5)

Com a aplicação do Teorema B.1.9, que é uma extensão do Teorema de Donsker,

é posśıvel verificar que wα,n converge fracamente para um processo de Wiener com
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variância dada por

lim
n

E

[(
1− ∆α,n

l

∆̄α,n

)2
]

= (σα)2.

Usando o Teorema B.2.6 e a Equação (4.1), observa-se que Sa,n converge fracamente

para um processo Sa que toma valores Sa(t) = λat. O mesmo é válido para Sr,n. De

forma análoga, usando a Equação (4.1) e a primeira parte do Teorema B.2.6, Sd,n(t)

é limitado em probabilidade e qualquer subsequência convergente tem como limite

um processo que possui (quase certamente) funções amostras cont́ınuas. Portanto,

já que o processo de Wiener tem funções amostras quase certamente cont́ınuas,

o processo wα,n(Sα,n(·)) converge fracamente para wα(λα·), onde α ∈ {a, r}, e

wd,n(Sd,n(·)) é assimtoticamente cont́ınuo.

Observe que para α ∈ {a, r},

1

∆̄α,n
√
n

nSα,n(t)∑
l=1

∆α,n
l =

nt

∆̄α,n
√
n

+ εnα(t),

onde εnα(t) denota 1/(∆̄α,n
√
n) vezes o tempo desde a chegada do último cliente,

que será negligenciável a medida que n → ∞. Para α = d, é preciso levar em

consideração o tempo ocioso do servidor, portanto,

1

∆̄d,n
√
n

nSd,n(t)∑
l=1

∆d,n
l =

nt− T n(t)

∆̄d,n
√
n

+ εnd(t)

onde εnd(t) é um erro negligenciável.

Usando a expressão (4.2), é posśıvel escrever o seguinte:

xn(t) = xn(0) + wa,n(Sa,n(t))− wr,n(Sr,n(t))− wd,n(Sd,n(t))

+
√
n

(
1

∆̄a,n
− 1

∆̄r,n
− 1

∆̄d,n

)
t+ zn(t) + εn(t),

onde zn(t) = zn0 (t) + T n(t)/(
√
n∆̄d,n), e εn(t) é a soma dos termos de erros negli-

genciáveis.
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O fato que {zn} é limitada em probabilidade e que converge fracamente

para o termo de reflexão segue da aplicação do Teorema A.2.3, já que zn(0) = 0,

zn0 (t) é não-decrescente, possui saltos de tamanhos 1/
√
n, e zn(t) somente aumenta

nos instantes t tais que xn(t) ≤ 1/
√
n. Isso implica que {T n/√n} é limitada

em probabilidade, e portanto Sd,n converge fracamente para o processo que toma

valores λdt, pelo Teorema B.2.6.

É importante observar que o limite dado pela Equação (4.3) é igual ao limite

obtido através da análise via tráfego pesado uma fila com dois servidores inde-

pendentes (veja Teorema 5.4.2 (Kushner, 2001)) com tempo de permanência no

servidor dado por ∆d,n
l e ∆r,n

l , apesar dos sistemas serem diferentes como foi dis-

cutido no inicio do caṕıtulo. Para esse modelo de uma fila simples, essa diferença

não fica aparente e é “escondida” no termo de reflexão.

4.2 Modelo para o Processo de Carga de Trabalho

A carga de trabalho em um dado instante t é definida como o tempo total

que o servidor precisa trabalhar para atender todos os clientes presentes na fila

naquele instante. Seguindo a forma usual de escalonamento, seja wln(t) definido

como 1/
√
n vezes a carga de trabalho do sistema no instante nt.

Teorema 4.2.1. Considere o modelo usado na seção anterior e assuma as condi-

ções do Teorema 4.1.3. Defina wln(0)
4
= xn(0)∆̄d,n. Então, a diferença ∆̄d,nxn −

wln converge fracamente para o processo zero.

Demonstração. Esta prova segue as idéias apresentadas no Teorema 5.3.3 de (Kush-

ner, 2001). Seja In(t) definido como o número de clientes que deixaram o sistema

até o tempo nt. Observe que In(t) é limitado por n(Sd,n(t) + Sr,n(t)). Além disso,

os processos Sd,n e Sr,n são limitados com alta probabilidade em qualquer intervalo

[0, T ], pelo Teorema B.2.6. Reorganize os ı́ndices l de ∆d,n
l de forma que sejam or-

denados na ordem em que os clientes deixam o sistema. Desta forma, para cada
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t > 0, tem-se que

1√
n

In(t)+
√
nxn(t)∑

l=In(t)+2

∆d,n
l ≤ w̃ln(t) ≤ 1√

n

In(t)+
√
nxn(t)∑

l=In(t)+1

∆d,n
l . (4.6)

Observe que

1√
n

In(t)+
√
nxn(t)∑

l=In(t)+1

∆d,n
l =

1√
n

In(t)+
√
nxn(t)∑

l=In(t)+1

(∆d,n
l − ∆̄d,n)

+ ∆̄d,nxn(t).

=
[
−∆̄d,nwd,n(In(t)/n+ xn(t)/

√
n) + ∆d,nwd,n(In(t)/n)

]
+∆̄d,nxn(t). (4.7)

Como {xn} é limitada em probabilidade, {xn/√n} converge para o processo zero.

Já que Sd,n+Sr,n são limitados com alta probabilidade em qualquer intervalo [0, T ],

sabe-se que In/n também é limitado com alta probabilidade em [0, T ]. Desta forma,

como o termo em chaves do lado direito da Equação (4.7) converge fracamente para

o processo zero, já que {wd,n} é assintoticamente cont́ınua. O mesmo pode ser feito

para o lado esquerdo da Inequação (4.6).

Considere agora um modelo onde o efeito de um sinal sob o sistema é diferente

do que foi feito anteriormente. Ao invés de remover um cliente da fila, um sinal

remove uma quantidade fixa de trabalho denotada por W̄ . Seja w̃l
n
(t) definido

como 1/
√
n vezes a carga de trabalho no instante nt para esse novo sistema. De

forma análoga ao que foi feito na Seção 4.1, é posśıvel escrever o seguinte:

w̃l
n
(t) = w̃l

n
(0) +

1√
n

nSa,n(t)∑
l=1

∆d,n
l −

√
nt− 1√

n

nSr,n(t)∑
l=1

W̄ + zn(t), (4.8)

onde w̃l
n
(0) é a quantidade escalonada de carga de trabalho inicial, zn(t)

4
= zn0 (t)+

T n(t)/
√
n, e o processo T n(t) é definido como o total de tempo ocioso do servidor

até o instante nt. O processo zn0 (·) é adicionado para manter w̃l
n
(·) positivo. Esse

processo irá aumentar nos instantes em que um sinal chegar no sistema e encontrar

uma carga de trabalho inferior à W̄/
√
n.
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Condição 4.2.2. Existe uma constante b ∈ R tal que:

√
n∆̄d,n

(
1

∆̄a,n
− 1

∆̄d,n
− W̄

∆̄r,n∆̄d,n

)
4
= bn → b ∈ R (4.9)

Teorema 4.2.3. Suponha que w̃l
n
(0) converge fracamente para w̃l(0) e é inde-

pendente dos processos de chegada e serviço. Assuma as Condições 4.1.1 e 4.2.2.

Então o processo w̃l
n
(·) converge fracamente para o processo wl(·), definido como

w̃l(t) = w̃l(0) + ∆̄dwa(λat)− W̄wr(λrt)− ∆̄dwd(λat) + bt+ z(t) (4.10)

onde wa(·), wr(·) e wd(·) são processos de Wiener independentes com variâncias

dadas por (σa)2, (σr)2, e (σd)2, respectivamente. A constante b é a definida na

Condição 4.2.2, e z(·) é o processo de reflexão.

Demonstração. Observe que é posśıvel expandir a primeira soma da Equação (4.8)

como:

1√
n

nSa,n(t)∑
l=1

∆d,n
l =

1√
n

nSa,n∑
l=1

(
∆d,n
l − ∆̄d,n

)
+

∆̄d,n

√
n

nSa,n(t)∑
l=1

1. (4.11)

Note que o primeiro termo da equação acima é −∆̄d,nwd,n(Sa,n(t)), onde wα,n(·) é

definido como na Equação (4.5), para α ∈ {a, r, d}. A segunda soma da Equação

(4.8) e o último termo da Equação (4.11) podem ser expandido como feito no

Teorema 4.1.3. Portanto,

w̃l
n
(t) =w̃l

n
(0) + ∆̄d,n

[
wa,n(Sa,n(t))− wd,n(Sa,n(t))

]
− W̄wr,n(Sr,n(t))

+ bnt+ zn(t) + εn(t).

O fato que wα,n(·), para α ∈ {a, r}, converge fracamente para um processo de

Wiener segue as linhas do que foi feito no Teorema 4.1.3. O mesmo pode ser

dito sobre a convergência fraca de Sα,n(·), α ∈ {a, r}, para um processo que toma

valores λαt. A prova de que {zn} é limitada em probabilidade e que converge para o

69



processo de reflexão segue com a aplicação do Teorema A.2.3 e o fato que o processo

é não-decrescente, aumenta somente nos instantes em que w̃l
n
(t) < W̄/

√
n, e zn0 (t)

tem saltos com tamanho limitado por W̄/
√
n.

Observe que se W̄ = ∆̄d e supondo que w̃l
n
(0) = wln(0), para todo n > 1,

a equação limite do primeiro modelo (dado pelo Teorema 4.2.1) e a do modelo do

Teorema 4.2.3 somente diferem no termo de escalonamento do tempo do processo

de Wiener wd(·).

4.3 Modelo com Chegadas Moduladas por um Processo de Markov

Nesta seção será considerado um modelo de filas com sinais, onde a entrada

de clientes e sinais é modulada por uma cadeia de Markov. O modelo considerado

aqui pode ser visto como uma extensão do modelo apresentado em (Gelenbe et al.,

1991). Filas com sinais moduladas por uma cadeia de Markov também foram

estudadas mais recentemente em (Chakka e Do, 2007; Shin e Choi, 2003; Chakka e

Harrison, 2001) através de métodos anaĺıticos matriciais (veja a Seção 2.4). Estes

modelos são motivados pelo fato de que o fluxo de tráfego pela Internet é geralmente

correlacionado e apresenta um comportamento que varia no tempo, algumas vezes

a intensidade de chegada de clientes é alta e outras vezes baixa. Este tipo de

comportamento do processo de entrada é geralmente modelado através de uma

cadeia de Markov que modula a entrada. Ou seja, a taxa de entrada de clientes

varia de acordo com o estado da cadeia de Markov.

Para o modelo que será tratado aqui, suponha que existe apenas um fluxo

de entrada que alimenta o sistema com clientes e sinais. A decisão se uma entrada

será um sinal ou um cliente depende do estado de uma cadeia de Markov. Esta

cadeia também interfere na distribuição de ∆a,n
l . Da mesma forma que foi feito na

Seção 4.1, um sinal não poderá remover um cliente que esteja em serviço.

Seja I+,n
l (resp., I−,nl ) uma função indicadora do evento que a l-ésima entrada

é um cliente (resp., um sinal). Seja {Mn
l ; l} um processo de Markov irredut́ıvel,

estacionário, homogêneo no tempo, e tomando valores no espaço de estados S, para
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cada n > 1. Suponha que a probabilidade condicional de p-passos desta cadeia de

Markov converge geometricamente para sua distribuição estacionária que é dada

por (πnk , k ∈ S). Ou seja, assume-se que existe uma constante Cn e um εn ∈ (0, 1)

tal que

∑
k

∣∣∣∣∣∑
z

P
(
Mn

p = k
∣∣Mn

0 = z
)
µ(z)− πnk

∣∣∣∣∣ ≤ Cn(1− εn)p,

para qualquer distribuição inicial µ. Além disso, assume-se que πnk → πk para cada

k ∈ S quando n → ∞. Uma cadeia de Markov tem probabilidades de transição

que convergem geometricamente quando, por exemplo, ela satisfaz a condição de

Doeblin (e.g., Caṕıtulo 3 de (Stroock, 2005)). Para garantir tal convergência, basta

assumir que S é finito e a cadeia é aperiódica.

Assuma que os processos {Mn
l ; l}, {∆a,n

l ; l}, e {Iα,nl ; l, α = +,−} são inde-

pendentes de {∆d,n
l ; l}. Além disso, as variáveis aleatórias {∆a,n

l , Iα,nl ; l, α = +,−}

são mutuamente independentes quando condicionadas ao estado da cadeia.

Seja wd,n definido como na Equação (4.5). Suponha que wd,n converge fraca-

mente para um processo de Wiener com variâncias σ2
d, onde ∆̄d,n é uma constante

tal que ∆̄d,n → ∆̄d ∈ R>0. Esta condição é atendida se, por exemplo, as variáveis

aleatórias ∆d,n
l satisfazem a Condição 4.1.1.

Defina Fa,nl como a mı́nima σ-álgebra que mensura todos os processos defi-

nidos acima até o instante da chegada da l-ésima entrada, não incluindo a variável

aleatória ∆a,n
l e Iα,nl , para α ∈ {+,−}. Suponha que a distribuição de ∆a,n

l dado

Fa,nl e o evento {Mn
l = k} não dependa de l ou de Fa,nl e convirja fracamente

quando n→∞. Além disso, seja

∆̄a,n(k)
4
= E [∆a,n

l | Fa,nl ,Mn
l = k]

= E [∆a,n
l |Mn

l = k]→ ∆̄a(k) ∈ R>0,

va,n(k)
4
= E

[
(∆a,n

l )2
∣∣Fa,nl ,Mn

l = k
]

= E
[
(∆a,n

l )2
∣∣Mn

l = k
]
→ va(k) ∈ R>0,
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quando n→∞ para cada valor de k, e

sup
n

sup
k∈S
|va,n(k)| <∞ sup

n
sup
k∈S
|∆̄a,n(k)| <∞.

Suponha ainda que {|∆a,n
l |2;n, l} seja uniformemente integrável.

Assuma que para cada valor de k ∈ S, existam constantes qα(k) ∈ R>0 tais

que

E [Iα,nl | Fa,nl ,Mn
l = k] = E [Iα,nl |Mn

l = k] = qα,n(k)→ qα(k) (4.12)

para α ∈ {+,−}, quando n→∞. Note que (q+,n(k) + q−,n(k)) e (q+(k) + q−(k))

podem tomar valores menores do que 1. Isto é feito para permitir problemas onde

existe a possibilidade de uma entrada não chegar no sistema quando a cadeia de

Markov está no estado k.

Será usado também a seguinte condição de tráfego pesado:

√
n

(
q̄+,n − q̄−,n

∆̄a,n
− 1

∆̄d,n

)
4
= bn → b ∈ R. (4.13)

De forma similar ao que é feito nas Equações (4.2) e (4.8), é posśıvel escrever

o processo xn(t) como

xn(t) = xn(0) +
1√
n

nSa,n(t)∑
l=1

(
I+,n
l − I−,nl

)
− 1√

n

nSd,n(t)∑
l=1

1 + zn0 (t), (4.14)

onde zn0 (t) representa 1/
√
n vezes o número total de sinais que chegaram quando

a fila estava vazia até o instante nt. Defina as seguintes constantes

q̄α,n
4
=
∑
k

qα,n(k)πnk , ∆̄a,n 4=
∑
k

∆̄a,n(k)πnk ,

hα,na
4
=
∑
k

∆̄a,n(k)qα,n(k)πnk , v̄a,n
4
=
∑
k

va,n(k)πnk ,

e denote por q̄α, ∆̄a, hαa , e v̄a seus respectivos limites quando n→∞. Além disso
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defina as matrizes

Σ0
4
=


q̄+ − (q̄+)2 −q̄+q̄− h+

a − q̄+∆̄a

−q̄+q̄− q̄− − (q̄−)2 h−a − q̄−∆̄a

h+
a − q̄+∆̄a h−a − q̄−∆̄a v̄a − (∆̄a)2

 , (4.15)

Σ1
4
= lim

n

∞∑
u=1

∑
k,m

ζn(k)ζn(m)′Dn,k,m(u),

ondeDn,k,m(u)
4
= [P (Mn

u = m|Mn
0 = k)− πnm] πnk , e ζn(k)

4
= (q+,n(k),q−,n(k),∆̄a,n(k)).

Observe que todas as hipóteses acima têm um caráter bem geral e permitem

vários cenários diferentes. Além disso, elas são padrão quando se trata de análise

de tráfego pesado, veja por exemplo o Caṕıtulo 5 de (Kushner, 2001).

Teorema 4.3.1. Assuma que xn(0) converge fracamente para x(0) e que é inde-

pendente do processo de chegada e de serviço. Com as hipóteses listadas acima, o

processo xn(·) converge fracamente para o processo x(·) que toma valores

x(t) = x(0)− λa(q̄+ − q̄−)wa(λat) + w+(λat)− w−(λat)− wd(λdt) + bt+ z(t)

(4.16)

onde wd é um processo de Wiener com variância (σd)2, w̃a
4
= (w+, w−, wa) é um

processo de Wiener com matriz de covariância Σ
4
= Σ0 + 2Σ1, b é a constante

definida na Equação (4.13), e z é o processo de reflexão.

Demonstração. Considere o seguinte

1√
n

nSa,n(t)∑
l=1

(
I+,n
l − I−,nl

)
=

1√
n

nSa,n(t)∑
l=1

(
I+,n
l − q̄+,n

)
− 1√

n

nSa,n(t)∑
l=1

(
I−,nl − q̄−,n

)
+

(q̄+,n − q̄−,n)√
n

nSa,n(t)∑
l=1

1. (4.17)

Defina, para α ∈ {+,−},

wα,n(t)
4
=

1√
n

nt∑
l=1

(Iα,nl − q̄α,n) , e wa,n(t)
4
=

1√
n

nt∑
l=1

(
∆a,n
l − ∆̄a,n

)
.

73



Observe que a última soma do lado direito da Equação (4.17) pode ser expandida

como foi feito na Equação (4.4), e também a última soma da Equação (4.14).

Portanto, tem-se que

xn(t) =xn(0)− (q̄+,n − q̄−,n)

∆̄a,n
wa,n(Sa,n(t)) + w+,n(Sa,n(t))− w−,n(Sa,n(t))

− wd,n(Sd,n(t)) +
√
n

(
q̄+,n − q̄−,n

∆̄a,n
− 1

∆̄d,n

)
+ zn(t) + εn(t),

onde zn(t) = zn0 (t) + T n(t)/(
√
n∆̄d,n), e εn(t) é um erro negligenciável. A maior

dificuldade nesta prova é mostrar que w̃a,n(·) 4= (w+,n(·), w−,n(·), wa,n(·)) converge

para um processo de Wiener com matriz de covariância Σ.

Para mostrar esta convergência, será aplicado o Teorema B.1.10, da mesma

forma como foi feito no Teorema 5.5.1 de (Kushner, 2001). A primeira condição do

Teorema B.1.10 é atendida pela integrabilidade uniforme de ∆a,n
l . Para mostrar a

segunda condição, seja

ξnl
4
=


I+,n
l − q̄+,n

I−,nl − q̄−,n

∆a,n
l − ∆̄a,n

 .

Observe que

E [ξnl | Fa,ni ] =


E
[
I+,n
l

∣∣Mn
i

]
− q̄+,n

E
[
I−,nl

∣∣Mn
i

]
− q̄−,n

E
[
∆̄a,n
l

∣∣Mn
i

]
− ∆̄a,n

 =


∑

k q
+,n(k)P (Mn

l = k|Mn
i )− q̄+,n∑

k q
−,n(k)P (Mn

l = k|Mn
i )− q̄−,n∑

k ∆̄a(k)P (Mn
l = k|Mn

i )− ∆̄a,n


As probabilidades condicionais P (Mn

l = k|Mn
i ) convergem geometricamente para

πnk quando l − i→∞. Portanto a soma

nT∑
l=i+1

E [ξnl | Fa,ni ]

é limitada por uma constante uniformemente em T, i, n, e a segunda condição é
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satisfeita. Para calcular E [ξnl (ξnl )′| Fa,ni ], considere o seguinte:

E
[
(Iα,nl − q̄α,n)2

∣∣Fa,ni ]
= E [Iα,nl |Mn

i ]− 2q̄α,nE [Iα,nl |Mn
i ] + (q̄α,n)2

=
∑
k

qα,n(k)P (Mn
l = k|Mn

i )

− 2q̄α,n
∑
k

qα,n(k)P (Mn
l = k|Mn

i ) + (q̄α,n)2,

E
[
(∆a,n

l − ∆̄a,n)2
∣∣Fa,ni ]

= E
[
(∆a,n)2

∣∣Mn
i

]
− 2∆̄a,nE [∆a,n

l |Mn
i ] + (∆̄a,n)2

=
∑
k

va,n(k)P (Mn
l = k|Mn

i )

− 2∆̄a,n
∑
k

∆̄a,n(k)P (Mn
l = k|Mn

i ) + (∆̄a,n)2,

E
[
(I+,n
l − q̄+,n)(I−,nl − q̄−,n)

∣∣Fa,ni ]
= −q̄n,+

∑
k

q−,n(k)P (Mn
l = k|Mn

i )

− q̄−,n(k)
∑
k

q+,n(k)× P (Mn
l = k|Mn

i )

+ q̄+,nq̄−,n,

E
[
(∆a,n

l − ∆̄a,n)(Iα,nl − q̄α,n)
∣∣Fa,ni ]

=
∑
k

∆̄a,n(k)qα,n(k)P (Mn
l = k|Mn

i )

− ∆̄a,n
∑
k

qα,n(k)P (Mn
l = k|Mn

i )

− q̄α,n
∑
k

∆̄a,n(k)P (Mn
l = k|Mn

i )

+ q̄α,n∆̄a,n.

Como as probabilidades de transição convergem geometricamente, tem-se que para
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qualquer Nn que atende as condições do Teorema B.1.10:

1

Nn

i+Nn∑
l=i+1

E [ξnl (ξnl )′| Fa,ni ]→ Σ0, (as n, i→∞)

onde Σ0 é definido como na Equação (4.15). Agora será mostrado que
∑p

u=l+1 E [ξnl (ξnu)′]

converge quando p− l→∞ e n, l→∞. Portanto, considere o seguinte

E [(Iα,nl − q̄α,n)(Iα,nu − q̄α,n)] = E [Iα,nl Iα,nu ]− q̄α,n (E [Iα,nl ] + E [Iα,nu ]) + (q̄α,n)2.

(4.18)

Pode-se escrever o primeiro termo à direita da Equação (4.18) como

∑
k,m

E [Iα,nl |Mn
l = k] E [Iα,nu |Mn

u = m] P (Mn
l = k,Mn

u = m) .

Esta passagem é posśıvel pela independência condicional dos termos dado o estado

da cadeia de Markov. Desta forma a Equação (4.18) pode ser escrita como

E [(Iα,nl − q̄α,n)(Iα,nl − q̄α,n)]

=
∑
k,m

qα,n(k)qα,n(m) [P (Mn
l = k,Mn

u = m)− πnkP (Mn
u = m)− πnmP (Mn

l = k) + πnmπ
n
k ]

=
∑
k,m

qα,n(k)qα,n(m)Dn,k,m(u− l),

onde Dn,k,m(u)
4
= [P (Mn

u = m|Mn
0 = k)− πnm] πnk , e a estacionariedade da cadeia

de Markov foi usada. Os mesmos argumentos podem ser usados para mostrar que

E
[
(I+,n
l − q̄+,n)(I−,nu − q̄−,n)

]
=
∑
k,m

q+,n(k)q−,n(m)Dn,k,m(u− l),

E
[
(∆a,n

l − ∆̄a,n)(Iα,nu − q̄α,n)
]

=
∑
k,m

∆̄a,n(k)qα,n(m)Dn,k,m(u− l),

E
[
(∆a,n

l − ∆̄a,n)(∆a,n
u − ∆̄a,n)

]
=
∑
k,m

∆̄a,n(k)∆̄a,n(m)Dn,k,m(u− l).

Já que a probabilidade de transição converge geometricamente, a soma a seguir é
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finita para cada n

∞∑
u=1

∑
k,m

ζn(k)ζn(m)′Dn,k,m(u)
4
= Σn

1 ,

onde, como definido previamente, ζn(k)
4
= (q+,n(k), q−,n(k), ∆̄a,n(k)). A última

condição pode ser verificada usando os mesmo argumentos acima. O fato que

{Sa,n}, {Sd,n} e {zn} são limitados em probabilidade e o resto da prova segue com

os mesmos argumentos usados no Teorema 4.1.3.

A condição do tráfego pesado, dada pela Equação (4.13), será estudada em

relação ao resultado apresentado em (Gelenbe et al., 1991), onde foi estabelecido

condições de estabilidade para filas com sinais moduladas por uma cadeia de Mar-

kov. Colocado na notação utilizada aqui, o cenário tratado em (Gelenbe et al.,

1991) foi o seguinte: {Mn
l ; l} é uma cadeia de Markov definida sob o espaço de es-

tados S = {0, 1}. Esta cadeia é idêntica para cada n, portando não será carregado

este ı́ndice na notação. A matriz de transição desta cadeia é dada por

 0 1

1− p p


onde p ∈ (0, 1) e q = 1− p. A decisão de que uma entrada será um cliente ou um

sinal é baseada no estado da cadeia de Markov. Se o estado for 1 então a entrada

será um cliente, caso contrário será um sinal, ou seja,

q+(0) = 0, q+(1) = 1, q−(0) = 1, q−(1) = 0,

onde q+(k) e q−(k) são definidos na Equação (4.12). A distribuição estacionária

desta cadeia pode ser facilmente computada e é dada por π = (q/(1+q), 1/(1+q)).

Portanto, tem-se que q̄+ = 1/(1 + q) e q̄− = q/(1 + q). O tempo entre chegadas

consecutivas são independentes da cadeia de Markov, portanto ∆̄a,n(k) é somente

o tempo médio entre chegadas para qualquer k.
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O resultado em (Gelenbe et al., 1991) diz que {Xn}, onde Xn(t) é o número

de clientes no sistema no instante t, é um processo regenerativo recorrente positivo

se e somente se

1

∆̄a,n
<

1

∆̄d,n

(
1 + q

1− q

)
.

A condição dada pela Equação (4.13) diz que ∆̄d,n(q̄+− q̄−)/∆̄a,n ↑ 1, ou para esse

caso espećıfico

∆̄d,n

∆̄a,n

(
1− q
1 + q

)
↑ 1.

Portanto, quando n → ∞ o sistema aproxima o limite em estabilidade, o que

caracteriza um cenário de tráfego pesado.

Agora considere o caso onde nenhuma entrada é perdida no momento de

chegada. Isto é, existem somente duas possibilidades quando uma entrada chega

no sistema: a entrada será um cliente ou um sinal, não há a possibilidade de perda

desta entrada. Neste caso, I+,n
l + I−,nl = 1 para cada l, o que simplifica o modelo

consideravelmente já que pode-se reescrever a Equação (4.17) como

1√
n

nSa,n(t)∑
l=1

(
I+,n
l − I−,nl

)
=

2√
n

nSa,n(t)∑
l=1

(
I+,n
l − q̄+,n

)
+

2q̄+,n − 1√
n

nSa,n(t)∑
l=1

1.

Usando esta expansão, a mesma análise gera o seguinte limite

x(t) = x(0)− λa(2q̄+ − 1)wa(λat) + 2w+(λat)− wd(λdt) + bt+ z(t),

onde o processo de Wiener (w+(·), wa(·)) tem matriz de covariância dada por Σ,

que é definida como antes, mas com

Σ0
4
=

 q̄+ − (q̄+)2 h+
a − q̄+∆̄a

h+
a − q̄+∆̄a v̄a − (∆̄a)2

 ,
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e ζn(k)
4
= (q+,n(k), ∆̄a,n(k)).

4.4 Experimentos Numéricos

Em aplicações práticas, as aproximações de tráfego pesado são usadas da

seguinte forma. Primeiro, escolhe-se um n ∈ N relativamente “grande” e aproxima-

se o número de clientes (ou a carga de trabalho) no instante t, denotado por X(t),

usando X(nt) ∼ √nx(t; bn), onde x(t; bn) é a expressão do limite para o processo

de interesse (isto é, Equações (4.3), (4.10), ou (4.16)) com o termo de deriva b

substitúıdo por bn.

Com o efeito meramente ilustrativo, será calculado o número médio de clien-

tes e de carga de trabalho sobre o regime estacionário em dois cenários diferentes

usando a aproximação por tráfego pesado e uma simulação computacional para

diferentes intensidades de tráfego ρ. Observe que o valor esperado do movimento

Browniano refletido, x(t) = σw(t) + bt + z(t), em regime estacionário é dado por

σ2/2|b| (veja a Equação (2.17)).

Considere primeiro os modelos que não são modulados por uma cadeia de

Markov. Como ρ
4
= λa/(λr+λd), seja λa = ρ e (λr+λd) = 1 para os exemplos consi-

derados aqui. As distribuições do tempo entre chegadas consecutivas de clientes, si-

nais e de tempo de serviço são hiperexponenciais. Para o primeiro problema, o qua-

drado dos coeficientes de variação são fixados em ((σa)2, (σr)2, (σd)2) = (1, 1.5, 2).

Para o segundo problema, os seguintes números são usados ((σa)2, (σr)2, (σd)2) =

(2, 1.5, 1). Para os dois problemas, os valores 1/4 e 3/4 são dados para as taxas λr

e λd, respectivamente.

Somente será usado o segundo modelo de carga de trabalho, com limite

dado pelo Teorema 4.2.3, e com a constante W̄ fixa em 3/4. Portanto, tem-se que

σ2 = λa(σa)2+λd(σd)2+λr(σr)2 e b = λa−λd−λr = ρ−1, para o número de clientes

na fila, e σ2 =
(
λa(σa)2 + λa(σd)2 + λr(σr)2

)
/(λd)2 e b =

(
λa − λd − λr

)
/λd, para

o processo de carga de trabalho. Os resultados estão na Figura 4.3 e na Figura

4.4.
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Para o modelo com entrada modulada por uma cadeia de Markov, será con-

siderado o cenário de (Gelenbe et al., 1991), mas será adicionado dependência

do fluxo de entrada na cadeia de Markov. Como discutido na seção anterior, a

intensidade de tráfego é definida como ρ
4
= λa(1 − q)/λd(1 + q). Para simpli-

ficar, seja λd = λa(1 − q)/ρ(1 + q). Serão considerados dois exemplos diferen-

tes onde (∆̄a(1), ∆̄a(0), (σa)2, (σd)2, q) = (2, 1, 2, 1, .1) para o primeiro exemplo e

(∆̄a(1), ∆̄a(0), (σa)2, (σd)2, q) = (1, 2, 1, 2, .9) para o segundo exemplo. Para estes

dois problemas, a matriz Σ1 é dada por:

Σ1 =
−q2

(1 + q)3

∑
k,m

(−1)k(−1)mζ(k)ζ(m)′.

Para calcular o número médio de clientes em regime estacionário, seja Σ̃ definido

como Σ = Σ0 + 2Σ1 mas com os elementos da última linha e coluna multiplicados

por (λa(q̄+ − q̄−))2. Seja A a matriz tal que Σ̃ = AA′, e defina B = νA, onde

ν é o vetor coluna (1,−1,−1). Desta forma, tem-se que σ2 = BB′λa + (σd)2λd e

b = λa(q̄+ − q̄−)− λd. Os resultados estão na Figura 4.5.
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Figura 4.3: Gráfico do número médio de clientes no sistema para diferentes valores
de intensidade de tráfego ρ. Os resultados foram obtidos usando uma simulação
computacional (SIM) e através da aproximação por tráfego pesado (HTA). Para a
simulação, também é mostrado o intervalo de 95% t-confiança (veja (Gross e Harris,
1998), página 392). As Figuras (a) e (b) mostram o resultado para o primeiro e
segundo exemplo respectivamente
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Figura 4.4: Gráfico do número médio de carga de trabalho para diferentes valores
de intensidade de tráfego ρ. Os resultados foram obtidos usando uma simulação
computacional (SIM) e através da aproximação por tráfego pesado (HTA). Para a
simulação, também é mostrado o intervalo de 95% t-confiança (veja (Gross e Harris,
1998), página 392). As Figuras (a) e (b) mostram o resultado para o primeiro e
segundo exemplo respectivamente.
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Figura 4.5: Gráfico do número médio de clientes na fila para o modelo com pro-
cesso de entrada modulado por uma cadeia de Markov para diferentes valores de
intensidade de tráfego ρ. Os resultados foram obtidos usando uma simulação com-
putacional (SIM) e através da aproximação por tráfego pesado (HTA). Para a
simulação, também é mostrado o intervalo de 95% t-confiança (veja (Gross e Har-
ris, 1998), página 392). Figuras (a) e (b) mostram o resultado para o primeiro e
segundo exemplo respectivamente.
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Caṕıtulo 5

Redes de Filas com Sinais Sob Tráfego

Pesado

Neste caṕıtulo será estudado aproximações de tráfego pesado para redes de

filas com sinais. O tipo de sinal tratado aqui será aquele que remove um cliente

ao chegar no sistema, ou seja o “cliente negativo”. Os sinais são introduzidos de

duas formas diferentes: eles podem entrar por uma fonte externa, ou podem vir

de outras filas presentes no sistema. No segundo caso, os sinais são clientes que

quando terminam o serviço em uma fila são roteados para outras filas como sinais.

No caṕıtulo anterior, foram apontadas duas dificuldades trazidas quando se

introduz sinais em sistemas de filas. A primeira delas era em relação ao tempo

de serviço residual deixado no modelo quando um cliente era removido durante o

serviço. A segunda era em relação à representação do processo de contagem do

número de clientes removidos a partir do tempo entre chegada de sinais.

+

+

+

+

−1 2

Figura 5.1: Duas filas em sequência com sinais. O simbolo “+” indica a entrada de
clientes, já o simbolo “-” indica a entrada de sinais.
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No caso de uma fila única, o primeiro problema foi resolvido permitindo que

um sinal somente poderia remover clientes que não estavam em serviço. No entanto,

este problema não é tão facilmente evitado no caso de redes de filas com sinais.

A razão disto vem da dificuldade de obtenção da direção de reflexão no limite.

Este mesmo problema foi observado e discutido na Seção 7.1.3 de (Kushner, 2001)

para sistemas de manufatura. Para deixar a origem deste problema clara, um

exemplo semelhante ao que foi usado na discussão presente em (Kushner, 2001)

será colocado aqui no cenário de filas com sinais. Considere o sistema dado pela

Figura 5.1. Nesta figura, tem-se dois sistemas de filas em sequência. A primeira fila

envia sinais à segunda fila toda vez em que um cliente termina o serviço. Suponha

que estes sinais somente removam clientes que não estão sendo servidos.

Agora considere o gráfico dado pela Figura 5.2. Suponha que a fila 2 recebe

um sinal quando apenas um cliente em serviço está presente. Neste caso, adotando

o escalonamento usual, o processo xn representando o estado do sistema escalonado

moveria de um ponto (a) (veja a Figura 5.2), que está à distância de 1/
√
n da

fronteira ∂G2
4
= {ξ ∈ R2 : ξ2 = 0}, para o ponto (b). Como o sinal não pode

remover o cliente em serviço, o processo seria empurrado de volta do ponto (b)

para o ponto (a).

Caso o sistema estiver no ponto (b) e um sinal é recebido, o processo teria

que ir para o ponto (c), que é inviável e portanto o processo seria imediatamente

devolvido ao ponto (b). Existem duas possibilidades caso o servidor da fila 2 tente

iniciar serviço com o sistema vazio. Se o cliente fosse roteado à fila 1 quando

o serviço terminasse, o processo seria levado ao ponto (d). Como este ponto é

inviável, ele seria imediatamente devolvido ao ponto (b). Se o cliente deixasse o

sistema após concluir o serviço, o processo sairia do ponto (b) para o ponto (c),

que é inviável, e portanto o processo retornaria ao ponto (b).

A direção de reflexão que irá aparecer sobre a face da fronteira ∂G2 seria uma

“média” das direções d1 e d2 de acordo com a frequência com que elas são usadas.

O problema se torna calcular a frequência em que d1 é usada quando xn2 (t) = 1/
√
n
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(d)

(a)

1/
√

n

Figura 5.2: Gráfico representando um problema na representação da direção de
reflexão na fronteira ∂G2 = {ξ ∈ R2 : ξ2 = 0}. Cada eixo representa o número de
clientes no sistema
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relativo à quando xn2 (t) = 0, que não é uma quantidade fácil de ser computada.

É importante ressaltar que a dificuldade não está em mostrar que o processo de

reflexão é limitado em probabilidade, mas sim em obter uma representação do

limite de qualquer subsequência fracamente convergente. Ou seja, no cenário usado

aqui, não é posśıvel calcular a direção de reflexão que aparecerá sobre a face de

∂G2 no limite de forma imediata.

O segundo problema, mencionado no inicio do caṕıtulo anterior, não permitiu

que o processo que conta o número de clientes removidos do sistema por um sinal

fosse escrito da forma como Sd,n foi escrito na Equação (4.1). Ao invés disso, o

processo Sr,n que conta o número de sinais recebidos pelo sistema foi utilizado e

em seguida este processo foi corrigido por zn0 para representar o número de clientes

removidos do sistema. Apesar desta dificuldade na representação do processo,

nenhuma dificuldade na obtenção do limite e na representação do processo de

reflexão foi encontrada para o caso de uma fila única. No entanto, no caso tratado

aqui, em que o sistema é composto por várias filas em rede, este problema se

torna mais complicado. O problema é novamente na representação do processo

de reflexão no limite. Caso fosse utilizado a mesma estratégia usada para um

sistema composto de somente uma fila, seria necessário estabelecer uma relação

entre o tempo em que a fila está vazia com o número de sinais que não removeram

clientes. Esta relação não é fácil de se obter, especialmente porque não se conhece

a distribuição dos processos envolvidos.

Uma forma de contornar os dois problemas acima e conseguir estabelecer

uma aproximação para filas com sinais sob tráfego pesado é impondo a condição

que os processos de contagem envolvidos sejam de Poisson. Ou seja, o tempo de

serviço e o tempo entre chegada de sinais sejam exponencialmente distribúıdos.

Caso o tempo de serviço seja exponencialmente distribúıdo, o cálculo do

tempo de serviço residual gerado por remover um cliente em serviço não seria um

problema. Tomando como exemplo novamente o cenário descrito pela Figura 4.1,
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tem-se que para qualquer t > 0,

P (∆k+1 > t) = P (∆k > t) = P (∆k > t+ (tk+1 − tk)|∆k > (tk+1 − tk))

= P (tk + ∆k − tk+1 > t|∆k > (tk+1 − tk)) ,

onde foi usado o fato de que os tempos de serviços para cada cliente são identica-

mente distribúıdos, e também foi usada a propriedade “sem memória” de distribui-

ções exponenciais. Portanto, dado que ∆k > (tk+1 − tk), a distribuição do reśıduo

tk + ∆k − tk+1 é igual à do tempo de serviço para o próximo cliente. Desta forma,

o tempo residual pode ser usado como o tempo de serviço do próximo cliente caso

o cliente em serviço seja removido por um sinal.

O problema de representação do processo de contagem do número de clientes

removidos da fila até um certo tempo t > 0 também é simplificado. Suponha que

Sri (t) represente o número de sinais que chegaram na fila i até o tempo t. Então,

sendo Sri um processo de Poisson, e Xi o processo representando o número de

clientes na fila i, pode-se fazer

∫ t

0

I{Xi(s) > 0}dSri (s)

para representar o número de clientes removidos da fila i até o tempo t > 0.

Em seguida, um teorema de representação (que será discutido com mais detalhes

na próxima seção) é usado para separar o “rúıdo” da “regularidade estat́ıstica”,

resolvendo assim o problema de representação.

No modelo apresentado aqui, será considerado processos de Poisson com

taxas de saltos dependentes do estado do sistema. Além disso, as probabilidades

de roteamento também são dependente do estado. A forma de representação do

modelo usada aqui se baseia no modelo apresentado em (Mandelbaum e Pats,

1998). O ganho de introduzir esta dependência está na possibilidade de introduzir

controles de realimentação. O modelo contido neste caṕıtulo é referente ao trabalho

(Leite e Fragoso, 2008a).
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5.1 Modelo de Filas

Para um sistema de K filas em rede, o processo que conta o número de

clientes presente na i-ésima fila, para i ≤ K, em um certo instante de tempo t ≥ 0

é dado por:

Xi(t) = Xi(0) + Ai(t)−Di(t)− Si(t) +
∑
j≤K

[
D+
ji(t)−D−ji(t)

]
, (5.1)

onde Xi(0) é uma variável aleatória e cada processo de contagem Ai, Di, Si, D
+
ij , e

D−ij , para (i, j) ∈ {1, . . . , K}2, será definido abaixo. Sejam os processos de Poisson

dependentes do estado dados por

N α
i (t)

4
= Nα

i

(∫ t

0

Λα
i (X(s))ds

)
,

onde X = (X1, . . . , XK)′, Λα
i : RK

≥0 → R>0 são funções mensuráveis, e Nα
i é um

processo de Poisson padrão (i.e., com taxa igual à um), para i ∈ {1, . . . , K} e

α ∈ {a, r, d}. Além disso, defina o processo I+
ij como

I+
ij(t)

4
=


1 - Caso um cliente complete seu serviço na fila i no instante t

e seja roteado para a fila j como um cliente;

0 - Caso contrário,

e o processo I−ij como

I−ij(t)
4
=


1 - Caso um cliente complete seu serviço na fila i no instante t

e seja roteado para a fila j como um sinal;

0 - Caso contrário.
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É claro que se assume
∑K

j=1

(
I+
ij(t) + I−ij(t)

)
≤ 1, para cada i ∈ {1, . . . , K} e t ≥ 0.

Com estas definições, é posśıvel fazer:

Ai(t)
4
= N a

i (t)

Di(t)
4
=

∫ t

0

I{Xi(s−) > 0}dN d
i (s)

Si(t)
4
=

∫ t

0

I{Xi(s−) > 0}dN r
i (s)

D+
ij(t)

4
=

∫ t

0

I+
ij(s)I{Xi(s−) > 0}dN d

i (s)

D−ij(t)
4
=

∫ t

0

I−ij(s)I{Xi(s−) > 0, Xj(s−) > 0}dN d
i (s).

Todos os processos definidos acima estão definidos no mesmo espaço de pro-

babilidade (Ω,F ,P). Seja Ft a mı́nima σ-álgebra que mensura todos os elementos

aleatórios definidos acima até o instante t. Seja também a filtragem F rt definida

como Ft exceto que esta não contém nenhuma decisão de roteamento efetuada no

instante t.

As interpretações dos processos de contagem acima são as seguintes: Ai(t)

denota o número de clientes que chegaram na fila i de uma fonte externa até o

tempo t; Di(t) denota o número de clientes servidos na fila i até o tempo t; Si(t)

denota o número de clientes removidos da fila i através da chegada de um sinal

externo até o tempo t; D+
ij conta o número de clientes roteados da fila i para a

fila j até o instante t; e D−ij denota o número de clientes que deixaram a fila i e

entraram na fila j como um sinal e removeram um cliente até o instante t.

Caso seja necessário considerar filas com tamanho limitado, pode-se fazer o

seguinte:

Ai(t)
4
=

∫ t

0

I{Xi(s−) < B̃i}dN a
i (s),

D+
ij(t)

4
=

∫ t

0

I+
ij(s)I{Xi(s−) > 0, Xj(s−) < B̃j}dN d

i (s)

onde B̃i ∈ R>0 é uma constante que denota a capacidade máxima da fila i. Para
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tratar ambos os casos simultaneamente, suponha que B̃i ∈ R>0 ∪{∞}. Caso a fila

seja ilimitada, faça B̃i =∞, e portanto

I{Xi(s) <∞} ≡ 1, P− q.c.,

para qualquer s < ∞, já que todos os processos de salto considerados aqui serão

não-explosivos.

Apesar da definição recursiva de X em função de Ai, Di, Si, D
+
ij , e D−ij e

dos mesmos em função de X, não é dif́ıcil mostrar a existência e unicidade dos

processos que satisfazem as definições acima. Um argumento de construção de

funções amostras pode ser usado para este propósito da mesma forma como é feito

no Teorema 4.1 na página 327 de (Ethier e Kurtz, 1986). O mesmo argumento

também aparece em (Mandelbaum e Pats, 1998).

De fato, seja X
(0)
i

4
= Xi(0) para cada i ∈ {1, . . . , K}. Defina

X
(k)
i (t)

4
= Xi(0) + A

(k−1)
i (t)−D(k−1)

i (t)− S(k−1)
i (t) +

∑
j≤K

[
D

+,(k−1)
ji (t)−D−,(k−1)

ji (t)
]
,

onde A
(k−1)
i , D

(k−1)
i , S

(k−1)
i , D

+,(k−1)
ji , e D

−,(k−1)
ji são definidos como Ai, Di, Si, D

+
ij ,

e D−ij mas com X(k−1) no lugar de X nas suas respectivas definições. Defina o

tempo de parada τk como o instante do k-ésimo salto de qualquer componente de

X(k). Ou seja, τk é definido da seguinte forma: seja τa,i1 , τ d,i1 , e τ r,i1 dados como

abaixo:

τa,i1 = inf{s > 0 : |A(1)
i (s)− A(1)

i (s−)| > 0}

τ d,i1 = inf{s > 0 : |D(1)
i (s)−D(1)

i (s−)| > 0}

τ r,i1 = inf{s > 0 : |S(1)
i (s)− S(1)

i (s−)| > 0},

então τ1
4
= min{τα,i1 ;α ∈ {a, r, d}, i ∈ {1, . . . , K}}. Para k > 1, o seguinte é feito
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de forma análoga:

τa,ik = inf{s > τk : |A(k)
i (s)− A(k)

i (s−)| > 0}

τ d,ik = inf{s > τk : |D(k)
i (s)−D(k)

i (s−)| > 0}

τ r,ik = inf{s > τk : |S(k)
i (s)− S(k)

i (s−)| > 0},

e então τk
4
= min{τα,ik ;α ∈ {a, r, d}, i ∈ {1, . . . , K}}. Observe que para t < τk:

A
(k)
i (t) = A

(k−1)
i (t), D

(k)
i (t) = D

(k−1)
i (t),

S
(k)
i (t) = S

(k−1)
i (t), D

+,(k)
ij (t) = D

+,(k−1)
ij (t),

D
−,(k)
ij (t) = D

−,(k−1)
ij (t), X(k)(t) = X(k−1)(t).

Logo X(t) = limk→∞X
(k)(t) existe para todo t < limk→∞ τk, e este X satisfaz a

Equação (5.1) (é claro que o mesmo pode ser dito para A
(k)
i , D

(k)
i , S

(k)
i , D

+,(k)
ji ,

e D
−,(k)
ji e seus respectivos limites). Como as funções Λα

i sempre tomam valores

positivos, tem-se que limk→∞ τk = ∞. A prova da unicidade segue facilmente por

um argumento de contradição.

A condição abaixo garante, entre outras coisas, que os processos de contagem

definidos acima são não-explosivos e possuem uma representação de martingale,

que será apresentada abaixo. A condição colocada nas funções Λα
i que as fazem

limitadas podem ser relaxadas e isto será feito mais tarde na próxima seção.

Condição 5.1.1. Considere as seguintes condições para cada α ∈ {a, r, d}, β ∈

{+,−}, e (i, j) ∈ {1, . . . , K}2 :

(a) Os elementos aleatórios {Xi(0), Nα
i ; i ∈ {1, . . . , K}, α ∈ {a, r, d}} são mu-

tuamente independentes.

(b) As funções Λα
i : R≥0 → R>0 são mensuráveis e limitadas.

(c) Os processos I+
ij e I−ij satisfazem

E
[
Iβij(t)

∣∣∣F rt ] = Qβ
ij(X(t−)),
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onde Qβ
ij : RK

≥0 → [0, 1] é uma função mensurável.

Observe que o Lema B.2.3 em combinação com o Teorema B.2.2 possibilita

a decomposição dos processos Ai, Di, e Si em

Ai(t) = Ma
i (t) +

∫ t

0

Λa
i (X(s))I{Xi(s) < B̃i}ds

Di(t) = Md
i (t) +

∫ t

0

Λd
i (X(s))I{Xi(s) > 0}ds

Si(t) = M r
i (t) +

∫ t

0

Λr
i (X(s))I{Xi(s) > 0}ds,

onde Ma
i , Md

i , e M r
i são Ft-martingales. Para obter uma decomposição para os

termos D+
ij e D−ij , define-se os processos

M+
ij (t)

4
=

∫ t

0

(
I+
ij(s)−Q+

ij(X(s−))
)

I{Xi(s−) > 0, Xj(s−) < B̃j}dN d
i (s)

M−
ij (t)

4
=

∫ t

0

(
I−ij(s)−Q−ij(X(s−))

)
I{Xi(s−) > 0, Xj(s−) > 0}dN d

i (s).

Observe que M+
ij e M+

ij são Ft-martingales. De fato, seja 0 ≤ s ≤ t < ∞ e defina

o tempo de parada τl como o instante do l-ésimo salto de N d
i após ou no instante

s, então pode-se escrever:

E
[
M+

ij (t)−M+
ij (s)

∣∣Fs]
= E

[
∞∑
l=1

I{τl ≤ t}I{Xi(τl−) > 0, Xj(τl−) < B̃j}
(
I+
ij(τl)−Q+

ij(X(τl−))
)∣∣∣∣∣Fs

]

=
∞∑
l=1

E
[
I{τl ≤ t}I{Xi(τl−) > 0, Xj(τl−) < B̃j}E

[
I+
ij(τl)−Q+

ij(X(τl−))
∣∣F rτl]∣∣∣Fs]

= 0,

para todo (i, j) ∈ {1, . . . , K}2, onde foi usada a “regra da torre” (veja Equação

(1.7.1) na página 19 de (Arnold, 1974)) e a Condição 5.1.1 (c). O mesmo é válido
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para M−
ij . Desta forma, tem-se

D+
ij(t) =

∫ t

0

(
I+
ij(s)−Q+

ij(X(s−))
)

I{Xi(s−) > 0, Xj(s−) < B̃j}dN d
i (s)

+

∫ t

0

Q+
ij(X(s−))I{Xi(s−) > 0, Xj(s−) < B̃j}dN d

i (s)

= M+
ij (t) +

∫ t

0

Q+
ij(X(s−))I{Xj(s) < B̃j}dMd

i (s)

+

∫ t

0

Q+
ij(X(s−))I{Xi(s) > 0, Xj(s) < B̃j}Λd

i (X(s))ds,

onde foi usada a decomposição em martingale do Teorema B.2.2 novamente. O

mesmo desenvolvimento usado acima pode ser feito para M−
ij , e portanto,

D−ij(t) = M−
ij (t) +

∫ t

0

Q−ij(X(s−))I{Xj(s−) > 0}dMd
i (s)

+

∫ t

0

Q+
ij(X(s−))I{Xi(s) > 0, Xj(s) > 0}Λd

i (X(s))ds.

Desta forma, o processo X = (X1, . . . , XK)′ aceita a seguinte representação

X(t) = X(0) + P (t) +M(t)

onde P = (P1, . . . , Pk)
′ é um processo Ft-previśıvel e M = (M1, . . . ,MK)′ é um

Ft-martingale, que são dados por:

Pi(t)
4
=

∫ t

0

I{Xi(s) < B̃i}Λa
i (X(s))−

(
Λd
i (X(s)) + Λr

i (X(s))
)

I{Xi(s) > 0}

+
∑
j≤K

(
Q+
ji(X(s))I{Xj(s) > 0, Xi(s) < B̃i}

− Q−ji(X(s))I{Xj(s) > 0, Xi(s) > 0}
)

Λd
j (X(s))ds,
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e

Mi(t)
4
= Ma

i (t)−Md
i (t)−M r

i (t)

+
∑
j≤K

(
M+

ji (t)−M−
ji (t) +

∫ t

0

Q+
ji(X(s−))I{Xi(s) < B̃i}dMd

j (s)

−
∫ t

0

Q−ji(X(s−))I{Xi(s−) > 0}dMd
j (s)

)
,

para cada i ∈ {1, . . . , K}.

5.2 Limite em Regime de Tráfego Pesado

Como é usual em aproximações de filas em regime de tráfego pesado, assume-

se a existência de uma sequência de filas {Xn} indexadas pelo parâmetro n. Isto

é, para cada n ∈ N, Xn satisfaz a Equação (5.1). A medida que n aumenta, o

sistema aproxima um cenário de tráfego pesado, no sentido que a taxa em que

clientes entram em cada fila do sistema fica mais próxima da taxa com que os

clientes saem da fila.

Seja xn o processo escalonado dado por

xn(t)
4
= Xn(nt)/

√
n,

para cada t ≥ 0 e n ∈ N. Observe que sob este este escalonamento pode-se escrever

a decomposição do processo Ani em martingale como:

1√
n
Ani (nt) =

1√
n
Ma,n

i (nt) +
1√
n

∫ nt

0

Λa,n
i (Xn(s))I{Xn

i (s) < B̃n
i }ds

= ma,n
i (t) +

√
n

∫ t

0

Λa,n
i (
√
nxn(s))I{√nxn(s) < B̃n

i }ds

= ma,n
i (t) +

√
n

∫ t

0

λa,ni (xn(s))I{xn(s) < Bi}ds,

onde ma,n
i (t)

4
= Ma,n

i (nt)/
√
n, e λa,ni (ξ)

4
= Λa,n(

√
nξ), para todo t ≥ 0, n ∈ N, e

ξ ∈ RK
≥0. Além disso foi assumido que a capacidade de cada fila i cresce com o

parâmetro n da seguinte forma Bi
4
= B̃n

i /
√
n, onde Bi ∈ R>0 é uma constante fixa
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independente de n.

O mesmo pode ser feito de forma análoga para os outros processos de salto,

definindo mα,n
i

4
= Mα,n

i (nt)/
√
n, mβ,n

ij

4
= Mβ,n

ij (nt)/
√
n, λα,ni (ξ)

4
= Λα,n

i (
√
nξ), e

qβ,nij (ξ)
4
= Qβ,n

ij (
√
nξ), para cada t ≥ 0, n ∈ N, (i, j) ∈ {1, . . . , K}2, α ∈ {d, r}, e

β ∈ {+,−}. Desta forma, pode-se escrever xn como:

xn(t) = xn(0) + pn(t) +mn(t)

onde xni (0)
4
= Xn

i (0)/
√
n, para cada i ∈ {1, . . . , K},

pni (t)
4
=
√
n

∫ t

0

I{xni (s) < Bi}λa,ni (xn(s))−
(
λd,ni (xn(s)) + λr,ni (xn(s))

)
I{xni (s) > 0}

+
∑
j≤K

(
q+,n
ji (xn(s))I{xnj (s) > 0, xni (s) < Bi} − q−,nji (xn(s))I{xnj (s) > 0, xni (s) > 0}

)
× λd,nj (xn(s))ds, (5.2)

e

mn
i (t)

4
= ma,n

i (t)−md,n
i (t)−mr,n

i (t) +
∑
j≤K

[m+,n
ji (t)−m−,nji (t)

+

∫ t

0

q+,n
ji (xn(s−))I{xni (s) < Bi}dmd,n

j (s)

−
∫ t

0

q−,nji (xn(s−))I{xni (s−) > 0}dmd,n
j (s)]

A seguinte condição precisa ser introduzida. Ela define formalmente a hipó-

tese do tráfego pesado e estabelece como a dependência de estado afeta o sistema.

Apesar da dependência do estado parecer pequena quando n é grande, ela tem

um efeito significante no limite. Como será visto em seguida, as funções fαi e fβij

(definidas na condição abaixo) aparecem no termo de deriva da equação limite. A

mesma condição imposta sob as taxas λα,n foram usadas no modelo da Seção 8.2

de (Kushner, 2001).

Condição 5.2.1. Para o(·) uniforme em ξ ∈ RK, assume-se que:
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(a) Existem constantes não-negativas rαi e rβij e funções limitadas e cont́ınuas

fαi e fβij, com (i, j) ∈ {1, . . . , K}2, α ∈ {a, d, r}, e β ∈ {+,−}, tais que

λα,ni (ξ) = rαi + fαi (ξ)/
√
n+ o(1/

√
n)

qβ,nij (ξ) = rβij + fβij(ξ)/
√
n+ o(1/

√
n)

para cada ξ ∈ RK
≥0.

(b) Para qualquer i ∈ {1, . . . , K}

rai +
∑
j≤K

rdj r
+
ji = rdi + rri +

∑
j≤K

rdj r
−
ji,

que é a condição comumente chamada de “condição do tráfego pesado”.

Observe que a Condição 5.2.1 acima nada mais é que condições para a con-

vergência do termo de deriva. Note que para ξ ∈ RK
≥0, tem-se que

√
n

(
λa,ni (ξ)− λd,ni (ξ)− λr,ni (ξ) +

∑
j≤K

(
q+,n
ji (ξ)− q−,nji (ξ)

)
λd,nj (ξ)

)
4
= bni (ξ)→ bi(ξ),

onde bi é definido no Teorema 5.2.3 abaixo.

A próxima condição será sobre as direções de reflexão. Antes de apresentar

a condição, sejam as seguintes matrizes em RK×K :

Ir
4
= diag(rdi + rri )i=1,...,K

ΩS 4= diag

 ∑
j∈Z\S∪{i}

r−jir
d
j


i=1,...,K

Θij
4
= rdi

(
r+
ij − r−ij

)
RS 4= Ir −Θ′ + ΩS

R
4
= R∅

onde S ⊆ Z
4
= {1, . . . , K}, e diag(ai)i=1,...,m ∈ Rm×m representa uma matriz
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diagonal com entradas ai.

Condição 5.2.2.

(a) A matriz R satisfaz a condição “completamente-S” dada pela Condição

A.1.13.

(b) Para cada S ⊆ {1, . . . , K}, com |S| ≥ 2, existe um α = (α1, . . . , α|S|)
′ 6= 0,

onde |S| denota o número de elementos do conjunto S, tal que αi ≥ 0 e

R̃α = R̃Se,

onde e
4
= (1, . . . , 1)′, e R̃ (resp., R̃S) é a matriz constrúıda com as colunas

da matriz R (resp., RS) que possuem ı́ndices no conjunto S.

A interpretação usual que se dá para a matriz R é que suas colunas, dadas

por vetores di, são direções de reflexão. Isto é, caso o processo xn tente ultrapassar

qualquer fronteira do espaço de estado, como por exemplo ∂Gi
4
= {ξ ∈ RK |ξi = 0},

ele será “empurrado” de volta na direção di. Quando xn(t) ∈ ∂Gi∩∂Gj, com i 6= j,

a hipótese usual é que a direção de reflexão neste instante seja uma combinação

linear positiva das direções di e dj. O mesmo vale quando x atinge a intercessão

de mais de duas fronteiras. Isso possibilita escrever o termo de reflexão na forma

usual como z(t) =
∑K

i=1 diyi(t) = Ry(t), onde y = (y1, . . . , yk)
′. Esta condição

que as direções de reflexão nas “quinas” do espaço de estado sejam combinações

lineares positivas das direções nas faces adjacentes é atendida naturalmente na

grande maioria dos sistemas de filas, como é visto em (Kushner, 2001). Contudo,

no caso de filas com sinais, esta condição não é sempre atendida, e portanto ela é

imposta no item (b) da Condição 5.2.2. Na seção seguinte são apresentadas duas

topologias de rede que satisfazem esta condição.

Durante o desenvolvimento desta tese, foi descoberta uma outra forma de

tratar este problema que não impõe esta condição forçosamente. Contudo, isto só

será tratado mais tarde no Caṕıtulo 7 sob um contexto mais geral. Este caṕıtulo

segue o desenvolvimento apresentado em (Leite e Fragoso, 2008a).
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Teorema 5.2.3. Suponha que xn(0) ⇒ x(0), e considere as Condições 5.1.1,

5.2.1, e 5.2.2. Então {xn} é limitado em probabilidade e qualquer subsequência

fracamente convergente satisfaz:

x(t) = x(0) +

∫ t

0

b(x(s))ds+ w(t) + z(t) (5.3)

onde xi(t) ∈ [0, Bi], caso Bi < ∞, e xi(t) ∈ [0,∞), caso contrário, para i ∈

{1, . . . , K} e t ≥ 0. Além disso, o processo de reflexão é dado por

z(t)
4
= Ry(t)− u(t),

onde yi(0) = 0, yi possui funções amostras cont́ınuas, não-decrescente quase cer-

tamente, e que somente aumentam nos instantes t tais que xi(t) = 0. De forma

análoga, caso Bi < ∞, ui(0) = 0, ui possui funções amostras cont́ınuas, não-

decrescentes, e que somente aumentam nos instantes t tais que xi(t) = Bi, quase

certamente. Caso Bi =∞, ui ≡ 0.

O termo de deriva b é dado por

bi(ξ) = fai (ξ)− fdi (ξ)− f ri (ξ) +
K∑
j=1

[
fdj (ξ)(r+

ji − r−ji) + rdj (f
+
ji (ξ)− f−ji (ξ))

]
,

para cada ξ ∈ RK
≥0. O processo w é dado por

wi(t) = wai (t)− wdi (t)− wri (t) +
K∑
j=1

[
(r+
ji − r−ji)wdj (t) + w+

ji(t)− w−ji(t)
]
.

Seja wsi
4
= (w+

i1, . . . , w
+
iK , w

−
i1, . . . , w

−
iK)′. Os processos wαi , para α ∈ {a, d, r, s} e

i ∈ {1, . . . , K}, são processos de Wiener mutuamente independentes, onde wai , wdi ,

e wri possuem variâncias dadas por rai , rdi , e rri , respectivamente. O processo wsi
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possui matriz de covariância dada por Σi, onde

Σi
4
= rdi

 (Σ+
i ) (Σ+−

i )

(Σ+−
i )′ (Σ−i )


com

(Σβ
i )jk

4
=

 (1− rβij)rβij se j = k

−rβijrβik caso contrário

e (Σ+−)jk = −r+
ijr
−
ik, para β ∈ {+,−}, e onde Σ+−

i , Σβ
i ∈ RK×K.

Demonstração. Usando as igualdades I{xni (s) < Bi} + I{xni (s) = Bi} = 1, para

i ∈ {1, . . . , K} tal que Bi < ∞, e I{xni (s) > 0} + I{xni (s) = 0} = 1, para

todo i ∈ {1, . . . , K}, e definindo os processos yni (t)
4
=
√
n
∫ t

0
I{xni (s) = 0}ds,

ynij(t)
4
= ynji(t)

4
=
√
n
∫ t

0
I{xni (s) = 0, xnj (s) = 0}ds, ũni (t)

4
=
√
n
∫ t

0
I{xni (s) = Bi}ds,

e ũnij(t)
4
=
√
n
∫ t

0
I{xnj (s) > 0, xni (s) = Bi}ds tem-se que o processo pni , dado pela

Equação (5.2), pode ser escrito como:

pni (t) =
√
n

∫ t

0

bni (xn(s))ds+
√
n

∫ t

0

−λa,ni (xn(s))I{xni (s) = Bi}

+ λd,ni I{xni (s) = 0}+ λr,ni (xn(s))I{xni (s) = 0}

+
∑
j≤K

{
qn,+ji (xn(s))λd,nj (xn(s))

[
I{xnj (s) = 0, xni (s) = Bi} − I{xnj (s) = 0}

− I{xni (s) = Bi}]− qn,−ji (xn(s))λd,nj (xn(s))
[
I{xni (s) = 0, xnj (s) = 0}

− I{xni (s) = 0} −I{xnj (s) = 0}
]}
ds
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=
√
n

∫ t

0

bni (xn(s))ds+
√
n

∫ t

0

−λa,ni (xn(s))I{xni (s) = Bi}

−
∑
j≤K

(
q+
ji(x

n(s))λnj (xn(s))I{xnj (s) > 0, xni (s) = Bi}
)

+
{
λd,ni (xn(s)) + λr,ni (xn(s))− [qn,+ii (xn(s))− qn,−ii (xn(s))]λd,ni (xn(s))

+
∑

j≤K(j 6=i)

qn,−ji (xn(s))λd,nj (xn(s))
}

I{xni (s) = 0}

−
∑

j≤K(j 6=i)

(qn,+ji (xn(s))− qn,−ji (xn(s)))λd,nj (xn(s)))I{xnj (s) = 0}

−
∑

j≤K(j 6=i)

qn,−ji (xn(s)))λd,nj (xn(s)))I{xni (s) = 0, xnj (s) = 0}ds

=

∫ t

0

bi(x
n(s))ds−

(
rai ũ

n
i (t) +

∑
j≤K

r+
jir

d
j ũ

n
ij(t)

)

+

rdi + rri − (r+
ii − r−ii )rdi +

∑
j≤K(j 6=i)

r−jir
d
j

 yni (t)

−
∑

j≤K(j 6=i)

[
r+
ji − r−ji

]
rdj y

n
j (t)−

∑
j≤K(j 6=i)

r−jir
d
j y

n
ji(t)

+O(ũni (t)/
√
n) +

∑
j≤K

O(ynj (t)/
√
n) +

√
no(1/

√
n),

onde foi usado a Condição 5.2.1 na última passagem. Os termos O(ynj (t)/
√
n)

(resp., O(ũnj (t)/
√
n)) denotam todos os processos que podem ser majorados por

ynj (t)/
√
n (resp., ũnj (t)/

√
n) vezes uma constante, como por exemplo, |

∫ t
0
fdi (xn(s))I{xni (s) =

0}ds| ≤ Cyi(t)/
√
n, para uma constante C > 0.

Defina o processo uni (t)
4
=
(
rai ũ

n
i (t) +

∑
j≤K r

+
jir

d
j ũ

n
ij(t)

)
e o processo zni como:

zni (t)
4
=

rdi + rri − (r+
ii − r−ii )rdi +

∑
j≤K(j 6=i)

r−jir
d
j

 yni (t)

−
∑

j≤K(j 6=i)

[
r+
ji − r−ji

]
rdj y

n
j (t)−

∑
j≤K(j 6=i)

r−jir
d
j y

n
ji(t).

Sejam zn = (zn1 , . . . , z
n
K)′ e yn = (yn1 , . . . , y

n
K)′, observe que é posśıvel escrever em
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notação matricial o seguinte:

zn(t) =

∫ t

0

RE(xn(s))dyn(s),

onde o conjunto E(ξ)
4
= {i ∈ {1, . . . , K}|ξi = 0} para qualquer ξ ∈ RK . Defina o

processo In(·;α)
4
= (In1 (·;α), . . . , InK(·;α))′, para α ∈ RK e

Ini (·;α)
4
= αi
√
nI{xni (·) = 0}.

Usando a hipótese dada pela Condição 5.2.2(b), tem-se que para cada t ∈ [0,∞),

existe um α(t) ∈ RK tal que

RE(xn(t))In(t; e) = RIn(t;α(t)),

onde e
4
= (1, . . . , 1)′ ∈ RK . Desta forma,

∫ t

0

RE(xn(s))dyn(s) =

∫ t

0

RE(xn(s))In(s; e)ds =

∫ t

0

RIn(s;α(s))ds = Rȳn(t),

onde ȳn(t)
4
=
∫ t

0
In(s;α(s))ds.

Seja ψni (t) = mn
i (t) +

∫ t
0
bi(x

n(s))ds+O(ũni (t)/
√
n) +

∑
j≤K O(ynj (t)/

√
n) +

√
no(1/

√
n). O Teorema A.2.3 será usado para mostrar que {zn} é limitado em

probabilidade. Para isso, é necessário mostrar que ψni é de fato assintoticamente

cont́ınuo. Através do critério dado pela Proposição B.1.5, pode-se facilmente ve-

rificar que os termos O(ũni (t)/
√
n) e O(yni (t)/

√
n) são assintoticamente cont́ınuos.

Usando o mesmo critério, pode-se verificar que, para qualquer sequência {φn} de

processos φn com funções amostras em D(RK
≥0; 0,∞), o processo

∫ ·
0
bi(φ

n(s))ds é

assintoticamente cont́ınuo, já que bi é limitado. Fica faltando mostrar que mn
i é

assintoticamente cont́ınuo.

Do Lema B.2.4, sabe-se que os processos de Doob-Meyer associados à ma,n
i ,
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md,n
i , e mr,n

i são dados por

〈
ma,n
i

〉
(t) =

∫ t

0

I{xni (s) < Bi}λa,ni (xn(s))ds

〈
md,n
i

〉
(t) =

∫ t

0

I{xni (s) > 0}λd,ni (xn(s))ds

〈
mr,n
i

〉
(t) =

∫ t

0

I{xni (s) > 0}λr,ni (xn(s))ds.

Além disso,
〈
mα,n
i ,mα,n

j

〉
≡ 0 e

〈
mα,n
i ,mβ,n

k

〉
≡ 0, para (α, β) ∈ {a, r, d}2, α 6= β,

(i, j, k) ∈ {1, . . . , K}3, i 6= k, já que, pela hipótese da independência dos processos

de Poisson Na,n
i , Nd,n

i , e N r,n
i , nenhum salto em ma,n

i , md,n
i , e mr,n

i coincide com

probabilidade um. Seja ms,n
i

4
= (m+,n

i1 , . . . ,m+,n
iK ,m−,ni1 , . . . ,m−,niK )′, com a aplicação

do Lema B.2.5 tem-se que

〈
m+,n
ij

〉
(t) =

∫ t

0

(1− q+,n
ij (xn(s))q+,n

ij (xn(s))I{xni (s) > 0, xnj (s) < Bj}

×λd,ni (xn(s))ds〈
m+,n
ij ,m+,n

ik

〉
(t) = −

∫ t

0

q+,n
ij (xn(s))q+,n

ik (xn(s))I{xni (s) > 0}

×I{xnj (s) < Bj, x
n
k(s) < Bk}λd,ni (xn(s))ds〈

m−,nij

〉
(t) =

∫ t

0

(1− q−,nij (xn(s))q−,nij (xn(s))

×I{xni (s) > 0, xnj (s) > 0}λd,ni (xn(s))ds〈
m−,nij ,m−,nik

〉
(t) = −

∫ t

0

q−,nij (xn(s))q−,nik (xn(s))

×I{xni (s) > 0, xnj (s) > 0, xnk(s) > 0}λd,ni (xn(s))ds〈
m+,n
ij ,m−,nik

〉
(t) = −

∫ t

0

q+,n
ij (xn(s))q−,nik (xn(s))

×I{xni (s) > 0, xnk(s) > 0, xnj (s) < Bj}λd,ni (xn(s))ds.

O mesmo argumento usado no Lema B.2.5 pode ser usado em conjunção com

a Condição 5.1.1(c) para mostrar que
〈
md,n
i ,mβ,n

ij

〉
≡ 0 onde (i, j) ∈ {1, . . . , K}2 e

β ∈ {+,−}. De fato, observe que pode-se escrever o seguinte, para t, τ > 0,

Md,n
i (t+ τ)−Md,n

i (t) =
∞∑
l=1

I{sl ≤ t+ τ}+

∫ t+τ

t

gni (s)ds,
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onde sl é o l-ésimo salto de Dn
i após o instante t, e gni é um processo Ft-mensurável.

Portanto,

Md,n
i (t+ τ)−Md,n

i (t) =
∞∑
l=1

(
1 +

∫ sl

sl−1

gni (s)ds

)
I{sl ≤ t+ τ}+

∫ t+τ

s̃

gni (s)ds

=
∞∑
l=1

(Md,n
i (sl)−Md,n

i (sl−1))I{sl ≤ t+ τ}

+(Md,n
i (t+ τ)−Md,n

i (s̃))

onde s0
4
= t e s̃ é o instante do último salto de Dn

i antes de t + τ . Suponha, sem

perda de generalidade, que
∫ t+τ
s̃

gni (s)ds ≡ 0. Seja ∆f
4
= f(t + τ) − f(t), para

qualquer f . Desta forma,

E
[(

∆(Md,n
i +M+,n

ij )
)2
∣∣∣∣Fnt ] = E

[
∆
〈
Md,n

i

〉∣∣∣Fnt ]+ E
[
∆
〈
M+,n

ij

〉∣∣Fnt ]
+2E

[
∞∑
l=1

∞∑
m=1

(
1 +

∫ sl

sl−1

gni (s)ds

)(
I+,n
ij (sm)−Q+,n

ij (sm−)
)

×I{Xn
i (s−) > 0, Xn

j (s−) < B̃j}I{sl ≤ t+ τ}I{sm ≤ t+ τ}
∣∣∣ Fnt ] ,

usando a“regra da torre”(i.e., E
[
E
[
. . .| Fnsh

]∣∣Fnt ] = E [ . . .| Fnt ], onde h = max{l,m})

e a Condição 5.1.1(c) tem-se que

E
[(

∆(Md,n
i +M+,n

ij )
)2
∣∣∣∣Fnt ] = E

[
∆
〈
Md,n

i

〉∣∣∣Fnt ]+ E
[
∆
〈
M+,n

ij

〉∣∣Fnt ]
e o resultado segue com o uso da identidade de polarização (veja (Protter, 1995)

página 98).

Além disso, comoNa,n
i , Nd,n

i , eN r,n
i são independentes, tem-se que

〈
mα,n
i ,mβ,n

kj

〉
≡

0, para α ∈ {a, r}, β ∈ {+,−}, e (i, j, k) ∈ {1, . . . , K}3, já que os saltos não coin-

cidem com probabilidade um.

Visto isso, e com a aplicação do Teorema B.1.12 sabe-se que {mα,n
i }, α ∈
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{r, d, a, s}, são assintoticamente cont́ınuos. Observe também que

∫ t

0

q+,n
ji (xn(s−))I{xni (s) < Bi}dmd,n

j (s)

=

∫ t

0

q+,n
ji (xn(s−))dmd,n

j (s) +

∫ t

0

q+,n
ji (xn(s−))I{xni (s) = Bi}dmd,n

j (s). (5.4)

Além disso, tem-se que

∫ t

0

q+,n
ji (xn(s−))dmd,n

j (s) = r+
jim

d,n
j (t) +

1√
n

∫ t

0

f+
ji (x

n(s−))dmd,n
j (s) + o(1/

√
n).

(5.5)

Logo, o fato de {md,n
i } ser assintoticamente cont́ınua implica que

1/
√
n

∫ t

0

f+
ji (x

n(s−))dmd,n
j (s) + o(1/

√
n)⇒ 0,

onde 0 é o processo zero. Portanto, a integral em relação ao martingale do lado

esquerdo da Equação (5.5) também é assintoticamente cont́ınua. O último termo

do lado direito da Equação (5.4) converge fracamente para o processo zero pelo

Lema B.1.13. Pode-se repetir o argumento acima para o processo
∫ t

0
I{xni (s−) >

0}q−,nji (xn(s−))dmd,n
j (s).

Desta forma, o Teorema A.2.3 pode ser aplicado e implica que {zn, yn, un}

é assintoticamente cont́ınua, onde un
4
= (un1 , . . . , u

n
k)′. Do Teorema B.1.12, sabe-

se que mα,n
i ⇒ wαi para α ∈ {a, r, d, s}. Além disso, como {yn/√n} e {un/√n}

convergem fracamente para o processo zero, tem-se que
〈
mα,n
i

〉
⇒
∫ ·

0
rdi ds, para

α ∈ {a, r, d}, e
〈
ms,n
i

〉
⇒
∫ ·

0
Σids.

Portanto, foi estabelecido que {xn,mα,n, zn, un;α ∈ {a, d, r, s}} é assintotica-

mente cont́ınua, e o limite de qualquer subsequência convergente satisfaz a Equação

(5.3).
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5.2.1 Enfraquecendo as Condições Sob as Funções fαi e fβij

É comum a necessidade de ter as funções fαi e fβij descont́ınuas. De fato, em

se tratando de problemas de controle, como será visto na Seção 5.4 e nos caṕıtulos

futuros, o controle ótimo é geralmente uma função descont́ınua, tipo “curva de

chaveamento”, isto é, o controle é aplicado na intensidade máxima em uma região

do espaço de estados e não é aplicado nas outras regiões. O teorema abaixo estende

o resultado do Teorema 5.2.3, incluindo o caso onde as funções fαi e fβij podem ser

descont́ınuas.

Teorema 5.2.4. Suponha as condições do Teorema 5.2.3, mas troque a hipó-

tese sobre a continuidade das funções fαi , fβij, onde α ∈ {a, r, d}, β ∈ {+,−},

e (i, j) ∈ {1, . . . , K}2, por mensurabilidade. Suponha ainda que os mapeamentos

de D(RK ; 0,∞) a D(R; 0,∞) dados por

φ 7→
∫ ·

0

fαi (φ(s))ds e φ 7→
∫ ·

0

fβij(φ(s))ds,

sejam cont́ınuos com probabilidade um relativo à medida de probabilidade induzida

por qualquer limite no sentido fraco de xn. Então as conclusões do Teorema 5.2.3

ainda são válidas.

Demonstração. Esta prova segue as idéias do Teorema 8.4.1 na página 327 de

(Kushner, 2001). Note que no Teorema 5.2.3 a continuidade das funções fαi e fβij

somente foram usadas para caracterizar o termo de deriva no limite. Isto é, após

mostrar que {xn} é limitado em probabilidade, qualquer subsequência convergente,

como por exemplo {xnl} com limite x, satisfaz o seguinte:

bi(x
nl)⇒ bi(x),

pela continuidade de bi. Logo,
∫ ·

0
bi(x

nl(s))ds⇒
∫ ·

0
bi(x(s))ds.

Mas a convergência acima ainda é garantida com hipóteses mais fracas (sob a

hipótese deste teorema) através do“Teorema da função cont́ınua”(veja por exemplo
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Teorema 2.7 de (Billingsley, 1999) na página 21).

Uma condição mais simples de ser verificada e que implica na condição do

teorema acima é a seguinte: Seja Gd o conjunto de pontos de descontinuidade das

funções fαi e fβij (isto é, de bi). Então, para cada δ > 0 e t > 0

lim
ε→0

P (m{s ∈ [0, t] : xi(s) ∈ Nε(Gd)} ≥ δ) = 0,

onde Nε(Gd) é uma vizinhança de Gd e m é a medida de Lebesgue. Esta mesma

condição pode ser encontrada na página 327 de (Kushner, 2001).

Um outro caso de posśıvel interesse é tratar modelos onde as funções fαi

não são limitadas mas possuem no máximo um crescimento linear. Para tratar

este caso é necessário introduzir uma condição mais restritiva sob as direções de

reflexão, a chamada de “condição do conjunto B”, dada pela Condição A.1.7. Isto

é necessário pois sob esta hipótese é posśıvel obter a Inequação (A.4), que será

usada na prova do teorema abaixo.

Teorema 5.2.5. Suponha as condições do Teorema 5.2.3. Suponha ainda que

as funções fαi , α ∈ {a, r, d}, podem ser ilimitadas mas possuem no máximo um

crescimento linear, isto é, existe uma constante L > 0 tal que

max
α

max
i
|fαi (ξ)| ≤ L(1 + |ξ|),

para cada ξ ∈ RK
≥0. Assuma a Condição A.1.7. Então as conclusões do Teorema

5.2.3 ainda são válidas.

Demonstração. Seja qC : RK
≥0 → [0, 1], para C ∈ N, uma função suave tal que

0 ≤ qC(ξ) ≤ 1, se C < |ξ| < C + 1, qC(ξ) ≡ 1, se |ξ| ≤ C, e qC(ξ) ≡ 0, se

|ξ| ≥ C + 1. Sejam as funções truncadas dadas por

fα,Ci (ξ)
4
= fαi (ξ)qC(ξ),

para α ∈ {a, r, d}. Além disso, denote por λα,n,Ci (ξ)
4
= rαi +fα,Ci (ξ)/

√
n+o(1/

√
n),
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α ∈ {r, d, a}, e seja xn,Ci o processo do número de clientes na fila i escalonado para

um sistema de filas que usa as taxas truncadas λα,n,Ci .

Portanto, pela prova do Teorema 5.2.3 sabe-se que {xn,C} é assintoticamente

cont́ınua e possui limite que satisfaz

xC(t) = x(0) +

∫ t

0

bC(xC(s))ds+ w(t) + z(t)

onde bCi é definida como bi mas onde fα,Ci são usadas no lugar de fαi . Observe

também que xn,C(t) = xn(t) para todo t ≤ τnC
4
= inf{s ≥ 0 : |xn(s)| ≥ C}.

Portanto, se for estabelecido que qualquer solução da equação

x(t) = x(0) +

∫ t

0

b(x(s))ds+ w(t) + z(t)

satisfaz

lim
C→∞

P
(

sup
s≤t
|x(s)| ≥ C

)
= 0, (5.6)

o resultado desejado segue.

Desta forma, fica faltando apenas demostrar a validade da Equação (5.6).

Observe que utilizando o Teorema A.1.9 tem-se que existe um C1 > 0 tal que

sup
s≤t
|x(s)| ≤ C1 sup

s≤t
|x(0) +

∫ s

0

b(x(u))du+M(s)|

≤ C1 sup
s≤t

[
|x(0)|+

∫ s

0

|b(x(u))|du+ |M(s)|
]
.

Usando o fato que maxk |bk(ξ)| ≤ L1(1 + |ξ|), para um L1 > 0, tem-se que

sup
s≤t
|x(s)| ≤ C2 sup

s≤t

[
|x(0)|+

∫ s

0

1 + |x(u)|du+ |M(s)|
]
,

onde C2 > 0. Tomando a esperança de ambos os lados, tem-se

E
[
sup
s≤t
|x(s)|

]
≤ C2

[
E [|x(0)|] + E [|t|] + E

[
sup
s≤t

∫ s

0

|x(u)|du
]

+ E
[
sup
s≤t
|M(s)|

]]
.
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Observe que, usando o fato de que para qualquer número a ∈ R, a ≤ 1 + a2,

tem-se que

E
[
sup
s≤t
|M(s)|

]
≤ 1 +

(
E
[
sup
s≤t
|M(s)|

])2

≤ 1 + E
[
sup
s≤t
|M(s)|

]2

≤ 1 + 4E
[
M(t)2

]
,

onde na segunda passagem foi usada a inequação de Jensen (veja página 254 de

(Ash e Doléans-Dade, 2000)) com g(x) = x2, e em seguida o Teorema 20 de (Prot-

ter, 1995) na página 12. Então:

E
[
sup
s≤t
|x(s)|

]
≤ C3

[
1 + t+ E

[
sup
s≤t

∫ s

0

|x(u)|du
]]

≤ C3

[
1 + t+ E

[∫ t

0

sup
ν≤u
|x(ν)|du

]]
.

Usando o Teorema de Fubini (veja página 108 de (Ash e Doléans-Dade, 2000)),

tem-se

E
[
sup
s≤t
|x(s)|

]
≤ C3

[
1 + t+

∫ t

0

E
[
sup
ν≤u
|x(ν)|

]
du

]
.

Defina y(t) = E
[
sups≤t |x(s)|

]
, então

y(t) ≤ C3

(
1 + t+

∫ t

0

y(u)du

)
.

Aplicando o Lema de Bellman-Gronwall (veja página 107 de (Arnold, 1974)), chega-

se à:

y(t) ≤ C4

(
1 + t+

∫ t

0

eC3(t−s)(1 + s)ds

)
4
= H(t),

onde C4 > 0. Aplicando a inequação de Chebychev (veja página 192 de (Ash e

Doléans-Dade, 2000)), tem-se que para cada t:

P
(

sup
s≤t
|x(s)| ≥ C

)
≤ E

[
sup
s≤t
|x(s)|

]
/C ≤ H(t)/C.
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Logo tem-se o resultado quando C →∞.

5.3 Topologias de Rede Satisfazendo a Condição 5.2.2(b)

Nesta seção são colocados dois exemplos de topologia de redes de filas que

satisfazem a Condição 5.2.2(b).

5.3.1 Duas Filas em Sequência

Considere duas filas em sequência onde cada fila pode enviar clientes e sinais

para a outra, como é descrito pela Figura 5.3. As duas filas também podem receber

sinais e clientes de uma fonte externa, e retroalimentação não é permitido, isto é,

clientes que saem da fila i não podem ser roteados imediatamente de volta para

fila i após completarem serviço.

S2S1

A2A1

+/−

+/−

+/− +/−

Figura 5.3: Duas filas em sequência com sinais. O śımbolo + (resp., −) indica a
possibilidade de chegada de clientes (resp., sinais).

Neste caso, as matrizes Ir, Θ, ΩS e R são definidas da seguinte forma:

Ir =

 rd1 + rr1 0

0 rd2 + rr2

 Ω∅ =

 r−21r
d
2 0

0 r−12r
d
1

 Ω{1,2} = 0
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Θ =

 0 rd1(r+
12 − r−12)

rd2(r+
21 − r−21) 0


R =

 rd1 + rr1 + r−21r
d
2 −rd2(r+

21 − r−21)

−rd1(r+
12 − r−12) rd2 + rr2 + r−12r

d
1


R{1,2} =

 rd1 + rr1 −rd2(r+
21 − r−21)

−rd1(r+
12 − r−12) rd2 + rr2

 .

Portanto, a condição é verificada se existir um α = (α1, α2)′ com componentes

positivas tais que Rα = R{1,2}e. Esta propriedade é facilmente verificada, desde

que rd1, r
d
2 > 0.

5.3.2 Redes com Duas Camadas

Considere agora uma rede de duas camadas onde as filas na primeira camada

podem enviar clientes e sinais para as filas da segunda camada, mas o contrário

não é posśıvel, veja a Figura 5.4 para referência. Cada fila pode também receber

sinais e clientes de uma fonte externa. Suponha que existam K1 filas na primeira

camada e K2 filas na segunda camada. Defina K = K1 + K2. Ordene os ı́ndices

das filas de forma que se K1 < i ≤ K, então a fila i está na segunda camada.

..

. ..
.

+/−

+/−+/−

+/−

S1

+/−+/−

SK

+/−
SK1

SK1+1

Figura 5.4: Uma rede de filas com duas camadas.

Defina Z1 = {1, ..., K1}. Neste cenário, a matriz RS é dada por

RS =

 diag(rdi + rri )i=1,...,K1 0

−Θ̃′ diag
(
rdi + rri +

∑
j∈Z1\S r

−
jir

d
j

)
i=K1+1,...,K


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onde Θ̃ ∈ RK1×K2 é definida como

Θ̃ =


r1(r+

1(K1+1) − r−1(K1+1)) ... r1(r+
1K − r−1K)

...
...

rK1(r
+
K1(K1+1) − r−K1(K1+1)) ... rK1(r

+
K1K
− r−K1K

)

 .

Para verificar a Condição 5.2.2(b), seja S ⊆ {1, ..., K} um conjunto ordenado, onde

|S| ≥ 2. Defina S1 ⊆ {1, ..., K1} e S2 ⊆ {K1 + 1, ..., K} como conjuntos ordenados

tais que S1 ∪ S2 = S. Então escolha α = (α1, ..., α|S1|, β1, ..., β|S2|)
′ tal que αi = 1,

para i = 1, ..., |S1|, e

βj =
rdk + rrk +

∑
l∈Z1\S1

r−lkr
d
l

rdk + rrk +
∑

l∈Z1
r−lkr

d
l

, para j = 1, ..., |S2|,

onde k é o j-ésimo elemento de S2. Agora é posśıvel verificar que R̃α = R̃Se. Já

que isso é válido para qualquer escolha de S, a Condição 5.2.2(b) é satisfeita.

5.4 Experimentos Numéricos

Para ilustrar o uso da aproximação obtida neste caṕıtulo, considere o sistema

da Seção 5.3.1, dado pela Figura 5.3. Será assumido que todo cliente saindo da

fila 1 entra na fila 2 como um cliente (e não como um sinal), e a fila 2 não recebe

clientes externos. Suponha também que a capacidade máxima de cada fila é finita.

Para evitar que a fila 2 fique cheia e perca clientes por causa disto, ela pode enviar

sinais para a fila 1. Neste exemplo, será mostrado como o modelo desenvolvido

aqui pode ser usado para obter uma estratégia ótima de roteamento de sinais para

um sistema operando sob um regime de tráfego pesado.

Como já foi mencionado, um valor de n grande é escolhido de tal forma que

as taxas dos processos de salto do problema que será tratado satisfazem

Λα
i (
√
nξ)

4
= λα,ni (ξ) ≈ rαi + fαi (ξ)/

√
n, α ∈ {a, d, r}

Qβ
ij(
√
nξ)

4
= qβ,nij (ξ) ≈ rβij + fβij(ξ)/

√
n, β ∈ {+,−}
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e onde a hipótese do tráfego pesado é válida (isto é, Condição 5.2.1(b)). Desta

forma, pode-se aproximar o número de clientes em cada fila no instante t por

√
nx(t/n), onde x é o processo limite dado pela Equação (5.3).

Para o exemplo tratado aqui, suponha que, para ξ ∈ RK
≥0,

λa,n1 (ξ) = λ λa,n2 (ξ) = 0 λr,n1 (ξ) = 0 λr,n2 (ξ) = 0

e que λd,n1 (ξ) = µ1 e λd,n2 (ξ) = µ2, onde µ1, µ2 e λ são constantes positivas.

Pela hipótese de tráfego pesado, existem constantes (“pequenas”) b1 e b2 tais que

b1 =
√
n(µ1 − λ) e b2 =

√
n(µ2 − µ1). Isto é, a taxa de clientes entrando cada fila

é bem próxima da taxa de clientes deixando a fila. Portanto, λd,n1 (ξ) = λ+ b1/
√
n

e λd,n2 (ξ) = λ+ (b1 + b2)/
√
n. Além disso, supõe-se que

q+,n
12 (ξ) = 1 q+,n

21 (x) = 0

q−,n12 (ξ) = 0 q−,n21 (x) = g(ξ)/
√
n,

onde g : R2 → [0, 1]. A capacidade de cada fila é dada por Bn
1 =

√
nB1 para a

primeira fila e Bn
2 =
√
nB2 para a segunda. Desta forma, a aproximação é dada

por

dx(t) =

 −b1 − λg(x(t))

−b2

 dt+

 2λ −λ

−λ 2λ


1/2

dw(t) +

 1 0

−1 1

 dy(t)

−du(t).

É importante ressaltar que a função g acima somente age na primeira componente

de x, ou seja, na fila 1, apesar da intenção ser em controlar a entrada de clientes

na fila 2. Contudo, a segunda componente de x será afetada indiretamente através

do termo de reflexão.

Agora deseja-se escolher um g que irá reduzir o número de perda de clientes

geradas quando a fila 2 está na capacidade máxima. Suponha que λ = 1, b1 =
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b2 = 0.1, B1 = B2 = 25.6, e defina a seguinte função degrau

s(ξ) =

 1 se x2 > 15

0 caso contrário.

A Figura 5.5 compara a mesma realização de x com g igual à s e g igual à função

zero, para a condição inicial x(0) = (B1, B2)′. Observe que a função amostra sem

controle (isto é, g ≡ 0) atinge a capacidade máxima da fila 2 mais frequentemente.

As funções amostras foram constrúıdas com o método de Euler (veja (Kloeden

et al., 1994) página 110). O parâmetro de discretização do tempo foi fixado à

h = 0.01. O termo de reflexão foi implementado empurrando o processo de volta

ao espaço de estado (na direção do vetor de reflexão) toda vez que o processo

cruzava uma fronteira.

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
0

10

20

(a
)

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
0

10

20

(b
)

0 10 20
0

10

20

(c
)

0 10 20
0

10

20
No Control (g(x) =0)

With Control (g(x) =s(x))

Figura 5.5: Função amostra de x com g ≡ s (azul) e g ≡ 0 (vermelho). (a) Gráfico
de x1 no tempo. (b) Gráfico de x2 no tempo. (c) Gráfico de x1 versus x2.

É posśıvel também calcular a escolha ótima de g com relação à uma função
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de custo. Para este exemplo será usado a seguinte função de custo descontado:

W (x0, g) = Eg
x0

[∫ ∞
0

e−βt [cg(x(t))dt+ vdu2(t)]

]
,

onde x0 é a condição inicial, e c e v são constantes associadas ao custo de rotear

um sinal (ou de remover um cliente na primeira fila) e o custo de perder um cliente

na fila 2, respectivamente.

O método da aproximação por cadeia de Markov (veja, (Kushner e Dupuis,

1992; Jarvis e Kushner, 1996)) foi usado para encontrar o controle ótimo (ou apro-

ximadamente ótimo) numericamente. Os parâmetros usados foram os seguintes:

β = 0.01, e h = 0.1, onde h é o parâmetro de discretização. A Figura 5.6 mostra

o controle obtido com escolhas diferentes de c e v. Observe que o controle ótimo é

uma “curva de chaveamento”, isto é, ele é descont́ınuo e aplica o controle na força

máxima em uma região do espaço de estado.

É interessante ver a forma das curvas dadas pela Figura 5.6. Observe que as

curvas movem para cima no lado direito do gráfico. Isto pode ser explicado pelo

atraso na ação do controle na fila 2. Quando a fila 1 e a fila 2 estão quase cheias,

provavelmente haverá perda de clientes na fila 2 mesmo se sinais forem enviados

para a fila 1. Portanto, neste caso, não há necessidade de enviar sinais.
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Figura 5.6: Curvas de chaveamento dadas pelo controle ótimo para diferentes
valores de c e v. O controle é aplicado em força máxima na região denominada de
Active e não é aplicado na região denominada de Inactive.
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Caṕıtulo 6

Estudo de Caso: Aplicação para

Sistemas de Processamento Paralelo

O foco principal deste caṕıtulo é a utilização prática da aproximação por

tráfego pesado de um sistema de filas com sinais. A aplicação considerada aqui é

a de um servidor de busca na Internet. Contudo, como ficará claro ao decorrer do

caṕıtulo, o mesmo modelo tem aplicações em vários outros sistemas de processa-

mento paralelo. A idéia é usar sinais para balancear a rede e usar a aproximação

por tráfego pesado para encontrar a estratégia ótima para este balanceamento.

Para isso, um tipo de sinal que ainda não foi considerado nos caṕıtulos anteriores

será usado. Este sinal moverá um cliente de uma fila para outra. Na literatura,

este sinal é usualmente chamado de “trigger” (Gelenbe, 1993; Artalejo, 2000). O

conteúdo deste caṕıtulo é referente aos trabalhos (Leite e Fragoso, 2008b,c).

O sistema de filas considerado aqui será do tipo fork-join que é usualmente

encontrado em problemas de análise de performance em sistemas computacionais

de processamento paralelo. Usualmente, este tipo de sistema é constitúıdo por K

filas em paralelo. Quando um cliente chega no sistema, ele é dividido em K frações

(ou tarefas) e cada uma destas frações é enviada para uma fila (ou processador)

diferente. O serviço de cada cliente só termina quando todas as tarefas deixam as

suas respectivas filas (para maiores detalhes sobre sistemas de filas do tipo fork-join

veja, por exemplo, (Boxma et al., 1994)).

Em várias aplicações, o tempo de resposta de um sistema de processamento
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paralelo é de crucial importância. Como cada cliente somente deixa o sistema

quando cada uma de suas K tarefas completam o serviço, o tempo de resposta

será maior quando o sistema estiver desbalanceado. Devido à natureza estocástica

destes sistemas, o desbalanceamento pode aparecer tanto em sistemas heterogê-

neos (redes compostas por filas com velocidade de processamento diferente) como

nos homogêneos. Para reduzir este desbalanceamento, uma estratégia natural é

distribuir melhor os trabalhos dados a cada fila. Existem várias formas de se fazer

isso. O controle pode ser aplicado no momento da chegada do cliente atribuindo

mais de uma tarefa a uma fila se uma outra estiver sobrecarregada. Esta estratégia

é usualmente chamada de controle centralizado. De forma alternativa, o controle

pode ser aplicado por cada processador individualmente. Neste caso, uma fila que

não está sobrecarregada pode “pegar” trabalho de uma fila vizinha sobrecarregada,

este é usualmente chamado de controle distribúıdo (Eager et al., 1985).

Controle distribúıdo parece a estratégia mais apropriada para reduzir o tempo

de resposta em sistemas do tipo fork-join. Isso é devido a como a prioridade de

serviço pode ser implementada em cada esquema. Por exemplo, em uma rede homo-

gênea desbalanceada, sabe-se que existem tarefas atrasadas já que cada fila recebe

serviço no mesmo instante. Desta forma, uma fila subutilizada deveria dar priori-

dade para tarefas de clientes que chegaram primeiro. Em um esquema de controle

centralizado, as estações subutilizadas recebem tarefas de clientes que chegaram

por último, ao contrário do esquema de controle distribúıdo, onde prioridade pode

ser dada para tarefas mais antigas.

Para ilustrar a afirmação do parágrafo acima, suponha que existam duas

estações em paralelo (chamadas de A e B). Cada fila recebe uma fração do trabalho

dos clientes que chegam no sistema. Considere o cenário onde três clientes chegam

no sistema e a fila A termina sua fração do serviço antes que B termine a primeira

tarefa, veja a Figura 6.1(a) para referência. Em seguida, um quarto cliente chega

no sistema e três casos diferentes são considerados. No primeiro caso, dado pela

Figura 6.1(b), um sistema sem estratégia de balanceamento é considerado. No
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Figura 6.1: Diagrama de duas estações em paralelo. (a) Filas antes da chegada do
quarto cliente. (b) Um sistema sem estratégia de balanceamento. (c) Um sistema
com controle centralizado. (d) Um sistema com controle distribúıdo.

segundo caso, Figura 6.1(c), tem-se um sistema que utiliza um controle centralizado

que atribui à fila A as duas frações do trabalho do quarto cliente. No último caso,

Figura 6.1(d), é considerado um sistema com controle distribúıdo, onde cada tarefa

é atribúıda às filas correspondentes mas em seguida a fila A move um cliente da

fila B para tentar manter o sistema balanceado. Apesar dos dois sistemas com

controle balancear as filas, somente o controle distribúıdo pode dar prioridade

para trabalhos mais antigos.

Este controle distribúıdo corresponde aos sinais do tipo trigger, já que eles

movem um cliente de uma fila para a outra. Contudo, como mover tarefas entre

estações de processamento pode ser custoso, por causa do atraso na comunicação

entre as filas, ou no atraso no processamento (isto é, cada estação pode ser especi-

alizada na sua fração do trabalho, mas pode efetuar o trabalho de uma fila vizinha

sob um custo computacional maior), a questão de quando é o momento ideal para

mover uma tarefa entre as estações não é simples. E através da aproximação por

difusão é posśıvel tratar este problema como um de controle ótimo.

Um problema similar ao que é tratado aqui já foi estudado por alguns autores

na literatura sobre o nome de “resourse pooling” (veja por exemplo, (Harrison,

1998; Harrison e López, 1999; Williams, 1999; Bell e Williams, 2001; Kushner,
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2001)). Este problema consiste em atribuir tempo de processadores à diferentes

filas em paralelo. Geralmente nestes trabalhos, o processo de carga de trabalho é

considerado como um invariante no sistema, e um controle ótimo assimptótico é

buscado. A diferença principal entre os modelos é a introdução dos sinais triggers

que move cliente entre as filas ao invés de tratar o problema de atribuir tempo de

processador à filas diferentes.

6.1 Modelo de Filas

Como foi feito no caṕıtulo anterior, o modelo de filas considerado aqui será

do tipo Poisson com taxas dependentes do estado. Os clientes chegam no sistema

de uma mesma fonte externa e seus trabalhos são divididos entre as filas imedi-

atamente. Cada fração do trabalho de cada cliente é assumido possuir tempo de

serviço independente. Quando uma tarefa é terminada, a estação de onde ela saiu

pode enviar um sinal para uma outra estação. Será usada a interpretação de que a

tarefa foi “roteada” como um sinal para a outra estação de processamento. Como

discutido anteriormente, o sinal tem o efeito de mover uma tarefa da fila que recebe

o sinal para a fila que envia o sinal.

O modelo se restringe ao caso de somente duas filas em paralelo. Utilizando

este modelo simplificado, é posśıvel evitar complicações referentes às direções de

reflexão presentes nas quinas do espaço de estados não serem combinações lineares

positivas das direções nas faces adjacentes, como foi discutido no caṕıtulo anterior

(o qual deu a origem para a Condição 5.2.2(b)). Além disso, é importante men-

cionar que os métodos numéricos para encontrar controles ótimos para sistemas

contendo várias componentes (isto é, centenas ou milhares, como é o caso de sis-

temas de processamento paralelos modernos) é impraticável no ponto de vista de

custo computacional. Apesar de impor esta restrição no modelo teórico, na prá-

tica é posśıvel usar a estratégia ótima obtida para um modelo com duas filas em

um sistema com várias estações. A razão disto é que a decisão de mover tarefas

entre filas é sempre feita entre duas filas. Na Seção 6.3.1 será discutido com mais
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detalhes como isto pode ser feito.

Como feito anteriormente, é assumido que cada fila pode ter uma capacidade

máxima finita. Neste caso, uma tarefa só será movida através de um sinal se a

fila que receberá a tarefa possuir espaço suficiente dispońıvel. A capacidade de

cada fila é dada pela constante B̃i ∈ R>0 ∪ {∞}. Caso a fila contenha capacidade

ilimitada, B̃i ≡ ∞.

O processo que conta o número de cliente em cada fila é dado por

Xi(t)
4
= Xi(0) + E(t)−Di(t) + Ci(t)− Cj(t),

para i ∈ {1, 2}, i 6= j,

A(t)
4
= Na

(∫ t

0

Λa(X(s))ds

)
,

Si(t)
4
= Nd

i

(∫ t

0

Λd
i (X(s))ds

)
,

Di(t)
4
=

∫ t

0

I{Xi(s−) > 0}dSi(s),

E(t)
4
=

∫ t

0

I{Xi(s−) < B̃i, Xj(s−) < B̃j}dA(s),

Ci(t)
4
=

∫ t

0

Ici(s)I{Xj(s−) > 0, Xi(s−) < B̃i}dDi(s),

onde Nd
i e Na são processos de Poisson padrões, e Λa : R2

>0 → R>0 são funções

mensuráveis. O processo estocástico tomando valores Ici(t) denota a função indi-

cadora do evento que uma tarefa deixando a fila i no instante t é roteado para a

outra fila como um trigger.

Os processos E, Di e Ci são interpretados como o seguinte: E(t) denota o

número total de clientes que chegaram no sistema da fonte externa até o tempo t,

e Di(t) denota o número de tarefas completadas pela estação i até o tempo t. O

processo C1(t) (resp., C2(t)) denota o número total de tarefas que foram movidas

da fila 1 (resp., fila 2) para entrar na fila 2 (resp., fila 1) por causa de um sinal até

o tempo t.
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Seja a filtragem Ft a mı́nima σ-álgebra que mensura todos os processos des-

critos acima até o instante t. Seja também F rt a σ-álgebra definida como Ft mas

que não inclui qualquer decisão de roteamento no instante t.

Condição 6.1.1. Para i ∈ {1, 2}, suponha que:

(a) Os elementos aleatórias {Xi(0), Na, Nd
i ; i ∈ {1, 2}} são mutuamente inde-

pendentes;

(b) As funções Λa e Λd
i são mensuráveis e limitadas;

(c) E [Ici(t)| F rt ] = Qc
i(X(t−)), onde Qc

i : R2
+ → [0, 1] é uma função mensurá-

vel.

Como feito anteriormente, os processos de salto definidos acima tem uma

decomposição de martingale da seguinte forma: Ma = E − Ê e Md
i = Di − D̂i,

onde Ma e Md são Ft-martingales, e Ê, D̂i são processos Ft-previśıveis dados por

Ê(t) =

∫ t

0

I{Xi(s) < B̃i, Xj(s) < B̃j}Λa(X(s))ds,

D̂i(t) =

∫ t

0

I{Xi(s) > 0}Λd
i (X(s))ds.

Defina M c
i (t) =

∫ t
0

(Ici(s)−Qc
i(X(s−)) I{Xj(s−) > 0, Xi(s−) < B̃i}dDi(s).

Usando o mesmo argumento usado na Seção 5.1 tem-se que M c
i é um Ft-martingale.

Além disso, pode-se escrever o seguinte:

Ci(t) = M c
i (t) +

∫ t

0

Qc
i(X(s−))I{Xj(s−) > 0, Xi(s−) < B̃i}dDi(s)

= M c
i (t) +

∫ t

0

Qc
i(X(s−))I{Xj(s−) > 0, Xi(s−) < B̃i}dMd

i (s)

+

∫ t

0

Qc
i(X(s))I{Xi(s) > 0, Xj(s) > 0, Xi(s) < B̃i}Λd

i (X(s))ds.

Portanto, X possui a seguinte decomposição em semi-martingale: Xi(t) = Xi(0) +
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Bi(t) +Mi(t), onde

Bi(t) =

∫ t

0

I{Xi(s) < B̃i, Xj(s) < B̃j}Λa(X(s))− I{Xi(s) > 0}Λd
i (X(s))

+Qc
i(X(s))I{Xi(s) > 0, Xj(s) > 0, Xi(s) < B̃i}Λd

i (X(s))

−Qc
j(X(s))I{Xj(s) > 0, Xi(s) > 0, Xj(s) < B̃j}Λd

j (X(s))ds

Mi(t) = Ma −Md
i +M c

i (t) +

∫ t

0

Qc
i(X(s−))I{Xj(s−) > 0, Xi(s−) < B̃i}dMd

i (s)

−M c
j (t)−

∫ t

0

Qc
j(X(s−))I{Xi(s−) > 0, Xj(s−) < B̃j}dMd

j (s).

6.2 Limite em Regime de Tráfego Pesado

Seja {Xn} uma sequência de sistemas de filas como definido na seção anterior

para cada n ∈ N. Defina o processo escalonado xn como xn(t)
4
= Xn(t)/

√
n. Além

disso, sejam ma,n, md,n
i , e mc,n

i os martingales Ma,n, Md,n
i , e M c,n

i com o mesmo

escalonamento usando para xn. Assuma ainda que o tamanho da capacidade má-

xima de cada fila é dado por B̃n
i

4
=
√
nBi, para i ∈ {1, 2}, onde Bi é uma constante

positiva.

A seguinte condição precisa ser introduzida. Ela é equivalente à Condição

5.2.1 usada no caṕıtulo anterior.

Condição 6.2.1. Para o(·) uniforme em ξ ∈ RK, assuma que:

(a) Existem constantes ra, rdi ∈ (0,∞) e rci ∈ [0, 1), e funções limitadas e

cont́ınuas fa(·), fdi (·) e f ci (·), i = 1, 2, tais que para qualquer ξ ∈ R2
+

λa,n(ξ) = ra + fa(ξ)/
√
n+ o(1/

√
n),

λd,ni (ξ) = rdi + fdi (ξ)/
√
n+ o(1/

√
n),

qc,ni (ξ) = rci + f ci (ξ)/
√
n+ o(1/

√
n).

(b) ra + rdi r
c
i = rdi + rdj r

c
j, para i, j ∈ {1, 2}, onde i 6= j, que é a condição de

tráfego pesado.
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Neste modelo não é necessário introduzir condições sobre as direções de re-

flexão. Isso acontece pois o modelo contém somente duas filas e, portanto, satisfaz

automaticamente as condições necessárias quando as constantes ra e rdi são estri-

tamente positivas e rci é estritamente menor do que um, como é o caso aqui.

Teorema 6.2.2. Suponha que xn(0) ⇒ x(0). Além disso, assuma as Condições

6.1.1 e 6.2.1. Então {xn} é limitado em probabilidade e qualquer subsequência

convergente de {xn} tem como limite um processo que satisfaz:

x(t) = x(0) +

∫ t

0

b(x(s))ds+ w(t) + z(t), (6.1)

0 ≤ xi(t) ≤ Bi, se Bi <∞, e 0 ≤ xi(t) <∞, se Bi ≡ ∞, i ∈ {1, 2}, onde

bi(ξ) = fa(ξ)− fdi (ξ)(1− rci ) + rdi f
c
i (ξ)− rdj f cj (ξ)− rcjfdj (ξ),

wi(t) = wa(t)− wdi (t)(1− rci )− wci (t)− wcj(t)− rcjwdj (t),

para i, j ∈ {1, 2}, i 6= j. Os processos wa(·), wdi (·), e wci (·) são processos de

Wiener independentes com variâncias ra, rdi , e rci (1 − rci ), respectivamente. O

processo z(t)
4
= Rζ(t) é o processo de reflexão, onde

R
4
=

 1 1− rd1/ra −1− rc1rd1/ra −1 + rc2r
d
2/r

a

1− rd2/ra 1 −1 + rc1r
d
1/r

a −1− rc2rd2/ra

 ,

ζ(·) = (y1(·), y2(·), u1(·), u2(·))′, e yi(·) (resp., ui(·)) é não-decrescente, cont́ınuo, e

aumenta somente nos instante t tais que xi(t) = 0 (resp., xi(t) = Bi), além disso,

yi(0) = 0 e ui(0) = 0.

Demonstração. Sem perda de generalidade, suponha que Bi < ∞, i ∈ {1, 2}.

Como feito na prova do Teorema 5.2.3, o caso geral segue de forma análoga fazendo

√
n
∫ t

0
I{xni (s) = Bi}ds ≡ 0, caso Bi = ∞. Usando a decomposição do processo
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Xn pode-se escrever o seguinte:

xni (t) = xni (0) +
√
n

∫ t

0

bni (xn(s))ds+mn
i (t),

onde

√
n

∫ t

0

bni (xn(s))ds =
√
n

∫ t

0

I{xni (s) < Bi, x
n
j (s) < Bj}λa,n(xn(s))

− I{xni (s) > 0}λd,ni (xn(s)) + I{xni (x) > 0, xnj (s) > 0}

×
[
I{xni (s) < Bi}qc,ni (xn(s))λd,ni (xn(s))− I{xnj (s) < Bj}qc,nj (xn(s))λd,nj (xn(s))

]
ds

(6.2)

para i, j ∈ {1, 2}, i 6= j, e

mn
i (t) =ma,n −md,n

i

+mc,n
i (t) +

∫ t

0

qc,ni (xn(s−))I{xnj (s−) > 0, xni (s−) < Bi}dmd,n
i (s)

−mc,n
j (t)−

∫ t

0

qc,nj (xn(s−))I{xni (s−) > 0, xnj (s−) < Bj}dmd,n
j (s)

é um martingale. Defina os seguintes processos

yni (t)
4
=
√
n

∫ t

0

I{xni (s) = 0}ds,

uni (t)
4
=
√
n

∫ t

0

I{xni (s) = Bi}ds,

ynij(t)
4
=
√
n

∫ t

0

I{xni (s) = 0, xnj (s) = 0}ds,

unij(t)
4
=
√
n

∫ t

0

I{xni (s) = Bi, x
n
j (s) = Bj}ds,

wnij(t)
4
=
√
n

∫ t

0

I{xni (s) = Bi, x
n
j (s) = 0}ds.

Observe que yni (t) denota o tempo total (até o instante t) que o processo xn passa

na fronteira do espaço de estado ∂Gi
4
= {ξ ∈ R2 : ξi = 0}. De forma análoga, uni (t)

denota o tempo total (até o instante t) que o processo xn(·) passa na fronteira
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∂Gb
i

4
= {ξ ∈ R2 : ξi = Bi}. Os processos unij(t) = unji(t), y

n
ij(t) = ynji(t), e wnij(t),

para i 6= j, denotam o tempo total (até o tempo t) que o processo xn está em cada

quina do espaço de estado.

De forma similar ao que foi feito na prova do Teorema 5.2.3, reescreve-se a

Equação (6.2) usando a Condição 6.2.1 para obter o seguinte:

∫ t

0

fa(xn(s))− fdi (xn(s)) + rdi f
c
i (x

n(s)) + rcif
d
i (xn(s))− rcjfdj (xn(s))− rdj f cj (xn(s))ds

+ (rdi − rci rdi + rcjr
d
j )y

n
i (t) + (−rci rdi + rcjr

d
j )y

n
j (t) + (rci r

d
i − rcjrdj )ynij(t)

− (ra + rci r
d
i )u

n
i (t)− (ra − rcjrdj )unj (t) + raunij(t) + rci r

dwnij(t)− rcjrdjwnji(t)

+O(yni (t)/
√
n) +O(ynj (t)/

√
n) +O(uni (t)/

√
n) +O(unj (t)/

√
n) +

√
no(1/

√
n).

(6.3)

Para escrever a equação acima de forma mais compacta, seja

ζn(·) 4= (yn1 (·), yn2 (·), un1 (·), un2 (·))′,

e Mk ∈ R2×4, k ∈ {0, 1, 2, 3, 4}, definidos como M0
4
= (d0

1, d
0
2, d

0
3, d

0
4), M1

4
=

(d1
1, d

1
2, d

0
3, d

0
4), M2

4
= (d0

1, d
2
2, d

2
3, d

0
4), M3

4
= (d0

1, d
0
2, d

3
3, d

3
4), e M4

4
= (d4

1, d
0
2, d

0
3, d

4
4),

onde os vetores coluna dpq , p, q ∈ {1, 2, 3, 4} são dados por:

d0
1 = (rd1(1− rc1) + rc2r

d
2,−rc2rd2 + rc1r

d
1)′ d0

2 = (−rc1rd1 + rc2r
d
2, r

d
2(1− rc2) + rc1r

d
1)′

d0
3 = (−ra − rc1rd1,−ra + rc1r

d
1)′ d0

4 = (−ra + rc2r
d
2,−ra − rc2rd2)′

d1
1 = (rd1,−rc2rd2 + rc1r

d
1)′ d1

2 = (−rc1rd1 + rc2r
d
2, r

d
2)′

d2
2 = (−rc1rd1 + rc2r

d
2, r

d
2(1− rc2))′ d2

3 = (−ra,−ra + rc1r
d
1)′

d3
3 = (−rc1rd1,−ra + rc1r

d
1)′ d3

4 = (−ra + rc2r
d
2,−rc2rd2)′

d4
1 = (rd1(1− rc1),−rc2rd2 + rc1r

d
1)′ d4

2 = (−ra + rc2r
d
2,−ra)′.

Os termos presentes na Equação (6.3) relacionados com yi, yij, ui, uij, e wij, podem

ser escrito com notação matricial como
∫ t

0
M(xn(s))dζn(s) onde a função que toma
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valores matriciais M : R2 → R2×4 é definida como

M(ξ)
4
=



M1 se ξ1 = 0, ξ2 = 0

M2 se ξ1 = B1, ξ2 = 0

M3 se ξ1 = B1, ξ2 = B2

M4 se ξ1 = 0, ξ2 = B2

M0 caso contrário

Ignorando os termos O(·) e o(·) que convergem para o processo zero (como visto

na prova do Teorema 5.2.3), tem-se que

xn(t) = xn(0) +

∫ t

0

b(xn(s))ds+mn(t) + zn(t)

zn(t) =

∫ t

0

M(xn(s))ζn(s).

Como as constantes rdi e ra são estritamente positivas, e já que 0 ≤ rci < 1, pode-se

verifica que existem αp ∈ R2 \ {0}, tais que αpi ≥ 0, p ∈ {1, 2, 3, 4}, e

α1
1d

0
1 + α1

2d
0
2 = d1

1 + d1
2, α2

1d
0
2 + α2

2d
0
3 = d2

2 + d2
3

α3
1d

0
3 + α3

2d
0
4 = d3

3 + d3
4 α4

1d
0
1 + α4

2d
0
4 = d4

1 + d4
4.

Portanto, usando um argumento similar ao usado no Teorema 5.2.3, pode-se definir

ζ̄n(·) de tal forma que

zn(t) =

∫ t

0

M(xn(s))ζn(s) = M0ζ̄
n(t).

Além disso, usando as igualdades requeridas na condição do tráfego pesado, pode-

se reescrever zn na forma mais simples e conveniente, dada por zn(t) = Rζ̃n(t).

Para mostrar que mn
i é assintoticamente cont́ınuo, segue-se o roteiro usado

no Teorema 5.2.3 e computa-se os processos de Doob-Meyer associados à ma,n,
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md,n
i e mc,n

i , que são dados respectivamente por:

〈
ma,n

〉
(t) =

∫ t

0

I{xni (s) < Bi, x
n
j (s) < Bj}λa,n(xn(s))ds,

〈
md,n
i

〉
(t) =

∫ t

0

I{xni (s) > 0}λd,ni (xn(s))ds,

〈
mc,n
i

〉
(t) =

∫ t

0

(1− qc,ni (xn(s)))qc,ni (xn(s))I{xni (s) > 0, xnj (s) > 0, xni (s) < Bi}

× λd,ni (xn(s))ds. (6.4)

Além disso,
〈
ma,md

i

〉
=
〈
ma,mc

i

〉
=
〈
md
i ,m

c
j

〉
= 0, para i, j ∈ {1, 2}, pelos

mesmos argumentos usados no Teorema 5.2.3. Pode-se então usar o Teorema

B.1.12 juntamente com o fato de λa(·), λdi (·) e qci (·) serem limitados, e que os

termos de martingale terem saltos do tamanho 1/
√
n para mostrar que eles são

assintoticamente cont́ınuos.

O Teorema A.2.3 pode ser usado agora para mostrar que {zn} é limitado em

probabilidade, onde a condição A.1.14 é satisfeita sob a hipótese estabelecida na

Condição 6.2.1(a) para as constantes ra, rdi , e rci . Observe que qualquer subsequên-

cia convergente de {zn} tem como limite fraco o processo z(·) 4= Rζ(·), onde ζ é

definido no enunciado. Além disso, observe que {yni /
√
n} e {uni /

√
n} convergem

fracamente para o processo zero e, portanto, as funções indicadoras em (6.4) po-

dem ser descartadas sem alteração no limite, e usando a Condição 6.2.1(a), tem-se

que

∫ t

0

qc,ni (xn(s−))I{xnj (s−) > 0, xni (s−) < Bi}dmd,n
i (s) = rcim

d
i (s)

modulo um erro negligenciável que converge para o processo zero a medida que

n → ∞. Para mostrar que qualquer limite no sentido fraco de mn
i é dado por wi,

o Teorema B.1.12 pode ser usado novamente.

Observação 6.2.3. As condições sobre as funções fa, f ci , e fdi podem ser relaxadas

de forma análoga ao que foi feito nos Teoremas 5.2.4 e 5.2.5,

128



6.3 Aplicação: Sistemas de Busca na Internet

Sistemas de busca na Internet são aqueles que indexam o conteúdo de pági-

nas encontradas na World Wide Web e que podem ser usados para buscar śıtios de

interesse. Alguns exemplos comerciais destes sistemas são: Google, Yahoo, MSN

Live Search, entre outros. De acordo com (Barroso et al., 2003), estes sistemas são

tipicamente implementadas em clusters de computadores em paralelo para con-

seguir processar todas as buscas que o sistema recebe. O processamento em um

destes sistemas é geralmente dividido em duas partes principais. A primeira parte,

como descrito por (Gonçalves et al., 2007b) e (Barroso et al., 2003), consiste em re-

colher os documentos relacionados à busca dos bancos de dados. A segunda parte,

consiste em ordenar estes documentos de forma relevante para exibi-los ao usuário.

A primeira fase deste processamento é muito custosa computacionalmente e por

isso este processo é feito em paralelo. Cada estação do cluster de computadores

recebe uma fração do banco de dados. Quando uma busca chega no sistema, cada

estação de processamento é responsável por fazer uma busca local na sua fração

do banco de dados. A resposta ao usuário é dada somente quando cada estação de

processamento termina sua busca local. Como foi observado por (Gonçalves et al.,

2007b), mesmo quando o cluster de computadores é homogêneo, existe desbalan-

ceamento entre as estações, contribuindo para aumentar o atraso na resposta ao

usuário.

Considere a seguinte estratégia para reduzir o desbalanceamento: suponha

que cada estação em paralelo tenha mais de uma fração da coleção de documentos.

Por exemplo, uma estação pode ter acesso à sua fração do banco de dados e à fração

de uma estação vizinha. Então, se esta estação estiver subutilizada e a vizinha

estiver sobrecarregara, a estação subutilizada pode pegar uma tarefa da estação

sobrecarregada para adiantar a resposta para o usuário. No caso considerado aqui,

supõe-se que todas as estações tenham acesso à todas as frações da coleção de

documentos.

Como estes sistemas são do tipo fork-join e operam em processamento para-
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lelo, o modelo de filas descrito nas seções anteriores pode ser usado neste problema.

Além disso, estes sistemas de busca geralmente operam sobre uma forte demanda,

justificando a hipótese da aproximação, que requer que o sistema opere sobre trá-

fego pesado. A aproximação será usada para encontrar o melhor momento para

mover tarefas entre as estações.

6.3.1 Simulação Computacional

Para testar e validar os controles obtidos e estabelecer comparações, foi ne-

cessário construir uma simulação de um sistema de busca onde as estratégias de

balanceamento pudessem ser facilmente implementadas. Esta simulação foi cons-

trúıda a partir das observações e dados coletados por (Gonçalves et al., 2007a) em

um sistema de busca na Internet.

Para construir esta simulação, foi assumido que o tempo entre a chegada de

clientes é distribúıdo exponencialmente, como foi observado por (Gonçalves et al.,

2007a). Seguindo ainda o modelo apresentado em (Gonçalves et al., 2007a), o

tempo de serviço é dividido em dois casos: no primeiro caso, o servidor (ou a

estação de processamento) tem que acessar o disco, e no segundo caso, o servidor

consegue obter as informações necessárias da memória. Nos dois casos, o tempo

de serviço é exponencialmente distribúıdo. Desta forma, com probabilidade h,

o serviço será exponencialmente distribúıdo com média md, quando o servidor

precisar acessar o disco, e exponencialmente distribúıdo com média mc quando o

processador encontrar a informação na memória.

Dos dados coletados por (Gonçalves et al., 2007a) para um sistema (pequeno)

de 8 servidores homogêneos em paralelo, tem-se que h = 0.17, md = 38.12ms e

mc = 9.20ms.

Como o modelo constrúıdo aqui se limita a um sistema com apenas duas

filas, a poĺıtica de movimentação de tarefas entre processadores é implementada

da seguinte forma em um sistema com mais de dois processadores: quando uma

tarefa é terminada em um processador, a maior fila no sistema é encontrada (isto é,
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a fila com o maior número de tarefas à serem trabalhadas). Em seguida, o controle

é usado para decidir se uma tarefa deve ser movida da maior fila para a fila que

acabou de terminar a sua tarefa. Caso a decisão seja de mover a tarefa, então a

tarefa mais antiga no sistema, que não esteja sendo processada, é movida.

Para fazer a simulação mais realista, cada tarefa movida terá sempre a dis-

tribuição de serviço do primeiro tipo, isto é, o servidor terá que acessar o disco e

a distribuição será exponencial com média md. Como o banco de dados da tarefa

que foi movida é diferente da que o processador utiliza, é muito improvável que

exista informação dispońıvel em cache.

A simulação computa o tempo de resposta do sistema depois de entrar em

regime estacionário. Para isto, a simulação é executada até 104 clientes serem

atendidos e após disso as médias começam a ser computadas. O programa termina

depois de 5× 104 clientes serem atendidos. O intervalo de 95% t-confiança para as

médias também é calculado durante a simulação (veja (Gross e Harris, 1998)).

6.3.2 Aplicação do Modelo Teórico

Suponha que a taxa de chegada de clientes seja constante. Isto é,

Λa(
√
nξ)

4
= λa(ξ) = λ

onde λ é uma constante positiva. A taxa de serviço também é constante e dada

por Λd(
√
nξ)

4
= λd(ξ) = µi. A aproximação é usada escolhendo um n grande, onde

bni
4
=
√
n(µi − λ) seja relativamente “pequeno”. Observe que pode-se escrever o

seguinte:

λd(ξ) = µi = λ+ bi/
√
n.

Além disso, a poĺıtica de roteamento será dada por:

Qc
i(
√
nξ)

4
= qci (ξ) = f ci (ξ)/

√
n,
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Figura 6.2: Gráfico da função de distribuição cumulativa exponencial e hiper-
exponencial

onde a função f ci : R2
≥0 → [0, 1] será escolhida mais tarde.

Portanto, o processo x é dado por

dx(t) =

 −bn1 + λ [f c1(x(t))− f c2(x(t))]

−bn2 + λ [f c2(x(t))− f c1(x(t))]

 dt+

 2λ λ

λ 2λ


1/2

dw(t)

+

 1 0 −1 −1

0 1 −1 −1

 dζ(t), (6.5)

É importante mencionar uma pequena discrepância entre modelo e aplicação.

O modelo desenvolvido assume tempo de serviço exponencial. Contudo, observe

que na aplicação, o tempo de serviço é na verdade hiper-exponencial, já que o

serviço é dividido em duas partes (a que acessa o disco, e a que obtém as informa-

ções da memória). Apesar disso, se escolhermos a taxa µi para ser definida como

µi
4
= 1/(h · mc + (1 − h) · md), onde as constantes h, mc, e md foram definidas

no caṕıtulo anterior, esta discrepância se torna mais aceitável pois as a diferença

entre as distribuições é pequena, como mostra a Figura 6.2.

Nos experimentos feitos aqui, foi utilizado n = 100.
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6.3.3 Formulação do Problema de Controle Ótimo

A função custo que será utilizada para encontrar a melhor poĺıtica de balan-

ceamento será o seguinte:

W (x0, f
c) = Efc

x0

[∫ ∞
0

e−βt(|x1(t)− x2(t)|+
∑
i=1,2

ηif
c
i (x(t)))dt

]
,

onde η1 e η2 são constantes dependentes do sistema, x = (x1, x2)′ é a equação

que descreve o sistema dada pela Equação (6.5), e x(0) = x0 é a condição inicial.

Portanto, procura-se uma solução do seguinte problema:

 encontar f ∗ ∈ U que minimiza o custo

V (x0, f
∗) = inff∈UW (x0, f),

onde U é o conjunto de controles de realimentação admisśıveis do tipo: f = (f1, f2)′

e fi : R2
+ → [0, 1], i = 1, 2.

Para calcular o controle ótimo numericamente, foi utilizado o método da ca-

deia de Markov aproximada (Kushner e Dupuis, 1992) (utilizando a implementação

feita por Jarvis, veja (Jarvis e Kushner, 1996)). O parâmetro de discretização usado

foi de 1/
√
n, que é sugerido em (Kushner et al., 1995). Além disso, foi escolhido

β = 0.001, η1 = η2
4
= η, onde a constante η será escolhida mais tarde.

Para utilizar o método da cadeia de Markov, foi necessário estipular uma

capacidade máxima para cada fila. Foram escolhidos os seguintes valores Bi = 5,

para i ∈ {1, 2}. Estes valores não interferem no resultado final e poderiam ser

maiores, ou menores (desde que ainda não interferissem na escolha do controle

ótimo).

6.3.4 Resultados Numéricos

Em primeiro lugar, é importante validar a simulação implementada contra

dados obtidos de um sistema de busca real para poder servir de fato como uma

plataforma para testes. Neste sentido, o cenário dado em (Gonçalves et al., 2007a)

133



foi considerado, isto é, um sistema de busca com 8 servidores idênticos com tempo

de serviço dado pelas constantes da Seção 6.3.1. O tempo de resposta da simulação

foi calculado para taxas de entradas diferentes, e o resultado é dado pela Figura

6.3(a). Também foi calculado o limite superior e inferior usados em (Gonçalves

et al., 2007a), dados abaixo, respectivamente,

U =
H8 ·m
1− ρ L =

m

1− ρ,

onde m
4
= h · mc + (1 − h) · md, ρ é a intensidade de tráfego, e Hp é o número∑p

i=1 1/i. Todos estes valores são dados pela Figura 6.3(a). Estes mesmos cálculos

foram feitos para o sistema de busca de (Gonçalves et al., 2007a). A simulação

usada aqui reflete bem o mesmo comportamento observado no sistema real.

Neste ponto, a simulação será usada para ajudar a escolher o parâmetro η,

que é a constante relacionada ao custo de mover uma tarefa de uma fila à outra.

Para isso, foram escolhidos vários valores de η e o controle ótimo foi computado

para cada escolha. Neste processo, foi usado a uma taxa de entrada de 28 buscas

(ou perguntas) por segundo. Em seguida, o controle foi aplicado na simulação

e o tempo de resposta médio do sistema computado. A Tabela 6.1 contém os

resultados obtidos. Como a escolha de η = 15 gerou o menor tempo de resposta

médio, este valor será usado no resto do caṕıtulo.

A Tabela 6.1 também contém a curva de chaveamento do controle ótimo.

Se o processo X estiver acima desta curva, o controle é aplicado, caso contrário

ele não é aplicado. Por exemplo, para η = 15, se o número de clientes na fila 2

(dado por X2) satisfazer X1 − 5 > X2, quando comparado ao número de tarefas

na fila 1, uma tarefa poderá sem movida da fila 1 para a fila 2 com probabilidade

1/
√
n = 0.1. Desta forma, quando uma tarefa deixar a fila 2, ela moverá uma

tarefa da fila 1 somente se X1 − 5 > X2, com probabilidade 0.1. As curvas de

chaveamento estão na Figura 6.3(b) para as diferentes escolhas de η. É importante

mencionar que estas curvas são regressões lineares aproximadas das curvas obtidas

como solução do problema de controle ótimo. Como exemplo, as regiões do espaço
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Figura 6.3: (a) Gráfico do tempo de resposta do sistema simulado para taxas de
entradas variadas (o intervalo de 95% t-confiança para simulação também está
presente no gráfico). (b) Curvas de chaveamento para o controle ótimo f c,∗2 para
valores variados de η ∈ {1, 5, 10, 15, 20, 25} (o espaço de estado mostrado na figura
está escalonado por 1/

√
100).
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de estado onde cada controle é aplicado é dado pela Figura 6.4(a), para o caso de

η = 15.

Tabela 6.1: Tabela mostrando o tempo de resposta médio obtido da simulação
para um sistema com controle ótimo calculado usando deferentes valores para o
parâmetro η na função de custo.

η Tempo Médio de Resposta 95% t-confiança Curva de Switching
1 0.629651 0.012978 X1 − 1 > X2

5 0.601555 0.009725 X1 − 2 > X2

10 0.599692 0.011384 X1 − 4 > X2

15 0.593476 0.007581 X1 − 5 > X2

20 0.600476 0.008314 X1 − 6 > X2

25 0.614856 0.007030 X1 − 8 > X2

O tempo de resposta do sistema sem controle comparado com o controle

ótimo para diferentes taxas de chegada λ é dado pela Figura 6.4(b). Observe que,

a medida que as taxas de chegada aumentam (isto é, a medida que o sistema apro-

xima tráfego pesado), o tempo de resposta para o sistema com controle aproxima

do limite inferior L (dado pela Figura 6.3(a)) e, por outro lado, o tempo de resposta

para o sistema sem controle aproxima do limite superior U .

Para estabelecer uma base de comparação, suponha a seguinte poĺıtica de

controle: mover uma tarefa da fila i para a fila j com probabilidade 1 se Xi−1.0 >

Xj. Este controle reflete a idéia geral que deve-se mover uma tarefa se ela está

em uma fila maior (ignorando o cliente em serviço). Esta poĺıtica será chamada

de SIB (Switch If Bigger). Para comparar o ganho entre tempo de resposta de

sistemas diferentes, será calculado o ganho relativo de um sistema em relação ao

outro com o seguinte cálculo:

R(a,b) =
a− b
a
· 100%,

onde R(a, b) é o ganho da quantidade b em relação à quantidade a. A Figura 6.5(a)

tem o ganho relativo do sistema usando o controle ótimo em relação ao sistema

usando o controle SIB. Observe que para valores de taxas de chegada menores, o

sistema com controle SIB é melhor. Contudo, a medida que o sistema aproxima do
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Figura 6.4: (a) Região do espaço de estado (escalonado) onde cada controle age.
Controle 1 e 2 são referentes à f c1 e f c2 , respectivamente. As regiões são dadas
aproximadamente por R1 = {x ∈ R2

+ : x1 + 0.5 > x2} e R2 = {x ∈ R2
+ : x1− 0.5 <

x2}. A linha azul atravessando o meio do espaço de estado é a linha x1 = x2. (b) O
gráfico do tempo de resposta do sistema calculado usando a simulação com valores
variados de taxa de chegada para o sistema com controle e o sistema sem controle
(o intervalo de 95% t-confiança para simulação também está presente no gráfico)
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regime de tráfego pesado, o sistema usando o controle ótimo é melhor, com ganho

relativo acima de 80% para o caso de taxa de chegada de 28 perguntas/segundo. A

Figura 6.5(a) também mostra o ganho relativo do sistema usando o controle ótimo

em relação ao sistema sem controle. Observe que neste caso o ganho é próximo do

50% quando a taxa de entrada está em 28 perguntas/segundo.

A Figura 6.5(b) contém o ganho relativo do sistema usando o controle ótimo

em relação ao sistema sem controle para variados números de servidores em paralelo

e taxa de entrada fixa em 28 perguntas/segundo. Observe que não há perda de

ganho a medida que o número de servidores aumenta, sugerindo que esta estratégia

pode ser aplicada em sistemas com um grande número de servidores em paralelo.

Suponha agora que 4 novos servidores mais rápidos sejam adicionados ao

sistema composto de 8 servidores. Para estes novos servidores, seja h = 0.17,

md = 30.0ms, e mc = 7.0ms. A poĺıtica ótima de balanceamento para este novo

sistema heterogêneo será computada. Quando a decisão de balanceamento é feita

entre dois servidores com a mesma velocidade de processamento, o controle ótimo

para o sistema homogêneo é usado. Quando a decisão de balanceamento é feita

entre dois servidores com velocidade de processamento diferente, será usado o

controle para o sistema heterogêneo.

A poĺıtica ótima para este sistema heterogêneo com taxa de chegada dada

por 28 perguntas/segundo, é a seguinte: se a fila 2 é mais rápida, move-se uma

tarefa da fila 1 com probabilidade 0.1 se 1.34 · X1 − 2 > X2; caso contrário, se a

fila 2 é mais lenta, move-se uma tarefa da fila 1 para a fila 2 com probabilidade 0.1

se 0.71 ·X1− 10.9 > X2. A Figura 6.6(a) tem as regiões do espaço de estado onde

cada controle age.

O tempo de resposta do sistema usando o controle heterogêneo e o sistema

sem controle é dado pela Figura 6.6(b). Observe que a medida que o sistema

aproxima tráfego pesado, a diferença entre o tempo de resposta entre o sistema

com controle e o sistema sem controle se torna muito grande. Isto é explicado

pelo fato que os servidores mais lentos se tornam um gargalo para o sistema sem
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Figura 6.5: (a) Ganho relativo do sistema com controle em relação ao (w.r.t) sis-
tema sem controle e o sistema usando o controle SIB. (b) Ganho relativo do sistema
com controle em relação ao sistema sem controle variando o número de estações
em paralelo com taxa de entrada fixa em 28 perguntas/segundo (o intervalo de
95% t-confiança para simulação também está presente no gráfico).
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Figura 6.6: (a) Região do estado de espaço (escalonado por 1/
√
n) onde cada

controle ótimo age. Os controles 1 e 2 são referentes às funções f c1 e f c2 , respectiva-
mente. As regiões são aproximadamente dadas por R1 = {x ∈ R2

+ : 1.34x1 + 0.2 >
x2} e R2 = {x ∈ R2

+ : 1.34x1− 1.6 < x2}. A linha azul que cruza o espaço de esta-
dos é a linha x1 = x2. Neste gráfico, a fila 2 é mais rápida que a fila 1. (b) Gráfico
do tempo de resposta do sistema com diferentes valores para a taxa de chegada
para o sistema com controle e sem controle. (o intervalo de 95% t-confiança para
a simulação também está presente no gráfico).
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controle para taxas de chegada acima de 28 perguntas/segundo. O mesmo não

acontece com o sistema com controle já que os servidores mais rápidos ajudam

reduzir o congestionamento movendo clientes dos servidores mais lentos.

A Figura 6.7(a) tem o ganho do tempo de resposta do sistema com controle

em relação ao sistema sem controle. Além disso, o ganho do sistema usando o

controle ótimo em relação ao sistema usando o controle SIB e o sistema usando

somente o controle homogêneo também é mostrado na Figura 6.7(a). Novamente,

quando o sistema está próximo de uma situação de tráfego pesado, o controle ótimo

é melhor do que o controle SIB. Observe também que o sistema usando o controle

ótimo tem ganho sobre o sistema usando somente o controle para sistemas homo-

gêneos. A Figura 6.7(b) mostra o ganho em tempo de resposta do sistema com

controle sobre o sistema sem controle para taxa de entrada fixa em 28 pergun-

tas/segundo e com número de servidores aumentando. Neste caso, para facilitar o

experimento, metade dos servidores são do tipo “rápido” e metade do tipo “lento”

(ou original). Como pode-se ver, não há redução do ganho, sugerindo que esta

estratégia pode ser usada em sistemas com um número grande de servidores em

paralelo.
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Figura 6.7: (a) Ganho relativo do sistema com controle em relação ao sistema sem
controle, com o controle SIB, e usando somente o controle para sistemas hetero-
gêneos. (b) Ganho relativo do sistema com controle em relação ao sistema sem
controle variando o número de servidores no sistema com taxa de entrada fixa em
28 perguntas/segundo (o intervalo de 95% t-confiança também está presente no
gráfico).
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Caṕıtulo 7

Uma Estrutura Unificante para Redes

com Sinais

Neste caṕıtulo, uma forma mais geral de descrever sistemas de filas com si-

nais será introduzida. A partir desta generalização, será posśıvel ampliar o modelo

para atender uma classe maior de problemas. O foco desta abordagem será de

caracterizar o sistema de interesse como um sistema composto por certas quan-

tidades que sofrem o efeito de trocas (ou transformações) estocásticas entre elas.

Para atingir tal objetivo, uma representação do sistema através de redes de Petri

estocásticas será adotado. O conteúdo deste caṕıtulo é referente ao trabalho (Leite

e Fragoso, 2009).

Redes de Petri (Petri, 1962) são modelos baseados em grafos de sistemas

de comunicação tais como os que possuem caracteŕısticas de serem concorrentes,

asśıncronos, e distribúıdos (Murata, 1989). O objetivo principal das redes de Petri é

estudar propriedades qualitativas destes sistemas que podem ser detectadas através

deste formalismo, que incluem: deadlocks, ciclos, estados alcançáveis, entre outras

(Reisig, 1985; Petri, 1996; Murata, 1989). Além do ganho em entendimento teórico,

redes de Petri também trazem consigo uma representação gráfica que facilita a

aplicação da teoria na prática. Dentre as primeiras aplicações destes modelos se

destacam as seguintes: desenvolvimento de protocolos de comunicação e avaliação

de performance de sistemas computacionais (Murata, 1989).

A idéia de introduzir o tempo na descrição destes modelos veio mais tarde
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com Ramchandani em (Ramchandani, 1973), e com ela veio também a idéia de

estudar a dinâmica de tais sistemas. Nestes modelos, cada transição que troca o

estado do sistema acontece em intervalos fixos de tempo. As redes de Petri estocás-

ticas são extensões naturais destes modelos, onde o tempo entre as transições são

dadas por variáveis aleatórias. As redes de Petri estocásticas foram introduzidas

por Symons em (Symons, 1980), Natkin em (Natkin, 1980), e Molloy em (Molloy,

1981, 1982). Em todas suas formas diferentes, as redes de Petri tem sido larga-

mente utilizadas em várias áreas tais como: análise de performance de sistemas

computacionais, sistemas distribúıdos, e mais recentemente, modelagem de redes

biológicas (moleculares) (alguns exemplos da literatura incluem (Hardy e Robil-

lard, 2008; Chen et al., 2007; Chaouiya, 2007; Wilkinson, 2006; Hardy e Robillard,

2004; Pinney et al., 2003)).

Redes de Petri têm várias similaridades com sistemas de filas. De fato, se

conceitos relacionados diretamente a problemas de filas não forem importantes,

como por exemplo, ordem de processamento, disciplina da fila, e tempo de perma-

nência de clientes, pode-se interpretar estes sistemas simplesmente como sistemas

compostos por “caixas” contendo uma certa quantidade de alguma coisa (clientes

no caso de filas) e transições que fazem trocas destas quantidades nestas caixas.

Por exemplo, pode-se descrever uma fila única com o formalismo das redes de Petri,

e até mesmo duas filas em sequência. Contudo, um aspecto importante de redes de

filas que não pode ser modelado com redes de Petri é o roteamento, que estabelece

um certo grau de correlação entre as transições com efeitos diferentes da rede. Para

tratar este problema de representação, uma nova classe de redes de Petri estocás-

tica é introduzida aqui. Nesta classe, considera-se redes de Petri estocásticas onde

existe um número contável de posśıveis efeitos de cada transição, que é escolhida

de forma aleatória. Com esta generalização, pode-se descrever todas as redes de

filas do tipo de Jackson, e até descrever as redes de Gelenbe (G-networks), com

sinais do tipo “cliente negativo” e “triggers”.

Para manter o modelo em um caráter abstrato, será usado uma notação

144



similar a usada em reações qúımicas. Por exemplo, uma rede de filas composta

por duas filas em sequência será descrita pelas quantidades Q1 e Q2 e as transições

estocásticas A, D, e T . Estas transições têm o seguinte efeito no sistema:

∅ A−→ Q1

Q2
D−→ ∅

Q1
T−→ Q2,

que são interpretadas como a chegada de um cliente de uma fonte externa (onde

∅ denota essa fonte externa) na fila 1 (Q1), a sáıda de clientes da fila 2 (Q2) por

serviço, e a sáıda de clientes da fila 1 por serviço que são enviados para a fila

2, respectivamente. Esta descrição também permite a representação de filas com

sinais. Por exemplo, pode-se pensar nas seguintes transições:

Q1 +Q2
Ta−→ ∅,

Q1 +Q2
Tb−→ Q3.

A transição Ta consome uma quantidade do tipo Q1 e uma do tipo Q2. Esta

transição pode ser interpretada como um “cliente negativo” que sai da fila 1 (Q1)

e remove um cliente da fila 2 (Q2). De forma similar, a transição Tb pode ser

interpretada como o efeito de um “trigger”, onde um cliente na fila 1 (Q1) move

um cliente da fila 2 (Q2) para a fila 3 (Q3). Além disso, um sistema com roteamento

pode ser representado da seguinte forma,

Q1 +Q2
T−→

 Q3 (com probabilidade p)

Q4 (com probabilidade q),

onde p+ q = 1. Neste caso o efeito da transição T no sistema pode produzir uma

quantidade do tipo Q3 com probabilidade p e uma quantidade do tipo Q4 com

probabilidade q.
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O objetivo principal desta abordagem é obter um modelo geral o bastante

para que sua aproximação por difusão possa ser aplicada diretamente em vários

problemas. Para construir tal aproximação, será usada a mesma descrição que vem

sendo usada nos caṕıtulos anteriores. Isto é, será considerado um modelo onde o

tempo de transições é exponencialmente distribúıdo e possui taxas dependentes

do estado. Além disso a probabilidade de cada efeito de uma transição ocorrer

também será dependente do estado.

O caṕıtulo é organizado da seguinte forma: na Seção 7.1, será feita uma

breve revisão sobre redes de Petri. Em seguida, na Seção 7.2, será desenvolvida

a aproximação por tráfego pesado das redes de Petri estocásticas. Na Seção 7.3,

a aproximação para redes de Petri estocástica com transições que possuem efeito

aleatório no sistema será introduzida. E na última seção, alguns exemplos práticos

serão estudados para ilustrar o uso do modelo.

7.1 Redes de Petri

Redes de Petri são descritas por um conjunto de nós, transições, e arcos dire-

cionados. Cada nó possui uma marca que indica a quantidade de itens presentes.

Por exemplo, marcas podem representar o número de clientes em um sistema de

filas, ou o número de moléculas em um certo tipo de rede bioqúımica. Cada arco

dirigido liga uma transição a um nó, ou um nó a uma transição. Quando uma

transição é disparada, itens pertencentes aos nós que estão ligados a esta transi-

ção podem ser movidos. Um arco dirigido que liga um nó a uma transição indica

que os itens contidos neste nó são necessários para que a transição ocorra. Arcos

ligando transições aos nós indicam que estes nós recebem itens como o efeito das

transições. O número de itens que são movidos são dados pelos pesos associados a

cada arco. Uma transição somente pode ser disparada quando cada nó necessário

para a transição possuir uma marca maior ou igual ao peso do arco.

No exemplo da Figura 7.1, tem-se três nós p1, p2, e p3 que possuem marcas 3,

4, e 2, respectivamente, antes da execução da transição t1. A transição t1 precisa
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Figura 7.1: Representação gráfica de uma rede de Petri. (a) Os ćırculos em preto
dentro dos nós representam item antes da execução da transição t1. (b) Os ćırculos
em preto indicam a marca da rede após a execução da transição t1. No estado
presente da rede, a transição t1 não pode ser disparada novamente já que não
existem itens suficientes no nó p2.

de um item de p1 e três de p2 para produzir dois itens de p3. De forma alternativa,

o sistema pode ser representado na forma simplificada

p1 + 3p2
t1−→ 2p3,

como discutido no inicio do caṕıtulo.

Chama-se um nó p de nó de entrada da transição t se existir um arco dire-

cionado saindo de p e chegando à t. De forma similar, chama-se p de um nó de

sáıda de t se existir um arco direcionado saindo de t e indo ao p. Por exemplo, na

Figura 7.1, os nós p1 e p2 são nós de entrada para a transição t1, e p3 é um nó de

sáıda.

Formalmente, uma rede de Petri é definida como um grafo bipartite, direci-

onado, e com pesos. Isto é,

Definição 7.1.1. (Murata, 1989) Uma rede de Petri é a qúıntupla (P, T, F,W,M0)

onde:

P = {p1, ..., pu}, u ∈ N, é um conjunto finito de nós,

T = {t1, ..., tv}, v ∈ N, é um conjunto finito de transições,

F ⊆ (P × T ) ∪ (T × P ) é um conjunto de arcos direcionados,
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W : F → N é uma função de peso,

M0 : P → N0 é a marca do sistema.

onde P ∩ T = ∅.

Seja X0 ∈ Nu o vetor dado por (X0)i
4
= M0(pi), para i ∈ {1, . . . , u}. Seja

também Pre ∈ Nv×u a matriz constrúıda com os pesos dos arcos ligando os nós

às transições, isto é, (Pre)ij
4
= W (pj, ti), para (i, j) ∈ {1, . . . , v} × {1, . . . , u}. De

forma similar, seja Post ∈ Nv×u a matriz constrúıda com os pesos dos arcos ligando

as transições aos nós, isto é (Post)ij
4
= W (ti, pj), para (i, j) ∈ {1, ..., v}×{1, ..., u}.

A proposição abaixo é um resultado elementar e bem conhecido das redes de Petri

e que será usado neste caṕıtulo.

Proposição 7.1.2. Seja r ∈ {0, 1}v um vetor indicando o conjunto de transições

que serão disparadas (isto é, se ri = 1 então a transição ti será disparada, caso

contrário ri = 0). Seja X0 o vetor contendo a marca inicial do sistema. Suponha

que existam itens suficientes nos nós de entrada para as transições serem dispara-

das. Então a nova marca, dada por X, do sistema após a execução das transições

dadas por r satisfaz:

X = X0 + A′r,

onde A = Post− Pre.

Para maiores detalhes sobre rede de Petri, veja por exemplo o livro (Reisig,

1985).

7.2 Redes de Petri Estocásticas

Uma rede de Petri estocástica é definida como acima exceto que cada transi-

ção possui um peŕıodo aleatório de execução (Marsan, 1990; Marsan et al., 1984).

Suponha que T (t) é um vetor aleatório tomando valores em Nv
0 onde cada com-

ponente Ti(t), i ∈ {1, ..., v}, conta o número de execuções da transição ti até o
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instante t. Desta forma, pode-se escrever a marca do sistema em qualquer instante

t ∈ R≥0 como:

X(t) = X(0) + A′T (t),

onde X(0) é a marca inicial do sistema e a matriz A é definida como na Proposição

7.1.2. A capacidade máxima de itens que um nó pode guardar será dada por

B̃i ∈ R>0 ∪ {∞}, i ∈ {1, ..., u}. Observe que é permitido que um nó i possua um

número infinito de itens, neste caso B̃i ≡ ∞.

Geralmente, ao trabalhar com redes de Petri, uma transição somente pode

ser disparada se existir itens suficientes nos nós de entrada e espaço suficiente nos

nós de sáıda para os novos itens criados. Contudo, este tipo de comportamento

não representa bem todo tipo de cenário desejado. Por exemplo, considere uma

transição dada por

Q1 +Q2
t1−→ Q3,

que representa o efeito de um “trigger” em uma rede de Gelenbe. Isto é, a fila 1

(Q1) envia um sinal para a fila 2 (Q2) para mover um cliente para a fila 3 (Q3).

Neste caso, se não existirem itens em Q2, a transição será disparada, removendo um

cliente de Q1 mas não criando nenhum item novo em Q3, já que não haverá itens

em Q2 para serem movidos. Para considerar todos os casos posśıveis, os conjuntos

Eki, Fki ⊆ {1, . . . , u} são definidos para cada k ∈ {1, . . . , v} e i ∈ {1, . . . , u} como:

Eki
4
= {́ındices dos nós que, quando vazios, impedem o efeito da transição k de

mudar o estado do nó i } e Fki
4
= { ı́ndices dos nós que, quando cheios, impedem o

efeito da transição k de mudar o estado do nó i }. No exemplo acima, tem-se que

E11 = {1}, F11 = ∅,

E12 = {1, 2}, F12 = ∅,

E13 = {1, 2}, e F13 = {3}.
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Para garantir que o número de itens de um nó será positivo, assume-se que

i ∈ Eki se i é um nó de entrada para a transição tk, isto é, (Pre)ki > 0. Além

disso, se i é um nó de sáıda para a transição tk, isto é, (Post)ki > 0, assume-se que

i ∈ Fki. Desta forma, o número de itens de um nó não excederá sua capacidade

máxima.

Desta forma, escreve-se a marca do sistema em qualquer instante de tempo

t ≥ 0 como:

X(t) = X(0) +

∫ t

0

A′(X(s−))dT (s), (7.1)

onde

Aki(ξ)
4
= AkiI{ξj ≥ (Pre)kj, para j ∈ Eki, e ξj ≤ B̃j − (Post)kj, para j ∈ Fki},

(7.2)

para cada ξ ∈ Ru.

A idéia de backlogging será adotada aqui para evitar uma dificuldade técnica

na representação das direções de reflexão no limite. Esta dificuldade é a mesma

discutida no ińıcio do Caṕıtulo 5 e ilustrado pela Figura 5.2. Backlogging consiste

em permitir que uma transição seja disparada mesmo quando não existam itens

suficientes nos nós de entrada ou não exista espaço nos nós de sáıda. Ou seja,

uma transição somente deixa de ser disparada por falta de itens se um dos nós de

entrada desta transição possuir um número de itens igual ou menor do que zero.

De forma análoga, uma transição será impedida de disparar por falta de espaço

nos nós de sáıda se ao menos um deles estiver com uma marca maior ou igual que

sua capacidade máxima. Portanto, estes nós poderão conter “temporariamente”

mais itens do que o máximo permitido. Em termos práticos, isto significa que A

será dado por

Aki(ξ)
4
= AkiI{ξj > 0, para j ∈ Eki, e ξj < B̃j, para j ∈ Fki},
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para ξ ∈ Ru, ao invés de usar a definição dada pela Equação 7.2. Backlogging já

foi usado em aproximações de tráfego pesado para sistemas de manufatura, veja

a Seção 7.1 de (Kushner, 2001) e as referências contidas lá. Esta simplificação do

problema não é ideal, mas como será adotado o escalonamento usual em X, o nú-

mero de marcas temporariamente negativas ou que excedem a capacidade máxima

dos nós será pequeno para n grande. Portanto, a discrepância entre o modelo e o

problema f́ısico não serão grandes. Além disso, é importante ressaltar que backlog-

ging somente é necessário nos casos onde uma transição pode movimentar mais de

um item do mesmo nó, caso contrário, o modelo não é alterado.

O processo T será dado por

Tk(t)
4
= Nk

(∫ t

0

Λk(X(s))ds

)
,

onde Nk é um processo de Poisson padrão (i.e., com taxa igual a 1), para cada

k ∈ {1, . . . , v}. Além disso, as seguintes condições precisam ser introduzidas:

Condição 7.2.1.

(a) Os elementos aleatórios {Xi(0), Nk; i ∈ {1, . . . , u}, k ∈ {1, . . . , v}} são

mutuamente independentes.

(b) As funções Λk : Ru → R≥0 são mensuráveis e limitada.

De forma análoga ao que foi feito nos caṕıtulos anteriores, usa-se o Lema

B.2.3 e o Teorema B.2.2 para decompor Tk em um martingale Ft-mensurável e um

processo Ft-previśıvel:

Tk(t) = Mk(t) +

∫ t

0

Λk(X(s))ds,

onde Mk é o martingale. Portanto, pode-se escrever X em notação vetorial como:

X(t) = X(0) +

∫ t

0

A′(X(s−))dM(s) +

∫ t

0

A′(X(s))Λ(X(s))ds,
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onde M
4
= (M1, . . . ,Mv)

′ e Λ(·) 4= (Λ1(·), . . . ,Λv(·))′.

Defina, para cada conjunto S ⊆ {1, . . . , 2u}, o seguinte:

Iik(S)
4
=

 1 se S ∩ (Eki ∪ {u+ Fki}) 6= ∅

0 caso contrário,

para cada k ∈ {1, . . . , v} e i ∈ {1, . . . , u}. Além disso, seja o conjunto

Ẽ(ξ)
4
= I{i ∈ {1, . . . , 2u}|ξi ≤ 0, para i ≤ u, ou ξi−u ≥ B̃i−u, para i > u},

para cada ξ ∈ Ru. Então, observe que

A′ik(ξ) = A′ik − A′ikIik(Ẽ(ξ)),

e, portanto, pode-se escrever

X(t) = X(0) +

∫ t

0

A′(X(s−))dM(s) + A′
∫ t

0

Λ(X(s))ds

−
∫ t

0

R(Ẽ(X(s)))Λ(X(s))ds, (7.3)

ondeRik(S)
4
= A′ikIik(S). Desta forma, X foi decomposto em um termo de martin-

gale, que dará origem ao processo de Wiener no limite, um termo que dará origem

ao termo de deriva, e o último termo que está associado ao processo de reflexão,

que mantem X preso no espaço de estados.

7.2.1 Limite em Regime de Tráfego Pesado

Seja a sequência de filas indexadas pelo parâmetro n, dada por {Xn}, onde

para cada n, Xn é definido como na Equação (7.1) e a matriz A é independente do

parâmetro n (ou seja, a topologia da rede permanece constante). Suponha também

que a capacidade máxima de um nó i presente na rede é dado por B̃n
i

4
=
√
nBi,

onde Bi ∈ R>0 ∪ {∞} é independente do parâmetro n.

152



Agora pode-se definir o processo escalonado da forma usual:

xn(t)
4
= Xn(nt)/

√
n, (7.4)

e usando a decomposição dada pela Equação (7.3), escreve-se o seguinte:

xn(t) = xn(0) +

∫ t

0

A′(xn(s−))dmn(s) +
√
nA′

∫ t

0

λ(xn(s))ds

−√n
∫ t

0

R(Ẽ(xn(s)))λn(xn(s))ds, (7.5)

onde, como feito nos caṕıtulos anteriores, mn(t)
4
= Mn(nt)/

√
n, λnk(ξ)

4
= Λn

k(
√
nξ),

e xn(0)
4
= Xn(0)/

√
n, para ξ ∈ Ru

≥0 e t ∈ R≥0. Além disso, Ẽ é redefinido

como Ẽ(ξ)
4
= {i ∈ {1, . . . , 2u}|ξi ≤ 0, se i ≤ u, ou ξi−u ≥ Bi−u, se i > u} e

Aki(ξ)
4
= AkiI{ξj > 0, para j ∈ Eki, e ξj < Bj, para j ∈ Fki}, onde a única

mudança está na troca de B̃i por Bi.

Será necessário definir o espaço de estados G onde o processo limite tomará

valores. Para isso, seja para cada i ∈ {1, . . . , u}, o seguinte:

Gi
4
= {ξ ∈ Ru|ξi ≥ 0},

e para cada i ∈ {u+ 1, . . . , 2u} tal que Bi−u <∞, defina o seguinte:

Gi
4
= {ξ ∈ Ru|ξi−u ≤ Bi−u}.

Defina o conjunto de ı́ndices F
4
= {{1}, . . . , {u}} ∪ {{i + u}|i ∈ {1, . . . , u} e Bi <

∞}. Então G
4
= ∩{i}∈FGi. Defina também E

4
= {K ⊂ {1, . . . , 2u}| ∩k∈K ∂Gk 6=

∅ e |K| ≥ 2}, que contém os conjuntos de ı́ndices correspondentes as “quinas”

e “arestas” do espaço de estado. Além disso, será necessário definir o seguinte:

∂̃Gi
4
= {ξ ∈ Ru|ξi ≤ 0} para i ∈ {1, . . . , u} e ∂̃Gi

4
= {ξ ∈ Ru|ξi−u ≥ Bi−u} para

i ∈ {u+ 1, . . . , 2u} tal que Bi−u <∞.

Na condição que será dada abaixo, seja γ(S)
4
= −R(S)r, para cada conjunto
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S ⊆ {1, . . . , 2u}, onde r ∈ Rv
≥0 será definido abaixo. Além disso, seja

D(ξ)
4
= {γ(S)|S 6= ∅ e S é um subconjunto de E(ξ)}, (7.6)

para cada ξ ∈ Rn, onde E(ξ)
4
= {i ∈ {1, . . . , 2u}|ξi = 0, se i ≤ u, ou ξi−u =

Bi−u, se i > u}. Será visto na prova do teorema abaixo que para cada ponto na

fronteira ξ ∈ ∂G o conjunto D(ξ) representa as direções de reflexão que aparecem

no ponto ξ.

Condição 7.2.2. Para o(·) uniforme em ξ ∈ Ru, assume-se que:

(a) λn(ξ) = r + f(ξ)/
√
n + o(1/

√
n), onde r ∈ Rv

≥0, fk : Ru → R são funções

cont́ınuas e limitadas quando restritas ao G, para k ∈ {1, . . . , v}.

(b) A′r = 0, que é a condição do tráfego pesado.

(c) Para cada ξ ∈ ∂G, existe um ν ∈ Cone{ni, i ∈ E(ξ)} tal que ν ′d > 0 para

todo d ∈ D(ξ), onde ni é o vetor normal aparecendo na face de ∂Gi.

O item (a) da condição acima é a mesma condição que já foi adotada nos caṕı-

tulos anteriores. O item (b) é a condição de tráfego pesado, que diz que a taxa com

que itens são introduzidos nos nós é próxima da taxa com que itens são retirados

destes nós. A última condição é uma generalização da condição “completamente-

S” que foi usada no Caṕıtulo 5, que é exatamente a mesma condição dada pela

Condição A.1.12.

Teorema 7.2.3. Assuma que xn(0) converge fracamente para x(0) e as Condições

7.2.1 e 7.2.2. Então {Ψn} é limitado em probabilidade, onde

Ψn(·) 4= (xn(·),mn(·), zn(·)),

e zn(·) 4= √n
∫ ·

0
γ(Ẽ(xn(s)))ds. Tome qualquer subsequência convergente de {Ψn}

e denote seu limite no sentido fraco por Ψ(·) 4= (x(·),m(·), z(·)). Além disso, seja

Gt a mı́nima σ-álgebra que mensura {x(0),m(s), z(s); s ≤ t}. Então, para t ≥ 0,
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Ψ(·) satisfaz:

x(t) = x(0) + A′
∫ t

0

f(x(s))ds+ A′m(t) + z(t) (7.7)

onde x(t) ∈ G, para todo t ≥ 0, m é um processo de Wiener tomando valores em

Rv e Gt-adaptado com matriz de covariância dada por E [m(1)m(1)′] = diag (r). O

processo z é o processo de reflexão, onde

z(t) =
∑
e∈F∪E

γ(e)ζe(t),

ζe é cont́ınuo, não-decrescente, ζe(0) = 0, e somente aumenta nos instantes t tais

que x(t) ∈ ∩i∈e∂Gi.

Demonstração. Suponha primeiramente que f é limitada em todo o espaço Ru.

Usando a decomposição dada pela Equação (7.5) com as Condições 7.2.2(a) e

7.2.2(b), pode-se escrever xn como:

xn(t) =xn(0) +

∫ t

0

A′(xn(s−))dmn(s) +
√
nA′rt+

∫ t

0

[
A′ −R(Ẽ(xn(s)))

]
f(xn(s))ds

−√n
∫ t

0

R(Ẽ(xn(s)))rds+
√
no(1/

√
n)

=xn(0) +

∫ t

0

A′(xn(s−))dmn(s) +

∫ t

0

[
A′ −R(Ẽ(xn(s)))

]
f(xn(s))ds

+
√
n

∫ t

0

γ(Ẽ(xn(s)))ds+
√
no(1/

√
n).

O Teorema A.2.3 será usado para mostrar que {zn} é limitada em probabilidade.

Para isso, precisa-se mostrar que

ψn(·) 4=
∫ ·

0

A′(xn(s−))dmn(s) +

∫ ·
0

[
A′ −R(Ẽ(xn(s)))

]
f(xn(s))ds

é assintoticamente cont́ınuo. Primeiramente, usa-se o critério dado pela Proposição

B.1.5 para mostrar que o processo tomando valores
∫ t

0

[
A′ −R(Ẽ(xn(s)))

]
f(xn(s))ds

é limitado em probabilidade. De fato, como f é limitada, para qualquer sequência
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{φn} de processos com funções amostras càdlàg, existe um K > 0 tal que

lim
δ→0

lim sup
n

P
(

sup
t≤T

sup
s≤δ

∣∣∣∣∫ t+s

t

[
A′ −R(Ẽ(xn(s)))

]
f(xn(s))ds

∣∣∣∣ ≥ ν

)
≤ lim

δ→0
P (Kδ ≥ ν) = 0,

para qualquer constante ν > 0, e T > 0.

Observe que os martingales mn
k possuem o seguinte processo de Doob-Meyer

associado:

〈
mn
k

〉
(t) =

∫ t

0

λnk(xn(s))ds, (7.8)

que pode ser verificado com o uso do resultado dado pelo Teorema B.2.4. Além

disso, tem-se que
〈
mn
k ,m

n
j

〉
= 0, para k 6= j, já que os instantes de salto de mn

k

e mn
j são distintos com probabilidade um. Como λn é limitado, tem-se que {mn}

é assintoticamente cont́ınua pelo Teorema B.1.12. Usando o critério do Teorema

2.5.6 de (Kushner, 2001) na página 70, e a inequação

E

[(∫ τ+δ

τ

A′ik(xn(s−))dmn(s)

)2
]
≤ (A′ik)

2E
[∫ τ+δ

τ

λnk(xn(s))ds

]
+ εn,

onde τ é um tempo de parada limitado, δ > 0, e εn → 0 a medida que n → ∞,

pode-se verificar que o processo que toma valores
∫ t

0
A′(xn(s−))dmn(s) é limitado

em probabilidade. Já que o tamanho dos saltos de mn são da ordem de 1/
√
n, o

processo também é assintoticamente cont́ınuo.

Neste ponto, o termo zn(·) será reescrito. Observe que pode-se escrever o
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seguinte:

zn(t)
4
=
√
n

∫ t

0

γ(Ẽ(xn(s)))ds

=
∑
{l}∈F

√
n

∫ t

0

γ(Ẽ(xn(s)))I{xn(s) ∈ ∂̃l, e xn(s) 6∈ ∂̃j para j 6= l}ds

+
∑
e∈E

√
n

∫ t

0

γ(Ẽ(xn(s)))I{xn(s) ∈ ∩i∈e∂̃i, e xn(s) 6∈ ∂̃j para j 6∈ e}ds.

Como γ(Ẽ(xn(s))) é constante dentro destas integrais, pode-se escrever

√
n

∫ t

0

γ(Ẽ(xn(s)))ds =
∑
{l}∈F

γ({l})ζn{l}(t) +
∑
e∈E

γ(e)ζne (t),

onde ζnS (t)
4
=
√
n
∫ t

0
I{xn(s) ∈ ∩i∈S ∂̃i, e xn(s) 6∈ ∂̃j para j 6∈ S}ds, para qualquer

conjunto S ∈ F ∪ E.

Para qualquer e ∈ E, seja Ge
4
= {ξ ∈ Ru : n′eξ ≥ −

∑
i∈e,i>uBi−u}, onde o

vetor normal ne é dado por

(ne)i
4
=


1 se i ∈ e

−1 se i+ u ∈ e

0 caso contrário,

para i ∈ {1, . . . , u}. Observe que o espaço de estados G pode ser escrito como

G = ∩{i}∈FGi ∩e∈E Ge,

onde os vetores γ(e), e ∈ E, podem ser interpretados como sendo direções de

reflexão na face de {ξ ∈ Ru : n′eξ = −∑i∈e,i>uBi−u}. Desta forma, o Teorema

A.2.3 pode ser usado para mostrar que {zn} é limitado em probabilidade. Além

disso, pode-se verificar que qualquer subsequência fracamente convergente de {zn}
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converge para z que satisfaz:

z(t) =
∑
{l}∈F

γ({l})ζ{l}(t) +
∑
e∈E

γ(e)ζe(t) =
∑
e∈F∪E

γ(e)ζe(t),

onde ζe são cont́ınuos, não-decrescentes, ζe(0) = 0, e aumentam somente nos ins-

tantes t tais que x(t) ∈ ∩i∈e∂i.

Como {xn(0)}, {ψn} e {zn} são limitados em probabilidade, a sequência {xn}

também é, e pela continuidade quase certamente das funções amostras, tem-se que

{xn(0),mn, zn, xn} é limitado em probabilidade. Agora resta caracterizar o limite

no sentido fraco.

Como f é limitado, verifica-se que

∣∣∣∣∫ t

0

R(Ẽ(xn(s)))f(xn(s))ds

∣∣∣∣ ≤ K
∑
e∈F∪E

ζe(t)/
√
n,

onde K é uma constante positiva. Como {ζne } é limitado em probabilidade, o

processo tomando valores
∫ t

0
R(Ẽ(xn(s)))f(xn(s))ds converge fracamente para o

processo “zero”. Além disso, pela continuidade de f , tem-se que se φn ⇒ φ então∫ t
0
A′f(φn(s))ds⇒

∫ t
0
A′f(φ(s))ds.

Observe também que para qualquer t ≥ 0:

E

[(∫ t

0

A′ikIik(Ẽ(xn(s)))dmn(s)

)2
]
≤ (A′ik)

2E
[∫ t

0

Iik(Ẽ(xn(s)))λn(xn(s))ds

]
+ εn,

onde o termo do lado direito converge para zero a medida que n→∞, já que {ζe}

é limitado em probabilidade. Agora o Teorema B.1.12 pode ser aplicado junto com

o fato de mn = (mn
1 , . . . ,m

n
v )′ possuir descontinuidades na ordem de 1/

√
n e com

a Condição 7.2.2(a) para obter o resultado desejado.

Agora suponha que fk, k ∈ {1, . . . , v}, é limitado quando restrito ao G,

mas pode ser ilimitado próximo das fronteiras. Pela definição de xn, e tendo

em mente a discussão sobre backlogging na seção anterior, se xn(t) 6∈ G então

dist(xn(t), G) ≤ C/
√
n, onde C = maxji |Aij| − 1. Então, pode-se usar a técnica
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de truncagem da mesma forma como foi usada na prova do Teorema 5.2.5 para

chegar ao resultado.

O teorema abaixo simplifica consideravelmente a representação do processo

de reflexão z para os casos onde a difusão não é degenerada (i.e., o processo de

Wiener associado possui matriz de covariância definida positiva).

Teorema 7.2.4. Considere as hipótesis usadas no Teorema 7.2.3 e suponha ainda

que a matriz Σ
4
= A′diag (r)A é positiva definida. Então o limite no sentido fraco

de Ψn (definido como no Teorema 7.2.3) satisfaz:

x(t) = x(0) + A′m(t) + A′
∫ t

0

f(x(s))ds+
2u∑
i=1

γ({i})ζi(t),

onde m é definido como no Teorema 7.2.3, ζi são cont́ınuos, não-decrescentes,

ζi(0) = 0, e aumentam somente nos instantes t tais que x(t) ∈ ∂Gi.

Demonstração. Este resultado segue com a aplicação do Teorema A.3.5 que afirma

que para cada t > 0:

ζS(t) =

∫ t

0

I{x(s) ∈ ∩i∈S∂Gi}dζS(s) = 0 q.c.,

para S ∈ E. Então pode-se simplificar o termo de reflexão da seguinte forma:

z(t) =
2u∑
i=1

γ({i})ζi(t).

Observação 7.2.5. As condições sobre as funções fk, k ∈ {1, . . . , v}, podem ser

relaxadas de forma análoga ao que foi feito nos Teoremas 5.2.4 e 5.2.5.

7.3 Redes de Petri Estocásticas com Transições Aleatórias

Para considerar uma classe mais geral de redes de Petri que podem repre-

sentar completamente o roteamento presente em sistemas de filas, introduz-se uma
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rede de Petri onde o efeito de cada transição é aleatório. Por exemplo, suponha as

seguintes transições:

p1 + 3p2
t1−→ 2p3 (com probabilidade q1)

2p1 + 2p2
t1−→ 2p3 (com probabilidade q2)

2p1 + 3p2
t1−→ 2p3 + p4 (com probabilidade q3),

onde q1+q2+q3 ≤ 1, p1, p2, p3 e p4 são nós de uma rede de Petri e t1 é uma transição.

Cada uma destas possibilidades é chamada de posśıvel efeito da transição tk.

Suponha que para cada k ∈ {1, . . . , v} existam ck ∈ N posśıveis efeitos

da transição tk. Seja Prek ∈ Nck×u a matriz constrúıda com os pesos dos arcos

ligando nós com a transição tk, para todo efeito posśıvel. Isto é, para (i, j) ∈

{1, . . . , ck} × {1, . . . , u}, (Prek)ij é o número de itens removidos do nó pj quando

a transição tk é disparada sob o efeito i. De forma análoga, defina Postk ∈ Nck×u

como a matriz constrúıda com os pesos de arcos ligando a transição tk com os

nós para todo o efeito posśıvel. Novamente, para (i, j) ∈ {1, . . . , ck} × {1, . . . , u},

(Postk)ij é o número de itens recebidos pelo nó pj quando a transição tk é disparada

sob o efeito i. Então defina Ak
4
= Postk − Prek.

De forma análoga ao caso anterior, define-se os conjuntos Ekij
4
= { ı́ndices

dos nós que, quando vazios, impedem o efeito i da transição k de mudar o estado

do nó j } e Fkij
4
= { ı́ndices dos nós que, quando cheios, impedem o efeito i da

transição k de mudar o estado do nó j }.

Desta vez, define-se o processo Tk(t) como sendo um vetor aleatório tomando

valores em Nck onde cada componente Tki(t), i ∈ {1, . . . , ck}, conta o número

de vezes que a transição tk foi disparada sob o efeito i até o instante t ∈ R≥0.

Formalmente, define-se

Tk(t)
4
=

∫ t

0

Ik(s)dNk(s), e Nk(t) 4= Nk

(∫ t

0

Λ(X(s))ds

)
,

onde Nk é um processo de Poisson, e Iki, para i ∈ {1, . . . , ck}, são funções indicado-
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ras Ft-adaptadas de eventos disjuntos tais que
∑ck

i=1 Iki(t) ≤ 1, para todo t ∈ R≥0

e k ∈ {1, . . . , v}.

Seja a matriz Ak(ξ) definida como segue, para cada k ∈ {1, . . . , v} e ξ ∈ RK :

(Ak)ij(ξ)
4
= (Ak)ijI{ξl > 0, para l ∈ Ekij, e ξl < B̃, para l ∈ Fkij}.

Portanto, o sistema é dado por

X(t) = X(0) +
v∑
k=1

∫ t

0

A′k(X(s−))dTk(s).

Considere as seguintes condições:

Condição 7.3.1.

(a) As funções Λk : Ru → R≥0 são mensuráveis e limitadas superiormente.

(b) Os elementos aleatórios {X(0), Nk, Ik
4
= (Ik1, ..., Ikck)

′; k ∈ {1, . . . , v}} são

mutuamente independentes.

(c) E [Iki(t)| F rt ] = Qki(X(t−)), onde Qki : Ru → [0, 1] é uma função mensu-

rável e F rt é a mı́nima σ-álgebra que mensura todos os processos definidos

acima até o instante t exceto Ik(t).

Defina

MQ
ki(t)

4
=

∫ t

0

(Iki(s)−Qki(X(s−))) dNk(s). (7.9)

Pode-se verificar queMQ
ki é um Ft-martingale usando os mesmos argumentos usados

no Caṕıtulo 5, ou seja, observando que se sl denota o instante do l-ésimo salto de

Nk após o tempo s, então E
[
Iki(sl)−Qki(X(sl−))| F rsl

]
= 0. Portanto, pode-se

escrever o seguinte:

Tki(t) = MQ
ki(t) +

∫ t

0

Qki(X(s−))dNk(s)

= MQ
ki(t) +

∫ t

0

Qki(X(s−))dMk(s) +

∫ t

0

Qki(X(s))Λk(X(s))ds,
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onde foi usado o Teorema de decomposição B.2.2 em conjunto como o Lema B.2.3.

Portanto, pode-se escrever a equação do sistema como:

X(t) =X(0) +
v∑
k=1

∫ t

0

A′k(X(s−))dMQ
k +

∫ t

0

A′k(X(s−))Qk(X(s−))dMk(s)

+

∫ t

0

A′k(X(s))Qk(X(s))Λk(X(s))ds. (7.10)

De forma análoga ao que foi feito anteriormente, define-se o seguinte para cada

conjunto S ⊆ {1, . . . , 2u}:

(Ik)ji(S) =

 1 se S ∩ (Ekij ∪ {u+ Fkij}) 6= ∅

0 caso contrário,

para cada k ∈ {1, . . . , v}, i ∈ {1, . . . , ck}, e j ∈ {1, . . . , u}. Portanto, é posśıvel

escrever:

X(t) =X(0) +
v∑
k=1

∫ t

0

A′k(X(s−))dMQ
k (s) +

∫ t

0

A′k(X(s−))Qk(X(s−))dMk(s)

+ A′k

∫ t

0

Qk(X(s))Λk(X(s))ds−
∫ t

0

Rk(Ẽ(X(s)))Qk(X(s))Λk(X(s))ds,

onde (Rk)ji(·) 4= (A′k)ji(Ik)ji(·).

7.3.1 Limite em Regime de Tráfego Pesado

Suponha a sequência {Xn}, onde para cada n ∈ N as matrizes Ak e as

constantes ck são fixas, para cada k ∈ {1, . . . , v}. Seja o escalonamento xn(t)
4
=

Xn(nt)/
√
n, então pode-se escrever a expansão dada pela Equação (7.10) como:

xn(t) = xn(0) +
v∑
k=1

[∫ t

0

A′k(xn(s−))dmQ,n
k (s) +

∫ t

0

A′k(xn(s−))qnk (xn(s−))dmn
k(s)

+
√
nA′k

∫ t

0

qnk (xn(s))λnk(xn(s))ds −√n
∫ t

0

Rk(Ẽ(xn(s)))qnk (xn(s))λnk(xn(s))ds

]
,

162



onde mQ,n
ki (t)

4
= MQ,n

ki (nt)/
√
n, mn

ki(t)
4
= Mn

ki(nt)/
√
n, xn(0)

4
= Xn(0)/

√
n, λnk(ξ)

4
=

Λn
k(
√
nξ) e qnki(ξ)

4
= Qn

ki(
√
nξ), para ξ ∈ Ru, t ∈ R≥0, e i ∈ {1, . . . , ck}. Da mesma

forma como foi feito na Seção 7.2.1, redefini-se Ak e Ẽ para que possuam Bi em

suas respectivas definições ao invés de B̄i.

Defina o seguinte vetor γ(S)
4
= −∑v

k=1Rk(S)pkrk, onde pk e rk serão defi-

nidos abaixo, e considere as seguintes condições:

Condição 7.3.2. Para o(·) uniforme em ξ ∈ Ru, assume-se que

(a) λn(ξ) = r+f(ξ)/
√
n+o(1/

√
n), onde r ∈ Rv

≥0, fk : Ru → R são cont́ınuas

e limitadas quando restritas ao G, para k ∈ {1, . . . , v}.

(b) qnk (ξ) = pk + gk(ξ)/
√
n + o(1/

√
n), onde pk ∈ Rck

≥0 e gki : Ru → R, para

k ∈ {1, . . . , v} e i ∈ {1, . . . , ck}, são funções cont́ınuas.

(c)
∑v

k=1 A
′
kpkrk = 0, que é a condição do tráfego pesado.

(d) Para cada ξ ∈ ∂G, existe um ν ∈ Cone{ni, i ∈ E(ξ)} tal que ν ′d > 0 para

todo d ∈ D(ξ), onde D(ξ) é definido como na Equação (7.6).

As condições acima têm a mesma interpretação das que foram introduzidas

na Seção 7.2.1, com somente a adição da Condição 7.3.2(b) que diz como a depen-

dência de estado é introduzida para a probabilidade com que cada efeito de uma

transição ocorre.

Teorema 7.3.3. Assuma que xn(0) converge fracamente para x(0) e as Condições

7.3.1 e 7.3.2. Então {Ψn} é limitada em probabilidade onde

Ψn(·) 4= (xn(·),mQ,n(·),mn(·), zn(·)),

mQ,n 4
= (mQ,n

1 , . . . ,mQ,n
v )′, mn 4

= (mn
1 , . . . ,m

n
v )′, e zn(·) 4= √n

∫ ·
0
γ(Ẽ(xn(·)))ds.

Tome uma sequência fracamente convergente e denote seu limite fraco por Ψ(·) 4=

(x(·),mQ(·),m(·), z(·)). Além disso, seja Gt a mı́nima σ-álgebra que mensura
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{x(0),mQ(s),m(s), z(s); s ≤ t}. Então, para t ≥ 0, Ψ(·) satisfaz:

x(t) = x(0) +
v∑
k=1

A′k

[
mQ
k (t) + pkmk(t) +

∫ t

0

gk(x(s))rk + pkfk(x(s))ds

]
+ z(t)

(7.11)

onde x(t) ∈ G, mQ
k é um processo de Wiener Gt-mensurável, tomando valores em

Rck , e com matriz de covariância dada por E
[
mQ
k (1)mQ

k (1)′
]

= Σkrk, onde

(Σk)ij
4
=

 (1− pki)pki if i = j

−pkipkj if i 6= j,

para cada k ∈ {1, . . . , v}, e m é um processo de Wiener Gt-mensurável, tomando

valores em Rv, independente de mQ
k , para k ∈ {1, . . . , v}, e com matriz de cova-

riância dada por E [m(1)m(1)′] = diag (r). O processo z é o processo de reflexão,

onde

z(t) =
∑
e∈F∪E

γ(e)ζe(t)

ζe são cont́ınuos, não-decrescentes, ζe(0) = 0, e aumentam somente nos instantes

t tais que x(t) ∈ ∩i∈e∂Gi.

Demonstração. Suponha que fk é limitado em todo o Ru para cada k ∈ {1, . . . , v},

caso contrário pode-se usar o argumento de truncagem como foi discutido na prova

do Teorema 7.2.3. Primeiramente será mostrado que {mQ,n
k } é limitado em proba-

bilidade. Novamente, isto é feito computando o processo de Doob-Meyer associado,

que é dado por

〈
mQ,n
k

〉
(t) =

∫ t

0

Σ̃n
k(xn(s))λk(x

n(s))ds,

usando o Lema B.2.5, onde (Σ̃n
k)ij(ξ) = δijq

n
ki(ξ)−qnki(ξ)qnkj(ξ), para i, j ∈ {1, . . . , v},

ξ ∈ Ru, e δij = 1 se i = j e 0 caso contrário. Como λn e qn são limitados e usando
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o Teorema B.1.12, tem-se que {mQ,n
k } é limitada em probabilidade. Além disso,

já que mQ,n
k possui descontinuidades da ordem de 1/

√
n, o processo é assintotica-

mente cont́ınuo. Usando os mesmos argumentos dados na prova do Lema B.2.5,

em conjunto com a Condição 7.3.1(c) (como foi feito na prova do Teorema 5.2.3),

verifica-se que
〈
mQ,n
ki ,m

n
k

〉
= 0. Observe também que

〈
mQ,n
ki ,m

Q,n
lj

〉
= 0 para l 6= k

já que os instantes dos saltos de mQ,n
ki e mQ,n

lj são distintos com probabilidade um.

Usando os mesmos argumentos do Teorema 7.2.3, tem-se que

〈
mn
k

〉
(t) =

∫ t

0

λnk(xn(s))ds

e
〈
mn
k ,m

n
l

〉
= 0 para k 6= l. Além disso, {mn

k} é assintoticamente cont́ınua.

Observe que pode-se escrever para cada k ∈ {1, . . . , v}

v∑
k=1

√
n

∫ t

0

(
A′k −Rk(Ẽ(xn(s)))

)
qnk (xn(s))λnk(xn(s))ds

=
v∑
k=1

[√
nA′kpkrkt−

√
n

∫ t

0

Rk(Ẽ(xn(s)))pkrkds

+

∫ t

0

(
A′k −Rk(Ẽ(xn(s)))

)
(gk(x

n(s)rk + pkfk(x
n(s))) ds+

√
no(1/

√
n)

]
=
√
n

∫ t

0

γ(Ẽ(xn(s)))ds+
v∑
k=1

∫ t

0

(
A′k −Rk(Ẽ(xn(s)))

)
× (gk(x

n(s)rk + pkfk(x
n(s))) ds+

√
no(1/

√
n). (7.12)

Portanto, usando o mesmo argumento usado na prova do Teorema 7.2.3, mostra-se

que {zn} é limitado em probabilidade, onde qualquer limite no sentido fraco de zn

é dado por z. Além disso, é posśıvel mostrar que

v∑
k=1

∫ t

0

(
A′k −Rk(Ẽ(xn(s)))

)
(gk(x

n(s))rk + pkfk(x
n(s))) ds+

√
no(1/

√
n)

converge fracamente para o processo tomando valores

v∑
k=1

∫ t

0

A′k (gk(x
n(s))rk + pkfk(x

n(s))) ds.
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Pode-se obter a caracterização do limite no sentido fraco de mn
k usando os

argumentos do Teorema 7.2.3. Além disso, a caracterização do limite de mQ,n
k como

mQ
k é obtido usando as Condições 7.3.2(a) e (b) e o Teorema B.1.12.

O teorema abaixo é equivalente ao Teorema 7.2.4 para o modelo considerado

nesta seção. O resultado simplifica a caracterização do processo z, removendo as

direções de reflexão que aparecem nas “quinas” e “arestas” do espaço de estado.

Teorema 7.3.4. Considere as hipóteses usadas no Teorema 7.3.3 e suponha ainda

que a matriz Σ
4
=
∑v

k=1 rkA
′
kdiag (pk)Ak é positiva definida. Então o limite de

{Ψn} (definido no Teorema 7.3.3) satisfaz

x(t) = x(0) + w(t) +
v∑
k=1

∫ t

0

gk(x(s))rk + pkfk(x(s))ds+
2u∑
i=1

γ({i})ζi(t),

onde w é um processo de Wiener Ru-valorado e Gt-mensurável com matriz de cova-

riância dada por Σ (onde Gt é a mı́nima σ-álgebra que mensura {x(0), w(s), z(s); s ≤

t}) e ζi são cont́ınuos, não-decrescentes, ζi(0) = 0, e aumentam somente nos ins-

tantes t tais que x(t) ∈ ∂Gi.

Demonstração. A simplificação da representação do processo de reflexão segue os

mesmos argumentos usados no Teorema 7.2.4. Além disso, pode-se trocar o pro-

cesso de Wiener dado pela Equação (7.11) pelo que está dado na equação limite

acima. Apenas observe que a matriz de covariância Σ =
∑v

k=1 rkA
′
k(Σk + pkp

′
k)Ak

é simplificada para
∑v

k=1 rkA
′
kdiag (pk)Ak pois Σk + pkp

′
k = diag (pk).

Observação 7.3.5. O resultado dos Teoremas 5.2.4 e 5.2.5 podem ser aplicado

no modelo desta seção. Seguindo as idéias do Teorema 5.2.4, permite-se des-

continuidades em gk, para k ∈ {1, . . . , v}, se for estabelecido que as funções

φ(·) 7→
∫ ·

0
gk(φ(s))ds são cont́ınuas de D(Ru; 0,∞) a D(R; 0,∞) com probabili-

dade um em relação a medida induzida por qualquer limite no sentido fraco de

xn.

166



7.4 Experimentos Numéricos

Nesta seção serão apresentados alguns problemas práticos, além daqueles já

apresentados nos Caṕıtulos 5 e 6, que ilustram a aplicação da aproximação por

tráfego pesado desenvolvida aqui.

7.4.1 O Modelo de Predador-Presa de Lotka-Volterra

O modelo de presa-predador usado em (Wilkinson, 2006) será considerado

nesta seção. O modelo pode ser descrito por dois nós p1 e p2 e três transições t1,

t2, e t3 que são dadas por:

p1
t1−→ 2p1

p1 + p2
t2−→ 2p2

p2
t3−→ ∅.

Seja Xi(t) o número de itens de pi no instante t ∈ R≥0, para i ∈ {1, 2}. Para usar a

aproximação por tráfego pesado, procede-se da seguinte forma: um valor de n ∈ N

“grande” é escolhido de tal forma que as Condições 7.2.2(a) e (b) sejam atendidas.

Desta forma, pode-se aproximar X(t) por x(tn−1)n1/2 onde x é o limite dado pela

pela Equação (7.7).

Neste exemplo, a Condição 7.2.2(c) não é atendida. Isso acontece pois se o

número de itens nos nós p1 ou p2 acabarem, o sistema não pode mais continuar.

Portando, as duas novas transições abaixo são inseridas no modelo:

∅ t4−→ p1

∅ t5−→ p2.

Com estas transições, sempre existirá um fluxo constante de entrada de itens de p1

e de p2. Neste sistema, a hipótese do tráfego pesado (i.e., Condição 7.2.2(b)) diz

que r1 + r4 = r2 e r2 + r5 = r3, onde as constantes ri, i ∈ {1, . . . , 5}, são aquelas

167



dada pela Condição 7.2.2. Além disso, considera-se a capacidade máxima de cada

nó dada por
√
nB1 e

√
nB2. Desta forma, tem-se as seguintes direções de reflexão

em cada fronteira do espaço de estado:

em ∂G1
4
= {ξ ∈ R2 : ξ1 = 0}: γ({1}) = (r2 − r1,−r2)′

em ∂G2
4
= {ξ ∈ R2 : ξ2 = 0}: γ({2}) = (r2, r3 − r2)′

em ∂G3
4
= {ξ ∈ R2 : ξ1 = B1}: γ({3}) = (−r1 − r4, 0)′

em ∂G4
4
= {ξ ∈ R2 : ξ2 = B2}: γ({4}) = (r2,−r2 − r5)′

em ∂G1 ∩ ∂G2: γ({1, 2}) = (r2 − r1, r3 − r2)′

em ∂G1 ∩ ∂G4: γ({1, 4}) = (−r1 + r2,−r2 − r5)′

em ∂G2 ∩ ∂G3: γ({2, 3}) = (−r1 + r2 − r4,−r2 + r3)′

em ∂G3 ∩ ∂G4: γ({3, 4}) = (−r1 + r2 − r4,−r2 + r5)′,

que satisfaz a Condição 7.2.2(c) se ri > 0 para todo i ∈ {1, . . . , 5}. A matriz de

covariância do processo de Wiener, A′m(t), (presente na Equação (7.7)) é dada por

Σ =

 2r2 −r2

−r2 2r3

 ,

e supondo que é não-degenerada, pode-se descartar as direções de reflexão que

aparecem nas quinas e lados do espaço de estado pelo Teorema 7.2.4. Portanto, o

processo de reflexão toma a seguinte forma:

z(t) =

 r2 − r1 r2 −r1 − r4 r2

−r2 r3 − r2 0 −r2 − r5

 ζ(t)

=

 r4 r2 −r2 r2

−r2 r5 0 −r3

 ζ(t),

onde foi usado as identidades requeridas pela condição de tráfego pesado na última

passagem para simplificar a matriz acima.
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Seja as funções f1, f2, e f3, dadas da seguinte forma para ξ ∈ R2:

f1(ξ) = k1ξ1

f2(ξ) = k2ξ1ξ2

f3(ξ) = k3ξ2,

onde estas funções são aquelas requeridas pela Condição 7.2.2, e ki, i ∈ {1, 2, 3},

são constantes. Além disso, seja f4(·) = f5(·) = 0. Portanto, x é dado por:

x(t) = x(0) +

∫ t

0

 k1x1(s)− k2x1(s)x2(s)

k2x1(s)x2(s)− k3x2(s)

 ds+

 2r2 −r2

−r2 2r3


1/2

w(t)

+

 r4 r2 −r2 r2

−r2 r5 0 −r3

 ζ(t).

A Figura 7.2 tem funções amostras de x constrúıda com o método de Euler

(veja por exemplo (Kloeden et al., 1994)), onde o processo de reflexão é imple-

mentado empurrando o processo de volta ao espaço de estado (na direção do vetor

de reflexão) caso atravesse uma das fronteiras. Neste exemplo, foi usado r2 = 4,

r3 = 5, k1 = 1, k2 = 0.1, k3 = 1, x(0) = (0, 0)′, e as capacidades B1 e B2 foram

escolhidas grandes o suficiente de forma a não atrapalhar o processo no intervalo

de tempo considerado.

7.4.2 Controle de Congestionamento de Rede

Nesta seção será considerado o sistema dado pela Figura 7.3. Neste sistema,

existem duas filas em sequência e uma outra fila que não está diretamente conectada

as outras. Suponha que cada fila possua uma capacidade máxima de clientes finita.

Nos instantes em que as filas estiverem em suas capacidades máximas, os novos

clientes que chegarem serão perdidos. Considere o cenário onde a fila 2 (Q2) tenta

evitar esta perda de clientes enviando sinais para mover clientes da fila 1 (Q1) para

a fila 3 (Q3). Estes sinais são enviados nos instantes em que clientes completam
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Figura 7.2: (a) Função x versus o tempo para o modelo predador-presa. (b) Gráfico
da componente x1 versus a componente x2 para a mesma função amostra.

seu serviço na fila 2. Ou seja, o sistema é dado pelas seguintes transições:

∅ t1−→ Q1

Q1
t2−→ Q2

Q1 +Q2

Q2

 t3−→

 Q3

∅

∅ t4−→ Q3

Q3
t5−→ ∅,
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Q2

Q3

Q1

Figura 7.3: Diagrama de um sistema de filas com controle de congestionamento.

onde a transição t3 possui dois posśıveis efeitos sobre o sistema. O primeiro efeito

corresponde a sáıda de clientes da fila 2, e o segundo corresponde a sáıda de cliente

da fila 2 junto com o deslocamento de um cliente da fila 1 para a fila 3.

Suponha que ri > 0, para i ∈ {1, 2, 3, 4, 5}, f1(·) = f4(·) = 0, f2(·) = b2,

f3(·) = b3, e f5(·) = b5, onde b4, b3, e b5 são constantes. Além disso, seja p31 = 0,

p32 = 1, g31(ξ) = g(ξ), e g32(ξ) = −g(ξ), para ξ ∈ R3, onde p31, p32, g31, e g32

são como definidos na Condição 7.3.2, e g : R3
≥0 → [0, 1] é uma função que será

escolhida mais tarde. A condição do tráfego pesado exige que r1 = r2 = r3 e

r4 = r5. Desta forma, a equação limite toma a seguinte forma:

x(t) = x(0) +

∫ t

0


−b2 − g(x(s))r3

b2 − b3

g(x(s))r3 − b3

 ds+


r1 + r2 −r2 0

−r2 r2 + r3 0

0 0 r4 + r5


1/2

w(t)

+


r2 0 0 −r1 0 0

−r2 r3 0 0 −r2 0

0 0 r5 0 0 −r4

 ζ(t),

onde foi assumido que a matriz de covariância do processo de Wiener é definida

positiva e, desta forma, as direções de reflexão nas fronteiras podem ser ignoradas.

Desta vez, deseja-se escolher a função g de forma que minimize a perda de

cliente na fila 2. Para isto, será usada a seguinte função custo:

W (x0, g) = Eg
x0

[∫ ∞
0

e−βt (cg(x(t))dt+ v1dζ5(t) + v2dζ6(t))

]
,
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Figura 7.4: Superf́ıcie de chaveamento para o controle ótimo no espaço de estados
escalonado. O controle é aplicado em força máxima na região debaixo da curva.
Abaixo, tem-se o mapa de contorno desta superf́ıcie.

onde c é uma constante positiva associada ao custo de mover clientes, v1 é uma

constante positiva associada ao custo de perder um cliente quando a capacidade

máxima é atingida na fila 2, v2 é uma constante positiva associada ao custo da

perda de clientes na fila 3, e x(0) = x0 é a condição inicial do sistema.

O método numérico da “Cadeia de Markov Aproximada” (veja (Kushner e

Dupuis, 1992)) será usado para encontrar a solução do problema de controle dado

acima. O parâmetro de discretização foi escolhido para ser h = 0.1, e as constantes

β = 0.001, c = 1, v1 = v2 = 200, r1 = r4 = 1, b1 = b3 = 0.1, e b2 = 0.2. Além disso,

foram usados os seguintes valores para a capacidade máxima : B1 = B2 = B3 = 10.

A Figura 7.4 traz a curva de chaveamento encontrada como solução do problema

de controle ótimo. Esta curva separa o espaço de estados em uma região onde

o controle é aplicado em força máxima e um outra região onde o controle não é
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Q1 Q2

Q3
Quality Assurance

Process

Figura 7.5: Diagrama de um sistema de linha de produção com certificador de
qualidade. A linha pontilhada indica produtos que são enviados de volta para
reprocessamento ou são enviados para uma terceira estação para serem restaurados.

aplicado.

7.4.3 Certificador de Qualidade em Linhas de Produção

Nesta seção, um sistema de linha de produção composto por duas filas em

sequência será considerado, veja a Figura 7.5 para referência. Produtos que estão

na segunda estação passam por um processo de certificação de qualidade. Os

produtos que não atendem o requerimento mı́nimo são enviados de volta para

a fila 1 para reprocessamento ou são enviados para uma terceira estação para

restauração, antes de serem novamente enviados à linha de produção.

Este problema é representado pelas seguintes transições:

∅ t1−→ Q1

Q1
t2−→ Q2

Q2
t3−→ ∅

Q2
t4−→

 Q1

Q3

Q3
t5−→ Q1,

onde a transição t4 possui dois efeitos posśıveis. Suponha que as constantes ri, i ∈

{1, 2, 3, 4, 5}, são positivas, e que p41 + p42 = 1 (onde estas constantes são aquelas

definidas na Condição 7.3.2). Além disso, seja f1(·) = 0, fi(·) = bi, i ∈ {2, 3, 4, 5},

onde bi são constantes, e g41(·) = g42(·) = 0. Assuma também que a capacidade
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máxima de cada fila seja finita. Para este exemplo, a condição do tráfego pesado

exige que r1 + p1r4 + r5 = r2 = r3 + r4, e p2r4 = r5. Desta forma, o equação limite

é escrita da seguinte forma:

x(t) = x(0) +


−b2 + b5 + p1b4

b2 − b3 − b4

−b5 + p2b4

 t

+


r1 + p1r4 + r2 + r5 −r2 − p1r4 −r5

−r2 − p1r4 r2 + r4 + r3 −p2r4

−r5 −p2r4 p2r4 + r5


1/2

w(t)

+


r2 −p1r4 −r5 −r1 − p1r4 − r5 r2 0

−r2 r3 + r4 0 p1r4 −r2 p2r4

0 −p4r4 r5 r5 0 −p2r4

 ζ(t),

onde, novamente, a matriz de covariância é assumida ser definida positiva e, desta

forma, as direções de reflexão que aparecem nas quinas e lados do espaço de estado

podem ser descartadas.
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Caṕıtulo 8

Conclusões e Trabalhos Futuros

O principal objetivo desse trabalho, foi abordar o problema de estabelecer

aproximações para rede de filas com sinais em regime de tráfego pesado. O estudo

apresentado aqui se inicia no modelo mais simples de uma fila única e termina com

o estabelecimento de uma forma mais abrangente de descrever o modelo através de

redes de Petri com transições probabilistas. Este estudo estende significativamente

o conhecimento na área de redes com sinais, pois ainda não havia sido estudado

aproximações por difusão nestes problemas. Esta aproximação possibilita o estudo

da evolução transiente que é especialmente útil para trabalhar com problemas de

controle, que são tão inerentes nestes sistemas de filas com sinais. O modelo é

feito da forma mais geral que foi posśıvel para possibilitar a aplicação em vários

problemas práticos. Algumas aplicações foram ilustradas no decorrer desta tese,

incluindo o problema de balanceamento em um sistema de processamento paralelo.

Embora parte secundária desse trabalho, um dos objetivos desta tese foi

coletar um conjunto mı́nimo de resultados principais na área de aproximações por

difusão para que pudessem guiar com maior rapidez futuros interessados no tema.

O autor espera que este objetivo também tenha sido alcançado.

Como trabalhos futuros, destacam-se três temas principais:

� aplicações;

� extensão do modelo;
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� tratar problemas que ficaram em aberto.

No que diz respeito as aplicações, um tema central de pesquisa é a aplicação

do modelo em problemas computacionais, tais como o problema de agendamento

de tarefas em sistemas distribúıdos ou redução de congestionamento. Mas é preciso

destacar potenciais aplicações na área da Biologia, como foi apontado por (Arazi

et al., 2004), e que vem demandando crescente atenção da comunidade cient́ıfica.

Destaca-se também a possibilidade de aplicação em modelos de redes neurais (onde

as filas de Gelenbe já foram aplicadas com bastante sucesso). O trabalho (Ratcliff

e McKoon, 2008) reforça essa possibilidade. Nesse artigo, os autores descrevem

um modelo de difusão para o comportamento do tempo de resposta em tarefas de

discriminação de duas escolhas, e relacionam o efeito de “rúıdo” presente na res-

posta com a atividade de neurônios no cérebro. Obviamente, tudo isso demandará

uma maior e mais cuidadosa investigação destes temas.

Em relação a posśıveis extensões do modelo, algumas direções de trabalho

são apontadas aqui. Primeiramente, uma possibilidade é a exploração das chama-

das redes “fechadas”, onde os mesmos clientes circulam no sistema indefinidamente

(veja (Kleinrock, 1975) para o tratamento clássico e (Kushner, 2001) para a análise

via tráfego pesado destes sistemas). No caso de redes com sinais, onde clientes po-

dem ser removidos do sistema, seria permitido a entrada de clientes externos, mas

somente para“compensar”estas perdas. Este tipo de problema geraria dificuldades

técnicas interessantes.

Outra possibilidade é tentar relaxar a exigência de como a dependência de

estado é introduzida no modelo. Da forma como foi trabalhada aqui, esta depen-

dência não interfere na matriz de difusão no limite ou nas direções de reflexão.

Se a dependência no estado for mais “forte”, há possibilidade desta interferência

existir, e novos problemas surgirão, principalmente, em relação a dependência das

direções de reflexão no estado.

Finalmente, a última posśıvel extensão do modelo que será apontada aqui diz

respeito ao problema de tratar redes sinalizantes onde a topologia da rede pode mu-
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dar bruscamente. Tomando como exemplo o modelo da Seção 7.2, isto implicaria

que a matriz A, que carrega a informação de como os nós da rede estão interligados,

seria dependente de um processo θ(t) que saltaria entre posśıveis conformações da

rede, i.e., a matriz A seria dada por Aθ(t). Isso provavelmente levaria a compli-

cações interessantes no estabelecimento de convergência fraca e principalmente na

caracterização do limite do processo de reflexão.

Em relação ao tema de tratar problemas que ficaram em aberto, destaca-se

a questão referente a extensão do resultado apresentado por (Piera et al., 2006), e

descrito com maiores detalhes na Seção A.3 do Apêndice A.
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2007.

S.C. Leite e M.D. Fragoso. Diffusion approximation of state dependent G-networks

under heavy traffic. Journal of Applied Probability, 45:347–362, 2008a.

S.C. Leite e M.D. Fragoso. Heavy traffic analysis of state-dependent fork-join

queues with triggers. In: Annals of the International Symposium on Per-

formance Evaluation of Computer and Telecommunication Systems,

Edimburgo, Escócia, 2008b.
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Apêndice A

Processo de Difusão Refletido

O estudo de processos de difusão presos em um poliedro convexo com direções

de reflexão obĺıquas em relação às normais de cada face do poliedro é de funda-

mental importância para compreender aproximações de sistemas de fila sob tráfego

pesado. Este apêndice reúne uma série de resultados importantes que contribúı-

ram para o entendimento das propriedades de equações diferenciais estocásticas

refletidas e, em especial, do termo de reflexão, o processo que mantém a difusão

presa no domı́nio de interesse.

Na primeira parte deste apêndice serão apresentados resultados referentes à

existência de solução para as equações diferenciais estocásticas refletidas. A razão

principal de incluir este tema neste trabalho é que ele serve como um meio para

introduzir alguns resultados importantes: o mapeamento de reflexão, o problema

de Skorohod, e as condições sobre as direções de reflexão suficientes para garantir

algumas propriedades importantes para o termo de reflexão.

Em seguida na Seção A.2, será apresentado um teorema que estabelece con-

dições para a convergência fraca de processos de reflexão aproximados. Este resul-

tado é de fundamental importância para o estudo de aproximações por difusão em

sistemas de filas, e será usado em praticamente todos os teoremas referentes a este

tema nesta tese.

Na Seção A.3, será apresentado uma propriedade dos processos de reflexão

que será usado no Caṕıtulo 7 desta tese.
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A.1 Existência e Unicidade de Soluções para Equações Diferenciais

Estocásticas Refletidas

Nesta seção, a existência e unicidade de solução para equações diferenciais

estocásticas refletidas (EDER) será estudada. As soluções destas equações tomam

valor em um poliedro convexo em Rd. Este poliedro é definido como a interseção

finita de meio-espaços fechados dados por

Gi
4
= {ξ ∈ Rd :

〈
ξ, ni

〉
≥ Bi},

para i ∈ {1, ..., N}, onde N ∈ N, ni ∈ Rd e Bi ∈ R são dados. Desta forma,

define-se G
4
= ∩i∈NGi.

Junto com esse domı́nio G, é necessário definir um conjunto de “direções de

reflexão”, que são direções que serão usadas para “empurrar” o processo de volta ao

espaço de estado caso tente escapar. Define-se as direções de reflexão como vetores

di ∈ Rd definidos em cada face ∂Gi
4
= {ξ ∈ Rd :

〈
ξ, ni

〉
= Bi}, i ∈ {1, ..., N} (Casos

mais gerais podem ser encontrados em (Dupuis e Ishii, 1993)). Defina para cada

ξ ∈ ∂G o conjunto D(ξ)
4
= {di : ξ ∈ ∂Gi, i ∈ {1, ..., N}} que contém as direções de

reflexão definidas no ponto ξ. De forma a condensar e facilitar referências futuras,

a seguinte condição resume a discussão acima:

Condição A.1.1. Seja Gi
4
= {ξ ∈ Rd :

〈
ξ, ni

〉
≥ Bi} para um dado vetor normal

unitário ni ∈ Rd e uma constante Bi ∈ R, para i ∈ {1, . . . , N}. Seja ∂Gi a

fronteira {ξ ∈ Rd :
〈
ξ, ni

〉
= Bi}. Em cada fronteira ∂Gi está definido um vetor

unitário di ∈ Rd tal que
〈
ni, di

〉
> 0, que é chamado de direção de reflexão. O

espaço de estados G é dado por: G
4
= ∩ni=1Gi.

Diz-se que o processo estocástico x é solução de uma equação diferencial

estocástica refletida se dado x0 ∈ G, x satisfaz:

x(t) = x0 +

∫ t

0

b(x(s))ds+

∫ t

0

σ(x(s))dw(s) + z(t), (A.1)
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onde x(t) ∈ G para todo t > 0, b : G→ Rd é uma função integrável, σ : G→ Rd×d

é uma função integrável, w é um processo de Wiener Ft-mensurável onde Ft é a

mı́nima σ-álgebra que mensura {w(s), z(s); s ≤ t} e o processo z satisfaz:

(i) |z|(t) <∞ para cada t ≥ 0,

(ii) |z|(t) =
∫

[0,t]
I{x(s) ∈ ∂G}d|z|(s),

(iii) e existe uma função mensurável γ : [0,∞) → Rd tal que γ(s) ∈ D(x(s))

(d|z|-q.c.) e z(t) =
∫

[0,t]
γ(s)d|z|(s), para todo t ≥ 0.

O processo z é usualmente chamado de “processo de reflexão”.

A.1.1 Existência e Unicidade Forte

O problema principal para a demonstração de existência e unicidade forte é

estabelecer condições sobre o termo de reflexão, mais especificamente as direções

de reflexão, de forma que propriedades do tipo dada pela Equação (A.3) sejam

garantidas. Esse problema é tratado de duas formas diferentes na literatura. Uma

delas é feita através do mapeamento de reflexão que será definido com mais detalhes

abaixo. A outra forma, que surgiu posteriormente, é tratada através do chamado

problema de Skorohod.

Além do interesse histórico, outras razões para apresentar estas duas for-

mas diferentes são que ambas continuam sendo usadas na literatura e possuem

vantagens e desvantagens.

A.1.1.1 Método do Mapeamento de Reflexão

O mapeamento de reflexão foi introduzido por (Harrison e Reiman, 1981) em

problemas de fila. Geralmente, esse mapeamento é definido quando o espaço de

estados G é o quadrante positivo de Rd, e esse será o caso considerado aqui. Seja

D0(Rd; 0,∞)
4
= {ψ ∈ D(Rd; 0,∞) : ψ(0) ≥ 0}.

Definição A.1.2. (Mapeamento de Reflexão) Seja G
4
= {ξ : ξi ≥ 0, i ∈ {1, ..., N}}

e seja Q = {qij; i, j ∈ {1, ..., N}} uma matriz com entradas reais. Para ψ ∈
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D0(Rd; 0,∞), o mapeamento de reflexão é definido como a função Ψ : D0(Rd; 0,∞)→

D(R2d; 0,∞) tal que se (φ, η) = Ψ(ψ) então:

(i) φ(t) = ψ(t) + (I −Q′)η(t) para todo t > 0,

(ii) φ(0) = ψ(0),

(iii) φ(t) ∈ G,

(iv) η(0) = 0,

(v) η é não-decrescente,

(vi) ηi satisfaz
∫ t

0
φi(s)dηi(s) = 0, para todo t > 0. Essa propriedade é geral-

mente chamada de “propriedade de complementação”.

Observe que neste caso a função ζ(t) = (I −Q′)η(t) faz o papel de manter φ

presa no quadrante positivo de Rd. Cada direção de reflexão di, definida nas faces

do espaço de estado ∂Gi
4
= {ξ ∈ Rd : ξi ≥ 0}, é dada pela i-ésima coluna da matriz

(I −Q′).

Será necessário introduzir seguinte condição sobre a matriz Q:

Condição A.1.3. (Condição de Harrison e Reiman) A matriz Q tem raio espectral

inferior à 1, ou em śımbolos: σ(Q) < 1.

O caso em uma dimensão será tratado primeiro. Este resultado será usado

para obter o mesmo resultado para o caso multidimensional.

Lema A.1.4. Para ψ ∈ D0(R; 0,∞) existe um único par (ψ, ζ) satisfazendo para

todo t ≥ 0

φ(t) = ψ(t) + ζ(t), (A.2)

onde (i) φ(t) ≥ 0 para todo t ≥ 0, (ii) ζ(0) = 0, (iii) ζ é não-decrescente, e (iv)

ζ somente aumenta nos instantes t tais que φ(t) = 0. Além disso, ζ é dado por

ζ(t) = 0 ∨ sups≤t (−ψ(s)).
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Demonstração. Observe que ζ dado por ζ(t) = 0 ∨ sups≤t (−ψ(s)) e φ dado como

na Equação (A.2) é solução do problema acima. De fato, verificando os itens acima:

(i) Suponha que para algum t ≥ 0, tem-se φ(t) < 0, então

0 > ψ(t) + 0 ∨ sup
s≤t

(−ψ(s)) ⇒ −ψ(t) > 0 ∨ sup
s≤t

(−ψ(s)) ,

que leva à uma contradição.

(ii) Como φ(0) ≥ 0, então ζ(0) = 0.

(iii) Claramente ζ é não-decrescente pela definição.

(iv) Como ζ é um càdlàg, basta considerar dois casos. Primeiramente, suponha

que exista um intervalo [s, t] onde ζ é estritamente crescente. Pela definição

de ζ, ζ(u) = −ψ(u) para todo u ∈ [s, t], portanto φ(u) = ψ(u)− ψ(u) = 0

para todo u ∈ [s, t]. Agora suponha que existe um t > 0 tal que ζ(t) −

ζ(t−) > 0. Então ζ(t) = −ψ(t) e portanto φ(t) = 0.

Será mostrado agora que ζ(t) = 0∨ sups≤t (−ψ(s)) é de fato a única solução

(essa parte da prova foi retirada de (Kurtz, 2001)). Para t < τ0
4
= inf{s : ψ(s) ≤ 0}

a condição (iv) implica que qualquer solução ζ terá que satisfazer ζ(t) = 0. Para

t ≥ τ0, ζ(t) ≥ −ψ(t) pela a condição (i) e como ζ é não decrescente, ζ(t) ≥

sups≤t (−ψ(t)).

Se t é um ponto onde ζ aumenta então φ(t) = 0 e

ζ(t) = −ψ(t) ≤ sup
s≤t

(−ψ(s)) .

Como o lado esquerdo da inequação acima é não-decrescente, ζ(t) ≤ sups≤t (−ψ(s))

para todo t > τ0. E portanto segue o resultado.

Teorema A.1.5. Seja ψ ∈ D0(Rd; 0,∞) e suponha que a matriz Q satisfaz a

Condição A.1.3. Então existe um único φ e um único η pertencentes à D(Rd; 0,∞)

tais que satisfazem as condições (i)− (vi) da Definição A.1.2 e portanto (φ, η) =
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Ψ(ψ). Além disso, seja (φ1, η1) = Ψ(ψ1) e (φ2, η2) = Ψ(ψ2), para (ψ1, ψ2) ∈

D(Rd; 0∞)2 então para cada t > 0

|φ1(t)− φ2(t)|+ |η1(t)− η2(t)| ≤ C sup
s≤t
|ψ1(s)− ψ2(s)|. (A.3)

Demonstração. Essa demonstração segue as idéias em (Harrison e Reiman, 1981).

Primeiramente, seja norma ||A|| = maxj
∑

iAij. Como a matriz Q tem raio espec-

tral menor que um, existe uma matriz diagonal Λ com elementos da diagonal posi-

tivos tal que a matriz não-negativa Q∗
4
= Λ−1QΛ satisfaz ||Q∗|| < 1 (veja (Veinott,

1969)). Portanto será assumido, sem perda de generalidade, que ||Q|| = α < 1.

Para todo T > 0 e ν ∈ D(Rd; 0,∞) defina ||v||T = supi sups≤T |vi(s)| e

πj(ψ, ν)(t) = 0 ∨ sup
s≤t

((Qν(s))j − ψj(s)) ,

onde (Qν(s))j denota a j-ésima componente do vetor Qν(s). Então para ν1, ν2 ∈

D(Rd; 0,∞) quaisquer, tem-se que:

||π1(ψ, ν1)− π(ψ, ν2)||T = sup
i

sup
s≤T
|πi(ψ, ν1)(t)− πi(ψ, ν2)(t)|

≤ sup
i

sup
s≤T
|(Qν1(s))i − (Qν2(s))i|

= sup
i

sup
s≤T
|(Q(ν1(s)− ν2(s))i|

≤ α||v1 − v2||T .

Seja η0 4= 0 e defina recursivamente para n ≥ 1

φn+1 = [ψ(t)−Q′ηn(t)] + ηn+1(t).

Pelo Lema A.1.4, cada componente φn+1
i satisfaz:

φn+1
i = [ψi(t)− (Q′ηn(t))i] + πi(ψ, η

n).
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Portanto, ηn+1(t) = π(ψ, ηn) e desta forma:

||ηn+1 − ηn||T ≤ α||ηn − ηn−1||T ≤ αn.

Como α < 1, existe um η ∈ D(Rd; 0,∞) tal que ||ηn − η||T → 0 quando n → ∞.

Além disso, ηi(t) = πi(ψ, η). Usando argumentos similares aos usados no caso

unidimensional, verifica-se que ηi como dado acima e φi correspondente satisfazem

as condições da Definição A.1.2.

Para chegar à Inequação (A.3), suponha que (φ1, η1) e (φ2, η2) são soluções do

problema dado pela Definição A.1.2 para (ψ1, ψ2) ∈ D(Rd; 0,∞)2, respectivamente.

Portanto,

||η1 − η2||T = ||π(φ1, η1)− π(φ2, η2)||T

= sup
i

sup
s≤T
|πi(φ1, η1)(s)− πi(φ2, η2)(s)|

= sup
i

sup
s≤T
|
[
(Qη1(s))i − (Qη2(s))i

]
+
[
ψ2(s)− ψ1(s)

]
|

≤ α||η1 − η2||T + ||ψ1 − ψ2||T ,

e então

||η1 − η2||T ≤
1

1− α ||ψ
1 − ψ2||T ,

de onde segue o resultado.

Apesar da definição do mapeamento de reflexão não cobrir todos os casos

de interesse, a definição desse mapeamento é de extrema importância para teo-

ria de filas. É posśıvel mostrar que esse mapeamento é cont́ınuo sobre o espaço

D(Rd; 0,∞) usando a topologia M1 de Skorohod (para maior detalhes, veja (Whitt,

2001, 2002)).
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A.1.1.2 Problema de Skorohod

Na tentativa de generalizar o resultado acima para o caso onde o espaço de

estado G é um poliedro, foi observado que a função ζ(t) = (I −Q′)η(t) como dada

na Definição A.1.2 não será única caso as colunas da matriz (I − Q′) não sejam

linearmente independentes. Para evitar esse problema, foi introduzido uma nova

forma de descrever o problema.

Definição A.1.6. (Problema de Skorohod) Para cada ψ ∈ D(Rd; 0,∞), ψ(0) ∈ G,

diz-se que (φ, ζ) ∈ D(Rd; 0,∞)2 resolve o problema de Skorohod para ψ se:

(i) φ(t) = ψ(t) + ζ(t) para todo t ≥ 0,

(ii) φ(t) ∈ G para todo t ≥ 0,

(iii) |ζ|(t) <∞ para cada t,

(iv) |ζ|(t) =
∫ t

0
I{φ(s) ∈ ∂G}d|ζ|(s),

(v) Existe um γ : [0,∞) → Rd mensurável tal que para cada t ≥ 0 γ(t) ∈

Cone(D(φ(t))) e para d|ζ|-quase todo t,

ζ(t) =

∫ t

0

γ(s)d|ζ|(s).

Além de generalizar o espaço de estado G, as condições sobre as direções de

reflexão também são relaxadas.

Condição A.1.7. (“Condição do Conjunto B”) Existe um conjunto B convexo e

compacto, onde 0 ∈ B0, tal que se ν(z) denota o conjunto de normais internas à

B definidas em ∂B, então existe um δ > 0 tal que:

 z ∈ ∂B

|
〈
z, ni

〉
| < δ

⇒ 〈
ν, di

〉
= 0 ∀ν ∈ ν(z),

para i ∈ {1, ..., N}.
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Em (Dupuis e Ishii, 1991) é mostrado que no caso considerado na Seção

A.1.1.1, i.e., G
4
= Rd

+ e di = (I − Q′)i, o fato que σ(Q) < 1 implica na existência

de tal conjunto B como definido acima. Além disso Kushner (Kushner, 2001)

apresenta um exemplo onde existe um conjunto B que satisfaz a Condição A.1.7

mas onde a condição do raio espectral não é atendida.

A prova de existência de solução para o problema de Skorohod pode ser

encontrada em (Dupuis e Ishii, 1991), não há necessidade de demonstrá-la aqui.

O principal objetivo aqui é em estabelecer uma relação como a Inequação (A.3).

Para entender melhor a condição do conjunto B é importante entender como ela é

usada para obter a propriedade desejada.

O seguinte lema será usado:

Lema A.1.8. Se existe um conjunto B satisfazendo a Condição A.1.7, então B

também satisfaz:

z ∈ ∂B e ν ∈ ν(z)⇒
〈
z, ni

〉〈
ν, di

〉
≤ 0,

para i ∈ {1, . . . , N}.

Demonstração. Veja Lema 2.1 de (Dupuis e Ishii, 1991).

Teorema A.1.9. Suponha a existência de um conjunto B que satisfaz a condição

acima. Seja (φ1, ζ1) e (φ2, ζ2) soluções para o problema de Skorohod para ψ1 e ψ2,

respectivamente. Então existe um K <∞ tal que

sup
s≤t
|ζ1(s)− ζ2(s)| ≤ K sup

s≤t
|ψ1(s)− ψ2(s)|,

sup
s≤t
|φ1(s)− φ2(s)| ≤ K sup

s≤t
|ψ1(s)− ψ2(s)|

e portanto existe um C <∞

|φ1(t)|+ |ζ1(t)| ≤ C sup
s≤t
|ψ1(s)|. (A.4)
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Demonstração. A prova segue como em (Dupuis e Ishii, 1991). Tome um T < ∞

e defina ∆ψ = ψ1 − ψ2, ∆φ = φ1 − φ2, ∆ζ = ζ1 − ζ2 e

C = sup
t≤T
|∆ψ(t)|.

É suficiente mostrar que ∆ζ(t) ∈ aB para 0 ≤ t ≤ T e a > C. A prova é feita por

contradição. Suponha que para algum t, ∆ζ(t) 6∈ aB e defina

τ = inf{t ∈ [0, T ] : ∆ζ(t) 6∈ aB0}.

Pela continuidade à direita de ∆ζ, apenas duas possibilidade são posśıveis: ou

∆ζ(τ−) ∈ ∂aB ou ∆ζ(τ−) ∈ aB0. Considere o primeiro caso onde ∆ζ(τ−) ∈ ∂aB.

Defina z = ∆ζ(τ−) e tome ν ∈ ν(δz/a). Para qualquer u ∈ [0, τ) tem-se que

∆ζ(u) ∈ aB implica que

〈
z −∆ζ(u), ν

〉
< 0,

pela convexidade de B. Portanto

∫
(u,τ)

〈
γ1(s), ν

〉
d|ζ1|(s) <

∫
(u,τ)

〈
γ2(s), ν

〉
d|ζ2|(s)

onde γ1(s) ∈ D(φ1(s)) e γ2(s) ∈ D(φ2(s)). A inequação acima leva à duas possi-

bilidades:

∫
(u,τ)

〈
γ1(s), ν

〉
d|ζ1|(s) < 0

ou

∫
(u,τ)

〈
γ2(s), ν

〉
d|ζ2|(s) > 0.
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Portanto para algum s ∈ (u, τ) tem-se que

〈
γ1(s), ν

〉
< 0 onde φ1(s) ∈ ∂G

ou

〈
γ2(s), ν

〉
> 0 onde φ2(s) ∈ ∂G,

já que |ζ1| (resp., |ζ2|) somente aumenta quando φ1 (resp., φ2) está nas fronteiras.

Como a escolha de u é arbitrária, toma-se uma sequência sk ∈ [0, τ) tal que sk ↑ τ e

sk satisfaz uma das duas propriedades acima. Somente o primeiro caso será tratado

já que o outro segue de forma análoga. Portanto, para algum i ∈ {1, . . . , N}

〈
di, ν

〉
< 0 e φ1(sk) ∈ ∂Gi.

Sem perda de generalidade, suponha que i é fixo para valores grandes de k. Por-

tanto fazendo k →∞

〈
di, ν

〉
< 0 e φ1(τ−) ∈ ∂Gi.

Usando o Lema A.1.8 e a propriedade do conjunto B, tem-se que

〈
δz/a, ni

〉
≥ δ.

Desta forma,

a ≤
〈
z, ni

〉
=
〈
(φ1 − φ2 − ψ1 + ψ2)(τ−), ni

〉
≤
〈
(φ1 − φ2)(τ−), ni

〉
+ C

que implica que
〈
(φ1 − φ2)(τ−), ni

〉
> 0. Mas como φ1(τ−) ∈ ∂Gi e φ2(τ−) ∈ G

tem-se que

〈
(φ1 − φ2)(τ−), ni

〉
≤ 0
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que gera uma contradição.

Fica faltando tratar o caso onde ∆ζ(τ−) ∈ aB0. Nesse caso escolha b ≥ a

tal que ∆ζ(τ) ∈ ∂bB e a prova segue de forma similar ao que foi feito no caso

anterior. Para maiores detalhes veja (Dupuis e Ishii, 1991).

A.1.1.3 Prova da Existência Forte

Com a propriedade estabelecida acima, é posśıvel mostrar a existência e

unicidade de solução da mesma forma que é geralmente provado para o caso sem

o termo de reflexão. Considere a seguinte condição:

Condição A.1.10.

(i) Para todo ξ1, ξ2 ∈ Rd existe um constante positiva K1 <∞ tal que

|b(ξ1)− b(ξ2)|+ ||σ(ξ1)− σ(ξ2)|| ≤ K1|ξ1 − ξ2|,

onde ||A||2 4= trAA′, para uma matriz A ∈ Rd×d qualquer.

(ii) Para cada ξ ∈ Rd, existe uma constante positiva K2 <∞ tal que

|b(ξ)|2 + ||σ(ξ)||2 ≤ K2

(
1 + |ξ|2

)
.

Teorema A.1.11. Considere a equação diferencial estocástica refletida como dada

pela Equação (A.1). Suponha que as direções de reflexão satisfazem “a condição

do conjunto B”, e as funções b e σ satisfazem a Condição A.1.10. Então para cada

x0 ∈ G existe uma única solução para a Equação (A.1).

Demonstração. A prova começa com a demonstração de unicidade. Suponha que

(x1, z1) e (x2, z2) são soluções para a Equação (A.1) dado a condição inicial x1(0) =
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x2(0) = x0. Então, para 0 ≤ t < T <∞, tem-se:

sup
s≤t
|x1(t)− x2(t)|2 ≤K sup

s≤t

(
|
∫ s

0

b(x1(u))− b(x2(u))du

+

∫ s

0

[
σ(x1(u))− σ(x2(u))

]
dw(u)|

)2

onde foi usado o resultado do Teorema A.1.9. Portanto, chega-se à:

sup
s≤t
|x1(t)− x2(t)|2 ≤2K sup

s≤t

(
|
∫ s

0

b(x1(u))− b(x2(u))du|2

+ |
∫ s

0

[
σ(x1(u))− σ(x2(u))

]
dw(u)|2

)

Aplicando o resultado dado pela Equação (5.1.5) de (Arnold, 1974) página 81,

tem-se que

E
[
sup
s≤t
|x1(t)− x2(t)|2

]
≤2KE

[
sup
s≤t

s

∫ s

0

|b(x1(u))− b(x2(u))|2du

+ 4

∫ t

0

||σ(x1(u))− σ(x2(u))||2dw(u)

]
.

Com a Condição A.1.10(i), sabe-se que existe um K̃(T ) > 0 tal que

E
[
sup
s≤t
|x1(t)− x2(t)|2

]
≤K̃(T )E

[
sup
s≤t

∫ s

0

|x1(u)− x2(u)|2du
]

≤K̃(T )

∫ t

0

E
[
sup
u≤s
|x1(u)− x2(u)|2

]
ds

Portanto, com a desigualdade de Bellman & Gronwall (página 107 de (Arnold,

1974)), tem-se que

E
[
sup
s≤t
|x1(s)− x2(s)|2

]
= 0.

Usando a desigualdade de Chebychev (página 192 de (Ash e Doléans-Dade, 2000))

204



tem-se que para 0 < ε < 1:

P
(

sup
s≤t
|x1(s)− x2(s)|2 ≥ ε

)
≤ 1

ε2
E
[
sup
s≤t
|x1(s)− x2(s)|2

]
= 0.

Logo,

P
(

sup
t≤T
|x1(s)− x2(s)|2 > 0

)
= 0

para qualquer T > 0.

Será tratado agora a existência usando o método clássico para a construção

de soluções para EDE sem reflexão, isto é, através de uma iteração de Picard. Seja

x0(t)
4
= x0 e para n ≥ 1,

xn+1(t)
4
= x0 +

∫ t

0

b(xn(s))ds+

∫ t

0

σ(xn(s))dw(s) + zn+1(t),

onde, para cada ω ∈ Ω, (xn+1(ω), zn+1(ω)) é solução do Problema de Skorohod

para ψn+1(ω; ·) 4= x0 +
∫ ·

0
b(xn(ω; s)ds+

∫ ·
0
σ(xn(ω; s))dw(ω; s).

Observe que para cada t ≥ 0

E
[
|xn+1(t)|2

]
≤EK1 sup

s≤t

[
|x0|2 + s

∫ s

0

|b(xn(u))|2du

+ |
∫ s

0

σ(xn(u))dw(u)|2
]

≤K1E
[
|x0|2

]
+K2(t2)

(
1 + sup

s≤t
E
[
|xn(s)|2

])
,

onde foi usado a Condição A.1.10(ii) e o resultado dado pela Equação (5.1.5) em

(Arnold, 1974) página 81.

Supondo que E [|x0|2] < ∞, caso contrário usa-se a técnica de truncagem

como é feito (Arnold, 1974) página 111, tem-se que E [|xn(t)|2] < ∞ para cada

0 ≤ t < ∞. Usando os argumentos empregados na prova de unicidade, é posśıvel
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escrever para cada 0 ≤ t < T <∞:

E
[
sup
s≤t
|xn+1(s)− xn(s)|2

]
≤ K̃(T )

∫ t

0

E
[
sup
u≤s
|xn(u)− xn−1(u)|2

]
ds.

Usando a seguinte formula de Cauchy:

∫ t

t0

∫ tn−1

t0

· · ·
∫ t1

t0

g(s)dsdt1 · · · dtn−1 =

∫ t

t0

g(s)
(t− s)n−1

(n− 1)!
ds,

é posśıvel escrever:

E
[
sup
s≤t
|xn+1(s)− xn(s)|2

]
≤
(
K̃(T )

)n ∫ t

0

(t− s)n−1

(n− 1)!
E
[
sup
u≤s
|x1(u)− x0(u)|2

]
ds.

Como

E
[
sup
u≤s
|x1(u)− x0(u)|2

]
≤ E

[
sup
u≤s
|x1(u)|2

]
+ E

[
|x0|2

]
≤ C(s2)

(
1 + E

[
|x0|2

]) 4
= C̃(s2),

onde C e C̃ são constantes positivas para cada s, tem-se que

E
[
sup
s≤t
|xn+1(s)− xn(s)|2

]
≤ C̃(T 2)

(K̃(T )T )n

n!
,

para n ≥ 0. Com o Lema de Borel-Canteli (veja página 68 de (Ash e Doléans-Dade,

2000)) e a desigualdade de Chebychev, mostra-se que

P
(

lim sup
n

{
sup
t≤T
|xn+1(t)− xn(t)|2 > 0

})
= 0,

e portanto existe um x para o qual xn converge quase em toda parte. Falta ainda

verificar se esse x é de fato solução da EDER. Como o argumento usado para

EDE sem reflexão é o mesmo que o necessário aqui, os detalhes são omitidos (para

referência veja a página 110 de (Arnold, 1974)).
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A.1.2 Existência de Solução Fraca

Nesta seção, somente será tratado a existência fraca. A prova de unicidade

pode ser encontrada em (Dai e Williams, 1995) para movimentos Brownianos re-

fletidos. Ela carrega detalhes desnecessários que não são relacionados com o tema

principal deste caṕıtulo. Como somente a existência será tratada, a seção se res-

tringe a representação simplificada do processo de reflexão z. Isto é, x será a

solução da EDER dada pela Equação (A.1) mas onde z satisfaz:

(iv) z(t) =
∑N

i=1 diyi(t), onde yi são processos com yi(0) = 0, não-decrescentes,

e que satisfazem
∫ t

0
I{x(s) ∈ ∂Gi}dyi(s) = yi(t) para qualquer t > 0.

De forma semelhante às EDE usuais, as condições necessárias para a prova de

existência e unicidade de soluções são relaxadas consideravelmente. Isto também

vale para as condições impostas sobre as direções de reflexão.

Condição A.1.12. Defina N(ξ) = {ni : ξ ∈ ∂Gi} e D(ξ) = {di : ξ ∈ ∂Gi}.

Para cada ξ ∈ ∂G existe um vetor γ ∈ Cone(N(ξ)) tal que
〈
γ, d
〉
> 0 para todo

d ∈ D(ξ).

Considere o caso onde G
4
= Rd

+, seja K ⊆ {1, . . . , N}, e defina a matriz

D ∈ Rd×|K| como a matriz com colunas {di, i ∈ K}. De forma análoga, seja

N ∈ Rd×|K| a matriz com colunas {ni, i ∈ K}. Então a existência de tal γ descrito

acima corresponde a existência de α ∈ R|K| > 0 tal que

(Nα) = γ

e portanto a condição acima implica que (Nα)′D > 0. Note que portanto a con-

dição acima no caso G
4
= Rd

+ é equivalente a condição de que a matriz D′N seja

completamente-S, que é dada abaixo:

Condição A.1.13 (Matriz Completamente-S). Uma matriz R ∈ Ra×a é chamada

de completamente-S se para cada submatriz principal R̃ de R (i.e., matriz cons-

trúıda removendo colunas e linhas de R com ı́ndices em um dado subconjunto de
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{1, . . . , a}) existe um vetor ν tal que

R̃ν > 0.

Portanto a Condição A.1.12 nada mais é do que uma generalização da con-

dição completamente-S. Foi demonstrado em (Reiman e Williams, 1988) que esta

condição é suficiente e necessária para a existência fraca de movimentos Brow-

nianos presos no quadrante positivo de Rd. Em palavras, pode-se interpretar a

condição acima como a existência de uma direção que aponta para dentro do es-

paço de estados que pode ser usada para “empurrar” o processo de volta ao espaço

de estados caso tente escapar.

Além da condição acima, é preciso garantir que essa direção que será usada

para empurrar o processo possa ser de fato escrita como uma combinação linear

positiva das direções de reflexão di. Isto é:

Condição A.1.14. Para cada ξ ∈ ∂G existe um vetor θ ∈ Cone(D(ξ)) tal que〈
θ, n
〉
> 0 para todo n ∈ N(ξ).

Em (Dai e Williams, 1995) é discutido as situações em que a Condição A.1.12

é equivalente à Condição A.1.14. É verificado que quando o poliedro convexo G é

simples as duas condições são equivalentes. Um poliedro convexo é simples quando

para qualquerK ⊆ {1, . . . , N} tal que ∩i∈K∂Gi ≡ {ξ0} (ξ0 sendo um vetor qualquer

em Rd) exatamente d faces se encontram em ξ0.

Teorema A.1.15. Assuma as Condições A.1.1, A.1.12, A.1.14, e que as funções

b e σ são limitadas e cont́ınuas quando restritas à G. Então existe uma solução

fraca para (A.1) com processo de reflexão satisfazendo o item (iv) acima. Isto é,

existe um espaço de probabilidade (Ω,F ,P) e uma filtragem Ft onde são definidos

processos x, z, e w Ft-mensuráveis que satisfazem a Equação (A.1).

Demonstração. A prova deste teorema é baseada na prova do Teorema 5.4 de

(Kushner, 2001). Será usado uma sequência de processos aproximantes (xn, ψn, zn)

que converge fracamente para um processo satisfazendo a Equação (A.1).
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Para cada n ∈ N, defina a sequência xnk como xn0 = x0 e

xnk+1 = xnk + δψnk + δznk

onde

δψnk
4
= b(xnk) [(k + 1)/n− k/n] + σ(xnk) [w((k + 1)/n)− w(k/n)] ,

e w é um processo de Wiener padrão que toma valores em Rd. Para definir δznk ,

seja o conjunto K
4
= {i ∈ {1, . . . , N} :

〈
xnk + δψnk , ni

〉
< Bi}. Se K = ∅, defina

δznk
4
= 0. Caso contrário, seja d ∈ Cone{di, i ∈ K} tal que ||d|| = 1, e então neste

caso

δznk
4
= max

i∈K

(
Bi −

〈
xnk + δψnk , ni

〉〈
d, ni

〉 )
d.

É fácil observar que

max
i∈K

(
Bi −

〈
xnk + δψnk , ni

〉〈
d, ni

〉 )
≤ max

i∈K

(
1〈

d, ni
〉) ||δψnk ||.

De fato, como para qualquer i ∈ K:

Bi −
〈
xnk + δψnk , ni

〉
> 0 ⇒

−
〈
δψnk , ni

〉
>
〈
xnk , ni

〉
−Bi ≥ 0.

Logo −
〈
δψnk , ni

〉
= |
〈
δψnk , ni

〉
|. Portanto tem-se que

Bi −
〈
xnk , ni

〉
−
〈
δψnk , ni

〉
≤ |
〈
δψnk , ni

〉
| ≤ ||δψnk ||,

e desta forma ||δznk || < C||δψnk ||, para um C > 0 que depende somente de di e ni.
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Também é posśıvel verificar que para qualquer µ, T > 0

lim
n→∞

P
(

max
k≤Tn

|δψnk | ≥ µ

)
= 0,

e portanto para n grande δznk está bem definido no sentido em que existirá um

d ∈ Cone(D(ξ)) tal que
〈
d, n
〉
> 0 para n ∈ N(ξ) onde ξ é o ponto em ∂G mais

próximo de xnk + δψnk (a distância entre ξ e xnk + δψnk fica arbitrariamente pequena

tomando n grande).

Defina agora zn0 = ψn0 = 0 e para k ≥ 1 faça

znk =
k−1∑
l=0

δznl

ψnk =
k−1∑
l=0

δψnl .

Sejam os processos a tempo cont́ınuo zn, ψn, e xn definidos como:

zn(t) = znk para t ∈ [k/n, (k + 1)/n)

ψn(t) = ψnk para t ∈ [k/n, (k + 1)/n)

xn(t) = xnk para t ∈ [k/n, (k + 1)/n),

para cada k ≥ 0. Portanto:

xn(t) = x0 + ψn(t) + zn(t). (A.5)

Pelas propriedades das integrais estocásticas (veja a discussão do Caṕıtulo 4 de (Ar-

nold, 1974)) e pelo fato de que σn(ω, t)
4
= σ(xnk(ω)) para t ∈ [k/n, (k+1)/n) ser não-

antecipativa e limitada, sabe-se que a soma dos termos σ(xnk) [w((k + 1)/n)− w(k/n)]

é limitada em probabilidade e possui como limite um processo com funções amos-

tras quase certamente cont́ınuas. Além disso, verifica-se que a soma dos termos

b(xnk) [(k + 1)/n− k/n] também é limitada em probabilidade usando o fato de b

ser limitado em G. Portanto {ψn} é assintoticamente cont́ınua.
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Com a discussão acima, verifica-se que todas as condições do Teorema A.2.3

são atendidas e portanto {zn} é assintoticamente cont́ınua. Como o limite no

sentido fraco de qualquer subsequência convergente de {ψn} e {zn} possui funções

amostras quase certamente cont́ınuas, tem-se que {xn, ψn, zn} é assintoticamente

cont́ınua.

Agora somente falta verificar se o limite de alguma subsequência convergente

de {xn, ψn, zn} satisfaz as condições estabelecidas para uma solução da EDER.

Pela definição de xn e xnk não há dúvidas que a diferença

∫ t

0

b(xn(s))ds−
∑

{k:(k+1)/n<t}

b(xnk) [(k + 1)/n− k/n]

é zero em probabilidade quando n→∞. Para mostrar a convergência da integral

estocástica satisfazendo a condição de que é Ft-mensurável usa-se o Teorema 2.1.3

de (Kushner, 2001). Seja h(·) uma função que toma valores reais limitada e con-

t́ınua. Seja t, τ > 0, e para qualquer p ∈ N, seja 0 ≤ si ≤ t, com i ∈ {1, . . . , p}.

Todas estas variáveis são escolhidas de forma arbitrária. Então, pela definição de

(xn, zn) e propriedades de w tem-se que

E {h(xn(si), ψ
n(si), z

n(si); i ≤ p)× [w(t+ τ + 1/n)− w(t+ 1/n)]} = 0

E {h(xn(si), ψ
n(si), z

n(si); i ≤ p)

× [(w(t+ τ + 1/n)− w(t+ 1/n))(w(t+ τ + 1/n)− w(t+ 1/n))′ − τI]} = 0

Seja (x, ψ, z) o limite de uma subsequência convergente de {xn, ψn, zn}. En-

tão, como os processos x, ψ, z tem funções amostras quase certamente cont́ınuas

e h é cont́ınua, as equações acima valem para (x, ψ, z) em lugar de (xn, ψn, zn).

Desta forma, as condições do Teorema 2.1.3 de (Kushner, 2001) são satisfeitas

e de fato a soma dos termos σ(xnk) [w((k + 1)/n)− w(k/n)] converge para uma

integral estocástica Ft-mensurável onde Ft é a mı́nima σ-álgebra que mensura

{w(s), z(s); s ≤ t}.

Da definição de zn, pode-se verificar que z satisfaz as condições sobre o termo
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de reflexão.

A.2 Convergência Fraca de Processos de Reflexão Aproximados

Considere processos estocásticos (xn, ψn, zn) e a variável aleatória xn(0) ∈ G

que satisfazem

xn(t) = xn(0) + ψn(t) + zn(t) (A.6)

para todo n ∈ N e t ≥ 0. Além disso, para cada t > 0, xn(t) pertence à

Gεn 4= {ξ ∈ Rd : dist(ξ,G) ≤ εn}. O processo zn é encarregado de manter xn

dentro do espaço de estados Gεn . A medida que n aumenta, deseja-se que εn fique

menor de forma que xn fique restrito à um domı́nio mais próximo de G. Sob algu-

mas hipóteses, será mostrado (no Teorema A.2.3 abaixo) que a sequência {zn} é

limitada em probabilidade. Este teorema é de fundamental importância o estudo

de aproximações de filas sob tráfego pesado.

Condição A.2.1. O processo zn satisfaz as seguintes condições:

(i) zn(t) =
∑N

i=1 diy
n
i (t) para todo t ≥ 0, onde yni (0) = 0 e yni são processos

com função amostras não decrescentes e com variação total limitada.

(ii) Existe uma sequência µn, que converge para zero a medida que n → ∞,

tal que, se yni (t)− yni (s) > 0, para 0 ≤ s < t <∞, então

dist(xn(u), ∂Gi) ≤ µn ∀u ∈ I,

para algum I ⊆ (s, t], I 6= ∅.

(iii) Para cada T <∞:

sup
t≤T
|zn(t)− zn(t−)| → 0 (A.7)

em probabilidade.
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Lema A.2.2. Assuma a Condição A.1.12 e tome ξ ∈ ∂G. Então nenhuma com-

binação linear positiva das direções de reflexão di ∈ D(ξ) pode ser zero.

Demonstração. Assuma que existam αik > 0, ik ∈ {i1, . . . , iK}, tais que

K∑
l=1

αildil = 0 (A.8)

para dil ∈ D(ξ). Para simplificar a notação seja {i1, . . . , iK} = {1, . . . , K}. Defina

N = {n1, . . . , nK} como a matriz cujas colunas são direções normais definidas no

ponto ξ. Seja também D = {d1, . . . , dK}. Portanto, pela Condição A.1.12, tem-se

que existem um γ ∈ RK
≥0 tal que

γ′N ′D > 0.

Mas a Equação (A.8) afirma que Dα = 0 portanto

γ′N ′Dα = 0,

que gera uma contradição pois o vetor α tem todas suas componentes positivas.

Teorema A.2.3. Assuma as Condições A.1.1, A.1.12, e A.2.1. Para cada n ∈ N

seja (xn, ψn, zn) processos estocásticos satisfazendo a Equação (A.6). Suponha que

{xn(0)} é limitada em probabilidade e ψn é assintoticamente cont́ınuo. Então, zn

é assintoticamente cont́ınuo.

Demonstração. Esta prova usa as idéias presentes na prova do Teorema 3.6.1 de

(Kushner, 2001). Suponha por contradição que existe um salto assimptótico em

algum yni . Portanto, existe um conjunto M ⊂ Ω com P (M) > 0, onde para cada

ω ∈M existe um t(ω) > 0, um ν0(ω) > 0, um S ∈ N, e uma sequência δn → 0 tais

que

yni (ω; t(ω) + δn)− yni (ω; t(ω)) ≥ ν0(ω) ∀n ≥ S.
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Para ω ∈M considere o seguinte:

xn(t+ δn)− xn(t) = ψn(t+ δn)− ψn(t) +
N∑
i=1

(yni (t+ δn)− yni (t)) di,

onde foi omitido ω para simplificar a notação. Defina, para qualquer função f :

[0,∞)→ Rd, d ≥ 1, a função f̃(s) = f(t+ s)− f(t). Então

x̃n(δn) = ψ̃n(δn) +
N∑
i=1

diỹ
n
i (δn).

O método da transformação do tempo (veja Seção 2.2.6 de (Kushner, 2001) para

detalhes) será usado. Para isso, defina T n(t) = t +
∑

i ỹ
n
i (t) e T̂ n(t) = inf{s :

T n(s) > t}. Seja f̂n(t)
4
= fn(T̂ n(t)) para qualquer função fn. Desta forma,

ˆ̃xn(δn) = ˆ̃ψn(δn) +
∑
i

ˆ̃yni (δn)di.

É posśıvel verificar facilmente que T̂ n(δn) → 0 com probabilidade um quando

n → ∞. Como ψn é assintoticamente cont́ınuo e pelo Teorema de Representação

de Skorohod (Billingsley, 1999), pode-se considerar que ψn → ψ com probabilidade

um, onde ψ é cont́ınuo em P-quase toda parte. Portanto,

ˆ̃ψn(δn) = ψn(t+ T̂ n(δn))− ψn(t)→ 0 P− q.c.

quando n→∞.

Por construção, ˆ̃yi é assintoticamente Lipschitz-cont́ınua (veja o método de

transformação de tempo Seção 2.2.6 de (Kushner, 2001) e Seção 11.1.2 de (Kushner

e Dupuis, 1992) para detalhes), com constante de Lipschitz inferior à 1. Desta

forma, {ˆ̃yn} é limitada em probabilidade.

Tome uma subsequência convergente de {ˆ̃xn(δn)} e observe que seu limite
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satisfaz

∆x(t) =
N∑
i=1

∆yi(t)di,

onde ∆f(t) = f(t+)− f(t) para qualquer função f . Pela Condição A.2.1(ii) pode-

se supor que x(t) ∈ ∂G. Suponha que x(t) ∈ ∂Gi e x(t) 6∈ ∂Gj, para i 6= j.

Portanto, ∆yi(t) > 0 e ∆yj(t) = 0, ∀j 6= i. Como
〈
ni, di

〉
> 0, um salto em yi

implica que x(t+) ∈ G0, o que fere a Condição A.2.1(ii), já que yi somente poderá

aumentar nos instantes t em que x(t) ∈ ∂G.

Suponha agora que x(t) ∈ ∂Gi ∩ ∂Gj e não pertença a mais nenhuma fron-

teira. Caso ∆yi(t) > 0 e ∆yj(t) = 0, uma contradição aparece usando os mesmos

argumentos do parágrafo acima. Portanto, considere o caso onde ∆yi(t) > 0 e

∆yj(t) > 0. Do Lema A.2.2 nenhuma combinação linear positiva de di e dj pode

ser zero. Desta forma, um salto em ∆z(t) = di∆yi(t) + dj∆yj(t) implica que

x(t+) ∈ G0, ou seja, a Condição A.2.1(ii) é ferida novamente. O mesmo argu-

mento é válido quando x(t) pertencer a mais de duas faces.

A.3 Propriedade do Termo de Reflexão nas Fronteiras

Nesta seção, será apresentado um resultado que afirma que o tempo total que

um processo de difusão refletido (não-degenerado) passa próximo da intercessão

entre duas fronteiras tem pouco efeito no processo de reflexão. Este resultado

é importante pois garante uma representação única do termo de reflexão mesmo

quando as direções de reflexão não são linearmente independentes.

Grande parte do estudo desta tese se concentrou em uma extensão deste

resultado, mas ainda sem sucesso. A primeira tentativa foi a extensão do resultado

publicado em (Piera et al., 2006), que prova o resultado de interesse com o uso

de “local times”. Foi posśıvel mostrar que a Condição A.1.12 é suficiente para a

demonstração do Teorema 3.1 de (Piera et al., 2006) evitando uma condição mais

restritiva imposta na referência. Contudo, foi descoberto em seguida a existência

de um posśıvel problema em uma passagem do Lema 2.2 de (Piera et al., 2006),
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que foi usado para obter o resultado. A passagem do limite quando ε tende à

zero contém detalhes sutis que não possuem explicação clara. Além disso, a prova

do lema não exclui o caso não-degenerado que pode ser usado como um contra

exemplo para a validade do Teorema 3.1 de (Piera et al., 2006).

Em busca de uma posśıvel solução, foi estudado a prova do Teorema 4.3.6 de

(Kushner, 2001), que trata um caso menos geral mas que poderia auxiliar o estudo

deste assunto. Contudo, a prova quando o coeficiente de difusão σ é dependente

do estado também contém alguns posśıveis problemas que não são tratados com

detalhes. O autor do livro foi contactado, e ele confirmou o posśıvel problema.

Portanto, como o resultado parece ainda estar em aberto para o caso mais

geral (i.e., quando σ é dependente do estado e as direções de reflexão são variáveis

aleatórias dependentes do tempo) será tratado o caso mais simples que foi retirado

de (Dai e Williams, 1995) com algumas modificações sugeridas em (Kushner, 2001).

Seja x um processo estocástico dado por

x(t) = x0 +

∫ t

0

b(x(s))ds+ w(t) +
N∑
i=1

yi(t)di, (A.9)

onde x0 ∈ G, x(t) ∈ G para todo t > 0, w é um processo de Wiener Ft-mensurável

onde Ft é a mı́nima σ-álgebra que mensura {w(s), yi(s); i ∈ {1, . . . , N}, s ≤ t} com

matriz de covariância Σ, e yi satisfaz:

(i) yi(0) = 0;

(ii) yi tem quase certamente funções amostras não-decrescentes;

(iii) yi(t) =
∫ t

0
I{x(s) ∈ ∂Gi}dyi(s) para todo t ≥ 0.

Condição A.3.1. O coeficiente de deriva da Equação (A.9) é limitado quando

restrito à G. A matriz de covariância Σ é definida positiva (i.e., x é um processo

não-degenerado).

Será preciso ainda a seguinte condição no espaço de estados G e nas direções

normais ni.
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Definição A.3.2 (Conjunto Maximal (Dai e Williams, 1995)). Chama-se um con-

junto K ⊆ {1, . . . , N} de maximal se K 6= ∅, ∩i∈K∂Gi 6= ∅, e ∩i∈K∂Gi 6= ∩i∈K̃
para qualquer K̃ ⊆ {1, . . . , N} tal que K ⊂ K̃.

Condição A.3.3. Para qualquer conjunto maximal K ⊆ {1, . . . , N} existe um

subconjunto L ⊆ K onde {ni; i ∈ L} forma uma base linear para o espaço gerado

por {ni; i ∈ K}.

O lema abaixo será usado na prova do Teorema A.3.5.

Lema A.3.4. Suponha a Condição A.3.3 e seja K ⊆ {1, . . . , N} tal que ∩i∈K∂Gi 6=

∅. Então ∩i∈K∂Gi = ∩i∈L∂Gi, onde L ⊆ K é o conjunto da Condição A.3.3.

Demonstração. Esta prova foi retirada do Lema 4.5 de (Dai e Williams, 1995).

Pela propriedade de {ni; i ∈ L}, existem constantes aji tais que

nj =
∑
i∈L

ajini ∀j ∈ K.

Como ∩i∈K∂Gi 6= ∅, existe um ξ0 ∈ ∩i∈K∂Gi e portanto

〈
nj, ξ0

〉
= Bj ∀j ∈ K.

Portanto, para ξ ∈ ∩i∈L∂Gi, tem-se que para j ∈ K

〈
nj, ξ

〉
=
∑
i∈L

aji
〈
ni, ξ

〉
=
∑
i∈L

ajiBi =
∑
i∈L

aji
〈
ni, ξ0

〉
=
〈
nj, ξ0

〉
= Bj.

Logo ξ ∈ ∩i∈K∂Gi.

Teorema A.3.5. Seja x um processo estocástico como dado acima pela Equação

(A.9). Assuma as Condições A.1.1, A.1.12, A.3.3, e A.3.1. Seja também T

um tempo de parada (stopping time). Então para qualquer K ⊆ {1, . . . , N} com

|K| ≥ 2,

∫ T

0

I{x(s) ∈ ∩i∈K∂Gi}dyi(s) = 0 P− q.c.,
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para cada i ∈ {1, . . . , N}.

Demonstração. A prova deste teorema foi retirada de (Dai e Williams, 1995), e é

uma extensão do resultado de (Reiman e Williams, 1988).

Primeiramente, observe que através do uso da transformação de Girsanov (e

a condição de Novikov, veja Teorema de Girsanov (Oksendal, 2005), página 162)

existe uma medida de probabilidade P̃ que é equivalente à P onde x satisfaz

x(t) = x0 + w̃(t) +
N∑
i=1

yi(t)di,

para todo 0 < t < ∞, em (Ω,F , P̃), onde w̃ é um processo de Wiener. Portanto,

basta mostrar o resultado para b ≡ 0, sem perda de generalidade. Além disso,

pode-se supor que x0 ∈ ∂G sem perda de generalidade.

A prova é dividida em dois casos:

(i) Considere o caso onde K = {1, . . . , N} e ∩i∈K∂Gi 6= ∅. Da hipótese, tem-

se a existência de L ⊆ K onde {ni; i ∈ L} forma uma base linear para o espaço

gerado por {ni; i ∈ K}. Para simplificar a notação e sem perda de generalidade

suponha que L = {1, . . . , l}. Seja A ∈ Rl×d a matriz cujas linhas são os vetores ni,

para i ∈ L. A Condição A.1.12 garante a existência de um vetor η =
∑

i∈K γini,

onde γi > 0, tal que
〈
η, di

〉
> 0 para todo i ∈ K. Como {ni; i ∈ L} é uma base

linear para o espaço gerado por {ni; i ∈ K}, pode-se escrever η = A′λ, onde λ é

um vetor coluna dado por (λ1, . . . , λl)
′.

Defina Γ = AΣA′ e observe que Γ é definida positiva já que A tem linhas

linearmente independentes. Além disso, ∩i∈L∂Gi = ∩i∈K∂Gi pelo Lema A.3.4.

Seja ξ0 ∈ ∩i∈L∂Gi e observe que para qualquer ξ ∈ G, tem-se que

〈
η, (ξ − ξ0)

〉
=
∑
i∈K

γi
〈
ni, (ξ − ξ0)

〉
=
∑
i∈K

γi
(〈
ni, ξ

〉
−Bi

)
≥ 0.
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Para cada ξ ∈ G e r ∈ (0, 1) defina

d2(ξ, r) = (A(ξ0 − ξ) + rΓλ)′ Γ−1 (A(ξ0 − ξ) + rΓλ)

≥ r2 (λ′Γλ) > 0.

Para cada ε ∈ (0, 1), seja

φε(ξ)
4
=


1

2−d

∫ 1

ε
rd−2(d2(ξ, r))(2−d)/2dr se d ≥ 3,

1
2

∫ 1

ε
ln(d2(ξ, r))dr se d = 2.

(A.10)

Observe que, se L é definido como

Lf =
1

2

d∑
i,j=1

(
Σij

∂2f

∂xi∂xj

)
,

para qualquer função f ∈ C2(G), o termo dentro da integral da Equação (A.10) é

L-harmônico em um domı́nio contendo G, já que tr (ΣA′Γ−1A) = d. Além disso,

tem-se que

∇φε(ξ) =

∫ 1

ε

rd−2A′Γ−1 (A(ξ − ξ0) + rΓλ) (d2(ξ, r))−d/2dr,

e portanto

〈
di,∇φε(ξ)

〉
=

∫ 1

ε

rd−2
(〈
di, A

′Γ−1A(ξ − ξ0)
〉

+ r
〈
di, η

〉)
(d2(ξ, r))−d/2dr,

para i ∈ K.

Seja ui
4
= Γ−1Adi. Observe que ui 6= 0 já que

〈
ui,Γλ

〉
=
〈
di, η

〉
> 0. Para ξ

tal que ||A(ξ − ξ0)|| < εβi, onde βi
4
=
〈
di, η

〉
/||ui||, tem-se que para r > ε

||d2(ξ, r)|| ≤ ||Γ−1|| (||A(ξ − ξ0)||+ ||rΓλ||)2

≤ ||Γ−1|| (εβi + ||Γλ||)2 r2,
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e portanto,

〈
di,∇φε(ξ)

〉
≥
(
||Γ−1||(εβi + ||Γλ||)2

)−d/2 ∫ 1

ε

rd−2(−ε
〈
di, η

〉
+ r
〈
di, η

〉
)r−ddr

≥ −ci(ln ε+ 1),

para i ∈ K, onde ci
4
= (||Γ−1||(εβi + ||Γλ||)2)

−d/2 〈
di, η

〉
.

Seja ρi(ξ)
4
= −

〈
ui, A(ξ − ξ0)

〉
/
〈
di, η

〉
. Então, seguindo os mesmos passos

usados em (Reiman e Williams, 1988) para derivar as Inequações (20) - (24), é

posśıvel mostrar que

〈
di,∇φε(ξ)

〉
≥ −ĉi,

para i ∈ K e qualquer ξ ∈ G, onde ĉi é uma constante não-negativa.

Para cada k ∈ N defina os tempos de parada

τk
4
= inf {t ≥ 0 : ||A(x(t)− x0)|| ≥ k ou yi(t) ≥ k, para algum i ∈ {1, . . . , N}} ∧ T.

Observe que φε e ∇φε são limitados em {ξ ∈ G : ||A(ξ − x0)|| ≤ k} e então

aplicando a formula de Itô em φε(x(· ∧ τk)) e tomando a esperança tem-se

E [φε(x(t ∧ τk))− φε(x0)] =
∑
i∈K

E
[∫ t∧τk

0

〈
di,∇ψε(x(s))

〉
dyi(s)

]
≥− (ln ε+ 1)

∑
i∈K

ciE
[∫ t∧τk

0

I{||A(x(s)− x0)|| < εβi}dyi(s)
]

−
∑
i∈K

ĉiE [yi(t ∧ τk)] .

Dividindo a equação acima por −(ln ε+ 1) e fazendo com que ε→ 0, tem-se que

lim sup
ε→0

∑
i∈K

ciE
[∫ t∧τk

0

I{||A(x(s)− x0)|| < εβi}dyi(s)
]
≡ 0.

220



Como ∩i∈K∂Gi = ∩i∈L∂Gi ⊂ {ξ ∈ G : A(ξ − x0) ≤ 0}, tem-se que

∫ t∧τk

0

I{x(s) ∈ ∩i∈K∂Gi}dyi(s) = 0 P− q.c..

O resultado segue fazendo k →∞, t→∞, e observando que (t ∧ τk) ↑ T .

(ii) O caso geral é feito através de uma indução reversa junto com um argu-

mento de localização próximo da fronteira de interesse. Observe que é suficiente

mostrar o teorema para K maximal.

Usa-se como base para esta indução a prova de (i) acima. Caso {1, . . . , N}

não seja tal que ∩i∈{1,...,N}∂Gi 6= ∅, o argumento de localização do processo próximo

à fronteira de interesse pode ser usado em combinação com (i) para obter a base

da indução. Os detalhes não serão mostrados mas ficarão claro com os argumentos

a seguir.

Suponha que para 2 ≤ j ≤ N , o teorema é verdadeiro para todo K maximal

com j < |K| ≤ N . Pela hipótese, indutiva tem-se que

∫ T

0

I{x(s) ∈ ∩i∈K∂Gi}dyi(s)

=

∫ T

0

I{x(s) ∈ ∩i∈K∂Gi}I{
〈
nl, x(s)

〉
> Bl, ∀l ∈ {1, . . . , N} \K}dyi(s).

Agora defina a sequência de tempos de parada {σk}∞k=0 e {τk}∞k=1 para ε > 0

τk = inf{s ≥ σk−1 :
〈
nl, x(s)

〉
−Bl ≤ ε/2 para algum l ∈ {1, . . . , N} \K} ∧ T

σk = inf{s ≥ τk :
〈
nl, x(s)

〉
−Bl ≥ ε para todo l ∈ {1, . . . , N} \K} ∧ T.

Portanto, para i ∈ K tem-se que

∫ T

0

I{x(s) ∈ ∩i∈K∂Gi}I{
〈
nl, x(s)

〉
−Bl ≥ ε ∀l ∈ {1, . . . , N} \K}dyi(s)

≤
∞∑
k=0

∫ τk+1

σk

I{x(s) ∈ ∩i∈K∂Gi}dyi(s). (A.11)

Observe que yi não aumenta em [σk, τk+1] para l ∈ {1, . . . , K} \K. Portanto, pelo
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caso (i) tem-se que

0 =

∫ τ

0

I{x(s+ σk) ∈ ∩i∈K∂Gi}dyi(s+ σk) =

∫ τk+1

σk

I{x(s) ∈ ∩i∈K∂Gi}dyi(s)

P − q.c. em {σk < ∞}, onde τ
4
= (τk+1 − σk)I{σk < ∞}. Da Inequação (A.11) e

da observação acima o teorema está provado.
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Apêndice B

Resultados Auxiliares e Definições

Neste apêndice reuni-se uma série de resultados e definições que são usados

neste trabalho.

B.1 Convergência Fraca

Seja S um espaço métrico e S a σ-álgebra de Borel (gerada por conjuntos

abertos de S).

Definição B.1.1. Seja {Pn} uma sequência de medidas de probabilidade definidas

em (S,S). Diz-se que {Pn} converge fracamente para a medida de probabilidade

P definida em (S,S) se para cada função f : S → R uniformemente cont́ınua e

limitada tem-se:

∫
S

fdPn →
∫
S

fdP.

Denota-se Pn ⇒ P quando {Pn} converge fracamente para P . Veja também o

Teorema de Portmanteau para condições equivalentes (e.g., Teorema 2.1 página

16 de (Billingsley, 1999)).

Definição B.1.2 (Famı́lia de Medidas de Probabilidade Limitada). Uma famı́lia

Π de medidas de probabilidade é dita limitada se para cada ε > 0 existe um conjunto

compacto K tal que

P (K) > 1− ε
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para cada P em Π.

Considere uma sequência de elementos aleatórios {Xn} definidos no espaço

de probabilidade (Ω,F ,P), onde, para cada n ∈ N, Xn é (Ω,F)-(S,S) mensurável.

Seja Pn a medida de probabilidade induzida por Xn e P em (S,S). Seja também

X um elemento aleatório (Ω,F)-(S,S) mensurável e que induz a medida de pro-

babilidade P em (S,S). Diz-se que Xn converge fracamente para X se Pn ⇒ P , e

denota-se Xn ⇒ X. Ou seja, para cada função f : S → R uniformemente cont́ınua

e limitada

E [f(Xn)] =

∫
Ω

f(Xn)dP→
∫

Ω

f(X)dP = E [f(X)] .

Definição B.1.3 (Sequência de Elementos Aleatórios Limitada em Probabilidade).

Seja {Xn} como definido no parágrafo acima. Diz-se que {Xn} é limitada em

probabilidade se a famı́lia {Pn} é limitada.

O teorema abaixo é de fundamental importância para a teoria de convergên-

cia fraca. O resultado possibilita criar critérios para a verificação da existência de

convergência fraca.

Teorema B.1.4 (Teorema de Prohorov). Se a famı́lia Π é limitada, então para

qualquer sequência {Pn} de Π existe uma subsequência {Pni} que converge fraca-

mente.

Demonstração. Veja seção 5 página 60 de (Billingsley, 1999).

Portanto, se {Pn} é limitada e qualquer subsequência de {Pn} tem limite P ,

tem-se que Pn ⇒ P (veja o corolário da página 59 de (Billingsley, 1999)).

B.1.1 Espaço de Skorohod

Geralmente o espaço métrico S tratado na seção anterior é C(Rd; 0,∞),

aquele constitúıdo de funções f : [0,∞)→ Rd cont́ınuas, e com topologia uniforme.
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Isto é, a medida de distância entre dois pontos x, y é dada por

ρ(x, y) = sup
t
|x(t)− y(t)|.

Também é de interesse tratar funções com descontinuidades. Neste caso S

será o espaço D(Rd; 0,∞) de funções f : [0,∞) → Rd cont́ınuas à direita e como

limites à esquerda que são usualmente chamadas de Càdlàg (do Francês: “continu

à droite, limites à gauche”). A topologia de Skorohod (J1 usual) é usada neste

caso (veja página 123 de (Billingsley, 1999)). Geralmente o espaço D(Rd; 0,∞)

com topologia de Skorohod é chamado simplesmente de espaço de Skorohod.

B.1.2 Critérios

Abaixo estão alguns critérios usados para mostrar que uma sequência {Xn}

de processos estocásticos é limitada em probabilidade.

Proposição B.1.5. Suponha que para cada n ∈ N, Xn é um processo definido em

(Ω,F ,P) com funções amostras em C(Rd; 0,∞). A sequência {Xn} é limitada em

probabilidade se e somente se satisfaz condições (i) e (ii) abaixo:

(i) Para cada ν > 0

lim sup
n→∞

P (|Xn(0)| ≥ ν) = 0

(ii) Para cada ν > 0 e T > 0:

lim
δ→0

lim sup
n

P
(

sup
t≤T

sup
s≤δ
|Xn(t+ s)−Xn(t)| ≥ ν

)
= 0.

Demonstração. Teorema 7.3 de (Billingsley, 1999) página 82.

Definição B.1.6 (Assintoticamente Cont́ınuo). Seja Xn um processo definido em

(Ω,F ,P) com funções amostras em D(Rd; 0,∞) para cada n ∈ N. Diz-se que a
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sequência {Xn} é assintoticamente cont́ınua se é limitada em probabilidade e qual-

quer subsequência convergente tem como limite um processo com funções amostras

cont́ınuas com probabilidade um. Abusando um pouco da nomenclatura, diz-se

que Xn é assintoticamente cont́ınuo quando a sequência {Xn} é assintoticamente

cont́ınua.

Proposição B.1.7. Suponha que para cada n ∈ N, Xn é um processo definido em

(Ω,F ,P) com funções amostras em D(Rd; 0,∞). A sequência {Xn} é assintotica-

mente cont́ınua se e somente se satisfaz condições (i) e (ii) abaixo:

(i) Para cada η > 0 e T ≥ 0, existe uma constante Mη,T > 0 tal que

lim inf
n→∞

P
(

sup
0≤t≤T

|Xn(t)| ≤Mη,T

)
≥ 1− η.

(ii) Para cada ε > 0, η > 0 e T > 0, existe uma λ ∈ (0, T ) tal que

lim sup
n→∞

P

(
sup

t∈[0,T−λ)

sup
u,v∈[t,t+λ]

|Xn(u)−Xn(v)| ≥ ε

)
≤ η.

Demonstração. Veja Proposição VI.3.26 de (Jacod e Shiryaev, 1987).

B.1.3 Convergência Fraca para Processos de Wiener

Nesta seção são listados alguns resultados referentes a convergência fraca de

processos para o processos de Wiener.

Teorema B.1.8 (Teorema de Donsker). Suponha que as variáveis aleatórias ξi,

i ≥ 1, são independentes e identicamente distribúıdas com média zero e variância

σ2. Então o processo estocástico wn(·) dado por

wn(·) =
1√
n

nt∑
i=1

ξi,

converge fracamente para um processo de Wiener com matriz de covariância Σ.
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Demonstração. Veja a prova do Teorema 14.1 em (Billingsley, 1999).

Os Teoremas B.1.10, B.1.9, e B.1.12 seguintes foram retirados de (Kushner,

2001) para facilitar a referência. Eles são respectivamente os Teoremas 2.8.6, 2.8.9,

e 2.8.2 de (Kushner, 2001).

Teorema B.1.9. Sejam ξni , para i, n ≥ 1, vetores aleatórios mutuamente indepen-

dentes (em i) para cada n e com média zero e matriz de covariância dada por Σn,i.

Suponha que existe uma matrix Σ tal que Σn,i → Σ, quando n → ∞, uniforme-

mente em i. Seja {|ξnl |2; l, n} uniformemente integrável. Então o processo wn(·)

dado por

wn(t) =
1√
n

nt∑
i=1

ξni

converge fracamente para um processo de Wiener com matriz de covariância Σ.

Teorema B.1.10. Defina wn(·) como

wn(·) =
1√
n

nt∑
l=1

ξnl .

Suponha que para T <∞, o seguintes conjuntos são uniformemente integráveis:

{
|ξni |2;n, i

}
,


∣∣∣∣∣
nT∑

j=i+1

E
[
ξnj
∣∣ ξnk , k ≤ i

]∣∣∣∣∣
2

; i < nT, n > 0

 .

Então {wn(·)} é limitado em probabilidade, e todo limite no sentido fraco tem

funções amostras cont́ınuas com probabilidade um. Suponha que existam matrizes

Σ0 and Σ1 e números reais Nn →∞ quando n→∞ tal que Nn/n→ 0 e

1

Nn

i+Nn∑
l=i+1

E [ξnl (ξnl )′| ξk, k ≤ i]→ Σ0
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em probabilidade quando n, i→∞. Além disso, suponha que o seguinte é verdade

quando j − a→∞, m− j →∞, e a, n, j →∞:

m∑
k=j+1

E
[
ξnk (ξnj )′

]
→ Σ1,

E

[∣∣∣∣∣
m∑

k=j+1

E
[
ξnk (ξnj )′

∣∣ ξi, i ≤ a
]
− Σ1

∣∣∣∣∣
]
→ 0.

Então wn(·) converge fracamente para um processo de Wiener com matriz de co-

variância Σ = Σ0 + Σ1 + Σ′1.

No seguinte teorema será necessário usar a seguinte definição:

Definição B.1.11 (Processo de Doob-Meyer Associado). Seja M um Ft-martingale

com funções amostras em D(Rd; 0,∞). O processo de Doob-Meyer do submartin-

gale M2 é o processo
〈
M
〉
Ft-previśıvel, localmente integrável, e não-decrescente

tal que M2 −
〈
M
〉

é um Ft-martingale (a existência e unicidade de tal processo

é garantida pelo Teorema de Doob-Meyer, veja por exemplo o Teorema 25.5 na

página 493 de (Kallenberg, 2002)). Diz-se então que
〈
M
〉

é o processo de Doob-

Meyer associado ao martingale M .

Teorema B.1.12. Sejam V n, Mn, e Σn processos estocásticos, onde Mn tem fun-

ções amostras em D(Rd; 0,∞), Σn tem funções amostras em D(Rd×d; 0,∞), e V n

possui funções amostras em D(S; 0,∞), onde S é qualquer espaço métrico separável

e completo. Seja Fnt a mı́nima σ-álgebra que mensura {V n(s),Mn(s),Σn(s); s ≤

t}. Suponha que Mn é um Fn-martingale com processo de Doob-Meyer associado

dado por
〈
Mn
〉
(t) =

∫ t
0

Σn(s)ds, onde {Σn} é limitado. Além disso, suponha que a

maior descontinuidade de Mn seja menor do que δn onde δn →∞ quando n→∞.

Então, {Mn} é limitado em probabilidade e qualquer limite no sentido fraco será

cont́ınuo.

Se além disso (V n,Mn,Σn) convergir fracamente para (V,M,Σ), então M

é um Ft-martingale com processo de Doob-Meyer associado dado por
〈
M
〉
(t) =
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∫ t
0

Σ(s)ds, onde Ft é a mı́nima σ-álgebra gerada por {M(s),Σ(s), V (s); s ≤ t}.

Caso Σ não seja aleatório, então M é um processo de Wiener Ft-mensurável com

matriz de covariância dada por: E [M(1)M(1)′] =
∫ 1

0
Σ(s)ds.

Lema B.1.13. Para cada n ∈ N, seja Mn um Fnt -martingale com processo de

Doob-Meyer associado dado por

〈
M
〉
(t) =

∫ t

0

Σn(s)ds,

onde Σn é um processo Ft-mensurável com funções amostras em D(R; 0,∞) limi-

tadas. Além disso, suponha que Mn(0) ≡ 0 e que a maior descontinuidade de Mn

seja menor do que δn, onde δn → 0 quando n → ∞. Seja Hn um processo Ft-

adaptado com funções amostras em D(R; 0,∞) limitadas para cada n ∈ N. Então

se o processo Gn tomando valores

Gn(t)
4
=

∫ t

0

Hn(s)Σn(s)ds

converge fracamente para o processo zero, então o processo tomando valores
∫ t

0
Hn(s)dMn(s)

converge fracamente para o processo zero.

Demonstração. Do Teorema B.1.12, sabe-se que {Mn} é assintoticamente cont́ı-

nua. Do Corolário 3 na página 66 e Teorema 29 na página 68 de (Protter, 1995),

tem-se que

E

[(∫ t

0

Hn(s)dMn(s)

)2
]

= E
[∫ t

0

Hn(s)d[Mn](s)

]
= E

[∫ t

0

Hn(s)Σn(s)ds

]
+ ∆n,

onde foi usado a definição da página 62 de (Protter, 1995) (veja também comentá-

rios na página 63). O termo ∆n vai para zero a medida que n → 0, já que {Mn}

é assintoticamente cont́ınua.

Chega-se ao resultado desejado usando a Inequação de Quadrática Maxi-
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mal de Doob (veja (Protter, 1995) página 12) em conjunto com a inequação de

Chebychev (veja página 192 de (Ash e Doléans-Dade, 2000)).

B.2 Processos de Salto

Nesta seção, será listado alguns resultados referentes a processos de saltos.

Definição B.2.1 (Ft-Intensidade de um Processo de Salto). Seja N um processo

de salto adaptado à uma história Ft. Seja λ um processo não negativo e Ft-

mensurável tal que para todo t ≥ 0

∫ t

0

λ(s)ds <∞ P− q.c..

Se para todo processo C não-negativo e Ft-previśıvel tem-se

E
[∫ ∞

0

C(s)dN(s)

]
= E

[∫ ∞
0

C(s)λ(s)ds

]
,

então é dito que N admite a Ft-intensidade λ.

Teorema B.2.2. Se N admite a Ft-intensidade λ, então N é P-não-explosivo e

(i) M(t) = N(t)−
∫ t

0
λ(s)ds é um Ft-martingale local;

(ii) Se X é um processo Ft-previśıvel tal que E
[∫ t

0
|X(s)|λ(s)ds

]
< ∞, para

todo t ≥ 0, então
∫ t

0
X(s)dM(s) é um Ft-martingale.

(iii) Se X é um processo Ft-previśıvel tal que
∫ t

0
|X(s)|λ(s)ds < ∞, P − q.c.,

então
∫ t

0
X(s)dM(s) é um Ft-martingale local.

Demonstração. Veja Teorema T8 na página 27 de (Brémaud, 1981).

Lema B.2.3. Seja A um processo Ft-adaptado definido como A(t)
4
= N(ξ(t)),

para todo t ≥ 0, onde ξ(t)
4
=
∫ t

0
λ(s)ds, λ é um processo Ft-mensurável e tomando

valores em R≥0, e N é um processo de Poisson padrão (i.e., com taxa igual à um).

Então λ é a Ft-intensidade de A.
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Demonstração. A prova é uma adaptação das idéias do Teorema T16 na página

41 de (Brémaud, 1981). É suficiente mostrar que para todos os processos C não-

negativos e Ft-previśıveis que podem ser escritos como

C(ω; t) = I{ω ∈ B}I{t ∈ (a, b]},

onde 0 ≤ a ≤ b ≤ ∞, B ∈ Fa, e (ω, t) ∈ Ω× [0,∞), tem-se

E
[∫ ∞

0

C(s)dA(s)

]
= E

[∫ ∞
0

C(s)λ(s)ds

]
.

Para simplificar a notação, ω é omitido e C é escrito como

C(t) = IBI{t ∈ (a, b]},

para todo t ≥ 0.

Defina o tempo de parada Ft-mensurável τ(t) como

∫ τ(t)

0

λ(s)ds = t ∧
∣∣∣∣∫ ∞

0

λ(s)ds

∣∣∣∣ .
Observe que

E
[∫ ∞

0

C(s)dA(s)

]
= E [IB (A(b)− A(a))]

= E [IB (N(ξ(b))−N(ξ(a)))]

= E
[∫ ∞

0

IBI{s ∈ (ξ(a), ξ(b)]}dN(s)

]
.

Seja C̃(t)
4
= IBI{t ∈ (ξ(a), ξ(b)]} para todo t ≥ 0. Se for estabelecido que C̃ é

Fτ(t)-previśıvel e que N(· ∧ ξ(∞)) é Fτ(t)-adaptado tem-se

E
[∫ ∞

0

C̃(s)dN(s)

]
= E [IB (ξ(b)− ξ(a))] = E

[∫ ∞
0

IBI{s ∈ (a, b]}λ(s)ds

]
= E

[∫ ∞
0

C(s)λ(s)ds

]
,
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onde foi usado a definição de Ft-intensidade para o processo de Poisson padrão N .

Seja FAt é a mı́nima σ-álgebra que mensura {A(s); s ≤ t}, logo o processo

A(τ(t)) = N(t ∧ |ξ(∞)|) é adaptado à FAτ(t). Como FAτ(t) ⊆ Fτ(t), tem-se que

N(t ∧ |ξ(∞)|) é Fτ(t)-adaptado.

Para verificar que C̃ é Fτ(t)-previśıvel, somente é necessário verificar se o

processo é Fτ(t)-mensurável, já que C̃ é cont́ınuo à esquerda. Observe que

{t ≤ ξ(b)} ≡ {b ≥ τ(t)}

{t ≥ ξ(a)} ≡ {a ≤ τ(t)}.

Portanto, {t ∈ (ξ(a), ξ(b)]} ≡ {a ≤ τ(t) ≤ b}, e então

C̃(t) = IBI{t ∈ (ξ(a), ξ(b)]} = IBI{a ≤ τ(t) ≤ b}

é Fτ(t)-mensurável já que B ∈ Fa.

Lema B.2.4. Seja N um processo de salto Ft-mensurável com Ft-intensidade

dada por λ. Suponha que o tamanho de qualquer salto de N seja igual à um, quase

certamente. Seja M o martingale garantido pelo Teorema B.2.2. Então, o processo

de Doob-Meyer associado à M é dado por

〈
M
〉
(t) =

∫ t

0

λ(s)ds.

Demonstração. Veja a discussão na página 62 de (Kushner, 2001).

Lema B.2.5. Seja N um processo de salto Ft-mensurável com Ft-intensidade dada

por λ. Seja Ii, com i ∈ {1, . . . , q} e q ∈ N, um processo estocástico Ft-mensurável,

onde para cada t ≥ 0, Ii(t) é uma função indicadora de eventos disjuntos para cada

i ∈ {1, . . . , q}. Além disso, suponha que
∑q

i=1 Ii(t) ≤ 1, se houver um salto em N

no instante t, e igual à zero caso contrário. Defina

Qi(t) = E [Ii(t)|Ft−] .
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Seja F um processo Ft-previśıvel tomando valores em Rq e defina o Ft-martingale

M = (M1, . . . ,Mq)
′ como:

Mi(t) =

∫ t

0

[Ii(s)−Qi(s)]Fi(s)dN(s).

Então o processo de Doob-Meyer associado à M é dado por

〈
M
〉
(·) =

∫ ·
0

Σ(s)F (s)F (s)′λ(s)ds,

onde

〈
M
〉
ij

4
=


〈
Mi

〉
se i = j〈

Mi,Mj

〉
se i 6= j,

e (Σ)ij(·) 4= δijQi(·)−Qi(·)Qj(·), para δij
4
= I{i = j}, e (i, j) ∈ {1, . . . , q}2.

Demonstração. Da identidade de polarização (veja (Kallenberg, 2002) página 516),

tem-se:

〈
Mi,Mj

〉
=

1

4

[〈
Mi +Mj

〉
−
〈
Mi −Mj

〉]
.

Portanto, será considerado primeiramente o compto de
〈
Mi + Mj

〉
o qual será

denotado por m+
ij para simplificar a notação. Pela definição de processos de Doob-

Meyer associado, tem-se que para t e τ ≥ 0:

E
[
[Mi(t+ τ) +Mj(t+ τ)]2 −m+

ij(t+ τ)
∣∣Ft] = [Mi(t) +Mj(t)]

2 −m+
ij(t).

Seja ∆(f)
4
= f(t+ τ)− f(t), para qualquer função f definida em [0,∞). Observe
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que:

E
[
[Mi(t+ τ) +Mj(t+ τ)]2 − [Mi(t) +Mj(t)]

2
∣∣Ft]

= E [ [∆(Mi +Mj) + 2(Mi +Mj)(t)] ∆(Mi +Mj)| Ft]

= E
[
∆(Mi +Mj)

2
∣∣Ft]+ 2(Mi +Mj)(t)E [∆(Mi +Mj)| Ft]

= E
[
∆(Mi +Mj)

2
∣∣Ft] ,

onde foi usado o fato que Mj e Mi são martingales na última passagem. Desta

forma,

E
[
m+
ij(t+ τ)−m+

ij(t)
∣∣Ft] = E

[
∆(Mi +Mj)

2
∣∣Ft] . (B.1)

Observe que é posśıvel escrever o seguinte:

E
[
∆(Mi +Mj)

2
∣∣Ft] =

E

( ∞∑
l=1

[(Ii(sl)−Qi(sl))Fi(sl) + (Ij(sl)−Qj(sl))Fj(sl)] I{sl ≤ t+ τ}
)2
∣∣∣∣∣∣Ft
 ,

onde sl denota o instante do l-ésimo salto de N após ou em t. Como sm e sn são

diferentes quando m 6= n, e usando o fato de que E [Ii(t)| Ft−] = Qi(t), tem-se

E [ (Ii(sm)−Qi(sm))(Ij(sn)−Qj(sn))Fi(sm)Fj(sn)I{sn, sm ≤ t+ τ}| Ft] = 0,

onde foi usada a “regra da torre” (i.e., E [ . . .| Ft] = E [E [ . . .| Fsh−]| Ft], para h =

max(m,n)). Seja

ar(·) 4=
∫ ·

0

(Ir(s)−Qr(s−))2Fr(s)dN(s),
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para r = i, j. Portanto,

E
[
∆(Mi +Mj)

2
∣∣Ft] = E [∆(ai)−∆(aj)| Ft]

+ 2
∞∑
l=1

E [ (Ii(sl)−Qi(sl))(Ij(sl)−Qj(sl))Fi(sl)Fj(sl)I{sl ≤ t+ τ}| Ft]

= E [∆(ai) + ∆(aj)| Ft]

+ 2
∞∑
l=1

E [ (δijQi(sl)−Qi(sl)Qj(sl))Fi(sl)Fj(sl)I{sl ≤ t+ τ}| Ft] ,

onde foi usado a regra da torre novamente. Usando a definição de intensidade

estocástica (Definição B.2.1), tem-se

E
[∫ t+τ

t

(δijQi(s)−Qi(s)Qj(s))Fi(s−)Fj(s−)dN(s)

∣∣∣∣Ft]
= E

[∫ t+τ

t

(δijQi(s)−Qi(s)Qj(s))Fi(s)Fj(s)λ(s)ds

∣∣∣∣Ft] ,
e para r = i, j,

E [∆(ar)| Ft] = E
[∫ t+τ

t

(Ir(s)−Qr(s))
2Fr(s)λ(s)ds

∣∣∣∣Ft] .
Defina ãr(·) 4=

∫ ·
0
(Ir(s) − Qr(s))

2Fr(s)λ(s)ds. Usando a Equação (B.1) e como o

processo de Doob-Meyer é único (indistingúıvel), tem-se

m+
ij(t) = ãi(t) + ãj(t) + 2

∫ t

0

(δijQi(s)−Qi(s)Qj(s))Fi(s)Fj(s)λ(s)ds.

Usando o mesmo argumento para
〈
Mi −Mj

〉 4
= m−ij, tem-se

m−ij(t) = ãi(t) + ãj(t)− 2

∫ t

0

(δijQi(s)−Qi(s)Qj(s))Fi(s)Fj(s)λ(s)ds.

Portanto,

〈
Mi,Mj

〉
(t) =

1

4

[
m+
ij(t)−m−ij(t)

]
=

∫ t

0

(δijQi(s)−Qi(s)Qj(s))Fi(s)Fj(s)λ(s)ds.
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Teorema B.2.6. Considere {ξnl , l < ∞}, onde para cada l e n, ξnl são variáveis

aleatórias que tomam valores positivos com probabilidade um. Seja {hn} limitada

em probabilidade, onde para cada n, hn é um processo definido como:

hn(t)
4
=

1√
n

nt∑
l=1

(
ξnl − ξ̄n

)
.

Além disso suponha que, para cada l, E [ξnl ]
4
= ξ̄n → ξ̄ ∈ R>0 quando n→∞. Seja

J n um processo não decrescente tal que J n(0) = 0 e para cada t ∈ R≥0, J (t) ≤ nt.

Então {Nn}, com

Nn(t)
4
=

1

n
max

{
m ∈ N0 :

m∑
l=1

ξnl ≤ nt− J n(t)

}
,

é limitada em probabilidade e qualquer limite no sentido fraco tem funções amos-

tras Lipchitz-cont́ınuas, com constante de Lipschitz inferior à 1/ξ̄. Se além disso

{J n/
√
n} for limitada em probabilidade, o processo Nn converge no sentido fraco

para o processo N que toma valores N(t)
4
= t/ξ̄.

Demonstração. Esta prova é uma modificação de um resultado contido na prova

do Teorema 5.1.1 de (Kushner, 2001). Seja

T n(t)
4
=

1

n

nt∑
l=1

ξnl

Observe que

Nn(T n(t)) =
1

n
max

{
m ∈ N0 :

m∑
l=1

ξnl ≤
nt∑
l=1

ξnl − J n (T n(t))

}
≤ t+ εn,1 (B.2)

onde |εn,1| < 1/n. Além disso,

T n(Nn(t)) =
1

n

max{m:
Pm
l=1 ξ

n
l ≤nt−J

n(t)}∑
l=1

ξnl = t− J
n(t)

n
+ εn,2 (B.3)
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onde |εn,2| < (1/n)ξnNn(t)+1 é um erro negligenciável e que converge para o processo

“zero” quando n→∞ já que {hn} é limitada em probabilidade.

O processo T n(t) pode ser reescrito como:

T n(t)
4
=

1

n

nt∑
l=1

(
ξnl − ξ̄n

)
+ ξ̄nt.

Já que {hn} é limitada em probabilidade, o primeiro termo converge no sentido

fraco para o processo zero, e T n(·) ⇒ T (·) onde T (t)
4
= ξ̄t, pela hipótese ξ̄n → ξ̄.

Portanto, para quaisquer ε > 0 e t > 0:

lim
n

P
(

sup
s≤t

Nn(s) <
t

ξ̄
+ ε

)
= 1 (B.4)

pela Equação (B.2).

Usando a Equação (B.3), observe que para qualquer τ > 0

T n(Nn(t+ τ))− T n(Nn(t)) = τ − J
n(t+ τ)− J n(t)

n
+ ε̃n,2 ≤ τ + ε̃n,2

onde a ultima passagem é posśıvel já que J n(·) é não-negativo e não-decrescente.

Portanto, para quaisquer constantes ε > 0, τ > 0 e t ∈ R≥0

lim
n

P
(
|Nn(t+ τ)−Nn(t)| < τ/ξ̄ + ε

)
= 1. (B.5)

Observe que usando as Equações (B.4) e (B.5) as condições da Proposição B.1.7

são satisfeitas e, portanto, {Nn(·)} satisfaz a primeira parte do teorema.

Assuma agora que {J n/
√
n} é limitada em probabilidade. Da Equação (B.3)

e deixando que n→∞ tem-se T (N(t)) = t, e portanto,

N(t) = t/ξ̄,

já que {J n/n} converge no sentido fraco para o processo “zero”.
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