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Este trabalho apresenta a caracterizacao de limites no sentido fraco dos sis-
temas de filas em redes que podem enviar e receber sinais. Estes sinais podem ser
usados, entre outras coisas, para que as filas se auto controlem. Mostra-se que,
sob certas condicoes, o sistema pode ser aproximado por uma equacao diferencial
estocastica refletida. Os beneficios de tais aproximagcoes sao que elas descrevem a
evolucao transiente destes sistemas e possibilitam a introdugao de controles. Em
seguida, uma abordagem mais abrangente é apresentada através de redes de Petri
estocasticas. Uma nova classe destas redes é introduzida como uma forma unifica-
dora para tratar sistemas que podem ser descritos por quantidades discretas que
sofrem trocas estocasticas ao longo do tempo. A classe é geral o suficiente para
incluir as redes de Petri estocésticas, as redes de Jackson, e as redes de Gelenbe
com sinais do tipo “cliente negativo” e do tipo “triggers”. O objetivo principal é
obter, de maneira unificada, uma aproximagcao por difusao que possa ser facilmente

aplicavel em um nimero grande de problemas praticos.
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This work is concerned with the characterization of weak-sense limits of
networks of queues which can send and receive signals. These signals can be used,
among other things, to auto control the queues. It is shown that, under certain
conditions, the system can be approximated by a reflected stochastic differential
equation. The benefits of such an approximation are that it describes the transient
evolution of these systems and allows for the introduction of controls. Following
that, a more general approach is presented using stochastic Petri nets. A new class
of these nets is introduced to serve as an unifying approach to treat systems that
can be described by discrete quantities that suffer stochastic changes in time. The
class is general enough to include the stochastic Petri nets, the Jackson network,
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Capitulo 1

Introducao

No inicio do século passado, A. K. Erlang deu inicio aos primeiros estudos de
teoria de filas em suas pesquisas sobre o congestionamento de trafego de ligacoes
telefonicas (Erlang, 1909). Desde aquela época, viu-se a importancia de construir
modelos matematicos para obter quantidades, tais como: o tempo médio de espera
de cada cliente e o tempo ocioso dos servidores (Gross e Harris, 1998; Kleinrock,
1975), que sao fundamentais para o planejamento destes sistemas.

Atualmente, quando se pensa em sistemas de computadores, é extremamente
facil identificar processos que podem ser modelados sob o formalismo da teoria
de filas. De fato, qualquer recurso computacional limitado que necessita atender
a uma grande demanda de usudrios pode ser reconhecido como um sistema de
filas. Desta forma, com o advento dos computadores, aumentaram a necessidade
e a demanda de modelos mais complexos para atender as novas aplicacoes que
surgiam, especialmente em sistemas em redes e de comunicacoes. Contudo, dois
grandes problemas permeiam a teoria classica de filas e dificultam a sua aplicagao
em certos problemas.

Um destes problemas ¢ a incapacidade de gerar formas fechadas ou de facil
utilizagao e interpretagao para sistemas onde o processo de chegada ou saida nao
possuem uma estrutura Markoviana. Talvez um dos artigos mais representativos
desta dificuldade seja o de Kingman (Kingman, 1966), no qual é apresentado uma

algebra com o propésito de unificar os resultados de trabalhos para filas em casos



gerais (i.e. nao necessariamente Markovianos). Uma das solucdes para este pro-
blema consiste em criar classes de processos que podem ser usados para aproximar
o processo de entrada ou saida desejado através da elaboragao do chamado “método
de estagios” de Erlang. Nestes métodos, um processo Markoviano bidimensional
dado por {(N(t), J(t));t € Rso}, com N sendo um processo de contagem e J uma
varidvel de fase (ou estdgio), é introduzido de forma que uma estrutura markovi-
ana ainda possa ser recuperada no processo que descreve o estado da fila (veja, por
exemplo, (Neuts, 1975)). Atualmente, estes métodos de anédlise sdo comumente
chamado de Métodos Analiticos Matriciais. Apesar de trazerem varios avangos na
teoria, estes métodos nao sao facilmente estendiveis para o caso de redes de filas,
que é mais comumente encontrado nos problemas atuais.

Outro problema é a dificuldade de se obter resultados que dizem respeito
a evolugao transiente destes sistemas. Geralmente, os resultados da teoria sao
obtidos a partir da hipdtese de que o sistema estd em regime estacionario. Os
poucos resultados que tratam a dinamica destes sistemas sao de dificil uso pratico
para poderem responder, por exemplo, questoes relacionadas a controles 6timos,
mesmo para os modelos mais simples. Todas estas dificuldades tornam-se ainda
maiores a medida que as filas sdo combinadas em redes.

Assim, estas duas dificuldades impulsionaram o estudo de aproximagoes.
Existem dois principais tipos de aproximacoes encontradas na literatura: as apro-
ximagoes por fluido e por difusao. Geralmente, modelos de fluido descrevem a di-
namica do valor médio do sistema por uma equacao diferencial. As aproximacoes
por difusao diferem das aproximacoes por fluido no fato que o efeito estocdstico
encontrado em sistemas de filas (devido a incertezas geradas pelos processos de
chegada de clientes e de servigo) nao é eliminado do modelo, aparecendo como um
processo de Wiener ou como uma integral de It6. Portanto, neste sentido, estas
aproximagcoes sao mais fiéis a dinamica do sistema. Contudo, este ganho vem acom-
panhado da necessidade da “hipdtese do trafego pesado” que exige que a taxa de

clientes entrando em cada fila do sistema seja préxima da taxa com que os clientes



saem da fila. Este é um cenario comum em vérias aplicacoes de interesse, como é
o caso de sistemas computacionais modernos, que geralmente operam proximo de
sua capacidade maxima (Kushner, 2001).

Aproximacoes por difusao vém sendo estudadas desde os trabalhos pioneiros
de Kingman (Kingman, 1961), Prohorov (Prohorov, 1963) e Borovkov (Borovkov,
1964, 1965), no inicio da década de 60. Um aspecto interessante das aproxima-
¢oes por difusdo é que elas oferecem uma “visao macroscépica” (Whitt, 1974) da
interacao complexa presente nestas redes, deixando claro aquilo que é regular e o
que é ruido. Além disso, a analise via trafego pesado tem sido bastante promissora
na simplificagao e resolugao de problemas de controle em teoria de filas e redes
de comunicagao (Kushner, 2001). Existe atualmente uma vasta bibliografia com
aplicagoes destes modelos em problemas de controle em sistemas computacionais
(veja, por exemplo, (Altman e Kushner, 2002; Buche e Kushner, 2002; Altman e
Kushner, 1999; Kushner e Martins, 1993)).

A proposta deste trabalho é o estudo de aproximacées por difusao em siste-
mas de fila que podem receber e enviar sinais entre elas. Estes sinais podem ser
usados para remover clientes de qualquer fila no sistema ou mover clientes entre
filas. Estes sistemas de filas tiveram suas origens com Gelenbe em (Gelenbe et al.,
1991), e vem sendo amplamente estudados nos tltimos anos (veja, por exemplo,
(Artalejo, 2000) para uma revisao no assunto), motivado principalmente por uma
série de aplicacoes. Dentre estas aplicagoes incluem-se o balanceamento de carga
de trabalho em uma rede de computadores, e também aplicagoes em biologia como
em redes neurais (Gelenbe, 1994; Gelenbe e Stafylopatis, 1991; Gelenbe, 1989) e
modelos para regulagdo genética (Gelenbe, 2007; Arazi et al., 2004). Contudo,
pouco foi explorado em relacao a evolucao transiente destes sistemas que é tao im-
portante para tratar problemas de controle. Recentemente, alguns trabalhos foram
feitos nesta diregao (Guffens et al., 2006; Arazi et al., 2005) usando aproximagoes
por fluido.

Através de redes de Petri, foi possivel criar uma classe de redes que extrai



a caracteristica essencial do problema tratado: redes que podem ser descritas por
quantidades discretas que sofrem trocas estocasticas entre si ao longo do tempo.
Esta nova classe de redes, que foi chamada de redes de Petri com transicoes pro-
babilisticas, inclui como casos especiais as redes de filas com sinais de Gelenbe,
com sinais do tipo “cliente negativo” e “triggers”, as redes classicas de Jackson, e
as redes de Petri estocasticas. A aproximacao por difusao foi entao desenvolvida
para esta classe de redes tornado-a, assim, um modelo unificado para estes tipos

de problemas.

1.1 Estrutura da Tese

Como a area de aproximacoes por difusao é relativamente nova e pouco di-
fundida, encontram-se poucos trabalhos introdutérios na area. Uma excelente
referéncia, sem duvida, é o livro (Kushner, 2001). Os livros (Whitt, 2002) e (Chen
e Yao, 2001) também sdo muito uteis. Apesar disso, estes livros ndo abordam a
razao do aparecimento destas aproximacoes e porque elas sao tao apreciadas. Para
isso, foi preciso resgatar varios artigos iniciais e ganhar conhecimento mais deta-
lhado sobre a teoria de filas. A intencao do Capitulo 2 é justamente facilitar o
acesso a area para futuros leitores. Este capitulo contém uma revisao sobre teoria
de filas destacando os resultados que ajudaram e motivaram o aparecimento das
aproximacoes por trafego pesado.

O Capitulo 3 contém uma breve revisao sobre redes de filas com sinais, des-
tacando como estes modelos se encaixam no cenario geral da teoria das filas. Além
disso, o capitulo resume alguns resultados recentes sobre aproximagoes por fluido
em redes de filas com sinais.

Os capitulos seguintes (Cap. 4 - Cap. 7) contém os resultados obtidos
durante o desenvolvimento desta tese, incluindo aplicacoes. O Capitulo 4 contém
a primeira aplicagao da aproximacao por trafego pesado em uma fila tinica com
sinais, os resultados contidos neste capitulo sao referentes aos trabalhos (Leite e

Fragoso, 2007, 2008d). No Capitulo 5, é tratada a aproximagao para redes de



filas com sinais do tipo “cliente negativo”. As taxas dos processos de chegada
e de servigo sao dependentes do estado, bem como a matriz de roteamento. O
contetdo € referente ao trabalho (Leite e Fragoso, 2008a). O Capitulo 6 contém
o desenvolvimento da aproximacao para filas com o sinal do tipo “triggers”, com
a aplicagao em sistemas de processamento paralelo. Os resultados deste capitulo
sao referentes ao trabalho (Leite e Fragoso, 2008b,c). Em seguida, o Capitulo 7
trata a abordagem mais geral através de redes de Petri discutida anteriormente.
Os resultados deste capitulo sao referentes ao trabalho (Leite e Fragoso, 2009).

O Apeéndice A foi redigido seguindo a mesma linha de pensamento do que
foi dito para o Capitulo 2. Ele traz o aspecto fundamental para entender equacoes
diferenciais estocasticas refletidas - o processo de reflexao. O estudo deste processo
foi fundamental para poder tratar um problema que surgiu no desenvolvimento
desta tese. Além disso, os resultados contidos neste apéndice serao usados durante
todo o trabalho.

O Apéndice B contém uma miscelanea de resultados e definigbes que serao
usados no decorrer deste trabalho. Eles estao contidos aqui para facilitar a refe-
réncia do leitor. Além disso, o apéndice contém provas de resultados menores que
foram desenvolvidas para este trabalho e, portanto, nao sao facilmente encontradas

em outras referéncias.



Capitulo 2

Da Teoria Classica a Aproximacao Por

Difusao

O objetivo deste capitulo é reunir um conjunto pequeno mas representativo
de resultados da teoria classica de filas, destacando resultados motivadores para o
aparecimento e desenvolvimento das aproximacoes por trafego pesado. Um tema
constante neste capitulo sera o de estabelecer condicoes de estabilidade e construir
analiticamente formas fechadas para as distribui¢oes de quantidades que descre-
vem o sistema em regime estacionario. O capitulo esta dividido em oito se¢oes que
serao descritas a seguir. Na primeira secao, sera introduzido o problema de filas e
algumas nomenclaturas. Em seguida, sera considerado o primeiro modelo de um
sistema de filas com distribuigdes exponenciais (chamado de modelo M/M/1). Na
Se¢ao 2.3, serd discutido o modelo de filas M/G/1 e o método de anélise chamando
de “cadeia de Markov embutida”. Além disso, condicoes de estabilidade serao in-
troduzidas sob o formalismo de cadeias de Markov. Na Secao 2.4, serd sumarizado
alguns resultados de modelos que utilizam os métodos analiticos matriciais (Matriz
Analytic Methods), como sao geralmente chamados na literatura. Estes modelos
sao relacionados aos das filas M/G/1 pois sao construidos de forma que uma es-
trutura Markoviana é preservada e pode-se ainda aplicar o método da cadeia de
Markov embutida. A Segao 2.5 contém uma anélise de estabilidade para sistemas
de filas mais gerais. Esta andlise é feita através da exploracao do fato de que o

tempo de espera de um cliente no sistema pode ser visto como um passeio aleatério



com uma barreira em zero. Na secao seguinte, sao introduzidos alguns resultados
que foram os primeiros passos direcionados a obtencao das aproximacoes por tra-
fego pesado. E na Segao 2.7, sera introduzida a idéia de redes de filas e como a
aproximagao por trafego pesado é utilizada nestes casos. A Secao 2.8 trata de uma
forma breve as aproximacgoes por fluido, que se assemelham as de trafego pesado
em aplicacdo, mas possuem algumas diferencas fundamentais.

E importante mencionar aqui que as provas presentes neste capitulo foram
incluidas, dentre outras coisas, pelos seguintes motivos: 1) algumas provas sao
detalhamento (ou com corregoes) daquelas encontradas nas referéncias, e 2) as
provas apresentadas aqui foram elaboradas no contexto da discussao e apresentacao
dos resultados da Tese. Além disso, acreditamos que isso facilitara o trabalho
daqueles interessados em utilizar o texto em questao como um instrumento de

introducao nesse tépico de pesquisa.

2.1 Preliminares

Considere uma estagao que prové servico para uma série de clientes que
chegam de forma aleatéria. Cada cliente precisa permanecer por um certo periodo
de tempo nesta estagao até que sua tarefa termine. Durante este tempo, nenhum
outro cliente pode ser servido (diz-se que a estacao, ou servidor, estd ocupado
durante este tempo). Clientes que chegam quando o servidor estd ocupado formam
uma fila para esperar por servigo. Quando um cliente completa sua tarefa, ele deixa
o sistema e imediatamente um outro cliente comeca a ser servido. Se a fila estiver
vazia, o servidor permanece ocioso a espera de um novo cliente. Este sistema
simples € o tipo tratado pela teoria de filas.

Como apontado por Kendall em (Kendall, 1953), um sistema de filas pode ser
descrito por trés caracteristicas basicas: (i) a entrada, (ii) o mecanismo de servigo e
(iii) a disciplina da fila. A entrada descreve o processo que governa a demanda por
servico, ou em outras palavras, de que maneira os clientes chegam no sistema. Este

processo de entrada pode ser caracterizado pelo tempo entre entradas sucessivas



de clientes. O mecanismo de servigo descreve o processo associado a necessidade
de servigo de cada cliente, isto é, o tempo em que cada cliente passa recebendo
servigo na estagao (geralmente chamado de tempo de servigo). A disciplina da fila
descreve como os clientes esperando na fila sao servidos. Geralmente, quando se
pensa em filas, imagina-se que o cliente que chegou primeiro seréd atendido primeiro.
Este tipo de disciplina de fila é chamado de FIFO (first in first out). Contudo,
existem outras formas de atender clientes esperando na fila, por exemplo, tem-se
as seguintes disciplinas: LIFO (last in first out) o primeiro cliente que entrar na
fila sera o ultimo a sair, que corresponde a um sistema de empilhamento; SJF
(shortest job first), onde o cliente com a menor tarefa é atendido primeiro; e RR
(round robin), onde cada cliente recebe fragoes de servigo e voltam para o final da
fila até que o servico completo termine. Existem varios outros exemplos além dos
mencionados nesta tese. Sempre assumiremos que a disciplina de servigo é FIFO.

Para estabelecer uma nomenclatura simples para classificar diferentes mode-
los de filas, Kendall em (Kendall, 1953) introduziu a seguinte notagao para cada
tipo de distribuicao de tempo de servigo e de tempo entre chegada de clientes: M
denota distribuicao exponencial; Fj denota a distribuicao de Erlang com k esta-
gios; G denota uma distribuigao arbitraria. Quando os intervalos entre chegadas
de clientes ou os tempos de servigo sao independentes e identicamente distribui-
dos, escreve-se GI. A notagao de Kendall é dividida em quatro partes -/ -/ - /-,
a primeira denota a distribuig¢ao do intervalo entre chegada de clientes, o segundo
denota a distribuicao do tempo em servico, o terceiro denota o ntimero de estagoes
do sistema, e o ultimo denota a capacidade da fila (isto é, o nimero méximo de
clientes que podem esperar na fila antes que ela transborde). Portanto, M/GI/c/k
denota uma fila com intervalo entre clientes distribuidos por uma distribuigao ex-
ponencial, tempo de servico dado por qualquer distribuicao mas independente e
identicamente distribuidos, ¢ estacoes de servico, e uma capacidade de k clientes
na fila. Quando a ultima parte desta nomenclatura é deixada em branco, assume-

se que a fila possui uma capacidade infinita. Portanto, M/GI/c denota o mesmo



sistema descrito acima mas com espaco infinito para clientes esperarem na fila.

Se o modelo de interesse possuir o intervalo entre a chegada de clientes dado
por variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas, o processo que
conta o nimero total de clientes que ja entrou no sistema é um processo de reno-
vagao. Isto é, seja {A?}, para i € N, varidveis aleatorias representando o intervalo
de tempo entre as chegadas de clientes, onde se assume que E [A?] < co. Entao, o
numero de clientes que entrou no sistema até o instante ¢ é o processo de renovacao
N(t) 2 max {neNy: 3" A <t} (onde a convengio S y_, = 0 é usada). Um
resultado bem conhecido diz que para N ser um processo de Markov, Af tem que
ser exponencialmente distribuido. E, claramente, se A} for exponencialmente dis-
tribuido, N é um processo de Markov. Isso é devido a propriedade “sem meméria”
que a distribuicao exponencial possui, que é a tinica distribuicao continua com esta
propriedade. Isso explica também porque Kendall escolheu a letra M para denotar
a distribuicao exponencial.

Muitas vezes, quando um modelo estocastico esta sob consideragao, é possivel
relaxar as hipdteses para que alguns processos do modelo se tornem Markovianos,
introduzindo assim, um conjunto de ferramentas matematicas poderosas que o
acompanha. Contudo, em teoria das filas, isto implica em ter que assumir que
o intervalo de tempo entre a chegada de clientes é exponencialmente distribuido,
que pode nao ser realista para alguns sistemas. Esta troca entre a propriedade
de Markov e modelos muito simplificados é uma constante fonte de problemas em
teoria de filas, j4 que muitas vezes o problema se torna intratavel quando esta
propriedade nao esta presente. E claro que um processo nao-Markoviano pode ser
visto como um processo de Markov quando se aumenta o nimero de variaveis de
estado. No caso tratado aqui, o processo (N, () é Markoviano, onde ((t) denota
o tempo desde a ultima chegada de cliente (isto é, ((t) =t — Zi]i(f) A?). Apesar
disto, esta observacao nem sempre facilita a andlise destes sistemas e outras formas
de lidar com este problema serao consideradas.

Na préxima se¢ao, serd introduzido o modelo classico M /M /1 e como Erlang



tratou o problema mencionado acima.

2.2 Teoria Classica

Considere um modelo de filas onde o intervalo de tempo entre a chegada de
clientes e o tempo de servigo sao identicamente distribuidos e dados por distribui-
¢oes exponenciais com parametros A e j, respectivamente. Sejam N e S processos
de contagem para o nuimero de clientes que entraram e deixaram o sistema até o
tempo ¢, respectivamente. Isto é, para cada t € R>g, N(¢) representa o nimero
de clientes que entrou no sistema até o instante t, e S(t) representa o nimero de
clientes servidos até o mesmo instante. Em teoria de filas, o processo X SN-S
é de grande interesse ja que ele diz quantos clientes estao presentes na fila em cada
instante de tempo t. Observe que o processo N é de Poisson ja que o tempo entre
a chegada de clientes é suposto exponencialmente distribuido (veja, por exemplo,
(Kleinrock, 1975) péagina 60). Além disso, o processo S pode ser visto como um
processo de Poisson quando o sistema estd ocupado, ja que os tempos de servico
sao exponencialmente distribuidos. Pode ser mostrado que X é um processo de

nascimento e morte com taxas de transicao infinitesimais dadas por:

5\ A
0= po —(A+p) A |
Iz —(A+p) A

j& que da defini¢ao tem-se que, para 7 € R>¢:
(1) P(X(t+7)=k+1]X(t)=k) = AT +o0(7), para k >0

o(7) para k =0
2) P(X(t+7)=k—-1X()=k) =
ut +o(r) parak >0

3) P(X(t+7)=k|X(t) =k)=1— A7 — pu7 + o(7), para k > 0.
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Suponha que 0 < A\, u < 00, e seja o vetor linha o dado por ay, Sp (Xo = k).
Assuma ainda que o seguinte limite existe:

lim aP(t) =, (2.1)

t—o00

onde 7 é um vetor linha com componentes satisfazendo ), 7, = 1, e P(t) uma
matriz para cada t € Rso com elementos (P(t));; = P(X(¢) =j| X(0)=14). O
vetor linha 7 representa a distribuicao do nimero de clientes no sistema quando
a fila estd em regime estacionario. Por enquanto, nao havera preocupacao com
as condicoes para que esta distribuigao exista. Multiplicando a equagao forward
de Kolmogorov %P(t) = P(t)Q por « e deixando t — oo, tem-se que 0 = 7(Q.

Portanto, chega-se ao sistema de equacoes abaixo

0= —()\ +,U)7Tk + )\7T]<;_1 + U1

0= —\mg +

1= Zkﬂ'k.

Em vista de m; = <§) o, pela segunda equacao do sistema acima, e resolvendo de

forma recursiva, tem-se que

onde p 2 A/ p. Usando a equagao 1 = Y, m tem-se que >, p*my = 1 e portanto

mo =1/>", p*. Assumindo que p < 1, tem-se que mp =1 —p, e
e = (1 —p)p®, para k> 0. (2.2)

Sera visto mais a frente, na Segao 2.3, que a condi¢ao p < 1 implica na existéncia

do limite da Equagao (2.1).

11



Com o resultado acima, pode-se computar algumas quantidades de interesse,

como o numero médio de clientes na fila, dado por N, em regime estacionario:

N = gkﬂkZ(l—p);kpkz(l—p)pd% (;f)

= (1- p)pdilp (%p) - (2.3)

Pode-se também computar o tempo médio que cada cliente passa no sistema, 7T,
usando a férmula de Little (Little, 1961), que afirma que T = N/\. Portanto,

tem-se que

- . (2.4)

Usando as Equagoes (2.3) e (2.4), observa-se que o sistema fica mais cheio (ou
mais congestionado) quando p T 1. Por esta razdo, o parametro p é chamado de
intensidade de trafego. Seré visto nas segoes seguintes que este parametro é muito
importante em teoria de filas, até mesmo para modelos mais gerais.

Um modelo mais interessante pode ser construido quando se supoe que X é
um processo com taxas de transicoes dependentes do estado, isto é, um processo

de nascimento e morte com taxas infinitesimais de transicao dadas por:

-0 Ao
pr —(AL A+ ) A1
Q pr—
a2 —(Aa 4 p2) A

Seguindo o roteiro anterior, tem-se que

i 1
e = M4 ( . >7r e m= .
k =0 ILLZ‘+1 0 0 1 + 22021 H]‘cfl Ai

=0 1541

Com este modelo, pode-se considerar, por exemplo, filas com clientes desencoraja-

dos, que considera o caso onde clientes estao menos aptos a esperar na fila se ela
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estiver muito longa. Isto pode ser feito considerando o seguinte:

ywa oo a
para 0 < 6, u < oo. Portanto, tem-se que
0 0\" 1
Hk_—l -~ i
S G D Lo (M) !

Outros modelos podem ser considerados apenas alterando os valores dados a ;. e
M. Por exemplo, pode-se considerar o modelo M /M /oo fazendo com que Ay =
e [y 2 ku; o modelo M /M /m definindo A S e 1 2 min(kpu, mu); e o modelo
M/M/1/C definindo

A k< C A

1>

Ak
0 k>C

Para maior detalhes veja, por exemplo, o livro (Kleinrock, 1975).

Por volta de 1917, A. K. Erlang observou que distribui¢oes exponenciais nem
sempre representavam de forma adequada varios problemas de filas que desejava-
se modelar. Contudo, tratar casos mais gerais implicava em perder a propriedade
de Markov do processo X, e o modelo se tornava muito dificil para ser tratado.
Portanto, Erlang criou um método para generalizar as distribui¢oes exponenciais
de tal forma que ainda poderia ser tratével (Erlang, 1917). Esta generalizacao foi
obtida através da seguinte estratégia: considere uma estacao de servigo formada
por dois estagios estatisticamente independentes. Cada cliente que entra em servico
permanece em cada estagio um tempo exponencialmente distribuido com taxa pu.
Nenhum outro cliente é permitido entrar em um estagio caso um outro cliente
ja esteja sendo servido em qualquer outro estagio. Portanto, a distribuicao do

tempo de servico é dada pela convolucao de duas distribui¢oes exponenciais com
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parametro p. De forma mais geral, pode-se considerar uma estacao de servigo com
k estagios com tempo de permanéncia exponencialmente distribuidos com taxa .

A funcao de densidade de probabilidade desta distribuicao é dada por

k

WO = e e pana gz 0

A anédlise do modelo M/E})/1 é feita usando o processo (X,J) com espaco de
estados E = Ny x {1,...,k} que é Markoviano, onde X (¢) representa o nimero de
clientes na fila no instante t e J(t) representa o estagio em que o cliente em servigo
esta presente no instante ¢. Este tipo de fila sera considerado com mais detalhes
na Secao 2.4. Pode-se também tratar este modelo usando o processo estocéstico
dado por X, que representa o nimero de estagios a serem percorridos por todos
os clientes no sistema. Para maior detalhes sobre este modelo, veja, por exemplo,

o livro (Kleinrock, 1975).

2.3 O Modelo M/GI/1 para Filas

Nesta sec¢ao serd estudado o modelo de filas M/G1I/1 onde clientes sao ser-
vidos em ordem de chegada. O sistema é descrito pelas varidveis aleatérias {A¢} e
{A¢} onde A? sao mutuamente independentes, para o € {a,d} ei € N. A varidvel
A¢ representa o tempo entre a chegada de clientes, e a variavel A¢ representa o
tempo em servigo. Para este modelo, um processo de Poisson alimenta o sistema,
portanto A¢ sao exponencialmente distribuidos. A distribuicao do tempo de ser-
vigo é dada por B(t) 2p (Af < t), e nenhuma hipotese mais forte é colocada sobre
ela. Além disso, seja A® =) [A%] > 0, para « € {a,d}.

O método mais usado (e de maior sucesso) para a andlise deste tipo de
modelo comeca pela identificacao de uma cadeia de Markov embutida dentro do
processo estocastico que descreve o nuimero de clientes no sistema. Kendall, em
(Kendall, 1953), faz uma excelente introdugao a identificacao de cadeias de Markov
embutidas para modelos de filas. A definicao abaixo segue de uma simplificagao

em termos de tempos de parada da definigdo dada em (Kendall, 1953).
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Definicao 2.3.1 (Cadeia de Markov Embutida). Seja X wum processo estocdstico
definido em um espago de probabilidade filtrado (0, F,P, F;) tomando valores em
algum espaco de estados X. Seja T 2 {tr}, k € N, uma sequéncia de tempos
de parada Fi-mensurdveis tais que tx_q < tp < txy1, para todo k € N, quase
certamente. Defina o processo {Yi}, k € N, como Y = X(ty). SeY € um

processo de Markov, isto €, se satisfaz:
P(Yi41]Yi, 0 <i < k) =P (V| Yi) VEEN,

entao diz-se que Y ¢ uma cadeia de Markov embutida de X.

Para construir uma cadeia de Markov embutida para o modelo considerado,

A , .
defina o processo X = N — S, onde N conta o nimero de clientes que entram no
sistema e .S o niimero de clientes que deixam o sistema. Defina t; como o k-ésimo

instante em que um cliente deixa o sistema, isto é:

ty

inf{s >0:5(s) — S(s—) =1}

73 2 inf{s > tx_1 : S(s) —S(s—) =1}, para k > 1.
Para provar que Y}, S x (ty) é uma cadeia de Markov, escreve-se Y}, como:

Yk+1 - th + (thJrl - th)
= Y+ (N(trs1) = N(tr)) — (S(trsr) — S(tr))

= Vit (N(tep) = N(t) — 1, (2.5)

para tg,tr+1 € 7. Observe que {N(tx+1) — N(tx)}, para k € N, sdo mutuamente
independentes e identicamente distribuidos para qualquer sequéncia {tx} C Rx
tal que t,_1 < t < tpyq1. Portanto, Y é uma cadeia de Markov homogénea no
tempo.

2

Para computar as probabilidades de transi¢ao p;; P (Y1 =j|Ye =19),
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considere o seguinte:

pij = P(Ye+ (N(tps) — N(tr)) —1=j[Ye = 1)

= P(N(tps —ti) =j —i+1).

Para i > 1, sabe-se que pelo menos um cliente é deixado na fila quando o k-
ésimo cliente deixa o sistema. Além disso, este cliente na fila inicia seu servigo
imediatamente apds a partida do cliente (k+1). Portanto, tem-se que (tx1 —1t) =

A¢L,, ouseja, (tyy1 — ty) € 0 tempo em servigo do cliente (k + 1). Portanto,

pij = / P(N(t)=j—i+1|Al, =t)dB()
0

= ;/00 e t/A (i>j_i+l dB(t), parai>1
T G-it ) Ae o pamr=

Caso 1 = 0, tem-se que no instante que o k-ésimo cliente deixou o sistema, a fila
estava vazia. Portanto, o sistema permaneceu ocioso até a chegada do proximo

cliente. Seja s o instante em que o cliente (k+ 1) chega no sistema. Observe que:

pij = P(N(tpy) = N(tp) =7 +1)
= P(N(tet1) = Nsis1) = JI N(sps1) = N(t) = 1)

= P(N(k+1) = N(sps1) = J) =P (N(tps1 — sp11) = J) -

Observando que (tx+1 — Sg+1) € 0 tempo de servigo para o cliente (k + 1), tem-se

que
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Desta forma, a matriz de transi¢do P = {p;;} de Y ¢é dada por

ko ki ko
ko ki ke
P=1 0 k@ k
0 0 ko

onde k; 2 po;- Usando esta matriz de transi¢ao, observa-se que a cadeia ¢ irreduti-
vel, isto é, qualquer estado da cadeia pode ser alcancado a partir de qualquer outro
estado dado tempo suficiente. E além disso, a cadeia é aperiddica ja que p; > 0
para todo i.

Neste ponto, o comportamento ergodico da cadeia de Markov Y sera estu-
dada. Para isso, serd usado uma série de resultados e definicoes provenientes da

teoria de cadeias de Markov em espacos de estados enumeraveis.

Definigao 2.3.2 (Classificagao de estados para cadeias de Markov). Seja X uma
cadeia de Markov a tempo discreto (homogénea) tomando valores em um espago de
estado enumerdvel dado por S. Defina p; = inf{k > 0: X =i} como o primeiro
instante em que a cadeia atinge o estado i. Define-se a sequinte nomenclatura para

0s estados 1 € S:

(1) Diz-se que o estado i é positivo recorrente se P(p; < ool Xo=1) =1, e

(2) Diz-se que o estado i é nulo recorrente se P(p; < oo|Xo=1) = 1, e

(3) Diz-se que o estado i € transiente quando P (p; = ool Xg =1i) > 0, e con-

sequentemente, B[ p;| Xo = i] = 0.

A interpretacao da definicao acima é a seguinte: um estado i é recorrente

quando a cadeia retorna para o estado ¢ em tempo finito quase certamente. O
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estado é transiente quando isso nao acontece. Um estado ¢ recorrente é chamado
de positivo quando o tempo médio de retorno da cadeia para o estado i é finito.
Caso contrario, o estado é chamado de nulo.

Os seguintes teoremas serao usados. A prova dos seguintes teoremas podem
ser encontradas em (Stroock, 2005) no capitulo 3. O critério para recorréncia pode

também ser encontrado em (Foster, 1953).

Teorema 2.3.3. Para uma cadeia de Markov irredutivel, os estados i € S sao

todos recorrentes positivos, recorrentes nulos, ou transientes.

Portanto, se qualquer estado possui uma das propriedades acima, diz-se que

a cadeia € recorrente positiva, recorrente nula, ou transiente, respectivamente.

Teorema 2.3.4 (Critério para recorréncia (Foster)). Considere uma cadeia de
Markov irredutivel tomando valores no espaco de estados S e com matriz de tran-
sicgo P = {p;;}. Se para alguma fung¢io u : S — [0,00), tal que {k : u(k) < L} €

finito para cada L € (0,00), e algum jo € S tem-se que

sz‘ju(j) < (i) Vi# jo,

jes
entao a cadeia € recorrente em S.

Para a cadeia Y, a condicao do teorema acima pode ser escrita como
o
> kju(j+i—1) < uli)
5=0

para i > 1. Escolha a fun¢do u como a seguinte: u(i) = ¢. Entao para todo i > 1,

tem-se que
S ki(GHi-1)<i=> jhti-1<i=) jk <1,
=0 =0 =0

ja que Z;io k; = 1. Escolhendo j, do Teorema 2.3.4 como sendo o estado 0, tem-se

a seguinte condigdo para i = 0: Y77 jk; > 0 (que é satisfeita trivialmente). Seja
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K(z) = Z;io 2/k;, para |z| < 1, e observe que

o0

=0
x _ 1 _ Z
_ —(t/A“)(l—z)dB(t) _ B ( B )
= (& =
/0 Aa

onde B*(s) é a transformada de Laplace da fungao de distribui¢ao cumulativa B(+)

dB(t)

do tempo de servico. Portanto,
kj =K' = *7/ _ B
j;ojk’j =K <2)|z:1 = - (E) [B ] (1 — Z)’z:l — E = p.

Desta forma, a condicao para que a cadeia seja recorrente é 0 < p < 1.
O seguinte teorema sera usado para estabelecer sob quais condicoes a cadeia
Y é recorrente positiva ou recorrente nula. A prova do teorema abaixo pode ser

encontrada em (Stroock, 2005) no capitulo 3.

Teorema 2.3.5. Para uma cadeia de Markov irredutivel e aperiddica definida sobre
o espago de estados S e com matriz de transicao dada por P = {p;;}, tem-se que
i n O 1
im p' =7 = ————
n—oo” W J ]E[pj|X0:j]
e Y icsTij < 1 para todo i € S, onde P" = {p;} € a matriz P elevada a n. (E

importante destacar que o lado direito da equagao acima nao depende de i).

Observe que, pela Definicao 2.3.2, um estado j é recorrente positivo se e
somente se 7;; > 0, para qualquer 7 € S. Além disso, o Teorema 2.3.3 garante que
se m;; > 0, para algum (¢,7) € S?, entdo my >0 Vk € S.

Para estabelecer se Y é recorrente positiva, serd usado o desenvolvimento
apresentado por (Kendall, 1951). Considere o seguinte:

. n+1 . n
T = lim pz(jJr )= Zpaj JLIEOPW = Zﬂ'iapaj-
a=0

n—oo
a€sS
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Multiplicando ambos os lados por 27, para |z| < 1, e somando em j, tem-se

oo oo o
a=0  j=0 =0
Defina I1(z) = > 72 m;;27 (observe que, pelo Teorema 2.3.5, 7;; nao depende de 1)

e K(2) = 372, #'k;. Portanto,

K(z)mo + Z T2 K (2) = I1(2)

K (2)mo + Kiz) (I1(2) — mo) = I1()

K(2)mo = (M> I1(2)

11—z

quando z T 1 tem-se que K(z) — 1, II(2) = II(1) = > ;gm; < le

: K(Z)_Z_ : / o
lgrllﬁ—lglll(l—[((z))—l—p.

Desta forma, tem-se m;p = II(1)(1 — p), onde m;p e II(1) sdo nao-negativas e finitas.
Portanto, se p = 1, m;p tem que ser zero, levando a conclusao que quando p = 1
a cadeia é recorrente nula. Os resultados ergddicos estabelecidos nesta secao sao

resumidos no seguinte teorema:

Teorema 2.3.6 (Comportamento ergddico da cadeia de Markov embutida). A

cadeia de Markov embutida Y para a fila M/GI/1 tem as sequintes propriedades:
(1) Para 0 < p <1, a cadeia € recorrente positiva.
(2) Para p =1, a cadeia € recorrente nula.
(8) Para p > 1, a cadeia € transiente.

Interpretando estes resultado em relagao ao modelo de filas, sabe-se que a
fila serd instavel quando p > 1, no sentido que o ntiimero de clientes no sistema vai
crescer descontroladamente. Para p < 1, a fila é estavel, ou em outras palavras, o

tamanho da fila serd finito quase certamente em todo instante.
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Neste ponto, seria interessante obter uma expressao da distribuicao estaci-
onaria de Y quando p < 1, como foi feito anteriormente para o modelo M /M/1.
Infelizmente, derivar tal expressao diretamente se torna um problema muito com-
plicado, e tudo que pode-se fazer é derivar uma expressao para a funcao geradora
de probabilidade TI(z). Para isso, suponha que r, = N(A%), isto é, a varidvel
rr denota o nimero de clientes que chegam durante o servigo do k-ésimo cliente.
Observe que a distribuicao de r; ja foi computada anteriormente e é dada por
P(r, =14) = po;, dado pela Equagao (2.6). Relembrando a derivagao anterior,
tinha-se que quando Yy, # 0, N(t11) — N(tx) = N(A{) = 7441, para ty,tpq € 7.
Além disso, para Yy = 0, tinha-se que N(t;11) — N(tg) = N(AY) +1 =rpq + 1.

Portanto, pode-se escrever o seguinte:
Vi1 =Yg + rp — {Y, # 0} (2.7)
onde I{-} é a funcao indicadora. Portanto,
E [zy’f“} =E [ZY”T’““_H{Y’”&O}} =E [ZY’“_H{Y#O}} E [z"+1], (2.8)

que segue do fato de riy; ser independente do niimero de clientes que ja estao

1—2

presentes no sistema. Sabe-se que E [z"+1] = K(2) = B* (1

) , portanto, considere

apenas o termo

E [ 10020H — Py, =0)2"+ Z 2P (Y, = 4)

Desta forma, depois de usar o resultado acima em combinacao com o resultado da
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Equacao (2.8) e deixando k — oo, tem-se que

1) = 5 <15_a2) (H(z) - (Z1 - z)PO) |

onde P, denota a distribui¢do de probabilidade para a qual P (Y} = 0) converge.

Pelo teorema de representagdo de Skorohod (veja por exemplo Teorema 6.7 de
(Billingsley, 1999)), pode-se supor a existéncia do processo Y para qual Y} converge
em probabilidade e P (Y = 0) = Fy. Observe que, tomando a esperanga de ambos
os lados da Equagao (2.7), tem-se que E[Yy11] = E[Yi] + E[rgs1] — P (Vi # 0), que

leva a
PY=0)=1-p (2.9)
depois que o limite é tomado e relembrando que E [ry11] = p, Vk € N. Finalmente,

chega-se a

B* (%2) (1—p)(1—2)
B (%£) -2 ’

Aa

II(z) = para |z| < 1.

Portanto, tem-se a expressao da funcao geradora de probabilidade do niimero de
clientes presentes na fila em regime estaciondrio nos instantes em que clientes
deixam o sistema. E possivel mostrar que esta é também a funcao geradora de
probabilidade da fila estacionaria para qualquer instante.

O método da cadeia de Markov embutida é um método muito bem sucedido
para a analise de filas em que exista alguma estrutura Markoviana presente. Um
exemplo imediado é o modelo de fila GI/M/1, que pode ser tratada usando o
método da cadeia de Markov embutida. Neste caso, os tempos de parada para
definir a cadeia sao os instantes em que os clientes entram no sistema. Para maiores

detalhes referente a este modelo veja (Kendall, 1953).
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2.4 Métodos Analiticos Matriciais (Matriz Analytic Methods)

Nesta secao sera feito uma breve introdugao aos chamados métodos analiticos
matriciais. Estes métodos generalizam o método de estagios proposto por Erlang
no qual troca-se o processo de chegada (ou de servigo) por outro mais geral que
ainda preserve uma estrutura Markoviana, fazendo assim com que o modelo ainda
seja tratdvel. A primeira destas generalizagoes foi proposta por Neuts em (Neuts,
1975) e foi chamada de processo de renovagao do tipo fase (phase-type renewal
process). A definigao deste processo comega na defini¢ao das distribuigoes do tipo
fase (phase-type distributions). Seja X um processo de Markov sob um espaco de

estado finito £ = {1,...,m 4+ 1} e matriz geradora dada por

T n
Q= ;

0o 0
onde T" € R"™™ ¢ invertivel, 0" = (0,...,0) € R™ e n € R™. Como as linhas de
uma (Q-matriz somam zero, tem-se que 7; = — Z;n:l T;;, para todo ¢ € {1,...,m}.
Seja & = (o, 1), onde o € R™, é a distribuicao inicial do processo X. Observe
que o estado m + 1 é absorvente. Portanto, quando o processo atingir este estado,
ele permanecera nele indefinidamente. Como 7' é invertivel, pode-se mostrar que o
processo ird atingir o estado absorvente com probabilidade um. Seja Z = inf{s €
Rso @ Xg = m+ 1}. A distribuicdo de Z é chamada de distribuicao do tipo fase

com parametros («,T), e escreve-se o seguinte: Z ~ PH(«a,T).

Teorema 2.4.1. Seja Z ~ PH(a,T), entao

P(Z <t)=1-—aexp(Tt)e

para todo t >0, onde e = (1,...,1) € R™.

Demonstracao. Como o processo X tem matriz de probabilidade de transi¢ao dada
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por P(t) = exp(Qt) para cada t € R>q, tem-se que

m+1

P(Z<t)=P(X,=m+1)=> P(Xo=1)exp(Qt)ims1 = (aexp(Qt)),,,; -

=1

Y A m
Além disso, como exp(Qt) = > | &Q™, pode-se escrever

exp(Tt) v

0 1

exp(Qt) =

onde v é um vetor em R™. As linhas de exp(7t) somam um, portanto, v; =

1 =377 exp(Tt);;, ou em notagio matricial, v = e — exp(T't)e. Logo,

P(Z<t) = (aexp(Tt), 0y + Qi)

= a(e—exp(Tt)e) + amiy1 = 1 —aexp(Tt)e,

que prova o teorema. O

Um processo de renovacdo do tipo fase N é simplesmente um processo de
renovacao onde o tempo entre os intervalos de renovacao sao distribuidos de acordo
com uma distribuigao tipo fase. Isto é, N(¥) 2 max{n € Ny : Y " | Z; < t},
onde {Z;,i € N} sdo variaveis aleatérias i.i.d. (mutualmente independentes e
identicamente distribuidas) com distribuicao PH (o, T').

Defina J como um processo a tempo continuo que marca o estado em que se
encontra o processo de Markov associado ao intervalo de renovagao com distribuicao
do tipo fase. Pode-se mostrar que o processo X 2 (N, J), onde N é um processo
de renovacao do tipo fase, ¢ um processo de Markov sob o espaco de estados
E =Ny x{1,...,m}. O processo J também é Markoviano com matriz de transigoes

infinitesimais dada por Q* = T+ A, em que A = na € R™*™. Ordenando o espago

de estados lexicograficamente, pode-se escrever a matriz de transicao infinitesimal
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de X como

T A 0
) 0T A

(Gwiywi) = (Gamti, ym+i) =
00 T

O processo acima pode ser entendido de forma mais intuitiva da seguinte forma:
existem dois tipos de transigoes, aquelas de estados (n,i) para estados (n,j), e
aquelas de estados (n,i) para estados (n+1,j), paran € Ny, e (i,7) € {1,...,m}>.
No primeiro caso as taxas de transicao sao dadas pela matriz T. O segundo caso
corresponde ao fim de um periodo de renovacao onde um novo periodo € iniciado
no estado j com distribuicdo a; e tempo de permanéncia dado por (—Te);.
Observe que o processo de renovacao tipo fase é igual ao processo de Poisson
com taxa A quando se escolhe m =1, T = —\, e « = 1. Além disso, este processo
¢é igual a um processo de renovacao com tempo de renovagao dado pela distribuicdao

de Erlang com k estagios quando escolhe-se

-A

onde T € R** ¢ o/ € R*. Existem outras distribuicdes que estdo contidas nesta
classe do tipo fase. Alguns exemplos incluem a distribuicao hiperexponencial e as
distribuicoes de Cou.

Talvez o resultado de maior importancia sobre distribuicoes do tipo fase é o

dado pelo seguinte teorema.

Teorema 2.4.2. A classe das distribuicoes tipo fase é densa (no sentido de con-

vergéncia fraca) no espago de todas as distribuicoes sobre Rxg.
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Demonstracao. Esta prova é um detalhamento do curto roteiro apresentado em
(Asmussen, 2000). Seja F' uma funcao de distribuigao cumulativa sobre R>,. Como
F' é monotonicamente crescente, limitada e continua a direita, sabe-se que, para
cada escolha de €, existe uma funcio escada S com um nimero N finito de saltos

nos instantes {t,,n € {1,...,N}}, onde 0 < ... < ¢, < tpy1 < ... < ty, tal

que sup, |[F(t) — S¥(t)| < e. Sem perda de generalidade, suponha que S¥(t) 2

SN (F(i) — F(i — 1))I{t > t;}, onde F(0) 20, F(N) £ 1, e F(i) £ F(t,;), para

i=1
0<t<N.

Por outro lado, seja v; uma varidvel aleatéria com distribuigio de Erlang
com k estagios e parametro A\k. Quando k — oo, a distribuicio de v} converge
(no sentido fraco) para a fungao degrau H : Rs¢ — [0, 1], dada por H(t) 2 I{t >
1/A}. De fato, com a aplicagdo da da inequagao de Chebyshev (veja por exemplo

Teorema 2.4.9 na pagina 88 de (Ash e Doléans-Dade, 2000)) nas variaveis aleatérias

fwd)=v)—1/Xe f(1)) = 1/X — v} tem-se as seguintes inequagoes:

1 1 1 1
A A
P(szx—i-cS) S—(V}\?k and ]P’(ngx—5) §—52)\2k‘

Seja entao as varidveis {V,i/ti,i € {1,...,N}}. Defina a varidvel aleatdria

(¢, independente de {u,i/ti,i € {1,...,N}}, tomando valores em {1,..., N} com

probabilidade P (¢ = i) = (F(i) — F(i — 1)). Entéo, tem-se que

P (Z]I{C =it/ < t) = i]? (iﬂ{c =it/ <t

i=1

¢ = j) P(¢ =)
N N ) )
=S P (n =) Pc=i) =Y P (1w <t) (FG) - PG - 1))
j=1 Jj=1
Como a classe das distribuigoes tipo fase é fechada sob misturas finitas (veja
por exemplo Teorema 2.2.4 na pagina 53 de (Neuts, 1981)), sabe-se que a varidvel
N 2 SV ¢ = i}y,i/ " tem distribuicio tipo fase. Além disso, quando tomamos

k — oo, a distribui¢ao de i converge fracamente para a fungao degrau SV, que

por sua vez satisfaz sup, |F(t) — SN ()] < e. O
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Portanto, quando este modelo é aplicado em um problema real, pode-se
aproximar a distribuicao desejada com qualquer nivel de precisao. Contudo, em
termos praticos, isso implica em ter que lidar com uma matriz 7" muito grande. Por
causa desta propriedade, processos de renovacao do tipo fase sao muito usados em
problemas de fila, dando a origem ao modelo PH/G1I /1, onde o processo de chegada
¢ dado por uma distribuicao tipo fase. Estes modelos ainda podem ser analisados
usando o método da cadeia de Markov embutida, que é o método mais utilizado
para tratar esse tipo de modelo. Isso somente é possivel porque as distribuicoes
tipo fase mantém uma estrutura Markoviana. De forma analoga ao que foi feito na
secao anterior, pode-se construir uma cadeia de Markov embutida para o modelo
PH/GI/1 discretizando o tempo nos instantes em que os clientes deixam o sistema.
Seguindo os passos do que foi feito para o modelo M/GI/1, assuma que t,_1,t,
sao variaveis aleatoria denotando o instante em que os clientes (n — 1) e n deixam
o sistema, respectivamente. Seja X o processo que conta o nimero de clientes no

sistema, e considere o seguinte

P((X(tn), J(tn)) = (2, ) (X (tn), J(tnr))) = (y,8) =
= P(X(tn-1) + N(tn) = N(tn1) =1 =2, J(tn) = j| (X (tn-1), J(tn-1)) = (y,7))

= P(N(ty) = N(ta) =2 —y+ 1, J(tn) = j| J(tas) = i).

Se y > 1, tem-se que (¢, — t,_1) é o tempo de servigo para o cliente n. Portanto,

pode-se escrever o seguinte

P (X (), J(tn)) = (2, 5)| (X (tn-a), I (tnr)) = (y,1)) =

- / TRN@,J(0) = (@ —y + 1,7 (N(0), J(0)) = (0,)) dB(1)

0

onde B ¢é a funcao de distribuicao cumulativa do tempo em servigo, e p;;(n,t) 2

P((N(t),J(t)) = (n,7)] (N(0),J(0)) = (0,7)). Portanto, define-se A, € R™ ™
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A
para n € Ny, como (A,);; = [; pij(n,t)dB(t). Caso y = 0, a fila permane-
cera vazia até que um novo cliente chegue no sistema. Seja s, o instante em que o

cliente n chega no sistema. Entao tem-se que

P((X(tn), J(tn)) = (2, 3) (X (tn-1), J(tn1)) = (0,7)) =

= ZIP(N(tn) —N(tyy)=x+1,J(t,) =4, J(sn) = k| J(tn_1) = 1)

= Y P(N(ta) = N(sa) = 2, J(ta) = j, J(s0) = k| J(ta1) =i, N(s,) = N(tu1) = 1)
k=1

_ /0 h /O wipkj(x,t)dB(t) (7). awds.

Defina B,, € R™ ™, para n € Ny, como (B,);; = [;~ (e_TynaAn)ij dy. Portanto, a

matriz de probabilidade de transi¢ao da cadeia de Markov embutida é dada por

By B; Bs
Ay Ay Ag

Plai) (vg) = ﬁxmﬂ, ym+j — 0 Ay Ay -+ |>
0 0 A

que é similar a dada anteriormente na secao passada. Com esta matriz, pode-se
mostrar que o Teorema 2.3.6 também aplica-se neste caso e também pode-se com-
putar a fungao geradora de probabilidade para o sistema em regime estacionario.

Vérias generalizacoes das distribuicoes tipo fase existem, todas tendo em
comum um processo de Markov bidimensional (N, .J), onde N é usado como um
componente aditivo que conta o nimero de chegadas, e J é usado para representar
o estado atual da fase do processo. Uma destas generalizagoes é introduzida em
(Neuts, 1979) e é chamada de “o versétil processo pontual Markoviano” (the versa-
tile Markovian point process). A notagao empregada na descricao deste processo
para o caso de chegada de um cliente por vez foi simplificada por (Lucantoni et al.,

1990) e o processo resultante foi chamado de “processos de chegada Markoviano”
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(Markovian arrival process) (MAP). O MAP é definido por uma distribuigao inicial
a € R™ e duas matrizes C, D € R™*™, que sao respectivamente uma matriz esta-
vel e uma matriz nao-negativa cuja a soma é a matriz (), que é a matriz de taxas
de transicao infinitesimal do processo de Markov .J, que geralmente é assumido
ser irredutivel. A matriz D possui a taxa de mudanca de estados com chegada
de clientes, e a matriz C' possui as taxas de mudanca de estado sem a chegada
de clientes (para maior detalhe neste assunto veja (Asmussen, 2000; Neuts, 1979;
Lucantoni et al., 1990)).

O processo acima foi generalizado por Lucantoni para considerar a possi-
bilidade de muiltiplas chegadas no mesmo instante (conhecido como chegada em
bloco), dando origem ao processo Markoviano de chegada em bloco (batch Mar-
kovian arrival process) (BMAP). Foi mostrado que BMAP e o versatil processo
pontual Markoviano do Neuts sdo equivalentes (Lucantoni, 1991). Este processo
de chegada é descrito pelas matrizes Dy € R™*™ k € Ny, onde Dy é uma matriz
estdvel, e Dy, sdo matrizes nao-negativas tais que » -, Dy ¢ uma matriz de ta-
xas de transicao infinitesimais do processo de Markov J. Portanto, a matriz Dy
governa as transicoes que correspondem a nenhuma chegada, e D; corresponde
as transicoes correspondentes a chegada de j clientes ao mesmo tempo. A fila
BMAP/GI/1 é analisada em (Ramaswami, 1980) (sob o nome de N/G/1), onde o
método da cadeia de Markov novamente ¢é utilizado. Uma revisao mais detalhada
do assunto pode ser encontrada em (Lucantoni, 1993).

E interessante incluir aqui, para finalizar esta secao, a definicao da classe de
processos (como definida em (Pacheco e Prabhu, 1995)) que extrai a caracteristica

principal dos processos de entrada Markovianos:

Definicao 2.4.3 (Processos Aditivos Markovianos). Um processo X 2 {(N(2),J()) :
t € Rso} sob o espago de estados R" x €, onde r > 1 e € € um conjunto contdvel,

¢ chamado de processo Markoviano aditivo se:
(i) X € um processo Markoviano.

(i) Para s,t € Rsg, onde s < t, a distribuicao condicional de (X (s +t) —
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X(s),J(s+1)) dado (X(s),J(s)) somente depende de J(s).
2.5 O Modelo GI/GI/1 e Condicoes de Estabilidade

Neste capitulo serd considerado o modelo de fila GI/GI/1, onde o tempo
entre chegadas consecutivas de clientes é dado por {A?} e o tempo de servigo é dado
por {A¢}, para i € N. As varidveis aleatérias {A% A% i € N} sdo mutualmente
independentes. A funcdo de distribuicao cumulativa de A¢ é dada por A, e a de AY
é dada por B, com média dada por A® 2E [A%] e A? ) [AY] que sdo assumidas
ser finitas e nao-negativas. O principal propdsito desta secao é estabelecer um
resultado similar ao dado pelo Teorema 2.3.6 para o modelo geral que sera tratado
aqui. O primeiro passo fundamental para chegar a este objetivo é derivar a equagao
de Lindley (Lindley, 1952). O conteido desta segao é baseado em (Sigman, 2004).
Uma outra excelente fonte de referéncia neste assunto é o livro do Prabhu (Prabhu,
1980).

Seja w; o tempo total em que o cliente ¢ permanece esperando na fila (ou seja,
o tempo em que o cliente terd que permanecer na fila antes de ser atendido pelo
servidor). A variavel w; pode ser também interpretada como a carga de trabalho
do servidor no instante anterior a entrada do cliente ¢, onde a carga de trabalho é
definida como o tempo total em que o servidor tem que trabalhar para completar
todas as tarefas no sistema. Por simplicidade, assume-se que o sistema esta vazio
no instante em que o primeiro cliente entra na fila, isto é, wg = 0. Observe que, se o
cliente 7 encontra o sistema ocupado no instante da sua chegada, ele devera esperar
o mesmo tempo de espera que resta para o cliente em sua frente (i.e., w;_; — A?)
mais o tempo de servico deste cliente (i.e., A¢ |). Logo, w; = (w;_; — A%) + Ad .
Caso contrario, se o sistema estiver vazio, o cliente deve esperar w; = 0. Observe
que este tltimo caso corresponde ao evento A¢ > w;_; + A% ;. A partir destas

observagoes, chega-se a equacao de Lindley, dada abaixo:
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onde ()" 2 max(0,x), para x € R, e y; 2 AT — AZ .

Seja o passeio aleatério dado por Sy = Zf;é yj, k > 0, com Sy = 0. Além
disso, considere o passeio aleatorio com incrementos em ordem invertida dado por
Sk = Z?;S Yn—j—1, 1 <k < n, com Sy, = 0. Defina ainda Mn como 0 mMaximo

entre os n passos deste passeio aleatorio, isto é,

A
Mn = max{(), Yn—1,Yn—1 + Yn—2y --s; Yn—1 + ... + yO}
= max Skp.
0<k<n
Entao tem-se os seguintes resultados:

Lema 2.5.1. Para cada n € N fizo, w, = M,.

Demonstracdao. A prova é feita com uma inducao em n. Para n = 1, tem-se

wy = (wo +yo)" = max(0, yo) = max(Sp,,S1.1) = M.

Agora assuma que w, = M, para algum n € N. Entao,

~ +
Wpt1 = (wn + yn)Jr = <Mn + yn) = max (07 Orilka<xn Sk:,n + yn)

= max Sk7n+1 = Mn+1.
0<k<n+1

Teorema 2.5.2. Para cada n € N fizo,

d A
w, = M, = max S,
0<k<n

onde o simbolo < denota tgualdade em distribuicao. Além disso, quando n — oo,

{w,} converge em distribui¢ao para w que satisfaz

d A
w = M = max .S},
k>0

31



Demonstracdo. A primeira parte do teorema segue de forma imediata apds ob-
servar que a troca de ordem dos incrementos nao altera a distribuicao do passeio
aleatorio, ja que os incrementos sao identicamente distribuidos. Portando, para

todon >1
(Sen:0<k<n}L{S,:0<k<n}

que implica que M, 2 M, e o resultado segue do Lema 2.5.1.
A segunda parte do teorema pode ser provada a partir da observacao que
{M,} é uma sequéncia nao-decrescente convergindo para M. Logo, para todo

x € Rzo,

P(w, <z)=P(M, <z)— P(M <),

que segue da continuidade das medidas (veja Teorema 1.2.7 pagina 9 de (Ash e
Doléans-Dade, 2000)). Se w denota uma variavel aleatéria tal que P(w < z) =

P(M < x), entdo {w,} converge fracamente para w. O

Com estes resultados pode-se mostrar o teorema de estabilidade para este

sistema.

Teorema 2.5.3 (Condigao de Estabilidade para a Fila GI/GI/1.). Uma fila GI/GI/1

tem as sequintes condicoes de estabilidade:
(i) Se p <1, entio P(w < 00) =1 e a fila é chamada de estdvel.
(ii) Se p> 1, entio P(w =o00) =1 e a fila é chamada de instdvel.

(i) Se p = 1 e var(y,) > 0, entdo P(w=00) = 1 e a fila é chamada de
instavel.

Observe que p = A/Aa,

Demonstracao. Observe que p < 1 implica que E [y,,] < 0. Com a aplicagao da lei

forte dos grandes nimeros (i.e., Teorema 6.2.5 na pégina 242 de (Ash e Doléans-
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Dade, 2000)) tem-se que

Sn
lim —=Ey,] <0 q.c.

n—oo M

Portanto, lim, .., .S, = —oo em quase toda parte. Consequentemente, o pas-
seio aleatério atinge um méximo finito e segue para —oo eventualmente. Logo,
P(M<o0)=P(w<o0)=1.
Para p > 1, tem-se que E [y,] > 0. A mesma andlise acima leva a conclusao
que lim,,_., S, = 00, q.c.. Logo M,, — o0, q.c., que implica que P (w = o0) = 1.
No caso de p = 0, uma aplicagao da lei do logaritmo iterado (veja Teorema

13.25 na pégina 291 de (Breiman, 1993)) leva a

: Sh

lim sup =1
n y/2var(y,) log(log(n))

lim inf Sn = —1

n \/2var(yn) log(log(n))

quase certamente. Logo, tem-se que limsup,, S, = oo e liminf, S, = —o0, q.c..

Portanto, M,, — o0, q.c., e P(w = c0) = 1. ]

Neste momento, a equacao integral de Lindley sera derivada. A solucao desta

equacao ¢ a distribuicao estacionaria do tempo de espera do sistema.

Teorema 2.5.4. Quando p < 1, o tempo de espera do sistema, dado por w, em

regime estaciondrio satisfaz
d +
w=(w+y)",

onde y denota uma varidvel aleatoria com a mesma distribuicao que y,.

Demonstragcao. Observe que w, + vy, converge fracamente para w-+y pelo Teorema

2.5.2. Como (z)* = % (z + |z|) é uma funcdo continua, entdo (w, +y,)" converge

para (w + y)+ em distribui¢ao. Logo, o resultado segue tomando o limite em ambos

os lados da Equagao (2.10). O
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Seja W(x) =P (w < x) e F(r) =P (y < x), entao pelo Teorema 2.5.4 tem-se

que, para x > 0,

W(z) =P ((w+y)* <) :P(w+y§x):/RIP(ng—g)dF(g).

E portanto, chega-se a chamada “equacao integral de Lindley”, dada abaixo:

W(w) = f, Wa—OdF(E) @20
Wi(x)=0 x <0 '

Em (Lindley, 1952), foi observado que existe somente uma solugao para esta equa-
¢ao, ja que a distribuigao estacionéria de passeios aleatérios (recorrente positivos)
sdo unicas. Lindley também encontra a solugao desta equagao para a fila M/G/1

(além de outros casos). O resultado é o seguinte:

s(1 —p)
W* S) = = 9
ORI -20)
onde G* denota a transformada de Laplace de qualquer funcao G. Esta equacao é
chamada de equagao de Pollaczek-Khinchin. A equacao integral de Lindley também
foi resolvida por Smith em (Smith, 1952), para casos onde uma fatoragao especifica
do termo A*(s)B*(s) — 1 é possivel. Uma construgao passo a passo da solugao da

equagao integral de Lindley pode ser encontrada em (Kleinrock, 1975).

2.6 Aproximacoes de Filas Sob Trafego Pesado

Até este ponto, nas secoes anteriores, foram destacados trés pontos principais,

sao eles:
(i) A condigao de estabilidade dependente do parametro p.

(ii) A construgao de formas fechadas para a distribuigao estacionaria de alguma
quantidade de interesse (i.e., o nimero de clientes no sistema nas Segoes

2.2, 2.3, e 2.4, e 0 tempo de espera na Secao 2.5). Observe, que exceto no
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caso mais simples, referente ao modelo M/M/1, estas expressoes sempre

aparecem sob a forma de transformadas z ou de Laplace.

(iii) A dificuldade de trabalhar com modelos onde uma estrutura Markoviana

nao esta presente.

No inicio da década de 60, muitos se preocupavam com a forma das expressoes
obtidas na teoria. Para ter uso pratico, as expressoes requeriam muita informa-
¢ao sobre o sistema (i.e., é necessario conhecimento suficiente para construir uma
distribuicao, para em seguida computar sua transformada, aplicar na formula, e in-
verter a transformada). Muitas vezes nao se conhecia o sistema de forma detalhada
e nao se deseja resultados exatos, mas sim uma idéia geral do comportamento do
fenomeno. Uma frase marcante de Kendall nesta época diz que a teoria da fila
ainda se mantinha escondida atras de cortinas Laplacianas (Kendall, 1964).

A seguir serao apresentados alguns resultados desenvolvido por Kingman em
uma série de artigos (Kingman, 1962, 1963, 1970) que ajudam a entender o pro-
blema com relativamente poucos parametros do sistema (outras inequagoes, além
das que serao apresentadas aqui, podem também ser encontradas nestes artigos).
Nesta secao, sera usado as mesmas hipdteses da secao anterior. O seguinte lema

serd usado no Teorema 2.6.2.

Lema 2.6.1. Seja v : (0,00) — [0, 1] uma func¢ao ndo-crescente tal que
| a-9aP© +1- F@) <) Voo

onde F(x) 2 P(y < z). Entdo, tem-se que

P(w>2x) <~v(x) Vr>0.

Demonstracao. Esta prova é feita por indugao. Observe que P (wy > z) < y(z) ja
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que wg = 0. Agora suponha que P (w,, > =) < y(x) para algum n € N. Entao,

o

P (w4 > x) = IP’(wnernZ:U):/ P(w, >z —&)dF()

—0o0

— / p(wnzx_g)dF(gw/;dF(é)

—00

< [ Ao -9dF©+1- F@) <o)

o
Portanto, o resultado segue deixando n — oo. O

Teorema 2.6.2. Suponha que a distribuicao do tempo de servico possua uma “calda

leve”, isto é, existe um € > 0 tal que E [eEAﬂ < 00, e que p < 1. Entao,

para alguns valores de 0 positivos e, além disso, tem-se que v = sup{f > 0; $(0) <
1} € positivo e finito (exceto para o caso trivial P(y <0) = 1, que implica que

P(w=0)=1). Além disso, tem-se que
Pw>z)<e™ Vz>0. (2.11)

Demonstragao. Se P(y <0) = P(w =0) = 1, o teorema ¢ trivial, portanto, as-
suma que este nao é o caso. Observe que a fungao ¢(6) é a funcao geradora de
momentos e, portanto, possui uma expansao em série de Taylor em volta do ponto
6 = 0 com um raio positivo de convergéncia. Além disso, como p <1 = E[y] <0,
¢ (0) =E[y] < 0 e portanto a fungao é estritamente decrescente em volta do zero.
Desta forma, o fato de ¢(0) = 1 implica em ¢(f) < 1 para valores pequenos e
positivos de . Com este mesmo argumento, pode-se estabelecer a existéncia de v
finito e positivo.

O limite superior dado pela Equacao (2.11) é consequéncia do Lema (2.6.1).
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De fato, fazendo v(z) = e " tem-se que

/ ' e VTIR(E) +1 - F(z) = e / ' e dF (&) + / N dF(€)

—0o0 —0o0

= e ( / OO eSdF(€) + / N e”dF(O)
< e e"SdF <eV*
([ esare) <o

p(v)<1

que completa a prova. O

Um outro teorema, chamado de Teorema da Inequacao do Tempo Médio,

pode ser computado a partir da equacao de Lindley, dada pela Equagao (2.10).

Teorema 2.6.3. Suponha que p < 1 e que E [y?] < oo, entdo tem-se que

Demonstragdo. Suponha primeiramente que E[w?] < oco. Sabe-se do Teorema

2.5.4 que
w (wty)t. (2.12)

Observe que é possivel escrever o seguinte: (w +y) = (w +y)" — (w+ 1), onde
() = —min(0,z). Tomando o valor esperado de ambos os lados da equagao
acima, tem-se E [w] + E[y] = E [(w+y)"] —E[(w +y)~]. Portanto, a Equacao
(2.12) implica que E [(w+y) "] = —E[y] = [E[y]|, jd que E[y] < 0 (i.e., p < 1).
Para qualquer r € R, tem-se que 2% = (z7)* + (z7)? j4 que —2ztz~ = 0.

Portanto,

var(z) = E[2°] —(E[z])* =E[2°] — (E[¢"] - E [x’])Q
= E[@")?] -E[+") +E[(=)?] —E[(«7)]* + 2E [¢*] E [+7]

= var(zt) 4+ var(z”) + 2E [z ] E [27] .
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Usando a equacgao acima, tem-se que

var(w +y)" +var(w +y)” = var(w+y) —2E [(w+y) | E[(w+y) ]
= var(w) + var(y) — 2E [w] |E [y] |.
Desta forma,

var(y) — var(w +y)~
2[E[y]| ’

E [w] = (2.13)

que gera o limite superior quando se usa o fato que var(w + y)~ > 0. Para chegar

ao limite inferior, considere o seguinte:
\2 _
(w+y)") <@y )
ja que w > 0. Entao,

var(w +y)” < E [((w + y)’)Q] ~Ely?<E[y)?*] -E[y

=E[y> - (y")*] —E[y)* =var(y) - E [(y")?],

que leva ao resultado quando aplicado na Equagao (2.13).

O caso geral, quando nio se assume que E [w?] < oo, pode tratado através da
técnica de truncagem. Considere o sistema truncado onde 3" 2 min{y, N}, para
algum N € N. Logo, pelo Teorema 2.6.2 tem-se que w” tem momentos finitos.

Pelo Teorema da convergéncia monotona, tem-se que

e portanto segue o resultado. O]
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Kingman ja havia observado que quando o sistema estava em regime de
trafego pesado, isto é, quando 1 — € < p < 1, para € muito pequeno, o limite
superior do Teorema 2.6.3 era bastante preciso. Isto é explicado porque o erro
no limite superior é introduzido quando a variancia de (w + y)~ é desprezada, e
sistemas em regime de tréfego pesado possuem (w—+y)~ = 0 com alta probabilidade.
Observe que o Teorema 2.6.2 combinado com o limite superior do Teorema 2.6.3

sugere que talvez

P (’LU < gj) ~1— ex(QIE[y}/VaI'(y))

De fato, Kingman mostrou (Kingman, 1962) que é possivel aproximar a distribuigao
de w por uma exponencial quando p =~ 1. Para obter tal resultado, foi estabelecido
uma sequéncia de filas GI/GI/1 indexadas por um parametro n. A medida que
n tendia a oo, tinha-se que E[y"] = A%" — A%" 1 0, ou seja p" 2 Adn /Ao 11,
Supondo algumas condicoes de regularidade gerais (como, por exemplo, a de que
y" converge fracamente para y e que 0 < var(y) < oo) tinha-se que

lim P (Mw" < x) =1—¢" (2.14)

e\ var(y)

para z > 0. Este resultado é considerado o primeiro resultado de aproximacao de
filas em regime de trafego pesado.

Como foi observado por Whitt em (Whitt, 1972), um outro resultado ja
conhecido na época (i.e., veja (Erdos e Kac, 1946)) era o seguinte: se E[y] = 0

(que é equivalente a dizer que p = 1), entao

1 2\ 7 e
i S <z)=(2 —€%/2 >
HILIEOIP (Var(y)\/ﬁ Dax Sy < ZL‘) <W> /0 e d¢ paraxz >0, (2.15)
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onde S,, = Z;‘;Ol y;, paran > 0, e Sy =) (veja, por exemplo, Teorema 7.33 de
(Chung, 2001) na pagina 232). E claro que do resultado de Lindley, tem-se que

P (wy, Sx):P(max S, §x>

0<k<n

e, portanto, a distribui¢ao de w, /var(y)/n converge para o mesmo limite dado na
Equagao (2.15).

Este tipo de escalonamento e aplicagao de convergéncia no sentido fraco é a
base de aproximagoes de trafego pesado. Como dito por Whitt em (Whitt, 1974),
“a idéia é evitar complexidade desnecessaria e tentar obter representacoes simples
que capturam caracteristicas essenciais do problema suficientes para serem tteis”.
O foco se torna a visao macroscépica do problema de onde alguma regularidade
estatistica pode ser encontrada e que nao é aparente do ponto de vista microscopico.

Os dois resultados acima sao reflexo do resultado que serd mostrado a seguir.
Este resultado parte da seguinte observagao:

w, =95, — min S, n >0, (2.16)
0<k<n

que pode ser facilmente mostrado com o uso de um argumento indutivo. De fato,

considere o seguinte:
wy = (wo + o) " = max(0,y) = max(Sp, S1) = Si — min(Sp, S1).

N L A
Assuma que a Equagao (2.16) seja véalida paraum n € N e defina m,, = ming<g<y, Sk,

entao tem-se que

W1 = (wn+yn)" =max(0,S, — m, + yn)
= max(0,Sp11 — my) = (Spi1 — my) — min(0, Sy — my,)

= S,+1 — min($ my) = Spe1 — min  Si.
n+1 ( n+1; n) n+1 0<k<nil k
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Com a expressao acima chega-se a:

Teorema 2.6.4. Suponha uma sequéncia de filas GI/GI/1 indexadas pelo pard-

metro n, onde y"* =y e 0 < var(y) < co. Assuma ainda que

lim E[y"]vn = c € (—o0, ),

e seja o 2 var(y). Seja o processo Z" definido como

Zn(t) & Ut

Y

B

para t € Rsg (onde aqui e no decorrer deste trabalho, nt denota o maior inteiro
tgual ou menor que o numero real nt, quando colocado no papel de um niumero

inteiro). Entao tem-se que
2" = Uy,

onde, para cada t € Rsq, Z,.(t) = oW (t) + ct + 0 V sup,,(—oW (s) — cs), onde

W € um processo de Wiener padrao.

Demonstragao. Usando a Equagao (2.16), pode-se escrever o seguinte

Wyy Sy . Sk

—= =—=— min | — .

vnoooy/n osksnt \Vn
Por outro lado, uma aplica¢ao do Teorema B.1.9 (que é uma extensao do conhecido
Teorema de Donsker (Teorema B.1.8) ou Teorema do Limite Funcional Central)
implica que o processo tomando valores

1

NG (S — it [y"])

converge no sentido fraco para um processo de Wiener com variancia o2. Como

VIE[y"] — ¢, tem-se que o processo tomando valores S}, /y/n converge fracamente

para o processo com valores oW (t) + ct, para t € Rx.
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Seja ¥ definido como

U(z)(t) =x(t) + 0V sup (—z(s)),

s<t

para qualquer fungao continua z, tal que z(0) =0, e t > 0. Esta fungao ¥ é geral-
mente chamada de “Funcgao de Reflexao” e é tratada com detalhes no Apéndice A.
Observe que a Inequagao (A.3), dada pelo Teorema A.1.5, afirma que esta fungao
¥ ¢ continua sob o espaco das fungoes continuas. Como as fungoes amostras de um
processo de Wiener sao continuas quase certamente, o Teorema do mapeamento
continuo pode ser aplicado (e.g., Teorema 2.7 na péagina 21 de (Billingsley, 1999))

para chegar ao resultado. O]

A relac@o deste resultado com os dados pelas Equacoes (2.14) e (2.15) é clara.

A distribuicao do processo Z, . é dada por

P(Z,.(t) <) = © (i}?) e (%) , (2.17)

para x > 0 e onde © é a funcao de densidade cumulativa de uma normal padrao
(veja, por exemplo, Equagao 4.5 de (Whitt, 1974)). Claramente, tem-se a expo-
nencial da Equacao (2.14) quando t — oco. Além disso, se for fixado t = 1, tem-se
o resultado dado pela Equagao (2.15).

E importante mostrar também que o ntimero de clientes na fila, dado pelo
processo X &N (t) — S(t), pode também ser aproximado por um movimento
Browniano refletido. Novamente, suponha a existéncia de uma sequéncia de filas

GI/GI/1 indexadas pelo parametro n, e assuma as seguintes condigoes:

Condicao 2.6.5.

(a) Seja £" 29 AP A para o € {a,d}, e suponha que £ satisfaz as

condicoes do Teorema B.1.9.

(b) Suponha que \/n [(A®")~! — (A%m)~!] 2 ¢ — ¢ (a medida que n — ),

que é a chamada “condi¢ao do trdfego pesado”, i.e. p T 1.
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Sob estas condigoes e usando o Teorema B.1.9 sabe-se que

pen(t nZga" (2.18)

converge fracamente para um processo de Wiener com variancia dada pelo limite

(n — o0) de

var(A“") A
(Aa,n)Q -

var(§™") = (a7)*.

Além disso, pode-se mostrar (e.g., Teorema B.2.6), que N™(nt)/n converge fraca-
mente para o processo tomando valores t/A? onde A® é o limite de A" quando
n — oo. O mesmo pode ser dito para S™(nt)/n que converge fracamente para um
processo com valores t/A.

Defina o seguinte processo escalonado z"(t) 2 X"(nt)/\/n = N"(nt)//n —
S™(nt)/y/n. E observe que

N™(nt)

1 t) AGT
—  g— AP”
\/ﬁ n — \/ﬁ — ( Aan) \/_Aan Z

S™(nt)

d,n
Ad,n) + \/ﬁAd,n Z Al

=1

= wer <Sn("t))+ L (nt — I"(nt)) + (),

onde £*™ é um erro desprezivel e I"(t) denota o tempo ocioso total do servidor até

o instante t. Observe que

N 1

S = R

I"(nt)

satisfaz as seguintes propriedades: z™(0) = 0, 2™ é nao decrescente, e somente au-
menta nos instantes ¢ tais que z"(¢) = 0. Portanto, usando o Teorema A.1.4, sabe-

se que 2" ¢ unico e é dado por 0V sup,, (—W*™(N"(ns)) + W (5™(ns)) — ¢"s)
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modulo um erro desprezivel. Portanto, procedendo como na prova do Teorema

2.6.4, chega-se ao limite
z(t) = We(t/A) — Wt/ A 4 ct + 2(t)

onde z(t) 20v sup,<, (—W4(s/A%) + We(s/A?) — cs).

Portanto, a analise de trafego pesado aproxima sistemas de filas com qual-
quer distribuicao de entrada e de servico em regime de trafego pesado, isto é, sob
uma carga intensa de trabalho e beirando o limite de estabilidade, por um movi-
mento Browniano refletido. Visto a teoria classica, onde os resultados geralmente
estao sob a forma de transformadas, este resultado é de extrema importancia pois
descreve o comportamento do sistema de forma simples e dependente do tempo.
Com este modelo pode-se empregar ferramentas poderosas disponiveis na teoria de
probabilidade para auxiliar o entendimento destes sistemas em regime de trafego
pesado. Estas aproximacoes ganharam grande forca nos anos 80 com o apareci-
mento de sistemas de computadores, que em varias aplicacoes operam em regime
de trafego pesado. Além disso, a andlise é facilmente adaptada para o caso de

redes de fila como serd visto no capitulo a seguir.

2.7 Redes de Filas

Nesta secao, serao considerados alguns problemas de redes de filas de forma a
destacar como a teoria das aproximacoes por trafego pesado ajuda o entendimento
destes sistemas.

Considere primeiramente um sistema formado por duas filas em sequéncia,
isto é, clientes que entram no sistema juntam-se a fila 1, ao terminar seu ser-
vico, os clientes saem da fila 1 e entram na fila 2, somente ao terminar o ser-
vico na fila 2, os clientes podem deixar o sistema. Vamos supor que cada fila
deste sistema é M/M/1, com taxas de chegada e servigo dadas por A{ 21 JAY e
Mg 29 /AZ respectivamente, onde i € {1,2}. O objetivo do que segue é estabele-

cer a distribuicao do tempo entre chegadas consecutivas na fila 2. Defina o evento
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N . . . : . .
E; = {afila 1 estd vazia no instante em que o cliente [ termina seu servigo}. Ob-
serve que o intervalo de tempo entre os instantes em que clientes sucessivos deixam

a fila 1, dado por d;, pode ser escrito da seguinte forma:
dy =Tg,_, (A} + A7) + g (A]).
Portanto, para z > 0, pode-se escrever o seguinte:

P(d<z) = P(A}+A] <z|E_1)P(E)+P(A] <z|Ef,)P(E,)

= P(A}+ A} <2)P(E) +P(A] <2)P(E,),

onde a ultima passagem ¢ possivel porque E;_; e E ; podem ser escritos com-
pletamente em termos de {A% A% 0 < k <[ — 1} e, portanto, sao independentes
de A% e A?. Defina p; = A\¢/A\, assuma que a fila 1 é estével (p; < 1) e deixe
[ — oo para tratar o sistema em regime estacionario. Seja D*(s) a transformada

de Laplace da distribuicao de d,, em regime estacionario, entao tem-se que
D*(s) = Aj(s)Bi(s)(1 — p1) + Bi(s)pr,

onde Aj(s) e Bj(s) so as transformadas de Laplace das distribuiées de Af, e Af,
respectivamente. Também foi usado acima o fato que a probabilidade do sistema
estar vazio quando um cliente deixa o sistema em regime estacionario ¢ dado por
(1 — p) veja as Equagoes (2.2) ou (2.9).

Como a transformada de Laplace de uma distribuicao exponencial com pa-

rametro « é dada por a/(a + s), tem-se que

¢ Y 4
D* _ 1 1 1— 1
(s) ()\‘11 -I—s) ()\ﬁf—i— S) ( p1)+ (Xf +s> 1
AY

A+ s

que é um resultado surpreendente: a distribuicao do intervalo de tempo entre clien-
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tes sucessivos deixando o sistema é exponencial com parametro \{. Este resultado
é geralmente chamado de “resultado de Burke”, dado que foi ele que primeiro veri-
ficou esta propriedade em (Burke, 1966), veja também (Kleinrock, 1975) para mais
detalhes.

Considere agora um sistema composto por K filas em rede. Cada fila ¢, para
i€ {l,..., K} recebe clientes externos com distribuigao entre chegada de clientes
dada por uma exponencial com taxa A?. O tempo de servico de cada cliente é
exponencialmente distribuido com taxa A\¢. Cada cliente pode se juntar & uma fila
J presente no sistema apds terminar seu servico em uma fila 7 com probabilidade ;.

O cliente também pode deixar o sistema com probabilidade 1 — Zszl

rij. Suponha
. A .

que a matriz de roteamento, dada por R = (r;), tenha raio espectral menor do que

1. Isto implica que, quando considerado como uma matriz de transicao de uma

cadeia de Markov, todos os estados devem ser transiente. Em termos de teoria de

filas, esta condicao significa que todo cliente que entra no sistema saira do sistema

eventualmente.

Defina \;, para i € {1,..., K}, como o conjunto de varidveis que satisfaz as

equagoes abaixo:

K
A=A N i€ {l,.. . K}, (2.19)
j=1

ou em forma vetorial, A = A\ + R'\, que tem soluc¢ao tunica dada por A = (I —
R')7IA\* sob a condi¢ao no raio espectral de R. Observe que, visto o resultado
de Burke, \; pode ser visto como a taxa total de entrada de clientes na fila 1,
isto é, a taxa com quem clientes externos e clientes roteados entram na fila. De
fato, se r; = 0 e p 2 A\i/A¢ < 1, para todo i € {1,..., K}, o sistema em regime
estacionério pode ser visto como K filas M/M/1 independentes com parametros

Ai e A4, denotando respectivamente a taxa de entrada e a de servigo.
Quando r; > 0 para algum i € {1,..., K}, isto é, quando existe realimenta-
¢ao direta de uma fila, pode-se mostrar que o intervalo entre a saida consecutiva

de clientes nao serd exponencial (veja (Disney, 1981)). Contudo Jackson mostrou
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em (Jackson, 1957, 1963) que apesar destas filas nao serem filas M /M /1, elas se
comportam como se fossem, no sentido que a distribuicao conjunta do nimero de
clientes em cada fila em regime estaciondrio é um produto das distribuigoes dada

pela Equagao (2.2). Ou seja, para (ni,...,ng) € NE,

]P(X1 Inl,---,XKZTLK) :Hilil P?i(l_Pi)a (2-20)

onde X; denota o nimero de clientes na fila ¢ em regime estacionario, para ¢ €
{1,..., K}. Portanto, este resultado pode ser interpretado como se a rede fosse
composta por K filas M /M /1 independentes. Este resultado é geralmente chamado
de Teorema de Jackson e pode ser provado mostrando que (2.20) é a distribuigao
estaciondria do processo de Markov (X7,..., Xf). Para detalhes neste assunto
veja (Gross e Harris, 1998) Segao 4.2.

O Teorema de Jackson é de extrema importancia para teoria de filas e pos-
sibilita o estudo de varios problemas praticos. Contudo, este resultado nao se
estende para outros casos mais gerais, como por exemplo, filas onde o tempo en-
tre a chegada de cliente nao seja exponencial. Além disso, o Teorema de Burke
praticamente nao existe para outros modelos de fila. De fato, Chang mostrou que
dentro da classe das filas G/GI/1, em que a distribuigdo do tempo de servigo pos-
sui suporte nao limitado, o nimero de distribui¢oes do tempo entre a chegada de
clientes que induzem distribuicoes idénticas para o tempo entre a saida de clien-
tes é no maximo um (Chang, 1994). Em particular, para todas as filas G/M/1,
somente aquela com entrada de Poisson possui tal propriedade. Este tipo de ob-
servacao indica que a analise de modelos mais gerais nao é facil, até mesmo para
redes compostas por filas mais simples como a PH/M/1.

E neste cenério que a analise de trafego pesado mostra todo seu potencial.
A aproximacao pode ser estendida para redes de filas sem maiores dificuldades. A
equagao de limite toma a forma de um movimento Browniano refletido que possibi-
lita, entre outras coisas, tratar de problemas de controle. A seguir sera construido

a aproximacao de uma forma resumida, para um tratamento mais rigoroso veja as
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seguintes referéncias (Kushner, 2001; Reiman, 1984).

Da mesma forma como feito anteriormente, suponha a existéncia de uma
sequéncia de redes de filas indexadas per um parametro n € N. Sejam {A” e
N} os intervalos entre a chegada de clientes externos na fila i e {Afl”,l € N}
os tempos de servigo na fila ¢. Sejam também I}, uma func¢ao indicadora do
evento que o [-ésimo cliente que deixa a fila j se junta a fila 7. Defina o seguinte
vetor I}, = 2 (I,,7 € {1,..., K}) e as constantes Agl’" /A" 2E [A%"], para

a € {a,d}.
Condicao 2.7.1. As sequintes condicoes serdo usadas:

(a) As varidveis aleatorias A7;" e I}, para o € {a,d}, sdo mutuamente inde-
o L o A —
pendentes nos indices i,l, e . Além disso, as varidveis £, = 1—A" JAP"

satisfazem as condigoes do Teorema B.1.9.

e ri; tais que P (H%J =1) =71 — ry. Além disso,

(b) Ezistem constantes rl. y

v

o raio espectral da matriz R = (r;;) € menor do que um.

(c) Existem c; tais que

Observe que a Condicao 2.7.1(c) é a condicao do trafego pesado. A condigao
exige que a taxa de clientes entrando em cada fila do sistema se aproxime da taxa
com que os clientes saem da fila, a medida que n T oco.

Seja N* o processo que conta o nimero de clientes exégenos que entram
na fila 7, e SI' o processo que conta o nimero de clientes servidos na fila 7. Seja
também S} o processo que conta o niimero de clientes que sairam da fila i e foram

para a fila j. Entao pode-se escrever o seguinte:

= %X”(nt) =

2(t) N*(nt) — SI'(nt +ZS” nt) (2.21)

1
NG
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onde X['(t) representa o nimero de clientes na fila i, e " é o processo escalonado
correspondente.
Procedendo da mesma forma como feito na se¢ao anterior, pode-se escrever

o seguinte:

N*(nt) N!"(nt) nt
i - Won i "~ an(y
= e () G e

Si(nt) o an (SP)N | nt—It(nt) g,
Jn = W ( " + \/EA?’H + %" (t)

onde W/" sdo definidos de forma andloga a Equacao (2.18), e I'(t) denota o

1>

tempo total que o servidor da fila ¢ ficou ocioso até o tempo t. Defina Wij’"(t)

(1/y/n) 32, I, — 1] e observe que

S (n ST (n
Srnt) 1 i t)ﬂn e (SO 5 ()
- = 1,1 ij + 1
NG n ’ n Vi =

Com as Condigoes 2.7.1(a) e (b), e o Teorema B.1.9, tem-se que

2

N™(n-
wee (M) — oo

)

fwgr (B100) < i} — wrow,

n
wen () — ot

onde W/ (A¢-) é um processo de Wiener K-dimensional com matriz de covariancia

dada por
(1 - 7’11)7”1‘1 —TiT2 ce —TaTik
—Ti2Ti (1 - Ti2)7“i2 ce —TiTiK
Zi - ’
—TiKTil —rigTi2 .. (1 —7ig)rik
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os processos W2, a € {a,d}, sdo processos de Wiener padrao, e

(00)? = lim var(A%")/(A™)2.

1

Defina y*(t) = (1/y/nAY™I*(nt), e observe que pode-se escrever o seguinte em

notacao matricial:
2"(t) = M+ W) + (- R) " (1) + (1),

onde W"(t) tem componentes dadas por W/(t) 2 WS (NP (nt) /n) =W (S™(nt) /n)+
> (rjz-VI/'jd’"(S}-‘(mf)/n)+T/I/';;-’”(S;Z (nt)/n)) e e™ é um erro pequeno que converge para
o processo zero. Observe que y!" é nao-decrescente, continuo, e somente aumenta

nos instantes ¢ tais que z;(t) = 0. Por isso, é possivel mostrar que (z™, 2") = U(y"),

>

onde ¥ é o mapeamento de reflexdo da Definicdo A.1.2, com 2" = (I — R')y" e
A
Pr(t) = "t + Wn(t) 4+ €™(¢).
Como o mapeamento ¥ é continuo sob o espaco das fungoes continuas C'(RE; 0, 0o),

tem-se o resultado com a aplicacao do Teorema do Mapeamento Continuo, che-

gando ao limite:
z(t)=ct+W(t)+ (I — R)y(t),

onde Wi(t) £ g WaHAM) — ofWEAL) + 32, (1ot WHH) + WE(AL)).

Em problemas praticos, usa-se a aproximacao da seguinte forma: em primeiro
lugar, um valor grande de n é escolhido de tal forma que ¢} possua um “tamanho
moderado”, em seguida, aproxima-se o nimero de clientes na fila em cada instante
t por X(t) ~ \/nz., (t/n), onde z., (£) 2 cot + W(t) + (I — R) y(t).

Para exemplificar o uso da aproximacgao, considere um sistema composto por

20



3 filas em rede, com matriz de roteamento dada por

010
R=1 0 01
500

Suponha que somente a primeira fila receba clientes de uma fonte exdgena com
tempo entre a chegada de clientes dada por uma distribuicao de hiperexponencial
com variacao 2 e média 2. O tempo de servico de cada fila é distribuido de acordo
com uma distribuicao hiperexponencial com médias tomando valores no conjunto
{0.80,0.85,0.90,0.95} para cada experimento, e o coeficiente de variagao é fixo em
2. Estes valores sao escolhidos de tal forma que p; = ps = p3.

Tabela 2.1: Tabela mostrando o nimero médio de clientes na rede para cada fila

em regime estacionario. Para a simulacao, o intervalo de 95% t-confianca estd em
parenteses.

\ | Fila 1 | Fila 2 | Fila 3 |
p=.80
QNET | 5.84 6.06 6.13
SIM | 6.40 (0.21) | 6.70 (0.20) | 6.81 (0.21)
p=.85
QNET | 8.79 9.13 9.23
SIM ] 9.52(0.46) | 9.69 (0.34) | 10.12 (0.42)
p =90
QNET | 14.79 15.35 15.52
SIM | 15.63 (0.97) | 15.83 (0.96) | 15.51 (0.82)
p=.95
QNET | 32.96 34.20 34.58
SIM | 29.36 (2.69) | 29.41 (2.18) | 30.19 (2.45)

Serd comparado o numero médio de clientes no sistema em regime estacio-
nario obtido usando a aproximagao por trafego pesado e uma simulagao computa-
cional. Para calcular o valor esperado de um movimento Browniano refletido em
regime estacionario (em dimensao K = 3), serd usado o algoritmo QNET (Dai,
1990) que é capaz de calcular a distribuigao estacionaria destes processos (0 mé-

todo BNAfm também pode ser usado para o mesmo propdsito, veja (Shen et al.,
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2002; Chen e Shen, 2003)). O resultado é dado pela Tabela 2.1.

Como neste exemplo somente o nimero médio de clientes do sistema em
regime estacionario é computado, a escolha do parametro de escalonamento n
nao afeta o resultado. Por exemplo, no caso unidimensional o valor médio do
movimento Browniano refletido em regime estacionario é dado por o?/2|c|, onde
o? seria sua variancia e ¢ o valor do coeficiente de deriva, veja a Equagdo (2.17).
Como o valor do coeficiente de deriva na aproximacao, dado por ¢”, é uma constante
vezes \/n, isto é, ¢" = \/nf, para § € R, tem-se que o nimero médio de clientes
em regime estaciondrio, dado por X, é igual & X = /no?/2|c"| = 0%/2|3|, em que

o fator de escalonamento n desaparece.

2.8 Aproximacao por Fluido

Um outro modelo aproximado que possui varias similaridades com a apro-
ximagao por trafego pesado é a de fluido. A principal vantagem deste modelo é
que nao é necessario impor a condicao do trafego pesado. Portanto, mesmo em
sistemas que nao estejam operando neste regime a aproximacao ainda pode ser
usada. Por outro lado, a aproximacao perde o carater estocastico, pois o limite
toma a forma de uma equacao diferencial. Desta forma, pode-se argumentar que
a aproximacao por trafego pesado é mais fiel a dinamica do sistema.

Para deixar claro como esta aproximacgao toma forma, serda mostrado breve-
mente como ela é obtida. Sejam Z’l”, AZ’[‘,X”, NP, Sp, Sp, e I definidos como

na ultima secao. Mas redefina o processo escalonado x™ como o seguinte:
" (t) = X" (nt)/n,
observe que desta vez X™ é dividido por 1/n e nao por 1/4/n como feito na se¢ao
anterior. Seja também X"(0) a condigao inicial do sistema.
Condicao 2.8.1. Suponha as sequintes condi¢oes:
(a) Os processos W", a € {a,d}, dados por W{"(t) 2 pt S (AP — )
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convergem para o processo zero. Além disso, A" — AL

n

(b) Ezistem constantes 17; e 1y tais que P (]I?Al = 1) = T

7, — Ty, € 0 Tato

espectral da matriz R = (r;;) € menor do que um.

(c) Existem c; tais que

A :
Suponha que z"(0) = X™(0)/n converge fracamente para x(0). Visto o de-
senvolvimento da aproximagao por trafego pesado da secao anterior, e sabendo que
neste caso Wia’" converge para o processo zero, tem-se que z" converge fracamente

para o processo x dado por
z(t) = z(0) +ct + (I — R)y(t),

em que y é o processo de reflexdao. O desenvolvimento acima foi retirado de (Kush-

ner, 2001) Secao 6.5, na pagina 264.
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Capitulo 3

Modelos de Fila com Sinais

Sistemas de filas com sinais, usualmente chamados de G-networks ou G-
Queue, no caso de uma fila tnica, foram introduzidos por Gelenbe em (Gelenbe,
1991) como uma extensao das redes de Jackson. Nestes modelos, dois tipos de
clientes circulam no sistema: os clientes usuais (também chamados de “clientes po-
sitivos”) e os sinais. O efeito que cada sinal provoca sobre o sistema que o recebe
depende do seu tipo. Existem varios tipos de sinais, como por exemplo: clien-
tes negativos, triggers (Gelenbe, 1993), desastres (Chao, 1995), resets (Gelenbe e
Fourneau, 2002), entre outros. Os dois principais tipos de sinais sdo os clientes
negativos, que serao chamados simplesmente de sinais neste trabalho, e os trig-
gers. Um cliente negativo remove um cliente usual da fila que o recebe e deixa o
sistema imediatamente apos sua chegada. O trigger move um cliente da fila que
o recebe para uma outra fila presente no sistema, e também deixa o sistema apos
sua chegada.

Cada sinal pode entrar em uma fila por uma fonte externa ou pode ser
enviado por outras filas presentes no sistema. Neste ltimo caso, sinais sao clientes
usuais que, apos completar seu servico, sao roteados como sinais. Para deixar claro
o funcionamento destes modelos, considere um sistema de filas com sinais dado por
duas filas em sequéncia, como mostra a Figura 3.1. Suponha que a primeira fila
receba sinais (do tipo “cliente negativo”) e que também envie sinais para a segunda

fila. Quando um sinal externo chega a fila 1, ele remove um cliente usual da fila,
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/-

los

Figura 3.1: Duas filas em sequéncia com sinais. O simbolo + (resp., —) indica a
possibilidade de chegada de clientes (resp., sinais).

/-

caso nao esteja vazia. O sinal deixa a fila 1 imediatamente apds sua chegada.
Suponha agora que um cliente (usual) termine seu servigo na primeira fila. Este
cliente pode ser enviado para fora do sistema, como mostra a Figura 3.1, ou pode
ser roteado para a segunda fila. Caso seja roteado, o cliente pode chegar na fila 2
como um sinal ou como um cliente regular, dependendo da escolha de roteamento.
Se chegar como um sinal, ele removera um cliente, caso algum estiver presente,
e deixara o sistema logo em seguida. Desta forma, em uma rede mais complexa,
onde todas as filas participam no envio e recebimento de sinais, cada fila possui
um certo controle sobre o sistema.

Sistemas de filas com sinais vém sendo extensivamente estudados nos ultimos
anos (alguns exemplos incluem: (Shin, 2007; Chakka e Do, 2007; Gémez-Corral e
Martos, 2006; Li e Zhao, 2004; Harrison, 2004; Gémez-Corral, 2002; Fourneau et al.,
1996; Harrison e Pitel, 1996; Fourneau e Verchere, 1995; Gelenbe e Schassberger,
1992)), que s@o motivados principalmente por uma série de aplicagdes. Uma das
aplicacoes com maior sucesso, e que também foi a motivagao inicial destes modelos,
¢ a modelagem de redes neurais (Gelenbe, 1994; Gelenbe e Stafylopatis, 1991; Ge-
lenbe, 1989). Neste contexto, cada fila representa um neurdnio e clientes positivos
e negativos representam sinais de excitagao e inibigao, respectivamente. Uma ou-
tra aplicacao interessante é a de balanceamento de carga de trabalho em uma rede
de computadores. O artigo (Artalejo, 2000) traz vérias outras aplicagoes destas
redes. Mais recentemente, G-networks vem sendo usadas em modelos de sistemas
de regulagao genético, veja por exemplo (Gelenbe, 2007; Arazi et al., 2004).

A formulacao usual destes modelos considera tempos entre chegada de cli-

entes e tempos de servico exponencialmente distribuidos. A analise é geralmente
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feita como na Secao 2.7, isto é, a distribuicao estacionaria da cadeia de Markov
correspondente é encontrada. Esta distribuicao descreve a probabilidade de en-
contrar um certo nimero de clientes no sistema. No caso de sistemas contendo
somente sinais do tipo “clientes negativos”, tem-se que esta probabilidade é dada

por
p(Xi=mny,..., Xg=ng) = Hfilﬂ?i(l - pi),
para (ni,...,n;) € NE e

pi 28T /(A 4 A0

K
A 2N N e
j=1
A K
NTEDY N A (3.1)
j=1

onde \{ é a taxa de chegada de clientes exégenos na fila 7; A} é a taxa de chegada

+
ij

de sinais exégenos na fila i; \¢ é a taxa de servigo para a fila i; r; é a probabilidade
de um cliente saindo da fila j entrar na fila i; r;; ¢ a probabilidade de um cliente
saindo da fila j entrar na fila ¢ como um sinal. E claro que a existéncia de tal
distribuicao depende de algumas condigoes, sendo uma delas a de que p; < 1, que
nada mais é do que o parametro de intensidade de trafego destes sistemas.

Um dos motivos da popularidade das G-networks deve-se também ao fato de
sua distribuicao estacionaria possuir esta forma simples de produto, que nao é uma
caracteristica facil de ser encontrada. Apesar desta propriedade importante, pouco
se pode dizer sobre a evolucao transiente destes sistemas, e pouco deste aspecto
foi estudado sobre estes modelos. Esta analise é de extrema importancia para ser
possivel pensar em problemas de controle, que é tao inerente nestes modelos.

Recentemente, alguns estudos nesta direcao foram feitos usando aproxima-

¢oes por fluido (Guffens et al., 2006; Arazi et al., 2004, 2005). Em (Arazi et al.,

2004, 2005), a seguinte aproximagcao para G-networks foi desenvolvida: sejam
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{¢f(X),...,q/r(X)} taxas dependentes do estado X de processos que aumen-
tam o tamanho da fila j (i.e., chegadas de clientes exdgenos e chegada de clientes
vindos de outras filas); e sejam {q;,(X), ..., q;o(X)} taxas dependentes do estado
representando processos que reduzem o tamanho da fila j (i.e., saida de clientes e
chegada de clientes negativos). Usando a notacao dos autores, a probabilidade de
aumentar em 1 o nimero de clientes em uma fila j no intervalo (¢,¢ + h] é dada

por

Zqﬂ Jh +o(h),

e a probabilidade de reduzir o valor de X em 1 é dada por

Zqﬂ Yh + o(h).

Como isto, aproxima-se o valor médio do sistema, dado por X, fazendo o seguinte:

Xj(t+h) = X;()+PHX(0) - Py (X(t)
Q

= K0+ 0 | D ah ) =3 (X)) | +olb)

para cada fila j. Dividindo a equagao acima por h e fazendo h — 0, tem-se que

A R Q
aX; _ DX (D) = 3 gi(X ().

Neste ponto, os autores usam uma hipotese de que o sistema estéa cheio e, portanto,
a entrada ou saida de um tnico cliente na fila tem pouco efeito no sistema. Desta
forma, um fator de escalonamento A é introduzido para representar o efeito da
entrada ou saida de um unico cliente no sistema, onde A <« 1. Esta abordagem

leva a aproximagao

- R ~ Q ~
=AY G0 - YR 0)

i=1 i=1
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Uma critica sobre este modelo é que o parametro A é introduzido sem muita
justificativa. Além disso, o requerimento de que A seja “pequeno” forca o modelo
em um cenario de trafego pesado, onde as aproximagoes por difusao sao mais
apropriadas. Uma outra observacao é que nenhum termo de reflexao aparece, e,
desta forma, o modelo pode tomar valores negativos se a escolha das fungoes qj_z()
nao forem apropriadas.

Os autores de (Guffens et al., 2006) tém uma abordagem diferente que con-
siste em uma adaptacdo de uma aproximacao por fluido, introduzida por (Tipper
e Sundareshan, 1990) e estudada por Guffens em (Guffens, 2005), para modelos
de filas com sinais. Para introduzir este modelo, considere primeiramente uma
tinica fila M/M/1, com taxa de entrada dada por A* e de servico dada por \4. A

probabilidade de encontrar k clientes no sistema no instante t + h é dada por

p(k,t +h) = p(k,t)(1 — \*h — \?h)

+p(k — 1, H)A*hI{k > 0} + p(k + 1,t)\*h + o(h).

Multiplicando por k a equagao acima, somando em k, dividindo por h, e fazendo
h — 0, chega-se a:

ik

— =)= (1—=p(0, )\
dt ( p( ) )) )

em que k(t) = reo kp(k,t), e 1 — p(0,t) é a probabilidade do servidor estar
ocupado no instante t, que nao pode ser escrita somente em funcdo de k. A
aproximacao consiste em expressar a probabilidade do servidor estar ocupado em
funcao do estado atual do sistema, de tal forma que, em equilibrio, o valor exato

de k é obtido. Seja = a média aproximada dada por
=\ —0(x)\%,
em que 0(&) = £/(14¢). Desta forma, quando = estd em equilibrio, dado por z*,
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tem-se que

¥ = lim k(t) = p/(1 - p), (3.2)

t—o00

com p = \*/\% veja a Equacio (2.3).

Esta mesma analise é estendida para G-networks. O modelo considerado
pelos autores inclui os sinais do tipo “trigger” e “cliente negativo”. Para simplificar
a notagao, somente os clientes negativos sao considerados abaixo. Analisando o

balanco de fluxo de clientes, pode-se escrever:

K K
- (A? T Zkfewﬁ) Bl + X+ 3 M)

j=1 j=1

onde a notagao empregada aqui é a mesma usada nas Equagoes (3.1). Fazendo
a,— A — a A
AV () = A+ Zjil AJG(z;)r5; e M (x) = N+ ZjK:l A96(z;)r7;, pode-se escrever

iy = — (A + AP () O(z:) + AP ().

O equivalente do que foi feito na Equacao (3.2) pode ser verificado para este caso.

Portanto, chega-se a aproximacao:

&= G(x)r + N,

onde (G)i(w) & — (A + X8 (2)) (), (G)ij(x) 2 XH0(x;), para i # j, e 0(€) £

1/(1+¢), para & € R.

Este modelo é bastante interessante, contudo, nao se sabe se o comporta-
mento transiente do sistema sera de fato bem representado. Isto é, a introducao
da fungao # nao garante o comportamento adequado do modelo quando o sistema
ainda estd longe de atingir o “regime estacionario”. A introducao de dependéncia
do estado para as taxas dos processos de entrada e saida para este modelo nao foi
explorada pelos autores.

Nos capitulos que seguem serao mostrados aproximacoes por trafego pesado
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para estas filas com sinais que foram desenvolvidas durante este trabalho de tese.
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Capitulo 4

Filas com Sinais Sob Trafego Pesado

Como primeiro passo no roteiro proposto, sera tratado a aproximacao por tra-
fego pesado para sistemas compostos por uma tnica fila e um servidor. Nenhuma
condicao sobre a distribuicao do tempo de servico ou do tempo entre chegadas de
clientes sera assumida, além de algumas hipdteses gerais necesséarias para a conver-
geéncia fraca de processos que serao definidos. O conteido deste capitulo é referente
aos trabalhos (Leite e Fragoso, 2007, 2008d).

Antes de iniciar a descri¢ao do sistema para a obtenc¢ao da aproximagao, algu-
mas consideragoes relacionadas as filas com sinais sao necessarias. Primeiramente,
¢é preciso deixar claro se o sistema permitira que clientes sendo servidos sejam re-
movidos por sinais. Caso seja permitido, as discrepancias geradas no tempo de
servico destes clientes precisam ser computadas e utilizadas no modelo. Para ilus-
trar essa afirmacao, considere a seguinte linha de eventos dada pela Figura 4.1. No
instante t; o k-ésimo cliente entra no sistema que esta vazio, e portanto, o servidor
atende este cliente imediatamente. No instante 7, um sinal é recebido pelo sistema
e o cliente é removido imediatamente. Em seguida, em ¢;,; um outro cliente entra
no sistema e comega a ser servido. O modelo tera que ser ajustado para refletir o
instante correto em que o cliente k 4 1 inicia o seu servico no servidor. Ou seja,
serd necessario computar t + Ag — tr11 que é o “tempo residual” e usa-lo de forma
adequada no modelo. Contudo, o computo desta quantidade e a sua adaptacao

no modelo sem hipdteses mais restritivas nas distribuicoes de tempo de servico e
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chegada do chegada do
> chegada do -
e s (F e
| ‘ c 1e‘n e N
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I TC ool residuo

A} tempo de servico k \ |

{ \
Aj41: tempo de servigo k + 1

Figura 4.1: Uma linha de eventos ilustrando a discrepancia gerada quando um
cliente é removido em servico.

entrada nao sao problemas faceis. Desta forma, este trabalho se restringe a siste-
mas onde sinais nao podem remover clientes que estao em servigo. Este tipo de
rotina para remocao de clientes é chamada de immune servicing (e.g., (Chakka e
Harrison, 2001)).

Uma outra consideragao importante a ser feita, e a que de fato tem maior
importancia devido a dificuldade que este problema gera para o tratamento do caso
de redes de filas com sinais, é referente a representacao do processo de contagem
a partir dos tempos entre chegadas consecutivas de sinais no sistema. A primeira
vista, uma fila com sinais pode parecer igual a uma fila com dois servidores, ja que
existem dois processos que “removem” clientes do sistema. Em um sistema com
dois servidores, o processo que conta o nimero de clientes servidos é descrito a
partir do tempo em que cada cliente permanece no servidor. Por outro lado, em
um sistema com sinais, o processo que conta o nimero de clientes removidos tera
que ser descrito a partir do tempo entre chegada de sinais. Contudo, é importante
observar que nem sempre a distribuicao do tempo entre clientes removidos por um
sinal é igual a distribuicao do tempo entre chegadas de sinais. Além disso, a relacao
entre estas duas quantidades nao é clara para o caso de distribuigoes gerais como
¢é o caso tratado aqui.

Para ilustragao, considere a seguinte linha de eventos dada pela Figura 4.2.
Suponha que t, ty11, € txo s@0 os instantes de chegada de sinais em um sistema,

Ari1 e Agio s2o os intervalos entre chegada destes sinais. Considere o caso onde o
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chegada do chegada do chegada do

k-ésimo (k + 1)-ésimo (k + 2)-ésimo
sinal sinal sinal
} AVES] } AVED) “}ﬂ _
tr Li+1 Lit2
fila vazia
neste instante)

Figura 4.2: Uma linha de eventos ilustrando a diferenca entre o tempo entre clientes
removidos e chegada de sinais.

sinal k£ e k4 2 removem clientes do sistema, mas o sinal k + 1 nao remove devido a
falta de clientes naquele instante. Portanto, neste caso, o tempo entre os clientes
removidos é Ay 1+Ak 2. Em um outro caso onde todos os sinais removem clientes,
o tempo entre clientes removidos coincide com o tempo entre chegada de sinais.
Nesta secao serao tratados dois modelos diferentes de filas com sinais. Pri-
meiramente, serd considerado o caso onde a chegada de sinais é independente do
processo de chegada de clientes. A aproximagao de trafego pesado sera desenvol-
vida para o processo do numero de clientes na fila e para o processo de carga de
trabalho do servidor. Em seguida, sera tratado um modelo onde a chegada de si-
nais e de clientes é modulada por uma mesma cadeia de Markov. Para este modelo,

somente o processo do nimero de clientes serd aproximado por uma difusao.

4.1 Modelo para o Numero de Clientes no Servidor

Como é comum em aproximagcoes de trafego pesado, assume-se a existéncia
de uma sequéncia de filas indexadas por um parametro n. A medida que este
parametro aumenta, a diferenca entre a taxa de clientes entrando e deixando o
sistema fica menor, tendendo para o que é chamado de “situacao de trafego pesado”.
Para cadan > 1, seja A}"" uma variavel aleatéria representando o [-ésimo intervalo
de tempo entre chegada de clientes. Seja também A" uma varidvel aleatéria
representando o intervalo de tempo entre chegada de sinais. O tempo de servico
para o [-ésimo cliente a ser servido ¢ dado por Af’" para cada n > 0. Suponha que

estas variaveis aleatérias satisfazem a seguinte condicao.
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Condigao 4.1.1. As varidveis aleatdrias A7"" sao mutuamente independentes para
cada | e n e sio identicamente distribuidas com média dada por A*™ satisfa-
zendo 0 < A*" < oo, onde a € {a,r,d}. Seja o*™ o coeficiente de varia-
cao de Ala’". Existem constantes 0® e A tais que o™ — o e A®" — A,
onde a € {a,r,d}. Além disso, {AV"}, {A]"}, e {AP™} sio independentes e

{|AY™2 A% 2 |AT" 2 n} € uniformemente integrdvel.

A condicao sobre a integrabilidade uniforme pode ser substituida pela con-
icao de que A" converge fracamente para uma varidvel aleatéria com média A®
dicao d A,

e coeficiente de variacao o® (veja Teorema 5.4 em (Billingsley, 1968)).

Condicao 4.1.2. Ezxiste uma constante b € R tal que

1 1 1 A
— — = — = =b b.
\/ﬁ (Aa,n AT Ad,n) n

A condicao acima é chamada de “condicao do trafego pesado”. Esta condigao
exige que a taxa de clientes entrando no sistema seja cada vez mais proxima da
taxa em que clientes deixam o sistema. Defina A*" 2 1/A*" para o € {a,r,d}.

Seja S*™(t) (resp., S™™(t)) 1/n vezes o numero de clientes (resp., sinais) que
chegaram no sistema até o instante nt. Seja também S%"(t) definido como 1/n
vezes o numero de clientes servidos até o tempo nt. Estes processos podem ser

definidos como:

1 m
ST (t) 2 - max {m eNp: ZA?" < nt} :
I=1
1 m
ST(t) = Emaux {m €Ny : ZA}"” < nt} ,
I=1
1 m
S (t) 2 - max {m eNp: ZA?’” < nt— T”(t)} : (4.1)
I=1

onde T™(t) é definido como o tempo ocioso total do servidor até o instante nt.

Observe que o processo x™(t) que representa 1/+/n vezes o niimero de clientes
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presentes no sistema no instante nt pode ser escrito como:

nS»™(t) nS™"(t nSH™(t)

2" (t) = 2™(0 Z 1— Z Z 1+ 20t (4.2)

onde 2™(0) é 1/y/n vezes o nimero de clientes no sistema no instante inicial e 2 (t)
representa 1/4/n vezes o nimero total de sinais que chegaram no sistema quando

a fila estava vazia até o tempo nt. Note que 2z somente aumenta nos instantes ¢

tais que x"(t) < 1/y/n.

Teorema 4.1.3. Suponha que x"(0) converge fracamente para x(0) e que z™(0)
¢ independente das varidveis aleatorias representando o tempo entre chegada de
sinais e clientes e do tempo de servico. Além disso suponha as Condigoes 4.1.1 e

4.1.2. Entao o processo x™ converge fracamente para o processo x que toma valores
z(t) = 2(0) +w*(\t) — w"(N't) — w(\%) + bt + 2(t), (4.3)

onde w?(-), w"(-) e wi(-) sdo processos de Wiener independentes com variancias
dada por (0%)?, (c")?, e (0%)?, respectivamente. A constante b é a definida na
Condigdo 4.1.2, e z(:) € o processo de reflexao, isto é, z(0) = 0, z(-) € ndo-

decrescente e somente aumenta nos instantes t tais que x"(t) = 0.

Demonstragao. A prova deste teorema segue as linhas do Teorema 5.1.1 em (Kush-

ner, 2001). Observe que

nsan

) a,n
Al ’ a,n
(1 B Aa,n) Aa n\/_ Z A (44)

para a = a,r,d. Defina w®"™ como

wen () 2 % i (1 - iii) . (4.5)

Com a aplicacao do Teorema B.1.9, que é uma extensao do Teorema de Donsker,

é possivel verificar que w®"™ converge fracamente para um processo de Wiener com
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variancia dada por

limE

(1- 25:)2] - (0"

Usando o Teorema B.2.6 e a Equagao (4.1), observa-se que S“™ converge fracamente
para um processo S® que toma valores S*(t) = A\%t. O mesmo ¢ vélido para S™". De
forma andloga, usando a Equacao (4.1) e a primeira parte do Teorema B.2.6, S%"(¢)
¢ limitado em probabilidade e qualquer subsequéncia convergente tem como limite
um processo que possui (quase certamente) fungoes amostras continuas. Portanto,
ja que o processo de Wiener tem funcoes amostras quase certamente continuas,
o processo w*"(S*"(-)) converge fracamente para w®(A\*:), onde a € {a,r}, e
wbn(S4n(.)) é assimtoticamente continuo.

Observe que para « € {a,r},

nsan

Aan\/_ Z AM_W €al(t),

onde €”(t) denota 1/(A*™\/n) vezes o tempo desde a chegada do tltimo cliente,
que sera negligenciavel a medida que n — oo. Para a = d, é preciso levar em

consideracao o tempo ocioso do servidor, portanto,

nsdn

“Rangm +eil)

Adn\/_ Z

onde €}(t) é um erro negligencidvel.

Usando a expressao (4.2), é possivel escrever o seguinte:

2 (t) = 2" (0) + Wt (1)) — w (S (1)) — wn (540 (1))

1 1 . N
+Vn (Aan X —Adm)t—FZ (t) +€*(t),

onde 2"(t) = 23 (t) + T"(t)/(v/nA%™), e €*(t) é a soma dos termos de erros negli-

genciaveis.
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O fato que {z"} é limitada em probabilidade e que converge fracamente
para o termo de reflexdo segue da aplicagdo do Teorema A.2.3, ja que z"(0) = 0,
2z (t) é ndo-decrescente, possui saltos de tamanhos 1//n, e 2™(t) somente aumenta
nos instantes ¢ tais que x™(t) < 1/4/n. Isso implica que {T"//n} é limitada
em probabilidade, e portanto S%" converge fracamente para o processo que toma

valores A%, pelo Teorema B.2.6. O

E importante observar que o limite dado pela Equagao (4.3) é igual ao limite
obtido através da andlise via trafego pesado uma fila com dois servidores inde-
pendentes (veja Teorema 5.4.2 (Kushner, 2001)) com tempo de permanéncia no
servidor dado por Afl’" e A7, apesar dos sistemas serem diferentes como foi dis-
cutido no inicio do capitulo. Para esse modelo de uma fila simples, essa diferenca

nao fica aparente e é “escondida” no termo de reflexao.

4.2 Modelo para o Processo de Carga de Trabalho

A carga de trabalho em um dado instante ¢ é definida como o tempo total
que o servidor precisa trabalhar para atender todos os clientes presentes na fila
naquele instante. Seguindo a forma usual de escalonamento, seja wl™(t) definido

como 1/4/n vezes a carga de trabalho do sistema no instante nt.

Teorema 4.2.1. Considere o modelo usado na secao anterior e assuma as condi-
¢oes do Teorema 4.1.3. Defina wi™(0) 2 2"(0)A%™. Entdo, a diferenca A%"x"

wl™ converge fracamente para o processo zero.

Demonstragao. Esta prova segue as idéias apresentadas no Teorema 5.3.3 de (Kush-
ner, 2001). Seja I™(t) definido como o nimero de clientes que deixaram o sistema
até o tempo nt. Observe que I"(t) é limitado por n(S%"(t) + S™"(t)). Além disso,
os processos S e S™" sdo limitados com alta probabilidade em qualquer intervalo
[0, T, pelo Teorema B.2.6. Reorganize os indices [ de Afl’n de forma que sejam or-

denados na ordem em que os clientes deixam o sistema. Desta forma, para cada
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t > 0, tem-se que

" (t)+y/ma" (1) I (t)+y/ma" (1)

1 d - 1 d
— Y A<arm < —= Y AP (4.6)
v I=I7(t)+2 v I=I"(t)+1
Observe que
1 I (t)+v/na™(t) 1 I (t)+v/na"(t)
dn - dn _ Adn Admn,.n

I=In(t)+1 I=In(t)+1

= [SATANI ) 4 27 (/) + AR (1) )]

FALn (1), (4.7)

Como {z"} é limitada em probabilidade, {2"//n} converge para o processo zero.
J& que S4"+S"" sdo limitados com alta probabilidade em qualquer intervalo [0, T,
sabe-se que I" /n também é limitado com alta probabilidade em [0, T'|. Desta forma,
como o termo em chaves do lado direito da Equagao (4.7) converge fracamente para
o processo zero, ja que {w®"} ¢é assintoticamente continua. O mesmo pode ser feito

para o lado esquerdo da Inequagdo (4.6). ]

Considere agora um modelo onde o efeito de um sinal sob o sistema é diferente
do que foi feito anteriormente. Ao invés de remover um cliente da fila, um sinal
remove uma quantidade fixa de trabalho denotada por W. Seja wl' (t) definido
como 1/4/n vezes a carga de trabalho no instante nt para esse novo sistema. De

forma andaloga ao que foi feito na Secao 4.1, é possivel escrever o seguinte:

nS*»™(t) nS™"(t)

~n ~ 1 dn 1 .
wl" (t) = wl (0)+% l;‘ A —\/ﬁt—ﬁ ; W+ 2"(t), (4.8)

onde wl (0) é a quantidade escalonada de carga de trabalho inicial, 2" (t) = 25 (t)+
T"(t)/+/n, e o processo T"(t) é definido como o total de tempo ocioso do servidor
até o instante nt. O processo z7(-) ¢ adicionado para manter wi (-) positivo. Esse
processo ird aumentar nos instantes em que um sinal chegar no sistema e encontrar

uma carga de trabalho inferior & W /\/n.
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Condicao 4.2.2. Ezxiste uma constante b € R tal que:

I T
Aa,n Ad,n Ar,nAd,n

JnA% ( ) 2b, >beR (4.9)

Teorema 4.2.3. Suponha que u?ln(O) converge fracamente para u;l(O) e € inde-
pendente dos processos de chegada e servico. Assuma as Condigcoes 4.1.1 e }.2.2.

Entao o processo dln() converge fracamente para o processo wl(-), definido como
wl(t) = wl(0) + A%w*(\t) — Ww" (N't) — Abw(\%) + bt + 2(t) (4.10)

onde w(-), w"(-) e wi(-) sdo processos de Wiener independentes com variancias
dadas por (%)%, (07)?, e (09)?, respectivamente. A constante b é a definida na

Condigao 4.2.2, e z(-) € o processo de reflexdo.

Demonstragao. Observe que é possivel expandir a primeira soma da Equacao (4.8)

CcOomao:

R nga:m

n 1 ,n A d,n Adm
= 2 Al = WEW A+

=1

nS*»m"(t)
1.

(4.11)
I=1

Note que o primeiro termo da equagio acima é —A%mwa™(S4"(t)), onde w*™(-) é
definido como na Equacao (4.5), para o € {a,r,d}. A segunda soma da Equagao
(4.8) e o ultimo termo da Equagao (4.11) podem ser expandido como feito no

Teorema 4.1.3. Portanto,

~.n

wl” (£) =wl"(0) + A% [ (S"(£)) — wh (%" (1))] — W "(S™" (1))

+ bt + 2" (t) + ().

O fato que w™™(-), para a € {a,r}, converge fracamente para um processo de
Wiener segue as linhas do que foi feito no Teorema 4.1.3. O mesmo pode ser
dito sobre a convergéncia fraca de S*"(-), a € {a,r}, para um processo que toma

valores A*t. A prova de que {z"} é limitada em probabilidade e que converge para o
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processo de reflexao segue com a aplicacao do Teorema A.2.3 e o fato que o processo
é nao-decrescente, aumenta somente nos instantes em que wl' (t) < W /\/n, e 22(t)

tem saltos com tamanho limitado por W /y/n. O]

Observe que se W = A% e supondo que u;ln(O) = wl™(0), para todo n > 1,
a equagao limite do primeiro modelo (dado pelo Teorema 4.2.1) e a do modelo do

Teorema 4.2.3 somente diferem no termo de escalonamento do tempo do processo

de Wiener w(-).
4.3 Modelo com Chegadas Moduladas por um Processo de Markov

Nesta se¢ao serd considerado um modelo de filas com sinais, onde a entrada
de clientes e sinais ¢ modulada por uma cadeia de Markov. O modelo considerado
aqui pode ser visto como uma extensao do modelo apresentado em (Gelenbe et al.,
1991). Filas com sinais moduladas por uma cadeia de Markov também foram
estudadas mais recentemente em (Chakka e Do, 2007; Shin e Choi, 2003; Chakka e
Harrison, 2001) através de métodos analiticos matriciais (veja a Segao 2.4). Estes
modelos sao motivados pelo fato de que o fluxo de trafego pela Internet é geralmente
correlacionado e apresenta um comportamento que varia no tempo, algumas vezes
a intensidade de chegada de clientes é alta e outras vezes baixa. FKEste tipo de
comportamento do processo de entrada é geralmente modelado através de uma
cadeia de Markov que modula a entrada. Ou seja, a taxa de entrada de clientes
varia de acordo com o estado da cadeia de Markov.

Para o modelo que sera tratado aqui, suponha que existe apenas um fluxo
de entrada que alimenta o sistema com clientes e sinais. A decisao se uma entrada
serd um sinal ou um cliente depende do estado de uma cadeia de Markov. Esta
cadeia também interfere na distribuigdo de A", Da mesma forma que foi feito na
Secao 4.1, um sinal nao podera remover um cliente que esteja em servico.

Seja H;“” (resp., I, ") uma fungao indicadora do evento que a [-ésima entrada
¢ um cliente (resp., um sinal). Seja {M*;{} um processo de Markov irredutivel,

estacionario, homogeéneo no tempo, e tomando valores no espaco de estados S, para
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cada n > 1. Suponha que a probabilidade condicional de p-passos desta cadeia de
Markov converge geometricamente para sua distribuicao estacionaria que é dada
por (77, k € §). Ou seja, assume-se que existe uma constante C,, e um ¢, € (0,1)

tal que

ST P (M) =k My = 2) u(z) — 7| < Cull =€),
k z

para qualquer distribuigao inicial p. Além disso, assume-se que 7 — 7 para cada
k € § quando n — oco. Uma cadeia de Markov tem probabilidades de transicao
que convergem geometricamente quando, por exemplo, ela satisfaz a condicao de
Doeblin (e.g., Capitulo 3 de (Stroock, 2005)). Para garantir tal convergéncia, basta
assumir que S é finito e a cadeia é aperiddica.

Assuma que os processos {M["; 1}, {AY" 1}, e {I""; ], = 4, —} s@o inde-
pendentes de {A"™;1}. Além disso, as varidveis aleatérias {AP"™ 1" 1, a = 4, —}
sao mutuamente independentes quando condicionadas ao estado da cadeia.

dn converge fraca-

Seja w?™ definido como na Equacio (4.5). Suponha que w
mente para um processo de Wiener com variancias o2, onde A%" ¢ uma constante
tal que A% — A? € R.,. Esta condicdo é atendida se, por exemplo, as varidveis
aleatérias A" satisfazem a Condigao 4.1.1.

Defina F;"" como a minima o-algebra que mensura todos os processos defi-
nidos acima até o instante da chegada da [-ésima entrada, nao incluindo a variavel
aleatéria A" e I["", para a € {4, —}. Suponha que a distribuigao de A}"" dado

F™ e o evento {M]" = k} nao dependa de [ ou de F;"" e convirja fracamente

quando n — oo. Além disso, seja

A a,n A a,n a,mn n
A*"(k) = E[AP|F, M =k

= E[AP"| M = k] — A%(k) € Ry,
v (k) = E[(AP)? A M = K]

= E [(Af’”)ﬂ M = k] — v*(k) € Rsy,
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quando n — oo para cada valor de k, e

supsup |[v*" (k)| < oo supsup |A“" (k)| < oo.
n  keS n keS

Suponha ainda que {|A;""|* n, [} seja uniformemente integrével.
Assuma que para cada valor de k € S, existam constantes ¢*(k) € R tais

que

B[ 7™, M = k] = E[I™

M = k] = ¢*" (k) — q*(k) (4.12)

para a € {+, —}, quando n — oco. Note que (¢""(k) + ¢~ "(k)) e (¢* (k) + ¢~ (k))
podem tomar valores menores do que 1. Isto é feito para permitir problemas onde
existe a possibilidade de uma entrada nao chegar no sistema quando a cadeia de
Markov esta no estado k.

Sera usado também a seguinte condicao de trafego pesado:

qu,n__ Qf,n B _1
Aan Ad,n

\/ﬁ( )éanbER. (4.13)

De forma similar ao que é feito nas Equagoes (4.2) e (4.8), é possivel escrever

o processo z"(t) como

1 nS*"(t) nSh™(t)

x”(t):x"(O)Jr% ; (]If’”—]lf’")—% lzl 1+ 20(t), (4.14)

onde z{(t) representa 1/y/n vezes o nimero total de sinais que chegaram quando

a fila estava vazia até o instante nt. Defina as seguintes constantes

=Yg R A S YA (k)

k
an & A @,m a,n n —an O a,n n
het =Y AR (Km0t = (k)
k k

e denote por ¢, A, hY, e v* seus respectivos limites quando n — co. Além disso
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defina as matrizes

1>

o ¢ ¢ (@) hg T AT (4.15)
hf —q"A* h; —qg A* 9* — (A2)?
A n n n,k,m
¥ = hmZZg k) (m) D™F T (w),
u=1 km
A A —n A @,1
onde D™k (u) £ [P (M2 = m| My = k) — 7] i, e ¢ (k) 2 (g (k),.g~" (k), A% (k)).
Observe que todas as hipdteses acima tém um carater bem geral e permitem

varios cenarios diferentes. Além disso, elas sao padrao quando se trata de andlise

de trafego pesado, veja por exemplo o Capitulo 5 de (Kushner, 2001).

Teorema 4.3.1. Assuma que x™(0) converge fracamente para x(0) e que € inde-
pendente do processo de chegada e de servico. Com as hipoteses listadas acima, o

processo x"(+) converge fracamente para o processo x(-) que toma valores

2(t) = z(0) — AY(q" — ¢ )w(\%) + wh(X*) — w™ (A") — w(\%) + bt + 2(t)
(4.16)

, . A ~a A _ .
onde w? é um processo de Wiener com variancia (0%)%, w* = (wh,w™,w®) é um

. . A . A 7/
processo de Wiener com matriz de covariancia ¥ = g + 2X1, b € a constante

definida na Equagao (4.13), e z € o processo de reflexdo.

Demonstracao. Considere o seguinte

nS*™(t) nS*"(t)

> ) - )

=1 =1

1 nS*™(t)

7 > oEr-n

=1

§\H

o\ S ()

+(q_+7n\;ﬁ 7 Z 1. (4.17)

=1

Defina, para o € {+, —},

3
&

nt
é

IID

i

]Iozn_ﬂm Z Aan Aan

=1

S-

=1
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Observe que a tltima soma do lado direito da Equagao (4.17) pode ser expandida
como foi feito na Equacdo (4.4), e também a tltima soma da Equagao (4.14).

Portanto, tem-se que

(1) =a(0) — T T (g ) 4wt (5(0)) — woH(5(1)
1

dn( odn q+,n B ij,n n n
—w*™(S (t))—l—\/ﬁ( Ram —Ad’n) + 2" (t) + €*(t),

onde z"(t) = 22(t) + T"(t)/(v/nA%™), e €*(t) é um erro negligencidvel. A maior
dificuldade nesta prova é mostrar que w®"(-) 2 (wt™ (), w™"(+), w*"(-)) converge
para um processo de Wiener com matriz de covariancia .

Para mostrar esta convergéncia, sera aplicado o Teorema B.1.10, da mesma
forma como foi feito no Teorema 5.5.1 de (Kushner, 2001). A primeira condigao do
Teorema B.1.10 ¢é atendida pela integrabilidade uniforme de A", Para mostrar a

segunda condigao, seja

Lo =gt
n & —n __
g=1 L"-q"
A?v” _ Aa,n
Observe que

E [ M) - g SLatt(R)P(Mp = k| M) — gt
BIIA = | Bl M) =g | = | Sea "B (M = k| M) — g
E[AP"] 7] = Avr S0 AR (M = k| MP") — Ao

As probabilidades condicionais P (M} = k| M*) convergem geometricamente para

m; quando [ — ¢ — oo. Portanto a soma

nT
> R FM

l=i+1

é limitada por uma constante uniformemente em T,i,n, e a segunda condicao é
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satisfeita. Para calcular E [£"(&")| Fi""], considere o seguinte:

E[M" =g 7] = E[L" M7 - 24 E [ M7] + (3°)°

= D@ (WP (M7 = k| M)

= 2"y g (KB (M = k| MP) + ("),
k

E [(AP" = A2 FM'] = E [(AY")?| M]'] — 2A%"E [A]"| M]'] + (A")?

> 0 (k)P (M) = k| M)
k

—2Re T AU (R)P (M = k| M) + (A",

E[L™" —g™) @™ =g )| F"] =—q"" ZQ””(/{)P (M = k[ M]")
g Zq+" ) X P (M = k| M)

+qg,

E[(A7" = A" — )| 7] = ) A (k)P (M]" = k| M)
k
— AN g (k)P (M = k| M]')
=g Y A (k)P (M) = k| M)
k

+ qa,nAa,n.

Como as probabilidades de transicao convergem geometricamente, tem-se que para
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qualquer N,, que atende as condi¢oes do Teorema B.1.10:

LN an |
LY F = So, (asn,i— o)
" i=it+1

onde X ¢ definido como na Equacao (4.15). Agora serd mostrado que ", | E["(£1)']

converge quando p — [ — oo e n,l — oo. Portanto, considere o seguinte

E [T —go™)(I2" — ¢@™)] = E[L""I3"] — ¢ (E[L""] + E[I2"]) + (™).
(4.18)

Pode-se escrever o primeiro termo a direita da Equagao (4.18) como
SCEI M =k E[I$" M =m] P (M) =k, M =m).
km

Esta passagem ¢ possivel pela independéncia condicional dos termos dado o estado

da cadeia de Markov. Desta forma a Equagao (4.18) pode ser escrita como

B[ =g @™ —g™")]

=Y g (k)™ (m) [P (M]" = k, M} = m) — mP (M} = m) — 7P (M} = k) + 77,77
k,m

_ an,n(k)qa,n(m)Dn,k,m(u . l),
k,m

onde D™F™ () 2 [P(M} =m| My =k)— =] 7}, e a estacionariedade da cadeia

de Markov foi usada. Os mesmos argumentos podem ser usados para mostrar que

E[G" =g " —a "] =Y a " (k)g " (m) D™ (u— 1),
k,m
B [(AF" = A (I = )] = 30 A (kg™ (m) D" 1),
E [(A]" = A%)(Ap" = A% =3 AW (k) A (m) D" (u — 1),
J& que a probabilidade de transicao converge geometricamente, a soma a seguir é
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finita para cada n

S n n n m JAY n

D> ¢ RS (m) DA (u) = B,

u=1 k,m
onde, como definido previamente, ("(k) 2 (g"™(k), g "(k), A®"(k)). A dltima
condicao pode ser verificada usando os mesmo argumentos acima. O fato que
{San} {54} e {2"} sao limitados em probabilidade e o resto da prova segue com

os mesmos argumentos usados no Teorema 4.1.3. O

A condicao do trafego pesado, dada pela Equagao (4.13), serd estudada em
relagdo ao resultado apresentado em (Gelenbe et al., 1991), onde foi estabelecido
condigoes de estabilidade para filas com sinais moduladas por uma cadeia de Mar-
kov. Colocado na notagao utilizada aqui, o cendrio tratado em (Gelenbe et al.,
1991) foi o seguinte: {M;*;1} ¢ uma cadeia de Markov definida sob o espago de es-
tados S = {0,1}. Esta cadeia é idéntica para cada n, portando nao seréd carregado

este indice na notacao. A matriz de transicao desta cadeia é dada por

0 1

I—p p

onde p € (0,1) e g =1 —p. A decis@o de que uma entrada serd um cliente ou um
sinal é baseada no estado da cadeia de Markov. Se o estado for 1 entao a entrada

sera um cliente, caso contrario serd um sinal, ou seja,

onde ¢*(k) e ¢ (k) sao definidos na Equacao (4.12). A distribui¢ao estacionéria
desta cadeia pode ser facilmente computada e é dada por 7 = (¢/(14¢),1/(1+q)).
Portanto, tem-se que g* = 1/(1+¢q) e ¢ = q/(1 + q). O tempo entre chegadas
consecutivas sao independentes da cadeia de Markov, portanto A%"(k) é somente

o tempo médio entre chegadas para qualquer k.
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O resultado em (Gelenbe et al., 1991) diz que { X"}, onde X™(t) é o nimero
de clientes no sistema no instante ¢, € um processo regenerativo recorrente positivo

se e somente se

1 - 1 1+¢q
Aa,n Ad,n 1 —q ’

A condicdo dada pela Equacao (4.13) diz que A4 (gt —¢~)/A%™ T 1, ou para esse

caso especifico

A®n (1 —

— (=2} 11

Aen \1+q
Portanto, quando n — oo o sistema aproxima o limite em estabilidade, o que
caracteriza um cendario de trafego pesado.

Agora considere o caso onde nenhuma entrada é perdida no momento de

chegada. Isto é, existem somente duas possibilidades quando uma entrada chega
no sistema: a entrada serd um cliente ou um sinal, nao ha a possibilidade de perda

desta entrada. Neste caso, ]I;“” +I,™ =1 para cada [, o que simplifica o modelo

consideravelmente ja que pode-se reescrever a Equagao (4.17) como

1 nS»™(t) 9 nS*™(t) 2(7+’n 1 nS*n"(t)

Tn > (HT’”—H?”)ZW > (Hf’”—@+’">+7 L

=1 =1 =1

Usando esta expansao, a mesma andlise gera o seguinte limite
z(t) = 2(0) — A"(2¢7 — Dw*(A\t) + 2wt (\%) — w?(\%) + bt + 2(t),

onde o processo de Wiener (w*(-), w®(+)) tem matriz de covariancia dada por 3,

que é definida como antes, mas com

A
20: )
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A —
e ¢"(k) = (¢""(k), A""(k)).
4.4 Experimentos Numéricos

Em aplicacoes praticas, as aproximagoes de trafego pesado sao usadas da
seguinte forma. Primeiro, escolhe-se um n € N relativamente “grande” e aproxima-
se o numero de clientes (ou a carga de trabalho) no instante ¢, denotado por X (t),
usando X (nt) ~ v/nz(t;b,), onde x(t;b,) é a expressdo do limite para o processo
de interesse (isto é, Equagoes (4.3), (4.10), ou (4.16)) com o termo de deriva b
substituido por b,.

Com o efeito meramente ilustrativo, sera calculado o nimero médio de clien-
tes e de carga de trabalho sobre o regime estacionario em dois cenarios diferentes
usando a aproximacao por trafego pesado e uma simulagao computacional para
diferentes intensidades de trafego p. Observe que o valor esperado do movimento
Browniano refletido, z(t) = cw(t) 4+ bt 4+ z(t), em regime estaciondario é dado por
a2 /2|b| (veja a Equagao (2.17)).

Considere primeiro os modelos que nao sao modulados por uma cadeia de
Markov. Como p = A/ (A" +A), seja A = pe (\"+A%) = 1 para os exemplos consi-
derados aqui. As distribuigoes do tempo entre chegadas consecutivas de clientes, si-
nais e de tempo de servico sao hiperexponenciais. Para o primeiro problema, o qua-
drado dos coeficientes de variagao sio fixados em ((0%)2, (67)?, (69)?) = (1,1.5,2).
Para o segundo problema, os seguintes nimeros sao usados ((¢?)?, (¢7)?, (¢9)?) =
(2,1.5,1). Para os dois problemas, os valores 1/4 e 3/4 sdo dados para as taxas \"
e A\, respectivamente.

Somente sera usado o segundo modelo de carga de trabalho, com limite
dado pelo Teorema 4.2.3, e com a constante W fixa em 3/4. Portanto, tem-se que
02 = X (09242 (0924 A" (0")2 e b = A*—\1—\" = p—1, para o niimero de clientes
na fila, e 02 = (A*(0)? + A%(0?)? + X" (0")?) /(A))2 e b= (A* = A — X") /A%, para
o processo de carga de trabalho. Os resultados estao na Figura 4.3 e na Figura

4.4.
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Para o modelo com entrada modulada por uma cadeia de Markov, seré con-
siderado o cendrio de (Gelenbe et al., 1991), mas serd adicionado dependéncia
do fluxo de entrada na cadeia de Markov. Como discutido na segao anterior, a
intensidade de trafego é definida como p 2 A (1 = q)/AY1 + ¢). Para simpli-
ficar, seja A* = A1 — q)/p(1 + ¢). Serdo considerados dois exemplos diferen-
tes onde (A%(1),A%(0), (%), (¢9)2,q) = (2,1,2,1,.1) para o primeiro exemplo e
(A%(1), A%(0), (6%)%, (69)?,q) = (1,2,1,2,.9) para o segundo exemplo. Para estes

dois problemas, a matriz >, é dada por:

Y =

2
q k m !

—1)%(—1 k)C(m)".
(1+q)3’;( )" (=1)"¢(k)¢(m)
Para calcular o nimero médio de clientes em regime estacionério, seja ¥ definido
como Y = Yy + 2X; mas com os elementos da ultima linha e coluna multiplicados
por (A\*(g" — 7))%. Seja A a matriz tal que ¥ = AA’, e defina B = vA, onde
v é o vetor coluna (1,—1,—1). Desta forma, tem-se que 02 = BB'\* + (09)?\% e

b=\ (g" —q ) — A% Os resultados estdo na Figura 4.5.
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Figura 4.3: Gréfico do nimero médio de clientes no sistema para diferentes valores
de intensidade de trafego p. Os resultados foram obtidos usando uma simulacao
computacional (SIM) e através da aproximagao por trafego pesado (HTA). Para a
simulagao, também é mostrado o intervalo de 95% t-confianca (veja (Gross e Harris,

1998), péagina 392). As Figuras (a) e (b) mostram o resultado para o primeiro e
segundo exemplo respectivamente
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Figura 4.4: Grafico do nimero médio de carga de trabalho para diferentes valores
de intensidade de trafego p. Os resultados foram obtidos usando uma simulacao
computacional (SIM) e através da aproximagao por trafego pesado (HTA). Para a
simulagao, também é mostrado o intervalo de 95% t-confianca (veja (Gross e Harris,
1998), péagina 392). As Figuras (a) e (b) mostram o resultado para o primeiro e
segundo exemplo respectivamente.
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Figura 4.5: Grafico do nimero médio de clientes na fila para o modelo com pro-
cesso de entrada modulado por uma cadeia de Markov para diferentes valores de
intensidade de trafego p. Os resultados foram obtidos usando uma simulagao com-
putacional (SIM) e através da aproximacao por trafego pesado (HTA). Para a
simulagao, também é mostrado o intervalo de 95% t-confianca (veja (Gross e Har-
ris, 1998), pagina 392). Figuras (a) e (b) mostram o resultado para o primeiro e
segundo exemplo respectivamente.
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Capitulo 5

Redes de Filas com Sinais Sob Trafego

Pesado

Neste capitulo sera estudado aproximagoes de trafego pesado para redes de
filas com sinais. O tipo de sinal tratado aqui sera aquele que remove um cliente
ao chegar no sistema, ou seja o “cliente negativo”. Os sinais sao introduzidos de
duas formas diferentes: eles podem entrar por uma fonte externa, ou podem vir
de outras filas presentes no sistema. No segundo caso, os sinais sao clientes que
quando terminam o servico em uma fila sao roteados para outras filas como sinais.

No capitulo anterior, foram apontadas duas dificuldades trazidas quando se
introduz sinais em sistemas de filas. A primeira delas era em relacdo ao tempo
de servigo residual deixado no modelo quando um cliente era removido durante o
servico. A segunda era em relagdo a representacao do processo de contagem do

niumero de clientes removidos a partir do tempo entre chegada de sinais.

+

T+

Figura 5.1: Duas filas em sequéncia com sinais. O simbolo “4” indica a entrada de
clientes, ja o simbolo “-” indica a entrada de sinais.
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No caso de uma fila tnica, o primeiro problema foi resolvido permitindo que
um sinal somente poderia remover clientes que nao estavam em servi¢o. No entanto,
este problema nao é tao facilmente evitado no caso de redes de filas com sinais.
A razao disto vem da dificuldade de obtencao da direcao de reflexdo no limite.
Este mesmo problema foi observado e discutido na Segao 7.1.3 de (Kushner, 2001)
para sistemas de manufatura. Para deixar a origem deste problema clara, um
exemplo semelhante ao que foi usado na discussao presente em (Kushner, 2001)
serd colocado aqui no cendario de filas com sinais. Considere o sistema dado pela
Figura 5.1. Nesta figura, tem-se dois sistemas de filas em sequéncia. A primeira fila
envia sinais a segunda fila toda vez em que um cliente termina o servico. Suponha
que estes sinais somente removam clientes que nao estao sendo servidos.

Agora considere o grafico dado pela Figura 5.2. Suponha que a fila 2 recebe
um sinal quando apenas um cliente em servico esta presente. Neste caso, adotando
o escalonamento usual, o processo z" representando o estado do sistema escalonado
moveria de um ponto (a) (veja a Figura 5.2), que estd a distancia de 1/y/n da
fronteira 9G, 2 {€ € R?* : & = 0}, para o ponto (b). Como o sinal nao pode
remover o cliente em servigo, o processo seria empurrado de volta do ponto (b)
para o ponto (a).

Caso o sistema estiver no ponto (b) e um sinal é recebido, o processo teria
que ir para o ponto (c), que é invidvel e portanto o processo seria imediatamente
devolvido ao ponto (b). Existem duas possibilidades caso o servidor da fila 2 tente
iniciar servico com o sistema vazio. Se o cliente fosse roteado a fila 1 quando
o servigo terminasse, o processo seria levado ao ponto (d). Como este ponto é
invidvel, ele seria imediatamente devolvido ao ponto (b). Se o cliente deixasse o
sistema apds concluir o servigo, o processo sairia do ponto (b) para o ponto (c),
que é invidvel, e portanto o processo retornaria ao ponto (b).

A direcao de reflexao que ira aparecer sobre a face da fronteira 0G5 seria uma
“média” das diregoes dy e dy de acordo com a frequéncia com que elas sao usadas.

O problema se torna calcular a frequéncia em que d; é usada quando 25 (¢t) = 1/v/n
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i 1y

Figura 5.2: Grafico representando um problema na representacao da diregao de
reflexdo na fronteira G, = {€ € R? : & = 0}. Cada eixo representa o nimero de
clientes no sistema
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relativo a quando z4(t) = 0, que ndo é uma quantidade ficil de ser computada.
E importante ressaltar que a dificuldade nao estd em mostrar que o processo de
reflexao é limitado em probabilidade, mas sim em obter uma representacao do
limite de qualquer subsequéncia fracamente convergente. Ou seja, no cenario usado
aqui, nao é possivel calcular a direcao de reflexao que aparecera sobre a face de
0G5 no limite de forma imediata.

O segundo problema, mencionado no inicio do capitulo anterior, nao permitiu
que o processo que conta o numero de clientes removidos do sistema por um sinal
fosse escrito da forma como S%" foi escrito na Equacao (4.1). Ao invés disso, o
processo S™" que conta o nimero de sinais recebidos pelo sistema foi utilizado e
em seguida este processo foi corrigido por z{ para representar o nimero de clientes
removidos do sistema. Apesar desta dificuldade na representacao do processo,
nenhuma dificuldade na obtencao do limite e na representacao do processo de
reflexao foi encontrada para o caso de uma fila tinica. No entanto, no caso tratado
aqui, em que o sistema é composto por varias filas em rede, este problema se
torna mais complicado. O problema é novamente na representacao do processo
de reflexao no limite. Caso fosse utilizado a mesma estratégia usada para um
sistema composto de somente uma fila, seria necessario estabelecer uma relacao
entre o tempo em que a fila esta vazia com o nimero de sinais que nao removeram
clientes. Esta relacao nao é facil de se obter, especialmente porque nao se conhece
a distribuicao dos processos envolvidos.

Uma forma de contornar os dois problemas acima e conseguir estabelecer
uma aproximacao para filas com sinais sob trafego pesado é impondo a condicao
que os processos de contagem envolvidos sejam de Poisson. Ou seja, o tempo de
servigo e o tempo entre chegada de sinais sejam exponencialmente distribuidos.

Caso o tempo de servico seja exponencialmente distribuido, o célculo do
tempo de servigo residual gerado por remover um cliente em servigo nao seria um

problema. Tomando como exemplo novamente o cendario descrito pela Figura 4.1,
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tem-se que para qualquer ¢ > 0,

P(Ak-H > t) :P(Ak > t) = P(Ak >t+ (tk—i-l —tk)|Ak > (tk+1 —tk))

= P(tk + A — tht1 > t| Ay > (tk—H — tk)),

onde foi usado o fato de que os tempos de servigos para cada cliente sao identica-
mente distribuidos, e também foi usada a propriedade “sem meméria” de distribui-
¢oes exponenciais. Portanto, dado que Ay > (tx41 — tx), a distribui¢ao do residuo
ty + Ay — tgy1 € igual a do tempo de servigo para o préximo cliente. Desta forma,
o tempo residual pode ser usado como o tempo de servico do préximo cliente caso
o cliente em servico seja removido por um sinal.

O problema de representacao do processo de contagem do nimero de clientes
removidos da fila até um certo tempo ¢t > 0 também é simplificado. Suponha que
ST (t) represente o numero de sinais que chegaram na fila ¢ até o tempo ¢. Entao,
sendo S] um processo de Poisson, e X; o processo representando o numero de

clientes na fila 7, pode-se fazer

/O "L{Xi(s) > 0}dST(s)

para representar o numero de clientes removidos da fila ¢ até o tempo ¢t > 0.
Em seguida, um teorema de representagao (que serd discutido com mais detalhes
na préxima segdo) é usado para separar o “ruido” da “regularidade estatistica”,
resolvendo assim o problema de representacao.

No modelo apresentado aqui, serda considerado processos de Poisson com
taxas de saltos dependentes do estado do sistema. Além disso, as probabilidades
de roteamento também sao dependente do estado. A forma de representagao do
modelo usada aqui se baseia no modelo apresentado em (Mandelbaum e Pats,
1998). O ganho de introduzir esta dependéncia esta na possibilidade de introduzir
controles de realimentacao. O modelo contido neste capitulo é referente ao trabalho

(Leite e Fragoso, 2008a).
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5.1 Modelo de Filas

Para um sistema de K filas em rede, o processo que conta o nimero de
clientes presente na i-ésima fila, para ¢ < K, em um certo instante de tempo t > 0

¢é dado por:

Xi(t) = X;(0) + A;(t) — Di(t) — Si(t) + Z [D;;(t) = D;(t)} , (5.1)

J<K

onde X;(0) é uma variavel aleatéria e cada processo de contagem A;, D;, S;, Djj'-, e
D;;, para (i,7) € {1,..., K}?, serd definido abaixo. Sejam os processos de Poisson

dependentes do estado dados por

1>

N 2 v ([ Ao,

onde X = (Xy,..., Xg)', AY: RIZ(O — Ry sao fungoes mensurdveis, e N é um
processo de Poisson padrao (i.e., com taxa igual a um), para i € {1,..., K} e

a € {a,r,d}. Além disso, defina o processo ]I;; como

1 - Caso um cliente complete seu servico na fila ¢ no instante ¢

1>

I (1)

ij e seja roteado para a fila j como um cliente;

0 - Caso contréario,

e o processo I;; como

1 - Caso um cliente complete seu servico na fila i no instante ¢
e seja roteado para a fila j como um sinal;

0 - Caso contrério.
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E claro que se assume Z]K:l (]I;;(t) + ]I;(t)) <1,paracadaie€ {l,..., K} et >0.

Com estas defini¢oes, é possivel fazer:

=
=
1>
=

(t)
Dit) 2 / t]I{Xi(s—)>O}d/\/;d(s)

Si(t) 2 /t]I{XZ-(s—)>O}de(s)
D) 2 / I ($){Xi(s—) > 0}AN(s)
Dy;(t) = /t]li_j(s)]l{Xi(s—)>0,Xj(3—)>0}de(s).

Todos os processos definidos acima estao definidos no mesmo espaco de pro-
babilidade (€2, F,P). Seja F; a minima o-algebra que mensura todos os elementos
aleatérios definidos acima até o instante t. Seja também a filtragem F] definida
como F; exceto que esta nao contém nenhuma decisao de roteamento efetuada no
instante .

As interpretagoes dos processos de contagem acima sao as seguintes: A;(t)
denota o nimero de clientes que chegaram na fila ¢+ de uma fonte externa até o
tempo t; D;(t) denota o nimero de clientes servidos na fila i até o tempo ¢; S;(t)
denota o nimero de clientes removidos da fila ¢ através da chegada de um sinal
externo até o tempo t; D;; conta o numero de clientes roteados da fila ¢ para a
fila j até o instante ¢; e D;; denota o nimero de clientes que deixaram a fila i e
entraram na fila 7 como um sinal e removeram um cliente até o instante t.

Caso seja necessario considerar filas com tamanho limitado, pode-se fazer o

seguinte:

>

A1) / I{X,(s—) < Bi}dN2(s),

1>

D (1) / I (5)I{X,(5—) > 0, X;(s—) < B;}AN(s)

onde B; € R.( é uma constante que denota a capacidade maxima da fila ¢. Para
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tratar ambos os casos simultaneamente, suponha que B; € RoqU {o0}. Caso a fila

seja ilimitada, faca B; = oo, e portanto
{X;(s) <oo}=1, P-—gq.c,

para qualquer s < oo, ja que todos os processos de salto considerados aqui serao
nao-explosivos.

Apesar da definicao recursiva de X em funcao de A;, D;, S, D;;, e D
dos mesmos em funcao de X, nao é dificil mostrar a existéncia e unicidade dos
processos que satisfazem as definigoes acima. Um argumento de construcao de
funcoes amostras pode ser usado para este propdsito da mesma forma como ¢ feito
no Teorema 4.1 na pagina 327 de (Ethier e Kurtz, 1986). O mesmo argumento
também aparece em (Mandelbaum e Pats, 1998).

De fato, seja XZ»(O) £ X;(0) para cada i € {1,..., K}. Defina

2 X,(0) + A0 - DEV (1) - 5S¢V (1) + 3 [D* G0y ptDp]

ji
J<K

onde Agkil), ngfl), SZ-(kfl), D;’(kfl), e D% 530 definidos como A;, D;, S;, Dt

J ’L_]’

(k=1)

e D;; mas com X no lugar de X nas suas respectivas definicoes. Defina o

tempo de parada 7, como o instante do k-ésimo salto de qualquer componente de
X® . Ou seja, 7, é definido da seguinte forma: seja 7', 7 e 77" dados como

abaixo:

it = s > 0: A7 (s) - A (s)] > 0}
= inf{s >0: |D£1)(5) - Dgl)(s—)l > 0}

' = inf{s >0: ‘S@'(l)(s) - Sz'(l)(s_” >0},

entio 7, 2 min{r"; o € {a,r,d},i € {1,...,K}}. Para k > 1, o seguinte é feito
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de forma anéaloga:

ot = inf{s > 1 [AP (s) — AP (s—)] > 0}
7 = inf{s > 7. : [DP(s) - DP(s-)] > 0}

2

7 = inf{s > 71 [P (s) — SW(s—)| > 0},

e entao T = min{T,‘:’i; a € {a,r,d},i € {1,...,K}}. Observe que para t < 7:

Logo X (t) = limy_. X®)(t) existe para todo t < limy_., 7, e este X satisfaz a
Equagao (5.1) (é claro que o mesmo pode ser dito para Agk), ng), SZ-(k), D;;’(k),
e Dj_i’(k) e seus respectivos limites). Como as fungoes AY sempre tomam valores
positivos, tem-se que limg_,o, 7z = 00. A prova da unicidade segue facilmente por
um argumento de contradicao.

A condicao abaixo garante, entre outras coisas, que os processos de contagem
definidos acima sao nao-explosivos e possuem uma representacao de martingale,

que sera apresentada abaixo. A condi¢ao colocada nas fungoes A que as fazem

limitadas podem ser relaxadas e isto sera feito mais tarde na proxima secao.

Condigao 5.1.1. Considere as sequintes condi¢des para cada o« € {a,r,d}, f €
{+,-}, e(i,5) e{1,...,K}*:
(a) Os elementos aleatorios {X;(0), N* i€ {1,...,K},a € {a,r,d}} sao mu-

tuamente independentes.
(b) As fungoes A : Rsg — Rsg sdo mensurdveis e limitadas.

(¢) Os processos If; e I satisfazem

B[] 7] = @),
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onde Q?j : RE, — [0, 1] € uma fung¢ao mensurdvel.
Observe que o Lema B.2.3 em combinacao com o Teorema B.2.2 possibilita
a decomposicao dos processos A;, D;, e S; em
t ~
Ai(t) = MA(¢) +/ AN (X (s)I{X;(s) < B;}ds
0

Y(X(s)I{X;(s) > 0}ds

>
I
=
S
+
c\“
=
Y

s) = i+ | AKX (s)I{Xi(s) > 0}ds,

onde M?, MZ

7

e M sao Fi-martingales. Para obter uma decomposicao para os

termos D;; e D;;, define-se os processos

1>

M (1) /0 (I(5) — Q- (X (5—))) I{Xi(5—) > 0, X;(s—) < B, }dN(s)

1>

M;;(t)

v

/0 (I () — Qi (X(5—))) {Xu(s—) > 0, X,(s—) > 0}AN(s).

Observe que M e M5 sao Fi-martingales. De fato, seja 0 < s <t < 0o e defina
o tempo de parada 7, como o instante do [-ésimo salto de N apés ou no instante

s, entao pode-se escrever:

E [ M (t) — M5 (s)| ]

=E

ZH{TZ <tH{X;(n—) > 0, X;(n—) < Bj} (]I;;(Tl) — Q:;(X(Tz—))) ‘ Fs]

=1

= > B | Hn < §{Xi(n-) > 0,X,(n-) < BE [I(m) - Q5(X ()| ]

0

Y

para todo (i,7) € {1,..., K}? onde foi usada a “regra da torre” (veja Equacao

(1.7.1) na pagina 19 de (Arnold, 1974)) e a Condi¢ao 5.1.1 (¢). O mesmo é valido
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para M;;. Desta forma, tem-se

Dfi(t) = /( (s) = QX (s—))) {Xi(s—) > 0,X;(s—) < B }dN{(s)

/ Q5 (X (s=)HXils—) > 0, X;(s=) < B;}aN(s)
_ / Q5 (X (s=)I{X,(s) < B,}dM(s)
/ Q5 (X (s=NI{Xi(s) > 0,X;(s) < B,JAL(X (5))ds,

onde foi usada a decomposicao em martingale do Teorema B.2.2 novamente. O

mesmo desenvolvimento usado acima pode ser feito para M;;, e portanto,

_ d
(1) = / Qi (X (s=)H{X, () > 0}dM{ ()
/ Q3 (X (s=))H{Xi(s) > 0, X,(s) > OFAL(X(s))ds.
Desta forma, o processo X = (X7,..., Xg) aceita a seguinte representacao

X(t) = X(0)+ P(t) + M(t)

onde P = (Py,...,P)" é um processo Fy-previsivel e M = (M, ..., Mg)" é um

Fi-martingale, que sao dados por:

Blt) = / I{Xi(s) < BIAT(X(s)) — (A{(X(s)) + Af(X(s))) I{Xi(s) > 0}
+ 3 (QUXENHX,(5) > 0,Xi(65) < B}

— QX (NHX;(s) > 0, Xi(s) > 0}) AUX (s))ds,
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2

M(t) = M{(t) — M{'(t) — M{ (t)

£y (M;(t) / QX (s=)I{Xi(s) < Bi}dM;(s)

<K

- [ @p X > O}dM;%s)) ,
para cada i € {1,..., K}.

5.2 Limite em Regime de Trafego Pesado

Como ¢ usual em aproximagoes de filas em regime de trafego pesado, assume-
se a existéncia de uma sequéncia de filas {X™} indexadas pelo parametro n. Isto
é, para cada n € N, X" satisfaz a Equagao (5.1). A medida que n aumenta, o
sistema aproxima um cenario de trafego pesado, no sentido que a taxa em que
clientes entram em cada fila do sistema fica mais proxima da taxa com que o0s
clientes saem da fila.

Seja x™ o processo escalonado dado por

2"(t) £ X" (nt) [/,

para cadat > 0 en € N. Observe que sob este este escalonamento pode-se escrever

a decomposicao do processo A em martingale como:

1 n . L an a,n n n " Is
= ALnt) = =M \/‘/ ASP(XT () {X™(s) < BM}d

= mt() + v / B (" () {7z (s) < BI'}ds
= m®"( —|—\/_/ A (2 (s) {2 (s) < B;}ds,

onde m;"(t) 2 M (nt)/\/n, e A\P™(€) 2 A“"(\/ng), para todo t > 0, n € N, e

¢ € R§0~ Além disso foi assumido que a capacidade de cada fila ¢ cresce com o

~ . A ’
parametro n da seguinte forma B; = B!/y/n, onde B; € R é uma constante fixa
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independente de n.

O mesmo pode ser feito de forma andloga para os outros processos de salto,
A

definindo m;"" 2 M (nt)/\/n, mgn = Mg”(nt)/\/ﬁ, AST(E) 2 A" (Vng), e
qgn(g) 2 Qﬁ.’"(\/ﬁf), para cada t > 0, n € N, (i,7) € {1,...,K}* a € {d,r}, e

B € {+,—}. Desta forma, pode-se escrever z" como:
z"(t) = " (0) + p" () + m"(t)
onde z7'(0) 2 X™0)/y/n, para cada i € {1,..., K},

02 va / Haf(s) < B (" (5)) = (M0 (5)) + X7 (" () Hal ) > 0)

+§j%l SN (s) > 0,27 (s) < Bi} — q;," (2" (s))I{x} (5) > 0,27(s) > 0})
X A?’"(m”(s))ds, (5.2)
mi(t) S min () = mi () = i) + [ ) — my"(e)

<K

ﬁé@”ﬂwwﬁﬁ@<3$mﬁ@
- [ @ et =) > 0} (o)

A seguinte condicao precisa ser introduzida. Ela define formalmente a hipé-
tese do trafego pesado e estabelece como a dependéncia de estado afeta o sistema.
Apesar da dependéncia do estado parecer pequena quando n é grande, ela tem
um efeito significante no limite. Como serd visto em seguida, as funcoes f* e fg
(definidas na condigao abaixo) aparecem no termo de deriva da equagao limite. A
mesma condicao imposta sob as taxas A*" foram usadas no modelo da Segao 8.2

de (Kushner, 2001).

Condigao 5.2.1. Para o(-) uniforme em & € RE | assume-se que:
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(a) Existem constantes nao-negativas ry e riﬁj e funcgoes limitadas e continuas

fe flcom (i.5) €{1,.... K}, a € {a,d,r}, e 3 € {+,~}, tais que

AME) = 4 £/ V4 o(1/v/n)
@) = 1+ f2)/vVn +o(1/v/n)

para cada & € RE

(b) Para qualquer i € {1,..., K}

e +Z7‘T —7“ +r! +Z 757 545

J<K <K
que € a condicao comumente chamada de “condi¢do do trdfego pesado”.

Observe que a Condigao 5.2.1 acima nada mais é que condigoes para a con-

vergéncia do termo de deriva. Note que para £ € R[go, tem-se que

NG <A?’”<£>—A?’”<§ — AN+ ) (6 — 7"(9) A?’”(S)) 2 12(6) — by(6),

<K
onde b; é definido no Teorema 5.2.3 abaixo.
A préxima condigao serd sobre as direcoes de reflexao. Antes de apresentar
a condicdo, sejam as seguintes matrizes em RF*5;

I, 2 diag(rd + 11 )ic1.. K

R

JjeZ\SU{i} =1 K

>
Q.

Oy =1l (r: — TZ;)

ij

RS2 —0 +08

onde S C Z = {1,...,K}, e diag(a;)i=1,..m € R™ ™ representa uma matriz
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diagonal com entradas a;.

Condicao 5.2.2.

(a) A matriz R satisfaz a condigdo “completamente-S” dada pela Condigao

A.1.15.

(b) Para cada S C {1,...,K}, com |S| > 2, existe um a = (v, ..., qg)) # 0,

onde |S| denota o nimero de elementos do conjunto S, tal que c; > 0 e
Ra = RS,

A ~ ~o . ,
ondee=(1,...,1), e R (resp., R®) é a matriz construida com as colunas

da matriz R (resp., R¥) que possuem indices no conjunto S.

A interpretacao usual que se dd para a matriz R é que suas colunas, dadas
por vetores d;, sao direcoes de reflexao. Isto é, caso o processo z" tente ultrapassar
qualquer fronteira do espaco de estado, como por exemplo 0G; 2 {€ e RE|¢; = 0},
ele serd “empurrado” de volta na direcdo d;. Quando z"(t) € 0G;NIG;, com i # j,
a hipotese usual é que a direcao de reflexao neste instante seja uma combinacao
linear positiva das diregoes d; e d;. O mesmo vale quando x atinge a intercessao
de mais de duas fronteiras. Isso possibilita escrever o termo de reflexao na forma
usual como z(t) = Zfil dy;(t) = Ry(t), onde y = (y1,...,yx)’. Esta condigdo
que as diregoes de reflexao nas “quinas” do espaco de estado sejam combinagoes
lineares positivas das direcoes nas faces adjacentes é atendida naturalmente na
grande maioria dos sistemas de filas, como é visto em (Kushner, 2001). Contudo,
no caso de filas com sinais, esta condicao nao é sempre atendida, e portanto ela é
imposta no item (b) da Condigao 5.2.2. Na secao seguinte sao apresentadas duas
topologias de rede que satisfazem esta condigao.

Durante o desenvolvimento desta tese, foi descoberta uma outra forma de
tratar este problema que nao impoe esta condigao forcosamente. Contudo, isto sé
serd tratado mais tarde no Capitulo 7 sob um contexto mais geral. Este capitulo

segue o desenvolvimento apresentado em (Leite e Fragoso, 2008a).
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Teorema 5.2.3. Suponha que z™(0) = z(0), e considere as Condi¢des 5.1.1,
5.2.1, e 5.2.2. Entao {x"} € limitado em probabilidade e qualquer subsequéncia

fracamente convergente satisfaz:

z(t) = x(0) + /0 b(x(s))ds + w(t) + 2(t) (5.3)

onde z;(t) € [0,B;], caso B; < o0, e x;(t) € [0,00), caso contrdrio, para i €

{1,...,K} et >0. Além disso, o processo de reflexdo € dado por
A
z(t) = Ry(t) —u(t),

onde y;(0) = 0, y; possui fungdes amostras continuas, nao-decrescente quase cer-
tamente, e que somente aumentam nos instantes t tais que z;(t) = 0. De forma
andloga, caso B; < oo, u;(0) = 0, u; possui fungoes amostras continuas, ndao-
decrescentes, e que somente aumentam nos instantes t tais que x;(t) = B;, quase
certamente. Caso B; = oo, u; = 0.

O termo de deriva b € dado por

bi(E) = 2(6) = FAO) = F1(©) + D (£ =5 + (5O = £:(O)].

7j=1
para cada & € R[Z(O. O processo w € dado por
K
wi(t) = wi(t) — wi(t) — wi () + > [(rf; = r)w(t) + wii(t) — wy ()] -
=1

J

. A _ _
Seja wi = (wj, ..., whew;,...,w;). Os processos we, para o € {a,d,r,s} e
i€ {l,...,K}, sio processos de Wiener mutuamente independentes, onde w, w¢,
e w] possuem variancias dadas por ri, Tf, e ri, respectivamente. O processo w;
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possui matriz de covariancia dada por ¥;, onde

(&) (=)

Ei é 7’;1
(=) (2)
com
5 A (1—7”5-)?”@ sej=k
(35 )k =
—r gri caso contrdrio

e (St )k = —riiry, para B € {4, —}, e onde X7, ¥ € REXK,

ij ' ik’
Demonstracao. Usando as igualdades I{z?(s) < B;} + I{z'(s) = B;} = 1, para
i € {l,...,K} tal que B; < oo, e I{z?(s) > 0} + ]I{x’?(s) = 0} = 1, para
todo i € {1 ., K}, e definindo os processos y( \/_fo I{z!(s) = 0}ds,
?J?j( )2 yﬂ SV fy Hap(s) = 0,a7(s) = O}ds, @ (t) = v/ f H{x?(s = Bi}ds,

\/_f0 [{x%(s) > 0,27 (s) = B;}ds tem-se que o processo p}', dado pela

Equacao (5.2), pode ser escrito como:

f/ B (a"(s))ds + f/ 2 (@ () (s) = By}
+ ATl (s) = 0} + AP"(2"(s))I{al (s) = 0}

+ Z{qﬂ A" (2" (s)) [I{af (s) = 0,7 (s) = B} — Haj(s) = 0}

— HaP(s) = BiY] — ¢y (2" (s))A]" (2" (s)) [I{a} (s) = 0,27 (s) = 0}
—I{z'(s) =0} —]I{x?(s) = 0}} }ds
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—\/_/ b (2" ( ds+\/_/ =" (2"(s))I{x}(s) = B;}
- Z e 2" (s))H{] (s) > 0,27 (s) = Bi})

+ {Af’“@”(s)) F AP @(s)) — gl () — @ (@ ()X (" ()
Y @@ A @ () | {al(s) = 0}

<K (j#1)
= D (@@ (s) = g (2" ()AT" (2" (s)) {ap (s) = 0}
J<K(j#1)
— > g (@ ()N (2" (s))H{al (s) = 0,27 (s) = O}ds
J<K(j#1)
:/0 bi( (s))ds — ( +Zr; Pt >
+ = (rf =)+ Z rj_ir? v (t)
J<K(j#1)
D I A B O R S ()
J<K(j#1) J<K(j#14)
O (t)/v/n) + Y Oy} (t)/v/n) + v/no(1/v/n),

I<K

onde foi usado a Condigao 5.2.1 na tltima passagem. Os termos O(yj(t)/v/n)
(resp., O(u}(t)/+/n)) denotam todos os processos que podem ser majorados por
Y7 (t)/+/n (resp., @} (t)/+/n) vezes uma constante, como por exemplo, | fg () {a?(s) =
0}ds| < Cy;(t)/+/n, para uma constante C' > 0.

Defina o processo ul(t) = = ( P+ D TR (t)) e 0 Processo z;' como:

JSK(j#1)
+ -1 ..d,n
- Z [sz' - Tji] riyi(t) — Z Tji jyjl( ).
JSK(G#1) JSK(j#1)
Sejam 2" = (27,...,2%) e y" = (y],...,y%)’, observe que é possivel escrever em

101



notagao matricial o seguinte:

t
() = / REE gy (s),
0

onde o conjunto £(&) 2 {i € {1,...,K}|& = 0} para qualquer £ € R¥. Defina o
processo Z"(+; @) 2 (Z0(; ), ..., I%(; ), para a € RE e

T7(.0) 2 an/nI{a} () = 0}.

Usando a hipétese dada pela Condigao 5.2.2(b), tem-se que para cada t € [0, 00),

existe um «(t) € R¥ tal que
REE@ Tt e) = RT"(t; (1)),
onde e 2 (1,...,1) € RE. Desta forma,

/t REE D dyn(s) = / REE" T (s:e)ds = /Ot RT"(s;a(s))ds = Ry"(t),

0 0

onde 7" (t) £ ftI"(s; a(s))ds.

Seja g (£) = mp () + [1 bila™(s))ds + O (1) /i) + X, e O (6)/ /) +
vno(1/y/n). O Teorema A.2.3 serd usado para mostrar que {z"} é limitado em
probabilidade. Para isso, é necessario mostrar que 97" é de fato assintoticamente
continuo. Através do critério dado pela Proposicao B.1.5, pode-se facilmente ve-
rificar que os termos O(u}(t)/v/n) e O(yl(t)/+/n) sdo assintoticamente continuos.
Usando o mesmo critério, pode-se verificar que, para qualquer sequéncia {¢"} de
processos ¢" com fungées amostras em D(R%;;0,00), o processo [, bi(¢"(s))ds é
assintoticamente continuo, ja que b; é limitado. Fica faltando mostrar que m} é
assintoticamente continuo.

Do Lema B.2.4, sabe-se que os processos de Doob-Meyer associados a m;™",
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d,n o~
m;", em, sao dados por

(mem) (1) = / I{z7(5) < BN (a"(s))ds
(i () = / I{z"(s) > O}AL" (2" (5))ds
)0 = [ Hat(s) > 076 (9)ds

Além disso, (m;™",m$™) =0 e <mf",mf"> = 0, para (o, 8) € {a,r,d}?*, a # (3,

(i,5,k) € {1,..., K}, i # k, ja que, pela hipétese da independéncia dos processos

: d d -
de Poisson N/*", N*" e N™ nenhum salto em m;™, m;", e m." coincide com
A _ _
.- . sn 2 +,n +n T ST/ 4 Y
probabilidade um. Seja m;" = (m;}",...,m2" m;y",...,m;z"), com a aplicacdo

do Lema B.2.5 tem-se que

"0 = [ 0= a3 @D Dt ) > 0.25(5) < )
X (27(5))ds
"m0 = = [ a5 ) ) 6) > 0}
xI{z!(s) < Bj,a(s) < Bp}A"(2"(s))ds
) = [ 0= a6 )
xI{z}(s) > 0,27 (s) > O} (2" (s))ds
im0 = = [ 6 )
XI{(s) > 0,272(s) > 0,22(5) > 0PN (a7 (s))ds
om0 = = [ a5 ) )

xI{z}(s) > 0,27(s) > 0,27(s) < B;}A" (2" (s))ds.

O mesmo argumento usado no Lema B.2.5 pode ser usado em conjunc¢ao com

a Condicao 5.1.1(c) para mostrar que <mf’”, mg”> =0 onde (i,j) € {1,...,K}? e

B € {+,—}. De fato, observe que pode-se escrever o seguinte, para t,7 > 0,
0

t+1
Mt +7) = M{™(1) =) s <t 47} + / gi (s)ds,
t

=1
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onde s; é o [-ésimo salto de D} apos o instante ¢, e g;' ¢ um processo F;-mensuravel.

Portanto,

= Z — M (1)) s < t+ 7}

=1
HME (L4 7) = M (3))

s t+1
M4 7) - ME(D) = Z<”/ gﬂs)ds) s terbe [ oo
Si—1 5
Mdn

onde sg 2t e 56 o0 instante do dltimo salto de D7 antes de t 4+ 7. Suponha, sem
perda de generalidade, que f "(s)ds = 0. Seja Af = f(t + 7) — f(t), para

qualquer f. Desta forma,

f;"} —E | A(M")

Y>> 1+ g?(S)dS> (I5" (sm) — Q" (sm—))

=1 m=1 Si—1

7] + B [a0")] 5]

xI{X[(s—) > 0, X7 (s—) < B;}I{s; < t + 7}H{s,, < t+7}} Fr,

usando a “regra da torre” (i.e, E [E [...| F2 ]| /'] = E[...| F'], onde h = max{l, m})

e a Condicao 5.1.1(c) tem-se que

(ot s ] o} ] s

e o resultado segue com o uso da identidade de polarizagao (veja (Protter, 1995)
pagina 98).

PUNET d o~
Além disso, como N;*", N/*" e N"" sdo independentes, tem-se que <m m’g]">

0, para a € {a,r}, B € {+,—}, e (i,5,k) € {1,..., K}3, j4 que os saltos nao coin-
cidem com probabilidade um.

Visto isso, e com a aplicagdo do Teorema B.1.12 sabe-se que {m;"}, a €
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{r,d,a, s}, sdo assintoticamente continuos. Observe também que

2"(s=)){x}(s) < Bi}dm;"(s)

o\#
=,
3
—~

S

i qjﬁ’”(fﬂ"(s—))dm?’”(swr/o a;;" (2" (s=))H{z(s) = Bi}dmj"(s).  (5.4)

Além disso, tem-se que

/0 0 (2 (5=))dm? () = rEm® () + —— / £ 17(5) + o1/ /7).

(5.5)

Logo, o fato de {m "} ser assintoticamente continua implica que

1/v/n / 0 (5) + o(1/y/7) =

onde 0 é o processo zero. Portanto, a integral em relacao ao martingale do lado
esquerdo da Equagao (5.5) também ¢é assintoticamente continua. O ultimo termo
do lado direito da Equacao (5.4) converge fracamente para o processo zero pelo
Lema B.1.13. Pode-se repetir o argumento acima para o processo f(f {al(s—) >
0}q;;" (2" (5=))dm™ (s).

Desta forma, o Teorema A.2.3 pode ser aplicado e implica que {z", 3", u"}
¢é assintoticamente continua, onde u" 2 (uf,...,u}). Do Teorema B.1.12, sabe-
se que m;" = wf para a € {a,r,d,s}. Além disso, como {y"/\/n} e {u"/\/n}
convergem fracamente para o processo zero, tem-se que <m?"> = fo rdds, para
a€{a,r.d}, e (m") = Jo Zids.

Portanto, foi estabelecido que {z™, m®™ 2" u";« € {a,d,r, s}} é assintotica-
mente continua, e o limite de qualquer subsequéncia convergente satisfaz a Equacao

(5.3). 0
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5.2.1 Enfraquecendo as Condicoes Sob as Funcoes f* e fg

E comum a necessidade de ter as funcoes f* e fg descontinuas. De fato, em
se tratando de problemas de controle, como serd visto na Secao 5.4 e nos capitulos
futuros, o controle 6timo é geralmente uma funcao descontinua, tipo “curva de
chaveamento”, isto é, o controle é aplicado na intensidade méxima em uma regiao
do espaco de estados e nao é aplicado nas outras regides. O teorema abaixo estende
o resultado do Teorema 5.2.3, incluindo o caso onde as fungoes f e fg podem ser

descontinuas.

Teorema 5.2.4. Suponha as condi¢coes do Teorema 5.2.3, mas troque a hipo-
tese sobre a continuidade das funcoes ff, fU, onde a € {a,r,d}, 8 € {+,-1},
e (1,7) € {1,...,K}?, por mensurabilidade. Suponha ainda que os mapeamentos

de D(R%;0,00) a D(R;0,00) dados por

o [ gretnas o [ gt

sejam continuos com probabilidade um relativo a medida de probabilidade induzida
por qualquer limite no sentido fraco de x™. Entao as conclusoes do Teorema 5.2.3

ainda sao validas.

Demonstracao. Esta prova segue as idéias do Teorema 8.4.1 na pagina 327 de
(Kushner, 2001). Note que no Teorema 5.2.3 a continuidade das fungoes f* e fg
somente foram usadas para caracterizar o termo de deriva no limite. Isto é, apos
mostrar que {z"} é limitado em probabilidade, qualquer subsequéncia convergente,

como por exemplo {x™} com limite z, satisfaz o seguinte:
bz(l’nl) = bl(ﬂf),

pela continuidade de b;. Logo, [ bs( )ds = [, bi(z(s))ds.
Mas a convergéncia acima ainda é garantida com hipé6teses mais fracas (sob a

hipétese deste teorema) através do “Teorema da fungao continua” (veja por exemplo

106



Teorema 2.7 de (Billingsley, 1999) na pédgina 21). O

Uma condicao mais simples de ser verificada e que implica na condicao do
teorema acima € a seguinte: Seja (G4 o conjunto de pontos de descontinuidade das

fungoes f* e fg (isto é, de b;). Entao, paracadad >0et >0
liI%IP’(m{s € [0,t] : z;(s) € N(Gg)} > 6) =0,

onde N (G,4) é uma vizinhanca de G4 e m é a medida de Lebesgue. Esta mesma
condigao pode ser encontrada na pagina 327 de (Kushner, 2001).

Um outro caso de possivel interesse ¢ tratar modelos onde as fungoes f*
nao sao limitadas mas possuem no maximo um crescimento linear. Para tratar
este caso é necessario introduzir uma condigcao mais restritiva sob as diregoes de
reflexdo, a chamada de “condicao do conjunto B”, dada pela Condicao A.1.7. Isto
é necessario pois sob esta hipétese é possivel obter a Inequagao (A.4), que sera

usada na prova do teorema abaixo.

Teorema 5.2.5. Suponha as condicoes do Teorema 5.2.3. Suponha ainda que

as fungoes f&, a € {a,r,d}, podem ser ilimitadas mas possuem no mdximo um

crescimento linear, isto €, existe uma constante L > 0 tal que
maxmax | f(6)] < L(1+[€]),

para cada & € RIZ(O. Assuma a Condicao A.1.7. Entdo as conclusoes do Teorema

5.2.3 atnda sao validas.

Demonstracao. Seja qo : Rgo — [0,1], para C' € N, uma funcdo suave tal que
0 < QC(f) < 17 se C < |€| < C+ 1a QC(g) = 17 se |§| < Ca € qc(f) = 07 s€

|€] > C + 1. Sejam as fungoes truncadas dadas por

FEC(E) £ £2(6)ac (),

para « € {a,r,d}. Além disso, denote por A%™ (&) 2 r+ f4C (&) /n+o(1/y/n),
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. c . : .
a € {r,d,a}, e seja z;"~ o processo do nimero de clientes na fila i escalonado para
. c
um sistema de filas que usa as taxas truncadas A;""" .
Portanto, pela prova do Teorema 5.2.3 sabe-se que {2} ¢é assintoticamente

continua e possui limite que satisfaz

2%(t) = z(0) + /0 bY (2(s))ds + w(t) + 2(t)

onde b¢ é definida como b; mas onde f° sio usadas no lugar de f@. Observe
também que z™¢(t) = 2"(t) para todo t < 72 2 inf{s > 0 : |2"(s)| > C}.

Portanto, se for estabelecido que qualquer solucao da equacao

z(t) = x(0) + /o b(x(s))ds + w(t) + 2(t)

satisfaz

C—o0 s<t

lim P (sup 2(s)] > c) o, (5.6)

o resultado desejado segue.
Desta forma, fica faltando apenas demostrar a validade da Equacao (5.6).

Observe que utilizando o Teorema A.1.9 tem-se que existe um C7 > 0 tal que

suple(s)] < Cisuplz(0) + /Sb< (u))du + M(s)]

s<t s<t

< Cysup {\x |—|—/ |b(x(u))|du + | M (s )|}
s<t

Usando o fato que maxy, [bx(€)| < L1(1 + |£]), para um L; > 0, tem-se que

sup |z(s)] < Chysup l|x(0)| + /S 1+ |z(u)|du + |M(s)\] ,

s<t s<t 0

onde (5 > 0. Tomando a esperanca de ambos os lados, tem-se

E {supu(s)q <0 [EHx(O)H YE[t)] +E [sup/ |2 (u |du] +E {SUPIM( )|H

s<t s<t s<t
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Observe que, usando o fato de que para qualquer nimero a € R, a < 1 + a2,

tem-se que

E [sup|M(s)@ <1+ <IE [Sup|M(s)|])2 <1+E lsupllws)l}2 < 1T+HAE [M(1)7]

s<t s<t s<t

onde na segunda passagem foi usada a inequagao de Jensen (veja pagina 254 de
(Ash e Doléans-Dade, 2000)) com g(z) = x?, e em seguida o Teorema 20 de (Prot-

ter, 1995) na pagina 12. Entao:

E{supu(s)q < o [1+t+E[sup/os|x(u)|du”

s<t s<t

< Gy {1+t+E[/0tsup|x(u)|duH.

v<u

Usando o Teorema de Fubini (veja pagina 108 de (Ash e Doléans-Dade, 2000)),

tem-se

E{Sup\x(s)]} < O {1+t+/0tE{sup]x(V)\] du].

s<t v<u

Defina y(t) = E [sup,, |z(s)|], entao

y(t) < Cs (1 +t+ /Oty(u)du> :

Aplicando o Lema de Bellman-Gronwall (veja pagina 107 de (Arnold, 1974)), chega-

se a:
t A
y(t) < Cy <1 +t +/ eC =9 (1 4 s)ds) = H(t),
0

onde Cy > 0. Aplicando a inequagao de Chebychev (veja pégina 192 de (Ash e

Doléans-Dade, 2000)), tem-se que para cada t:

F (supe(s) > ©) < [suplato] € < Hoyc

s<t s<t
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Logo tem-se o resultado quando C' — oo. O

5.3 Topologias de Rede Satisfazendo a Condigao 5.2.2(b)

Nesta secao sao colocados dois exemplos de topologia de redes de filas que

satisfazem a Condicao 5.2.2(b).

5.3.1 Duas Filas em Sequéncia

Considere duas filas em sequéncia onde cada fila pode enviar clientes e sinais
para a outra, como é descrito pela Figura 5.3. As duas filas também podem receber
sinais e clientes de uma fonte externa, e retroalimentacao nao é permitido, isto é,
clientes que saem da fila ¢ nao podem ser roteados imediatamente de volta para
fila ¢ apds completarem servigo.

+/-

/= /-
Al AQ

Figura 5.3: Duas filas em sequéncia com sinais. O simbolo + (resp., —) indica a
possibilidade de chegada de clientes (resp., sinais).

Neste caso, as matrizes I, ©, Q° e R sao definidas da seguinte forma:

d r —..d
r{ +r] 0 ro175 0
I/r pr— QQ p—
0 rd +rf 0 rpre

0Lzt — o
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d( .+ -
o — 0 T (7”12 - 7’12)
df,.+ -
75(r9) — 731) 0
d | . —d df.+ -
R — ri ] g ry —ry(ry —ry)
df, .+ - d | o —.d
—r{(riy —T12) 7§+ Th+rpre
d | o df,+ -
Y+ —7r5(r9; — T51)
R{1,2}
d(,.+ — d r
—r{(riy — T12) Ty + Ty

Portanto, a condi¢do é verificada se existir um a = (aq,as) com componentes
positivas tais que Ra = R{V%e. Esta propriedade é facilmente verificada, desde

que r¢,rd > 0.

5.3.2 Redes com Duas Camadas

Considere agora uma rede de duas camadas onde as filas na primeira camada
podem enviar clientes e sinais para as filas da segunda camada, mas o contrario
nao é possivel, veja a Figura 5.4 para referéncia. Cada fila pode também receber
sinais e clientes de uma fonte externa. Suponha que existam K, filas na primeira
camada e K5 filas na segunda camada. Defina K = K; + K. Ordene os indices

das filas de forma que se K7 < ¢ < K, entao a fila 7 estda na segunda camada.

Figura 5.4: Uma rede de filas com duas camadas.

Defina Z; = {1, ..., K1}. Neste cenario, a matriz R® é dada por

e diag(rd + 77 )iz1.. 1, 0

—_ ! ] d T il
© dlag (Ti + r; + ZjGZl\S Tjirj)i:K1+1 K
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onde © € RE1xK2 & definida como

+

+ 1 ) r(rix — k)

1 (rl(KH—l) (K1)

o}
I

TKl (T;;l(Kl—‘,—l) - Tf;l(K1+1)) TKl (T}I}lK - TI;&K)

Para verificar a Condigao 5.2.2(b), seja S C {1, ..., K} um conjunto ordenado, onde
|S| > 2. Defina S; C {1,..., K3} e So C{K;+1,..., K} como conjuntos ordenados
tais que Sy U Sy = S. Entao escolha a = (v, ..., sy, f1, -, Bis,))’ tal que oy = 1,
parai=1,...,]5], e

d r —.d
TR TR Diezns, Tul

J d r —.d
Tt T D e T

, para j = 1,...,]Ss],

onde k é o j-ésimo elemento de S,. Agora é possivel verificar que Ra = R%. J4

que isso é valido para qualquer escolha de S, a Condigao 5.2.2(b) ¢ satisfeita.

5.4 Experimentos Numéricos

Para ilustrar o uso da aproximacao obtida neste capitulo, considere o sistema
da Secao 5.3.1, dado pela Figura 5.3. Sera assumido que todo cliente saindo da
fila 1 entra na fila 2 como um cliente (e ndo como um sinal), e a fila 2 nao recebe
clientes externos. Suponha também que a capacidade maxima de cada fila é finita.
Para evitar que a fila 2 fique cheia e perca clientes por causa disto, ela pode enviar
sinais para a fila 1. Neste exemplo, serd mostrado como o modelo desenvolvido
aqui pode ser usado para obter uma estratégia étima de roteamento de sinais para
um sistema operando sob um regime de trafego pesado.

Como ja foi mencionado, um valor de n grande é escolhido de tal forma que

as taxas dos processos de salto do problema que serd tratado satisfazem

A(VnE) 2 XE) m e 4 f2(O)/Vn,  a € {a,d,r}
QU(Vng) 2 (&) =l 4+ fA©))Vn, Be{+ -}
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e onde a hipdtese do trafego pesado é valida (isto é, Condicao 5.2.1(b)). Desta
forma, pode-se aproximar o nimero de clientes em cada fila no instante t por
Vvnz(t/n), onde x é o processo limite dado pela Equacao (5.3).

Para o exemplo tratado aqui, suponha que, para & € Rgo,

MA@ =2 AT =0 N =0 A" =0

e que AN(E) = py e AP(E) = pg, onde py, pe e A sdo constantes positivas.
Pela hipétese de trafego pesado, existem constantes (“pequenas”) by e by tais que
by = /n(pur — A) e by = /n(us — p1). Isto é, a taxa de clientes entrando cada fila
é bem préxima da taxa de clientes deixando a fila. Portanto, A% (&) = A+ by /\/n

e AI™(E) = A+ (by + by)/+/n. Além disso, supde-se que

5" () =1 q¢x"(x)=0

0" (§) =0 ax"(z) = g(§)/Vn,

onde g : R* — [0,1]. A capacidade de cada fila é dada por B} = y/nB; para a
primeira fila e BY = \/nBs para a segunda. Desta forma, a aproximagao é dada

por

1/2
by — Ag(a(t 2N -\ 10
de(t) — S P dw(t) + dy()
b X2 11

—du(t).

E importante ressaltar que a funcao g acima somente age na primeira componente
de x, ou seja, na fila 1, apesar da intencao ser em controlar a entrada de clientes
na fila 2. Contudo, a segunda componente de z serd afetada indiretamente através
do termo de reflexao.

Agora deseja-se escolher um ¢ que ird reduzir o numero de perda de clientes

geradas quando a fila 2 estda na capacidade maxima. Suponha que A = 1, b; =
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by = 0.1, By = By = 25.6, e defina a seguinte fun¢ao degrau

1 sexy>15
s(§) =

0 caso contrario.
A Figura 5.5 compara a mesma realizagdo de x com g igual a s e g igual a fungao
zero, para a condigao inicial x(0) = (B, B2)’. Observe que a fungdo amostra sem
controle (isto é, ¢ = 0) atinge a capacidade maxima da fila 2 mais frequentemente.
As fungdes amostras foram construidas com o método de Euler (veja (Kloeden
et al., 1994) pégina 110). O parametro de discretizacdo do tempo foi fixado a
h = 0.01. O termo de reflexao foi implementado empurrando o processo de volta
ao espaco de estado (na diregdo do vetor de reflexdo) toda vez que o processo

cruzava uma fronteira.

(b)
o

-
o
T
1

O Il Il Il Il Il Il Il Il
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

No Control (g(z) =0)

—— With Control (g(x) =s(z))

0 0
0 10 20 0 10 20

Figura 5.5: Func@o amostra de « com g = s (azul) e ¢ = 0 (vermelho). (a) Grafico
de z; no tempo. (b) Grafico de xo no tempo. (c¢) Grafico de x; versus xs.

E possivel também calcular a escolha étima de g com relacao a uma funcao
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de custo. Para este exemplo sera usado a seguinte funcao de custo descontado:

W (o, g) = EZ, [ [ e eatoton + vtuato)].

onde xg é a condicao inicial, e ¢ e v sao constantes associadas ao custo de rotear
um sinal (ou de remover um cliente na primeira fila) e o custo de perder um cliente
na fila 2, respectivamente.

O método da aproximagao por cadeia de Markov (veja, (Kushner e Dupuis,
1992; Jarvis e Kushner, 1996)) foi usado para encontrar o controle étimo (ou apro-
ximadamente 6timo) numericamente. Os parametros usados foram os seguintes:
6 =10.01, e h =0.1, onde h é o parametro de discretizacao. A Figura 5.6 mostra
o controle obtido com escolhas diferentes de ¢ e v. Observe que o controle 6timo é
uma “curva de chaveamento”, isto é, ele é descontinuo e aplica o controle na forca
maxima em uma regiao do espaco de estado.

E interessante ver a forma das curvas dadas pela Figura 5.6. Observe que as
curvas movem para cima no lado direito do grafico. Isto pode ser explicado pelo
atraso na acao do controle na fila 2. Quando a fila 1 e a fila 2 estdao quase cheias,
provavelmente haverd perda de clientes na fila 2 mesmo se sinais forem enviados

para a fila 1. Portanto, neste caso, nao ha necessidade de enviar sinais.
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X2

10 _
u=1, v=10 ——
u=1, v=25

Sr u=1, v=50 -------- -
. u:l, v=100 -
Inactive u=1. v=200
0 ! | I ! I
0 5 10 15 20 25

N
X
u=0.5, v=200 ——
u=1, v=200
ST U=2.5, v=200 -------- -
: u=5, v=200 -
Inactive u=10. v=200
0 ! | I T
0 5 10 15 20 25
x1

Figura 5.6: Curvas de chaveamento dadas pelo controle 6timo para diferentes
valores de ¢ e v. O controle é aplicado em for¢a maxima na regiao denominada de
Active e nao é aplicado na regiao denominada de Inactive.
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Capitulo 6

Estudo de Caso: Aplicacao para

Sistemas de Processamento Paralelo

O foco principal deste capitulo é a utilizacao pratica da aproximacao por
trafego pesado de um sistema de filas com sinais. A aplicacao considerada aqui é
a de um servidor de busca na Internet. Contudo, como ficara claro ao decorrer do
capitulo, o mesmo modelo tem aplicagoes em varios outros sistemas de processa-
mento paralelo. A idéia é usar sinais para balancear a rede e usar a aproximacao
por trafego pesado para encontrar a estratégia Otima para este balanceamento.
Para isso, um tipo de sinal que ainda nao foi considerado nos capitulos anteriores
serd usado. Este sinal movera um cliente de uma fila para outra. Na literatura,
este sinal é usualmente chamado de “trigger” (Gelenbe, 1993; Artalejo, 2000). O
conteudo deste capitulo é referente aos trabalhos (Leite e Fragoso, 2008b,c¢).

O sistema de filas considerado aqui serd do tipo fork-join que é usualmente
encontrado em problemas de andlise de performance em sistemas computacionais
de processamento paralelo. Usualmente, este tipo de sistema é constituido por K
filas em paralelo. Quando um cliente chega no sistema, ele é dividido em K fracoes
(ou tarefas) e cada uma destas fragoes é enviada para uma fila (ou processador)
diferente. O servico de cada cliente s6 termina quando todas as tarefas deixam as
suas respectivas filas (para maiores detalhes sobre sistemas de filas do tipo fork-join
veja, por exemplo, (Boxma et al., 1994)).

Em varias aplicagoes, o tempo de resposta de um sistema de processamento
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paralelo é de crucial importancia. Como cada cliente somente deixa o sistema
quando cada uma de suas K tarefas completam o servico, o tempo de resposta
serd maior quando o sistema estiver desbalanceado. Devido a natureza estocéstica
destes sistemas, o desbalanceamento pode aparecer tanto em sistemas heteroge-
neos (redes compostas por filas com velocidade de processamento diferente) como
nos homogéneos. Para reduzir este desbalanceamento, uma estratégia natural é
distribuir melhor os trabalhos dados a cada fila. Existem varias formas de se fazer
isso. O controle pode ser aplicado no momento da chegada do cliente atribuindo
mais de uma tarefa a uma fila se uma outra estiver sobrecarregada. Esta estratégia
é usualmente chamada de controle centralizado. De forma alternativa, o controle
pode ser aplicado por cada processador individualmente. Neste caso, uma fila que
nao esta sobrecarregada pode “pegar” trabalho de uma fila vizinha sobrecarregada,
este ¢ usualmente chamado de controle distribuido (Eager et al., 1985).

Controle distribuido parece a estratégia mais apropriada para reduzir o tempo
de resposta em sistemas do tipo fork-join. Isso é devido a como a prioridade de
servico pode ser implementada em cada esquema. Por exemplo, em uma rede homo-
génea desbalanceada, sabe-se que existem tarefas atrasadas ja que cada fila recebe
servico no mesmo instante. Desta forma, uma fila subutilizada deveria dar priori-
dade para tarefas de clientes que chegaram primeiro. Em um esquema de controle
centralizado, as estagoes subutilizadas recebem tarefas de clientes que chegaram
por 1ltimo, ao contrario do esquema de controle distribuido, onde prioridade pode
ser dada para tarefas mais antigas.

Para ilustrar a afirmacao do paragrafo acima, suponha que existam duas
estagoes em paralelo (chamadas de A e B). Cada fila recebe uma fra¢ao do trabalho
dos clientes que chegam no sistema. Considere o cenario onde trés clientes chegam
no sistema e a fila A termina sua fracao do servico antes que B termine a primeira
tarefa, veja a Figura 6.1(a) para referéncia. Em seguida, um quarto cliente chega
no sistema e trés casos diferentes sao considerados. No primeiro caso, dado pela

Figura 6.1(b), um sistema sem estratégia de balanceamento é considerado. No
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Figura 6.1: Diagrama de duas estagoes em paralelo. (a) Filas antes da chegada do
quarto cliente. (b) Um sistema sem estratégia de balanceamento. (c) Um sistema
com controle centralizado. (d) Um sistema com controle distribuido.

segundo caso, Figura 6.1(c), tem-se um sistema que utiliza um controle centralizado
que atribui a fila A as duas fragoes do trabalho do quarto cliente. No tltimo caso,
Figura 6.1(d), é considerado um sistema com controle distribuido, onde cada tarefa
¢é atribuida as filas correspondentes mas em seguida a fila A move um cliente da
fila B para tentar manter o sistema balanceado. Apesar dos dois sistemas com
controle balancear as filas, somente o controle distribuido pode dar prioridade
para trabalhos mais antigos.

Este controle distribuido corresponde aos sinais do tipo trigger, ja que eles
movem um cliente de uma fila para a outra. Contudo, como mover tarefas entre
estacoes de processamento pode ser custoso, por causa do atraso na comunicacao
entre as filas, ou no atraso no processamento (isto é, cada estacao pode ser especi-
alizada na sua fracao do trabalho, mas pode efetuar o trabalho de uma fila vizinha
sob um custo computacional maior), a questao de quando é o momento ideal para
mover uma tarefa entre as estacoes nao é simples. E através da aproximagao por
difusao é possivel tratar este problema como um de controle étimo.

Um problema similar ao que é tratado aqui ja foi estudado por alguns autores
na literatura sobre o nome de “resourse pooling” (veja por exemplo, (Harrison,

1998; Harrison e Lopez, 1999; Williams, 1999; Bell e Williams, 2001; Kushner,
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2001)). Este problema consiste em atribuir tempo de processadores a diferentes

filas em paralelo. Geralmente nestes trabalhos, o processo de carga de trabalho é

[eN

considerado como um invariante no sistema, e um controle 6timo assimptotico
buscado. A diferenca principal entre os modelos é a introducao dos sinais triggers
que move cliente entre as filas ao invés de tratar o problema de atribuir tempo de

processador a filas diferentes.

6.1 Modelo de Filas

Como foi feito no capitulo anterior, o modelo de filas considerado aqui sera
do tipo Poisson com taxas dependentes do estado. Os clientes chegam no sistema
de uma mesma fonte externa e seus trabalhos sao divididos entre as filas imedi-
atamente. Cada fragao do trabalho de cada cliente é assumido possuir tempo de
servico independente. Quando uma tarefa é terminada, a estacao de onde ela saiu
pode enviar um sinal para uma outra estacao. Serd usada a interpretacao de que a
tarefa foi “roteada” como um sinal para a outra estacao de processamento. Como
discutido anteriormente, o sinal tem o efeito de mover uma tarefa da fila que recebe
o sinal para a fila que envia o sinal.

O modelo se restringe ao caso de somente duas filas em paralelo. Utilizando
este modelo simplificado, é possivel evitar complicacoes referentes as direcoes de
reflexdo presentes nas quinas do espaco de estados nao serem combinacoes lineares
positivas das direcoes nas faces adjacentes, como foi discutido no capitulo anterior
(o qual deu a origem para a Condi¢ao 5.2.2(b)). Além disso, é importante men-
cionar que os métodos numeéricos para encontrar controles 6timos para sistemas
contendo vérias componentes (isto é, centenas ou milhares, como é o caso de sis-
temas de processamento paralelos modernos) é impraticavel no ponto de vista de
custo computacional. Apesar de impor esta restricao no modelo teérico, na pra-
tica é possivel usar a estratégia 6tima obtida para um modelo com duas filas em
um sistema com varias estacoes. A razao disto é que a decisao de mover tarefas

entre filas é sempre feita entre duas filas. Na Secao 6.3.1 serd discutido com mais

120



detalhes como isto pode ser feito.

Como feito anteriormente, é assumido que cada fila pode ter uma capacidade
maxima finita. Neste caso, uma tarefa s6 serd movida através de um sinal se a
fila que recebera a tarefa possuir espaco suficiente disponivel. A capacidade de
cada fila é dada pela constante B; € Rog U {o0}. Caso a fila contenha capacidade
ilimitada, B; = oo.

O processo que conta o nimero de cliente em cada fila é dado por

2

Xi(t) £ X:(0) + E(t) — Di(t) + Ci(t) — C4(t),

para i € {1,2}, i # j,

a2 e ([ weoas).
s 2 v ([ axonas).
Di(t) 2 /0 "L{X.(s—) > 0}dSi(s),

E(t) 2 / t]I{Xi(s—) < By, X;(s—) < B;}dA(s),

C(t) 2 / ()X (5—) > 0, Xs(s—) < BibdDi(s),
0
onde N¢ e N sao processos de Poisson padroes, e A : R?, — Ry sdo fungoes
mensuraveis. O processo estocéstico tomando valores I¢(¢) denota a fungao indi-
cadora do evento que uma tarefa deixando a fila ¢ no instante ¢ é roteado para a
outra fila como um trigger.

Os processos E, D; e C; sao interpretados como o seguinte: FE(t) denota o
numero total de clientes que chegaram no sistema da fonte externa até o tempo t,
e D;(t) denota o nimero de tarefas completadas pela estagao i até o tempo ¢t. O
processo C(t) (resp., Ca(t)) denota o nimero total de tarefas que foram movidas
da fila 1 (resp., fila 2) para entrar na fila 2 (resp., fila 1) por causa de um sinal até

o tempo .
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Seja a filtragem F; a minima o-algebra que mensura todos os processos des-
critos acima até o instante t. Seja também F] a o-algebra definida como F; mas

que nao inclui qualquer decisao de roteamento no instante t.
Condigao 6.1.1. Para i € {1,2}, suponha que:

(a) Os elementos aleatdrias {X;(0), N*, N&i € {1,2}} sdo mutuamente inde-

pendentes;
(b) As fungoes A® e A sao mensurdveis e limitadas;

(c) E[I(6)| F) = Q¢(X(t—)), onde Qf : RZ — [0,1] € uma fung¢do mensurd-

vel.

Como feito anteriormente, os processos de salto definidos acima tem uma
decomposicao de martingale da seguinte forma: M* = E — E e M? = D; — D;,

onde M® e M? sao Fy-martingales, e F, D; sao processos F;-previsiveis dados por

Bt) = /O I{Xi(s) < Bs, X;(s) < B;}A®(X(s))ds,
bift) = / I{Xi(s) > O}AZ(X (s))ds.
Defina M¢(t) = [y (I5(s) — Q5(X (s—)) I{X;(s—) > 0, Xi(s—) < B;}dDy(s).

Usando o mesmo argumento usado na Se¢ao 5.1 tem-se que M{ é um F;-martingale.

Além disso, pode-se escrever o seguinte:

Cy(t) / QX (s—)){X,(s—) > 0, X;(s—) < B;}YdD;(s)
= ME(t / QX (s—)){X,(s—) > 0, X;(s—) < B;}dMZ(s)
/ QS(X (s)I{Xi(s) > 0, X;(s) > 0, Xi(s) < B }AY(X (s))ds.

Portanto, X possui a seguinte decomposi¢ao em semi-martingale: X;(t) = X;(0) +
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B;(t) + M;(t), onde

Bi(t) = /0 I{X;(s) < B;, X;(s) < B;}A“(X(s)) — [{Xi(s) > 0}AY(X(s))
+ QX (sNI{X,(s) > 0, X;(s) >0, X;(s) < B;}AY(X(s))

— Q5(X(s)){X;(s) >0 X~(s) > 0,X;(s) < E’j}A;l(X(s))ds

— Mt / QX (s—)H{Xi(s—) > 0,X;(s—) < B;}dMJ(s).
6.2 Limite em Regime de Trafego Pesado

Seja { X"} uma sequéncia de sistemas de filas como definido na se¢ao anterior
para cada n € N. Defina o processo escalonado =" como z"(t) =5 "(t)/v/n. Além

. . d . d
disso, sejam m®™, m;" e m;" os martingales M*™, M"" e M;" com o mesmo

1
escalonamento usando para z". Assuma ainda que o tamanho da capacidade ma-
. ; Sn A . ’
xima de cada fila é dado por B = \/nB;, para i € {1,2}, onde B; é uma constante
positiva.

A seguinte condigao precisa ser introduzida. Ela é equivalente a Condigao

5.2.1 usada no capitulo anterior.
Condigao 6.2.1. Para o-) uniforme em & € RE | assuma que:
(a) Ezistem constantes r®,ré € (0,00) e r¢ € [0,1), e funcoes limitadas e

continuas f(-), fE(-) e f£(), i = 1,2, tais que para qualquer § € R2

X&) = 4 f1(E)/Vn+o(1/Vn),
NE) = i[O/t o(L/ V),
¢;"(§) = i+ [(E)/Vn+o(l/Vn).

(b) 1%+ rdr¢ = ré +rdrS parai,j € {1,2}, onde i # j, que é a condigio de

Jrgr

trdafego pesado.
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Neste modelo nao é necessario introduzir condicoes sobre as diregoes de re-

flexao. Isso acontece pois o modelo contém somente duas filas e, portanto, satisfaz

d

automaticamente as condicoes necessarias quando as constantes r* e r{’ sao estri-

tamente positivas e r{ é estritamente menor do que um, como ¢ o caso aqui.

Teorema 6.2.2. Suponha que z"(0) = x(0). Além disso, assuma as Condigoes
6.1.1 e 6.2.1. Entao {x"} € limitado em probabilidade e qualquer subsequéncia

convergente de {x"} tem como limite um processo que satisfaz:

z(t) = z(0) +/0 b(z(s))ds +w(t) + z(t), (6.1)

0 <ux;(t) < By, se B; <00, e0<z(t) < oo, se B =00, i € {1,2}, onde

bi(§) = fU&) = FHOA i) +rifi(€) =15 f5(&) — 15 £ (S),

wit) = w(t) —wi ()L —rf) — wi(t) —wj(t) — rjw;(t),

i J

d
%

para 1,5 € {1,2}, i # j. Os processos w*(:), wi(-), e wi(-) sdo processos de

Wiener independentes com wvariancias r®, rd,

e r{(1 — rf), respectivamente. O

processo z(t) = R((t) € o processo de reflexao, onde

1 1—rd/re —1—r$rd/re —1 4 r5rd/re

1>

1—rd/re 1 —1+7r¢rd/re —1 —rSrd /re

C() = (yl(')uy2('>7u1<')7u2<')>/7 € yZ<) (T'@Sp., ul()) é ndo—decrescente, comﬁz/nuo, e
aumenta somente nos instante t tais que x;(t) =0 (resp., x;(t) = B;), além disso,

¥:(0) =0 e u;(0) = 0.

Demonstra¢ao. Sem perda de generalidade, suponha que B; < oo, i € {1,2}.
Como feito na prova do Teorema 5.2.3, o caso geral segue de forma anéloga fazendo

\/ﬁfg I{z}(s) = B;}ds = 0, caso B; = oco. Usando a decomposigao do processo
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X" pode-se escrever o seguinte:

i (t) = +\/_/ bl (z"(s))ds + m}(t),

onde

\/_/ b (z"(s))ds = \/_/ {z(s) < Bi, 2% (s) < Bj}A"" (2" (s))
—{z}(s) > 0})\?’”(1‘"(8)) + {2 (x) > 0,27 (s) > 0}
X [H{x?(S) < B} (2" (s))A7" (2" () — I (s) < B}y (a"(s))A]" (2" (s)) | ds

(6.2)

para i, j € {1,2},i # j,

+mg"(t) +/0 qic’"(x"(s—))]l{x?(s—) >0,z (s—) < Bi}dm?’"(s)
-6 = [ st -) > 0.07(5-) < By

é um martingale. Defina os seguintes processos

2 i [ 1atts) = 03,
éﬁfM%F&W,
Y (t 2 n / {z(s) = 0,27(s) = 0}ds,
zﬁAM%FzWU B }ds,
t) 2 \/ﬁ/ot I{z7(s) = By, a"(s) = 0}ds.
Observe que y!'(t) denota o tempo total (até o instante t) que o processo z™ passa

na fronteira do espaco de estado 0G; = {€ € R? : & = 0}. De forma andloga, u?(t)

denota o tempo total (até o instante ¢) que o processo z"(:) passa na fronteira
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OG? 2 {€ € R? : & = B;}. Os processos uf(t) = ufi(t), yp(t) = yii(t), e wii(t),
para i # j, denotam o tempo total (até o tempo t) que o processo " estd em cada
quina do espaco de estado.

De forma similar ao que foi feito na prova do Teorema 5.2.3, reescreve-se a

Equacao (6.2) usando a Condigao 6.2.1 para obter o seguinte:

/ f@"(s)) = f(@" () + i fe(z"(s) +rifi (2" (s)) = rifi(@"(s)) — v f (2" (s))ds
+ (rd — rérd + rir Dy (t) + (—rérd + rir )y]( )+ (rér f—rr )y (t)
— (r* + rirHu(t) — (r* — r?r?)u?(t) + g (t) + rértw? H(t) = rdw 7 (1)
+ Oy ()/vn) + O(yj () /v/n) + O(ui' (t)/v/n) + O(uj (t)/v/n) + v/no(1/v/n).
(6.3)

Para escrever a equacao acima de forma mais compacta, seja

A

¢"() = Wi (), w3 (), up (), uz (),

1>

e M, € R¥>* k {0,1,2,3,4}, definidos como M, 2 (dY,dS,dy, dy), M,

€
2

(d%vdé7dg7dg>u M2 (d?,d%,dg,dg), M3 é (dcl]vdgvdgvdi)a € M4 é (dil,dg,dg,di),

onde os vetores coluna d, p,q € {1,2,3,4} sdo dados por:

dy = (r{(1 - 7”1) + 15, —rsrg +rirf)’ = (=rir{ +r5rg, r§(1 —rs) +rir{)’
dy = (—r® —r§rd, —re 4 rérd)’ 2 = (=124 r5rd, —r® — rsrg)

di = (r{, —rsrg +rirf)’ dy = (—rir{ +r5rg,rg)’

dy = (=rirf +r5rg, 15 (1 —r5)) dj = (= =1 +rir{)

3 = (=rirf, —=r® +rirf) di = (=r® +rsrg, —r5rs)’

di = (r{(1 —r§), —rsrg +rir{) dy = (=r® +rrg, —r?)"

Os termos presentes na Equacao (6.3) relacionados com v;, ¥ij, wi, U;j, € w;j, podem

ser escrito com notagao matricial como f[f M (z"(s))d¢"(s) onde a fung¢ao que toma
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valores matriciais M : R2 — R2*4 §é definida como

M, se& =0,6=0
M, se& = B,6&=0
Mz se & = B1,§ = By
My se& =0,8 =By

M, caso contrario

Ignorando os termos O(-) e o(-) que convergem para o processo zero (como visto

na prova do Teorema 5.2.3), tem-se que

z"(0) 4+ /0 b(z"(s))ds +m"(t) + z"(t)
2%%=AMW@W®

d

Como as constantes 7§ e 7 sao estritamente positivas, e ja que 0 < r{ < 1, pode-se

verifica que existem of € R?\ {0}, tais que o >0, p € {1,2,3,4}, ¢

ajd) + ayd) = dy +dy,  ofdy + azdy = d5 + d3

afdy 4+ ajd) = di + di  ofd) + ayd) = di + dj.

Portanto, usando um argumento similar ao usado no Teorema 5.2.3, pode-se definir

¢"(+) de tal forma que

ZW%:AMW@W®:%Mw

Além disso, usando as igualdades requeridas na condicao do trafego pesado, pode-
se reescrever z" na forma mais simples e conveniente, dada por 2"(t) = R("(t).
Para mostrar que m} é assintoticamente continuo, segue-se o roteiro usado

no Teorema 5.2.3 e computa-se os processos de Doob-Meyer associados a m®™,
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dn c,n ~ . .
m;,  e€m; , que sao dados respectlvamente por:

(m®™ (1) = /0 I{a0(s) < Biya(s) < B;}A" (2" (s))ds,

(mf)e) = [ Tat(s) > O (o).

(me™) (1) = / (1 — g2 (2" ())g" (2" () H{af () > 0,7 (s) > 0,7 (s) < By}

X AP (2™ (s5))ds. (6.4)

d

Além disso, <m“,mff> = <m“,m§> = <mi,m§> = 0, para i,7 € {1,2}, pelos
mesmos argumentos usados no Teorema 5.2.3. Pode-se entao usar o Teorema
B.1.12 juntamente com o fato de \%(-), A{(-) e ¢(-) serem limitados, e que os
termos de martingale terem saltos do tamanho 1/y/n para mostrar que eles sao
assintoticamente continuos.

O Teorema A.2.3 pode ser usado agora para mostrar que {z"} é limitado em

probabilidade, onde a condicao A.1.14 é satisfeita sob a hipdtese estabelecida na

d

Condigao 6.2.1(a) para as constantes r, r¢, e r¢. Observe que qualquer subsequén-
cia convergente de {z"} tem como limite fraco o processo z(-) 2 R((-), onde ¢ é
definido no enunciado. Além disso, observe que {y?/y/n} e {ul'/\/n} convergem
fracamente para o processo zero e, portanto, as fungoes indicadoras em (6.4) po-
dem ser descartadas sem alteragao no limite, e usando a Condigao 6.2.1(a), tem-se

que

/0 ¢ (@ (=) (s—) > 0,20 (s—) < B;}dm®(s) = rémd(s)

modulo um erro negligenciavel que converge para o processo zero a medida que
n — oo. Para mostrar que qualquer limite no sentido fraco de m} é dado por w;,

o Teorema B.1.12 pode ser usado novamente. O

c
77

Observacgao 6.2.3. As condigoes sobre as funcoes f¢, e f¢ podem ser relazadas

de forma andloga ao que foi feito nos Teoremas 5.2.4 e 5.2.5,
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6.3 Aplicagao: Sistemas de Busca na Internet

Sistemas de busca na Internet sao aqueles que indexam o contetido de pagi-
nas encontradas na World Wide Web e que podem ser usados para buscar sitios de
interesse. Alguns exemplos comerciais destes sistemas sao: Google, Yahoo, MSN
Live Search, entre outros. De acordo com (Barroso et al., 2003), estes sistemas sao
tipicamente implementadas em clusters de computadores em paralelo para con-
seguir processar todas as buscas que o sistema recebe. O processamento em um
destes sistemas é geralmente dividido em duas partes principais. A primeira parte,
como descrito por (Gongalves et al., 2007b) e (Barroso et al., 2003), consiste em re-
colher os documentos relacionados a busca dos bancos de dados. A segunda parte,
consiste em ordenar estes documentos de forma relevante para exibi-los ao usuario.
A primeira fase deste processamento é muito custosa computacionalmente e por
isso este processo é feito em paralelo. Cada estacao do cluster de computadores
recebe uma fracao do banco de dados. Quando uma busca chega no sistema, cada
estacao de processamento é responsavel por fazer uma busca local na sua fracao
do banco de dados. A resposta ao usuério é dada somente quando cada estacao de
processamento termina sua busca local. Como foi observado por (Gongalves et al.,
2007b), mesmo quando o cluster de computadores é homogéneo, existe desbalan-
ceamento entre as estagoes, contribuindo para aumentar o atraso na resposta ao
usuario.

Considere a seguinte estratégia para reduzir o desbalanceamento: suponha
que cada estacao em paralelo tenha mais de uma fracao da colecao de documentos.
Por exemplo, uma estacao pode ter acesso a sua fracao do banco de dados e a fragao
de uma estacao vizinha. Entao, se esta estacao estiver subutilizada e a vizinha
estiver sobrecarregara, a estagao subutilizada pode pegar uma tarefa da estagao
sobrecarregada para adiantar a resposta para o usuario. No caso considerado aqui,
supoe-se que todas as estacoes tenham acesso a todas as fragoes da colecao de
documentos.

Como estes sistemas sao do tipo fork-join e operam em processamento para-
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lelo, 0o modelo de filas descrito nas se¢oes anteriores pode ser usado neste problema.
Além disso, estes sistemas de busca geralmente operam sobre uma forte demanda,
justificando a hipdtese da aproximacao, que requer que o sistema opere sobre tra-
fego pesado. A aproximacao serd usada para encontrar o melhor momento para

mover tarefas entre as estagoes.

6.3.1 Simulacao Computacional

Para testar e validar os controles obtidos e estabelecer comparagcoes, foi ne-
cessario construir uma simulacao de um sistema de busca onde as estratégias de
balanceamento pudessem ser facilmente implementadas. Esta simulacao foi cons-
truida a partir das observagoes e dados coletados por (Gongalves et al., 2007a) em
um sistema de busca na Internet.

Para construir esta simulagao, foi assumido que o tempo entre a chegada de
clientes é distribuido exponencialmente, como foi observado por (Gongalves et al.,
2007a). Seguindo ainda o modelo apresentado em (Gongalves et al., 2007a), o
tempo de servigo é dividido em dois casos: no primeiro caso, o servidor (ou a
estagao de processamento) tem que acessar o disco, e no segundo caso, o servidor
consegue obter as informagoes necessarias da memoria. Nos dois casos, o tempo
de servico é exponencialmente distribuido. Desta forma, com probabilidade h,
0 servigo sera exponencialmente distribuido com média mg, quando o servidor
precisar acessar o disco, e exponencialmente distribuido com média m. quando o
processador encontrar a informacao na meméria.

Dos dados coletados por (Gongalves et al., 2007a) para um sistema (pequeno)
de 8 servidores homogéneos em paralelo, tem-se que h = 0.17, my = 38.12ms e
m. = 9.20ms.

Como o modelo construido aqui se limita a um sistema com apenas duas
filas, a politica de movimentacao de tarefas entre processadores é implementada
da seguinte forma em um sistema com mais de dois processadores: quando uma

tarefa é terminada em um processador, a maior fila no sistema é encontrada (isto é,
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a fila com o maior niimero de tarefas a serem trabalhadas). Em seguida, o controle
¢é usado para decidir se uma tarefa deve ser movida da maior fila para a fila que
acabou de terminar a sua tarefa. Caso a decisao seja de mover a tarefa, entao a
tarefa mais antiga no sistema, que nao esteja sendo processada, é movida.

Para fazer a simulacao mais realista, cada tarefa movida tera sempre a dis-
tribuigao de servigo do primeiro tipo, isto é, o servidor tera que acessar o disco e
a distribuigao serd exponencial com média my. Como o banco de dados da tarefa
que foi movida é diferente da que o processador utiliza, é muito improvavel que
exista informacao disponivel em cache.

A simulacao computa o tempo de resposta do sistema depois de entrar em
regime estaciondrio. Para isto, a simulacdao ¢ executada até 10* clientes serem
atendidos e apds disso as médias comecam a ser computadas. O programa termina
depois de 5 x 10* clientes serem atendidos. O intervalo de 95% t-confianca para as

médias também ¢ calculado durante a simulagao (veja (Gross e Harris, 1998)).

6.3.2 Aplicagao do Modelo Tedrico

Suponha que a taxa de chegada de clientes seja constante. Isto é,
a A a
A*(Vng) = A% (€) = A

onde A é uma constante positiva. A taxa de servigco também é constante e dada
A PN
por Ad(y/n&) = M (€) = p;. A aproximacdo é usada escolhendo um n grande, onde
A : .
b = /n(p; — A) seja relativamente “pequeno”. Observe que pode-se escrever o

seguinte:

M) = i = A+ bi/v/n.

Além disso, a politica de roteamento sera dada por:

Qi(v/ng) £ ¢2(€) = f2(€) /v,
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Figura 6.2: Grafico da fungao de distribuicao cumulativa exponencial e hiper-
exponencial

onde a funcio ff: R, — [0,1] serd escolhida mais tarde.

Portanto, o processo x é dado por

1/2
o — | PO BEOL xS
—by + A[f5(z(1)) — fi(x(t))] A 2A
1 0 -1 —1
+ d¢(t), (6.5)
01 -1 -1

E importante mencionar uma pequena discrepancia entre modelo e aplicacao.
O modelo desenvolvido assume tempo de servigo exponencial. Contudo, observe
que na aplicacao, o tempo de servigo é na verdade hiper-exponencial, ja que o
servigo é dividido em duas partes (a que acessa o disco, e a que obtém as informa-
¢oes da meméria). Apesar disso, se escolhermos a taxa p; para ser definida como

A .

w; = 1/(h-mq+ (1 —h) - my), onde as constantes h, m,., e my foram definidas
no capitulo anterior, esta discrepancia se torna mais aceitavel pois as a diferenca
entre as distribuigoes é pequena, como mostra a Figura 6.2.

Nos experimentos feitos aqui, foi utilizado n = 100.
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6.3.3 Formulacao do Problema de Controle Otimo

A funcao custo que sera utilizada para encontrar a melhor politica de balan-

ceamento sera o seguinte:

W (wo, %) = Ef,

/OOO e—ﬁt(|$1(t) - xg(t)\ + Z niff(w(t)))dt

i=1,2

onde 7y e 79 sdo constantes dependentes do sistema, z = (x1,72) é a equacdo
que descreve o sistema dada pela Equagao (6.5), e (0) =  é a condigao inicial.

Portanto, procura-se uma solucao do seguinte problema:

encontar f* € U que minimiza o custo

V(xo, f*) = inf ey W0, f),

onde U é o conjunto de controles de realimentagao admissiveis do tipo: f = (f1, f2)’
e fi:R2 —1[0,1],7i=1,2.

Para calcular o controle 6timo numericamente, foi utilizado o método da ca-
deia de Markov aproximada (Kushner e Dupuis, 1992) (utilizando a implementagao
feita por Jarvis, veja (Jarvis e Kushner, 1996)). O parametro de discretizagao usado
foi de 1/4/n, que é sugerido em (Kushner et al., 1995). Além disso, foi escolhido
6 =0.001, ny =no 2 71, onde a constante 7 serd escolhida mais tarde.

Para utilizar o método da cadeia de Markov, foi necessario estipular uma
capacidade maxima para cada fila. Foram escolhidos os seguintes valores B; = 5,
para i € {1,2}. Estes valores nao interferem no resultado final e poderiam ser
maiores, ou menores (desde que ainda nao interferissem na escolha do controle

6timo).

6.3.4 Resultados Numéricos

Em primeiro lugar, é importante validar a simulacao implementada contra
dados obtidos de um sistema de busca real para poder servir de fato como uma

plataforma para testes. Neste sentido, o cendrio dado em (Gongalves et al., 2007a)
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foi considerado, isto é, um sistema de busca com 8 servidores idénticos com tempo
de servico dado pelas constantes da Secao 6.3.1. O tempo de resposta da simulacao
foi calculado para taxas de entradas diferentes, e o resultado é dado pela Figura
6.3(a). Também foi calculado o limite superior e inferior usados em (Gongalves

et al., 2007a), dados abaixo, respectivamente,

onde m 2 h - me + (1 — h) - mg, p é a intensidade de trafego, e H, é o nimero
P 1/i. Todos estes valores sao dados pela Figura 6.3(a). Estes mesmos calculos
foram feitos para o sistema de busca de (Gongalves et al., 2007a). A simulagao
usada aqui reflete bem o mesmo comportamento observado no sistema real.
Neste ponto, a simulagao serd usada para ajudar a escolher o parametro 7,
que é a constante relacionada ao custo de mover uma tarefa de uma fila a outra.
Para isso, foram escolhidos varios valores de n e o controle 6timo foi computado
para cada escolha. Neste processo, foi usado a uma taxa de entrada de 28 buscas
(ou perguntas) por segundo. Em seguida, o controle foi aplicado na simulagao
e o tempo de resposta médio do sistema computado. A Tabela 6.1 contém os
resultados obtidos. Como a escolha de n = 15 gerou o menor tempo de resposta
médio, este valor sera usado no resto do capitulo.
A Tabela 6.1 também contém a curva de chaveamento do controle 6timo.
Se o processo X estiver acima desta curva, o controle é aplicado, caso contrario
ele nao ¢ aplicado. Por exemplo, para n = 15, se o nimero de clientes na fila 2
(dado por X,) satisfazer X; — 5 > X5, quando comparado ao nimero de tarefas
na fila 1, uma tarefa podera sem movida da fila 1 para a fila 2 com probabilidade
1/y/n = 0.1. Desta forma, quando uma tarefa deixar a fila 2, ela moverd uma
tarefa da fila 1 somente se X; — 5 > X,, com probabilidade 0.1. As curvas de
chaveamento estao na Figura 6.3(b) para as diferentes escolhas de 7. E importante
mencionar que estas curvas sao regressoes lineares aproximadas das curvas obtidas

como solucao do problema de controle 6timo. Como exemplo, as regides do espaco
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Figura 6.3: (a) Gréfico do tempo de resposta do sistema simulado para taxas de
entradas variadas (o intervalo de 95% t-confian¢a para simulagado também esta
presente no grafico). (b) Curvas de chaveamento para o controle 6timo f3* para
valores variados de n € {1,5, 10,15, 20,25} (o espaco de estado mostrado na figura
estd escalonado por 1/1/100).
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de estado onde cada controle é aplicado é dado pela Figura 6.4(a), para o caso de

n = 15.

Tabela 6.1: Tabela mostrando o tempo de resposta médio obtido da simulacao
para um sistema com controle 6timo calculado usando deferentes valores para o
parametro n na fungao de custo.

n | Tempo Médio de Resposta | 95% t-confianga | Curva de Switching
1 0.629651 0.012978 X1 —1>X,
5 0.601555 0.009725 X1 —2>X,
10 0.599692 0.011384 X1 —4> X,
15 0.593476 0.007581 X1 —5> X,
20 0.600476 0.008314 X1 —6> X5
25 0.614856 0.007030 X1 —8> X,

O tempo de resposta do sistema sem controle comparado com o controle
6timo para diferentes taxas de chegada A é dado pela Figura 6.4(b). Observe que,
a medida que as taxas de chegada aumentam (isto é, a medida que o sistema apro-
xima trafego pesado), o tempo de resposta para o sistema com controle aproxima
do limite inferior L (dado pela Figura 6.3(a)) e, por outro lado, o tempo de resposta
para o sistema sem controle aproxima do limite superior U.

Para estabelecer uma base de comparacao, suponha a seguinte politica de
controle: mover uma tarefa da fila ¢ para a fila j com probabilidade 1 se X; —1.0 >
X;. Este controle reflete a idéia geral que deve-se mover uma tarefa se ela esta
em uma fila maior (ignorando o cliente em servigo). Esta politica serda chamada
de SIB (Switch If Bigger). Para comparar o ganho entre tempo de resposta de
sistemas diferentes, sera calculado o ganho relativo de um sistema em relacao ao

outro com o seguinte calculo:

—b
R(a,b) = 2. 100%,

a

onde R(a,b) é o ganho da quantidade b em relagao a quantidade a. A Figura 6.5(a)
tem o ganho relativo do sistema usando o controle 6timo em relacao ao sistema
usando o controle SIB. Observe que para valores de taxas de chegada menores, o

sistema com controle SIB é melhor. Contudo, a medida que o sistema aproxima do
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Figura 6.4: (a) Regiao do espago de estado (escalonado) onde cada controle age.
Controle 1 e 2 sao referentes a ff e f§, respectivamente. As regides sao dadas
aproximadamente por Ry = {z € R} : 21+ 0.5 > 23} e Ry ={z € R? : 21 — 0.5 <
x9}. A linha azul atravessando o meio do espago de estado é a linha 27 = x4. (b) O
grafico do tempo de resposta do sistema calculado usando a simulagao com valores
variados de taxa de chegada para o sistema com controle e o sistema sem controle
(o intervalo de 95% t-confianga para simulacao também estd presente no grafico)
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regime de trafego pesado, o sistema usando o controle 6timo é melhor, com ganho
relativo acima de 80% para o caso de taxa de chegada de 28 perguntas/segundo. A
Figura 6.5(a) também mostra o ganho relativo do sistema usando o controle 6timo
em relacao ao sistema sem controle. Observe que neste caso o ganho é préoximo do
50% quando a taxa de entrada estd em 28 perguntas/segundo.

A Figura 6.5(b) contém o ganho relativo do sistema usando o controle étimo
em relacao ao sistema sem controle para variados niimeros de servidores em paralelo
e taxa de entrada fixa em 28 perguntas/segundo. Observe que nao ha perda de
ganho a medida que o nimero de servidores aumenta, sugerindo que esta estratégia
pode ser aplicada em sistemas com um grande nimero de servidores em paralelo.

Suponha agora que 4 novos servidores mais rapidos sejam adicionados ao
sistema composto de 8 servidores. Para estes novos servidores, seja h = 0.17,
mgq = 30.0ms, e m, = 7.0ms. A politica étima de balanceamento para este novo
sistema heterogéneo serd computada. Quando a decisao de balanceamento é feita
entre dois servidores com a mesma velocidade de processamento, o controle étimo
para o sistema homogéneo é usado. Quando a decisao de balanceamento é feita
entre dois servidores com velocidade de processamento diferente, serda usado o
controle para o sistema heterogéneo.

A politica étima para este sistema heterogéneo com taxa de chegada dada
por 28 perguntas/segundo, é a seguinte: se a fila 2 é mais rdpida, move-se uma
tarefa da fila 1 com probabilidade 0.1 se 1.34 - X; — 2 > X5; caso contrario, se a
fila 2 é mais lenta, move-se uma tarefa da fila 1 para a fila 2 com probabilidade 0.1
se 0.71- X; —10.9 > X,. A Figura 6.6(a) tem as regioes do espaco de estado onde
cada controle age.

O tempo de resposta do sistema usando o controle heterogéneo e o sistema
sem controle é dado pela Figura 6.6(b). Observe que a medida que o sistema
aproxima trafego pesado, a diferenca entre o tempo de resposta entre o sistema
com controle e o sistema sem controle se torna muito grande. Isto é explicado

pelo fato que os servidores mais lentos se tornam um gargalo para o sistema sem
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Figura 6.5: (a) Ganho relativo do sistema com controle em relagdo ao (w.r.t) sis-
tema sem controle e o sistema usando o controle SIB. (b) Ganho relativo do sistema
com controle em relacao ao sistema sem controle variando o ntimero de estacoes
em paralelo com taxa de entrada fixa em 28 perguntas/segundo (o intervalo de
95% t-confianga para simulagao também estéd presente no grafico).
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Figura 6.6: (a) Regiao do estado de espaco (escalonado por 1/4/n) onde cada
controle 6timo age. Os controles 1 e 2 sao referentes as funcoes fi e f5, respectiva-
mente. As regioes sao aproximadamente dadas por Ry = {z € ]R%r :1.342, 4+ 0.2 >
T2} e Ry = {w € R% : 1.342; — 1.6 < z2}. A linha azul que cruza o espago de esta-
dos é a linha x; = x9. Neste gréfico, a fila 2 é mais rapida que a fila 1. (b) Grafico
do tempo de resposta do sistema com diferentes valores para a taxa de chegada
para o sistema com controle e sem controle. (o intervalo de 95% t-confianga para
a simulagao também estd presente no grafico).
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controle para taxas de chegada acima de 28 perguntas/segundo. O mesmo nao
acontece com o sistema com controle ja que os servidores mais rapidos ajudam
reduzir o congestionamento movendo clientes dos servidores mais lentos.

A Figura 6.7(a) tem o ganho do tempo de resposta do sistema com controle
em relacdo ao sistema sem controle. Além disso, o ganho do sistema usando o
controle 6timo em relagao ao sistema usando o controle SIB e o sistema usando
somente o controle homogéneo também é mostrado na Figura 6.7(a). Novamente,
quando o sistema estd préximo de uma situacao de trafego pesado, o controle 6timo
é melhor do que o controle SIB. Observe também que o sistema usando o controle
otimo tem ganho sobre o sistema usando somente o controle para sistemas homo-
géneos. A Figura 6.7(b) mostra o ganho em tempo de resposta do sistema com
controle sobre o sistema sem controle para taxa de entrada fixa em 28 pergun-
tas/segundo e com numero de servidores aumentando. Neste caso, para facilitar o
experimento, metade dos servidores sao do tipo “rapido” e metade do tipo “lento”
(ou original). Como pode-se ver, ndao hé reducao do ganho, sugerindo que esta
estratégia pode ser usada em sistemas com um numero grande de servidores em

paralelo.
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Figura 6.7: (a) Ganho relativo do sistema com controle em relac¢ao ao sistema sem
controle, com o controle SIB, e usando somente o controle para sistemas hetero-
géneos. (b) Ganho relativo do sistema com controle em relagdo ao sistema sem
controle variando o nimero de servidores no sistema com taxa de entrada fixa em
28 perguntas/segundo (o intervalo de 95% t-confianga também estd presente no
grafico).
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Capitulo 7

Uma Estrutura Unificante para Redes

com Sinais

Neste capitulo, uma forma mais geral de descrever sistemas de filas com si-
nais sera introduzida. A partir desta generalizacao, sera possivel ampliar o modelo
para atender uma classe maior de problemas. O foco desta abordagem sera de
caracterizar o sistema de interesse como um sistema composto por certas quan-
tidades que sofrem o efeito de trocas (ou transformagoes) estocdsticas entre elas.
Para atingir tal objetivo, uma representacao do sistema através de redes de Petri
estocasticas serd adotado. O contetido deste capitulo ¢ referente ao trabalho (Leite
e Fragoso, 2009).

Redes de Petri (Petri, 1962) sao modelos baseados em grafos de sistemas
de comunicagao tais como os que possuem caracteristicas de serem concorrentes,
assincronos, e distribuidos (Murata, 1989). O objetivo principal das redes de Petri é
estudar propriedades qualitativas destes sistemas que podem ser detectadas através
deste formalismo, que incluem: deadlocks, ciclos, estados alcancaveis, entre outras
(Reisig, 1985; Petri, 1996; Murata, 1989). Além do ganho em entendimento tedrico,
redes de Petri também trazem consigo uma representacao grafica que facilita a
aplicacao da teoria na prética. Dentre as primeiras aplicacoes destes modelos se
destacam as seguintes: desenvolvimento de protocolos de comunicacao e avaliacao
de performance de sistemas computacionais (Murata, 1989).

A idéia de introduzir o tempo na descricao destes modelos veio mais tarde
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com Ramchandani em (Ramchandani, 1973), e com ela veio também a idéia de
estudar a dinamica de tais sistemas. Nestes modelos, cada transicao que troca o
estado do sistema acontece em intervalos fixos de tempo. As redes de Petri estocds-
ticas sao extensoes naturais destes modelos, onde o tempo entre as transicoes sao
dadas por variaveis aleatorias. As redes de Petri estocésticas foram introduzidas
por Symons em (Symons, 1980), Natkin em (Natkin, 1980), e Molloy em (Molloy,
1981, 1982). Em todas suas formas diferentes, as redes de Petri tem sido larga-
mente utilizadas em varias areas tais como: analise de performance de sistemas
computacionais, sistemas distribuidos, e mais recentemente, modelagem de redes
biol6gicas (moleculares) (alguns exemplos da literatura incluem (Hardy e Robil-
lard, 2008; Chen et al., 2007; Chaouiya, 2007; Wilkinson, 2006; Hardy e Robillard,
2004; Pinney et al., 2003)).

Redes de Petri tém varias similaridades com sistemas de filas. De fato, se
conceitos relacionados diretamente a problemas de filas nao forem importantes,
como por exemplo, ordem de processamento, disciplina da fila, e tempo de perma-
néncia de clientes, pode-se interpretar estes sistemas simplesmente como sistemas
compostos por “caixas” contendo uma certa quantidade de alguma coisa (clientes
no caso de filas) e transigoes que fazem trocas destas quantidades nestas caixas.
Por exemplo, pode-se descrever uma fila tinica com o formalismo das redes de Petri,
e até mesmo duas filas em sequéncia. Contudo, um aspecto importante de redes de
filas que nao pode ser modelado com redes de Petri é o roteamento, que estabelece
um certo grau de correlacao entre as transigoes com efeitos diferentes da rede. Para
tratar este problema de representacao, uma nova classe de redes de Petri estocas-
tica é introduzida aqui. Nesta classe, considera-se redes de Petri estocasticas onde
existe um numero contavel de possiveis efeitos de cada transicao, que é escolhida
de forma aleatdoria. Com esta generalizacao, pode-se descrever todas as redes de
filas do tipo de Jackson, e até descrever as redes de Gelenbe (G-networks), com
sinais do tipo “cliente negativo” e “triggers”.

Para manter o modelo em um carater abstrato, serd usado uma notacao
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similar a usada em reacoes quimicas. Por exemplo, uma rede de filas composta
por duas filas em sequéncia sera descrita pelas quantidades Q) e (J2 e as transicoes

estocasticas A, D, e T. Estas transi¢coes tém o seguinte efeito no sistema:

A

0 — 1
Q@ —>
Ql i} Q27

que sao interpretadas como a chegada de um cliente de uma fonte externa (onde
() denota essa fonte externa) na fila 1 (Q1), a safda de clientes da fila 2 (Q2) por
servico, e a saida de clientes da fila 1 por servico que sao enviados para a fila
2, respectivamente. Esta descricao também permite a representacao de filas com

sinais. Por exemplo, pode-se pensar nas seguintes transicoes:

Ta
Q1+ Q2 — 0,

Q1+ Q2 LN Qs.

A transicao T, consome uma quantidade do tipo ); e uma do tipo Q5. Esta
transicao pode ser interpretada como um “cliente negativo” que sai da fila 1 (@)
e remove um cliente da fila 2 ((Q)3). De forma similar, a transicdo T}, pode ser
interpretada como o efeito de um “trigger”, onde um cliente na fila 1 (Q;) move
um cliente da fila 2 (Q2) para a fila 3 (Q3). Além disso, um sistema com roteamento

pode ser representado da seguinte forma,

Qs (com probabilidade p)
Ql + QQ L
Qs (com probabilidade q),

onde p 4+ g = 1. Neste caso o efeito da transicao 7" no sistema pode produzir uma
quantidade do tipo ()3 com probabilidade p e uma quantidade do tipo (4 com

probabilidade q.
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O objetivo principal desta abordagem é obter um modelo geral o bastante
para que sua aproximacao por difusao possa ser aplicada diretamente em varios
problemas. Para construir tal aproximacao, sera usada a mesma descri¢ao que vem
sendo usada nos capitulos anteriores. Isto é, serd considerado um modelo onde o
tempo de transicoes é exponencialmente distribuido e possui taxas dependentes
do estado. Além disso a probabilidade de cada efeito de uma transicao ocorrer
também sera dependente do estado.

O capitulo é organizado da seguinte forma: na Secao 7.1, sera feita uma
breve revisao sobre redes de Petri. Em seguida, na Secao 7.2, serd desenvolvida
a aproximacao por trafego pesado das redes de Petri estocasticas. Na Secao 7.3,
a aproximacao para redes de Petri estocastica com transicoes que possuem efeito
aleatorio no sistema sera introduzida. E na iltima secao, alguns exemplos praticos

serao estudados para ilustrar o uso do modelo.

7.1 Redes de Petri

Redes de Petri sao descritas por um conjunto de nds, transicoes, e arcos dire-
ctonados. Cada nd possui uma marca que indica a quantidade de itens presentes.
Por exemplo, marcas podem representar o numero de clientes em um sistema de
filas, ou o nimero de moléculas em um certo tipo de rede bioquimica. Cada arco
dirigido liga uma transicao a um nd, ou um né a uma transicao. Quando uma
transicao é disparada, itens pertencentes aos nés que estao ligados a esta transi-
¢ao podem ser movidos. Um arco dirigido que liga um né a uma transicao indica
que os itens contidos neste né sao necessarios para que a transicao ocorra. Arcos
ligando transigoes aos nés indicam que estes nés recebem itens como o efeito das
transicoes. O ntmero de itens que sao movidos sao dados pelos pesos associados a
cada arco. Uma transicao somente pode ser disparada quando cada nd necessario
para a transi¢ao possuir uma marca maior ou igual ao peso do arco.

No exemplo da Figura 7.1, tem-se trés nds p;, ps, € p3 que possuem marcas 3,

4, e 2, respectivamente, antes da execucao da transicao t;. A transicao t; precisa
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Figura 7.1: Representagao gréfica de uma rede de Petri. (a) Os circulos em preto
dentro dos nds representam item antes da execucao da transicao t1. (b) Os circulos
em preto indicam a marca da rede apds a execucao da transicao t;. No estado
presente da rede, a transicao t; nao pode ser disparada novamente ja que nao
existem itens suficientes no né p,.

de um item de p; e trés de py para produzir dois itens de p3. De forma alternativa,

o sistema pode ser representado na forma simplificada
t
p1+ 3p2 — 2ps,

como discutido no inicio do capitulo.

Chama-se um né p de no de entrada da transigao t se existir um arco dire-
cionado saindo de p e chegando a t. De forma similar, chama-se p de um no de
satda de t se existir um arco direcionado saindo de t e indo ao p. Por exemplo, na
Figura 7.1, os nés p; e ps sao nos de entrada para a transigao t;, e p3 ¢ um né de
saida.

Formalmente, uma rede de Petri é definida como um grafo bipartite, direci-

onado, e com pesos. Isto é,

Definicao 7.1.1. (Murata, 1989) Uma rede de Petri € a quintupla (P, T, F, W, M)

onde:
P=A{p1,....,pu}, u € N, é um conjunto finito de nos,
T ={t1,....,t,}, v € N, é um conjunto finito de transicies,

FC(PxT)U(T x P) éum conjunto de arcos direcionados,
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W . F — N € uma funcgdo de peso,
My : P — Ny € a marca do sistema.
onde PNT = 0.

Seja Xy € N* o vetor dado por (Xp); = My(pi), para i € {1,...,u}. Seja
também Pre € N'*% a matriz construida com os pesos dos arcos ligando os nos
as transicoes, isto é, (Pre);; 2 W(p;,t;), para (i,7) € {1,...,v} x {1,...,u}. De
forma similar, seja Post € N"** a matriz construida com os pesos dos arcos ligando
as transigoes aos nds, isto é (Post);; 2 W (ti,p;), para (i,7) € {1,...,v} x {1, ..., u}.
A proposicao abaixo é um resultado elementar e bem conhecido das redes de Petri

e que sera usado neste capitulo.

Proposicao 7.1.2. Seja r € {0,1}" um vetor indicando o conjunto de transi¢oes
que serao disparadas (isto €, se r; = 1 entdo a transi¢ao t; serd disparada, caso
contrdrio r; = 0). Seja Xy o vetor contendo a marca inicial do sistema. Suponha
que existam itens suficientes nos nds de entrada para as transi¢oes serem dispara-
das. Entao a nova marca, dada por X, do sistema apds a execucdao das transicoes

dadas por r satisfaz:
X = XO + A/T',

onde A = Post — Pre.

Para maiores detalhes sobre rede de Petri, veja por exemplo o livro (Reisig,

1985).

7.2 Redes de Petri Estocasticas

Uma rede de Petri estocéstica é definida como acima exceto que cada transi-
¢ao possui um periodo aleatdrio de execugao (Marsan, 1990; Marsan et al., 1984).
Suponha que 7'(t) é um vetor aleatério tomando valores em Nf onde cada com-

ponente T;(t), i € {1,...,v}, conta o nimero de execugoes da transi¢ao t; até o
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instante t. Desta forma, pode-se escrever a marca do sistema em qualquer instante

t € R>o como:
X(t)=X(0)+ A'T(t),

onde X (0) é a marca inicial do sistema e a matriz A é definida como na Proposi¢ao
7.1.2. A capacidade maxima de itens que um né pode guardar serd dada por
B; € RogU {0}, i € {1,...,u}. Observe que é permitido que um né 7 possua um
ntimero infinito de itens, neste caso B; = .

Geralmente, ao trabalhar com redes de Petri, uma transicao somente pode
ser disparada se existir itens suficientes nos nés de entrada e espago suficiente nos
nos de saida para os novos itens criados. Contudo, este tipo de comportamento
nao representa bem todo tipo de cenario desejado. Por exemplo, considere uma

transicao dada por

Q1+ Q2 A, Qs,

que representa o efeito de um “trigger” em uma rede de Gelenbe. Isto é, a fila 1
(Q1) envia um sinal para a fila 2 (@)2) para mover um cliente para a fila 3 (Q3).
Neste caso, se nao existirem itens em ()5, a transicao sera disparada, removendo um
cliente de )1 mas nao criando nenhum item novo em ()3, j4 que nao haverd itens
em (); para serem movidos. Para considerar todos os casos possiveis, os conjuntos
Eki, Fri C{1,...,u} s@o definidos para cada k € {1,...,v} ei € {1,...,u} como:
A, . , . . I
Ex; = {indices dos nés que, quando vazios, impedem o efeito da transigao k de
, . A, L , .
mudar o estado doné i } e Fy; = { indices dos nés que, quando cheios, impedem o
efeito da transi¢ao k de mudar o estado do né ¢ }. No exemplo acima, tem-se que

Ell - {1}7 Fll

:@7
Ey,={1,2}, Fio=10

Y

E13 = {1,2}7 € F13 = {3}
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Para garantir que o niimero de itens de um né sera positivo, assume-se que
i € Ey; se i é um n6 de entrada para a transigao ty, isto é, (Pre)y; > 0. Além
disso, se 7 é um no de saida para a transicao ty, isto é, (Post)x; > 0, assume-se que
1 € Fy;. Desta forma, o nimero de itens de um né nao excedera sua capacidade
maxima.

Desta forma, escreve-se a marca do sistema em qualquer instante de tempo

t > 0 como:
X(t) = X(0) —l—/o A'(X(s—))dT(s), (7.1)
onde

A . ~ .
Ay (&) = Al{&; > (Pre)y;, para j € Ey;, e & < Bj — (Post)y;, para j € Fj;},
(7.2)

para cada & € R™.

A idéia de backlogging serd adotada aqui para evitar uma dificuldade técnica
na representagao das diregoes de reflexao no limite. Esta dificuldade é a mesma
discutida no inicio do Capitulo 5 e ilustrado pela Figura 5.2. Backlogging consiste
em permitir que uma transicao seja disparada mesmo quando nao existam itens
suficientes nos nés de entrada ou nao exista espaco nos nés de saida. Ou seja,
uma transicao somente deixa de ser disparada por falta de itens se um dos nés de
entrada desta transicao possuir um ntmero de itens igual ou menor do que zero.
De forma analoga, uma transicao sera impedida de disparar por falta de espaco
nos noés de saida se ao menos um deles estiver com uma marca maior ou igual que
sua capacidade méaxima. Portanto, estes nés poderao conter “temporariamente”
mais itens do que o maximo permitido. Em termos praticos, isto significa que A

serd dado por

Agi(§) 2 Apl{& > 0, para j € Ey;, e & < Bj: para j € Fy;},
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para £ € R*%, ao invés de usar a definicao dada pela Equacgao 7.2. Backlogging ja
foi usado em aproximacoes de trafego pesado para sistemas de manufatura, veja
a Secao 7.1 de (Kushner, 2001) e as referéncias contidas 4. Esta simplificagao do
problema nao é ideal, mas como sera adotado o escalonamento usual em X, o nu-
mero de marcas temporariamente negativas ou que excedem a capacidade maxima
dos noés sera pequeno para n grande. Portanto, a discrepancia entre o modelo e o
problema fisico nao serao grandes. Além disso, é importante ressaltar que backlog-
ging somente é necessario nos casos onde uma transicao pode movimentar mais de
um item do mesmo no, caso contrario, o modelo nao é alterado.

O processo T serda dado por

Tu(t) 2 N, (/t Ak(X(s))ds) ,

0

onde N é um processo de Poisson padrao (i.e., com taxa igual a 1), para cada

ke {1,...,v}. Além disso, as seguintes condigdes precisam ser introduzidas:
Condigao 7.2.1.

(a) Os elementos aleatdrios {X;(0), Ny;i € {1,...,u},k € {1,...,v}} sao

mutuamente independentes.
(b) As fungoes Ay : R* — Rsq sao mensurdveis e limitada.

De forma andloga ao que foi feito nos capitulos anteriores, usa-se o Lema
B.2.3 e 0 Teorema B.2.2 para decompor T}, em um martingale F;-mensuravel e um

processo JF;-previsivel:
¢
T(t) = Mylt) + [ Au(X ()i,
0

onde M;, é o martingale. Portanto, pode-se escrever X em notacao vetorial como:

X(8) = X(0) + /0 (X (5—))dM (s) + /0 A(X(s)A(X (s))ds,
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onde M 2 (M, ..., M) e A() 2 (A(), ..., A())-
Defina, para cada conjunto S C {1,...,2u}, o seguinte:

ik =

0 caso contrario,

para cada k € {1,...,v} et € {1,...,u}. Além disso, seja o conjunto

E(€) 2 I{i e {1,...,2u}|§ <0, parai <wu, ou &, > By, parai > u},

para cada £ € R*. Entao, observe que

;k(é) = ;k - A;kz-ik( (€)).
e, portanto, pode-se escrever

X(t) = X(0)+ /0 A(X(s—))dM(s)+ A" | A(X(s))ds

— [ R(E(X(s)))A(X(s))ds, (7.3)

A . )
onde R (S) = Al Ziy(5). Desta forma, X foi decomposto em um termo de martin-
gale, que dara origem ao processo de Wiener no limite, um termo que dara origem
ao termo de deriva, e o ultimo termo que esta associado ao processo de reflexao,

que mantem X preso no espago de estados.

7.2.1 Limite em Regime de Trafego Pesado

Seja a sequéncia de filas indexadas pelo parametro n, dada por { X"}, onde
para cada n, X™ é definido como na Equagao (7.1) e a matriz A é independente do
parametro n (ou seja, a topologia da rede permanece constante). Suponha também

A

que a capacidade méxima de um né ¢ presente na rede é dado por B!' = \/nB;,

onde B; € R.yU {00} é independente do parametro n.
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Agora pode-se definir o processo escalonado da forma usual:
2"(t) £ X" (nt) v/, (7.4)

e usando a decomposicao dada pela Equagao (7.3), escreve-se o seguinte:

z"(t) = 2™(0) +/O Al(z™(s—))dm™(s) + \/EA'/O A(z"(s))ds
—\/ﬁ/O R(E(a"(5)))A"(@"(s))ds,  (7.5)

onde, como feito nos capitulos anteriores, m"(t) S M "(nt)//n, A\(E) 2 AR (y/né),
e 2"(0) 2 X"™0)//n, para § € R%; et € Ry, Além disso, £ ¢é redefinido
como &(€) 2 {i € {1,...,2u}|§ < 0,sei < u, oué_y, > Bi_y, sei > u} e
Ay (&) = Al{E; > 0, para j € Ey, €& < Bj, paraj € Fj;}, onde a unica
mudanca estd na troca de B; por B;.

Sera necessario definir o espaco de estados G onde o processo limite tomara

valores. Para isso, seja para cada i € {1,...,u}, o seguinte:
A u
e para cada i € {u+1,...,2u} tal que B;_, < 0o, defina o seguinte:
A u
G ={{ e R0 < Biy}

Defina o conjunto de indices § 2 {1}, {ubtu{{i+u}lie{l,....,ul e B; <
oo}. Entao G 2 NfiyegGi. Defina também & = {K C{1,....,2u}| Nkex OG}, #
e |K| > 2}, que contém os conjuntos de indices correspondentes as “quinas”
e “arestas” do espaco de estado. Além disso, serd necessario definir o seguinte:
oG, 2 {6 e RY|& < 0} parai € {1,...,u} e OG; 2 {¢ € RY|¢;_, > B;_,} para

ie{u+1,...,2u} tal que B;_, < o0.

2

Na condigao que sera dada abaixo, seja y(S) = —R(S)r, para cada conjunto
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S C{1,...,2u}, onde r € RY, serd definido abaixo. Além disso, seja
D(§) 2 {7(S)|S # 0 e S é um subconjunto de ()}, (7.6)

para cada & € R", onde £(§) 2 {i € {1,...,2u}|§ =0, sei < u, oug&_, =
Bi_u, se i > u}. Serd visto na prova do teorema abaixo que para cada ponto na
fronteira £ € G o conjunto D(§) representa as diregoes de reflexdo que aparecem

no ponto &.
Condigao 7.2.2. Para o(-) uniforme em £ € R", assume-se que:

(a) X&) =r+ f(§)/vn+o(1/y/n), onde r € Ry, fi : R* — R sao fungoes

continuas e limitadas quando restritas ao G, para k € {1,... v}.
(b) A'r =0, que é a condi¢do do trdfego pesado.

(¢) Para cada & € 0G, existe um v € Cone{n;,i € £(§)} tal que v'd > 0 para

todo d € D(§), onde n; é o vetor normal aparecendo na face de 0G;.

O item (a) da condigao acima é a mesma condigao que j4 foi adotada nos capi-
tulos anteriores. O item (b) ¢é a condigao de trafego pesado, que diz que a taxa com
que itens sao introduzidos nos nés é proxima da taxa com que itens sao retirados
destes nds. A tultima condi¢ao é uma generalizacao da condicao “completamente-

S” que foi usada no Capitulo 5, que é exatamente a mesma condicao dada pela

Condig¢ao A.1.12.

Teorema 7.2.3. Assuma que z"(0) converge fracamente para x(0) e as Condigoes

7.2.1 € 7.2.2. Entao {¥"} € limitado em probabilidade, onde
n JAN n n n
() = (2"(),m"(-), 2" (),

e 2"(") 2 Vv, v(E(x"(s)))ds. Tome qualquer subsequéncia convergente de {T"}
e denote seu limite no sentido fraco por V(-) 2 (x(+),m(-), z(+)). Além disso, seja

G: a minima o-dlgebra que mensura {x(0), m(s), z(s);s < t}. Entao, para t > 0,
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U(-) satisfaz:

"0 +A//f V)ds + A'm(t) + 2(t) (77)

onde z(t) € G, para todo t > 0, m € um processo de Wiener tomando valores em

v

RY e Gi-adaptado com matriz de covariancia dada por E [m(1)m(1)'] = diag(r). O

processo z € o processo de reflexdo, onde

2t) = Y (e)),

ecFUE

(. € continuo, nao-decrescente, ((0) = 0, e somente aumenta nos instantes t tais

que z(t) € Nie0G;.

Demonstracdo. Suponha primeiramente que f ¢é limitada em todo o espaco R"™.
Usando a decomposigao dada pela Equacao (7.5) com as Condigoes 7.2.2(a) e

7.2.2(b), pode-se escrever z" como:

aﬂwﬁﬂm+/KmM&»mﬂﬁ+wmw+ATA—R@m%mﬂﬂﬂ@ﬂs
—f/R $)rds + Vrio(1/v/)
—"(0) + /M(()Wﬁ®+AT4—Mﬂﬂ@Mﬂﬂ@Ms
+f/ ))ds + Vo(1/v/m).

O Teorema A.2.3 serd usado para mostrar que {z"} é limitada em probabilidade.

Para isso, precisa-se mostrar que

002 [ Wi + [ [4=REE))] ")

¢é assintoticamente continuo. Primeiramente, usa-se o critério dado pela Proposicao
B.1.5 para mostrar que o processo tomando valores fot [A’ - R(é(aj"(s)))] f(z"(s))ds

¢ limitado em probabilidade. De fato, como f é limitada, para qualquer sequéncia
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{¢™} de processos com fungoes amostras cadlag, existe um K > 0 tal que

>v)

< (lsir%IP’(KcS >v) =0,

/tt+s A= R(E(@" ()] S(a"(5))ds

lim lim sup P <Sup sup
=0y I<T <8

para qualquer constante v > 0, e T' > 0.
Observe que os martingales m; possuem o seguinte processo de Doob-Meyer

associado:

t

(m2)(t) = / No(2"(5))ds, (78)

que pode ser verificado com o uso do resultado dado pelo Teorema B.2.4. Além
disso, tem-se que <mZ, m?> = 0, para k # j, j4 que os instantes de salto de m}
e mj sao distintos com probabilidade um. Como A" ¢ limitado, tem-se que {m"}

¢ assintoticamente continua pelo Teorema B.1.12. Usando o critério do Teorema

2.5.6 de (Kushner, 2001) na pédgina 70, e a inequagao

(/ 0" (s ()

onde 7 é um tempo de parada limitado, § > 0, e ¢, — 0 a medida que n — oo,

2

E < (A})°E [ / - AZ(m”(s))ds} + €n,

pode-se verificar que o processo que toma valores f(f A'(z™(s—))dm"(s) é limitado
em probabilidade. J& que o tamanho dos saltos de m" sdo da ordem de 1/4/n, o
processo também é assintoticamente continuo.

Neste ponto, o termo 2"(:) serd reescrito. Observe que pode-se escrever o
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seguinte:

Como ~(E(x™(s))) é constante dentro destas integrais, pode-se escrever

\/_/ ds—z {1 @) +ZV )¢ (t)
{l}es ec¢
onde (&(t) \/_fo {z"(s) € Nicsi, € x "(s) & 5j para j ¢ S}ds, para qualquer
conjunto S € § U €.
Para qualquer e € €, seja G. 2 {€eR" i > =3 i ivy Biu}, onde o

vetor normal n, é dado por

1 sei €e
A .
(ne)i=Q —1 sei+uce
0 caso contrario,
parai € {1,...,u}. Observe que o espago de estados G pode ser escrito como

G= ﬁ{i}ESC:i Nece Gea

onde os vetores y(e), e € €, podem ser interpretados como sendo diregoes de
reflexdo na face de {¢ € R : n.¢{ = —Zi@pu B;_,}. Desta forma, o Teorema
A.2.3 pode ser usado para mostrar que {z"} é limitado em probabilidade. Além

disso, pode-se verificar que qualquer subsequéncia fracamente convergente de {z"}
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converge para z que satisfaz:

Z<t) Z {l} C{l} +Z’V Ce = Z 7(6>Ce(t)7

{l}eF ec¢ ecFUE

onde (. sao continuos, nao-decrescentes, (.(0) = 0, e aumentam somente nos ins-
tantes t tais que z(t) € Niced;.

Como {z"(0)}, {¢)"} e {2"} s@o limitados em probabilidade, a sequéncia {z"}
também é, e pela continuidade quase certamente das fungoes amostras, tem-se que
{z"(0), m™, 2", 2"} é limitado em probabilidade. Agora resta caracterizar o limite
no sentido fraco.

Como f é limitado, verifica-se que

| RE@ @@ <& E v

ecFUE

onde K é uma constante positiva. Como {(’} é limitado em probabilidade, o
processo tomando valores fot R(E(z"(s)))f(x"(s))ds converge fracamente para o
processo “zero”. Além disso, pela continuidade de f, tem-se que se ¢" = ¢ entao
Jo A (" ())ds = [ A'f(8(s))ds.

Observe também que para qualquer t > 0:

E </0 A’kIm(c‘f(:v"(S)))dm”(S)>2

< (AL)E [ [ Ta s snds| + e

onde o termo do lado direito converge para zero a medida que n — oo, ja que {(.}
é limitado em probabilidade. Agora o Teorema B.1.12 pode ser aplicado junto com
o fato de m™ = (m?,...,m") possuir descontinuidades na ordem de 1/y/n e com
a Condicao 7.2.2(a) para obter o resultado desejado.

Agora suponha que fi, £ € {1,...,v}, é limitado quando restrito ao G,
mas pode ser ilimitado proximo das fronteiras. Pela definicao de z", e tendo
em mente a discussdo sobre backlogging na secao anterior, se z"(t) ¢ G entao

dist(z™(t),G) < C/+/n, onde C' = max;; |4;;| — 1. Entdo, pode-se usar a técnica
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de truncagem da mesma forma como foi usada na prova do Teorema 5.2.5 para

chegar ao resultado. O

O teorema abaixo simplifica consideravelmente a representacao do processo
de reflexdo z para os casos onde a difusdo nao é degenerada (i.e., o processo de

Wiener associado possui matriz de covariancia definida positiva).

Teorema 7.2.4. Considere as hipotesis usadas no Teorema 7.2.3 e suponha ainda
que a matriz X 2 A'diag (r) A € positiva definida. Entao o limite no sentido fraco

de U™ (definido como no Teorema 7.2.3) satisfaz:

o) = 2(0) + Am(t) + A [ flats)ds + 3 9(UHGO),

onde m ¢ definido como no Teorema 7.2.3, (; sao continuos, nao-decrescentes,

G:(0) =0, e aumentam somente nos instantes t tais que z(t) € 9G,.

Demonstracao. Este resultado segue com a aplicacao do Teorema A.3.5 que afirma

que para cada t > 0:

Cs(t) = /0 ]I{ZL’(S) - ﬂieSaGi}dgg(s) =0 g.c.,

para S € €. Entao pode-se simplificar o termo de reflexao da seguinte forma:

z(t) = Z'V({i})gi(t)-

]

Observagao 7.2.5. As condigées sobre as fungoes fi, k € {1,...,v}, podem ser

relaxadas de forma andloga ao que foi feito nos Teoremas 5.2.4 e 5.2.5.

7.3 Redes de Petri Estocasticas com Transicoes Aleatdrias

Para considerar uma classe mais geral de redes de Petri que podem repre-

sentar completamente o roteamento presente em sistemas de filas, introduz-se uma
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rede de Petri onde o efeito de cada transicao é aleatério. Por exemplo, suponha as

seguintes transicoes:

p1+ 3Py —5 2ps (com probabilidade ¢;)
2p1 + 2po A, 2p3  (com probabilidade ¢,)

2p1 + 3p2 A, 2ps 4+ ps  (com probabilidade g¢3),

onde ¢1+qg2+q3 < 1, p1, P2, p3 € ps sao nos de uma rede de Petri e 1 € uma transicao.
Cada uma destas possibilidades é chamada de possivel efeito da transicao t.

Suponha que para cada k € {1,...,v} existam ¢, € N possiveis efeitos
da transicao t;. Seja Pre, € N%** a matriz construida com os pesos dos arcos
ligando nds com a transigao tj, para todo efeito possivel. Isto é, para (i,j) €
{1,... e} x {1,...,u}, (Preg);; é o nimero de itens removidos do né p; quando
a transigao t; é disparada sob o efeito . De forma analoga, defina Post; € N%*"
como a matriz construida com os pesos de arcos ligando a transicao t; com os
nos para todo o efeito possivel. Novamente, para (i,7) € {1,...,cx} x {1,...,u},
(Posty);; ¢ o nimero de itens recebidos pelo né p; quando a transicao ¢, é disparada
sob o efeito i. Entao defina Aj = Post,, — Prey,.

De forma andloga ao caso anterior, define-se os conjuntos Ej;; 2 { indices
dos nés que, quando vazios, impedem o efeito ¢ da transicao £ de mudar o estado
doné j } e F;j = { indices dos nds que, quando cheios, impedem o efeito i da
transigdo k de mudar o estado do né j }.

Desta vez, define-se o processo Ty (t) como sendo um vetor aleatério tomando
valores em N% onde cada componente Tj;(t), i € {1,...,c}, conta o nimero
de vezes que a transigao t; foi disparada sob o efeito ¢ até o instante t € Rxy.

Formalmente, define-se

102 [ RO, o MOEN, ( /OtA<X<s>>ds),

onde N}, é um processo de Poisson, e Iy;, parai € {1,..., ¢}, sdo fungoes indicado-
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ras Fr-adaptadas de eventos disjuntos tais que Y =, I;(t) < 1, para todo t € R
eke{l,...,v}.

Seja a matriz Ay (€) definida como segue, para cada k € {1,...,v} e £ € RE:
A ~
(Ap)i; (&) = (Ap)iI{& > 0, para | € By, e § < B, paral € F;}.

Portanto, o sistema é dado por

Considere as seguintes condigoes:

Condicgao 7.3.1.
(a) As fungoes Ay : R* — Rsq sdo mensurdveis e limitadas superiormente.

(b) Os elementos aleatdrios { X (0), Ny, Iy 2 (Ik1s ooy Iiey)'s k€ {1,...,v}} sdo
mutuamente independentes.

(c) E[11i(t)| F}] = Qri(X(t—)), onde Qp; : R* — [0,1] € uma fung¢do mensu-
ravel e F| € a minima o-dlgebra que mensura todos os processos definidos

acima até o instante t exceto Iy(t).

Defina

ME(t) 2 / (Ta(s) — Qual(X (5—))) AN (s). (7.9)

Pode-se verificar que M IS ¢ um F;-martingale usando os mesmos argumentos usados
no Capitulo 5, ou seja, observando que se s; denota o instante do [-ésimo salto de
Ny apés o tempo s, entdao E [I;(s;) — Qpi(X (s,—))| F2] = 0. Portanto, pode-se

escrever o seguinte:

Tu(t) = ME(t)+ [ Qu(X(s—))dNi(s)



onde foi usado o Teorema de decomposicao B.2.2 em conjunto como o Lema B.2.3.

Portanto, pode-se escrever a equagao do sistema como:

X0+ 32 [ MO ¢ [ A0 QN (-l

+émmwwu@ma®m. (7.10)

De forma analoga ao que foi feito anteriormente, define-se o seguinte para cada

conjunto S C {1,...,2u}:

Ty =4 L SN B Ulut B} #0

0 caso contrario,

para cada k € {1,...,v}, i € {1,...,c}, e 5 € {1,...,u}. Portanto, é possivel

escrever:

X0+ [ ax tWW)/N((DwM&WM®

k=1

+A4@mw» w—/&c Qu(X(5))Ak(X (5))ds,

onde (Ry);i(+) 2 (A%)5i (L) i ().

7.3.1 Limite em Regime de Trafego Pesado

Suponha a sequéncia {X"}, onde para cada n € N as matrizes Aj e as
- : A
constantes ¢ sao fixas, para cada k € {1,...,v}. Seja o escalonamento x"(t) =

X"(nt)/+/n, entdao pode-se escrever a expansao dada pela Equagao (7.10) como:

owZM&wwmm%wlwwwmwwwww
+ﬁ%£ﬁ@@ww@mﬂﬁlM@WWWW@WW@W,
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n A )T n A n n A n n A
onde mig" (1) = M2" (nt) //m, miy(t) = My (nt)//n, 2" (0) = X™(0)//n, Ap(€) =
AR(VTE) e qi(€) = Qp(v/n€), para € € R, t € Rug, e i € {1,...,cx}. Da mesma
forma como foi feito na Secéo 7.2.1, redefini-se A, e € para que possuam B; em

suas respectivas definicdes ao invés de B;.
Defina o seguinte vetor ~y(.5) 2 _ Y 1e1 Re(S)prre, onde py e ry, serao defi-

nidos abaixo, e considere as seguintes condicoes:
Condigao 7.3.2. Para o(+) uniforme em & € R*, assume-se que

(a) X'(§) =r+f(&)/v/n+o(1/\/n), onder € RY, fr : R* — R sdo continuas

e limitadas quando restritas ao G, para k € {1,...,v}.

(b) qr (&) = pe + gr(&)/v/n + o(1/y/n), onde pr € RE; e gri : R* — R, para

Ee{l,...,v} eie{l,...,ck}, sao fungies continuas.
(¢) > i_i Awprri = 0, que € a condig¢do do trdfego pesado.

(d) Para cada & € OG, existe um v € Cone{n;,1 € E(&)} tal que v'd > 0 para

todo d € D(§), onde D(&) é definido como na Equagdo (7.6).

As condigoes acima tém a mesma interpretacao das que foram introduzidas
na Segao 7.2.1, com somente a adi¢gdo da Condicao 7.3.2(b) que diz como a depen-
déncia de estado é introduzida para a probabilidade com que cada efeito de uma

transicao ocorre.

Teorema 7.3.3. Assuma que x™(0) converge fracamente para x(0) e as Condig¢oes

7.3.1 e 7.3.2. Entao {U"} € limitada em probabilidade onde

WP () £ (@), mO" (), m (), 2"()),

1>

A Q.n
,n — 3 ROAY n
m" = (myP", ..., m@"), m

(mi,...om2), e 2"() 2 v [y (E@())ds.

Tome uma sequéncia fracamente convergente e denote seu limite fraco por V(-)

1>

(x(-),m?(),m(),z(-)). Além disso, seja G, a minima o-dlgebra que mensura
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{2(0),m%@(s), m(s), z(s); s < t}. Entdo, parat >0, U(-) satisfaz:

z(t) = x(0) + Z Al {ka(t) + prmg(t) + /0 gr(x(8))rk +pkfk(x(s))ds} + 2(t)

(7.11)

onde z(t) € G, mg € um processo de Wiener Gy-mensurdvel, tomando valores em

R, e com matriz de covariincia dada por E mg(l)mg(l)’] = Y1k, onde

A (1 - Pki)pm’ ifi=j

()i = o

—PkiPkj if i # J,
para cada k € {1,...,v}, e m é um processo de Wiener Gy-mensurdvel, tomando
valores em RY, independente de mg, para k € {1,...,v}, e com matriz de cova-

riancia dada por E[m(1)m(1)'] = diag(r). O processo z € o processo de reflexdo,

onde

2t) = Y e))

ecgueE

(e sao continuos, nao-decrescentes, (.(0) = 0, e aumentam somente nos instantes

t tais que x(t) € Nic0G;.

Demonstragao. Suponha que f; é limitado em todo o R* para cada k € {1,...,v},
caso contrario pode-se usar o argumento de truncagem como foi discutido na prova
do Teorema 7.2.3. Primeiramente serd mostrado que {m;"} é limitado em proba-
bilidade. Novamente, isto é feito computando o processo de Doob-Meyer associado,

que é dado por

(m")(0) = [ S ()l (s)ds,

usando o Lema B.2.5, onde (£7);;(§) = di;q5;(§) —aii(€)ar; (€), parai, j € {1,... v},

§€R" ed;; =1sei=je0 caso contrario. Como A" e ¢" sao limitados e usando
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o Teorema B.1.12, tem-se que {mgn} é limitada em probabilidade. Além disso,

ja que mg’" possui descontinuidades da ordem de 1/+/n, o processo é assintotica-

mente continuo. Usando os mesmos argumentos dados na prova do Lema B.2.5,
em conjunto com a Condigao 7.3.1(c) (como foi feito na prova do Teorema 5.2.3),

verifica-se que <m§i’”, m2‘> = 0. Observe também que <m§i’”, mg"> =0 paral #k

Q

;5" sdo distintos com probabilidade um.

ja que os instantes dos saltos de mg” em

Usando os mesmos argumentos do Teorema 7.2.3, tem-se que

(m)(t) = / AL (2" (5))ds

e (m},m) =0 para k # [. Além disso, {m}} é assintoticamente continua.

Observe que pode-se escrever para cada k € {1,...,v}

S [ (A RuE ) k" (A )
= ; [ﬁA;pmt —Vn /0 Ru(E (" () purids
. [ (A RuE o) (e e+ pufala?(1) s+ Vo1V
S RCEEIES oy M EELACER)

X (gr (2" (s)re + pifu(z"(5))) ds + V/no(1/v/n). (7.12)

Portanto, usando o mesmo argumento usado na prova do Teorema 7.2.3, mostra-se
que {z"} é limitado em probabilidade, onde qualquer limite no sentido fraco de 2"

é dado por z. Além disso, é possivel mostrar que
S (A= Ru(E ) (006D pifula” () ds + Vo1V
k=1

converge fracamente para o processo tomando valores
v t
3 / A, (g2 (8))re + prfi(a”(5))) ds.
k=10
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Pode-se obter a caracterizagao do limite no sentido fraco de mj usando os
argumentos do Teorema 7.2.3. Além disso, a caracterizagao do limite de m;”" como
m? é obtido usando as Condigoes 7.3.2(a) e (b) e o Teorema B.1.12.

]

O teorema abaixo é equivalente ao Teorema 7.2.4 para o modelo considerado
nesta secao. O resultado simplifica a caracterizagao do processo z, removendo as

direcoes de reflexao que aparecem nas “quinas” e “arestas” do espaco de estado.

Teorema 7.3.4. Considere as hipoteses usadas no Teorema 7.3.3 e suponha ainda
que a matriz X 2 Sy reAL diag (pr) Ay € positiva definida. Entdo o limite de
{0} (definido no Teorema 7.3.3) satisfaz

z(t) = x(0) + w(t) + Z/O k(@ (8))7k + prfi(x(s))ds + ZV({Z'})Q(L‘%

onde w € um processo de Wiener R*-valorado e G;-mensurdvel com matriz de cova-
riancia dada por ¥ (onde Gy € a minima o-dlgebra que mensura {x(0), w(s), z(s); s <
t}) e ¢ sao continuos, nao-decrescentes, (;(0) = 0, e aumentam somente nos ins-

tantes t tais que x(t) € 0G;.

Demonstracdo. A simplificacdo da representacao do processo de reflexdao segue os
mesmos argumentos usados no Teorema 7.2.4. Além disso, pode-se trocar o pro-
cesso de Wiener dado pela Equagao (7.11) pelo que estd dado na equagao limite
acima. Apenas observe que a matriz de covariancia ¥ =Y, _, rp AL (Zg + prpl) Ak

€ sumplificada para Tk 18, k) Ak POIS 2k + prp; = dla k).
¢ simplificada para ), rp Ajdiag (px) Ay pois Xy, + prpj, = diag (pr) O

Observacao 7.3.5. O resultado dos Teoremas 5.2.4 e 5.2.5 podem ser aplicado
no modelo desta secao. Sequindo as idéias do Teorema 5.2.4, permite-se des-
continuidades em gy, para k € {1,... v}, se for estabelecido que as fungoes
o(-) = [y gk(@(s))ds sao continuas de D(R;0,00) a D(R;0,00) com probabili-
dade um em relagao a medida induzida por qualquer limite no sentido fraco de

",
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7.4 Experimentos Numéricos

Nesta secao serao apresentados alguns problemas praticos, além daqueles ja
apresentados nos Capitulos 5 e 6, que ilustram a aplicacao da aproximagao por

trafego pesado desenvolvida aqui.

7.4.1 O Modelo de Predador-Presa de Lotka-Volterra

O modelo de presa-predador usado em (Wilkinson, 2006) seré considerado
nesta secao. O modelo pode ser descrito por dois nés p; e ps e trés transicoes tq,

to, e t3 que sao dadas por:

t1

p1 — 2pp

to

p1+p2 — 2po

t3

Seja X;(t) o nimero de itens de p; no instante ¢t € R>g, parai € {1,2}. Para usar a
aproximagcao por trafego pesado, procede-se da seguinte forma: um valor de n € N
“grande” é escolhido de tal forma que as Condigoes 7.2.2(a) e (b) sejam atendidas.
Desta forma, pode-se aproximar X (¢) por z(tn')n'/? onde  é o limite dado pela
pela Equagao (7.7).

Neste exemplo, a Condi¢ao 7.2.2(c) ndo é atendida. Isso acontece pois se o
nimero de itens nos nés p; ou po acabarem, o sistema nao pode mais continuar.

Portando, as duas novas transicoes abaixo sao inseridas no modelo:

@t—4>p1

@t—5>p2

Com estas transicoes, sempre existird um fluxo constante de entrada de itens de p;
e de py. Neste sistema, a hipdtese do trafego pesado (i.e., Condigao 7.2.2(b)) diz

que r + 14y =19 € 9 + 15 = 13, onde as constantes r;, 1 € {1, cee 5}, sao aquelas
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dada pela Condicao 7.2.2. Além disso, considera-se a capacidade maxima de cada
n6 dada por \/nB; e y/nBsy. Desta forma, tem-se as seguintes diregdes de reflexao

em cada fronteira do espaco de estado:

em 0G; = {€ € R? 1 & = 0} Y({1}) = (ra — 11, —12)
em 0Gy = {€ € R? 1 & = 0}: Y({2}) = (ra, 5 — 12’
em 0G5 = {€ € R? 1 & = Bi}: 7({3}) = (=71 — 14,0
em G, = {€ € R?: & = B} 1({4}) = (ra, —12 — 1)’
em 0Gy NIGy: v({1,2}) = (ry —r1, 73 — 19)’

em G, NOG,: v({1,4}) = (—ry + 19, =19 — 135)’

em 0Go NOGs: v({2,3}) = (=11 +ro —ry,—ro +13)

em 0G3 N OGy: Y({3,4}) = (=11 + 19 — 14, =12 +75),

que satisfaz a Condicao 7.2.2(c) se r; > 0 para todo 7 € {1,...,5}. A matriz de

covariancia do processo de Wiener, A'm(t), (presente na Equacao (7.7)) é dada por

27"2 —T9
Y= ,

—T9 27’3
e supondo que é nao-degenerada, pode-se descartar as direcoes de reflexao que

aparecem nas quinas e lados do espaco de estado pelo Teorema 7.2.4. Portanto, o

processo de reflexao toma a seguinte forma:

To —T1 T2 —T1 — T4 T2
z(t) = ¢(t)

—7y T3 — Iy 0 —7r9 — s

Ty T2 —To T2
= (1),

—T9 Tg 0 —T3

onde foi usado as identidades requeridas pela condicao de trafego pesado na ltima

passagem para simplificar a matriz acima.
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Seja as funcoes fi, fo, e f3, dadas da seguinte forma para & € R%:

fl(f) - k’1§1
() = k&
() = ks&,

onde estas fungoes sdo aquelas requeridas pela Condicao 7.2.2, e k;, i € {1,2,3},

sdo constantes. Além disso, seja fi(-) = f5(-) = 0. Portanto, x é dado por:

1/2
t | kyxi(s) — koxq(8)xa(s 2ry  —r
x(t) ::L’(O)+/ 11(5) = kot (5)22(s) ds + ’ ’ w(t)
0\ komq(s)xa(s) — ksza(s) —ry 213
T4 To —T9 T2
+ ¢(t).
—T9 Tg 0 —Ts3

A Figura 7.2 tem fungoes amostras de x construida com o método de Euler
(veja por exemplo (Kloeden et al., 1994)), onde o processo de reflexdao é imple-
mentado empurrando o processo de volta ao espaco de estado (na dire¢ao do vetor
de reflexdo) caso atravesse uma das fronteiras. Neste exemplo, foi usado o = 4,
r3 =5, ky =1, kg = 0.1, kg = 1, (0) = (0,0)’, e as capacidades By e B, foram
escolhidas grandes o suficiente de forma a nao atrapalhar o processo no intervalo

de tempo considerado.

7.4.2 Controle de Congestionamento de Rede

Nesta secao sera considerado o sistema dado pela Figura 7.3. Neste sistema,
existem duas filas em sequéncia e uma outra fila que nao esta diretamente conectada
as outras. Suponha que cada fila possua uma capacidade maxima de clientes finita.
Nos instantes em que as filas estiverem em suas capacidades maximas, os novos
clientes que chegarem serao perdidos. Considere o cendrio onde a fila 2 (Q)2) tenta
evitar esta perda de clientes enviando sinais para mover clientes da fila 1 (@) para

a fila 3 (Q3). Estes sinais sdo enviados nos instantes em que clientes completam
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Figura 7.2: (a) Fungao x versus o tempo para o modelo predador-presa. (b) Grafico
da componente x; versus a componente x, para a mesma funcao amostra.

seu servigo na fila 2. Ou seja, o sistema é dado pelas seguintes transigoes:

t1

|

Q1

Q2
t_3> Q3

t2

Q1+ Q2
Q2

tq

SA/_/(;Q
=

ts
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1 Jer e

Figura 7.3: Diagrama de um sistema de filas com controle de congestionamento.

onde a transicao t3 possui dois possiveis efeitos sobre o sistema. O primeiro efeito
corresponde a saida de clientes da fila 2, e 0 segundo corresponde a saida de cliente
da fila 2 junto com o deslocamento de um cliente da fila 1 para a fila 3.

Suponha que r; > 0, para i € {1,2,3,4,5}, fi(:) = fa(:) = 0, fo() = ba,
f3(:) = b3, e f5(-) = bs, onde by, b3, e bs s@o constantes. Além disso, seja p3; = 0,
P2 =1, g3(§) = 9(&), e gzn(&) = —g(¢), para & € R®, onde ps1, a2, g31, € gan
sao como definidos na Condicao 7.3.2, e g : R;O — [0,1] é uma fungao que serd
escolhida mais tarde. A condicao do trafego pesado exige que r1 = ro = 13 €

r4 = r5. Desta forma, a equacgao limite toma a seguinte forma:

1/2
t —by — g(z(s))r3 Ty =T 0
0=+ [ | bty || men 0 | w®)
0
9(x(s))rs — bs 0 0 ryt7s

T2 0 0 —T1 0 0
+1 —r9g 73 0 0 —7r9 O ¢(t),

onde foi assumido que a matriz de covariancia do processo de Wiener é definida
positiva e, desta forma, as direcoes de reflexao nas fronteiras podem ser ignoradas.
Desta vez, deseja-se escolher a funcao g de forma que minimize a perda de

cliente na fila 2. Para isto, serd usada a seguinte funcao custo:
W a0, 9) = B2, | [ e cotoltde + odle) + vadia)|.
0
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Figura 7.4: Superficie de chaveamento para o controle 6timo no espaco de estados
escalonado. O controle é aplicado em forca méxima na regiao debaixo da curva.
Abaixo, tem-se 0 mapa de contorno desta superficie.

onde ¢ é uma constante positiva associada ao custo de mover clientes, v; é uma
constante positiva associada ao custo de perder um cliente quando a capacidade
maxima é atingida na fila 2, v, é uma constante positiva associada ao custo da
perda de clientes na fila 3, e 2(0) = xy é a condigao inicial do sistema.

O método numérico da “Cadeia de Markov Aproximada” (veja (Kushner e
Dupuis, 1992)) serd usado para encontrar a solu¢ao do problema de controle dado
acima. O parametro de discretizacao foi escolhido para ser h = 0.1, e as constantes
6=0.001,c=1,v1=v,=200,71 =14 =1,b; = b3 =0.1, e by = 0.2. Além disso,
foram usados os seguintes valores para a capacidade maxima : By = By, = B3 = 10.
A Figura 7.4 traz a curva de chaveamento encontrada como solug¢ao do problema
de controle 6timo. Esta curva separa o espaco de estados em uma regiao onde

o controle é aplicado em forga maxima e um outra regiao onde o controle nao é
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Figura 7.5: Diagrama de um sistema de linha de producao com certificador de
qualidade. A linha pontilhada indica produtos que sao enviados de volta para
reprocessamento ou sao enviados para uma terceira estagao para serem restaurados.

aplicado.

7.4.3 Certificador de Qualidade em Linhas de Producgao

Nesta secao, um sistema de linha de producao composto por duas filas em
sequéncia sera considerado, veja a Figura 7.5 para referéncia. Produtos que estao
na segunda estagao passam por um processo de certificacao de qualidade. Os
produtos que nao atendem o requerimento minimo sao enviados de volta para
a fila 1 para reprocessamento ou sao enviados para uma terceira estacao para
restauragao, antes de serem novamente enviados a linha de produgao.

Este problema ¢é representado pelas seguintes transicoes:

0 Q
Q1 > Q
Q —> 0
0, i ] @

Qs
Qs > Qi

onde a transicao t4 possui dois efeitos possiveis. Suponha que as constantes r;, i €
{1,2,3,4,5}, sdo positivas, e que py1 + psz = 1 (onde estas constantes sao aquelas
definidas na Condigao 7.3.2). Além disso, seja fi1(-) =0, fi(:) =b;, i € {2,3,4,5},

onde b; sdo constantes, e g41(-) = gs2(-) = 0. Assuma também que a capacidade
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maxima de cada fila seja finita. Para este exemplo, a condicao do trafego pesado
exige que 1y + p11ry +1r5 = 1o =13+ 14, € pory = 5. Desta forma, o equagao limite

¢é escrita da seguinte forma:

—bg + b5 + p1b4
z(t) = z(0)+ by —bs—by |1

—bs + paby
1/2
TL+pira+Tre+7rs —To— P17y —T5
+ —To — P17y ro+ 14 +7T3 —PaTy w(t)
—Ts5 —DPaTy Parsy + 75
ry  —piT4 —T5 —T1—PpiTa—7T5 T2 0
t| —re r3+ry O DiT4 —To  PaTy (1),
0 —P4T4 Ts5 Ts 0 —PaT4

onde, novamente, a matriz de covariancia é assumida ser definida positiva e, desta
forma, as direcoes de reflexao que aparecem nas quinas e lados do espaco de estado

podem ser descartadas.
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Capitulo 8

Conclusoes e Trabalhos Futuros

O principal objetivo desse trabalho, foi abordar o problema de estabelecer
aproximacoes para rede de filas com sinais em regime de trdafego pesado. O estudo
apresentado aqui se inicia no modelo mais simples de uma fila tinica e termina com
o estabelecimento de uma forma mais abrangente de descrever o modelo através de
redes de Petri com transi¢oes probabilistas. Este estudo estende significativamente
o conhecimento na area de redes com sinais, pois ainda nao havia sido estudado
aproximacoes por difusao nestes problemas. Esta aproximacao possibilita o estudo
da evolucao transiente que é especialmente 1til para trabalhar com problemas de
controle, que sao tao inerentes nestes sistemas de filas com sinais. O modelo é
feito da forma mais geral que foi possivel para possibilitar a aplicagao em varios
problemas praticos. Algumas aplica¢oes foram ilustradas no decorrer desta tese,
incluindo o problema de balanceamento em um sistema de processamento paralelo.

Embora parte secundaria desse trabalho, um dos objetivos desta tese foi
coletar um conjunto minimo de resultados principais na area de aproximacoes por
difusao para que pudessem guiar com maior rapidez futuros interessados no tema.
O autor espera que este objetivo também tenha sido alcancado.

Como trabalhos futuros, destacam-se trés temas principais:
e aplicagoes;

e extensao do modelo;
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e tratar problemas que ficaram em aberto.

No que diz respeito as aplicacoes, um tema central de pesquisa é a aplicacao
do modelo em problemas computacionais, tais como o problema de agendamento
de tarefas em sistemas distribuidos ou reducdao de congestionamento. Mas é preciso
destacar potenciais aplicagoes na area da Biologia, como foi apontado por (Arazi
et al., 2004), e que vem demandando crescente atengao da comunidade cientifica.
Destaca-se também a possibilidade de aplicagdo em modelos de redes neurais (onde
as filas de Gelenbe ja foram aplicadas com bastante sucesso). O trabalho (Ratcliff
e McKoon, 2008) reforga essa possibilidade. Nesse artigo, os autores descrevem
um modelo de difusao para o comportamento do tempo de resposta em tarefas de
discriminacao de duas escolhas, e relacionam o efeito de “ruido” presente na res-
posta com a atividade de neuronios no cérebro. Obviamente, tudo isso demandara
uma maior e mais cuidadosa investigagao destes temas.

Em relagao a possiveis extensoes do modelo, algumas direcoes de trabalho
sao apontadas aqui. Primeiramente, uma possibilidade é a exploragao das chama-
das redes “fechadas”, onde os mesmos clientes circulam no sistema indefinidamente
(veja (Kleinrock, 1975) para o tratamento classico e (Kushner, 2001) para a anélise
via trafego pesado destes sistemas). No caso de redes com sinais, onde clientes po-
dem ser removidos do sistema, seria permitido a entrada de clientes externos, mas
somente para “compensar” estas perdas. Este tipo de problema geraria dificuldades
técnicas interessantes.

Outra possibilidade é tentar relaxar a exigéncia de como a dependéncia de
estado é introduzida no modelo. Da forma como foi trabalhada aqui, esta depen-
déncia nao interfere na matriz de difusao no limite ou nas diregoes de reflexao.
Se a dependéncia no estado for mais “forte”, ha possibilidade desta interferéncia
existir, e novos problemas surgirao, principalmente, em relacao a dependéncia das
direcoes de reflexao no estado.

Finalmente, a ultima possivel extensao do modelo que sera apontada aqui diz

respeito ao problema de tratar redes sinalizantes onde a topologia da rede pode mu-
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dar bruscamente. Tomando como exemplo o modelo da Segao 7.2, isto implicaria
que a matriz A, que carrega a informacao de como os nés da rede estao interligados,
seria dependente de um processo 6(t) que saltaria entre possiveis conformagoes da
rede, i.e., a matriz A seria dada por Agy). Isso provavelmente levaria a compli-
cagoes interessantes no estabelecimento de convergéncia fraca e principalmente na
caracterizagao do limite do processo de reflexao.

Em relacao ao tema de tratar problemas que ficaram em aberto, destaca-se
a questao referente a extensao do resultado apresentado por (Piera et al., 2006), e

descrito com maiores detalhes na Secao A.3 do Apéndice A.
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Apeéendice A

Processo de Difusao Refletido

O estudo de processos de difusao presos em um poliedro convexo com diregoes
de reflexao obliquas em relacao as normais de cada face do poliedro é de funda-
mental importancia para compreender aproximagoes de sistemas de fila sob trafego
pesado. Este apéndice retine uma série de resultados importantes que contribui-
ram para o entendimento das propriedades de equagoes diferenciais estocasticas
refletidas e, em especial, do termo de reflexao, o processo que mantém a difusao
presa no dominio de interesse.

Na primeira parte deste apéndice serao apresentados resultados referentes a
existéncia de solucao para as equacoes diferenciais estocasticas refletidas. A razao
principal de incluir este tema neste trabalho é que ele serve como um meio para
introduzir alguns resultados importantes: o mapeamento de reflexao, o problema
de Skorohod, e as condigoes sobre as direcoes de reflexao suficientes para garantir
algumas propriedades importantes para o termo de reflexao.

Em seguida na Secao A.2, sera apresentado um teorema que estabelece con-
digoes para a convergéncia fraca de processos de reflexao aproximados. Este resul-
tado é de fundamental importancia para o estudo de aproximagoes por difusao em
sistemas de filas, e sera usado em praticamente todos os teoremas referentes a este
tema nesta tese.

Na Secao A.3, serd apresentado uma propriedade dos processos de reflexao

que serd usado no Capitulo 7 desta tese.
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Al Existéncia e Unicidade de Solugoes para Equacoes Diferenciais

Estocasticas Refletidas

Nesta secao, a existéncia e unicidade de solucao para equagoes diferenciais
estocasticas refletidas (EDER) sera estudada. As solugoes destas equagoes tomam
valor em um poliedro convexo em R?. Este poliedro é definido como a intersecao

finita de meio-espagos fechados dados por
Gi = {€e R (&,n;) > B},

parai € {1,..,N}, onde N € N, n; € R? ¢ B; € R sao dados. Desta forma,
define-se G 2 NienG;.

Junto com esse dominio GG, é necessario definir um conjunto de “direcoes de
reflexao”, que sao direcoes que serao usadas para “empurrar” o processo de volta ao
espaco de estado caso tente escapar. Define-se as diregoes de reflexao como vetores
d; € R? definidos em cada face 9G; 2 {¢eR: (¢, n;) = B;}, i € {1,...,N} (Casos
mais gerais podem ser encontrados em (Dupuis e Ishii, 1993)). Defina para cada
¢ € G o conjunto D(§) 2 {d; : £ € 0G;,i € {1, ..., N}} que contém as diregoes de
reflexao definidas no ponto £. De forma a condensar e facilitar referéncias futuras,

a seguinte condigao resume a discussao acima:

Condigao A.1.1. Seja G; 2 {£ e R?: <§,nz> > B;} para um dado vetor normal
unitdrio n; € RY e uma constante B; € R, para i € {1,...,N}. Seja 0G; a
fronteira {£ € RY : <£,ni> = B;}. Em cada fronteira OG; estd definido um vetor
unitdrio d; € R tal que <ni,di> > 0, que € chamado de direcao de reflexao. O

espaco de estados G € dado por: G = N, G

Diz-se que o processo estocastico x é solucao de uma equagao diferencial

estocastica refletida se dado zg € G, = satisfaz:

z(t) = xo —{—/0 b(z(s))ds + /0 o(x(s))dw(s) + z(t), (A.1)
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onde z(t) € G para todo t > 0, b : G — R? é uma funcao integravel, o : G — R¥*4
¢ uma funcao integravel, w é um processo de Wiener F;-mensuravel onde F; € a

minima o-algebra que mensura {w(s), z(s); s <t} e o processo z satisfaz:

(i) |2|(t) < oo para cada t > 0,

(i) 121(t) = [y H{a(s) € DGYd|2](s),

(iii) e existe uma funcdo mensurdvel v : [0,00) — R? tal que v(s) € D(x(s))

(d|z|-q.c.) e 2(t) = f[w v(s)d|z|(s), para todo t > 0.

O processo z ¢é usualmente chamado de “processo de reflexao”.

Al.1 Existéncia e Unicidade Forte

O problema principal para a demonstracao de existéncia e unicidade forte é
estabelecer condigoes sobre o termo de reflexao, mais especificamente as direcoes
de reflexdo, de forma que propriedades do tipo dada pela Equagao (A.3) sejam
garantidas. Esse problema é tratado de duas formas diferentes na literatura. Uma
delas ¢ feita através do mapeamento de reflexao que sera definido com mais detalhes
abaixo. A outra forma, que surgiu posteriormente, é tratada através do chamado
problema de Skorohod.

Além do interesse histérico, outras razoes para apresentar estas duas for-
mas diferentes sao que ambas continuam sendo usadas na literatura e possuem

vantagens e desvantagens.

A.l.1.1 Método do Mapeamento de Reflexao

O mapeamento de reflexao foi introduzido por (Harrison e Reiman, 1981) em
problemas de fila. Geralmente, esse mapeamento é definido quando o espaco de

estados G ¢é o quadrante positivo de R?, e esse serd o caso considerado aqui. Seja

Do(R%0,00) £ {1 € D(R% 0, 00) : ¢(0) > 0}

Definicao A.1.2. (Mapeamento de Reflexdo) Seja G 2 {£:6>0,ie{l,..,N}}

e seja Q = {q;1,5 € {1,..., N}} uma matriz com entradas reais. Para ¢ €
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Dy(R%;0,00), 0 mapeamento de reflexio € definido como a fungdo ¥ : Do(R%; 0, 00) —

D(R%;0, 00) tal que se (¢,1) = V() entdo:
(i) ¢(t) =(t) + (I — Q' )n(t) para todo t > 0,
(i) $(0) = ¥(0),
(i) ¢(t) € G,
(w) n(0) =0,
(v) 1 € ndo-decrescente,

(vi) m; satisfaz fot ¢i(s)dn;(s) = 0, para todo t > 0. FEssa propriedade € geral-

mente chamada de “propriedade de complementacao”.

Observe que neste caso a funcao ((t) = (I — Q')n(t) faz o papel de manter ¢
presa no quadrante positivo de R?. Cada direcao de reflexdo d;, definida nas faces

do espaco de estado 0G| 2 {€ e RY: & > 0}, é dada pela i-ésima coluna da matriz
(1-Q).

Sera necessario introduzir seguinte condigao sobre a matriz @):

Condigao A.1.3. (Condi¢ao de Harrison e Reiman) A matriz QQ tem raio espectral

inferior a 1, ou em simbolos: o(Q) < 1.

O caso em uma dimensao serd tratado primeiro. Este resultado serd usado

para obter o mesmo resultado para o caso multidimensional.

Lema A.1.4. Para ¢ € Dy(R;0,00) existe um tnico par (1, () satisfazendo para

todot >0

o(t) = v(t) +C(1), (A.2)

onde (i) ¢(t) > 0 para todo t > 0, (i1) ((0) = 0, (i) ( é nao-decrescente, e (iv)
¢ somente aumenta nos instantes t tais que ¢(t) = 0. Além disso, { € dado por

C(t) = 0V sup,; (—2(s)).
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Demonstragdo. Observe que ¢ dado por ((t) = 0V sup,, (—¢(s)) e ¢ dado como

na Equacgao (A.2) é solucao do problema acima. De fato, verificando os itens acima:

(i) Suponha que para algum t > 0, tem-se ¢(t) < 0, entao

0> () +0Vsup (=(s)) = () >0V sup(=i(s)),

s<t s<t
que leva a uma contradicao.

(ii) Como ¢(0) > 0, entao ¢(0) = 0.

(iii) Claramente ¢ é nao-decrescente pela definigao.

(iv) Como ¢ é um cadlag, basta considerar dois casos. Primeiramente, suponha
que exista um intervalo [s, t] onde ( é estritamente crescente. Pela definigdo
de ¢, ((u) = —1(u) para todo u € [s, t], portanto ¢(u) = ¥ (u) — 1 (u) =0
para todo u € [s,t]. Agora suponha que existe um t > 0 tal que ((t) —

¢(t—) > 0. Entao ((t) = —¢(t) e portanto ¢(t) = 0.

Serd mostrado agora que ((t) = 0V sup,, (—1(s)) ¢ de fato a tinica solucao
(essa parte da prova foi retirada de (Kurtz, 2001)). Parat < 7, 2 inf{s: ¥(s) <0}
a condicdo (iv) implica que qualquer solucao ¢ terd que satisfazer ((t) = 0. Para
t > 719, C(t) > —1(t) pela a condigdo (i) e como ¢ é ndo decrescente, ((t) >

supy<, (—1(t))-

Se t é um ponto onde ¢ aumenta entao ¢(t) =0 e

((t) = —(t) < sup (—y(s)).

s<t

Como o lado esquerdo da inequagao acima é nao-decrescente, (t) < sup,; (—1(s))

para todo t > 7y. E portanto segue o resultado. O

Teorema A.1.5. Seja ¢ € Dy(R%0,00) e suponha que a matriz Q satisfaz a
Condigdo A.1.3. Entdo existe um tnico ¢ e um tinico n pertencentes ¢ D(R%; 0, 00)

tais que satisfazem as condigoes (i) — (vi) da Definicao A.1.2 e portanto (¢p,n) =

196



U(y). Além disso, seja (¢',n') = V(') e (¢ n?) = V(P?), para (P',¢?) €
D(R% 000)? entdo para cada t > 0

|67 (t) = 0" ()] + [n' (1) — " (t)] < C'sup [ (s) — 9*(s)]- (A-3)

s<t

Demonstragao. Essa demonstragao segue as idéias em (Harrison e Reiman, 1981).
Primeiramente, seja norma ||A|| = max; ), A;;. Como a matriz ) tem raio espec-
tral menor que um, existe uma matriz diagonal A com elementos da diagonal posi-
tivos tal que a matriz nao-negativa QQ* 2 ATTQA satisfaz [|Q*]| < 1 (veja (Veinott,
1969)). Portanto serd assumido, sem perda de generalidade, que ||Q|| = o < 1.

Para todo T > 0 e v € D(R% 0, 00) defina |[v]|r = sup; sup,<p [vi(s)| e

mi (¥, v)(t) = 0V sup ((Qu(s)); —1;(s))

s<t

onde (Qu(s)); denota a j-ésima componente do vetor Qu(s). Entao para vy, v, €

D(R%;0, 00) quaisquer, tem-se que:

lm(,1) = (¢, wo)lle = supsup [mi(s, 11)(t) — mi(¢), v2) (¢)]

i s<T

< supsup|(Qui(s)); — (Qua(s))i]

i s<T

= supsup [(Q(vi(s) — va(s))q

i s<T

IA

Oé| |U1 — U2| |T'
: A .
Seja 1 = 0 e defina recursivamente para n > 1

¢ = [(t) — @ (O] + " (D).

Pelo Lema A.1.4, cada componente ¢! satisfaz:

ot = [wit) — Q" ()] + mi(y, ™).
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Portanto, n"*1(t) = m(¢,n") e desta forma:

" = n"|r < alln™ — " H|r < o™

Como a < 1, existe um 1 € D(R%0,00) tal que ||n" — n||r — 0 quando n — oo.
Além disso, n;(t) = m(¢,n). Usando argumentos similares aos usados no caso
unidimensional, verifica-se que 7; como dado acima e ¢; correspondente satisfazem
as condic¢oes da Definicao A.1.2.

Para chegar & Inequacao (A.3), suponha que (¢', ') e (42, %) sdo solugdes do

problema dado pela Definicao A.1.2 para (¢!,9?) € D(R% 0, 00)?, respectivamente.

Portanto,
In' = e = lIm(¢',n") = m(¢*, )|z
= supsup im0 ) (s) — mi(¢?, %) (s)]
= supsup| [(@n*(5)) = (Qn*(s))i] + [¢*(s) — ¥ (s)] |
< alln' =y + |[o" = ?lr,
e entao
=l < =l —
— 1 — ?
de onde segue o resultado. O]

Apesar da definicao do mapeamento de reflexdao nao cobrir todos os casos
de interesse, a definicao desse mapeamento é de extrema importancia para teo-
ria de filas. E possivel mostrar que esse mapeamento é continuo sobre o espaco
D(R%; 0, 00) usando a topologia M; de Skorohod (para maior detalhes, veja (Whitt,

2001, 2002)).
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A.1.1.2 Problema de Skorohod

Na tentativa de generalizar o resultado acima para o caso onde o espacgo de
estado G é um poliedro, foi observado que a funcao ((t) = (I — Q")n(t) como dada
na Defini¢do A.1.2 nao serd tunica caso as colunas da matriz (I — Q') nao sejam
linearmente independentes. Para evitar esse problema, foi introduzido uma nova

forma de descrever o problema.

Definigao A.1.6. (Problema de Skorohod) Para cada ) € D(R%;0,00), ¥(0) € G,

diz-se que (¢,¢) € D(R?;0,00)? resolve o problema de Skorohod para 1 se:
(1) o(t) = (t) + ((t) para todo t > 0,
(ii) ¢(t) € G para todo t > 0,
(111) |C|(t) < oo para cada t,
(iv) 1¢|(t) = Jy {é(s) € OG}dIC|(s),
(v) Existe um v : [0,00) — RY mensurdvel tal que para cada t > 0 ~(t) €
Cone(D(¢(t))) e para d|(|-quase todo t,
t
)= [ A(s)alclis)
Além de generalizar o espaco de estado (G, as condigoes sobre as direcoes de
reflexao também sao relaxadas.

Condigao A.1.7. (“Condi¢ao do Conjunto B”) Eziste um conjunto B convezo e
compacto, onde 0 € B, tal que se v(z) denota o conjunto de normais internas a

B definidas em 0B, entao existe um 6 > 0 tal que:

z€0B
= (v,d;) =0 Vv e (),
|<z,ni>] <9

para i € {1,...,N}.
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Em (Dupuis e Ishii, 1991) é mostrado que no caso considerado na Segao
Al1ll, ie, G 2 R? e d; = (I — Q');, o fato que 0(Q) < 1 implica na existéncia
de tal conjunto B como definido acima. Além disso Kushner (Kushner, 2001)
apresenta um exemplo onde existe um conjunto B que satisfaz a Condicao A.1.7
mas onde a condi¢ao do raio espectral nao é atendida.

A prova de existéncia de solugao para o problema de Skorohod pode ser
encontrada em (Dupuis e Ishii, 1991), ndo hé necessidade de demonstré-la aqui.
O principal objetivo aqui é em estabelecer uma rela¢ao como a Inequagao (A.3).
Para entender melhor a condi¢cao do conjunto B é importante entender como ela é
usada para obter a propriedade desejada.

O seguinte lema sera usado:

Lema A.1.8. Se existe um conjunto B satisfazendo a Condigdo A.1.7, entao B

também satisfaz:
z€0Bevev(z)= <z,ni><l/, di> <0,

parai € {1,...,N}.
Demonstracao. Veja Lema 2.1 de (Dupuis e Ishii, 1991). O

Teorema A.1.9. Suponha a existéncia de um conjunto B que satisfaz a condi¢ao
acima. Seja (¢',CY) e (¢2,(?) solugoes para o problema de Skorohod para V' e ¢?,

respectivamente. Entao existe um K < oo tal que

Slgt) It (s) — CP(s)] < KSliI? [ (s) — 3 ()],

sup 9" (s) — ¢”(s)| < K sup [¢'(s) — *(s)|

s<t s<t

e portanto existe um C < 0o

6]+ I ()] < C'sup [0 (o). (A4
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Demonstragao. A prova segue como em (Dupuis e Ishii, 1991). Tome um T < oo

e defina Ay = ! — 2 Ap = ¢! — ¢*, A= —(Pe

C' = sup |Ag(2)].

t<T

E suficiente mostrar que A((t) € aB para 0 <t <T ea > C. A prova é feita por

contradi¢do. Suponha que para algum ¢, A{(t) € aB e defina
T =inf{t € [0,7] : A((t) & aB"}.

Pela continuidade a direita de A(, apenas duas possibilidade sao possiveis: ou
A((t—) € daB ou A¢((T—) € aB°. Considere o primeiro caso onde A((7—) € daB.
Defina z = A{(7—) e tome v € v(dz/a). Para qualquer u € [0,7) tem-se que

A((u) € aB implica que
(z = A¢(u),v) <0,
pela convexidade de B. Portanto

(v(s), )l (s) < / (43(s), )¢ (s)
(u,7) (u,7)

onde v!(s) € D(¢'(s)) e ¥*(s) € D(¢*(s)). A inequagao acima leva & duas possi-
bilidades:

/( (1) () <0

ou

(v*(s),v)d|C*|(s) > 0.

(uw,7)
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Portanto para algum s € (u,7) tem-se que

(y'(s),v) < 0 onde ¢'(s) € OG
ou

(y*(s),v) > 0 onde ¢*(s) € IG,

ja que |C!] (resp., |¢?|) somente aumenta quando ¢! (resp., ¢?) estd nas fronteiras.
Como a escolha de u é arbitraria, toma-se uma sequéncia s € [0,7) tal que s, T 7 e
sy satisfaz uma das duas propriedades acima. Somente o primeiro caso sera tratado

ja que o outro segue de forma analoga. Portanto, para algum ¢ € {1,..., N}
<di, l/> <0e ¢'(s) € 0G;.

Sem perda de generalidade, suponha que i é fixo para valores grandes de k. Por-

tanto fazendo k — oo
(di,v) <0e¢'(r—) € 0G,.
Usando o Lema A.1.8 e a propriedade do conjunto B, tem-se que
<5z/a,ni> > ).
Desta forma,
a<(zn)=((¢" —¢* =" +¢?)(r=),n;) < {(¢' — ¢*)(7—),n;) + C

que implica que {(¢' — ¢*)(7—),n;) > 0. Mas como ¢'(7—) € 9G; e ¢*(1—) € G

tem-se que

((¢" = ¢*)(1=),ni) <0
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que gera uma contradicao.
Fica faltando tratar o caso onde A{(7—) € aB°. Nesse caso escolha b > a
tal que A((7) € 0bB e a prova segue de forma similar ao que foi feito no caso

anterior. Para maiores detalhes veja (Dupuis e Ishii, 1991). O

A.1.1.3 Prova da Existéncia Forte

Com a propriedade estabelecida acima, é possivel mostrar a existéncia e
unicidade de solu¢ao da mesma forma que é geralmente provado para o caso sem

o termo de reflexao. Considere a seguinte condigao:
Condigao A.1.10.

(i) Para todo £, 6% € RY existe um constante positiva K, < oo tal que

[b(€) = b(&*)] + [lo(§") — o (€] < Kalg — &7,

onde || A]|? 2 trAA’, para uma matriz A € R>? qualquer.

(ii) Para cada & € R?, existe uma constante positiva Ky < oo tal que

B +1lo (I < Ko (1+1¢])-

Teorema A.1.11. Considere a equacgao diferencial estocdstica refletida como dada
pela Equagao (A.1). Suponha que as diregoes de reflexdo satisfazem “a condig¢ao
do conjunto B”, e as funcoes b e o satisfazem a Condigcao A.1.10. Entdo para cada

xg € G existe uma unica solu¢ao para a Equagdo (A.1).

Demonstracdo. A prova comeca com a demonstracao de unicidade. Suponha que

(z!, 2') e (22, 2?) sao solugoes para a Equacao (A.1) dado a condigao inicial z!(0) =
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22(0) = 7. Entao, para 0 <t < T < oo, tem-se:

sup 27 (t) — 2()]* <K sup (| / b (w) — b(a?(w)du

s<t s<t

+ [ ot w) - W) dw(u)\)2

onde foi usado o resultado do Teorema A.1.9. Portanto, chega-se a:

sup [2(t) — 2 (1) <2K sup (| / bt () — (e () duf

s<t s<t

#1 [ ot @) = o) dutuP)

Aplicando o resultado dado pela Equacao (5.1.5) de (Arnold, 1974) pégina 81,

tem-se que

E |sup |z'(t) — xz(t)\2] <2KE {sups/os |b(x (u)) — b(z*(w))|*du

s<t s<t

+4 /Ot llo (" (u)) — U(xQ(U))IIde(U)} :

Com a Condicio A.1.10(i), sabe-se que existe um K (T) > 0 tal que

E |sup |2 (¢) —xz(t)|2] <K(T)E {Sup /0 et () —x2(u)\2du]

B <R(T) /0 t?];t{sup 2 (u) — xz(u)ﬂ ds

u<s

Portanto, com a desigualdade de Bellman & Gronwall (pagina 107 de (Arnold,

1974)), tem-se que

E [Sup 2 (s) — x2(s)|2} _

s<t

Usando a desigualdade de Chebychev (pagina 192 de (Ash e Doléans-Dade, 2000))
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tem-se que para 0 < e < 1:

P (Sup|x1(s) 2 > e) <ZE [supu (s) — x2(s)|2] ~0.

s<t 6 s<t

Logo,

P (Sup |zt (s) — 2*(s)]* > 0) =0

t<T

para qualquer 7' > 0.
Sera tratado agora a existéncia usando o método classico para a construgao
de solugoes para EDE sem reflexao, isto é, através de uma iteracao de Picard. Seja

20(t) 2 2o e paran > 1,

" (t) 2 2 —|—/0 b(x"(s))ds —|—/0 o(z"(s))dw(s) + 2" (t),

onde, para cada w € €, (z""(w), 2" (w)) é solugao do Problema de Skorohod
para " (w; ) = xo+ [, b(z"(w; s)ds + [, o(z"(w; s))dw(w; s).

Observe que para cada t > 0

E [|2"'(t)]’] <EK; sup {|x0|2 + s/ b(2™(u))|*du

s<t

w1 [ ot ﬂ

<GB [laf] + Kolt) (14 E [(607]),

s<t

onde foi usado a Condi¢ao A.1.10(ii) e o resultado dado pela Equacao (5.1.5) em
(Arnold, 1974) pagina 81.

Supondo que E [|zo|?] < oo, caso contrdrio usa-se a técnica de truncagem
como ¢ feito (Arnold, 1974) pégina 111, tem-se que E [|2"(¢)|?] < oo para cada

0 <t < o0. Usando os argumentos empregados na prova de unicidade, é possivel
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escrever para cada 0 <t < T < oc:

E {sup|x”+1(s) - x”(s)|2] < K(T) /0 B {Sup|x"(u) — "L w) 2] ds.

s<t u<s

Usando a seguinte formula de Cauchy:

t pta—1 t1 t (t—s)" !
s)dsdty - - - dt,,— Z/gs—d57
/to /to /to g(s) 1 1 o (s) (n—1)!

é possivel escrever:

e [supla+'(s) — ()| < (R(0)" [ E= fsup ') — a0 as.

s<t

Como

E {sup 2t (1) — xO(u)P} <E {sup le(u>l2} +E [|2of*]

u<s u<s

2

< O(s?) (L+E [|zof?]) = C(s%),

onde C' e C' sao constantes positivas para cada s, tem-se que

B sup ™ (s) - a7 < Crt) O,

paran > 0. Com o Lema de Borel-Canteli (veja pagina 68 de (Ash e Doléans-Dade,

2000)) e a desigualdade de Chebychev, mostra-se que

P (limsup {Sup 2L (E) — 2 (1))? > 0}) —0,

n t<T

e portanto existe um x para o qual 2" converge quase em toda parte. Falta ainda
verificar se esse x é de fato solucao da EDER. Como o argumento usado para
EDE sem reflexao é o mesmo que o necessério aqui, os detalhes sdo omitidos (para

referéncia veja a pagina 110 de (Arnold, 1974)). O
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A.1.2 Existéncia de Solucao Fraca

Nesta secao, somente serd tratado a existéncia fraca. A prova de unicidade
pode ser encontrada em (Dai e Williams, 1995) para movimentos Brownianos re-
fletidos. Ela carrega detalhes desnecessarios que nao sao relacionados com o tema
principal deste capitulo. Como somente a existéncia serd tratada, a secao se res-
tringe a representacao simplificada do processo de reflexao z. Isto é, x serd a

solucdo da EDER dada pela Equacao (A.1) mas onde z satisfaz:

(iv) z(t) = 3oV, diyi(t), onde y; sdo processos com y;(0) = 0, ndo-decrescentes,

e que satisfazem fg I{x(s) € 0G;}dy;(s) = y;(t) para qualquer ¢ > 0.

De forma semelhante as EDE usuais, as condi¢oes necessarias para a prova de
existéncia e unicidade de solugoes sao relaxadas consideravelmente. Isto também

vale para as condigoes impostas sobre as direcoes de reflexao.

Condigao A.1.12. Defina N(&) = {n; : £ € 9G;} e D(§) = {d; : £ € IG;}.
Para cada & € OG existe um vetor v € Cone(N(§)) tal que <%d> > 0 para todo
de D).

: A . .

Considere o caso onde G = R%, seja K C {1,...,N}, e defina a matriz
D € R™Xl como a matriz com colunas {d;, i € K}. De forma andloga, seja
N € R™IKl a matriz com colunas {n;, i € K}. Entdo a existéncia de tal y descrito

acima corresponde a existéncia de a € RI5 > 0 tal que
(Na) =~

e portanto a condigao acima implica que (Na)'D > 0. Note que portanto a con-
dicado acima no caso GG = Ri é equivalente a condicao de que a matriz D'N seja

completamente-S, que é dada abaixo:

Condigao A.1.13 (Matriz Completamente-S). Uma matriz R € R*** é chamada
de completamente-S se para cada submatriz principal R de R (i.e., matriz cons-

truida removendo colunas e linhas de R com indices em um dado subconjunto de
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{1,...,a}) existe um vetor v tal que

Ry > 0.

Portanto a Condicao A.1.12 nada mais é do que uma generalizacao da con-
digdo completamente-S. Foi demonstrado em (Reiman e Williams, 1988) que esta
condicao é suficiente e necessaria para a existéncia fraca de movimentos Brow-
nianos presos no quadrante positivo de RY. Em palavras, pode-se interpretar a
condicao acima como a existéncia de uma direcao que aponta para dentro do es-
paco de estados que pode ser usada para “empurrar” o processo de volta ao espaco
de estados caso tente escapar.

Além da condigao acima, é preciso garantir que essa direcao que sera usada
para empurrar o processo possa ser de fato escrita como uma combinacao linear

positiva das direcoes de reflexao d;. Isto é:

Condicao A.1.14. Para cada £ € OG existe um vetor 6 € Cone(D(§)) tal que
(6,n) > 0 para todo n € N(&).

Em (Dai e Williams, 1995) ¢ discutido as situagoes em que a Condi¢ao A.1.12
é equivalente a Condicao A.1.14. E verificado que quando o poliedro convexo G é
simples as duas condig¢oes sao equivalentes. Um poliedro convexo ¢é simples quando
para qualquer K C {1,..., N} tal que Njcx0G; = {&o} (& sendo um vetor qualquer

em R?) exatamente d faces se encontram em &.

Teorema A.1.15. Assuma as Condicoes A.1.1, A.1.12, A.1.14, e que as fungoes
b e o sao limitadas e continuas quando restritas a G. FEntao existe uma solucao
fraca para (A.1) com processo de reflexdo satisfazendo o item (iv) acima. Isto é,
existe um espago de probabilidade (2, F,P) e uma filtragem F; onde sao definidos

processos x, z, e w Fi-mensurdveis que satisfazem a Equacdo (A.1).

Demonstracao. A prova deste teorema é baseada na prova do Teorema 5.4 de
(Kushner, 2001). Sera usado uma sequéncia de processos aproximantes (z™, 9", z")

que converge fracamente para um processo satisfazendo a Equagao (A.1).
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Para cada n € N, defina a sequéncia z} como z{ =z e
T = T + 0y + 0z,
onde
o 2 b(ap) [(k+ 1) /n — k/n] + o(2}) fw((k + 1) /n) — w(k/n)],

e w é um processo de Wiener padrao que toma valores em RY. Para definir 627,
seja o conjunto K = {i €{1,...,N}: <:EZ + 5¢Z7ni> < B;}. Se K = ), defina
Sz 2 0. Caso contrério, seja d € Cone{d;,i € K} tal que ||d|| = 1, e entdo neste

caso

it e (P

E facil observar que

B; — (af + o, i) 1 n

De fato, como para qualquer i € K:

B; — (ap + 6¢p,n) >0 =

Logo —<5@Z)Z,ni> = |<5@Z)g,nz>| Portanto tem-se que

e desta forma ||927|| < C||d9¢||, para um C > 0 que depende somente de d; e n;.
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Também é possivel verificar que para qualquer pu, T > 0

n—oo

. ws )
lim P <,grg,>5 |0ty | = u) 0,

e portanto para n grande 0z} estd bem definido no sentido em que existira um
d € Cone(D(§)) tal que <d, n> > 0 paran € N(§) onde £ é o ponto em 0G mais
proximo de z} 4+ 09} (a distancia entre € e x} + §¢7 fica arbitrariamente pequena
tomando n grande).

Defina agora z{ = ¢ = 0 e para k > 1 faca

k—1
n n
2y = E 02]
1=0
k—1
n o __ n
o= ) o
1=0
Sejam os processos a tempo continuo z", ", e x™ definidos como:

2"(t) = z; paratée[k/n,(k+1)/n)

YU (t) = p parat€ [k/n,(k+1)/n)

parat € [k/n,(k+1)/n),

Ed

" (t) = a}

e

para cada k > 0. Portanto:
" (t) = zo + Y7 () + 2"(1). (A.5)

Pelas propriedades das integrais estocasticas (veja a discussao do Capitulo 4 de (Ar-
nold, 1974)) e pelo fato de que 0" (w, t) 2 o(z}(w)) parat € [k/n, (k+1)/n) ser ndo-
antecipativa e limitada, sabe-se que a soma dos termos o (z}) [w((k + 1)/n) — w(k/n)]
é limitada em probabilidade e possui como limite um processo com fungoes amos-
tras quase certamente continuas. Além disso, verifica-se que a soma dos termos
b(z}) [(k+1)/n — k/n] também ¢é limitada em probabilidade usando o fato de b

ser limitado em G. Portanto {¢"} é assintoticamente continua.
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Com a discussao acima, verifica-se que todas as condigoes do Teorema A.2.3
sdo atendidas e portanto {z"} é assintoticamente continua. Como o limite no
sentido fraco de qualquer subsequéncia convergente de {¢)"} e {2"} possui fun¢oes
amostras quase certamente continuas, tem-se que {x" " 2"} é assintoticamente
continua.

Agora somente falta verificar se o limite de alguma subsequéncia convergente
de {z" 9", 2"} satisfaz as condigoes estabelecidas para uma solugdo da EDER.

Pela definicao de 2™ e x}! nao ha davidas que a diferenca

[ b ns— 30 btap) e+ ) /n =k

{k:(k+1)/n<t}

é zero em probabilidade quando n — oo. Para mostrar a convergéncia da integral
estocastica satisfazendo a condicao de que é F;-mensuravel usa-se o Teorema 2.1.3
de (Kushner, 2001). Seja h(-) uma fungdo que toma valores reais limitada e con-
tinua. Seja t,7 > 0, e para qualquer p € N, seja 0 < s; < t, com i € {1,...,p}.
Todas estas variaveis sao escolhidas de forma arbitraria. Entao, pela definicao de

(x™, z") e propriedades de w tem-se que

E{h(z"(s;), " (si),2"(si);1 < p) X [w(t +7+1/n) —w(t+1/n)]} =0
E {h(xn(sz)v WL(Si)a Zn(si);i S p)

X[(wit+7+1/n)—wt+1/n)(wit+7+1/n)—wlt+1/n)) —7I]} =0

Seja (x,1, z) o limite de uma subsequéncia convergente de {z" ", 2"}. En-
tao, como os processos x, 1, z tem fungoes amostras quase certamente continuas
e h é continua, as equacoes acima valem para (x,1,z) em lugar de (z™,¢", z").
Desta forma, as condigdes do Teorema 2.1.3 de (Kushner, 2001) sao satisfeitas
e de fato a soma dos termos o(z}) [w((k +1)/n) —w(k/n)| converge para uma
integral estocastica F;-mensuravel onde JF; é a minima o-algebra que mensura
{w(s), z(s); s < t}.

Da definigao de 2™, pode-se verificar que z satisfaz as condig¢oes sobre o termo
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de reflexao. 0

A.2 Convergéncia Fraca de Processos de Reflexao Aproximados

Counsidere processos estocasticos (z", ¥", 2™) e a variavel aleatoria z™(0) € G
) )

que satisfazem
" (t) = 2™(0) + " (t) + 2"(t) (A.6)

para todo n € N e t > 0. Além disso, para cada t > 0, x"(t) pertence a
G 2 {€ € R? : dist(§,G) < €,}. O processo 2" é encarregado de manter "
dentro do espaco de estados G*. A medida que n aumenta, deseja-se que ¢, fique
menor de forma que z” fique restrito a um dominio mais préoximo de G. Sob algu-
mas hipdteses, serd mostrado (no Teorema A.2.3 abaixo) que a sequéncia {z"} é
limitada em probabilidade. Este teorema é de fundamental importancia o estudo

de aproximacoes de filas sob trafego pesado.
Condicao A.2.1. O processo z" satisfaz as sequintes condi¢oes:

(i) 2(t) = SN diy?(t) para todo t > 0, onde y?(0) = 0 e y? sdo processos

com funcdo amostras nao decrescentes e com variacdo total limitada.
(i1) Existe uma sequéncia pu,, que converge para zero a medida que n — oo,
tal que, se y(t) —yi*(s) >0, para 0 < s < t < 00, entdo

dist(z"(u), 0G;) < pi, Yu € 1,

para algum I C (s,t], I # 0.

(i1i) Para cada T < oo:

sup |2"(t) — 2"(t—)]| — 0 (A.7)

t<T
em probabilidade.

212



Lema A.2.2. Assuma a Condicao A.1.12 e tome £ € OG. Entao nenhuma com-

binagao linear positiva das dire¢ées de reflexdo d; € D(&) pode ser zero.

Demonstragao. Assuma que existam «;, > 0, i, € {i1,...,ix}, tais que

K
> aqdi, =0 (A.8)
=1

para d;, € D(§). Para simplificar a notacgao seja {i1,...,ix} = {1,..., K}. Defina
N ={ny,...,ng} como a matriz cujas colunas sao dire¢oes normais definidas no
ponto £. Seja também D = {d,,...,dk}. Portanto, pela Condigao A.1.12, tem-se

que existem um v € Rlz(o tal que
~N'D > 0.

Mas a Equacao (A.8) afirma que Da = 0 portanto
~'N'Da = 0,

que gera uma contradicao pois o vetor a tem todas suas componentes positivas. [

Teorema A.2.3. Assuma as Condicoes A.1.1, A.1.12, e A.2.1. Para cada n € N
seja (x™, ", 2") processos estocdsticos satisfazendo a Equagdo (A.6). Suponha que
{z"(0)} ¢ limitada em probabilidade e Y™ € assintoticamente continuo. Entao, z"

€ assintoticamente continuo.

Demonstracao. Esta prova usa as idéias presentes na prova do Teorema 3.6.1 de
(Kushner, 2001). Suponha por contradi¢ao que existe um salto assimptético em
algum y!. Portanto, existe um conjunto M C Q com P (M) > 0, onde para cada
w € M existe um t(w) > 0, um vy(w) > 0, um S € N, e uma sequéncia J,, — 0 tais

que
yi (Wi t(w) +6n) — yi'(wit(w)) > o(w) ¥n > S.
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Para w € M considere o seguinte:

N

(A 6n) — (1) = ¢t 4 62) — () + Y (Wi (E+ 5n) — yF(2) s,

=1

onde foi omitido w para simplificar a notacao. Defina, para qualquer fungao f :

[0,00) — R?, d > 1, a funcio f(s) = f(t+s) — f(t). Entao

#(6,) = 0"(3,) + Z d;g;' (8n)-

O método da transformacao do tempo (veja Secao 2.2.6 de (Kushner, 2001) para
detalhes) serd usado. Para isso, defina T"(t) = t 4+ 3., 91(t) e T™(t) = inf{s :

T"(s) > t}. Seja (1) 2 f(T™(t)) para qualquer funcao f". Desta forma,
#(6,) = 07(6,) + 350 (6,)d:

E possivel verificar facilmente que T "(8,) — 0 com probabilidade um quando
n — o0o. Como 9" é assintoticamente continuo e pelo Teorema de Representagao
de Skorohod (Billingsley, 1999), pode-se considerar que 1" — 1) com probabilidade

um, onde 1 é continuo em P-quase toda parte. Portanto,
z;n(én) ="+ Tn<5n)) —¢"(t) = 0 P—q.c.

quando n — oo.

Por construcio, ¢; ¢ assintoticamente Lipschitz-continua (veja o método de
transformacao de tempo Segao 2.2.6 de (Kushner, 2001) e Se¢ao 11.1.2 de (Kushner
e Dupuis, 1992) para detalhes), com constante de Lipschitz inferior a 1. Desta
forma, {g"} ¢ limitada em probabilidade.

Tome uma subsequéncia convergente de {2"(d,)} e observe que seu limite

214



satisfaz
N
i=1

onde Af(t) = f(t+) — f(t) para qualquer fungao f. Pela Condigao A.2.1(ii) pode-
se supor que z(t) € 0G. Suponha que z(t) € 0G; e z(t) ¢ 0G,, para i # j.
Portanto, Ay;(t) > 0 e Ay,(t) = 0, Vj # i. Como <ni,di> > 0, um salto em y;
implica que z(t+) € G, o que fere a Condigao A.2.1(ii), j& que y; somente podera
aumentar nos instantes ¢ em que z(t) € 0G.

Suponha agora que z(t) € dG; N 0G; e nado pertenca a mais nenhuma fron-
teira. Caso Ay;(t) > 0 e Ay;(t) = 0, uma contradigdo aparece usando os mesmos
argumentos do pardgrafo acima. Portanto, considere o caso onde Ay;(t) > 0 e
Ay;(t) > 0. Do Lema A.2.2 nenhuma combinacao linear positiva de d; e d; pode
ser zero. Desta forma, um salto em Az(t) = d;Ay;(t) + d;Ay;(t) implica que
z(t+) € G° ou seja, a Condigao A.2.1(ii) é ferida novamente. O mesmo argu-

mento é vélido quando z(t) pertencer a mais de duas faces. O

A.3 Propriedade do Termo de Reflexao nas Fronteiras

Nesta secao, sera apresentado um resultado que afirma que o tempo total que
um processo de difusao refletido (ndo-degenerado) passa préximo da intercessao
entre duas fronteiras tem pouco efeito no processo de reflexao. Este resultado
é importante pois garante uma representacao tnica do termo de reflexdao mesmo
quando as direcoes de reflexao nao sao linearmente independentes.

Grande parte do estudo desta tese se concentrou em uma extensao deste
resultado, mas ainda sem sucesso. A primeira tentativa foi a extensao do resultado
publicado em (Piera et al., 2006), que prova o resultado de interesse com o uso
de “local times”. Foi possivel mostrar que a Condicao A.1.12 é suficiente para a
demonstragao do Teorema 3.1 de (Piera et al., 2006) evitando uma condigao mais
restritiva imposta na referéncia. Contudo, foi descoberto em seguida a existéncia

de um possivel problema em uma passagem do Lema 2.2 de (Piera et al., 2006),
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que foi usado para obter o resultado. A passagem do limite quando € tende a
zero contém detalhes sutis que nao possuem explicacao clara. Além disso, a prova
do lema nao exclui o caso nao-degenerado que pode ser usado como um contra
exemplo para a validade do Teorema 3.1 de (Piera et al., 2006).

Em busca de uma possivel solucao, foi estudado a prova do Teorema 4.3.6 de
(Kushner, 2001), que trata um caso menos geral mas que poderia auxiliar o estudo
deste assunto. Contudo, a prova quando o coeficiente de difusao o é dependente
do estado também contém alguns possiveis problemas que nao sao tratados com
detalhes. O autor do livro foi contactado, e ele confirmou o possivel problema.

Portanto, como o resultado parece ainda estar em aberto para o caso mais
geral (i.e., quando o é dependente do estado e as dire¢oes de reflexao sao variaveis
aleatérias dependentes do tempo) serd tratado o caso mais simples que foi retirado
de (Dai e Williams, 1995) com algumas modificagoes sugeridas em (Kushner, 2001).

Seja x um processo estocéstico dado por

2(t) = 20 + /0 ba()ds + w(t) + 3 u0)d (A.9)

onde zy € G, x(t) € G para todo t > 0, w é um processo de Wiener F;-mensuravel
onde F; é a minima o-algebra que mensura {w(s), y;(s);i € {1,..., N}, s <t} com

matriz de covariancia ¥, e y; satisfaz:
(1) :i(0) =0;
(ii) y; tem quase certamente fungoes amostras nao-decrescentes;
(iit) vi(t) = [y Ha(s) € 0G;}dyi(s) para todo t > 0.

Condicao A.3.1. O coeficiente de deriva da FEquagao (A.9) € limitado quando
restrito a G. A matriz de covariancia 2 € definida positiva (i.e., x é um processo

nao-degenerado).

Serd preciso ainda a seguinte condicao no espaco de estados GG e nas diregoes

normais n;.
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Definigao A.3.2 (Conjunto Maximal (Dai e Williams, 1995)). Chama-se um con-
gunto K C {1,...,N} de mazimal se K # 0, Micx0G; # 0, e Niex0G; # Nici

para qualquer K C {1,..., N} tal que K C K.

Condigao A.3.3. Para qualquer conjunto mazimal K C {1,...,N} eziste um
subcongunto L C K onde {n;;i € L} forma uma base linear para o espago gerado

por {n;;i € K}.
O lema abaixo sera usado na prova do Teorema A.3.5.

Lema A.3.4. Suponha a Condi¢io A.3.3 e seja K C {1,..., N} tal que Njex0G; #

0. Entao Nicxg0G; = Nier,0G;, onde L C K € o conjunto da Condicao A.3.5.

Demonstragao. Esta prova foi retirada do Lema 4.5 de (Dai e Williams, 1995).

Pela propriedade de {n;;i € L}, existem constantes aj; tais que

n; = ZCL]'Z‘TLZ‘ VJ € K.

€L

Como N;ex0G; # 0, existe um & € N;cxdG,; e portanto
<7”Lj,£0> = Bj VJ e K.
Portanto, para £ € N 0G;, tem-se que para j € K

<nj7§> = Zaji<ni,f> = ZajiBi = Zaﬁ<nz’7§0> = <nj>§0> = B;.
i€l ieL i€l
Logo £ € Niex0G;. O
Teorema A.3.5. Seja x um processo estocdstico como dado acima pela Equacao
(A.9). Assuma as Condigoes A.1.1, A.1.12, A.3.3, e A.3.1. Seja também T
um tempo de parada (stopping time). Entao para qualqguer K C {1,...,N} com
K| > 2,

T
| el € nendGidan(s) =0 P - g,
0
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para cada i € {1,...,N}.

Demonstragao. A prova deste teorema foi retirada de (Dai e Williams, 1995), e é
uma extensao do resultado de (Reiman e Williams, 1988).

Primeiramente, observe que através do uso da transformacao de Girsanov (e
a condigao de Novikov, veja Teorema de Girsanov (Oksendal, 2005), pagina 162)

existe uma medida de probabilidade P que é equivalente & P onde z satisfaz

N

o(t) = zo + (1) + Y yilt)ds,

=1

para todo 0 < t < oo, em (2, F, If”), onde w é um processo de Wiener. Portanto,
basta mostrar o resultado para b = 0, sem perda de generalidade. Além disso,
pode-se supor que zy € G sem perda de generalidade.

A prova é dividida em dois casos:

(i) Considere o caso onde K = {1,..., N} e NicxdG; # (). Da hipdtese, tem-
se a existéncia de L C K onde {n;;i € L} forma uma base linear para o espago
gerado por {n;;i € K}. Para simplificar a notacao e sem perda de generalidade
suponha que L = {1,...,l}. Seja A € R™*? a matriz cujas linhas sdo os vetores n;,
para i € L. A Condigao A.1.12 garante a existéncia de um vetor n = »_._ . vin,
onde ~; > 0, tal que <77,d1-> > 0 para todo i € K. Como {n;;i € L} é uma base
linear para o espaco gerado por {n;;i € K}, pode-se escrever n = A’\, onde A é
um vetor coluna dado por (Ay,...,\)"

Defina I' = AY A’ e observe que I' é definida positiva ja que A tem linhas
linearmente independentes. Além disso, N;c,0G; = MN;ex0G; pelo Lema A.3.4.

Seja &y € N;e,0G; e observe que para qualquer ¢ € GG, tem-se que

(N (€ =&)) =Y _7ilni, (€= &)) =D _ % ((ni,&) = Bi) > 0.

ieK €K
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Para cada € € G e r € (0, 1) defina

(&) = (A& —& +rTA)' T (A& — &) +1TA)

> 72 (NTA) > 0.
Para cada € € (0, 1), seja

o) R LIrAEE ) sed >3,

Pe(§) (A.10)

%fel In(d*(&,r))dr se d=2.

Observe que, se £ é definido como

d
1 0 f

para qualquer funciao f € C*(G), o termo dentro da integral da Equacao (A.10) é
£-harmonico em um dominio contendo G, ja que tr (SAT1A) = d. Além disso,

tem-se que

Vo () = / P AT (A(E — &) + rTA) (P(E, 1))~ 2dr,

€

e portanto

(di,Voe(€)) = / r 72 ((di, ATTVA(E = &) +r(di)) (d(8, )",

para i € K.
Seja u; = I'~tAd;. Observe que u; # 0 ja que <ui, F/\> = <di, 77> > (0. Para ¢

tal que [|A(€ — &)l < €Bi, onde f; = (di,n)/|[wi]], tem-se que para r > ¢

(&)l < I (A€ = &)l + [[PTAl)”

< (I (8 + [ITA)* o2,
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e portanto,

(di, Voe(€)) = (IIT7H|(eB: + ||FA||)2)_d/2/ 2 (=e(di,n) + r{di,n))r

> —¢i(lne+1),

para i € K, onde ¢; = (||F Y|(eBi + ||ITA|)2) 2 (di,n).
Seja p;(€) 2 —{us, A(€ — &))/{ds,n). Entéo, seguindo os mesmos passos
usados em (Reiman e Williams, 1988) para derivar as Inequagoes (20) - (24), é

possivel mostrar que
<dmv¢e(€)> > _éia

para i € K e qualquer £ € G, onde ¢; é uma constante nao-negativa.

Para cada k € N defina os tempos de parada
= inf{t > 0:||A(x(t) — x0)|| > k ou y;(t) > k, para algum i € {1,...,N}} AT.

Observe que ¢, e Vo, sao limitados em {{ € G : [|A( — zo)|| < k} e entao

aplicando a formula de It6 em ¢.(z(- A 7)) e tomando a esperanga tem-se

E [¢e(z(t AT3)) — del(0)] ZEVM@J@,WE >dyz]

€K

(Ine+1) ZcZ {/ k I{||A(z(s) — xo)|| < €B;}dy;(s)

113:¢

- Z GE [ys(t A )]

€K

Dividindo a equacao acima por —(lne + 1) e fazendo com que € — 0, tem-se que

hmsuchZ {/ " I{||A(z(s) — x0)|| < €8;}dy;(s)| = 0.

e—0
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Como Nieg0G; = Nier0G; C {€ € G : A — x9) < 0}, tem-se que
t/\Tk
/ [{z(s) € Niex0G; }dy;(s) =0 P — q.c..
0

O resultado segue fazendo k — oo, t — oo, e observando que (¢t A7) T 7.

(ii) O caso geral é feito através de uma indugao reversa junto com um argu-
mento de localizacao proximo da fronteira de interesse. Observe que é suficiente
mostrar o teorema para K maximal.

Usa-se como base para esta inducao a prova de (i) acima. Caso {1,...,N}
nao seja tal que Nie1,.. ny0G; # (), o argumento de localizacao do processo préoximo
a fronteira de interesse pode ser usado em combinacao com (i) para obter a base
da inducao. Os detalhes nao serao mostrados mas ficarao claro com os argumentos
a seguir.

Suponha que para 2 < 7 < N, o teorema é verdadeiro para todo K maximal

com j < |K| < N. Pela hipétese, indutiva tem-se que

/0 {2(s) € NicxdG by (s)

T
= / I{z(s) € Niex0G I {{ny, x(s)) > By, VI € {l,...,N}\ K}dy(s).

0
Agora defina a sequéncia de tempos de parada {0} }32, e {7 }3>, para e > 0

7 =inf{s > op_1 : (ny,x(s)) — By < ¢/2 para algum l € {1,... N} \ K} AT

or =inf{s > 7, : (ny,2(s)) — By > e paratodo l € {1,..., N} \ K} A T.
Portanto, para i € K tem-se que

/0 I{z(s) € MiexdCI{(n,x(s)) — By > ¢ VI € {1,..., N} \ K}dyi(s)

S Z/T]H—l H{CL’(S) € ﬂieKaGi}dyi(s). (All)

k=0 “ %%
Observe que y; nao aumenta em [0y, 7x41] paral € {1,..., K} \ K. Portanto, pelo
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caso (i) tem-se que

Tk+1

0= /OT H{z(s + ok) € Niex0G; }dy;(s + 03) = / H{z(s) € Nicxoc, Hyi(s)

k

P — g.c. em {0} < o0}, onde 7 2 (Tkr1 — ox){or, < oo}, Da Inequacdo (A.11) e

da observacgao acima o teorema esta provado. O
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Apéendice B

Resultados Auxiliares e Definicoes

Neste apéndice reuni-se uma série de resultados e definicoes que sao usados

neste trabalho.

B.1 Convergéncia Fraca

Seja S um espago métrico e S a o-dlgebra de Borel (gerada por conjuntos

abertos de S).

Definigao B.1.1. Seja {P,} uma sequéncia de medidas de probabilidade definidas
em (S,8). Diz-se que {P,} converge fracamente para a medida de probabilidade
P definida em (S,S) se para cada funcao f : S — R uniformemente continua e

limitada tem-se:

(Afﬂ%—iéfﬂ?

Denota-se P, = P quando {P,} converge fracamente para P. Veja também o

Teorema de Portmanteau para condigoes equivalentes (e.g., Teorema 2.1 pdgina

16 de (Billingsley, 1999)).

Definicao B.1.2 (Familia de Medidas de Probabilidade Limitada). Uma familia
IT de medidas de probabilidade é dita limitada se para cada € > 0 existe um conjunto

compacto K tal que

PK)>1—¢
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para cada P em 11.

Considere uma sequéncia de elementos aleatérios {X,,} definidos no espaco
de probabilidade (2, F,P), onde, para cada n € N, X,, é (2, F)-(S,S) mensuravel.
Seja P, a medida de probabilidade induzida por X, e P em (S5,S). Seja também
X um elemento aleatério (2, F)-(S5,S) mensuravel e que induz a medida de pro-
babilidade P em (S,S). Diz-se que X,, converge fracamente para X se P, = P, e
denota-se X,, = X. Ou seja, para cada funcao f : S — R uniformemente continua

e limitada

E[f(X,)] = / F(X)dP — / J(X)dP = E[f(X)].

Definigao B.1.3 (Sequéncia de Elementos Aleatérios Limitada em Probabilidade).
Seja {X,} como definido no pardgrafo acima. Diz-se que {X,} € limitada em

probabilidade se a familia {P,} € limitada.

O teorema abaixo é de fundamental importancia para a teoria de convergén-
cia fraca. O resultado possibilita criar critérios para a verificacao da existéncia de

convergéncia fraca.

Teorema B.1.4 (Teorema de Prohorov). Se a familia I1 € limitada, entdo para
qualquer sequéncia {P,} de 11 eziste uma subsequéncia {P,,} que converge fraca-

mente.
Demonstragao. Veja segao 5 pagina 60 de (Billingsley, 1999). O

Portanto, se { P, } é limitada e qualquer subsequéncia de {P,} tem limite P,

tem-se que P,, = P (veja o corolario da pagina 59 de (Billingsley, 1999)).

B.1.1 Espaco de Skorohod

Geralmente o espagco métrico S tratado na segao anterior é C(R%;0,00),

aquele constituido de funcoes f : [0, 00) — R? continuas, e com topologia uniforme.
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Isto é, a medida de distancia entre dois pontos z,y é dada por

p(z,y) = sup [2(t) — y(t)].

Também é de interesse tratar funcoes com descontinuidades. Neste caso S
serd o espago D(RY;0,00) de fungoes f : [0,00) — R? continuas & direita e como
limites & esquerda que sdo usualmente chamadas de Cadlag (do Franceés: “continu
a droite, limites a gauche”). A topologia de Skorohod (.J; usual) é usada neste
caso (veja pagina 123 de (Billingsley, 1999)). Geralmente o espaco D(R?; 0, c0)

com topologia de Skorohod é chamado simplesmente de espago de Skorohod.

B.1.2 Critérios

Abaixo est@o alguns critérios usados para mostrar que uma sequéncia {X,}

de processos estocésticos é limitada em probabilidade.

Proposicao B.1.5. Suponha que para cadan € N, X,, € um processo definido em
(Q, F,P) com fungoes amostras em C(R%;0,00). A sequéncia {X,} € limitada em

probabilidade se e somente se satisfaz condigoes (i) e (ii) abaizo:

(i) Para cada v >0

limsup P (| X,,(0)| > v) =0

n—oo

(ii) Para cadav >0 eT >0:

lim lim sup P (sup sup | X (t +s) — X, (¢)| > V) = 0.
6—0 n t<T s<0

Demonstragao. Teorema 7.3 de (Billingsley, 1999) pagina 82. O

Definicao B.1.6 (Assintoticamente Continuo). Seja X,, um processo definido em

(Q,F,P) com fungoes amostras em D(R%0,00) para cada n € N. Diz-se que a
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sequéncia { X, } € assintoticamente continua se é limitada em probabilidade e qual-
quer subsequéncia convergente tem como limite um processo com fungoes amostras
continuas com probabilidade um. Abusando um pouco da nomenclatura, diz-se
que X, € assintoticamente continuo quando a sequéncia {X,} € assintoticamente

continua.

Proposicao B.1.7. Suponha que para cadan € N, X,, é um processo definido em
(92, F,P) com fungoes amostras em D(R?;0,00). A sequéncia {X,} € assintotica-

mente continua se e somente se satisfaz condigdes (1) e (ii) abaizo:

(i) Para cadan >0 eT >0, existe uma constante M, r > 0 tal que

1imianP’< sup | X,(t)| < anT) >1—n.

n—oo OStST

(i1) Para cada e >0,n>0eT >0, existe uma X € (0,T) tal que

n—o0 te[0,7—X) u,ve(t,t+A]

lim sup P ( sup sup | X, (u) — X, (v)| > e) <n.

Demonstragao. Veja Proposicao VI.3.26 de (Jacod e Shiryaev, 1987). [

B.1.3 Convergéncia Fraca para Processos de Wiener

Nesta se¢ao sao listados alguns resultados referentes a convergencia fraca de

processos para o processos de Wiener.

Teorema B.1.8 (Teorema de Donsker). Suponha que as varidveis aleatorias &;,
1 > 1, sao independentes e identicamente distribuidas com média zero e variancia

o?. Entao o processo estocdstico w™(-) dado por

iy L X,
w"(+) ﬁzg

converge fracamente para um processo de Wiener com matriz de covariancia .
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Demonstragao. Veja a prova do Teorema 14.1 em (Billingsley, 1999). H

Os Teoremas B.1.10, B.1.9, e B.1.12 seguintes foram retirados de (Kushner,
2001) para facilitar a referéncia. Eles sao respectivamente os Teoremas 2.8.6, 2.8.9,

e 2.8.2 de (Kushner, 2001).

Teorema B.1.9. Sejam &, para i,n > 1, vetores aleatorios mutuamente indepen-
dentes (em i) para cada n e com média zero e matriz de covariancia dada por ¥, ;.
Suponha que existe uma matriz X tal que X, ; — X, quando n — oo, uniforme-
mente em i. Seja {|¢'|%;1,n} uniformemente integrdvel. Entdo o processo w™(-)

dado por

converge fracamente para um processo de Wiener com matriz de covariancia 3.

Teorema B.1.10. Defina w"(-) como

1 nt
w"(-) = 7 > og
n
=1
Suponha que para T' < 0o, o sequintes conjuntos sao uniformemente integrdveis:

{1&n, i},

nT 2
Y E[ggk<i]| si<nT,n>0
j=it+1
Entao {w"(-)} € limitado em probabilidade, e todo limite no sentido fraco tem

fungoes amostras continuas com probabilidade um. Suponha que existam matrizes

Yo and 3y e numeros reais N,, — oo quando n — oo tal que N,/n — 0 e

1 1+Np
+ D& 6k < i] = T
™ =i+l
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em probabilidade quando n,1 — oo. Além disso, suponha que o sequinte € verdade

quando j —a — 00, m — j — 00, € a,Nn,j — 00

m

> EGE)] — 5,

k=j+1

m

S E[E)]6i<a -5

k=j+1

E

]HO.

Entao w"(-) converge fracamente para um processo de Wiener com matriz de co-

variancia ¥ = Yo + 3q + 2.
No seguinte teorema sera necessario usar a seguinte definicao:

Definigao B.1.11 (Processo de Doob-Meyer Associado). Seja M um F-martingale
com fungoes amostras em D(R?;0,00). O processo de Doob-Meyer do submartin-
gale M? ¢é o processo <M > Fi-previsivel, localmente integravel, e nao-decrescente
tal que M? — <M> ¢ um Fy-martingale (a existéncia e unicidade de tal processo
¢ garantida pelo Teorema de Doob-Meyer, veja por exemplo o Teorema 25.5 na
pdgina 493 de (Kallenberg, 2002)). Diz-se entio que <M> ¢ o processo de Doob-

Meyer associado ao martingale M.

Teorema B.1.12. Sejam V", M", e X" processos estocdsticos, onde M"™ tem fun-
coes amostras em D(R?;0,00), X" tem funcoes amostras em D(R¥?;0,00), e V™
possui fungoes amostras em D(S;0,00), onde S € qualquer espago métrico separdvel
e completo. Seja F]' a minima o-dlgebra que mensura {V"(s), M"(s), X" (s);s <
t}. Suponha que M™ é um F"-martingale com processo de Doob-Meyer associado
dado por (M™)(t) = f(f ¥"(s)ds, onde {¥"} é limitado. Além disso, suponha que a
maior descontinuidade de M"™ seja menor do que o, onde 9, — oo quando n — oo.
Entao, {M™} € limitado em probabilidade e qualquer limite no sentido fraco serd
continuo.

Se além disso (V", M"™, ¥") convergir fracamente para (V,M,Y), entdo M

¢ um Fy-martingale com processo de Doob-Meyer associado dado por <M>(t) =
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fot Y(s)ds, onde F; é a minima o-dlgebra gerada por {M(s),3(s),V(s);s < t}.

Caso X nao seja aleatorio, entao M € um processo de Wiener Fi-mensurdvel com

matriz de covariancia dada por: BE[M(1)M(1)'] = fl

o S(s)ds.

Lema B.1.13. Para cada n € N, seja M™ um F]'-martingale com processo de

Doob-Meyer associado dado por

onde X" € um processo Fy-mensurdvel com fungoes amostras em D(R;0, 00) limi-
tadas. Além disso, suponha que M™(0) =0 e que a maior descontinuidade de M™
seja menor do que 0,, onde o, — 0 quando n — oo. Seja H"™ um processo F;-
adaptado com fungoes amostras em D(R;0,00) limitadas para cada n € N. Entao

se o processo G™ tomando valores

t
Gt 2 / H™ ()57 (s)ds
0
converge fracamente para o processo zero, entao o processo tomando valores fg H™(s)dM™(s)
converge fracamente para o processo zero.

Demonstra¢ao. Do Teorema B.1.12; sabe-se que {M™} é assintoticamente conti-
nua. Do Coroldrio 3 na pagina 66 e Teorema 29 na pégina 68 de (Protter, 1995),

tem-se que

E

t 2 t
( / H”(s)dM"(s)) ] _E [ / H"(s)d[M”](s)}
0 0
t
= E [/ H"(S)Z"(s)ds] + A,
0
onde foi usado a defini¢do da pagina 62 de (Protter, 1995) (veja também comenté-
rios na pagina 63). O termo A, vai para zero a medida que n — 0, j& que {M"}

¢ assintoticamente continua.

Chega-se ao resultado desejado usando a Inequacao de Quadratica Maxi-
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mal de Doob (veja (Protter, 1995) péagina 12) em conjunto com a inequagao de

Chebychev (veja pagina 192 de (Ash e Doléans-Dade, 2000)). O

B.2 Processos de Salto

Nesta se¢ao, sera listado alguns resultados referentes a processos de saltos.

Definigao B.2.1 (F;-Intensidade de um Processo de Salto). Seja N um processo
de salto adaptado a uma historia F;. Seja X um processo nao negativo e Fi-

mensurdvel tal que para todo t > 0

¢
/ A(s)ds < oo P —gq.c..
0

Se para todo processo C' nao-negativo e F;-previsivel tem-se

E { /O h C’(s)dN(s)} —E { /O h C(s))\(s)ds} ,

entao € dito que N admite a Fi-intensidade .
Teorema B.2.2. Se N admite a Fi-intensidade N\, entao N é P-nao-explosivo e
(i) M(t)= N(t) — fg A(s)ds é um Fy-martingale local;

(11) Se X é um processo Fi-previsivel tal que E [fot |X(S)|/\(S)d8] < 00, para

todo t > 0, entdo fOtX(s)dM(s) € um Fi-martingale.

(i1i) Se X € um processo Fy-previsivel tal que f(f | X (s)|A(s)ds < o0, P — q.c.,

entdao fJX(s)dM(s) é um Fi-martingale local.

Demonstragao. Veja Teorema T8 na pédgina 27 de (Brémaud, 1981). O

Lema B.2.3. Seja A um processo Fi-adaptado definido como A(t) = N(&(1)),
para todo t > 0, onde £(t) 2 fg A(s)ds, A é um processo Fi-mensurdvel e tomando
valores em Rsq, e N € um processo de Poisson padrao (i.e., com taxa igual & um).

Entao \ € a Fi-intensidade de A.
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Demonstracdo. A prova é uma adaptacao das idéias do Teorema T16 na pagina
41 de (Brémaud, 1981). E suficiente mostrar que para todos os processos C' nao-

negativos e F;-previsiveis que podem ser escritos como
C(w;t) ={w € B}{t € (a,b]},
onde 0 <a<b<oo, BeF,e(wt)eQx][0,00), tem-se
E l /O h C(s)dA(s)} _E [ /0 h C(s))\(s)ds} |
Para simplificar a notagao, w é omitido e C' é escrito como
C(t) = 1gl{t € (a,b]},

para todo t > 0.

Defina o tempo de parada F;-mensuravel 7(t) como

/OT(t) A(s)ds =t A /OOO A(s)ds| .

Observe que

E [ / ~ c<s>dA<s>] — E[l5 (A(b) — A(a))
— B[l (VED) - NE@))]
_ [ [ s e <5<a>,s<b>1}dN<s>} |

Seja C(t) 2 I5I{t € (£(a),&(b)]} para todo t > 0. Se for estabelecido que C' é

Frw-previsivel e que N(- A §(00)) é Frp-adaptado tem-se

E{ /0 Ooé(s)dN(s)] _ E[Hg(ﬁ(b)—f(a))]:E[ /0 OO]IBH{se(a,b]}/\(s)ds]
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onde foi usado a definicao de F;-intensidade para o processo de Poisson padrao N.

Seja F é a minima o-dlgebra que mensura {A(s);s < t}, logo o processo
A(7(t)) = N(t A |€(o0)]) é adaptado a kat). Como .7:7‘% C Frw), tem-se que
N(t A |€(00)|) é Fru-adaptado.

Para verificar que C' é F,)-previsivel, somente é necessario verificar se o

processo é Fr-mensuravel, ji que C' é continuo a esquerda. Observe que

==
vV A
I m
o) —~
IS >
SN— N—
— —
Il 11l
~ ~
Q S
AN V
9 S
—~ ~—~
N
-

Portanto, {t € (£(a),&(b)]} = {a < 7(t) < b}, e entado
O(t) = Ipl{t € (). £(0)]} = Lpl{a < (1) < b}

¢ Fr-mensurdvel ja que B € F,. O

Lema B.2.4. Seja N um processo de salto F;-mensurdvel com Fi-intensidade
dada por \. Suponha que o tamanho de qualquer salto de N seja igual a um, quase
certamente. Seja M o martingale garantido pelo Teorema B.2.2. Entao, o processo

de Doob-Meyer associado a M € dado por
t

<M>(t):/0 A(s)ds.

Demonstragao. Veja a discussao na pagina 62 de (Kushner, 2001). O

Lema B.2.5. Seja N um processo de salto F;-mensurdvel com F;-intensidade dada
por . Seja I;, comi € {1,...,q} eq € N, um processo estocdstico Fy-mensurdvel,
onde para cada t > 0, I;(t) € uma funcao indicadora de eventos disjuntos para cada
ie{l,...,q}. Além disso, suponha que > 7 | I;(t) < 1, se houwver um salto em N

no instante t, e igual a zero caso contrario. Defina

Qi(t) = E[L(t)|Fi-]-
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Seja F um processo Fi-previsivel tomando valores em RY e defina o F;-martingale

M = (M, ..., M,) como:

Mi(t) = / 1(s) — Qu(s)] Fi()dN (s).

Entdao o processo de Doob-Meyer associado a M ¢é dado por

()0 = [ SOPEFE s
onde

A <Ml> set =]

<M>Zj
<Mi,Mj> S@i?’éj,

e (2);() £ 05Qi() — Q()Q; (), para 6, = T{i = j}, e (i,5) € {1,....q}"

Demonstracao. Da identidade de polarizagao (veja (Kallenberg, 2002) pégina 516),

tem-se:
(M3, M) = 1 [0+ 243) = (08, = D).

Portanto, sera considerado primeiramente o compto de <MZ + Mj> o qual sera
denotado por m;;- para simplificar a notagao. Pela definigao de processos de Doob-

Meyer associado, tem-se que para t e 7 > 0:

E [[Mi(t+7) + M;(t + 7)) =mfi(t + )| F] = [Mi(t) + M;(0)]" — mf(t).

2

Seja A(f) 2 f(t+7)— f(t), para qualquer funcao f definida em [0, 00). Observe
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que:

E[[M;(t+7) + M;(t + 7)) — [M;(t) + M;(t)]*| 7]
= E[[AM; + M;) + 2(M; + M;) ()] A(M; + M;)| F]
= E[AM; + M;)*| 7] +2(M; + M) (OE [A(M; + M;)| F]

= E[AM; + M;)*| 7],

onde foi usado o fato que M; e M; sao martingales na tultima passagem. Desta

forma,
E [mfi(t+7) —mit)| F] =E [AM; + M;)*| 7] . (B.1)
Observe que é possivel escrever o seguinte:

E [A(M; + M;)?| F] =

E

)

=1

(Z [(Li(s1) = Qi(s0)) Fi(s1) + (L (s1) — Qj(s1)) Fy(s)] sy <t + T}> Fi

onde s; denota o instante do [-ésimo salto de N apds ou em t. Como s, € S, sao

diferentes quando m # n, e usando o fato de que E[;(t)| F,—] = Qi(t), tem-se
E[(Zi(sm) — Qi(sm))(Lj(sn) — Qj(8)) Fi(sm) Fj(5n)l{sp, s <t + 7} Fe] =0,

onde foi usada a “regra da torre” (i.e., E[...|F] = E[E[...|Fs, || Fi], para h =

max(m,n)). Seja

2

a() / (1(5) — Qu(s—))*Fy(s)dN(s).
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para r =, j. Portanto,

E [A(Mz + Mj)2‘ ft} = E[A(a;) — Alay)| Fi]

+2) E[(Li(s) — Qi(s1))(Ii(s1) — Qj(50)) Fi(s0) Fy (s1)I{sy < t+ 7}| F]
=1

= E[A(a) + A(ay)| F]

+2) E[(05Qi(s1) — Quls)Q;(s1)) Fi(s) Ey(s){si < t +7}| F].

onde foi usado a regra da torre novamente. Usando a definicao de intensidade

estocastica (Defini¢ao B.2.1), tem-se

B[ 050) - Qo) Fls) (5N ()

7|

_E [ / T (5,04(5) — Q)@ () Fi()F ()M (s)ds

ft:|7
eparar =17,

E[A(a)]| F] = E [ [t - erE e

7.

Defina a,(-) = Jo(I:(s) — Qr(s))*F,(s)A(s)ds. Usando a Equagao (B.1) e como o

processo de Doob-Meyer é tinico (indistinguivel), tem-se
t
my;(t) = ai(t) + a;(t) + 2/ (0;Qi(s) — Qi(s)Q;(s)) Fi(s) Fj(s)A(s)ds.
0

Usando o mesmo argumento para <MZ - Mj> = my;, tem-se
mi;(t) = @(t) + a;(t) — 2/0 (0:;Qi(s) — Qi(s)Q;(s)) Fi(s)Fj(s)A(s)ds.

Portanto,
t
0

(M) (8) = § [ (0) = mi0)] = [
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Teorema B.2.6. Considere {£',] < oo}, onde para cada l e n, £ sao varidveis
aleatdrias que tomam wvalores positivos com probabilidade um. Seja {h™} limitada

em probabilidade, onde para cada n, h™ € um processo definido como:

02230 (6 -6,

- £" — £ € Rug quando n — oo. Seja

Além disso suponha que, para cada l, E[£]]
J™ um processo nao decrescente tal que J"(0) = 0 e para cada t € Rsg, J(t) < nt.

Entao {N"™}, com

>

N™(t)

1 m
Emax{mENOZZ&nﬁnt—jn(U},

=1

¢ limitada em probabilidade e qualquer limite no sentido fraco tem fungoes amos-
tras Lipchitz-continuas, com constante de Lipschitz inferior a 1/€. Se além disso
{T"/\/n} for limitada em probabilidade, o processo N™ converge no sentido fraco

para o processo N que toma valores N (t) = t/€.

Demonstragao. Esta prova é uma modificacao de um resultado contido na prova

do Teorema 5.1.1 de (Kushner, 2001). Seja

nel Zfsl

Observe que

N”(T“(t))—lmax{mem Z@ <Z§l — (T >>} <t+en (B2)

onde e, 1| < 1/n. Além disso,

max{mzl 1§ <nt=J" (¢ )}

TH(N" (1)) = + > &=t

n
=1

j;(t) + €n,2 (B3)
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onde |€,2] < (1/ n)é”]’{m(t) 41 ¢ um erro negligencidvel e que converge para o processo
“zero” quando n — oo ja que {h"} é limitada em probabilidade.

O processo 7"(t) pode ser reescrito como:

nt

T2 1Y (G - &) e

=1

J& que {h"} é limitada em probabilidade, o primeiro termo converge no sentido
fraco para o processo zero, e 7"(-) = 7 (-) onde 7 (t) 2 £t, pela hipétese €7 — €.

Portanto, para quaisquer ¢ > 0 e ¢t > 0:

s<t

lim P (sup N"(s) < é—i— e) =1 (B.4)

pela Equagao (B.2).

Usando a Equagao (B.3), observe que para qualquer 7 > 0

JM(t+T1)—T"(t)

n

TH(N™(t+7) =T"(N"()) =7 - 2 ST+ Ep

onde a ultima passagem é possivel ja que J"(-) é ndo-negativo e nao-decrescente.

Portanto, para quaisquer constantes e >0, 7 > 0 et € Ry
HmP (IN*(t+7) = N*(t)| <7/ +¢€) = 1. (B.5)

Observe que usando as Equagoes (B.4) e (B.5) as condi¢oes da Proposicao B.1.7
sao satisfeitas e, portanto, { N"()} satisfaz a primeira parte do teorema.
Assuma agora que {J"/+/n} é limitada em probabilidade. Da Equagao (B.3)

e deixando que n — oo tem-se 7 (N(t)) = ¢, e portanto,

N(t) =t/¢,

ja que {J"/n} converge no sentido fraco para o processo “zero”. O
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