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Tese (D.Sc.) – Laboratório Nacional de Computação Cient́ıfica, 2008.
1. Sistema cardiovascular 2. Modelos matemáticos 3. Incompatibilidade
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variacionais avançadas I. Feijóo, Raúl Antonino II. MCT/LNCC III. T́ıtulo

CDD – 612.118 1
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O objetivo do presente trabalho é estabelecer bases teóricas bem fundadas, dentro do
contexto variacional, a fim de dar unificação a diversos conceitos que surgem nas seguintes
áreas: (i) a modelagem empregando modelos cinematicamente incompat́ıveis, (ii) a mo-
delagem da interação fluido–estrutura usando métodos de domı́nios imersos e (iii) a mo-
delagem constitutiva de materiais por meio de técnicas de multiescala. A motivação para
abordar cada uma destas problemáticas, e o ponto em comum entre elas, é a modelagem
do sistema cardiovascular humano. Portanto, a tese está dividida em três partes.
Em primeiro lugar, estabelecem-se as bases variacionais para abordar de forma sistemática
a formulação do problema de acoplamento de modelos que possuem cinemáticas incom-
pat́ıveis. Esta maneira de tratar o problema permite estender os conceitos de forma direta
para lidar com o acoplamento de modelos de diferente dimensão. Logo, estes conceitos
são aplicados em duas situações, no acoplamento de modelos estruturais com diferentes
cinemáticas subjacentes e, principalmente, no acoplamento de modelos de fluidodinâmica
de diferente dimensão visando a modelagem do escoamento do sangue no sistema cardio-
vascular humano. Diversos exemplos e situações são contemplados neste último caso.
Em segundo lugar, trata-se o problema de interação fluido–estrutura empregando idéias
de imersão de domı́nios. Sempre dentro de um marco variacional claro e construtivo,
colocam-se os prinćıpios variacionais que governam a interação de um fluido com sólidos
de forma arbitrária e com sólidos que podem ser caracterizados como estruturas delgadas.
Assim, por um lado desenvolve-se o denominado método de domı́nios imersos que genera-
liza o método de elementos finitos imersos e o método de domı́nios fict́ıcios. Por outro lado,
constrói-se o método de cascas imersas que generaliza o conhecido método de contornos
imersos. Apresentam-se também diversos exemplos numéricos de interação entre um fluido
e corpos ŕıgidos.
Em terceiro e último lugar, trabalha-se com a modelagem constitutiva empregando técnicas
de multiescala, novamente empregando o ferramental variacional. Aqui revisita-se a base
teórica existente e realiza-se uma extensão das idéias usando prinćıpios variacionais duais.
Além disso, fornecem-se diversas implementações computacionais, as quais são usadas para
apresentar dois exemplos, o primeiro na modelagem de materiais porosos e o segundo na
modelagem do tecido biológico encontrado na conformação da parede arterial.
Em todos os casos, o objetivo não é só prover uma forma final para a formulação de um
problema, mas também desvendar o processo de construção que há por trás dos modelos,
mostrando passo a passo as considerações utilizadas assim como as conseqüências de tais
hipóteses. Com isto procura-se obter um ganho no entendimento dos conceitos teóricos
envolvidos, assim como uma maior facilidade na aplicação destas idéias a novas situações.
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The aim of the present work is to establish well-founded theoretical bases, within the
variational context, with the purpose of providing the unification of several concepts that
arise when: (i) modeling by means of kinematically incompatible models, (ii) modeling the
fluid–structure interaction problem using immersed domains methods and (iii) modeling
the constitutive response of materials via multiscale techniques. The motivation to tackle
each one of these problems, and also a situation in which they share points in common, is
the modeling of the cardiovascular system. Then, the thesis is divided into three parts.
Firstly, the variational bases to give a systematic approach to the problem of coupling mod-
els that possess incompatible kinematics are established. The way in which the problem is
formulated allows us to extend the main concepts in a straightforward manner to address
the coupling of models with different dimensions. Furthermore, these ideas are applied in
two situations, in the coupling of structural models with different underlying kinematics
and, primarily, in the coupling of flow models targeting the blood flow simulation in the
cardiovascular system. Several examples and situations are covered in this latter case.
Secondly, the attention is directed to the fluid–structure interaction problem when using
the concept of immersed domains. Always in a variational setting, the principles that
govern the interaction between a fluid and a solid that can be either of arbitrary shape, or
a thin structure, are posed. Thus, on one hand the immersed domains method is developed,
which generalizes the immersed finite element method and the fictitious domains method.
On the other hand, the immersed shell method is developed, which gives a generalization of
the well-known immersed boundary method. Here, several numerical examples comprising
the interaction of a fluid and a rigid body are presented.
Finally, the problem of the constitutive modeling using multiscale techniques is dealt
with, once more, through a variational approach. Here the existing theory is revisited and
an extension of the foundations is carried out by employing duality arguments, that is,
dual variational principles. Moreover, several computational implementations are given
in detail, which are used to present two examples, the first one shows the constitutive
modeling of a porous material, and the second one shows the constitutive modeling of a
biological tissue as the one found in the conformation of the arterial wall.
In all cases, the goal is not just to provide a final form for the governing variational
formulation of a problem, but also to unveil the construction process behind the models,
following a step-by-step approach so as to analyze all the considerations used, as well
as the outcomes of such hypotheses. This shall help in order to gain insight into the
underlying theoretical concepts, and to facilitate the application of these novel ideas to
new situations, as well.
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Prefácio

A conclusão desta tese representa o fruto de vários anos de trabalho e aprendizado
em diversas áreas da ciência, todas elas de ı́ndole exata. Desde meus estágios na carreira de
Engenharia Eletromecânica, a modelagem computacional me tem chamado poderosamente
a atencão. Esta curiosidade não somente tem estado apoiada nos tão diversos e desafia-
dores problemas que devem ser abordados ao trabalhar na área, mas também na enorme
potencialidade que a ciência da modelagem e simulação computacional tem adqüirido na
atualidade, a tal ponto que os seus resultados influenciam quase de forma direta nossas
vidas. A isto deve ser acrescentado o aumento considerável das áreas de atuação nas quais
a modelagem computacional tem começado a se fazer presente, trazendo à tona um futuro
cada vez mais promissor em termos de resultados com relação às linhas de pesquisa já
existentes, às recentes e às que futuramente surgirão.

Na hora dos agradecimentos eu quero dedicar as palavras em ordem cronológica de
aparição, indo do contexto profissional ao pessoal. As primeiras palavras são portanto
dedicadas a Santiago, quem fora meu mentor durante a carreira de Engenharia. Foi ele
quem me iniciou, com muita paciência e absoluta dedicação, na ciência da modelagem com-
putacional, motivando-me a trabalhar na área. Em vistas de meu interesse por continuar
no âmbito da pesquisa, Santiago incentivou-me a conhecer o LNCC a fim de desenvolver
meus estudos de Doutorado. O LNCC acolheu-me como recém-graduado através de Raúl,
meu segundo mentor, e quem me tem impulsado a fazer, a expressar, a projetar, a discutir
e a resolver toda classe de problemas e desafios. Ele me tem ensinado, tanto em seus cursos
como em discussões pessoais, um conjunto de conhecimentos que não se encontram nos
livros. Além do mais, Raúl me tem transmitido algo que considero important́ıssimo, que
é a forma de entender a pesquisa e, portanto, de trabalhar. Entretanto, não por estarem
no contexto profissional Santiago e Raúl são somente colegas de trabalho. Muito pelo
contrário, progressivamente eles têm-se transformado em grandes amigos. Trabalhando
com Raúl descobri também uma série de pessoas que, se perguntar quem são, ele dirá
que constituem o seu grupo de trabalho. E pela forma em que todos se relacionam mais
do que uma equipe de trabalho é uma turma de amigos que trabalham juntos. Eles
são Edgardo, André, Eduardo, Enzo, Claudio e, desde já, Santiago. Todos eles, ou bem
fizeram parte de forma indireta através da minha formação participando de seus cursos
(Edgardo, André, Eduardo, Claudio), ou participaram ativamente em trabalhos conjuntos
que fazem parte desta tese (Santiago, Eduardo, Enzo). Um aspecto importante de ter
estado, e continuar, inserido em um grupo de trabalho assim (parafraseando a Raúl) é
que é posśıvel não só elevar o ńıvel da pesquisa, mas também dispor de um ambiente de
trabalho de confiança no qual estar apoiado, aspecto que não é trivial em absoluto. No
marco profissional devo agradecer mais uma vez a Raúl por me ter permitido colaborar
em um grupo de trabalho como o HeMoLab junto com todas as pessoas ali envolvidas.
Estas atividades têm alavancado outras facetas da minha formação fora a parte cient́ıfica
estritamente relacionada aos temas da presente tese. Finalmente quero agradecer ao LNCC
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pelo apoio financeiro provido durante estes anos, possibilitando a conclusão em tempo e
forma desta tese. Passando aos agradecimentos pessoais, quero mencionar em primeiro
lugar à minha famı́lia à qual dou todo o crédito na minha formação tanto pessoal como
profissional devido ao constante e incondicional apoio. Meus pais, Sara e Carlos, têm sido e
continuarão a ser sempre minha inspiração primeira, ao mesmo tempo que depositaram em
mim toda a sua confiança e entusiasmo, e por isto agradeço-lhes com todo o coração. Meus
irmãos, Vicky, Lau e Nacho, têm sido por sua vez motivadores para levar adiante desafios e
realizações dando o seu acompanhamento cont́ınuo, mesmo à distância, nestes anos todos
no Brasil. Também não posso esquecer de meus amigos da alma Diego, Gabriel, Maxi,
Nico e Seba, que sempre confiaram em mim e me alentaram a cumprir os meus objetivos
e realizar os meus sonhos, e que a cada final de ano me recebem da mesma maneira, com
um churrasco (que deveria ir em maiúsculas) como se o tempo nunca tivesse passado. A
meus amigos argentinos no Brasil, com os quais compartilhamos inúmeros eventos gas-
tronômicos e desportivos em Itaipava, refiro-me ao casal “tandilense” Gia e Nacho, ao
casal paulistano–“porteño” Gaby e Seba e ao casal “cordobés” Ale e Seba, pondo ênfase
em meus companheiros de estudo Seba e Nacho quem seguiram de perto a realização desta
tese. Por último um agradecimento a Leo e à sua famı́lia que me receberam de coração
aberto aqui no Brasil e que foram transformando-se em pessoas muito especiais para mim.

Finalmente as palavras mais especiais estão dirigidas a minha princesa Maru que
é a mulher que amo, com a qual namorei oito anos e dois meses, e com quem casei faz
tão só um ano e quatro meses, mas parece que conheço desde sempre. Maru lançou-se
junto comigo, largando todo o que tinha, nesta aventura de apostar na mudança de páıs
para encarar algo desconhecido e construirmos um futuro juntos. Esse futuro que alguma
vez imaginávamos já chegou e os seus frutos nos deixam com a sensação de satisfação e
realização. Por isto, e pelo de sempre, é que quero oferecer com todo meu coração a ela
os frutos deste trabalho que tão de perto e com todo o seu amor tem acompanhado e
contribúıdo.

Pablo Javier Blanco
Maio 2008, Petrópolis - RJ
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The mere formulation of a problem is far more essential than
its solution, which may be merely a matter of mathematical or
experimental skills. To raise new questions, new possibilities,
to regard old problems from a new angle requires creative
imagination and marks real advances in science.

— ALBERT EINSTEIN (1879–1955)
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4.2.1 Descrições espacial e material . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 204
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Caṕıtulo 1
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∂(·)
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com derivada até ordem p de
quadrado integrável
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J·K salto na quantidade f́ısica so-
bre um contorno interno

a(·, ·) forma cont́ınua bilinear
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ciada a uma restrição
l(·) forma cont́ınua linear
lξ(·), lz(·) formas cont́ınuas lineares

derivadas de l(·) e
dependentes de ξ ou z

Ker(·) núcleo do operador (·)
B operador associado à forma

bilinear b(·, ·)
sup
(·)

, inf
(·)

supremo e ı́nfimo de uma
função no espaço funcional (·)

‖·‖(·) norma no espaço (·)
⊥ perpendicularidade entre ele-

mentos
Hp espaço de funções vetoriais

com derivada até ordem p de
quadrado integrável

Hp/2 espaço dos traços das funções
em Hp

σ, ε, . . . funções tensoriais de segunda
ordem

D tensor de quarta ordem
Σo superf́ıcie média de uma casca
H intervalo representativo da es-

pessura de uma casca

xix
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xo coordenada definida sobre a
superf́ıcie média Σo

n vetor na direção perpendicu-
lar ao plano tangente sobre Σo

ξ coordenada na direção da nor-
mal a Σo

Πt operador projeção sobre Σo

St componente no plano tan-
gente sobre Σo do tensor S

Ss,S∗s componentes transversais do
tensor S

Sn componente normal com res-
peito a Σo do tensor S

⊗ operação produto tensorial
(·)T operação de transposição
(·)−1 operação de inversão
ut componente no plano tan-

gente sobre Σo do vetor u
un componente normal com res-

peito a Σo do vetor u
∂(·)
∂ξ

derivada parcial com relação à
coordenada ξ

∇xo(·) gradiente espacial com res-
peito à coordenada xo

divxo (·) divergente espacial com res-
peito à coordenada xo

∇xon tensor curvatura da superf́ıcie
média de uma casca

Λ operador de mapeamento so-
bre a superf́ıcie média Σo

det(·) determinante do tensor (·)
ey, ez vetores unitários nas direções

dos eixos cartesianos y, z
(·)h objeto (·) submetido a uma

discretização de elementos
finitos h

Ie partição de elementos finitos
(conjunto de elementos)

In partição de elementos finitos
(conjunto de nós)

C0 espaço de funções cont́ınuas
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cont́ınua por partes

Qs
2 famı́lia de polinômios de

Serendipity de ordem 2
definidos no quadrilátero

Q1 famı́lia de polinômios
de ordem 1 definidos no
quadrilátero

P1 famı́lia de polinômios de or-
dem 1 definidos no segmento

K,B blocos matriciais genéricos no
problema discreto

U,T, f vetores genéricos no problema
discreto

L2 espaço de funções escalares de
quadrado integrável

Σ plano de normal ez

ξ coordenada espacial no plano
Σ

Πz operador projeção sobre Σ
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peito à coordenada ξ
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D(·)
Dt
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(·)

Y coordenada espacial do marco
de referência ALE

Φ fluxo na quantidade de movi-
mento

α fator de correção do fluxo na
quantidade de movimento

er vetor unitário na direção ra-
dial
Caṕıtulo 2

f± velocidades de propagação
caracteŕısticas

D(·)
Dt

∣∣∣∣
±

derivada material em relação
a f±

∂(·)
∂A

derivada parcial com respeito
à área A

γY, χY funções vetoriais
κ tensor de quarta ordem
N espaço de funções vetoriais
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M conjunto de funções vetoriais

cinematicamente admisśıveis
R1, R2, C parâmetros do terminal

Windkessel
Bh espaço de funções bolha em
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P1 famı́lia de polinômios de or-
dem 1 definidos no tetraedro

∆t passo de tempo
∆x tamanho de elemento carac-

teŕıstico de uma partição de
elementos finitos

A, f blocos matriciais e vetores
genéricos no problema dis-
creto
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no problema discreto

I∇u
2 Segundo invariante do tensor
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ω Parâmetro de sub-relaxação
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Υ idem a Λ do Caṕıtulo 1
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DG operador tangente consistente
de G
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δ(·) incremento na quantidade (·)
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(·)
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genéricos no problema dis-
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tr (·) traço do tensor (·)
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Υ operador interpolação de
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quadrilátero
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F operador constitutivo
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(·)t história da quantidade (·)
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(·)s parte simétrica do tensor (·)
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T d
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estaticamente equilibrados na
microestrutura que satisfazem
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Introdução

Este caṕıtulo introdutório expõe os aspectos gerais da tese. Após uma breve dis-
cussão sobre o t́ıtulo da tese, apresenta-se a motivação por trás de um trabalho que
possui fortes v́ınculos com a modelagem do sistema cardiovascular humano. A partir dali
determina-se o escopo de tese, e logo depois o objetivo geral e os objetivos particulares.
O caṕıtulo finaliza com uma descrição da estrutura da tese.

Sobre o t́ıtulo da tese

O t́ıtulo da tese vincula os três tópicos vindos da área de modelagem computacional
que são abordados neste texto, ao mesmo tempo expressa a relação entre estes temas e a
principal aplicação para a qual estão orientados. Isto não implica, sob nenhum ponto de
vista, que o conteúdo teórico da tese esteja restrito a esta aplicação, sobretudo em função
da ampla gama de problemas abordáveis empregando os conceitos aqui tratados.

A motivação principal do trabalho realizado nesta tese, exposta na seção seguinte,
está governada pela modelagem e simulação computacional do sistema cardiovascular hu-
mano. Esta área combina de forma congruente os três pilares sobre os quais se apoia a
presente tese.

Motivação e importância da problemática geral

O emprego de tecnologia na prática médica vem de longa data e tem auxiliado
nas mais variadas formas aos avanços na pesquisa em medicina, chegando a produzir
um impacto mensurável na qualidade de vida da população. Com esta tecnologia, o
profissional da área médica adqüire dados de pacientes, realiza análises destes dados,
formula hipóteses, as confirma ou as refuta e finalmente extrai conclusões. Embora isto
tenha sido habitual nas últimas décadas, atualmente a pesquisa em determinadas áreas
da medicina tem dado evidência de estar alterando radicalmente seus paradigmas. Uma
prova disto é que ao longo dos últimos anos tem havido uma incipiente tendência, porém
cada vez mais crescente, por parte da comunidade cient́ıfica da modelagem computacional
a entregar-se ao trabalho de levar a cabo uma simbiose com o âmbito da medicina. Esta
nova inclinação foi resultado do aumento do poder de cálculo dos computadores o que,
aliado a modelos cada vez mais complexos tem permitido fornecer um futuro promisor
para esta classe de aplicações. Assim sendo, o emprego de modelos computacionais para
simular os fenômenos f́ısicos que ocorrem nos diversos sistemas presentes no corpo humano
foi o objetivo de diversas pesquisas ao longo do mundo inteiro nos últimos quinze anos.
A principal meta tem sido analisar as potencialidades que a modelagem computacional
pode fornecer à comunidade médica e ainda avaliar o impacto que conseqüentemente pode
provocar na qualidade de vida da população. Em outras palavras, o emprego de modelos
governados por leis f́ısicas tem ajudado a projetar um novo horizonte para a medicina, à
qual poder-se-ia lhe atribuir o nome de medicina assistida por computação cient́ıfica.
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2 Introdução

Um vasto leque de novos problemas tem surgido, produto desta rica parceria entre
a modelagem computacional e as aplicações em medicina. Em particular as problemáticas
comentadas a seguir estão sujeitas aos temas tratados nesta tese.

Um dos primeiros problemas abordados na literatura foi o do escoamento do sangue
nas maiores artérias do corpo humano. Numerosos modelos simplificados (modelos 1D)
têm sido desenvolvidos a fim de dar respostas quantitativas e qualitativas a perguntas sobre
o funcionamento do sistema cardiovascular na escala do sistema completo, afiançando os
conhecimentos sobre os mecanismos que governam a dinâmica deste sistema. Entretanto,
a informação de caráter global que estes modelos fornecem não atende às necessidades
básicas para estudar comportamentos de caráter local do fluxo sangǘıneo em determi-
nadas regiões do sistema. Por isto, com o advento de tecnologias de computadores mais
avançadas e com ferramentas de aqüisição de dados mais precisas, o emprego de mode-
los computacionais mais complexos (modelos 3D) passou a ser praxe na pesquisa sobre
o estudo de determinadas doenças assim como na pesquisa orientada à planificação de
procedimentos cirúrgicos. Diversos trabalhos foram dedicados à análise do escoamento do
sangue empregando modelos tridimensionais em geometrias obtidas a partir de imagens
médicas. No entanto, cada vez mais perguntas emergiam como resultado do aprofunda-
mento na capacidade descritiva dos modelos. Como conseqüência, surgiu a necessidade
de conhecer outros aspectos do sistema cardiovascular. Por exemplo, os mecanismos que
determinam a deposição de placas de ateroma, como isto está afetado pela regularidade do
escoamento sangǘıneo e em que forma os fenômenos da escala global afetam tais fenômenos
de caráter local, têm sido um ativo tema de estudo na comunidade cient́ıfica. Uma última
geração de modelos veio recentemente ao encontro das necessidades de análises cada vez
mais complexas em hemodinâmica. Neste sentido, os modelos multidimensionais acopla-
dos (modelos 3D–1D) foram criados para fornecer uma representação mais real do sistema
arterial, levando em conta a interação entre os fenômenos que ocorrem nas diversas es-
calas presentes. Isto dá origem a um novo campo de pesquisa que é o do acoplamento de
modelos de diferente dimensão, e que desperta interesse em diversos problemas da f́ısica e
engenharia. A formulação de uma teoria mecânica e matemática consistente, empregando
prinćıpios variacionais, que abranja todas as possibilidades para lidar com as incompati-
bilidades existentes entre estes modelos é um desafio com implicações interessantes nas
áreas de mecânica dos fluidos, mecânica dos sólidos e transferência de calor dentre outros,
e constitui um dos principais objetivos desta tese, como será comentado mais na frente.

Um outro tópico que aparece em cena com grande relevância é a modelagem do
funcionamento da válvula aórtica. Este problema compreende um conjunto de desafios,
tanto do ponto de vista da modelagem como da aplicação final, que possuem um caráter
altamente complexo. Em particular, esta classe de estudo pode estar orientada a projetar
o desenho de válvulas artificiais, otimizando os tempos de análises e experimentação.
Para isto têm surgido alguns métodos baseados na superposição de domı́nios, ou também
imersão de domı́nios, que facilitam a abordagem destes problemas frente ao uso de técnicas
clássicas. Este campo de pesquisa, o qual também possui extrema aplicabilidade em
qualquer área da engenharia, é recente, encontra-se em pleno desenvolvimento, e possui
certas questões que ainda devem ser esclarecidas. Esta clarificação pode ser feita utilizando
formulações variacionais e é parte do objetivo principal desta tese como comentado mais
na frente.

Em outro âmbito, intimamente ligado aos problemas acima comentados está a mode-
lagem constitutiva dos tecidos biológicos. Sabe-se que o comportamento destes materiais
é muito complexo e a modelagem constitutiva empregando técnicas clássicas é uma tarefa
árdua. Vinculando isto com o dito anteriormente, pode-se dizer que o emprego de técnicas
computacionais para modelar a resposta constitutiva destes materiais não só é impor-
tante aos efeitos da modelagem do escoamento do sangue nas artérias, mas também na
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modelagem do funcionamento da válvula aórtica. Assim sendo, em função da limitação
própria dos modelos constitutivos fenomenológicos, os modelos de multiescala tendem a
afirmar-se como as técnicas mais adequadas a fim de representar o comportamento destes
materiais. Uma teoria variacional que vise colocar este problema de acoplamento entre
escalas permite o completo entendimento das hipóteses existentes por trás desta classe de
modelos.

Escopo da tese e metodologia de trabalho

Se bem o denominador comum dos problemas enunciados na seção anterior é a
modelagem do sistema cardiovascular humano, a abrangência dos temas tratados aqui vai
além desta mera aplicação, possuindo forte inferência em muitos problemas das diversas
áreas da f́ısica e engenharia. Inúmeras situações são atingidas por estes conceitos e po-
dem ser tratadas empregando as idéias aqui formuladas. Desta forma, embora a aplicação
principal seja na modelagem do sistema cardiovascular, alguns dos resultados apresentados
escapam a essa problemática, mostrando inclusive a versatilidade dos conceitos desenvolvi-
dos. Neste sentido, o escopo da tese possui uma tendência à análise teórica dos resultados,
fornecendo bases claras e derivações sistemáticas na formulação dos problemas tratados.
Em determinadas situações apresenta-se a ligação direta com o tratamento computacional
necessário para resolver o problema no contexto da aplicação principal para a qual está
orientado o texto.

Dado que a tese está escrita dentro de um programa de modelagem computacional
o público alvo são os pesquisadores da área da modelagem e simulação computacional. A
ênfase da tese está nos aspectos mecânicos das formulações de cada modelo assim como
nas hipóteses necessárias na construção destas. Do comentado na seção anterior observa-
se então que existe um denominador comum a fim de abordar a construção de modelos
matemáticos para atacar os diferentes problemas mencionados. Este ponto em comum é
o emprego de prinćıpios variacionais, o qual permite edificar a teoria utilizada mantendo
firmes bases mecânicas e matemáticas, facilitando o posterior tratamento aproximado
do problema. Por isto, a tese mantém principalmente uma forte inclinação variacional,
procurando que os tópicos tratados estejam sempre em consonância com prinćıpios bem
fundados.

Em função do dito na seção sobre a motivação da problemática geral, vê-se que
desenvolver trabalho nas áreas mencionadas requer um alto grau de multidisciplinarie-
dade, aspecto constantemente advogado no Programa de Pós-Graduação em Ciências da
Modelagem Computacional do Laboratório Nacional de Computação Cient́ıfica. Isto deve
também ser frisado a fim de contextualizar o trabalho desenvolvido dentro de um programa
de formação superior multidisciplinar.

Objetivos e contribuições da tese

O objetivo geral desta tese é apresentar bases bem fundadas para diversos problemas
para os quais a literatura não tem fornecido idéias claras e acabadas a fim de conseguir
um entendimento fechado sobre cada um dos assuntos tratados. Para descrever melhor
a natureza desta tese apresenta-se a Figura 1 que mostra as três principais etapas na
abordagem de um problema genérico no âmbito da modelagem e simulação computacional.

A primeira etapa compreende a construção dos prinćıpios que governam a f́ısica
mais relevante do problema. O ponto mais importante aqui é a realização de hipóteses
adequadas e o uso de bases bem fundadas para proceder a formular o modelo matemático
que descreverá os fenômenos observáveis. A segunda etapa objetiva a análise matemática
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Proposta de tese

1) Construção do modelo

Prinćıpio matemático que

governa a f́ısica mais

relevante do problema

⇒

2) Aproximação do problema

Resolução de forma aproximada,

implementação computacional, análise

numérica, comparação com resultados

conhecidos e estudo de casos

⇓
3) Resolução do problema real

Utilização da teoria desenvolvida para atacar o

problema real

PJ Blanco LNCC

Figura 1: Etapas básicas na abordagem de um problema genérico.

do modelo proposto, incluindo análise numérica, aspectos básicos da implementação com-
putacional assim como análises de casos para testar o funcionamento do modelo proposto.
Por último tem-se a etapa na qual passa-se a resolver problemas a grande escala, para o
qual os aspectos básicos da implementação computacional devem ser reformulados a fim
de fazer viável a aplicação da teoria desenvolvida a problemas da vida real.

Seguindo este diagrama, e o explicado no parágrafo anterior, o objetivo geral desta
tese é apresentar contribuições principalmente no primeiro estágio do diagrama, empre-
gando, evidentemente, elementos das outras duas etapas a fim de conseguir mostrar o
desempenho dos diversos modelos constrúıdos. Em outras palavras, a ênfase desta tese
está colocada na própria construção do modelo f́ısico que governa um dado problema. Para
isto apresentam-se conceitos relativamente simples e amplamente conhecidos em outros
âmbitos, mas que, quando formulados no contexto adequado, permitem fornecer soluções
a diversas questões ainda não resolvidas de forma completa na literatura.

Para passar aos aspectos particulares da tese começa-se dizendo que a mesma está
composta por três partes principais. A Figura 2 mostra uma estrutura do presente texto
segundo os três tópicos a serem tratados. Cada uma destas problemáticas representa sem
dúvida um problema de notável interesse na modelagem computacional, e ao mesmo tempo
têm como denominador comum o fato de jogarem um papel fundamental na modelagem
do sistema cardiovascular humano.

A primeira parte da tese trata sobre os aqui denominados modelos cinematicamente
incompat́ıveis. Esta denominação abrange situações como a da modelagem do acoplamento
de modelos de diferente dimensão. A contribuição desta parte, e o principal objetivo, é
fornecer bases teóricas suportadas por prinćıpios variacionais consistentes a fim de for-
mular o acoplamento de modelos que podem ser eventualmente incompat́ıveis do ponto
de vista da cinemática que governa cada um deles. Em particular isto é feito para os
problemas de transferência de calor, problemas de equiĺıbrio de sólidos e problemas de
escoamento de fluidos incompresśıveis. Com isto contribui-se com uma sistematização da
análise e abordagem do problema de acoplamento de modelos com diferentes cinemáticas
e, em particular, de diferente dimensão, não só alcançando as teorias existentes na litera-
tura, mas também estendendo as possibilidades a respeito do entendimento do problema.
Um outro objetivo particular desta parte é apresentar a implementação computacional, e
depois a resolução de diversos exemplos de aplicação na área da modelagem do sistema
cardiovascular humano.
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Figura 2: Estrutura da tese.

A segunda parte da tese lida com o problema de acoplamento fluido–sólido empre-
gando conceitos de imersão de domı́nios. O objetivo particular procurado aqui é, nova-
mente, fornecer bases teóricas firmemente apoiadas sobre prinćıpios variacionais adequados
que permitam formular duas classes de problemas. Por um lado, formula-se o problema
de acoplamento de um sólido com um fluido. Por outro lado, coloca-se o acoplamento de
uma estrutura tipo casca com um fluido. Isto é feito empregando idéias de imersão de
domı́nios e de imersão de contornos respectivamente. Assim sendo, a contribuição desta
parte é na generalização das teorias existentes atualmente na literatura, tanto de métodos
de contornos imersos como métodos de sólidos imersos, que, ou bem estão restritas a casos
particulares, ou diretamente não estão bem formuladas. Outro objetivo, que também
constitui uma contribuição, é mostrar como se desenvolve a implementação computa-
cional dos métodos de domı́nios imersos por meio da obtenção do operador tangente que
surge da linearização do problema e, quando posśıvel, apresentar resultados numéricos das
capacidades que estas metodologias possuem.

A terceira e última parte da tese tem por objetivo fazer, em primeiro lugar, uma re-
visão de alguns conceitos recentemente apresentados na literatura concernentes à modela-
gem constitutiva combinando técnicas de multiescala e prinćıpios variacionais cinemáticos
(ou primais). Assim, a contribuição, e o objetivo, desta parte é realizar uma extensão
teórica desenvolvendo os correspondentes modelos duais por meio do uso de prinćıpios
variacionais complementares. Outro objetivo é realizar a implementação computacional
de cada um dos modelos primais existentes, comparando o desempenho que cada um apre-
senta com resultados da literatura. A metodologia computacional desenvolvida é também
contribuição desta tese.

Vale a pena ressaltar que o próposito final da tese não é apresentar uma integração
das três partes o que, aliás, constituiria um trabalho de várias teses. Em resumo, o
objetivo final, e ao mesmo tempo contribuição principal, é fornecer idéias e conceitos
teóricos baseados no emprego de formulações variacionais para abordar cada um dos temas
apresentados e, em determinadas ocasiões, dar evidências das capacidades destes conceitos
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mediante exemplos numéricos. Isto constitui, sem dúvidas, o primeiro passo para futuras
linhas de pesquisa que visem a integração progressiva das áreas aqui tratadas.

Estrutura da tese e conteúdos

A organização da tese segue de perto o esquema da Figura 2 da seção anterior. As-
sim, há três partes que a conformam. Cada uma das partes compõe-se de dois caṕıtulos.
De forma geral, o primeiro caṕıtulo apresenta os conceitos teóricos por trás do assunto
a ser tratado nessa parte, enquanto que o segundo caṕıtulo dedica-se à implementação
computacional e resultados numéricos de casos vistos no caṕıtulo teórico. Desta forma
segue-se o mesmo padrão ao longo de todo o texto. Por sua vez, cada um dos caṕıtulos
é iniciado por uma discussão que levanta, por um lado, a motivação e, por outro lado,
os pontos mais importantes sobre o assunto exposto. Fornece-se com maior precisão o
objetivo particular do caṕıtulo assim como também realiza-se uma resenha bibliográfica
com os trabalhos na área mais relevantes do ponto de vista que será atacado o problema.
Finalmente esta introdução a cada caṕıtulo é fechada detalhando os trabalhos desenvolvi-
dos decorrentes das contribuições feitas, quando for aplicável. A seguir menciona-se de
forma resumida o conteúdo de cada caṕıtulo.

Parte I

Caṕıtulo 1. Este caṕıtulo apresenta as idéias por trás da formulação do problema de
acoplamento de modelos com diferentes cinemáticas, e particulariza a formulação
para vários problemas de acoplamento de modelos de diferente dimensão em trans-
ferência de calor, mecânica dos sólidos e mecânica dos fluidos. Também mostram-se
alguns resultados numéricos na área da mecânica dos sólidos.

Caṕıtulo 2. Aqui desenvolve-se a implementação computacional para o acoplamento de
modelos 3D e 1D no problema do escoamento de fluidos incompresśıveis em domı́nios
deformáveis. Todos os exemplos numéricos objetivam dar uma amostra das poten-
cialidades do emprego de modelos acoplados em hemodinâmica e portanto estão
completamente orientados a esta aplicação.

Parte II

Caṕıtulo 3. Neste caṕıtulo faz-se uma recopilação de metodologias clássicas para tratar
o problema de interação fluido–estrutura e desenvolvem-se posteriormente os corres-
pondentes prinćıpios baseados em imersão de domı́nios. Apresentam-se resultados
teóricos para o caso de imersão de sólidos de forma arbitrária e de estruturas delgadas
tipo casca.

Caṕıtulo 4. Tanto a linearização do problema quanto a implementação computacional do
problema de sólidos imersos discutem-se neste caṕıtulo. Apresenta-se também como
caso particular o problema envolvendo sólidos ŕıgidos. Mostram-se ainda alguns
exemplos numéricos neste último caso para fornecer evidências da potencialidade do
método.

Parte III

Caṕıtulo 5. Aqui revisitam-se as idéias de modelagem constitutiva de multiescala em-
pregando conceitos variacionais. Com isto constroem-se diversos modelos para, logo
depois, reformular todas as idéias empregando argumentos de dualidade em mecânica
e recuperando a forma de cada modelo que fora obtido via a formulação primal.
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Caṕıtulo 6. Neste caṕıtulo mostram-se as implementações computacionais de cada mo-
delo de multiescala primal visto no caṕıtulo anterior. Apresentam-se resultados
numéricos para materiais porosos com matriz elasto-plástica, comparando o desem-
penho de cada modelo com resultados da literatura. Também desenvolve-se uma
microestrutura cuja resposta no ńıvel do problema macroscópico visa reproduzir os
resultados para materiais como os encontrados na modelagem do tecido da parede
arterial.

A tese culmina com a seção destinada às conclusões e as referências bibliográficas citadas
ao longo de todo o texto.





Parte I

Modelos Cinematicamente
Incompat́ıveis
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Caṕıtulo 1

Teoria sobre o acoplamento de
modelos cinematicamente
incompat́ıveis

Introdução

Um dos principais objetivos de um modelo é reproduzir os fenômenos f́ısicos que
ocorrem em uma situação real da melhor forma posśıvel no sentido dado pelas próprias
caracteŕısticas e limitações que tal modelo possui. A escolha de um modelo é baseada no
objetivo da modelagem do problema, ou seja, é extremamente dependente dos resultados
que se desejam obter e das conclusões finais às quais se deseja chegar. Inclusive, é muito
comum que no mesmo processo da modelagem um modelo deva ser substitúıdo por um
outro mais adequado em prol de capturar os fenômenos de relevância na f́ısica do problema.

Para poder analisar na sua totalidade um modelo surge a linguagem matemática.
Cada tipo de modelo é caracterizado através de uma formulação matemática subjacente.
Esta formulação contextua ao problema dentro de um marco que permite a sua abordagem
de forma axiomática. Conseqüentemente, as diferenças entre os modelos assim como as
suas caracteŕısticas são manifestadas por meio das formulações matemáticas respectivas,
que poderão ser mais ou menos sofisticadas em função dos objetivos da modelagem. Na
modelagem de diversos problemas da f́ısica é comum deparar com situações nas quais tais
problemas podem ser abordados utilizando simultaneamente diferentes modelos. Desta
maneira, é posśıvel encontrar situações nas quais as caracteŕısticas do problema sejam
tais que devam ser considerados diversos modelos funcionando conjuntamente como um
único modelo unidade. Nestes casos, o objetivo é que algumas das particularidades do
problema sejam capturadas por um tipo de modelo e outras por outro tipo de modelo. A
questão é então dispor de uma formulação matemática que englobe ambos os modelos de
forma que a interação entre estes não escape à f́ısica do problema. Isto refere-se ao correto
surgimento das denominadas condições de acoplamento entre os modelos.

Uma forma geral e sistemática de construir um modelo com caracteŕısticas parti-
culares é alterando a cinemática do mesmo em função das necessidades e requerimentos
da modelagem. Assim sendo, quando se fala sobre o interesse em utilizar modelos de
caracteŕısticas diferentes, agindo conjuntamente, refere-se precisamente de empregar mo-
delos com cinemáticas disśımeis dentro do mesmo problema em estudo. Entretanto, o uso
de cinemáticas diferentes supõe a presença de descontinuidades nos campos envolvidos
devido à própria natureza de cada modelo. Surge então, o que aqui se denomina, uma
incompatibilidade cinemática entre os modelos. A palavra incompatibilidade deve ser
entendida no sentido da regularidade dos campos candidatos a solução do problema de
acordo com os requerimentos de um dado prinćıpio variacional que o governa. Tal incom-

11
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patibilidade pode emergir nos diversos estágios da modelagem. O exemplo mais claro que
nos concerne neste caṕıtulo é aquela incompatibilidade resultante de ter introduzido, como
dito acima, hipóteses no problema cont́ınuo sobre o comportamento cinemático de uma
parte do modelo. Um outro caso que também poderia ser visto como clássico é aquela
incompatibilidade que ocorre somente ao pensar em uma aproximação para o problema,
por exemplo, ao empregar discretizações diferentes em diversas partições de um mesmo
domı́nio.

Deixando momentaneamente de lado a discussão sobre o surgimento de incompa-
tibilidades cinemáticas, mas sem afastar-se totalmente, digamos que uma caracteŕıstica
importante na hora de realizar a abordagem de um problema é a dimensionalidade dada
ao mesmo. Assim, considerar um modelo no qual os fenômenos possuem uma descrição
tridimensional resulta sempre mais adequado do que um modelo no qual alguma hipótese
simplificativa foi realizada de forma a descrever os fenômenos que se sucedem em duas ou
inclusive em uma dimensão. Entretanto, do ponto de vista da modelagem é bem sabido
que há situações nas quais estas simplificações trazem notórias vantagens decorrentes da
redução do custo na resolução do problema. Considere então que por certos motivos se
deseja trabalhar com modelos cujas diferenças estejam nas dimensionalidades outorgadas
a cada um. Logo, resulta interessante, do ponto de vista teórico e da aplicação, a colocação
do problema quando pensado a partir da utilização destes modelos acoplados operando
juntamente. Isto deve ser feito dentro de um contexto no qual seja posśıvel derivar con-
sistentemente os diferentes modelos conseguindo, ao mesmo tempo e de forma natural, as
adequadas condições de acoplamento entre eles visando a sua correta interação. As razões
para utilizar este tipo de modelos acoplados reside nas necessidades da modelagem, e para
cada caso particular deverão ser adequadamente justificadas. A pergunta está em como
lidar com modelos de dimensionalidade diferente, e a resposta é discutida no parágrafo
subseqüente.

Ao longo de toda esta tese o prinćıpio básico a partir do qual se formulam os pro-
blemas da mecânica é o prinćıpio variacional. Os prinćıpios variacionais que governam
os diversos problemas aqui tratados são bem conhecidos, assim como a sua dependência
com a dimensionalidade do problema e as condições que uma função deve satisfazer para
que possa ser considerada candidata a solução. No entanto, ainda nada foi desenvolvido
objetivando formular, através de um único prinćıpio variacional, um problema utilizando
modelos cinematicamente incompat́ıveis e, em particular, como será visto de diferente di-
mensionalidade. Este caṕıtulo vem atender este requerimento. Observe que a redução na
dimensionalidade de um modelo primal (no sentido da formulação variacional primal, ou
cinemática, subjacente) pode ser sempre entendida como simplificações no que se denomina
em geral a cinemática do modelo. Por cinemática entende-se a caracteŕıstica da qual goza
o campo primal com o qual se descrevem os fenômenos no prinćıpio variacional primal.
Portanto, o problema de acoplar modelos de diferente dimensionalidade pode ser visto
como um caso particular do problema de acoplar modelos cinematicamente incompat́ıveis.
Esta falta de compatibilidade nas cinemáticas acarreta, como dito acima, a presença de
descontinuidades nos campos envolvidos, produto de ter violentado a continuidade origi-
nal dos mesmos. O prinćıpio variacional original já não é válido devido a que os campos
não satisfazem as condições de regularidades requeridas e, portanto, faz-se necessário re-
formular o problema arquitetando um novo prinćıpio variacional estendido que atenda
a estas alterações. Diz-se que o prinćıpio variacional estende-se devido a que o mesmo
agora deve ser válido para campos que eventualmente podem ser descont́ınuos. O objetivo
de formular este novo prinćıpio variacional é o de derivar, de forma natural a partir da
própria formulação, as adequadas condições de acoplamento entre os modelos. Ver-se-á
que tais condições surgirão justamente nas denominadas interfaces de acoplamento entre os
modelos que é onde a cinemática é efetivamente alterada. Estas condições caracterizarão
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às soluções e serão as encarregadas de manter o modelo dentro da f́ısica do problema
sob análise. Tudo isto será derivado de forma consistente dentro do marco variacional de
trabalho sem introduzir nenhum tipo de condição adicional sobre o problema.

Neste caṕıtulo apresentam-se as bases para formular o problema de acoplamento de
modelos cinematicamente incompat́ıveis a partir de um prinćıpio variacional estendido.
Isto é levado a cabo para diversos campos da mecânica. Na Seção 1.1 desenvolvem-se as
idéias de incompatibilidade cinemática de forma abstrata, deixando a base teórica bem
fundada para proceder nos diversos problemas apresentados posteriormente. A Seção 1.2
começa com um caso simples como o problema de transferência de calor para o qual se
estuda a existência e unicidade de soluções assim como a propriedade do decaimento da
energia. Na Seção 1.3 estudam-se os problemas relacionados à modelagem de componentes
estruturais, tais como vigas e cascas, e formula-se o problema de acoplamento entre estes
modelos reduzidos e modelos tridimensionais. Enquanto que na Seção 1.4 alguns resulta-
dos numéricos são apresentados para o caso desenvolvido na seção anterior. Finalmente
na Seção 1.5 analisa-se o problema de escoamento de fluidos e as suas diversas possibi-
lidades, chegando até a formulação de um problema geral em domı́nios deformáveis que
será de interesse no Caṕıtulo 2. Por último, na Seção 1.6 apresentam-se os comentários
finais do caṕıtulo salientando alguns aspectos importantes e estendendo a análise além do
apresentado nas primeiras seções.

As idéias desenvolvidas neste caṕıtulo constituem parte das contribuições desta tese.
Com efeito, este caṕıtulo é a base dos conceitos teóricos apresentados nos trabalhos [18, 20,
21, 155]. Pesquisa parcialmente orientada nesta direção foi levada a cabo nos anos 80 e 90
em trabalhos que abordavam a modelagem da junção entre placas, entre placas e cascas, e
entre placas e sólidos elásticos 3D [5, 10, 11, 12, 33]. Ainda nos anos 90 alguns trabalhos
empregaram a análise assintótica para realizar a junção entre uma estrutura elástica 3D e
um componente de dimensão reduzida [86, 117, 118]. Em todos estes trabalhos o problema
é entendido de forma absolutamente diferente a como é enxergado neste caṕıtulo. Com
efeito, a abordagem proposta não é axiomática e portanto carece de generalidade. Aqui o
problema é tratado de forma bem geral quando pensado na área de sólidos, segundo feito
na Seção 1.3, sendo posśıvel ver que dentro desta abordagem geral podem-se incluir os
diversos pontos de vista apresentados na literatura. Por outro lado, aplicações no campo
da análise de componentes em torção têm sido apresentadas em [13]. Com relação ao
tópico tratado na Seção 1.5 alguns trabalhos apresentam idéias relativas ao acoplamento
de modelos de diferente dimensionalidade na área de fluidos, porém, a bibliografia é escassa
(ver [41, 42, 161]) e, bem como na literatura da área de sólidos, carece da abordagem
sistemática que se põe em evidência neste caṕıtulo. O tratamento existente até a atualidade
está baseado em condições incorporadas a priori a ńıvel do problema diferencial particular,
para o qual se precisa de um conhecimento prévio das condições de acoplamento. Uma
discussão mais aprofundada apresenta-se na Seção 1.6.

Antes de finalizar é importante mencionar que os conceitos introduzidos aqui são
úteis também no contexto de técnicas de decomposição de domı́nios como uma forma
alternativa e interessante de abordar o problema de malhas não compat́ıveis sobre uma
dada superf́ıcie (aquela denominada anteriormente como interface de acoplamento). Ape-
sar de que esta situação pressupõe compatibilidade cinemática no ńıvel do cont́ınuo, tal
compatibilidade é perdida ao passar ao ńıvel discreto realizando diferentes aproximações
nas diferentes partições do domı́nio original. Assim, a teoria é aplicável também para
lidar com sistemas particionados, envolvendo diversas técnicas bem conhecidas como as
propostas em [128, 129]. Um comentário análogo é válido para métodos de Galerkin
descont́ınuos, nos quais as incompatibilidades cinemáticas são introduzidas para dar ver-
satilidade à aproximação numérica do problema. Este aspecto é comentado novamente
antes de finalizar o caṕıtulo.
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1.1 Conceitos gerais sobre incompatibilidade cinemática

Os conceitos apresentados nesta seção são de caráter abstrato e ficarão mais claros
nos diversos exemplos colocados ao longo das seções no decorrer deste caṕıtulo. Primeira-
mente é apresentado um prinćıpio variacional genérico que visa lidar com incompatibili-
dades cinemáticas no modelo, e logo depois desenvolve-se uma discussão sobre os aspectos
mecânicos envolvidos em tal prinćıpio variacional estendido.

1.1.1 O prinćıpio variacional estendido

Considere então um problema cuja f́ısica é modelada por meio de um prinćıpio
variacional determinado que de forma geral pode ser denominado prinćıpio das potências
virtuais. No âmbito dos modelos variacionais cinemáticos, ou equivalentemente primais,
a f́ısica que o modelo representa está exclusivamente baseada na cinemática que o modelo
possui. Esta cinemática determina as particularidades das funções candidatas a solução
do problema, por meio da caracterização dos espaços funcionais usados na formulação
variacional. Em forma bem genérica o problema variacional pode ser colocado como
segue:

Problema 1.1. Encontre u ∈ U tal que

LR(u),vMQ′×Q = 0 ∀v ∈ V , (1.1.1)

com
U = {u ∈ Q; u satisfaz condições de contorno}, (1.1.2)

onde V é o espaço obtido tomando a diferença de elementos em U , e Q′ é o espaço dual
de Q.

Neste problema, formulado para um campo genérico u, L·, ·MQ′×Q é uma classe de
produto de dualidade que representa o estado de equiĺıbrio, e que envolve um operador
R(·) : Q → Q′ genérico, o qual pode ser dependente do tempo e não linear, enquanto que
por outro lado a operação L·, ·MQ′×Q é linear nas variações admisśıveis v. Por último, o
ı́ndice Q′ ×Q remarca que a operação está sujeita à regularidade das funções no espaço
Q. Além disso o problema está colocado em um domı́nio de análise Ω ∈ R3 aberto
e limitado, e com contorno Γ regular de modo que os traços das funções estejam bem
definidos. Associado ao espaço Q está o espaço dos traços sobre a fronteira denotado por
TΓ(Q). Suponha agora que o domı́nio Ω é dividido em duas partes Ω1 e Ω2 através de um
contorno artificial interno denominado Γa regular para que os traços das funções estejam
bem definidos também sobre este contorno. Desta forma tem-se que Ω =

(
Ω1 ∪ Ω2

)◦ (o
interior do fecho da união). Agora as funções são vistas como um par u = (u1,u2), onde
cada parte corresponde a um domı́nio. Como conseqüência da regularidade das funções
em U , da formulação variacional (1.1.1) conclui-se que sobre tal contorno interno é

u1 = u2 em TΓa(Q), (1.1.3)

ou seja que a igualdade é no sentido dado pelo espaço TΓa(Q). Suponha agora que se ad-
mite que as funções candidatas a solução do problema não satisfazem a condição (1.1.3).
Esta situação se dá, por exemplo, quando se lida com formulações de modelos que pos-
suem cinemáticas incompat́ıveis já que tal incompatibilidade pressupõe a existência de
alguma classe de descontinuidade. Logo, o prinćıpio variacional deve ser reformulado de
forma a acomodar esta nova situação. Esta necessidade de reformulação implica no que
se denomina a extensão do prinćıpio. Assume-se também que ui ∈ Qi onde Qi é tal que
estabelece a regularidade necessária para definir adequadamente as operações L·, ·MQ′

i×Qi
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sobre Ωi, i = 1, 2. Isto dá a entender que existe uma estreita relação através da qual Qi,
i = 1, 2, herda certas propriedades de Q. De forma geral, o prinćıpio variacional estendido
é obtido adicionando no prinćıpio original termos associados às potências virtuais geradas
pelas descontinuidades em dualidade com os esforços admisśıveis, os quais por sua vez
dependem das hipóteses cinemáticas consideradas para cada sub-domı́nio. Assim sendo,
o prinćıpio variacional denominado estendido é, em forma genérica, o seguinte:

Problema 1.2. Para algum γ ∈ [0, 1] encontre ((u1,u2), t1, t2) ∈ Ud × TΓa(Q1)′ ×
TΓa(Q2)′ tal que

LR1(u1),v1MQ′
1×Q1

+ LR2(u2),v2MQ′
2×Q2

+ γ〈t1, (v1 − v2)〉TΓa (Q1)′×TΓa (Q1) + (1− γ)〈t2, (v1 − v2)〉TΓa (Q2)′×TΓa(Q2)

+ γ〈s1, (u1 − u2)〉TΓa (Q1)′×TΓa (Q1) + (1− γ)〈s2, (u1 − u2)〉TΓa(Q2)′×TΓa (Q2) = 0

∀((v1,v2), s1, s2) ∈ Vd × TΓa(Q1)′ × TΓa(Q2)′, (1.1.4)

com Ud = U1 × U2 sendo

U1 = {u1 ∈ Q1; u1 satisfaz condições de contorno},
U2 = {u2 ∈ Q2; u2 satisfaz condições de contorno}, (1.1.5)

e onde Vd é o espaço obtido tomando a diferença de elementos em Ud.

Neste problema TΓa(Qi)′ denota o espaço dual que automaticamente será identifi-
cado uma vez que for estabelecido Qi, i = 1, 2. O mesmo acontece com os espaços duais
Q′

i, i = 1, 2. No caso geral, a forma dos operadores R1 e R2 muda de acordo com as
hipóteses cinemáticas adotadas para cada um dos sub-domı́nios Ωi, i = 1, 2. Observe que
ti e sua variação admisśıvel si são elementos duais de ui, i = 1, 2, os quais ficam definidos
uma vez providas as caracteŕısticas da variável primal.

Para estudar a consistência do Problema 1.2 com respeito ao Problema 1.1 é preciso
colocar as condições deste último no primeiro. Ou seja, assuma que Qi herda todas as
caracteŕısticas do espaço Q quando restrito ao domı́nio Ωi, o que se denota por Qi = Q|Ωi

,
i = 1, 2. Em outras palavras, a cinemática é mantida de forma original, e parcial, sobre
cada sub-domı́nio. Logo, resulta R1(·) = R2(·) = R(·), e além do mais

TΓa(Q1) = TΓa(Q2) = TΓa(Q),
TΓa(Q1)′ = TΓa(Q2)′ = TΓa(Q)′.

(1.1.6)

Chamando então tγ = γt1 + (1− γ)t2, resulta o seguinte problema:

Problema 1.3. Encontre ((u1,u2), tγ) ∈ Ud × TΓa(Q)′ tal que

LR(u1),v1MQ′|Ω1
×Q|Ω1

+ LR(u2),v2MQ′|Ω2
×Q|Ω2

+ 〈tγ , (v1 − v2)〉TΓa (Q)′×TΓa (Q) + 〈sγ , (u1 − u2)〉TΓa(Q)′×TΓa (Q) = 0

∀((v1,v2), sγ) ∈ Vd × TΓa(Q)′, (1.1.7)

com Ud = U1 × U2 sendo

U1 = {u1 ∈ Q|Ω1
; u1 satisfaz condições de contorno},

U2 = {u2 ∈ Q|Ω2
; u2 satisfaz condições de contorno}, (1.1.8)

e onde Vd é o espaço obtido tomando a diferença de elementos em Ud.
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Aqui fica em evidência que o Problema 1.2 é consistente com o Problema 1.1 já que
sob as condições do problema original a formulação variacional (1.1.7) estabelece que

〈sγ , (u1 − u2)〉TΓa (Q)′×TΓa (Q) = 0 ∀sγ ∈ TΓa(Q)′, (1.1.9)

e portanto implica que a (1.1.3) é satisfeita. Além do mais, este resultado implica que
quando não existem hipóteses cinemáticas adicionais sobre algum dos dois domı́nios, ou
seja quando não há incompatibilidade cinemática sobre a fronteira Γa, a solução do pro-
blema independe de γ, como esperado. No entanto, é importante salientar que o Pro-
blema 1.2 é mais geral já que no mesmo é posśıvel introduzir diferentes cinemáticas dentro
do mesmo domı́nio de análise Ω por meio da especificação arbitrariamente independente
de Q1 e Q2. Considere então o caso no qual alguma restrição foi introduzida em um
dos espaços, digamos Q1, de forma que Q1 ⊂ Q|Ω1

com inclusão estrita. Desta maneira
tem-se que sobre Γa é TΓa(Q1) ⊂ TΓa(Q|Ω1

), e automaticamente fica definido o elemento
dual t1, e a sua variação admisśıvel, no espaço TΓa(Q1)′. É importante notar que, se
bem que não há problema em considerar o produto de dualidade 〈s1,u1〉TΓa (Q1)′×TΓa (Q1)

posto que ambos os elementos constituem naturalmente um par dual, agora surge uma
questão relacionada à forma de considerar o produto 〈s1,u2〉TΓa (Q1)′×TΓa (Q1) devido a que
estes não são, a priori, elementos duais. De fato, u2|Γa

∈ TΓa(Q2). Para atender a esta
pergunta é preciso lembrar que s1 é um elemento tal que produz junto com uma função
da forma de u1 uma determinada quantidade de potência. Logo, qualquer função que não
inclui componentes da forma de u1 é ortogonal a s1 no sentido dado pela projeção definida
pelo produto de dualidade. Isto significa que, sendo u2 uma função arbitrária, esta deve
poder ser projetada no sentido do produto de dualidade em TΓa(Q1)′ × TΓa(Q1) a fim de
recuperar a correspondente componente que se assemelha na forma à u1. Para tanto, é
necessário colocar TΓa(Q2) tal que inclua as condições de regularidade que caracterizam
TΓa(Q1). Portanto, em geral escreve-se

TΓa(Q2) = TΓa(Q1)⊕W , (1.1.10)

onde W é um espaço geral tal que na decomposição anterior o mesmo seja ortogonal a
TΓa(Q1)′ no sentido do produto de dualidade. Assim sendo, é posśıvel escrever

u2|Γa
= u21 + u2r, (1.1.11)

com u21 ∈ TΓa(Q1) e u2r ∈ W . Seja S1 o funcional linear associado ao elemento s1, isto é
S1(·) = 〈s1, ·〉TΓa(Q1)′×TΓa (Q1). Então, de acordo com o acima dito, é u2r ∈ W = Ker(S1)
(o núcleo do funcional linear), então pode-se afirmar que para uma função qualquer é

〈s1,u2〉TΓa (Q1)′×TΓa (Q1) = 〈s1,u21〉TΓa (Q1)′×TΓa (Q1). (1.1.12)

Do ponto de vista mecânico, a decomposição (1.1.11) estabelece que as funções da forma de
u2r não produzem potência em dualidade com elementos de TΓa(Q1)′. Como conseqüência
disto, a componente u2r é considerada como uma componente de flutuação que é inviśıvel
aos efeitos da dualidade segundo dito acima. Com efeito, ver-se-á nos diversos casos que
serão analisados que os elementos de W possuem certas propriedades que estão fortemente
relacionadas às caracteŕısticas das considerações cinemáticas efetuadas sobre Q1. Dado
que é preciso que a decomposição (1.1.11) sejá realizável, sob certas hipóteses na cinemática
de Q1, a cinemática sobre Ω2 caracterizada por Q2 ver-se-á afetada de forma que TΓa(Q2)
possa ser decomposto segundo a (1.1.10). Estas situações ficarão expostas com maior
clareza ao utilizar estas idéias nas situações particulares que surgem na área da mecânica
dos sólidos.
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1.1.2 Sobre a escolha do parâmetro real γ

Conforme visto, a solução do Problema 1.3 independe de γ. Esta questão será estu-
dada com detalhe nos exemplos que serão apresentados nas seções seguintes. Contudo, ao
impor hipóteses adicionais sobre uma das cinemáticas, esta independência é perdida. Isto
é resultado direto de como são afetados os produtos de dualidade sobre Γa quando γ muda
de valor. Isto será visto também com detalhe ao se obter as equações de Euler–Lagrange
de cada problema tratado. Pode-se ver que o espaço ao qual pertence sγ muda de acordo
com o valor de γ ∈ [0, 1], o que altera o sentido da continuidade sobre Γa das quantidades
de interesse no problema. De fato, observe que a partir do problema geral 1.2 decorre que
a continuidade é dada, em função de γ, como segue

γ = 1 → u1 = u2 em TΓa(Q1),
γ 6= 1 → u1 = u2 em TΓa(Q2),

(1.1.13)

onde por γ 6= 1 entende-se γ ∈ [0, 1). Neste ponto surgem descontinuidades nos campos
envolvidos, já que o sentido de cada identidade na expressão acima é inerente à cinemática
adotada sobre cada sub-domı́nio. Logo, sempre que alguma hipótese cinemática é intro-
duzida, resulta uma situação na qual a continuidade no sentido de TΓa(Q1) não implica
a continuidade no sentido de T Γa(Q2), porque de acordo com a decomposição (1.1.10) a
flutuação u2r pode adqüirir valores arbitrários desde que esteja em W .

No prinćıpio variacional (1.1.4) há um conceito importante que deve ser salientado
e enfatizado sobre a escolha do parâmetro real γ, e que de alguma forma foi introduzido
nos parágrafos anteriores. Foi dito acima que as condições de acoplamento mudam ao
mudar o valor de γ em função de como mudam as condições de continuidade sobre Γa.
Isto implica que o próprio modelo mecânico (ou modelo f́ısico em geral) muda ao modificar
γ. Isto é de fundamental importância para entender bem o papel que este parâmetro tem
na formulação variacional. Desta maneira, a escolha do parâmetro γ deve estar baseada
exclusivamente em argumentos mecânicos. Além do mais, se as hipóteses cinemáticas
estão adequadamente incorporadas no modelo, isto é apoiadas sobre firmes argumentos
mecânicos (ou f́ısicos), o resultado final deve ser quase independente da escolha de γ. O
essencial a ser resgatado daqui é que γ deve ser escolhido em função do que é desejado
que o modelo cont́ınuo represente. Assim, se o que se deseja é que o modelo represente a
situação onde o campo é cont́ınuo no sentido do espaço T Γa(Q1), então γ = 1 deverá ser
tomado, e se o que se deseja é que o campo seja cont́ınuo no sentido do espaço T Γa(Q2),
deverá ser considerado γ 6= 1.

Precisa-se dizer também que, ao passar ao problema discreto, são três os modelos que
surgem do prinćıpio variacional extendido. Como será visto em alguns exemplos numéricos
na Seção 1.4, esses modelos correspondem a γ = 1, γ ∈ (0, 1) e γ = 0. Isto será discutido
novamente na mencionada seção.

Em cada uma das seções seguintes analisa-se o problema do acoplamento de mo-
delos de distinta dimensionalidade usando recorrentemente as idéias aqui desenvolvidas.
Em cada seção constrói-se o Problema 1.2 correspondente para, em seguida, estar em
condições de introduzir restrições sobre o espaço Q1 que define a cinemática sobre Ω1 e
reduzir a dimensão do modelo para este sub-domı́nio. Assim, obtêm-se as equações de
Euler–Lagrange resultantes e em particular estuda-se como a solução varia em função de
γ. Junto a isto vê-se como as descontinuidades dos campos surgem frente à realização das
hipóteses cinemáticas e à alteração do parâmetro γ.
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1.2 O problema de transferência de calor

Nesta seção apresentam-se os conceitos básicos para formular um prinćıpio varia-
cional estendido seguindo as idéias apresentadas na Seção 1.1. Para isto considere-se um
domı́nio limitado Ω ⊂ R3 com contorno Γ = ΓD ∪ ΓN (e tal que ΓD ∩ ΓN = ∅). O
prinćıpio variacional que governa o problema de transferência de calor transiente envol-
vendo fenômenos difusivos é o seguinte:

Problema 1.4. Para cada t ∈ (0, T ) encontre θ ∈ X tal que
∫

Ω

[
ρC

∂θ

∂t
η − q · ∇η

]
dx =

∫

Ω
fη dx−

∫

ΓN

q̄nη dΓ ∀η ∈ Y, (1.2.1)

com θ(0,x) = 0 sem perda de generalidade e onde

X = {θ ∈ H1(Ω); θ|ΓD
= θ̄}, (1.2.2)

com Y sendo o espaço gerador da variedade linear X , além disso ρ é a massa espećıfica,
C é o calor espećıfico, q = q(θ) é o fluxo de calor difusivo que no caso de um material que
segue a lei de Fourier é q = −K∇θ sendo K o tensor de condutividade térmica, f é uma
fonte de calor por unidade de volume, q̄n é um fluxo de calor imposto sobre a fronteira de
Neumann ΓN e θ̄ é uma temperatura imposta sobre a fronteira de Dirichlet ΓD.

Esta formulação é válida para qualquer material, basta especificar a lei constitutiva
indicando o comportamento do fluxo difusivo q para fechar o problema. No caso de
materiais que seguem a lei de Fourier sabe-se que a solução deste problema existe e é
única.

Seja agora, assim como na Seção 1.1, um contorno interno artificial Γa que per-
mite realizar uma partição do domı́nio Ω, como mostra a Figura 1.1, como sendo Ω =(
Ω1 ∪ Ω2

)◦, com Γa = Γ1 ∩ Γ2 e Γ = (Γ1 ∪ Γ2) \ Γa.

Figura 1.1: Decomposição do domı́nio Ω.

De acordo com esta decomposição e com a regularidade das funções em X , tem-se
que a solução do Problema 1.4, considerada agora como um par θ = (θ1, θ2) em função da
partição feita, satisfaz as seguintes condições sobre o contorno Γa

θ1 = θ2 em H1/2(Γa), (1.2.3)

q1 · n1 = q2 · n1 em H−1/2(Γa), (1.2.4)

onde qi é o fluxo difusivo correspondente à partição Ωi, i = 1, 2, sobre o contorno Γa cuja
normal exterior, vista do domı́nio Ω1, é n1. A (1.2.3) decorre da cinemática do problema
posto que provém da definição do conjunto X , enquanto que a (1.2.4) obtém-se de forma
natural da formulação variacional (1.2.1).
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De forma a preparar o contexto teórico para o tratamento de cinemáticas não com-
pat́ıveis considere agora que a função θ pode ser descont́ınua sobre o contorno Γa, ou seja
a equação (1.2.3) não é satisfeita a priori. Desta forma é claro que o Problema 1.4 não
está bem posto já que a formulação variacional (1.2.1) carece de sentido nesta situação.
Isto é devido a que se está buscando uma solução fora do conjunto X . Conseqüentemente,
é preciso escrever um novo prinćıpio variacional de forma a manter relação com a f́ısica
do problema original, isto é, que a solução do novo problema corresponda à do problema
original no sentido dado pelas equações de Euler, e que permita a busca de soluções com
a caracteŕıstica anteriormente mencionada. A idéia de estender um prinćıpio variacional
é baseada, assim como foi feito no Problema 1.2 da Seção 1.1, na adição de termos no
balanço de potências virtuais que representem a potência gerada como dualidade entre
as descontinuidades introduzidas e as correspondentes variáveis duais. Assim sendo, o
problema variacional estendido é o seguinte:

Problema 1.5. Para cada t ∈ (0, T ) e para algum γ ∈ [0, 1] encontre ((θ1, θ2), t1, t2) ∈
Xd × TΓa(Q1)′ × TΓa(Q2)′ tal que

∫

Ω1

[
ρC

∂θ1

∂t
η1 − q1 · ∇η1

]
dx +

∫

Ω2

[
ρC

∂θ2

∂t
η2 − q2 · ∇η2

]
dx

+ γ〈t1, (η1 − η2)〉TΓa(Q1)′×TΓa (Q1) + (1− γ)〈t2, (η1 − η2)〉TΓa (Q2)′×TΓa (Q2)

+ γ〈s1, (θ1 − θ2)〉TΓa (Q1)′×TΓa (Q1) + (1− γ)〈s2, (θ1 − θ2)〉TΓa (Q2)′×TΓa (Q2) =∫

Ω1

fη1 dx +
∫

Ω2

fη2 dx−
∫

ΓN1

q̄n1η1 dΓ−
∫

ΓN2

q̄n2η2 dΓ

∀((η1, η2), s1, s2) ∈ Yd × TΓa(Q1)′ × TΓa(Q2)′, (1.2.5)

com θ1(0,x) = 0 e θ2(0,x) = 0, e onde q̄n1 = q̄n|ΓN 1
e q̄n2 = q̄n|ΓN 2

, além disso é
Xd = X1 ×X2 com

X1 = {θ1 ∈ Q1; θ1|ΓD1
= θ̄1},

X2 = {θ2 ∈ Q2; θ2|ΓD2
= θ̄2},

(1.2.6)

onde θ̄1 = θ̄|ΓD1
e θ̄2 = θ̄|ΓD2

, e com Yd = Y1×Y2, sendo Y1 e Y2 os espaços geradores das
variedades lineares X1 e X2 respectivamente. Os demais elementos são definidos segundo
o Problema 1.4.

Para analisar a consistência do problema estendido assuma que

Qi = H1(Ωi) i = 1, 2, (1.2.7)

e portanto resulta

TΓa(Qi) = H1/2(Γa) TΓa(Qi)′ = H−1/2(Γa) i = 1, 2. (1.2.8)

Assim sendo, as formas dos produtos dualidade são as clássicas

〈t1, (η1 − η2)〉TΓa (Q1)′×TΓa (Q1) =
∫

Γa

t1(η1 − η2) dΓ,

〈t2, (η1 − η2)〉TΓa (Q2)′×TΓa (Q2) =
∫

Γa

t2(η1 − η2) dΓ.

(1.2.9)

Logo, resulta fácil ver que, no sentido das distribuições, as equações de Euler–Lagrange
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correspondentes à formulação variacional estendida (1.2.5) são as seguintes





ρC
∂θ1

∂t
+ div q1 = f em Ω1,

ρC
∂θ2

∂t
+ div q2 = f em Ω2,

θ1 = θ̄1 sobre ΓD1,

θ2 = θ̄2 sobre ΓD2,

q1 · n1 = q̄n1 sobre ΓN 1,

q2 · n2 = q̄n2 sobre ΓN 2,

γ(θ1 − θ2) = 0 sobre Γa,

(1− γ)(θ1 − θ2) = 0 sobre Γa,

γt1 + (1− γ)t2 = q1 · n1 sobre Γa,

γt1 + (1− γ)t2 = q2 · n1 sobre Γa.

(1.2.10)

Observa-se que a solução do problema em termos somente do campo θ = (θ1, θ2) independe
do parâmetro real γ, com efeito, das equações (1.2.10) obtém-se o seguinte





ρC
∂θ1

∂t
+ div q1 = f em Ω1,

ρC
∂θ2

∂t
+ div q2 = f em Ω2,

θ1 = θ̄1 sobre ΓD1,

θ2 = θ̄2 sobre ΓD2,

q1 · n1 = q̄n1 sobre ΓN 1,

q2 · n2 = q̄n2 sobre ΓN 2,

θ1 = θ2 sobre Γa,

q1 · n1 = q2 · n1 sobre Γa,

(1.2.11)

onde tem-se chegado ao resultado de consistência enunciado no Problema 1.3. Lembre-se
também que os fluxos difusivos q1 e q2 estão relacionados com as funções θ1 e θ2 respec-
tivamente através das leis constitutivas. Conclui-se então que a solução do Problema 1.5
satisfaz as mesmas equações de Euler–Lagrange que a solução do Problema 1.4. Com
efeito, as duas últimas expressões da (1.2.11) correspondem-se com as (1.2.3)–(1.2.4). Por
brevidade apresenta-se o seguinte resultado somente para o problema estacionário:

Proposição 1.1. O Problema 1.5, com Qi segundo a (1.2.7), estacionário e com fluxo
difusivo governado pela lei de Fourier, ou seja qi = −K∇θi (i = 1, 2), possui solução,
resultando uma única θ = (θ1, θ2) ∈ Xd e uma única combinação tγ = γt1 + (1 − γ)t2 ∈
H
−1/2
J·K (Γa).

Prova. A prova segue a metodologia desenvolvida em [8, 27] para a análise de formulações
mistas (ver teorema de Brezzi e lema de Babuška). Observe que o problema pode ser escrito
da seguinte forma

a(θ, η) + b(η, tγ) = l(η) ∀η ∈ Yd, (1.2.12)

b(θ, sγ) = 0 ∀sγ ∈ H
−1/2
J·K (Γa), (1.2.13)
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com a(·, ·) : Wd ×Wd → R, b(·, ·) : Wd ×H
−1/2
J·K (Γa) → R e l(·) : Wd → R definidas como

a(θ, η) =
∫

Ω1

K∇θ1 · ∇η1 dx +
∫

Ω2

K∇θ2 · ∇η2 dx,

b(θ, sγ) =
∫

Γa

[γs1 + (1− γ)s2](θ1 − θ2) dΓ,

l(η) =
∫

Ω1

fη1 dx +
∫

Ω2

fη2 dx−
∫

ΓN1

q̄n1η1 dΓ−
∫

ΓN2

q̄n2η2 dΓ,

(1.2.14)

e onde Wd = H1(Ω1)×H1(Ω2) cuja norma vem dada por ‖θ‖Wd
= ‖θ1‖H1(Ω1)+‖θ2‖H1(Ω2).

Considere a decomposição θ = µ + ξ onde ξ ∈ Wd é tal que ξ1|ΓD1
= θ̄1, ξ1|Γa

= 0,
ξ2|ΓD2

= θ̄2 e ξ2|Γa
= 0, enquanto que µ ∈ K ⊂ Ker(B) sendo B o operador associado à

forma b(·, ·) e

K =
{
µ = (µ1, µ2) ∈ Wd; µ1|ΓD1

= 0, µ2|ΓD2
= 0, µ1|Γa

= µ2|Γa

}
. (1.2.15)

Resulta simples mostrar que a forma a(·, ·) é bilinear, simétrica, cont́ınua e coerciva em
K × K desde que K seja, para cada ponto do domı́nio Ω, uma matriz definida positiva, e
também que a forma l(·) é linear e cont́ınua em K. Logo, pelo teorema de Lax–Milgram
(ver [50]) segue-se que existe uma única função µ ∈ K ⊂ Ker(B) tal que

a(µ, η) = lξ(η) ∀η ∈ K, (1.2.16)

onde lξ(·) = l(·) − a(ξ, ·). Portanto, a existência e unicidade de θ = (θ1, θ2) ∈ Xd segue.
Para provar a existência e unicidade da combinação tγ deve-se recorrer à teoria das for-
mulações mistas. Vejamos que a forma b(·, ·) satisfaz uma condição inf–sup para chegar
ao resultado buscado. Primeiro define-se o espaço H

−1/2
J·K (Γa) equipado com a norma

‖tγ‖H
−1/2
J·K (Γa)

= sup
JµK∈H

1/2
J·K (Γa)

JµK6=0

∫

Γa

tγJµKdΓ

‖JµK‖
H

1/2
J·K (Γa)

, (1.2.17)

como o espaço dual de H
1/2
J·K (Γa) que é definido como

H
1/2
J·K (Γa) = {JµK ∈ H1/2(Γa); µ ∈ Wd, JµK = µ1|Γa

− µ2|Γa
}, (1.2.18)

e equipado com a norma

‖JµK‖
H

1/2
J·K (Γa)

= inf
ϕ∈Wd

JµK=ϕ1|Γa
−ϕ2|Γa

‖ϕ‖Wd
. (1.2.19)

Assim sendo, para qualquer β1 > 1 pode-se escolher ψ ∈ Wd tal que ψ1|Γa
− ψ2|Γa

= JµK e

‖ψ‖Wd
≤ β1‖JµK‖H

1/2
J·K (Γa)

. (1.2.20)
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Logo, da definição (1.2.17) e usando a (1.2.20) tem-se para β2 > 1 o seguinte

1
β2
‖tγ‖H

−1/2
J·K (Γa)

< sup
JµK∈H

1/2
J·K (Γa)

JµK6=0

∫

Γa

tγJµKdΓ

‖JµK‖
H

1/2
J·K (Γa)

≤ β1 sup
ψ∈Wd

JµK=ψ1|Γa
−ψ2|Γa

ψ1|Γa
6=ψ2|Γa

∫

Γa

tγJµK dΓ

‖ψ‖Wd

. (1.2.21)

Desta forma existe β0 = 1
β1β2

> 0 tal que a forma b(·, ·) satisfaz a seguinte condição
inf–sup

β0 ≤ inf
tγ∈H

−1/2
J·K (Γa)

tγ 6=0

sup
ψ∈Wd

JµK=ψ1|Γa
−ψ2|Γa

ψ1|Γa
6=ψ2|Γa

∫

Γa

tγJµKdΓ

‖ψ‖Wd
‖tγ‖H

−1/2
J·K (Γa)

. (1.2.22)

Logo, do lema de Babuška [8] segue-se que existe uma única combinação tγ ∈ H
−1/2
J·K (Γa). ¤

Agora estão todos os elementos dados para formular o problema de acoplamento
entre modelos de diversa dimensionalidade. Para levar a cabo isto introduzem-se hipóteses
simplificativas de modo que a cinemática que governa o problema sobre um dos domı́nios
seja alterada, obtendo cinemáticas não compat́ıveis a ambos os lados de Γa.

1.2.1 Acoplamento 3D–2D

Seja agora o domı́nio Ω1 descrito em coordenadas ciĺındricas x = (r, φ, z) de acordo
com o esquema da Figura 1.2.

Figura 1.2: Acoplamento de modelos 3D–2D.

Considere que, por alguma razão inerente à modelagem do problema, seja posśıvel
assumir que o campo de temperatura nesta parte do domı́nio toma a seguinte forma

θ1(t,x) = θ1(t, r, z), (1.2.23)

ou seja que os fenômenos podem ser descritos como possuindo simetria de revolução, en-
quanto que no domı́nio Ω2 mantém-se o grau de descrição da cinemática em três dimensões.
Considera-se que o contorno Γa é tal que a normal n1 (vista desde o domı́nio Ω1) está
na direção da coordenada z. Neste caso escolheu-se acoplar um modelo 3D com um que
possui simetria de revolução, mas nada impede considerar o acoplamento com um modelo
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onde a hipótese cinemática gera um modelo plano 2D, problema que será tratado mais na
frente no contexto da mecânica dos fluidos.

Logo resulta claro que, ao ter introduzido esta hipótese, o campo de temperatura θ
sofre uma descontinuidade sobre Γa e portanto o Problema 1.4 não está bem posto. Para
isto utiliza-se o Problema 1.5 que permite lidar com descontinuidades provenientes, em
particular, da introdução desta classe de hipótese. De fato, ao proporcionar esta forma
particular ao campo θ1 se está modificando a cinemática com a qual estão descritos os
fenômenos no domı́nio Ω1. Logo, a forma do espaço Q1 é a seguinte

Q1 = H1
r (Σ), (1.2.24)

onde Σ é o domı́nio de análise dado por Σ = {(z, r) ∈ Ω1; z ∈ (za, zb); r ∈ (0, R)},
enquanto que o ı́ndice r indica que as funções ponderadas pela função f(r) = 2πr estão
em H1(Σ). Desta forma tem-se

TΓa(Q1) = H1/2
r (∂Σa) TΓa(Q1)′ = H−1/2

r (∂Σa), (1.2.25)

onde ∂Σa = {(z, r) ∈ Ω1; z = zb; r ∈ (0, R)} = (0, Rb) (ver Figura 1.2). Em conseqüência,
a forma do produto de dualidade resulta

〈s1, θ1〉TΓa (Q1)′×TΓa (Q1) =
∫ Rb

0
s1θ12πr dr. (1.2.26)

Agora a questão é como tratar o produto 〈s1, θ2〉TΓa (Q1)′×TΓa (Q1). De acordo com as
idéias desenvolvidas na Seção 1.1, o espaço TΓa(Q2) deve ser definido de forma que a
decomposição ortogonal (1.1.10) se mantenha válida. Assim sendo, de acordo com a
(1.1.11) resulta

θ2|Γa
= θ21 + θ2r, (1.2.27)

onde θ21 possui as caracteŕısticas de θ1 segundo a (1.2.23). Portanto escreve-se

〈s1, θ2〉TΓa (Q1)′×TΓa (Q1) = 〈s1, θ21〉TΓa (Q1)′×TΓa (Q1) =
∫ Rb

0
s1θ212πr dr, (1.2.28)

devido a que a flutuação θ2r satisfaz

〈s1, θ2r〉TΓa (Q1)′×TΓa (Q1) = 0 ∀s1 ∈ TΓa(Q1)′. (1.2.29)

Logo, é fácil ver que θ2r neste caso deve ser tal que
∫ 2π

0
θ2r dφ = 0. (1.2.30)

Com esta propriedade pode-se caracterizar θ21 como sendo

θ21 =
1
2π

∫ 2π

0
θ2 dφ. (1.2.31)

Então, o espaço Q2 pode ser definido como

Q2 = {η2 ∈ H1(Ω2); η2|Γa
= η21 + η2r; η21 ∈ TΓa(Q1); η2r satisfaz (1.2.30)}. (1.2.32)

De forma análoga, resulta diretamente que o produto de dualidade 〈·, ·〉TΓa (Q2)′×TΓa (Q2) é

〈s2, θ2〉TΓa (Q2)′×TΓa (Q2) =
∫

Γa

s2θ2 dΓ. (1.2.33)
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A fim de reduzir o modelo sobre Ω1, as integrais em Ω1 e em ΓN 1 escrevem-se como segue
∫

Ω1

(·) dx =
∫ zb

za

∫ R

0

∫ 2π

0
(·)r dφdrdz,

∫

ΓN1

(·) dΓ =
∫ zb

zm

∫ 2π

0
(·)R dφdz.

(1.2.34)

Assim sendo, incorporando a forma particular do campo θ1 dada pela (1.2.23), levando em
conta a (1.2.26), sua conseqüência (1.2.28), e a (1.2.33) na formulação variacional (1.2.5),
e considerando os seguintes fluxos de calor e carregamentos generalizados

q1
φ
r =

1
2π

∫ 2π

0
q1 · er dφ q1

φ
z =

1
2π

∫ 2π

0
q1 · ez dφ,

fφ =
1
2π

∫ 2π

0
f dφ q̄n

φ
1 =

1
2π

∫ 2π

0
q̄n1 dφ,

(1.2.35)

resulta o seguinte problema de acoplamento entre um modelo 3D (sobre Ω2) e um modelo
2D (sobre Ω1):

Problema 1.6 (Transferência de calor – Acoplamento 3D–2D). Para cada t ∈ (0, T ) e
para algum γ ∈ [0, 1] encontre ((θ1, θ2), t1, t2) ∈ Xd × TΓa(Q1)′ × TΓa(Q2)′ tal que

∫ zb

za

∫ R

0
2πr

[
ρC

∂θ1

∂t
η1 − q1

φ
r

∂η1

∂r
− q1

φ
z

∂η1

∂z

]
drdz +

∫

Ω2

[
ρC

∂θ2

∂t
η2 − q2 · ∇η2

]
dx

+
∫ Rb

0
r

(
γ2πt1 + (1− γ)

∫ 2π

0
t2 dφ

)
(η1 − η21) dr − (1− γ)

∫

Γa

t2η2r dΓ

+ γ

∫ Rb

0
2πrs1 (θ1 − θ21) dr + (1− γ)

∫

Γa

s2(θ1 − θ2) dΓ =

∫ zb

za

∫ R

0
2πrfφη1 drdz +

∫

Ω2

fη2 dx−
∫ zb

zm

2πRq̄n
φ
1η1 dz −

∫

ΓN2

q̄n2η2 dΓ

∀((η1, η2), s1, s2) ∈ Yd × TΓa(Q1)′ × TΓa(Q2)′, (1.2.36)

com θ1(0, r, z) = 0 e θ2(0,x) = 0. Além disso é Xd = X1 ×X2 com

X1 = {θ1 ∈ Q1; θ1|ΓD1
= θ̄1},

X2 = {θ2 ∈ Q2; θ2|ΓD2
= θ̄2},

(1.2.37)

com Q1 e Q2 definidos segundo a (1.2.24) e a (1.2.32) respectivamente. Ainda Yd é o
espaço gerador da variedade linear Xd. Finalmente TΓa(Q1)′ é dado segundo a (1.2.25), e
TΓa(Q2)′ é o espaço dual de TΓa(Q2) com Q2 definido pela (1.2.32). Os demais elementos
são definidos segundo o Problema 1.5.

Observe que agora o problema sobre Ω1 fica em termos dos fluxos de calor generali-
zados q1

φ
r e q1

φ
z , assim como do fluxo q2, para os quais é preciso fornecer as correspondentes

leis constitutivas como funções de θ1 e θ2 respectivamente.
Antes de ir em busca das equações de Euler–Lagrange observe que é conveniente

escrever, sem perda de generalidade, a seguinte decomposição do fluxo q2 sobre Γa

q2|Γa
= q̄2n1 + q̃2, (1.2.38)
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onde q̄2 e q̃2 são escolhidos tais que

q̄2 =
1
2π

∫ 2π

0
q2 · n1 dφ

∫ 2π

0
q̃2 · n1 dφ = 0. (1.2.39)

Logo, usando recorrentemente a fórmula de Green resulta que, no sentido das distribuições,
as equações de Euler–Lagrange correspondentes à formulação variacional (1.2.36) do pro-
blema de acoplamento 3D–2D são as seguintes





rρC
∂θ1

∂t
+

∂

∂r
(rq1

φ
r ) + r

∂q1
φ
z

∂z
= rfφ em Σ,

ρC
∂θ2

∂t
+ div q2 = f em Ω2,

θ1 = θ̄1 sobre ΓD1,

θ2 = θ̄2 sobre ΓD2,

q1
φ
r = q̄n

φ
1 sobre ΓN 1,

q2 · n2 = q̄n2 sobre ΓN 2,

γ(θ1 − θ21) = 0 sobre ∂Σa,

(1− γ)(θ1 − θ2) = 0 sobre Γa,

γt1 + (1− γ)
1
2π

∫ 2π

0
t2 dφ = q1

φ
z sobre ∂Σa,

γt1 + (1− γ)
1
2π

∫ 2π

0
t2 dφ = q̄2 sobre ∂Σa,

[
(1− γ)t2 − q̃2 · n1

] ⊥ η2r ∀η2r que satisfaz (1.2.30) sobre Γa.

(1.2.40)

As cinco últimas expressões acima são interpretadas como as condições de acoplamento
que surgem naturalmente da equação variacional (1.2.36). Aqui é importante ressaltar
as conseqüências de escolher os valores extremos de γ, já que tal escolha afeta signi-
ficativamente às condições de acoplamento resultantes. A solução do Problema 1.5 não
depender do valor de γ, entretanto, o mesmo não acontece com o Problema 1.6. Isto é, a
independência mencionada com relação a γ é perdida ao ter introduzido alguma hipótese
sobre a cinemática do campo θ em alguma parte do domı́nio. Com efeito, segundo as
equações de Euler–Lagrange associadas, ao escolher γ = 1 as condições de acoplamento
são as seguintes

θ1 =
1
2π

∫ 2π

0
θ2 dφ sobre ∂Σa, (1.2.41)

q1
φ
z = q2 · n1 sobre Γa, (1.2.42)
t1 = q2 · n1 sobre ∂Σa. (1.2.43)

Para obter as expressões (1.2.42) e (1.2.43) foi usado o fato de ser

q̃2 · n1 ⊥ η2r ∀η2r que satisfaz (1.2.30), (1.2.44)

do que se conclui que deve ser q̃2 ·n1 = 0 e portanto q2 ·n1 = q̄2. Por outro lado, se γ 6= 1
as condições de acoplamento são dadas por

θ1 = θ2 sobre Γa, (1.2.45)

q1
φ
z =

1
2π

∫ 2π

0
q2 · n1 dφ sobre ∂Σa, (1.2.46)

t2 = q2 · n1 sobre Γa, (1.2.47)
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sendo que a (1.2.47) é obtida combinando as últimas duas equações vistas na (1.2.40) junto
com a decomposição (1.2.38).

O mais importante a ser frisado aqui é que, por um lado, no caso γ = 1 o campo
θ é efetivamente descont́ınuo sobre Γa posto que somente o valor médio (no sentido do
ângulo φ) mantém-se cont́ınuo (ver a (1.2.41)) e nada impede à flutuação θ2r assumir um
valor arbitrário em concordância com a (1.2.30), enquanto que a quantidade que mantém
a continuidade sobre Γa é o fluxo de calor (ver a (1.2.42)). Por outro lado, para γ 6= 1 o
campo θ é cont́ınuo (ver a (1.2.45)) e por sua vez o fluxo de calor é descont́ınuo já que
somente o seu valor médio (no sentido do ângulo φ) é cont́ınuo (ver a (1.2.46)) e nada
impede à componente q̃2 · n1 assumir um valor arbitrário, porém sempre mantendo a
ortogonalidade com as funções da forma de η2r.

Dado que o problema é de fato acoplado estas não constituem condições de contorno
para nenhum dos dois modelos. Justamente, em tal caso estas condições são naturalmente
obtidas da própria formulação do problema. Apesar disto, é posśıvel dar uma outra
interpretação às condições de acoplamento a partir de separar, em algum sentido, ambos
problemas analisando as condições, que agora sim são condições de contorno, sobre cada
um deles. Para isto assume-se que é posśıvel dividir a resolução do problema acoplado
em dois problemas que de forma iterativa vão se aproximando do problema real. Assim,
resolve-se primeiro o problema sobre Ω1 e a seguir o problema sobre Ω2 (nada impede
pensar isto ao contrário). Seja γ = 1. Então, nesta situação hipotética resolve-se primeiro
o problema sobre Ω1 com condição de contorno em ∂Σa dada pela (1.2.41) para depois
resolver o problema sobre Ω2 com condição de contorno sobre Γa dada pela (1.2.42). Isto
permite ver que o problema sobre Ω1 é um problema de Dirichlet quando pensado com
relação à condição sobre a fronteira de acoplamento, ao mesmo tempo que o problema
sobre Ω2 é um problema de Neumann. Para γ 6= 1 a situação fica invertida. O problema
sobre Ω1 resolve-se utilizando a condição de contorno (1.2.46), resultando em um problema
de Neumann, enquanto que sobre Ω2 o problema possui condição de contorno de Dirichlet
dada pela (1.2.45). Existe então uma relação de reciprocidade entre os diferentes valores
de γ posto que com a mesma formulação variacional passamos para o domı́nio Ω1 (domı́nio
Ω2) de um problema de Dirichlet (Neumann) a um problema de Neumann (Dirichlet).

1.2.2 Acoplamento 3D–1D

Seja o esquema da Figura 1.3.

Figura 1.3: Acoplamento de modelos 3D–1D.

Assume-se novamente que, por alguma razão inerente à modelagem do problema, o



1.2. O problema de transferência de calor 27

campo de temperatura sobre Ω1 pode ser definido como

θ1(t,x) = θ1(t, z), (1.2.48)

ou seja que os fenômenos podem ser descritos em uma dimensão. No domı́nio Ω2 mantém-
se a descrição em três dimensões. A hipótese realizada aqui afeta bastante as caracteŕısticas
do modelo inicial. Por exemplo, as fronteiras de Dirichlet e Neumann já não existem sobre
a parte lateral do domı́nio Ω1, mas somente em za, ou em tal caso a condição de Neumann
na fronteira lateral resulta em uma fonte distribúıda no modelo reduzido. Sem perda de
generalidade considera-se que za é o contorno de Dirichlet ΓD1 e que a fronteira lateral
possui condição de Neumann. Logo, como conseqüência da hipótese feita, o campo de
temperatura θ sofre uma descontinuidade sobre Γa e, portanto, o Problema 1.4 não está
bem posto. Novamente recorre-se ao Problema 1.5 já que, assim como no problema de
acoplamento 3D–2D, aqui a cinemática sobre Ω1 está sendo alterada suscitando uma
descontinuidade sobre Γa. Assim, ao considerar a hipótese cinemática (1.2.48), a forma
do espaço Q1 é a seguinte

Q1 = H1((za, zb)). (1.2.49)

Logo tem-se
TΓa(Q1) = R TΓa(Q1)′ = R. (1.2.50)

Portanto resulta

〈s1, θ1〉TΓa (Q1)′×TΓa (Q1) = (s1θ1)
∣∣∣∣
zb

. (1.2.51)

Novamente, a questão é determinar a forma do produto de dualidade 〈s1, θ2〉TΓa (Q1)′×TΓa (Q1).
Das idéias desenvolvidas na Seção 1.1, resulta que o espaço TΓa(Q2) deve ser escrito de
modo que a decomposição ortogonal (1.1.10) seja válida. De acordo com a (1.1.11) resulta
então

θ2|Γa
= θ21 + θ2r, (1.2.52)

onde θ21 é da forma de θ1 de acordo com a (1.2.48). Logo, escreve-se

〈s1, θ2〉TΓa (Q1)′×TΓa (Q1) = 〈s1, θ21〉TΓa (Q1)′×TΓa(Q1) = (s1θ21)
∣∣∣∣
zb

, (1.2.53)

posto que a flutuação θ2r satisfaz

〈s1, θ2r〉TΓa (Q1)′×TΓa (Q1) = 0 ∀s1 ∈ TΓa(Q1)′. (1.2.54)

Assim, vê-se que θ2r deve ser tal que
∫

Γa

θ2r dΓ = 0. (1.2.55)

A partir daqui θ21 resulta caracterizada simplesmente como segue

θ21 =
1

Aa

∫

Γa

θ2 dΓ, (1.2.56)

onde Aa = |Γa|. O espaço Q2 é definido como

Q2 = {η2 ∈ H1(Ω2); η2|Γa
= η21 + η2r; η21 ∈ TΓa(Q1); η2r satisfaz (1.2.55)}. (1.2.57)
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De forma análoga, o produto 〈·, ·〉TΓa (Q2)′×TΓa (Q2) é o usual

〈s2, θ2〉TΓa (Q2)′×TΓa (Q2) =
∫

Γa

s2θ2 dΓ. (1.2.58)

Para reduzir o modelo em Ω1, as integrais em Ω1 e ΓN 1 decompõem-se como segue
∫

Ω1

(·) dx =
∫ zb

za

∫

Γ
(·) dΓ dz,

∫

ΓN1

(·) dΓ =
∫ zb

za

∫

∂Γ
(·) d∂Γdz.

(1.2.59)

Logo, introduzindo a hipótese (1.2.48) junto com as (1.2.51), (1.2.53) e (1.2.58) na for-
mulação variacional (1.2.5), e ainda levando em conta o fluxo de calor e os carregamento
generalizados

qΓ
1 =

∫

Γ
q1 · ez dΓ,

fΓ =
∫

Γ
f dΓ−

∫

∂Γ
q̄n1 d∂Γ,

(1.2.60)

resulta o seguinte problema de acoplamento entre um modelo 3D (sobre Ω2) e um modelo
1D (sobre Ω1):

Problema 1.7 (Transferência de calor – Acoplamento 3D–1D). Para cada t ∈ (0, T ) e
para algum γ ∈ [0, 1] encontre ((θ1, θ2), t1, t2) ∈ Xd × TΓa(Q1)′ × TΓa(Q2)′ tal que

∫ zb

za

[
ρLC

∂θ1

∂t
η1 − qΓ

1

∂η1

∂z

]
dz +

∫

Ω2

[
ρC

∂θ2

∂t
η2 − q2 · ∇η2

]
dx

+
(

γt1 + (1− γ)
∫

Γa

t2 dΓ
)

(η1 − η21)
∣∣∣∣
zb

− (1− γ)
∫

Γa

t2η2r dΓ

+ γs1(θ1 − θ21)
∣∣∣∣
zb

+ (1− γ)
∫

Γa

s2(θ1 − θ2) dΓ =
∫ zb

za

fΓη1 dz +
∫

Ω2

fη2 dx−
∫

ΓN2

q̄n2η2 dΓ

∀((η1, η2), s1, s2) ∈ Yd × TΓa(Q1)′ × TΓa(Q2)′, (1.2.61)

com θ1(0, z) = 0 e θ2(0,x) = 0. Além disso ρL é a massa espećıfica por unidade de
comprimento, e ainda é Xd = X1 ×X2 com

X1 = {θ1 ∈ Q1; θ1|ΓD1
= θ̄1},

X2 = {θ2 ∈ Q2; θ2|ΓD2
= θ̄2},

(1.2.62)

com Q1 e Q2 dados pelas (1.2.49) e (1.2.57) respectivamente, e Yd é o espaço gerador da
variedade linear Xd. Finalmente TΓa(Q1)′ é como na (1.2.50), e TΓa(Q2)′ é o espaço dual
de TΓa(Q2) com Q2 definido pela (1.2.57). Os demais elementos são definidos segundo o
Problema 1.5.

Para concluir a formulação do problema é preciso fornecer o comportamento consti-
tutivo sobre cada parte do domı́nio, isto é, as formas funcionais que relacionam os fluxos
qΓ
1 e q2 com θ1 e θ2 respectivamente.

Previamente à obtenção das equações de Euler–Lagrange é conveniente escrever, sem
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perda de generalidade, a seguinte decomposição do fluxo q2 em Γa

q2|Γa
= q̄2n1 + q̃2, (1.2.63)

onde q̄2 e q̃2 são tais que

q̄2 =
1

Aa

∫

Γa

q2 · n1 dΓ
∫

Γa

q̃2 · n1 dΓ = 0. (1.2.64)

Assim sendo, usando recorrentemente a fórmula de Green é posśıvel obter, no sentido das
distribuições, as equações de Euler–Lagrange correspondentes à formulação variacional
(1.2.61) do problema de acoplamento 3D–1D





ρLC
∂θ1

∂t
+

∂qΓ
1

∂z
= fΓ em (za, zb),

ρC
∂θ2

∂t
+ div q2 = f em Ω2,

θ1 = θ̄1 em {za},
θ2 = θ̄2 sobre ΓD2,

q2 · n2 = q̄n2 sobre ΓN 2,

γ(θ1 − θ21) = 0 em {zb},
(1− γ)(θ1 − θ2) = 0 sobre Γa,

γt1 + (1− γ)
∫

Γa

t2 dΓ = qΓ
1 em {zb},

γt1 + (1− γ)
∫

Γa

t2 dΓ = Aaq̄2 em {zb},
[
(1− γ)t2 − q̃2 · n1

] ⊥ η2r ∀η2r que satisfaz (1.2.55) sobre Γa.

(1.2.65)

Novamente, as cinco últimas expressões acima identificam-se como as condições naturais
de acoplamento resultantes da formulação variacional (1.2.61). Analogamente ao caso de
acoplamento 3D–2D é importante ver quais as conseqüências ao escolher o valor de γ. A
independência da solução com relação a γ é novamente perdida no Problema 1.7 devido à
hipótese introduzida. Logo, ao escolher γ = 1 as condições de acoplamento resultam

θ1 =
1

Aa

∫

Γa

θ2 dΓ em {zb}, (1.2.66)

qΓ
1 = Aaq2 · n1 sobre Γa, (1.2.67)
t1 = Aaq2 · n1 em {zb}. (1.2.68)

Deve-se mencionar que para obter as expressões (1.2.67) e (1.2.68) foi preciso utilizar o
seguinte fato

q̃2 · n1 ⊥ η2r ∀η2r que satisfaz (1.2.55), (1.2.69)

o que implica que deve ser necessariamente q̃2 ·n1 = 0, e logo é q2 ·n1 = q̄2. Analogamente,
se é γ 6= 1 obtêm-se as seguintes condições de acoplamento

θ1 = θ2 sobre Γa, (1.2.70)

qΓ
1 =

∫

Γa

q2 · n1 dΓ em {zb}, (1.2.71)

t2 = q2 · n1 sobre Γa, (1.2.72)

onde a (1.2.72) é obtida combinando as últimas duas equações vistas na (1.2.65) com a
decomposição (1.2.63).
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Logo, a interpretação sobre cada problema pode ser dada de forma completamente
análoga ao problema de acoplamento de modelos 3D–2D. Isto é, para γ = 1 a temperatura é
efetivamente um campo descont́ınuo dado que a flutuação θ2r pode ser arbitrária, enquanto
que o fluxo de calor é cont́ınuo, e para γ 6= 1 a temperatura é um campo cont́ınuo e o fluxo
de calor resulta descont́ınuo dado que a componente q̃2 ·n1, ortogonal às funções da forma
de η2r, pode ser arbitrária. A Tabela 1.1 resume os principais comentários para o problema
3D–1D, incluindo o caso em que o problema acoplado é entendido como segregado em dois
sub-problemas, da mesma forma que explicado na parte final da seção anterior.

Valor Problema Problema Quantidade Quantidade
de γ segregado segregado cont́ınua descont́ınua

em Ω1 em Ω2

{1} Dirichlet Neumann Fluxo de calor Temperatura
(ver (1.2.67)) (ver (1.2.66))

[0,1) Neumann Dirichlet Temperatura Fluxo de calor
(ver (1.2.70)) (ver (1.2.71))

Tabela 1.1: Interpretações sobre o problema acoplado 3D–1D.

1.2.3 Decaimento da energia

Nesta seção analisa-se o problema de acoplamento 3D–1D para o qual estuda-se a
propriedade do decaimento da energia. Para isto considere que as fontes f e fΓ são nulas
e além disso a condição de contorno é puramente de Dirichlet e homogênea, ou seja que
ΓN = ∅, ΓD = Γ e que θ̄1 e θ̄2 são nulas. A energia para o problema, ou uma quantidade
equivalente, pode ser definida como

E = Am‖θ1‖2
L2((za,zb))

+ ‖θ2‖2
L2(Ω2), (1.2.73)

onde Am = minz∈[za,zb]{A(z)}.
Proposição 1.2. Para o Problema 1.7 com condição inicial em L2((za, zb))× L2(Ω2), a
energia do sistema definida segundo a (1.2.73) decai exponencialmente para um material
cujo comportamento constitutivo segue a lei de Fourier.

Prova. Considere η1 = θ1, η2 = θ2, s1 = t1 e s2 = t2 na formulação variacional (1.2.61).
Além disso, sejam θ1 e θ2 tais que se satisfaz a (1.2.66) ou a (1.2.70) segundo o valor de
γ que se tome. Logo, para um material que segue a lei constitutiva de Fourier resulta

∫ zb

za

[
ρLC

∂θ1

∂t
θ1 + kL

∂θ1

∂z

∂θ1

∂z

]
dz +

∫

Ω2

[
ρC

∂θ2

∂t
θ2 + K∇θ2 · ∇θ2

]
dx

+
(

γt1 + (1− γ)
∫

Γa

t2 dΓ
)

(θ1 − θ21)
∣∣∣∣
zb

− (1− γ)
∫

Γa

t2θ2r dΓ

+ γt1(θ1 − θ21)
∣∣∣∣
zb

+ (1− γ)
∫

Γa

t2(θ1 − θ2) dΓ = 0, (1.2.74)

ou seja

1
2

∂

∂t

∫ zb

za

ρLCθ2
1 dz +

∫ zb

za

kL

(
∂θ1

∂z

)2

dz

+
1
2

∂

∂t

∫

Ω2

ρCθ2
2 dx +

∫

Ω2

K∇θ2 · ∇θ2 dx = 0. (1.2.75)
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Sabendo que kL ≥ k0 > 0 e Ku · u ≥ K0 > 0, ∀u, e usando a desigualdade de Poincaré
que estabelece que para todas as funções λa ∈ H1((za, zb)) e λb ∈ H1(Ω2) que se anulam
em ao menos uma parte do contorno, existem constantes Ca > 0 e Cb > 0 tais que

∥∥∥∥
∂λa

∂z

∥∥∥∥
2

L2((za,zb))

≥ Ca‖λa‖2
L2((za,zb))

,

‖∇λb‖2
L2(Ω2) ≥ Cb‖λb‖2

L2(Ω2),

(1.2.76)

resulta, sabendo que ρL ≥ Amρ e assumindo que ρ e C são constantes, o seguinte

AmρC

2
∂

∂t
‖θ1‖2

L2((za,zb))
+ Cak0‖θ1‖2

L2((za,zb))
+

ρC

2
∂

∂t
‖θ2‖2

L2(Ω2) + CbK0‖θ2‖2
L2(Ω2) ≤

1
2

∂

∂t

∫ zb

za

ρLCθ2
1 dz +

∫ zb

za

kL

(
∂θ1

∂z

)2

dz

+
1
2

∂

∂t

∫

Ω2

ρCθ2
2 dx +

∫

Ω2

K∇θ2 · ∇θ2 dx = 0. (1.2.77)

Rearrumando os termos tem-se

ρC

2
∂

∂t

[
Am‖θ1‖2

L2((za,zb))
+ ‖θ2‖2

L2(Ω2)

]

+ C1

[
Am‖θ1‖2

L2((za,zb))
+ ‖θ2‖2

L2(Ω2)

]
=

ρC

2
∂E
∂t

+ C1E ≤ 0, (1.2.78)

onde C1 = min{Cak0
Am

, CbK0}. Logo, segue-se que

∂E
∂t

+
2C1

ρC
E ≤ 0, (1.2.79)

portanto obtém-se

E(t) ≤ E(0)e−
2C1
ρC

t
, (1.2.80)

com
E(0) = Am‖θ10‖2

L2((za,zb))
+ ‖θ20‖2

L2(Ω2), (1.2.81)

onde neste caso as condições iniciais não são nulas mas θ1(0, z) = θ10(z) e θ2(0,x) =
θ20(x). Segue-se então que a energia do sistema acoplado 3D–1D decai exponencial-
mente. ¤

O resultado enunciado acima pode ser estendido para o problema acoplado 3D–2D
sem inconvenientes, as idéias a serem aplicadas são as mesmas e por brevidade este resul-
tado não é inclúıdo.

1.3 O problema de componentes estruturais

Nos problemas de análise de componentes estruturais é bastante comum incorrer em
modelos reduzidos aproveitando o fato de uma das dimensões do componente sob estudo,
assim como os carregamentos que ele sofre, serem de formas particulares. Desta maneira,
modelos estruturais tridimensionais são reduzidos para modelos de cascas ou inclusive de
vigas a fim de reduzir o custo computacional e de focar a análise nos fenômenos de maior
importância no problema. Entretanto, há situações nas quais os modelos reduzidos destes
componentes não representam bem a realidade, seja porque os carregamentos sobre o
componente são de natureza mais complexa ou porque a geometria já deixa de representar
de fato a tal componente. Além do mais, a situação mais geral é aquela na qual a estrutura
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pode misturar regiões que possuem formas arbitrárias com regiões cujas formas que se
assemelham a uma casca e/ou viga.

Nas seguintes subseções analisam-se os problemas de acoplamento de modelos de
sólido 3D com os modelos de cascas de Naghdi e de Kirchhoff–Love (acoplamento 3D–2D)
e com o modelo de viga de Bernoulli (acoplamento 3D–1D). Nos três casos estuda-se
somente o problema estático. A extensão para problemas envolvendo dinâmica é bastante
direta e é omitida nesta seção por brevidade na apresentação.

Como no problema de transferência de calor, formula-se primeiro o problema geral
de acoplamento sem introduzir na formulação nenhuma hipótese cinemática, chegando ao
prinćıpio geral correspondente àquele que foi exibido na Seção 1.1. Para isto considere
novamente um domı́nio acotado Ω ⊂ R3 com contorno Γ = ΓD ∪ΓN (sendo ΓD ∩ΓN = ∅)
segundo mostra a Figura 1.1 já apresentada na seção anterior. O problema de análise
estrutural sem fenômenos dinâmicos é o seguinte:

Problema 1.8. Encontre u ∈ U tal que
∫

Ω
σ · ∇v dx =

∫

Ω
f · v dx +

∫

ΓN

t̄ · v dΓ ∀v ∈ V , (1.3.1)

onde
U = {u ∈ H1(Ω); u|ΓD

= ū}, (1.3.2)

com V sendo o espaço gerador da variedade linear U , e além disso σ = σ(u) é o tensor
de tensão de Cauchy, f é uma força por unidade de volume, t̄ é uma tração imposta sobre
a fronteira de Neumann ΓN e ū é um deslocamento imposto sobre a fronteira de Dirichlet
ΓD.

Novamente, agora resta especificar o comportamento do material através do tensor
de Cauchy σ para fechar o problema.

Seja o contorno interno Γa, segundo mostra a Figura 1.1, que divide o domı́nio Ω
como sendo Ω =

(
Ω1 ∪ Ω2

)◦, com Γa = Γ1 ∩ Γ2 e Γ = (Γ1 ∪ Γ2) \ Γa, de forma idêntica ao
feito na Seção 1.1. Assim sendo, sabe-se que a solução do Problema 1.8, considerada agora
como um par u = (u1,u2) em função da partição feita, satisfaz as seguintes condições sobre
o contorno Γa

u1 = u2 em H1/2(Γa), (1.3.3)

σ1n1 = σ2n1 em H−1/2(Γa), (1.3.4)

onde σi é o tensor de tensão correspondente à partição Ωi, i = 1, 2, sobre o contorno
Γa cuja normal exterior, vista do domı́nio Ω1, é n1. Sob a mesma interpretação que no
problema de calor tem-se que a (1.3.3) decorre da cinemática do problema por meio do
conjunto U , enquanto que a (1.3.4) provém de forma natural da formulação variacional
(1.3.1).

Agora, o próximo passo é estender o prinćıpio variacional para funções que podem
ser descont́ınuas sobre Γa. Isto permite, como será feito mais na frente, efetuar hipóteses
cinemáticas sobre uma parte do domı́nio sem violar a validade do prinćıpio variacional.
Então, assumindo que a (1.3.3) não se verifica é preciso reescrever o prinćıpio variacional
adicionando termos que envolvam as potências geradas pelas descontinuidades. Estes
termos são introduzidos objetivando que as equações de Euler–Lagrange conseqüentes do
prinćıpio variacional estendido mantenham estreita relação com o problema original. Esta
idéia segue novamente os conceitos genéricos que levaram à introdução do Problema 1.2
da Seção 1.1. Assim sendo, o problema estendido resulta o seguinte:
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Problema 1.9. Para algum γ ∈ [0, 1] encontre ((u1,u2), t1, t2) ∈ Ud × TΓa(Q1)′ ×
TΓa(Q2)′ tal que

∫

Ω1

σ1 · ∇v1 dx +
∫

Ω2

σ2 · ∇v2 dx =

γ〈t1, (v1 − v2)〉TΓa (Q1)′×TΓa(Q1) + (1− γ)〈t2, (v1 − v2)〉TΓa (Q2)′×TΓa (Q2)

+ γ〈s1, (u1 − u2)〉TΓa (Q1)′×TΓa (Q1) + (1− γ)〈s2, (u1 − u2)〉TΓa (Q2)′×TΓa (Q2)

+
∫

Ω1

f · v1 dx +
∫

Ω2

f · v2 dx +
∫

ΓN1

t̄1 · v1 dΓ +
∫

ΓN2

t̄2 · v2 dΓ

∀((v1,v2), s1, s2) ∈ Vd × TΓa(Q1)′ × TΓa(Q2)′, (1.3.5)

onde t̄1 = t̄|ΓN 1
e t̄2 = t̄|ΓN 2

e além disso Ud = U1 × U2 com

U1 = {u1 ∈ Q1; u1|ΓD1
= ū1},

U2 = {u2 ∈ Q2; u2|ΓD2
= ū2},

(1.3.6)

onde ū1 = ū|ΓD1
e ū2 = ū|ΓD2

, e com Vd = V1 × V2 sendo V1 e V2 os espaços ge-
radores das variedades lineares U1 e U2. Os outros elementos são definidos segundo o
Problema 1.8.

A consistência deste problema estendido segue considerando o seguinte

Qi = H1(Ωi) i = 1, 2, (1.3.7)

e portanto tem-se

TΓa(Qi) = H1/2(Γa) TΓa(Qi)′ = H−1/2(Γa) i = 1, 2. (1.3.8)

Então, as formas que assumem os produtos dualidade são as seguintes

〈t1, (v1 − v2)〉TΓa(Q1)′×TΓa (Q1) =
∫

Γa

t1 · (v1 − v2) dΓ,

〈t2, (v1 − v2)〉TΓa(Q2)′×TΓa (Q2) =
∫

Γa

t2 · (v1 − v2) dΓ.

(1.3.9)

Logo, no sentido das distribuições resulta que as equações de Euler–Lagrange correspon-
dentes à formulação variacional estendida (1.3.5) são as seguintes





−div σ1 = f em Ω1,

−div σ2 = f em Ω2,

u1 = ū1 sobre ΓD1,

u2 = ū2 sobre ΓD2,

σ1n1 = t̄1 sobre ΓN 1,

σ2n2 = t̄2 sobre ΓN 2,

γ(u1 − u2) = 0 sobre Γa,

(1− γ)(u1 − u2) = 0 sobre Γa,

γt1 + (1− γ)t2 = σ1n1 sobre Γa,

γt1 + (1− γ)t2 = σ2n1 sobre Γa.

(1.3.10)

Assim sendo, segue-se que a solução do problema em termos somente do campo u = (u1,u2)



34 Caṕıtulo 1. Acoplamento de modelos cinematicamente incompat́ıveis

independe do parâmetro real γ, sendo posśıvel escrever o seguinte




−div σ1 = f em Ω1,

−div σ2 = f em Ω2,

u1 = ū1 sobre ΓD1,

u2 = ū2 sobre ΓD2,

σ1n1 = t̄1 sobre ΓN 1,

σ2n2 = t̄2 sobre ΓN 2,

u1 = u2 sobre Γa,

σ1n1 = σ2n1 sobre Γa,

(1.3.11)

onde novamente mostra-se a consistência assim como mostrado no Problema 1.3. Conclui-
se então que a solução do Problema 1.9 satisfaz as mesmas equações de Euler–Lagrange
que a solução do Problema 1.8. Com efeito, as duas últimas expressões da (1.3.11)
correspondem-se com as (1.3.3)–(1.3.4). O seguinte resultado é enunciado para o caso
de um material elástico em regime de deformações infinitesimais e de resposta linear:

Proposição 1.3. O Problema 1.9, em regime de deformações infinitesimais e com lei
constitutiva correspondente à de um material elástico linear, ou seja σi = Dε(ui) (i =
1, 2), sendo ε o tensor de deformação e D o tensor de elasticidade linear de quarta ordem,
possui solução, resultando um único u = (u1,u2) ∈ Ud e uma única combinação tγ =
γt1 + (1− γ)t2 ∈ H−1/2

J·K (Γa).

Prova. A prova é realizada de forma completamente análoga à apresentada no problema
de transferência de calor, seguindo os passos usados em [8, 27] para o tratamento de
formulações mistas. Assim, observe que o problema pode ser escrito como segue

a(u,v)− b(v, tγ) = l(v) ∀v ∈ Vd, (1.3.12)

b(u, sγ) = 0 ∀sγ ∈ H−1/2
J·K (Γa), (1.3.13)

com a(·, ·) : Wd × Wd → R, b(·, ·) : Wd ×H−1/2
J·K (Γa) → R e l(·) : Wd → R definidas

como

a(u,v) =
∫

Ω1

Dε(u1) · ε(v1) dx +
∫

Ω2

Dε(u2) · ε(v2) dx,

b(u, sγ) =
∫

Γa

[γs1 + (1− γ)s2] · (u1 − u2) dΓ,

l(v) =
∫

Ω1

f · v1 dx +
∫

Ω2

f · v2 dx +
∫

ΓN1

t̄1 · v1 dΓ +
∫

ΓN2

t̄2 · v2 dΓ,

(1.3.14)

e onde Wd = H1(Ω1) × H1(Ω2) cuja norma vem dada por ‖u‖Wd
= ‖u1‖H1(Ω1) +

‖u2‖H1(Ω2). Seja a decomposição u = w + z onde z ∈ Wd é tal que z1|ΓD1
= ū1,

z1|Γa
= 0, z2|ΓD2

= ū2 e z2|Γa
= 0, enquanto que w ∈ K ⊂ Ker(B) sendo B o operador

associado à forma b(·, ·) e

K =
{
w = (w1,w2) ∈ Wd; w1|ΓD1

= 0, w2|ΓD2
= 0, w1|Γa

= w2|Γa

}
. (1.3.15)

Analogamente ao caso do problema de calor, resulta simples mostrar que a forma a(·, ·) é
bilinear, simétrica, cont́ınua e coerciva em K ×K desde que D seja um tensor de quarta
ordem tal que DS · S > 0, para todo tensor de segunda ordem S, e também que a forma
l(·) é linear e cont́ınua em K. Logo, usando o teorema de Lax–Milgram (ver [50]) segue-se



1.3. O problema de componentes estruturais 35

que existe uma única função w ∈ K ⊂ Ker(B) tal que

a(w,v) = lz(v) ∀v ∈ K, (1.3.16)

onde lz(·) = l(·)− a(z, ·). Portanto, a existência e unicidade de u = (u1,u2) ∈ Ud segue.
Para provar a existência e unicidade da combinação tγ deve-se recorrer novamente à teoria
das formulações mistas. Neste caso a forma b(·, ·) deve satisfazer uma condição inf–sup
para chegar ao resultado buscado. Define-se então o espaço H−1/2

J·K (Γa) equipado com a
norma

‖tγ‖H−1/2
J·K (Γa)

= sup
JwK∈H

1/2
J·K (Γa)

JwK6=0

∫

Γa

tγ · JwKdΓ

‖JwK‖
H

1/2
J·K (Γa)

, (1.3.17)

como o espaço dual de H1/2
J·K (Γa) que é definido como

H1/2
J·K (Γa) = {JwK ∈ H1/2(Γa); w ∈ Wd, JwK = w1|Γa

−w2|Γa
}, (1.3.18)

e equipado com a norma

‖JwK‖
H

1/2
J·K (Γa)

= inf
y∈Wd

JwK=y1|Γa
−y2|Γa

‖y‖Wd
. (1.3.19)

Assim sendo, para qualquer β1 > 1 pode-se escolher z ∈ Wd tal que z1|Γa
− z2|Γa

= JwK e

‖z‖Wd
≤ β1‖JwK‖H1/2

J·K (Γa)
. (1.3.20)

Logo, utilizando a definição (1.3.17) junto com a expressão (1.3.20) resulta para β2 > 1 o
seguinte

1
β2
‖tγ‖H−1/2

J·K (Γa)
< sup

JwK∈H
1/2
J·K (Γa)

JwK6=0

∫

Γa

tγ · JwKdΓ

‖JwK‖
H

1/2
J·K (Γa)

≤ β1 sup
z∈Wd

JwK=z1|Γa−z2|Γa
z1|Γa 6=z2|Γa

∫

Γa

tγ · JwKdΓ

‖z‖Wd

. (1.3.21)

Portanto, segue-se que existe β0 = 1
β1β2

> 0 tal que a forma b(·, ·) satisfaz a seguinte
condição inf–sup

β0 ≤ inf
tγ∈H

−1/2
J·K (Γa)

tγ 6=0

sup
z∈Wd

JwK=z1|Γa−z2|Γa
z1|Γa 6=z2|Γa

∫

Γa

tγ · JwKdΓ

‖z‖Wd
‖tγ‖H−1/2

J·K (Γa)

. (1.3.22)

Logo, do lema de Babuška [8] existe uma única combinação tγ ∈ H−1/2
J·K (Γa). ¤

Neste ponto têm-se apresentado os elementos para abordar o problema de acopla-
mento entre modelos de diversa dimensionalidade no contexto da mecânica dos sólidos.
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Logo, o acoplamento entre modelos de estruturas tridimensionais e cascas ou vigas decorre
diretamente do Problema 1.9, para o qual é preciso introduzir as correspondentes hipóteses
cinemáticas.

1.3.1 Acoplamento 3D–2D: casca de Naghdi

O acoplamento entre um modelo de sólido tridimensional e um componente com as
caracteŕısticas de uma casca resulta da maior importância em diversas aplicações. Em
geral, muitos componentes não podem ser considerados inteiramente como cascas. Assim,
se bem determinadas regiões poderiam ser simplificadas a um modelo de casca, outras
requerem da descrição completa que um modelo 3D pode dar. Isto motiva a utilização
de modelos acoplados 3D–2D segundo as idéias introduzidas neste caṕıtulo. Trabalhar
com uma formulação variacional para a análise do problema acoplado permite entender
quais as condições de acoplamento entre os domı́nios, quaisquer que forem as hipóteses
cinemáticas introduzidas na obtenção do modelo de casca. Para o problema tratado nesta
seção utiliza-se o esquema da Figura 1.4.

Figura 1.4: Acoplamento de modelos 3D–2D.

Vê-se que uma parte do domı́nio Ω2 possui forma arbitrária. Nesta parte do domı́nio
a cinemática utilizada é completa. Por outro lado, a parte do domı́nio Ω1 possui uma forma
muito particular, que permite analisar o componente como sendo uma casca. Assim, sobre
esta parte do domı́nio utiliza-se a decomposição dos campos e das operações envolvidas
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em termos das coordenadas sobre a superf́ıcie média da casca e da coordenada normal.
Uma rápida revisão disto é dada a seguir.

Na análise de cascas é conveniente escrever o domı́nio Ω1 como sendo o seguinte
conjunto

Ω1 = {x ∈ R3; x = xo + ξn, xo ∈ Σo, ξ ∈ H}, (1.3.23)

onde Σo é a denominada superf́ıcie média através da qual se define o vetor normal
n = n(xo) sobre o qual se identifica a espessura da casca h = h(xo) definida pelo com-
primento do intervalo H =

( − h(xo)
2 , h(xo)

2

)
. O domı́nio Ω1 é limitado pelas superf́ıcies

superior Σ+ e inferior Σ−, e pela lateral ΓL. Em particular identifica-se a superf́ıcie lateral
de acoplamento Γa. Com esta descrição, e assumindo que a casca não contém arestas nem
pontos angulosos, pode-se definir uma única normal e um único plano tangente sobre cada
ponto xo ∈ Σo. Além disso, considera-se que a casca é fina o suficiente (em função do raio
de curvatura) a fim de que o mapeamento x ↔ (xo, ξ) esteja univocamente determinado.

Para expressar de forma conveniente o prinćıpio da potência virtual, neste caso,
introduzem-se as decomposições dos tensores σ1 e ∇v1 em termos das componentes no
plano tangente e na direção da normal. Logo, dado o operador projeção sobre o plano
tangente Πt(xo) = I − n(xo) ⊗ n(xo), para um tensor S simétrico tem-se a seguinte
decomposição

S = St + Ss ⊗ n + n⊗ Ss + Sn(n⊗ n), (1.3.24)

onde St = ΠtSΠt (tensor), Ss = ΠtSn (vetor) e Sn = (Sn) ·n (escalar), sendo ainda uma
decomposição ortogonal. Por outro lado, utilizando identidades básicas de análise diferen-
cial é posśıvel mostrar a seguinte decomposição ortogonal em termos do plano tangente
e da normal para o gradiente de um campo vetorial v = vt + vnn (com componentes no
plano tangente vt e na direção da normal vnn)

∇v = (∇v)t + (∇v)s ⊗ n + n⊗ (∇v)∗s + (∇v)n(n⊗ n), (1.3.25)

onde

(∇v)t = Πt(∇xovt)Λ−1Πt + vn(∇xon)Λ−1Πt,

(∇v)s =
∂vt

∂ξ
,

(∇v)∗s = ΠtΛ−1∇xovn −ΠtΛ−1(∇xon)vt,

(∇v)n =
∂vn

∂ξ
,

(1.3.26)

com Λ = I + ξ∇xon que é um operador invert́ıvel, onde ∇xo(·) denota o gradiente na
variável xo sobre o plano tangente e ∇xon é o tensor curvatura da superf́ıcie Σo. Para
formular o problema sobre Ω1 observe que a seguinte forma de escrever as integrais será
útil

∫

Ω1

(·) dx =
∫

Σo

∫

H
(·) detΛdξ dΣo,

∫

Σ+

(·) dΓ =
∫

Σo

(·) detΛ+ dΣo,

∫

Σ−
(·) dΓ =

∫

Σo

(·) detΛ− dΣo,

∫

ΓLN

(·) dΓ =
∫

∂ΣoN

∫

H
(·)[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξd∂Σo,

∫

Γa

(·) dΓ =
∫

∂Σoa

∫

H
(·)[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξd∂Σo,

(1.3.27)
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com m1o = n × n1o o vetor unitário tangente a Σo sobre ∂Σo, sendo n o correspondente
vetor normal e n1o o vetor normal exterior ao contorno lateral ΓL.

O modelo de casca aqui tratado constrói-se então considerando que a cinemática
sobre Ω1 é restrita à seguinte forma

u1(x) = u1t(xo, ξ) + u1n(xo),
u1t(xo, ξ) = u1

o
t (xo) + ξω1t(xo),

u1n(xo) = u1n(xo)n(xo),
(1.3.28)

onde u1t é um vetor sobre o plano tangente à superf́ıcie média e u1n é normal a tal plano
tangente. Neste caso as fibras normais permanecem retas após a deformação e mantêm
o seu comprimento. Este modelo conhece-se como modelo de Naghdi [115, 116]. Cabe
mencionar que outros modelos, como o de Kirchhoff–Love que será tratado na Seção 1.3.2,
podem ser igualmente analisados, e constituem casos particulares do aqui apresentado.
Por último note que a análise de placas fica automaticamente inclúıda no que segue.

Da hipótese cinemática (1.3.28) segue que u1 está caracterizado por três elementos
(u1

o
t ,ω1t, u1n) ∈ Q1 onde

Q1 = H1(Σo)×H1(Σo)×H1(Σo), (1.3.29)

do que se obtém

TΓa(Q1) = H1/2(∂Σoa)×H1/2(∂Σoa)×H1/2(∂Σoa),

TΓa(Q1)′ = H−1/2(∂Σoa)×H−1/2(∂Σoa)×H−1/2(∂Σoa).
(1.3.30)

Assim sendo, o produto de dualidade neste caso fica definido como segue

〈s1,u1〉TΓa (Q1)′×TΓa (Q1) = 〈(s1
o
t , ν1t, s1n), (u1

o
t , ω1t, u1n)〉TΓa (Q1)′×TΓa (Q1) =∫

∂Σoa

[
s1

o
t · u1

o
t + ν1t · ω1t + s1nu1n

]
d∂Σo. (1.3.31)

Mais uma vez deve-se estabelecer como proceder com a expressão do produto de dualidade
〈s1,u2〉TΓa (Q1)′×TΓa (Q1). Dos conceitos introduzidos na Seção 1.1, segue-se que o espaço
TΓa(Q2) deve ser tal que a decomposição ortogonal (1.1.10) permaneça válida. Logo, em
função da (1.1.11) resulta que

u2|Γa
= u21 + u2r, (1.3.32)

onde u21 é da forma de u1 de acordo com a (1.3.28), ou seja que

u21(x) = u2
o
t (xo) + ξω2

o
t (xo) + u2

o
n(xo)n(xo), (1.3.33)

onde novamente foi usada a decomposição nas componentes no plano tangente e na direção
da normal. Logo, o produto de dualidade buscado escreve-se como segue

〈s1,u2〉TΓa (Q1)′×TΓa (Q1) = 〈s1,u21〉TΓa (Q1)′×TΓa (Q1) =

〈(s1
o
t , ν1t, s1n), (u2

o
t , ω2

o
t , u2

o
n)〉TΓa (Q1)′×TΓa(Q1) =∫

∂Σoa

[
s1

o
t · u2

o
t + ν1t · ω2

o
t + s1nu2

o
n

]
d∂Σo, (1.3.34)

devido a que a flutuação u2r satisfaz

〈s1,u2r〉TΓa (Q1)′×TΓa (Q1) = 0 ∀s1 ∈ TΓa(Q1)′. (1.3.35)
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Desta condição vê-se que u2r está caracterizada como

Πt

∫

H
u2r[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ = 0,

Πt

∫

H

∂u2r

∂ξ
[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ = 0,

∫

H
u2r · n[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ = 0.

(1.3.36)

Como resultado disto obtém-se que as componentes de u21 satisfazem o seguinte

Hξ0u2
o
t + Hξ1ω2

o
t = Πt

∫

H
u2[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ,

Hξ0ω2
o
t = Πt

∫

H

∂u2

∂ξ
[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ,

Hξ0u2
o
n =

∫

H
u2 · n[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ,

(1.3.37)

onde Hξi =
∫
H ξi[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ. Finalmente, da (1.3.37) u21 pode ser explicitamente

expressa como

u2
o
t =

1
Hξ0

Πt

∫

H

(
u2 −

Hξ1

Hξ0

∂u2

∂ξ

)
[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ,

ω2
o
t =

1
Hξ0

Πt

∫

H

∂u2

∂ξ
[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ,

u2
o
n =

1
Hξ0

∫

H
u2 · n[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ.

(1.3.38)

Agora é posśıvel definir o espaço Q2 como sendo

Q2 = {v2 ∈ H1(Ω2); v2|Γa
= v2

o
t + ξϕ2

o
t + v2

o
nn + v2r;

(v2
o
t ,ϕ2

o
t , v2

o
n) ∈ TΓa(Q1); v2r satisfaz (1.3.36)}. (1.3.39)

Em contrapartida, o produto de dualidade 〈·, ·〉TΓa (Q2)′×TΓa(Q2) é o habitual, isto é,

〈s2,u2〉TΓa(Q2)′×TΓa (Q2) =
∫

Γa

s2 · u2 dΓ. (1.3.40)

Dado que neste caso é preciso realizar um trabalho um pouco mais árduo para chegar
na forma final do problema acoplado, o procedimento é realizado em diversos passos.
Primeiramente, empregando a decomposição em termos de componentes tangencial e nor-
mal com respeito à superf́ıcie média a formulação variacional (1.3.5) junto com as integrais
segundo a (1.3.27), porém sem explicitar a forma dos produtos de dualidade e sem intro-
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duzir a hipótese (1.3.28), resulta

∫

Σo

∫

H

[
σ1t · (Πt∇xov1t + v1n∇xon)Λ−1 + σ1s ·

(
∂v1t

∂ξ
−Λ−1((∇xon)v1t −∇xov1n)

)

+ σ1n
∂v1n

∂ξ

]
detΛ dξdΣo +

∫

Ω2

σ2 · ∇v2 dx =

γ〈t1, (v1 − v2)〉TΓa (Q1)′×TΓa(Q1) + (1− γ)〈t2, (v1 − v2)〉TΓa (Q2)′×TΓa (Q2)

+ γ〈s1, (u1 − u2)〉TΓa (Q1)′×TΓa (Q1) + (1− γ)〈s2, (u1 − u2)〉TΓa (Q2)′×TΓa (Q2)

+
∫

Σo

∫

H
[ft · v1t + fnv1n] detΛ dξ dΣo +

∫

Ω2

f · v2 dx

+
∫

Σo

[
t̄1

+
t · v1

+
t + t̄1

+
n v1

+
n

]
detΛ+ dΣo

+
∫

Σo

[
t̄1
−
t · v1

−
t + t̄1

−
n v1

−
n

]
detΛ− dΣo

+
∫

ΣoN

∫

H
[t̄1t · v1t + t̄1nv1n] [Λ2m1o ·m1o]1/2 dξd∂Σo +

∫

ΓN2

t̄2 · v2 dΓ

∀((v1t, v1n,v2), s1, s2) ∈ Vd × TΓa(Q1)′ × TΓa(Q2)′, (1.3.41)

onde usou-se o fato de ser f = ft +fnn em Ω1, t̄1 = t̄1
+
t + t̄1

+
n n em Σ+, t̄1 = t̄1

−
t + t̄1

−
n n em

Σ− e t̄1 = t̄1t + t̄1nn em ΓLN . O ı́ndice ± indica que a quantidade é avaliada em ξ = ±h
2 .

Além disso, considerou-se que as fronteiras Σ+ e Σ− são de Neumann, caso contrário não
seria posśıvel efetuar a redução do modelo da forma em que será feito. Por último, ΓLN é
também fronteira de Neumann de forma que ΓN 1 = Σ+ ∪ Σ− ∪ ΓLN . Lembre-se que σ1t

é um tensor, σ1s é um vetor e σ1n é um escalar.
O próximo passo consiste em introduzir as hipóteses cinemáticas (1.3.28) conjunta-

mente com o produto de dualidade definido pela (1.3.31), a (1.3.34), e também o produto
de dualidade (1.3.40). Logo, pondo tudo isto dentro da formulação variacional (1.3.41)
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obtém-se, depois de um pouco de trabalho, o seguinte

∫

Σo

∫

H

[
σ1t · (Πt∇xov1

o
t + ξΠt∇xoϕ1t + v1n∇xon)Λ−1

+ σ1s ·Λ−1(ϕ1t − (∇xon)v1
o
t +∇xov1n)

]
detΛdξdΣo +

∫

Ω2

σ2 · ∇v2 dx =

γ

∫

∂Σoa

[
t1

o
t · (v1

o
t − v2

o
t ) + µ1t · (ϕ1t −ϕ2

o
t ) + t1n(v1n − v2

o
n)

]
d∂Σo

+ (1− γ)
∫

Γa

t2 · ((v1
o
t + ξϕ1t + v1nn)− (v2

o
t + ξϕ2

o
t + v2

o
nn + v2r)) dΓ

+ γ

∫

∂Σoa

s1
o
t · (u1

o
t − u2

o
t ) d∂Σo + γ

∫

∂Σoa

ν1t · (ω1t − ω2
o
t ) d∂Σo

+ γ

∫

∂Σoa

s1n(u1n − u2
o
n) d∂Σo + (1− γ)

∫

Γa

s2 · ((u1
o
t + ξω1t + u1nn)− u2) dΓ

+
∫

Σo

∫

H
[ft · v1

o
t + ft · ξϕ1t + fnv1n] detΛdξ dΣo +

∫

Ω2

f · v2 dx

+
∫

Σo

[
t̄1

+
t · v1

o
t + t̄1

+
t ·

h

2
ϕ1t + t̄1

+
n v1n

]
detΛ+ dΣo

+
∫

Σo

[
t̄1
−
t · v1

o
t − t̄1

−
t ·

h

2
ϕ1t + t̄1

−
n v1n

]
detΛ− dΣo

+
∫

∂ΣoN

∫

H
[t̄1t · v1

o
t + t̄1t · ξϕ1t + t̄1nv1n] [Λ2m1o ·m1o]1/2 dξd∂Σo +

∫

ΓN2

t̄2 · v2 dΓ

∀((v1
o
t ,ϕ1t, v1n,v2), (s1

o
t , ν1t, s1n), s2) ∈ Vd × TΓa(Q1)′ × TΓa(Q2)′, (1.3.42)

onde os espaços Vd, TΓa(Q1)′ e TΓa(Q2)′ são especificados mais na frente. Agora, como é
usual ao trabalhar na teoria de cascas, para reduzir o modelo devem-se definir os seguintes
esforços e carregamentos generalizados

N1
H
t =

∫

H
σ1tΛ

−1 detΛdξ,

M1
H
t =

∫

H
σ1tΛ

−1ξ detΛ dξ,

Q1
H
t =

∫

H
Λ−1σ1s detΛdξ,

fH
t =

∫

H
ft detΛdξ + t̄1

+
t detΛ+ + t̄1

−
t detΛ−,

fH
n =

∫

H
fn detΛ dξ + t̄1

+
n detΛ+ + t̄1

−
n detΛ−,

mH
t =

∫

H
ftξ detΛdξ +

h

2

(
t̄1

+
t detΛ+ − t̄1

−
t detΛ−

)
,

t̄1
H
t =

∫

H
t̄1t[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ,

t̄1
H
n =

∫

H
t̄1n[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ,

m̄1
H
t =

∫

H
t̄1tξ[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ.

(1.3.43)

Colocando estas definições na expressão (1.3.42), chega-se ao problema de acoplamento
entre um modelo de sólido 3D e um modelo de casca 2D sob hipóteses de Naghdi:
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Problema 1.10 (Mecânica dos sólidos – Acoplamento 3D–2D – Casca de Naghdi). Para
algum γ ∈ [0, 1] encontre ((u1

o
t ,ω1t, u1n,u2), (t1

o
t , µ1t, t1n), t2) ∈ Ud×TΓa(Q1)′×TΓa(Q2)′

tal que

∫

Σo

[
N1

H
t · (Πt∇xov1

o
t + v1n∇xon) + M1

H
t ·Πt∇xoϕ1t

+ Q1
H
t · (ϕ1t − (∇xon)v1

o
t +∇xov1n)

]
dΣo +

∫

Ω2

σ2 · ∇v2 dx =
∫

∂Σoa

(
γt1

o
t + (1− γ)Πt

∫

H
t2[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ

)
· (v1

o
t − v2

o
t ) d∂Σo

+
∫

∂Σoa

(
γµ1t + (1− γ)Πt

∫

H
t2ξ[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ

)
· (ϕ1t −ϕ2

o
t ) d∂Σo

+
∫

∂Σoa

(
γt1n + (1− γ)

∫

H
t2 · n[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ

)
(v1n − v2

o
n) d∂Σo

− (1− γ)
∫

Γa

t2 · v2r dΓ

+ γ

∫

∂Σoa

s1
o
t · (u1

o
t − u2

o
t ) d∂Σo + γ

∫

∂Σoa

ν1t · (ω1t − ω2
o
t ) d∂Σo

+ γ

∫

∂Σoa

s1n(u1n − u2
o
n) d∂Σo + (1− γ)

∫

Γa

s2 · ((u1
o
t + ξω1t + u1nn)− u2) dΓ

+
∫

Σo

[
fH
t · v1

o
t + mH

t ·ϕ1t + fH
n v1n

]
dΣo +

∫

Ω2

f · v2 dx

+
∫

∂ΣoN

[
t̄1

H
t · v1

o
t + m̄1

H
t ·ϕ1t + t̄1

H
n v1n

]
d∂Σo +

∫

ΓN2

t̄2 · v2 dΓ

∀((v1
o
t ,ϕ1t, v1n,v2), (s1

o
t , ν1t, s1n), s2) ∈ Vd × TΓa(Q1)′ × TΓa(Q2)′, (1.3.44)

onde é Ud = U1 × U2 com

U1 = {(u1
o
t ,ω1t, u1n) ∈ Q1; (u1

o
t ,ω1t, u1n)|ΓD1

= (ū1
o
t , ω̄1t, ū1n)},

U2 = {u2 ∈ Q2; u2|ΓD2
= ū2},

(1.3.45)

com Q1 e Q2 dados pelas (1.3.29) e (1.3.39) respectivamente. Além disso, Vd é o espaço
associado à variedade linear Ud. Finalmente TΓa(Q1)′ é dado pela (1.3.30), enquanto
que TΓa(Q2)′ é o espaço dual de TΓa(Q2) com Q2 dado pela (1.3.39). Todos os outros
elementos são definidos como no Problema 1.9.

Observe que o problema está corretamente fechado ao estabelecer o comportamento
constitutivo, isto é, uma vez que sejam dados N1

H
t , M1

H
t e Q1

H
t como funções de u1

o
t ,

ω1t e u1n, e uma vez dado o tensor σ2 como função de u2.
Vale a pena comentar que o Problema 1.10 demanda mais regularidade sobre as

funções em Ω2 de forma a ter a quantidade Πt

∫
H

∂u2
∂ξ [Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ ∈ H1/2(∂Σoa)

bem definida. Este fato é uma conseqüência direta da cinemática escolhida sobre Ω1, onde
esta regularidade está intrinsecamente assumida na expressão (1.3.28). Em contrapartida,
o espaço dual TΓa(Q2)′ é maior que o clássico H−1/2(Γa) pelas mesmas razões acima
comentadas. Aqui põe-se em evidência como as considerações tomadas sobre uma porção
do domı́nio Ω afetam o problema sobre a porção complementar do mesmo.

Antes de proceder a obter as equações de Euler–Lagrange convém escrever, sem
perda de generalidade, o tensor σ2 sobre Γa como segue

σ2|Γa
= σ̄2 + σ̃2, (1.3.46)



1.3. O problema de componentes estruturais 43

onde σ̄2 e σ̃2 são tais que

Πtσ̄2n1o =
1

Hξ0

Πt

∫

H
σ2n1o[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ,

σ̄2n1o · n =
1

Hξ0

∫

H
σ2n1o · n[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ,

Πt

∫

H
σ̃2n1o[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ = 0,

∫

H
σ̃2n1o · n[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ = 0.

(1.3.47)

Logo, empregando a fórmula de Green, vê-se que no sentido das distribuições as equações
de Euler–Lagrange correspondentes ao problema variacional (1.3.44) são as seguintes





−divxo N1
H
t − (∇xon)Q1

H
t = fH

t em Σo,

−divxo M1
H
t + Q1

H
t = mH

t em Σo,

−divxo Q1
H
t + N1

H
t · ∇xon = fH

n em Σo,

−div σ2 = f em Ω2,

u1
o
t = ū1

o
t sobre ∂ΣoD,

ω1t = ω̄1t sobre ∂ΣoD,

u1n = ū1n sobre ∂ΣoD,

u2 = ū2 sobre ΓD2,

N1
H
t n1o = t̄1

H
t sobre ∂ΣoN ,

M1
H
t n1o = m̄1

H
t sobre ∂ΣoN ,

Q1
H
t · n1o = t̄1

H
n sobre ∂ΣoN ,

σ2n2 = t̄2 sobre ΓN 2,

γ(u1
o
t − u2

o
t ) = 0 sobre ∂Σoa,

γ(ω1t − ω2
o
t ) = 0 sobre ∂Σoa,

γ(u1n − u2
o
n) = 0 sobre ∂Σoa,

(1− γ)((u1
o
t + ξω1t + u1nn)− u2) = 0 sobre Γa,

γt1
o
t + (1− γ)Πt

∫

H
t2[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ = N1

H
t n1o sobre ∂Σoa,

γµ1t + (1− γ)Πt

∫

H
t2ξ[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ = M1

H
t n1o sobre ∂Σoa,

γt1n + (1− γ)
∫

H
t2 · n[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ = Q1

H
t · n1o sobre ∂Σoa,

γt1
o
t + (1− γ)Πt

∫

H
t2[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ = Hξ0Πtσ̄2n1o sobre ∂Σoa,

γµ1t + (1− γ)Πt

∫

H
t2ξ[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ = Hξ1Πtσ̄2n1o

+Πt

∫

H
σ̃2n1oξ[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ sobre ∂Σoa,

γt1n + (1− γ)
∫

H
t2 · n[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ = Hξ0σ̄2n1o · n sobre ∂Σoa,

[
(1− γ)t2 − σ̃2n1o

] ⊥ v2r ∀v2r que satisfaz (1.3.36) sobre Γa,

(1.3.48)

onde foi considerado, sem perda de generalidade, que sobre ∂ΣoD foram impostas condições
de Dirichlet para os três campos envolvidos no modelo de casca.

Aqui, as últimas onze expressões acima compreendem as condições de acoplamento
dadas naturalmente pela formulação variacional (1.3.44). As equações de Euler–Lagrange
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põem em evidência que a equivalência com respeito ao parâmetro real γ perde-se. De fato,
escolhendo γ = 1 obtém-se o seguinte conjunto de condições de acoplamento

u1
o
t =

1
Hξ0

Πt

∫

H

(
u2 −

Hξ1

Hξ0

∂u2

∂ξ

)
[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ sobre ∂Σoa, (1.3.49)

ω1t =
1

Hξ0

Πt

∫

H

∂u2

∂ξ
[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ sobre ∂Σoa, (1.3.50)

u1n =
1

Hξ0

∫

H
u2 · n[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ sobre ∂Σoa, (1.3.51)

N1
H
t n1o = Hξ0Πtσ2n1o sobre Γa, (1.3.52)

M1
H
t n1o = Hξ1Πtσ2n1o sobre Γa, (1.3.53)

Q1
H
t · n1o = Hξ0σ2n1o · n sobre Γa, (1.3.54)

t1
o
t = N1

H
t n1o sobre ∂Σoa, (1.3.55)

µ1t = M1
H
t n1o sobre ∂Σoa, (1.3.56)

t1n = Q1
H
t · n1o sobre ∂Σoa, (1.3.57)

onde, o fato de ser

σ̃2n1o ⊥ v2r ∀v2r que satisfaz (1.3.36) sobre Γa, (1.3.58)

implica que σ̃2n1o é o elemento nulo, e portanto σ2n1o = σ̄2n1o, permitindo obter as
expressões (1.3.52), (1.3.53) e (1.3.54), que estabelecem que a tração sobre Γa fica exclu-
sivamente definida por N1

H
t n1o, M1

H
t n1o e Q1

H
t · n1o. Reciprocamente, considerar γ 6= 1

leva ao seguinte conjunto de condições de acoplamento

u1
o
t + ξω1t + u1nn = u2 sobre Γa, (1.3.59)

N1
H
t n1o = Πt

∫

H
σ2n1o[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ sobre ∂Σoa, (1.3.60)

M1
H
t n1o = Πt

∫

H
σ2n1oξ[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ sobre ∂Σoa, (1.3.61)

Q1
H
t · n1o =

∫

H
σ2n1o · n[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ sobre ∂Σoa, (1.3.62)

t2 = σ2n1o sobre Γa. (1.3.63)

Observe que a expressão (1.3.63) é obtida combinando as últimas quatro equações vistas
na (1.3.48) e a decomposição dada pela (1.3.46).

Das equações (1.3.49), (1.3.50) e (1.3.59) fica em evidência a necessidade por re-
gularidade adicional do campo u2 independentemente do valor de γ. Em particular, as
expressões (1.3.49), (1.3.50) e (1.3.51) estabelecem que

u2
o
t = u1

o
t , sobre ∂Σoa, (1.3.64)

ω2
o
t = ω1t sobre ∂Σoa, (1.3.65)

u2
o
n = u1n sobre ∂Σoa, (1.3.66)

u2r é arbitrária, porém satisfaz (1.3.36) sobre Γa, (1.3.67)
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enquanto que a (1.3.59) implica que

u2
o
t = u1

o
t , sobre ∂Σoa, (1.3.68)

ω2
o
t = ω1t sobre ∂Σoa, (1.3.69)

u2
o
n = u1n sobre ∂Σoa, (1.3.70)

u2r = 0 sobre Γa. (1.3.71)

A combinação de (1.3.49), (1.3.50) e (1.3.51) (situação γ = 1) determina que o campo
de deslocamentos é descont́ınuo devido a que não se impõe nenhuma condição sobre a
componente u2r, e portanto nada impede que esta assuma um valor arbitrário desde que
satisfaça a (1.3.36), como indicado pela (1.3.67). Contrariamente, a expressão (1.3.59)
(situação γ 6= 1) determina que o campo de deslocamentos é cont́ınuo pois impõe-se que
u2r = 0 de acordo com a (1.3.71).

Raciocinando de forma análoga, mas focando a atenção nas variáveis duais, vê-se
que para γ = 1 o conjunto de equações (1.3.52), (1.3.53) e (1.3.54) implica a continuidade
da tração, enquanto que a mesma resulta descont́ınua para γ 6= 1 como indicado pelas
(1.3.60), (1.3.61) e (1.3.62). Isto é por causa da existência de uma componente da tração,
isto é σ̃2n1o, ortogonal às funções da forma de v2r no sentido do produto de dualidade.
Logo, nada impede que esta componente tome um valor arbitrário.

Da mesma forma que foi feito para o problema de transferência de calor, para inter-
pretar as caracteŕısticas do problema acoplado em cada um dos casos considerados acima
construiu-se a Tabela 1.2 que resume a interpretação de cada um dos sub-problemas do
modelo 3D–2D quando o mesmo é considerado segregado, mostrando o estado das quan-
tidades envolvidas em cada caso.

Valor Problema Problema Quantidade Quantidade
de γ segregado segregado cont́ınua descont́ınua

em Ω1 em Ω2

{1} Dirichlet Neumann Tração Deslocamento
(ver (1.3.52)–(1.3.53)–(1.3.54)) (ver (1.3.49)–(1.3.50)–(1.3.51))

[0,1) Neumann Dirichlet Deslocamento Tração
(ver (1.3.59)) (ver (1.3.60)–(1.3.61)–(1.3.62))

Tabela 1.2: Interpretações sobre o problema acoplado 3D–2D (casca de Naghdi).

1.3.2 Acoplamento 3D–2D: casca de Kirchhoff–Love

A problemática abordada nesta seção não deixa de ser, segundo dito anteriormente,
um caso particular do problema tratado na seção anterior. No entanto, devido a certas
particularidades resulta de interesse formular o problema de acoplamento entre um sólido
3D e uma casca sob hipóteses de Kirchhoff–Love. O esquema utilizado aqui é idêntico
ao da Figura 1.4. Porém, neste caso é preciso identificar as esquinas sobre o contorno da
casca, para o qual utiliza-se a Figura 1.5 onde tais pontos foram identificados junto com
uma orientação correspondente. Dada a similaridade em vários aspectos com o problema
da seção anterior aqui avança-se mais rápido, utilizando de forma natural o ferramental
usado para escrever o problema em termos das componentes tangencial e normal na casca.

O modelo de casca de Kirchhoff–Love desenvolve-se a partir de considerar no modelo
de Naghdi que a rotação, anteriormente denominada ω1t, agora adqüire a seguinte forma
particular

ω1t = (∇xon)u1
o
t −∇xou1n, (1.3.72)
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Figura 1.5: Acoplamento de modelos 3D–2D.

resultando portanto

u1(x) = u1t(xo, ξ) + u1n(xo),
u1t(xo, ξ) = u1

o
t (xo) + ξ((∇xon)(xo)u1

o
t (xo)− (∇xou1n)(xo)),

u1n(xo) = u1n(xo)n(xo).
(1.3.73)

Desta forma, os esforços de corte passam a possuir natureza reativa produto de ter elimi-
nado a possibilidade de rotação independente das fibras. De (1.3.73), e adiantando o que
será visto posteriormente no prinćıpio da potência virtual, segue que u1 está caracterizado
agora por dois elementos (u1

o
t , u1n) ∈ Q1 onde

Q1 = H1(Σo)×H2(Σo). (1.3.74)

Considera-se que Np é o conjunto de pontos angulosos presentes na estrutura ao longo do
contorno, e que o número de elementos em Np é np. Além disso, considere que nap é o
número de pontos angulosos sobre a fronteira ∂Σoa os quais estão agrupados no conjunto
Nap ⊂ Np (no caso da Figura 1.5 é np = 4 e nap = 2). Assim sendo, para este caso
particular resulta

TΓa(Q1) = H1/2(∂Σoa)×H1/2(∂Σoa)×H3/2(∂Σoa)× R× R,

TΓa(Q1)′ = H−1/2(∂Σoa)×H−1/2(∂Σoa)×H−3/2(∂Σoa)× R× R.
(1.3.75)

Logo, o produto de dualidade fica caracterizado como segue

〈s1,u1〉TΓa (Q1)′×TΓa (Q1) =

〈(s1
o
t , s1n, ν1n, b1

1
n, b1

2
n), (u1

o
t , u1n, (∇xou1n) · n1o, u1n|Pa1

, u1n|Pa2
)〉TΓa(Q1)′×TΓa (Q1) =∫

∂Σoa

[
s1

o
t · u1

o
t + s1nu1n + ν1n(∇xou1n) · no

]
d∂Σo

+ (b1
1
nu1n)

∣∣∣∣
Pa1

+ (b1
2
nu1n)

∣∣∣∣
Pa2

. (1.3.76)

Aqui identificam-se, além dos elementos duais já vistos na seção anterior, os esforços
b1

1
n e b1

2
n que surgem nos pontos angulosos Pa1 e Pa2 em dualidade com o valor dos

deslocamentos u1n|Pa1
e u1n|Pa2

, respectivamente. Por sua vez, agora o momento ν1n é o
elemento dual da derivada normal ∂xou1n

∂xon1o
= (∇xou1n) · n1o sobre ∂Σoa. O seguinte passo
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é então estabelecer a forma do produto de dualidade 〈s1,u2〉TΓa (Q1)′×TΓa (Q1) de acordo
com os conceitos da Seção 1.1. Assim sendo, é preciso que o espaço TΓa(Q2) seja tal
que a decomposição ortogonal (1.1.10) permaneça válida. Portanto, a partir da (1.1.11)
obtém-se que

u2|Γa
= u21 + u2r, (1.3.77)

onde u21 é da forma de u1 de acordo com a (1.3.73). Então o produto de dualidade
escreve-se como segue

〈s1,u2〉TΓa (Q1)′×TΓa (Q1) = 〈s1,u21〉TΓa (Q1)′×TΓa (Q1) =

〈(s1
o
t , s1n, ν1n, b1

1
n, b1

2
n), (u2

o
t , u2

o
n, (∇xou2

o
n) · n1o, u2

o
n|Pa1

, u2
o
n|Pa2

)〉TΓa(Q1)′×TΓa (Q1) =∫

∂Σoa

[
s1

o
t · u2

o
t + s1nu2

o
n + ν1n(∇xou2

o
n) · n1o

]
d∂Σo

+ (b1
1
nu2

o
n)

∣∣∣∣
Pa1

+ (b1
2
nu2

o
n)

∣∣∣∣
Pa2

, (1.3.78)

posto que aqui a flutuação u2r satisfaz

〈s1,u2r〉TΓa (Q1)′×TΓa (Q1) = 0 ∀s1 ∈ TΓa(Q1)′. (1.3.79)

Tendo em vista isto segue-se que u2r é tal que

Πt

∫

H
u2r[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ = 0,

∫

H
u2r · n[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ = 0,

Πt

∫

H

∂u2r

∂ξ
[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ = 0,

( ∫

H
u2r · n[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ

)∣∣∣∣
Pa1

= 0,

( ∫

H
u2r · n[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ

)∣∣∣∣
Pa2

= 0.

(1.3.80)

Logo, as componentes de u21 são tais que

(Hξ0I + Hξ1∇xon)u2
o
t −Hξ1∇xou2

o
n = Πt

∫

H
u2[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ,

Hξ0u2
o
n =

∫

H
u2 · n[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ,

Hξ0(∇xon)u2
o
t −Hξ0(∇xou2

o
n) · n1o = Πt

∫

H

∂u2

∂ξ
[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ,

Hξ0 |Pa1
u2

o
n|Pa1

=
(∫

H
u2 · n[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ

)∣∣∣∣
Pa1

,

Hξ0 |Pa2
u2

o
n|Pa2

=
(∫

H
u2 · n[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ

)∣∣∣∣
Pa2

.

(1.3.81)
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Da (1.3.81) tem-se que a u21 é tal que

u2
o
t =

1
Hξ0

Πt

∫

H

(
u2 −

Hξ1

Hξ0

∂u2

∂ξ

)
[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ,

u2
o
n =

1
Hξ0

∫

H
u2 · n[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ,

(∇xou2
o
n) · n1o =

1
Hξ0

Πt

∫

H

[
∇xon

(
u2 −

Hξ1

Hξ0

∂u2

∂ξ

)

− ∂u2

∂ξ

]
· n1o[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ,

u2
o
n|Pa1

=
1

Hξ0 |Pa1

(∫

H
u2 · n[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ

)∣∣∣∣
Pa1

,

u2
o
n|Pa2

=
1

Hξ0 |Pa2

(∫

H
u2 · n[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ

)∣∣∣∣
Pa2

.

(1.3.82)

Então, o espaço Q2 é definido como

Q2 = {v2 ∈ H1(Ω2); v2|Γa
= v2

o
t + ξ((∇xon)v2

o
t −∇xov2

o
n) + v2

o
nn + v2r;

(v2
o
t , v2

o
n, (∇xov2

o
n) · n1o, v2

o
n|Pa1

, v2
o
n|Pa2

) ∈ TΓa(Q1); v2r satisfaz (1.3.80)}. (1.3.83)

Por outro lado, o produto de dualidade 〈·, ·〉TΓa (Q2)′×TΓa (Q2) é

〈s2,u2〉TΓa(Q2)′×TΓa (Q2) =
∫

Γa

s2 · u2 dΓ. (1.3.84)

A forma de trabalhar com o problema é muito similar à empregada na seção anterior,
portanto alguns passos são omitidos. Com efeito, introduz-se a hipótese (1.3.73), junto
com todo o ferramental para trabalhar em termos de componentes tangencial e normal,
na formulação variacional (1.3.5). Em seguida, definem-se os seguintes carregamentos
generalizados

fH
t =

∫

H
Λft detΛ dξ + Λ+t̄1

+
t detΛ+ + Λ−t̄1

−
t detΛ−,

fH
n =

∫

H
fn detΛ dξ + t̄1

+
n detΛ+ + t̄1

−
n detΛ−

+ divxo

[ ∫

H
ftξ detΛ dξ +

h

2
(t̄1

+
t detΛ+ − t̄1

−
t detΛ−)

]
,

t̄1
H
t =

∫

H
Λt̄1t[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ,

t̄1
H
n =

∫

H
t̄1n[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ

+
∫

H
ξ∇xo(t̄1t ·m1o[Λ2m1o ·m1o]1/2) ·m1o dξ + f̄1

H
n ,

f̄1
H
n = −

[ ∫

H
ftξ detΛdξ +

h

2
(t̄1

+
t detΛ+ − t̄1

−
t detΛ−)

]
· n1o,

mj
n = −

s∫

H
t̄1t ·m1oξ[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ

{∣∣∣∣
Paj

j = 1, . . . , np,

m̄1
H
n = −

∫

H
t̄1t · n1oξ[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ,

(1.3.85)
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onde J·K = (·)+ − (·)−. Assim sendo, chega-se ao problema de acoplamento entre um
modelo de sólido 3D e um modelo de casca 2D sob hipóteses de Kirchhoff–Love:

Problema 1.11 (Mecânica dos sólidos – Acoplamento 3D–2D – Casca de Kirchhoff–Love).
Para algum γ ∈ [0, 1] encontre ((u1

o
t , u1n,u2), (t1

o
t , t1n, µ1n, c1

1
n, c1

2
n), t2) ∈ Ud×TΓa(Q1)′×

TΓa(Q2)′ tal que

∫

Σo

[
N1

H
t · (Πt∇xov1

o
t + v1n∇xon) + M1

H
t ·Πt∇xo((∇xon)v1

o
t −∇xov1n)

]
dΣo

+
∫

Ω2

σ2 · ∇v2 dx =
∫

∂Σoa

(
γt1

o
t + (1− γ)

∫

H
ΛΠtt2[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ

)
· (v1

o
t − v2

o
t ) d∂Σo

+
∫

∂Σoa

(
γt1n + (1− γ)

∫

H

[
t2 · n[Λ2m1o ·m1o]1/2

+ ξ∇xo(Πtt2 ·m1o[Λ2m1o ·m1o]1/2) ·m1o

]
dξ

)
(v1n − v2

o
n) d∂Σo

+
∫

∂Σoa

(
γµ1n + (1− γ)

∫

H
(−1)Πtt2 · n1oξ[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ

)

((∇xov1n) · n1o − (∇xov2
o
n) · n1o) d∂Σo

+
((

γc1
1
n + (1− γ)

∫

H
Πtt2 ·m1o[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ

)
(v1n − v2

o
n)

)∣∣∣∣
Pa1

+
((

γc1
2
n + (1− γ)

∫

H
(−1)Πtt2 ·m1o[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ

)
(v1n − v2

o
n)

)∣∣∣∣
Pa2

− (1− γ)
∫

Γa

t2 · v2r dΓ

+ γ

∫

∂Σoa

s1
o
t · (u1

o
t − u2

o
t ) d∂Σo + γ

∫

∂Σoa

s1n(u1n − u2
o
n) d∂Σo

+ γ

∫

∂Σoa

ν1n((∇xou1n) · n1o − (∇xou2
o
n) · n1o) d∂Σo

+ γ(b1
1
n(u1n − u2

o
n))

∣∣∣∣
Pa1

+ γ(b1
2
n(u1n − u2

o
n))

∣∣∣∣
Pa2

+ (1− γ)
∫

Γa

s2 · ((u1
o
t + ξ((∇xon)u1

o
t −∇xou1n) + u1nn)− u2) dΓ

+
∫

Σo

[
fH
t · v1

o
t + fH

n v1n

]
dΣo +

∫

Ω2

f · v2 dx +
np∑

j=1

(mj
nv1n)

∣∣∣∣
Paj

+
∫

∂Σoa

f̄1
H
n v1n d∂Σo

+
∫

∂ΣoN

[
t̄1

H
t · v1

o
t + t̄1

H
n v1n + m̄1

H
n (∇xov1n) · n1o

]
d∂Σo +

∫

ΓN2

t̄2 · v2 dΓ

∀((v1
o
t , v1n,v2), (s1

o
t , s1n, ν1n, b1

1
n, b1

2
n), s2) ∈ Vd × TΓa(Q1)′ × TΓa(Q2)′, (1.3.86)

onde é Ud = U1 × U2 com

U1 = {(u1
o
t , u1n) ∈ Q1; (u1

o
t , u1n, (∇xou1n) · n1o))|ΓD1

= (ū1
o
t , ū1n, ᾱ1n)},

U2 = {u2 ∈ Q2; u2|ΓD2
= ū2},

(1.3.87)

sendo que aqui não se têm considerado condições de tipo Dirichlet sobre nenhum dos pontos
angulosos. Os espaços Q1 e Q2 são dados pelas (1.3.74) e (1.3.83) correspondentemente.
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Como sempre, Vd é o espaço obtido como diferença de elementos de Ud. Também TΓa(Q1)′

é dado pela (1.3.75), enquanto que TΓa(Q2)′ é o espaço dual de TΓa(Q2) com Q2 dado
pela (1.3.83). Os demais elementos são definidos como no Problema 1.9.

Note que mesmo nos pontos Pa1 e Pa2 aparecem esforços generalizados m1
n e m2

n

devido à generalidade do carregamento. Algo similar ocorre com o termo sobre ∂Σoa que
depende do esforço generalizado f̄1

H
n . Além disso, o problema está fechado ao fornecer o

comportamento constitutivo para N1
H
t e M1

H
t como funções de u1

o
t e u1n, e uma vez dado

o tensor σ2 como função de u2.
Como na seção anterior, o Problema 1.11 demanda mais regularidade sobre as

funções em Ω2 de forma que os produtos de dualidade possam ser efetuados. Isto é,
como explicado antes, resultado da cinemática escolhida sobre Ω1, onde a regularidade é
inerente à expressão (1.3.73). Neste caso a exigência sobre a regularidade de u2 é maior
que no problema de cascas de Naghdi. Analogamente, o espaço TΓa(Q2)′ é ainda maior
que o correspondente ao mencionado problema de Naghdi pois a regularidade do campo
de deslocamentos sobre Γa é maior.

Como feito anteriormente, antes de buscar as equações de Euler–Lagrange convém
escrever o tensor σ2 sobre Γa segundo (1.3.46), e que se repete aqui por conveniência

σ2|Γa
= σ̄2 + σ̃2, (1.3.88)

onde σ̄2 e σ̃2 são tais que

Πtσ̄2n1o =
1

Hξ0

Πt

∫

H
σ2n1o[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ,

σ̄2n1o · n =
1

Hξ0

∫

H
σ2n1o · n[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ,

Πt

∫

H
σ̃2n1o[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ = 0,

∫

H
σ̃2n1o · n[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ = 0.

(1.3.89)

Empregando a fórmula de Green de forma recorrente segue-se que, no sentido das dis-
tribuições, as equações de Euler–Lagrange correspondentes ao problema variacional (1.3.86)
são as seguintes





−divxo N1
H
t − (∇xon) divxo M1

H
t = fH

t em Σo,

−divxo divxo M1
H
t + (∇xon) ·N1

H
t = fH

n em Σo,

−div σ2 = f em Ω2,

u1
o
t = ū1

o
t sobre ∂ΣoD,

u1n = ū1n sobre ∂ΣoD,

∇xou1n · n1o = ᾱ1n sobre ∂ΣoD,

u2 = ū2 sobre ΓD2,

(N1
H
t + (∇xon)M1

H
t )n1o = t̄1

H
t sobre ∂ΣoN ,

divxo M1
H
t · n1o +∇xo(M1

H
t n1o ·m1o) ·m1o = t̄1

H
n sobre ∂ΣoN ,

M1
H
t n1o · n1o = −m̄1

H
n sobre ∂ΣoN ,

JM1
H
t n1o ·m1oK = m3

n em Pa3,

JM1
H
t n1o ·m1oK = m4

n em Pa4,

σ2n2 = t̄2 sobre ΓN 2,

(1.3.90a)
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γ(u1
o
t − u2

o
t ) = 0 sobre ∂Σoa,

γ(u1n − u2
o
n) = 0 sobre ∂Σoa,

γ((∇xou1n) · n1o − (∇xou2
o
n) · n1o) = 0 sobre ∂Σoa,

γ(u1n − u2
o
n) = 0 em Pa1,

γ(u1n − u2
o
n) = 0 em Pa2,

(1− γ)((u1
o
t + ξ((∇xon)u1

o
t −∇xou1n) + u1nn)− u2) = 0 sobre Γa,

γt1
o
t + (1− γ)

∫

H
ΛΠtt2[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ =

(N1
H
t + (∇xon)M1

H
t )n1o sobre ∂Σoa,

γt1n + (1− γ)
∫

H

[
t2 · n[Λ2m1o ·m1o]1/2

+ξ∇xo(Πtt2 ·m1o[Λ2m1o ·m1o]1/2) ·m1o

]
dξ =

−f̄1
H
n + divxo M1

H
t · n1o +∇xo(M1

H
t n1o ·m1o) ·m1o sobre ∂Σoa,

γµ1n + (1− γ)
∫

H
(−1)Πtt2 · n1oξ[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ =

−M1
H
t n1o · n1o sobre ∂Σoa,

γc1
1
n + (1− γ)

∫

H
Πtt2 ·m1o[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ =

JM1
H
t n1o ·m1oK−m1

n em Pa1,

γc1
2
n + (1− γ)

∫

H
(−1)Πtt2 ·m1o[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ =

JM1
H
t n1o ·m1oK−m2

n em Pa2,

γt1
o
t + (1− γ)

∫

H
ΛΠtt2[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ =

(Hξ0I + Hξ1∇xon)Πtσ̄2n1o

+(∇xon)
∫

H
Πtσ̃2n1oξ[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ sobre ∂Σoa,

γt1n + (1− γ)
∫

H

[
t2 · n[Λ2m1o ·m1o]1/2

+ξ∇xo(Πtt2 ·m1o[Λ2m1o ·m1o]1/2) ·m1o

]
dξ =

Hξ0σ̄2n1o · n
+

∫

H
ξ∇xo(Πt(σ̄2 + σ̃2)n1o ·m1o[Λ2m1o ·m1o]1/2) ·m1o dξ sobre ∂Σoa,

γµ1n + (1− γ)
∫

H
(−1)Πtt2 · n1oξ[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ =

−Hξ1Πtσ̄2n1o · n1o −
∫

H
Πtσ̃2n1o · n1oξ[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ sobre ∂Σoa,

γc1
1
n + (1− γ)

∫

H
Πtt2 ·m1o[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ =

−Hξ1Πtσ̄2n1o ·m1o −
∫

H
Πtσ̃2n1o ·m1oξ[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ em Pa1,

γc1
2
n + (1− γ)

∫

H
(−1)Πtt2 ·m1o[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ =

Hξ1Πtσ̄2n1o ·m1o +
∫

H
Πtσ̃2n1o ·m1oξ[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ em Pa2,

[
(1− γ)t2 − σ̃2n1o

] ⊥ v2r ∀v2r que satisfaz (1.3.80) sobre Γa,

(1.3.90b)

onde novamente foi considerado que sobre ∂ΣoD foram impostas condições de Dirichlet
para os campos envolvidos no modelo de casca. O conjunto de equações (1.3.90b) (as
dezessete expressões) são as condições de acoplamento dadas pela formulação variacional
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(1.3.86) de forma natural. Neste problema, quando γ = 1 obtêm-se as seguintes condições
de acoplamento

u1
o
t =

1
Hξ0

Πt

∫

H

(
u2 −

Hξ1

Hξ0

∂u2

∂ξ

)
[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ sobre ∂Σoa, (1.3.91)

u1n =
1

Hξ0

∫

H
u2 · n[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ sobre ∂Σoa, (1.3.92)

(∇xou1n) · n1o =
1

Hξ0

Πt

∫

H

[
∇xon

(
u2 −

Hξ1

Hξ0

∂u2

∂ξ

)

− ∂u2

∂ξ

]
· n1o[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ sobre ∂Σoa, (1.3.93)

u1n|Pa1
=

1
Hξ0 |Pa1

( ∫

H
u2 · n[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ

)∣∣∣∣
Pa1

em Pa1, (1.3.94)

u1n|Pa2
=

1
Hξ0 |Pa2

( ∫

H
u2 · n[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ

)∣∣∣∣
Pa2

em Pa2, (1.3.95)

(N1
H
t + (∇xon)M1

H
t )n1o = (Hξ0I + Hξ1∇xon)Πtσ2n1o sobre Γa, (1.3.96)

− f̄1
H
n + divxo M1

H
t · n1o +∇xo(M1

H
t n1o ·m1o) ·m1o =

Hξ0σ2n1o · n
+

∫

H
ξ∇xo(Πtσ2n1o ·m1o[Λ2m1o ·m1o]1/2) ·m1o dξ sobre Γa, (1.3.97)

M1
H
t n1o · n1o = Hξ1Πtσ2n1o · n1o sobre Γa, (1.3.98)

JM1
H
t n1o ·m1oK−m1

n = −Hξ1Πtσ2n1o ·m1o em Pa1, (1.3.99)

JM1
H
t n1o ·m1oK−m2

n = Hξ1Πtσ2n1o ·m1o em Pa2, (1.3.100)

t1
o
t = (N1

H
t + (∇xon)M1

H
t )n1o sobre ∂Σoa, (1.3.101)

t1n = −f̄1
H
n + divxo M1

H
t · n1o +∇xo(M1

H
t n1o ·m1o) ·m1o sobre ∂Σoa, (1.3.102)

µ1n = −M1
H
t n1o · n1o sobre ∂Σoa, (1.3.103)

c1
1
n = JM1

H
t n1o ·m1oK−m1

n em Pa1, (1.3.104)

c1
2
n = JM1

H
t n1o ·m1oK−m2

n em Pa2, (1.3.105)

onde, o fato de ser

σ̃2n1o ⊥ v2r ∀v2r que satisfaz (1.3.80) sobre Γa, (1.3.106)

implica que σ̃2n1o é o elemento nulo em Γa e em Pa1 e Pa2, e portanto σ2n1o = σ̄2n1o.
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Por outro lado, para γ 6= 1 resulta o seguinte conjunto de condições de acoplamento

u1
o
t + ξ((∇xon)u1

o
t −∇xou1n) + u1nn = u2 sobre Γa, (1.3.107)

(N1
H
t + (∇xon)M1

H
t )n1o =

∫

H
ΛΠtσ2n1o[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ sobre ∂Σoa, (1.3.108)

− f̄1
H
n + divxo M1

H
t · n1o +∇xo(M1

H
t n1o ·m1o) ·m1o =∫

H
σ2n1o · n[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ

+
∫

H
ξ∇xo(Πtσ2n1o ·m1o[Λ2m1o ·m1o]1/2) ·m1o dξ sobre ∂Σoa, (1.3.109)

M1
H
t n1o · n1o =

∫

H
Πtσ2n1o · n1oξ[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ sobre ∂Σoa, (1.3.110)

JM1
H
t n1o ·m1oK−m1

n =

−
∫

H
Πtσ2n1o ·m1oξ[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ em Pa1, (1.3.111)

JM1
H
t n1o ·m1oK−m2

n =∫

H
Πtσ2n1o ·m1oξ[Λ2m1o ·m1o]1/2 dξ em Pa2, (1.3.112)

t2 = σ2n1o sobre Γa. (1.3.113)

O conjunto de expressões (1.3.91)–(1.3.95) (para γ = 1) determina que o campo de deslo-
camentos é descont́ınuo. Com efeito, nada se diz a respeito da componente u2r, e portanto
nada impede a esta de assumir um valor arbitrário desde que satisfaça (1.3.80). Contraria-
mente, a expressão (1.3.107) (para γ 6= 1) implica que o campo de deslocamentos é cont́ınuo
posto que se impõe u2r = 0. Analogamente, vê-se que para γ = 1 o conjunto de equações
(1.3.96)–(1.3.100) determina a continuidade da tração, enquanto que, por outro lado, a
mesma resulta descont́ınua para γ 6= 1 segundo indicado nas (1.3.108)–(1.3.112). Isto é
devido a que a componente σ̃2n1o é ortogonal às funções da forma de v2r no sentido do
produto de dualidade. Entretanto, nada impede que a mesma assuma um valor arbitrário.

Como feito para os problemas vistos até aqui, para encontrar uma outra forma
de interpretar as particularidades do problema acoplado em cada uma das situações
acima tratadas construiu-se a Tabela 1.3 que faz um resumo da análise de cada um dos
sub-problemas do modelo 3D–2D ao considerá-lo segregado.

Valor Problema Problema Quantidade Quantidade
de γ segregado segregado cont́ınua descont́ınua

em Ω1 em Ω2

{1} Dirichlet Neumann Tração Deslocamento
(ver (1.3.96)–(1.3.97)–(1.3.98)– (ver (1.3.91)–(1.3.92)–(1.3.93)–

(1.3.99)–(1.3.100)) (1.3.94)–(1.3.95))

[0,1) Neumann Dirichlet Deslocamento Tração
(ver (1.3.107)) (ver (1.3.108)–(1.3.109)–(1.3.110)–

(1.3.111)–(1.3.112))

Tabela 1.3: Interpretações sobre o problema acoplado 3D–2D (casca de Kirchhoff–Love).

Antes de finalizar a seção observe que a placa de Kirchhoff–Love pode automatica-
mente ser obtida fazendo ∇xon = 0 no Problema 1.11. Porém, por brevidade isto não é
desenvolvido.
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1.3.3 Acoplamento 3D–1D: viga de Bernoulli

O acoplamento de um sólido tridimensional com um componente estrutural de tipo
viga não representa maiores complicações além das já examinadas no caso de cascas.
Entretanto, é interessante obter a formulação variacional para o problema acoplado assim
como as condições de acoplamento que se derivam utilizando as idéias deste caṕıtulo. Para
este problema utiliza-se o esquema mostrado na Figura 1.6 onde um componente estrutural
possui duas partes com caracteŕısticas destacáveis.

Figura 1.6: Acoplamento de modelos 3D–1D.

Enquanto a parte do componente denominada Ω2 tem forma arbitrária, a parte indi-
cada como Ω1 tem uma das suas dimensões muito maior do que as outras duas, portanto,
representá-lo como se fosse uma viga de seção transversal arbitrária pode resultar em um
bom modelo. O modelo 1D aqui considerado é a viga de Bernoulli, e constrói-se a partir
de assumir que a cinemática do problema sobre Ω1 é da seguinte forma

u1(x) = u1y(z)ey − y
∂u1y

∂z
(z)ez, (1.3.114)

implicando que as seções transversais permanecem ortogonais após a deformação, e que as
fibras normais não mudam o seu tamanho. Esta viga está limitada na sua deflexão ao plano
y–z. Sobre Ω2 considera-se a descrição cinemática completa. Sem perda de generalidade,
o contorno correspondente a {za} é um contorno de Dirichlet, enquanto que o contorno
lateral de Ω1 é uma fronteira de Neumann de forma a poder reduzir o modelo. Por último
considera-se que a fronteira Γa é tal que a normal n1 (vista desde o domı́nio Ω1) está
na direção da coordenada z. Logo, devido a que se têm cinemáticas não compat́ıveis a
ambos os lados de Γa emprega-se o prinćıpio variacional exposto no Problema 1.9. Como
resultado da cinemática (1.3.114) obtém-se que a forma do espaço Q1 é a seguinte

Q1 = H2((za, zb)), (1.3.115)

do que se obtém
TΓa(Q1) = R× R TΓa(Q1)′ = R× R. (1.3.116)
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Logo, o produto de dualidade com esta cinemática resulta

〈s1,u1〉TΓa (Q1)′×TΓa (Q1) =
〈

(s1y, ν1x),
(

u1y,
∂u1y

∂z

)〉

TΓa (Q1)′×TΓa (Q1)

=

(s1yu1y)
∣∣∣∣
zb

+
(

ν1x

∂u1y

∂z

) ∣∣∣∣
zb

. (1.3.117)

Resta agora especificar a forma do produto de dualidade 〈s1,u2〉TΓa (Q1)′×TΓa (Q1). Do visto
na Seção 1.1 o espaço TΓa(Q2) deve ser tal que a decomposição ortogonal (1.1.10) seja
válida. Logo, de acordo com a (1.1.11) resulta

u2|Γa
= u21 + u2r, (1.3.118)

onde u21 é da forma de u1 de acordo com a (1.3.114), ou seja

u21(x) = u2
o
yey − y

∂u2
o
y

∂z
ez. (1.3.119)

Logo tem-se

〈s1,u2〉TΓa (Q1)′×TΓa (Q1) = 〈s1,u21〉TΓa (Q1)′×TΓa (Q1) =〈
(s1y, ν1x),

(
u2

o
y,

∂u2
o
y

∂z

)〉

TΓa (Q1)′×TΓa (Q1)

=

(s1yu2
o
y)

∣∣∣∣
zb

+
(

ν1x

∂u2
o
y

∂z

) ∣∣∣∣
zb

, (1.3.120)

pois a flutuação u2r é tal que

〈s1,u2r〉TΓa (Q1)′×TΓa (Q1) = 0 ∀s1 ∈ TΓa(Q1)′. (1.3.121)

Daqui é posśıvel ver que u2r é tal que
∫

Γa

u2r · ey dΓ = 0,
∫

Γa

∂u2r

∂y
· ez dΓ = 0,

(1.3.122)

e portanto é posśıvel caracterizar u21 em termos de u2
o
y e ∂u2

o
y

∂z simplesmente como

u2
o
y =

1
Aa

∫

Γa

u2 · ey dΓ,

∂u2
o
y

∂z
=

1
Ao

∫

Γa

∂u2

∂y
· ez dΓ,

(1.3.123)

onde Aa = |Γa|. Logo, o espaço Q2 é

Q2 =
{
v2 ∈ H1(Ω2); v2|Γa

= v2
o
yey − y

∂v2
o
y

∂z
ez + v2r;

(
v2

o
y,

∂v2
o
y

∂z

)
∈ TΓa(Q1); v2r satisfaz (1.3.122)

}
. (1.3.124)
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E analogamente

〈s2,u2〉TΓa(Q2)′×TΓa (Q2) =
∫

Γa

s2 · u2 dΓ. (1.3.125)

Para reduzir o modelo em Ω1 realiza-se a seguinte decomposição das integrais
∫

Ω1

(·) dx =
∫ zb

za

∫

Γ
(·) dΓ dz,

∫

ΓN1

(·) dΓ =
∫ zb

za

∫

∂Γ
(·) d∂Γdz.

(1.3.126)

Assim sendo, introduzindo a hipótese cinemática (1.3.114) junto com a (1.3.117), a (1.3.120)
e a (1.3.125) na formulação variacional (1.3.5), e ainda considerando os seguintes esforço
e carregamentos generalizados

MΓ
1 =

∫

Γ
[σ1 · (ez ⊗ ez)](−y) dΓ,

fΓ
y =

∫

Γ
f · ey dΓ,

t̄1
∂Γ
y =

∫

∂Γ
t̄1 · ey d∂Γ,

(1.3.127)

resulta o seguinte problema de acoplamento entre um modelo 3D e um modelo 1D:

Problema 1.12 (Mecânica dos sólidos – Acoplamento 3D–1D – Viga de Bernoulli). Para
algum γ ∈ [0, 1] encontre ((u1y,u2), (t1y, µ1x), t2) ∈ Ud × TΓa(Q1)′ × TΓa(Q2)′ tal que

∫ zb

za

MΓ
1

∂2v1y

∂z2
dz +

∫

Ω2

σ2 · ∇v2 dx =
(

γt1y + (1− γ)
∫

Γa

t2 · ey dΓ
)

(v1y − v2
o
y)

∣∣∣∣
zb

+
(

γµ1x + (1− γ)
∫

Γa

[t2 · ez](−y) dΓ
) (

∂v1y

∂z
− ∂v2

o
y

∂z

) ∣∣∣∣
zb

− (1− γ)
∫

Γa

t2 · v2r dΓ + γs1y(u1y − u2
o
y)

∣∣∣∣
zb

+ γν1x

(
∂u1y

∂z
− ∂u2

o
y

∂z

) ∣∣∣∣
zb

+ (1− γ)
∫

Γa

s2 ·
(

u1yey − y
∂u1y

∂z
ez − u2

)
dΓ

+
∫ zb

za

fΓ
y v1y dz +

∫

Ω2

f · v2 dx +
∫ zb

za

t̄1
∂Γ
y v1y dz +

∫

ΓN2

t̄2 · v2 dΓ

∀((v1y,v2), (s1y, ν1x), s2) ∈ Vd × TΓa(Q1)′ × TΓa(Q2)′, (1.3.128)

onde é Ud = U1 × U2 com

U1 =

{
u1y ∈ Q1;

(
u1y,

∂u1y

∂z

) ∣∣∣∣
za

= (ū1y, ᾱ1y)

}
,

U2 = {u2 ∈ Q2; u2|ΓD2
= ū2},

(1.3.129)

sendo que Q1 e Q2 estão dados pelas (1.3.115) e (1.3.124) respectivamente. Por outro
lado, Vd é o espaço obtido por diferença de elementos em Ud. Finalmente TΓa(Q1)′ é
dado pela (1.3.116), e TΓa(Q2)′ é o espaço dual de TΓa(Q2) com Q2 dado pela (1.3.124).
O resto dos elementos define-se como no Problema 1.9.
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Para fechar o problema deve ser provida a lei constitutiva que relaciona o esforço
generalizado MΓ

1 com u1y assim como também a que relaciona o tensor σ2 com u2.
É importante salientar aqui que, analogamente ao caso de cascas, é necessária uma

maior regularidade sobre as funções definidas em Ω2, resultado que é devido à hipótese
cinemática considerada sobre Ω1.

Previamente a obter as equações de Euler–Lagrange é conveniente empregar uma
decomposição do tensor σ2 sobre Γa similar à mostrada em (1.3.46). Neste caso tal
decomposição toma a seguinte forma

σ2|Γa
= σ̄2yz(ey ⊗ ez + ez ⊗ ey) + σ̄2zz(ez ⊗ ez) + σ̃2, (1.3.130)

onde aqui σ̄2yz, σ̄2zz e σ̃2 são tais que

σ̄2yz =
1

Aa

∫

Γa

σ2ez · ey dΓ,

σ̄2zz =
1

Aa

∫

Γa

σ2ez · ez dΓ,

∫

Γa

σ̃2ez · ey dΓ = 0,
∫

Γa

σ̃2ez · ez dΓ = 0.

(1.3.131)

Portanto, usando a fórmula de Green segue-se que, no sentido das distribuições, as equações
de Euler–Lagrange obtidas da formulação variacional (1.3.128) são





∂2MΓ
1

∂z2
= fΓ

y + t̄1
∂Γ
y em (za, zb),

−div σ2 = f em Ω2,

u1y = ū1y em {za},
∂u1y

∂z
= ᾱ1y em {za},

u2 = ū2 sobre ΓD2,

σ2n2 = t̄2 sobre ΓN 2,

γ(u1y − u2
o
y) = 0 em {zb},

γ

(
∂u1y

∂z
− ∂u2

o
y

∂z

)
= 0 em {zb},

(1− γ)
(

u1yey − y
∂u1y

∂z
ez − u2

)
= 0 sobre Γa,

γt1y + (1− γ)
∫

Γa

t2 · ey dΓ = −∂MΓ
1

∂z
em {zb},

γµ1x + (1− γ)
∫

Γa

[t2 · ez](−y) dΓ = MΓ
1 em {zb},

γt1y + (1− γ)
∫

Γa

t2 · ey dΓ = Aaσ̄2yz em {zb},

γµ1x + (1− γ)
∫

Γa

[t2 · ez](−y) dΓ = I−y σ̄2zz

+
∫

Γa

σ̃2ez · ez(−y) dΓ em {zb},
[
(1− γ)t2 − σ̃2ez

] ⊥ v2r ∀v2r que satisfaz (1.3.122) sobre Γa,

(1.3.132)

onde I−y =
∫
Γa

(−y) dΓ. Aqui, as últimas oito equações compreendem as condições de
acoplamento fornecidas de forma natural pela formulação variacional (1.3.128). Mais
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uma vez, a equivalência com relação a γ é perdida no Problema 1.12 devido à hipótese
cinemática introduzida. Escolhendo γ = 1 obtêm-se as seguintes condições de acoplamento

u1y =
1

Aa

∫

Γa

u2 · ey dΓ em {zb}, (1.3.133)

∂u1y

∂z
=

1
Ao

∫

Γa

∂u2

∂y
· ez dΓ em {zb}, (1.3.134)

−∂MΓ
1

∂z
= Aaσ2ez · ey sobre Γa, (1.3.135)

MΓ
1 = I−y σ2ez · ez sobre Γa, (1.3.136)

t1y = −∂MΓ
1

∂z
em {zb}, (1.3.137)

µ1x = MΓ
1 em {zb}. (1.3.138)

Para chegar às expressões (1.3.135) e (1.3.136) foi usado o fato de ser

σ̃2ez ⊥ v2r ∀v2r que satisfaz (1.3.122) sobre Γa, (1.3.139)

o que, por sua vez, implica que σ̃2ez é o elemento nulo, resultando portanto σ2ez =
σ̄2yzey + σ̄2zzez. De forma rećıproca, pondo γ 6= 1 obtêm-se as seguintes condições de
acoplamento

u1yey − y
∂u1y

∂z
ez = u2 sobre Γa, (1.3.140)

−∂MΓ
1

∂z
=

∫

Γa

σ2ez · ey dΓ em {zb}, (1.3.141)

MΓ
1 =

∫

Γa

σ2ez · ez(−y) dΓ em {zb}, (1.3.142)

t2 = σ2ez sobre Γa. (1.3.143)

Neste caso, a expressão (1.3.143) é obtida combinando as últimas três equações vistas na
(1.3.132) juntamente com a decomposição (1.3.130).

Vê-se que para γ = 1 o campo de deslocamentos é descont́ınuo devido a que v2r

pode assumir qualquer valor, sempre satisfazendo a (1.3.122), enquanto que a tração é
cont́ınua. Para γ 6= 1 a situação é contrária posto que o campo de deslocamentos é de fato
cont́ınuo e a tração é descont́ınua devido à presença da componente σ̃2ez, a qual não está
impedida de ser arbitrária.

A interpretação sobre cada problema pode ser dada de forma completamente análoga
ao problema de acoplamento de modelos de sólidos 3D com cascas. A Tabela 1.4 resume
estas interpretações para o problema 3D–1D mostrando o estado das quantidades envolvi-
das em cada caso, assim como também a forma de entender o acoplamento no contexto
de um esquema no qual ambos os problemas foram segregados.

Valor Problema Problema Quantidade Quantidade
de γ segregado segregado cont́ınua descont́ınua

em Ω1 em Ω2

{1} Dirichlet Neumann Tração Deslocamento
(ver (1.3.135)–(1.3.136)) (ver (1.3.133)–(1.3.134))

[0,1) Neumann Dirichlet Deslocamento Tração
(ver (1.3.140)) (ver (1.3.141)–(1.3.142))

Tabela 1.4: Interpretações sobre o problema acoplado 3D–1D.
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1.4 Resultados numéricos para o acoplamento de sólidos

Nesta seção apresentam-se alguns exemplos numéricos concernentes ao problema
acoplado 3D–2D desenvolvido na Seção 1.3.1. O principal objetivo desta parte do caṕıtulo
é avaliar numericamente o desempenho do modelo mecânico 3D–2D frente aos resultados
dados pelos modelos clássicos 3D e 2D puros. Nesta abordagem numérica, o Problema 1.10
é simplificado, sobre o domı́nio Ω1, a um problema de placa 2D tomando a curvatura da
casca nula, ou seja ∇xon = 0. Outra hipótese adicional é a de trabalhar dentro da
faixa de deformações infinitesimais, sendo posśıvel assumir que a configuração do domı́nio
permanece invariante. A resposta constitutiva do material empregado na análise é linear
e elástica. Ambos os casos, o sólido 3D e a placa 2D são providos então com adequadas
expressões constitutivas para materiais isotrópicos, cujos parâmetros materiais (módulo
de Young e coeficiente de Poisson) são

E = 2.1 · 106,

ν = 0.3,
(1.4.1)

onde E é uma quantidade não dimensional. Como enfatizado nas seções prévias, a for-
mulação variacional para o problema acoplado independe do comportamento do material
e, neste sentido, extensões para considerar não linearidades materiais podem ser derivadas
de forma análoga. A aproximação do problema acoplado 3D–2D é realizada através do
método dos elementos finitos e as principais caracteŕısticas são detalhadas na primeira
parte desta seção. Finalmente, analisam-se dois exemplos particulares e apresentam-se
alguns testes comparativos.

Viu-se que a formulação variacional cont́ınua dá lugar a dois modelos mecânicos,
um para γ = 1 e outro para γ 6= 1. As conseqüências destas duas possibilidades têm
sido analisadas de forma exaustiva nas seções prévias. No entanto, quando se deseja
realizar uma aproximação do problema, uma possibilidade adicional surge, passando a
ser, ao todo, três modelos mecânicos discretos. Chama-se de Qh

i e T h
i aos espaços de

dimensão finita correspondentes a Qi e a TΓa(Qi), i = 1, 2, do Problema 1.10. Portanto,
as aproximações são denotadas por uh

i e th
i , i = 1, 2. Contrariamente ao que ocorria no

problema cont́ınuo, no problema discreto a inclusão T h
1 ⊂ T h

2 não se satisfaz (lembre que
no caso cont́ınuo é TΓa(Q2) = TΓa(Q1) ⊕ W , e portanto TΓa(Q1) ⊂ TΓa(Q2)). Devido
a isto, na formulação discreta é necessário identificar entre γ = 0 e γ ∈ (0, 1) em lugar
de γ ∈ [0, 1). Aqui tem-se utilizado a notação T h

i para expressar a contrapartida, em
dimensão finita, do espaço TΓa(Qi), i = 1, 2, e em uma abordagem conforme do método
dos elementos finitos, como a usada aqui, vale a inclusão estrita T h

i ⊂ TΓa(Qi). Em geral,
e também em particular na presente seção, o espaço T h

i é diferente de TΓa(Qh
i ), i = 1, 2.

Assim, os três modelos diferentes na versão discreta do problema acoplado correspondem,
agora, aos seguintes modelos mecânicos discretos

• γ = 1: este caso é idêntico ao do problema cont́ınuo, lembrando que a condição de
continuidade é dada em um sentido mais fraco, devido a que é

uh
1 = uh

2 em T h
1 ; (1.4.2)

• γ = 0: este caso difere do caso do problema cont́ınuo γ 6= 1 pois agora a condição
de continuidade estabelece que

uh
1 = uh

2 em T h
2 ; (1.4.3)

• γ ∈ (0, 1): este caso é o mais próximo à condição γ 6= 1 vista no problema cont́ınuo
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já que a mesma impõe o seguinte

uh
1 = uh

2 em T h
1 ∪ T h

2 . (1.4.4)

1.4.1 Aproximação pelo método dos elementos finitos

Esta seção compreende a aproximação de elementos finitos do problema envolvendo o
acoplamento entre um sólido 3D elástico linear e uma placa 2D de Naghdi elástica e linear.
A seção finaliza com a definição dos espaços de aproximação empregados na abordagem
discreta e com o sistema final de equações a ser resolvido.

A aproximação do problema acoplado envolve a aproximação do sub-sistema 3D
sobre Ω2 e do sub-sistema 2D sobre Ω1. Como sistemas separados, os sub-problemas 3D e
2D podem sofrer os já conhecidos inconvenientes presentes no ńıvel do problema discreto
se os esquemas numéricos não são adequadamente escolhidos. Por exemplo, pode-se citar
o fenômeno de instabilidade numérica que surge no sub-sistema 3D para materiais incom-
presśıveis quando usado um esquema de Galerkin clássico com interpolação linear para
os campos de deslocamento e pressão (em uma formulação mista), assim como também
o fenômeno de trancamento da solução que tem lugar no problema da placa quando a
espessura vai para zero e utiliza-se uma aproximação clássica de tipo Galerkin com in-
terpolação linear para o deslocamento e para a rotação. Neste sentido, é estritamente
necessário arquitetar uma aproximação numérica tal que o sistema discreto final não sofra
esta classe de problemas.

Considere-se um problema no qual, aos efeitos de simplificar a apresentação do
sistema final de equações, há somente uma interface de acoplamento denominada Γa.
A Tabela 1.5 introduz a notação usada para descrever os elementos envolvidos no pro-
blema discreto. Ali, as diferentes malhas empregadas para obter a solução aproximada
são descritas. Com respeito a isto, Ie

3D e Ie
2D são as partições de elementos finitos corres-

pondentes aos domı́nios 3D e 2D. O número de nós por elemento também é dado em cada
caso. Além disso, Ie

Γa
e Ie

∂Σoa
significam as malhas de elementos finitos que jazem sobre a

fronteira de acoplamento Γa ≡ ∂Σoa, onde, apesar de usar a relação de equivalência que
é um abuso de notação, remarca-se a diferença entre o contorno de acoplamento quando
visto desde Ω2 e quando visto desde Ω1 respectivamente.

Detalhe Nós Elementos
Conjunto Cardinal Conjunto Cardinal Nós por elemento

Domı́nio Σo (2D) In
2D nq−l

2D Ie
2D e2D 8–4 (q–l)

Domı́nio Ω2 (3D) In
3D n3D Ie

3D e3D 20

Contorno ∂Σoa (2D) In
∂Σoa

nl−c
∂Σoa

Ie
∂Σoa

e∂Σoa
2–1 (l–c)

Contorno Γa (3D) In
Γa

nΓa Ie
Γa

eΓa 4

Tabela 1.5: Descrição dos elementos usados no problema discreto 3D–2D.

Em função da informação provida na Tabela 1.5, para discretizar os domı́nios 3D e
2D emprega-se o elemento hexaedro de 20 nós e o elemento quadrilátero de 8 nós. Também,
Ie

Γa
é discretizado com elementos quadriláteros de 4 nós, enquanto que Ie

∂Σoa
conforma-se

por elementos de linha de 2 nós. Os ı́ndices q e l denotam as duas diferentes interpolações
presentes no elemento quadrilátero (correspondentes a 8 e 4 nós respectivamente) para os
diferentes campos no problema da placa, enquanto que os ı́ndices l e c fazem o mesmo
para o elemento de linha (neste caso correspondem a 2 nós e a 1 nó). Isto será clarificado
no que segue ao fornecer os espaços de interpolação de cada incógnita de forma expĺıcita.
Ainda, nq

2D (nl
2D) indica o número de nós na malha de elementos finitos para o domı́nio

2D associado às funções de interpolação quadráticas (lineares), n3D é o número de nós na
malha de elementos finitos do domı́nio 3D, nl

∂Σoa
(nc

∂Σoa
) é o número de nós associado à

interpolação linear (constante) das variáveis duais sobre ∂Σoa, e nΓa é o número de nós
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onde as variáveis duais sobre Γa são aproximadas.
As incógnitas aqui resultam uh

1 = uh
1

o
t + ξωh

1 t +uh
1nn ∈ Qh

1 , onde Qh
1 está caracteri-

zado por Qh
1uo

t
×Qh

1ωt
×Qh

1un
, uh

2 ∈ Qh
2 , th

1 = (th
1 t,µ

h
1 t, t

h
1n) ∈ T h

1 = T h
1 tt

×T h
1 µt

×T h
1 tn

e th
2 ∈ T h

2 , onde

Qh
1uo

t
= [Uh

1 ]2 + condições de contorno eventuais,

Qh
1ωt

= [W h
1 ]2 + condições de contorno eventuais,

Qh
1un

= Uh
1 + condições de contorno eventuais,

Qh
2 = [Uh

2 ]3 + condições de contorno eventuais,

T h
1 tt

= [T h
1 ]2,

T h
1 µt

= [Mh
1 ]2,

T h
1 tn

= T h
1 ,

T h
2 = [T h

2 ]3,

(1.4.5)

com

Uh
1 = {φ1 ∈ C0(Σo); φ1|e2D

∈ Qs
2, ∀e2D ∈ Ie

2D},
W h

1 = {ψ1 ∈ C0(Σo); ψ1|e2D
∈ Q1, ∀e2D ∈ Ie

2D},
Uh

2 = {φ2 ∈ C0(Ω2); φ2|e3D
∈ Qs

2, ∀e3D ∈ Ie
3D},

T h
1 = {τ1 ∈ C0(∂Σoa); τ1|e∂Σoa

∈ P1, ∀e∂Σoa
∈ Ie

∂Σoa
},

Mh
1 = {υ1 ∈ C0(∂Σoa); υ1|e∂Σoa

∈ R, ∀e∂Σoa
∈ Ie

∂Σoa
},

T h
2 = {τ2 ∈ C0(Γa); τ2|eΓa

∈ Q1, ∀eΓa ∈ Ie
Γa
},

(1.4.6)

onde Qs
2 é o espaço de polinômios de serendipity de grau 2 definido correspondentemente

no quadrilátero 2D e no hexaedro 3D, Q1 é o espaço usual de polinômios de grau 1 definido
no quadrilátero 2D, P1 é o espaço de polinômios lineares definidos no segmento de linha e
R são os números reais.

Com respeito ao dito na Seção 1.3.1 sobre o aumento da regularidade das funções
sobre o domı́nio Ω2 produto da cinemática escolhida sobre Ω1, veja que a aproximação de
elementos finitos escolhida satisfaz as condições de regularidade requeridas pela formulação
variacional (1.3.44) através da definição do espaço Q2 dado na (1.3.39).

Observe que as aproximações sobre Ω2 e sobre Σo são totalmente independentes
entre si. No entanto, é bastante direto inferir que as propriedades de convergência do
problema acoplado dependem da quantidade C1h

k
3D + C2h

l
2D (C1 e C2 constantes reais

positivas dependentes da solução, e k e l inteiros positivos). Assim, é razoável usar uma
famı́lia de elementos com propriedades de aproximação similares, ou seja k = l.

Com o esquema de discretização acima introduzido, o sistema final de equações
lineares a ser resolvido é dado por



K2D K̃2D 0 0 0 0

K̃
T

2D K2D 0 0 γB11 (1− γ)B12

0 0 K3D K̃3D 0 0

0 0 K̃
T

3D K3D −γB21 −(1− γ)B22

0 γBT
11 0 −γBT

21 0 0
0 (1− γ)BT

12 0 −(1− γ)BT
22 0 0







U1

U1|∂Σoa

U2

U2|Γa

T1

T2




=




f1
f1
f2
f2
0
0




,

(1.4.7)
onde U1 e T1 agrupam as incógnitas correspondentes a (uh

1
o
t , ω

h
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h
1n) e (th

1 t, µ
h
1 t, t

h
1n) res-
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pectivamente, enquanto que aquelas incógnitas correspondentes aos nós sobre as fronteiras
de acoplamento têm sido identificadas, como variáveis separadas, por U1|∂Σoa

e U2|Γa
, de

forma a pôr em evidência o acoplamento efetivo entre graus de liberdade 3D e 2D. Dentro
da estrutura do sistema de equações lineares, os blocos matriciais Bij , i, j = 1, 2, são os
que realizam o acoplamento na formulação. Assim, quando γ = 0, ou γ = 1 o sistema é
condensado, e o número de incógnitas reduzido.

Do sistema final de equações lineares (1.4.7) é importante comentar novamente o
que foi dito a respeito dos três posśıveis modelos no problema discreto. De fato, as
caracteŕısticas do sistema mudam quando γ = 0, γ = 1 ou γ ∈ (0, 1), sendo essas as únicas
três possibilidades existentes. O último caso é considerado como único pois qualquer valor
γ ∈ (0, 1) produz uma solução equivalente.

Veja que é posśıvel pensar em segregar o sistema (1.4.7) resolvendo de forma iterativa
os sub-problemas 2D e 3D. Isto é de utilidade em problemas com muitos graus de liberdade
nos quais as matrizes Bij implicam em um sistema altamente acoplado. Para a abordagem
segregada recorre-se ao comentário feito na Seção 1.3.1 de forma a reescrever o problema
acoplado em um contexto de sub-problemas de Dirichlet e de Neumann. Isto estabelece
outras formas de entender o papel jogado por γ, como fora extensivamente comentado na
última parte da Seção 1.3.1.

A fim de simplificar a implementação computacional, nos exemplos que serão apre-
sentados nas seções que seguem, as malhas 2D e 3D empregadas para cada partição dos
domı́nios Σo e Ω2 são tais que existe uma correspondência entre os nós pertencentes à
malha 3D e aqueles que pertencem à malha 2D. Um exemplo desta classe de malhas sob
correspondência entre os nós é mostrada na Figura 1.7. Além de cada partição, mostra-se
a disposição escolhida para cada um dos graus de liberdade presentes na formulação,
incluindo às variáveis duais sobre a fronteira de acoplamento.

Figura 1.7: Exemplo de uma malha simples usada em um problema 3D–2D acoplado.

Objetivando identificar os elementos referidos na Tabela 1.5, no exemplo da Figura 1.7
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tem-se

e2D = 6 nq
2D = 29 nl

2D = 12,

e3D = 12 n3D = 111,

e∂Σoa
= 3 nl

∂Σoa
= 4 nc

∂Σoa
= 3,

eΓa = 6 nΓa = 12.

Além disso, da mesma figura é posśıvel identificar as quatro partições Ie
2D, Ie

3D, Ie
∂Σoa

e
Ie

Γa
, junto com os elementos vinculados a cada uma destas.

1.4.2 Caso 1: componente estrutural tipo placa engastada

Este exemplo simples mostra a forma na qual o modelo acoplado se desempenha em
comparação com os correspondentes modelos 3D e 2D puros. Trata-se de um componente
estrutural que se assemelha a uma placa como mostra a Figura 1.8. A estrutura está
engastada sobre o lado esquerdo, enquanto que um carregamento distribúıdo por unidade
de área f é aplicado na direção vertical sobre o lado direito como mostrado na figura. As
dimensões são L = 4, R = 1.5 e h = 0.2, e a força por unidade de área é f = 1.

Figura 1.8: Componente estrutural engastado tipo placa.

Os números cardinais apresentados na Tabela 1.5, e relacionados à Figura 1.8(c),
são os seguintes

e2D = 200 nq
2D = 661 nl

2D = 231,

e3D = 400 n3D = 2445,

e∂Σoa
= 10 nl

∂Σoa
= 11 nc

∂Σoa
= 10,

eΓa = 20 nΓa = 33.

Além do mais, a partir destes dados é fácil inferir sobre as caracteŕısticas das malhas para
os casos 3D e 2D dados nas Figuras 1.8(a) e 1.8(b), respectivamente, já que a ordem do
tamanho dos elementos é a mesma.

Como dito previamente, a situação da Figura 1.8 é primeiramente resolvida com
um modelo puramente 3D e a seguir com um modelo puramente 2D de placa de Naghdi.
Portanto, o objetivo é comparar os resultados destes dois casos com a solução computada
com o modelo acoplado. Isto é feito para cada um dos modelos mecânicos discretos obtidos
para γ = 1, γ ∈ (0, 1) e γ = 0. Em particular para o segundo modelo considera-se γ = 0.5.

Na Seção 1.1.2 foi explicado que a escolha do parâmetro γ tem que estar baseada
em argumentos mecânicos, e não no desempenho numérico do problema aproximado. No
entanto, é evidente que um dos três modelos terá um comportamento mais favorável que
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os outros dois. Logo, e devido a que o modelo 3D completo se assemelha com uma placa,
espera-se que γ = 0 seja a melhor opção para o modelo acoplado em função da proximidade
da solução com respeito à do modelo 3D puro. Contudo, o modelo com melhor desempenho
pode variar de um problema para outro.

A Figura 1.9 mostra o deslocamento da estrutura amplificado em um fator de 200.
Dado que as diferenças entre os diversos modelos 3D–2D, isto é para os diferentes valores
de γ, é negliǵıvel, aqui apresenta-se somente o resultado para γ = 1. Estritamente, existem
diferenças entre as soluções dos modelos discretos 3D–2D. Na Tabela 1.6 mostram-se, para
todos os casos estudados, dois valores que medem o deslocamento máximo vertical δmax

em x = L e o deslocamento em x = L
2 , chamado δmid. No modelo 3D puro δmax é medido

como o máximo deslocamento do plano correspondente à superf́ıcie média.

(a) Modelo 3D puro. (b) Modelo 2D puro.

(c) Modelo 3D–2D acoplado (γ = 1).

Figura 1.9: Deslocamento amplificado para todos os casos estudados.

Modelo δmax (x = L) δmid (x = L
2
)

3D 2.96096 · 10−3 9.21048 · 10−4

2D 2.98507 · 10−3 9.31694 · 10−4

γ = 1 2.98915 · 10−3 9.21873 · 10−4

3D − 2D γ = 0 2.95300 · 10−3 9.20381 · 10−4

γ = 0.5 2.90633 · 10−3 9.13041 · 10−4

Tabela 1.6: Deslocamentos em x = L e em x = L
2 para todos os casos estudados.

Observe que, dentre os três valores de γ, o modelo para γ = 0.5 fornece a estrutura
mais ŕıgida, seguida por γ = 0, e logo por γ = 1. Isto pode ser facilmente explicado pelo
aumento no número de restrições entre ambos os sub-sistemas. Ao comparar o valor de
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δmax em x = L, γ = 0 dá o resultado mais próximo ao caso puramente 3D, o qual pode
ser considerado como o mais realista. Por sua vez, o modelo para γ = 1 fornece uma
situação mais próxima ao modelo puramente 2D. Esta tendência permanece ao comparar
o deslocamento vertical δmid em x = L

2 .
Vale a pena salientar que como resultado do acoplamento entre a porção 2D da

estrutura com a região 3D, o último transfere ao primeiro um pequeno fenômeno de deslo-
camento de membrana, o qual não está presente no modelo puramente 2D. Na Figura 1.10
compara-se a componente x do deslocamento de membrana (na direção longitudinal da
placa), sobre a fronteira de acoplamento Γa, para o modelo 3D e para os modelos 3D–2D
com γ = 1 e γ = 0. Na parte direita da figura calcula-se a diferença entre o deslocamento
na direção x do modelo 3D com cada um dos modelos 3D–2D mostrados. O deslocamento
na direção x mostra-se em (x, y) = (L

2 , R
2 ), com z ∈ [−h

2 , h
2 ]. Desta maneira, o eixo vertical

pode ser considerado como uma fibra ortogonal à superf́ıcie média, enquanto que o eixo
horizontal mostra a diferença no efeito de membrana com respeito à escolha de γ. Mais
uma vez veja que para γ = 0 obtém-se um resultado mais similar àquele dado pelo modelo
3D puro, de acordo com as conclusões resgatadas da Tabela 1.6, enquanto que para γ = 1
o desvio é mais apreciável.

3
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2
D

–
γ

=
0

3
D

–
2
D

–
γ

=
1

3
D

p
u
r
o
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diferença no 

deslocamento

em x

Figura 1.10: Deslocamento de membrana na direção x em (x, y) = (L
2 , R

2 ). De acima para abaixo:
modelo 3D, modelo 3D–2D para γ = 1 e modelo 3D–2D para γ = 0.

Como última conclusão, do exemplo ilustrado aqui, segue-se que o problema é prati-
camente independente de γ. Em qualquer caso, é importante frisar mais uma vez que
a escolha do parâmetro γ tem que estar comandada por considerações mecânicas, pois
diferentes valores de γ impactam de forma direta na concepção do modelo mecânico.

1.4.3 Caso 2: componente estrutural geral

Este exemplo visa mostrar a que pode ser considerada uma situação de interesse
prático desta classe de modelos acoplados. O principal objetivo é mostrar as vantagens
que há ao usar modelos acoplados em lugar de um modelo de sólido 3D completo devido ao
grande problema que resultaria se o domı́nio completo fosse discretizado usando elementos
3D. Neste sentido, o exemplo é meramente ilustrativo. O componente estrutural analisado
aqui é mostrado na Figura 1.11, e é mais similar ao componente geral da Figura 1.4, na
qual há uma porção do domı́nio fact́ıvel de ser reduzida a uma teoria bidimensional, caindo
desta maneira no marco teórico proposto aqui.
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Figura 1.11: Componente estrutural geral como modelo 3D–2D acoplado.

Neste problema, o componente estrutural está engastado sobre o lado esquerdo,
enquanto que há uma carga por unidade de área combinada f = (fx, fy, fz) aplicada na
parte do componente que pode ser considerado como uma placa (sobre o extremo direito
do domı́nio). Dado que se toma fx = 2.5, fy = 0 e fz = 1, os efeitos de membrana e
flexão são significativos no problema. As dimensões na Figura 1.11 são W = 2, L2D = 1.8,
d3D = 0.6, h = 0.2, R1 = 0.5 e R2 = 0.7.

Na Figura 1.12 apresentam-se sobrepostas as configurações original (com uma parcial
transparência) e deformada (amplificada por um fator de 100) para γ = 1. Mais uma vez,
as diferenças na solução são da ordem de 2% entre os modelos para diferentes valores de
γ.

Figura 1.12: Deslocamento da estrutura amplificado 100 vezes.
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A Figura 1.13 mostra um detalhe da solução obtida sobre a região 3D. Enquanto
a Figura 1.13(a) apresenta a magnitude do vetor de deslocamento, na Figura 1.13(b)
mostram-se diversas iso-superf́ıcies correspondentes ao campo escalar dado pela magnitude
do deslocamento junto com os vetores subjacentes sobre essas localizações. Ali, os vetores
estão sem escala associada para apreciar o comportamento da solução.

(a) Magnitude do deslocamento. (b) Iso-contornos e vetores de deslocamento.

Figura 1.13: Detalhe da magnitude do deslocamento na região 3D.

Finalmente, vale a pena dizer que se este problema fosse resolvido usando um modelo
completo de sólido 3D, o número total de incógnitas subiria até 31047, enquanto que para
γ = 0 este número é 22405 e para γ = 1 é 22293. Neste exemplo isto representa uma
redução de 30% no número de incógnitas. Isto, em conjunção com o que foi mostrado
no primeiro exemplo, provê evidências sobre a conveniência da utilização dos modelos
cinematicamente incompat́ıveis apresentados aqui.

Desta classe de exemplos numéricos é posśıvel avaliar o desempenho do sistema
acoplado, assim como prover evidência numérica das principais caracteŕısticas do sistema
mecânico discreto. O desempenho tem-se mostrado promisor devido a que tem sido capaz
de reproduzir a solução alcançada com o modelo de sólido puramente 3D para os diferentes
valores de γ. Entre os modelos discretos que surgem para os diferentes valores de γ aquele
obtido com γ = 0 apresentou melhores resultados em comparação com o modelo 3D puro
com respeito à rigidez do sistema completo. Além disso, deve ser dito mais uma vez que
a escolha de γ não segue nenhum argumento numérico pois as suas conseqüências são
originadas a partir da origem da formulação no ńıvel do cont́ınuo. Isto é, na seleção do
parâmetro γ é imperativo levar em conta considerações mecânicas.

1.5 O problema de escoamento de fluidos incompresśıveis

Ao modelar o escoamento de um fluido incompresśıvel é bastante comum a utilização
de modelos reduzidos em duas dimensões, os quais podem inclusive ser modelos reduzidos
devido à existência de simetria de revolução em torno de algum eixo. Já a utilização de
modelos reduzidos 1D não é comum posto que tal redução produz modelos tão simples
que a sua modelagem faz-se desnecessária. Isto no caso de domı́nios fixos. Ao passar
para a análise transiente em domı́nios que sofrem deformação, a modelagem unidimen-
sional apresenta caracteŕısticas muito interessantes. A sua aplicação é principalmente na
modelagem de grandes sistemas tubulares de circulação, onde a propagação de ondas é
um fenômeno dominante. Um claro exemplo disto encontra-se na modelagem do sistema
cardiovascular humano que, como dito, foi o que motivou o desenvolvimento teórico aqui
exposto. Esta última aplicação em particular aborda-se de forma exaustiva no Caṕıtulo 2.
Todos os casos analisados nesta seção são restritos a fluidos incompresśıveis, porém, nada
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impede reformular os problemas para fluidos compresśıveis.
Nas subseções seguintes apresentam-se os problemas de acoplamento de modelos 3D

com modelos reduzidos a duas dimensões e também com modelos 1D incluindo o caso
com deformação do domı́nio. Isto é feito utilizando exatamente as mesmas idéias que as
usadas nas seções anteriores, e que estão baseadas nos conceitos mostrados na Seção 1.1.
Uma alternativa análoga à apresentada na Seção 1.2.1 para o caso de um escoamento com
simetria de revolução é igualmente viável. Se bem que nesta primeira parte apresenta-se
o problema para o caso de escoamento de Stokes estacionário, na Seção 1.5.1 estende-se
para o problema de Navier–Stokes estacionário enquanto que na Seção 1.5.2 faz-se mais
uma extensão para o problema transiente em domı́nios deformáveis.

Considere primeiro um domı́nio limitado Ω ⊂ R3 com contorno Γ = ΓD ∪ΓN (sendo
ΓD ∩ ΓN = ∅) como o da Figura 1.1 da Seção 1.2. O problema de escoamento de Stokes
estacionário e incompresśıvel é o seguinte:

Problema 1.13. Encontre (u, p) ∈ U × L2(Ω) tal que
∫

Ω
[−p div v + σD · ∇v] dx =

∫

Ω
f · v dx +

∫

ΓN

t̄ · v dΓ ∀v ∈ V , (1.5.1a)
∫

Ω
q div u dx = 0 ∀q ∈ L2(Ω), (1.5.1b)

onde
U = {u ∈ H1(Ω); u|ΓD

= ū}, (1.5.2)

sendo V o espaço gerador da variedade linear U , além disso σD = σD(u) é a componente
desviadora do tensor de tensão σ = −pI + σD, f é uma força por unidade de volume, t̄ é
uma tração imposta sobre a fronteira de Neumann ΓN e ū é uma velocidade imposta sobre
a fronteira de Dirichlet ΓD.

Neste problema deve ser especificado o comportamento do fluido através do tensor
desviador σD de forma a fechar o problema.

Como na Seção 1.1, introduz-se agora o contorno interno Γa, como mostrado na
Figura 1.1, que divide o domı́nio Ω como Ω =

(
Ω1 ∪ Ω2

)◦, com Γa = Γ1 ∩ Γ2 e Γ =
(Γ1 ∪Γ2) \Γa. Logo, a solução do Problema 1.13, considerada como um par u = (u1,u2),
p = (p1, p2), de acordo com as duas partições do domı́nio, satisfaz as seguintes condições
sobre Γa

u1 = u2 em H1/2(Γa), (1.5.3)

(−p1I + σD1)n1 = (−p2I + σD2)n1 em H−1/2(Γa), (1.5.4)

onde σDi é a componente desviadora do tensor de tensão correspondente à partição Ωi,
i = 1, 2, sobre o contorno Γa, cuja normal exterior vista do domı́nio Ω1 é n1. Aqui, a
(1.5.3) decorre da cinemática do problema segundo a definição do conjunto U , enquanto
que a (1.5.4) obtém-se de forma natural da formulação variacional (1.5.1).

Seguindo os mesmos passos que na Seção 1.1 formula-se o problema geral de acopla-
mento sem introduzir na formulação nenhuma hipótese, o que corresponde ao Problema 1.2.
Este prinćıpio estendido, como é já bem sabido neste ponto, admite a existência de duas
cinemáticas possivelmente não compat́ıveis, ou seja, é fact́ıvel que a solução sofra uma
descontinuidade sobre Γa. Desta maneira será posśıvel introduzir as hipóteses cinemáticas
sobre uma parte do domı́nio mantendo a validade do prinćıpio variacional. Logo, incluindo
os termos que envolvem as potências geradas pelas descontinuidades introduzidas, resulta
o seguinte:
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Problema 1.14. Para algum γ ∈ [0, 1] encontre ((u1,u2), (p1, p2), t1, t2) ∈ Ud × Pd ×
TΓa(Q1)′ × TΓa(Q2)′ tal que

∫

Ω1

[−p1 div v1 + σD1 · ∇v1] dx +
∫

Ω2

[−p2 div v2 + σD2 · ∇v2] dx =

γ〈t1, (v1 − v2)〉TΓa (Q1)′×TΓa(Q1) + (1− γ)〈t2, (v1 − v2)〉TΓa (Q2)′×TΓa (Q2)

+ γ〈s1, (u1 − u2)〉TΓa (Q1)′×TΓa (Q1) + (1− γ)〈s2, (u1 − u2)〉TΓa (Q2)′×TΓa (Q2)

+
∫

Ω1

f · v1 dx +
∫

Ω2

f · v2 dx +
∫

ΓN1

t̄1 · v1 dΓ +
∫

ΓN2

t̄2 · v2 dΓ

∀((v1,v2), s1, s2) ∈ Vd × TΓa(Q1)′ × TΓa(Q2)′, (1.5.5a)
∫

Ω1

q1 div u1 dx +
∫

Ω2

q2 div u2 dx = 0 ∀(q1, q2) ∈ Pd, (1.5.5b)

onde t̄1 = t̄|ΓN 1
e t̄2 = t̄|ΓN 2

e além disso Ud = U1 × U2 e Pd = L2(Ω1)× L2(Ω2) com

U1 = {u1 ∈ Q1; u1|ΓD1
= ū1},

U2 = {u2 ∈ Q2; u2|ΓD2
= ū2},

(1.5.6)

onde ū1 = ū|ΓD1
e ū2 = ū|ΓD2

, com Vd = V1×V2 sendo V1 e V2 os espaços geradores das
variedades lineares U1 e U2. Os outros elementos são definidos segundo o Problema 1.13.

Para estudar a consistência neste caso é necessário considerar que

Qi = H1(Ωi) i = 1, 2, (1.5.7)

e portanto tem-se

TΓa(Qi) = H1/2(Γa) TΓa(Qi)′ = H−1/2(Γa) i = 1, 2, (1.5.8)

da mesma forma que ocorria com o problema na seção anterior na mecânica dos sólidos.
Portanto, as formas que assumem os produtos dualidade são as seguintes

〈t1, (v1 − v2)〉TΓa(Q1)′×TΓa (Q1) =
∫

Γa

t1 · (v1 − v2) dΓ,

〈t2, (v1 − v2)〉TΓa(Q2)′×TΓa (Q2) =
∫

Γa

t2 · (v1 − v2) dΓ.

(1.5.9)

Logo, no sentido das distribuições resulta que as equações de Euler–Lagrange correspon-



70 Caṕıtulo 1. Acoplamento de modelos cinematicamente incompat́ıveis

dentes à formulação variacional estendida (1.5.5) são




∇p1 − div σD1 = f em Ω1,

∇p2 − div σD2 = f em Ω2,

div u1 = 0 em Ω1,

div u2 = 0 em Ω2,

u1 = ū1 sobre ΓD1,

u2 = ū2 sobre ΓD2,

(−p1I + σD1)n1 = t̄1 sobre ΓN 1,

(−p2I + σD2)n2 = t̄2 sobre ΓN 2,

γ(u1 − u2) = 0 sobre Γa,

(1− γ)(u1 − u2) = 0 sobre Γa,

γt1 + (1− γ)t2 = (−p1I + σD1)n1 sobre Γa,

γt1 + (1− γ)t2 = (−p2I + σD2)n1 sobre Γa.

(1.5.10)

Portanto, a solução do problema em termos somente dos campos u = (u1,u2) e p = (p1, p2)
independe do parâmetro real γ, posto que se pode escrever





∇p1 − div σD1 = f em Ω1,

∇p2 − div σD2 = f em Ω2,

div u1 = 0 em Ω1,

div u2 = 0 em Ω2,

u1 = ū1 sobre ΓD1,

u2 = ū2 sobre ΓD2,

(−p1I + σD1)n1 = t̄1 sobre ΓN 1,

(−p2I + σD2)n2 = t̄2 sobre ΓN 2,

u1 = u2 sobre Γa,

(−p1I + σD1)n1 = (−p2I + σD2)n1 sobre Γa,

(1.5.11)

e mais uma vez é posśıvel mostrar a consistência do problema estendido, como feito
com o Problema 1.3. Logo, a solução do Problema 1.14 satisfaz as mesmas equações
de Euler–Lagrange que a solução do Problema 1.13. De fato, as duas últimas expressões
da (1.5.11) são as (1.5.3) e (1.5.4), respectivamente. O seguinte resultado é enunciado
para o caso de um fluido Newtoniano:

Proposição 1.4. O Problema 1.14 com comportamento constitutivo Newtoniano, ou seja
σDi = 2µε(ui) (i = 1, 2), sendo ε o tensor taxa de deformação e µ > 0, possui solução,
resultando um único par (u, p) = ((u1,u2), (p1, p2)) ∈ Ud × Pd e uma única combinação
tγ = γt1 + (1− γ)t2 ∈ H−1/2

J·Kdiv
(Γa).

Prova. A prova é realizada de forma similar às apresentadas nos casos anteriores, isto é,
seguindo a linha de trabalho de [8, 27]. O problema pode ser escrito da seguinte forma

a(u,v)− bp(v, p)− bt(v, tγ) = l(v) ∀v ∈ Vd, (1.5.12)

bt(u, sγ) = 0 ∀sγ ∈ H−1/2
J·Kdiv

(Γa), (1.5.13)

bp(u, q) = 0 ∀q ∈ Pd, (1.5.14)

com a(·, ·) : Wd × Wd → R, bt(·, ·) : Wd ×H−1/2
J·Kdiv

(Γa) → R, bp(·, ·) : Wd × Pd → R e
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l(·) : Wd → R definidas como

a(u,v) =
∫

Ω1

2µε(u1) · ε(v1) dx +
∫

Ω2

2µε(u2) · ε(v2) dx,

bt(u, sγ) =
∫

Γa

[γs1 + (1− γ)s2] · (u1 − u2) dΓ,

bp(u, q) =
∫

Ω1

q1 div u1 dx +
∫

Ω2

q2 div u2 dx,

l(v) =
∫

Ω1

f · v1 dx +
∫

Ω2

f · v2 dx +
∫

ΓN1

t̄1 · v1 dΓ +
∫

ΓN2

t̄2 · v2 dΓ,

(1.5.15)

e onde Wd = H1(Ω1) × H1(Ω2) cuja norma vem dada por ‖u‖Wd
= ‖u1‖H1(Ω1) +

‖u2‖H1(Ω2). Seja a decomposição u = w + z onde z ∈ Wd é tal que z1|ΓD1
= ū1,

z1|Γa
= 0, z2|ΓD2

= ū2 e z2|Γa
= 0. Por outro lado, tem-se w ∈ Kt−p = Kt ∩Kp, com

Kt ⊂ Ker(Bt) e Kp = Ker(Bp), sendo Bt e Bp os operadores associados às formas bt(·, ·)
e bp(·, ·) respectivamente, e além disso

Kt =
{
w = (w1,w2) ∈ Wd; w1|ΓD1

= 0, w2|ΓD2
= 0, w1|Γa

= w2|Γa

}
,

Kp =
{
w = (w1,w2) ∈ Wd; div w1 = 0, div w2 = 0

}
.

(1.5.16)

Por um lado, resulta simples mostrar que a forma a(·, ·) é bilinear, simétrica, cont́ınua
e coerciva em Kt−p × Kt−p, usando a desigualdade de Korn (ver [26]) e o fato de ser
µ > 0, e também que a forma l(·) é linear e cont́ınua em Kt−p. Logo, usando o teo-
rema de Lax–Milgram (ver [50]) segue-se que existe um único elemento w ∈ Kt−p ⊂
Ker(Bt) ∩Ker(Bp) tal que

a(w,v) = lz(v) ∀v ∈ Kt−p, (1.5.17)

onde lz(·) = l(·)− a(z, ·). Portanto, a existência e unicidade de u = (u1,u2) ∈ Ud segue.
Para provar a existência e unicidade da combinação tγ e da pressão p = (p1, p2) deve-se
recorrer à teoria das formulações mistas. Neste caso as formas bt(·, ·) e bp(·, ·) devem
satisfazer condições de tipo inf–sup para provar o resultado. Define-se então o espaço
H−1/2
J·Kdiv

(Γa) equipado com a norma

‖tγ‖H−1/2
J·Kdiv

(Γa)
= sup

JwK∈H
1/2
J·Kdiv

(Γa)

JwK6=0

∫

Γa

tγ · JwKdΓ

‖JwK‖
H

1/2
J·Kdiv

(Γa)

, (1.5.18)

como o espaço dual de H1/2
J·Kdiv

(Γa) que é definido como

H1/2
J·Kdiv

(Γa) = {JwK ∈ H1/2(Γa); w ∈ Wd, JwK = w1|Γa
−w2|Γa

,

div w1 = 0, div w2 = 0}, (1.5.19)

e equipado com a norma

‖JwK‖
H

1/2
J·Kdiv

(Γa)
= inf

y∈Kp

JwK=y1|Γa
−y2|Γa

‖y‖Wd
. (1.5.20)
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Logo, para qualquer β1 > 1 pode-se escolher z ∈ Kp tal que z1|Γa
− z2|Γa

= JwK e

‖z‖Wd
≤ β1‖JwK‖H1/2

J·Kdiv
(Γa)

. (1.5.21)

Usando a definição (1.5.18) e a expressão (1.5.21) tem-se para β2 > 1 o seguinte

1
β2
‖tγ‖H−1/2

J·Kdiv
(Γa)

< sup
JwK∈H

1/2
J·Kdiv

(Γa)

JwK6=0

∫

Γa

tγ · JwKdΓ

‖JwK‖
H

1/2
J·Kdiv

(Γa)

≤ β1 sup
z∈Kp

JwK=z1|Γa−z2|Γa
z1|Γa 6=z2|Γa

∫

Γa

tγ · JwKdΓ

‖z‖Wd

. (1.5.22)

Logo, tem-se que existe β0 = 1
β1β2

> 0 tal que a forma bt(·, ·) satisfaz a seguinte condição
inf–sup

β0 ≤ inf
tγ∈H

−1/2
J·Kdiv

(Γa)

tγ 6=0

sup
z∈Kp

JwK=z1|Γa−z2|Γa
z1|Γa 6=z2|Γa

∫

Γa

tγ · JwKdΓ

‖z‖Wd
‖tγ‖H−1/2

J·Kdiv
(Γa)

. (1.5.23)

Portanto, existe uma única combinação tγ ∈ H−1/2
J·Kdiv

(Γa). A existência de p = (p1, p2) ∈ Pd

segue-se do fato da forma bp(·, ·) satisfazer a correspondente condição inf–sup que envolve
a existência de βqi > 0 tal que

βqi ≤ inf
qi∈L2(Ωi)

qi 6=0

sup
vi∈H1(Ωi)

vi 6=0

∫

Ωi

qi div vi dx

‖qi‖L2(Ωi)‖vi‖H1(Ωi)
i = 1, 2, (1.5.24)

ver [153] ou [50]. Assim sendo, o resultado fica provado devido a que o mesmo continua
valendo para o par v = (v1,v2) ∈ Kt ⊂ H1(Ω), só que neste caso existe βq > 0 tal que

βq ≤ inf
q∈L2(Ω)

q 6=0

sup
v∈H1(Ω)

v 6=0

∫

Ω
q div v dx

‖q‖L2(Ω)‖v‖H1(Ω)
, (1.5.25)

e o resultado segue do lema de Babuška [8]. ¤

Finalmente resta explicitar as hipóteses cinemáticas visando a redução de uma parte
do domı́nio no Problema 1.14, chegando assim no problema de acoplamento entre modelos
de diversa dimensionalidade.

1.5.1 Acoplamento 3D–2D

Para o problema de acoplamento 3D–2D considera-se o domı́nio de análise segundo
mostrado na Figura 1.14.

Assume-se então que é posśıvel realizar a seguinte consideração

u1(x) = u1(ξ) = u1x(ξ)ex + u1y(ξ)ey, (1.5.26)
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Figura 1.14: Acoplamento de modelos 3D–2D.

onde ξ = (x, y), isto é, a cinemática sobre Ω1 foi reduzida a duas dimensões sobre o
plano Σ (ver Figura 1.14), enquanto que sobre Ω2 continua-se tendo em consideração uma
cinemática completa. Sobre Σ define-se a profundidade do domı́nio Ω1 como L = L(z), e
é em geral arbitrária. Como conseqüência da hipótese (1.5.26) resulta

p1(x) = p1(ξ). (1.5.27)

Sem perda de generalidade considera-se que as fronteiras superior e inferior do domı́nio Σ
são de Dirichlet, ao igual que todas as fronteiras, exceto a de sáıda do domı́nio Ω2 (aquela
onde está indicada a normal n2 na Figura 1.14). Logo, a situação corresponderia à de uma
espécie de canal de condução de fluxo com a entrada/sáıda sobre a esquerda da figura e a
sáıda/entrada sobre a direita.

Sob a mesma óptica das seções anteriores, vê-se que o Problema 1.13 não está bem
posto, e por esta razão recorre-se ao Problema 1.14 visando trabalhar com um campo de
velocidade que possui uma descontinuidade em Γa. Neste caso realiza-se a extensão da
formulação da seção anterior para tratar o problema de Navier–Stokes estacionário. De
acordo com a cinemática (1.5.26) tem-se que o espaço Q1 vem dado por

Q1 = H1(Σ), (1.5.28)

e logo resulta
TΓa(Q1) = H1/2(∂Σa) TΓa(Q1)′ = H−1/2(∂Σa). (1.5.29)

Como conseqüência, o produto de dualidade fica definido como segue

〈s1,u1〉TΓa (Q1)′×TΓa (Q1) =
∫

∂Σa

s1 · u1 d∂Σ. (1.5.30)

Agora procura-se determinar a forma do produto de dualidade 〈s1,u2〉TΓa (Q1)′×TΓa (Q1).
Das idéias apresentadas na Seção 1.1 segue-se que o espaço TΓa(Q2) deve estar definido
de tal forma que a decomposição ortogonal (1.1.10) seja válida. Assim, da (1.1.11) resulta
que

u2|Γa
= u21 + u2r, (1.5.31)
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onde u21 é da forma de u1 de acordo com a (1.5.26), ou seja que

u21(x) = u2
o
x(ξ)ex + u2

o
y(ξ)ey. (1.5.32)

Logo, resulta que o produto de dualidade se escreve como segue

〈s1,u2〉TΓa (Q1)′×TΓa (Q1) = 〈s1,u21〉TΓa (Q1)′×TΓa (Q1) =
∫

∂Σa

s1 · u21 d∂Σ, (1.5.33)

pois a flutuação u2r é tal que

〈s1,u2r〉TΓa (Q1)′×TΓa (Q1) = 0 ∀s1 ∈ TΓa(Q1)′. (1.5.34)

Portanto, obtém-se que u2r é caracterizada como segue

Πz

∫ La

0
u2r dz = 0, (1.5.35)

onde Πz = I − ez ⊗ ez é o operador projeção sobre o plano Σ. Segue-se então que u21

satisfaz o seguinte

u21 =
1
La

Πz

∫ La

0
u2 dz. (1.5.36)

O espaço Q2 expressa-se como segue

Q2 = {v2 ∈ H1(Ω2); v2|Γa
= v21 + v2r; v21 ∈ TΓa(Q1); v2r satisfaz (1.5.35)}. (1.5.37)

Finalmente, o produto de dualidade 〈·, ·〉TΓa (Q2)′×TΓa (Q2) é

〈s2,u2〉TΓa(Q2)′×TΓa (Q2) =
∫

Γa

s2 · u2 dΓ. (1.5.38)

Para reduzir o modelo sobre Ω1, as integrais sobre Ω1 e ΓN 1 decompõem-se como segue
∫

Ω1

(·) dx =
∫

Σ

∫ L

0
(·) dzdξ,

∫

ΓN1

(·) dΓ =
∫

∂ΣN

∫ L

0
(·) dzd∂Σ.

(1.5.39)

Sejam então os seguintes esforço e carregamentos generalizados

σD
L
1 = Πz

∫ L

0
σD1 dz,

fL = Πz

∫ L

0
f dz,

t̄L
1 = Πz

∫ L

0
t̄1 dz.

(1.5.40)

Incorporando a cinemática definida pela (1.5.26) e sua conseqüência (1.5.27), juntamente
com a (1.5.30), a (1.5.33) e a (1.5.38), obtém-se o seguinte problema de acoplamento entre
um modelo 3D e um modelo 2D:

Problema 1.15 (Mecânica dos fluidos – Acoplamento 3D–2D). Para algum γ ∈ [0, 1]
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encontre ((u1,u2), (p1, p2), t1, t2) ∈ Ud ×Pd × TΓa(Q1)′ × TΓa(Q2)′ tal que

∫

Σ
[ρA(∇ξu1)u1 · v1 − Lp1 divξ v1 + σD

L
1 · ∇ξv1] dξ

+
∫

Ω2

[ρ(∇u2)u2 · v2 − p2 div v2 + σD2 · ∇v2] dx =

∫

∂Σa

(
γt1 + (1− γ)Πz

∫ La

0
t2 dz

)
· (v1 − v21) d∂Σ− (1− γ)

∫

Γa

t2 · v2r dΓ

+ γ

∫

∂Σa

s1 · (u1 − u21) d∂Σ + (1− γ)
∫

Γa

s2 · (u1 − u2) dΓ

+
∫

Σ
fL · v1 dξ +

∫

Ω2

f · v2 dx +
∫

∂ΣN

t̄L
1 · v1 d∂Σ +

∫

ΓN2

t̄2 · v2 dΓ

∀((v1,v2), s1, s2) ∈ Vd × TΓa(Q1)′ × TΓa(Q2)′, (1.5.41a)
∫

Σ
Lq1 divξ u1 dξ +

∫

Ω2

q2 div u2 dx = 0 ∀(q1, q2) ∈ Pd, (1.5.41b)

onde ρA é a massa espećıfica por unidade de área, e onde Ud = U1×U2 e Pd = L2(Σ)×
L2(Ω2) com

U1 = {u1 ∈ Q1; u1|ΓD1
= ū1},

U2 = {u2 ∈ Q2; u2|ΓD2
= ū2},

(1.5.42)

com Q1 e Q2 dados pelas (1.5.28) e (1.5.37) respectivamente, e Vd é o espaço gerador da
variedade linear Ud. Por último TΓa(Q1)′ é dado pela (1.5.29), enquanto que TΓa(Q2)′ é
o espaço dual de TΓa(Q2), com Q2 dado pela (1.5.37). Os demais elementos são definidos
segundo o Problema 1.14.

Assim como em todos os casos analisados até aqui, é preciso indicar quais as leis
constitutivas correspondentes para o tensor de tensão generalizado σD

L
1 em função do

campo de velocidade u1, e para σD2 em função de u2.
Para obter as equações de Euler–Lagrange primeiramente escreve-se o tensor σD2 e

a pressão p2, ambos sobre Γa, de forma conveniente como segue

σD2|Γa
= σ̄D2 + σ̃D2,

p2|Γa
= p̄2 + p̃2,

(1.5.43)

onde σ̄D2, σ̃D2, p̄2 e p̃2 são tais que

Πzσ̄D2n1 =
1
La

Πz

∫ La

0
σD2n1 dz,

σ̄D2n1 · ez = 0,

Πz

∫ La

0
σ̃D2n1 dz = 0,

σ̃D2n1 · ez = σD2n1 · ez,∫ La

0
p2 dz = Lap̄2,

∫ La

0
p̃2 dz = 0.

(1.5.44)

Logo, usando a fórmula de Green obtém-se que, no sentido das distribuições, as equações
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de Euler–Lagrange correspondentes à formulação variacional (1.5.41) são as seguintes




ρA(∇ξu1)u1 + L∇ξp1 − divξ σD
L
1 = fL em Σ,

ρ(∇u2)u2 +∇p2 − div σD2 = f em Ω2,

divξ u1 = 0 em Σ,

div u2 = 0 em Ω2,

u1 = ū1 sobre ∂ΣD,

u2 = ū2 sobre ΓD2,

(−Lp1I2 + σD
L
1 )n1 = t̄L

1 sobre ∂ΣN ,

(−p2I + σD2)n2 = t̄2 sobre ΓN 2,

γ(u1 − u21) = 0 sobre ∂Σa,

(1− γ)(u1 − u2) = 0 sobre Γa,

γt1 + (1− γ)Πz

∫ La

0
t2 dz = (−Lap1I2 + σD

L
1 )n1 sobre ∂Σa,

γt1 + (1− γ)Πz

∫ La

0
t2 dz = La(−p̄2I2 + Πzσ̄D2)n1 sobre ∂Σa,

[
(1− γ)t2 − (−p̃2I + σ̃2D)n1

] ⊥ v2r ∀v2r que satisfaz (1.5.35) sobre Γa,

(1.5.45)
onde I2 é o tensor identidade em duas dimensões. Além disso, a normal n1, quando
vista desde Ω1, é um vetor de duas componentes, enquanto que possui três componentes
(satisfazendo n1 ·ez = 0) quando vista desde Ω2. Assim sendo, as últimas cinco expressões
constituem as condições naturais de acoplamento resultantes da formulação variacional
(1.5.41). Em particular, escolhendo γ = 1 obtém-se o seguinte

u1 =
1
La

Πz

∫ La

0
u2 dz sobre ∂Σa, (1.5.46)

(−Lap1I2 + σD
L
1 )n1 = La(−p2I2 + ΠzσD2)n1 sobre Γa, (1.5.47)

0 = σD2n1 · ez sobre Γa, (1.5.48)

t1 = (−Lap1I2 + σD
L
1 )n1 sobre ∂Σa. (1.5.49)

Na obtenção das expressões (1.5.47) e (1.5.48) usou-se o fato de ser

(−p̃2I + σ̃2D)n1 ⊥ v2r ∀v2r que satisfaz (1.5.35), (1.5.50)

o que permite inferir que −p̃2n1 + σ̃2Dn1 é o elemento nulo, resultando −p2n1 +σD2n1 =
−p̄2n1 + σ̄D2n1. Por outro lado, para γ 6= 1 as condições de acoplamento resultam

u1 = u2 sobre Γa, (1.5.51)

(−Lap1I2 + σD
L
1 )n1 = Πz

∫ La

0
(−p2I + σD2)n1 dz sobre ∂Σa, (1.5.52)

t2 = (−p2I + σD2)n1 sobre Γa. (1.5.53)

Neste caso, a expressão (1.5.52) obtém-se fazendo uso das últimas três equações vistas na
(1.5.45) em combinação com as decomposições (1.5.43).

Na Tabela 1.7 apresentam-se as interpretações para cada caso em função do estado
das quantidades envolvidas. Exatamente os mesmos comentários que aqueles realizados
em seções anteriores podem ser feitos com respeito à continuidade/descontinuidade dos
campos de interesse. De fato, aqui também há componentes da tração e da velocidade que
não são enxergadas em determinadas situações devido a que satisfazem certas condições



1.5. O problema de escoamento de fluidos incompresśıveis 77

de ortogonalidade.

Valor Problema Problema Quantidade Quantidade
de γ segregado segregado cont́ınua descont́ınua

em Ω1 em Ω2

{1} Dirichlet Neumann Tração Velocidade
(ver (1.5.47)–(1.5.48)) (ver (1.5.46))

[0,1) Neumann Dirichlet Velocidade Tração
(ver (1.5.51)) (ver (1.5.52))

Tabela 1.7: Interpretações sobre o problema acoplado 3D–2D.

Vale a pena mencionar que ter considerado o termo de convecção das acelerações
não altera o tratamento do problema, e por conseguinte as condições de acoplamento
resultantes são idênticas ao caso de Stokes. No entanto, outros aspectos devem ser levados
em consideração com relação a outras quantidades não explicitadas nesta seção. Uma
discussão sobre isto é levada a cabo na Seção 1.6.

1.5.2 Acoplamento 3D–1D

O problema escolhido neste caso resulta mais geral do que o analisado nas seções
anteriores. Dois elementos são acrescentados para a análise do escoamento de fluidos
incompresśıveis usando modelos 1D: (i) o escoamento é transiente e (ii) o domı́nio de
análise sofre deformação. Logo, é posśıvel enquadrar aqui problemas como o encontrado na
modelagem do sistema cardiovascular humano, no qual o caráter transiente dos fenômenos
é evidente devido à pulsação constante do coração, enquanto que os principais segmentos
arteriais são modelados mediante modelos 1D deformáveis. Também considera-se que
os fenômenos convectivos não são despreźıveis neste caso. Para realizar a análise, em
prinćıpio, assume-se que a deformação do domı́nio é conhecida e, além disso, que há
aderência do fluido ao contorno lateral ΓL = ΓL1 ∪ ΓL2. Esta condição é representada,
por simplicidade na apresentação da redução do modelo, através do correspondente vetor
tração que faz com que o equiĺıbrio em condição de aderência seja atingido. Além disso,
a decomposição dos contornos de cada um dos domı́nios resulta Γ1 = Γa ∪ ΓL1 ∪ ΓD1 e
Γ2 = Γa ∪ ΓL2 ∪ ΓD2.

Considere o esquema mostrado na Figura 1.15.

Figura 1.15: Acoplamento de modelos 3D–1D.
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Suponha que seja posśıvel realizar a seguinte suposição sobre o campo de velocidade
em Ω1

u1(x) = u1z(z)ez, (1.5.54)

enquanto que sobre Ω2 o campo de velocidade mantém a descrição 3D. Dado que o domı́nio
se deforma, sobre ΓL1 conhece-se como a área transversal A varia com o tempo, enquanto
que sobre ΓL2 conhece-se a posição da configuração deformada também ao longo do tempo.
Segundo mencionado, neste caso conhece-se o vetor tração que dá a condição de aderência
sobre ΓL2. Usando a (1.5.54) não é dif́ıcil ver que

p1(x) = p1(z). (1.5.55)

Considerando a hipótese cinemática (1.5.54) resulta que a forma do espaço Q1 é

Q1 = H1((za, zb)), (1.5.56)

e portanto tem-se
TΓa(Q1) = R TΓa(Q1)′ = R. (1.5.57)

Logo resulta

〈s1,u1〉TΓa (Q1)′×TΓa (Q1) = (s1zu1z)
∣∣∣∣
zb

. (1.5.58)

Para determinar a forma do produto de dualidade 〈s1,u2〉TΓa (Q1)′×TΓa (Q1) observe que, do
dito na Seção 1.1, o espaço TΓa(Q2) deve ser tal que a decomposição ortogonal (1.1.10) se
mantenha válida. Logo, em função da (1.1.11) resulta

u2|Γa
= u21 + u2r, (1.5.59)

onde u21 é da forma de u1 segundo a (1.5.54), isto é

u21(x) = u2
o
z(z)ez. (1.5.60)

Assim sendo, obtém-se

〈s1,u2〉TΓa (Q1)′×TΓa (Q1) = 〈s1,u21〉TΓa (Q1)′×TΓa (Q1) = (s1u2
o
z)

∣∣∣∣
zb

, (1.5.61)

devido a que a flutuação u2r é tal que

〈s1,u2r〉TΓa (Q1)′×TΓa (Q1) = 0 ∀s1 ∈ TΓa(Q1)′. (1.5.62)

Como resultado disto segue-se que u2r é tal que
∫

Γa

u2r · ez dΓ = 0, (1.5.63)

com o qual é posśıvel caracterizar u21, através de u2
o
z, como segue

u2
o
z =

1
Aa

∫

Γa

u2 · ez dΓ, (1.5.64)

onde Aa = |Γa|. Por outro lado, o espaço Q2 resulta

Q2 = {v2 ∈ H1(Ω2); v2|Γa
= v2

o
zez +v2r; v2

o
z ∈ TΓa(Q1); v2r satisfaz (1.5.63)}. (1.5.65)
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E analogamente

〈s2,u2〉TΓa(Q2)′×TΓa (Q2) =
∫

Γa

s2 · u2 dΓ. (1.5.66)

No momento de efetuar a redução do modelo as integrais em Ω1 são decompostas como
segue

∫

Ω1

(·) dx =
∫ zb

za

∫

Γ
(·) dΓ dz,

∫

ΓL1

(·) dΓ =
∫ zb

za

∫

∂Γ
(·) d∂Γdz.

(1.5.67)

Assim sendo, introduzindo a (1.5.54) e a (1.5.55) na versão generalizada (para o caso de
Navier–Stokes transiente) da formulação variacional (1.5.5), levando em conta a (1.5.58),
a (1.5.61) e a (1.5.66), e ainda definindo os seguintes esforço e carregamentos generalizados

σD
Γ
1 zz =

∫

Γ
σD1ez · ez dΓ,

fΓ
z =

∫

Γ
f · ez dΓ,

t̄1
∂Γ
z =

∫

∂Γ
t̄1 · ez d∂Γ,

(1.5.68)

resulta o seguinte problema de acoplamento entre um modelo 3D e um modelo 1D:

Problema 1.16 (Mecânica dos fluidos – Acoplamento 3D–1D). Para cada t ∈ (0, T ) e
para algum γ ∈ [0, 1] encontre ((u1z,u2), (p1, p2), t1z, t2) ∈ Ud×Pd×TΓa(Q1)′×TΓa(Q2)′

tal que

∫ zb

za

[
Aρ

∂u1z

∂t
v1z + Aρu1z

∂u1z

∂z
v1z −Ap1

∂v1z

∂z
+ σD

Γ
1 zz

∂v1z

∂z

]
dz

+
∫

Ω2

[
ρ
∂u2

∂t
+ ρ(∇u2)u2 · v2 − p2 div v2 + σD2 · ∇v2

]
dx =

(
γt1z + (1− γ)

∫

Γa

t2 · ez dΓ
)

(v1z − v2
o
z)

∣∣∣∣
zb

− (1− γ)
∫

Γa

t2 · v2r dΓ

+ γs1z(u1z − u2
o
z)

∣∣∣∣
zb

+ (1− γ)
∫

Γa

s2 · (u1zez − u2) dΓ

+
∫ zb

za

fΓ
z v1z dz +

∫

Ω2

f · v2 dx +
∫ zb

za

t̄1
∂Γ
z v1z dz +

∫

ΓN2

t̄2 · v2 dΓ

∀((v1z,v2), s1z, s2) ∈ Vd × TΓa(Q1)′ × TΓa(Q2)′, (1.5.69a)

∫ zb

za

[
∂A

∂t
+

∂

∂z
(Au1z)

]
q1 dz +

∫

Ω2

q2 div u2 dx = 0 ∀(q1, q2) ∈ Pd, (1.5.69b)

com u1z(0, z) = 0, u2(0,x) = 0 por simplicidade, e t̄2 = t̄|ΓL2
. Aqui tem-se considerado

que em Ω1 a deformação do domı́nio ocorre somente na direção perpendicular à direção
do escoamento ez. Além disso é Ud = U1 × U2 e Pd = L2((za, zb))× L2(Ω2) com

U1 = {u1z ∈ Q1; u1z |ΓD1
= ū1z},

U2 = {u2 ∈ Q2; u2|ΓD2
= ū2},

(1.5.70)

onde ΓD1 = {za}, e com Q1 e Q2 dados por (1.5.56) e (1.5.65) respectivamente, enquanto
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que Vd é o espaço gerador da variedade linear Ud. Também TΓa(Q1)′ é dado pela (1.5.57),
e TΓa(Q2)′ é o espaço dual de TΓa(Q2) com Q2 dado pela (1.5.65). Por outra parte,
lembre-se que a área A deve ser fornecida em (za, zb) ao longo do tempo assim como o vetor
tração t̄2, o qual deve ser aplicado sobre a configuração deformada do domı́nio Ω2 (que
também deve ser fornecida). Finalmente, por simples inspeção do prinćıpio variacional
que governa o problema sem hipóteses cinemáticas, pode-se ver facilmente o seguinte

t̄1
∂Γ
z = p1

∂A

∂z
+

∫

∂Γ
σD1 · (ez ⊗ nw) d∂Γ = p1

∂A

∂z
+ twD, (1.5.71)

onde definiu-se o seguinte esforço generalizado

twD =
∫

∂Γ
σD1nw · ez d∂Γ, (1.5.72)

com nw a normal exterior ao contorno lateral ΓL1 sobre a curva ∂Γ. Os demais elementos
estão definidos no Problema 1.14.

Algumas observações devem ser feitas com respeito a este problema, e em função da
possibilidade do domı́nio sofrer deformação. Em primeiro lugar, as derivadas temporais
na expressão (1.5.69a) são avaliadas de forma totalmente Euleriana. Objetivando formu-
lar o problema em função de um outro sistema de referência, introduz-se usualmente a
formulação Arbitrariamente Lagrangiana–Euleriana (ALE) [75]. Com esta descrição, a
derivada total de um campo de velocidade u é

Du
Dt

=
∂u
∂t

+ (∇u)u =
∂u
∂t

∣∣∣∣
Y

+ (∇u)(u−w), (1.5.73)

onde w é a velocidade do marco de referência com respeito ao qual estão definidas as
coordenadas Y. Logo, empregando a descrição ALE resulta

Du1

Dt
=

(
∂u1z

∂t
+ u1z

∂u1z

∂z

)
ez =

(
∂u1z

∂t

∣∣∣∣
z

+ (u1z − w1z)
∂u1z

∂z

)
ez,

Du2

Dt
=

∂u2

∂t
+ (∇u2)u2 =

∂u2

∂t

∣∣∣∣
Y

+ (∇u2)(u2 −w2),
(1.5.74)

onde w2 é a velocidade de deformação do domı́nio Ω2, w1z é a componente na direção ez

da velocidade de deformação do domı́nio Ω1, isto é w1z = w1 · ez, e z indica a coordenada
a respeito da qual se deve considerar a derivada temporal (que é a coordenada axial
do modelo). Entretanto, assumindo que o movimento do contorno lateral é na direção
ortogonal ao campo de velocidade u1 então obtém-se que

Du1

Dt
=

∂u1

∂t
+ (∇u1)u1 =

(
∂u1z

∂t
+ u1z

∂u1z

∂z

)
ez =

(
∂u1z

∂t

∣∣∣∣
z

+ u1z
∂u1z

∂z

)
ez. (1.5.75)

Este tema aborda-se novamente no Caṕıtulo 2 ao utilizar este tipo de modelo em uma
aplicação espećıfica. Para uma discussão detalhada sobre a utilização da formulação ALE
tanto nas suas formas conservativa e não conservativa veja [125].

Por outro lado, a (1.5.69b) pôde ser escrita na forma apresentada ao ter reescrito a
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conservação da massa na seguinte forma conservativa

∫

Ω1

ρq1 div u1 dx =
d
dt

∫

Ω1

ρq1 dx

−
∫

Ω1

ρ(u1 −w1) · ∇q1 dx +
∫

Γ1

ρ(u1 −w1) · n1q1 dΓ. (1.5.76)

Logo, introduzindo aqui a (1.5.54) e a (1.5.55), utilizando a fórmula de Green, e sabendo
que a deformação é perpendicular à direção ez resulta

∫

Ω1

ρq1 div u1 dx =
∫ zb

za

ρq1
∂A

∂t
dz −

∫ zb

za

ρA(u1z − w1z)
∂q1

∂z
dz

+ ρA(u1z − w1z)q1

∣∣∣∣
za

− ρA(u1z − w1z)q1

∣∣∣∣
za

+
∫

ΓL1

ρ(u1zez −w1) · n1q1 dΓ =

∫ zb

za

ρ

[
∂A

∂t
+

∂

∂z
(A(u1z − w1z))

]
q1 dz =

∫ zb

za

ρ

[
∂A

∂t
+

∂

∂z
(Au1z)

]
q1 dz. (1.5.77)

Antes de apresentar as equações de Euler–Lagrange vale a pena mencionar que o problema
fica fechado ao fornecer as leis constitutivas que estabelecem as formas funcionais para
σD

Γ
1 zz, twD e σD2 em função dos campos de velocidade u1z e u2 correspondentemente.

Como feito anteriormente, convém decompor o tensor σD2 e a pressão p2 sobre Γa

como segue

σD2|Γa
= σ̄D2zz(ez ⊗ ez) + σ̃D2,

p2|Γa
= p̄2 + p̃2,

(1.5.78)

onde σ̄D2zz, σ̃D2, p̄2 e p̃2 são tais que

σ̄D2zz =
1

Aa

∫

Γa

σD2ez · ez dΓ,

∫

Γa

σ̃D2ez · ez dΓ = 0,

p̄2 =
1

Aa

∫

Γa

p2 dΓ,

∫

Γa

p̃2 dΓ = 0.

(1.5.79)

Logo, utilizando a fórmula de Green, segue-se que, no sentido das distribuições, as equações
de Euler–Lagrange correspondentes à formulação variacional (1.5.69) escritas em forma
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totalmente Euleriana são as seguintes




ρA
∂u1z

∂t
+ ρAu1z

∂u1z

∂z
+ A

∂p1

∂z
− ∂

∂z
(σD

Γ
1 zz)− twD = fΓ

z em (za, zb),

ρ
∂u2

∂t
+ ρ(∇u2)u2 +∇p2 − div σD2 = f em Ω2,

∂A

∂t
+

∂

∂z
(Au1z) = 0 em (za, zb),

div u2 = 0 em Ω2,

u1z = ū1z em {za},
u2 = ū2 sobre ΓD2,

t̄2 = (−p2I + σD2)n2 sobre ΓN 2,

γ(u1z − u2
o
z) = 0 em {zb},

(1− γ)(u1zez − u2) = 0 sobre Γa,

γt1z + (1− γ)
∫

Γa

t2 · ez dΓ = −Aap1 + σD
Γ
1 zz em {zb},

γt1z + (1− γ)
∫

Γa

t2 · ez dΓ = Aa(−p̄2 + σ̄D2zz) em {zb},
[
(1− γ)t2 − (−p̃2I + σ̃D2)ez

] ⊥ v2r ∀v2r que satisfaz (1.5.63) sobre Γa.

(1.5.80)
Aqui, as últimas cinco expressões são as condições naturais de acoplamento que decorrem
da formulação (1.5.69). Em particular, escolhendo γ = 1 resulta

u1z =
1

Aa

∫

Γa

u2 · ez dΓ em {zb}, (1.5.81)

(−Aap1 + σD
Γ
1 zz)ez = Aa (−p2I + σD2) ez sobre Γa, (1.5.82)

t1z = −Aap1 + σD
Γ
1 zz em {zb}. (1.5.83)

Para chegar a obter a expressão (1.5.82) foi usado o fato de ser

− p̃2ez + σ̃D2ez ⊥ v2r ∀v2r que satisfaz (1.5.63), (1.5.84)

que implica que −p̃2ez + σ̃D2ez é o elemento nulo e portanto tem-se −p2ez + σD2ez =
−p̄2ez + σ̄D2zzez. Por outro lado, ao tomar γ 6= 1 obtém-se

u1zez = u2 sobre Γa, (1.5.85)

−Aap1 + σD
Γ
1 zz =

∫

Γa

(−p2I + σD2)ez · ez dΓ em {zb}, (1.5.86)

t2 = (−p2I + σD2)ez sobre Γa. (1.5.87)

Neste caso a (1.5.87) segue de combinar as últimas três equações de Euler–Lagrange vistas
na (1.5.80) e as decomposições apresentadas em (1.5.78).

Neste problema, para γ = 1 a velocidade é de fato um campo descont́ınuo posto que
a flutuação u2r não está impedida de assumir um valor arbitrário que satisfaça a (1.5.63).
Isto é posto que, como nas seções anteriores, esta componente não produz potência em
dualidade com os carregamentos admisśıveis que provêm do domı́nio Ω1 sobre Γa. Entre-
tanto, para γ = 1 a tração é um campo cont́ınuo sobre Γa. Contrariamente, para γ 6= 1 o
campo de velocidade é cont́ınuo, enquanto que a tração vira um campo descont́ınuo devido
a que há uma componente da mesma que não é enxergada pelo problema sobre o domı́nio
Ω1.

A Tabela 1.8 põe em evidência as caracteŕısticas da formulação em função do valor
de γ escolhido, apresentando o estado das quantidades envolvidas no problema. Mais uma
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vez, nesta tabela são analisadas as situações nas quais o problema se considera de alguma
forma segregado em dois sub-problemas.

Valor Problema Problema Quantidade Quantidade
de γ segregado segregado cont́ınua descont́ınua

em Ω1 em Ω2

{1} Dirichlet Neumann Tração Velocidade
(ver (1.5.82)) (ver (1.5.81))

[0,1) Neumann Dirichlet Velocidade Tração
(ver (1.5.85)) (ver (1.5.86))

Tabela 1.8: Interpretações sobre o problema acoplado 3D–1D.

Note que o vetor tração t̄2, que é tal que o equiĺıbrio é alcançado mantendo aderência
na parede ΓL2, poderia ser efetivamente substitúıdo pela própria condição de aderência
u2|ΓL2

= ū2|ΓL2
, a qual deveria ser fornecida na configuração deformada.

1.6 Comentários finais

As idéias desenvolvidas neste caṕıtulo permitem lidar com o acoplamento de modelos
que possuem cinemáticas diferentes, e portanto incompat́ıveis. Em particular, estes con-
ceitos são apropriados para tratar o acoplamento de modelos de diversa dimensionalidade
de forma sistemática e consistente, a partir de hipóteses cinemáticas adequadas segundo
requerido pela modelagem. Isto é posśıvel devido a que a redução da dimensão em uma
porção de um domı́nio de análise é entendida como a coexistência de cinemáticas não
compat́ıveis sobre a fronteira de acoplamento.

Além dos temas expostos, algumas outras observações podem ser acrescentadas.
Para começar note que outras possibilidades poderiam ter sido consideradas, como serem
os casos de acoplamento 2D–1D para os problemas apresentados nas Seções 1.2 e 1.5.
Estas situações são casos particulares e podem ser derivados sem problema utilizando as
idéias apresentadas aqui. Inclusive, no problema de transferência de calor poderiam ter
sido inclúıdos os fenômenos de convecção e reação. Entretanto, o seu desenvolvimento não
apresenta dificuldades e ainda resulta em um esquema de acoplamento idêntico ao obtido
na Seção 1.2. Por outro lado, o fato do problema ser transiente, estacionário, ou inclusive
não linear não afeta às condições de acoplamento. Com efeito, não resulta dif́ıcil estender
os resultados enunciados nas Proposições 1.1, 1.3 e 1.4 para os respectivos casos transientes.
Estas condições também não dependem em absoluto do comportamento constitutivo do
material em questão, o qual pode ser diferente a ambos os lados do contorno artificial Γa.
Isto permite lidar com situações interessantes como a que será apresentada no Caṕıtulo 2
ao modelar o escoamento do sangue considerando-o não Newtoniano no domı́nio Ω2 e
Newtoniano em Ω1. No entanto, cabe mencionar que as leis constitutivas, sobretudo nos
casos vistos na Seção 1.3, devem possuir certas caracteŕısticas relacionadas com o que se
entende como restrições internas do material, mas isto não escapa à teoria constitutiva
clássica e por isto é omitido aqui. Por último, é importante dizer que tais condições de
acoplamento também não dependem das posśıveis não linearidades geométricas no caso de
grandes deslocamentos e/ou grandes deformações no problema de acoplamento de modelos
de sólidos.

Com o intuito de revisitar alguns conceitos importantes que se têm desprendido
ao longo das seções apresentadas, analisa-se rapidamente o que há por trás das dife-
rentes situações estabelecidas por γ. Primeiro cabe dizer que, afinal de contas, o pa-
pel que o valor de γ joga está exclusivamente associado ao sentido no qual se pretende
que as descontinuidades introduzidas afetem o problema de acordo com o estabelecido
pela (1.1.13), e estas são considerações de ı́ndole mecânica (ou f́ısica), segundo dito na
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Seção 1.1. O importante é ter conhecimento de como o modelo mecânico cont́ınuo é
alterado ao mudar o valor de γ. Com efeito, para γ = 1 somente os termos da forma
〈·, ·〉TΓa (Q1)′×TΓa (Q1) estão presentes, e portanto os campos primais satisfazem condições
de continuidade no sentido dado pela cinemática provida a Ω1. Neste caso, a flutuação do
campo que provém de Ω2 é livre de adqüirir qualquer valor sempre que for ortogonal aos
esforços compat́ıveis com a cinemática do domı́nio Ω1, os quais estão em TΓa(Q1)′, isto é,
sempre que estiver em W (ver (1.1.10)). De maneira contrária, quando γ 6= 1 os termos da
forma 〈·, ·〉TΓa (Q2)′×TΓa (Q2) são dominantes. Logo, os campos primais satisfazem neste caso
condições de continuidade no sentido dado pela cinemática completa que possui Ω2 (nos
problemas aqui tratados Ω2 sempre possuiu a cinemática completa, porém nada impediria
que isto não fosse assim). Deste modo, a flutuação do campo que provém de Ω2 é forçada a
ser nula, posto que este é o único elemento em W que é ortogonal aos esforços compat́ıveis
com a cinemática completa do domı́nio Ω2, os quais estão em TΓa(Q2)′. Disto infere-se
para γ 6= 1 a continuidade do campo primal de forma estrita no sentido de TΓa(Q2).

Por outro lado, a realização de hipóteses cinemáticas sobre uma parte do domı́nio
envolvendo certa regularidade acaba afetando à regularidade da cinemática sobre a parte
complementar. Isto é assim a fim de ter o problema bem posto no sentido e poder efetuar a
paridade requerida pelos produtos de dualidade que surgem na interface de acoplamento.
Vê-se que o espaço dos traços TΓa(Q2) depende fortemente da forma que adotam as
funções sobre o domı́nio no qual se consideram hipóteses cinemáticas. Com efeito, a
expressão (1.1.10) implica que a inclusão TΓa(Q1) ⊂ TΓa(Q2) é estrita, provocando que
as funções do domı́nio Ω2 tenham uma regularidade adicional. Além disso, como corolário
obtém-se que o espaço dual TΓa(Q2)′ é maior à medida que a regularidade exigida sobre
as funções em Ω1 aumenta, o que é conseqüência direta da definição de par de dualidade.
Este fato ficou em evidência no caso de acoplamento de sólidos 3D com cascas e com
vigas. Particularmente, estas situações são mais ricas do ponto de vista teórico já que
envolvem estas conseqüências que não seriam percebidas, por exemplo, nos problemas de
transferência de calor nem do escoamento de fluidos aqui tratados.

Uma questão importante é o que acontece com outras quantidades f́ısicas, que pode-
riam ser de interesse no problema, ao introduzir as descontinuidades por meio da realização
de hipóteses sobre as cinemáticas que governam os fenômenos a ambos os lados de Γa. Só
para citar um exemplo, considere o problema do escoamento de fluidos. Nestes casos uma
quantidade de interesse é o fluxo da quantidade de movimento que, para uma superf́ıcie
arbitrária Γ com normal exterior n, é dado por

Φ =
1
2

∫

Γ
ρ(v · n)2 dΓ. (1.6.1)

Seja o Problema 1.16 com γ = 1. O fluxo na quantidade de movimento através da fronteira
de acoplamento Γa vem dado por

Φ1D =
1
2
ρ(u1z)2Aa,

Φ3D =
1
2

∫

Γa

ρ(u2 · n1)2 dΓ,
(1.6.2)

quando vista desde os domı́nios 1D e 3D, respectivamente. É evidente que esta quantidade
f́ısica não se conserva no problema acoplado com γ = 1, o que, por outro lado, não acaba
sendo tão surpreendente. De fato, ao introduzir uma hipótese como a (1.5.54) o que se
está fazendo é violentando a continuidade do campo de velocidade neste caso de γ = 1.
Logo, não se pode esperar que se conservem as quantidades associadas com tal campo.
Desta maneira, é comum observar na literatura (ver [76, 135]) que nestas situações sejam
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incorporados coeficientes ad hoc do tipo

α =
Φ3D

Φ1D
=

1
Aa

∫

Γa

(
u2 · n1

u1z

)2

dΓ, (1.6.3)

nos termos relativos às acelerações convectivas com o intuito de forçar a continuidade desta
quantidade.

Passando a outro âmbito, as aplicações que se podem mencionar dentro da área de
modelos acoplados são bem variadas. Em geral pode-se dizer que este tipo de modelos
atende com sucesso àquelas situações nas quais resulta de um alto custo computacional
abordar o problema real utilizando modelos tridimensionais completos. Desta forma, a
decisão passa a ser reduzir o domı́nio de análise. Entretanto, em geral ocorre que esta
redução introduz fronteiras artificiais dentro do domı́nio, fronteiras nas quais as condições
de contorno não são conhecidas. Assim sendo, e dado que o mais provável é que se
conheçam as condições de contorno em um lugar mais distante (até o qual não se pode
estender o modelo tridimensional devido ao elevado custo computacional), podem ser
utilizados os modelos reduzidos para levar (no sentido de transportar a informação) tal
condição de contorno remota até a fronteira artificial do modelo mais detalhado. Este caso
ocorre com freqüência em hemodinâmica, onde o isolamento de um domı́nio 3D para análise
de escoamentos complexos introduz as mencionadas fronteiras artificiais com condições
de contorno desconhecidas, enquanto que do que se tem informação é, por exemplo, da
curva de ejeção card́ıaca e das condições de contorno nos leitos periféricos (sendo estas as
condições de contorno distantes).

O contexto teórico no qual se estabeleceu a teoria do acoplamento de modelos de
diversa dimensionalidade é original e constitui parte da contribuição desta tese. Poucos
trabalhos têm-se aprofundado nesta problemática, e somente para alguns problemas parti-
culares. Em [41, 42] o problema é abordado ad hoc, introduzindo equações de acoplamento
ao ńıvel do problema diferencial baseadas na continuidade de quantidades, algo que a priori
resulta razoável formular, e para o qual é preciso um mı́nimo de conhecimento sobre a
mecânica do problema. No caso do problema de fluidos este conhecimento não resulta
excessivo. Entretanto, segundo viu-se na Seção 1.3, às vezes o problema pode ser mais
complicado, e pode-se incorrer em erros devido a um esquema de acoplamento mal formu-
lado. Eis uma das principais motivações para a apresentação do marco teórico formulado
neste caṕıtulo.

Com relação ao estudo de existência e unicidade das soluções dos problemas, viu-
se que as Proposições 1.1, 1.3 e 1.4 respondem a esta pergunta no caso geral sem ter
introduzido hipóteses sobre as respectivas cinemáticas. Logo, os resultados enunciados
constituem as bases que permitem afirmar que os problemas de acoplamento estão bem
postos, ou seja, estão corretamente formulados no sentido do fechamento do problema.
Convém esclarecer isto já que as condições de acoplamento são incógnitas que ficam in-
seridas dentro do próprio problema. Este ponto vem a colação do que se menciona em
[42, 161] e da forma em que são entendidos os problemas de acoplamento nestes trabalhos.
Nas citadas referências o estudo é focado sobre um problema 3D formulado com o que se
denominam condições de contorno deficitárias, ou seja, condições de contorno baseadas em
quantidades médias (ver também [65] para uma primeira exposição do problema). Somente
para citar um exemplo simples considere o problema de calor 3D e suponha que somente
conhece-se sobre uma parte da fronteira o valor médio da temperatura. Resulta óbvio
então que o problema está mal posto. Para evitar este tipo de inconvenientes utiliza-se
a teoria dos multiplicadores de Lagrange para impor a restrição sobre o valor médio da
temperatura. Desta maneira obtém-se uma formulação para o problema com condições
de contorno deficitárias. Uma vez formulado este problema com condições deficitárias a
teoria é formalmente estendida ao problema acoplado, onde agora o valor médio provém
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de resolver um modelo reduzido 1D. Resulta evidente então a grande diferença existente
entre as perspectivas utilizadas e na forma de entender o problema. De fato, observe que
as hipóteses cinemáticas realizadas poderiam ser bem mais gerais. Tome por exemplo a
(1.5.54) e considere que em vez de tal cinemática utiliza-se a seguinte

u1(x) = u1z(z)ez + u1r(z)er. (1.6.4)

Com esta simples consideração o problema sobre Ω1 muda radicalmente. Com efeito, já
não é posśıvel afirmar que p1 = p1(z), e integrar na área objetivando reduzir o modelo
resulta uma tarefa mais complexa. Da mesma forma, qualquer outra cinemática pode ser
considerada sempre que tal hipótese estiver bem fundada. Outro exemplo é assumir que
o perfil de velocidade não é plano segundo viu-se, mas que possui uma forma determi-
nada, por exemplo um perfil caracterizado por uma função h como se mostra na seguinte
expressão

u1(x) = h(x, y)u1z(z)ez. (1.6.5)

Neste caso h é uma função somente das coordenadas que estão sobre os planos transversais,
e que em particular pode ser escolhida, sem perda de generalidade, tal que

∫
Γ hdΓ = 1. A

formulação agora envolve coeficientes concernentes a h, suas derivadas e integrais. Desta
forma, o balanço da quantidade de movimento (neste caso de problema de fluidos) vê-se
modificado notavelmente. Em fim, o que deve ser salientado com esta forma de trabalho é a
versatilidade para lidar com situações que às vezes fogem dos casos usualmente encontrados
na literatura.

Uma outra aplicação das idéias trabalhadas neste caṕıtulo é o acoplamento de mode-
los onde a incompatibilidade nas cinemáticas surge somente a ńıvel do problema discreto,
e decorre das discretizações realizadas sobre cada partição de Ω. Considere, por sim-
plicidade, o Problema 1.5 (prinćıpio variacional estendido para transferência de calor).
Realizando as discretizações pertinentes sobre cada domı́nio Ω1 e Ω2, no caso mais geral
tem-se que as malhas não precisam ser compat́ıveis sobre Γa, seja porque as posições
dos nós não coincidem ou porque o grau de interpolação é diferente a ambos os lados de
Γa. Nestes casos, o Problema 1.5 fornece o contexto adequado e uma forma sistemática
para a abordagem desta classe de problemas, permitindo ainda determinar esquemas de
transferência de informação em sistemas segregados por sub-domı́nios.

Resta mencionar que assim como em todas as seções vistas trabalhou-se com o
prinćıpio variacional primal, é posśıvel formular o problema do acoplamento de modelos
de diversa dimensionalidade através da formulação dual correspondente. Desde o momento
em que é posśıvel formular um prinćıpio variacional estendido na forma primal, resulta
fact́ıvel formulá-lo em termos das variáveis duais. Este constitui em todo caso uma porta
aberta para trabalhos futuros.

Viu-se neste caṕıtulo que os prinćıpios variacionais estendidos são capazes de aco-
modar as descontinuidades que surgem nos problemas sob as circunstâncias expostas. Um
outro contexto no qual é posśıvel encontrar este tipo de fenômenos (descontinuidades) é o
dos métodos numéricos de tipo Galerkin descont́ınuos [3]. Ali, a solução obtida de forma
aproximada carece das condições de regularidade exigidas no problema original, havendo
saltos sobre os contornos dos elementos. Entretanto, veja que a natureza das descon-
tinuidades é completamente diferente. Enquanto nos métodos de Galerkin descont́ınuos
as mesmas são induzidas por meio de uma aproximação numérica determinada, relaxando
a continuidade para depois recuperá-la em um sentido fraco, nos modelos cinematica-
mente incompat́ıveis tais descontinuidades são originadas na concepção do próprio modelo
mecânico e portanto fazem parte da f́ısica do problema. Esta ressalva é importante a fim de
esclarecer as diferenças que há entre estes métodos clássicos de aproximação numérica de-
nominados Galerkin descont́ınuos e os modelos cinematicamente incompat́ıveis constrúıdos
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no ńıvel do problema cont́ınuo. Em todo caso, os métodos de Galerkin descont́ınuos podem
ser caracterizados como modelos que possuem cinemáticas incompat́ıveis a ńıvel discreto,
onde cada elemento dentro da partição do domı́nio pode ter uma cinemática que é incom-
pat́ıvel com a de cada um de seus vizinhos. Logo, esta metodologia fica compreendida
dentro dos prinćıpios variacionais estendidos apresentados neste caṕıtulo.

Para encerrar o caṕıtulo, e a colação do que será visto no Caṕıtulo 5, os modelos
acoplados vistos aqui podem ser entendidos dentro do contexto dos modelos multiescala.
Resulta mais que evidente que os modelos de diversa dimensionalidade são capazes de
atingir diferentes ńıveis de detalhe. Assim, modelos acoplados 3D–1D podem ser usados
para modelar, com diferente grau de detalhe, diversas partes de um mesmo sistema. Neste
caso, o modelo 3D dá informações a uma escala menor do que o modelo 1D é capaz de
dar, o qual representaria a escala maior do problema. Obviamente, o tamanho da escala
aqui depende do tamanho dos modelos 3D e 1D respectivamente. Por exemplo, e como
será visto no Caṕıtulo 2, no sistema cardiovascular o modelo 1D dá informações a uma
escala de metros enquanto que a escala de domı́nio do modelo 3D é dos cent́ımetros, ou
inclusive miĺımetros.

Contribuições do caṕıtulo

Dado que os conceitos desenvolvidos e as idéias apresentadas neste caṕıtulo são de
caráter geral e original, todo o conteúdo do caṕıtulo é contribuição desta tese. Tal con-
tribuição está, como já explicado, na formalização mecânica e matemática do problema de
acoplamento de modelos com cinemáticas que a priori não são compat́ıveis, situação que
abarca os modelos de diferente dimensão. Assim, é posśıvel fornecer prinćıpios variacionais
que regem o conceito de equiĺıbrio em diversos âmbitos da f́ısica quando se consideram
incompatibilidades por causa de alguma hipótese realizada em uma parte do domı́nio de
análise. A forma sistemática de trabalhar facilita o entendimento dos conceitos presentes
no acoplamento de modelos multidimensionais, assim como também a abordagem de no-
vas questões. Os conceitos desenvolvidos neste caṕıtulo constituem a base teórica das
publicações [18, 20, 21, 155], as quais são repetidas aqui por conveniência:

• P.J. Blanco, R.A. Feijóo e S.A. Urquiza, A variational approach for coupling kine-
matically incompatible structural models, Comput. Meth. Appl. Mech. Engng.,
(197) 1577–1602, 2008.

• P.J. Blanco, R.A. Feijóo e S.A. Urquiza, A unified variational approach for coupling
3D–1D models and its blood flow applications, Comput. Meth. Appl. Mech. Engng.,
(196) 4391–4410, 2007.

• S.A. Urquiza, P.J. Blanco, M.J. Vénere e R.A. Feijóo, Multidimensional modelling
for the carotid artery blood flow, Comput. Meth. Appl. Mech. Engng., (195)
4002–4017, 2006.

• P.J. Blanco e R.A. Feijóo, An extended variational principle for coupling shell/plate
models and 3D solid models, Anais do WCCM 2008. Veneza, Itália, 2008.





Caṕıtulo 2

Modelagem e simulação
computacional do sistema
cardiovascular humano

Introdução

A modelagem e simulação dos fenômenos que ocorrem dentro do corpo humano vem
sendo matéria de estudo exaustivo nos últimos anos. A modelagem do sistema cardiovas-
cular humano tem-se desenvolvido, desde algumas décadas atrás, com crescente sucesso e
campo de aplicação. O cada vez maior interesse no desenvolvimento de modelos aplicados
neste campo de pesquisa jaz no papel relevante que têm as doenças cardiovasculares na
sociedade atual. Só por citar alguns fatos, as doenças cardiovasculares são a primeira
causa de morte no mundo ocidental. Nos Estados Unidos superam, quando somadas,
às seis doenças que seguem em maior importância [80]. Estes fatores têm feito com que
muitos dos esforços a ńıvel mundial estivessem fortemente orientados ao estudo de modelos
assim como à posterior simulação computacional do sistema cardiovascular [31, 32, 134].

Em particular, o sistema arterial possui a função vital de transportar de forma
eficiente o sangue a todos os órgãos e músculos do corpo humano, levando nutrientes
e removendo produtos catabólicos. A modelagem e simulação em hemodinâmica tem
sido amplamente utilizada objetivando adqüirir um maior entendimento dos aspectos fun-
cionais, terapêuticos e de diagnóstico relacionados ao fluxo sangǘıneo. Por um lado, a mo-
delagem em hemodinâmica a ńıvel do sistema arterial completo emprega representações
tubulares para modelar as principais artérias do corpo humano segundo estruturas de
árvore [6, 72, 126, 141, 143, 146]. Por outro lado, modelos localizados têm sido utilizados
para conhecer com maior detalhe a estrutura local do fluxo sangǘıneo em distritos arteriais
de interesse [25, 131, 135, 138, 151].

As equações que regem os fenômenos fluidodinâmicos dentro do sistema arterial
são as equações da mecânica dos fluidos. Assim sendo, introduzindo simplificações nas
equações completas de Navier–Stokes foi que se desenvolveram modelos de parâmetros
concentrados e distribúıdos, em função da natureza das hipóteses empregadas. Estes
modelos estão governados por equações diferenciais em derivadas ordinárias e parciais res-
pectivamente. Devido ao seu baixo custo computacional e aos resultados adequados para a
realização de diversos estudos, estes modelos continuam sendo usados [6, 76, 134, 141, 146].
Ambos os modelos são de caráter 0D e 1D respectivamente, e portanto desconsideram as-
pectos de relevância na análise detalhada do escoamento do sangue em singularidades
geométricas tais como bifurcações, curvas acentuadas, aneurismas e estenoses, dentre
outras. Contudo, estes modelos reduzidos têm mostrado interessantes resultados e pro-
priedades mais que atraentes na representação da dinâmica do sistema cardiovascular
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quando analisadas as quantidades médias de pressão e fluxo. Este tipo de modelos per-
mite então reproduzir com aceitável grau de realismo a conformação do pulso card́ıaco
nos principais segmentos arteriais. Ou seja, consegue-se que as curvas de pressão e fluxo
sejam próximas às medições reais tomadas de pacientes. Entretanto, a sensibilidade dos
modelos simplificados, por exemplo, às condições de contorno (das quais ainda não se
tem dito nada) é notável, e uma adequada calibração de um modelo do sistema arterial
resulta indispensável. Por outra parte, o fato da estrutura do fluxo estar associada à
gênese e desenvolvimento de certas doenças faz com que os modelos detalhados joguem
um papel fundamental na modelagem e simulações em hemodinâmica [29, 47]. Para levar
a cabo este estudo local da estrutura do fluxo precisa-se de modelos que considerem toda
a cinemática do problema, e para isto é que os modelos bidimensionais e, principalmente,
tridimensionais aparecem como os mais indicados. Entretanto, modelos desta classe têm
complicações associadas à capacidade de cálculo na hora de realizar as simulações, devido
ao alto número de graus de liberdade, assim como à não linearidade do problema e o
caráter transiente dos fenômenos.

Para atender às necessidades acima comentadas, aparecem em cena os modelos
acoplados 3D–1D, e é aqui que a teoria desenvolvida no Caṕıtulo 1 joga um papel essencial.
Estes modelos são capazes de abranger a resposta do sistema completo, a fim de levar em
conta as inter-relações entre os diversos modelos componentes, o qual resulta de vital im-
portância para efetuar uma correta modelagem dos fenômenos que se sucedem no sistema
cardiovascular. Isto está baseado na complexa interação que existe entre ambas as porções
do modelo, a 1D e a 3D. Com efeito, qualquer mudança ou alteração nas condições do
problema sobre alguma região em particular afeta automaticamente a outra, pondo assim
em evidência a resposta sistêmica do modelo acoplado. De fato, o caráter hiperbólico
das equações que governam os fenômenos no sistema arterial coloca o problema do correto
tratamento das condições de contorno quando, por exemplo, isola-se uma região 3D. Neste
caso, uma vez isolado o modelo 3D perde-se o controle sobre tais condições de contorno.
Isto é, apesar de haver mudanças no distrito 3D as condições de contorno, como tais, per-
manecem invariantes. Isto limita notoriamente as possibilidades desta classe de modelos.
Logo, os modelos multidimensionais 3D–1D vêm a dar resposta a estes problemas. Com
este tipo de modelagem o leque de possibilidades aumenta de forma considerável, como
se verá neste caṕıtulo. De fato, qualquer evento que sucede, tanto na região modelada
como 1D quanto na considerada 3D, afeta de forma direta o que ocorre na outra região
devido à propagação da informação em ambas direções partindo do evento. Como um
exemplo simples, pode-se mencionar a presença de uma obstrução em uma região 3D que
afeta o que ocorre na região 1D. Fazendo a comparação com a modelagem clássica, onde
as condições de contorno permanecem fixas, neste tipo de modelagem usando modelos
acoplados as, agora, condições de acoplamento adaptam-se automaticamente às condições
que se dão nas regiões 3D e 1D. Uma forma simplista de enxergar o modelo acoplado
é separando as partes componentes como mostra a Figura 2.1. Nesta figura pretende-se
pôr em evidência que o modelo 3D pode ser considerado como uma forma de devolver
ao modelo 1D informações de caráter local inerentes à região isolada (parte superior da
Figura 2.1). Neste caso, o modelo 3D é visto como caixa preta, e a dinâmica deste sistema
é levada em conta nas condições de contorno sobre o sistema 1D. De forma equivalente, a
mesma figura mostra como o modelo 1D pode ser considerado como um simples fornece-
dor de condições de contorno que são variantes em função da dinâmica estabelecida pelo
sistema completo (parte inferior da Figura 2.1). Aqui é o modelo 1D que é visto como
caixa preta, e sua dinâmica afeta a estrutura local do fluxo, pois determina as condições
de contorno a serem providas ao sistema 3D.

A utilização de modelos 3D e 1D atuando juntamente é ainda relativamente pouco
freqüente [41, 155]. Entretanto, e como mencionado, não se tem desenvolvido até a atuali-
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Figura 2.1: Esquema para o entendimento das interações presentes no modelo acoplado.

dade um prinćıpio variacional como o apresentado no Caṕıtulo 1 (ver Seção 1.5.2) que dê
bases variacionais acabadas e que envolva todas as posśıveis caracteŕısticas do problema.
Nas referências mencionadas somente formulam o problema no ńıvel das equações dife-
renciais, e o acoplamento segue a partir do conhecimento prévio das quantidades que se
devem conservar.

No presente caṕıtulo tomam-se as idéias desenvolvidas no Caṕıtulo 1, mais pre-
cisamente na Seção 1.5.2, e traça-se a construção de um modelo 3D–1D que será uti-
lizado recorrentemente em diversas aplicações na modelagem do sistema cardiovascular
humano. Em outras palavras, apresenta-se uma série de aplicações dos conceitos teóricos
expostos no Caṕıtulo 1 sobre o acoplamento de modelos cinematicamente incompat́ıveis,
em particular para o problema de escoamento de fluidos em domı́nios multidimensionais
3D–1D deformáveis. Estas aplicações são concebidas em função da modelagem do sistema
cardiovascular humano. Assim sendo, na Seção 2.1 expõe-se como se constrói um modelo
3D–1D orientado à hemodinâmica, ressaltando as considerações adicionais necessárias para
completar a formulação do modelo acoplado para seu uso nesta aplicação. Na Seção 2.2
apresenta-se uma aproximação do problema cont́ınuo para realizar a implementação com-
putacional. Explicam-se todos os passos utilizados na discretização de um caso padrão,
expondo as matrizes que constituem o sistema de equações lineares final a ser resolvido.
Nestas primeiras seções do caṕıtulo o conteúdo da tese é de caráter operacional a fim de
aplicar o Problema 1.16 às situações vistas em hemodinâmica. A segunda parte, deta-
lhada a seguir, visa mostrar as potencialidades mediante diversos exemplos numéricos. Na
Seção 2.3 incluem-se diversos resultados numéricos. Em primeiro lugar, na Seção 2.3.1, os
resultados correspondem a casos cujo interesse reside na análise do correto funcionamento
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do esquema de acoplamento. Nas Seções 2.3.3 a 2.3.8, parte-se para a análise de casos
espećıficos concernentes a aplicações na modelagem e simulação do sistema cardiovascular.
Estas aplicações abarcam diversos estudos sobre o escoamento do sangue em diversos dis-
tritos do sistema arterial, pondo ênfase na bifurcação da artéria carótida. Já na Seção 2.3.9
realiza-se uma comparação entre a resolução do sistema acoplado e uma versão segregada
do mesmo, visando estudar as conseqüências de utilizar um esquema de acoplamento mais
barato computacionalmente. Finalmente, na Seção 2.4 apresenta-se de forma resumida e
descritiva as atividades realizadas no grupo de trabalho do laboratório HeMoLab localizado
no LNCC, onde se mostra parte da estrutura da ferramenta desenvolvida com algumas
das principais funcionalidades e aplicações.

O material apresentado neste caṕıtulo constitui contribuição da tese de forma com-
plementar às idéias apresentadas no Caṕıtulo 1. Os casos analisados na Seção 2.3.1 são
parte dos trabalhos [20, 155], enquanto que nas Seções 2.3.4, 2.3.5 e 2.3.6 figuram as con-
tribuições apresentadas em congressos da área, segundo indicam as referências [22, 23, 92].
Os resultados da Seção 2.3.7 estão em um trabalho ainda em processo de preparação, en-
quanto que os da Seção 2.3.8 relacionam-se com [142]. Por último, o material da Seção 2.4
considera-se ainda contribuição da tese devido a que não existe atualmente outro sistema
que permita lidar com modelos acoplados da forma em que o sistema HeMoLab faz.

2.1 Construção de um modelo acoplado em hemodinâmica

A seguir emprega-se a base teórica desenvolvida no Caṕıtulo 1 para lidar com mo-
delos cinematicamente incompat́ıveis. Como comentado, o acoplamento de modelos 3D e
1D é uma situação particular desta classe de incompatibilidade, e pode ser abordada sem
problemas, como feito na Seção 1.5.2, no Problema 1.16. O objetivo desta seção é apre-
sentar todas as considerações adicionais que devem ser levadas em conta quando o modelo
acoplado 3D–1D do Problema 1.16 é orientado para realizar modelagem e simulação com-
putacional sob os regimes encontrados em hemodinâmica. Assim sendo, estuda-se a forma
em que condições de contorno, comportamento constitutivo do sangue, comportamento da
parede arterial e condições de acoplamento são manipuladas e ficam finalmente plasmadas
no sistema de equações resultante.

2.1.1 Considerações sobre a porção 1D

De acordo com o visto no Caṕıtulo 1, um modelo simplificado obtém-se através de
hipóteses sobre a cinemática que governa os fenômenos f́ısicos. A continuação utiliza-se a
notação introduzida na Seção 1.5.2 e o prinćıpio variacional (1.5.69) que corresponde ao
Problema 1.16. Viu-se na (1.5.80) que as equações de Euler–Lagrange sobre a porção Ω1

eram as seguintes
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Estas equações costumam ser derivadas das leis de conservação da quantidade de movi-
mento linear e massa [76]. Entretanto, na abordagem aqui proposta as mesmas foram obti-
das ao introduzir a hipótese cinemática (1.5.54) no prinćıpio variacional (1.5.5). A seguir
serão realizadas algumas transformações no sistema de equações, no entanto, as condições
de acoplamento não se vêem alteradas posto que tais transformações são referentes ao
interior do domı́nio Ω1. Antes de continuar, veja que, do comentado no Problema 1.16,
a área A devia ser fornecida. Entretanto, no sistema cardiovascular não se conhece a
variação espacial e temporal da área. De fato, constitui uma incógnita do problema, pelo
que resulta necessário introduzir mais uma equação que determine o comportamento da
parede arterial, relacionando a área com as demais variáveis do problema. O caso especial
que se considera aqui é um comportamento estrutural viscoelástico governado pela seguinte
equação

p1 = p0 +
EπR0h0

A

(√
A

A0
− 1

)
+

kπR0h0

A

1
2
√

A0A

∂A

∂t
em (za, zb), (2.1.3)

onde o ı́ndice 0 denota valores de referência, E é o módulo de elasticidade efetivo, k
é o coeficiente de viscoelasticidade, R é o raio da artéria na direção transversal e h a
sua espessura. Este tipo de modelos denomina-se de anéis independentes [68, 83, 84].
A extensão deste modelo para o caso 3D é apresentada na próxima seção ao analisar
o comportamento da estrutura do modelo 3D. Outros modelos podem ser considerados,
envolvendo o comportamento das fibras de colágeno e outros fenômenos de caráter não
linear [43, 44, 136, 157]. As leis constitutivas para o domı́nio Ω1 são as seguintes

{
σD

Γ
1 zz = 0,

twD = −8πµu1z.
(2.1.4)

Desta maneira, recuperam-se os clássicos termos de fricção vistos na literatura após con-
siderar o sangue como Newtoniano e um perfil de velocidade parabólico [2, 76, 124]. Note
que não há inconsistências na escolha destas leis, posto que ao ter definido os esforços ge-
neralizados o que resta é fornecer leis constitutivas que façam com que o modelo represente
o problema f́ısico em questão. Vale a pena observar que o comportamento constitutivo
(2.1.4) desconsidera os termos de fricção associados ao gradiente axial da velocidade, o que
pode ser justificado mediante uma análise adimensional [76]. Por último, aos efeitos da
implementação computacional, e em função dos regimes vistos em hemodinâmica, convém
reescrever o problema em termos de derivadas totais ao longo das linhas caracteŕısticas do
sistema de equações quando considerado puramente elástico [35], como segue
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DA

Dt

∣∣∣∣
(+)

= g1, em (za, zb),
(2.1.5)

onde D(·)
Dt |(±) denota a derivada total com respeito às linhas caracteŕısticas correspondentes

às velocidades de propagação f± = Q
A±c, sendo c =

√
A
ρ

∂p1

∂A a velocidade de propagação do

som dentro do vaso arterial, enquanto que g1 = fΓ
z − 8πµ

A Q. Este sistema pode ser obtido
combinando convenientemente os termos do prinćıpio variacional (1.5.69). Por último, a
formulação pode ser colocada em termos da derivada total da pressão p1 fazendo

DA

Dt

∣∣∣∣
(±)

=
(

∂p1

∂A

)−1 Dp1

Dt

∣∣∣∣
(±)

, (2.1.6)
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e portanto tem-se
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(−)
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∂p1

∂A

)−1 Dp1

Dt

∣∣∣∣
(+)

= g1, em (za, zb).
(2.1.7)

No caso viscoelástico utiliza-se o mesmo sistema canônico.
Trabalhar com as equações (2.1.7) requer maior regularidade da pressão, sendo que

agora deve ser p1 ∈ H1((za, zb)). Para finalizar, as condições de contorno sobre o modelo
são discutidas na Seção 2.1.4.

2.1.2 Considerações sobre a porção 3D

Duas considerações sobre a parte 3D do modelo acoplado devem ser feitas: (i) sobre
o comportamento da parede arterial e (ii) sobre a deformação do domı́nio e a formulação
ALE.

O problema fluido–estrutura na sua forma mais geral não se considera aqui. Uma
discussão mais detalhada apresenta-se no Caṕıtulo 3. No problema acoplado 3D–1D
considerou-se o caso mais simples de interação fluido–estrutura. De acordo com o modelo
proposto para o comportamento da parede arterial apresentado na expressão (2.1.3), a sua
extensão para o problema 3D consiste na seguinte equação

p2 = p0 +
Eh0

R2
0

ζ +
kh0

R2
0

∂ζ

∂t
sobre ΓL2, (2.1.8)

onde o ı́ndice 0 indica valores de referência, E é o módulo de elasticidade efetivo, k o
coeficiente de viscoelasticidade, R o raio de curvatura da parede arterial quando medido
desde o eixo axial, h a espessura da mesma e ζ é o deslocamento da parede arterial na
direção da normal exterior n2. Portanto, a velocidade sobre ΓL2 é obtida simplesmente
fazendo

u2|ΓL2
=

∂ζ

∂t
n2, (2.1.9)

ou seja, a velocidade é sempre na direção normal à parede arterial. Logo, resulta evidente
que sobre a fronteira de acoplamento Γa tem-se que w2 = 0. Neste ponto vale a pena
salientar que para que a expressão (2.1.8) faça sentido deve ser exigida uma regularidade
maior sobre o campo de pressão p2. Formulando o problema para p2 ∈ H1(Ω2) a equação
mencionada faz sentido como equação de Euler–Lagrange resultante da seguinte equação
variacional

∫

ΓL2

p2ψ dΓ =
∫

ΓL2

(
p0 +

Eh0

R2
0

ζ +
kh0

R2
0

∂ζ

∂t

)
ψ dΓ ∀ψ ∈ H−1/2(ΓL2), (2.1.10)

donde segue-se que ζ ∈ H1/2(ΓL2) e ∂ζ
∂t ∈ H1/2(ΓL2). Será visto na Seção 2.2 que o espaço

de elementos finitos usado na aproximação do campo de pressão é de funções cont́ınuas,
portanto as expressões (2.1.8) e (2.1.10) fazem sentido.

Devido à deformação que sofre o domı́nio, como conseqüência da interação fluido–
estrutura, é necessário colocar o problema no contexto da formulação Arbitrariamente
Lagrangiana–Euleriana. Ao passar a esta descrição, as derivadas temporais adqüirem a
forma mostrada pela (1.5.73). Assim sendo, surge na formulação a velocidade w2 que,
como indica o nome, pode ser arbitrária sempre que a derivada parcial temporal seja
considerada fixando as coordenadas que se movem com esta velocidade. Devido à hipótese
de aderência na parede ΓL2, resulta que w2|ΓL2

= u2|ΓL2
, sendo que a velocidade estará
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determinada de maneira conjunta pelo problema fluido–estrutura. Continuando com a
deformação do domı́nio, é necessário estabelecer um critério para, a partir da velocidade
w2 sobre ΓL2, determinar a velocidade em todo o domı́nio Ω2. Uma discussão interessante
é apresentada em [125] sobre a formulação ALE, assim como diversas formas de computar
a velocidade w2 em Ω2. Neste trabalho considera-se o seguinte problema auxiliar para
obter esta velocidade mediante o cálculo dos deslocamentos γY sofridos pelo domı́nio Ω2:

Problema 2.1 (Problema auxiliar – Cálculo da velocidade ALE). Encontre γY ∈ MγY

tal que ∫

Ω2

κ∇γY · ∇χY dx = 0 ∀χY ∈ N γY
, (2.1.11)

onde N γY
é o espaço gerador da seguinte variedade linear

MγY
= {γY ∈ H1(Ω2); γY |ΓL2

= ζn2}, (2.1.12)

sendo n2 a normal exterior ao domı́nio Ω2 sobre ΓL2. No caso geral κ é um tensor que
pode ser convenientemente definido visando deformar a malha de forma adaptativa em
função do erro cometido na aproximação. Ao longo deste caṕıtulo considera-se o caso
mais simples posśıvel, ou seja, κ é o tensor identidade. Finalmente a velocidade w2 é
calculada como segue

w2 =
∂γY

∂t
. (2.1.13)

Vê-se que o problema auxiliar consiste em difundir a velocidade do contorno para
o interior do domı́nio. Por outro lado, γY é o deslocamento com respeito a uma dada
configuração de referência, e posteriormente coincidirá com o deslocamento dos nós da
malha de elementos finitos com respeito à configuração inicial. O cálculo faz-se necessário
a fim de avaliar de forma correta as integrais no domı́nio e de computar a velocidade w2.

Antes de continuar convém esclarecer algumas questões da formulação ALE. Como
visto, neste trabalho utiliza-se a versão não conservativa da formulação. Isto faz com
que a formulação não entre em conflito com a denominada lei de conservação geométrica
[59, 93]. Esta questão técnica, concernente à aproximação numérica, impõe que a ordem da
discretização temporal não pode ser arbitrária, mas que depende da discretização espacial.
A vantagem na formulação não conservativa é o fato de ficar impĺıcita a seguinte identidade
geométrica

∂J2

∂t

∣∣∣∣
Y

= J2 div w2, (2.1.14)

onde J2 é o determinante do Jacobiano de transformação do domı́nio Ω2. Tal lei de
evolução pode não ser satisfeita na formulação conservativa, dependendo das discretizações
temporal e espacial utilizadas [125].

Por último, considera-se que o fluido é Newtoniano, a menos que se explicite o
contrário como será feito na Seção 2.3.5. Logo, a lei constitutiva sobre Ω2 é

σD2 = 2µε(u2) = µ
(∇u2 + (∇u2)T

)
. (2.1.15)

2.1.3 A escolha do parâmetro γ e o modelo 3D–1D acoplado final

Antes de apresentar o problema final que será resolvido, considere novamente o
prinćıpio variacional estendido (1.5.69) para o problema acoplado 3D–1D. Para realizar
a implementação computacional é preciso escolher um valor para o parâmetro γ. Como
discutido no Caṕıtulo 1, esta escolha deve ser feita em função considerações f́ısicas, pois
o modelo é diferente para os diversos valores de γ. A partir daqui considera-se γ = 1. O
principal critério para esta escolha é que, para o caso estacionário, recupera-se a solução
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exata de perfil de velocidade parabólico em toda a região 3D, enquanto que a pressão
também recupera a sua forma exata, posto que a mesma sofre uma queda linear ao longo
de todo o domı́nio. Isto não ocorre se γ 6= 1 já que aparecem regiões de desenvolvimento
e de de-desenvolvimento do perfil de velocidade, provocando a alteração na queda de
pressão e uma solução que, para esse exemplo, fica mais longe da f́ısica real. Além disso,
veja que o número de graus de liberdade é menor com esta escolha. Logo, as condições
de acoplamento estabelecem que t1z = −Aap1 + σD

Γ
1 zz. No entanto, de acordo com a lei

constitutiva introduzida pela (2.1.4) resulta

t1z = −Aap1. (2.1.16)

Desta forma, e consistentemente com a transformação feita na Seção 2.1.1 sobre as equações
no domı́nio Ω1, pode-se eliminar a variável t1z, substituindo-a diretamente por −Aap1

segundo a (2.1.16) (lembre-se que a regularidade agora permite isto).
Logo, as considerações feitas sobre as partes 3D e 1D do modelo acoplado, expostas

de forma resumida, são as seguintes

i. transformação do sistema de equações para a forma canônica segundo a (2.1.7),

ii. comportamento da parede arterial segundo as (2.1.3) e (2.1.8),

iii. leis constitutivas segundo as (2.1.4) e (2.1.15),

iv. formulação ALE não conservativa considerando as derivadas temporais segundo a
(1.5.73),

v. cálculo da velocidade consistente com a formulação ALE segundo o Problema 2.1 por
meio da expressão (2.1.11) e logo da (2.1.13),

vi. consideração de γ = 1,

vii. substituição da variável t1z segundo a (2.1.16).

Veja que estas modificações não alteram a teoria nem os conceitos desenvolvidos no
Caṕıtulo 1. Simplesmente, é mais conveniente trabalhar com estas considerações tendo
em vista a aproximação numérica no contexto da modelagem do sistema cardiovascular
devido às caracteŕısticas que apresenta este problema.

Portanto, o Problema 1.16, quando pensado para aplicações em hemodinâmica, é
modificado resultando no que segue:

Problema 2.2 (Modelo acoplado 3D–1D usado em hemodinâmica). Para cada t ∈ (0, T ),
encontre (Q,A, p1,u2, p2, γY) ∈ M tal que

∫ zb
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+
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ρ
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· v2 + ρ(∇u2)(u2 −w2) · v2 − p2 div v2 + 2µε(u2) · ε(v2)− f · v2

)
dx

−
∫

Γa

p1n1 · v2 dΓ +
∫

Γa

ρ(u2 · n1 − u1z)
Q̃

λ3
dΓ = 0 ∀(Q̃,v2) ∈ NQ ×N u2 , (2.1.17a)
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+
∫

Ω2

ρq2 div u2 dx = 0 ∀(q1, q2) ∈ Np1 ×Np2 , (2.1.17b)

∫

Ω2

∇γY · ∇χY dx = 0 ∀χY ∈ N γY
, (2.1.17c)

p1 = p0 +
EπR0h0

A

(√
A

A0
− 1

)
+

kπR0h0

A

1
2
√

A0A

∂A

∂t
em (za, zb), (2.1.17d)

p2 = p0 +
Eh0

R2
0

ζ +
kh0

R2
0

∂ζ

∂t
sobre ΓL2, (2.1.17e)

w2 =
∂γY

∂t
em Ω2, (2.1.17f)

com λi, i = 1, 2, 3, constantes que fazem com que as expressões sejam dimensionalmente
consistentes, e onde M = MQ ×MA ×Mp1 ×Mu2 ×Mp2 ×MγY

, com

MQ = {Q ∈ H1((za, zb)); Q|za
= Q̄},

MA = H1((za, zb)),

Mp1 = {p1 ∈ H1((za, zb)); relacionada a Q|za
segundo vê-se na Seção 2.1.4},

Mu2 = {u2 ∈ H1(Ω2); u2|ΓL2
= w2|ΓL2

, u2|ΓD2
= ū2},

Mp2 = L2(Ω2),

MγY
= {γY ∈ H1(Ω2); γY |ΓL2

= ζn2},

(2.1.18)

onde Q̄ = Q̄(t) é a condição de contorno para o fluxo em função do tempo. Por último,
N é o correspondente espaço gerador da variedade linear M.

Na seção que segue expõe-se a forma como as condições de contorno na porção 1D
do modelo acoplado são impostas.

2.1.4 Condições de contorno

Uma forma de tratar as condições de contorno, assim como de impor condições em
bifurcações, é através do denominado modelo de Windkessel, ou terminal de Windkessel.
Estes elementos são modelos de parâmetros concentrados, como mostra a Figura 2.2, que
ficam caracterizados a partir dos valores de duas resistências R1 e R2, de um capacitor C
e da pressão do terminal pt [141, 146].

As equações que regem o comportamento destes modelos no caso geral são as
seguintes

pNs+1 = pi i = 1, . . . , Ns,

Ns+1∑

i=1

Qi = 0,

dQ1

dt
=

1
R1R2C

(
R2C

d
dt

(p1 − pt) + (p1 − pt)− (R1 + R2)Q1

)
,

(2.1.19)
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Figura 2.2: Modelo de parâmetros concentrados de Windkessel.

onde Ns é o número de segmentos que chegam ao terminal. Este sistema de equações
assegura continuidade da pressão e do fluxo entre os segmentos que chegam ao terminal,
incluindo o próprio terminal indicado pelo ı́ndice 1. Segundo os valores atribúıdos aos
elementos do modelo é posśıvel utilizar este tipo de terminal para diferentes funções, como
se descreve a seguir.

i Elemento de bifurcação: Nesta situação deve-se assegurar a continuidade da pressão
e do fluxo entre os segmentos arteriais que chegam ao terminal, isto sem que nada
de fluxo se derive pelo terminal. O número de segmentos arteriais Ns que chegam ao
terminal pode ser arbitrário. Em função disto o valor de Q1 deve ser teoricamente nulo.
Para simular tal situação com o modelo de Windkessel precisa-se escolher valores de
R1 e R2, os dois, ou qualquer um deles, muito grandes juntamente com C = 0. Desta
forma

Q1 ≈ p1 − pt

R1 + R2
≈ 0, (2.1.20)

e, portanto, Q1 é muito pequeno e a situação fica adequadamente representada. Usual-
mente, nestes casos a pressão do terminal é nula, isto é pt = 0. Contudo, pode existir
uma situação na qual deseja-se que haja alguma perda de massa em uma bifurcação,
simulando a existência de algum leito periférico nesse local. Em tal caso, os valores
dos parâmetros do modelo devem representar adequadamente as caracteŕısticas do leito
periférico que está sendo modelado com o terminal. Esta situação é descrita no item
(iii).

ii Elemento terminal para imposição de uma curva de fluxo: Neste caso o objetivo é que o
terminal forneça ao segmento que chega até ele uma curva de fluxo desejada, simulando
a imposição de uma condição de contorno como a vista no Problema 2.2. Assim sendo,
somente um segmento arterial chega ao terminal, ou seja Ns = 1. Entretanto, a
situação poderia ser mais geral se requerido. Suponha então que se deseja impor
uma curva de fluxo Q̄(t). A forma de impô-la é escolhendo valores de R1 e/ou R2

suficientemente grandes juntamente com um valor de pressão do terminal dado por
pt = (R1 + R2)Q̄, e além disso C = 0. A palavra suficientemente deve ser entendida
no seguinte sentido: o sistema arterial pode ser, no caso linearizado, entendido como
um circuito elétrico RLC. Ou seja, possui valores caracteŕısticos de elementos do tipo
resistência (Rs), capacitância (Cs) e indutância (Ls). Assim sendo, colocando valores
de R1 e R2 tais que R1 +R2 À Rs. Por exemplo R1 +R2 = 100Rs resulta que a maior
parte da queda da pressão ocorre nas resistências internas do terminal, e o sistema,
mesmo sendo muito complexo, não influencia no fluxo que sai do terminal, o qual
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resulta aproximadamente

Q1 ≈ p1 − pt

R1 + R2 + Rs
≈ − pt

R1 + R2
= −Q̄, (2.1.21)

onde também tem-se considerado que |p1| ¿ |pt|. Logo, da continuidade do fluxo
resulta

Q2 = −Q1 ≈ pt

R1 + R2
= Q̄, (2.1.22)

e no segmento localizado a partir deste terminal tem-se a curva de fluxo desejada.

iii Elemento terminal como leito periférico: Nesta situação os parâmetros do terminal
devem ser escolhidos para representar adequadamente a região por ele substitúıda.
Isto é, os valores das resistências devem ser tais que o fluxo, o valor médio dele, esteja
de acordo com as distribuições usuais no sistema arterial, enquanto que o capacitor C
deve levar em conta a capacidade de absorção de sangue por parte do leito periférico.
Usualmente nestes casos a pressão do terminal é nula, isto é pt = 0.

Desta forma, utilizando o modelo de Windkessel impõe-se no Problema 2.2 uma
condição de contorno sobre o fluxo na porção 1D do modelo acoplado.

Ao avançar mais neste caṕıtulo ver-se-á que o sistema arterial completo é consi-
derado como um modelo acoplado 3D–1D. Assim, enquanto a maior parte do sistema
é modelada de forma simplificada, determinadas regiões de interesse são consideradas
utilizando modelos mais detalhados. Este tipo de situações representa um claro exemplo
de aplicabilidade do modelo acoplado desenvolvido na Seção 1.5.2, particularizado para o
campo da hemodinâmica na Seção 2.1.3. Neste sistema, a imposição da curva de ejeção
card́ıaca assim como as condições nas bifurcações e os modelos dos leitos periféricos são
representados por modelos de Windkessel convenientemente calibrados. Por isto, se bem
a atenção foi posta sobre a formulação do Problema 2.2, cabe mencionar que os modelos
de Windkessel são recorrentemente utilizados nas situações mencionadas.

2.2 Discretização do problema acoplado

Para realizar uma discretização do Problema 2.2 diversos aspectos importantes da
natureza do problema devem ser levados em conta. Só para mencionar alguns exemplos,
observe que o problema é transiente e não linear, tanto expĺıcita (nas próprias variáveis)
como implicitamente (o domı́nio de integração é desconhecido). Além disso, os fenômenos
são predominantemente convectivos, portanto as aproximações requerem algum trata-
mento adicional. Todos estes aspectos são discutidos a seguir, abordando todas as técnicas
utilizadas na aproximação do Problema 2.2. Por brevidade na apresentação escolheu-se o
caso de comportamento da parede arterial puramente elástico, isto é com k = 0.

Como regra geral representa-se o instante de tempo atual com o ı́ndice n+1, ou seja
tn+1, e o instante de tempo anterior com o ı́ndice n, isto é tn. Para tratar a não linearidade
utiliza-se it como ı́ndice para denotar a iteração anterior, enquanto que a iteração atual não
leva ı́ndice nenhum, evitando sobrecarregar a notação. Logo, uma quantidade denotada
(·)n+1 deve ser considerada no instante de tempo atual e na iteração atual, enquanto que
se for (·)it deve ser considerada no instante de tempo atual, porém na iteração anterior.
Finalmente, (·)n denota diretamente a quantidade no instante de tempo anterior. Para a
discretização temporal emprega-se um esquema θ de implicitude temporal que se denota
como segue (·)n+θ = θ(·)n+1 + (1− θ)(·)n, com 1

2 ≤ θ ≤ 1.
A forma de aproximar o problema espacialmente é por meio da construção de bases

de aproximação de elementos finitos, tanto para a porção 1D quanto para a 3D. Para
exemplificar claramente a forma em que a matriz do sistema de equações final é montada
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considera-se um problema simples como mostrado na Figura 2.3. Neste caso incluiu-se
o terminal Windkessel para impor uma condição de contorno em z = za. A Tabela 2.1
discrimina as diferentes regiões que constituem as discretizações dos domı́nios 1D e 3D.
Convém dizer que dentro dos n3D nós do domı́nio 3D estão inclúıdos os na nós da fronteira
Γa, os nL nós da fronteira ΓL2 e os nD nós da fronteira ΓD2. De forma que a interseção
entre os conjuntos de nós In

a e In
L seja nula, considera-se que os nós que se encontram

sobre a curva ∂Γa pertencem ao grupo denominado In
L, portanto o conjunto In

a contém
somente nós estritamente interiores à superf́ıcie Γa.

Figura 2.3: Problema 3D–1D padrão para mostrar o sistema de equações resultante.

Detalhe Nós Elementos
Conjunto Cardinal Conjunto Cardinal Nós por elemento nne

Terminal In
t nt = 2 Ie

t et = 1 2

Domı́nio 1D In
1D n1D Ie

1D e1D 2

Fronteira Γa In
a na Ie

a ea 4

Fronteira ΓL2 In
L nL Ie

L eL 3

Fronteira ΓD2 In
D nD Ie

D eD 3

Domı́nio 3D In
3D n3D Ie

3D e3D 5

Tabela 2.1: Descrição da discretização do problema acoplado.

2.2.1 Técnicas de aproximação sobre a região 1D

Para aproximar o problema sobre o domı́nio 1D considera-se primeiramente a dis-
cretização temporal segundo um esquema de diferenças finitas de um passo, isto dentro
de um esquema θ de implicitude temporal como comentado anteriormente. Os espaços
usados na construção das bases de elementos finitos são

Mh
Q = Xh,

Mh
A = Xh,

Mh
p1

= Xh,

Xh = {φ ∈ C0([za, zb]); φ|e1D
∈ P1, ∀e1D ∈ Ie

1D},

(2.2.1)

onde P1 é o espaço dos polinômios lineares definidos sobre cada elemento e1D. Cabe
mencionar que a condição de contorno sobre o conjunto MQ é agora introduzida mediante
o terminal Windkessel, e por isto é que desaparece do espaço Mh

Q.
Por outro lado, devido à convecção dominante utiliza-se uma ponderação modificada

do tipo Petrov-Galerkin, onde o upwinding é considerado ao longo das linhas caracteŕısticas
por meio de um parâmetro adequado [73, 155]. Em todos os casos as não linearidades são
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tratadas mediante iterações de Picard. No que segue indica-se o nó esquerdo mediante o
ı́ndice 1 e o direito por meio do ı́ndice 2. Quantidades que são constantes por elemento
indicam-se com e.

Procedendo desta forma obtém-se, a partir das expressões (2.1.17a), (2.1.17b) e
(2.1.17d), e para um elemento genérico e1D de dois nós, o seguinte

[A1D
QQ]itij =

∫

e1D

(
[C−

j ]it[w−i ]it + [C+
j ]it[w+

i ]it
)

dz, (2.2.2)

[A1D
Qp1

]itij = −
∫

e1D

(
∂p1

∂A

∣∣∣∣
it
n

e

)−1 (
[f+

e ]it[C−
j ]it[w−i ]it + [f−e ]it[C+

j ]it[w+
i ]it

)
dz, (2.2.3)

[A1D
p1Q]itij =

∫

e1D

(
[C−

j ]it[z−i ]it + [C+
j ]it[z+

i ]it
)

dz, (2.2.4)

[A1D
p1p1

]itij = −
∫

e1D

(
∂p1

∂A

∣∣∣∣
it
n

e

)−1 (
[f+

e ]it[C−
j ]it[z−i ]it + [f−e ]it[C+

j ]it[z+
i ]it

)
dz, (2.2.5)

onde

[C±
j ]it =

φj

∆t
+ θ[f±e ]it

∂φj

∂z
, (2.2.6)

[w±i ]it = φi +
∆z

2
[f±e ]it

|[f±e ]it|
∂φi

∂z
, (2.2.7)

[z±i ]it = −
(

∂p1

∂A

∣∣∣∣
it
n

e

)−1

[f∓e ]it[w±i ]it, (2.2.8)

[f±e ]it =
1
2

(
[f±1 ]it + [f±2 ]it

)
, (2.2.9)

[f±1 ]it =
Qit

1

Ait
1

±
√

Ait
1

ρ

∂p1

∂A

∣∣∣∣
it

I

, (2.2.10)

[f±2 ]it =
Qit

2

Ait
2

±
√

Ait
2

ρ

∂p1

∂A

∣∣∣∣
it

D

, (2.2.11)

∂p1

∂A

∣∣∣∣
it

I

=
Eeh0I

2R0I

1√
Ait

1 A0I

, (2.2.12)

∂p1

∂A

∣∣∣∣
it

D

=
Eeh0D

2R0D

1√
Ait

2 A0D

, (2.2.13)

∂p1

∂A

∣∣∣∣
it

e

=
1
2

(
∂p1

∂A

∣∣∣∣
it

I

+
∂p1

∂A

∣∣∣∣
it

D

)
, (2.2.14)

∂p1

∂A

∣∣∣∣
n

I

=
Eeh0I

2R0I

1√
An

1A0I

, (2.2.15)

∂p1

∂A

∣∣∣∣
n

D

=
Eeh0D

2R0D

1√
An

2A0D

, (2.2.16)

∂p1

∂A

∣∣∣∣
n

e

=
1
2

(
∂p1

∂A

∣∣∣∣
n

I

+
∂p1

∂A

∣∣∣∣
n

D

)
, (2.2.17)

∂p1

∂A

∣∣∣∣
it
n

e

=
1
2

(
∂p1

∂A

∣∣∣∣
it

e

+
∂p1

∂A

∣∣∣∣
n

e

)
, (2.2.18)



102 Caṕıtulo 2. Modelagem do sistema cardiovascular humano

sendo que os ı́ndices 1 e I denotam o nó da esquerda e os ı́ndices 2 e D o da direita, ∆z é
o comprimento do elemento, e ainda i = 1, 2 e j = 1, 2. Por último, Ee é o valor de E no
elemento em questão. Além disso tem-se

[A1D
Ap1

]11 = 1, (2.2.19)

[A1D
Ap1

]22 = 1, (2.2.20)

[A1D
AA]11 = −∂p1

∂A

∣∣∣∣
it

I

, (2.2.21)

[A1D
AA]22 = −∂p1

∂A

∣∣∣∣
it

D

. (2.2.22)

Da mesma forma, os carregamentos elementares são os seguintes

[f1D
Q ]iti = [g1e]

it
(
[w−i ]it + [w+

i ]it
)

+ b1
−
e [w−i ]it + b1

+
e [w+

i ]it, (2.2.23)

[f1D
p1

]iti = [g1e]
it

(
[z−i ]it + [z+

i ]it
)

+ b1
−
e [z−i ]it + b1

+
e [z+

i ]it, (2.2.24)

[f1D
A ]it1 = −∂p1

∂A

∣∣∣∣
it

I

Ait
1 , (2.2.25)

[f1D
A ]it2 = −∂p1

∂A

∣∣∣∣
D

Ait
2 , (2.2.26)

com

[g1e]
it =

1
2

(
g1

it
I + g1

it
D

)
, (2.2.27)

g1
it
I = f it

vis + fΓ
z Ait

1 , (2.2.28)

g1
it
D = f it

vis + fΓ
z Ait

D, (2.2.29)

f it
vis = −fr

it
e

4

√
Ait

e

π
|(u1z)it

e |(u1z)it
e , (2.2.30)

Ait
e =

1
2

(
Ait

1 + Ait
2

)
, (2.2.31)

Qit
e =

1
2

(
Qit

1 + Qit
2

)
, (2.2.32)

(u1z)it
e =

Qit
e

Ait
e

, (2.2.33)

fr
it
e =

64
Reit

e

, (2.2.34)

Reit
e =

2(u1z)it
e

µ

√
Ait

e

π
, (2.2.35)

b1
±
e =

Qn

∆t
− (1− θ)[f±e ]it

∂Qn

∂z

−
(

∂p1

∂A

∣∣∣∣
it
n

e

)−1

[f∓e ]it
[

pn
1

∆t
− (1− θ)[f±e ]it

∂pn
1

∂z

]
. (2.2.36)

Neste ponto ainda não foram consideradas as condições de acoplamento nem as de con-
torno. Isto é discutido mais na frente.
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2.2.2 Técnicas de aproximação sobre a região 3D

Sobre o domı́nio 3D considera-se uma discretização temporal impĺıcita segundo um
esquema θ. Os espaços usados na construção das bases de elementos finitos para a veloci-
dade e a pressão neste caso devem ser escolhidos cuidadosamente, de forma que o problema
discreto satisfaça a condição inf–sup correspondente à restrição sobre a divergência do
campo de velocidade [28, 50]. Para isto utiliza-se o elemento comumente denominado
mini [4], portanto, os espaços de aproximação são os seguintes

Mh
u2

= ([Yh]3 ⊕Bh) ∩Mu2 ,

Mh
p2

= Yh,

Mh
γY

= [Yh]3 ∩MγY
,

Yh = {φ ∈ C0(Ω2); φ|e3D
∈ P1, ∀e3D ∈ Ie

3D},

(2.2.37)

onde Bh é o espaço de funções vetoriais bolha em R3.
Neste caso novamente é necessário utilizar uma ponderação do tipo Petrov–Galerkin

devido à convecção dominante. Para isto emprega-se a técnica de Streamline Upwind
Petrov–Galerkin, ou simplesmente SUPG [74], com um parâmetro de upwind definido
de forma adequada em função da velocidade relativa que dá a convecção. Em todos os
casos as não linearidades são tratadas com iterações de Picard. No que segue o domı́nio
eit
3D denota, de acordo à notação usada, o elemento genérico e3D considerado na iteração

anterior em função dos deslocamentos com respeito à configuração original de referência.
Por último, o problema é regularizado utilizando o método de compressibilidade artificial
[28], com coeficiente de compressibilidade ε.

Assim sendo, das expressões (2.1.17a), (2.1.17b), (2.1.17c) e (2.1.17e), obtém-se o
seguinte para um elemento genérico e3D de 5 nós

[A3D
[u2]m[u2]n

]itij =
∫

eit
3D

(
ρ

∆t
[φj ]n · [φi]m + θρ(∇[φj ]n)uit

r · [ωit
i ]m

+ θµε([φj ]n) · ε([φi]m)
)

dx, (2.2.38)

[A3D
[u2]mp2

]itij = −
∫

eit
3D

ψj div [φi]m dx, (2.2.39)

[A3D
p2[u2]m

]itij = −
∫

eit
3D

div [φj ]mψi dx, (2.2.40)

[A3D
p2p2

]itij = −ε

∫

eit
3D

ψjψi dx, (2.2.41)

[f3D
[u2]n

]iti =
∫

eit
3D

(
[f ]n · [ωit

i ]n +
ρ

∆t
[un

2 ]n · [φi]n − (1− θ)ρ(∇[un
2 ]n)uit

r · [ωit
i ]n

− (1− θ)µε([un
2 ]n) · ε([φi]n)

)
dx, (2.2.42)

[f3D
p2

]i = 0, (2.2.43)

onde [φi]1 = (φi, 0, 0), [φi]2 = (0, φi, 0) e [φi]3 = (0, 0, φi), com i = 1, . . . , nne, são funções
clássicas de tipo Galerkin junto com a função bolha, quando i = 5, para o campo de
velocidade, ou seja φ ∈ Mh

u2
. Correspondentemente, ψ é a função para interpolar a

pressão, isto é ψ ∈Mh
p2

. Os ı́ndices i, j percorrem os nós do elemento (1 até 5), entretanto
a pressão não possui grau de liberdade no último nó, que é o nó bolha. Os ı́ndices
m,n percorrem a dimensão do problema (1 até 3). Segundo visto, para a arbitrário,



104 Caṕıtulo 2. Modelagem do sistema cardiovascular humano

[a]m denota o vetor em cuja m-ésima posição contém a componente m-ésima do vetor
a, enquanto que os demais elementos são nulos, ou seja se a = (a1, a2, . . . , aq) então
[a]m = (0, 0, . . . , am, 0, . . . , 0). Além disso

ωit
i = φi + τuw(∇φi)u

it
r , (2.2.44)

τuw =
|∆x|

2|vit
uw|

(
1− 1

αit

)
, (2.2.45)

uit
r = [uθ

2]
it −wit

2 , (2.2.46)

vit
uw = uit

2 −wit
2 , (2.2.47)

[uθ
2]

it = θuit
2 + (1− θ)un

2 , (2.2.48)

wit
2 =

γit
Y − γn

Y

∆t
, (2.2.49)

αit =
ρ|vit

uw||∆x|
2µ

, (2.2.50)

onde |∆x| é o tamanho caracteŕıstico do elemento. Passando ao problema relacionado aos
deslocamentos γY, as matrizes para um elemento genérico resultam

[A3D
[γY]m[γY]n

]itij =
∫

eit
3D

∇[ψj ]n · ∇[ψi]m dx, (2.2.51)

[f3D
[γY]m

]i = 0, (2.2.52)

onde [ψi]1 = (ψi, 0, 0), [ψi]2 = (0, ψi, 0) e [ψi]3 = (0, 0, ψi), com i = 1, . . . , nne − 1, e com
ψ ∈ Mh

γY
. Por último, para os nós sobre a fronteira ΓL2 resultam também as seguintes

contribuições provenientes da parte estrutural do problema

[AL
[u2]m[u2]n

]ij =
Eh0

R2
0

[δij ]nm, (2.2.53)

[AL
[u2]mp2

]itij = − 1
∆t

δij [1]m · [nit
2 ]m, (2.2.54)

[AL
[γY]m[γY]n

]ij = [δij ]nm, (2.2.55)

[AL
[γY]mp2

]itij = −δij [1]m · [nit
2 ]m, (2.2.56)

[fL
[u2]n

]iti = − pn
2

∆t
[1]n · [nit

2 ]n, (2.2.57)

[fL
[γY]n

]iti = −p0[1]n · [nit
2 ]n, (2.2.58)

onde δij é a delta de Kronecker, a qual é δij = 1 se i = j e δij = 0 se i 6= j. Além disso,
[δij ]kl é a delta de Kronecker composta, sendo que quando i = j tem-se [δij ]kl = δkl e
[δij ]kl = 0 se i 6= j. Por último [1]m é o vetor caracteŕıstico que possui valor unitário
na componente m-ésima e valor nulo nas outras componentes. Estas equações devem ser
incorporadas de forma não aditiva no sistema de equações, ou seja, não devem contribuir na
montagem de elementos da forma clássica juntamente com os elementos de volume em Ω2,
mas devem governar as equações dos graus de liberdade de velocidade e de deslocamentos
dos nós que estão sobre a fronteira ΓL2. Note que as equações para os graus de liberdade
de pressão dos nós sobre esta fronteira não são alteradas, mas são os elementos que estão
no volume Ω2 os que contribuem nas equações da pressão sobre os nós da fronteira ΓL2.



2.2. Discretização do problema acoplado 105

2.2.3 Fechamento do problema de acoplamento 3D–1D aproximado

Para fechar o problema discreto falta ainda especificar as equações do terminal de
Windkessel assim como as de acoplamento. Começando com o terminal de Windkessel, as
equações que são adicionadas à matriz são as correspondentes a uma discretização de um
passo na variável temporal das equações na (2.1.19), que resultam

[At
QQ]11 = 1, (2.2.59)

[At
QQ]12 = −1, (2.2.60)

[At
p1Q]11 = (R1 + R2) +

R1R2C

∆t
, (2.2.61)

[At
p1p1

]11 = 1 +
R2C

∆t
, (2.2.62)

[At
p1p1

]22 = 1, (2.2.63)

[At
p1p1

]21 = −1, (2.2.64)

[f t
p1

]1 =
R2C

∆t
pn
1 −

R1R2C

∆t
Qn + pt + R2C

dpt

dt
, (2.2.65)

[f t
p1

]2 = 0, (2.2.66)

[f t
Q]1 = 0, (2.2.67)

[f t
Q]2 = 0, (2.2.68)

onde i = 1 corresponde ao primeiro nó indicado na Figura 2.3, enquanto que i = 2
corresponde ao primeiro nó efetivo da porção de domı́nio 1D, e que é o segundo nó do
terminal. Note que este primeiro elemento não possui grau de liberdade de área A, mas
somente de fluxo Q e pressão p1.

Este é, para o caso sob estudo, um único elemento que contribui com uma só matriz
elementar na matriz do sistema. Além do mais, esta matriz deve ir de forma não aditiva
no grau de liberdade de pressão do nó 2 (segundo a numeração do terminal). Isto é, a
equação que este elemento incorpora não deve ir somada como contribuição à matriz do
sistema, mas deve vir a substituir a equação que se montou quando vindo desde a porção
1D. Em outras palavras, na equação de p1 no nó 2 não se deve somar nenhuma contribuição
além da que o elemento terminal introduz. Para mais detalhes sobre este conceito de não
aditividade ver [156].

Por último, devem ser introduzidas as condições de acoplamento. Implementam-se
dois tipos de elementos para tal fim. O primeiro elemento é um elemento de um nó, que
é o último nó na malha do domı́nio 1D, ou seja, aquele nó que jaz sobre a superf́ıcie Γa e
que fora enumerado como n1D +1 na Figura 2.3. Os graus de liberdade dele são os usuais,
isto é Q, p1 e A, porém somente introduz o seguinte termo

[Aa
QQ]11 = 1, (2.2.69)

sendo que este coeficiente deve ser introduzido de forma não aditiva na equação do fluxo
do mencionado nó. Este bloco matricial é em efeito um valor real, ou seja, uma matriz de
1× 1.

Por outro lado, utiliza-se um conjunto de elementos de nne = 4 nós para discretizar
a superf́ıcie Γa, obtendo o conjunto de elementos ea denominado Ie

a, segundo indicado
na Tabela 2.1. Estes elementos são triângulos com um nó adicional que é o primeiro na
matriz elementar. Este primeiro nó é de fato o nó da malha 1D que está sobre Γa, aquele
mesmo cujo grau de liberdade Q foi alterado como acima. Estes elementos de quatro nós
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introduzem a seguinte matriz elementar na matriz do sistema

[Aa
Q[u2]m

]it1j =
∫

eit
a

[φj ]m · n1 dΓ, (2.2.70)

[Aa
[u2]mp1

]iti1 =
∫

eit
a

[φi]m · n1 dΓ, (2.2.71)

onde φi é a função vetorial do nó i, com i = 2, 3, 4, para cada nó do triângulo. A notação
é igual à usada antes. O fato de ter explicitado i = 1 e j = 1 respectivamente é devido a
que o primeiro nó é o da malha unidimensional, e os graus de liberdade envolvidos neste
acoplamento são o fluxo e a pressão.

Para terminar de descrever o problema basta introduzir na matriz do sistema as
condições sobre os graus de liberdade de velocidade u2 para os nós que estão sobre ΓD2.
Isto é feito de forma tradicional, eliminando a equação correspondente, colocando um
valor unitário na diagonal e incorporando o valor da condição no vetor de carregamen-
tos. Finalmente, o sistema de equações é montado de forma clássica, a menos daquelas
equações denominadas não aditivas. Entretanto, para simplificar a apresentação detalha-se
a montagem clássica para depois, a ńıvel das equações do sistema, introduzir de forma não
aditiva as correspondentes equações. Para a porção 1D obtêm-se as seguintes matrizes
após a montagem dos elementos

[A1D
QQ]it =

e1D⋃

e=1

[A1D
QQ]ite ,

[A1D
Qp1

]it =
e1D⋃

e=1

[A1D
Qp1

]ite ,

[A1D
p1Q]it =

e1D⋃

e=1

[A1D
p1Q]ite ,

[A1D
p1p1

]it =
e1D⋃

e=1

[A1D
p1p1

]ite ,

A1D
Ap1

=
e1D⋃

e=1

[A1D
Ap1

]e,

[A1D
AA]it =

e1D⋃

e=1

[A1D
AA]ite ,

[F1D
Q ]it =

e1D⋃

e=1

[f1D
Q ]ite ,

[F1D
p1

]it =
e1D⋃

e=1

[f1D
p1

]ite ,

[F1D
A ]it =

e1D⋃

e=1

[f1D
A ]ite ,

(2.2.72)
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enquanto que para a porção 3D a montagem fornece o seguinte

[A3D
u2u2

]it =
e3D⋃

e=1

[A3D
u2u2

]ite ,

[A3D
u2p2

]it =
e3D⋃

e=1

[A3D
u2p2

]ite ,

[A3D
p2u2

]it =
e3D⋃

e=1

[A3D
p2u2

]ite ,

[A3D
p2p2

]it =
e3D⋃

e=1

[A3D
p2p2

]ite ,

[F3D
u2

]it =
e3D⋃

e=1

[f3D
u2

]ite ,

F3D
p2

= 0.

(2.2.73)

A montagem das equações dos deslocamentos é a seguinte

[A3D
γYγY

]it =
e3D⋃

e=1

[A3D
γYγY

]ite ,

F3D
γY

= 0,

(2.2.74)

enquanto que para a interface de acoplamento tem-se também a seguinte montagem

[Aa
Qu2

]it =
ea⋃

e=1

[Aa
Qu2

]ite ,

[Aa
u2p1

]it =
ea⋃

e=1

[Aa
u2p1

]ite .

(2.2.75)

Por último, sobre a fronteira ΓL2, lembrando que a montagem deve ser realizada de forma
não aditiva, resulta

[AL
u2u2

]it =
eL⋃

e=1

[AL
u2u2

]ite ,

[AL
u2p2

]it =
eL⋃

e=1

[AL
u2p2

]ite ,

[AL
γYγY

]it =
eL⋃

e=1

[AL
γYγY

]ite ,

[AL
γYp2

]it =
eL⋃

e=1

[AL
γYp2

]ite ,

[FL
u2

]it =
eL⋃

e=1

[fL
u2

]ite ,

[FL
γY

]it =
eL⋃

e=1

[fL
γY

]ite .

(2.2.76)

Aqui têm-se substitúıdo os ı́ndices locais a ńıvel de elemento i, j nas matrizes elementares



108 Caṕıtulo 2. Modelagem do sistema cardiovascular humano

pelo ı́ndice de elemento e, e os ı́ndices m,n envolvendo quantidades vetoriais também
foram suprimidos.

Como dito, estas montagens devem ser modificadas introduzindo os blocos matriciais
não aditivos apresentados antes. Isto é feito na hora de explicitar o sistema de equações
completo.

2.2.4 Problema acoplado 3D–1D monoĺıtico

O problema de acoplamento como foi apresentado na seção anterior está totalmente
acoplado, isto é, os valores de p1 e Q na interface Γa são de fato incógnitas do problema
e, portanto, são calculados após resolvido o sistema de equações. A seguir explicita-se a
matriz do sistema em função dos sub-blocos matriciais vistos nas seções anteriores. Isto
é, os nós e graus de liberdade que o mereçam serão discriminados a fim de introduzir
corretamente as equações não aditivas. A partir daqui elimina-se o supeŕındice it para
simplificar a notação. Logo, o problema discreto resulta ser o seguinte:

Problema 2.3 (Problema 3D–1D discreto monoĺıtico). Para cada passo de tempo tn+1,
n = 0, . . . , N , realize as iterações it = 1, 2, . . ., até que um critério de convergência seja
atingido, resolvendo o seguinte sistema de equações lineares

AUn+1 = f, (2.2.77)

onde

Un+1 =




[Qt
1]n+1

[p1
t
1]n+1

[Q1D
2 ]n+1

[p1
1D
2 ]n+1

[A1D
2 ]n+1

[U1D
Q ]n+1

[U1D
p1

]n+1

[U1D
A ]n+1

[Q1D
n1D+1]n+1

[p1
1D
n1D+1]n+1

[A1D
n1D+1]n+1

[Ua
u2

]n+1

[U3D
u2

]n+1

[UL
u2

]n+1

[UD
u2

]n+1

[Ua
p2

]n+1

[U3D
p2

]n+1

[UL
p2

]n+1

[UD
p2

]n+1

[U3D
γY

]n+1

[UL
γY

]n+1




f =




0

[ft
p1

]1

f1D
Q

0

f1D
A

F1D
Q

F1D
p1

F1D
A

0

f1D
p1

f1D
A

F3D
u2

F3D
u2

FL
u2

ŪD
u2

0

0

0

0

0

FL
γY




, (2.2.78)
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(2.2.79)

Os blocos (̃·) utilizam-se para sinalizar a presença de acoplamento entre o grau de liberdade
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em questão e um dos graus de liberdade do conjunto com o qual se está acoplando. Por
exemplo, o grau de liberdade Q1D

2 acopla-se com o conjunto de graus de liberdade U1D
Q

por meio do bloco Ã1D
QQ, através de uma equação imposta pela porção 1D, enquanto que o

acoplamento rećıproco indica-se da mesma forma. Entretanto, observe-se que somente se
acopla com os graus de liberdade do nó que segue na malha, sendo somente um nó de tal
conjunto. O bloco I é a matriz identidade e ŪD

u2
indica a condição de Dirichlet imposta

sobre ΓD2. Finalmente, o bloco Ãa

Qu2
acopla os graus de liberdade de fluxo do último nó

da porção 1D com os nós da superf́ıcie lateral ΓL2 que se encontram sobre a curva ∂Γa e
que de fato fazem parte da superf́ıcie Γa. O bloco Ãa

u2p1
não aparece devido à propriedade

de não aditividade dos graus de liberdade de velocidade dos nós sobre ΓL2, e em particular
daqueles sobre ∂Γa.

A seguir indicam-se as dimensões de cada um dos vetores de incógnitas no sistema
de equações para este caso que se corresponde com o esquema da Figura 2.3, lembrando
que se utiliza o elemento mini que adiciona um nó por elemento no sistema completo

[Qt
1]

n+1 = 1 [Ua
u2

]n+1 = 3na,

[p1
t
1]

n+1 = 1 [U3D
u2

]n+1 = 3(n3D + e3D − na − nL − nD),

[Q1D
2 ]n+1 = 1 [UL

u2
]n+1 = 3nL,

[p1
1D
2 ]n+1 = 1 [UD

u2
]n+1 = 3nD,

[A1D
2 ]n+1 = 1 [Ua

p2
]n+1 = na,

[U1D
Q ]n+1 = n1D − 2 [U3D

p2
]n+1 = n3D − na − nL − nD,

[U1D
p1

]n+1 = n1D − 2 [UL
p2

]n+1 = nL,

[U1D
A ]n+1 = n1D − 2 [UD

p2
]n+1 = nD,

[Q1D
n1D+1]

n+1 = 1 [U3D
γY

]n+1 = 3 (n3D − nL) ,

[p1
1D
n1D+1]

n+1 = 1 [UL
γY

]n+1 = 3nL,

[A1D
n1D+1]

n+1 = 1.

O supeŕındice discrimina qual a parte correspondente a cada conjunto de graus de liberdade
de acordo com a Tabela 2.1.

Observa-se que os blocos que efetivamente realizam o acoplamento entre as porções
1D e 3D são Aa

Qu2
, Ãa

Qu2
e Aa

u2p1
que se encontram ressaltados na matriz A. O sistema

AUn+1 = f visto anteriormente pode ser apresentado, em forma compacta, da seguinte
maneira (

A1D1D A1D3D

A3D1D A3D3D

) (
[U1D]n+1

[U3D]n+1

)
=

(
F1D

F3D

)
, (2.2.80)

onde os ı́ndices denotam graus de liberdade e blocos matriciais correspondentes às porções
1D e 3D, e além disso

A1D3D = Aa
Qu2

+ Ãa

Qu2
,

A3D1D = Aa
u2p1

,
(2.2.81)

onde a soma deve ser entendida de forma a incluir no acoplamento os graus de liberdade de
velocidade que se encontram sobre ∂Γa. O resto dos blocos matriciais pode ser facilmente
identificado da expressão (2.2.79).

Na próxima seção discute-se acerca da possibilidade de desacoplar o sistema de
equações a fim de reduzir o custo computacional.
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2.2.5 Problema acoplado 3D–1D segregado

O problema acoplado envolve, segundo pode ser visto, um alto ńıvel de acoplamento
entre graus de liberdade. Com efeito, o grau de liberdade de fluxo Q do último nó da
malha 1D, o nó n1D + 1, está acoplado com todos os graus de liberdade de velocidade
sobre Γa, que são, ao todo, 3(na + nC) onde nC é o número de nós sobre ∂Γa (ver blocos
Aa

Qu2
e Ãa

Qu2
). Por outro lado, todas as equações de velocidade dos nós sobre Γa (os na

nós interiores) estão acopladas com o grau de liberdade de pressão p1 do mesmo último
nó da malha 1D (ver bloco Aa

u2p1
).

Pensando agora na resolução do sistema de equações, e devido ao fato de estar
trabalhando em domı́nios 3D, o tamanho da matriz A pode rapidamente crescer, fazendo
com que a utilização de resolvedores diretos não seja viável. Dado que os resolvedores a
utilizar são de caráter iterativo, o alto grau de acoplamento pode trazer, e de fato traz,
complicações na hora do precondicionamento e da resolução do sistema (2.2.77). Por esta
causa, resulta indispensável encontrar uma forma de desacoplar as equações, resolvendo de
forma iterativa um problema sobre o domı́nio 1D e outro sobre o domı́nio 3D. Um simples
esquema de desacoplamento das equações baseado em um método de Gauss-Seidel (pelo
fato de utilizar nas equações seguintes todas as incógnitas atualizadas dispońıveis até esse
momento) poderia ser o seguinte:

Problema 2.4 (Problema 3D–1D discreto segregado). Para cada passo de tempo tn+1,
n = 0, . . . , N , realize as iterações it = 1, 2, . . ., it1D = 1, 2, . . ., e it3D = 1, 2, . . ., até
que os correspondentes critérios de convergência sejam atingidos, resolvendo os seguintes
sistemas de equações lineares

Ait1D
1D1D[U1D]n+1 = [F̃ it1D

1D ]it,

Ait3D
3D3D[U3D]n+1 = [F̃ it3D

3D ]n+1,
(2.2.82)

onde

[F̃ it1D

1D ]it = F it1D
1D −Ait1D

1D3D[U3D]it,

[F̃ it3D

3D ]n+1 = F it3D
3D −Ait3D

3D1D[U1D]n+1,
(2.2.83)

onde é posśıvel avaliar [U1D]n+1 do fato de ter resolvido primeiramente o problema sobre
a porção 1D. O ı́ndice it foi explicitado para salientar as iterações realizadas entre os
problemas 1D e 3D.

Em palavras, resolve-se o sub-problema 1D iterando com it1D, e considerando que no
segundo membro há uma contribuição do sub-problema 3D, uma vez convergido passa-se
a resolver o sub-problema 3D iterando com it3D. Ao convergir volta-se ao sub-problema
1D e assim itera-se sucessivamente entre sub-sistemas, segundo o ı́ndice it, até alcançar a
convergência global de todos os graus de liberdade. Observe que nada impede inverter a
ordem de resolução, começando pelo problema 3D. Nos casos que foram testados utilizando
este esquema de desacoplamento foi necessário introduzir um parâmetro de sub-relaxação
ω entre as iterações it dos modelos 3D e 1D. Na Seção 2.3.9 apresenta-se um estudo sobre
este aspecto.

2.3 Resultados numéricos

Nesta seção apresentam-se os resultados numéricos relacionados com o acoplamento
de modelos 3D–1D de acordo com as técnicas de aproximação consideradas na seção an-
terior. Em primeiro lugar analisam-se diversos casos de interesse puramente acadêmico a
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fim de estudar e entender as caracteŕısticas do prinćıpio variacional que governa o modelo
acoplado 3D–1D. Depois, passa-se a analisar casos onde o modelo acoplado 3D–1D é
utilizado na modelagem do sistema cardiovascular humano. Avançando mais um pouco
mostram-se situações de interesse prático, onde as aplicações concretas estão apoiadas
sobre as possibilidades que os modelos acoplados 3D–1D fornecem. Com efeito, alguns
dos estudos a serem apresentados não poderiam ser realizados modelando o problema de
forma clássica, entendendo por clássica àquela modelagem na qual um modelo, neste caso
3D, é suprido com condições de contorno obtidas de estimações e/ou medições. Suponha
por exemplo o caso de aplicação que será visto na Seção 2.3.4. Ali, devido à presença de
uma estenose espera-se que as condições às quais está sujeita a região 3D sejam alteradas
(não se fala de condições de contorno devido a que as mesmas são, em tal caso, condições
de acoplamento, e são incógnitas do problema). Esta perturbação das curvas de fluxo
e pressão à qual está sujeito o domı́nio 3D espera ser capturada pelo modelo acoplado
3D–1D devido a que o mesmo está constrúıdo de forma a representar a interação do
sistema como uma única unidade. Esta sensibilidade do sistema ao que ocorre no modelo
3D nunca poderia ser captada por um modelo 3D com condições de contorno conhecidas,
justamente porque tais condições de contorno, que são dadas, forçariam o escoamento
dentro do domı́nio 3D. Analogamente, o modelo acoplado 3D–1D, e aqui está a maior
vantagem deste modelo, permitiria quantificar qualquer outro tipo de sensibilidade do que
ocorre a ńıvel do escoamento na região 3D frente a alterações que acontecem a ńıvel da
árvore arterial completo.

Em todos os casos apresentados nesta seção o sistema de equações foi resolvido
utilizando um resolvedor iterativo CGS com precondicionamento LU incompleto [140].

2.3.1 Casos de teste

Esta bateria de testes está baseada na resolução de um problema padrão onde o
fluido escoa ao longo de um tubo que é modelado como sendo 1D nas partes inicial e final
e como 3D na parte central. Nas Figuras 2.4 e 2.5 mostram-se os casos a serem resolvidos.
A parede do tubo é considerada puramente elástica em todos os casos. Como condição de
contorno impõe-se uma curva de pressão na entrada do domı́nio. A caracteŕıstica particular
da onda de pressão imposta é o comprimento de onda, que se considera da ordem do raio
do tubo. Assim sendo, a condição de contorno faz com que ondas de fluxo e pressão se
propaguem através do tubo, atravessando as duas fronteiras de acoplamento.

Figura 2.4: Domı́nio ciĺındrico formado por regiões 3D e 1D.

As propriedades comuns a todos os casos são as seguintes ρ = 1 g/cm3, µ = 0.4 poise,
p0 = 0, E = 20 · 106 dyn/cm2, k = 0 e h/R = 0.1, e que são comuns às porções 3D e 1D
de forma a ter um tubo homogêneo. O comprimento total do domı́nio é LT = 25 cm, o
raio do tubo R e o comprimento L3D são dados em cada caso. A onda de pressão imposta
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Figura 2.5: Domı́nio formado por uma região cônica 3D e duas ciĺındricas 1D.

é da forma

p =





pmax sin2

(
πt

tF

)
se 0 ≤ t < tF ,

0 se t ≥ tF ,
(2.3.1)

e possui um valor máximo pmax = 10000 dyn/cm2, o tempo tF que define o comprimento
de onda é dado em cada caso. A discretização temporal foi realizada em todos os casos
com um passo de tempo ∆t = 2.5 · 10−5 sec.

2.3.1.1 Caso A

Este caso corresponde ao esquema da Figura 2.4. O modelo 3D possui comprimento
L3D = 5 cm, raio R = 0.5 cm, e a condição de contorno de pressão foi definida para
tF = 0.005 sec. A discretização espacial resultou em aproximadamente 41100 nós e 283400
graus de liberdade.

A seqüência da Figura 2.6 mostra a onda de pressão (o correspondente valor médio
dentro do domı́nio 3D) atravessando o domı́nio 1D–3D–1D. Pode-se observar que surgem
reflexões espúrias viajando em direção oposta ao atravessar ambas as fronteiras de acopla-
mento. A amplitude da reflexão é da ordem de 2.1% do valor máximo de pressão.

Na Figura 2.7 a manipulação da escala de cores permite apreciar a onda de pressão
atravessando todo o domı́nio juntamente com as reflexões espúrias surgindo nas interfaces
de acoplamento.

Para analisar a natureza das ondas espúrias foi feita, posteriormente, uma análise
adimensional. No entanto, é posśıvel obter algumas informações a partir de um caso
similar como o que se apresenta a seguir.

Agora suponha que o comprimento de onda reduziu-se à metade, ou seja tF =
0.0025 sec. Neste caso a seqüência da Figura 2.8 põe em evidência novamente as reflexões
espúrias que surgem quando a onda de pressão, que viaja ao longo do tubo, atravessa as
fronteiras de acoplamento.

Neste caso, as reflexões possuem um comprimento de onda comparável ao da onda
de pressão imposta, pelo que se conclui que as reflexões herdam, como esperado, as
caracteŕısticas da onda incidente.

2.3.1.2 Caso B

Este caso corresponde também ao esquema da Figura 2.4. Os dados são idênticos aos
da primeira parte do caso anterior, isto é, o comprimento do domı́nio 3D é L3D = 5 cm,
com raio R = 0.5 cm, e a condição de contorno de pressão é definida com tF = 0.005 sec. O
detalhe interessante deste caso é que se simula a ausência de viscosidade no problema. Isto
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Figura 2.6: Resultados para o modelo acoplado 3D–1D.

Figura 2.7: Onda de pressão atravessando o domı́nio 1D–3D–1D.

é realizado eliminando os termos viscosos nas equações sobre o domı́nio 1D e colocando a
condição de deslizamento sobre a parede na região 3D. A discretização espacial é idêntica
ao caso anterior.

Na seqüência da Figura 2.9 mostra-se a onda de pressão (o correspondente valor
médio dentro do domı́nio 3D) atravessando o domı́nio 1D–3D–1D.

A Figura 2.10 evidencia a notória redução das reflexões espúrias com respeito à
Figura 2.7. Apesar de ter reduzido o fenômeno, tais reflexões não foram completamente
eliminadas, inclusive pelo fato de que o caso em estudo é somente uma forma artificial de
simular ausência de viscosidade no domı́nio 3D.

Portanto, pode-se concluir que os fenômenos viscosos também estão associados ao
aparecimento de reflexões espúrias nas interfaces de acoplamento entre os modelos. A
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Figura 2.8: Resultados para o modelo acoplado 3D–1D. Comprimento de onda reduzido.
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Figura 2.9: Resultados para o modelo acoplado 3D–1D simulando a ausência de viscosidade.
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Figura 2.10: Onda de pressão atravessando o domı́nio 1D–3D–1D.

questão agora é estudar se existem outras condições sob as quais estas reflexões de caráter
numérico sejam despreźıveis. Uma discussão sobre este tema é apresentada na Seção 2.3.2.

2.3.1.3 Caso C

O esquema para este exemplo é também o dado na Figura 2.4. Entretanto, aqui o
modelo 3D possui comprimento L3D = 1 cm, raio R = 0.5 cm, e a condição de contorno
de pressão define-se com tF = 0.005 sec. A discretização espacial resultou em aproximada-
mente 10700 nós e 71300 graus de liberdade.

A seqüência da Figura 2.11 mostra a onda de pressão (o correspondente valor médio
dentro do domı́nio 3D) atravessando o domı́nio 1D–3D–1D. As reflexões que ocorrem
nesta situação estão superpostas devido ao curto trecho percorrido pela onda de pressão
na região 3D.

Da mesma forma que antes, a Figura 2.12 mostra as já mencionadas reflexões que,
neste caso, estão quase superpostas como já explicado.

2.3.1.4 Caso D

Neste caso, o esquema é o dado na Figura 2.5 com uma região cônica 3D. O modelo
3D possui comprimento L3D = 5 cm, raio de entrada Re = 0.35 cm, raio de sáıda Rs =
0.7 cm, e a condição de contorno de pressão define-se com tF = 0.005 sec. A discretização
espacial resultou em aproximadamente 67900 nós e 472900 graus de liberdade.

Na seqüência de imagens da coluna esquerda na Figura 2.13 mostra-se a onda de
pressão atravessando o domı́nio 1D–3D–1D.

Aqui, as reflexões de natureza numérica encontram-se superpostas com a reflexão
distribúıda de natureza f́ısica devido à expansão do domı́nio. No entanto, as mesmas
ficam em evidência ao comparar a solução com a correspondente à obtida com um modelo
puramente 1D, como mostra a seqüência de imagens da coluna direita na Figura 2.13.

2.3.2 Estudo sobre as reflexões espúrias

Como se viu, as reflexões espúrias ocorrem, em parte, devido a fenômenos viscosos.
No entanto, pode ocorrer que haja outras condições para as quais tais reflexões possam ser
desconsideradas. Para começar com o estudo desta resposta não f́ısica do modelo observe
que ao longo da derivação do modelo 1D algumas hipóteses a respeito dos termos viscosos
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Figura 2.11: Resultados para o modelo acoplado 3D–1D. Domı́nio 3D reduzido.

Figura 2.12: Onda de pressão atravessando o domı́nio 1D–3D–1D.

foram admitidas (veja a lei constitutiva (2.1.4)). Os termos relacionados com o gradiente
da velocidade na direção do escoamento foram desconsiderados. Portanto, a análise vai se
focar no estudo da condição de acoplamento que resulta como equação de Euler–Lagrange
do Problema 2.2. A mesma é repetida aqui por conveniência

− p1n1 = (−p2I + 2µε(u2))n1. (2.3.2)

O objetivo desta seção é analisar sob que condições é satisfeita a condição de continuidade
de pressão entre as regiões 1D e 3D. Para isto realiza-se a adimensionalização da expressão
(2.3.2). Como valor de referência para a pressão utiliza-se o dobro da energia cinética
ρU2, onde U é uma velocidade representativa, e além disso toma-se o comprimento de
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Figura 2.13: Resultados para os modelos acoplado 3D–1D (esquerda) e puro 1D (direita).
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onda λ como representativo para medir a importância dos gradientes na direção axial,
enquanto que se toma o diâmetro D para medir o gradiente na direção transversal. Logo,
a correspondente forma adimensional da (2.3.2) pode escrever-se como segue




−p∗1 = −p∗2 +

1
Re

D

λ
ε∗(u∗2)n1 · n1,

0 =
1

Re
ε∗(u∗2)n1 · t1,

(2.3.3)

onde (·)∗ denota que a quantidade é adimensional, D é o diâmetro do tubo e Re = ρUD
µ

é o número de Reynolds. Vê-se então que a continuidade da pressão está governada pelo
valor do número adimensional 1

Re
D
λ , o que indica que se estará próximo de tal condição ou

bem quando o número de Reynolds seja elevado, ou bem quando o comprimento de onda
seja várias vezes maior do que o diâmetro do tubo. Esta segunda condição não é satisfeita
nos casos vistos acima, enquanto que para o caso onde se simula a ausência de viscosidade
a continuidade da pressão fica teoricamente assegurada. O mesmo comentário vale para
a segunda expressão (2.3.3) que estabelece que a continuidade das derivadas tangenciais
está associada ao número adimensional 1

Re .
Agora, este tipo de fenômeno pode ser analisado previamente quando o modelo

acoplado 3D–1D é aplicado na modelagem do sistema cardiovascular. Aqui, o número
de Reynolds está na faixa de 100 a 2000, e o comprimento de onda é da ordem de 100
a 1000 vezes o valor do diâmetro das artérias. Logo, espera-se que as reflexões espúrias
sejam totalmente despreźıveis. Entretanto cabe aclarar que outros fenômenos envolvidos
deveriam ser inclúıdos na análise, como por exemplo a descontinuidade das tensões de
corte. Assim, esta classe de análise deve ser considerada como um ponto de partida para
um futuro trabalho de pesquisa na área.

2.3.3 Aplicação do modelo 3D–1D no sistema arterial

Nesta primeira parte apresenta-se o modelo simplificado do sistema arterial com
o qual se realizaram as simulações nas seções seguintes. A construção de um sistema
arterial não resulta, em absoluto, uma tarefa simples. De fato, são poucos os autores que
fornecem de forma completa modelos do sistema arterial [6, 146], ou inclusive uma forma
de se obter a impedância caracteŕıstica do mesmo [126]. No presente trabalho utiliza-se o
modelo proposto por Avolio [6], no qual o sistema arterial é descrito por 128 segmentos
representando as principais artérias do corpo humano. Os leitos periféricos, assim como
as bifurcações, são modelados mediante os terminais de Windkessel (ver Seção 2.1.4). Os
valores atribúıdos aos parâmetros que definem os modelos de Windkessel, na função de
leito periférico, foram obtidos seguindo os seguintes critérios

i. os valores da resistência Re e da capacitância Ce equivalentes do terminal (como
circuito em série) são obtidos segundo critérios dados em [146];

ii. o valor da soma R1 + R2 é calculada, se necessário, afetando por uma constante
à resistência Re de forma que a distribuição do sangue no corpo humano esteja de
acordo com os dados de [123];

iii. considera-se que R1 = 0.2Re, critério adotado em [146];

iv. o valor de C calcula-se em função dos valores de R1, R2 e Ce, tal que o circuito de
Windkessel dê como resultado um terminal equivalente ao circuito em série obtido no
item (i).

A informação da topologia mostrada na Figura 2.14 complementa-se com os valores
das caracteŕısticas geométricas e propriedades mecânicas dos segmentos arteriais como
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Figura 2.14: Topologia do sistema arterial constitúıdo por 128 segmentos.

mostram as Tabelas 2.2 e 2.3. A numeração mostrada está de acordo com [6]. Além disso,
a Tabela 2.4 apresenta os valores dos parâmetros que definem cada um dos terminais
Windkessel utilizados para modelar os leitos periféricos.

Para definir a propriedade viscoelástica da parede introduz-se o ângulo de viscoelas-
ticidade φ como sendo

tanφ =
ωk

E
, (2.3.4)

onde ω = 2π
T , sendo T um tempo caracteŕıstico, que neste caso é o peŕıodo do batimento

card́ıaco. Ao longo deste caṕıtulo utilizou-se φ = 5◦.
Como condição de contorno impõe-se a curva de fluxo que é dada na Figura 2.15,

e foi obtida de [145]. A mesma corresponde a um peŕıodo card́ıaco de T = 0.8 sec e
um fluxo médio de Q = 5 lt/min. O fluido é considerado Newtoniano com viscosidade
µ = 0.04 poise e massa espećıfica ρ = 1.04 g/cm3. A discretização espacial do sistema
arterial é realizada com 1210 nós, incluindo os nós dos terminais Windkessel, o que resulta
em 1324 elementos, enquanto que a discretização temporal leva-se a cabo com um passo
de tempo ∆t = 1.25 · 10−3 sec.
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Figura 2.15: Ejeção card́ıaca utilizada como condição de contorno.
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Segmento Nome Comprimento [cm] R[cm] h[cm] E[dyn/cm2]

1 Ascending aorta 4.0 1.45 0.163 4000000
2 Aortic arch 2.0 1.12 0.132 4000000
5 Aortic arch 3.9 1.07 0.127 4000000
11 Thoracic aorta 5.2 1.00 0.120 4000000
21 Thoracic aorta 5.2 0.95 0.116 4000000
34 Thoracic aorta 5.2 0.95 0.116 4000000
50 Abdominal aorta 5.3 0.87 0.108 4000000
65 Abdominal aorta 5.3 0.57 0.080 4000000
75 Abdominal aorta 5.3 0.57 0.080 4000000
49 Coeliac artery 1.0 0.39 0.064 4000000
61 Gastric artery 7.1 0.18 0.045 4000000
62 Splenic artery 6.3 0.28 0.054 4000000
63 Hepatic artery 6.6 0.22 0.049 4000000
64 Renal artery 3.2 0.26 0.053 4000000
66 Superior mesenteric 5.9 0.43 0.069 4000000
67 Gastric artery 3.2 0.26 0.053 4000000
83 Inferior mesenteric 5.0 0.16 0.043 4000000
4 L. common carotid 8.9 0.37 0.063 4000000
10 L. common carotid 8.9 0.37 0.063 4000000
20 L. common carotid 3.1 0.37 0.063 4000000
12 R. common carotid 8.9 0.37 0.063 4000000
22 R. common carotid 8.9 0.37 0.063 4000000
3 L. subclavian artery 3.4 0.42 0.067 4000000
6 Brachiocephalic artery 3.4 0.62 0.086 4000000

82,84 Common iliac 5.8 0.52 0.076 4000000
89,92 External iliac 8.3 0.29 0.055 4000000
90,91 Internal iliac 5.0 0.20 0.040 16000000
98,99 External iliac 6.1 0.27 0.053 4000000

104,107 Femoral artery 12.7 0.24 0.050 8000000
105,106 Profundis artery 12.6 0.23 0.049 16000000
109,110 Femoral artery 12.7 0.24 0.050 8000000
111,112 Popliteal artery 9.4 0.20 0.047 8000000
113,114 Popliteal artery 9.4 0.20 0.050 4000000
115,118 Anterior tibial artery 2.5 0.13 0.039 16000000
119,124 Anterior tibial artery 15.0 0.10 0.020 16000000
125,128 Anterior tibial artery 15.0 0.10 0.020 16000000
116,117 Posterior tibial artery 16.1 0.18 0.045 16000000
121,122 Posterior tibial artery 16.1 0.18 0.045 16000000
120,123 Peroneal artery 15.9 0.13 0.039 16000000
126,127 Peroneal artery 15.9 0.13 0.019 16000000

Tabela 2.2: Parâmetros geométricos e mecânicos dos segmentos arteriais.

Em todos os exemplos comparam-se as soluções dadas pelo modelo acoplado 3D–1D
e por um modelo puramente 1D do sistema arterial. Tais comparações compreendem as
curvas de pressão e fluxo na entrada e na sáıda do domı́nio 3D, sobre as fronteiras de
acoplamento denominadas ΓaP (fronteira proximal) e ΓaD (fronteira distal). O objetivo
dos dois casos analisados a seguir é ver como o modelo acoplado reproduz as curvas de
pressão e fluxo do modelo puramente 1D. Em outras palavras, deseja-se ver se a inclusão
do modelo 3D altera ou não de forma artificial o sistema, já que nestes casos o segmento
3D que se inclui pretende ser idêntico ao segmento 1D que é substitúıdo.

2.3.3.1 Simulação do escoamento na artéria aorta abdominal

Neste exemplo um segmento 3D vem a substituir uma parte da artéria aorta ab-
dominal no sistema arterial da Figura 2.14, como se vê na Figura 2.16. Neste exemplo
têm-se duas fronteiras de acoplamento, o comprimento do segmento 3D é L3D = 5.7 cm,
o raio é R = 0.57 cm e a espessura é h = 0.08 cm. As propriedades mecânicas da parede
são E = 4.0 · 106 dyn/cm2 e k = 4.44 · 104 dyn sec/cm2. A pressão de referência é
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Segmento Nome Comprimento [cm] R[cm] h[cm] E[dyn/cm2]

31,37 Internal carotid 5.9 0.18 0.045 8000000
32,36 External carotid 11.8 0.15 0.042 8000000
33,35 Superior thyroid artery 4.0 0.07 0.020 8000000
43,56 Lingual artery 3.0 0.10 0.030 8000000
44,55 Internal carotid 5.9 0.13 0.039 8000000
45,54 Facial artery 4.0 0.10 0.030 16000000
46,53 Middle cerebral 3.0 0.06 0.020 16000000
47,52 Cerebral artery 5.9 0.08 0.026 16000000
48,51 Opthalmic artery 3.0 0.07 0.020 16000000
60,68 Internal carotid 5.9 0.08 0.026 16000000
73,77 Superficial temporal 4.0 0.06 0.020 16000000
74,76 Maxilliary artery 5.0 0.07 0.020 16000000
7,15 Internal mammary 15.0 0.10 0.030 8000000
8,14 Subclavian artery 6.8 0.40 0.066 4000000
9,13 Vertebral artery 14.8 0.19 0.045 8000000
16,26 Costo-cervical artery 5.0 0.10 0.030 8000000
17,25 Axilliary artery 6.1 0.36 0.062 4000000
18,24 Suprascapular 10.0 0.20 0.052 8000000
19,23 Thyrocervical 5.0 0.10 0.030 8000000
27,41 Thoraco-acromial 3.0 0.15 0.035 16000000
28,40 Axilliary artery 5.6 0.31 0.057 4000000
29,39 Circumflex scapular 5.0 0.10 0.030 16000000
30,38 Subscapular 8.0 0.15 0.035 16000000
42,57 Brachial artery 6.3 0.28 0.055 4000000
58,70 Profunda brachi 15.0 0.15 0.035 8000000
59,69 Brachial artery 6.3 0.26 0.053 4000000
71,79 Brachial artery 6.3 0.25 0.052 4000000
72,78 Superior ulnar collateral 5.0 0.07 0.020 16000000
80,86 Inferior ulnar collateral 5.0 0.06 0.020 16000000
81,85 Brachial artery 4.6 0.24 0.050 4000000
87,94 Ulnar artery 6.7 0.21 0.049 8000000
88,93 Radial artery 11.7 0.16 0.043 8000000
95,102 Ulnar artery 8.5 0.19 0.046 8000000
96,101 Interossea artery 7.9 0.09 0.028 16000000
97,100 Radial artery 11.7 0.16 0.043 8000000
103,108 Ulnar artery 8.5 0.19 0.046 8000000

Tabela 2.3: Parâmetros geométricos e mecânicos dos segmentos arteriais.

Terminal R1 R2 Ch
dyn sec

cm2 ml

i h
ml cm2

dyn

i

125,128 57464 229857 7.859E-07
126,127 29067 116268 1.5537E-06
121,122 19829 79317 2.2775E-06
105,106 11211 44846 4.0281E-06
90,91 14366 57464 3.1436E-06
83 29257 117030 1.5436E-06
64 3192 12770 1.4146E-05
66 3130 12520 1.4428E-05
67 3192 12770 1.4146E-05
61 22296 89184 2.0255E-06
62 8093 32372 5.5803E-06
63 6385 25539 7.0732E-06

9,15 24617 98468 1.8345E-06
7,13 100017 400067 4.5153E-07
19,23 100017 400067 4.5153E-07
18,24 23278 93111 1.9401E-06
16,26 100017 400067 4.5153E-07

Terminal R1 R2 Ch
dyn sec

cm2 ml

i h
ml cm2

dyn

i

30,38 55441 221765 8.1457E-07
29,39 141445 565780 3.1928E-07
27,41 55441 221765 8.1457E-07
58,70 39203 156812 1.152E-06
72,78 281707 1126827 1.6031E-07
80,86 414156 1656625 1.0904E-07
97,100 36978 147913 1.2213E-06
96,101 177828 711312 2.5396E-07
103,108 24889 99556 1.8145E-06
33,35 39034 156136 1.157E-06
48,51 55202 220810 8.1809E-07
47,52 45076 180306 1.0019E-06
46,53 81157 324627 5.5646E-07
43,56 19599 78396 2.3042E-06
45,54 27717 110869 1.6293E-06
74,76 55202 220810 8.1809E-07
73,77 81157 324627 5.5646E-07

Tabela 2.4: Caracterização dos terminais de Windkessel.
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p0 = 1.0 · 105 dyn/cm2. Assim sendo, o segmento 3D possui exatamente as mesmas
propriedades que o segmento 1D que está sendo substitúıdo.

Figura 2.16: Sistema arterial 3D–1D. Acoplamento na artéria aorta abdominal.

A discretização espacial tem aproximadamente 41300 nós e 285200 graus de liber-
dade, enquanto que a discretização temporal realizou-se com um passo de tempo ∆t =
1.25 · 10−3 sec, resultando em 640 passos de tempo.

A Figura 2.17 mostra as curvas de pressão e fluxo nas fronteiras de acoplamento ΓaP

e ΓaD. Observa-se que o modelo acoplado consegue reproduzir adequadamente as curvas
obtidas com o modelo 1D puro.
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(b) Fronteira distal ΓaD.

Figura 2.17: Curvas de pressão e fluxo nas interfaces de acoplamento proximal e distal.

2.3.3.2 Simulação do escoamento na artéria iĺıaca

Neste outro exemplo, um segmento 3D substitui uma parte da artéria iĺıaca no
sistema arterial da Figura 2.14, como se vê na Figura 2.18. Novamente, neste exemplo
têm-se duas fronteiras de acoplamento, o comprimento do segmento 3D é L3D = 1.74 cm,
o raio é R = 0.29 cm e a espessura é h = 0.055 cm. As propriedades mecânicas da
parede são E = 4.0 · 106 dyn/cm2 e k = 4.44 · 104 dyn sec/cm2. A pressão de referência é
p0 = 1.0 · 105 dyn/cm2. Assim sendo, consegue-se que o segmento 3D possua as mesmas
propriedades que o segmento 1D que está sendo substitúıdo.

A discretização espacial tem aproximadamente 27800 nós e 190800 graus de liber-
dade, enquanto que a discretização temporal realizou-se novamente com um passo de
tempo ∆t = 1.25 · 10−3 sec, resultando em 640 passos de tempo.

A Figura 2.19 mostra as curvas de pressão e fluxo nas fronteiras de acoplamento
ΓaP e ΓaD. Observa-se que o modelo acoplado consegue reproduzir de forma aceitável as
curvas obtidas com o modelo 1D puro.
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Figura 2.18: Sistema arterial 3D–1D. Acoplamento na artéria iĺıaca.
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Figura 2.19: Curvas de pressão e fluxo nas interfaces de acoplamento proximal e distal.

2.3.4 Sensibilidade do pulso card́ıaco à presença de uma estenose

O estudo da influência de uma estenose sobre o escoamento do sangue em uma dada
região do sistema cardiovascular é de relevante importância a fim de quantificar, através de
fatores fluidodinâmicos, o risco de desenvolver patologias, como por exemplo, a deposição
de placas de ateroma, causando a constrição da artéria com o posśıvel conseqüente colapso
da mesma [29, 47, 146]. Diversos trabalhos na área têm dirigido a atenção ao próprio
escoamento em condições normais que ocorre em um distrito do sistema arterial, como
a bifurcação da artéria carótida [1, 14, 15, 25, 48, 87, 131, 138]. Nas referências citadas
enfatiza-se o fato deste local possuir caracteŕısticas geométricas que favorecem a deposição
de placas de ateroma. Com efeito, o aumento do tamanho da artéria carótida interna logo
após a bifurcação constitui uma região de alta recirculação do sangue, e em conseqüência
de alto tempo de permanência das part́ıculas.

Dado que o sistema arterial possui caracteŕısticas, em certos casos, predominante-
mente hiperbólicas, quando o escoamento encontra um evento tal como uma estenose a
informação desta é propagada em ambas as direções. Isto faz com que não seja posśıvel
utilizar condições de contorno obtidas (por exemplo, por medição) em condições normais
para o caso onde se introduziu uma estenose. Por esta causa, não há ainda trabalhos
desenvolvidos nesta área que tenham realizado simulações a fim de analisar e quantificar
as variações que ocorrem no sistema cardiovascular quando se assume a existência de uma
estenose no sino da bifurcação carótida. Por isto, recorre-se à utilização de modelos acopla-
dos a fim de levar em conta a interação dinâmica entre domı́nios 1D e 3D, permitindo que
o que originalmente eram consideradas condições de contorno do modelo 3D agora sejam
condições de acoplamento com capacidade de adaptar-se convenientemente às condições
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presentes a ambos os lados das fronteiras de acoplamento. Em outras palavras, a técnica
para realizar a modelagem deve-se apoiar nas idéias apresentadas no Caṕıtulo 1, junto
com as considerações adicionais introduzidas nas Seções 2.1 e 2.2 do presente caṕıtulo.

Assim sendo, o objetivo desta seção é apresentar alguns resultados mostrando a
sensibilidade das curvas de pressão e fluxo quando uma estenose é introduzida no distrito
3D, ou mesmo quando a forma da estenose muda. Para isto utiliza-se a topologia do
sistema arterial da Seção 2.3.3 com a parte do domı́nio correspondente à bifurcação da
artéria carótida considerada 3D como mostrado na Figura 2.20.

Figura 2.20: Sistema arterial 3D–1D. Sensibilidade à presença de uma estenose.

A geometria 3D utilizada está baseada em um caso padrão, onde as dimensões foram
obtidas como médias sobre um conjunto de pacientes [14, 15]. A descrição da geometria é
mostrada na Figura 2.21, com dimensões dadas na Tabela 2.5.

Figura 2.21: Geometria padrão da bifurcação na artéria carótida.

Seção SS1 SS2 SS3 SS4 SS5 SS6 SS7

Diâmetro [cm] 0.77182 0.8214 0.8214 0.76368 0.6364 0.5254 0.5254

Seção CC1 CC2 EC1 EC2 EC3 EC4
Diâmetro [cm] 0.74 0.74 0.51356 0.42032 0.42032 0.42032

Tabela 2.5: Dimensões da geometria padrão da Figura 2.21.

Os casos a serem estudados são dois, um deles é a sensibilidade ao aumento do
tamanho de uma estenose simulada de forma artificial por meio da redução progressiva da
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seção do sino da carótida, e o outro é a sensibilidade à forma que a estenose tem, mantendo
a percentagem de redução da área. As alterações das geometrias estão definidas nas
Figuras 2.22(a) e 2.22(b), e com dimensões dadas nas Tabelas 2.6 e 2.7. A percentagem da
estenose está medida em função da percentagem de redução da seção SS3 (ver Figura 2.21).
A variação das medidas S1 e S2 na Figura 2.22(a) permite estudar a sensibilidade à
gravidade da estenose. Por outro lado, pondo consistentemente as medidas atinge-se uma
situação de igual severidade, porém com uma morfologia da estenose diferente. Assim,
tem-se uma forma de estenose circular como mostra a Figura 2.22(a), ou uma forma
ovalada segundo a 2.22(b), ambas com uma percentagem de estenose de 80%.

(a) Estenose de forma circular. (b) Estenose de forma oval.

Figura 2.22: Simulação de uma estenose na bifurcação da artéria carótida.

Descrição Estenose de 80% Estenose de 95%
S1 S2 S1 S2

Medida [cm] 2 2.20535 1.5 1.835

Tabela 2.6: Dimensões da estenose circular de acordo com a Figura 2.22(a).

Descrição Estenose de 80%
C1X C1Y C2X C2Y R1 R2

Medida [cm] 1.711571 1.785855 3.35534 0.375378 1.00555 3.11198

Tabela 2.7: Dimensões da estenose ovalada de acordo com a Figura 2.22(b).

A condição de contorno considerada nestes casos é obtida de [147] e se mostra na
Figura 2.23. A ejeção card́ıaca é tal que o fluxo médio é Q = 5 lt/min.

Na Figura 2.24 mostram-se os resultados concernentes às curvas de pressão e fluxo
quando se simula o aumento da severidade da estenose de acordo com os dados da
Tabela 2.6, indo da situação normal, sem estenose (curva N), até os casos com obstrução
de 80% e 95% (curvas S80 e S95 respectivamente).

Estes resultados correspondem às interfaces de acoplamento na carótida comum, na
carótida interna e na carótida externa. Observa-se que o fluxo e a pressão reduzem-se
notoriamente na carótida interna após a estenose. Entretanto, na carótida comum vê-se
que a estenose também produz certas alterações das curvas. Já na carótida externa tal
perturbação quase não tem influência. Nota-se que somente no caso de uma severidade
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Figura 2.23: Ejeção card́ıaca.
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(a) Curvas de pressão e fluxo na artéria carótida comum.
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(b) Curvas de pressão e fluxo na artéria carótida interna.
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(c) Curvas de pressão e fluxo na artéria carótida externa.

Figura 2.24: Comparação dos resultados para os diversos graus de estenose considerados.
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do 95% é que as alterações adqüirem relevância. De fato, para evidenciar quão dif́ıcil é
identificar a presença de uma estenose a partir de medições realizadas em outras partes do
corpo humano apresenta-se a Figura 2.25. Nesta figura mostra-se, junto com um detalhe,
as mudanças que ocorrem no pulso card́ıaco avaliado na artéria braquial.

(a) Curva de pressão e detalhe.

(b) Curva de fluxo e detalhe.

Figura 2.25: Pulso card́ıaco na artéria braquial para diversos graus de estenoses.

É fácil observar como a solução do problema no distrito arterial correspondente a
esta artéria do braço é praticamente insenśıvel à presença da estenose na artéria carótida.
Em outras palavras, a estenose fica mascarada na própria dinâmica do sistema. Isto está
de acordo com aquilo que é bem sabido na comunidade médica: este tipo de doenças não
se manifesta até não atingir ńıveis extremos, ou até mesmo após a obstrução total da
artéria, evitando o suprimento de sangue ao cérebro.

Agora apresentam-se os resultados com relação à alteração da forma da estenose
introduzida. Comparando as Figuras 2.22(a) e 2.22(b) vê-se que a estenose mais ovalada
pode afetar mais as condições devido a que o comprimento da obstrução é maior que no caso
circular. Isto condiz-se com os resultados mostrados na Figura 2.26, onde comparam-se
as curvas de pressão e fluxo nas três fronteiras de acoplamento do domı́nio 3D.

Com efeito, a estenose oval (curvas denominadas S80–B) introduz uma maior queda
de pressão após a mesma, assim como uma maior alteração da curva de fluxo na carótida
comum em comparação com a estenose circular (curvas denominadas S80–A). Ainda assim,
as alterações nas formas das curvas não são significativas como a observada no caso anterior
de 95% de redução da área.

Antes de passar ao próximo caso, vale a pena mencionar que nestas simulações não se
incorporou o fenômeno de vasodilatação, que é um processo adaptativo no qual o sistema
arterial reage à presença da estenose para tentar compensar a queda de fluxo através da
carótida interna mediante a dilatação dos correspondentes leitos periféricos.

Nestes dois estudos realizados fica claro como o modelo acoplado 3D–1D trabalha
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(a) Curvas de pressão e fluxo na artéria carótida comum.
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(b) Curvas de pressão e fluxo na artéria carótida interna.
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(c) Curvas de pressão e fluxo na artéria carótida externa.

Figura 2.26: Comparação dos resultados para os dois tipos de estenose simulados.

levando em conta as condições às quais o domı́nio 3D está sujeito como, neste caso, à
presença de uma obstrução. Como mencionado, este tipo de modelagem não poderia
ser efetuada suprindo modelos 3D com condições de contorno conhecidas, posto que, tais
condições de contorno não são conhecidas depois que as condições mudaram pela presença
da estenose.

Por último, embora a modelagem deste tipo de fenômeno seja realizável, em todos os
casos é preciso levar em consideração quão dif́ıcil resulta obter conclusões dos resultados.
A dificuldade jaz nas grandes diferenças existentes entre as curvas de pressão e fluxo de
diferentes indiv́ıduos, de forma que as variações observadas nos casos estudados estão
dentro desta variabilidade (ver [166]). Mesmo assim, os resultados são capazes de mostrar
a potencialidade desta classe de simulações a fim de representar situações de real interesse
na prática médica.
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2.3.5 Sensibilidade do escoamento 3D à lei constitutiva do fluido

Sabe-se que o sangue é um fluido que pode ser considerado Newtoniano nos maiores
segmentos arteriais do sistema cardiovascular. Nas seções anteriores o sangue foi consi-
derado Newtoniano, ou seja, linear com respeito à taxa de deformação. No entanto, em
regiões onde a estrutura do escoamento é altamente complexa, ou bem onde a geometria
possui alta complexidade, o sangue considerado como um fluido Newtoniano pode levar a
divergências nos resultados.

O objetivo desta seção é analisar as diferenças no escoamento dentro da bifurcação
carótida quando o fluido comporta-se como Newtoniano e como não Newtoniano. Para
isto usa-se a topologia do sistema arterial introduzida na Seção 2.3.3 onde a parte corres-
pondente à bifurcação da artéria carótida é considerada 3D, como mostra a Figura 2.27.
Utilizam-se duas geometria 3D: (i) a geometria padrão que já foi empregada na Seção 2.3.4,
e (ii) uma geometria real obtida por meio de técnicas de reconstrução a partir de imagens
médicas [91].

Figura 2.27: Sistema arterial 3D–1D. Sensibilidade à lei constitutiva do sangue.

Um modelo mais apropriado para o sangue é o modelo de Casson [30]. Este compor-
tamento constitutivo é não linear, e caracteriza os fenômenos viscosos mediante a seguinte
expressão que relaciona a viscosidade com a taxa de deformação

µ(I∇u
2 ) =

(√
µo +

√
τo

2I∇u
2

)2

, (2.3.5)

onde

I∇u
2 =

√
1
2
(∇u)s · (∇u)s, (2.3.6)

é um dos invariantes do tensor (∇u)s que é a parte simétrica do tensor taxa de deformação,
µo é a viscosidade assintótica quando I∇u

2 → ∞, e τo é a tensão limite quando I∇u
2 → 0.

Logo, com este tipo de modelo espera-se observar modificações no escoamento quando a
taxa de deformação tende a zero. Isto ocorre, no caso da bifurcação carótida, na região
do sino na carótida interna. Portanto, as maiores alterações no escoamento devem ocorrer
neste local, modificando assim a recirculação que se obtém com um modelo Newtoniano.

Nesta seção utilizaram-se valores µo = 0.04 poise e τo = 0.038 dyn/cm2. Para a
implementação computacional, o modelo de Casson foi regularizado para evitar os proble-
mas que podem ocorrer quando I∇u

2 → 0. Desta maneira, na Figura 2.28 comparam-se os
campos de velocidade obtidos com cada um dos modelos em diversos instantes de tempo
no caso da carótida padrão, enquanto que na Figura 2.29 tal comparação é feita para a
geometria real.

Por outro lado, nas Figuras 2.30 e 2.31 apresenta-se o módulo da velocidade para
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Comportamento Newtoniano

(a) t = 0.2 sec. (b) t = 0.3 sec. (c) t = 0.5 sec.

Comportamento não Newtoniano

(d) t = 0.2 sec. (e) t = 0.3 sec. (f) t = 0.5 sec.

Figura 2.28: Campo de velocidade. Geometria padrão.

diversos instantes de tempo.
A estrutura do fluxo resulta alterada de forma apreciável quando o sangue é con-

siderado não Newtoniano. Neste caso, o escoamento não é tão complexo quanto no caso
Newtoniano. A escala de cores foi mantida em ambos os casos para evidenciar as diferenças
existentes. Por outro lado, as estruturas dos vórtices resultante no sino da carótida in-
terna são diferentes. Sobretudo após a śıstole, quando o escoamento começa a fase de
recirculação no ińıcio e ao longo da diástole. Estas diferenças ficam mais evidenciadas no
caso da geometria real devido à maior complexidade do escoamento.

Para quantificar estas diferenças utiliza-se o ı́ndice OSI que mede a oscilação das
tensões de corte sobre a parede arterial [88]. Este ı́ndice define-se como sendo

OSI =
1
2


1−

∣∣∣∣
∫ T

0
τw dt

∣∣∣∣
∫ T

0
|τw| dt


 , (2.3.7)

onde T é o peŕıodo card́ıaco e τw é a tensão sobre a parede arterial. Este indicador
correlaciona o comportamento do escoamento, através da oscilação das tensões sobre a
parede arterial, com a tendência à deposição de placas de ateroma e, em conseqüência,
com o desenvolvimento de estenoses [1, 29, 47, 88]. Nas Figuras 2.32 e 2.33 compara-se
este indicador para as duas leis constitutivas, e também para as duas geometrias utilizadas
nas simulações.

Note que as diferenças são importantes. Considerar o sangue como não Newtoniano
traz conseqüências interessantes do ponto de vista das conclusões que se podem extrair
através do indicador OSI. Em particular, o modelo não Newtoniano resulta em menores
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Comportamento Newtoniano

(a) t = 0.2 sec. (b) t = 0.3 sec. (c) t = 0.5 sec.

Comportamento não Newtoniano

(d) t = 0.2 sec. (e) t = 0.3 sec. (f) t = 0.5 sec.

Figura 2.29: Campo de velocidade. Geometria real.

regiões com valores de OSI elevados, o que permite concluir que o modelo Newtoniano
fornece uma cota superior com relação à tendência que as regiões têm ao espessamento da
parede arterial.

Por outro lado, as não linearidades do comportamento do fluido resultam influentes
na simulação do escoamento sangǘıneo na bifurcação carótida, e é por isto que o desen-
volvimento e a implementação de modelos melhorados do comportamento do sangue deve
ser levado em conta na hora de modelar esta classe de problemas, o que condiz com as
necessidades evidenciadas pelos dados experimentais [49].

Com relação ao custo computacional observou-se que considerar um comportamento
não linear do sangue não elevou a quantidade de iterações além das próprias que o sistema
deve realizar para a convergência do problema de Navier–Stokes. Logo, este não é um
fator determinante para escolher entre estes modelos constitutivos.

2.3.6 Sensibilidade do escoamento 3D à curva de ejeção card́ıaca

A grande variabilidade existente nas curvas de pressão e fluxo entre diversos sujeitos
supõe também diversas condições locais do escoamento. Segundo dito, a estrutura local do
fluxo sangǘıneo está associada ao desenvolvimento e avanço de determinadas doenças car-
diovasculares. Por esta causa, é interessante estudar a forma como o escoamento depende
da condição de ejeção card́ıaca. Isto fica justificado, ainda, pelo ganho no entendimento
sobre como os fenômenos que se sucedem na escala da árvore arterial afetam as condições
locais do escoamento. Cabe ressaltar que o fator geométrico, isto é a forma do segmento
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Comportamento Newtoniano

(a) t = 0.2 sec. (b) t = 0.3 sec. (c) t = 0.5 sec.

Comportamento não Newtoniano

(d) t = 0.2 sec. (e) t = 0.3 sec. (f) t = 0.5 sec.

Figura 2.30: Módulo da velocidade. Geometria padrão.

arterial em questão, é de relevante importância. Aparentemente é o principal fator que
influencia a forma local do escoamento. O interesse jaz então em saber se as condições que
governam os fenômenos na escala do sistema arterial são também igualmente influentes
na escala local.

Em particular, esta parte do trabalho está baseada no estudo das diferenças no escoa-
mento na bifurcação da artéria carótida ao alterar, como dito, a curva de ejeção card́ıaca.
Para isto utiliza-se um modelo acoplado 3D–1D do sistema arterial com a topologia do
sistema 1D mostrada na Seção 2.3.3 e a geometria 3D obtida de um paciente espećıfico
que já fora apresentada na Seção 2.3.5, segundo mostra o esquema da Figura 2.34

A ejeção card́ıaca é simulada por meio do terminal Windkessel como explicado na
Seção 2.1.4, de forma que o sistema arterial seja alimentado com uma curva de fluxo
desejada. As diversas curvas de fluxo consideradas são mostradas na Figura 2.35, onde
apresentam-se também as referências bibliográficas correspondentes. A escala de valores
vertical das curvas foi adaptada a fim de obter, em todos os casos, um fluxo médio de
Q = 5 lt/min, fazendo com que os resultados sejam comparáveis. O comportamento
constitutivo do sangue é considerado não linear segundo o modelo de Casson visto na
Seção 2.3.5, e com os valores que caracterizam essa resposta iguais aos indicados nessa
seção.

Na Figura 2.36 mostram-se as curvas de pressão e fluxo ao longo do tempo sobre a
interface de acoplamento correspondente à carótida comum. Nas curvas sobre as outras
fronteiras de acoplamento observa-se a mesma classe de diferenças e, portanto, não são
apresentadas. Vê-se que as dissimilitudes nestas curvas são notáveis. Os pontos de máximo
e mı́nimo de fluxo variam em cada caso, tanto em valor quanto no instante no qual ocorrem.
As curvas de pressão também são alteradas consideravelmente. Entretanto, note que as
caracteŕısticas essenciais das curvas mantêm-se. Isto é, a existência do vale após a śıstole
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Comportamento Newtoniano

(a) t = 0.2 sec. (b) t = 0.3 sec. (c) t = 0.5 sec.

Comportamento não Newtoniano

(d) t = 0.2 sec. (e) t = 0.3 sec. (f) t = 0.5 sec.

Figura 2.31: Módulo da velocidade. Geometria real.

(a) Comportamento Newtoniano. (b) Comportamento não Newtoniano.

Figura 2.32: Indicador OSI. Geometria padrão.



2.3. Resultados numéricos 135

(a) Comportamento Newtoniano. (b) Comportamento não Newtoniano.

Figura 2.33: Indicador OSI. Geometria real.

Figura 2.34: Sistema acoplado 3D–1D. Sensibilidade à curva de ejeção card́ıaca.

e o máximo relativo alcançado antes da diástole, dentre outras caracteŕısticas.
As variações observadas ocorrem devido a que a forma em que se combinam as

reflexões no sistema arterial muda completamente como resultado da modificação das
caracteŕısticas da ejeção card́ıaca. Sobretudo com relação aos tempos nos quais ocorrem
os extremos relativos, já que isto é causado, em parte, pelas diferenças nas taxas de
crescimento e decrescimento das curvas de ejeção card́ıaca.

Na Figura 2.37 apresenta-se o módulo da velocidade para diversos instantes de
tempo, os quais são fixados para cada uma das cinco curvas de ejeção card́ıaca mostradas
na Figura 2.35. As caracteŕısticas essenciais do escoamento não mudam, o que pode ser jus-
tificado dizendo que as caracteŕısticas fundamentais das curvas de pressão e fluxo nas inter-
faces de acoplamento permanecem invariantes. As diferenças, que ocorrem principalmente
após a śıstole, vão reduzindo-se à medida que a fase da diástole avança. Estas aparecem
fundamentalmente depois da bifurcação, nas ráızes dos segmentos arteriais das carótidas
externa e interna. Nessas regiões o escoamento é alterado com relação ao tamanho das
regiões de recirculação e aos máximos e mı́nimos valores de velocidade alcançados.

Para extrair mais informações das simulações, na Figura 2.38 comparam-se as formas
do perfil de velocidade e as linhas de corrente em três instantes de tempo caracteŕısticos,
os quais não necessariamente coincidem para as diferentes curvas. O tempo denominado
t1 representa o primeiro vale que ocorre logo após a śıstole, o tempo t2 é o máximo que
sucede após o tempo t1 e t3 é o último vale pronunciado antes da fase final da diástole.
Em cada caso estes tempos são indicados na Tabela 2.8.

Como dito anteriormente, os perfis de velocidade também não sofrem significativas
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(a) Curva obtida de [145].
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(b) Variação da curva obtida de [145].
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(c) Curva obtida de [147].
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(d) Curva obtida de [146].
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(e) Curva obtida de [6].

Figura 2.35: Curvas de ejeção card́ıaca utilizadas.

alterações na sua estrutura. As diferenças principais são observadas nos valores máximos
de velocidade alcançados, assim como na forma do perfil na região interior do sino da
carótida, onde as velocidades são menores (ver a região central do corte do meio no sino
da bifurcação). Por outro lado, as configurações das linhas de corrente são mais afetadas
em função da ejeção card́ıaca. Em geral observa-se uma maior complexidade na estrutura
do escoamento nos instantes de tempo t1 e t3 em todos os casos.

Para todos os casos computou-se o indicador OSI dado pela expressão (2.3.7) ten-
tando quantificar as diferenças existentes. Na Figura 2.39 compara-se este valor para cada
ejeção card́ıaca.

Note que, devido a que as caracteŕısticas primordiais da estrutura do escoamento
não mudam de forma considerável, a forma que adota o indicador OSI é, além de peque-
nas diferenças, a mesma. Nota-se que o caso da ejeção card́ıaca da Figura 2.35(e) (ver
Figura 2.39(e)) produz uma região maior de valores elevados de OSI, enquanto que a ejeção
da Figura 2.35(d) (ver Figura 2.39(d)) é a que produz menor região de OSI elevado. Isto
condiz com os resultados dados pelas Figuras 2.38(l) e 2.38(o), que mostram que as linhas
de corrente possuem uma configuração menos complexa no primeiro caso e mais complexa
no segundo, em ambos casos no tempo t3. Se bem isto não é conclusivo, pode dar uma
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(a) Resultados para a ejeção card́ıaca 2.35(a). (b) Resultados para a ejeção card́ıaca 2.35(b).

(c) Resultados para a ejeção card́ıaca 2.35(c). (d) Resultados para a ejeção card́ıaca 2.35(d).

(e) Resultados para a ejeção card́ıaca 2.35(e).

Figura 2.36: Curvas de fluxo (em preto) e pressão (em vermelho) na carótida comum.

idéia para justificar a estrutura do OSI nessas situações.
Conclui-se, então, que as diferenças entre as curvas de ejeção card́ıaca se refletem

fundamentalmente nas curvas de pressão e fluxo na escala global do problema e, de forma
menos significativa, em certas propriedades da estrutura local do escoamento. Como
conseqüência, tem-se que o indicador OSI, que dá informação levando em conta um bati-
mento card́ıaco completo, não traz à tona estas diferenças. Assim, infere-se que a maior
influência nos aspectos locais do escoamento está principalmente governada pelas condições
geométricas do distrito em questão, posto que determina as regiões de gradiente de pressão
inverso com a conseqüente recirculação do sangue, o que, em geral, é causa de elevados
valores do indicador OSI. Esta conclusão é válida para as condições aqui simuladas, como
serem invariância do fluxo médio da ejeção e do peŕıodo da mesma. Os resultados poderiam
ser diferentes se estas condições mudassem. Eventualmente, poder-se-ia pensar em simular
a aceleração do ritmo card́ıaco e analisar a sua influência nos fenômenos de caráter local
dentro de um distrito arterial 3D.
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t = 0.2 sec t = 0.3 sec t = 0.4 sec t = 0.5 sec

(a) Resultados para a ejeção da Figura 2.35(a).
t = 0.2 sec t = 0.3 sec t = 0.4 sec t = 0.5 sec

(b) Resultados para a ejeção da Figura 2.35(b).
t = 0.2 sec t = 0.3 sec t = 0.4 sec t = 0.5 sec

(c) Resultados para a ejeção da Figura 2.35(c).
t = 0.2 sec t = 0.3 sec t = 0.4 sec t = 0.5 sec

(d) Resultados para a ejeção da Figura 2.35(d).
t = 0.2 sec t = 0.3 sec t = 0.4 sec t = 0.5 sec

(e) Resultados para a ejeção da Figura 2.35(e).

Figura 2.37: Módulo da velocidade para diversos instantes de tempo.
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(a) Ejeção 2.35(a) para t1. (b) Ejeção 2.35(a) para t2. (c) Ejeção 2.35(a) para t3.

(d) Ejeção 2.35(b) para t1. (e) Ejeção 2.35(b) para t2. (f) Ejeção 2.35(b) para t3.

(g) Ejeção 2.35(c) para t1. (h) Ejeção 2.35(c) para t2. (i) Ejeção 2.35(c) para t3.

(j) Ejeção 2.35(d) para t1. (k) Ejeção 2.35(d) para t2. (l) Ejeção 2.35(d) para t3.

(m) Ejeção 2.35(e) para t1. (n) Ejeção 2.35(e) para t2. (o) Ejeção 2.35(e) para t3.

Figura 2.38: Perfis de velocidade e linhas de corrente para as diferentes ejeções card́ıacas.
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Ejeção card́ıaca Tempo t1 [sec] Tempo t2 [sec] Tempo t3 [sec]

Curva 2.35(a) 0.19 0.255 0.315

Curva 2.35(b) 0.165 0.23 0.37

Curva 2.35(c) 0.165 0.225 0.28

Curva 2.35(d) 0.205 0.225 0.365

Curva 2.35(e) 0.185 0.25 0.365

Tabela 2.8: Tempos escolhidos para a comparação dos perfis de velocidade na Figura 2.38.

(a) Ejeção da Figura 2.35(a). (b) Ejeção da Figura 2.35(b). (c) Ejeção da Figura 2.35(c).

(d) Ejeção da Figura 2.35(d). (e) Ejeção da Figura 2.35(e).

Figura 2.39: Indicador OSI para as diferentes ejeções card́ıacas.

2.3.7 Influência do comprimento da região 3D no problema acoplado

Como foi visto até aqui, ao utilizar um modelo acoplado 3D–1D do sistema arterial
uma parte da árvore original 1D é substitúıda por uma região 3D. Um passo seguinte no
estudo destes modelos é analisar a influência do comprimento que a região 3D tem nos
resultados do sistema acoplado, tanto nas quantidades definidas sobre o sub-domı́nio 1D
como as definidas sobre o 3D. Isto permite, em geral, estender ainda mais o entendimento
sobre o funcionamento do modelo acoplado e, em particular, prever as conseqüências da
escolha de um aspecto que é relevante na modelagem como é o comprimento do domı́no
3D, sobretudo quando o interesse está na simulação do escoamento no próprio domı́nio 3D.
Nesta parte do trabalho utiliza-se, mais uma vez, o sistema arterial apresentado anterior-
mente na Seção 2.3.3, e substitui-se nele uma porção 3D da artéria femoral de comprimento
variável.

A ejeção card́ıaca utilizada foi a apresentada na Figura 2.15 e o sangue foi modelado
como sendo um fluido Newtoniano. Essencialmente, o estudo baseia-se em introduzir uma
determinada região 3D, neste caso um segmento da artéria femoral, e depois introduzir
a mesma região porém com a metade do comprimento. Para isto consideram-se as dis-
posições mostradas na Figura 2.40. Primeiramente insere-se o domı́nio 3D completo, de
comprimento Lc

3D = 12 cm, que possui interfaces de acoplamento proximal e distal deno-
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Figura 2.40: Sistema acoplado 3D–1D. Influência do comprimento da região 3D.

minadas Γa
c
P e Γa

c
D respectivamente. A seguir, insere-se a metade superior do domı́nio 3D

resultando em um comprimento reduzido de Ls
3D = 6 cm, com interfaces de acoplamento

proximal e distal denominadas Γa
s
P e Γa

s
D. Por último, emprega-se a metade inferior

do domı́nio 3D, também de comprimento Li
3D = 6 cm, cujas interfaces de acoplamento

proximal e distal denominam-se Γa
i
P e Γa

i
D. Daqui em diante os ı́ndices c, s e i referem-se

aos domı́nios completo, à metade superior e à metade inferior respectivamente.
Este resultado tem dois objetivos. Por um lado, busca-se comparar as curvas de

pressão e fluxo nos pontos correspondentes às fronteiras de acoplamento de todas as regiões.
Por outro lado, pretende-se estudar a forma do escoamento em determinados lugares dentro
do segmento arterial 3D para analisar se o comprimento da região 3D é determinante no
desenvolvimento dos perfis de velocidade, tanto na metade superior como na inferior. Com
respeito a isto, observe que existe uma certa curvatura na metade superior. Este último
fato é crucial no momento de examinar a estrutura do escoamento na entrada e na sáıda da
região correspondente à metade inferior. As geometrias 3D foram discretizadas utilizando
aproximadamente 225000 nós (ou seja 1575000 incógnitas) para o segmento completo e
110000 nós (portanto 770000 incógnitas) nos casos das duas metades. A discretização
temporal foi levada a cabo com 640 passos de tempo em um ciclo card́ıaco de T = 0.8 sec,
o que dá um passo de tempo ∆t = 1.25·10−3 sec. Os demais parâmetros (massa espećıfica,
viscosidade, parâmetros do sistema arterial, etc.) são idênticos aos mencionados nas seções
anteriores.

De acordo com os três casos mencionados, as fronteiras de acoplamento são tais que:
(i) Γa

c
P ≡ Γa

s
P , (ii) Γa

c
D ≡ Γa

i
D e (iii) Γa

s
D ≡ Γa

i
P . Dado que no segmento maior a fronteira

indicada como Γa
s
D é interna calcularam-se os valores médios de pressão e fluxo a partir da

solução do modelo 3D. As demais curvas foram obtidas a partir das soluções dos nós 1D
correspondentes a cada uma das interfaces de acoplamento. Na Figura 2.41 mostram-se
as curvas de fluxo e pressão para os três casos sob análise na fronteira Γa

c
P , enquanto que

nas Figuras 2.42 e 2.43 os mesmos resultados são apresentados para as interfaces Γa
s
D e

Γa
c
D respectivamente. Em todas as comparações inclui-se também o resultado dado pelo

modelo puramente 1D.
Alguns fatos interessantes devem ser salientados. Antes de tudo, note que, efeti-

vamente, a deformação do domı́nio 3D dá lugar ao fenômeno de propagação das ondas
de pressão e fluxo, o que ocorre pelo considerável tamanho do segmento. Desde já, este
comportamento não poderia ser levado em conta se fossem utilizados modelos ŕıgidos, o
que faria com que se incorresse em uma apreciável perda da capacidade de representação da
situação f́ısica real. Em primeiro lugar, veja que a alteração do comprimento da região con-
siderada 3D não afeta grandemente às quantidades definidas no modelo 1D, isto é a pressão
e o fluxo. Analisando mais detalhadamente os resultados vê-se que, ao utilizar um maior
comprimento do domı́nio 3D, ocorre um leve fenômeno de diminuição da capacitância do
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Figura 2.41: Curvas de pressão e fluxo em Γa
c
P ≡ Γa

s
P .
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Figura 2.42: Curvas de pressão e fluxo em Γa
s
D ≡ Γa

i
P .
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Figura 2.43: Curvas de pressão e fluxo em Γa
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D.
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segmento arterial, ou seja uma redução da capacidade de armazenar sangue, ao longo de um
ciclo card́ıaco em comparação com o correspondente segmento 1D. Isto vê-se refletido na
diminuição dos máximos y mı́nimos relativos de fluxo atingidos ao longo do ciclo card́ıaco.
Tal diminuição é de 4.7% no caso do segmento completo com respeito ao caso puramente
1D, e de 3.4% e 1.8% nos casos das metades superior e inferior, respectivamente com
relação ao mesmo modelo 1D. Apesar disto, o fluxo médio que passa através da artéria
femoral mantém-se, como esperado. Este fenômeno de amortecimento das ondas não afeta
a essência da estrutura do escoamento tridimensional, o que pode ser inferido do estudo
da sensibilidade do escoamento à curva da ejeção card́ıaca da Seção 2.3.6 (lembre que
na mencionada seção viu-se que os máximos e mı́nimos relativos variavam amplamente e,
mesmo assim, as caracteŕısticas essenciais do escoamento permaneciam inalteradas). Logo,
esta pequena variação da capacidade de deformação do domı́nio 3D pode ser considerada
dentro da ordem de aproximação do próprio modelo. Além do mais, um maior impacto
desta mesma natureza deveria ser esperado ao utilizar modelos estruturais mais ŕıgidos
do que o aqui usado (modelos de cascas ou inclusive sólidos 3D) devido à ainda menor
capacidade de deformação. Portanto, pode-se dizer que se está na situação mais favorável
a fim de reproduzir os resultados do modelo considerado exclusivamente como 1D. Por
último, pode-se ver que praticamente não ocorre atraso, nem adiantamento, do pulso
card́ıaco enquanto este viaja ao longo do modelo 3D. Ou seja, o modelo 3D, mesmo com
um comprimento considerável, como no caso do segmento completo, consegue reproduzir
a velocidade de propagação vista no modelo 1D. Isto resulta uma evidência concreta sobre
o bom desempenho do modelo 3D–1D acoplado.

Deixando de lado as quantidades definidas sobre o modelo 1D, agora serão com-
parados os perfis de velocidade entre os segmentos 3D, a fim de observar a dependência
da estrutura do escoamento com o comprimento do segmento arterial. Para facilitar a
comparação, denota-se Ωc, Ωs e Ωi aos segmentos completo, superior e inferior respecti-
vamente. A Figura 2.44 compara, para vários instantes de tempo ali indicados, o perfil de
velocidade em planos transversais à direção do escoamento para os três casos sob análise.
Nas partes superior e inferior da mencionada figura apresentam-se as curvas de pressão
e fluxo que identificam o estado das quantidades globais sobre as fronteiras Γa

c
P e Γa

c
D,

respectivamente. Em particular estas curvas correspondem ao modelo sobre o domı́nio
Ωc. Mais fatos interessantes emergem dos resultados. Ao comparar a estrutura do escoa-
mento na metade superior de Ωc com a obtida sobre Ωs vê-se claramente que esta não
muda perceptivelmente, o que pode ser apreciado com mais detalhe nas Figuras 2.45(a)
e 2.45(b) para t = 0.190 sec (no ponto máximo da śıstole) e t = 0.275 sec (logo após a
śıstole) respectivamente. Assim, a complexa estrutura que adqüire o campo de velocidade
na região correspondente à metade superior de Ωc, devido às particularidades da geome-
tria do próprio segmento, é reproduzida sem dificuldades no domı́nio Ωs. Além disso, a
proximidade do contorno Γa

s
D não influencia na solução aproximada em Ωs.

Contrariamente, o comentado no parágrafo anterior não ocorre na metade inferior.
Observa-se, tanto na seqüência da Figura 2.44 como nas 2.45(a)–2.45(b), que a solução
obtida na metade inferior de Ωc é totalmente diferente da obtida em Ωi. Com efeito, o
domı́nio Ωi não possui nenhuma informação sobre a configuração espacial dos segmentos
arteriais que a precedem. Logo, obtém-se o que seria praticamente a solução do escoamento
para um tubo circular em regime transiente, derivando em uma solução do tipo escoamento
de Womersley. O que é importante distingüir é o desenvolvimento do perfil de velocidade
na metade inferior de Ωc, ao ponto de chegar na sáıda Γa

c
D com um perfil muito mais

próximo ao obtido considerando somente o domı́nio Ωi. Isto outorga fortes evidências
numéricas a respeito do comprimento de segmento 3D necessário para que a estrutura
do escoamento seja pouco senśıvel às particularidades geométricas dos segmentos arteriais
precedentes. Poder-se-ia dizer que, para o regime aqui estudado e para as caracteŕısticas
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(a) t = 0.125 sec.
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(b) t = 0.190 sec.
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(c) t = 0.275 sec.
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(d) t = 0.380 sec.
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Figura 2.44: Perfis de velocidade, e quantidades globais, para as três geometrias estudadas.

geométricas consideradas, um comprimento de 6 cm é o mı́nimo adequado para que não
haja notória influência devido ao desconhecimento da estrutura real do escoamento prove-
niente da direção proximal. Por exemplo, se se desejasse estudar a evolução do campo
de velocidade na região correspondente a Ωi teria sido imperativo empregar o segmento
completo a fim de não desconsiderar a disposição espacial da artéria, o que traz, como
visto, marcantes conseqüências a ńıvel da estrutura local do escoamento. Por outro lado,
a diferença indicada acima sobre a forma como se desenvolvem os fenômenos locais não
influencia às quantidades definidas sobre a escala global (pressão e fluxo do modelo 1D)
como se viu antes. Logo, conclui-se também que as influências desta natureza da escala
local sobre a escala global são insignificantes.

Nas Figuras 2.46 e 2.47 mostram-se outros detalhes sobre as semelhanças e as
diferenças entre a configuração do campo de velocidade para os casos estudados. O
correspondente instante de tempo é identificado em cada figura. Vê-se que nas seções
indicadas como SS–A e SS–B o campo de velocidade em Ωc é muito similar ao calculado
em Ωs em ambos os instantes de tempo. Inclusive nas proximidades da sáıda de Ωs há
grande consonância entre estes. Em contrapartida, as maiores diferenças entre a solução
sobre a metade inferior de Ωc e a calculada sobre Ωi ocorrem à altura da entrada deste
último, na seção SS–C. Por outro lado, na seção SS–D os perfis de velocidade são mais
similares devido ao mencionado desenvolvimento do perfil de velocidade ao longo de Ωc

causado pelos fenômenos viscosos, o que faz com que se perca a estrutura que trazia da
metade superior.

Resumindo, o comprimento da região 3D tem mostrado, para o regime do escoamento
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(a) t = 0.190 sec. (b) t = 0.275 sec.

Figura 2.45: Detalhe dos perfis de velocidade para as três geometrias estudadas.

Figura 2.46: Campo de velocidade em diversos planos transversais para t = 0.190 sec.
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Figura 2.47: Campo de velocidade em diversos planos transversais para t = 0.275 sec.

aqui estudado, pouca ou quase nenhuma influência no desempenho do sistema acoplado
3D–1D quando analisadas as quantidades definidas sobre o modelo 1D. Por sua parte, ao
ver a solução obtida sobre Ωs, viu-se que a distância à fronteira de acoplamento de sáıda
não é de relevante importância, o importante é que o segmento 3D esteja constrúıdo de
forma que seja posśıvel considerar certa independência com respeito ao que ocorre nos
segmentos arteriais que o antecedem. Ao mesmo tempo, tal segmento 3D deve representar
as principais caracteŕısticas geométricas, a fim de que as condições locais do escoamento
possam ser bem reproduzidas. Isto está relacionado com o que ocorre com a metade
inferior. Aqui viu-se que o fato de não ter considerado a curvatura vista em Ωs, embora
pequena, levou a importantes diferenças entre a solução obtida em Ωi e a correspondente
a Ωc. Apesar disto, observou-se que tais diferenças não afetam às quantidades globais, o
que estabelece que este tipo de acoplamento entre fenômenos locais e globais é fraco.

2.3.8 Sensibilidade do pulso card́ıaco à presença de um aneurisma

O objetivo desta seção é mostrar, mais uma vez, quais são as potencialidades do
uso de modelos acoplados 3D–1D a fim de acomodar simulações de complexa natureza.
Para tanto, procura-se analisar o modelo do sistema arterial da Seção 2.3.3 acoplado com
um segmento da artéria carótida externa e estudar a influência que tem a presença de
um aneurisma nas curvas de fluxo e pressão. Desta maneira, a filosofia deste exemplo é
idêntica à do exemplo da Seção 2.3.4 quando se analisava a sensibilidade do escoamento à
presença de uma estenose. A Figura 2.48 esquematiza a situação aqui tratada.

A origem da geometria tridimensional é um conjunto de imagens médicas de res-
sonância magnética. Diversas técnicas de reconstrução e segmentação de imagens foram
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Figura 2.48: Sistema arterial 3D–1D. Sensibilidade à presença de um aneurisma.

utilizadas para chegar na versão final do segmento arterial mostrado na Figura 2.48. A
geometria obtida é a da direita na figura, enquanto que a geometria da esquerda é uma
versão que foi modificada a partir da original agregando uma perturbação geométrica que
tem por objetivo simular um aneurisma.

Por sua vez, as propriedades mecânicas dos modelos 3D foram atribúıdas em função
das caracteŕısticas do modelo 1D. O sangue foi considerado Newtoniano. Como ejeção
card́ıaca foi usada a curva da Figura 2.23. Foram simulados dois batimentos card́ıacos de
peŕıodo T = 0.8 sec. Todos os resultados aqui mostrados correspondem ao segundo ciclo
card́ıaco.

Na Figura 2.49 apresentam-se as curvas de fluxo e pressão sobre as interfaces de
acoplamento proximal e distal. Na mencionada figura indicam-se as soluções do modelo
acoplado quando a região 3D possui o aneurisma (curva denotada por com, em preto) e
quando a região 3D é a original (curva denotada por sem, em vermelho).

(a) Interface de acoplamento proximal. (b) Interface de acoplamento distal.

Figura 2.49: Fluxo e pressão nas interfaces de acoplamento.

Com respeito às curvas de pressão, a presença do aneurisma influencia, embora quase
imperceptivelmente, em maior medida à solução na localização distal. Em particular,
observa-se que a queda de pressão é maior no caso com o aneurisma, o que se correlaciona
com a maior irregularidade do escoamento nesta situação e a maior distância percorrida
pelas part́ıculas. Contrariamente, o aneurisma possui uma maior influência na curva de
fluxo sobre a fronteira de acoplamento proximal. Apesar das diferenças aqui comentadas,
vê-se que a singularidade geométrica simulada não representa um fator influente nas quan-
tidades definidas na escala do modelo 1D, mesmo levando em conta que a estrutura do
escoamento 3D muda radicalmente devido à mudança na geometria de análise.

As Figuras 2.50 e 2.51 apresentam as soluções obtidas dentro do domı́nio da carótida
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externa com e sem o aneurisma respectivamente. Em particular, mostram-se os perfis de
velocidade em diversas seções transversais para os instantes de tempo ali indicados. Por
sua parte, as Figuras 2.52 e 2.53 fornecem os detalhes do campo de velocidade dentro
da região do aneurisma para os tempos t = 0.15 sec e t = 0.5 sec. As caracteŕısticas da
estrutura do escoamento são postas em evidência combinando cortes transversais, linhas
de corrente e as iso-superf́ıcies do módulo de velocidade, para valores de 10 cm/sec e
6 cm/sec, nos instantes t = 0.15 sec e t = 0.5 sec respectivamente.

(a) t = 0.065 sec. (b) t = 0.15 sec. (c) t = 0.3 sec. (d) t = 0.5 sec.

Figura 2.50: Perfis de velocidade para diversos instantes de tempo. Geometria com aneurisma.

(a) t = 0.065 sec. (b) t = 0.15 sec. (c) t = 0.3 sec. (d) t = 0.5 sec.

Figura 2.51: Perfis de velocidade para diversos instantes de tempo. Geometria sem aneurisma.

A seqüência da Figura 2.54 mostra a evolução, ao longo do peŕıodo card́ıaco, da
iso-superf́ıcie correspondente ao campo escalar que representa o módulo de velocidade
para o valor 10 cm/sec.

Das soluções dos dois casos computaram-se os ı́ndices OSI e WSS. Por um lado, a
Figura 2.55(a) mostra que o ı́ndice OSI é relativamente baixo na artéria sem aneurisma,
enquanto que no caso com a perturbação atinge os valores maiores dentro da região do
aneurisma dada a forte recirculação que ali se produz. A escala de cores nessa figura foi
reduzida para mostrar melhor a estrutura do campo escalar do OSI. Por outro lado, a
Figura 2.55(b) compara os valores do WSS. Vê-se que na entrada e na sáıda da região do
aneurisma o valor do WSS aumenta com respeito ao caso original.

Como comentário geral, observa-se que, apesar da notável diferença que há na estru-
tura interna do escoamento tridimensional, a solução no ńıvel da escala global do sistema
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(a) Perfis de velocidade. (b) Linhas de corrente. (c) Iso-superf́ıcie de 10 cm/sec.

Figura 2.52: Estrutura do campo de velocidade para t = 0.15 sec.

(a) Perfis de velocidade. (b) Linhas de corrente. (c) Iso-superf́ıcie de 6 cm/sec.

Figura 2.53: Estrutura do campo de velocidade para t = 0.5 sec.

(a) t = 0.1 sec. (b) t = 0.125 sec. (c) t = 0.15 sec. (d) t = 0.175 sec.

(e) t = 0.2 sec. (f) t = 0.275 sec. (g) t = 0.325 sec. (h) t = 0.45 sec.

Figura 2.54: Evolução da iso-superf́ıcie do módulo de velocidade de valor 10 cm/sec.
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(a) Indicador OSI. (b) Indicador WSS.

Figura 2.55: Indicadores OSI e WSS para os casos com e sem aneurisma.

é pouco senśıvel ao aneurisma, o que dá mais evidências de que o acoplamento entre
fenômenos globais e locais é fraco neste tipo de situações.

2.3.9 Esquema segregado contra esquema monoĺıtico

Nesta seção utiliza-se o modelo acoplado apresentado na Seção 2.3.3.1, segundo o
esquema da Figura 2.16. O objetivo é comparar os resultados, isto é curvas de fluxo e
pressão, quando utilizado o esquema monoĺıtico da Seção 2.2.4 e quando usado o esquema
segregado da Seção 2.2.5. Mais um caso é considerado a partir do esquema segregado: é
aquele no qual não se realizam iterações entre os sub-problemas 3D e 1D, ou seja que é
linear entre estes sub-problemas. Em particular, para o esquema segregado incorpora-se a
possibilidade de sub-relaxação para as iterações entre os sub-problemas 3D e 1D por meio
de um parâmetro real ω. Para fazer os resultados comparáveis procedeu-se como segue: a
configuração do resolvedor do sistema de equações lineares foi fixada para todos os casos; o
passo de tempo no ińıcio da simulação foi o mesmo para todos os casos; quando o resolvedor
do sistema linear não convergia, diminúıa-se o passo de tempo à metade. Na Figura 2.56
comparam-se as curvas de fluxo e pressão para diversas situações sobre a interface de
acoplamento proximal ΓaP . Devido a que os resultados mantiveram-se invariantes com
respeito ao parâmetro ω, os resultados incluem o esquema monoĺıtico mon, o segregado
seg com ω = 0.8 e o linearizado lin.

Note que os resultados são praticamente idênticos, ao menos para os regimes encon-
trados na aorta abdominal e para os passos de tempo utilizados. Pode-se concluir que a
melhor opção com respeito ao custo computacional é o caso linearizado. Na Tabela 2.9
apresentam-se, em função do parâmetro de sub-relaxação, o número máximo de iterações
até alcançar a convergência do esquema segregado durante a simulação e o passo de tempo
mı́nimo alcançado na simulação, de acordo com o dito acima. É importante remarcar a
situação com ω = 1, a qual requer considerável esforço computacional devido à con-
vergência extremamente lenta. Este aspecto é contornado da forma mais conveniente
usando ω = 0.8. Em contrapartida, no caso extremo de ω = 0.2 já pressupunha de
antemão um esquema com convergência lenta.

2.4 O sistema HeMoLab

Durante a realização desta tese tive participação no grupo de desenvolvimento do
sistema HeMoLab. O nome do sistema decorre do inglês Hemodynamic Modelling Labo-
ratory. Como indicado no nome, o sistema HeMoLab é concebido para suprir soluções na
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Figura 2.56: Resultados na artéria aorta abdominal com diferentes esquemas de acoplamento.

Valor de ω Iterações entre sub-problemas Mı́nimo passo de tempo usado [sec]

1.0 13 3.125 · 10−4

0.8 5 6.25 · 10−4

0.6 9 6.25 · 10−4

0.4 12 6.25 · 10−4

0.2 25 3.125 · 10−4

Tabela 2.9: Propriedades de convergência do esquema segregado.

área da modelagem e simulação computacional do sistema cardiovascular humano. Em
particular, está orientado à construção e desenvolvimento de modelos personalizados do
sistema cardiovascular para pacientes espećıficos, visando a inclusão da modelagem global
do sistema arterial assim como de regiões de análise detalhadas. Isto consegue-se somente
ajustando ad hoc os principais parâmetros que governam o comportamento do sistema
arterial e dos distritos arteriais onde se deseja focar a análise, para o qual é preciso
manipular grandes quantidades de dados. Assim, a calibração de um sistema arterial
simplificado 1D, como o visto nas seções anteriores, junto com a segmentação de imagens
médicas para a elaboração de geometrias 3D, permite elaborar um modelo determinado de
um dado sujeito. Logo, pode-se simular tanto o sistema em condições normais como sob
condições alteradas, seja artificialmente ou por alguma causa real como poderia ser uma
doença. Ferramentas desenhadas para a simulação tanto do sistema arterial 1D como de
modelos 3D encontram-se com facilidade quando buscadas por separado. Contudo, ferra-
mentas que implementem as idéias desenvolvidas nestes dois primeiros caṕıtulos sobre a
utilização de modelos acoplados ainda carece de precedentes. Conseqüentemente, o sistema
HeMoLab não é somente um laboratório de modelagem em hemodinâmica, mas também
é uma ferramenta que vem a atender o requisito de implementação rápida e efetiva de
modelos acoplados 3D–1D do sistema arterial. A justificativa para a utilização de modelos
acoplados do sistema arterial tem sido continuamente evidenciada ao longo deste caṕıtulo.

O objetivo principal que tem motivado o desenvolvimento do sistema HeMoLab
é o de fornecer uma ferramenta que auxilie a toma de decisões nas diversas áreas da
hemodinâmica. O sistema está dirigido a profissionais de diversas áreas, como os da área
cardiovascular, radiologistas, hemodinamicistas ou mesmo engenheiros e técnicos de áreas
afins. A idéia é, então, fornecê-lo como ferramenta de uso corriqueiro, para efetivar sua
implementação como parte rotineira das atividades na pesquisa médica, ou mesmo como
aux́ılio dos métodos de ensino e treinamento atuais. Em particular, este último ponto pode
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ser entendido como um objetivo a curto prazo, já que pressupõe uma fácil implementação
e rápida inserção como material educativo.

As aplicações do sistema HeMoLab dentro dos contextos mencionados nos parágrafos
anteriores são inúmeras, e vão desde a simples simulação do sistema cardiovascular até a
análise do risco de ruptura de aneurismas, ou mesmo o planejamento de cirurgias cardio-
vasculares, passando pelo treinamento de profissionais, tanto da área da medicina como
da bio-engenharia, ou o estudo de fatores hemodinâmicos e a sua correlação com doenças
cardiovasculares. Por outro lado, os pontos salientáveis do sistema HeMoLab, em relação
à concepção, são a avançada tecnologia sobre a qual está apoiado e a versatilidade nas
funcionalidades que o sistema fornece como resultado desta tecnologia. No que segue
descrevem-se as principais caracteŕısticas do sistema HeMoLab juntamente com a estru-
tura desenvolvida e uma breve descrição das bases do sistema. Para uma discussão mais
detalhada sobre o assunto ver [91].

2.4.1 Estrutura e principais caracteŕısticas do sistema HeMoLab

O sistema HeMoLab possui diversas funcionalidades, porém, estas podem ser clara-
mente identificadas dentro dos seguintes módulos: (i) processamento de imagens, (ii)
criação, edição e visualização de modelos 1D, (iii) criação, edição e visualização de mo-
delos 3D, (iv) acoplamento de modelos 3D e 1D, (v) resolução numérica do problema
e (vi) visualização dos resultados. Cabe ressaltar que estes grupos não necessariamente
devem participar em um mesmo cenário (a menos do módulo de acoplamento que precisa
necessariamente da existência de modelos 3D e 1D).

Processamento de imagens. O objetivo deste módulo é permitir o processamento de
imagens médicas fornecidas em diferentes formatos (DICOM, BMP, JPG, dentre ou-
tros). As principais ferramentas inclúıdas neste módulo permitem realizar a leitura
das imagens para, logo, aplicar filtros de suavização de diferentes classes para me-
lhorar a imagem. A segmentação é o próximo passo, e é também parte das fun-
cionalidades deste módulo. Assim, a calibração e ajuste das mais usuais técnicas
de segmentação estão incorporadas dentro deste módulo, ao mesmo tempo que é
posśıvel adicionar novas metodologias. Neste ponto obtém-se uma triangulação da
superf́ıcie correspondente à região segmentada, para depois ser tratada e assim gerar
a malha de elementos finitos para a simulação.

Criação, edição e visualização de modelos 1D. Segundo visto, para construir um
modelo 1D do sistema arterial precisa-se de diversas informações. Este módulo
fornece todas as ferramentas para criar segmentos arteriais, unindo-os e estabele-
cendo hierarquias, assim como para atribuir valores às propriedades geométricas e
mecânicas que caracterizam a cada segmento arterial. Da mesma forma, permite-se
introduzir modelos de Windkessel, definindo os segmentos arteriais aos quais estes
pertencem, e dando os valores dos parâmetros que os definem. Como caso particular,
é posśıvel realizar a edição da curva de ejeção card́ıaca que será introduzida como
condição de contorno através de um modelo de Windkessel. Além disso, o módulo
permite realizar a discretização espacial do sistema, assim como diversas funções
para modificar a malha de elementos finitos gerada.

Criação, edição e visualização de modelos 3D. Uma vez que se dispõe das imagens
médicas segmentadas, este módulo toma conta da realização da melhora da trian-
gulação superficial da região que será utilizada para a análise. Assim, obtém-se a
malha de superf́ıcie final em função de diversas ferramentas implementadas a tal
fim. A partir desta malha de superf́ıcie gera-se a malha de volume e, se necessário,
otimiza-se. O módulo ainda permite detalhar as propriedades da parede arterial,
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condições de contorno, determinar se o domı́nio é deformável ou não, dentre outras
possibilidades.

Acoplamento de modelos 3D e 1D. A partir de dispor modelos 1D e 3D, este módulo
permite basicamente acoplá-los. Para isto, as ferramentas baseiam-se na seleção
da região do modelo 1D juntamente com as correspondentes superf́ıcies, que agora
passarão a ser interfaces de acoplamento, do modelo 3D. O módulo ainda permite
estabelecer a forma em que o esquema de acoplamento é tratado, ou seja, determinar
se o modelo 3D–1D é resolvido por meio de um sistema de equações acoplado ou
segregado.

Resolução numérica do problema. Este módulo corresponde exclusivamente à fase
de resolução numérica do problema. O resolvedor numérico empregado é um pro-
grama de propósito geral denominado SolverGP, e é descrito com maior detalhe na
Seção 2.4.3. As funcionalidades deste módulo limitam-se à resolução do sistema de
equações de acordo com os dados fornecidos através de arquivos formatados pelos
módulos anteriores.

Visualização dos resultados. Uma vez obtido o resultado da simulação, este é de-
volvido ao sistema HeMoLab. Este módulo permite ao usuário visualizar os re-
sultados, fornecendo todas as ferramentas necessárias para sua análise. Outra carac-
teŕıstica é a possibilidade de processamento dos resultados, caso seja necessário. As
possibilidades que o módulo oferece para a visualização, a apresentação e também
a manipulação dos resultados são inúmeras devido a que a base sobre a qual está
montado o sistema HeMoLab é, de fato, um sistema de visualização de dados, que é
descrito com maior detalhe na Seção 2.4.2.

2.4.2 Tecnologias empregadas no sistema HeMoLab

O desenvolvimento do sistema HeMoLab é feito sob o sistema operacional Linux,
distribuição Ubuntu 6.06.1 LTS, enquanto que a linguagem escolhida para o desenvolvi-
mento é ANSI–C++ com compiladores c++/gcc. O gerenciamento do projeto é realizado
por meio do dotProject, versão 2.0.1, e as tarefas são gerenciadas por meio do Bugzilla,
versão 2.16.7.

O sistema HeMoLab está montado dentro do ambiente de trabalho ParaView [82] que
fornece o contexto adequado para a implementação das ferramentas necessárias. ParaView
é uma aplicação Open Source sob licença GNU e desenvolvido em ANSI–C++. Utiliza
a biblioteca Visualization ToolKit (VTK, ver [81]) escrita em linguagem C++ e que faz
uso de OpenGL para tarefas de renderização 3D. Por sua vez, a interface de usuário do
ParaView é escrita em TCL. ParaView foi desenvolvido pela Kitware Inc. juntamente com
os Laboratórios de Los Alamos, Sandia e Lawrence Livermore. O objetivo do ParaView
é a visualização de grandes volumes de dados através de uma interface gráfica de fácil
configuração. A extensibilidade e possibilidade de paralelismo do ParaView são algumas
das principais caracteŕısticas. Além disso, o leque de formatos de dados suportados é
amplo, resultando em uma arquitetura com grande versatilidade.

2.4.3 O resolvedor numérico

Assim como, por um lado, a arquitetura ParaView fornece as bases para a imple-
mentação das ferramentas relacionadas à preparação dos modelos de estudo e à visualização
dos dados, é preciso dispor de um resolvedor numérico uma vez que tais modelos estão
preparados. Segundo visto na Seção 2.2, o Método de Elementos Finitos é o método base
para encontrar soluções aproximadas aos problemas formulados. Neste sentido, o sistema
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SolverGP [158] é um programa de propósito geral que está adequado às necessidades do
sistema HeMoLab, fornecendo a possibilidade de resolver o problema 1D, o problema
3D e por último o problema acoplado 3D–1D através da implementação do conceito de
elementos não aditivos [156].

O sistema SolverGP é um programa de propósito geral. Como tal, este permite
a resolução aproximada de qualquer problema cuja estrutura possa ser decomposta em
contribuições elementares. Os conceitos básicos utilizados são o de elemento e o de grau
de liberdade não aditivo. Combinando adequadamente estes dois é posśıvel obter um
sistema com total versatilidade e reutilização de código, posto que o armado dos problemas
reduz-se à inclusão dos elementos relativos ao fenômeno que está sendo modelado.

Outra das caracteŕısticas do sistema SolverGP é a possibilidade de escolher entre di-
ferentes métodos para a resolução de grandes sistemas de equações, desde métodos diretos
até os mais diversos métodos iterativos, como serem os baseados em gradientes conjugados
e em subespaços de Krylov, incluindo a possibilidade de precondicionamento. Finalmente,
a paralelização deste sistema realiza-se utilizando MPI junto à biblioteca PetSc [89] que
dá os métodos paralelizáveis de resolução dos sistemas de equações.

O SolverGP é provido, de forma padrão, de quatro arquivos que são convenien-
temente constrúıdos, e a sáıda é dada em um único arquivo. Uma breve descrição dos
mesmos é a seguinte:

Basparam.txt: Este arquivo é utilizado para realizar a configuração mais geral do re-
solvedor, definindo discretização temporal e métodos de resolução, estrutura de
cálculo dos diferentes sub-passos, dentre outros. Também montam-se os elementos
que fazem parte dos cálculos no problema. Este arquivo relaciona-se com o Mesh.txt
através de um conjunto de indicadores elementares.

Mesh.txt: Este arquivo armazena a malha de elementos finitos, incluindo coordenadas,
conectividade e ı́ndices de cada elemento para serem relacionados com os dados
dispońıveis tanto no Basparam.txt como no Param.txt. Também são fornecidas
aqui as condições de contorno de Dirichlet.

Param.txt: Este arquivo armazena propriedades a ńıvel de elementos, e está altamente
relacionado com o arquivo Mesh.txt através dos conjuntos de indicadores elementares.

Inifile.txt: Este arquivo estabelece as condições iniciais para cada grau de liberdade de
cada nó.

Dataout.txt: Este arquivo armazena, para cada passo de tempo, a solução do problema
para cada um dos graus de liberdade de cada nó.

Para uma descrição mais detalhada do sistema SolverGP consultar [156, 158].

2.5 Comentários finais

Antes de fechar o caṕıtulo é interessante prover uma visão acerca de posśıveis fu-
turos cenários quando se pensa em utilizar modelos acoplados 3D–1D para modelagem
em hemodinâmica. Como foi visto ao longo dos exemplos mostrados, as potencialidades
destes modelos multidimensionais estão orientadas a situações nas quais se deseja avaliar,
tanto qualitativa como quantitativamente, a influência que os fenômenos globais têm na
escala local do escoamento do fluxo sangǘıneo e viceversa. Com relação a isto, pode-se
pensar em um vasto número de aplicações nas quais a variação das condições do sistema
com o tempo (situação cardiovascular não periódica) é dominante. Nestas circunstâncias,
o acoplamento de modelos provê a forma mais apropriada de simular o problema, já que o
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estado do sistema acoplado evolui constantemente de acordo às condições externas às quais
está submetido. Um exemplo disto poderia ser a variação brusca de propriedades como
os parâmetros que definem aos terminais periféricos, ou mesmo uma variação acentuada
das propriedades mecânicas das artérias frente a condições externas (rápido enrijecimento
das artérias). Também pode-se pensar em aplicar a teoria de análise de sensibilidade à
mudança de forma sobre geometrias tridimensionais de forma a avaliar, por exemplo, como
se desempenham diferentes formas de anastomoses. O mesmo comentário é válido para
a análise de agregação de placas de ateroma e de crescimento da parede arterial, visando
estudar como mudam as quantidades em função da alteração da geometria 3D. Um outro
exemplo é a simulação de procedimentos cirúrgicos. Com efeito, pode-se pensar em fazer
o estudo de mudanças locais e globais na solução do escoamento em torno do ćırculo de
Willis ao realizar a implantação de um clip, ou ao interromper o escoamento do sangue por
alguma das artérias do cérebro. Resumindo, com as idéias apresentadas neste caṕıtulo,
juntamente às do Caṕıtulo 1, as possibilidades de simular situações hemodinâmicas mais
complexas aumentam notavelmente devido à elevada capacidade de representação f́ısica
que os modelos acoplados possuem.

Contribuições do caṕıtulo

Segundo foi visto, este caṕıtulo complementa de forma prática ao Caṕıtulo 1 com
referência ao problema do escoamento do sangue no sistema arterial. Logo, os resul-
tados numéricos obtidos aqui, e em geral as análises desenvolvidas com cada exemplo
mostrado, constituem parte da contribuição da tese. A aplicação em grande escala de
modelos acoplados na área de hemodinâmica na literatura é muito pouca, ou quase nula,
por isto considera-se que a aproximação numérica apresentada aqui, embora faça uso de
técnicas bem conhecidas, também é uma contribuição importante da tese. Por outro lado,
a ferramenta denominada HeMoLab é, de fato, uma contribuição que decorre também
de todo o trabalho desenvolvido ao longo da tese. Os resultados numéricos aqui obtidos
formam parte das publicações [20, 22, 23, 92, 142, 155], as quais são repetidas aqui por
conveniência:

• P.J. Blanco, R.A. Feijóo e S.A. Urquiza, A unified variational approach for coupling
3D–1D models and its blood flow applications, Comput. Meth. Appl. Mech. Engng.,
(196) 4391–4410, 2007.

• S.A. Urquiza, P.J. Blanco, M.J. Vénere e R.A. Feijóo, Multidimensional modelling
for the carotid artery blood flow, Comput. Meth. Appl. Mech. Engng., (195)
4002–4017, 2006.

• R.L.S. Silva, E. Camargo, P.J. Blanco, M.R. Pivello e R.A. Feijóo, Virtual modeling
and numerical simulation of aneurysms and stenoses, Anais do SVR 2008. Jõao
Pessoa, Brasil, 2008.

• P.J. Blanco, M.R. Pivello, R.A. Feijóo e S.A. Urquiza, Sensitivity of blood flow pat-
terns at the carotid artery to the heart inflow boundary condition, Anais do ICCB
2007. Isla Margarita, Venezuela, 2007.

• P.J. Blanco, I. Larrabide, S.A. Urquiza e R.A. Feijóo, Sensitivity of blood flow pat-
terns to the constitutive law of the fluid, Anais do ECCM 2006. Lisboa, Portugal,
2006.

• I. Larrabide, P.J. Blanco, S.A. Urquiza e R.A. Feijóo, Sensitivity of blood flow in
stenosed carotid bifurcation, Anais do ICCB 2005. Lisboa, Portugal, 2005.
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Caṕıtulo 3

Imersão de domı́nios para o
problema de interação
fluido–sólido

Introdução

O problema de interação entre um fluido e um componente estrutural surge de
maneira recorrente no campo da engenharia. A modelagem computacional deste problema
é de relevante importância a fim de dar resposta a questões de desenho de estruturas,
análises de tensões, condições de regularidade de escoamentos, propagação de ondas em
tubos flex́ıveis, dentre outros. Em particular, dentro do sistema cardiovascular humano,
não resulta dif́ıcil identificar o problema de interação entre o sangue e a parede arterial
como o causante da propagação de ondas ao longo do sistema. Um outro problema de
interesse é a modelagem da dinâmica entre part́ıculas transportadas no sangue e o próprio
sangue já que os fenômenos deste ńıvel entram em jogo na adesão de placas de ateroma na
parede arterial. Outro exemplo é o estudo da dinâmica da válvula aórtica e a sua interação
com o sangue no processo da ejeção card́ıaca. Resulta assim de vital importância a correta
modelagem do problema, objetivando um cálculo acurado das velocidades de propagação
assim como as condições sob as quais o escoamento do sangue pode ser alterado devido à
deformação do espaço por ele ocupado e à posśıvel interação com objetos imersos. Com
efeito, acoplar modelos de fluido e de estrutura tem sido, do ponto de vista teórico e, prin-
cipalmente, do ponto de vista numérico, um constante desafio ao longo dos últimos vinte
e cinco anos. Diversas técnicas têm mostrado sucesso na resolução de uma ampla gama
de problemas, conseguindo representar, com um alto grau de aproximação, os fenômenos
f́ısicos envolvidos [7, 9, 36, 38, 64, 79, 150, 159].

Dentro da literatura, encontram-se duas linhas bem marcadas para abordar o pro-
blema. Por um lado, estão os (aqui denominados) métodos clássicos. Neste grupo estão
aqueles que “respeitam” a topologia do problema, a qual é estabelecida em cada posição
de equiĺıbrio do sistema pelos respectivos domı́nios ocupados pelo fluido e pelo sólido
identificados de forma separada. A teoria sobre a qual se apoiam estes métodos é bem
básica e pode ser facilmente derivada e entendida no contexto variacional habitual. Por
outro lado, aparecem os (aqui denominados) métodos imersos. Esta classe de métodos
envolve a idéia de considerar o solapamento de fluido e estrutura na região ocupada pela
última. Sob esta categorização encontram-se o método de contornos imersos, apresen-
tado inicialmente em [132], e com posterior desenvolvimento em [57, 90, 133]; o método de
domı́nios fict́ıcios desenvolvido em [54], e utilizado, por exemplo, em [53, 62, 63, 130, 164];
o método de elementos finitos imersos apresentado em [97], e com aplicações em [98, 165];
e finalmente o método do cont́ınuo imerso recentemente apresentado em [163]. O método
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de contornos imersos possui interessantes vantagens nas situações tratadas na literatura,
mas também acarreta algumas limitações como ser o fato da estrutura não possuir volume
f́ısico nem massa e a necessidade de efetuar a aproximação de uma distribuição delta
de Dirac. Por outro lado, nas diversas abordagens encontradas na literatura, o compor-
tamento do contorno (por contorno a literatura entende que se trata de uma estrutura
com caracteŕısticas particulares que aqui denomina-se casca) imerso é fornecido mediante
uma equação constitutiva de tipo Hookeana, e nada é dito sobre as hipóteses cinemáticas
que deram lugar a tal modelo. Um denominador que parece ser comum na literatura é
tratar o contorno como membrana, eliminando os fenômenos de corte e de flexão. Ainda
mais, quando encontrado um trabalho que formula o problema incluindo o fenômeno de
flexão este está mal formulado (ver [40] e a discussão correspondente feita mais na frente
ainda neste caṕıtulo). Com efeito, podem existir situações nas quais a flexão constitua um
esforço relevante na capacidade da estrutura suportar os carregamentos produzidos pelo
fluido, e a sua adequada inclusão resulta determinante na análise do problema. Assim,
vê-se que há campos de pesquisa ainda em aberto a fim de fornecer um entendimento
acabado sobre os conceitos por trás dos métodos de contornos imersos.

Por sua parte, o método de domı́nios fict́ıcios constitui a generalização natural do
método de contornos imersos quando se deseja considerar o volume da estrutura no mo-
delo. Ao analisar os trabalhos da área, vê-se que o método de domı́nios fict́ıcios foi
desenvolvido a fim de considerar a imersão de objetos de complexa geometria em malhas
regulares. Isto é feito por meio da inclusão de multiplicadores de Lagrange de forma
distribúıda no fluido, os quais acabam tendo por função representar as forças de reação
do objeto frente ao escoamento. Entretanto, em nenhum momento permite-se que os
objetos se deformem e interajam com o fluido circundante. Aqui é onde aparecem dois
métodos desenvolvidos para tal fim. O método de elementos finitos imersos e o método
do cont́ınuo imerso estão baseados nas idéias dos métodos de domı́nios fict́ıcios, porém,
permitindo que o objeto imerso seja fact́ıvel de ser deformado pela ação do fluido. Como
dito, se bem o método de domı́nios fict́ıcios está fortemente apoiado sobre a base dos
multiplicadores de Lagrange, o mesmo parece não ocorrer com os últimos casos acima
mencionados. De fato, tanto no método de elementos finitos imersos como no método do
cont́ınuo imerso os multiplicadores de Lagrange já foram, por assim dizer, substitúıdos na
formulação levando em conta o seu significado f́ısico final. A razão para não ter inclúıdo
como incógnitas do problema estes esforços, que surgem ao impor certas restrições, é
que o problema é abordado diretamente no ńıvel dos sistemas de equações diferenciais
em derivadas parciais, sem estabelecer relações expĺıcitas com os respectivos prinćıpios
variacionais que regem cada sub-sistema. Posteriormente, através do emprego de técnicas
de reśıduos ponderados, os autores encontram a forma fraca do problema. Entretanto, há
questões que não parecem ficar claras nestes trabalhos posto que, apesar de não empregar
multiplicadores de Lagrange, impõem-se restrições de forma fraca (para o qual, como
elemento dual, o esforço associado deveria aparecer na formulação). Um outro ponto fraco
que surge nestes trabalhos é a restrição da formulação a determinadas classes de fluidos
e sólidos. A situação problemática ocorre ao querer tratar um sólido compresśıvel imerso
em um fluido incompresśıvel. A continuidade do campo de velocidade em todo o domı́nio
do sólido faz com que um dos dois comportamentos falhe. Vê-se então que também há
uma forte necessidade de reformular este problema empregando uma abordagem diferente
da usada atualmente, assim como há uma necessidade de estender as possibilidades da
metodologia para quaisquer classes de fluido e sólido.

Assim sendo, este caṕıtulo tem dois objetivos principais. Por um lado, deriva-se
um modelo de interação fluido–casca visando a generalização dos métodos de contornos
imersos atualmente existentes. Isto é feito por meio da introdução de hipóteses cinemáticas
a fim de reduzir a estrutura e descrevê-la em termos de uma superf́ıcie média, a qual
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constitui o contorno imerso. Logo após, propõem-se as hipóteses adicionais para chegar
na forma clássica que o método de contornos imersos apresenta, o que torna posśıvel sua
caracterização ao explicitar as hipóteses e conseqüentes limitações por trás da metodologia.
Por outro lado, procura-se dar uma generalização, junto com uma nova abordagem, aos
métodos de elementos finitos imersos e do cont́ınuo imerso com relação à possibilidade de
considerar qualquer tipo de fluido e sólido. Isto é feito sem incorrer em nenhuma classe de
inconsistências com relação à equação de balanço de massa. Como corolário, pretende-se
mostrar como é posśıvel reescrever a forma em que a continuidade do campo de velocidade
na interface fluido–sólido é entendida para dar lugar a esta classe de métodos. Como
motivação comum aos dois objetivos do caṕıtulo pode-se mencionar também a necessidade
de pôr em evidência quais os passos para uma derivação consistente e sistemática, sempre
dentro de um marco variacional, de métodos que empregam idéias de imersão de domı́nios.

A organização do caṕıtulo é como segue. Na Seção 3.1 formula-se o problema modelo
e a notação com os quais se trabalha ao longo do caṕıtulo. Na Seção 3.2 apresentam-se,
de forma sucinta, algumas das técnicas clássicas na modelagem desta classe de problemas.
Em particular, na Seção 3.2.1 apresenta-se o que se considera o prinćıpio variacional básico
a partir do qual serão derivadas todas as formulações nas seções seguintes. Na Seção 3.2.2
coloca-se uma forma levemente diferente de formular o prinćıpio básico fazendo uso das
idéias de incompatibilidade cinemática apresentadas no Caṕıtulo 1. Na Seção 3.2.3 o pro-
blema é reformulado somente em termos do campo de velocidade. Na Seção 3.3 estudam-se
os métodos que usam idéias de superposição de domı́nios para colocar o problema de
interação entre um sólido de forma arbitrária e um fluido. Aqui exibe-se o método de
elementos finitos imersos, o qual é apresentado de uma forma similar à linha seguida em
[97]. Juntamente, estabelece-se a relação com o método do cont́ınuo imerso segundo [163].
Em seguida, na Seção 3.3.2, e nas seções subseqüentes, desenvolve-se o denominado método
de domı́nios imersos que é um modelo que emprega idéias de domı́nios fict́ıcios e generaliza
os anteriores métodos de domı́nios imersos, constituindo, assim, parte importante da con-
tribuição deste caṕıtulo. Aqui recoloca-se o problema de interação fluido–sólido mudando
a forma como se relaxa a continuidade do campo de velocidade entre ambos os domı́nios,
chegando a uma formulação mais geral que pode ser entendida como de multiplicadores de
Lagrange distribúıdos, e portanto como uma variante do método de domı́nios fict́ıcios. Por
último, na Seção 3.4 deriva-se um novo modelo denominado método de cascas imersas que,
por sua vez, generaliza o método de contornos imersos, sendo outra parte importante das
contribuições deste caṕıtulo. Aqui o contorno é realmente um sólido condensado a uma
casca, na qual se consideram esforços de membrana, de cortante e de flexão, incluindo
também efeitos dinâmicos. O modelo assim alcançado considera-se o mais completo com
respeito à interação entre uma superf́ıcie imersa e o fluido circundante.

Grande parte do trabalho realizado neste caṕıtulo considera-se como contribuição
desta tese, tendo sido motivação para o desenvolvimento dos trabalhos [17, 19]. Além disso,
tomam-se idéias do Caṕıtulo 1 e são aplicadas ao problema de interação fluido–estrutura,
o que dá uma formulação diferente das existentes na literatura, a qual também pode ser
considerada como contribuição da tese. Como dito no ińıcio, no contexto da modelagem
de problemas no sistema cardiovascular podem-se exemplificar duas situações nas quais
as diversas abordagens para o tratamento do problema de fluido–estrutura, que serão
aqui apresentadas, mostram grandes possibilidades de sucesso. Por um lado, a modela-
gem da interação entre o sangue e a parede arterial, de grande importância nos aspectos
referentes à solicitação das artérias em presença de um fluido com regime fortemente tran-
siente, é uma situação na qual os métodos denominados clássicos são facilmente aplicáveis,
posto que a deformação das artérias mantém-se relativamente limitada [45, 99, 127, 148].
Em contrapartida, na modelagem, por exemplo, da dinâmica de part́ıculas suspensas no
sangue, de importância no estudo da adesão e interação com a parede arterial, assim como
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do regime de funcionamento da válvula aórtica, as deformações e/ou os deslocamentos
podem ser arbitrários. Isto faz com que os métodos baseados na noção de imersão de
domı́nios forneçam uma abordagem mais conveniente [63, 98, 132]. De forma particu-
lar, é isto o que tem motivado o estudo destas técnicas neste caṕıtulo e sua posterior
generalização através de formulações variacionais consistentes.

3.1 O problema modelo

Esta seção está dedicada à apresentação do problema modelo com o qual se tra-
balhará nas seções seguintes. Aqui introduz-se a notação comum para todo o caṕıtulo e
alguns comentários sobre situações alternativas ao problema modelo proposto. Também
detalham-se as hipóteses sobre o comportamento do sólido e do fluido a fim de, posterior-
mente, formular corretamente os prinćıpios variacionais que governam o problema.

3.1.1 Colocação do problema e notação

Considere um domı́nio Ω dividido em dois domı́nios dependentes do tempo denomi-
nados Ωt

f e Ωt
s correspondentes aos espaços ocupados pelo fluido e pelo sólido, respectiva-

mente, como mostra a Figura 3.1. Assim sendo, tem-se que Ω =
(
Ωt

f ∪ Ωt
s

)◦ (o interior
do fecho da união dos sub-domı́nios) e Ωt

f ∩ Ωt
s = ∅, e, sem perda de generalidade, Ω

não depende do tempo. Os contornos dos respectivos domı́nios denominam-se Γt
f e Γt

s,
os quais decompõem-se como sendo Γt

f = Γf D ∪ Γf N ∪ Γt
fs e Γt

s = ΓsD ∪ Γt
fs. Nestas

decomposições Γf D e ΓsD denotam fronteiras com condições prescritas de tipo Dirichlet e
são fixos, sem perda de generalidade, enquanto que Γf N é uma fronteira com condição de
Neumann também considerada fixa. Por último, a fronteira denominada Γt

fs representa a
interface entre fluido e estrutura que naturalmente depende do tempo. Os vetores unitários
externos denotam-se nf e ns para Γt

f e Γt
s correspondentemente e dependem do tempo,

mas o ı́ndice t não é explicitado. Em particular, é nf |Γt
fs

= nfs e ns|Γt
fs

= nsf = −nfs.

Figura 3.1: Esquema para o problema modelo de interação fluido–sólido.

O problema é de natureza intrinsecamente transiente e portanto se consideram os
efeitos dinâmicos tanto no fluido, considerado viscoso, quanto no sólido. As deformações e
os deslocamentos no sólido podem ser arbitrários, a não ser que se especifique o contrário
nos casos particulares a serem analisados nas seções que seguem. Em geral, o campo de
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velocidade denota-se como v, sendo v|Ωt
f

= vf a velocidade do fluido e v|Ωt
s

= vs a do
sólido, enquanto que o campo de deslocamentos neste último é us. Tanto o fluido como
o sólido podem ser de natureza incompresśıvel ou fracamente compresśıvel (de forma que
valha a relação barotrópica entre pressão e densidade). Em tais casos, κf e κs são os
módulos de compressibilidade do fluido e do sólido respectivamente. Por exemplo, pode-se
considerar κf = ∞ e κs < ∞ para modelar a interação entre um fluido incompresśıvel e um
sólido compresśıvel. Os tensores de tensão de Cauchy escrevem-se como σf = −pfI+σf D
e σs = −psI + σsD, onde pf e ps são as componentes hidrostáticas do fluido e sólido
respectivamente. Neste caṕıtulo σf D e σsD são deixados em forma genérica, fazendo com
que a formulação permaneça válida para qualquer tipo de comportamento constitutivo.
A massa espećıfica do fluido é ρf , e ρs é a do sólido. Como força de corpo atuando sobre
ambos os domı́nios considera-se somente a gravidade, denotada por g. Nos contornos de
Dirichlet Γf D e ΓsD impõem-se as velocidades v̄f e v̄s respectivamente, enquanto que
sobre o contorno de Neumann Γf N impõe-se a tração t̄f .

Para escrever as leis de conservação do sistema fluido–estrutura utiliza-se sempre
a configuração atual do sistema. Isto é, sobre a configuração deformada do sólido. Por
isto, todas as integrais que se vêem neste caṕıtulo, assim como as operações envolvendo
derivadas, devem ser consideradas na configuração atual, a menos que se especifique ex-
plicitamente o contrário. Esta configuração é identificada pelas coordenadas x. Não há
perda de generalidade nisto pois qualquer descrição pode ser introduzida nas formulações
derivadas. Logo, todas as quantidades apresentadas aqui podem ser transportadas a uma
configuração de referência do sólido, caracterizada pelas coordenadas X, fazendo uso do
mapeamento x = χ(X, t) que representa o movimento do mesmo e estabelece a posição Ωt

s

a partir de uma referência Ω0
s. Por sua parte, os termos de acelerações são denotados pela

expressão genérica da derivada material D(·)
Dt . Por outro lado, quando surgirem multipli-

cadores de Lagrange estes também serão considerados na configuração atual da interface
Γt

fs.
Por último as variações admisśıveis dentro das formulações variacionais são deno-

tadas com (̂·), logo v̂ é a variação admisśıvel do campo v. Em todos os problemas apre-
sentados neste caṕıtulo devem ser fornecidas condições iniciais apropriadas

vf |t=0 = vf 0 em Ω0
f ,

us|t=0 = us0 em Ω0
s,

vs|t=0 = vs0 em Ω0
s,

(3.1.1)

satisfazendo vf 0|Γ0
fs

= vs0|Γ0
fs

. Estas condições são omitidas daqui em diante por brevi-

dade na apresentação.
Nas seções seguintes o problema é analisado sempre a ńıvel do cont́ınuo. Desta

forma, a cinemática do problema estabelece naturalmente a continuidade do campo de
velocidade para todo tempo t através da interface fluido–estrutura Γt

fs. Assim sendo, a
condição

vf = vs sobre Γt
fs, (3.1.2)

é de caráter fundamental, e é o ponto chave de todas as formulações que serão colocadas,
posto que a forma na qual esta condição é expressa estabelece as caracteŕısticas próprias
de cada formulação.

3.1.2 Comentários adicionais

No caso exposto na Figura 3.1, o sólido encontra-se totalmente imerso no fluido.
Desta forma, por simplicidade na apresentação desconsiderou-se a possibilidade de uma
fronteira de Neumann no sólido. Outras configurações geométricas poderiam ser alter-
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nativamente consideradas como, por exemplo, a situação de imersão parcial do sólido no
fluido. Esta última encontra-se no problema de interação entre as artérias e o escoamento
do sangue, como foi mostrado no Caṕıtulo 2 por meio da utilização de modelos de estrutura
simplificados. Sobre a fronteira externa das artérias é comum impor uma tração normal
representando uma pressão externa.

Vale a pena antecipar que no momento de tratar o problema de interação fluido–
casca (problema de imersão de cascas da Seção 3.4.2) não se realizará a identificação da
componente hidrostática ps no tensor σs. Assim sendo, ao formular este problema utilizar-
se-á simplesmente o tensor σs sem fazer menção a ps. Isto é porque desta forma conseguem-
se definir os esforços generalizados encontrados na teoria de cascas. Além disso, no caso a
ser tratado na Seção 3.4.2 a problemática não jaz no caráter compresśıvel/incompresśıvel
dos elementos, mas nas hipóteses realizadas na construção do modelo.

3.2 Métodos clássicos

Dentro desta seção apresentam-se as abordagens que podem ser denominadas de
clássicas devido a que os prinćıpios variacionais que governam o problema de interação
estão formulados em função dos domı́nios f́ısicos ocupados pelo fluido e pelo sólido, man-
tendo em todo momento uma diferenciação entre estes. Dois casos particulares que explo-
ram as caracteŕısticas do problema são desenvolvidos nesta seção: o primeiro está baseado
no uso dos multiplicadores de Lagrange para formular o problema de acoplamento, en-
quanto que o segundo caso, o qual não exclui a possibilidade do uso conjunto com o
primeiro, baseia-se na formulação do problema do sólido explicitando a tensão em função
da taxa de deformação.

O uso dos multiplicadores de Lagrange tem encontrado aplicação em diversos cam-
pos da f́ısica. Isto está motivado pela possibilidade de incorporar restrições dentro da
formulação variacional relaxando condições que, de outra maneira, poderiam resultar
complexas de serem tratadas quando abordado o problema da aproximação numérica. No
contexto dos problemas de fluido–estrutura, o uso dos multiplicadores de Lagrange tem
auxiliado na construção de diversos esquemas de acoplamento. Deste modo, a pesquisa
tem estado orientada fundamentalmente à melhora dos esquemas que realizam a imposição
das condições de acoplamento na interface Γt

fs, e da forma como são transferidas as in-
formações entre fluido e sólido, tanto para esquemas de resolução monoĺıticos como se-
gregados [24, 36, 37, 38, 100, 103, 104, 128, 129, 149, 150]. Nesta seção apresenta-se,
em primeiro lugar, a forma mais clássica do problema para então estender a formulação
usando idéias similares às desenvolvidas no Caṕıtulo 1. Esta segunda abordagem é, no
ńıvel cont́ınuo, idêntica à primeira, entretanto certas diferenças na definição dos multipli-
cadores de Lagrange fazem com que a sua implementação computacional dê como resultado
esquemas de acoplamento diferentes.

Por outro lado, a descrição do problema do sólido em termos de taxas de deformação
não tem sido muito estudado na bibliografia. Com efeito, esta formulação é apresentada em
[56] com uma implementação realizada usando o método dos volumes finitos para sólidos
Hookianos em deformações infinitesimais e em [71] para sólidos viscoelásticos. Esta forma
de escrever o problema permite uma formulação unificada escrita somente em termos de
velocidades, o que pode acarretar certas vantagens e/ou desvantagens na implementação
computacional, as quais são discutidas mais na frente. Somente para mencionar a sua
principal caracteŕıstica, quando são usadas malhas conformes para sólido e fluido então
a continuidade da velocidade pode ser imposta de forma essencial através da própria
definição usual dos espaços de funções empregados, tanto no ńıvel cont́ınuo quanto no
discreto. Contudo, a clara desvantagem é que as leis constitutivas dos sólidos são dadas
em termos do campo de deslocamentos, para o qual um tratamento adicional, e uma
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aproximação a mais, deve ser fornecido.

3.2.1 O método dos multiplicadores de Lagrange

Como dito, as caracteŕısticas de uma formulação para o problema de fluido–estrutura
estão governadas em grande parte pela forma como a condição (3.1.2) é satisfeita. A alter-
nativa mais natural é introduzir esta condição no próprio conjunto de funções candidatas a
solução do problema. Neste caso, o prinćıpio variacional que rege o problema é o seguinte:

Problema 3.1. Para cada t ∈ (0, T ) encontre (v, p) ∈ U × P tal que

∫

Ωt
f

[
ρf

Dvf

Dt
· v̂f + σf D · ε(v̂f )− pf div v̂f − ρfg · v̂f

]
dx

−
∫

Γf N

t̄f · v̂f dΓ−
∫

Ωt
f

p̂f

(
div vf +

1
κf

Dpf

Dt

)
dx−

∫

Ωt
s

p̂s

(
div vs +

1
κs

Dps

Dt

)
dx

+
∫

Ωt
s

[
ρs

Dvs

Dt
· v̂s + σsD · ε(v̂s)− ps div v̂s − ρsg · v̂s

]
dx = 0

∀(v̂, p̂) ∈ V ×P, (3.2.1)

onde v|Ωt
f

= vf , v|Ωt
s

= vs, p|Ωt
f

= pf , p|Ωt
s

= ps e é

U = {v ∈ H1(Ω); v|Γf D
= v̄f ; v|ΓsD

= v̄s},
P = L2(Ω).

(3.2.2)

Ademais, V é o espaço obtido por diferença entre elementos de U .

Dentro da expressão (3.2.1) está toda a informação do problema o que fica eviden-
ciado a seguir. A obtenção das equações de Euler–Lagrange segue os caminhos clássicos.
Assim, no sentido das distribuições tem-se que





ρf
Dvf

Dt
− div σf D +∇pf = ρfg em Ωt

f ,

ρs
Dvs

Dt
− div σsD +∇ps = ρsg em Ωt

s,

div vf +
1
κf

Dpf

Dt
= 0 em Ωt

f ,

div vs +
1
κs

Dps

Dt
= 0 em Ωt

s,

(−pfI + σf D)nf = t̄f sobre Γf N ,

(−pfI + σf D)nfs = (−psI + σsD)nfs sobre Γt
fs,

(3.2.3)

ao que se deve acrescentar 



vf = v̄f sobre Γf D,

vs = v̄s sobre ΓsD,

vf = vs sobre Γt
fs,

(3.2.4)

de acordo com a definição do conjunto U em (3.2.2). Note que a (3.2.3)6 é derivada usando
a (3.2.4)3. Com esta formulação, a condição (3.1.2) é inerente ao conjunto U . Em efeito,
para funções em H1(Ω), e para Γt

fs regular

vf = vs em H1/2(Γt
fs). (3.2.5)

No entanto, esta escolha na colocação do problema, apesar de ser a mais intuitiva, não



166 Caṕıtulo 3. Imersão de doḿınios para interação fluido–sólido

é conveniente do ponto de vista da aproximação numérica devido à complexidade na
construção dos espaços de aproximação correspondentes. Nas situações práticas é comum
utilizar malhas diferentes para o sólido e para o fluido, fazendo com que não seja posśıvel
impor a continuidade do campo de velocidade no sentido em que a satisfazem as funções
v ∈ U . Para trabalhar com maior liberdade na construção do conjunto U convém re-
laxar a mencionada condição de continuidade mediante a inclusão de um multiplicador de
Lagrange dentro da formulação do problema. Procedendo desta forma, e denominando
v = (vf ,vs) e p = (pf , ps), chega-se ao seguinte prinćıpio variacional:

Problema 3.2. Para cada t ∈ (0, T ) encontre (v, p, λ) ∈ U × P ×Λ tal que

∫

Ωt
f

[
ρf

Dvf

Dt
· v̂f + σf D · ε(v̂f )− pf div v̂f − ρfg · v̂f

]
dx

−
∫

Γf N

t̄f · v̂f dΓ−
∫

Ωt
f

p̂f

(
div vf +

1
κf

Dpf

Dt

)
dx−

∫

Ωt
s

p̂s

(
div vs +

1
κs

Dps

Dt

)
dx

+
∫

Ωt
s

[
ρs

Dvs

Dt
· v̂s + σsD · ε(v̂s)− ps div v̂s − ρsg · v̂s

]
dx

+
∫

Γt
fs

λ̂ · (vs − vf ) dΓ +
∫

Γt
fs

λ · (v̂s − v̂f ) dΓ = 0

∀(v̂, p̂, λ̂) ∈ V × P ×Λ, (3.2.6)

onde v = (vf ,vs), p = (pf , ps) e é

U =
{
(vf ,vs) ∈ H1(Ωt

f )×H1(Ωt
s); vf |Γf D

= v̄f ; vs|ΓsD
= v̄s

}
,

P = {(pf , ps) ∈ L2(Ωt
f )× L2(Ωt

s)},
Λ = H−1/2(Γt

fs).

(3.2.7)

Também, V é o espaço obtido por diferença de elementos do conjunto U .

A obtenção das equações de Euler–Lagrange é análoga ao caso anterior, portanto,
no sentido das distribuições tem-se que





ρf
Dvf

Dt
− div σf D +∇pf = ρfg em Ωt

f ,

ρs
Dvs

Dt
− div σsD +∇ps = ρsg em Ωt

s,

div vf +
1
κf

Dpf

Dt
= 0 em Ωt

f ,

div vs +
1
κs

Dps

Dt
= 0 em Ωt

s,

(−pfI + σf D)nf = t̄f sobre Γf N ,

vf = vs sobre Γt
fs,

(−pfI + σf D)nfs = λ sobre Γt
fs,

(−psI + σsD)nfs = λ sobre Γt
fs,

(3.2.8)

ao que se deve acrescentar {
vf = v̄f sobre Γf D,

vs = v̄s sobre ΓsD,
(3.2.9)

de acordo com a definição do conjunto U em (3.2.7). Observe que das (3.2.8)7 e (3.2.8)8
obtém-se

(−pfI + σf D)nfs = (−psI + σsD)nfs sobre Γt
fs, (3.2.10)
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que coincide com a (3.2.3)6. Daqui segue-se que o multiplicador de Lagrange adqüire o
significado f́ısico da tração sobre Γt

fs, sempre na configuração atual deformada do sólido.
Claramente, o sentido no qual se consegue a continuidade da velocidade depende do

espaço onde se encontra λ. No problema cont́ınuo isto não traz consigo diferenças já que a
continuidade se dá no sentido de H1/2(Γt

fs) (lembre que λ ∈ H−1/2(Γt
fs)) que é equivalente

ao visto no Problema 3.1. Contudo, isto muda radicalmente no problema discreto posto
que a continuidade não é mais uma condição essencial do conjunto de funções candidatas
a solução, mas é dada no sentido do espaço de dimensão finita dual àquele no qual está λ.

3.2.2 O método dos multiplicadores de Lagrange generalizado

Na seção anterior foi apresentado o método dos multiplicadores de Lagrange na
forma habitual, ou seja, acrescentando a integral de superf́ıcie correspondente sobre Γt

fs

que incorpora a restrição (3.1.2) de forma fraca. Nesta seção a formulação a ńıvel do
problema cont́ınuo não muda. Porém, a forma como se entendem os multiplicadores de
Lagrange leva a esquemas de resolução diferentes dos encontrados na literatura.

A formulação denominada aqui de método dos multiplicadores de Lagrange gene-
ralizada usa as principais idéias elaboradas no Caṕıtulo 1. Ali, viu-se que para formular
corretamente o prinćıpio variacional ao utilizar modelos com cinemáticas incompat́ıveis
era preciso incorporar as potências geradas pelas descontinuidades dentro do prinćıpio de
potências virtuais. Quando aplicadas estas idéias no problema de fluido–estrutura o que
sucede é que, a ńıvel do cont́ınuo, não há de fato cinemáticas diferentes entre fluido e sólido.
Entretanto, esta problemática surge no problema discreto. Note que quando as malhas
usadas no domı́nio do fluido e do sólido diferem, tanto em interpolação utilizada quanto
em número de graus de liberdade (para uma mesma interpolação), obtêm-se cinemáticas
incompat́ıveis. Outra classe de incompatibilidade também pode surgir quando se incorpo-
ram hipóteses cinemáticas no campo de velocidade do sólido diferentes das do fluido, de
forma similar a como eram tratados os modelos multidimensionais do Caṕıtulo 1. Logo, a
abordagem aqui proposta é diferente das existentes na literatura. Neste sentido, a forma de
entender o problema segundo o apresentado no Caṕıtulo 1 fornece uma abordagem direta
para lidar com as incompatibilidades geradas no problema discreto. Logo, o problema sob
esta óptica fica formulado como segue:

Problema 3.3. Para cada t ∈ (0, T ) e para algum γ ∈ [0, 1] encontre (v, p, λf , λs) ∈
U × P ×Λf ×Λs tal que

∫

Ωt
f

[
ρf

Dvf

Dt
· v̂f + σf D · ε(v̂f )− pf div v̂f − ρfg · v̂f

]
dx

−
∫

Γf N

t̄f · v̂f dΓ−
∫

Ωt
f

p̂f

(
div vf +

1
κf

Dpf

Dt

)
dx−

∫

Ωt
s

p̂s

(
div vs +

1
κs

Dps

Dt

)
dx

+
∫

Ωt
s

[
ρs

Dvs

Dt
· v̂s + σsD · ε(v̂s)− ps div v̂s − ρsg · v̂s

]
dx

+ γ

∫

Γt
fs

λ̂f · (vs − vf ) dΓ + γ

∫

Γt
fs

λf · (v̂s − v̂f ) dΓ

+ (1− γ)
∫

Γt
fs

λ̂s · (vs − vf ) dΓ + (1− γ)
∫

Γt
fs

λs · (v̂s − v̂f ) dΓ = 0

∀(v̂, p̂, λ̂f , λ̂s) ∈ V ×P ×Λf ×Λs, (3.2.11)
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onde v = (vf ,vs), p = (pf , ps), U e P são definidos como em (3.2.7) e

Λf = Λs = H−1/2(Γt
fs). (3.2.12)

Também, V é o espaço obtido por diferença de elementos do conjunto U .

Observe primeiramente que este problema é idêntico ao Problema 3.2 se naquele
problema o multiplicador λ é decomposto em

λ = γλf + (1− γ)λs. (3.2.13)

A diferença aqui é que ao efetuar a aproximação do problema, indicada por exemplo com
o ı́ndice h, os espaços Λf h e Λsh são em geral diferentes e, por sua vez, são diferentes do
espaço Λh. Além do mais, o espaço Λf h⊕Λsh também é diferente de Λh que se usaria no
Problema 3.2. Como dito, isto pode resultar em diferentes propriedades do esquema de
acoplamento uma vez discretizado o problema. Aqui abre-se um leque de possibilidades
para diversas escolhas destes dois espaços em função das cinemáticas que o fluido e o sólido
possuem no ńıvel discreto, o que deve ser feito sem incorrer em problemas de trancamento
das soluções por excesso de restrições no sistema de equações.

Para obter as equações de Euler–Lagrange procede-se de forma idêntica aos casos
anteriores. Assim, resulta que no sentido das distribuições se satisfaz o seguinte





ρf
Dvf

Dt
− div σf D +∇pf = ρfg em Ωt

f ,

ρs
Dvs

Dt
− div σsD +∇ps = ρsg em Ωt

s,

div vf +
1
κf

Dpf

Dt
= 0 em Ωt

f ,

div vs +
1
κs

Dps

Dt
= 0 em Ωt

s,

(−pfI + σf D)nf = t̄f sobre Γf N ,

γ(vf − vs) = 0 sobre Γt
fs,

(1− γ)(vf − vs) = 0 sobre Γt
fs,

(−pfI + σf D)nfs = γλf + (1− γ)λs sobre Γt
fs,

(−psI + σsD)nfs = γλf + (1− γ)λs sobre Γt
fs,

(3.2.14)

junto com {
vf = v̄f sobre Γf D,

vs = v̄s sobre ΓsD,
(3.2.15)

de acordo com a definição do conjunto U . Do mesmo modo que no Problema 3.2, das
(3.2.14)8 e (3.2.14)9 obtém-se

(−pfI + σf D)nfs = (−psI + σsD)nfs sobre Γt
fs, (3.2.16)

que, como esperado, coincide com a (3.2.3)6. Isto diz respeito a equivalência do problema
cont́ınuo com relação ao parâmetro real γ como fora comentado ao longo do Caṕıtulo 1.
Assim, como acontecia naquele caṕıtulo, a equivalência é perdida ao passar ao problema
discreto, pois isto equivale a introduzir diferentes hipóteses para cada cinemática. Aqui
é a combinação convexa de λf e λs a que adqüire o significado f́ısico da tração sobre
Γt

fs. Fazendo uma conexão com o Caṕıtulo 1, vê-se que os conceitos ali desenvolvidos
encontram aplicabilidade em outras áreas, fora o acoplamento de modelos de diferente
dimensão, fornecendo formas alternativas de pensar um dado problema como o aqui visto.
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3.2.3 Uma formulação variacional em termos de velocidades

Nas formulações anteriores havia um ponto comum que tinha ficado por enquanto
impĺıcito, e é a descrição das tensões no sólido em termos da deformação. Não resulta
dif́ıcil ver o por quê disto, dado que as leis constitutivas em sólidos estão dadas como
funções da parte simétrica deste campo. Isto faz com que na abordagem aproximada o
fluido seja resolvido na incógnita velocidade e o sólido na incógnita deslocamento. Uma
forma interessante de utilizar uma formulação unificada para ambos os domı́nios é escrever
o problema do sólido em função de taxas de deformação. Desta maneira, a construção
de conjuntos de aproximação para o conjunto (3.2.2) pode ser notoriamente simplificada.
Obviamente o maior interesse é então quando as aproximações para o sólido e para o
fluido são conformes. Aproximações não conformes (malhas não compat́ıveis sobre Γt

fs)
conduzem à necessidade de métodos baseados nos multiplicadores de Lagrange como visto
anteriormente.

Antes de prosseguir na formulação do problema note que a lei constitutiva para σsD

deve, agora, estar escrita em função da taxa de deformação. Para isto veja que se pode
escrever

σsD = σs
0
D +

∫ t

0

∂σsD

∂t
dt = σs

0
D +

∫ t

0

∂σsD

∂εs
ε(vs) dt, (3.2.17)

onde σs
0
D = σsD(us0) é uma condição inicial que deve ser fornecida e, além disso, tem-se

denotado εs = ε(us). Aqui ∂σsD
∂εs

é o tensor de quarta ordem que expressa a relação
tangente constitutiva tensão–deformação. Este operador tangente está estreitamente rela-
cionado com aquele que surge comumente nos esquemas incrementais encontrados na
análise de grandes deformações.

Logo, usando as expressões acima para a componente da tensão σsD, pode-se escre-
ver o problema em termos do, agora, único campo de velocidade v que satisfaz v|Ωt

f
= vf

e v|Ωt
s

= vs como segue:

Problema 3.4. Para cada t ∈ (0, T ) encontre (v, p) ∈ U × P tal que

∫

Ωt
f

[
ρf

Dvf

Dt
· v̂f + σf D · ε(v̂f )− pf div v̂f − ρfg · v̂f

]
dx

−
∫

Γf N

t̄f · v̂f dΓ−
∫

Ωt
f

p̂f

(
div vf +

1
κf

Dpf

Dt

)
dx−

∫

Ωt
s

p̂s

(
div vs +

1
κs

Dps

Dt

)
dx

+
∫

Ωt
s

[
ρs

Dvs

Dt
· v̂s +

(∫ t

0

∂σsD

∂εs
ε(vs) dt

)
· ε(v̂s)− ps div v̂s − ρsg · v̂s

]
dx = 0

∀(v̂, p̂) ∈ V × P, (3.2.18)

onde assumiu-se que σs
0
D = 0, por outro lado v|Ωt

f
= vf , v|Ωt

s
= vs, p|Ωt

f
= pf , p|Ωt

s
= ps

e também

U = {v ∈ H1(Ω); v|Γf D
= v̄f ; v|ΓsD

= v̄s},
P = L2(Ω),

(3.2.19)

enquanto que V é o espaço gerador da variedade linear U .

Em primeiro lugar note que esta formulação vale também para grandes deformações.
Neste caso convém realizar a descrição do sólido de forma totalmente Lagrangiana, na
qual o termo de convecção desaparece na forma da derivada material. Em segundo lugar,
esta formulação apresenta a desvantagem de ter que aproximar a integral no tempo que
surge ao escrever as potências geradas pelas tensões em função da taxa de deformação
ε(vs). Isto implica em mais uma aproximação, já que é necessário construir um esquema
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de integração temporal para esse termo. Em contrapartida, com relação à continuidade
da velocidade, mesmo quando utilizados multiplicadores de Lagrange, a mesma é imposta
mais corretamente devido a que não se precisa aproximar a derivada temporal do campo de
deslocamentos, como ocorre na prática com os métodos clássicos. Por último, as definições
do conjunto U e do espaço associado V são muito convenientes do ponto de vista da
construção de uma aproximação do problema já que, e sempre que considerada a situação
de discretizações fluido–sólido conformes, dentro da própria base de funções de elementos
finitos está impĺıcita a continuidade do campo de velocidade em um sentido idêntico ao
dado no Problema 3.1, isto é, da forma mais forte posśıvel.

O material desta seção não se considera contribuição já que uma situação muito
similar foi tratada anteriormente em [56].

3.3 Métodos de sólidos imersos

Nesta seção apresenta-se uma classe de métodos que faz uso da idéia de imersão
de domı́nios introduzida de forma pioneira em [54]. A palavra imersão aqui significa
superposição de domı́nios. No caso do problema modelo da Seção 3.1 a imersão do domı́nio
Ωt

s no domı́nio Ω implica a coexistência de dois elementos, o sólido e o fluido, ocupando o
mesmo espaço Ωt

s. Apesar do ponto de vista da intuição f́ısica a imersão de domı́nios não
parecer uma idéia viável, do ponto de vista da formulação matemática este conceito tem
bases claras, ao ponto que é posśıvel associar prinćıpios variacionais correspondentes ao
problema. A vantagem jaz no fato do problema do fluido ser estendido a todo o domı́nio
Ω.

O objetivo desta seção é desenvolver um modelo que generalize às formulações do
método de elementos finitos imersos e do método do cont́ınuo imerso. Para isto expõe-se,
segundo a literatura, qual a formulação do primeiro para pôr em evidência as fraquezas
da colocação do problema e estar em condições de reformulá-lo. Tal reformulação é feita
manipulando o prinćıpio variacional clássico do Problema 3.2.

3.3.1 O método de elementos finitos imersos ou do cont́ınuo imerso

Nesta parte segue-se à risca a formulação do problema, em termos do sistema de
equações em derivadas parciais, apresentada em [97] para o método de elementos finitos
imersos. Deste modo, esta seção constitui um estudo resumido dos conceitos desenvolvi-
dos no mencionado trabalho. Tais idéias encontram-se, em parte, por trás do método
do cont́ınuo imerso [163]. O nome original foi introduzido pelos autores, entretanto, na
verdade, o método cai dentro dos denominados métodos de domı́nios fict́ıcios com uma
leve modificação na formulação. Inclusive, a denominação método de elementos finitos
imersos é restritiva devido a que a formulação é válida a ńıvel do problema cont́ınuo, e o
método de elementos finitos constitui somente uma forma de aproximá-lo.

O motivo para deixar o marco variacional aqui e embarcar-se na proposta da litera-
tura é, justamente, mostrar o problema originalmente formulado e as inconsistências que
surgem ao trabalhar desta forma sem levar certos cuidados na colocação do problema. Es-
tas inconsistências são salientadas, mas não corrigidas nesta seção. Tais erros são sanados
na Seção 3.3.2 ao colocar o problema a partir do correspondente prinćıpio variacional que
o governa.

Como dito, a seguir emprega-se uma notação mais similar à dada em [97]. O mo-
delo, segundo os autores, denomina-se sistema de sólido imerso, e consiste de um sólido
imerso dentro de um fluido. No mencionado trabalho admite-se que a formulação é
válida para quaisquer que forem o fluido e o sólido com relação ao seu caráter com-
presśıvel/incompresśıvel. Primeiro considere as seguintes quantidades que estão definidas
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sobre todo o domı́nio Ω

(v(x, t), p(x, t)) =

{
(vf (x, t), pf (x, t)) em Ωt

f ,

(vs(x, t), p(x, t)) em Ωt
s.

(3.3.1)

A seguir, ps denota a pressão no sólido na descrição espacial, κf e κs são os módulos
de compressibilidade para fluido e sólido, sendo necessário salientar que os autores afir-
mam que podem ser diferentes. Além disso, os tensores de tensão do fluido, considerado
Newtoniano, e do sólido, considerado hiperelástico, escrevem-se como

σ = −pI + λdiv v + µ((∇v +∇v)T ),

[σs]m = −[ps]mI +
1

detF
F (2(c1 + c2 tr (C))I− 2c2C)FT ,

(3.3.2)

onde o coeficiente λ é a viscosidade volumétrica, [·]m denota a descrição material, e também
C = FTF com F = ∇Xχ, sendo χ(X, t) o mapeamento que dá o movimento do sólido
em função da configuração de referência caracterizada pelas coordenadas materiais X.
Finalmente, c1 e c2 são constantes próprias do material. O problema enunciado na forma
de sistema de equações diferenciais parciais, segundo [97], consiste em encontrar (v, p, ps)
e o movimento do sólido χ(X, t) tais que





ρf
Dv
Dt

= div σ + ρfg + F em Ω,

F =





0 em Ωt
f ,

(ρf − ρs)
(

Dv
Dt

− g
)

+ div (σs − σ) em Ωt
s,

∂χ

∂t

∣∣
X=χ−1(x,t)

= vs em Ωt
s,

div v +
1
κf

Dp

Dt
= 0 em Ω,

detF− 1 +
1
κs

[ps]m = 0 em Ω0
s,

F = ∇Xχ,

σnfs = σsnfs sobre Γt
fs,

(3.3.3)

e com apropriadas condições iniciais. A (3.3.3)1 e a (3.3.3)4 constituem as equações que
governam o que os autores denominam o problema de fluido aumentado, já que o problema
associado ao fluido foi estendido a todo o domı́nio Ω. Observe que, segundo parece (porém
não é salientado no trabalho fonte), a força F surge como a necessária para impor a
condição de igualdade do campo de velocidade do fluido e do sólido em todo o domı́nio
Ωt

s. Entretanto, e aqui ocorre a inconsistência da formulação, as equações de conservação
de massa são independentes para o fluido e para a estrutura sobre Ωt

s, segundo as (3.3.3)4
e (3.3.3)5. Assim, dado que está sendo forçada a continuidade do campo de velocidade
em todo o domı́nio do sólido, quando aplicado o operador divergente ambos os campos
v|Ωt

s
= vs e vs resulta

div vs = − 1
κf

Dp

Dt
,

div vs = − 1
κs[detF]e

Dps

Dt
,

(3.3.4)

onde [·]e denota descrição espacial. Por exemplo, considere κf = ∞ que corresponde a um
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fluido incompresśıvel. Dada a continuidade do campo de velocidade resulta

div vs = 0 em Ωt
s, (3.3.5)

implicando que o sólido, forçadamente, possui campo de velocidade solenoidal o que não
é necessariamente a situação f́ısica que se estuda. Disto segue-se que a pressão no sólido
tem que satisfazer Dps

Dt = 0, e esta condição afeta diretamente seu estado de tensão,
fazendo com que as tensões calculadas não estejam corretas. Portanto, esta formulação
está correta quando ambos fluido e sólido são compresśıveis, ou quando ambos são incom-
presśıveis. No entanto, esta ressalva não é mencionada em nenhum momento pelos autores
destas publicações. Em particular, os exemplos numéricos apresentados em [98, 165] uti-
lizam exclusivamente casos nos quais ambos elementos, fluido e sólido, são incompresśıveis
posto que assim ocorre na maioria dos problemas encontrados nos sistemas biológicos.
Logo, nas aplicações tratadas nos mencionados trabalhos a inconsistência levantada não
é, casualmente, fonte de erro.

Em contrapartida, o método do cont́ınuo imerso formula exatamente o mesmo pro-
blema só que mencionando que a formulação é válida para fluido e sólido compresśıveis,
situação para a qual o modelo dado pelo sistema (3.3.3) está correto. Não obstante,
nenhuma justificativa é feita em relação ao anteriormente dito.

Na Seção 3.3.2 generalizam-se estas questões dando lugar a uma formulação que
abrange o caso mais genérico, admitindo qualquer combinação referente ao caráter com-
presśıvel do fluido e do sólido. A formulação variacional correspondente ao sistema de
equações (3.3.3) é derivada fazendo uso da técnica de reśıduos ponderados. Contudo,
há duas peculiaridades que devem ser remarcadas e são as seguintes: por um lado, (i) os
autores expressam a necessidade de definir, em função da (3.3.3)7, a seguinte representação
integral para o produto de dualidade 〈F ,w〉

〈F ,w〉 =
∫

Ωt
s

[
(ρf − ρs)

(
Dv
Dt

− g
)
·w + (σ − σs) · ∇w

]
dx, (3.3.6)

aspecto que não resulta natural a priori ; desta forma, a formulação variacional correspon-
dente ao sistema de equações (3.3.3) é a seguinte

∫

Ω

[
ρf

(
Dv
Dt

− g
)
·w + σ · ∇w

]
dx−

∫

Ωt
s

[
(ρf − ρs)

(
Dv
Dt

− g
)
·w

− (σ − σs) · ∇w
]

dx = 0 ∀w ∈ V , (3.3.7a)

∫

Ω
q

[
div v +

1
κf

Dp

Dt

]
dx = 0 ∀q ∈M, (3.3.7b)

∫

Ω0
s

qs

[
detF− 1 +

1
κf

[ps]m

]
dX = 0 ∀qs ∈Ms, (3.3.7c)

∫

Ω0
s

[
[vf ]m − ∂χ

∂t

]
·ws = 0 ∀ws ∈ Vs, (3.3.7d)

onde V = H1
0(Ω) (usou-se condição de Dirichlet em todo o contorno de Ω), M = L2(Ω),

Ms = L2(Ω0
s) e Vs = L2(Ω0

s). Por outro lado, (ii) os autores estabelecem, através da
equação (3.3.7d), a continuidade do campo de velocidade de forma fraca, porém, o ele-
mento dual associado, isto é o esforço associado a tal restrição, não aparece na formulação.
Segundo ver-se-á na seção seguinte, por trás desta formulação, de fato, estão implicita-
mente considerados os esforços duais à igualdade do campo de velocidade em Ωt

s, já que



3.3. Métodos de sólidos imersos 173

sobre a própria equação do fluido artificial em Ωt
s encontram-se os esforços provenientes

do sólido. Analisando estes dois aspectos da formulação vê-se que esta não parece ser a
forma mais natural de colocar o problema.

Finalmente, é importante salientar mais uma vez que esta formulação somente é
válida quando o sólido e o fluido são ambos compresśıveis ou ambos incompresśıveis.
Assim sendo, na literatura não existe uma formulação que permita a análise da interação
fluido–sólido com propriedades de compressibilidade/incompressibilidade arbitrárias.

3.3.2 O método de domı́nios imersos

Nesta seção procura-se dar bases bem fundadas na colocação do problema de in-
teração fluido–estrutura quando aplicadas as idéias de imersão de domı́nios, formalizando
e estendendo os conceitos mostrados na seção anterior. Para isto, desenvolve-se um novo
modelo que é chamado método de domı́nios imersos, e que generaliza os métodos de
elementos finitos imersos e do cont́ınuo imerso. Embora as idéias mais básicas não se
afastem muito do apresentado na seção anterior, a reformulação do problema permite não
só efetuar a correção daquela inconsistência apresentada na Seção 3.3.1 com respeito ao
balanço de massa, mas também formular um prinćıpio de potências adequado para este
problema que venha substituir às equações (3.3.7). Ao mesmo tempo, entende-se que a
forma como é colocado o problema corresponde mais a uma alternativa dos métodos de
domı́nios fict́ıcios.

Como dito, o ponto de partida é a formulação clássica presente no Problema 3.2, a
qual é repetida aqui por conveniência

∫

Ωt
f

[
ρf

Dvf

Dt
· v̂f + σf D · ε(v̂f )− pf div v̂f − ρfg · v̂f

]
dx

−
∫

Γf N

t̄f · v̂f dΓ−
∫

Ωt
f

p̂f

(
div vf +

1
κf

Dpf

Dt

)
dx−

∫

Ωt
s

p̂s

(
div vs +

1
κs

Dps

Dt

)
dx

+
∫

Ωt
s

[
ρs

Dvs

Dt
· v̂s + σsD · ε(v̂s)− ps div v̂s − ρsg · v̂s

]
dx

+
∫

Γt
fs

λ̂ · (vs − vf ) dΓ +
∫

Γt
fs

λ · (v̂s − v̂f ) dΓ = 0

∀(v̂, p̂, λ̂) ∈ V × P ×Λ, (3.3.8)

onde todos os elementos já foram definidos.
Considere agora a existência de um fluido artificial ocupando o espaço Ωt

s para o
qual o par velocidade–pressão denota-se também por (vf , pf ). Devido a que, a final de
contas, trata-se de um fluido fict́ıcio têm-se vários graus de liberdade a serem definidos,
como, por exemplo, a massa espećıfica e/ou o comportamento viscoso. Por simplicidade
na apresentação emprega-se um fluido artificial com massa espećıfica ρf e com o mesmo
comportamento viscoso que o fluido real que ocupa Ωt

f (mas note que esta é só uma escolha
particular). A análise é focada primeiro sobre a equação de balanço de momento e logo a
equação da massa aparecerá vinculada, de alguma forma, à primeira.

Aqui, entende-se que as idéias subjacentes aos métodos de domı́nios imersos estão
apoiadas na continuidade do campo de velocidade sobre todo o domı́nio do sólido. Em
outras palavras, a velocidade do sólido vs e a do fluido artificial vf são, em algum sentido
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a ser definido, iguais. Disto obtém-se que o seguinte termo é identicamente nulo

∫

Ωt
s

[
ρf

Dvf

Dt
· (v̂f − v̂s) + σf D · ε(v̂f − v̂s)− pf div (v̂f − v̂s)

− ρfg · (v̂f − v̂s)
]

dx ∀(v̂f , v̂s) tal que v̂f = v̂s em Ωt
s, (3.3.9)

onde σf D possui, como dito, as mesmas caracteŕısticas que as do fluido real (o que é uma
escolha particular). Objetivando remarcar as diferenças entre esta abordagem e a dada na
seção anterior digamos que neste caso o fluido artificial estará permitido de ter propriedades
de compressibilidade arbitrárias, com respeito às do fluido real, em consonância com a
equação de continuidade do campo de velocidade. Mais na frente este ponto é discutido
em detalhe.

Agora introduz-se o método de domı́nios imersos a ńıvel do problema cont́ınuo em
dois passos: (i) somando o termo (3.3.9) na formulação variacional (3.3.8) e (ii) relaxando
a condição de continuidade vf = vs em Ωt

s através da inclusão de um multiplicador de
Lagrange. Para levar a cabo o segundo passo pode-se, por exemplo, adicionar termos da
seguinte forma ∫

Ωt
s

ψ̂ · (vs − vf ) dx +
∫

Ωt
s

ψ · (v̂s − v̂f ) dx, (3.3.10)

onde esta é só uma forma de expressar a continuidade do campo de velocidade. Na
Seção 3.5 ver-se-á que há outras alternativas para tal fim. Observe que por trás da ex-
pressão (3.3.10) está o sentido no qual se demanda a continuidade do campo de velocidade.
Enquanto nos problemas formulados na Seção 3.2 a continuidade vinha dada no sentido
do produto de dualidade

〈λ̂, (vs − vf )〉H−1/2(Γt
fs)×H1/2(Γt

fs)
= 0 ∀λ̂ ∈ H−1/2(Γt

fs), (3.3.11)

por meio da expressão (3.3.10) a continuidade da velocidade é agora dada no sentido do
seguinte produto de dualidade

〈ψ̂, (vs − vf )〉H−1(Ωt
s)×H1(Ωt

s)
= 0 ∀ψ̂ ∈ H−1(Ωt

s), (3.3.12)

que, por sua vez, implica aquele expresso pela (3.3.11). Logo, entende-se que a expressão
(3.3.12) constitui uma forma indireta de impor a condição original (3.3.11). Este é o
ponto crucial e básico em toda esta teoria de métodos imersos no contexto de formulações
variacionais primais. Além disso, sendo que a igualdade dos campos ocorre em H1(Ωt

s), o
termo na (3.3.9) é efetivamente nulo.

Por outro lado, a equação da conservação da massa do fluido artificial pode ser
arbitrária desde que não contradiga a continuidade do campo de velocidade. Este é,
de alguma forma, um outro grau de liberdade. Logo, adiciona-se o seguinte termo na
formulação ∫

Ωt
s

p̂f

(
div vf +

1
κs

Dpf

Dt

)
dx. (3.3.13)

Na expressão (3.3.13) o fluido artificial toma as propriedades de compressibilidade perten-
centes ao sólido. Esta é uma das maiores diferenças entre a abordagem aqui proposta e
as encontradas na literatura. Da forma como se procede aqui contorna-se qualquer incon-
sistência concernente à conservação da massa no limite de incompressibilidade do fluido
e/ou do sólido. Realmente, o valor do módulo de compressibilidade do fluido artificial
poderia ter sido arbitrário. A questão importante é que seja independente do caráter
compresśıvel/incompresśıvel do fluido real em Ωt

f .
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Conseqüentemente, depois de acomodar alguns termos, a primeira versão do prinćıpio
variacional que faz uso de idéias de imersão de domı́nios está enunciada no seguinte pro-
blema:

Problema 3.5. Para cada t ∈ (0, T ) encontre (v, p, λ,ψ) ∈ U ×P ×Λ×Ψ tal que

∫

Ωt
f

[
ρf

Dvf

Dt
· v̂f + σf D · ε(v̂f )− pf div v̂f − ρfg · v̂f

]
dx−

∫

Γf N

t̄f · v̂f dΓ

−
∫

Ωt
f

p̂f

(
div vf +

1
κf

Dpf

Dt

)
dx−

∫

Ωt
s

p̂f

(
div vf +

1
κs

Dpf

Dt

)
dx

−
∫

Ωt
s

p̂s

(
div vs +

1
κs

Dps

Dt

)
dx

+
∫

Ωt
s

[
ρs

Dvs

Dt
· v̂s + σsD · ε(v̂s)− ps div v̂s − ρsg · v̂s

]
dx

+
∫

Ωt
s

[
ρf

Dvf

Dt
· (v̂f − v̂s) + σf D · ε(v̂f − v̂s)− pf div (v̂f − v̂s)− ρfg · (v̂f − v̂s)

]
dx

+
∫

Γt
fs

λ̂ · (vs − vf ) dΓ +
∫

Γt
fs

λ · (v̂s − v̂f ) dΓ

+
∫

Ωt
s

ψ̂ · (vs − vf ) dx +
∫

Ωt
s

ψ · (v̂s − v̂f ) dx = 0

∀(v̂, p̂, λ̂, ψ̂) ∈ V × P ×Λ×Ψ, (3.3.14)

onde v = (vf ,vs), p = (pf , ps), com (vf , pf ) definido sobre todo o domı́nio Ω. Assim é

U =
{
(vf ,vs) ∈ H1(Ω)×H1(Ωt

s); vf |Γf D
= v̄f ; vs|ΓsD

= v̄s

}
,

P = {(pf , ps) ∈ L2(Ω)× L2(Ωt
s)},

Λ = H−1/2(Γt
fs),

Ψ = H−1(Ωt
s).

(3.3.15)

Também, V é o espaço obtido por diferença de elementos em U .

As equações de Euler–Lagrange permitem entender a função que cada elemento
possui neste problema. Procedendo de forma usual, aplicando a fórmula de Green obtém-
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se, no sentido das distribuições, o seguinte conjunto de equações




ρf
Dvf

Dt
− div σf D +∇pf = ρfg em Ωt

f ,

ρf
Dvf

Dt
− div σf D +∇pf = ρfg + ψ em Ωt

s,

ρs
Dvs

Dt
− ρf

Dvf

Dt
− div (σsD − σf D) +∇(ps − pf ) =

(ρs − ρf )g −ψ em Ωt
s,

div vf +
1
κf

Dpf

Dt
= 0 em Ωt

f ,

div vf +
1
κs

Dpf

Dt
= 0 em Ωt

s,

div vs +
1
κs

Dps

Dt
= 0 em Ωt

s,

(−pfI + σf D)nf = t̄f sobre Γf N ,

vs = vf sobre Γt
fs,

(−pfI + σf D)fnfs − (−pfI + σf D)snfs = λ sobre Γt
fs,

(−psI + σsD)snfs − (−pfI + σf D)snfs = λ sobre Γt
fs,

vs = vf em Ωt
s,

(3.3.16)

onde (·)f e (·)s denotam quantidades sobre Γt
fs quando vistas desde os domı́nios Ωt

f e Ωt
s

respectivamente.
Subtraindo agora a (3.3.16)10 da (3.3.16)9 chega-se à condição de continuidade da

tração, ou seja

(−pfI + σf D)fnfs = (−psI + σsD)snfs sobre Γt
fs. (3.3.17)

A pergunta que permanece aberta aqui é acerca do multiplicador de Lagrange λ. Note
que, de acordo com o comentado anteriormente, na equação (3.3.16)11 está compreendida
na equação (3.3.16)8. Logo, uma vez que o multiplicador de Lagrange ψ força a condição
(3.3.16)11, o multiplicador λ não tem nada que impor, resultando em

λ = 0 sobre Γt
fs, (3.3.18)

o que significa que não há salto na tração entre o fluido real e o artificial

J−pfI + σf DKnfs = 0 sobre Γt
fs, (3.3.19)

onde J·K = (·)f − (·)s. Com efeito, em função disto podem-se desconsiderar os termos
associados ao multiplicador de Lagrange λ e à sua variação λ̂, pois eles não jogam nenhum
papel adicional no problema cont́ınuo. Além do mais, esta conclusão decorre diretamente
de analisar o prinćıpio variacional (3.3.14), em particular de ver que a (3.3.12) implica
a (3.3.11). Entretanto, é importante frisar que este poderia não ser o caso no problema
discreto. Então, o Problema 3.5 pode ser reescrito, após acomodar alguns termos, como
segue:
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Problema 3.6. Para cada t ∈ (0, T ) encontre (v, p, ψ) ∈ U × P ×Ψ tal que

∫

Ω

[
ρf

Dvf

Dt
· v̂f + σf D · ε(v̂f )− pf div v̂f − ρfg · v̂f

]
dx−

∫

Γf N

t̄f · v̂f dΓ

−
∫

Ω
p̂f

(
div vf +

1
κf

Dpf

Dt

)
dx +

∫

Ωt
s

p̂f

(
1
κf

− 1
κs

)
Dpf

Dt
dx

+
∫

Ωt
s

[(
ρs

Dvs

Dt
− ρf

Dvf

Dt

)
· v̂s +

(
σsD − σf D

) · ε(v̂s)− (ps − pf ) div v̂s

− (ρs − ρf )g · v̂s

]
dx−

∫

Ωt
s

p̂s

(
div vs +

1
κs

Dps

Dt

)
dx

+
∫

Ωt
s

ψ̂ · (vs − vf ) dx +
∫

Ωt
s

ψ · (v̂s − v̂f ) dx = 0

∀(v̂, p̂, ψ̂) ∈ V × P ×Ψ, (3.3.20)

onde todos os elementos estão definidos segundo o Problema 3.5.

É fácil ver que o conjunto de equações de Euler–Lagrange é idêntico a (3.3.16)
quando λ = 0, e quando a expressão (3.3.16)8 não é explicitamente dada (posto que está
contida na (3.3.16)11 como comentado antes), ou seja





ρf
Dvf

Dt
− div σf D +∇pf = ρfg em Ωt

f ,

ρf
Dvf

Dt
− div σf D +∇pf = ρfg + ψ em Ωt

s,

ρs
Dvs

Dt
− ρf

Dvf

Dt
− div (σsD − σf D) +∇(ps − pf ) =

(ρs − ρf )g −ψ em Ωt
s,

div vf +
1
κf

Dpf

Dt
= 0 em Ωt

f ,

div vf +
1
κs

Dpf

Dt
= 0 em Ωt

s,

div vs +
1
κs

Dps

Dt
= 0 em Ωt

s,

(−pfI + σf D)nf = t̄f sobre Γf N ,

(−pfI + σf D)fnfs − (−pfI + σf D)snfs = 0 sobre Γt
fs,

(−psI + σsD)snfs − (−pfI + σf D)snfs = 0 sobre Γt
fs,

vs = vf em Ωt
s.

(3.3.21)

Assim sendo, o Problema 3.6 constitui o método de domı́nios imersos desenvolvido nesta
seção, o qual generaliza os métodos existentes na literatura que empregam idéias de
imersão.

3.3.3 Equivalência entre as formulações

Para mostrar a consistência e a equivalência entre a formulação (3.3.20) e a (3.3.8) é
preciso manipular levemente as equações de Euler–Lagrange. Assuma que (v, p, ψ) é uma
solução do Problema 3.6, de forma que o par (v, p) produz os estados de tensão σf e σs

tais que a solução satisfaz, no sentido das distribuições, o conjunto de equações (3.3.21).
Então, veja que da (3.3.21)3 pode-se revelar o significado de ψ

ψ = −ρs
Dvs

Dt
+ ρf

Dvf

Dt
+ div (σsD − σf D)−∇(ps − pf ) + (ρs − ρf )g em Ωt

s, (3.3.22)
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e substituindo-o na (3.3.21)2 recupera-se a equação de equiĺıbrio para o sólido

ρs
Dvs

Dt
− div σsD +∇ps = ρsg em Ωt

s. (3.3.23)

Além disso, observe que a expressão (3.3.21)10 significa

vf = vs sobre Γt
fs, (3.3.24)

devido a que Jvf K = 0 sobre Γt
fs, pois vf ∈ H1(Ω) (ver a definição do conjunto U no

Problema 3.5).
Portanto, coletando as expressões (3.3.21)1 e (3.3.23), que dão o equiĺıbrio nos

domı́nios do fluido e do sólido, as expressões (3.3.21)4 e (3.3.21)6, que dão a conservação da
massa também nos domı́nios do fluido e do sólido, a expressão (3.3.21)7, que é a condição
de contorno, e as expressões (3.3.17) (que também pode ser obtida da (3.3.21)) e (3.3.24),
que dão a continuidade da tração e do campo de velocidade sobre a interface fluido–sólido,
atinge-se o mesmo conjunto de equações de Euler–Lagrange que aquelas expressas pela
(3.2.3) correspondente ao Problema 3.1.

Como pôde ser visto, o Problema 3.6 possui a propriedade básica e essencial da
consistência em relação às equações de Euler–Lagrange do Problema 3.1. Em outras
palavras, uma solução do Problema 3.6, quando considerado somente o fluido real definido
sobre Ωt

f , é uma solução do Problema 3.1.
Para ver qual a vantagem deste tipo de formulação observe que agora é preciso

resolver o problema de um fluido sobre todo Ω o que facilita a abordagem computacional.
Isto retorna o problema do escoamento a um domı́nio fixo, e o que muda com o tempo é
somente a força de corpo que vem dada pelo multiplicador de Lagrange ψ. Analogamente,
a compressibilidade do fluido aumentado varia de acordo com a posição do sólido em Ω.
O importante, como será visto no Caṕıtulo 4, é a identificação da região ocupada pelo
sólido. O problema do escoamento aumentado pode ser escrito de forma mais condensada
por meio da definição das seguintes quantidades

F =





0 em Ωt
f ,

ρf
Dvf

Dt
− ρs

Dvs

Dt
− div (σf D − σsD) +∇(pf − ps)

−(ρf − ρs)g em Ωt
s,

(3.3.25)

G =





0 em Ωt
f ,(

1
κf

− 1
κs

)
Dpf

Dt
em Ωt

s.
(3.3.26)

Desta maneira, uma forma equivalente de escrever as equações de Euler–Lagrange (3.3.21),
após ter introduzido o significado de ψ, pois F |Ωt

s
= ψ, é a seguinte





ρf
Dvf

Dt
− div σf D +∇pf = ρfg + F em Ω,

div vf +
1
κf

Dpf

Dt
= G em Ω,

div vs +
1
κs

Dps

Dt
= 0 em Ωt

s,

(−pfI + σf D)nf = t̄f sobre Γf N ,

(−pfI + σf D)fnfs = (−psI + σsD)snfs sobre Γt
fs,

vs = vf em Ωt
s.

(3.3.27)

A equação de balanço no sólido reobtém-se facilmente expandindo a expressão da força F
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e cancelando os termos associados ao fluido na (3.3.27)1.
Finalmente, da (3.3.25) obtém-se, para vf = vs em Ωt

s, a expressão dada na (3.3.3)2.
Em outras palavras, a nova formulação variacional proposta nesta seção fornece, inclusive,
uma base sólida para justificar a expressão adotada pelos autores em [97].

3.3.4 Situações limites das caracteŕısticas de compressibilidade

Agora é importante analisar como se comporta o modelo quando tanto o fluido como
o sólido variam seus comportamentos de compresśıveis para incompresśıveis. A formulação
(3.3.20) apresentada na Seção 3.3.2 é geral, e portanto válida para todas as situações abaixo
consideradas. Isto é um aspecto importante nesta nova formulação, permitindo resolver a
inconsistência existente na literatura neste ponto.

i. Fluido compresśıvel–sólido compresśıvel. Este caso é o mais simples, e é diretamente
tratado no Problema 3.6 especificando os valores finitos de κf e κs. Aqui, a con-
servação da massa resulta





div vf +
1
κf

Dpf

Dt
= 0 em Ωt

f ,

div vf +
1
κs

Dpf

Dt
= 0 em Ωt

s,

div vs +
1
κs

Dps

Dt
= 0 em Ωt

s,

(3.3.28)

deixando em evidência que ambos os fluidos, real e artificial, são compresśıveis, porém
com caracteŕısticas de compressibilidade diferentes. Em particular, neste caso poderia
ter sido tomado um fluido artificial compresśıvel com módulo de compressibilidade
igual a κf sem acarretar inconsistências. Esta é justamente a situação para a qual o
método do cont́ınuo imerso é válida (ver [163]).

ii. Fluido incompresśıvel–sólido incompresśıvel. Este caso também é uma situação sim-
ples devido a que ambos os módulos de compressibilidade, κf e κs, tomam valor
infinito. Assim, a conservação da massa resulta

{
div vf = 0 em Ω,

div vs = 0 em Ωt
s,

(3.3.29)

implicando que ambos os fluidos, real e artificial, são incompresśıveis. Esta é a situação
para a qual o método de elementos finitos imersos também é válida (ver [97, 98, 165]).

iii. Fluido compresśıvel–sólido incompresśıvel. Este caso é tratado de forma similar aos
anteriores. Em particular tem-se κs = ∞ e κf < ∞, portanto resulta





div vf +
1
κf

Dpf

Dt
= 0 em Ωt

f ,

div vf = 0 em Ωt
s,

div vs = 0 em Ωt
s,

(3.3.30)

significando que o fluido muda seu comportamento, passando de ser compresśıvel
em Ωt

f a incompresśıvel em Ωt
s. Este resultado frisa o fato do fluido artificial ter

um comportamento realmente diferente ao do fluido real. Observe que com esta
nova formulação este tipo de situação é válida, não acarretando nenhum tipo de
inconsistência.
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iv. Fluido incompresśıvel–sólido compresśıvel. Esta situação é a que merece mais atenção.
Em particular tem-se κf = ∞, enquanto que é κs < ∞. Logo, segue-se que





div vf = 0 em Ωt
f ,

div vf +
1
κs

Dpf

Dt
= 0 em Ωt

s,

div vs +
1
κs

Dps

Dt
= 0 em Ωt

s,

(3.3.31)

o que implica que o fluido muda seu comportamento de Ωt
f a Ωt

s, indo de totalmente
incompresśıvel a compresśıvel correspondentemente. Nesta situação vale a pena re-
marcar novamente que o fluido artificial é independente do real com respeito ao caráter
de compresśıvel.

Como explicado na Seção 3.3.1, as formulações dos métodos de elementos finitos imersos
e do cont́ınuo imerso falham no caso (iv). Apesar disso, em [97] postula-se que o método
de elementos finitos imersos é geral em relação justamente a este ponto. Isto é o que
motivou a formulação do método do cont́ınuo imerso, a qual é idêntica à do primeiro
só que se limita ao tratamento de fluidos e sólidos na situação (i) enunciada, embora
seja também válido para os casos (ii) e (iii) detalhados acima. A explicação para isto,
e a principal limitação destas formulações, é que o fluido artificial é totalmente idêntico
ao real, inclusive no módulo de compressibilidade, ou seja κs é substitúıdo por κf na
(3.3.16)5. Quando o fluido é incompresśıvel, a expressão (3.3.12), ou equivalentemente a
(3.3.16)11, assegura que a divergência do campo de velocidade do sólido é identicamente
nula independentemente do comportamento real do sólido. Isto altera o estado da tensão
no sólido na formulação do método de elementos finitos imersos, podendo derivar em um
cálculo errado do equiĺıbrio e, portanto, em uma solução incorreta. De fato, introduzindo
esta modificação obtém-se, para o caso de um fluido incompresśıvel (κf = ∞), o seguinte

div vf = 0 ⇒ div vs +
1
κs

Dps

Dt
=

1
κs

Dps

Dt
= 0 em Ωt

s, (3.3.32)

pois vf = vs em Ωt
s. Isto conduz, como dito, a um comportamento incompresśıvel irreal

do sólido (que originalmente possuia um valor finito para κs), e como conseqüência disso
deve satisfazer Dps

Dt = 0, ou igualmente Dρs

Dt = 0. Em outras palavras, o fluido artificial
que preenche Ωt

s modifica o estado do sólido só no caso do limite de incompressibilidade.
Aqui, uma forma inteligente de contornar tal dificuldade foi trocar o caráter compresśıvel
do fluido artificial com respeito ao que possui o fluido real, atribuindo o módulo de com-
pressibilidade do sólido. Contudo, lembre que qualquer outro valor para este módulo de
compressibilidade do fluido artificial poderia ter sido empregado desde que fosse indepen-
dente do κf correspondente ao fluido real.

3.3.5 O método de domı́nios imersos para interação fluido–sólido ŕıgido

Nesta seção o problema é simplificado assumindo que o sólido imerso não sofre
deformação, ou seja que é ŕıgido. Para isto desconsidera-se qualquer contorno de Dirichlet
sobre o sólido, resultando totalmente imerso no fluido. Com isto, a formulação aqui desen-
volvida é similar à apresentada em [39], e difere de outras formulações bem estabelecidas
como a desenvolvida em [52]. A dinâmica de corpo ŕıgido é caracterizada por um campo
de velocidade dado por

vs = vo
s + ωo

s × ro, (3.3.33)

onde vo
s é a velocidade do centro de massa, ωo é a velocidade angular do objeto e ro é a

distância de qualquer ponto dentro do sólido ao centro de massa. Todas essas quantidades
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estão escritas na configuração atual no tempo t. Lembre que a (3.3.33) pode-se escrever
de forma equivalente como

vs = vo
s + Ωo

sr
o, (3.3.34)

onde Ωo
s é o único tensor anti-simétrico associado ao vetor ωo

s. Por outro lado, é um
simples exerćıcio da mecânica do cont́ınuo mostrar que

Dvs

Dt
=

Dvo
s

Dt
+

DΩo
s

Dt
ro + Ωo

sΩ
o
sr

o. (3.3.35)

Além disso, usa-se o fato dos movimentos de corpo ŕıgido serem tais que ε(v̂s) = 0 e
div v̂s = 0 junto com a desconsideração da correspondente conservação da massa (lem-
brando que κs = ∞). Antes de dar as expressões finais do problema veja que, dado que ro

mede a distância ao centro de massa então
∫
Ωt

s
ρsro dx = 0 e alguns termos na formulação

são nulos. Logo, introduzindo a (3.3.34) na (3.3.20) e tomando em conta os comentários
anteriores chega-se na seguinte formulação:

Problema 3.7. Para cada t ∈ (0, T ) encontre (v, p, ψ) ∈ U × P ×Ψ tal que

∫

Ω

[
ρf

Dvf

Dt
· v̂f + σf D · ε(v̂f )− pf div v̂f − ρfg · v̂f

]
dx−

∫

Γf N

t̄f · v̂f dΓ

−
∫

Ω
p̂f

(
div vf +

1
κf

Dpf

Dt

)
dx +

∫

Ωt
s

p̂f
1
κf

Dpf

Dt
dx

+ ms
Dvo

s

Dt
· v̂o

s +
DΩo

s

Dt
Is · Ω̂o

s + Ωo
sΩ

o
sIs · Ω̂

o
s

−
[∫

Ωt
s

ρf
Dvf

Dt
dx

]
· v̂o

s −
[∫

Ωt
s

ρf
Dvf

Dt
⊗ ro dx

]
· Ω̂o

s

− (ms −mf )g · v̂o
s +

∫

Ωt
s

ψ̂ · (vo
s + Ωo

sr
o − vf ) dx

+

[∫

Ωt
s

ψ dx

]
· v̂o

s +

[∫

Ωt
s

ψ ⊗ ro dx

]
· Ω̂o

s −
∫

Ωt
s

ψ · v̂f dx = 0

∀(v̂, p̂, ψ̂) ∈ V × P ×Ψ, (3.3.36)

onde

ms =
∫

Ωt
s

ρs dx,

mf =
∫

Ωt
s

ρf dx,

Is =
∫

Ωt
s

ρs(ro ⊗ ro) dx,

(3.3.37)

e sendo agora

U =
{
(vf ,vo

s,Ω
o
s) ∈ H1(Ω)× [R]nd × ([R]nd×nd)a; vf |Γf D

= v̄f

}
,

P = L2(Ω),

Ψ = H−1(Ωt
s),

(3.3.38)

onde nd = 2, 3, (·)a denota a parte anti-simétrica de um tensor de segunda ordem e, como
sempre, V é o espaço obtido por diferença de elementos de U .

Observe que aqui tudo tem sido escrito em termos do tensor anti-simétrico Ωo
s.
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Entretanto, o mesmo poderia ter sido feito em termos do vetor ωo
s. As equações de

Euler–Lagrange são obtidas sem qualquer dificuldade e são as seguintes




ρf
Dvf

Dt
− div σf D +∇pf = ρfg em Ωt

f ,

ρf
Dvf

Dt
− div σf D +∇pf = ρfg + ψ em Ωt

s,

ms
Dvo

s

Dt
−

∫

Ωt
s

ρf
Dvf

Dt
dx = (ms −mf )g −

∫

Ωt
s

ψ dx em Ωt
s,

DΩo
s

Dt
Is + Is

DΩo
s

Dt
+ Ωo

sΩ
o
sIs − IsΩo

sΩ
o
s

−
∫

Ωt
s

ρf

(
Dvf

Dt
⊗ ro − ro ⊗ Dvf

Dt

)
dx =

−
∫

Ωt
s

(ψ ⊗ ro − ro ⊗ψ) dx em Ωt
s,

div vf +
1
κf

Dpf

Dt
= 0 em Ωt

f ,

div vf = 0 em Ωt
s,

(−pfI + σf D)nf = t̄f sobre Γf N ,

vo
s + Ωo

sr
o = vf em Ωt

s,

(3.3.39)

onde se recuperam facilmente as equações para o fluido, para o corpo ŕıgido e a con-
tinuidade do campo de velocidade.

A pequena diferença existente com a formulação apresentada em [39] é que, no men-
cionado trabalho, a velocidade do fluido artificial vf |Ωt

s
tem sido substitúıda diretamente

na equação do sólido. Ou seja, fazendo uso da continuidade do campo de velocidade sobre
Ωt

s, em [39], os termos da equação do sólido associados ao campo vf na equação (3.3.36)
estão alterados como segue

∫

Ωt
s

ρf
Dvf

Dt
dx →

∫

Ωt
s

ρf
Dvs

Dt
dx = mf

Dvo
s

Dt
,

∫

Ωt
s

ρf
Dvf

Dt
⊗ ro dx →

∫

Ωt
s

ρf
Dvs

Dt
⊗ ro dx =

DΩo
s

Dt
If + Ωo

sΩ
o
sIf ,

(3.3.40)

onde If define-se como na (3.3.37) substituindo ρs por ρf .
Por sua vez, a diferença entre o Problema 3.7 e o desenvolvido em [52] é que, no

mencionado trabalho, a continuidade do campo de velocidade é forçada somente sobre a
fronteira ∂Ωt

s, e portanto o multiplicador de Lagrange está definido somente sobre esta
fronteira. Este último método é mais similar a um método de contorno imerso neste
sentido, embora o motivo real do modelo seja simular um sólido ŕıgido circundado por um
fluido. Logo, nessa metodologia o fluido artificial possui uma velocidade diferente à do
sólido no interior da região Ωt

s, sendo igual só na fronteira.

3.4 Métodos de cascas imersas

Embora estes métodos sejam restritivos que os vistos na seção anterior, a interação de
uma casca com um fluido resulta atraente não só pelo interesse em si em certas aplicações,
mas também pela mecânica envolvida no problema. No começo do desenvolvimento destes
métodos os mesmos eram utilizados na formulação de problemas de interação fluido–
estrutura quando a estrutura, considerada sem volume nem massa, tinha um comporta-
mento do tipo puramente elástico [132]. A forma como este método é colocado é sempre do
ponto de vista da análise diferencial do problema, isto é, todos os trabalhos relacionados
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baseiam os modelos nas equações diferenciais parciais correspondentes, com aproximação
por meio de métodos de reśıduos ponderados. Entretanto, a formulação de um prinćıpio
variacional que governe o problema resulta atraente de forma a entender as condições que
se devem satisfazer os campos, assim como as condições de salto que surgem ao colapsar o
volume ocupado pelo sólido a uma superf́ıcie. Um exemplo da necessidade de empregar este
tipo de abordagem variacional é o que acontece com o modelo apresentado recentemente
em [40]. Este trabalho formula o problema de interação entre uma viga de Bernoulli e um
fluido. Nessa combinação, assim como em outros casos que serão tratados nesta seção,
surge uma questão importante do ponto de vista teórico. O mencionado trabalho não
aborda de forma consistente a formulação do problema deixando de lado caracteŕısticas
que, em primeira instância, deveriam ter sido inclúıdas na análise. Este ponto é comentado
de forma muito superficial pelos autores dessa publicação. Em particular, este exemplo
será discutido novamente mais na frente. Neste sentido, a presente seção vem a formular
os prinćıpios variacionais que governam o problema de uma casca imersa em um fluido, e,
assim sendo, chega-se às equações diferenciais parciais respectivas. Tendo feito isto, será
posśıvel entender as hipóteses que estão por trás da formulação do método de contornos
imersos, e quais as suas limitações.

Nesta seção apresenta-se um novo modelo, denominado método de cascas imersas,
que provê um prinćıpio variacional que generaliza os métodos de contornos imersos. Isto
é feito através da formulação variacional que governa o problema de interação fluido–
estrutura quando a estrutura é reduzida a uma casca por meio da introdução de hipóteses
cinemáticas no Problema 3.2. Em particular, o objetivo final é desenvolver um novo
modelo geral do qual o método de contornos imersos possa ser derivado como um caso
particular ao introduzir hipóteses adicionais.

Vale a pena esclarecer que como o caráter compresśıvel/incompresśıvel de ambos
os sistemas não é de importância nesta parte do caṕıtulo, a situação é simplificada ao
considerar o fluido como incompresśıvel e ao não distingüir a componente hidrostática no
tensor de tensão de Cauchy do sólido σs.

3.4.1 Preliminares

A seguir far-se-á uso da notação e decomposições introduzidas na Seção 1.3.1 para
o modelo de casca de Naghdi. Mesmo assim, os conceitos, a notação e as definições
necessárias são repetidas aqui por conveniência. A descrição e a colocação do problema
estão baseadas no esquema da Figura 3.2.

Lembre que uma casca é convenientemente caracterizada pelo seguinte conjunto de
pontos no espaço Euleriano

Ωt
s = {x ∈ R3; x = xo + ξn, xo ∈ Σt

o, ξ ∈ H}, (3.4.1)

onde Σt
o é identificada como a superf́ıcie média, a qual é suficientemente suave para ter

definida uma única normal n = n(xo). Também considera-se que a casca é fina o suficiente
(em função do raio de curvatura) a fim de que o mapeamento x ↔ (xo, ξ) esteja univo-
camente determinado. A espessura da casca denota-se h = h(xo) e estabelece o intervalo
H = (−h(xo)

2 , h(xo)
2 ) que é caracterizado pela coordenada ξ. A casca é limitada superior e

inferiormente por duas superf́ıcies Σt
+ e Σt− respectivamente, e é lateralmente limitada pela

superf́ıcie Γt
L. Como será visto mais na frente, esta fronteira lateral será desconsiderada

na formulação.
Desta maneira, todas as quantidades envolvidas podem ser expressas em termos das

componentes sobre o plano tangente e na direção da normal à superf́ıcie média. Fazendo
uso do operador projeção sobre o plano tangente, denotado por Πt(xo) = I−n(xo)⊗n(xo),
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Figura 3.2: Esquema para o problema modelo de interação fluido–casca.

é fácil ver que para um tensor simétrico A tem-se a seguinte decomposição

A = At + As ⊗ n + n⊗As + An(n⊗ n), (3.4.2)

onde At = ΠtAΠt é um tensor, As = ΠtAn é um vetor e An = (An) · n é um escalar.
Lembre que esta é uma decomposição ortogonal. Considerando o campo vetorial v, escrito
em componentes tangencial e normal v = vt + vnn, resulta

∇v = (∇v)t + (∇v)s ⊗ n + n⊗ (∇v)∗s + (∇v)n(n⊗ n), (3.4.3)

com

(∇v)t = Πt(∇xovt)Υ−1Πt + vn(∇xon)Υ−1Πt,

(∇v)s =
∂vt

∂ξ
,

(∇v)∗s = ΠtΥ−1∇xovn −ΠtΥ−1(∇xon)vt,

(∇v)n =
∂vn

∂ξ
,

(3.4.4)

onde Υ (na notação da Seção 1.3.1 era denominado Λ, mas aqui mudou-se para não
confundir com os espaços dos multiplicadores de Lagrange) é o operador invert́ıvel definido
como Υ = I + ξ∇xon, sendo ∇xo(·) o gradiente na variável xo definido sobre Σt

o e ∇xon
o tensor curvatura de tal superf́ıcie.

Para formular o problema considera-se que a cinemática da casca está governada
por ações de movimento que possuem a seguinte forma

vs(x, t) = vst(xo, ξ, t) + vsn(xo, t),
vst(xo, ξ, t) = vs

o
t (xo, t) + ξαst(xo, t),

vsn(xo, t) = vsn(xo, t)n(xo),
(3.4.5)

onde os ı́ndices t e n denotam componentes tangenciais e normais respectivamente. Como
visto na Seção 1.3.1, este modelo é conhecido como modelo de Naghdi [115, 116]. Note que
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existe uma velocidade angular definida sobre a superf́ıcie média ao ter somado o termo
ξαst. Para estas hipóteses, a partir da (3.4.4), obtém-se

(∇vs)t = Πt(∇xovs
o
t )Υ

−1Πt + ξΠt(∇xoαst)Υ−1Πt

+ vn(∇xon)Υ−1Πt,

(∇vs)s = αst,

(∇vs)∗s = ΠtΥ−1∇xovn −ΠtΥ−1(∇xon)vs
o
t − ξΠtΥ−1(∇xon)αst,

(∇vs)n = 0.

(3.4.6)

A seguir expressam-se as integrais envolvidas no modelo em função da superf́ıcie média
Σt

o

∫

Ωt
s

(·) dx =
∫

Σt
o

∫

H
(·) detΥ dξ dΣo,

∫

Σt
+

(·) dΓ =
∫

Σt
o

(·) detΥ+ dΣo,

∫

Σt
−

(·) dΓ =
∫

Σt
o

(·) detΥ− dΣo.

(3.4.7)

Assim sendo, como é comum na teoria de cascas (e como feito na Seção 1.3.1), os seguintes
esforços e carregamentos generalizados são definidos

Nt =
∫

H
σstΥ

−1 detΥdξ,

Mt =
∫

H
σstΥ

−1ξ detΥdξ,

Qt =
∫

H
Υ−1σss detΥ dξ,

fg
t =

∫

H
Πtg detΥdξ,

fg
n =

∫

H
g · n detΥ dξ,

mg
t =

∫

H
Πtgξ detΥ dξ,

(3.4.8)

onde σst = ΠtσsΠt e σss = Πtσsn. Também, Nt é o esforço de membrana generalizado,
Mt é o esforço de flexão generalizado e Qt é o esforço cortante generalizado. Por outro
lado, fg

t e fg
n são as componentes tangencial e normal generalizadas do carregamento de

corpo devido à gravidade respectivamente, enquanto que mg
t é o momento resultante pela

ação da gravidade.
Com relação à dinâmica algum cuidado é preciso ao avaliar as derivadas materiais,

de maneira a encontrar uma expressão da forma
∫

Ωt
s

ρs
Dvs

Dt
· v̂s dx =

∫

Σt
o

[
ρsas

o
t · v̂s

o
t + ρs$st · α̂st + ρsasnv̂sn

]
dΣo. (3.4.9)

Isto é devido a que a derivada material de um vetor sobre o plano tangente não pertence
em geral a tal plano, e o mesmo comentário vale para a componente normal. Para isto
escreve-se a derivada material empregando coordenadas convectadas, isto é, uma descrição
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Lagrangiana atual. Isto dá, para as acelerações as
o
t , $st e asn, o seguinte

as
o
t = Hξ0

∂vs
o
t

∂t
+ Hξ1

∂αst

∂t
,

$st = Hξ1
∂vs

o
t

∂t
+ Hξ2

∂αst

∂t
,

asn = Hξ0

∂vsn

∂t
,

(3.4.10)

onde
Hξi =

∫

H
ξi detΥdξ i = 0, 1, 2. (3.4.11)

Uma vez que a estrutura é considerada uma casca o contorno da mesma é ∂Σt
o = ∂ΣoD ∪

∂ΣoN , onde ∂ΣoD denota o contorno de Dirichlet e ∂ΣoN o complemento. Além disso, de
acordo com a Figura 3.2 vê-se que a normal da casca n coincide com a que previamente
fora denominada nsf = −nfs.

3.4.2 O método de cascas imersas geral

O motivo de utilizar o modelo de Naghdi é devido a que constitui uma representação
matemática bastante geral para modelar o comportamento de estruturas de tipo casca.
No entanto, qualquer outra teoria poderia ter sido cogitada no seu lugar. Escolheu-se este
modelo porque oferece a possibilidade de derivar um caso mais geral que quando usado
um modelo com hipóteses de Kirchhoff–Love, assim como quando empregado algum outro
modelo ainda mais simples como aquele que será visto mais na frente ao recuperar, a partir
do modelo de casca imersa, o método de contornos imersos.

É importante notar que a hipótese de Naghdi introduz uma diferença na velocidade
dos pontos do sólido sobre as superf́ıcies Σt

+ e Σt−. Isto, como será visto, leva à existência
de uma descontinuidade no campo de velocidade do fluido quando o volume do sólido é
condensado à superf́ıcie média, pois se tem vf |Σt

+
6= vf |Σt

−
. Portanto, certa precaução

deve ser levada em conta no tratamento das condições de acoplamento.
Lembre que todo o processo de construção do modelo é feito começando da for-

mulação variacional (3.2.6) do Problema 3.2. As considerações e hipóteses que devem ser
levadas em conta até aqui são as seguintes: incompressibilidade do fluido e introdução das
hipóteses (3.4.5) e das definições da seção anterior.

Uma hipótese adicional é adotada na formulação variacional original: a potência
exercida pelo par velocidade–tração sobre o contorno lateral da casca Γt

L é desconsiderada.
Assim, tendo em conta as decomposições apresentadas na seção anterior, e com a ajuda
de uma descrição em coordenadas convectadas, não é dif́ıcil alcançar, a partir de (3.2.6),
o seguinte problema:

Problema 3.8. Para cada t ∈ (0, T ) encontre ((vs
o
t , αst, vsn,vf ), pf , (λ+, λ−)) ∈ U×P×



3.4. Métodos de cascas imersas 187

Λ tal que

∫

Ωt
f

[
ρf

Dvf

Dt
· v̂f + σf D · ε(v̂f )− pf div v̂f − ρfg · v̂f

]
dx

−
∫

Γf N

t̄f · v̂f dΓ−
∫

Ωt
f

p̂f div vf dx

+
∫

Σt
o

[
ρs

(
Hξ0

∂vs
o
t

∂t
+ Hξ1

∂αst

∂t

)
· v̂s

o
t + ρs

(
Hξ1

∂vs
o
t

∂t
+ Hξ2

∂αst

∂t

)
· α̂st

+ ρsHξ0
∂vsn

∂t
v̂sn + Nt · (Πt∇xov̂s

o
t + v̂sn∇xon) + Mt ·Πt∇xoα̂st

+ Qt · (α̂st − (∇xon)v̂s
o
t +∇xo v̂sn)− ρsf

g
t · v̂s

o
t − ρsm

g
t · α̂st − ρsf

g
n v̂sn

]
dΣo

+
∫

Σt
o

λ̂
+ ·

(
vs

o
t +

h

2
αst + vsnn− v+

f

)
detΥ+ dΣo

+
∫

Σt
o

λ̂
− ·

(
vs

o
t −

h

2
αst + vsnn− v−f

)
detΥ− dΣo

+
∫

Σt
o

λ+ ·
(
v̂s

o
t +

h

2
α̂st + v̂snn− v̂+

f

)
detΥ+ dΣo

+
∫

Σt
o

λ− ·
(
v̂s

o
t −

h

2
α̂st + v̂snn− v̂−f

)
detΥ− dΣo = 0

∀((v̂s
o
t , α̂st, v̂sn, v̂f ), p̂f , (λ̂

+
, λ̂

−
)) ∈ V × P ×Λ, (3.4.12)

onde Hξi =
∫
H ξi detΥdξ e Υ = I+ ξ∇xon segundo o visto na seção anterior, e onde v±f

representa a velocidade do fluido sobre Σt±, descrita como um campo definido sobre Σt
o.

Além do mais

U = {(vs
o
t ,αst, vsn,vf ) ∈ H1(Σt

o)×H1(Σt
o)×H1(Σt

o)×H1(Ωt
f );

(vs
o
t ,αst, vsn,vf )|ΓD

= (v̄s
o
t , ᾱst, v̄sn, v̄f )},

P = L2(Ωt
f ),

Λ = H−1/2(Σt
o)×H−1/2(Σt

o).

(3.4.13)

Como sempre, V é o espaço obtido por diferença de elementos do conjunto U .

Na formulação (3.4.12) somente as hipóteses da casca foram incorporadas e, como
dito antes, a potência virtual sobre Γt

L foi desconsiderada. Agora se está em condições de
introduzir a última hipótese na formulação: a primeira integral e a terceira integral em
(3.4.12) são substitúıdas por integrais definidas sobre Ω \ Σt

o. Logo, chega-se ao seguinte
problema variacional:

Problema 3.9. Para cada t ∈ (0, T ) encontre ((vs
o
t , αst, vsn,vf ), pf , (λ+, λ−)) ∈ U×P×
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Λ tal que

∫

Ω\Σt
o

[
ρf

Dvf

Dt
· v̂f + σf D · ε(v̂f )− pf div v̂f − ρfg · v̂f

]
dx

−
∫

Γf N

t̄f · v̂f dΓ−
∫

Ω\Σt
o

p̂f div vf dx

+
∫

Σt
o

[
ρs

(
Hξ0

∂vs
o
t

∂t
+ Hξ1

∂αst

∂t

)
· v̂s

o
t + ρs

(
Hξ1

∂vs
o
t

∂t
+ Hξ2

∂αst

∂t

)
· α̂st

+ ρsHξ0
∂vsn

∂t
v̂sn + Nt · (Πt∇xov̂s

o
t + v̂sn∇xon) + Mt ·Πt∇xoα̂st

+ Qt · (α̂st − (∇xon)v̂s
o
t +∇xo v̂sn)− ρsf

g
t · v̂s

o
t − ρsm

g
t · α̂st − ρsf

g
n v̂sn

]
dΣo

+
∫

Σt
o

λ̂
+ ·

(
vs

o
t +

h

2
αst + vsnn− v+

f

)
detΥ+ dΣo

+
∫

Σt
o

λ̂
− ·

(
vs

o
t −

h

2
αst + vsnn− v−f

)
detΥ− dΣo

+
∫

Σt
o

λ+ ·
(
v̂s

o
t +

h

2
α̂st + v̂snn− v̂+

f

)
detΥ+ dΣo

+
∫

Σt
o

λ− ·
(
v̂s

o
t −

h

2
α̂st + v̂snn− v̂−f

)
detΥ− dΣo = 0

∀((v̂s
o
t , α̂st, v̂sn, v̂f ), p̂f , (λ̂

+
, λ̂

−
)) ∈ V × P ×Λ, (3.4.14)

onde agora os conjuntos U e P mudam, sendo

U = {(vs
o
t ,αst, vsn,vf ) ∈ H1(Σt

o)×H1(Σt
o)×H1(Σt

o)×H1(Ω \ Σt
o);

(vs
o
t ,αst, vsn,vf )|ΓD

= (v̄s
o
t , ᾱst, v̄sn, v̄f )},

P = L2(Ω \ Σt
o),

Λ = H−1/2(Σt
o)×H−1/2(Σt

o),

(3.4.15)

e, como usual, o espaço V é descrito por elementos que são dados como diferença entre
elementos de U .

Em primeiro lugar, note que, apesar do problema do fluido ter sido estendido sobre
todo o domı́nio, a descontinuidade no campo de velocidade aparece sobre Σt

o como resul-
tado da presença da casca com as hipóteses (3.4.5). Assim, o campo de velocidade não
pertence a H1(Ω), e já não é posśıvel afirmar que v+

f = v−f (do que se segue v̂+
f 6= v̂−f ).

O fato importante a ser frisado é que para o problema do fluido existe só uma superf́ıcie
imersa, que é Σt

o, onde o salto no campo de velocidade ocorre. Por outro lado, o acopla-
mento entre o fluido e a estrutura é dado de forma distribúıda sobre Σt

o por meio dos
carregamentos λ±.
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Logo, as equações de Euler–Lagrange do Problema 3.9 são as seguintes




ρf
Dvf

Dt
− div σf D +∇pf = ρfg em Ω \ Σt

o,

ρs

(
Hξ0

∂vs
o
t

∂t
+ Hξ1

∂αst

∂t

)
− divxo Nt − (∇xon)Qt =

ρsf
g
t − (λ+

t + λ−t ) sobre Σt
o,

ρs

(
Hξ1

∂vs
o
t

∂t
+ Hξ2

∂αst

∂t

)
− divxo Mt + Qt =

ρsm
g
t − (ν+

t + ν−t ) sobre Σt
o,

ρsHξ0
∂vsn

∂t
− divxo Qt + Nt · ∇xon =

ρsf
g
n − (λ+

n + λ−n ) sobre Σt
o,

div vf = 0 em Ω \ Σt
o,

(−pfI + σf D)nf = t̄f sobre Γf N ,

v+
f = vs

o
t +

h

2
αst + vsnn sobre Σt

o,

v−f = vs
o
t −

h

2
αst + vsnn sobre Σt

o,

(−pfI + σf D)+(−n) = λ+ detΥ+ sobre Σt
o,

(−pfI + σf D)−n = λ− detΥ− sobre Σt
o,

Ntno = 0 sobre ∂ΣoN ,

Mtno = 0 sobre ∂ΣoN ,

Qt · no = 0 sobre ∂ΣoN ,

(3.4.16)

onde as seguintes definições foram empregadas

λ±t = Πtλ
± detΥ±,

ν±t = ±Πtλ
±h

2
detΥ±,

λ±n = λ± · n detΥ±.

(3.4.17)

Pode-se ver, das últimas três equações de (3.4.16), que o presente problema conduz a um
modelo de casca que não se encontra carregado pela tração do fluido sobre o contorno
lateral ∂ΣoN cujo vetor normal externo é no. A razão para isto é que, para o fluido, este
contorno é inexistente de acordo com a hipótese utilizada ao formular o Problema 3.9.
Agora manipulam-se as equações em (3.4.16) de forma a caracterizar o carregamento
distribúıdo que ocorre sobre a casca assim como também o salto na velocidade do fluido.
Por um lado, subtraindo a (3.4.16)8 da (3.4.16)7 obtém-se

{
ΠtJvf K = hαst sobre Σt

o,

Jvf K · n = 0 sobre Σt
o,

(3.4.18)

e uma descontinuidade na componente tangencial do campo de velocidade emerge como
conseqüência da velocidade angular das fibras da casca que são ortogonais à superf́ıcie
média Σt

o. Aqui é J·K = (·)+ − (·)−. Por outro lado, introduzindo as expressões (3.4.17)
junto com as (3.4.16)9 e (3.4.16)10 no equiĺıbrio da casca dado pelas (3.4.16)2–(3.4.16)4
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segue-se que




ρs

(
Hξ0

∂vs
o
t

∂t
+ Hξ1

∂αst

∂t

)
− divxo Nt − (∇xon)Qt = ρsf

g
t

+Πt

[
(σf D)+ − (σf D)−

]
n sobre Σt

o,

ρs

(
Hξ1

∂vs
o
t

∂t
+ Hξ2

∂αst

∂t

)
− divxo Mt + Qt = ρsm

g
t

+
h

2
Πt

[
(σf D)+ + (σf D)−

]
n sobre Σt

o,

ρsHξ0
∂vsn

∂t
− divxo Qt + Nt · ∇xon = ρsf

g
n

−(p+
f − p−f ) +

[
(σf D)+ − (σf D)−

]
n · n sobre Σt

o,

(3.4.19)

onde foi usado o fato de ser Πt(−pfI)±n = −p±f Πtn = 0.
É importante salientar que, embora a estrutura tenha sido condensada a uma su-

perf́ıcie, os efeitos de volume são parcialmente levados em conta tanto no problema do
fluido quanto da casca. Com efeito, a casca é carregada por uma tração distribúıda
exercida pelo fluido, enquanto que o fluido percebe que a casca possui volume não nulo
pela descontinuidade no campo de velocidade. Em particular, o conjunto de equações
(3.4.19) coloca a forma em que a casca interage com o fluido circundante, distribuindo as
componentes da tração do fluido nas equações de membrana, flexão e cortante da casca.

Também vale a pena ressaltar que este modelo estabelece uma nova classe mais geral
de modelos de contornos imersos. Isto é devido a que para recuperar a forma tradicional
dos métodos de contornos imersos vista na literatura é preciso manipular ainda mais alguns
termos, ao mesmo tempo que é crucial o uso da continuidade da velocidade do fluido, e
como pôde ser visto este não é o caso. Portanto, e como será mostrado na seção seguinte, as
formulações existentes na literatura do método de contornos imersos são casos particulares
deste modelo, e são somente válidas para determinados tipos de componentes estruturais
onde os efeitos de flexão não são levados em consideração.

Ter formulado o problema dentro de um contexto variacionalmente consistente per-
mite estabelecer de forma compreenśıvel a razão do surgimento de uma descontinuidade
no campo de velocidade do fluido vf no caso mais geral. Isto vem, em parte, a colação
do modelo apresentado em [40] para o problema de interação entre um fluido e uma viga.
Ali, os autores empregam o modelo de viga de Bernoulli que, pela própria cinemática
que o governa, possui uma velocidade angular. Esta caracteŕıstica foi referida muito su-
perficialmente no mencionado trabalho pois simplesmente os autores expressam que “o
problema do escoamento não enxerga o grau de liberdade da derivada do sólido”. Como
pôde ser visto na presente seção, este grau de liberdade está relacionado justamente à
existência da descontinuidade no campo de velocidade vf . Esta questão mecânica está
então intrinsecamente relacionada ao modelo de casca utilizado, portanto, por exemplo,
estará também presente ao usar modelos de casca do tipo de Kirchhoff–Love. Nesta
situação, a descontinuidade possui um v́ınculo direto com o gradiente, sobre a superf́ıcie
média, da componente normal do campo de velocidade da casca, isto é com ∇xovsn. Como
conseqüência, o salto no campo de velocidade resulta dado por

{
ΠtJvf K = h∇xo(vf · n) sobre Σt

o,

Jvf K · n = 0 sobre Σt
o.

(3.4.20)

Observa-se que formular desta forma o problema fornece uma maior riqueza nos fenômenos
mecânicos modelados, e ainda uma maneira de avaliar ou estimar o erro cometido por trás
da aproximação proposta em [40] na qual a descontinuidade foi esquecida.

Evidentemente, o modelo representado pelo Problema 3.9 compreende uma com-
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plexidade considerável na sua implementação. Contudo, tê-lo constrúıdo é de grande
importância do ponto de vista teórico pelo seguinte: (i) todas as hipóteses na derivação
dos métodos de contornos imersos estão claramente expressas e caem dentro da teoria
clássica, e (ii) é muito mais direto construir modelos mais simples, como o método de
contornos imersos clássico, segundo será visto a seguir.

3.4.3 Em busca do método de contornos imersos

Nesta seção os métodos clássicos de contornos imersos são contextualizados dentro
do marco desenvolvido na seção anterior. Isto será feito mediante a adição de hipóteses
adicionais.

Na grande maioria dos trabalhos na área, o método de contornos imersos é formulado
assumindo que os fenômenos gravitatórios são despreźıveis e que a velocidade do fluido
é cont́ınua através da superf́ıcie imersa. A fim de reproduzir tais condições, considera-se
no Problema 3.9 que g = 0 de forma a eliminar os efeitos da gravidade e ainda αst = 0.
Com esta última consideração, elimina-se a velocidade angular da formulação, a qual
originalmente dava lugar à descontinuidade da velocidade. Por sua vez, os fenômenos
de flexão passam a ter natureza reativa, não estando presentes no balanço de potências.
Conseqüentemente já não é necessário distingüir entre λ+ e λ−, sendo agora simplesmente
denotado por λ. Logo resulta o seguinte problema simplificado:

Problema 3.10. Para cada t ∈ (0, T ) encontre ((vs
o
t , vsn,vf ), pf ,λ) ∈ U ×P ×Λ tal que

∫

Ω

[
ρf

Dvf

Dt
· v̂f + σf D · ε(v̂f )− pf div v̂f − ρfg · v̂f

]
dx

−
∫

Γf N

t̄f · v̂f dΓ−
∫

Ω
p̂f div vf dx +

∫

Σt
o

[
ρsHξ0

∂vs
o
t

∂t
· v̂s

o
t + ρsHξ0

∂vsn

∂t
v̂sn

+ Nt · (Πt∇xov̂s
o
t + v̂sn∇xon) + Qt · (−(∇xon)v̂s

o
t +∇xo v̂sn)

]
dΣo

+
∫

Σt
o

λ̂ · (vs
o
t + vsnn− vf ) dΣo +

∫

Σt
o

λ · (v̂s
o
t + v̂snn− v̂f ) dΣo = 0

∀((v̂s
o
t , v̂sn, v̂f ), p̂f , λ̂) ∈ V × P ×Λ, (3.4.21)

onde

U = {(vs
o
t , vsn,vf ) ∈ H1(Σt

o)×H1(Σt
o)×H1(Ω);

(vs
o
t , vsn,vf )|ΓD

= (v̄s
o
t , v̄sn, v̄f )},

P = L2(Ω),

Λ = H−1/2(Σt
o),

(3.4.22)

enquanto que V é o espaço obtido por diferença de elementos de U .

Observe que com as hipóteses adicionais aqui incorporadas foi posśıvel escrever
a integral no problema do escoamento sobre Ω em lugar de Ω \ Σt

o, ao mesmo tempo
que recuperar o problema do escoamento no sentido clássico de H1(Ω). As equações de
Euler–Lagrange para este problema são obtidas exatamente da mesma forma que antes e
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estão dadas a seguir




ρf
Dvf

Dt
− div σf D +∇pf = ρfg em Ω,

ρsHξ0
∂vs

o
t

∂t
− divxo Nt − (∇xon)Qt = −λt sobre Σt

o,

ρsHξ0
∂vsn

∂t
− divxo Qt + Nt · ∇xon = −λn sobre Σt

o,

div vf = 0 em Ω,

(−pfI + σf D)nf = t̄f sobre Γf N ,

vf = vs
o
t + vsnn sobre Σt

o,

−J−pfI + σf DKn = λ sobre Σt
o,

Ntno = 0 sobre ∂ΣoN ,

Qt · no = 0 sobre ∂ΣoN ,

(3.4.23)

com λt = Πtλ e λn = λ · n. Como dito acima, neste problema a continuidade do campo
de velocidade é recuperada

Jvf K = 0 sobre Σt
o, (3.4.24)

e então é posśıvel caracterizar de forma direta o salto da tração no fluido sobre a superf́ıcie
imersa como segue





ρsHξ0

∂vs
o
t

∂t
− divxo Nt − (∇xon)Qt = ΠtJσf DKn sobre Σt

o,

ρsHξ0
∂vsn

∂t
− divxo Qt + Nt · ∇xon = J−pf + σf D · (n⊗ n)K sobre Σt

o.
(3.4.25)

Veja que o salto na tração do fluido é dado de forma expĺıcita como função dos esforços
generalizados definidos na casca imersa.

Para poder escrever este problema em uma forma mais próxima a como se faz na lite-
ratura da área, isto é transformar a tração na fronteira Σt

o em uma força de volume atuando
em todo o domı́nio do fluido, é preciso introduzir a distribuição Delta da mesma forma
em que se realiza na maioria dos trabalhos que lidam com este problema [57, 133, 139].
Suponha que a regularidade do escoamento é tal que está permitido proceder como segue

∫

Σt
o

λ(xo, t) · v̂f (xo, t) dΣo =
∫

Σt
o

λ(xo, t) ·
( ∫

Ω
v̂f (x, t)δt(x− xo) dx

)
dΣo =

∫

Ω

∫

Σt
o

λ(xo, t) · v̂f (x, t)δt(x− xo) dΣo dx =

∫

Ω

( ∫

Σt
o

λ(xo, t)δt(x− xo) dΣo

)
· v̂f (x, t) dx =

∫

Ω
λδ(x, t) · v̂f (x, t) dx, (3.4.26)

onde é necessário assumir que a inversão na ordem de integração é posśıvel. Então, esta
expressão é substitúıda no Problema 3.10 e chega-se à formulação variacional em cujas
equações de Euler–Lagrange do problema do escoamento há uma força de volume λδ que,
em função dos esforços generalizados da casca, é igual a

λδ =
∫

Σt
o

[
divxo Nt + (∇xon)Qt + (divxo Qt)n

− (Nt · ∇xon)n
]
δt(x− xo) dΣo. (3.4.27)
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Esta é a expressão correspondente à força de volume comumente encontrada nas for-
mulações clássicas do método de contornos imersos. Usualmente esta força é fornecida
de forma direta por uma relação constitutiva [133, 139] sem fazer nenhuma referência
à sua natureza e/ou forma de derivação. Com o modelo aqui proposto, a mesma foi
obtida a partir do problema acoplado, e sua forma depende explicitamente dos esforços
generalizados definidos no modelo de casca.

Assim sendo, uma das principais contribuições desta parte do caṕıtulo foi fornecer
a caracterização da força de volume que surge nos métodos de contornos imersos, a partir
do contexto variacional cont́ınuo, como uma função expĺıcita dos esforços generalizados
encontrados na teoria de cascas com as hipóteses cinemáticas aqui empregadas. Outra
conclusão importante é que nem sempre é posśıvel escrever o problema do fluido como
função de uma força distribúıda no volume do problema de fluido. Com efeito, a situação
mais geral (ver Problema 3.9) não poderia ter sido colocada neste contexto pois o campo
de velocidade sofre uma descontinuidade devido à velocidade angular da casca. Como
corolário, devido a que os esforços de flexão estão associados de forma conjugada a esta
velocidade angular, pode-se inferir que todas as teorias relacionadas aos métodos de con-
tornos imersos não permitem que ocorra esta classe de fenômenos na estrutura.

3.5 Comentários finais

Ao longo deste caṕıtulo, em especial na Seção 3.3, foram vistos os caminhos que
conduzem aos métodos de domı́nios imersos para colocar o problema de interação fluido–
sólido. Viu-se que o conceito estava apoiado basicamente em mudar a forma como se
escreve a continuidade do campo de velocidade na fronteira Γt

fs, passando da (3.3.11)
para a (3.3.12). Em particular, o último produto de dualidade foi expresso por extenso
como segue

〈ψ, (vs − vf )〉H−1(Ωt
s)×H1(Ωt

s)
=

∫

Ωt
s

ψ · (vs − vf ) dx, (3.5.1)

onde ψ ∈ H−1(Ωt
s) é uma função vetorial. No entanto, esta é só uma forma de expressar

o produto de dualidade H−1(Ωt
s)×H1(Ωt

s), e outras também são posśıveis. Por exemplo,
uma forma é fazer uso da identificação entre o espaço H−1(Ωt

s) com o par L2(Ωt
s)×L2(Ωt

s),
onde L2(Ωt

s) é o espaço de campos tensoriais de segunda ordem de quadrado integrável,
como segue

〈η, (vs − vf )〉H−1(Ωt
s)×H1(Ωt

s)
=

〈φ, (vs − vf )〉L2(Ωt
s)×L2(Ωt

s)
+ 〈Φ, (∇vs −∇vf )〉L2(Ωt

s)×L2(Ωt
s)

=∫

Ωt
s

φ · (vs − vf ) dx +
∫

Ωt
s

Φ · (∇vs −∇vf ) dx, (3.5.2)

onde aqui o elemento η ∈ H−1(Ωt
s) identifica-se com o elemento (φ,Φ) ∈ L2(Ωt

s)×L2(Ωt
s),

onde φ é uma função vetorial e Φ é uma função tensorial. Pode-se, como caso particular,
tomar Φ = ∇φ, resultando

〈η, (vs − vf )〉H−1(Ωt
s)×H1(Ωt

s)
=

〈φ, (vs − vf )〉L2(Ωt
s)×L2(Ωt

s)
+ 〈∇φ, (∇vs −∇vf )〉L2(Ωt

s)×L2(Ωt
s)

=∫

Ωt
s

φ · (vs − vf ) dx +
∫

Ωt
s

∇φ · (∇vs −∇vf ) dx, (3.5.3)
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sendo que aqui o elemento η ∈ H−1(Ωt
s) identifica-se com φ ∈ H1(Ωt

s). Outra forma pode
ser dada eliminando a primeira integral do lado direito da (3.5.2), ou seja

〈η, (vs − vf )〉H−1(Ωt
s)×H1(Ωt

s)
= 〈Φ, (∇vs −∇vf )〉L2(Ωt

s)×L2(Ωt
s)

=∫

Ωt
s

Φ · (∇vs −∇vf ) dx, (3.5.4)

porém, esta forma assegura que ∇vs = ∇vf em L2(Ωt
s). Para assegurar a igualdade

vs = vf em H1(Ωt
s) devem-se eliminar os movimentos de corpo ŕıgidos, para o qual em

alguma porção do domı́nio Ωt
s deve-se fazer vs = vf . Uma outra forma alternativa, e

menos natural, é aproveitar o fato de que uma função está em H1(Ωt
s) desde que o seu

divergente esteja em L2(Ωt
s) e o seu rotacional esteja em L2(Ωt

s) (ver [50]). Assim sendo
pode-se escrever

〈η, (vs − vf )〉H−1(Ωt
s)×H1(Ωt

s)
= 〈φ, (vs − vf )〉L2(Ωt

s)×L2(Ωt
s)

+ 〈ς, (div vs − div vf )〉L2(Ωt
s)×L2(Ωt

s)
+ 〈%, (curlvs − curlvf )〉L2(Ωt

s)×L2(Ωt
s)

=∫

Ωt
s

φ · (vs − vf ) dx +
∫

Ωt
s

ς(div vs − div vf ) dx +
∫

Ωt
s

% · (curlvs − curlvf ) dx, (3.5.5)

onde aqui o elemento η ∈ H−1(Ωt
s) identifica-se com a tripla (φ, ς,%) ∈ L2(Ωt

s)×L2(Ωt
s)×

L2(Ωt
s). Além disso, o mesmo comentário que levou da (3.5.2) à (3.5.4) segue valendo

neste caso, com respeito a eliminar o termo associado a φ. Vale a pena comentar que a
(3.5.5) é equivalente à (3.5.1) desde que o contorno Γt

fs seja suficientemente regular.
Veja que estas variações do produto de dualidade H−1(Ωt

s)×H1(Ωt
s) levam a equações

de Euler–Lagrange levemente diferentes onde o significado do multiplicador de Lagrange
muda. Por outro lado, embora as implicações de variar estes termos no problema cont́ınuo
sejam exatamente as mesmas, no problema discreto aproximado esta equivalência é perdida
e algumas diferenças podem ser observadas.

Contribuições do caṕıtulo

Diversos pontos dentro deste caṕıtulo identificam-se como contribuições desta tese.
Por ordem de aparição, a formulação variacional do Problema 3.3 da Seção 3.2.2 é uma
abordagem que, ao empregar idéias novas como as apresentadas no Caṕıtulo 1, não fora
colocada na literatura, e portanto considera-se uma contribuição. Passando aos métodos
que usam imersão de domı́nios, o método de domı́nios imersos desenvolvido na Seção 3.3.2
através do Problema 3.6 é uma das contribuições mais importantes deste caṕıtulo, posto
que generaliza os métodos de elementos finitos imersos e do cont́ınuo imerso. A outra con-
tribuição importante é dada na Seção 3.4.2. Ali a formulação do método de cascas imersas
por meio do Problema 3.9 permite dar uma generalização acabada da teoria por trás dos
métodos de contornos imersos, pondo em evidência a existência de uma descontinuidade
no campo de velocidade do fluido, aspecto que na literatura é desconsiderado ou inclusive
tratado de forma errônea. Por enquanto, a produção decorrente do trabalho deste caṕıtulo
é a base das publicações [17, 19], as quais são repetidas aqui por conveniência:

• P.J. Blanco, R.A. Feijóo e E.A. Dari, A variational framework for solving fluid–solid
interaction problems based on immersed domains. Theoretical bases, Comput. Meth.
Appl. Mech. Engng., (197) 2353–2371, 2008.

• P.J. Blanco, E.A. Dari e R.A. Feijóo, A variational approach for fluid-solid inter-
action problems using immersed domains, Anais do WCCM 2008. Veneza, Itália,
2008.



Caṕıtulo 4

Implementação computacional do
método de domı́nios imersos

Introdução

Na introdução do caṕıtulo anterior foi descrito, de forma breve, o desenvolvimento
e avanços de técnicas como o método de domı́nios fict́ıcios, o método dos elementos finitos
imersos, o método do cont́ınuo imerso e a generalização destes, proposta ao longo do
Caṕıtulo 3 e que foi denominada método de domı́nios imersos, focando a descrição nos
aspectos teóricos de cada um deles. Do ponto de vista da implementação computacional,
a aproximação numérica dos métodos de domı́nios fict́ıcios tem sido também um tema de
forte pesquisa desde os ińıcios da sua existência. Para as técnicas mais recentes a mesma
constitui ainda um tema de estudo. Um dos pontos mais relevantes que caracterizam cada
uma das versões discretas das metodologias propostas na literatura é a aproximação do
multiplicador de Lagrange que realiza o acoplamento entre fluido e sólido, a menos do caso
do método de elementos finitos imersos no qual não há multiplicador de Lagrange. Como
será visto, este aspecto não é trivial pois pode levar a implementações computacionais
complexas como resulta ao considerar o problema monoĺıtico. A forma mais utilizada
pelos pioneiros na área de métodos de domı́nios fict́ıcios faz uso de técnicas de decom-
posição de operadores, somado a métodos de colocação para aproximar o multiplicador
de Lagrange [52, 53, 54, 130]. Com respeito ao segundo ponto, o produto de dualidade
que possui a função de forçar o acoplamento é substitúıdo, em muitas ocasiões, por uma
versão discreta que relembra aos métodos de colocação por pontos t́ıpicos no contexto
de métodos de reśıduos ponderados. Outras duas abordagens que também empregam
decomposição de operadores são as usadas em [39, 160]. Ali, a diferença está nos espaços
de aproximação escolhidos para o multiplicador de Lagrange. Enquanto que a primeira
emprega uma aproximação baseada em funções base de elementos finitos de tipo Galerkin
para o multiplicador de Lagrange, a segunda o elimina da formulação no ńıvel do cont́ınuo
e logo depois também emprega elementos finitos na aproximação. O ponto em comum de
todos estes trabalhos é que a linearização é levada a cabo mediante iterações sucessivas
de tipo Picard, também chamadas substituições sucessivas. Entretanto, uma linearização
consistente no estilo do método de Newton–Raphson é algo que deve ser cogitado como
importante em qualquer sistema altamente não linear, sobretudo levando em consideração
a possibilidade de segregar a resolução do sistema de equações em dois problemas: o do
fluido e do sólido. Mudando para o contexto do método dos elementos finitos imersos,
somente no trabalho [97] é apresentada uma linearização consistente dentro do esquema
de Newton–Raphson através da obtenção do operador tangente. Tanto nesta metodologia
como no método do cont́ınuo imerso [163], o acoplamento entre fluido e sólido é reali-
zado empregando métodos de part́ıculas, similares aos desenvolvidos em [96, 162]. O

195
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objetivo principal destes métodos de part́ıculas é lidar com os termos associados à parte
Lagrangiana da formulação e facilitar o tratamento do domı́nio variável do sólido dentro
do domı́nio fixo do fluido. No entanto, este tratamento foge a uma implementação dentro
de um código de elementos finitos.

O objetivo do caṕıtulo é, em primeiro lugar, apresentar uma linearização consis-
tente do método de domı́nios imersos desenvolvido no Caṕıtulo 3 dentro de um esquema
iterativo de Newton–Raphson, obtendo o operador tangente para o esquema incremental.
Depois, com o problema linear formulado, discute-se o posśıvel desacoplamento em dois
sub-problemas: o do fluido e o do sólido, o que resulta de grande interesse no sentido de
dispor de um método viável em termos de custo computacional e com baixa complexidade
na implementação. Além disso, fornece-se uma posśıvel aproximação numérica, avaliando
os casos do fluido e do sólido separadamente. Tudo isto é feito para os casos de sólidos
deformáveis e ŕıgidos. Neste sentido, a maior complexidade por trás da implementação
computacional do problema de domı́nios imersos jaz no fato de estar lidando ao mesmo
tempo, ou seja no mesmo sistema de equações, com variáveis de natureza intrinsecamente
Euleriana e Lagrangiana acopladas entre si. Isto implica, segundo a abordagem pro-
posta via o método dos elementos finitos, a necessidade de empregar duas malhas, uma
de caráter espacial (ou Euleriano) para o problema do fluido e uma de caráter material
(ou Lagrangiano) para descrever os fenômenos associados ao sólido. Ver-se-á então que
se precisa transferir informação entre as duas malhas, o que se traduz na interpolação
das quantidades que estão definidas em uma malha sobre a outra. Em segundo lugar,
o caṕıtulo objetiva apresentar uma série de exemplos numéricos mostrando a potencia-
lidade da metodologia desenvolvida ao modelar problemas cuja complexidade seria de
considerável magnitude se empregados métodos clássicos. Como corolário, este caṕıtulo
representa um primeiro passo na direção de simular, dentro da modelagem do sistema
cardiovascular humano por exemplo, o comportamento da válvula aórtica, o que constitui
um problema de complexa abordagem tanto nos fenômenos f́ısicos que ocorrem como
na aproximação do problema (ver [63]). Neste sentido, apresenta-se um primeiro modelo
simplificado de um mecanismo que visa simular uma dinâmica similar à da válvula aórtica.

O presente caṕıtulo está organizado como segue. Na Seção 4.1 realiza-se de forma
detalhada a linearização do problema de interação fluido–sólido deformável empregando o
método de domı́nios imersos apresentado no caṕıtulo anterior, enquanto que na Seção 4.2 o
mesmo é feito para o problema de sólidos ŕıgidos. Logo depois, na Seção 4.3 apresentam-se
alguns casos particulares de fluido e sólido para os quais se especificam as leis constitutivas
e as conseqüências das mesmas no problema linearizado geral. Na Seção 4.4 discute-se a
aproximação numérica do problema no contexto do método dos elementos finitos para a in-
teração entre um determinado fluido e um sólido, tanto ŕıgido como deformável. Ao passar
à Seção 4.5 mostra-se uma série de exemplos numéricos correspondentes ao problema de
interação fluido–sólido ŕıgido. A implementação computacional para sólidos deformáveis
encontra-se ainda em desenvolvimento. Com relação aos exemplos numéricos apresentados
nesta última seção, há duas classes. Por um lado, estão aqueles nos quais o escoamento
está governado pelas condições de contorno, situação que é t́ıpica na modelagem da válvula
aórtica assim como de outra grande classe de aplicações. Por outro lado, alguns exemplos
focam a análise no estudo do escoamento produzido pela força boiante produto de diferença
de massas espećıficas, em presença de gravidade, entre fluido e sólido. Este caso é mais
caracteŕıstico na análise de sedimentação de part́ıculas. O caṕıtulo finaliza com alguns
comentários na Seção 4.6.

A contribuição do presente caṕıtulo está fortemente atrelada à do caṕıtulo anterior.
Os trabalhos decorrentes do material deste caṕıtulo são [17, 19]. A linearização do pro-
blema de acoplamento entre um fluido e um sólido via o método de domı́nios imersos,
tanto deformável como ŕıgido, considera-se contribuição desta tese pois, uma vez que a
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própria formulação é uma contribuição, também o é a sua linearização.

4.1 Linearização do problema fluido–sólido deformável

Nesta seção apresenta-se a linearização do Problema 3.6 desenvolvido na Seção 3.3
do Caṕıtulo 3. Lembre-se que este modelo foi constrúıdo para simular a interação entre um
fluido e um sólido de forma arbitrária que sofre deformações, ambos com caracteŕısticas
de compressibilidade/incompressibilidade arbitrárias e independentes entre si.

4.1.1 Descrições espacial e material

Primeiramente considere sem perda de generalidade que, quando necessário, parte
da formulação é escrita em uma descrição material de referência (usualmente conhecida
como descrição totalmente Lagrangiana). Assim, quando pertinente, as quantidades são
referidas a uma configuração de referência Ω0

s. As coordenadas materiais que caracterizam
esta configuração são X, e o mapeamento x = χ(X, t) relaciona essas coordenadas com
as coordenadas da configuração atual Ωt

s. Logo é F = ∇Xχ = I + ∇Xus devido a que
us(X, t) = χ(X, t)−X, com ∇X(·) sendo o gradiente material do campo (·) com respeito
às coordenadas X. Emprega-se a componente desviadora do tensor de Piola–Kirchhoff de
segunda espécie SsD, sendo portanto [σsD]m = 1

detFFSsDFT , onde SsD = SsD(C(us))
com C = FTF sendo um dos tensores de deformação de Cauchy–Green, e [·]m denotando
a descrição material do campo espacial (·). A partir do Problema 3.6 as variáveis devem
ser classificadas como sendo quantidades espaciais ou materiais, lembrando que as últimas
podem estar descritas na configuração atual ou na de referência. Assim, as quantidades
inerentemente definidas sobre o domı́nio do sólido Ωt

s são Lagrangianas ou materiais, e
aquelas definidas sobre o domı́nio completo Ω são Eulerianas ou espaciais.

Inicialmente mantém-se a notação genérica para descrever os comportamentos cons-
titutivos do fluido e do sólido, isto é

σf D = σf D(ε(vf )), (4.1.1)
SsD = SsD(C(us)). (4.1.2)

Portanto, a equação de balanço para o fluido é expressa em termos de velocidades, en-
quanto que para o sólido a mesma é dada em termos do campo de deslocamentos us. Após
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estas considerações, o prinćıpio variacional (3.3.20) é reescrito como segue

∫

Ω

[
ρf

∂vf

∂t
· v̂f + ρf (∇vf )vf · v̂f + σf D(ε(vf )) · ε(v̂f )− pf div v̂f − ρfg · v̂f

]
dx

−
∫

Γf N

t̄f · v̂f dΓ−
∫

Ω
p̂f

(
div vf +

1
κf

∂pf

∂t
+

1
κf
∇pf · vf

)
dx

+
∫

Ωt
s

p̂f

(
1
κf

− 1
κs

)(
∂pf

∂t
+∇pf · vf

)
dx

+
∫

Ω0
s

[(
ρ0

s

∂2us

∂t2
− ρ0

f

[
∂vf

∂t

]

m

− ρ0
f [(∇vf )]m[vf ]m

)
· v̂s

+ (SsD(C(us))− detFF−1[σf D(ε(vf ))]mF−T ) · FT∇Xv̂s

− (ps − [pf ]m) detF(F−T · ∇Xv̂s)− (ρ0
s − ρ0

f )g · v̂s

]
dX

−
∫

Ω0
s

p̂s

(
detF− 1 +

1
κ∗s

ps

)
dX

+
∫

Ω0
s

ψ̂ ·
(

∂us

∂t
− [vf ]m

)
detFdX +

∫

Ω0
s

ψ · v̂s detFdX−
∫

Ωt
s

[ψ]e · v̂f dx = 0

∀(v̂f , p̂f , v̂s, p̂s, ψ̂) ∈ Vf × Pf × Vs ×Ps ×Ψ, (4.1.3)

onde ρ0
s e ρ0

f são os valores na configuração de referência de ρs e ρf , respectivamente,
κ∗s = κs

detF é o módulo de compressibilidade como usualmente vindo da mecânica dos
sólidos e [·]m e [·]e denotam as descrições material e espacial do campo (·). Aqui têm sido
substitúıdos os espaços V e P do Problema 3.6 pelas formas expĺıcitas V = Vf × Vs e
P = Pf × Ps. Em função do dito anteriormente, a descrição em que as quantidades são
consideradas no problema acima é a seguinte

vf = [vf ]e(x, t)
x=χ(X,t)−−−−−−→ [vf ]m(X, t),

pf = [pf ]e(x, t)
x=χ(X,t)−−−−−−→ [pf ]m(X, t),

us = [us]m(X, t)
X=χ−1(x,t)−−−−−−−−→ [us]e(x, t), (4.1.4)

ps = [ps]m(X, t)
X=χ−1(x,t)−−−−−−−−→ [ps]e(x, t),

ψ = [ψ]m(X, t)
X=χ−1(x,t)−−−−−−−−→ [ψ]e(x, t),

onde χ−1 é o mapeamento inverso de χ que existe para todo tempo t devido às hipóteses
básicas da cinemática de corpos.

Um fato importante a ser salientado antes de apresentar a linearização do problema
é a seguinte. As propriedades empregadas para caracterizar o fluido artificial são, a menos
do módulo de compressibilidade, idênticas às do fluido real. Desta maneira, como será
visto, a linearização é levada a cabo sobre o mı́nimo número de termos na equação do
fluido. Caso contrário, cada um dos termos na mencionada equação de momento teria
que ser manipulado de forma adequada, devido a que o domı́nio Ωt

s, e portanto Ωt
f , é

desconhecido. Logo, a linearização proposta a seguir somente é válida neste caso.
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4.1.2 Esquema monoĺıtico

O problema variacional não linear (4.1.3) pode ser escrito, de forma equivalente,
como sendo

G((vf , pf ,us, ps, ψ), (v̂f , p̂f , v̂s, p̂s, ψ̂)) = 0

∀(v̂f , p̂f , v̂s, p̂s, ψ̂) ∈ Vf × Pf × Vs ×Ps ×Ψ. (4.1.5)

Em forma mais compacta, e agrupando as incógnitas como U = (vf , pf ,us, ps, ψ), resulta

G(U, Û) = 0 ∀Û ∈ Ξ, (4.1.6)

onde Ξ = Vf×Pf×Vs×Ps×Ψ, sendo portanto uma equação não linear em U, entretanto
linear no argumento Û.

A linearização do problema variacional (4.1.6) dentro do contexto de um esquema
de Newton–Raphson em torno de um dado ponto (vf , pf ,us, ps, ψ) consiste em encontrar
o incremento na solução (δvf , δpf , δus, δps, δψ) tal que

〈DG((vf , pf ,us, ps, ψ))[(δvf , δpf , δus, δps, δψ)], (v̂f , p̂f , v̂s, p̂s, ψ̂)〉 =

− G((vf , pf ,us, ps, ψ), (v̂f , p̂f , v̂s, p̂s, ψ̂))

∀(v̂f , p̂f , v̂s, p̂s, ψ̂) ∈ Vf × Pf × Vs ×Ps ×Ψ, (4.1.7)

onde DG((vf , pf ,us, ps,ψ)) é usado para denotar o operador tangente consistente asso-
ciado a G no ponto (vf , pf ,us, ps,ψ), o qual é obtido por diferenciação clássica. Usando
a notação compacta, o operador tangente define-se como

〈DG(U)[δU], Û〉 =
d
dς

G(U + ςδU, Û)
∣∣∣∣
ς=0

. (4.1.8)

Portanto, a equação variacional linear (4.1.7) pode ser escrita como

〈DG(U)[δU]− f, Û〉 = 0 ∀Û ∈ Ξ, (4.1.9)

onde pode ser identificada cada componente do operador tangente DGXY (U), ou simples-
mente DGXY , que realiza o acoplamento da incógnita Y dentro da equação correspondente
a X, enquanto que 〈f, Û〉 = −G(U, Û).

Antes de efetuar a linearização lembre alguns conceitos preliminares vindos da teoria
da mecânica do cont́ınuo. A seguir (·)ς indica a perturbação da quantidade (·) na direção
do incremento δus. Em particular, Fς = I+∇Xus + ς∇Xδus = F+ ς∇Xδus. As seguintes
identidades serão úteis no processo de linearização

Ḟ =
d
dς

Fς

∣∣∣∣
ς=0

= ∇Xδus,

˙(F−1) =
d
dς

F−1
ς

∣∣∣∣
ς=0

= −F−1∇XδusF−1,

˙(detF) =
d
dς

detFς

∣∣∣∣
ς=0

= detF(F−T · ∇Xδus),

ṗ =
d
dς

pς

∣∣∣∣
ς=0

= ∇p · [δus]e,

v̇ =
d
dς

vς

∣∣∣∣
ς=0

= (∇v)[δus]e,

(4.1.10)



200 Caṕıtulo 4. Implementação computacional do método de doḿınios imersos

onde p e v são duas quantidades espaciais (ou Eulerianas), escalar e vetorial respecti-
vamente, definidas sobre Ω. Uma menção especial deve ser feita sobre como reagem
tais quantidades ao perturbar o domı́nio Ωt

s através da perturbação no deslocamento
δus. Isto leva a expressões como as vistas em (4.1.10)4 e (4.1.10)5. Certo cuidado
deve ser tomado em consideração ali já que a operação correta a ser realizada é, ex-
plicitando a dependência funcional, a que se detalha a seguir. Veja que as perturbações
são pς = p(xς) = p(x(X, t) + ςδus(X, t), t) e portanto

d
dς

pς

∣∣∣∣
ς=0

=
d
dς

p(xς)
∣∣∣∣
ς=0

=
d
dς

p(x(X, t) + ςδus(X, t), t)
∣∣∣∣
ς=0

= ∇p · [δus]e. (4.1.11)

Algo totalmente análogo é feito para uma quantidade vetorial.
Assim sendo, a linearização do problema (4.1.3) de acordo com a notação da (4.1.9)

resulta, em relação ao lado direito da equação, no seguinte

〈f, v̂f 〉 =
∫

Ω

[
− ρf

∂vf

∂t
· v̂f − ρf (∇vf )vf · v̂f − σf D(ε(vf )) · ε(v̂f ) + pf div v̂f

+ ρfg · v̂f

]
dx +

∫

Γf N

(t̄f + δt̄f ) · v̂f dΓ +
∫

Ωt
s

[ψ]e · v̂f dx, (4.1.12)

〈f, p̂f 〉 =
∫

Ω
p̂f

(
div vf +

1
κf

∂pf

∂t
+

1
κf
∇pf · vf

)
dx

−
∫

Ωt
s

p̂f

(
1
κf

− 1
κs

)(
∂pf

∂t
+∇pf · vf

)
dx, (4.1.13)

〈f, v̂s〉 =
∫

Ω0
s

[(
− ρ0

s

∂2us

∂t2
+ ρ0

f

[
∂vf

∂t

]

m

+ ρ0
f [(∇vf )]m[vf ]m

)
· v̂s

+ (ρ0
s − ρ0

f )g · v̂s − SsD(C(us)) · FT∇Xv̂s + detF[σf D(ε(vf ))]mF−T · ∇Xv̂s

+ (ps − [pf ]m) detF(F−T · ∇Xv̂s)− (detF)ψ · v̂s

]
dX, (4.1.14)

〈f, p̂s〉 =
∫

Ω0
s

p̂s

(
detF− 1 +

1
κ∗s

ps

)
dX, (4.1.15)

〈f, ψ̂〉 = −
∫

Ω0
s

ψ̂ ·
(

∂us

∂t
− [vf ]m

)
detFdX. (4.1.16)

Por outro lado, as componentes do operador tangente DG que conformam a equação de
v̂f , isto é 〈DG(U)[δU], v̂f 〉, são

〈DG(U)[δvf ], v̂f 〉 =
∫

Ω

[
ρf

∂δvf

∂t
· v̂f + ρf (∇vf )δvf · v̂f

+ ρf (∇δvf )vf · v̂f + [Dσf D(ε(vf ))]ε(δvf ) · ε(v̂f )
]

dx, (4.1.17)

〈DG(U)[δpf ], v̂f 〉 = −
∫

Ω
δpf div v̂f dx, (4.1.18)

〈DG(U)[δus], v̂f 〉 = −
∫

Ωt
s

[ψ]e · (∇v̂f [δus]e + div [δus]ev̂f ) dx, (4.1.19)
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〈DG(U)[δψ], v̂f 〉 = −
∫

Ωt
s

[δψ]e · v̂f dx, (4.1.20)

onde Dσf D(ε(vf )) é a relação tangente constitutiva avaliada no ponto ε(vf ), e que é
obtida fazendo

[Dσf D(ε(vf ))]ε(δvf ) =
d
dς

σf D(ε(vf + ςδvf ))
∣∣∣∣
ς=0

. (4.1.21)

Para a equação 〈DG(U)[δU], p̂f 〉 tem-se

〈DG(U)[δvf ], p̂f 〉 = −
∫

Ω
p̂f

(
div δvf +

1
κf
∇pf · δvf

)
dx

+
∫

Ωt
s

p̂f

(
1
κf

− 1
κs

)
∇pf · δvf dx, (4.1.22)

〈DG(U)[δpf ], p̂f 〉 = −
∫

Ω
p̂f

1
κf

(
∂δpf

∂t
+∇δpf · vf

)
dx

+
∫

Ωt
s

p̂f

(
1
κf

− 1
κs

)(
∂δpf

∂t
+∇δpf · vf

)
dx, (4.1.23)

〈DG(U)[δus], p̂f 〉 =
∫

Ωt
s

p̂f

(
1
κf

− 1
κs

)(
∂pf

∂t
+∇pf · vf

)
div [δus]e dx

+
∫

Ωt
s

(
1
κf

− 1
κs

)[
∇p̂f · [δus]e

(
∂pf

∂t
+∇pf · vf

)

+ p̂f∇
(

∂pf

∂t
+∇pf · vf

)
· [δus]e

]
dx. (4.1.24)

Por sua vez, a equação linearizada do deslocamento do sólido 〈DG(U)[δU], v̂s〉 resulta

〈DG(U)[δvf ], v̂s〉 = −
∫

Ω0
s

[
ρ0

f

([
∂δvf

∂t

]

m

+ [(∇δvf )]m[vf ]m + [(∇vf )]m[δvf ]m

)
· v̂s

+ detF[Dσf D(ε(vf ))]m[ε(δvf )]mF−T · ∇Xv̂s

]
dX, (4.1.25)

〈DG(U)[δpf ], v̂s〉 =
∫

Ω0
s

[δpf ]m detF(F−T · ∇Xv̂s) dX, (4.1.26)
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〈DG(U)[δus], v̂s〉 =
∫

Ω0
s

[
ρ0

s

∂2δus

∂t2
· v̂s − ρ0

f

[
∇

(
∂vf

∂t
+ (∇vf )vf

)]

m

δus · v̂s

+ [DSsD(C(us))]∇Xδus · FT∇Xv̂s +∇XδusSsD(C(us)) · ∇Xv̂s

− detF(F−T · ∇Xδus)[σf D(ε(vf ))]mF−T · ∇Xv̂s

− detF[∇(σf D(ε(vf )))]mδusF−T · ∇Xv̂s

+ detF[σf D(ε(vf ))]mF−T (∇Xδus)TF−T · ∇Xv̂s

− (ps − [pf ]m) detF(F−T · ∇Xδus)(F−T · ∇Xv̂s)

+ (ps − [pf ]m) detFF−T (∇Xδus)TF−T · ∇Xv̂s

+ [∇pf ]m · δus detF(F−T · ∇Xv̂s) + detF(F−T · ∇Xδus)ψ · v̂s

]
dX, (4.1.27)

〈DG(U)[δps], v̂s〉 = −
∫

Ω0
s

δps detF(F−T · ∇Xv̂s) dX, (4.1.28)

〈DG(U)[δψ], v̂s〉 =
∫

Ω0
s

detF(δψ · v̂s) dX, (4.1.29)

onde DSsD(C(us)) e [Dσf D(ε(vf ))]m são os correspondentes tensores constitutivos de
quarta ordem dados por

[DSsD(C(us))]∇Xδus =
d
dς

SsD(C(us + ςδus))
∣∣∣∣
ς=0

, (4.1.30)

[Dσf D(ε(vf ))]m[ε(δvf )]m =
[

d
dς

σf D(ε(vf + ςδvf ))
∣∣∣∣
ς=0

]

m

. (4.1.31)

Para a equação 〈DG(U)[δU], p̂s〉 obtém-se

〈DG(U)[δus], p̂s〉 = −
∫

Ω0
s

p̂s detF(F−T · ∇Xδus) dX, (4.1.32)

〈DG(U)[δps], p̂s〉 = −
∫

Ω0
s

p̂s
1
κ∗s

δps dX. (4.1.33)

Finalmente, a equação linear 〈DG(U)[δU], ψ̂〉 é como segue

〈DG(U)[δvf ], ψ̂〉 = −
∫

Ω0
s

ψ̂ · [δvf ]m detFdX, (4.1.34)

〈DG(U)[δus], ψ̂〉 =
∫

Ω0
s

ψ̂ ·
[
∂δus

∂t
− [∇vf ]mδus

+
(

∂us

∂t
− [vf ]m

)
(F−T · ∇Xδus)

]
detFdX. (4.1.35)

Depois de introduzir aproximações no espaço e no tempo não resulta dif́ıcil identificar a
estrutura de acoplamento que apresenta o sistema final de equações lineares




Kvfvf
Kvf pf

Kvfus 0 Kvf ψ

Kpfvf
Kpf pf

Kpfus 0 0
Kusvf

Kuspf
Kusus Kusps Kusψ

0 0 Kpsus Kpsps 0
Kψvf

0 Kψus 0 0







δvf

δpf

δus

δps

δψ




=




fvf

fpf

fus

fps

fψ




, (4.1.36)
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onde cada bloco KXY está relacionado com o operador tangente 〈DG(U)[δY ], X̂〉, enquanto
que fX está associado a 〈f, X̂〉.

4.1.3 Esquema segregado

O sistema de equações lineares apresentado na seção prévia (veja a (4.1.36)) é a
versão linearizada completamente acoplada do Problema 3.6. Nesta seção mostra-se uma
pequena modificação sobre o mencionado sistema de forma a simplificar a implementação
computacional.

O sistema (4.1.36) compreende, em um único passo de cálculo, a resolução de todas as
incógnitas do problema. Sempre que for posśıvel, essa é a melhor forma de resolvê-lo. Não
obstante, este sistema possui alguns inconvenientes do ponto de vista da implementação
computacional. Esses temas serão tratados mais na frente a partir da Seção 4.4 ao discutir
os aspectos gerais da implementação computacional. Assim, um ponto importante que
deve ser estudado, como em todo problema acoplado, é a versão segregada do mesmo,
separando a resolução em dois passos de cálculo, o do fluido e o do sólido.

Uma posśıvel versão segregada decorrente do sistema (4.1.36) é a seguinte



Kvfvf
Kvf pf

0 0 Kvf ψ

Kpfvf
Kpf pf

0 0 0
0 0 Kusus Kusps 0
0 0 Kpsus Kpsps 0

Kψvf
0 0 0 0







δvf

δpf

δus

δps

δψ




=




[fvf
]∗

[fpf
]∗

[fus ]∗

fps

[fψ]∗




, (4.1.37)

onde os termos modificados do lado direito da equação, indicados por [·]∗, são

[fvf
]∗ = fvf

−Kvfus(δus)P ,

[fpf
]∗ = fpf

−Kpfus(δus)P ,

[fus ]
∗ = fus −Kusvf

(δvf )P −Kuspf
(δpf )P −Kusψ(δψ)P ,

[fψ]∗ = fψ −Kψus(δus)P .

(4.1.38)

Aqui, a notação (·)P significa que a quantidade é previamente conhecida, por exemplo,
através de um esquema de predição.

O problema resulta assim parcialmente desacoplado, já que na verdade o problema
do escoamento está acoplado com o campo ψ. A resolução está composta por dois passos de
cálculo: (i) o problema do escoamento do fluido acoplado com o campo material ψ de forma
a impor a restrição sobre o campo de velocidade vf dependente da velocidade do sólido
conhecida de um passo anterior e (ii) o problema do sólido com diversos termos forçantes
vindos de um passo de cálculo anterior. Este esquema segregado pode ser melhorado
resolvendo primeiro o problema do escoamento do fluido como indicado em (i) e a seguir
o problema do sólido substituindo as quantidades denotadas com (·)P em (4.1.38)3 pelos
valores atualizados de δvf , δpf e δψ, de forma similar a um procedimento de resolução de
Gauss–Seidel.

4.2 Linearização do problema fluido–sólido ŕıgido

Nesta seção desenvolve-se a linearização do Problema 3.7 formulado na Seção 3.3 do
Caṕıtulo 3. Este modelo visa simular a interação entre um fluido e um sólido de forma
arbitrária, porém ŕıgido, enquanto que o fluido possui caracteŕısticas de compressibili-
dade/incompressibilidade arbitrárias.
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4.2.1 Descrições espacial e material

No caso do problema de interação entre um fluido e sólidos ŕıgidos o tratamento
muda levemente. Aqui não é necessário levar em consideração a descrição Lagrangiana de
quantidades como o deslocamento us e a pressão ps como ocorria na Seção 4.1. Entretanto,
é necessário fazê-lo com o campo ψ que continua sendo uma quantidade material. Dada
a particularidade do sólido ŕıgido, resulta trivialmente que F = I + Qo

s, onde Qo
s é uma

matriz de rotação, com todas as suas conseqüências. Além disso, e visando simplificar
a abordagem, assume-se no Problema 3.7 que vs = vf |Ωt

s
na equação correspondente a

v̂s. Procedimentos similares foram explorados nos trabalhos [39, 97, 163]. Isto é mais
fácil de ser justificado através do caminho desenvolvido no Caṕıtulo 3 em contraste com a
abordagem da literatura, na qual não é deixado claro o motivo desta consideração. Com
isto é posśıvel agrupar alguns termos e simplificar notavelmente a linearização, e em geral
o tratamento do problema em si. Só por citar um exemplo, veja que desta maneira não
aparecerá o bloco matricial Kusvf

na equação análoga à (4.1.36). Por tudo o que foi dito
pode-se manter a equação de balanço de momentos linear e angular do sólido em termos da
velocidade vs. Neste caso para o problema no qual o sólido é ŕıgido o prinćıpio variacional
(3.3.36) é reescrito como segue

∫

Ω

[
ρf

∂vf

∂t
· v̂f + ρf (∇vf )vf · v̂f + σf D(ε(vf )) · ε(v̂f )− pf div v̂f − ρfg · v̂f

]
dx

−
∫

Γf N

t̄f · v̂f dΓ−
∫

Ω
p̂f

(
div vf +

1
κf

∂pf

∂t
+

1
κf
∇pf · vf

)
dx

+
∫

Ωt
s

p̂f
1
κf

(
∂pf

∂t
+∇pf · vf

)
dx

+ ∆msf
∂vo

s

∂t
· v̂o

s +
∂Ωo

s

∂t
∆Isf · Ω̂o

s + Ωo
sΩ

o
s∆Isf · Ω̂

o
s

−∆msfg · v̂o
s +

∫

Ωt
s

[ψ̂]e · (vo
s + Ωo

s(x− uo
s)− vf ) dx

+
[ ∫

Ωt
s

[ψ]e dx
]
· v̂o

s +
[ ∫

Ωt
s

[ψ]e ⊗ (x− uo
s) dx

]
· Ω̂o

s −
∫

Ωt
s

[ψ]e · v̂f dx = 0

∀(v̂f , p̂f , v̂o
s, Ω̂

o
s, ψ̂) ∈ Vf × Pf × Vo

s ×Oo
s ×Ψ, (4.2.1)

onde a equação de ψ̂ agora está escrita na configuração atual Ωt
s, o que é indicado por

[ψ̂]e. Também foi usado o fato de ser ro = x − uo
s = [us]e − uo

s, com uo
s sendo a posição

do centro de massa, e além disso

∆msf = ms −mf ,

∆Isf = Is − If ,
(4.2.2)

onde mf e If têm as mesmas definições que ms e Is respectivamente, porém com ρf em
lugar de ρs. Veja que na expressão (4.2.1) foi dada de forma expĺıcita a forma do espaço
V do Problema 3.7 como sendo V = Vf × Vo

s ×Oo
s.
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Neste problema, a descrição usada para cada uma das quantidades é a seguinte

vf = [vf ]e(x, t)
x=χ(X,t)−−−−−−→ [vf ]m(X, t),

pf = [pf ]e(x, t)
x=χ(X,t)−−−−−−→ [pf ]m(X, t),

vo
s = [vo

s]m(t)
X=χ−1(x,t)−−−−−−−−→ [vo

s]e(t) = vo
s, (4.2.3)

Ωo
s = [Ωo

s]m(t)
X=χ−1(x,t)−−−−−−−−→ [Ωo

s]e(t) = Ωo
s,

ψ = [ψ]m(X, t)
X=χ−1(x,t)−−−−−−−−→ [ψ]e(x, t).

Veja que aqui as quantidades vo
s e Ωo

s são invariantes perante o mapeamento χ, pois são
independentes da posição e portanto da descrição.

Embora o problema esteja em termos de velocidades, o deslocamento do sólido deve
ser computado a fim de efetuar o balanço no corpo ŕıgido de forma adequada. De fato, o
correto posicionamento do sólido entra em jogo no cálculo do tensor ∆Isf , na componente
da velocidade Ωo

s(x−uo
s) e na contribuição para a equação de momento angular dada por

[ψ]e ⊗ (x − uo
s). Em outras palavras, uma parte da não linearidade do problema é com

respeito ao deslocamento do sólido. Isto faz com que seja necessário linearizar a formulação
anterior em função do incremento no deslocamento us adequadamente definido para um
movimento de corpo ŕıgido. Isto é a contrapartida do feito no problema anterior para um
sólido deformável.

No caso de um movimento ŕıgido o deslocamento us está descrito como

us(X, t) = uo
s(t) + Qo

s(t)(X−Xo), (4.2.4)

onde Xo é a posição do centro de massa na configuração de referência Ω0
s, uo

s representa
a posição do centro de massa em função do tempo e Qo

s é uma transformação ortogonal
com determinante positivo, ou seja Qo

s(Q
o
s)

T = I, que coloca o sólido na posição rotada
para cada instante de tempo. Logo, uma perturbação no deslocamento está governada por
perturbações em uo

s e em Qo
s pois

δus(X, t) = δuo
s(t) + (δQo

s(t)− I)Qo
s(t)(X−Xo). (4.2.5)

Na descrição espacial a expressão anterior resulta

[δus]e(x, t) = δuo
s(t) + (δQo

s(t)− I)(x− uo
s(t)), (4.2.6)

pois X −Xo = Qo
s(t)

T (x − uo
s(t)). Um aspecto importante que deve ser remarcado aqui

é que a perturbação no tensor rotação Qo
s não é aditiva, mas multiplicativa. Ver-se-á

depois como os incrementos δuo
s e δQo

s estão relacionados à velocidade vo
s e ao tensor Ωo

s.
Isto entra em jogo ao especificar uma discretização temporal. Por enquanto assuma as
seguintes relações genéricas

δuo
s = δuo

s(δv
o
s),

δQo
s = δQo

s(δΩ
o
s).

(4.2.7)

Estas relações incrementais são lineares. Desta forma, a formulação variacional (4.2.1)
é escrita em termos de velocidade, levando em conta que a linearização com respeito à
posição do domı́nio Ωt

s será também escrita em termos de δvo
s e de δΩo

s segundo indicado
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pela (4.2.7). Não resulta dif́ıcil, a partir da (4.2.4), obter as seguintes relações

vo
s =

∂uo
s

∂t
,

Ωo
s =

∂Qo
s

∂t
Qo

s
T ,

(4.2.8)

das quais se derivam as formas genéricas (4.2.7).
Por outro lado, a equação de p̂s não está presente na formulação, o que faz com que

as incógnitas sejam as seguintes vf , pf , vo
s, Ωo

s e ψ, além de, como dito, ter que considerar
o cálculo de uo

s e Qo
s.

Neste caso resulta mais natural considerar o fluido artificial com propriedades (massa
espećıfica e viscosidade) idênticas às do fluido real. Isto simplifica, como dito anterior-
mente, a linearização do problema. Aqui o módulo de compressibilidade do fluido artificial
é κs = ∞, independente de κf .

4.2.2 Esquema monoĺıtico

Aqui, o problema variacional não linear (4.2.1) escreve-se em forma abstrata como
segue

Gr((vf , pf ,vo
s,Ω

o
s, ψ), (v̂f , p̂f , v̂o

s, Ω̂
o
s, ψ̂)) = 0

∀(v̂f , p̂f , v̂o
s, Ω̂

o
s, ψ̂) ∈ Vf × Pf × Vo

s ×Oo
s ×Ψ, (4.2.9)

que depende também das incógnitas (uo
s,Q

o
s) (pois estas definem o domı́nio Ωt

s), as quais
estão relacionadas com as outras incógnitas pelas expressões (4.2.8). Em forma mais
compacta, e agrupando as incógnitas como Ur = (vf , pf ,vo

s,Ω
o
s, ψ), resulta

Gr(Ur, Ûr) = 0 ∀Ûr ∈ Ξr, (4.2.10)

onde Ξr = Vf ×Pf × Vo
s ×Oo

s ×Ψ. Esta expressão é uma equação não linear em Ur.
Como ocorria no problema geral (4.1.6), a linearização do problema (4.2.10) segundo

um esquema de Newton–Raphson, em torno de um dado ponto (vf , pf ,vo
s,Ω

o
s, ψ), e dados

(uo
s,Q

o
s), consiste em resolver o seguinte problema linear onde a incógnita é o incremento

na solução (δvf , δpf , δvo
s, δΩ

o
s, δψ)

〈DGr((vf , pf ,vo
s,Ω

o
s,ψ))[(δvf , δpf , δvo

s, δΩ
o
s, δψ)], (v̂f , p̂f , v̂o

s, Ω̂
o
s, ψ̂)〉 =

− Gr((vf , pf ,vo
s,Ω

o
s, ψ), (v̂f , p̂f , v̂o

s, Ω̂
o
s, ψ̂))

∀(v̂f , p̂f , v̂o
s, Ω̂

o
s, ψ̂) ∈ Vf × Pf × Vo

s ×Oo
s ×Ψ, (4.2.11)

onde aqui DGr((vf , pf ,vo
s,Ω

o
s, ψ)) é o operador tangente consistente associado a Gr no

ponto (vf , pf ,vo
s,Ω

o
s, ψ), que também depende do par (uo

s,Q
o
s). Usando a notação com-

pacta resulta

〈DGr(Ur)[δUr], Ûr〉 =
d
dς

Gr(Ur + ςδUr, Ûr)
∣∣∣∣
ς=0

. (4.2.12)

A equação variacional (4.2.11) pode ser ainda reescrita como segue

〈DGr(Ur)[δUr]− fr, Ûr〉 = 0 ∀Ûr ∈ Ξr, (4.2.13)

e daqui é posśıvel obter cada um dos operadores componentes DGrXY (Ur), ou DGrXY ,
que acopla a incógnita Y na equação X, e por outro lado é 〈fr, Ûr〉 = −Gr(Ur, Ûr).

Após proceder de forma similar ao feito com o problema geral da Seção 4.1, na
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linearização do problema (4.2.1), obtém-se

〈fr, v̂f 〉 =
∫

Ω

[
− ρf

∂vf

∂t
− ρf (∇vf )vf · v̂f − σf D(ε(vf )) · ε(v̂f ) + pf div v̂f

+ ρfg · v̂f

]
dx +

∫

Γf N

(t̄f + δt̄f ) · v̂f dΓ +
∫

Ωt
s

[ψ]e · v̂f dx, (4.2.14)

〈fr, p̂f 〉 =
∫

Ω
p̂f

(
div vf +

1
κf

∂pf

∂t
+

1
κf
∇pf · vf

)
dx

−
∫

Ωt
s

p̂f
1
κf

(
∂pf

∂t
+∇pf · vf

)
dx, (4.2.15)

〈fr, v̂o
s〉 = −∆msf

∂vo
s

∂t
· v̂o

s + ∆msfg · v̂o
s −

[ ∫

Ωt
s

[ψ]e dx
]
· v̂o

s, (4.2.16)

〈fr, Ω̂
o
s〉 = −∂Ωo

s

∂t
∆Isf · Ω̂o

s −Ωo
sΩ

o
s∆Isf · Ω̂

o
s −

[ ∫

Ωt
s

[ψ]e ⊗ (x− uo
s) dx

]
· Ω̂o

s, (4.2.17)

〈fr, ψ̂〉 = −
∫

Ωt
s

[ψ̂]e · (vo
s + Ωo

s(x− uo
s)− vf ) dx. (4.2.18)

O operador tangente DGr correspondente a v̂f , isto é 〈DGr(U)[δU], v̂f 〉, é composto como
segue

〈DGr(U)[δvf ], v̂f 〉 =
∫

Ω

[
ρf

∂δvf

∂t
· v̂f + ρf (∇vf )δvf · v̂f

+ ρf (∇δvf )vf · v̂f + [Dσf D(ε(vf ))]ε(δvf ) · ε(v̂f )
]

dx, (4.2.19)

〈DGr(U)[δpf ], v̂f 〉 = −
∫

Ω
δpf div v̂f dx, (4.2.20)

〈DGr(U)[δvo
s], v̂f 〉 = −

∫

Ωt
s

[ψ]e · ∇v̂fδuo
s dx, (4.2.21)

〈DGr(U)[δΩo
s], v̂f 〉 = −

∫

Ωt
s

[ψ]e · ∇v̂f (δQo
s − I)(x− uo

s) dx, (4.2.22)

〈DGr(U)[δψ], v̂f 〉 = −
∫

Ωt
s

[δψ]e · v̂f dx, (4.2.23)

onde novamente Dσf D(ε(vf )) é a relação tangente constitutiva avaliada no ponto ε(vf )
obtida como na (4.1.21). Por sua parte, a equação 〈DGr(U)[δU], p̂f 〉 resulta

〈DGr(U)[δvf ], p̂f 〉 = −
∫

Ω
p̂f

(
div δvf +

1
κf
∇pf · δvf

)
dx

+
∫

Ωt
s

p̂f
1
κf
∇pf · δvf dx, (4.2.24)
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〈DGr(U)[δpf ], p̂f 〉 = −
∫

Ω
p̂f

1
κf

(
∂δpf

∂t
+∇δpf · vf

)
dx

+
∫

Ωt
s

p̂f
1
κf

(
∂δpf

∂t
+∇δpf · vf

)
dx, (4.2.25)

〈DGr(U)[δvo
s], p̂f 〉 =

∫

Ωt
s

1
κf

[
∇p̂f · δuo

s

(
∂pf

∂t
+∇pf · vf

)

+ p̂f∇
(

∂pf

∂t
+∇pf · vf

)
· δuo

s

]
dx, (4.2.26)

〈DGr(U)[δΩo
s], p̂f 〉 =

∫

Ωt
s

1
κf

[
∇p̂f · (δQo

s − I)(x− uo
s)

(
∂pf

∂t
+∇pf · vf

)

+ p̂f∇
(

∂pf

∂t
+∇pf · vf

)
· (δQo

s − I)(x− uo
s)

]
dx. (4.2.27)

Por sua vez, a equação linearizada 〈DGr(U)[δU], v̂o
s〉 do momento linear do sólido ŕıgido

resulta
〈DGr(U)[δvo

s], v̂
o
s〉 = ∆msf

∂δvo
s

∂t
· v̂o

s, (4.2.28)

〈DGr(U)[δψ], v̂o
s〉 =

[ ∫

Ωt
s

[δψ]e dx
]
· v̂o

s, (4.2.29)

enquanto que a equação linearizada do momento angular do sólido ŕıgido 〈DGr(U)[δU], Ω̂
o
s〉

é

〈DGr(U)[δΩo
s], Ω̂

o
s〉 =

∂δΩo
s

∂t
∆Isf · Ω̂o

s + δΩo
sΩ

o
s∆Isf · Ω̂

o
s + Ωo

sδΩ
o
s∆Isf · Ω̂

o
s

+
[
∂Ωo

s

∂t
+ Ωo

sΩ
o
s

]
[(δQo

s − I)∆Isf + ∆Isf (δQo
s − I)T ] · Ω̂o

s

+
[ ∫

Ωt
s

[ψ]e ⊗ (δQo
s − I)(x− uo

s) dx
]
· Ω̂o

s, (4.2.30)

〈DGr(U)[δψ], Ω̂
o
s〉 =

[ ∫

Ωt
s

[δψ]e ⊗ (x− uo
s) dx

]
· Ω̂o

s. (4.2.31)

Aqui tem sido usado o seguinte fato

d
dς

∆Isf ς

∣∣∣∣
ς=0

=
d
dς

[ ∫

Ωt
s

(ρs − ρf )(x− uo
s)ς ⊗ (x− uo

s)ς dx
]∣∣∣∣

ς=0

=

(δQo
s − I)∆Isf + ∆Isf (δQo

s − I)T . (4.2.32)

Por último, a equação linear 〈DGr(U)[δU], ψ̂〉 é como segue

〈DGr(U)[δvf ], ψ̂〉 = −
∫

Ωt
s

[ψ̂]e · δvf dx, (4.2.33)

〈DGr(U)[δvo
s], ψ̂〉 =

∫

Ωt
s

[ψ̂]e · (δvo
s −∇vfδuo

s) dx, (4.2.34)
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〈DGr(U)[δΩo
s], ψ̂〉 =

∫

Ωt
s

[ψ̂]e · (δΩo
s(x− uo

s) + Ωo
s(δQ

o
s − I)(x− uo

s)

−∇vf (δQo
s − I)(x− uo

s)) dx. (4.2.35)

Introduzindo aqui as correspondentes aproximações no espaço e no tempo é posśıvel iden-
tificar a seguinte estrutura de acoplamento no sistema final de equações lineares para o
problema de sólido ŕıgido




Krvfvf
Krvf pf

Krvfvo
s

KrvfΩo
s

Krvf ψ

Krpfvf
Krpf pf

Krpfvo
s

KrpfΩo
s

0
0 0 Krvo

sv
o
s

0 Krvo
sψ

0 0 0 KrΩo
sΩ

o
s

KrΩo
sψ

Krψvf
0 Krψvo

s
KrψΩo

s
0







δvf

δpf

δvo
s

δΩo
s

δψ




=




frvf

frpf

frvo
s

frΩo
s

frψ




, (4.2.36)

onde, como no caso visto na Seção 4.1, cada bloco KrXY está relacionado ao operador
tangente 〈DGr(U)[δY ], X̂〉, enquanto que frX define-se a partir de 〈fr, X̂〉. Veja que a
estrutura da matriz tangente aqui muda com respeito à (4.1.36) devido à mudança nos
graus de liberdade que governam o problema e também a ter assumido que a velocidade
do fluido é exatamente a do sólido na região Ωt

s, eliminando nas equações de vo
s e Ωo

s o
acoplamento com vf .

4.2.3 Esquema segregado

Como feito para o problema geral envolvendo sólidos deformáveis, neste caso de
sólidos ŕıgidos surge o mesmo interesse de formular uma versão segregada do problema
(4.2.36). Este sistema resolve em um só passo todas as incógnitas do problema. Con-
tudo, aspectos similares aos que serão discutidos para o caso de sólidos deformáveis fazem
com que a implementação computacional seja complexa. Por isto, pretende-se fornecer a
versão segregada do problema, separando as equações de balanço no fluido das equações
de balanço no sólido ŕıgido. Assim sendo, uma das versões segregadas que decorrem do
sistema (4.2.36) é a seguinte




Krvfvf
Krvf pf

0 0 Krvf ψ

Krpfvf
Krpf pf

0 0 0
0 0 Krvo

sv
o
s

0 0
0 0 0 KrΩo

sΩ
o
s

0
Krψvf

0 0 0 0







δvf

δpf

δvo
s

δΩo
s

δψ




=




[frvf
]∗

[frpf
]∗

[frvo
s
]∗

[frΩo
s
]∗

[frψ]∗




, (4.2.37)

onde os termos [·]∗ são os seguintes

[frvf
]∗ = frvf

−Krvfvo
s
(δvo

s)
P −KrvfΩo

s
(δΩo

s)
P ,

[frpf
]∗ = frpf

−Krpfvo
s
(δvo

s)
P −KrpfΩo

s
(δΩo

s)
P ,

[frvo
s
]∗ = frvo

s
−Krvo

sψ(δψ)P ,

[frΩo
s
]∗ = frΩo

s
−KrΩo

sψ(δψ)P ,

[frψ]∗ = frψ −Krψvo
s
(δvo

s)
P −KrψΩo

s
(δΩo

s)
P ,

(4.2.38)

onde a notação (·)P implica que a quantidade é conhecida de um passo de cálculo anterior.
Claramente, o problema do escoamento está separado do problema do movimento

do sólido ŕıgido. O acoplamento parcial vem dado pela ação do campo ψ que, na versão
aqui apresentada, encontra-se totalmente acoplado ao problema do fluido, e atua como
termo forçante no problema do sólido. Como no caso visto na Seção 4.1, este esquema
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segregado pode ser melhorado. Para isto resolve-se o problema do escoamento do fluido
e depois o problema do sólido com valores atualizados de δvf , δpf e δψ como ocorre em
um procedimento de Gauss–Seidel.

4.3 Casos particulares de comportamentos constitutivos

Aqui pretende-se explicitar as formas das leis constitutivas (4.1.1) e (4.1.2) para
casos de interesse. Em função disto é posśıvel especificar aqueles termos dados de forma
genérica obtidos na linearização do problema nas seções anteriores.

Os problemas incrementais até aqui apresentados nas seções anteriores possuem toda
a generalidade dos Problemas 3.6 e 3.7. Aqui realizam-se algumas simplificações adicionais
para reduzir a esfera de exemplos de estudo como será feito mais na frente. Por exemplo,
embora a formulação (4.1.3) seja válida para qualquer comportamento constitutivo do
sólido, aqui não se consideram comportamentos dissipativos, limitando a apresentação a
deformação finita e materiais não dependentes da história.

4.3.1 Comportamento constitutivo do fluido

Considere primeiro um fluido compresśıvel e Newtoniano. Logo, a relação tensão–
taxa de deformação σf D(ε(vf )) é dada por

σf D(ε(vf )) = 2µε(vf ) + λdiv vf , (4.3.1)

onde µ é a viscosidade dinâmica e λ é a viscosidade volumétrica. Com este comporta-
mento constitutivo pode-se estabelecer qual a forma do operador tangente constitutivo da
(4.1.21). Para isto veja que

[Dσf D(ε(vf ))]ε(δvf ) =
d
dς

σf D(ε(vf + ςδvf ))
∣∣∣∣
ς=0

=

d
dς

[2µε(vf + ςδvf ) + λdiv (vf + ςδvf )]
∣∣∣∣
ς=0

= 2µε(δvf ) + λdiv δvf =

(2µI+ λ(I⊗ I))ε(δvf ), (4.3.2)

onde I é o tensor identidade de quarta ordem. Logo, o operador de quarta ordem
Dσf D(ε(vf )) neste caso é constante, e é

Dσf D = 2µI+ λ(I⊗ I). (4.3.3)

Para um fluido incompresśıvel resulta trivialmente

Dσf D = 2µI. (4.3.4)

Um caso mais complexo que pode ser de interesse no contexto da modelagem do escoa-
mento de sangue é o modelo de Casson incompresśıvel. Este modelo pode ser descrito pela
seguinte relação constitutiva

σf D(ε(vf )) = 2µ(ε(vf ))ε(vf ),

µ(ε(vf )) =


√µo +

√
τo√

2ε(vf ) · ε(vf )




2

.
(4.3.5)



4.3. Casos particulares de comportamentos constitutivos 211

Para este modelo o operador tangente constitutivo obtém-se como

[Dσf D(ε(vf ))]ε(δvf ) =
d
dς

σf D(ε(vf + ςδvf ))
∣∣∣∣
ς=0

=

d
dς

[2µ(ε(vf + ςδvf ))ε(vf + ςδvf )]
∣∣∣∣
ς=0

= 2µ(ε(vf ))ε(δvf )

− 2α(ε(vf ))[ε(vf )⊗ ε(vf )]ε(δvf ), (4.3.6)

com

α(ε(vf )) = 2


√µo +

√
τo√

2ε(vf ) · ε(vf )




√
τo

(2ε(vf ) · ε(vf ))5/4
. (4.3.7)

Logo, o operador constitutivo de quarta ordem Dσf D(ε(vf )) é como segue

Dσf D(ε(vf )) = 2µ(ε(vf ))I− 2α(ε(vf ))[ε(vf )⊗ ε(vf )]. (4.3.8)

Lembre que o modelo de Casson possui um ponto singular que é quando ε(vf ) → 0, como
pode ser observado do modelo constitutivo. Logo, a linearização realizada aqui é válida
para a região diferenciável do modelo.

4.3.2 Comportamento constitutivo do sólido

O modelo constitutivo de sólido mais geral aqui considerado é o de Mooney–Rivlin.
O comportamento destes materiais pode ser derivado da seguinte expressão da função de
energia de deformação desviadora

φsD = C1(I∗1 − 3) + C2(I∗2 − 3), (4.3.9)

onde C1 e C2 são parâmetros do material. Por outro lado, I∗1 e I∗2 são os invariantes
modificados do tensor C(us) definidos como

I∗1 = J−2/3I1,

I∗2 = J−4/3I2,
(4.3.10)

onde Ii, i = 1, 2, 3, são os invariantes do tensor C(us), isto é

I1 = trC,

I2 =
1
2
[
(trC)2 − trC2

]
,

I3 = detC = J2.

(4.3.11)

No que segue serão úteis as seguintes expressões das derivadas dos invariantes Ii, i = 1, 2, 3

İ1 =
d
dς

I1ς

∣∣∣∣
ς=0

= I,

İ2 =
d
dς

I2ς

∣∣∣∣
ς=0

= (trC)I−C = I1I−C,

İ3 =
d
dς

I3ς

∣∣∣∣
ς=0

= (detC)C−1 = I3C−1.

(4.3.12)

A partir da (4.3.9), e fazendo uso da (4.3.12), a relação constitutiva entre a parte des-
viadora do tensor de tensão de Piola–Kirchhoff de segunda espécie SsD e o tensor de
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deformação é obtida derivando φsD com respeito ao tensor de deformação de Green
E = 1

2(C− I) como segue

SsD =
∂φsD

∂E
= D1I + D2C + D3C−1, (4.3.13)

onde Di, i = 1, 2, 3, são funções de C(us) através dos invariantes

D1 = 2C1I
−1/3
3 + 2C2I

−2/3
3 I1,

D2 = −2C2I
−2/3
3 ,

D3 = −2
3
C1I

−1/3
3 I1 − 4

3
C2I

−2/3
3 I2.

(4.3.14)

A relação constitutiva (4.3.13) é altamente não linear em ∇Xus. Para tratar isto aparece
o operador tangente constitutivo dado na (4.1.30), e que em função da (4.3.13) é

[DSsD(C(us))]∇Xδus =
d
dς

SsD(C(us + ςδus))
∣∣∣∣
ς=0

= B1I + B2C + B3C−1

+ D2

[
(∇Xδus)TF + FT∇Xδus

]−D3C−1
[
(∇Xδus)TF + FT∇Xδus

]
C−1, (4.3.15)

onde

Bi =
d
dς

Di(us + ςδus)
∣∣∣∣
ς=0

, i = 1, 2, 3, (4.3.16)

e, além disso, foi usado o fato de ser

d
dς

C(us + ςδus)
∣∣∣∣
ς=0

= (∇Xδus)TF + FT∇Xδus,

d
dς

[C(us + ςδus)]−1

∣∣∣∣
ς=0

= −C−1

[
d
dς

C(us + ςδus)
∣∣∣∣
ς=0

]
C−1

= −C−1
[
(∇Xδus)TF + FT∇Xδus

]
C−1.

(4.3.17)

As expressões de Bi, i = 1, 2, 3, seguem de utilizar resultados clássicos da teoria da
mecânica do cont́ınuo, e resultam

B1 = −4
3
C1

1
(detF)2/3

(F−T · ∇Xδus)− 8
3
C2

1
(detF)4/3

trC(F−T · ∇Xδus)

+ 4C2
1

(detF)4/3
(F · ∇Xδus), (4.3.18)

B2 =
8
3
C2

1
(detF)4/3

(F−T · ∇Xδus), (4.3.19)

B3 =
4
9
C1

1
(detF)2/3

trC(F−T · ∇Xδus)− 4
3
C1

1
(detF)2/3

(F · ∇Xδus)

+
8
9
C2

1
(detF)4/3

[
(trC)2 − trC2

]
(F−T · ∇Xδus)

− 4
3
C2

1
(detF)4/3

[
2 trC(F · ∇Xδus)−C · ((∇Xδus)TF + FT∇Xδus

)]
. (4.3.20)

Como exemplo particular, um material de Mooney–Rivlin pode ser reduzido facilmente a
um material de comportamento neo-Hookiano fazendo C2 = 0 e 2C1 = µs, onde µs é o
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parâmetro constante caracteŕıstico de um material neo-Hookiano.

4.4 Aproximação do problema

Nas principais aplicações na modelagem do sistema cardiovascular o sangue pode ser
razoavelmente modelado como incompresśıvel. Logo, no que segue assume-se que o fluido
é incompresśıvel. Por sua vez o sangue é considerado como Newtoniano enquanto que o
sólido é um material de tipo Mooney–Rivlin. Logo, valem as expressões (4.3.4) e (4.3.15)
mostradas na Seção 4.3 para os operadores constitutivos tangentes do fluido e do sólido,
respectivamente.

Esta seção mostra um posśıvel modo para resolver de forma aproximada os proble-
mas lineares obtidos nas Seções 4.1 e 4.2. O marco escolhido para discutir a aproximação
numérica é o dos esquemas segregados correspondentes. A razão disto é que a abordagem
monoĺıtica constitui um problema extremamente complexo do ponto de vista da imple-
mentação computacional. Com efeito, o problema acoplado implica resolver em um só
passo todas as incógnitas do problema. Desta maneira há equações nas quais existe um
acoplamento entre variáveis Eulerianas e Lagrangianas (veja por exemplo a equação do
deslocamento do sólido no caso deformável). Em um código de elementos finitos isto
traduz-se em uma incidência variável no tempo, o que impõe uma dificuldade considerável
em vistas de uma eficiente implementação. Contrariamente, o esquema segregado não
apresenta tal inconveniente, sendo uma forma alternativa que torna mais exeqúıvel à im-
plementação computacional dentro de um código de elementos finitos que já se encontre
em funcionamento.

Como dito, o problema é aproximado empregando bases de aproximação de elemen-
tos finitos tanto para o fluido como para o sólido. Isto implica na utilização de duas
malhas, uma Euleriana e outra Lagrangiana. Se o sólido é ŕıgido a malha do sólido não
é necessária e a implementação computacional realiza-se empregando uma função de level
set como será explicado mais na frente. Em função de uma apresentação clara, nas seções
que seguem considere o exemplo dado na Figura 4.1. Mostra-se também um detalhe das
malhas do fluido e do sólido. A malha do sólido aqui foi colocada na configuração Ωt

s, mas
eventualmente pode estar definida sobre a configuração de referência Ω0

s.

Figura 4.1: Exemplo de um problema empregando domı́nios imersos.
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Para mostrar o caso que será tratado aqui, veja que na Figura 4.1 o sólido está
discretizado com quadriláteros enquanto que o fluido está discretizado com triângulos
(no caso de duas dimensões). Também para esta figura a Tabela 4.1 descreve a notação
usada para denotar as partições empregadas nos diferentes domı́nios. Para o domı́nio Ω
a denominação para a partição correspondente é If , enquanto que para o domı́nio Ωt

s

é Is. Inclui-se ainda o número de nós por elemento, e segundo é especificado utiliza-se
uma formulação de igual ordem para o fluido e diferentes ordens para o caso do sólido
(combinação de interpolação quadrática/linear para o par deslocamento–pressão). Isto é
discutido em detalhe em cada uma das seções que seguem.

Detalhe Nós Elementos
Conjunto Cardinal Conjunto Cardinal Nós por elemento 2D/3D

Domı́nio Ω (fluido) In
f nf Ie

f ef 3 / 4

Domı́nio Ω
tn+1
sk (sólido (i)) In tn+1

sk n
tn+1
sk Ie tn+1

sk e
tn+1
sk 9–4 / 27–8 (q-l)

Domı́nio Ωtn
s (sólido (ii)) In tn

s ntn
s Ie tn

s etn
s 9–4 / 27–8 (q-l)

Domı́nio Ω0
s (sólido) In 0

s n0
s Ie 0

s e0
s 9–4 / 27–8 (q-l)

Tabela 4.1: Descrição da discretização do problema aproximado.

Na Tabela 4.1 diferenciam-se os conjuntos de nós e de elementos, e ainda no caso
do sólido detalham-se os elementos tanto na configuração de referência Ω0

s como na atual
Ωtn+1

sk , a qual por sua vez, de acordo ao processo iterativo que será comentado a seguir,
é conhecida no tempo tn+1 e na iteração anterior k. Ainda outra forma de abordar o
problema é posśıvel e é também inclúıda na tabela anterior. Nesta, a configuração atual
conhecida é Ωtn

s , e não se realizam iterações para atingir, a partir do instante tn, o instante
tn+1. As duas possibilidades são discutidas na seção que segue.

A seção começa pela descrição da aproximação efetuada na variável temporal junto
com a discussão do procedimento iterativo. Depois analisa-se a aproximação sobre a
variável espacial para o sub-problema do fluido, que resulta no mesmo problema tanto
para sólidos deformáveis como para sólidos ŕıgidos. Finalmente a seção é dedicada a
discutir as aproximações no caso de sólidos deformáveis e ŕıgidos, finalizando com alguns
comentários adicionais sobre aspectos envolvidos na implementação computacional.

4.4.1 Discretização temporal e o processo iterativo

Para discretizar as derivadas com relação ao tempo emprega-se um esquema de Euler
de diferenças finitas completamente impĺıcito. Logo, a derivada primeira com relação ao
tempo de uma quantidade genérica Θ está determinada por

∂Θ
∂t

∣∣∣∣
tn+1

=
Θn+1 −Θn

∆t
+O(∆t) ≈ Θn+1 −Θn

∆t
, (4.4.1)

onde Θn+1 e Θn indicam o estado da quantidade Θ nos instantes tn+1 e tn respectivamente,
e ∆t é o passo de tempo. Por outro lado a derivada segunda é

∂2Θ
∂t2

∣∣∣∣
tn+1

=
Θn+1 − 2Θn + Θn−1

∆t2
+O(∆t) ≈ Θn+1 − 2Θn + Θn−1

∆t2
. (4.4.2)

Como dito, os demais termos no problema linear são avaliados de forma completamente
impĺıcita o que formalmente resulta em um esquema de discretização temporal de primeira
ordem.

Para formular o problema linear há duas possibilidades.

(i) A primeira consiste em considerar o ponto referenciado como U em torno do qual se
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realiza a linearização como Un+1
k , o que denota a solução conhecida correspondente

ao instante tn+1 e na iteração anterior k. Em cada passo de tempo pode-se inicializar
como Un+1

1 = Un. Assim, o incremento na solução δU define-se como

δUn+1
k+1 = Un+1

k+1 −Un+1
k , (4.4.3)

com k = 1, 2, . . .. O processo iterativo consiste em achar a solução Un+1 = Un+1
K+1, em

por exemplo K iterações, após satisfazer um critério de convergência como o seguinte

‖δUn+1
K+1‖ ≤ ε‖δUn+1

2 ‖, (4.4.4)

onde ε > 0 é uma tolerância adequada. Logo, a solução convergida escreve-se como

Un+1 = Un+1
K+1 = Un +

K∑

k=1

δUn+1
k+1 . (4.4.5)

Assim, o incremento na solução ao longo do intervalo de tempo [tn, tn+1] é dado por

δUn+1 = Un+1 −Un =
K∑

k=1

δUn+1
k+1 . (4.4.6)

Desta maneira as derivadas temporais escrevem-se como função do incremento na
solução δUn+1

k+1 como segue

∂Θn+1
k+1

∂t
≈ Θn+1

k+1 −Θn

∆t
=

δΘn+1
k+1

∆t
+

k∑

m=2

δΘn+1
m

∆t
,

∂2Θn+1
k+1

∂t2
≈ Θn+1

k+1 − 2Θn + Θn−1

∆t2
=

δΘn+1
k+1

∆t2
+

k∑

m=2

δΘn+1
m

∆t2
− δΘn

∆t2
.

(4.4.7)

Definindo o incremento acumulado como δΘn+1
A =

∑k
m=2 δΘn+1

m tem-se finalmente

∂Θn+1
k+1

∂t
≈ δΘn+1

k+1

∆t
+

δΘn+1
A

∆t
,

∂2Θn+1
k+1

∂t2
≈ δΘn+1

k+1

∆t2
+

δΘn+1
A

∆t2
− δΘn

∆t2
.

(4.4.8)

(ii) A segunda possibilidade consiste em tomar o ponto de referência como sendo a
solução conhecida no instante tn, denominada Un, e a partir dali buscar qual o
incremento δU, chamado δUn+1, tal que

δUn+1 = Un+1 −Un. (4.4.9)

Assim, o problema linear compreende a resolução, para cada instante de tempo,
do incremento na solução que permite avançar na variável temporal, sem realizar
iterações no intervalo [tn, tn+1] como ocorre na opção detalhada anteriormente em (i).

Logo, as derivadas temporais resultam

∂Θn+1

∂t
≈ Θn+1 −Θn

∆t
=

δΘn+1

∆t
,

∂2Θn+1

∂t2
≈ Θn+1 − 2Θn + Θn−1

∆t2
=

δΘn+1

∆t2
− δΘn

∆t2
.

(4.4.10)
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A seguir formula-se o problema de interação fluido–sólido deformável sob a óptica das
duas alternativas (i) e (ii), e posteriormente a opção (ii) é empregada para o caso do sólido
ŕıgido.

Utilizando o processo descrito pela opção (i), o sistema (4.1.37) resulta ser a versão
matricial, sob as considerações acima introduzidas com respeito à incompressibilidade do
fluido, do seguinte problema variacional semi-cont́ınuo constitúıdo por duas partes:

Problema 4.1. Para cada n = 0, 1, . . ., dada a solução no passo de tempo tn, digamos
(vf

n, pf
n,us

n, ps
n, ψn) e dado também us

n−1, realize as iterações k = 1, 2, . . . iniciali-
zando o processo com (vf

n+1
1 , pf

n+1
1 ,us

n+1
1 , ps

n+1
1 , ψn+1

1 ) = (vf
n, pf

n,us
n, ps

n, ψn), resol-
vendo os seguintes dois sub-problemas até que um critério de convergência seja atingido.
Sub-problema do fluido:
Dado (δus

n+1
k+1)

P encontre (δvf
n+1
k+1 , δpf

n+1
k+1 , δψn+1

k+1) tal que

∫

Ω

[
ρf

δvf
n+1
k+1

∆t
· v̂f + ρf (∇vf

n+1
k )δvf

n+1
k+1 · v̂f + ρf (∇δvf

n+1
k+1)vf

n+1
k · v̂f

+ [Dσf D(ε(vf
n+1
k ))]ε(δvf

n+1
k+1) · ε(v̂f )− δpf

n+1
k+1 div v̂f

]
dx−

∫

Ω
tn+1
sk

[δψn+1
k+1 ]e · v̂f dx =

∫

Ω

[
− ρf

δvf
n+1
A

∆t
· v̂f − ρf (∇vf

n+1
k )vf

n+1
k · v̂f − σf D(ε(vf

n+1
k )) · ε(v̂f )

+ pf
n+1
k div v̂f + ρfg · v̂f

]
dx +

∫

Γf N

(t̄n
f + δt̄f

n+1) · v̂f dΓ +
∫

Ω
tn+1
sk

[ψn+1
k ]e · v̂f dx

+
∫

Ω
tn+1
sk

[ψn+1
k ]e · (∇v̂f [(δus

n+1
k+1)

P ]e + div [(δus
n+1
k+1)

P ]ev̂f ) dx ∀v̂f ∈ Vf , (4.4.11a)

−
∫

Ω
p̂f div δvf

n+1
k+1 dx−

∫

Ω
tn+1
sk

p̂f
1
κs
∇pf

n+1
k · δvf

n+1
k+1 dx

−
∫

Ω
tn+1
sk

p̂f
1
κs

(
δpf

n+1
k+1

∆t
+∇δpf

n+1
k+1 · vf

n+1
k

)
dx =

∫

Ω
p̂f div vf

n+1
k dx

+
∫

Ω
tn+1
sk

p̂f
1
κs

(
δpf

n+1
A

∆t
+∇pf

n+1
k · vf

n+1
k

)
dx

+
∫

Ω
tn+1
sk

p̂f
1
κs

(
δpf

n+1
A

∆t
+∇pf

n+1
k · vf

n+1
k

)
div [(δus

n+1
k+1)

P ]e dx

+
∫

Ω
tn+1
sk

1
κs

[
∇p̂f · [(δus

n+1
k+1)

P ]e

(
δpf

n+1
A

∆t
+∇pf

n+1
k · vf

n+1
k

)

+ p̂f∇
(

δpf
n+1
A

∆t
+∇pf

n+1
k · vf

n+1
k

)
· [(δus

n+1
k+1)P ]e

]
dx ∀p̂f ∈ Pf , (4.4.11b)

−
∫

Ω
tn+1
sk

[ψ̂]e · δvf
n+1
k+1 dx = −

∫

Ω
tn+1
sk

[ψ̂]e ·
(

[δus
n+1
A ]e

∆t
− vf

n+1
k

)
dx

−
∫

Ω
tn+1
sk

[ψ̂]e ·
[
[(δus

n+1
k+1)

P ]e
∆t

−∇vf
n+1
k [(δus

n+1
k+1)

P ]e

+
(

[δus
n+1
A ]e

∆t
− vf

n+1
k

)
div [(δus

n+1
k+1)P ]e

]
dx ∀[ψ̂]e ∈ Ψ, (4.4.11c)
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onde a notação [ψ̂]e é empregada para significar a variação admisśıvel definida na con-
figuração Ωtn+1

sk . O espaço Ψ é consistente com a configuração sobre a qual está definida
[ψ̂]e.
Sub-problema do sólido:
Dados ((δvf

n+1
k+1)

P , (δpf
n+1
k+1)

P , (δψn+1
k+1)

P ), encontre (δus
n+1
k+1 , δps

n+1
k+1) tal que

∫

Ω0
s

[
ρ0

s

δus
n+1
k+1

∆t2
· v̂s − ρ0

f

[
∇

(
δvf

n+1
A

∆t
+ (∇vf

n+1
k )vf

n+1
k

)]

m

δus
n+1
k+1 · v̂s

+ [DSsD(C(us
n+1
k ))]∇Xδus

n+1
k+1 · (Fn+1

k )T∇Xv̂s +∇Xδus
n+1
k+1SsD(C(us

n+1
k )) · ∇Xv̂s

− detFn+1
k ((Fn+1

k )−T · ∇Xδus
n+1
k+1)[σf D(ε(vf

n+1
k ))]m(Fn+1

k )−T · ∇Xv̂s

− detFn+1
k [∇(σf D(ε(vf

n+1
k )))]mδus

n+1
k+1(F

n+1
k )−T · ∇Xv̂s

+ detFn+1
k [σf D(ε(vf

n+1
k ))]m(Fn+1

k )−T (∇Xδus
n+1
k+1)

T (Fn+1
k )−T · ∇Xv̂s

− (ps
n+1
k − [pf

n+1
k ]m) detFn+1

k ((Fn+1
k )−T · ∇Xδus

n+1
k+1)((F

n+1
k )−T · ∇Xv̂s)

+ (ps
n+1
k − [pf

n+1
k ]m) detFn+1

k (Fn+1
k )−T (∇Xδus

n+1
k+1)

T (Fn+1
k )−T · ∇Xv̂s

+ [∇pf
n+1
k ]m · δus

n+1
k+1 detFn+1

k ((Fn+1
k )−T · ∇Xv̂s)

+ detFn+1
k ((Fn+1

k )−T · ∇Xδus
n+1
k+1)ψ

n+1
k · v̂s

]
dX

−
∫

Ω0
s

δps
n+1
k+1 detFn+1

k ((Fn+1
k )−T · ∇Xv̂s) dX =

∫

Ω0
s

[(
− ρ0

s

δus
n+1
A

∆t2
+ ρ0

s

δus
n

∆t2
+ ρ0

f

[δvf
n+1
A ]m
∆t

+ ρ0
f [(∇vf

n+1
k )]m[vf

n+1
k ]m

)
· v̂s

+ (ρ0
s − ρ0

f )g · v̂s − SsD(C(us
n+1
k )) · (Fn+1

k )T∇Xv̂s

+ detFn+1
k [σf D(ε(vf

n+1
k ))]m(Fn+1

k )−T · ∇Xv̂s

+ (ps
n+1
k − [pf

n+1
k ]m)detFn+1

k ((Fn+1
k )−T · ∇Xv̂s)− (detFn+1

k )ψn+1
k · v̂s

]
dX

+
∫

Ω0
s

[
ρ0

f

(
[(δvf

n+1
k+1)

P ]m
∆t

+ [(∇(δvf
n+1
k+1)

P )]m[vf
n+1
k ]m + [(∇vf

n+1
k )]m[(δvf

n+1
k+1)

P ]m

)
· v̂s

+ detFn+1
k [Dσf D(ε(vf

n+1
k ))]m[ε((δvf

n+1
k+1)

P )]m(Fn+1
k )−T · ∇Xv̂s

]
dX

−
∫

Ω0
s

[(δpf
n+1
k+1)P ]m detFn+1

k ((Fn+1
k )−T · ∇Xv̂s) dX

−
∫

Ω0
s

detFn+1
k ((δψn+1

k+1)
P · v̂s) dX ∀v̂s ∈ Vs, (4.4.12a)

−
∫

Ω0
s

p̂s detFn+1
k ((Fn+1

k )−T · ∇Xδus
n+1
k+1) dX−

∫

Ω0
s

p̂s
1
κ∗s

δps
n+1
k+1 dX =

∫

Ω0
s

p̂s

(
detFn+1

k − 1 +
1
κ∗s

ps
n+1
k

)
dX ∀p̂s ∈ Ps. (4.4.12b)

Neste problema alguns termos originalmente escritos em Ω0
s foram transferidos para

a configuração atual Ωtn+1
sk , da mesma forma que agora as equações de ψ̂ estão nessa mesma

configuração, o que é denotado por [ψ̂]e.
Seguindo o caminho indicado pela opção (ii) anteriormente descrita, o sistema (4.1.37)

é a versão matricial do seguinte problema variacional semi-cont́ınuo:
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Problema 4.2. Para cada n = 0, 1, . . ., dada a solução no passo de tempo tn, digamos
(vf

n, pf
n,us

n, ps
n, ψn) e dado também us

n−1, resolva os seguintes dois sub-problemas.
Sub-problema do fluido:
Dado (δus

n+1)P encontre (δvf
n+1, δpf

n+1, δψn+1) tal que

∫

Ω

[
ρf

δvf
n+1

∆t
· v̂f + ρf (∇vf

n)δvf
n+1 · v̂f + ρf (∇δvf

n+1)vf
n · v̂f

+ [Dσf D(ε(vf
n))]ε(δvf

n+1) · ε(v̂f )− δpf
n+1 div v̂f

]
dx−

∫

Ωtn
s

[δψn+1]e · v̂f dx =
∫

Ω
[−ρf (∇vf

n)vf
n · v̂f − σf D(ε(vf

n)) · ε(v̂f )

+ pf
n div v̂f + ρfg · v̂f ] dx +

∫

Γf N

(t̄n
f + δt̄f

n+1) · v̂f dΓ +
∫

Ωtn
s

[ψn]e · v̂f dx

+
∫

Ωtn
s

[ψn]e · (∇v̂f [(δus
n+1)P ]e + div [(δus

n+1)P ]ev̂f ) dx ∀v̂f ∈ Vf , (4.4.13a)

−
∫

Ω
p̂f div δvf

n+1 dx−
∫

Ωtn
s

p̂f
1
κs
∇pf

n · δvf
n+1 dx

−
∫

Ωtn
s

p̂f
1
κs

(
δpf

n+1

∆t
+∇δpf

n+1 · vf
n

)
dx =

∫

Ω
p̂f div vf

n dx

+
∫

Ωtn
s

p̂f
1
κs
∇pf

n · vf
n dx +

∫

Ωtn
s

p̂f
1
κs
∇pf

n · vf
n div [(δus

n+1)P ]e dx

+
∫

Ωtn
s

1
κs

[
∇p̂f · [(δus

n+1)P ]e∇pf
n · vf

n

+ p̂f∇(∇pf
n · vf

n) · [(δus
n+1)P ]e

]
dx ∀p̂f ∈ Pf , (4.4.13b)

−
∫

Ωtn
s

[ψ̂]e · δvf
n+1 dx =

∫

Ωtn
s

[ψ̂]e · vf
n dx

−
∫

Ωtn
s

[ψ̂]e ·
[
[(δus

n+1)P ]e
∆t

−∇vf
n[(δus

n+1)P ]e

− vf
n div [(δus

n+1)P ]e

]
dx ∀[ψ̂]e ∈ Ψ, (4.4.13c)

onde a notação [ψ̂]e é empregada para significar a variação admisśıvel definida, agora, na
configuração Ωtn

s . O espaço Ψ é consistente com tal configuração.
Sub-problema do sólido:
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Dados ((δvf
n+1)P , (δpf

n+1)P , (δψn+1)P ), encontre (δus
n+1, δps

n+1) tal que

∫

Ω0
s

[
ρ0

s

δus
n+1

∆t2
· v̂s − ρ0

f [∇((∇vf
n)vf

n)]mδus
n+1 · v̂s

+ [DSsD(C(us
n))]∇Xδus

n+1 · (Fn)T∇Xv̂s +∇Xδus
n+1SsD(C(us

n)) · ∇Xv̂s

− detFn((Fn)−T · ∇Xδus
n+1)[σf D(ε(vf

n))]m(Fn)−T · ∇Xv̂s

− detFn[∇(σf D(ε(vf
n)))]mδus

n+1(Fn)−T · ∇Xv̂s

+ detFn[σf D(ε(vf
n))]m(Fn)−T (∇Xδus

n+1)T (Fn)−T · ∇Xv̂s

− (ps
n − [pf

n]m) detFn((Fn)−T · ∇Xδus
n+1)((Fn)−T · ∇Xv̂s)

+ (ps
n − [pf

n]m) detFn(Fn)−T (∇Xδus
n+1)T (Fn)−T · ∇Xv̂s

+ [∇pf
n]m · δus

n+1 detFn((Fn)−T · ∇Xv̂s)

+ detFn((Fn)−T · ∇Xδus
n+1)ψn · v̂s

]
dX

−
∫

Ω0
s

δps
n+1 detFn((Fn)−T · ∇Xv̂s) dX =

∫

Ω0
s

[(
ρ0

s

δus
n

∆t2
+ ρ0

f [(∇vf
n)]m[vf

n]m

)
· v̂s

+ (ρ0
s − ρ0

f )g · v̂s − SsD(C(us
n)) · (Fn)T∇Xv̂s

+ detFn[σf D(ε(vf
n))]m(Fn)−T · ∇Xv̂s

+ (ps
n − [pf

n]m)detFn((Fn)−T · ∇Xv̂s)− (detFn)ψn · v̂s

]
dX

+
∫

Ω0
s

[
ρ0

f

(
[(δvf

n+1)P ]m
∆t

+ [(∇(δvf
n+1)P )]m[vf

n]m + [(∇vf
n)]m[(δvf

n+1)P ]m

)
· v̂s

+ detFn[Dσf D(ε(vf
n))]m[ε((δvf

n+1)P )]m(Fn)−T · ∇Xv̂s

]
dX

−
∫

Ω0
s

[(δpf
n+1)P ]m detFn((Fn)−T · ∇Xv̂s) dX

−
∫

Ω0
s

detFn((δψn+1)P · v̂s) dX ∀v̂s ∈ Vs, (4.4.14a)

−
∫

Ω0
s

p̂s detFn((Fn)−T · ∇Xδus
n+1) dX−

∫

Ω0
s

p̂s
1
κ∗s

δps
n+1 dX =

∫

Ω0
s

p̂s

(
detFn − 1 +

1
κ∗s

ps
n

)
dX ∀p̂s ∈ Ps. (4.4.14b)

Para este problema empregou-se a configuração atual Ωtn
s em lugar de Ωtn+1

sk que foi
usada no Problema 4.1. Consistentemente, as equações de ψ̂ estão definidas sobre Ωtn

s .
Para o caso de um sólido ŕıgido observe que é preciso estabelecer a relação entre δuo

s

e δQo
s com δvo

s e δΩo
s, de acordo com o expresso na (4.2.7). Por um lado, pode-se escrever

δuo
s
n+1 = ∆tvo

s
n+1 = ∆tδvo

s
n+1 + ∆tvo

s
n. (4.4.15)

Fazendo um desenvolvimento em séries de Taylor resulta

δQo
s
n+1 = I + ∆tΩo

s
n+1 = I + ∆tδΩo

s
n+1 + ∆tΩo

s
n. (4.4.16)

Com estas considerações, o sistema (4.2.37) é a versão matricial, segundo a alternativa (ii)
discutida anteriormente, do seguinte problema variacional semi-cont́ınuo:
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Problema 4.3. Para cada n = 0, 1, . . ., dada a solução no passo de tempo tn, diga-
mos (vf

n, pf
n,vo

s
n,Ωo

s
n,ψn) e dado também (uo

s
n,Qo

s
n), resolva os seguintes dois sub-

problemas.
Sub-problema do fluido:
Dados ((δvo

s
n+1)P , (δΩo

s
n+1)P ) encontre (δvf

n+1, δpf
n+1, δψn+1) tal que

∫

Ω

[
ρf

δvf
n+1

∆t
· v̂f + ρf (∇vf

n)δvf
n+1 · v̂f + ρf (∇δvf

n+1)vf
n · v̂f

+ [Dσf D(ε(vf
n))]ε(δvf

n+1) · ε(v̂f )− δpf
n+1 div v̂f

]
dx−

∫

Ωtn
s

[δψn+1]e · v̂f dx =
∫

Ω
[−ρf (∇vf

n)vf
n · v̂f − σf D(ε(vf

n)) · ε(v̂f )

+ pf
n div v̂f + ρfg · v̂f ] dx +

∫

Γf N

(t̄n
f + δt̄f

n+1) · v̂f dΓ

+
∫

Ωtn
s

[ψn]e · v̂f dx + ∆t

∫

Ωtn
s

[ψn]e · ∇v̂f (vo
s
n + (δvo

s
n+1)P ) dx

+ ∆t

∫

Ωtn
s

[ψn]e · ∇v̂f (Ωo
s
n + (δΩo

s
n+1)P )(x− uo

s
n) dx ∀v̂f ∈ Vf , (4.4.17a)

−
∫

Ω
p̂f div δvf

n+1 dx =
∫

Ω
p̂f div vf

n dx ∀p̂f ∈ Pf , (4.4.17b)

−
∫

Ωtn
s

[ψ̂]e · δvf
n+1 dx = −

∫

Ωtn
s

[ψ̂]e · (vo
s
n + Ωo

s
n(x− uo

s
n)− vf

n) dx

−
∫

Ωtn
s

[ψ̂]e · ((δvo
s
n+1)P + (δΩo

s
n+1)P (x− uo

s
n)

+ ∆tΩo
s
n(Ωo

s
n + (δΩo

s
n+1)P )(x− uo

s
n)−∆t∇vf

n(vo
s
n + (δvo

s
n+1)P )

−∆t∇vf
n(Ωo

s
n + (δΩo

s
n+1)P )(x− uo

s
n)) dx ∀[ψ̂]e ∈ Ψ, (4.4.17c)

onde, novamente, [ψ̂]e denota a variação admisśıvel definida na configuração Ωtn
s , en-

quanto que o espaço Ψ é consistente com a configuração sobre a qual está definida [ψ̂]e.
Sub-problema do sólido:
Dado (δψn+1)P , encontre (δvo

s
n+1, δΩo

s
n+1) tal que

∆msf
δvo

s
n+1

∆t
· v̂o

s = ∆msfg · v̂o
s

−
[ ∫

Ωtn
s

[ψn + (δψn+1)P ]e dx
]
· v̂o

s ∀v̂o
s ∈ Vo

s, (4.4.18a)
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δΩo
s
n+1

∆t
∆Isf n · Ω̂o

s + (δΩo
s
n+1Ωo

s
n + Ωo

s
nδΩo

s
n+1)∆Isf n · Ω̂o

s

+ ∆tΩo
s
nΩo

s
n(δΩo

s
n+1∆Isf n + ∆Isf n(δΩo

s
n+1)T ) · Ω̂o

s

+ ∆t

[ ∫

Ωtn
s

[ψn]e ⊗ δΩo
s
n+1(x− uo

s
n) dx

]
· Ω̂o

s =

−Ωo
s
nΩo

s
n∆Isf n · Ω̂o

s −∆tΩo
s
nΩo

s
n(Ωo

s
n∆Isf n + ∆Isf n(Ωo

s
n)T ) · Ω̂o

s

−∆t

[ ∫

Ωtn
s

[ψn]e ⊗Ωo
s
n(x− uo

s
n) dx

]
· Ω̂o

s

−
[ ∫

Ωtn
s

([ψn]e + [(δψn+1)P ]e)⊗ (x− uo
s
n) dx

]
· Ω̂o

s ∀Ω̂o
s ∈ Oo

s. (4.4.18b)

Logo depois calcule uo
s
n+1 e Qo

s
n+1, a fim de reposicionar o corpo ŕıgido como segue

uo
s
n+1 = uo

s
n + ∆t(vo

s
n + δvo

s
n+1),

Qo
s
n+1 = δQo

s
n+1Qo

s
n = (I + ∆t(Ωo

s
n + δΩo

s
n+1))Qo

s
n.

(4.4.19)

Note que o sub-problema do fluido é muito similar ao caso de sólido deformável do
Problema 4.1. A maior diferença, além da natureza diferente dos graus de liberdade do
sólido, é que o sólido neste caso é incompresśıvel e a equação de conservação da massa
é mais simples. Além disso, na implementação computacional utilizam-se os ângulos de
Euler para levar em conta as transformações que rotam o corpo até a posição atual em tn.
Isto é comentado novamente mais na frente.

4.4.2 Aproximação do problema do fluido com restrição

Nesta parte discute-se a resolução aproximada do sub-problema do fluido presente
nos Problemas 4.1, 4.2 e 4.3. Como explicado nas Seções 4.1.3 e 4.2.3, o problema do
escoamento do fluido é resolvido separadamente do problema do sólido. Entretanto, este
encontra-se sujeito a uma restrição imposta por meio de um multiplicador de Lagrange
definido sobre a região correspondente ao sólido Ωt

s.
Dado que o fluido é incompresśıvel, o espaço de aproximação para o par velocidade–

pressão deve estar adequadamente escolhido de forma a satisfazer a condição LBB cor-
respondente. Isto também ocorre na situação de fluido quase incompresśıvel. A opção
mais natural a priori pode ser a escolha de um elemento tipo Taylor–Hood, ou também
Crouzeix–Raviart. No entanto, a fim de reduzir o tamanho do problema há outras alter-
nativas mais atraentes. Estas estão baseadas no emprego de formulações estabilizadas que
permitem o uso de espaços de aproximação de igual ordem. Em particular, a formulação
escolhida neste caṕıtulo para o problema do fluido é baseada na estabilização via técnicas
de tipo Galerkin Least Squares [73]. Estas formulações contornam a condição LBB adicio-
nando termos que estabilizam a formulação discreta. As técnicas anteriores combinam-se
com o método SUPG [74] para prover estabilização frente a números de Reynolds elevados.
Primeiro lembre que os espaços Vf , Pf e Ψ são

Vf = {v̂f ∈ H1(Ω); v̂f |ΓfD
= 0},

Pf = L2(Ω),

Ψ = H−1(Ωt
s).

(4.4.20)

Assim sendo, os espaços de aproximação empregados neste primeiro sub-problema, levando
em conta a discretização temporal e o processo iterativo apresentados na alternativa (i)
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da seção anterior, são os seguintes

Vh
f = [Yh]nd ∩ Vf ,

Ph
f = Yh,

Ψh = [Zh]nd ,

Yh = {φ ∈ C0(Ω); φ|ef
∈ P1, ∀ef ∈ Ie

f},
Zh = {φ ∈ C0(Ωtn+1

sk ); φ|etn+1
sk

∈ P1, ∀etn+1
sk

∈ Ie tn+1
sk

},

(4.4.21)

onde nd é o número de dimensões do problema. Aqui também foi empregada a notação
introduzida no ińıcio desta seção para as diferentes partições. Além disso, P1 denota a
famı́lia Lagrangiana de polinômios lineares definida sobre o triângulo/tetraedro em 2/3
dimensões. Em particular, deve-se dizer que a escolha do espaço Zh acima não foi feita
sob a base de uma demonstração que estabeleça que o par (Vh

f ,Ψh) satisfaz uma condição
LBB com respeito à restrição que o multiplicador de Lagrange impõe. Neste sentido, a
proposta aqui feita é heuŕıstica e poderia mudar caso seja futuramente necessário. Logo,
os comentários feitos a seguir baseiam-se na escolha anterior.

Para a alternativa (ii) o único que muda é a definição do espaço Zh, sendo agora

Zh = {φ ∈ C0(Ωtn
s ); φ|etn

s
∈ P1, ∀etn

s ∈ Ie tn
s }. (4.4.22)

Na abordagem proposta, como comentado anteriormente, empregam-se duas malhas,
uma Euleriana e outra Lagrangiana. No problema tratado nesta seção há um acoplamento
entre as variáveis Eulerianas e Lagrangianas e portanto haveria acoplamento entre graus de
liberdade das duas malhas. Para evitar isto emprega-se o esquema segregado e procede-se
como segue. Seja a alternativa (i) proposta na seção anterior. Conhecido o estado do
sistema em tn+1 e na iteração k define-se a posição do sólido Ωtn+1

sk (ver Figura 4.2(a)),
desta forma é posśıvel identificar quais são os nós do fluido que se encontram imersos
no domı́nio Ωtn+1

sk . Este subconjunto de In
f denomina-se In tn+1

fsk
= Λtn+1

sk (In
f ), onde Λtn+1

sk

denota a projeção do domı́nio Ω sobre Ωtn+1
sk de acordo com as partições correspondentes

(ver Figura 4.2(b)). Nestes nós será calculado o multiplicador de Lagrange ψ, devolvendo
o problema à situação na qual se resolvem graus de liberdade em uma única malha.
Depois, com o conjunto In tn+1

fsk
define-se o subconjunto de elementos de Ie

f , denominado

Ie tn+1

fsk
= Λtn+1

sk (Ie
f ), nestes elementos as funções de aproximação para o multiplicador de

Lagrange são não nulas (ver Figura 4.2(c)). Uma vez definido este domı́nio vê-se que
fica determinada a função caracteŕıstica para o multiplicador de Lagrange que tem valor
unitário nos nós em In tn+1

fsk
e zero no resto. Este domı́nio denomina-se também Λtn+1

sk (Ω)

e em geral é Ωtn+1
sk 6= Λtn+1

sk (Ω). Assim, a função possui valor unitário nos elementos
completamente imersos (ver Figura 4.2(d)) e decresce a zero linearmente nos elementos
com imersão parcial (ver Figura 4.2(e)). Isto estabelece que o domı́nio Ie tn+1

fsk
é decom-

posto em (Ie tn+1

fsk
)c e (Ie tn+1

fsk
)p, onde c e p denotam elementos completamente imersos

e parcialmente imersos respectivamente. Assim, na matriz do sistema os elementos em
(Ie tn+1

fsk
)c contribuem com termos nas equações de todos os nós enquanto que os elementos

em (Ie tn+1

fsk
)p contribuem de forma parcial à matriz.

O domı́nio na malha Euleriana ocupado pelo sólido, isto é Λtn+1
sk (Ω), utiliza-se para

definir o novo espaço usado para aproximar o multiplicador de Lagrange ψ como segue

Ψh = [ZΛ
h ]nd ,

ZΛ
h = {φ ∈ C0(Λtn+1

sk (Ω)); φ|ef
∈ P1, ∀ef ∈ Ie tn+1

fsk
}.

(4.4.23)
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(a) Domı́nio Ω
tn+1
sk imerso na malha do fluido. (b) Conjunto de nós In tn+1

fsk
= Λ

tn+1
sk (In

f ).

(c) Domı́nio Λ
tn+1
sk (Ω) e conjunto de elementos imersos Ie tn+1

fsk
= Λ

tn+1
sk (Ie

f ).

(d) Domı́nio (Ie tn+1
fsk

)c. (e) Domı́nio (Ie tn+1
fsk

)p.

Figura 4.2: Construção do operador Λtn+1
sk para identificar o domı́nio Ωtn+1

sk sobre Ω.
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Dado que, além do aqui exposto a respeito do tratamento do multiplicador de Lagrange e
das interpolações, a abordagem é clássica, não se detalham as contribuições que intervêm
na montagem da matriz do sistema.

Uma vez resolvido este sub-problema o que se obtém é a quantidade [δψn+1
k+1 ]fe , onde o

ı́ndice f indica que está definida sobre Ie tn+1

fsk
. Assim, precisa-se interpolar este campo para

a malha do sólido posto que é um campo Lagrangiano e deve ser transportado com o sólido
quando este se deslocar. Aqui surge então o operador denominado Υtn+1

sk que interpola o
campo definido em Ie tn+1

fsk
sobre a partição Ie tn+1

sk , ou seja Υtn+1
sk ([δψn+1

k+1 ]
f
e ) = [δψn+1

k+1 ]e,

recuperando a variável Lagrangiana na malha do sólido Ωtn+1
sk .

Com estas considerações algumas alterações devem ser feitas no sub-problema do
fluido no Problema 4.1. Ali, as integrais sobre Ωtn+1

sk devem ser consideradas sobre o

domı́nio Λtn+1
sk (Ω). Assim, as funções [ψ̂

h
]e dos mencionados problemas estão agora no

espaço Ψh dado pela (4.4.23).
Um outro fato a ser observado é a necessidade de transferir informação da malha

do sólido para a malha do fluido. Isto pode ser visto nas equações (4.4.11a)–(4.4.11c)
onde o segundo membro depende, por um lado, da predição [(δus

n+1
k+1)

P ]e e do incremento
acumulado [δus

n+1
A ]e, e, por outro lado, do valor [ψn+1

k ]e. O que realmente é necessário é o
valor interpolado em cada ponto de Gauss ao realizar a integração numérica dos termos de
carga. A construção destas interpolações pode seguir linhas básicas como uma interpolação
em função da posição no espaço de pontos correspondentes. Outra alternativa é empregar
metodologias mais sofisticadas como métodos de multi-grid para transferir as quantidades
Lagrangianas para os nós da malha do fluido. Em particular utiliza-se a primeira opção
para a implementação computacional aqui proposta.

Todo o que foi explicado no parágrafo anterior para a alternativa (i) pode ser es-
tendido para o caso mais simples da opção (ii) quando o sólido é deformável e quando é
ŕıgido. Correspondentemente tem-se o domı́nio Ωtn

s que permite identificar os nós dentro
de um subconjunto In tn

fs = Λtn
s (In

f ). Nestes nós calcula-se o multiplicador de Lagrange
como incógnita. Também identificam-se os elementos em questão dentro do subconjunto
Ie tn

fs = Λtn
s (Ie

f ). Logo, o domı́nio dentro da malha Euleriana ocupado pelo sólido é Λtn
s (Ω)

e é usado para redefinir o espaço Ψh, através de ZΛ
h , como segue

Ψh = [ZΛ
h ]nd ,

ZΛ
h = {φ ∈ C0(Λtn

s (Ω)); φ|ef
∈ P1, ∀ef ∈ Ie tn

fs }.
(4.4.24)

Juntamente com isto está a necessidade de interpolar as quantidades, o que agora é de-
notado através do operador Υtn

s que interpola o campo definido em Ie tn
fs sobre a partição

Ie tn
s , ou seja Υtn

s ([δψn+1]fe ) = [δψn+1]e. Assim, nos Problemas 4.2 e 4.3 as integrais sobre
Ωtn

s são consideradas sobre Λtn
s (Ω), e as funções [ψ̂

h
]e dos mencionados problemas estão

agora no espaço Ψh dado pela (4.4.24).
Como comentário geral, note que outras alternativas podem ser exploradas com

relação à aproximação do multiplicador de Lagrange. Uma outra opção natural seria
empregar funções constantes para cada elemento imerso em Ie tn+1

fsk
, o que dá como resul-

tado uma função caracteŕıstica, a qual representa a posição do sólido, descont́ınua. De
fato, neste trabalho não foi formalmente analisada a questão relativa às condições que os
espaços de elementos finitos devem satisfazer para que não ocorra trancamento da solução
produto de não atender a condição LBB associada à restrição no problema discreto. Este
constitui sem dúvidas um trabalho futuro, entretanto, vale a pena mencionar que na
literatura encontram-se algumas abordagens mais sofisticadas para impor restrições como
a aqui tratada e que asseguram convergência ótima. Estas estão baseadas no emprego de
métodos de Galerkin descont́ınuos sobre o conjunto de elementos que compõem a partição
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(Ie tn+1

fsk
)p (ver Figura 4.2(e)). Idéias desta classe foram exploradas em [94] para casos de

contornos imersos, com a diferença de que nesse trabalho os domı́nios imersos permanecem
fixos no tempo e o objetivo é impor condições de contorno de tipo Dirichlet em malhas
estruturadas.

4.4.3 Aproximação do problema do sólido deformável

Nesta parte discute-se a resolução aproximada do sub-problema de sólido presente
nos Problemas 4.1 e 4.2. O problema de sólidos deformáveis aqui tratado constitui um
problema clássico com a diferença de ter um segundo membro com carregamento depen-
dente das quantidades definidas na malha do fluido. Embora o sólido seja considerado
compresśıvel mantém-se a separação da componente hidrostática da tensão a fim de poder
efetuar o limite de incompressibilidade. Logo, no que segue a aproximação é dada de forma
tal que permita atender ao limite de incompressibilidade sem incorrer em qualquer insta-
bilidade numérica. Assim sendo, o espaço de aproximação do par deslocamento–pressão
deve ser tal que satisfaça a condição LBB correspondente. A alternativa mais natural é
empregar espaços com interpolação de diferente ordem. Primeiramente lembre-se que os
espaços Vs e Ps são

Vs = {v̂s ∈ H1(Ω0
s); v̂s|ΓsD

= 0},
Ps = L2(Ω0

s).
(4.4.25)

Logo, os espaços de aproximação empregados neste sub-problema são os seguintes

Vh
s = [Wh]nd ∩ Vs,

Ph
s = Xh,

Wh = {φ ∈ C0(Ω0
s); φ|e0

s
∈ Q2, ∀e0

s ∈ Ie 0
s },

Xh = {φ ∈ C0(Ω0
s); φ|e0

s
∈ Q1, ∀e0

s ∈ Ie 0
s },

(4.4.26)

onde nd é o número de dimensões do problema. Os elementos são quadriláteros no caso
bidimensional e hexaedros no caso tridimensional, e as famı́lias de polinômios Lagrangianos
de primeira e segunda ordem sobre tais elementos denotam-se porQ1 eQ2 respectivamente.

Como se vê na equação (4.4.12a), ou na (4.4.14a), precisa-se de informações vindas
da malha Euleriana. Para realizar a integração numérica e obter as contribuições de cada
elemento é necessário interpolar sobre cada ponto de Gauss as quantidades como velocidade
vf e pressão pf . Para isto pode ser empregada uma interpolação básica, como comentado
no problema do fluido, ou também pode ser formulado um esquema de transferência de
informação entre malhas através de métodos multi-grid. Novamente, a primeira alternativa
é preferida em uma primeira implementação computacional.

Outras possibilidades empregando elementos de mais baixa ordem podem ser aquelas
baseadas em macro-elementos para calcular o gradiente da deformação como ocorre com a
metodologia F–bar [121]. Assim como no sub-problema do fluido, a abordagem não escapa
a qualquer tratamento clássico e por isto não se apresentam as contribuições elementares
que conformam a matriz do sistema.

4.4.4 Aproximação do problema para sólidos ŕıgidos

Nesta parte discute-se a resolução aproximada do sub-problema de sólido ŕıgido
presente no Problema 4.3. Quando o sólido é ŕıgido o número de graus de liberdade
reduz-se drasticamente e a malha Lagrangiana não é estritamente necessária. Para ser
consistentes no tratamento do campo ψ este deve ser convectado pela velocidade do sólido
uma vez que foram resolvidos ambos passos de cálculo e antes de passar ao próximo passo
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de tempo. Por esta razão a implementação computacional está baseada em um método de
level–set para representar o domı́nio ocupado pelo sólido. Este campo escalar está definido
em toda a malha Euleriana e varia com o tempo conforme o movimento do sólido.

Como dito, este sub-problema compreende a resolução de seis equações diferenciais
ordinárias na variável temporal que no Problema 4.3 já se encontram discretizadas. As
três correspondentes à velocidade do centro de massa não implicam maiores complicações,
somente é preciso integrar as quantidades associadas à variável ψ no domı́nio Ωtn

s (ver
equação (4.4.18a)), o qual é determinado pela função de level–set ao considerar os valores
menores a um valor pré-determinado (que é aquele que define o contorno do sólido). Para
resolver a equação do momento angular há alguns aspectos adicionais a serem considera-
dos. O caso em duas dimensões é simples, e o problema consiste em resolver uma única
velocidade angular. Neste caso, supondo que o problema está no plano x–y o tensor Ωo

s

(a sua variação Ω̂
o
s e o incremento δΩo

s seguem a mesma forma) é

Ωo
s =




0 ωo
sz 0

−ωo
sz 0 0

0 0 0


 , (4.4.27)

e a equação correspondente resulta

(∆Isf
n
xx + ∆Isf

n
yy)

δωo
s
n+1
z

∆t
ω̂o

sz −∆tδωo
s
n+1
z

[ ∫

Ωtn
s

[ψn]e · (x− uo
s
n) dx

]
ω̂o

sz =

∆tωo
s
n
z

[ ∫

Ωtn
s

[ψn]e · (x− uo
s
n) dx

]
ω̂o

sz

−
[ ∫

Ωtn
s

([ψn]e + [(δψn+1)P ]e)× (x− uo
s
n) dx

]
ω̂o

sz, (4.4.28)

onde ∆Isf
n
xx e ∆Isf

n
yy são as componentes do tensor ∆Isf n, e os vetores [ψn]e e (x−uo

s
n)

possuem duas componentes. Logo depois o ângulo de rotação, digamos θo
sz, é atualizado

fazendo
θo
s
n+1
z = θo

s
n
z + ∆tωo

s
n+1
z , (4.4.29)

com o qual se encontra a nova posição do sólido Ωtn
s . No caso tridimensional o tensor Ωo

s

é

Ωo
s =




0 ωo
sz −ωo

sy

−ωo
sz 0 ωo

sx

ωo
sy −ωo

sx 0


 . (4.4.30)

Aqui é preciso empregar os ângulos de Euler a fim de posicionar corretamente o sólido de-
pois de cada passo de cálculo. Em outras palavras, o cálculo destes ângulos, denominados
αo

s, βo
s e γo

s , permite obter a matriz de rotação Qo
s necessária para determinar o domı́nio

Ωt
s pois a mesma é

Qo
s =




cos γo
s sin γo

s 0
− sin γo

s cos γo
s 0

0 0 1







1 0 0
0 cosβo

s sinβo
s

0 − sinβo
s cosβo

s







cosαo
s sinαo

s 0
− sinαo

s cosαo
s 0

0 0 1


 . (4.4.31)

Depois de resolver a equação (4.4.18b) nas variáveis δωo
s
n+1
x , δωo

s
n+1
y e δωo

s
n+1
z procede-se

a atualizar os ângulos de Euler como segue. Assume-se que se conhecem os ângulos no
instante tn, isto é, αo

s
n, βo

s
n e γo

s
n, com os quais calcula-se a matriz de rotação Qo

s
n em-

pregando a (4.4.31). Assim, calculam-se três ângulos que conformam a matriz de rotação
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incremental a ser aplicada para passar do tempo tn a tn+1 como

θo
s
n+1
x = ∆tωo

s
n+1
x = ∆t(ωo

s
n
x + δωo

s
n+1
x ),

θo
s
n+1
y = ∆tωo

s
n+1
y = ∆t(ωo

s
n
y + δωo

s
n+1
y ),

θo
s
n+1
z = ∆tωo

s
n+1
z = ∆t(ωo

s
n
z + δωo

s
n+1
z ).

(4.4.32)

A matriz de rotação δQo
s
n+1 = I + ∆tΩo

s
n+1 é então constrúıda como segue

δQo
s
n+1 =




1 θo
s
n+1
z −θo

s
n+1
y

−θo
s
n+1
z 1 θo

s
n+1
x

θo
s
n+1
y −θo

s
n+1
x 1


 , (4.4.33)

de acordo com a (4.4.16). Depois obtém-se a matriz Qo
s
n+1 como Qo

s
n+1 = δQo

s
n+1Qo

s
n de

acordo com a (4.4.19). Finalmente é preciso obter os ângulos de Euler atualizados, isto é
αo

s
n+1, βo

s
n+1 e γo

s
n+1, empregando as seguintes fórmulas

αo
s
n+1 = arcsin (−[Qo

s
n+1]32),

βo
s
n+1 =





sgn ([Qo
s
n+1]31) arctan

∣∣∣∣
[Qo

s
n+1]31

[Qo
s
n+1]33

∣∣∣∣ se y 6= 0 e x > 0,

sgn ([Qo
s
n+1]31)

π

2
se y 6= 0 e x = 0,

sgn ([Qo
s
n+1]31)

(
π − arctan

∣∣∣∣
[Qo

s
n+1]31

[Qo
s
n+1]33

∣∣∣∣
)

se y 6= 0 e x < 0,

0 se y = 0 e x > 0,

Não definido se y = 0 e x = 0,

π se y = 0 e x < 0,

γo
s
n+1 =





sgn ([Qo
s
n+1]12) arctan

∣∣∣∣
[Qo

s
n+1]12

[Qo
s
n+1]22

∣∣∣∣ se y 6= 0 e x > 0,

sgn ([Qo
s
n+1]12)

π

2
se y 6= 0 e x = 0,

sgn ([Qo
s
n+1]12)

(
π − arctan

∣∣∣∣
[Qo

s
n+1]12

[Qo
s
n+1]22

∣∣∣∣
)

se y 6= 0 e x < 0,

0 se y = 0 e x > 0,

Não definido se y = 0 e x = 0,

π se y = 0 e x < 0,

(4.4.34)

onde [Qo
s
n+1]ij é a componente ij da matriz Qo

s
n+1 e sgn (·) é a função sinal. Além

disso é arctan | [Qo
s

n+1]31
[Qo

s
n+1]33

| ∈ [0, π
2 ) e arctan | [Qo

s
n+1]12

[Qo
s

n+1]22
| ∈ [0, π

2 ). Assim sendo, a posição do
sólido é determinada mediante o vetor que dá a localização do centro de massa e a tripla
conformada pelos ângulos de Euler.

4.5 Resultados numéricos para casos de fluido–sólido ŕıgido

Nesta seção apresentam-se diversos exemplos que visam mostrar a potencialidade do
método de domı́nios imersos desenvolvido, no ńıvel do problema cont́ınuo, no Caṕıtulo 3
e cuja aproximação numérica tem sido apresentada ao longo do presente caṕıtulo. Os
exemplos aqui tratados mostram situações nas quais ocorre interação entre um fluido e
corpos ŕıgidos em duas e três dimensões. Portanto, emprega-se o Problema 4.3 que é
discretizado no espaço como comentado nas Seções 4.4.2 e 4.4.4. Em todos os problemas
que seguem as quantidades f́ısicas estão dadas em forma adimensional.
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4.5.1 Caso 1: Corpo com velocidade imposta conhecida

A idéia para colocar este problema foi tomada de [55]. Este primeiro exemplo em
duas dimensões visa mostrar a situação mais simples posśıvel que é aquela na qual a
velocidade do sólido é imposta externamente, ou seja que é um valor conhecido para todo
instante de tempo. O problema consiste, como mostrado na Figura 4.3(a), em um corpo
circular confinado em um domı́nio retangular que se encontra cheio de fluido. As dimensões
são L = 20, H = 10, a = 5, b = 5 e R = 0.5. As condições de contorno no fluido são
de Dirichlet e homogêneas em todo o contorno. O fluido é Newtoniano com viscosidade
µ = 0.01 e massa espećıfica ρf = 1. A malha de triângulos compõe-se de 46012 nós e
o passo de tempo é ∆t = 0.002. Na Figura 4.3(b) apresenta-se um detalhe da malha
espacial em torno do corpo imerso que mostra a não conformidade entre a malha do fluido
e o corpo sólido.

(a) Geometria de análise. (b) Detalhe da malha.

Figura 4.3: Corpo circular rodeado por um fluido e detalhe da malha espacial.

O sólido inicia o movimento na posição indicada na Figura 4.3(a) e segue a trajetória
no plano x–y determinada pelo campo de velocidade vs = (vsx, vsy) dado por

vsx =
π

4
sin

(
πt

20

)
,

vsy =
3π2

40
cos

[
π

(
1− cos

(
πt

20

))]
sin

(
πt

20

)
.

(4.5.1)

O máximo número de Reynolds é aproximadamente Re = 150. Assim, o tempo em que o
corpo atinge a máxima posição no eixo x, o que poderia ser chamado de peŕıodo, é T = 20.
Simularam-se seis peŕıodos, portanto em três oportunidades o corpo volta à posição inicial,
chegando a um tempo final da simulação Tf = 120.

A seqüência da Figura 4.4 mostra o módulo do campo de velocidade do fluido para
diversos instantes de tempo ao longo de toda a simulação. Ainda inclui-se o contorno
que delimita o domı́nio do corpo Ωt

s para cada instante de tempo. Dado que a malha do
fluido é espacial pode-se ver o campo de velocidade do fluido artificial (região interna a
Ωt

s). Vê-se que o movimento do corpo gera uma ação misturadora no fluido. Esta ação
é enxergada por parte do problema do fluido simplesmente como uma força de volume
que varia com a posição em função do tempo. No entanto, esta força está impĺıcita nas
equações e só se conhece após resolver o problema do fluido com a restrição.
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(a) t = 12. (b) t = 30.

(c) t = 36. (d) t = 54.

(e) t = 72. (f) t = 84.

(g) t = 96. (h) t = 114.

Figura 4.4: Módulo da velocidade para diversos instantes de tempo.

O comentado no parágrafo anterior pode ser observado mais em detalhe na estru-
tura das linhas de corrente da Figura 4.5. Ali as linhas de corrente são calculadas para
dois instantes de tempo e são coloridas em função do módulo do campo de velocidade,
permitindo mostrar a complexa configuração adotada pelo fluido sob a ação do movimento
do sólido. Embora os parâmetros que definem o problema são diferentes aos do exemplo
apresentado em [55], os resultados aqui obtidos encontram-se em consonância com os da
mencionada referência.
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(a) t = 54. (b) t = 72.

Figura 4.5: Linhas de corrente para dois instantes de tempo.

Este problema é evidentemente ainda mais simples que o Problema 4.3 já que não
implica a resolução das equações do corpo ŕıgido. Entretanto, é um exemplo interessante
para pôr em evidência situações capazes de serem modeladas empregando o método de
domı́nios imersos. A implementação computacional por trás deste caso não implica ne-
nhuma complicação adicional, contanto que se disponha de um código de elementos finitos
em funcionamento para resolver de forma aproximada as equações de Navier–Stokes.

4.5.2 Caso 2: Esfera caindo por ação da gravidade

Neste segundo exemplo simula-se o problema de um corpo sólido esférico caindo pela
ação da gravidade dentro de um recipiente cheio de um fluido. O esquema correspondente
a este problema tridimensional mostra-se na Figura 4.6(a), onde se observa um recipiente
de seção transversal quadrada dentro do qual coloca-se a esfera centrada com respeito à
seção transversal e sem nenhuma restrição.

(a) Esquema do problema. (b) Geometria de análise.

Figura 4.6: Esfera imersa em recipiente de seção quadrada.
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As dimensões mostradas na Figura 4.6(b) são L = 4, H = 14, b = 2 e R = 0.5.
As propriedades f́ısicas do fluido são ρf = 1 e µ = 0.02317, enquanto que para o sólido
tem-se ρs = 1.72. A força da gravidade é gz = −1 na direção z. A malha de tetraedros
de elementos finitos está composta por 424200 nós, o passo de tempo usado é ∆t = 0.001
e o tempo final da simulação é Tf = 16. As condições de contorno no recipiente são de
Dirichlet homogêneas na superf́ıcie lateral e na inferior, e de Neumann homogênea, na
superf́ıcie superior.

A Figura 4.7 descreve o movimento do corpo sólido por meio das componentes da
velocidade e do deslocamento do centro de massa na direção z como funções do tempo,
isto é vo

sz e uo
sz respectivamente. Após a aceleração inicial as forças viscosas começam a

equilibrar a força boiante produzida pela força da gravidade, fazendo com que a esfera
atinja uma velocidade constante de descida, também denominada velocidade terminal.

Figura 4.7: Deslocamento e velocidade do centro de massa do corpo em função do tempo.

Em particular, mostra-se a velocidade da esfera junto a uma curva anaĺıtica obtida
em [114] mediante experimentação e adimensionalização. Tal curva é dada pela expressão

vo
s
ex
z = Vter

(
1− e−

3t
τ
)
, (4.5.2)

onde Vter é a velocidade terminal do corpo, neste caso Vter = 0.582, e τ é o tempo que levou
o corpo para atingir uma velocidade igual a 0.95Vter, neste caso τ = 7.52. Embora a curva
anaĺıtica tenha sido obtida a partir de resultados determinados sob condições de domı́nio
infinito, os resultados adimensionais são reproduzidos com alta fidelidade. Isso já não
ocorre com o valor da velocidade terminal já que no caso de domı́nio infinito deveria ser
Vter = 1, o que permite estabelecer uma quantificação do efeito da proximidade da parede
do recipiente. Assim, como pode ser observado, o resultado numérico obtido encontra-se
muito próximo da curva anaĺıtica (4.5.2).

A seqüência da Figura 4.8 apresenta, para diversos instantes de tempo, a alteração
que a esfera produz no fluido ao cair dentro do recipiente. Isto é mostrado para uma seção
longitudinal, ao mesmo tempo que se inclui o domı́nio delimitado pelo corpo sólido. Veja
que após o tempo t = 12 a estrutura do escoamento permanece praticamente invariante.

Na Figura 4.9 observam-se, desde uma vista superior, dois cortes longitudinais
através do canal, os quais são ortogonais entre si. Nestas seções vêem-se os vetores cor-
respondentes ao campo de velocidade que é induzido pela queda da esfera, dando uma
descrição ainda mais detalhada da interação entre o fluido e o objeto sólido. Veja que
para o regime do escoamento considerado aqui, o número de Reynolds máximo é aproxi-
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(a) t = 2. (b) t = 4. (c) t = 6. (d) t = 8.

(e) t = 10. (f) t = 12. (g) t = 14. (h) t = 16.

Figura 4.8: Módulo da velocidade na seção longitudinal.
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madamente Re = 25, obtém-se um vórtice principal gerado logo após a seção transversal
correspondente ao plano médio da esfera. Isto também se vê na configuração das linhas
de corrente da Figura 4.10, onde ainda são inclúıdas duas iso-superf́ıcies do módulo do
campo de velocidade.

(a) t = 1. (b) t = 4.

(c) t = 7. (d) t = 10.

(e) t = 13. (f) t = 16.

Figura 4.9: Campo de velocidade em duas seções longitudinais ortogonais.
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(a) Linhas de corrente. (b) Iso-superf́ıcie do módulo da ve-
locidade de valor 0.1.

(c) Iso-superf́ıcie do módulo da ve-
locidade de valor 0.045.

Figura 4.10: Detalhes do campo de velocidade para t = 10.

4.5.3 Caso 3: Esfera em cilindro girando

Este terceiro exemplo foi formulado originalmente em [39]. O objetivo do problema
aqui proposto é avaliar, de uma forma simples, a equação de momento angular do corpo
ŕıgido em três dimensões. Para isto recorre-se ao esquema da Figura 4.11(a) que mostra
um canal de seção circular dentro do qual há uma esfera sólida posicionada de forma
centrada e na metade do cilindro considerando a direção longitudinal.

(a) Esquema do problema. (b) Geometria de análise.

Figura 4.11: Esfera imersa em um fluido dentro de um cilindro girando.

A superf́ıcie lateral do cilindro possui uma condição de contorno de Dirichlet sobre
a velocidade tal que o cilindro se encontra em rotação com um vetor velocidade angular
na direção z que é ωc = 0.01 como mostra a Figura 4.11(b). Sobre as duas superf́ıcies
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transversais as condições de contorno são de Neumann homogêneas. As dimensões de
acordo com tal figura são as seguintes R = 2, r = 0.5, H = 4. O estado final do sistema,
para números de Reynolds baixos como o presente caso, é em estado de rotação ŕıgida com
velocidade angular constante ωc. Neste caso as massas espećıficas do fluido e do sólido
coincidem, sendo ρf = ρs = 1, e a viscosidade é µ = 0.743. A malha de elementos finitos
de tetraedros consta de 60926 nós, e o passo de tempo empregado é ∆t = 0.01, enquanto
que o tempo final da simulação é Tf = 2.5.

Assim sendo, existe uma fase transiente no qual as tensões de corte vão se difundindo,
devido à velocidade imposta sobre o contorno lateral, até chegar ao centro do cilindro.
Entretanto, na presença do corpo ŕıgido ocorre que o mesmo é acelerado até alcançar o
equiĺıbrio com velocidade de rotação ωc constante junto com todo o resto do fluido. Isto
vê-se claramente na Figura 4.12 onde se mostra a componente da velocidade angular ωo

sz

em função do tempo. Em, aproximadamente, t = 0.13 o sólido começa a ser acelerado de
forma significativa, e o faz monotonicamente até alcançar a velocidade ωc = 0.01.
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Figura 4.12: Evolução da velocidade angular do corpo em função do tempo.

A seqüência da Figura 4.13 apresenta a evolução do campo de velocidade em um corte
transversal na metade do cilindro que atravessa a esfera imersa. Aqui vê-se o comentado
no parágrafo anterior com respeito à difusão das tensões de corte na direção do centro do
cilindro.

Por último, na Figura 4.14 mostra-se, além do corte na seção transversal, a con-
figuração das linhas de corrente que atravessam a reta diagonal correspondente à generatriz
do cone que envolve o conjunto de linhas de corrente.

4.5.4 Caso 4: Canal com sistema de válvula

O exemplo desenvolvido aqui constitui uma primeira aproximação bidimensional na
direção de realizar a modelagem de um mecanismo encontrado no sistema cardiovascular
como o da válvula aórtica. O sistema aqui empregado, que se mostra na Figura 4.15(a),
consta de um canal pelo qual circula um fluido e que possui um mecanismo que simula o
de uma válvula. Esta válvula ŕıgida está sujeita no extremo superior a um ponto fixo por
meio de uma mola de restituição angular, a qual permite a sua abertura e a passagem do
fluido. Após a válvula surge uma região circular que produz uma expansão do canal. Este
tipo de geometria constitui uma contrapartida bidimensional da geometria correspondente
à válvula aórtica. De acordo com a mencionada figura, L = 2 e a válvula possui um
comprimento de a = 2 e uma espessura de b = 0.03. A mola é tal que a válvula possui
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(a) t = 0.05. (b) t = 0.5.

(c) t = 1. (d) t = 2.5.

Figura 4.13: Campo de velocidade na seção transversal correspondente ao corpo.

Figura 4.14: Campo de velocidade e linhas de corrente para t = 2.5.
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uma posição de repouso para um ângulo θo = −68.75◦ medido desde o eixo horizontal, e
o coeficiente de restituição da mola é kθ = 50. Na Figura 4.15(b) mostra-se um detalhe
da malha espacial ao longo da espessura da válvula. As propriedades do fluido são ρf = 1
e µ = 0.043, e para o sólido é ρs = 20. Não se considera a força de gravidade neste caso.

(a) Geometria de análise. (b) Detalhe da malha.

Figura 4.15: Válvula em canal bidimensional e detalhe da malha em torno da mesma.

As condições de contorno são de Dirichlet homogêneas nas superf́ıcies horizontais
superior e inferior, e de Neumann homogênea na superf́ıcie vertical do extremo direito.
O escoamento é impulsado a partir do lado esquerdo da figura, a superf́ıcie vertical es-
querda, por meio de uma condição de Dirichlet variante no tempo que estabelece um perfil
parabólico cujo valor máximo, chamado Vmax, segundo a coordenada vertical, mostra-se
na Figura 4.16 como função do tempo. A expressão matemática da curva é

Vmax = 30 sin
(

tπ

Tc

)
, (4.5.3)

com Tc = 0.75. A malha de triângulos é composta por 49823 nós, e o passo de tempo
usado é ∆t = 0.0002, com um tempo final da simulação Tf = Tc = 0.75.
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Figura 4.16: Condição de Dirichlet variante no tempo.

A seqüência da Figura 4.17 mostra a evolução do campo de velocidade (o módulo)
ao longo da simulação. Inclui-se também o contorno que delimita o domı́nio do sólido que
corresponde à válvula. Após a abertura progressiva da válvula, devido ao crescente fluxo
que entra na região, a mesma atinge o seu máximo ponto no tempo t = 0.4. Logo depois,
começa a fase de descida que é movida pela restituição da mola junto ao decrescimento
do fluxo provido pela condição de contorno.

A Figura 4.18 apresenta o movimento da válvula impulsado pela ação do fluido.
O movimento é descrito pela velocidade angular resultante da válvula ωo

sz e pelo ângulo
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(a) t = 0.1. (b) t = 0.2.

(c) t = 0.3. (d) t = 0.4.

(e) t = 0.5. (f) t = 0.6.

(g) t = 0.7. (h) t = 0.75.

Figura 4.17: Módulo da velocidade para diversos instantes de tempo.

θo
sz medido de forma positiva desde o eixo horizontal em sentido horário. Vê-se que há

uma fase de rápida aceleração até o tempo t = 0.13 após o qual a fase de desaceleração
estende-se até o final da simulação. O ângulo aumenta também rapidamente e alcança o
máximo valor em t = 0.4, momento no qual o mesmo supera levemente o ângulo nulo que
coincide com o eixo horizontal. Logo depois, começa a diminuir novamente até o final da
simulação.

Na Figura 4.19 observa-se o comportamento do campo de pressão em todo o domı́nio
durante os primeiros instantes de tempo. Nesta seqüência de figuras a escala de cores para
representar o campo escalar foi ajustada convenientemente em cada instante de tempo a
fim de evidenciar o salto que ocorre entre ambos os lados do domı́nio da válvula.

Por último, na seqüência da Figura 4.20 apresenta-se a configuração adqüirida pelas
linhas de corrente para diversos instantes de tempo juntamente com a posição ocupada
pela válvula.
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Figura 4.18: Movimento da válvula em função do tempo.

(a) t = 0.05. (b) t = 0.1.

(c) t = 0.15. (d) t = 0.2.

Figura 4.19: Pressão para diversos instantes de tempo.

4.5.5 Caso 5: Elipse caindo por ação da gravidade

Este último exemplo visa mostrar uma análise do que é denominado vôo passivo.
Em particular, estuda-se um corpo ŕıgido eĺıptico caindo por ação da gravidade. Um dos
objetivos de uma análise deste tipo poderia ser o fato de estabelecer limites de instabi-
lidade a partir dos quais ocorre a transição do fenômeno de fluttering ao fenômeno de
tumbling. Um cálculo bem acurado deste tipo de problemas pode requerer um alt́ıssimo
custo computacional devido a que é preciso capturar as forças e momentos atuantes sobre
o corpo ŕıgido, os quais são de valor muito pequeno. Justamente o pequeno desbalanço
dessas quantidades estabelece os limites de transição de um regime a outro. Se bem este
caso tem pouco a ver com a modelagem do sistema cardiovascular, é uma forma de mostrar
uma outra classe de problemas que pode ser tratada com o método de domı́nios imersos.

O esquema escolhido é o da Figura 4.21. Emprega-se um domı́nio retangular de
medidas H = 10 e L = 13, e a elipse está localizada no ponto (h, l) = (4, 9) com relação
ao centro de coordenadas colocado no canto inferior esquerdo. A elipse possui semi-eixos
dados por a = 1 e b = 0.15, e é lançada com uma rotação inicial α = 34.37◦. A massa
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(a) t = 0.1. (b) t = 0.2.

(c) t = 0.3. (d) t = 0.35.

(e) t = 0.5. (f) t = 0.7.

Figura 4.20: Estrutura das linhas de corrente para diversos instantes de tempo.

espećıfica do fluido é ρf = 1 e a do sólido é ρs = 2.678. A viscosidade dinâmica do fluido
é µ = 0.00462 e a ação da gravidade vem dada por uma força volumétrica g = −9.81ey.

(a) Geometria de análise. (b) Detalhe da geometria da elipse.

Figura 4.21: Corpo eĺıptico sob ação da gravidade.

As condições de contorno são de Dirichlet homogêneas nas superf́ıcies laterais e na
inferior, enquanto que na superf́ıcie superior a condição é de Neumann homogênea. Como
dito, o corpo é liberado com um ângulo de inclinação α = 34.37◦ respeito da horizontal
e com velocidade inicial nula. A malha de triângulos compõe-se de 208921 nós, e o passo



4.5. Resultados numéricos para casos de fluido–sólido ŕıgido 241

de tempo empregado é ∆t = 0.0005, com um tempo final da simulação Tf = 6.72. Na
situação de domı́nio infinito, espera-se que o movimento da elipse não tenha fim, mas aqui
a simulação foi detida ao chegar no limite do domı́nio onde impôs-se condição de Dirichlet
homogênea.

A Figura 4.22(a) mostra a trajetória descrita pelo centro de massa do objeto no
espaço bidimensional. Ali vê-se como há uma primeira parte onde a elipse cai sem chegar
a dar uma volta completa, fase que é denominada fluttering (ponto A em t = 1.688), para
logo depois se desencadear a fase na qual a elipse começa a girar, fenômeno denominado
tumbling (pontos B e C em t = 3.858 e t = 6.394 respectivamente). Em particular veja que
por alguns momentos, antes dos pontos B e C, ocorre o levantamento do centro de massa,
que é quando o mesmo adqüire velocidade na direção vertical positiva. Associada a esta
trajetória está o mapa do vetor da velocidade da elipse que se mostra na Figura 4.22(b). O
eixo horizontal e o vertical representam as velocidades nas direções x e y respectivamente.
Os pontos A, B e C também encontram-se identificados nesta figura. Ao mesmo tempo,
na Figura 4.22(c) mostra-se a velocidade angular do corpo em função do tempo. Veja
que depois de alterar o sinal (após a fase de fluttering) a velocidade angular mantém-se
positiva indicando que começou a fase de tumbling do corpo. Ali também indicam-se os
pontos A, B e C anteriormente mencionados.
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Figura 4.22: Caracteŕısticas do movimento da elipse.

Na Figura 4.23 observa-se o módulo do campo de velocidade para diversos instantes
de tempo. Veja que o desprendimento de vórtices é um fenômeno que, neste caso, é desen-
cadeado à medida que a elipse vai tomando velocidade. As caracteŕısticas do campo de
velocidade também são mostradas na seqüência da Figura 4.24, onde no eixo perpendicular
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ao plano do movimento da elipse representa-se o módulo da velocidade. Logo, a superf́ıcie
resultante dá maiores detalhes sobre a estrutura do escoamento produzido pela queda do
corpo. Veja que o campo de velocidade dentro do corpo é um plano, o que se corresponde
com as caracteŕısticas de um movimento ŕıgido.

(a) t = 0.5. (b) t = 1.0. (c) t = 1.5.

(d) t = 2.0. (e) t = 2.5. (f) t = 3.0.

(g) t = 3.5. (h) t = 4.0. (i) t = 4.5.

(j) t = 5.0. (k) t = 5.5. (l) t = 6.0.

Figura 4.23: Módulo do campo de velocidade ao longo da cáıda do corpo.
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(a) t = 2.5. (b) t = 3.5.

(c) t = 4.5. (d) t = 5.5.

Figura 4.24: Superf́ıcie dada pelo módulo de velocidade do fluido.

4.6 Comentários finais

Como visto, a proposta feita neste caṕıtulo é tão só uma possibilidade para abor-
dar de forma aproximada o problema de domı́nios imersos. Qualquer outra técnica de
aproximação numérica pode ser eventualmente utilizada. Como comentado na introdução
do caṕıtulo, algumas alternativas a serem consideradas são o emprego de métodos de
part́ıculas para o seguimento das quantidades Lagrangianas e/ou métodos de colocação
por pontos para impor a restrição da igualdade do campo de velocidade entre sólido e
fluido. Também podem ser consideradas técnicas de decomposição de operadores a fim de
simplificar ainda mais a imposição das restrições, tanto da incompressibilidade como da
igualdade de velocidades. Em particular, esta última é muito empregada entre os autores
que usam os métodos de domı́nios fict́ıcios para tratar o problema de interação entre um
fluido e um sólido ŕıgido. Em qualquer caso, tais abordagens são situações mais simples
do que a correspondente ao aqui exposto. De fato, é muito pouco freqüente encontrar na
literatura trabalhos que analisem o problema a partir da versão linearizada consistente-
mente com um esquema de tipo Newton–Raphson. Com este último tratamento é posśıvel
obter efetivamente todos os acoplamentos que surgem ao obter o operador tangente do
problema variacional não linear.
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Contribuições do caṕıtulo

A principal contribuição deste caṕıtulo é a linearização consistente, dentro de um
esquema de Newton–Raphson, do método de domı́nios imersos que fora desenvolvido no
Caṕıtulo 3. Isto foi levado a cabo ao longo das Seções 4.1 e 4.2 para os casos de sólidos de-
formáveis e de sólidos ŕıgidos respectivamente. Também ressalta-se a formulação dos Pro-
blemas 4.1, 4.2 e 4.3 como contribuição do presente caṕıtulo. Com efeito, a obtenção das
contrapartidas discretas dos problemas formulados no Caṕıtulo 3 constitui uma extensão
das contribuições mencionadas naquele caṕıtulo com relação ao melhor entendimento so-
bre a construção do modelo matemático. Isto traduz-se, no presente caṕıtulo, em um
maior entendimento dos aspectos envolvidos na forma linear e na posterior aproximação
do problema.

Com relação à produção decorrente deste caṕıtulo remarca-se que o processo de
linearização do método de domı́nios imersos foi inclúıdo na publicação [19]. Por outro
lado parte dos exemplos numéricos mostrados está inclúıda na publicação [17]. Estas são
repetidas aqui por conveniência:

• P.J. Blanco, R.A. Feijóo e E.A. Dari, A variational framework for solving fluid–solid
interaction problems based on immersed domains. Theoretical bases, Comput. Meth.
Appl. Mech. Engng., (197) 2353–2371, 2008.

• P.J. Blanco, E.A. Dari e R.A. Feijóo, A variational approach for fluid-solid inter-
action problems using immersed domains, Anais do WCCM 2008. Veneza, Itália,
2008.
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Caṕıtulo 5

Modelos de multiescala nas suas
formas primal e dual

Introdução

Motivado pelo avanço da tecnologia e dos processos de fabricação, assim como pelo
interesse despertado em diversos campos da ciência, os materiais utilizados e estudados
em muitas áreas da engenharia têm atingido uma cada vez mais crescente complexidade
com respeito à sua resposta constitutiva. Exemplos disto são os poĺımeros de complexas
estruturas compostas assim como os materiais de ı́ndole biológica.

Em particular no marco dos problemas encontrados na modelagem do sistema car-
diovascular, a parede arterial, ou inclusive cada uma de suas partes componentes, pode ser
considerada como um material de alta complexidade dada a intrincada interação entre os
diversos elementos que a conformam [69]. A parede arterial está formada principalmente
por três camadas. A primeira, denominada intima, é de espessura reduzida e compõe-se
das células de endotélio cobertas por uma lámina elástica que é a interface com a segunda
camada. Esta segunda camada, denominada media, possui por sua vez diversas camadas
cada uma com uma estrutura helicoidal própria. Em cada sub-camada a composição é
principalmente de músculo liso e caracteriza-se por ter um comportamento principalmente
elástico. Uma lámina elástica realiza a interface entre esta e a terceira camada, a qual se
denomina adventitia, que é um complexo arranjo, também helicoidal, de fibras de colágeno
que fornece o maior suporte estrutural a fim de manter a estabilidade frente à solicitação
produzida pelo escoamento do sangue. Logo, a possibilidade de dar uma representação
do comportamento da parede arterial, se bem constitui um objetivo ambicioso, resulta da
maior importância a fim de examinar a solicitação e a conseqüente resposta da mesma
frente à constante interação com o sangue, tendo como motivação final o estudo do de-
senvolvimento de doenças relacionadas com estas questões mecânicas. Um outro exemplo
interessante de ser cogitado é o da válvula aórtica. O estudo da composição assim como
da caracterização deste componente resulta também essencial visando analisar a fadiga
gerada pelo regime de funcionamento, sobretudo ao avaliar o desempenho de válvulas
artificiais.

A possibilidade de controlar e conhecer a resposta constitutiva desta classe de ma-
teriais é a principal causa do aumento da complexidade mencionada anteriormente, e tem
sido matéria de estudo exaustivo a fim de caracterizá-los adequadamente. O contexto
matemático clássico no qual uma resposta constitutiva está inserida é o das teorias consti-
tutivas fenomenológicas locais, ou seja aquelas baseadas em formas funcionais calibradas
experimentalmente. Contudo, dada a evolução dos materiais e a forte evidência da de-
pendência do comportamento constitutivo com relação aos fenômenos que ocorrem nas
diversas escalas pasśıveis de serem identificadas dentro do material, estas teorias parecem
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estar chegando ao seu limite com respeito à capacidade de predição–descrição. Os casos
que põem em evidência a fraqueza da teoria fenomenológica são, por exemplo, os materiais
biológicos assim como materiais de complexa natureza dissipadora.

Neste sentido, o contexto matemático fornecido pelas teorias constitutivas de mul-
tiescala aparece como uma forma consistente para abordar o problema da caracterização,
a ńıvel da escala do problema real, destes complexos materiais [16, 34, 58, 70, 77, 78,
85, 95, 102, 105, 108, 109, 110, 111, 112, 113, 119, 137, 154]. A teoria constitutiva de
multiescala (no caso particular de duas escalas para simplificar a apresentação) baseia-
se na combinação do problema da escala maior, que é o problema real com o qual se
lida, com um problema formulado a uma escala menor através do conceito de elemento
de volume representativo (EVR, ou em inglês RVE de representative volume element).
O objetivo deste segundo problema é introduzir, em algum sentido, aqueles fenômenos
relevantes na escala do EVR dentro do problema da escala real. Em outras palavras, o
problema da macroescala é modelado utilizando um comportamento constitutivo provido
pela microescala através da resolução de um problema formulado no ńıvel do EVR. Este
é o ponto chave de toda a teoria constitutiva de multiescala, segundo é entendido nesta
tese, posto que é a formulação do problema sobre o EVR a que tem por missão incorporar
os fenômenos ocorridos em tal escala. No caso mais geral o problema pode envolver mais
de duas escalas, entretanto, a apresentação limita-se a duas escalas por brevidade.

A forma em que os problemas de diferentes escalas estão inter-relacionados depende
da natureza das formulações empregadas para colocar o problema em cada ńıvel. Nos
casos que serão vistos aqui utilizam-se formulações variacionais derivadas da mecânica
do cont́ınuo para ambas as escalas, porém esta é uma situação particular sendo que se
admite o uso de problemas de natureza totalmente independente. Um exemplo disto
é o acoplamento entre um problema colocado no ńıvel do cont́ınuo macroscópico e um
problema formulado a ńıvel do discreto microscópico. As relações existentes entre ambos
os problemas estão dadas pela homogeneização (passagem da escala menor à maior) e
pela localização (passagem da escala maior à menor). Um outro prinćıpio explorado neste
caṕıtulo que governa a relação entre as quantidades das diferentes escalas é o prinćıpio de
macro-homogeneidade de Hill–Mandel [67, 101]. Este conceito é primordial e serve como
base para a adequada colocação da inter-relação entre as escalas e a correta interpretação
das hipóteses realizadas para formular o problema na microescala.

Por outro lado, apesar do interesse em formulações de multiescala ter sido ampla-
mente explorado na literatura no contexto de formulações comandadas por medidas de
deformação [111, 113, 119, 154], ainda não há trabalhos na área que se refiram às for-
mulações de multiescala duais, isto é, comandadas pela tensão. Um completo tratamento
do ponto de vista da formulação variacional na sua forma primal dos modelos de mul-
tiescala é desenvolvido em [120], e de forma resumida é apresentado na primeira parte
deste caṕıtulo. Uma maneira de afiançar o entendimento sobre o problema de multiescala
é através do conceito de dualidade. Estes conceitos, com bases bem desenvolvidas tanto
matemática (do ponto de vista do tratamento formal) quanto mecanicamente (do ponto
de vista do sentido f́ısico), fornecem ainda mais ferramentas a fim de estabelecer bases
teóricas sólidas para os diferentes modelos de multiescala.

Assim sendo, este caṕıtulo tem dois objetivos: (i) por um lado, revisitam-se as bases
para colocar o problema de multiescala através da formulação variacional cinemática, ou
formulação primal, derivando quatro posśıveis modelos de multiescala diferentes, (ii) por
outro lado, empregam-se os conceitos básicos de dualidade em mecânica para abordar
o problema de multiescala dual, reescrevendo os quatro modelos de multiescala obtidos
com a formulação primal, e dando assim um tratamento completo e sistemático ao pro-
blema. Uma vez feito isto estão providas as ferramentas para passar, no Caṕıtulo 6, à
implementação computacional de cada um dos modelos primais desenvolvidos.
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A organização do caṕıtulo é como segue. Na Seção 5.1 coloca-se o problema de mul-
tiescala do ponto de vista variacional. Isto é levado a cabo para a mecânica do sólido sob
a hipótese de deformações infinitesimais. Para os detalhes do caso de grandes deformações
consultar o trabalho [120]. Para isto introduzem-se os conceitos básicos necessários men-
cionados acima como homogeneização, localização e o prinćıpio de macro-homogeneidade
de Hill–Mandel. Exibem-se, na Seção 5.2, diferentes formas de colocar o problema de
microescala em função dos espaços escolhidos para as variações admisśıveis do campo na
formulação primal, o que resulta em diferentes condições para o problema sobre o EVR e
portanto diferentes modelos de multiescala. Depois, na Seção 5.3 obtém-se uma expressão
genérica do operador tangente constitutivo homogeneizado caracteŕıstico de um esquema
de linearização de Newton–Raphson. O conceito de dualidade do ponto de vista mecânico
é apresentado na Seção 5.4 junto com algumas das ferramentas básicas sobre as quais estão
apoiadas as idéias do Prinćıpio da Potência Complementar. A colocação do problema de
multiescala dual é realizada na Seção 5.5. Ainda nesta parte enuncia-se o prinćıpio de
Hill–Mandel de forma dual, e discute-se a forma de derivar os diferentes modelos por meio
da escolha do carregamento externo. Na Seção 5.6 estudam-se os diferentes modelos de
multiescala obtidos por meio da formulação dual, e assenta-se a correspondência com os
modelos obtidos na Seção 5.2. Finalmente, na Seção 5.7 fazem-se alguns comentários para
resumir idéias e fechar o caṕıtulo.

Os tópicos introduzidos na primeira parte do caṕıtulo estão baseados no trabalho
[120] e não constituem contribuição desta tese. Esta primeira parte foi inclúıda visando
dar uma abordagem completa e acabada sobre o tema. Entretanto, a teoria desenvolvida
nesta primeira parte serviu de base para o trabalho [51] onde foi realizada a implementação
computacional de cada modelo de multiescala primal como será visto no caṕıtulo seguinte.
Com relação à segunda parte deste caṕıtulo, os temas tratados constituem, de fato, parte
das contribuições desta tese.

5.1 Formulação do problema de multiescala primal

Nesta seção primeiramente estabelecem-se as bases para a colocação do problema
através da revisão das idéias da teoria constitutiva e da posterior formulação do problema
de multiescala geral, o qual resulta função do espaço de restrições cinemáticas escolhido
para formular o problema no EVR. Em todos os casos a dependência das quantidades com
respeito à história de deformação denota-se pelo ı́ndice t.

5.1.1 A teoria constitutiva e suas limitações

De acordo com a teoria constitutiva local para materiais sólidos, a tensão em um
dado ponto do cont́ınuo é função exclusivamente da história de deformação daquele ponto,
ou seja que existe um operador F tal que

F : Uεt → Uσ,

εt 7→ F(εt) = σ,
(5.1.1)

onde σ é o tensor de tensão, εt representa a história do tensor de deformação infinitesimal
ε(u) = (∇u)s, e Uσ e Uεt são os correspondentes conjuntos dos posśıveis estados de
tensão e histórias de deformação. Denotou-se u o campo de deslocamentos, enquanto que
o operador F realiza o mapeamento para cada ponto fixo x do cont́ınuo. Esta é a forma
mais geral de expressar um comportamento constitutivo. Por exemplo, no caso de um
material elástico linear resulta σ = Dε, onde D é o tensor de quarta ordem de elastici-
dade. Dentro da forma genérica (5.1.1) ficam também inclúıdos comportamentos como
o elasto–plástico e o elasto–viscoplástico, e em ambos os casos um conjunto de variáveis
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internas controla a história da deformação εt. Tais variáveis encontram-se relacionadas
com fenômenos macroscópicos observáveis por meio da experimentação, dáı segue que
estes modelos denominam-se fenomenológicos. Somente para citar um exemplo simples, o
modelo generalizado para metais que seguem a lei de creep de Norton é o seguinte

σ = D (ε− εp) ,

dεp

dt
=

(‖σS‖
λ

)N

σS ,
(5.1.2)

onde N e λ são constantes do material, σS = σ − 1
3(trσ)I é a parte desviadora do tensor

σ e a norma ‖·‖ é Euclidiana. Aqui a variável interna é o tensor de deformação plástica εp

cuja evolução é controlada mediante uma equação diferencial ordinária. Assim, a evolução
do estado de tensão do material vem dada pela seguinte equação diferencial ordinária

dσ

dt
= D

[
dε

dt
−

(‖σS‖
λ

)N

σS

]
, (5.1.3)

e o operador F apresentado é a representação abstrata da solução desta equação diferencial
uma vez dada a condição inicial. Este tipo de modelo fenomenológico responde de forma
adequada a um amplo leque de materiais. O nome decorre, com efeito, do modelo estar
constrúıdo em função de fatos observáveis à escala real do problema, e isto apesar de
ser bem sabido que a deformação plástica é um fenômeno inerente à microestrutura do
material. Como mencionado anteriormente, frente a histórias de deformação mais com-
plexas estes modelos fenomenológicos devem necessariamente ser melhorados, para o qual
o número de variáveis internas deve aumentar juntamente com as correspondentes leis de
evolução. Cada uma destas leis depende das propriedades dos materiais, as quais são cada
vez mais dif́ıceis de serem identificadas e mensuradas. Isto representa, de alguma forma,
um limite por parte dos modelos constitutivos fenomenológicos para a caracterização de
materiais. Contudo, outra forma de abordar o problema é posśıvel, e é através dos modelos
constitutivos de multiescala. Nestes modelos o comportamento constitutivo é obtido por
meio da análise dos fenômenos que sucedem em uma escala menor, podendo incorporá-los
no problema real mediante técnicas de homogeneização. Estas questões serão abordadas
nas seções seguintes.

5.1.2 Conceitos preliminares de multiescala

Considere que qualquer ponto x do domı́nio cont́ınuo macroscópico Ω está associado
com um elemento de volume representativo Ωµ (daqui em diante o EVR), com contorno Γµ,
cujo comprimento caracteŕıstico é muito menor que o do cont́ınuo macroscópico (lµ ¿ l),
como se vê na Figura 5.1. O EVR pode, eventualmente, conter talhos e poros vazios ou
com algum fluido, ou um outro tipo de material, preenchendo o espaço Ωv

µ, cujo contorno
é Γvs

µ de normal nvs. Neste trabalho, a matriz sólida do EVR, denominada Ωs
µ, também

considera-se um cont́ınuo microscópico cujo contorno é Γµ∪Γsv
µ . Logo tem-se Ωµ = Ωs

µ∪Ωv
µ

e Γsv
µ ≡ Γvs

µ e assume-se, por simplicidade na apresentação, que Γµ ∩ Ωv
µ = ∅.

A formulação variacional do modelo multiescala primal está baseada no fato do
tensor de deformação ε em qualquer ponto x ∈ Ω satisfazer a seguinte relação com o
tensor εµ definido no EVR

ε =
1
Vµ

∫

Ωµ

εµ dy, (5.1.4)

onde Vµ = |Ωµ|, ou seja, ε é a média volumétrica de εµ no EVR. Esta expressão representa
uma primeira restrição sobre a cinemática do EVR. Em ambos os tensores está envolvida
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Figura 5.1: Cont́ınuos macroscópico e microscópico associados a cada ponto x ∈ Ω.

a história da deformação até chegar ao instante t. A deformação εµ define-se em função
do deslocamento no EVR, denotado por uµ, como εµ = (∇yuµ)s, onde (·)s indica a
parte simétrica. A expressão (5.1.4) introduz o conceito de homogeneização, fornecendo, a
partir de quantidades definidas a ńıvel do EVR, as correspondentes quantidades definidas
no cont́ınuo macroscópico.

Um conceito que será recorrentemente utilizado é a decomposição aditiva do campo
de deslocamentos uµ no EVR que, sem perda de generalidade, é escrito da seguinte forma

uµ = εy + ũµ, (5.1.5)

onde ũµ denomina-se a flutuação do campo de deslocamentos, e vai somada a uma com-
ponente linear, função do tensor de deformação homogeneizado. Logo, a deformação
microscópica pode ser decomposta de forma aditiva como

εµ = ε + ε̃µ, (5.1.6)

onde ε̃µ = (∇yũµ)s é a flutuação do tensor de deformação.
De forma análoga à (5.1.4) define-se a tensão homogeneizada σ como sendo a média

no EVR da tensão da microescala σµ como segue

σ =
1
Vµ

∫

Ωµ

σµ dy. (5.1.7)

Note que ao ter assumido que o EVR é um meio cont́ınuo imediatamente a tensão σµ está
definida.

5.1.3 Escolha de restrições cinemáticas e o prinćıpio de Hill–Mandel

Como é habitual, dentro de uma formulação variacional primal as hipóteses são feitas
sobre a cinemática do problema, isto é sobre o campo de deslocamentos. O equiĺıbrio do
EVR deve ser formulado dentro do conjunto dos denominados campos cinematicamente
admisśıveis. De acordo com o conceito de deformação homogeneizada, os campos cine-
maticamente admisśıveis são aqueles que satisfazem a (5.1.4). Logo, fixado um ponto x
do cont́ınuo macroscópico e, abusando da notação, dado ε = ε(x), o conjunto de funções
vetoriais cinematicamente admisśıveis fica definido como

Km
µ =

{
vµ ∈ U ;

∫

Ωµ

(∇yvµ)s dy = Vµε

}
, (5.1.8)
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onde U impõe sobre o conjunto Km
µ a regularidade necessária tal que as operações a serem

realizadas façam sentido.
Considerando algumas identidades tensoriais básicas (ver [61]) pode-se escrever,

quando Ωv
µ = ∅ ∫

Ωµ

εµ dy =
∫

Ωµ

(∇yuµ)s dy =
∫

Γµ

(uµ ⊗ n)s dΓ. (5.1.9)

Esta expressão pode ser generalizada ao caso onde Ωv
µ 6= ∅ como

∫

Ωµ

εµ dy =
∫

Γµ

(uµ ⊗ n)s dΓ +
∫

Γsv
µ

(uµ ⊗ nsv)s dΓ +
∫

Γvs
µ

(uµ ⊗ nvs)s dΓ, (5.1.10)

e usando o fato de ser nvs = −nsv e Γvs
µ ≡ Γsv

µ resulta

∫

Ωµ

εµ dy =
∫

Γµ

(uµ ⊗ n)s dΓ +
∫

Γsv
µ

(uµ ⊗ nsv)s dΓ−
∫

Γsv
µ

(uµ ⊗ nsv)s dΓ =

∫

Γµ

(uµ ⊗ n)s dΓ. (5.1.11)

Logo, o conjunto Km
µ pode ser redefinido como

Km
µ =

{
vµ ∈ U ;

∫

Γµ

(vµ ⊗ n)s dΓ = Vµε

}
, (5.1.12)

ficando caracterizado como função dos deslocamentos sobre o contorno do EVR. A partir
deste conjunto obtém-se o modelo com as mı́nimas restrições cinemáticas necessárias.
Agora, empregando a decomposição aditiva expressa pela (5.1.5), sabendo que

Vµε =
∫

Ωµ

(∇yuµ)s dy =
∫

Ωµ

(ε∇yy + (∇yũµ)s) dy = Vµε +
∫

Ωµ

(∇yũµ)s dy, (5.1.13)

e usando a (5.1.11) para o caso da flutuação, vê-se que o conjunto de mı́nimas restrições
cinemáticas pode ser mais uma vez redefinido como sendo

Km
µ = {vµ = εy + ṽµ; ṽµ ∈ K̃m

µ }, (5.1.14)

com

K̃m
µ =

{
ṽµ ∈ U ;

∫

Γµ

(ṽµ ⊗ n)s dΓ = 0

}
. (5.1.15)

Desta forma trabalha-se equivalentemente com o espaço K̃m
µ , a partir do qual obtém-se

o conjunto Km
µ mediante uma translação. Logo, a formulação do problema no EVR está

intimamente ligada ao espaço K̃m
µ . Assim, é posśıvel que a caracterização deste problema a

ńıvel da microescala esteja atrelada a hipóteses adicionais sobre o campo de deslocamentos,
ou sobre as flutuações do mesmo (seguindo o conceito introduzido acima). Suponha que
Kµ é o conjunto dos campos de deslocamento cinematicamente admisśıveis escolhido, este
deve satisfazer a inclusão Kµ ⊂ Km

µ , ou igualmente K̃µ ⊂ K̃m
µ . Assim, diferentes escolhas

de Kµ, ou K̃µ, resultam em diferentes modelos de multiescala, posto que cada um deles
possui uma cinemática própria. Entretanto, todos eles mantêm como ponto em comum a
inclusão no conjunto de restrições cinemáticas mı́nimas.

Seja um dado conjunto Kµ. O espaço das variações cinematicamente admisśıveis,
denominado Vµ, define-se por meio de efetuar a diferença entre elementos do conjunto de
campos de deslocamentos cinematicamente admisśıveis. Entretanto, dada a decomposição
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aditiva (5.1.5) resulta simplesmente que as variações de elementos em Kµ estão no próprio
espaço das flutuações, ou seja

Vµ = K̃µ. (5.1.16)

Vê-se então que a decomposição aditiva permite claramente identificar os diferentes ele-
mentos dentro da formulação primal do problema no EVR, além de poder permitir a
caracterização de diversos modelos de multiescala, como é feito na Seção 5.2, através da
escolha do espaço Vµ.

Junto com a escolha da cinemática do modelo em compliância com a inclusão no
conjunto Km

µ um outro prinćıpio deve ser satisfeito por qualquer modelo que envolva a
passagem de uma escala a outra. O prinćıpio de macro-homogeneidade de Hill–Mandel
[67, 101] é um prinćıpio fundado em bases f́ısicas. O mesmo postula que a potência pro-
duzida pelas tensões da macroescala deve ser igual à potência média no volume do EVR
produzida pelas tensões da microescala. Ou seja, assumindo que os tensores σ e σµ são
tais que o equiĺıbrio foi alcançado em ambas as escalas então a seguinte identidade deve
ser satisfeita

σ · ε̇ =
1
Vµ

∫

Ωµ

σµ · ε̇µ dy ∀ ε̇µ admisśıvel, (5.1.17)

onde a taxa de deformação vem dada, no caso da decomposição aditiva do campo uµ,
como ε̇µ = ε̇ + (∇y

˙̃uµ)s. Além disso, o tensor ε está relacionado com εµ pela (5.1.4).
O prinćıpio de Hill–Mandel é utilizado ao formular o problema variacional no EVR.

Na Seção 5.1.4 analisam-se as conseqüências que o prinćıpio enunciado acima traz na
formulação variacional do problema de equiĺıbrio na microescala. Ver-se-á que os elemen-
tos que definem o problema da microescala dependem do que estabelece o prinćıpio de
Hill–Mandel.

5.1.4 O problema de multiescala primal geral

Considere o conjunto de campos de deslocamentos cinematicamente admisśıveis Kµ

e o correspondente espaço de flutuações K̃µ. Para o tensor σµ o equiĺıbrio no EVR é
alcançado se e somente se a seguinte equação variacional é satisfeita

∫

Ωs
µ

σµ · (∇yη)s dy =
∫

Ωs
µ

b · η dy +
∫

Γµ

te · η dΓ +
∫

Γsv
µ

tv · η dΓ ∀η ∈ Vµ, (5.1.18)

onde b e te são uma força de corpo e uma tração externa atuando sobre o EVR, enquanto
que tv é a tração exercida pelo meio que se encontra em Ωv

µ. Além disso, Vµ = K̃µ é
um espaço que satisfaz as condições discutidas na seção anterior. A natureza da tração tv

dependerá do que se considere que haja dentro do domı́nio Ωv
µ. Analogamente, supondo

a existência de um outro material sólido em Ωv
µ, o equiĺıbrio estabelece que

∫

Ωv
µ

σv
µ · (∇yη)s dy =

∫

Ωv
µ

bv · η dy +
∫

Γvs
µ

(−tv) · η dΓ ∀η ∈ Vµ. (5.1.19)

As equações de Euler–Lagrange correspondentes às formulações variacionais (5.1.18) e
(5.1.19) são a seguintes 




divy σµ = −b em Ωs
µ,

divy σv
µ = −bv em Ωv

µ,

σµn = te sobre Γµ,

σµnsv = tv sobre Γsv
µ ,

σµnsv = σv
µnsv sobre Γsv

µ ,

(5.1.20)
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onde n indica sempre a normal externa ao domı́nio Ωs
µ.

Com a equação de equiĺıbrio é posśıvel escrever a tensão homogeneizada (5.1.7) em
termos das forças de corpo e de tração sobre o EVR. Para isto observe que

∫

Ωµ

σµ dy =
∫

Ωs
µ

σµ dy +
∫

Ωv
µ

σv
µ dy =

∫

Γµ

(σµn)⊗ y dΓ +
∫

Γsv
µ

(σµnsv)⊗ y dΓ−
∫

Ωs
µ

divy σµ ⊗ y dy

+
∫

Γvs
µ

(σv
µnvs)⊗ y dΓ−

∫

Ωv
µ

divy σv
µ ⊗ y dy. (5.1.21)

Utilizando as equações de Euler–Lagrange e sabendo que Γsv
µ ≡ Γvs

µ com normais opostas
resulta

σ =
1
Vµ

[∫

Γµ

(te ⊗ y)s dΓ +
∫

Ωs
µ

(b⊗ y)s dy +
∫

Ωv
µ

(bv ⊗ y)s dy

]
, (5.1.22)

onde também foi usada a simetria do tensor de tensão. Em [120] demonstra-se que, para
o caso em que bv = 0, o postulado do prinćıpio de Hill–Mandel visto anteriormente é
equivalente, uma vez formulado o equiĺıbrio sobre o EVR, a exigir que

∫

Γµ

te · ˙̃uµ dΓ +
∫

Ωs
µ

b · ˙̃uµ dy = 0 ∀ ˙̃uµ ∈ Vµ, (5.1.23)

o que implica que ambos os termos se devem anular de forma separada, para o qual a
força de volume e a tração devem ser ortogonais ao espaço das variações admisśıveis.
Este resultado determina que qualquer modelo de multiescala que procure satisfazer o
prinćıpio de Hill–Mandel deve ser tal que a força de volume b e a tração te tenham certas
caracteŕısticas. Em outras palavras, a força de corpo e a tração são de natureza reativa, e
as propriedades que estes campos possuem dependem das restrições cinemáticas impostas
no espaço das variações admisśıveis Vµ. A extensão para o caso em que bv 6= 0 resulta
analogamente o seguinte

∫

Ωv
µ

bv · ˙̃uµ dy = 0 ∀ ˙̃uµ ∈ Vµ. (5.1.24)

Para fechar o problema de microescala deve ser fornecido um comportamento constitutivo
para o material do EVR. Para isto recorre-se à teoria constitutiva fenomenológica da
Seção 5.1.1 que estabelece que existe um operador Fµ tal que

Fµ : Uεt
µ
→ Uσµ ,

εt
µ 7→ Fµ(εt

µ) = σµ.
(5.1.25)

Aqui seguem valendo todos os aspectos que a teoria constitutiva fenomenológica envolve.
Logo, levando em conta a expressão do equiĺıbrio (5.1.18), junto com a lei constitutiva
genérica (5.1.25) e com a conseqüência do prinćıpio de Hill–Mandel (5.1.23), resulta que
o problema de microescala para todo ponto x ∈ Ω em termos da flutuação do campo de
deslocamentos ũµ é o seguinte:

Problema 5.1. Dada uma história de deformação εt, encontre a flutuação do campo de
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deslocamentos ũµ ∈ Vµ tal que
∫

Ωs
µ

Fµ(εt + ((∇yũµ)s)t) · (∇yη)s dy =
∫

Γsv
µ

tv · η dΓ ∀η ∈ Vµ, (5.1.26)

onde Vµ deve satisfazer as condições discutidas na Seção 5.1.3. Logo, calcule a tensão
homogeneizada σ usando a (5.1.7).

O problema geral de multiescala fica fechado uma vez que o espaço Vµ é escolhido de
forma que satisfaça Vµ ⊂ K̃m

µ . O Problema 5.1 aqui apresentado define então um operador
constitutivo na macroescala F como o da expressão (5.1.1) posto que se satisfazem todos
os axiomas estabelecidos pela teoria constitutiva.

5.2 Modelos espećıficos de multiescala primais

Nesta seção apresentam-se diversos modelos de multiescala baseados na escolha do
espaço das flutuações do campo de deslocamentos, Vµ. Assim, podem-se gerar quatro
classes de modelos:

i. modelo de Taylor;

ii. modelo de flutuação nula;

iii. modelo de flutuação periódica;

iv. modelo de mı́nima restrição cinemática.

A enumeração foi dada começando pelo modelo cinematicamente mais restrito e indo ao
menos restrito, portanto os espaços definidos em cada caso satisfazem as seguintes inclusões

VT
µ ⊂ VN

µ ⊂ VP
µ ⊂ VM

µ , (5.2.1)

onde os ı́ndices T , N , P e M estão na mesma ordem dos modelos acima mencionados.
Logo, fixado o comportamento constitutivo na microescala Fµ e a natureza da tração
tv, o modelo de Taylor dá como resultado o material cujo comportamento constitutivo
macroscópico FT é mais ŕıgido, enquanto que o modelo de mı́nima restrição cinemática é
o de comportamento constitutivo FM menos ŕıgido.

Nas seções que seguem abordam-se as principais caracteŕısticas de cada um destes
modelos. Em cada caso deriva-se, como conseqüência, a forma que assume o carregamento
externo (b, te) tal que o prinćıpio de Hill–Mandel seja satisfeito.

5.2.1 Modelo de Taylor

Este é o modelo de multiescala mais simples e com maiores restrições cinemáticas.
Neste caso o espaço Vµ é simplesmente o elemento nulo, isto é

VT
µ = {0} ⊂ K̃m

µ , (5.2.2)

o que implica que
ũµ = 0 em Ωs

µ, (5.2.3)

e portanto uµ = εy. Esta hipótese de deformação homogênea conhece-se como hipótese
de Taylor [152]. Logo, a deformação é

εµ = ε, (5.2.4)
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e a tensão na microescala vem dada diretamente como

σµ = Fµ(εt). (5.2.5)

A tensão homogeneizada resulta então

σ = FT (εt) =
1
Vµ

∫

Ωs
µ

Fµ(εt) dy. (5.2.6)

Para o caso simples de um material poroso onde o operador Fµ independe de y resulta

σ = FT (εt) =
V s

µ

Vµ
Fµ(εt) = νsσµ, (5.2.7)

onde νs = V s
µ

Vµ
é a fração de material sólido no EVR. Em um caso mais geral com presença

de diversas fases resulta a bem conhecida regra da mistura

σ = FT (εt) =
k∑

i=1

νiF i
µ(εt) =

k∑

i=1

νiσi
µ, (5.2.8)

onde i = 1, . . . , k denota cada uma das fases de material no EVR e νi = V i
µ

Vµ
indica a fração

de volume ocupada pelo material i.
Finalmente, com relação ao par (b, te) resulta que este carregamento está dentro do

maior conjunto posśıvel posto que qualquer campo, tanto sobre o domı́nio como sobre a
fronteira, é ortogonal ao elemento nulo no sentido dado pela (5.1.23). Em outras palavras,
(b, te) é um par arbitrário.

5.2.2 Modelo de flutuação nula

Este modelo de multiescala está baseado na hipótese que estabelece que a flutuação
ũµ sobre a fronteira Γµ é nula, portanto o espaço Vµ resulta

VN
µ = {ũµ ∈ U ; ũµ|Γµ

= 0} ⊂ K̃m
µ . (5.2.9)

Esta escolha implica que
uµ = εy sobre Γµ, (5.2.10)

e por isto é que se denomina também modelo de deslocamento linear na fronteira. O
carregamento (b, te) aqui comporta-se de forma diferente ao caso anterior. Em função da
(5.1.23) note que, enquanto a tração te pode ser arbitrária devido à ortogonalidade com
o elemento nulo sobre Γµ, a força b deve ser necessariamente nula, isto é

b = 0 em Ωs
µ, (5.2.11)

devido a que a flutuação no interior do EVR é arbitrária. Caso contrário o prinćıpio de
Hill–Mandel estaria sendo violado e o modelo estaria mal constrúıdo.

5.2.3 Modelo de flutuação periódica

Esta classe de modelo é particularmente adequada para aqueles materiais cuja mi-
croestrutura seja facilmente identificável com uma estrutura periódica. Por esta causa, ou
mesmo pelo fato de que assumir periodicidade da microestrutura parece ser uma hipótese
bastante razoável, a maior percentagem dos trabalhos encontrados na literatura empregam
esta classe de modelos. Por simplicidade considera-se o problema em duas dimensões, e
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segue-se a notação de [113, 120]. Seja o esquema do EVR apresentado na Figura 5.2,
onde identificam-se contornos rećıprocos Γ+

i e Γ−i componentes de Γµ, tanto no caso de
um quadrado quanto no caso de um hexágono. Para que haja consistência na estrutura
periódica, o EVR deve ser tal que para cada ponto y+ ∈ Γ+

i exista o ponto y− ∈ Γ−i de
forma que n+

i = n(y+) = −n(y−) = n−i , ∀i, e tal que a flutuação nesses pontos tome o
mesmo valor. Na Figura 5.2 também mostram-se os vetores tangentes sobre contorno Γµ,
os quais são denotados por t±i , ∀i.

Figura 5.2: Caracteŕısticas geométricas do EVR para o modelo de flutuação periódica.

Logo, a hipótese cinemática que está por trás deste modelo de multiescala estabelece
que a flutuação ũµ sobre a fronteira é de caráter periódico, portanto o espaço Vµ resulta

VP
µ = {ũµ ∈ U ; ũµ|Γ+

i
= ũµ|Γ−i , ∀i} ⊂ K̃m

µ . (5.2.12)

Para ver que a inclusão é verdadeira observe que, de acordo com a decomposição do
contorno Γµ tem-se que ∀ṽµ ∈ VP

µ

∫

Γµ

(ṽµ ⊗ n)s dΓ =
∑

i

(∫

Γ+
i

(ṽµ ⊗ n+
i )s dΓ +

∫

Γ−i
(ṽµ ⊗ n−i )s dΓ

)
=

∑

i

(∫

Γ+
i

(ṽµ ⊗ n+
i )s dΓ−

∫

Γ−i
(ṽµ ⊗ n+

i )s dΓ

)
= 0, (5.2.13)

onde usou-se o fato das normais n+
i e n−i serem opostas e da reciprocidade das flutuações

para os pontos y+ de Γ+
i e y− de Γ−i , ∀i.

Aqui também o carregamento (b, te) comporta-se de forma diferente ao modelo de
Taylor. Note que a tração deve satisfazer

∫

Γµ

te · η dΓ = 0 ∀η ∈ VP
µ , (5.2.14)

e portanto tem-se que a mesma é antiperiódica, ou seja

te
|Γ+

i
= −te

|Γ−i ∀i. (5.2.15)

Da mesma maneira, e como anteriormente, o carregamento b deve ser nulo, ou seja

b = 0 em Ωs
µ. (5.2.16)
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Somente desta forma assegura-se que se satisfaz a (5.1.23).

5.2.4 Modelo de mı́nima restrição cinemática

Como indica o nome, o espaço Vµ a partir do qual constrói-se este modelo é o próprio
espaço de mı́nima restrição cinemática, isto é

VM
µ = K̃m

µ , (5.2.17)

onde K̃m
µ é definido na (5.1.15). A fim de satisfazer a (5.1.23), a escolha deste espaço

implica que o carregamento de corpo b deve ser nulo, ou seja

b = 0 em Ωs
µ, (5.2.18)

enquanto que, por outro lado, a tração te deve satisfazer
∫

Γµ

te · η dΓ = 0 ∀η ∈ VM
µ . (5.2.19)

Logo, escrevendo te = σµn e usando a simetria de σµ resulta

∫

Γµ

σµn · η dΓ =
∫

Γµ

σµ · (η ⊗ n) dΓ =
∫

Γµ

σµ · (η ⊗ n)s dΓ = 0 ∀η ∈ VM
µ . (5.2.20)

Esta expressão implica que certas componentes do tensor σµ devem ser constantes sobre
Γµ. Decompondo a variação admisśıvel η em componentes normal e tangencial sobre Γµ

pode-se ver que as componentes

σµnn = σµ · (n⊗ n),
σµnt = σµtn = σµ · (n⊗ t),

(5.2.21)

são constantes sobre Γµ, e portanto deve ser

σµ · (n⊗ n) = σ · (n⊗ n) sobre Γµ,

σµ · (n⊗ t) = σ · (n⊗ t) sobre Γµ,
(5.2.22)

e nada pode ser dito sobre a componente σµtt = σµ · (t ⊗ t). Por isto é que também se
costuma denominar este modelo como de tração uniforme, ou tração constante, sobre a
fronteira.

5.3 O operador tangente constitutivo

O modelo geral de multiescala do qual o Problema 5.1 forma parte é, no caso geral,
não linear. A linearização desta classe de problemas é da maior importância tanto pelo
próprio conceito que a forma linear do problema tem ao fornecer, por exemplo, informação
sobre a estabilidade do problema, assim como para realizar a abordagem aproximada
do mesmo. Nesta seção obtém-se a forma do operador tangente constitutivo após ter
linearizado o problema. O próximo passo seria então a especialização de algum esquema
numérico discreto para efetuar a aproximação do problema. Isso não é feito aqui, e pode
ser consultado em [120].
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Considere a perturbação do tensor ε governada pelo parâmetro τ ∈ R+

ετ = ε + τδε, (5.3.1)

onde a perturbação deve ser considerada sobre toda a história de deformação. Então, o
operador genérico F definido em (5.1.1) pode ser escrito, expandindo-o em potências de
τ , como segue

F(εt
τ ) = F(εt) + τDF(εt, δεt) +O(τ), (5.3.2)

onde

DF(εt, δεt) =
d
dτ

F(εt
τ )

∣∣∣∣
τ=0

, (5.3.3)

e O(τ) é um termo tal que

lim
τ→0

O(τ)
τ

= 0. (5.3.4)

Aqui, o operador DF(εt, δεt) denomina-se operador tangente constitutivo do funcional F
no ponto εt e na direção δεt.

Para os modelos de multiescala utilizados aqui, baseados na homogeneização da
tensão, tem-se que o operador constitutivo homogeneizado define-se como

FH(εt) =
1
Vµ

∫

Ωs
µ

Fµ(εt + ((∇yũµ)s)t) dy. (5.3.5)

Por outro lado, convém expressar a relação não linear existente entre as histórias das
deformações ε e (∇yũµ)s através de um operador abstrato C como ((∇yũµ)s)t = C(εt)
(definido implicitamente pelo Problema 5.1), e portanto segue-se que

FH(εt) =
1
Vµ

∫

Ωs
µ

Fµ(εt + C(εt)) dy, (5.3.6)

onde resulta εt
µ = εt + C(εt). Agora é posśıvel obter o operador tangente constitutivo

homogeneizado. De acordo com o anterior tem-se

DFH(εt, δεt) =
d
dτ

FH(εt
τ )

∣∣∣∣
τ=0

=
1
Vµ

∫

Ωs
µ

DFµ(εt
µ, δεt +DC(εt, δεt)) dy. (5.3.7)

Logo, dada a linearidade do operador D(·) segundo a direção δεt, isto é DFµ(εt
µ, δεt

µ) =
DFµ(εt

µ)[δεt
µ], resulta

DFH(εt)[δεt] =
1
Vµ

[∫

Ωs
µ

(DFµ(εt
µ) +DFµ(εt

µ)DC(εt)
)

dy

]
[δεt]. (5.3.8)

Considere agora a perturbação da flutuação do campo de deslocamentos como

ũµτ = ũµ + τδũµ, (5.3.9)

onde τ ∈ R+ e δũµ ∈ Vµ. Daqui obtém-se

((∇yũµ)s)t + τ((∇yδũµ)s)t = C(εt) + τDC(εt)[δεt] +O(τ), (5.3.10)

donde surge a seguinte relação

((∇yδũµ)s)t = DC(εt)[δεt]. (5.3.11)
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Só agora é posśıvel passar à linearização do Problema 5.1. A equação variacional (5.1.26)
pode ser escrita, para o par {ε, ũµ}, de forma equivalente como sendo

G(ε, ũµ, η) = 0 ∀η ∈ Vµ, (5.3.12)

onde G é a representação abstrata da formulação. Deseja-se linearizar o problema em
torno do par de equiĺıbrio quando se realiza uma perturbação passando ao par {ετ , ũµτ}.
Logo, a linearização consiste em colocar o seguinte

d
dτ
G(ετ , ũµτ , η)

∣∣∣∣
τ=0

= 0 ∀η ∈ Vµ. (5.3.13)

Para obter a caracterização deste novo problema variacional, agora linear, veja que a
perturbação da expressão (5.1.26) é

∫

Ωs
µ

Fµ(εt + τδεt + ((∇yũµ)s)t + τ((∇yδũµ)s)t) · (∇yη)s dy =

∫

Γsv
µ

tv · η dΓ ∀η ∈ Vµ. (5.3.14)

Diferenciando esta expressão com relação a τ e avaliando em τ = 0 encontra-se que,
dado um incremento de história de deformação macroscópica δεt, o problema linearizado
consiste em encontrar o incremento δũµ ∈ Vµ tal que

∫

Ωs
µ

DFµ(εt
µ)[((∇yδũµ)s)t] · (∇yη)s dy =

−
∫

Ωs
µ

DFµ(εt
µ)[δεt] · (∇yη)s dy ∀η ∈ Vµ. (5.3.15)

A solução deste problema caracteriza o operador linear DC que fora dado de forma abs-
trata na (5.3.11). Note que este operador depende do modelo de multiescala em questão
posto que depende da escolha de Vµ. Para o caso particular do modelo de Taylor resulta
trivialmente que

DFH(εt) = DFT (εt
µ) =

1
Vµ

∫

Ωs
µ

DFµ(εt
µ) dy, (5.3.16)

posto que DC : Uεt 7→ {0} para qualquer história de deformação εt ∈ Uεt . Segue-se então
que a forma genérica do operador tangente constitutivo homogeneizado é

DFH(εt) = DFT (εt
µ) + L(εt

µ), (5.3.17)

onde L denota o seguinte operador linear

L(εt
µ) =

1
Vµ

∫

Ωs
µ

DFµ(εt
µ)DC(εt) dy. (5.3.18)

5.4 Conceitos preliminares de dualidade em mecânica

A dualidade é um conceito que tem a sua origem na mecânica clássica a partir
de idéias de caráter intuitivo. Com efeito, a correspondência entre ação de movimento e
esforço, no sentido de resistência a dita ação de movimento, aparece de forma impĺıcita nos
primeiros estágios da nossa vida. No entanto, este conceito não é exclusivo da mecânica
já que a matemática tem encontrado na dualidade uma das bases no desenvolvimento da
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análise funcional com relação à caracterização de certos elementos abstratos com determi-
nadas particularidades.

Nas seções que seguem realiza-se uma breve revisão dos conceitos de dualidade desde
o ponto de vista mecânico. Também apresentam-se os elementos básicos na construção
de um modelo primal por meio do conceito de equiĺıbrio através do Prinćıpio da Potência
Virtual. Em função da formulação deste prinćıpio passa-se a formular o problema de
compatibilidade através do Prinćıpio da Potência Virtual Complementária, chegando assim
ao problema dual.

5.4.1 Generalidades de uma formulação variacional

Seja um corpo cuja configuração no instante t denomina-se Ω, com contorno Γ. Em
função das restrições de movimento tem-se um espaço vetorial V das ações de movimento
admisśıveis (velocidades) equipado com uma topologia adequada ao problema. Estas ações
de movimento também estão atreladas às restrições cinemáticas do corpo, e serão explici-
tadas depois. Surge também o operador D : V → W como aquele que para uma dada ação
de movimento atribui um elemento denominado taxa de deformação. No caso de sólidos
sob hipótese de deformações infinitesimais este operador é o operador gradiente simétrico
D(·) = (∇(·))s, que mede a deformação. Logo, as hipóteses utilizadas na construção do
modelo mecânico são as seguintes:

• o esforço externo que atua sobre o corpo na configuração Ω é um funcional linear e
cont́ınuo sobre V . O valor deste funcional designa-se potência externa

pe = 〈f , η〉V ′×V ; (5.4.1)

• o esforço interno é um funcional linear e cont́ınuo sobre a imagem do operador D,
isto é sobre W . O valor deste funcional denomina-se potência interna

pi = −
∫

Ω
σ · ε dx, (5.4.2)

onde ε ∈ W e σ ∈ W ′. Aqui a forma do produto de dualidade 〈·, ·〉W ′×W foi definida
utilizando o teorema de representação de Riesz. Assim, a operação 〈·, ·〉V ′×V fica
definida a partir do produto interno em W devido à estrutura de espaço de Hilbert
deste espaço. Com a representação (5.4.2) assegura-se que a potência interna é nula
para toda ação de movimento ŕıgida.

Seja então o esquema da Figura 5.3 onde se apresentam os elementos sobre os quais está
montada a teoria a ser desenvolvida. Os espaços V ′ e W ′ são os espaços duais corres-
pondentes de V e W , enquanto que o operador D∗ é o denominado operador adjunto (ou
transposto) de D. Este operador permite caracterizar, como será visto mais na frente, os
esforços externos compat́ıveis com o modelo, e portanto permite estabelecer uma repre-
sentação da operação 〈·, ·〉V ′×V .

A partir daqui constrói-se o modelo em função do que se denomina Prinćıpio da
Potência Virtual. Este prinćıpio f́ısico caracteriza o problema de diversas formas, forne-
cendo condições de equiĺıbrio global ponto a ponto (a noção de equiĺıbrio introduz-se na
Seção 5.4.2), assim como as condições de compatibilidade (o conceito de compatibilidade
introduz-se na Seção 5.4.3). Finalmente este prinćıpio permite caracterizar aos esforços
externos f por meio da forma que assume o produto de dualidade 〈·, ·〉V ′×V .

Seja o corpo com configuração Ω e com restrições sobre o movimento dadas sobre
ΓD por ū segundo mostra a Figura 5.4.

Todas as posśıveis configurações de acordo com estas restrições estão no conjunto
Ku denominado conjunto de configurações cinematicamente admisśıveis. Este conjunto é
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Figura 5.3: Elementos na construção de um modelo via Prinćıpio da Potência.

Figura 5.4: Corpo com restrições cinemáticas.

dado por
Ku = {u ∈ U ; u|ΓD

= ū}, (5.4.3)

onde U está dotado com a topologia adequada de forma que as operações envolvidas
façam sentido. Conseqüentemente, as ações de movimento que o corpo pode experimentar,
não necessariamente de forma real, e é por isto que se denominam usualmente variações
virtuais, estão no espaço V

V = {η ∈ U ; η|ΓD
= 0}. (5.4.4)

Todo elemento de V diz-se que é uma variação cinematicamente admisśıvel. Vê-se então
que o conjunto Ku é uma translação do espaço V dada pelo elemento ū, ou seja

Ku = ū + V , (5.4.5)

ou, reciprocamente, V obtém-se por diferença entre os elementos de Ku.
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5.4.2 Formulação primal, ou de equiĺıbrio

Dentro da mecânica, a formulação primal é aquela na qual a cinemática governa o
problema por meio da definição do conjunto Ku e conseqüentemente do espaço V e do
operador taxa de deformação D, que no caso sob estudo é o operador gradiente simétrico.
O Prinćıpio da Potência Virtual estabelece que um campo de esforços internos σ está em
equiĺıbrio com um sistema de cargas f se se satisfaz o seguinte

∫

Ω
σ · (∇η)s dx = 〈f ,η〉V ′×V ∀η ∈ V . (5.4.6)

Logo, utilizando a fórmula de Green resulta
∫

Ω
σ · (∇η)s dx = −

∫

Ω
div σ · η dx +

∫

ΓN

σn · η dΓ = 〈f , η〉V ′×V ∀η ∈ V . (5.4.7)

Obtém-se assim a caracterização para o produto de dualidade 〈·, ·〉V ′×V que admite, como
esforços externos duais em consonância com a cinemática imposta, a existência de uma
força por unidade de volume b em Ω e uma tração no contorno ΓN dada por t̄, isto é

〈f ,η〉V ′×V =
∫

Ω
b · η dx +

∫

ΓN

t̄ · η dΓ ∀η ∈ V , (5.4.8)

onde f ∈ V ′ corresponde-se com o par (b, t̄). Qualquer outro sistema de cargas não
é consistente com a cinemática utilizada e portanto faz com que o modelo esteja mal
constrúıdo.

Tendo posto em evidência a forma do produto de dualidade pode-se enunciar o
seguinte problema que introduz a noção de equiĺıbrio para o problema na mecânica dos
sólidos sob hipóteses de deformações infinitesimais:

Problema 5.2 (Problema primal). Encontre o campo de deslocamentos u ∈ Ku tal que a
tensão σ = σ(u), esteja em equiĺıbrio com os esforços externos dados pelo par (b, t̄) ∈ V ′,
ou seja, tal que satisfaça o seguinte

∫

Ω
σ · (∇η)s dx =

∫

Ω
b · η dx +

∫

ΓN

t̄ · η dΓ ∀η ∈ V , (5.4.9)

onde

Ku = {u ∈ U ; u|ΓD
= ū},

V = {η ∈ U ; η|ΓD
= 0}. (5.4.10)

Aqui, a relação entre o campo de tensão e o campo de deformação vem dada pela
lei constitutiva que modela a resposta do material frente à deformação experimentada.

A partir desta formulação primal observe que surgem outros conceitos. O primeiro
é o de conjunto de todos os esforços internos σ que estão em equiĺıbrio com o sistema de
cargas f = (b, t̄), ou seja

T =
{

τ ∈ W ′;
∫

Ω
τ · (∇η)s dx =

∫

Ω
b · η dx +

∫

ΓN

t̄ · η dΓ ∀η ∈ V
}

. (5.4.11)

Os esforços em T denominam-se esforços estaticamente equilibrados. Logo, a partir deste
conjunto pode-se incorporar mais um conceito que é o de espaço dos esforços internos que
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estão em equiĺıbrio com o sistema de cargas nulo f = (0, 0), isto é

S =
{

τ ∈ W ′;
∫

Ω
τ · (∇η)s dx = 0 ∀η ∈ V

}
. (5.4.12)

Os elementos de S são denominados esforços internos auto-equilibrados. Resulta impor-
tante observar que na construção, tanto do conjunto T como do espaço S, aparece a
cinemática do problema de forma impĺıcita, já que a condição que os esforços devem sa-
tisfazer para serem considerados estaticamente equilibrados ou auto-equilibrados depende
dos elementos do espaço V . Além disso, vê-se que o espaço S contém elementos que podem
ser obtidos como diferença de elementos em T , ou seja que

T = σo + S, (5.4.13)

onde σo ∈ T é arbitrário. Esta expressão é a correspondente dual à expressão (5.4.5) vista
anteriormente. Estes elementos são importantes na formulação dual do problema que se
apresenta a seguir.

Observe então que das caracteŕısticas do espaço S tem-se, no sentido das dis-
tribuições, que os esforços auto-equilibrados satisfazem o seguinte

∫

Ω
τ · (∇η)s dx = −

∫

Ω
div τ · η dx +

∫

ΓN

τn · η dΓ = 0 ∀η ∈ V , (5.4.14)

do que, de acordo com a cinemática dada em V , obtém-se

div τ = 0 em Ω,

τn = 0 sobre ΓN .
(5.4.15)

Na obtenção da (5.4.15) usou-se o fato de ser η|ΓD
= 0. Em outras palavras, os esforços

auto-equilibrados ficam caracterizados a partir de explicitar o espaço V . Procedendo
analogamente obtém-se que os esforços estaticamente equilibrados estão caracterizados
como segue

div τ = −b em Ω,

τn = t̄ sobre ΓN ,
(5.4.16)

onde novamente a cinemática dada em V tem entrado em jogo.

5.4.3 Formulação dual, ou de compatibilidade

Assim como o Prinćıpio da Potência Virtual induz naturalmente o Problema 5.2,
tem-se o Prinćıpio da Potência Virtual Complementar que induz o problema dual que se
apresenta a seguir. De acordo com este prinćıpio, e no contexto do problema que vem
sendo estudado, uma deformação ε (taxa de deformação no caso de um problema geral) é
compat́ıvel se se satisfaz o seguinte

∫

Ω
τ · εdx =

∫

Ω
τ · (∇w)s dx ∀τ ∈ S, (5.4.17)
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com w ∈ Ku arbitrário e com S dado pela (5.4.12). Logo, utilizando a fórmula de Green
no sentido das distribuições resulta

∫

Ω
τ · (∇w)s dx = −

∫

Ω
div τ ·w dx +

∫

Γ
τn ·w dΓ =

∫

ΓD

τn ·w dΓ =
∫

ΓD

τn · ū dΓ ∀τ ∈ S, (5.4.18)

onde utilizou-se o fato de ser div τ = 0, τn|ΓN
= 0 e w|ΓD

= ū. Logo, a (5.4.17) permite
estabelecer formalmente o conceito de deformação compat́ıvel:

Problema 5.3 (Problema dual). Encontre o campo de tensão σ ∈ T tal que a deformação
ε = ε(σ) por este produzida seja compat́ıvel com a restrição cinemática dada por ū ∈ Ku,
ou seja, tal que se satisfaça o seguinte

∫

Ω
τ · ε dx =

∫

ΓD

τn · ū dΓ ∀τ ∈ S, (5.4.19)

onde

T =
{

τ ∈ W ′;
∫

Ω
τ · (∇η)s dx =

∫

Ω
b · η dx +

∫

ΓN

t̄ · η dΓ ∀η ∈ V
}

,

S =
{

τ ∈ W ′;
∫

Ω
τ · (∇η)s dx = 0 ∀η ∈ V

}
.

(5.4.20)

Neste caso, a relação entre o campo de deformação e o campo de tensão vem dada
pela lei constitutiva inversa que modela o comportamento do material. O Problema 5.3
identifica-se como o problema dual do Problema 5.2. Ver-se-á que trabalhar de forma
dual no contexto dos problemas de multiescala implica comandar o problema escolhendo a
forma particular do carregamento externo (b, t̄) no ńıvel do EVR. Em função disto, e junto
com o prinćıpio de Hill–Mandel, ficará definido o espaço V que caracteriza ao conjunto T
e ao espaço S.

5.5 Formulação do problema de multiescala dual

Nesta parte do trabalho são revisitados rapidamente os conceitos básicos envolvidos
na formulação de multiescala segundo visto na Seção 5.1, porém, agora alguns conceitos
são introduzidos de forma rećıproca a como foi feito anteriormente. Por isto talvez resulte
um pouco repetitivo, mas é conveniente seguir os mesmos passos para pôr em evidência
como a dualidade é aplicada a este problema.

Seja novamente o ponto x do domı́nio cont́ınuo macroscópico Ω associado ao domı́nio
do EVR, denominado Ωµ com contorno Γµ. A Figura 5.1 apresenta o esquema sobre
o qual está montada a notação. Como visto anteriormente, o EVR pode incluir poros
vazios, conter algum fluido ou estar constitúıdo por diversas fases representando diferentes
materiais no domı́nio Ωv

µ. A hipótese do cont́ınuo microscópico sobre a matriz do EVR
mantém-se. Lembre-se que Ωµ = Ωs

µ∪Ωv
µ e Γsv

µ ≡ Γvs
µ e que, por simplicidade, Γµ∩Ω̄v

µ = ∅.
A formulação variacional do modelo multiescala dual está baseada no fato do tensor

de tensão σ, em qualquer ponto x ∈ Ω, satisfazer a seguinte relação com o tensor σµ

definido no EVR
σ =

1
Vµ

∫

Ωµ

σµ dy, (5.5.1)

onde Vµ = |Ωµ|. Da mesma forma que antes, resulta que σ é a média volumétrica de σµ no
EVR. Isto representa uma restrição sobre os campos de esforços estaticamente equilibrados
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do EVR. Dado que o problema dual resulta diretamente em termos do campo de tensão,
não é vantajoso aplicar o conceito de decomposição aditiva ao campo σµ no EVR. Desta
forma é posśıvel recuperar os modelos de multiescala desenvolvidos no Caṕıtulo 5 de forma
mais direta.

Analogamente à (5.5.1) define-se a deformação homogeneizada ε como sendo a média
no EVR da deformação da microescala εµ, isto é

ε =
1
Vµ

∫

Ωµ

εµ dy. (5.5.2)

5.5.1 Escolha do sistema de carregamentos e o prinćıpio de Hill–Mandel

Na Seção 5.1.3 foi enunciado que as potências geradas pelos campos de tensões de
macro e microescala, ambas as duas em equiĺıbrio, devem ser iguais para todas as taxas
de deformação admisśıveis nas correspondentes escalas. Embora a expressão matemática
deste prinćıpio se mantenha, o enunciado aqui é modificado em função do conceito de
compatibilidade, ou seja, assumindo que os tensores taxas de deformação ε̇ e ε̇µ da macro
e microescala respectivamente são compat́ıveis, então a seguinte identidade deve ser satis-
feita

σ · ε̇ =
1
Vµ

∫

Ωµ

σµ · ε̇µ dy ∀σµ estaticamente equilibrado, (5.5.3)

onde o tensor σµ está relacionado com σ por meio da (5.5.1). Viu-se na formulação
primal que este prinćıpio afeta o conceito de equiĺıbrio, acarretando certas conseqüências
sobre os carregamentos admisśıveis e a sua relação com o espaço das ações de movimento
cinematicamente admisśıveis. Logo, na formulação dual este prinćıpio afeta, da mesma
forma, à estrutura do conjunto dos esforços estaticamente equilibrados e do espaço dos
esforços auto-equilibrados.

Ao trabalhar com uma formulação dual viu-se que a quantidade que comanda o
problema é o estado de tensão, ao ponto de que o problema de compatibilidade no EVR
deve ser formulado dentro do conjunto dos denominados campos de tensão estaticamente
equilibrados. Em função do conceito de tensão homogeneizada, os campos admisśıveis são
aqueles que satisfazem a (5.5.1). Portanto, o conjunto dos esforços internos estaticamente
equilibrados fica definido como

T µ =
{

τµ ∈ W ′
µ;

∫

Ωs
µ

τµ · (∇yη)s dy =
∫

Ωs
µ

b · η dy +
∫

Γµ

te · η dΓ

+
∫

Γsv
µ

tv · η dΓ ∀η ∈ Vµ

}
, (5.5.4)

onde

W ′
µ =

{
τµ ∈ W ′;

∫

Ωµ

τµ dy = Vµσ

}
. (5.5.5)

Considere então o prinćıpio de Hill–Mandel visto acima a partir do qual, sabendo a relação
entre os tensores ε e εµ ambos compat́ıveis, resulta

Vµσ · ε̇ =
∫

Ωµ

σ · ε̇µ dy =
∫

Ωµ

σµ · ε̇µ dy ∀σµ estaticamente equilibrado. (5.5.6)
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Da definição do conjunto T µ, e usando a (5.5.6) tem-se que

∫

Ωµ

τµ · (∇yη)s dy =
∫

Ωµ

σ · (∇yη)s dy =
∫

Ωs
µ

b · η dy +
∫

Γµ

te · η dΓ ∀η ∈ Vµ, (5.5.7)

e usando a fórmula de Green e sabendo que σ é constante no EVR resulta

∫

Ωµ

σ · (∇yη)s dy = −
∫

Ωµ

divy σ · η dy +
∫

Γµ

σn · η dΓ =
∫

Γµ

σn · η dΓ =
∫

Ωs
µ

b · η dy +
∫

Γµ

te · η dΓ ∀η ∈ Vµ. (5.5.8)

Assumindo que os conjuntos aos quais pertencem os carregamentos b e te são respectiva-
mente Zb e Zte , então a expressão (5.5.8) implica que o espaço Vµ deve ser tal que seus
elementos satisfaçam

η ∈ (Zb)⊥,

η|Γµ
∈ (−σn|Γµ

+ Zte)⊥,
(5.5.9)

onde −σn|Γµ
é um elemento constante que produz uma translação de Zte , a qual se

denomina Zt
te . Ou seja, o espaço das variações admisśıveis Vµ deve ser ortogonal ao

conjunto onde se encontram as forças de corpo b e ao mesmo tempo ortogonal, sobre Γµ,
ao conjunto das trações deslocado em um elemento constante. Voltando à definição do
conjunto T µ, e incluindo a restrição imposta pelo prinćıpio de Hill–Mandel obtém-se o
novo conjunto T d

µ definido como

T d
µ =

{
τµ ∈ W ′

µ;
∫

Ωs
µ

τµ · (∇yη)s dy =
∫

Γsv
µ

tv · η dΓ ∀η ∈ Vd
µ

}
, (5.5.10)

onde
Vd

µ = {η ∈ Vµ; η ∈ (Zb)⊥; η|Γµ
∈ (Zt

te)⊥}. (5.5.11)

O fato a ser frisado aqui é que o espaço Vd
µ fica atrelado às caracteŕısticas escolhidas para o

carregamento (b, te). Segue-se então que cada modelo multiescala dual depende da forma
assumida para estes carregamentos.

Com esta definição para o conjunto dos esforços estaticamente equilibrados assegura-
se que o prinćıpo de Hill–Mandel é satisfeito. Aqui também tem-se considerado a con-
tribuição do domı́nio Ωv

µ por meio da tração tv. Conseqüentemente, o espaço dos esforços
auto-equilibrados define-se a partir de tomar a diferença entre elementos do conjunto T d

µ,
isto é

Sd
µ =

{
τµ ∈ W ′

µo
;
∫

Ωs
µ

τµ · (∇yη)s dy = 0 ∀η ∈ Vd
µ

}
, (5.5.12)

com

W ′
µo

=

{
τµ ∈ W ′;

∫

Ωµ

τµ dy = 0

}
. (5.5.13)

Assim sendo, qualquer escolha do par (b, te) é posśıvel, e em função disto o espaço Vd
µ fica

caracterizado segundo a (5.5.11) de forma que o prinćıpio de Hill–Mandel seja satisfeito,
o que determina a forma final do espaço Sd

µ e do conjunto T d
µ.
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5.5.2 O problema de multiescala dual geral

Da teoria vista na Seção 5.4.3 e utilizando as idéias apresentadas na seção anterior
é posśıvel estabelecer o problema de multiescala dual. Para isto utiliza-se a noção de
compatibilidade da deformação, com o qual resulta que o problema de microescala, para
o ponto x ∈ Ω, em termos do campo de tensão σµ é o seguinte:

Problema 5.4. Dada uma história de tensão σt e um carregamento externo definido pelo
par (b, te), encontre o campo de tensão σµ ∈ T d

µ tal que
∫

Ωs
µ

F−1
µ (σt

µ) · τ dy = 0 ∀τ ∈ Sd
µ, (5.5.14)

onde Sd
µ e T d

µ ficam caracterizados uma vez dada a forma do carregamento externo. Logo,
calcule a deformação homogeneizada ε usando a (5.5.2).

Vê-se aqui que não se impõem condições sobre o espaço Vd
µ, em tal caso as mesmas

são obtidas como função de (b, te). O Problema 5.4 aqui apresentado define então um
operador constitutivo inverso F−1 no seguinte sentido

F−1 :Uσt → Uε,

σt 7→ F−1(σt) = ε.
(5.5.15)

Para fechar o problema de microescala deve ser fornecido um comportamento constitutivo
para o material do EVR. Para isto recorre-se à teoria constitutiva fenomenológica que
estabelece, neste caso, que existe um operador constitutivo inverso F−1

µ tal que

F−1
µ :Uσt

µ
→ Uεµ ,

σt
µ 7→ F−1

µ (σt
µ) = εµ.

(5.5.16)

5.6 Modelos espećıficos de multiescala duais

Em contrapartida ao feito na Seção 5.2, aqui apresentam-se os diversos modelos de
multiescala baseados, agora, na escolha do conjunto Zb × Zte ao qual pertence o par
(b, te) e que acaba definindo o espaço Vd

µ. Assim, geram-se as quatro classes de modelos
já vistas e que se repetem aqui por conveniência:

i. modelo dual do modelo de Taylor;

ii. modelo dual do modelo de flutuação nula;

iii. modelo dual do modelo de flutuação periódica;

iv. modelo dual do modelo de mı́nima restrição cinemática.

Aqui a enumeração foi dada de acordo a como foram apresentados estes modelos an-
teriormente. Ver-se-á que neste caso a forma de apresentar os modelos inverte-se já que
agora começa-se por aquele que possui um conjunto de esforços estaticamente equilibrados
arbitrário e avança-se incorporando restrições sobre este conjunto. Logo, os espaços dos
esforços auto-equilibrados definidos em cada caso são tais que são satisfeitas as seguintes
inclusões

(Zb ×Zte)M ⊂ (Zb ×Zte)P ⊂ (Zb ×Zte)N ⊂ (Zb ×Zte)T , (5.6.1)

de forma que
VT

µ ⊂ VN
µ ⊂ VP

µ ⊂ VM
µ , (5.6.2)
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onde foi eliminado o ı́ndice d. Além disso os ı́ndices T , N , P e M estão na mesma ordem
dos modelos acima mencionados, tendo utilizado a notação correspondente ao problema
primal. Observe que o modelo dual do modelo de Taylor continua sendo aquele cujo
comportamento é mais ŕıgido, porém agora é definido como aquele que mais liberdade
possui em termos dos carregamentos externos. Por outro lado, o modelo dual do modelo
de mı́nima restrição cinemática é o de comportamento menos ŕıgido e, em contraposição
é aquele que fica caracterizado por esforços externos mais restritos.

Assim, fixado o comportamento constitutivo na microescala mediante o operador
constitutivo inverso F−1

µ e a natureza da tração tv, o modelo de Taylor dá como resultado
o material cujo comportamento constitutivo macroscópico (F−1)T é mais ŕıgido, enquanto
que o modelo de mı́nima restrição cinemática é o de comportamento constitutivo (F−1)M

menos ŕıgido. Nas seções que seguem abordam-se as principais caracteŕısticas de cada um
destes modelos, manifestando a correspondência com os modelos primais.

5.6.1 Modelo dual do modelo de Taylor

O modelo de multiescala dual do modelo de Taylor (modelo denominado T anterior-
mente) obtém-se escolhendo o conjunto (Zb×Zte)T o mais amplo posśıvel. Assim sendo,
o mesmo fica definido como

(Zb ×Zte)T = {(b, te) ∈ V ′
µ;b e te arbitrários}. (5.6.3)

Logo, o espaço Vd
µ, denominado agora VT

µ , deve adotar a seguinte forma

VT
µ = {0}, (5.6.4)

tal que se satisfaça a (5.5.9). Neste caso os elementos do conjunto dos esforços estatica-
mente equilibrados, chamado T T

µ , satisfazem a restrição variacional de forma trivial, posto
que o elemento nulo é ortogonal a qualquer conjunto. Com efeito, os esforços estaticamente
equilibrados e os auto-equilibrados são tais que

T T
µ = {τµ ∈ W ′

µ},
ST

µ = {τµ ∈ W ′
µo
}. (5.6.5)

Daqui obtém-se que os elementos em T T
µ satisfazem

∫

Ωµ

τµ dy = Vµσ, (5.6.6)

enquanto que os elementos em ST
µ são, simplesmente, tais que

∫

Ωµ

τµ dy = 0. (5.6.7)

Assim, de forma natural caracterizou-se o espaço VT
µ como o elemento nulo, recuperando

a particularidade do modelo de Taylor vista na Seção 5.2.1, ao mesmo tempo que se pode
afirmar que o conjunto T T

µ e o espaço ST
µ são os mais amplos posśıveis, sempre respeitando

a restrição do valor médio.
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5.6.2 Modelo dual do modelo de flutuação nula

Considere agora que a força de corpo b e a tração sobre a fronteira te pertencem ao
conjunto (Zb ×Zte)N definido como

(Zb ×Zte)N = {(b, te) ∈ V ′
µ; b = 0; te arbitrário}. (5.6.8)

Portanto, o espaço Vd
µ, denominado VN

µ , deve ser tal que

VN
µ = {η ∈ Vµ; η|Γµ

= 0}, (5.6.9)

de forma que o prinćıpio de Hill–Mandel, através da (5.5.9), seja satisfeito. Com esta es-
colha os esforços estaticamente equilibrados e os auto-equilibrados estão, respectivamente,
em

T N
µ =

{
τµ ∈ W ′

µ;
∫

Ωs
µ

τµ · (∇yη)s dy = 0 ∀η ∈ VN
µ

}
,

SN
µ =

{
τµ ∈ W ′

µo
;
∫

Ωs
µ

τµ · (∇yη)s dy = 0 ∀η ∈ VN
µ

}
.

(5.6.10)

Daqui segue-se que os esforços em T N
µ satisfazem

∫

Ωµ

τµ dy = Vµσ,

divy τµ = 0 em Ωs
µ,

τµn|Γµ
arbitrário,

(5.6.11)

enquanto que aqueles em SN
µ são tais que

∫

Ωµ

τµ dy = 0,

divy τµ = 0 em Ωs
µ,

τµn|Γµ
arbitrário.

(5.6.12)

Assim sendo, mais uma vez foi posśıvel caracterizar naturalmente o espaço VN
µ , recu-

perando a particularidade do modelo de flutuação nula na fronteira vista na Seção 5.2.2.

5.6.3 Modelo dual do modelo de flutuação periódica

Para este modelo recorre-se novamente às configurações do EVR com estrutura
periódica mostradas na Figura 5.2. Como nos casos anteriores, o modelo é constrúıdo
realizando hipóteses sobre a forma do carregamento externo na microescala. Considere
então que o par (b, te) pertence ao conjunto (Zb ×Zte)P definido como

(Zb×Zte)P = {(b, te) ∈ V ′
µ; b = 0; (−σn|Γµ

+te)|Γ+
i

= −(−σn|Γµ
+te)|Γ−i , ∀i}, (5.6.13)

ou seja que −σn|Γµ
+ te é anti-periódico. Este conjunto permite obter o modelo dual do

modelo de flutuação periódica (modelo denominado P anteriormente), posto que neste
caso o espaço Vd

µ, chamado aqui VP
µ , possui a seguinte forma

VP
µ = {η ∈ Vµ; η|Γ+

i
= η|Γ−i ∀i}. (5.6.14)
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Só assim é posśıvel afirmar que o modelo não viola o prinćıpio de Hill–Mandel. Logo, o
conjunto dos esforços estaticamente equilibrados e dos auto-equilibrados, correspondente-
mente, resultam

T P
µ =

{
τµ ∈ W ′

µ;
∫

Ωs
µ

τµ · (∇yη)s dy = 0 ∀η ∈ VP
µ

}
,

SP
µ =

{
τµ ∈ W ′

µo
;
∫

Ωs
µ

τµ · (∇yη)s dy = 0 ∀η ∈ VP
µ

}
.

(5.6.15)

Portanto, os esforços em T P
µ satisfazem

∫

Ωµ

τµ dy = Vµσ,

divy τµ = 0 em Ωs
µ,

τµn|Γ+
i

= −τµn|Γ−i ∀i,
(5.6.16)

enquanto que os esforços em SP
µ são tais que
∫

Ωµ

τµ dy = 0,

divy τµ = 0 em Ωs
µ,

τµn|Γ+
i

= −τµn|Γ−i ∀i.
(5.6.17)

5.6.4 Modelo dual do modelo de mı́nima restrição cinemática

Por último, considere que a força de corpo b e a tração te estão no conjunto (Zb ×
Zte)M definido como

(Zb ×Zte)M = {(0, 0)}. (5.6.18)

Escolhendo este tipo de carregamento, que é o mais restrito de todos, é posśıvel reconstruir
o modelo dual do modelo de mı́nima restrição cinemática posto que, para que o prinćıpio
de Hill–Mandel dual seja satisfeito, o espaço Vd

µ, denominado aqui VM
µ , fica definido como

segue

VM
µ =

{
η ∈ Vµ;

∫

Γµ

(η ⊗ n)s dΓ = 0

}
. (5.6.19)

Isto é devido a que, sendo te = 0, η ∈ VM
µ deve ser ortogonal ao vetor constante σn|Γµ

,
resultando na restrição já vista sobre a cinemática do modelo da Seção 5.2.4.

Por último, o conjunto dos esforços estaticamente equilibrados e auto-equilibrados
são os seguintes

T M
µ =

{
τµ ∈ W ′

µ;
∫

Ωs
µ

τµ · (∇yη)s dy = 0 ∀η ∈ VM
µ

}
,

SM
µ =

{
τµ ∈ W ′

µo
;
∫

Ωs
µ

τµ · (∇yη)s dy = 0 ∀η ∈ VM
µ

}
,

(5.6.20)
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e, logo, os esforços em T M
µ satisfazem

∫

Ωµ

τµ dy = Vµσ,

divy τµ = 0 em Ωs
µ,

τµn|Γµ
= σn|Γµ

,

(5.6.21)

e os esforços em SM
µ satisfazem

∫

Ωµ

τµ dy = 0,

divy τµ = 0 em Ωs
µ,

τµn|Γµ
= σn|Γµ

.

(5.6.22)

5.7 Comentários finais

Segundo foi mostrado na primeira e na segunda parte deste caṕıtulo, diferentes
modelos de multiescala são obtidos ao especificar diferentes restrições de caráter cinemático
(no modelo primal) ou diferentes tipos de carregamentos externos (no modelo dual). Em
outras palavras, obtêm-se diferentes operadores constitutivos em função da forma como
se coloca o problema na microescala.

Na primeira parte do caṕıtulo pôde ser visto que o comportamento constitutivo de
um material quando usado um modelo constitutivo multiescala dependia da cinemática
fornecida ao modelo na microescala. Neste sentido, quanto mais livre está o espaço das
variações admisśıveis das flutuações do campo de deslocamento no EVR então menos
ŕıgido resulta o comportamento do material modelado. Além do mais, viu-se ainda que
à medida que o espaço das ações de movimento era maior, resultava menor o conjunto
dos esforços internos no EVR. Isto ficou de manifesto na segunda parte deste caṕıtulo
ao tratar o problema dual. Observou-se na formulação dual que, contrariamente à for-
mulação primal, à medida que os carregamentos externos que definem o problema de
compatibilidade sobre o EVR estão em um conjunto maior, o comportamento do material
modelado é mais ŕıgido. Com efeito, à medida que foi progressivamente restringindo-se
o conjunto dos carregamentos externos obteve-se um aumento no tamanho do espaço das
ações de movimento admisśıveis com as quais se define o conceito de esforços estaticamente
equilibrados e auto-equilibrados.

Outro aspecto importante a ser salientado é o papel que possui o prinćıpio de
Hill–Mandel. Enquanto que na formulação primal este prinćıpio restringe, de forma con-
seqüente, o sistema de cargas do EVR diretamente no ńıvel do problema de equiĺıbrio, na
formulação dual este prinćıpio restringe, também de forma natural, o espaço das variações
admisśıveis com o qual se definem os conceitos de esforços estaticamente equilibrados e
auto-equilibrados. A razão disto encontra-se na própria natureza da formulação dual,
que estabelece que o conceito de equiĺıbrio agora é uma restrição inerente do conjunto
de esforços estaticamente equilibrados. Logo, vê-se que a forma como este prinćıpio f́ısico
afeta a natureza do problema na microescala é a mesma independentemente do tipo de for-
mulação. Entretanto, apesar do prinćıpio de Hill–Mandel estar representado exatamente
pela mesma expressão para as duas formulações, o que é razoável, o enunciado do mesmo
muda adaptando-se ao contexto que lhe cabe dentro de cada uma das formulações.
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Contribuições do caṕıtulo

A teoria apresentada na primeira parte deste caṕıtulo, que vai até a Seção 5.3 inclu-
sive, não é contribuição da tese. Entretanto, considera-se importante ter feito a revisão
destes conceitos teóricos a fim de proporcionar um contexto adequado dentro do qual se
realizam as contribuições do caṕıtulo. Tais contribuições correspondem-se com o mate-
rial desenvolvido a partir da Seção 5.4, tratando o problema de multiescala via conceitos
variacionais de dualidade. Nem todos os resultados foram plasmados em publicações ainda.
Com efeito, o trabalho relacionado à parte do caṕıtulo que trata a dualidade em multiescala
encontra-se em processo de desenvolvimento. Entretanto, houve produção já que as idéias
teóricas da primeira parte do caṕıtulo constituem a base teórica da publicação [51] e de
um trabalho resumido apresentado em congresso, os quais são:

• S.M. Giusti, P.J. Blanco, E.A. Souza Neto e R.A. Feijóo, An assessment of the
Gurson yield criterion by a computational multi-scale approach, Aceito para ser pu-
blicado em Engng. Comput., 2008.

• S.M. Giusti, P.J. Blanco, E.A. Souza Neto e R.A. Feijóo, Multiscale modelling of
ductile porous metals: determination of macroscopic yield surfaces, Anais do ENIEF
2007. Córdoba, Argentina, 2007.





Caṕıtulo 6

Implementação computacional dos
modelos de multiescala

Introdução

Na última década, o uso de ferramentas computacionais e anaĺıticas baseadas no
uso de múltiplas escalas para predizer comportamentos constitutivos de materiais com-
plexos tem sido matéria de intensivo estudo. Uma aplicação interessante do conceito de
multiescala pode ser, por exemplo, a estimação de parâmetros efetivos definidos no ńıvel
do problema no cont́ınuo macroscópico para uma dada resposta constitutiva a partir da
análise do elemento de volume representativo [60, 66, 105, 107]. Um outro exemplo pode
ser o desenvolvimento de modelos de multiescala visando modelar um comportamento
dissipativo mediante a homogeneização da resposta constitutiva obtida no problema do
cont́ınuo microscópico. Neste caso a resposta na macroescala é substitúıda diretamente
pela obtenção das quantidades do problema da microescala [85, 112, 113, 154].

Com relação à primeira classe de exemplos mencionada no parágrafo anterior, o
trabalho [60] merece atenção especial. Neste trabalho cotas superiores para a localização
das superf́ıcies de fluência são obtidas de forma semi-anaĺıtica, baseando-se no estudo do
colapso plástico de um elemento de volume representativo poroso com comportamento li-
near elástico–perfeitamente plástico. Este colapso plástico ocorre na microcélula de estudo
segundo um mecanismo assumido, o que de alguma forma constitui um elemento limitante
apesar dos bons resultados e da boa capacidade de representação f́ısica do método. Dentre
outros, análises de materiais porosos, no contexto da abordagem multiescala, foi levada a
cabo em [46, 106].

Um dos objetivos deste caṕıtulo é implementar computacionalmente os modelos de
multiescala primais desenvolvidos no Caṕıtulo 5. Feito isto propõe-se tratar dois exemplos
que mostram a potencialidade desta classe de técnicas. O primeiro caso baseia-se em
caracterizar as superf́ıcies de colapso plástico de um material poroso elasto–plástico sob
critério de von Mises, como o empregado em [60]. Pretende-se estudar também como o
critério de colapso plástico proposto em [60] se comporta frente aos resultados obtidos por
cada uma das predições numéricas computadas com os modelos que empregam a abor-
dagem computacional de multiescala vistos anteriormente. Este constitui de fato um dos
propósitos fundamentais do caṕıtulo. A principal diferença com [60] é que não se assume
a existência de nenhum tipo de mecanismo de colapso predeterminado da microcélula. De
forma complementar, a resposta constitutiva macroscópica não é só obtida para o caso de
um poro centrado na microcélula, mas também para uma situação de um arranjo de três
poros por microcélula. Estes dois últimos aspectos mencionados constituem respectivas
generalizações dos resultados obtidos em [60]. Como corolário deste exemplo pode-se
mencionar a análise de sensibilidade da resposta constitutiva homogeneizada frente às
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mudanças na colocação do problema de microescala que levam de um modelo constitutivo
a outro (modelo de Taylor, de flutuação nula, etc.). Por último, esta técnica de modelagem
constitutiva é aplicada a um caso de interesse em hemodinâmica. Este segundo exemplo
visa o estudo do comportamento constitutivo da parede arterial. O caso está motivado não
só pelo seu uso no problema de interação fluido–estrutura, mas também na própria carac-
terização dos elementos que conformam a estrutura do tecido da parede arterial. Assim
sendo, o objetivo deste último exemplo é analisar como se pode modelar o comportamento
da parede arterial considerando diferentes componentes constituintes como serem elastina e
colágeno. Para isto tomam-se, como ponto de partida, os resultados apresentados em [167]
e estes são reproduzidos de forma qualitativa empregando uma abordagem via modelagem
multiescala similar à adotada em [144].

Este caṕıtulo está organizado como segue. Na Seção 6.1 recolocam-se os quatro mo-
delos de multiescala primais obtidos no Caṕıtulo 5 e se fornece, na Seção 6.2, o detalhe da
implementação computacional assim como a construção dos espaços empregados em cada
modelo. Na Seção 6.3 apresentam-se alguns resultados obtidos das simulações numéricas
realizadas. Ali comparam-se os resultados dados em [60] com os aqui computados, e
propõe-se uma extensão para a forma anaĺıtica da localização da superf́ıcie de colapso
plástico do material em questão. Na Seção 6.4 desenvolve-se um exemplo numérico que
mostra como é posśıvel efetuar a modelagem da parede arterial considerando múltiplos
componentes e empregando técnicas de multiescala. Por último, na Seção 6.5 fecha-se o
caṕıtulo com alguns comentários finais.

6.1 O problema microestrutural

Nesta seção revisita-se o problema geral de multiescala e os seus elementos com-
ponentes assim como os quatro modelos primais obtidos no Caṕıtulo 5 que surgem ao
escolher diferentes cinemáticas para o problema na microescala. Além disso, especifica-se
o modelo constitutivo escolhido para o material que compõe a microestrutura antes de
abordar os exemplos numéricos na Seção 6.3. Por último, descreve-se o algoritmo de
integração numérica empregado no tratamento do comportamento elasto–plástico.

6.1.1 Formulação do problema microestrutural

No Caṕıtulo 5 viu-se que o problema que introduz o conceito de equiĺıbrio na mi-
croestrutura, dentro do contexto da modelagem constitutiva via métodos de multiescala,
está estreitamente ligado ao prinćıpio de Hill–Mandel enunciado na Seção 5.1.3. Assim,
dada uma história de deformação εt vinda da macroescala, o problema no EVR consiste
em resolver o Problema 5.1 que é repetido aqui por conveniência:

Problema 6.1. Dada uma história de deformação εt, encontre a flutuação do campo de
deslocamentos ũµ ∈ Vµ tal que

∫

Ωs
µ

Fµ(εt + ((∇yũµ)s)t) · (∇yη)s dy =
∫

Γsv
µ

tv · η dΓ ∀η ∈ Vµ, (6.1.1)

onde Vµ deve satisfazer as condições discutidas na Seção 5.1.3, e logo depois é preciso
calcular a tensão homogeneizada σ usando a (5.1.7).

Para satisfazer o prinćıpio de Hill–Mandel, lembre-se que deve ser Vµ ⊂ K̃m
µ com

K̃m
µ =

{
ṽµ ∈ U ;

∫

Γµ

(ṽµ ⊗ n)s dΓ = 0
}

. (6.1.2)
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Esta forma de apresentar o problema é resultado de ter formulado a teoria em ter-
mos da média volumétrica do tensor de deformação. Assim, a cada ponto do cont́ınuo
macroscópico é associado um elemento de volume representativo que caracteriza à mi-
croestrutura. Além disso, o problema fica posto em termos da flutuação ũµ devido a ter
decomposto convenientemente o campo de deslocamentos na microescala.

Considere que foi explicitado o operador constitutivo do material na microestrutura
Fµ, e suponha que um espaço Vµ foi escolhido e o problema na microescala foi resolvido.
Logo, com a solução calcula-se a tensão na microescala σµ = Fµ(εt + ((∇yũµ)s)t) e
finalmente esta é homogeneizada como segue

σ =
1
Vµ

∫

Ωµ

Fµ(εt + ((∇yũµ)s)t) dy, (6.1.3)

caracterizando o operador constitutivo de macroescala F definido implicitamente por meio
do problema acima enunciado. A forma de abordar os exemplos numéricos segue exata-
mente esta linha, isto é, assume-se um tensor εt conhecido que, em particular nos exemplos
tratados nas seções seguintes, não depende da história. Depois resolve-se o problema no
EVR escolhendo os diversos espaços Vµ e logo homogeneiza-se a tensão σµ para recuperar
a tensão σ.

6.1.2 Modelos de multiescala primais revisitados

Somente para fazer o caṕıtulo auto-contido, lembre que os modelos de multies-
cala constrúıdos no Caṕıtulo 5 eram definidos fornecendo a cinemática através do espaço
Vµ ⊂ K̃m

µ . Assim, o modelo de Taylor é obtido escolhendo simplesmente

VT
µ = {0}. (6.1.4)

Este modelo não requer resolver, de fato, nenhum problema na microestrutura posto
que o que se assume é que a solução depende exclusivamente da deformação ε vinda
da macroescala. O modelo de flutuação nula é constrúıdo escolhendo

VN
µ = {ṽµ ∈ U ; ṽµ|Γµ

= 0}. (6.1.5)

Já, ao deixar livre a flutuação no interior do domı́nio é preciso resolver o Problema 6.1
correspondente à microescala. Neste caso o problema discreto decorrente, quando abor-
dado pelo método dos elementos finitos, cai dentro do tratamento clássico com respeito à
construção dos espaços de funções de aproximação. Por sua parte, o modelo de flutuação
periódica, em uma geometria com estrutura periódica, constrói-se ao estabelecer que

VP
µ = {ṽµ ∈ U ; ṽµ|Γ+

i
= ṽµ|Γ−i , ∀i}. (6.1.6)

Neste caso também é preciso resolver o Problema 6.1, porém, ao contrário do caso anterior,
o método dos elementos finitos deriva em uma situação levemente mais complexa com
respeito à implementação. Isto é discutido mais na frente na Seção 6.2. Por último, o
modelo de mı́nima restrição cinemática é obtido mediante a seguinte escolha

VM
µ =

{
ṽµ ∈ U ;

∫

Γµ

(ṽµ ⊗ n)s dΓ = 0
}

. (6.1.7)

Neste caso mais uma vez precisa-se resolver o Problema 6.1. No entanto, o problema
aproximado decorrente não resulta em uma implementação clássica dentro do contexto do
método dos elementos finitos, segundo será visto na Seção 6.2.
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6.1.3 Resposta constitutiva na microescala

Parte dos exemplos numéricos apresentados ao longo deste caṕıtulo tem por objetivo
estudar o comportamento de um material cuja microestrutura pode ser modelada de forma
razoável empregando um material poroso cuja resposta constitutiva é elasto–plástica. A
seguir introduzem-se de forma rápida alguns elementos clássicos na teoria constitutiva da
elasto–plasticidade.

No tratamento do fenômeno de plasticidade é usual decompor o tensor de deformação
de forma aditiva como segue

ε = εe + εp, (6.1.8)

onde εe e εp são as contribuições elástica e plástica da deformação.
Para determinar se o material está em regime de escoamento ou em regime elástico

define-se o denominado critério de fluência. O critério aqui empregado é o de von Mises
que determina que o material pode se deformar plasticamente se o segundo invariante da
componente desviadora do tensor de tensão I2(σd) atinge um determinado valor. Uma
das formas alternativas de definir a função de fluência para este critério é a seguinte

Φ(σ) = q(σ)− σY , (6.1.9)

onde Φ é a função de fluência, σY é a denominada tensão limite do material e

q(σ) =

√
3
2
σd · σd. (6.1.10)

Lembre, da teoria da plasticidade, que o escoamento plástico pode ocorrer somente quando
Φ(σ) = 0. Assim, as tensões admisśıveis são tais que Φ(σ) ≤ 0, enquanto que a deno-
minada superf́ıcie de fluência é a hiper-superf́ıcie, no espaço de tensões, daqueles pontos
tais que Φ(σ) = 0. Além disso, se σY depende do grau de deformação plástica então se
diz que o material sofre endurecimento por deformação plástica. Nos casos tratados aqui
σY é constante, modelando assim um comportamento chamado perfeitamente plástico, ou
seja, sem qualquer endurecimento. Por outro lado, precisa-se de uma lei que governe o
escoamento plástico ε̇p. Os denominados modelos associativos estabelecem que

ε̇p = γ̇
∂Φ
∂σ

, (6.1.11)

onde γ̇ é chamado multiplicador plástico. A forma como evolui o estado do material está
complementada pelas seguintes condições de carga/descarga (também conhecidas como de
complementariedade linear)

Φ ≤ 0 γ̇ ≥ 0 Φγ̇ = 0. (6.1.12)

Logo, dada a função de fluência (6.1.9), e sabendo que o critério aqui apresentado se
enquadra dentro dos comportamentos plásticos denominados associativos (quando o vetor
de fluxo plástico deriva da própria Φ), então o modelo constitutivo associativo de von
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Mises elástico linear e perfeitamente plástico resume-se no seguinte conjunto de equações

ε = εe + εp,

σ =
[

E

2(1 + ν)
(I⊗ I) +

2Eν

(1 + ν)(1− 2ν)
I
]
εe,

σd = σ − 1
3

trσ,

Φ =

√
3
2
σd · σd − σY ,

ε̇p = γ̇

√
3
2

1√
σd · σd

σd,

Φ ≤ 0 γ̇ ≥ 0 Φγ̇ = 0,

(6.1.13)

onde I é o tensor identidade de quarta ordem. Note que o escoamento plástico não possui
componente hidrostática, pelo que se diz que o critério empregado é insenśıvel à pressão.

Evidentemente esta resposta constitutiva é não linear e requer um tratamento es-
pecial para inseri-la no contexto de um esquema incremental no método dos elementos
finitos. Isto é analisado a seguir.

6.1.4 Algoritmo de integração numérica

Dada uma deformação elástica εe em um instante to dado, e dada a história de de-
formação ε em um intervalo de pseudo-tempo [to, t], o conjunto de equações (6.1.13) implica
obter nesse intervalo o valor das quantidades εe, γ̇ e σ. Empregando uma discretização
de Euler totalmente impĺıcita resulta um problema incremental entre os pseudo-instantes
tn e tn+1. O problema consiste, dada a deformação elástica εe

n em tn e dado o incremento
na deformação ∆ε no intervalo [tn, tn+1], em encontrar εe

n+1, ∆γ e σn+1 tais que

εe
n+1 = εe

n + ∆ε−∆γ

√
3
2

1√
σd

n+1 · σd
n+1

σd
n+1,

σn+1 =
[

E

2(1 + ν)
(I⊗ I) +

2Eν

(1 + ν)(1− 2ν)
I
]
εe

n+1,

σd
n+1 = σn+1 − 1

3
trσn+1,

Φn+1 =

√
3
2
σd

n+1 · σd
n+1 − σY ,

Φn+1 ≤ 0 ∆γ ≥ 0 Φn+1∆γ = 0,

(6.1.14)

onde ∆(·) = (·)n+1−(·)n. Este problema não constitui um problema de valor inicial clássico
devido às restrições que devem ser satisfeitas. Para resolver o problema observe que são
duas as possibilidades com respeito ao valor de ∆γ. Primeiro suponha que ∆γ = 0, em
tal caso não há escoamento plástico e o incremento é puramente elástico, portanto εe

n+1 =
εe

n + ∆ε e, além disso, deve-se manter a restrição Φn+1 ≤ 0, onde σn+1 depende de εe
n+1

como explicitado em (6.1.14)2. Considere agora ∆γ > 0, então εe
n+1 é exatamente como

na (6.1.14)1 além de ser necessário satisfazer Φn+1 = 0. A questão então é construir um
procedimento que permita discernir qual das duas possibilidades é a solução do problema
incremental. Aqui emprega-se o conhecido método de dois passos com um primeiro passo
de predição elástico e um segundo passo de correção plástico, o qual é descrito a seguir.

• Passo preditor elástico. O objetivo deste passo é obter uma tensão de teste e ver
se é admisśıvel, ou seja, se está no domı́nio elástico ou mesmo sobre a superf́ıcie de
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fluência. Seja ∆γ = 0 e calcule

εe teste
n+1 = εe

n + ∆ε,

σteste
n+1 =

[
E

2(1 + ν)
(I⊗ I) +

2Eν

(1 + ν)(1− 2ν)
I
]
εe teste

n+1 .
(6.1.15)

Se este estado é tal que

Φteste
n+1 =

√
3
2
σd teste

n+1 · σd teste
n+1 − σY ≤ 0, (6.1.16)

então a solução é válida já que está no domı́nio elástico ou sobre a superf́ıcie de
fluência. Logo é

εe
n+1 = εe teste

n+1 ,

σn+1 = σteste
n+1 ,

(6.1.17)

e o cálculo finaliza. Caso contrário o estado de tensão deve ser corrigido, para o qual
se realiza o seguinte passo.

• Passo corretor plástico. O objetivo deste passo é devolver um estado de tensão não
admisśıvel à superf́ıcie de fluência que, neste caso de plasticidade perfeita, permanece
sempre fixa. Nesta situação resolve-se, nas incógnitas εe

n+1, σn+1 e ∆γ, o seguinte
sistema de equações

εe
n+1 = εe teste

n+1 −∆γ

√
3
2

1√
σd

n+1 · σd
n+1

σd
n+1,

σn+1 =
[

E

2(1 + ν)
(I⊗ I) +

2Eν

(1 + ν)(1− 2ν)
I
]
εe

n+1,

Φn+1 =

√
3
2
σd

n+1 · σd
n+1 − σY = 0,

(6.1.18)

junto com a restrição
∆γ > 0. (6.1.19)

Em particular, devido à invariância com respeito à componente hidrostática da
tensão, a (6.1.18) pode ser trabalhada empregando a seguinte relação entre σd

n+1

e σd teste
n+1 (ver [122])

σd
n+1 =

(
1− 3G∆γ

qteste
n+1

)
σd teste

n+1 , (6.1.20)

com G = E
2(1+ν) e qteste

n+1 =
√

3
2σd teste

n+1 · σd teste
n+1 . Substituindo a (6.1.20) na (6.1.18)3

resulta a seguinte equação escalar em ∆γ

Φn+1 =

√
3
2
σd teste

n+1 · σd teste
n+1 − 3G∆γ − σY = 0, (6.1.21)

que, neste caso, é linear na incógnita ∆γ.

Também calcula-se a denominada deformação plástica acumulada ε̄p através da expressão
˙̄εp = γ̇. Logo, esta acumulação obtém-se a partir de fazer ε̄p

n+1 = ε̄p
n +∆γ após cada passo

de cálculo.
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6.2 Aproximação pelo método dos elementos finitos

Nesta seção trata-se de forma detalhada a construção dos espaços de funções de
aproximação para o problema empregando o método dos elementos finitos. Isto é feito
com ênfase nos modelos de flutuação periódica e de mı́nima restrição cinemática pois estes
casos, em particular o último, merecem atenção especial por se tratarem de situações que
fogem à tradicional abordagem. Isto é devido às caracteŕısticas das restrições a serem
satisfeitas pelas variações admisśıveis, o que termina impactando na cinemática discreta
do problema aproximado. Por sua parte, o caso de flutuação nula no contorno do EVR
não é analisado posto que recai dentro do tratamento clássico do método dos elementos
finitos ao envolver condições de contorno tradicionais. Antes de nada descreve-se o tipo
de elemento empregado e o contexto não linear no qual se insere o problema. Finalmente,
vale a pena mencionar que o problema é tratado em duas dimensões e em coordenadas
cartesianas por simplicidade na apresentação.

6.2.1 Particularidades da aproximação empregada

Considere um espaço de dimensão finita denominado Vh
µ, o qual está caracterizado

por uma base de funções de aproximação de elementos finitos e que é adequadamente
constrúıda tal que Vh

µ ⊂ Vµ. Aqui assume-se que na discretização o domı́nio da mi-
crocélula é capturado de forma exata. Assim, o problema aproximado correspondente ao
Problema 6.1 no intervalo de pseudo-tempo [tn, tn+1] é o seguinte:

Problema 6.2. Dada uma deformação εn+1, encontre a flutuação do campo de desloca-
mentos ũh

µ
n+1 ∈ Vh

µ tal que
∫

Ωs
µ

Fh
µ(εn+1 + (∇yũh

µ
n+1)s) · (∇yηh)s dy =

∫

Γsv
µ

tv · ηh dΓ ∀ηh ∈ Vh
µ, (6.2.1)

onde Vh
µ ⊂ Vµ ⊂ K̃m

µ , e logo calcule a tensão σhn+1 como

σhn+1
=

1
Vµ

∫

Ωµ

Fh
µ(εn+1 + (∇yũh

µ
n+1)s) dy. (6.2.2)

O operador constitutivo Fh
µ do Problema 6.2 representa à contrapartida discreta

do conjunto de equações (6.1.13). No entanto, o problema aqui enunciado é ainda não
linear. A linearização realiza-se fazendo uso do método de Newton–Raphson a partir de
considerar iterações, denotadas pelo ı́ndice it, que envolvem incrementos da forma

ũh
µ

it+1 = ũh
µ

it + δũh
µ

it+1
. (6.2.3)

Isto deriva em uma série de problemas lineares que correspondem a cada iteração do
esquema incremental iterativo como segue:

Problema 6.3. Dada uma deformação εn+1, realize as iterações it = 1, 2, . . ., até que um
critério de convergência seja atingido, calculando o incremento na flutuação do campo de
deslocamentos δũh

µ
it+1 ∈ Vh

µ tal que
∫

Ωs
µ

Dh
µ

it
(∇yδũh

µ
it+1)s · (∇yηh)s dy = −

∫

Ωs
µ

σh
µ

it · (∇yηh)s dy ∀ηh ∈ Vh
µ, (6.2.4)
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onde

Dh
µ

it
=

dFh
µ

dε
(εn+1 + (∇yũh

µ
it)s),

σh
µ

it
= Fh

µ(εn+1 + (∇yũh
µ

it)s).
(6.2.5)

Logo, com a solução convergida após, digamos, it = K − 1 iterações faça

ũh
µ

n+1 = ũh
µ

K
, (6.2.6)

e, finalmente, calcule a tensão σhn+1 como

σhn+1
=

1
Vµ

∫

Ωµ

Fh
µ(εn+1 + (∇yũh

µ
n+1)s) dy. (6.2.7)

Seja N o número de nós da malha de elementos finitos. Os valores nodais cor-
respondentes às funções aproximadas ũh

µ
it+1 e ηh estão agrupados nos vetores Uit+1 =

[Uit+1
1 Uit+1

2 ]T e Θh = [Θh
1 Θh

2 ]T respectivamente, onde cada sub-vetor possui N compo-
nentes. Portanto escreve-se

ũh
µ

it+1 =
N∑

n=1

2∑

m=1

[Uit+1
m ]nφnem,

ηh =
N∑

n=1

2∑

m=1

[Θh
m]nφnem,

(6.2.8)

onde φn, n = 1, . . . , N , são as clássicas funções de elementos finitos cujo espaço denomina-
se Xh e é dado por

Xh = {φ ∈ C0(Ωs
µ); φ|e ∈ Q2, ∀e ∈ Ie}, (6.2.9)

onde Q2 denota o espaço de funções de interpolação quadrática no elemento quadrilátero
pertencente a uma malha de elementos finitos chamada Ie. Além disso, [·]n indica cada
uma das N componentes do vetor [·]. Logo, o Problema 6.3 deriva em um sistema de
equações lineares, com 2N incógnitas, da forma

[KitUit+1 − fit] ·Θh = 0 ∀Θh tal que ηh ∈ Vh
µ, (6.2.10)

com Kit e fit facilmente identificáveis da (6.2.4) após introduzir as formas de δũh
µ

it+1 e ηh

dadas pela (6.2.8).
Como dito antes, o modelo de multiescala de flutuação nula no contorno do EVR

não requer comentários adicionais pois se encaixa dentro da abordagem clássica do método
dos elementos finitos. Segue-se que

VN
µ

h
= [Xh]2 ∩ VN

µ , (6.2.11)

onde com o ı́ndice N deseja-se ressaltar que são os espaços de variações virtuais corres-
pondentes a flutuações nulas na fronteira do EVR. Suponha que há Ni nós no interior do
domı́nio Ωs

µ e Nc = N −Ni nós sobre o contorno Γµ. Então os vetores Uit+1 e Θh podem
ser divididos como segue

Uit+1 =
(

Uit+1
i

Uit+1
c

)
Θh =

(
Θh

i

Θh
c

)
, (6.2.12)

onde (·)i e (·)c referem a nós no interior e no contorno do domı́nio respectivamente, pos-
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suindo 2Ni e 2Nc elementos cada um deles. Por sua parte, cada um dos sub-vetores é
dividido em ((·)m)i e ((·)m)c, m = 1, 2, por se tratar de um problema em duas dimensões.
Logo, a interseção com o espaço VN

µ faz com que o espaço VN
µ

h adqüira a seguinte carac-
teŕıstica

Θh
c = 0,

Uit+1
c = 0,

(6.2.13)

e os graus de liberdade livres no problema são todas aquelas incógnitas associadas aos Ni

nós internos em Ωs
µ. De acordo com a seguinte forma de escrever o sistema (6.2.10) tem-se

[(
Kit

ii Kit
ic

Kit
ci Kit

cc

)(
Uit+1

i

Uit+1
c

)
−

(
fit

i

fit
c

)]
·
(

Θh
i

Θh
c

)
= 0 ∀Θh tal que ηh ∈ VN

µ
h
, (6.2.14)

e as incógnitas são obtidas fazendo Θh
c = 0, ou seja

[Kit
iiU

it+1
i − fit

i] ·Θh
i = 0 ∀Θh

i, (6.2.15)

que deriva, conseqüentemente, no seguinte sistema de equações lineares reduzido de 2Ni

graus de liberdade independentes

Kit
iiU

it+1
i = fit

i. (6.2.16)

Entretanto, para os modelos de flutuação periódica e de mı́nima restrição cinemática
as expressões equivalentes às anteriores mudam radicalmente. Logo, a identificação dos
graus de liberdade independentes requer, principalmente no último caso, uma análise
especial como é feito nas seções a seguir. A razão disto é que as respectivas restrições são
incorporadas diretamente nos espaços VP

µ
h e VM

µ
h, onde os ı́ndices P e M correspondem

aos modelos de flutuações periódicas na fronteira do EVR e de mı́nima restrição cinemática,
respectivamente. Uma outra abordagem posśıvel, porém não explorada aqui, é através do
uso de multiplicadores de Lagrange de forma a devolver o problema a espaços de elementos
finitos tradicionais.

6.2.2 Modelo discreto de flutuação periódica

Para este modelo, o espaço de dimensão finita VP
µ

h é como segue

VP
µ

h
= [Xh]2 ∩ VP

µ , (6.2.17)

com Xh dado pela (6.2.9). Para satisfazer esta interseção deve-se proceder como segue.
Dado que o modelo de flutuação periódica está baseado na relação entre pontos em cor-
respondência com a periodicidade, é conveniente decompor os vetores Uit+1 e Θh como
segue

Uit+1 =




Uit+1
i

Uit+1
+

Uit+1−


 Θh =




Θh
i

Θh
+

Θh−


 , (6.2.18)

onde (·)i se refere aos nós do interior do domı́nio Ωs
µ enquanto que (·)+ e (·)− denotam os

nós sobre cada uma das partes rećıprocas do contorno, denominadas Γ+ e Γ−, nas quais
há total correspondência entre pontos. Novamente no interior há 2Ni graus de liberdade,
enquanto que há 2N± graus de liberdade em cada parte do contorno Γ±, lembrando que
deve ser N+ = N− e N+ + N− = Nc, onde Nc é o número de nós no contorno. Com esta
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decomposição, o sistema (6.2.10) pode ser escrito como segue







Kit
ii Kit

i+ Kit
i−

Kit
+i Kit

++ Kit
+−

Kit−i Kit−+ Kit−−







Uit+1
i

Uit+1
+

Uit+1−


−




fit
i

fit
+

fit−





 ·




Θh
i

Θh
+

Θh−


 = 0

∀Θh tal que ηh ∈ VP
µ

h
. (6.2.19)

Assim sendo, no modelo de flutuação periódica pede-se que se satisfaça o seguinte

Θh
+ = Θh−,

Uit+1
+ = Uit+1−.

(6.2.20)

Introduzindo estas igualdades no sistema (6.2.19) resulta







Kit
ii Kit

i+ Kit
i−

Kit
+i Kit

++ Kit
+−

Kit−i Kit−+ Kit−−







Uit+1
i

Uit+1
+

Uit+1
+


−




fit
i

fit
+

fit−





 ·




Θh
i

Θh
+

Θh
+


 = 0

∀(Θh
i,Θh

+). (6.2.21)

O sistema pode ser escrito diretamente em termos dos graus de liberdade independentes
Uit+1

i e Uit+1
+, cada um com 2Ni e 2N+ incógnitas respectivamente, como segue

[(
Kit

ii Kit
i+ + Kit

i−
Kit

+i + Kit−i Kit
++ + Kit−+ + Kit

+− + Kit−−

)(
Uit+1

i

Uit+1
+

)

−
(

fit
i

fit
+ + fit−

)]
·
(

Θh
i

Θh
+

)
= 0 ∀(Θh

i,Θh
+), (6.2.22)

produto de ter manipulado as filas e as colunas. Isto implica resolver o seguinte sistema
de equações lineares reduzido de 2(Ni + N+) incógnitas

(
Kit

ii Kit
i+ + Kit

i−
Kit

+i + Kit−i Kit
++ + Kit−+ + Kit

+− + Kit−−

)(
Uit+1

i

Uit+1
+

)
=
(

fit
i

fit
+ + fit−

)
. (6.2.23)

6.2.3 Modelo discreto de mı́nima restrição cinemática

Para analisar o modelo de mı́nima restrição cinemática lembre-se que este está
baseado em que toda η ∈ VM

µ satisfaça a seguinte restrição
∫

Γµ

(η ⊗ n)s dΓ = 0, (6.2.24)

onde (·)s denota a parte simétrica do tensor e n é a normal externa a Ωs
µ sobre Γµ. Logo,

o espaço de dimensão finita correspondente é

VM
µ

h
= [Xh]2 ∩ VM

µ , (6.2.25)
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com Xh dado pela (6.2.9). A seguir são dados os passos para realizar a interseção de [Xh]2

com VM
µ . Em função disto é conveniente efetuar a seguinte, primeira, decomposição

Uit+1 =
(

Uit+1
i

Uit+1
c

)
Θh =

(
Θh

i

Θh
c

)
, (6.2.26)

onde (·)i e (·)c referem aos nós do interior do domı́nio Ωs
µ e do contorno Γµ. Aqui há 2Ni e

2Nc graus de liberdade no interior e no contorno respectivamente. Com esta decomposição,
considere que a interpolação sobre Γµ escreve-se como

ηh
|Γµ

=
Nc∑

n=1

2∑

m=1

[Θh
mc]nψnem, (6.2.27)

onde ηh|Γµ
∈ VM

µ
h

|Γµ
com

VM
µ

h

|Γµ
= [Wh]2 ∩ VM

µ |Γµ
,

Wh = {ψ ∈ C0(Γµ); ψ|eµ
∈ P2, ∀eµ ∈ Ieµ},

(6.2.28)

onde eµ é cada um dos elementos, de linha no caso bidimensional, que compõem a malha
Ieµ resultante da projeção da malha Ie sobre o contorno Γµ. Aqui, P2 representa a famı́lia
de polinômios quadráticos.

A contrapartida discreta da expressão (6.2.24) escreve-se
∫

Γµ

(ηh ⊗ n)s dΓ = 0, (6.2.29)

e substituindo a (6.2.27) na (6.2.29) tem-se

Nc∑

n=1

2∑

m=1

(∫

Γµ

ψn(em ⊗ n)s dΓ

)
[Θh

mc]n = 0, (6.2.30)

que pode ser escrito equivalentemente como

CcΘh
c = 0, (6.2.31)

onde Cc é uma matriz de três filas (no caso de duas dimensões, e seis no caso tridimen-
sional) e 2Nc colunas que impõe três equações que equivalem à mı́nima restrição cinemática
dada pela (6.2.29). A matriz Cc pode ser constrúıda a partir de contribuições elementares
como

Cc =
∑

eµ∈Ieµ

Ceµ
c . (6.2.32)

A fim de identificar cada contribuição elementar, a função ψj denota, neste caso de elemen-
tos quadráticos, cada uma das funções de forma com uma numeração local j = 1, 2, 3 (três
é a quantidade de nós do elemento de linha quadrático), enquanto que dl é o diferencial
de comprimento ao longo de cada elemento eµ. Logo, cada matriz Ceµ

c possui três filas e
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seis colunas, e é da forma

Ceµ
c =




∫

eµ

ψ1n1 dl 0
∫

eµ

ψ2n1 dl 0
∫

eµ

ψ3n1 dl 0

0
∫

eµ

ψ1n2 dl 0
∫

eµ

ψ2n2 dl 0
∫

eµ

ψ3n2 dl
∫

eµ

ψ1n2 dl

∫

eµ

ψ1n1 dl

∫

eµ

ψ2n2 dl

∫

eµ

ψ2n1 dl

∫

eµ

ψ3n2 dl

∫

eµ

ψ3n1 dl




.

(6.2.33)
Contudo, a expressão (6.2.24) não exclui os movimentos de corpo ŕıgido da microestrutura.
Para isto, e em função da equação correspondente à própria restrição (6.2.29), convém
decompor os vetores Uit+1

c e Θh
c como segue

Uit+1
c =




Uit+1
l

Uit+1
d

Uit+1
p


 Θh

c =




Θh
l

Θh
d

Θh
p


 , (6.2.34)

onde os ı́ndices l, d e p indicam graus de liberdade sobre Γµ livres, dependentes e prescritos,
respectivamente. Segue-se então que a restrição (6.2.31) é escrita como

(
Cl Cd Cp

)



Θh
l

Θh
d

Θh
p


 = 0. (6.2.35)

Por um lado, a escolha dos graus de liberdade prescritos deve ser de tal forma que elimine
os deslocamentos de corpo ŕıgido, pelo que se escolhe

Θh
p = 0, (6.2.36)

sendo que no caso bidimensional estes são três graus de liberdade (no caso tridimensional
são seis). Assim, a (6.2.35) resulta

(
Cl Cd

)(
Θh

l

Θh
d

)
= 0. (6.2.37)

Conseqüentemente, em duas dimensões esta restrição envolve 2Nc − 3 graus de liberdade,
dos quais há ainda três que se denominam dependentes devido às três restrições impostas
pela (6.2.37). Disto decorre que os graus de liberdade independentes ou livres, agrupados
em Θh

l, são 2Nc − 6 no caso bidimensional (e 2Nc − 12 no caso tridimensional). Com
efeito, da (6.2.37) obtém-se

Θh
d = RΘh

l, (6.2.38)

onde
R = −C−1

d Cl. (6.2.39)

As mesmas equações que as (6.2.36) e (6.2.38) valem para os sub-vetores Uit+1
p e Uit+1

d

respectivamente. Apesar de haver muitas possibilidades de escolher os graus de liberdade
correspondentes a Θh

d, esta escolha não é arbitrária já que deve ser feita de forma que
a matriz Cd seja invert́ıvel. Isto elimina a possibilidade, por exemplo, de escolher os três
nós de um mesmo elemento.

Agora observe que, de acordo com as decomposições até aqui introduzidas, o sistema
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(6.2.10) escreve-se como







Kit
ii Kit

il Kit
id Kit

ip

Kit
li Kit

ll Kit
ld Kit

lp

Kit
di Kit

dl Kit
dd Kit

dp

Kit
pi Kit

pl Kit
pd Kit

pp







Uit+1
i

Uit+1
l

Uit+1
d

Uit+1
p


−




fit
i

fit
l

fit
d

fit
p





 ·




Θh
i

Θh
l

Θh
d

Θh
p


 = 0

∀Θh tal que ηh ∈ VM
µ

h
. (6.2.40)

Coletando as (6.2.36) e (6.2.38), as quais são resumidas a seguir

Θh
p = 0,

Uit+1
p = 0,

Θh
d = RΘh

l,

Uit+1
d = RUit+1

l,

(6.2.41)

o sistema (6.2.40) resulta







Kit
ii Kit

il Kit
id

Kit
li Kit

ll Kit
ld

Kit
di Kit

dl Kit
dd







Uit+1
i

Uit+1
l

RUit+1
l


−




fit
i

fit
l

fit
d





 ·




Θh
i

Θh
l

RΘh
l


 = 0

∀(Θh
i,Θh

l). (6.2.42)

Manipulando as filas e as colunas, como feito no caso do modelo de flutuação periódica,
obtém-se o seguinte problema que põe em evidência os graus de liberdade que efetivamente
estão livres

[(
Kit

ii Kit
il + Kit

idR
Kit

li + RT Kit
di Kit

ll + Kit
ldR + RT Kit

dl + RT Kit
ddR

)(
Uit+1

i

Uit+1
l

)

−
(

fit
i

fit
l + RT fit

d

)]
·
(
Θh

i

Θh
l

)
= 0 ∀(Θh

i,Θh
l). (6.2.43)

Logo, o sistema de equações lineares reduzido para o modelo de mı́nima restrição cinemática
é o seguinte

(
Kit

ii Kit
il + Kit

idR
Kit

li + RT Kit
di Kit

ll + Kit
ldR + RT Kit

dl + RT Kit
ddR

)(
Uit+1

i

Uit+1
l

)
=

(
fit

i

fit
l + RT fit

d

)
. (6.2.44)

6.3 Resultados numéricos: O modelo de Gurson

O objetivo agora é salientar as diferenças entre as respostas constitutivas no ńıvel
da macroescala provida pelos modelos constitutivos de multiescala vistos na Seção 5.2.
Para tal fim, utiliza-se um problema padrão que consiste em determinar as superf́ıcies
de escoamento de um material com uma determinada microestrutura. Este estudo está
motivado pela comparação com resultados já existentes na literatura para este problema
particular [60].
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6.3.1 Descrição do problema de interesse

Em [60] expõe-se uma metodologia semi-anaĺıtica para estimar as superf́ıcies de co-
lapso plástico de materiais porosos. Nesta abordagem o material considerado possui uma
matriz que segue o modelo elástico–perfeitamente plástico de Von Mises. A metodologia
proposta no mencionado trabalho baseia-se em calcular a posição de diversos pontos da
curva de colapso no espaço de variáveis p–q (que serão introduzidas mais adiante) assu-
mindo um dado mecanismo de colapso plástico. Finalmente a forma anaĺıtica da curva
é obtida por ajuste de coeficientes. Em [60] a superf́ıcie de colapso deriva-se para uma
célula circular com um poro vazio centrado, e resulta, após o ajuste de coeficientes, na
seguinte expressão

Φ = q − σY

√√√√ 1
Ceq

[
1 + f2 − 2f cosh

(√
3p

σY

)]
, (6.3.1)

com
Ceq = (1 + 3f + 24f6)2, (6.3.2)

onde f é a fração de vazio determinada pelo tamanho do poro e σY a tensão uniaxial de
fluência.

No que segue o objetivo é obter formas anaĺıticas para as superf́ıcies de colapso, para
o mesmo tipo de material, que generalizem à (6.3.2). Isto é feito através do cálculo dos
pontos que jazem sobre a superf́ıcie de colapso plástico no espaço de variáveis p–q. Para
isto emprega-se a técnica de multiescala aqui desenvolvida baseando-se nos três modelos
constitutivos vistos nas Seções 5.2.2, 5.2.3 e 5.2.4, e revisitados na Seção 6.1.2. O modelo
de Taylor (ver Seção 5.2.1) não se considera devido a que o resultado é imediato. Aqui
surge a diferença essencial com a abordagem de [60], pois com a presente metodologia o
mecanismo de colapso plástico é obtido após ter resolvido o problema na microescala.

Utiliza-se um EVR quadrado com tamanho de lado unitário como mostrado na
Figura 6.1, onde a fronteira Γsv

µ encontra-se sem tração imposta, isto é tv = 0. O EVR
pode conter um ou três poros como mostrado na Figura 6.1, e o tamanho destes varia
de acordo com os diferentes valores de f estudados que, em particular, são os seguintes
f = 0.5%, f = 2%, f = 10% e f = 30% iguais aos dados em [60]. Para o caso de três poros
os mesmos estão localizados a 120◦ entre si, e a uma distância L do centro da célula tal
que a mı́nima distância entre eles seja menor que a distância até o contorno. Aqui surge
uma das principais vantagens desta abordagem posto que é posśıvel considerar situações
bastante arbitrárias para a forma da microestrutura.

Figura 6.1: Configurações do EVR.

Neste caso bidimensional assume-se que o estado do EVR é de deformação plana. As
propriedades do material, de acordo com o modelo elástico linear–perfeitamente plástico
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de von Mises visto na Seção 6.1.3, são

E = 200 GPa,
ν = 0.3,

σY = 0.24 GPa.
(6.3.3)

Os modelos constitutivos de multiescala para os quais realizam-se os cálculos são os
seguintes

• modelo de flutuação nula na fronteira, ou de deslocamento linear na fronteira, deno-
minado modelo N ,

• modelo de flutuação periódica na fronteira, denominado modelo P ,

• modelo de mı́nima restrição cinemática, ou de tração uniforme na fronteira, deno-
minado modelo M .

A microestrutura é comandada até atingir o colapso plástico mediante o seguinte tensor
de deformação que simula a deformação vinda da macroescala

ε = ζε̄, (6.3.4)

onde ζ é um fator de carga monotonicamente crescente e o tensor ε̄ é

ε̄ = α




√
2

2
0

0
√

2
2


 +

√
1− α2




0
√

2
2√

2
2

0


 , (6.3.5)

com α ∈ [0, 1] tal que se satisfaça ‖ε̄‖ = 1 em todos os casos. Note que para α = 1
tem-se um estado esférico de deformação enquanto que para α = 0 obtém-se um estado de
deformação equivalente a um corte puro. Com esta decomposição do tensor ε espera-se
atingir a maior quantidade de pontos nas superf́ıcies de colapso no espaço de variáveis
p–q. A deformação ε é aplicada de forma progressiva no contexto do esquema incremental
visto no Problema 6.3 através do fator ζ, iniciando de um estado sem tensão residual até
alcançar o colapso plástico da célula. Como dito nas seções anteriores, o problema aproxi-
mado é resolvido por meio do método de elementos finitos com elementos quadriláteros de
interpolação quadrática. Algumas das malhas empregadas, mostrando os diferentes ńıveis
de vazio considerados, são apresentadas na Figura 6.2.

(a) Vazio de 2%. Um poro. (b) Vazio de 10%. Três poros. (c) Vazio de 30%. Três poros.

Figura 6.2: Alguns dos casos estudados e malhas de elementos finitos empregadas.

Uma vez resolvido o problema deve-se obter o tensor de tensão σ homogeneizado
utilizando a expressão (6.2.7) (a versão discreta da (5.1.7)). Logo, a análise é realizada
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em termos das componentes hidrostática e desviadora deste tensor, a partir das quais
obtêm-se as quantidades p e q como segue

p =
1
3

trσ,

q =

√
3
2
σd · σd.

(6.3.6)

Pondo uma variável como função da outra representa-se, no espaço p–q, a superf́ıcie de
colapso buscada.

6.3.2 Superf́ıcies de colapso plástico

Nesta seção apresentam-se as comparações dos resultados obtidos com a estimação
das superf́ıcies de colapso dada em [60]. Além disso, propõem-se formas anaĺıticas que
visam corrigir à expressão (6.3.1). No que segue lembre-se que os modelos denominados
N , P e M correspondem aos de flutuação nula, flutuação periódica e mı́nima restrição
cinemática respectivamente.

Vale a pena lembrar, do dito no Caṕıtulo 5, que o modelo N é, dos três modelos
considerados, o que produzirá um comportamento constitutivo macroscópico mais ŕıgido
devido à maior restrição cinemática, resultando então em uma cota superior para as su-
perf́ıcies de colapso. Reciprocamente, o modelo M constitui a cota inferior, e o modelo P
é um caso intermediário. Isto pode ser confirmado pelos resultados numéricos obtidos que
são mostrados nas Figuras 6.3 e 6.4, onde se comparam as superf́ıcies de colapso para os
três modelos de multiescala nos casos de um e três poros respectivamente. Ali, (·)∗ denota
quantidades normalizadas com respeito a σY , isto é

p∗ =
p

σY
,

q∗ =
q

σY
.

(6.3.7)

Figura 6.3: Superf́ıcies de colapso. Caso de um poro com 0.5% e 2% de vazio.

Nas Figuras 6.3 e 6.4 vê-se que os modelos P e M possuem um comportamento,
em termos da superf́ıcie de colapso, bastante próximo. No entanto, o primeiro destes
representa, de fato, a resposta de um material menos ŕıgido devido à inclusão estrita
VP

µ ⊂ VM
µ .

A Figura 6.5 compara, somente para o modelo N , as superf́ıcies de colapso obtidas
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Figura 6.4: Superf́ıcies de colapso. Caso de três poros com 0.5% e 2% de vazio.

para um e três poros, e para diversos graus de vazio. Desta maneira pode-se perceber como
a forma da microestrutura influi no comportamento constitutivo macroscópico, aspecto que
não seria capturado pelo modelo de Taylor.

Figura 6.5: Comparação das superf́ıcies de colapso para as duas microestruturas. Modelo N .

Por outro lado, na Figura 6.6 comparam-se os modelos de flutuação nula e de tração
uniforme, ou de mı́nima restrição cinemática, (cotas superior e inferior) com a superf́ıcie de
colapso calculada segundo a expressão (6.3.1). A comparação é feita para a microestrutura
com um poro posto que sob esta condição foi obtida a mencionada estimativa da superf́ıcie
de colapso em [60]. Veja que as cotas superior e inferior se afastam cada vez mais à medida
que o valor de f aumenta. Para altos valores de f as Figuras 6.6(c) e 6.6(d) mostram que
a superf́ıcie estimada semi-analiticamente por Gurson em [60] encontra-se entre as cotas
superior e inferior, de forma especialmente próxima aos casos limites de estado hidrostático
e de corte puro. Por outro lado, para valores de f baixos as Figuras 6.6(a) e 6.6(b) mostram
que a superf́ıcie de Gurson foge à cota superior, e tende a sobrestimar o valor da tensão
de fluência do material.

Por causa das diferenças mencionadas no parágrafo anterior é preciso melhorar a
capacidade de representação da superf́ıcie Φ, alterando a expressão (6.3.1). Para isto
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(a) Vazio de 0.5%. (b) Vazio de 2%.

(c) Vazio de 10%. (d) Vazio de 30%.

Figura 6.6: Comparação com a estimativa dada pela (6.3.1) para diversos graus de vazio.

propõe-se a seguinte forma anaĺıtica

Φ = q − C1

[
1− C2 sin2

(
πp

2Pm

)]
σY

√√√√ 1
Ceq

[
1 + f2 − 2fC3 cosh

(√
3C4p

σY

)]
, (6.3.8)

onde Ceq é dada pela (6.3.2), Pm é o valor de p obtido para α = 1, e Ci, i = 1, . . . , 4,
são constantes adimensionais usadas para ajustar a curva, e dependem de cada modelo
particular. O ajuste dá como resultado as curvas que se mostram nas Figuras 6.7(a),
6.7(b) e 6.7(c) para cada um dos modelos considerados. Além disso, na Tabela 6.1 e na
Figura 6.8 apresentam-se os valores dos coeficientes que realizam o ajuste das curvas para
cada um dos modelos e como função da fração de vazio f . Note-se que o comportamento
destes coeficientes em função da fração de vazio é qualitativamente similar para todos os
modelos.

6.3.3 Mecanismos de colapso plástico

Como se viu na seção anterior as curva de colapso de cada modelo diferem devido
às diferenças nas restrições cinemáticas que os definem. Assim, cada um deles leva para a
macroescala o comportamento constitutivo dependente do colapso na microescala, o qual
depende por sua vez das hipóteses subjacentes a cada modelo. Portanto, é razoável pensar
que em cada caso existe um mecanismo de colapso plástico caracteŕıstico.

Na dedução da estimativa dada pela (6.3.1) o mecanismo que produz o colapso
assume uma forma predeterminada. Utilizando os modelos de multiescala o colapso
ocorre como conseqüência de dois aspectos inerentes à microestrutura: (i) a caracteŕıstica
geométrica e (ii) as restrições cinemáticas que definem o modelo de multiescala. No ante-
rior não foi mencionada a evidente dependência da resposta constitutiva escolhida para o
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(a) Modelo N . (b) Modelo P .

(c) Modelo M .

Figura 6.7: Resultados numéricos e curvas de ajuste anaĺıticas.

(a) Coeficiente C1. (b) Coeficiente C2.

(c) Coeficiente C3. (d) Coeficiente C4.

Figura 6.8: Coeficientes que realizam o ajuste das curvas em função da fração de vazio.
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f 0.5% 2%

N P M N P M

C1 1.04 0.98 0.98 1.17 1.055 1.055

C2 0.005 0.02 0.06 0.0188 0.128 0.145

C3 6.776 8.034 8.08 5.52 6.45 6.45

C4 0.6347 0.63 0.635 0.55 0.535 0.535

f 10% 30%

N P M N P M

C1 1.58 1.235 1.23 2.05 1.295 1.26

C2 0.035 0.255 0.2415 0.0459 0.345 0.307

C3 2.055 2.30 2.32 0.6344 0.81 0.90

C4 0.61 0.615 0.645 0.99 1.01 1.00

Tabela 6.1: Valores dos coeficientes que ajustam às superf́ıcies de fluência.

material no cont́ınuo microscópico. Na Figura 6.9 apresentam-se os mecanismos de colapso
para a microestrutura com um poro e com 10% de vazio. Esta comparação é feita para
um estado de deformação macroscópico dado por ε definido com α = 0 (ver as (6.3.4) e
(6.3.5)). Aqui se mostra a deformação plástica acumulada no EVR após ter alcançado
o colapso plástico. Vê-se que o mesmo varia de um modelo para outro. Em especial,
observa-se uma grande diferença entre o modelo N e os modelos P e M . Na Figura 6.10
o mesmo resultado é mostrado no caso em que a deformação ε fica definida com α = 1.

(a) Modelo N . (b) Modelo P . (c) Modelo M .

Figura 6.9: Colapso plástico para cada modelo. Deformação definida para α = 0.

Também, a evidência numérica mostra que, para os diferentes valores de α, os me-
canismos de colapso dos modelos P e M são bastante similares, o que condiz com a
proximidade entre as superf́ıcies de fluência como visto anteriormente. Conclui-se então
que o modelo de flutuação periódica constitui uma boa aproximação do modelo de mı́nima
restrição cinemática, o que representa uma boa not́ıcia dada a maior complexidade en-
volvida na implementação computacional do último.

6.3.4 Sensibilidade da resposta constitutiva

Para ver como afeta a resolução aproximada do problema no EVR à resposta cons-
titutiva que o problema na macroescala enxerga, realizou-se uma comparação refinando a
malha de elementos finitos utilizada. O modelo de multiescala empregado é o de condição
de flutuação nula, isto é o modelo N . O experimento numérico foi feito para a microestru-
tura com três poros e com 30% de vazio posto que se pressupõe que esta situação é a
mais comprometida e na que maiores diferenças poderiam ocorrer. As malhas usadas nos
cálculos são mostradas na Figura 6.11.
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(a) Modelo N . (b) Modelo P . (c) Modelo M .

Figura 6.10: Colapso plástico para cada modelo. Deformação definida para α = 1.

(a) Malha grossa (1788 elementos). (b) Malha fina (10204 elementos).

Figura 6.11: Diferentes malhas de elementos finitos para o caso de 30% de vazio e três poros.

Para ambos os casos calculou-se a superf́ıcie de colapso plástico como mostra a
Figura 6.12. Observa-se que as maiores diferenças se dão para valores de α próximos de 1,
que são aqueles para os quais a curva chega próximo do eixo horizontal. Como esperado, a
malha mais grossa dá como resultado a resposta de um material mais ŕıgido. Logo, ao fazer
uso destes modelos, resulta importante levar em conta que, apesar desta ser uma diferença
de caráter meramente numérico, entra claramente em jogo no problema da macroescala
devido a que os erros cometidos na microescala propagam-se, através da homogeneização,
à macroescala afetando os resultados.

6.4 Resultados numéricos: O modelo de Zulliger

Nesta seção apresenta-se um exemplo da aplicação dos modelos de multiescala de-
senvolvidos na Seção 5.2 na modelagem do sistema cardiovascular. A seção está focada
no cálculo da resposta constitutiva no ńıvel da macroescala empregando um modelo mi-
croestrutural do tecido arterial. O exemplo segue as caracteŕısticas dos trabalhos [144, 167]
a fim de realizar uma comparação qualitativa com os resultados obtidos nesses trabalhos.

6.4.1 Descrição do problema de interesse

Devido às caracteŕısticas dos materiais e das cargas atuantes, o problema da modela-
gem do tecido da parede arterial envolve grandes deformações. Apesar de ter desenvolvido
toda a teoria das técnicas de multiescala, no Caṕıtulo 5, para deformações infinitesimais, a
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Figura 6.12: Diferenças na superf́ıcie de colapso do modelo N para as duas malhas consideradas.

mesma é extend́ıvel a grandes deformações (ver [120]). O primeiro comentário que se deve
fazer é que em grandes deformações o modelo de mı́nima restrição cinemática não satisfaz
a invariância frente à mudança na configuração usada para descrever os fenômenos. Em
outras palavras, as tensões homogeneizadas calculadas empregando uma descrição ma-
terial diferem daquelas obtidas por meio de uma formulação espacial. Desta forma, na
comparação feita a seguir usa-se o modelo de flutuação periódica (denominado modelo
P anteriormente). Somente emprega-se este modelo devido a que, para a faixa de de-
formações que será empregada, tanto o modelo de flutuação nula quanto o de flutuação
periódica fornecem idênticos resultados. A seguir, realiza-se uma breve exposição dos
conceitos de multiescala neste caso mais geral de grandes deformações. As quantidades
homogeneizadas são definidas de forma usual como

F =
1
Vµ

∫

Ωµ

Fµ dy, (6.4.1)

para a deformação homogeneizada e

P =
1
Vµ

∫

Ωµ

Pµ dy, (6.4.2)

para a forma homogeneizada do tensor de Piola–Kirchhoff de primeira espécie. Aqui Vµ

é o volume na configuração de referência, e Ωµ é o domı́nio de referência. Lembre-se que
esta última expressão pode-se escrever, a partir da (5.1.22), como segue

P =
1
Vµ

∫

Γµ

te ⊗ y dΓ. (6.4.3)

Finalmente, o prinćıpio de Hill–Mandel neste caso estabelece que

P · Ḟ =
1
Vµ

∫

Ωµ

Pµ · Ḟµ dy ∀ Ḟµ admisśıvel. (6.4.4)

Como feito ao longo da Seção 6.3, aqui assume-se que os elementos constituentes da
microcélula respondem a um modelo constitutivo fenomenológico, isto é

Pµ =
∂Ψµ

∂Fµ
= Fµ(Fµ) = Fµ(F + I +∇ũµ), (6.4.5)
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onde foi empregada a decomposição Fµ = F + F̃µ = F + I +∇ũµ. O problema consiste,
restringindo o enunciado ao modelo de flutuação periódica que será usado aqui, no seguinte:

Problema 6.4. Dada uma deformação F, encontre a flutuação do campo de deslocamen-
tos ũµ ∈ VP

µ tal que
∫

Ωµ

Fµ(F + I +∇ũµ) · ∇η dy = 0 ∀η ∈ VP
µ , (6.4.6)

onde VP
µ denota o espaço correspondente ao modelo de flutuação periódica e ∇ é o gra-

diente com relação às coordenadas materiais. Logo depois calcule a tensão homogeneizada
P usando a (6.4.3).

O problema da modelagem da parede arterial, como explicado acima, difere noto-
riamente da situação tratada na Seção 6.3. Em primeiro lugar desconsidera-se qualquer
tipo de comportamento dissipativo, sobretudo ao não levar em conta a fricção entre os
materiais que compõem a estrutura. Embora o problema seja realmente tridimensional, o
tecido arterial é modelado em estado plano de tensão seguindo as justificativas expostas
em [167]. Assim sendo, uma microcélula é um elemento representativo da parede ar-
terial cuja forma mostra-se na Figura 6.13. Emprega-se uma matriz hiperelástica para
modelar o comportamento da elastina, enquanto que se considera a presença de colágeno
através da inclusão de barras unidas a determinados pontos da estrutura que representam
a elastina. Logo, não são inclúıdos nesta modelagem nem o músculo liso nem o fenômeno
de viscoelasticidade. Além disso, o material é considerado incompresśıvel.

Figura 6.13: Esquema para a modelagem multiescala da parede arterial.

Para a representação da matriz hiperelástica assume-se uma função de energia de
deformação Ψelas dada por (ver [167])

Ψelas = celas(I1 − 3)3/2, (6.4.7)

onde celas caracteriza a propriedade material da elastina, e I1 = trC é o primeiro invariante
do tensor de Cauchy–Green C. O colágeno é representado por meio de barras entrelaçadas
em forma romboidal, cuja disposição é determinada através de um dado ângulo α, como
mostrado na Figura 6.13. Estas barras também sofrem grandes deformações, e a resposta
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do material deriva-se da seguinte função de energia de deformação (ver [167])

Ψcol =

{
0 se ε ≤ εativ,

ccol(ε− εativ − log (ε− εativ + 1)) se ε > εativ,
(6.4.8)

onde εativ é a deformação de ativação das fibras de colágeno e ε = λ−1, sendo λ o alonga-
mento axial das fibras. A determinação de εativ para cada fibra é tal que a distribuição
do valor dentre aqueles posśıveis é consistente com [167]. Além disso, ccol é o módulo
de rigidez do colágeno. De acordo com a Figura 6.13, o estado plano de tensão ocorre
no plano dado pelo eixo circunferencial e pelo eixo axial. Nesta seção estudam-se três
casos cuja diferença é na distribuição espacial do valor de εativ. Todos os casos possuem
o mesmo valor médio, que é ε̄ativ = 0.6604. Na Tabela 6.2 apresentam-se os casos A e B
como duas posśıveis distribuições do parâmetro εativ, e finalmente no caso C assume-se
que todas as fibras são idênticas. Com respeito ao valor de ccol todas as fibras são iguais.

Código da fibra (ver Figura 6.13) Valor de εativ

Caso A Caso B Caso C

a 0.67 0.57 0.6604

b 0.64 0.67 0.6604

c 0.7 0.64 0.6604

d 0.57 0.7 0.6604

e 0.62 0.65 0.6604

f 0.68 0.62 0.6604

g 0.61 0.68 0.6604

h 0.65 0.61 0.6604

i 0.7 0.55 0.6604

j 0.68 0.7 0.6604

k 0.65 0.68 0.6604

l 0.55 0.65 0.6604

m 0.66 0.72 0.6604

n 0.67 0.66 0.6604

o 0.73 0.67 0.6604

p 0.72 0.73 0.6604

q 0.66 0.75 0.6604

r 0.6 0.66 0.6604

s 0.65 0.6 0.6604

t 0.75 0.65 0.6604

u 0.66 0.8 0.6604

v 0.64 0.66 0.6604

w 0.59 0.64 0.6604

x 0.8 0.59 0.6604

Tabela 6.2: Valores de εativ para as fibras de colágeno nos diferentes casos.

Todos os valores das quantidades f́ısicas que caracterizam à microestrutura foram
escolhidos dentro da faixa de valores fisiológicos, similares aos dados em [144, 167]. Logo

celas = 24.6458 kPa ccol = 101800 kPa,
L = 3559.78 H = 3000, (6.4.9)
h = 500 α = 29.32◦,

Ao = 72308.5,

onde L, H e α correspondem às medidas da Figura 6.13, h é a espessura da microcélula e
Ao é a área das barras de colágeno. Com estes valores assegura-se que a relação entre o
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volume do colágeno e o da elastina é

V elas
µ

V col
µ

=
0.306
0.203

= 1.50739, (6.4.10)

como em [167], sendo que
Vµ = V elas

µ + V col
µ . (6.4.11)

Por último, veja que o Problema 6.4 provido com as leis constitutivas derivadas de (6.4.7)
e (6.4.8) é não linear tanto geométrica como constitutivamente. A linearização é realizada
por meio do método de Newton–Raphson.

Vale a pena mencionar que a caracterização constitutiva de um tecido biológico
escapa facilmente à capacidade de representação dos modelos fenomenológicos. Para levar
em conta a ação do colágeno, na maioria dos trabalhos que empregam esta abordagem
clássica, colocam-se funções de energia de deformação constitúıdas por partes isotrópicas
e anisotrópicas [69, 167], ou seja

Ψ = Ψiso + Ψaniso. (6.4.12)

A anisotropia é incorporada no ńıvel da lei constitutiva macroscópica o que, de alguma
forma, deve representar a existência do colágeno que propicia direções bem determinadas
para o comportamento do material. De forma completamente diferente, embora com o
mesmo objetivo, ao empregar técnicas de multiescala a anisotropia decorre diretamente da
própria estrutura escolhida para o EVR, sem qualquer consideração sobre anisotropia adi-
cional na microestrutura. Ou seja, o fenômeno de anisotropia macroscópico é resultado do
arranjo geométrico escolhido e das propriedades do material atribúıdas à microestrutura.
Surgem, portanto, muitas possibilidades como, por exemplo, o estudo sobre como varia o
comportamento quando se altera o arranjo das fibras de colágeno, chegando ao ponto de
poder avaliar a situação de arranjos com caracteŕısticas quase arbitrárias, ou inclusive ver
como muda a resposta quando as fibras variam sua deformação de ativação e quando se
consideram diferentes valores de ccol. Estes últimos casos não poderiam ser abordados tão
facilmente com as técnicas clássicas.

6.4.2 Recuperação da resposta constitutiva

Como dito, para obter a resposta constitutiva homogeneizada precisa-se resolver o
Problema 6.4 fornecendo a deformação F que atua como o dado que provém da macroescala.
Dada a geometria da Figura 6.13, resulta mais conveniente trabalhar em coordenadas
ciĺındricas (r, θ, z), logo, em função destas coordenadas, o estado plano de tensão ocorre
no plano cartesiano determinado pelos vetores unitários eθ e ez. A fim de alcançar a faixa
de deformações fact́ıveis de serem sofridas pela artéria no processo de carga que será usado
na próxima seção, considera-se que o tensor de Cauchy–Green C, dado nas coordenadas
(r, θ, z) e dependente de um parâmetro real k, é dado por

C =




(2.0164(0.6 + 0.05k))−1 0 0
0 0.6 + 0.05k 0
0 0 2.0164


 , (6.4.13)

onde o valor de k varia no intervalo [0, 52]. Dado o estado plano de tensão, veja que
somente as componentes (θ, z) são requeridas. Logo, o tensor que é fornecido como dado
ao problema é o seguinte

F2 =
(√

0.6 + 0.05k 0
0 1.42

)
, (6.4.14)
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onde o ı́ndice 2 faz referência ao tensor reduzido a duas dimensões.
Devido à natureza diferente dos modelos matemáticos dos elementos que compõem

a célula sob estudo, para calcular a tensão homogeneizada é preciso empregar uma versão
levemente generalizada da expressão (6.4.3). Tal generalização é

P =
1
Vµ

[ ∫

Γelas
µ

te
elas ⊗ y dΓ + Ao

∑

i∈Icol

te
col ⊗ y

]
, (6.4.15)

onde Icol é o conjunto de barras que se encontram sobre o contorno da célula. Esta
expressão leva em conta, de forma separada, as trações te

elas e te
col que são produzidas

na matriz elástica e nas fibras de colágeno, respectivamente. Na expressão acima, Γelas
µ

denota somente o contorno da célula que corresponde à elastina.
Assim sendo, a presente análise também pode ser enxergada como uma análise de

sensibilidade à distribuição do valor de εativ das fibras de colágeno no material. Por um
lado, a Figura 6.14 mostra a relação entre a tensão circunferencial Pθθ e a correspondente
deformação circunferencial Cθθ para as três distribuições de colágeno estudadas. Por outro
lado, a Figura 6.15 mostra a relação entre a tensão axial e a deformação na direção circun-
ferencial, novamente para os três casos sob análise. Vê-se que o fenômeno de aumento da
tensão para os valores mais elevados de deformação ocorre efetivamente devido à ativação
das fibras de colágeno. Observa-se também que a distribuição do colágeno afeta a relação
constitutiva homogeneizada. Em particular, no caso C a ativação das fibras não ocorre
gradativamente, mas de uma só vez ao superar o valor de deformação de ativação.

Figura 6.14: Relação entre tensão circunferencial e deformação circunferencial.

Com este exemplo, a modelagem de multiescala prova mais uma vez ser capaz de
capturar um maior detalhe do problema constitutivo. Com efeito, a diferença observada
entre os casos A e B é devido exclusivamente à alteração da microestrutura, em particular
do arranjo das fibras de colágeno. Apesar dos dois arranjos possúırem uma correspondência
um a um com respeito aos valores de εativ (somente houve uma recolocação das fibras na
matriz), a estrutura do caso B resulta ser mais ŕıgida que a do caso A.

Na seção seguinte utilizam-se estes resultados para analisar a resposta macroscópica
de um tubo ciĺındrico sujeito a uma pressão interna e a uma tração axial.

6.4.3 Aplicação a um problema simplificado

A seguir apresenta-se uma aplicação dos resultados obtidos na seção anterior. Para
isto coloca-se um problema simplificado que visa simular o inflado e o estiramento axial
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Figura 6.15: Relação entre tensão axial e deformação circunferencial.

de uma artéria com um comportamento dado pelo material analisado na seção anterior.
Isto é feito para um tubo ciĺındrico sob a hipótese de simetria, resultando, portanto, um
problema unidimensional. O estado de cargas aqui considerado pode ser abordado através
da hipótese de estado plano de tensão empregada na seção anterior, com a conseqüente
aplicabilidade dos resultados obtidos.

Sabe-se que as artérias guardam um estado residual de tensão, o qual pode ser ali-
viado após realizar um corte longitudinal, produzindo a abertura do segmento [167]. Vendo
a geometria como um cilindro, ao realizar o corte este adqüire uma abertura que é carac-
terizada por um ângulo Θo (denominado ângulo de abertura) como mostra a Figura 6.16.
Também na mencionada figura vê-se que existem dois conjuntos de coordenadas, as de
referência (R, Θ, Z) no qual o estado da artéria é sem tensão, e as reais (r, θ, z), no qual
aparece o estado de deformação. Assim, a artéria possui raios interno Ri e externo Re na
configuração da esquerda na Figura 6.16, e raios ri e re na configuração da direita mesma
figura.

Figura 6.16: Esquema geométrico do problema macroscópico.

O mapeamento entre ambos os sistemas de coordenadas é o seguinte

r = r(R) θ =
π

Θo
Θ z = λZ, (6.4.16)
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onde λ é o alongamento na direção z. Logo, sabendo que

λr =
∂r

∂R
λθ =

r

R

∂θ

∂Θ
λz =

∂z

∂Z
, (6.4.17)

e considerando a incompressibilidade do material que estabelece que λrλθλz = 1, tem-se

λr =
Θo

πλ

R

r
λθ =

π

Θo

r

R
λz = λ. (6.4.18)

Logo, combinando todas estas expressões e integrando a forma resultante de ∂r
∂R obtém-se

a relação r = r(R), ou equivalentemente a inversa R = R(r)

R =
√

R2
e −

πλ

Θo
(r2

e − r2). (6.4.19)

Desta expressão pode-se obter a relação entre ri e re que resulta

ri =

√
r2
e +

Θo

πλ
(R2

i −R2
e). (6.4.20)

De acordo com as considerações feitas acima, a equação que governa o equiĺıbrio da parede
arterial é (ver [69, 167])

pi =
∫ re

ri

1
r
(σθθ − σrr) dr, (6.4.21)

onde pi é a pressão interna. Aqui procura-se estabelecer qual a relação entre pi e o raio
externo re. Veja que devido ao estado plano de tensão a única contribuição na expressão
(6.4.21) vem dada pela componente desviadora da tensão σθθ, denominada σd

θθ (note que
as componentes hidrostáticas se anulam). Também, a componente desviadora de σθθ é

σd
θθ = λθPθθ, (6.4.22)

onde Pθθ é a componente principal do tensor de Piola–Kirchhoff de primeira espécie na
direção circunferencial. Aqui introduz-se o resultado da seção anterior, onde foi calculado
Pθθ para uma faixa de valores da deformação Cθθ. Para obter a pressão interna para um
dado raio externo re é preciso resolver a integral (6.4.21) após substituir nela as (6.4.18),
(6.4.19), (6.4.20) e (6.4.22), onde também deve ser observado que

Pθθ = Pθθ(Cθθ) = Pθθ(λ2
θ) = Pθθ(( π

Θo

r
R)2). (6.4.23)

Os valores escolhidos para este caso são Ri = 0.96 mm, Re = 1.102 mm, Θo = 112◦

e λ = 1.42. Para atingir toda a faixa de valores de Cθθ testados na seção anterior na
obtenção de Pθθ, propõe-se que o raio externo (a variável independente) esteja no intervalo
re ∈ [0.625 mm, 1.125 mm], desta forma resulta Cθθ ∈ [0.735, 3.1875].

Na Figura 6.17 mostra-se a relação entre a pressão interna pi e o raio externo re, ou
seja, cada ponto da curva é uma situação de equiĺıbrio. Também inclui-se um detalhe com
os eixos do gráfico invertidos para mostrar uma versão da figura também muito divulgada
deste tipo de comportamento do tecido arterial. O resultado é apresentado para as três
distribuições de colágeno tratadas na seção anterior. Como esperado, dado que cada
distribuição dá como resultado um comportamento diferente, ao se ativarem as fibras de
colágeno surge uma discrepância entre os três modelos. Como comentário geral, vê-se que
a t́ıpica curva em forma de S invertida é recuperada com sucesso pelo modelo constitutivo
de multiescala, manifestando o aumento da pressão ao alcançar um valor do raio tal que a
ativação do colágeno faz-se presente. Deve-se dizer que o valor de pressão a partir do qual
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ocorre o aumento da mesma de forma considerável, aproximadamente 9 kPa, coincide com
os dados obtidos experimental e numericamente em [144, 167].

Figura 6.17: Pressão interna em função do raio externo da artéria.

Desde já, todos os valores das propriedades f́ısicas usados neste exemplo são dis-
cut́ıveis, e em geral a literatura está de acordo na elevada incerteza na determinação
destes parâmetros, além da grande variabilidade encontrada de uma amostra a outra.
Entretanto, pode-se concluir que esta classe de modelos de multiescala provê uma ferra-
menta muito potente, devido ao grande controle que se tem sobre a microestrutura, a
fim de ajustar as respostas constitutivas obtidas numericamente com medições realizadas
experimentalmente.

6.5 Comentários finais

Neste caṕıtulo foi frisado como, através de técnicas de multiescala, a microestru-
tura afeta de forma direta aos fenômenos da escala do problema real. Além do mais, a
formulação do problema está atrelada à escolha do modelo de multiescala a ser utilizado,
ou seja, ao espaço Vµ que será escolhido. Observou-se que diferentes escolhas levam a
diferenças apreciáveis na macroescala, salientando a necessidade de hipóteses firmes que
justifiquem a seleção de um ou outro modelo.

Das evidências numéricas, pôde ser confirmado que o modelo de flutuação nula
(modelo N) constitui uma cota superior para a resposta constitutiva homogeneizada, ao
mesmo tempo que o modelo de mı́nima restrição cinemática (modelo M) é a cota inferior.
Além disso, viu-se que o modelo de flutuação periódica (modelo P ) está muito próximo
do modelo M . Isto levanta a questão da conveniência entre um modelo e outro, sobretudo
levando em conta a maior complexidade na implementação do modelo M . Por outro lado,
de acordo com o que foi feito aqui, conclui-se que é posśıvel propor modelos constitutivos
macroscópicos e calibrá-los em função do comportamento microestrutural, potenciando a
modelagem constitutiva fenomenológica.

Os problemas para os quais se apresentaram resultados numéricos são relativamente
simples. O primeiro caso não envolve grandes deformações, e nem sequer considera uma
microestrutura muito complexa enquanto que no segundo, apesar de considerar grandes
deformações, não leva em conta fenômenos dissipativos. Mesmo assim, os resultados
numéricos permitem ver quão importante é caracterizar de forma adequada a resposta
constitutiva de um material, ao mesmo tempo que mostram que a modelagem por técnicas
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de multiescala constitui uma poderosa ferramenta a fim de abordar consistente e sistemati-
camente a modelagem constitutiva de materiais de complexa resposta. Isto foi comprovado
com evidências numéricas (i) na modelagem constitutiva do colapso plástico de um mate-
rial poroso e (ii) na modelagem constitutiva do tecido da parede arterial. Em particular
com relação ao segundo exemplo, diversas pesquisas estão sendo desenvolvidas a fim de
caracterizar os materiais de ı́ndole biológica. O maior interesse é posto na calibração de
modelos macroscópicos a partir da resolução de um problema na microescala continuando
o caminho delineado na última parte deste caṕıtulo (ver também [144] e as referências ali
citadas). Os resultados aqui apresentados são muito promissores e estabelecem um rumo
claro a fim de direcionar a pesquisa das técnicas de multiescala às aplicações na modelagem
do sistema cardiovascular.

Contribuições do caṕıtulo

A implementação computacional dos conceitos teóricos do Caṕıtulo 5 desenvolvida
na Seção 6.2 constitui uma parte da contribuição deste caṕıtulo, sobre todo a do modelo de
mı́nima restrição cinemática que fora apresentada na Seção 6.2.3. Lembre que este modelo
condiz com um modelo de tração uniforme na fronteira do EVR, portanto na literatura
a abordagem empregada é a partir do fornecimento de um valor de tração constante no
contorno. O tratamento realizado aqui difere da literatura existente no ńıvel do problema
aproximado pois o processo de carga do EVR é feito controlando, em todos os modelos, a
deformação em lugar da tensão. De fato, com esta abordagem é posśıvel posteriormente
efetuar as comparações entre as respostas constitutivas dos diferentes modelos como feito
na Seção 6.3, cujo material é a outra parte da contribuição deste caṕıtulo.

A implementação computacional desenvolvida na Seção 6.2 e os resultados numéricos
apresentados na Seção 6.3 formam parte do núcleo da publicação [51] assim como de um
trabalho resumido apresentado em congresso, os quais são:

• S.M. Giusti, P.J. Blanco, E.A. Souza Neto e R.A. Feijóo, An assessment of the
Gurson yield criterion by a computational multi-scale approach, Aceito para ser pu-
blicado em Engng. Comput., 2008.

• S.M. Giusti, P.J. Blanco, E.A. Souza Neto e R.A. Feijóo, Multiscale modelling of
ductile porous metals: determination of macroscopic yield surfaces, Anais do ENIEF
2007. Córdoba, Argentina, 2007.



Conclusões

Neste caṕıtulo conclusivo enumeram-se os tópicos espećıficos que devem ser consi-
derados como os principais resultados obtidos no decorrer desta tese. A apresentação e
discussão vai dos resultados e conceitos gerais aos particulares, expondo as implicações
teóricas e práticas dentro de um cenário de pesquisa futuro.

Discussão e comentários gerais

Nesta tese têm sido desenvolvidos prinćıpios variacionais correspondentes a modelos
matemáticos aplicáveis a diversos problemas no contexto da modelagem do sistema car-
diovascular humano. De forma geral pode-se dizer que o marco variacional tem-se apre-
sentado como uma ferramenta poderosa e consistente para abordar novas problemáticas.
O procedimento claro e sistemático da construção das novas formulações variacionais que
foram propostas neste trabalho tem permitido entender de uma forma precisa e acabada
todos os conceitos por trás dos respectivos modelos matemáticos, o que é imperativo na
hora de atacar novas questões. Além desta grande vantagem da metodologia variacional,
a mesma possui, em forma de corolário, a vantagem de fornecer um caminho direto para
realizar a aproximação numérica do modelo constrúıdo. Em outras palavras, após colocar o
problema mediante um prinćıpio variacional determinado fica estabelecido de forma quase
direta um caminho a ser percorrido para resolvê-lo de forma aproximada. Isto tem ficado
de manifesto ao longo das diferentes aplicações apresentadas neste trabalho.

Em resumo, nesta tese tem-se fornecido novos prinćıpios variacionais para lidar com
questões que não tinham sido ainda colocadas na literatura dentro de um marco variacional
claro. Isto foi feito nos seguintes contextos: (i) acoplamento de modelos cinematicamente
incompat́ıveis (ou modelos de diferente dimensão), (ii) modelagem do problema de in-
teração fluido–estrutura via métodos baseados na imersão de domı́nios e (iii) modelagem
constitutiva via técnicas de multiescala. A seguir desenvolve-se cada um destes tópicos de
forma mais detalhada.

Discussão e comentários particulares

Ao longo das três partes componentes desta tese foram abordados diferentes proble-
mas cujo nexo comum é a modelagem do sistema cardiovascular humano. Os principais
aspectos que devem ficar salientados como os mais relevantes dentro de cada seção são os
seguintes.

Sobre os resultados da Parte I

Na primeira parte da tese foram dados os fundamentos teóricos de caráter geral para
formular o problema de acoplamento dos denominados modelos cinematicamente incom-
pat́ıveis. Como conclusão principal deve ser sublinhada a colocação de forma sistemática de
conceitos que permitem tratar com relativa facilidade e clareza o acoplamento de modelos
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de diferente dimensão. A vantagem na nova forma de entender este problema reside em
enxergar o acoplamento entre os modelos como um problema no qual há duas, ou mais,
cinemáticas presentes que a priori não são compat́ıveis. Logo, tais incompatibilidades
são contornadas através dos aqui denominados prinćıpios variacionais estendidos. Estes
novos prinćıpios variacionais regem o conceito de equiĺıbrio nestas novas situações, e foram
desenvolvidos estabelecendo passo por passo e de forma expĺıcita todas as hipóteses que
entram em jogo na construção dos modelos. Esta maneira de formular o problema tem
apresentado duas grandes vantagens: (i) o entendimento do modelo matemático final é
completo e (ii) os fundamentos propostos mediante os prinćıpios variacionais estendidos
são de caráter geral e portanto aplicáveis a novas situações.

Com respeito às aplicações, viu-se que tanto na mecânica dos sólidos como na
mecânica dos fluidos os resultados obtidos são muito promissores. Em particular, em
função das aplicações na modelagem do sistema cardiovascular vê-se que o emprego de
modelos acoplados permite atacar desafios novos e inclusive problemas a grande escala em
hemodinâmica. Em certas situações a simulação via modelos acoplados é a única forma de
dar uma resposta baseando-se em um modelo numérico (lembre do caso da sensibilidade
ao haver uma estenose ou um aneurisma) sem ter que efetuar a modelagem tridimensional
completa. Logo, o modelo acoplado do sistema cardiovascular desenvolvido e apresentado
aqui constitui um avanço na direção de conseguir realizar modelagem e simulação em
hemodinâmica levando em conta as complexas interações existentes no sistema arterial.

Os objetivos alcançados nesta primeira parte são enumerados a seguir:

i. fundamentação dos conceitos teóricos por trás de problemas com incompatibilidades
cinemáticas;

ii. colocação variacional do problema de acoplamento de modelos de diferente dimensão
em transferência de calor;

iii. colocação variacional e aproximação numérica do problema de acoplamento de modelos
de diferente dimensão na mecânica dos sólidos;

iv. colocação variacional e aproximação numérica do problema de acoplamento de modelos
de diferente dimensão na mecânica dos fluidos;

v. construção de um modelo do sistema cardiovascular acoplado 3D–1D para modelagem
de problemas em hemodinâmica.

Sobre os resultados da Parte II

Nesta parte da tese foi atacado o problema de interação fluido–estrutura empregando
métodos que fazem uso de domı́nios imersos. Nesta direção foi fornecida uma nova forma
de enxergar o problema, conseguindo ao mesmo tempo desenvolver generalizações de di-
versas metodologias encontradas na literatura. Por um lado, foi apresentado um prinćıpio
variacional, denominado Método de Domı́nios Imersos, que é a generalização dos métodos
de elementos finitos imersos e do cont́ınuo imerso. Este novo modelo proposto permite
realizar a modelagem de fluidos e sólidos que podem possuir caracteŕısticas de compres-
sibilidade/incompressibilidade arbitrárias entre si, aspecto que não tinha sido tratado na
literatura. Além disso, foi apresentada a linearização do problema mediante a obtenção
do operador tangente consistente, questão que também é pouco freqüente na literatura
relacionada. Por outro lado, foi desenvolvido um prinćıpio variacional, chamado Método
de Cascas Imersas, que constitui uma generalização dos métodos de contornos imersos
encontrados habitualmente na literatura. Esta generalização apresenta uma nova situação
na qual ocorre uma descontinuidade no campo de velocidade do fluido e que permite extrair
conclusões acerca da natureza dos fenômenos f́ısicos presentes dentro da formulação. Além
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disso, o caminho percorrido tem permitido clarificar diversos pontos que na literatura são
considerados muito superficialmente, entre eles: (i) quais as hipóteses cinemáticas usadas
na construção dos modelos, (ii) como se conformam os esforços generalizados que dão lugar
à resposta constitutiva da estrutura, e (iii) qual a justificativa para considerar e/ou des-
considerar os fenômenos de flexão, e em caso de considerá-los quais as suas conseqüências.
A abrangência deste modelo é maior devido à presença dos fenômenos de flexão no balanço
de potências, o que permite pensar em novas aplicações.

Com referência aos resultados numéricos apresentados viu-se que o aqui denominado
Método de Domı́nios Imersos constitui uma ferramenta atraente a fim de prover uma alter-
nativa às metodologias clássicas de modelagem do problema de interação fluido–estrutura.
Isto foi comprovado através de diversos exemplos que representam mecanismos f́ısicos de
complexidade relativamente elevada.

Os objetivos alcançados nesta segunda parte são enumerados a seguir:

i. colocação variacional consistente do problema de interação fluido–sólido, para fluidos e
sólidos compresśıveis/incompresśıveis, empregando conceitos de imersão de domı́nios;

ii. fundamentação dos aspectos envolvidos na conformação da força de volume que surge
nos métodos que empregam conceitos de imersão de domı́nios;

iii. obtenção do operador tangente resultante na versão linearizada do Método de Domı́nios
Imersos;

iv. colocação variacional consistente e aproximação numérica do problema de interação
fluido–sólido ŕıgido empregando conceitos de imersão de domı́nios;

v. colocação variacional consistente do problema de interação fluido–casca, empregando
conceitos de imersão de superf́ıcies;

vi. fundamentação dos aspectos envolvidos na conformação da força de volume que surge
nos métodos de contornos imersos.

Sobre os resultados da Parte III

Na última parte da tese foi tratado o problema de como modelar uma resposta cons-
titutiva utilizando técnicas de multiescala. Para isto empregaram-se idéias já desenvolvi-
das na literatura que fazem uso de modelos cinemáticos para a colocação dos prinćıpios
variacionais que governam o eqúılibrio na microescala. Nestes modelos utiliza-se a de-
formação como variável principal que comanda os fenômenos no problema. Percorrendo
um caminho análogo foi posśıvel realizar uma extensão da teoria colocando os prinćıpios
variacionais empregando conceitos de dualidade clássicos da mecânica. Nestes modelos
os fenômenos são comandados pela variável tensão, estabelecendo uma alternativa para
entender o problema de acoplamento entre macroescala e microescala. Em segundo lugar,
e voltando aos modelos cinemáticos, realizou-se a implementação computacional de cada
um deles e foi posśıvel analisar a sensibilidade, de forma quantitativa e qualitativa, da
resposta constitutiva de uma determinada microestrutura às hipóteses cinemáticas que
definem cada um deles.

Os objetivos alcançados nesta terceira parte são enumerados a seguir:

i. colocação variacional consistente do problema de modelagem constitutiva de multies-
cala empregando conceitos de dualidade em mecânica;

ii. implementação computacional dos modelos de multiescala cinemáticos;

iii. recuperação da resposta constitutiva macroscópica para materiais porosos com com-
portamento elasto-plástico empregando diferentes modelos de multiescala cinemáticos;
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iv. recuperação da resposta constitutiva macroscópica de um material biológico como
o encontrado na parede arterial, incluindo as contribuições de componentes como a
elastina e o colágeno.

Implicações teórico–práticas e cenários futuros

Espera-se que os modelos cinematicamente incompat́ıveis, ou modelos acoplados de
diferente dimensão, adqüiram um papel mais relevante na modelagem computacional ao
momento de atacar novos problemas em transferência de calor, na mecânica dos sólidos e na
mecânica dos fluidos. Como discutido, as situações mais favoráveis para o uso destes mo-
delos são aquelas nas quais identificam-se, dentro de um grande sistema e/ou mecanismo,
sub-sistemas com caracteŕısticas particulares fact́ıveis de serem considerados mediante
diferentes modelos f́ısicos. Vale a pena remarcar que isto é algo muito comum de ser
encontrado em muitas áreas da engenharia.

Passando aos modelos de interação fluido–estrutura que empregam como base a
imersão de domı́nios, estes estão encaminhando-se como os principais métodos para lidar
com situações de elevada complexidade com relação à configuração geométrica do sistema,
sobretudo quando se pensa no comportamento arbitrário de estruturas interagindo com
fluidos. Como comentado, exemplos disto são os estudos de part́ıculas imersas em sistemas
fluidos, assim como a modelagem da válvula aórtica, só para citar alguns casos dentro da
modelagem do sistema cardiovascular.

Por último, com relação à modelagem constitutiva de multiescala, é claro que esta
forma de colocar o problema possui potencialidades que ainda não conhecem limites. Por-
tanto, estas técnicas continuarão a ter um importante papel no estudo de materiais de
complexa conformação como são os tecidos biológicos. Um dos próximos passos nesta
direção é o uso de modelos de multiescala, ou de respostas constitutivas obtidas via mo-
delos de multiescala, em problemas de grande escala como os vistos nas Partes I e II da
tese.

Fazendo uma recoleção de todos os conceitos tratados neste trabalho pode-se pensar
em um exemplo que amalgama modelos cinematicamente incompat́ıveis com problemas
de interação fluido–estrutura e modelagem constitutiva de multiescala. Tal exemplo é o
da modelagem da válvula aórtica. Assim sendo, pode-se imaginar a região tridimensional
correspondente ao segmento arterial no qual se encontra a válvula. A mesma é modelada
por meio de um material cuja resposta constitutiva é obtida através de técnicas de mul-
tiescala (aqui empregar-se-iam as idéias da Parte III). Ao mesmo tempo deve-se modelar
a dinâmica da interação entre a válvula e o sangue durante cada batimento card́ıaco (aqui
empregar-se-iam as idéias da Parte II). Finalmente tal segmento tridimensional encontra-se
imerso em um modelo do sistema arterial constrúıdo mediante modelos unidimensionais
(aqui empregar-se-iam as idéias da Parte I). Este exemplo engloba e resume todos os
tópicos tratados em cada uma das partes.

Referentes à modelagem do sistema cardiovascular, o emprego de modelos como
os aqui desenvolvidos continuará a possuir um caráter fundamental na pesquisa dentro
da área. Exemplo disto é a constante busca da comunidade cient́ıfica por melhorar as
representações matemáticas existentes, as quais passam a ter, cada vez mais, uma maior
relevância dentro da comunidade médica objetivando contribuir no entendimento dos dife-
rentes fenômenos f́ısicos que se sucedem no sistema cardiovascular. Embora tenha havido
uma ampla tendência da comunidade de pesquisadores nesta direção, o campo encontra-se
ainda em aberto, apresentando constantemente novos desafios, parte dos quais podem ser
abordados com sucesso através de técnicas como as aqui apresentadas.

Por último, uma lista da produção cient́ıfica resultante desta tese pode ser encon-
trada ao final de cada caṕıtulo.
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[17] P.J. Blanco, E.A. Dari, e R.A. Feijóo. A variational approach for fluid–solid inter-
action problems using immersed domains. Anais do 8th World Congress on Com-
putational Mechanics, WCCM 2008. Veneza, Itália, 2008.
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timization of two–phase inelastic material with microstructure. Engng. Comput.,
22:605–645, 2005.
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sanne, Lausanne, 2001.

[126] M.S. Olufsen. Modeling the Arterial System with Reference to an Anesthesia
Simulator. PhD thesis, Roskilde University, Roskilde, 1998.

[127] Y. Papaharilaou, J.A. Ekaterinaris, E. Manousaki, e A.N. Katsamouris. A decoupled
fluid structure approach for estimating wall stress in abdominal aortic aneurysms.
J. Biomech., 40:367–377, 2007.

[128] K.C. Park e C.A. Felippa. A variational principle for the formulation of partitioned
structural systems. Int. J. Num. Meth. Engng., 47:395–418, 2000.

[129] K.C. Park, C.A. Felippa, e R. Ohayon. Partitioned formulation of internal fluid-
structure interaction problems by localized Lagrange multipliers. Comp. Meth. Appl.
Mech. Engng., 190:2989–3007, 2001.

[130] N.A. Patankar, P. Singh, D.D. Joseph, R. Glowinski, e T.-W. Pan. A new formulation
of the distributed Lagrange multiplier/fictitious domain method for particulate flows.
Int. J. Multiphase Flow, 26:1509–1524, 2000.

[131] K. Perktold e G. Rappitsch. Computer simulation of local blood flow and vessel
mechanics in a compliant carotid artery bifurcation model. J. Biomech., 28:845–856,
1995.

[132] C.S. Peskin. Numerical analysis of blood flow in the heart. J. Comput. Phys.,
25:220–252, 1977.

[133] C.S. Peskin. The immersed boundary method. Acta Numerica, 11:479–517, 2002.

[134] A. Quarteroni. Modelling the Cardiovascular System: a Mathematical Challenge.
In Mathematics Unlimited – 2001 and Beyond, B. Engquist and W. Schmid eds.,
pages 961–972. Springer–Verlag, 2001.

[135] A. Quarteroni, M. Tuveri, e A. Veneziani. Computational vascular fluid dynamics:
problems, models and methods. Comput. Visual. Sci., 2:163–197, 2000.

[136] J.K. Raines, M.Y. Jaffrin, e A.H. Shapiro. A computer simulation of arterial dy-
namics in the human leg. J. Biomech., 7:77–91, 1974.

[137] S. Reese. Meso–macro modelling of fibre–reinforced rubber–like composites exhibit-
ing large elastoplastic deformations. Int. J. Solids Struct., 40:951–980, 2003.

[138] C.C.M. Rindt, A.A. van Steenhoven, J.D. Janssen, R.S. Reneman, e A. Segal. A
numerical analysis of steady flow in a three–dimensional model of the carotid artery
bifurcation. J. Biomech., 23:461–473, 1990.

[139] A.M. Roma, C.S. Peskin, e M.J. Berger. An adaptive version of the immersed
boundary method. J. Comput. Phys., 153:509–534, 1999.

[140] Y. Saad. SPARSEKIT: a basic tool kit for sparse matrix computations. Version 2.
University of Illinois (1994).

[141] B.W. Schaaf e P.H. Abbrecht. Digital computer simulation of human systemic arte-
rial pulse wave transmission: A nonlinear model. J. Biomech., 5:345–364, 1972.



318 Referências Bibliográficas
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