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O objetivo do presente trabalho é estabelecer bases tedéricas bem fundadas, dentro do
contexto variacional, a fim de dar unificacao a diversos conceitos que surgem nas seguintes
areas: (i) a modelagem empregando modelos cinematicamente incompativeis, (ii) a mo-
delagem da interagao fluido—estrutura usando métodos de dominios imersos e (iii) a mo-
delagem constitutiva de materiais por meio de técnicas de multiescala. A motivagao para
abordar cada uma destas problematicas, e o ponto em comum entre elas, é a modelagem
do sistema cardiovascular humano. Portanto, a tese estd dividida em trés partes.

Em primeiro lugar, estabelecem-se as bases variacionais para abordar de forma sistemética
a formulacao do problema de acoplamento de modelos que possuem cineméticas incom-
pativeis. Esta maneira de tratar o problema permite estender os conceitos de forma direta
para lidar com o acoplamento de modelos de diferente dimensao. Logo, estes conceitos
sao aplicados em duas situagoes, no acoplamento de modelos estruturais com diferentes
cinematicas subjacentes e, principalmente, no acoplamento de modelos de fluidodinamica
de diferente dimensao visando a modelagem do escoamento do sangue no sistema cardio-
vascular humano. Diversos exemplos e situacgoes sao contemplados neste tltimo caso.
Em segundo lugar, trata-se o problema de interacao fluido—estrutura empregando idéias
de imersao de dominios. Sempre dentro de um marco variacional claro e construtivo,
colocam-se os principios variacionais que governam a interagao de um fluido com sélidos
de forma arbitraria e com sélidos que podem ser caracterizados como estruturas delgadas.
Assim, por um lado desenvolve-se o denominado método de dominios imersos que genera-
liza o método de elementos finitos imersos e o método de dominios ficticios. Por outro lado,
constréi-se o método de cascas imersas que generaliza o conhecido método de contornos
imersos. Apresentam-se também diversos exemplos numéricos de interacao entre um fluido
e corpos rigidos.

Em terceiro e iltimo lugar, trabalha-se com a modelagem constitutiva empregando técnicas
de multiescala, novamente empregando o ferramental variacional. Aqui revisita-se a base
tedrica existente e realiza-se uma extensao das idéias usando principios variacionais duais.
Além disso, fornecem-se diversas implementagoes computacionais, as quais sdo usadas para
apresentar dois exemplos, o primeiro na modelagem de materiais porosos e o segundo na
modelagem do tecido bioldgico encontrado na conformacao da parede arterial.

Em todos os casos, o objetivo nao é s6 prover uma forma final para a formulacao de um
problema, mas também desvendar o processo de construcao que ha por tras dos modelos,
mostrando passo a passo as consideracoes utilizadas assim como as conseqiiéncias de tais
hipoteses. Com isto procura-se obter um ganho no entendimento dos conceitos tedricos
envolvidos, assim como uma maior facilidade na aplicacao destas idéias a novas situagoes.
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The aim of the present work is to establish well-founded theoretical bases, within the
variational context, with the purpose of providing the unification of several concepts that
arise when: (i) modeling by means of kinematically incompatible models, (ii) modeling the
fluid—structure interaction problem using immersed domains methods and (iii) modeling
the constitutive response of materials via multiscale techniques. The motivation to tackle
each one of these problems, and also a situation in which they share points in common, is
the modeling of the cardiovascular system. Then, the thesis is divided into three parts.
Firstly, the variational bases to give a systematic approach to the problem of coupling mod-
els that possess incompatible kinematics are established. The way in which the problem is
formulated allows us to extend the main concepts in a straightforward manner to address
the coupling of models with different dimensions. Furthermore, these ideas are applied in
two situations, in the coupling of structural models with different underlying kinematics
and, primarily, in the coupling of flow models targeting the blood flow simulation in the
cardiovascular system. Several examples and situations are covered in this latter case.
Secondly, the attention is directed to the fluid—structure interaction problem when using
the concept of immersed domains. Always in a variational setting, the principles that
govern the interaction between a fluid and a solid that can be either of arbitrary shape, or
a thin structure, are posed. Thus, on one hand the immersed domains method is developed,
which generalizes the immersed finite element method and the fictitious domains method.
On the other hand, the immersed shell method is developed, which gives a generalization of
the well-known immersed boundary method. Here, several numerical examples comprising
the interaction of a fluid and a rigid body are presented.

Finally, the problem of the constitutive modeling using multiscale techniques is dealt
with, once more, through a variational approach. Here the existing theory is revisited and
an extension of the foundations is carried out by employing duality arguments, that is,
dual variational principles. Moreover, several computational implementations are given
in detail, which are used to present two examples, the first one shows the constitutive
modeling of a porous material, and the second one shows the constitutive modeling of a
biological tissue as the one found in the conformation of the arterial wall.

In all cases, the goal is not just to provide a final form for the governing variational
formulation of a problem, but also to unveil the construction process behind the models,
following a step-by-step approach so as to analyze all the considerations used, as well
as the outcomes of such hypotheses. This shall help in order to gain insight into the
underlying theoretical concepts, and to facilitate the application of these novel ideas to
new situations, as well.
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Prefacio

A conclusao desta tese representa o fruto de vérios anos de trabalho e aprendizado
em diversas areas da ciéncia, todas elas de indole exata. Desde meus estagios na carreira de
Engenharia Eletromecanica, a modelagem computacional me tem chamado poderosamente
a atencdo. Esta curiosidade nao somente tem estado apoiada nos tao diversos e desafia-
dores problemas que devem ser abordados ao trabalhar na area, mas também na enorme
potencialidade que a ciéncia da modelagem e simulacao computacional tem adgqiiirido na
atualidade, a tal ponto que os seus resultados influenciam quase de forma direta nossas
vidas. A isto deve ser acrescentado o aumento consideravel das areas de atuacao nas quais
a modelagem computacional tem comecado a se fazer presente, trazendo a tona um futuro
cada vez mais promissor em termos de resultados com relacdo as linhas de pesquisa ja
existentes, as recentes e as que futuramente surgirao.

Na hora dos agradecimentos eu quero dedicar as palavras em ordem cronolégica de
aparicao, indo do contexto profissional ao pessoal. As primeiras palavras sdo portanto
dedicadas a Santiago, quem fora meu mentor durante a carreira de Engenharia. Foi ele
quem me iniciou, com muita paciéncia e absoluta dedicacao, na ciéncia da modelagem com-
putacional, motivando-me a trabalhar na area. Em vistas de meu interesse por continuar
no ambito da pesquisa, Santiago incentivou-me a conhecer o LNCC a fim de desenvolver
meus estudos de Doutorado. O LNCC acolheu-me como recém-graduado através de Radl,
meu segundo mentor, e quem me tem impulsado a fazer, a expressar, a projetar, a discutir
e a resolver toda classe de problemas e desafios. Ele me tem ensinado, tanto em seus cursos
como em discussoes pessoais, um conjunto de conhecimentos que nao se encontram nos
livros. Além do mais, Rail me tem transmitido algo que considero importantissimo, que
¢ a forma de entender a pesquisa e, portanto, de trabalhar. Entretanto, ndo por estarem
no contexto profissional Santiago e Rail sao somente colegas de trabalho. Muito pelo
contrario, progressivamente eles tém-se transformado em grandes amigos. Trabalhando
com Raul descobri também uma série de pessoas que, se perguntar quem sao, ele dira
que constituem o seu grupo de trabalho. E pela forma em que todos se relacionam mais
do que uma equipe de trabalho ¢ uma turma de amigos que trabalham juntos. FEles
sdo Edgardo, André, Eduardo, Enzo, Claudio e, desde ja, Santiago. Todos eles, ou bem
fizeram parte de forma indireta através da minha formacao participando de seus cursos
(Edgardo, André, Eduardo, Claudio), ou participaram ativamente em trabalhos conjuntos
que fazem parte desta tese (Santiago, Eduardo, Enzo). Um aspecto importante de ter
estado, e continuar, inserido em um grupo de trabalho assim (parafraseando a Ral) é
que é possivel nao sé elevar o nivel da pesquisa, mas também dispor de um ambiente de
trabalho de confianca no qual estar apoiado, aspecto que nao é trivial em absoluto. No
marco profissional devo agradecer mais uma vez a Ratl por me ter permitido colaborar
em um grupo de trabalho como o HeMoLab junto com todas as pessoas ali envolvidas.
Estas atividades tém alavancado outras facetas da minha formacao fora a parte cientifica
estritamente relacionada aos temas da presente tese. Finalmente quero agradecer ao LNCC
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pelo apoio financeiro provido durante estes anos, possibilitando a conclusao em tempo e
forma desta tese. Passando aos agradecimentos pessoais, quero mencionar em primeiro
lugar a minha familia & qual dou todo o crédito na minha formagao tanto pessoal como
profissional devido ao constante e incondicional apoio. Meus pais, Sara e Carlos, tém sido e
continuarao a ser sempre minha inspiracao primeira, ao mesmo tempo que depositaram em
mim toda a sua confianca e entusiasmo, e por isto agradeco-lhes com todo o coracao. Meus
irmaos, Vicky, Lau e Nacho, tém sido por sua vez motivadores para levar adiante desafios e
realizagbes dando o seu acompanhamento continuo, mesmo a distancia, nestes anos todos
no Brasil. Também nao posso esquecer de meus amigos da alma Diego, Gabriel, Maxi,
Nico e Seba, que sempre confiaram em mim e me alentaram a cumprir os meus objetivos
e realizar os meus sonhos, e que a cada final de ano me recebem da mesma maneira, com
um churrasco (que deveria ir em maiisculas) como se o tempo nunca tivesse passado. A
meus amigos argentinos no Brasil, com os quais compartilhamos inimeros eventos gas-
tronomicos e desportivos em Itaipava, refiro-me ao casal “tandilense” Gia e Nacho, ao
casal paulistano—“porteno” Gaby e Seba e ao casal “cordobés” Ale e Seba, pondo énfase
em meus companheiros de estudo Seba e Nacho quem seguiram de perto a realizacao desta
tese. Por iltimo um agradecimento a Leo e a sua familia que me receberam de coragao
aberto aqui no Brasil e que foram transformando-se em pessoas muito especiais para mim.

Finalmente as palavras mais especiais estao dirigidas a minha princesa Maru que
¢ a mulher que amo, com a qual namorei oito anos e dois meses, e com quem casei faz
tao s6 um ano e quatro meses, mas parece que conheco desde sempre. Maru lancou-se
junto comigo, largando todo o que tinha, nesta aventura de apostar na mudanga de pais
para encarar algo desconhecido e construirmos um futuro juntos. Esse futuro que alguma
vez imaginavamos ja chegou e os seus frutos nos deixam com a sensacdo de satisfacao e
realizacao. Por isto, e pelo de sempre, é que quero oferecer com todo meu coracao a ela
os frutos deste trabalho que tdo de perto e com todo o seu amor tem acompanhado e
contribuido.

PAaBLO JAVIER BLANCO
Maro 2008, PETROPOLIS - RJ
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The mere formulation of a problem is far more essential than
its solution, which may be merely a matter of mathematical or
experimental skills. To raise new questions, new possibilities,
to regard old problems from a new angle requires creative
imagination and marks real advances in science.

— ALBERT EINSTEIN (1879-1955)
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Introducao

Este capitulo introdutério expode os aspectos gerais da tese. Apds uma breve dis-
cussao sobre o titulo da tese, apresenta-se a motivagao por tras de um trabalho que
possui fortes vinculos com a modelagem do sistema cardiovascular humano. A partir dali
determina-se o escopo de tese, e logo depois o objetivo geral e os objetivos particulares.
O capitulo finaliza com uma descrigao da estrutura da tese.

Sobre o titulo da tese

O titulo da tese vincula os trés topicos vindos da area de modelagem computacional
que sao abordados neste texto, a0 mesmo tempo expressa a relacao entre estes temas e a
principal aplicacao para a qual estao orientados. Isto nao implica, sob nenhum ponto de
vista, que o conteudo tedrico da tese esteja restrito a esta aplicacao, sobretudo em funcao
da ampla gama de problemas abordaveis empregando os conceitos aqui tratados.

A motivacao principal do trabalho realizado nesta tese, exposta na secao seguinte,
estd governada pela modelagem e simulacao computacional do sistema cardiovascular hu-
mano. Esta drea combina de forma congruente os trés pilares sobre os quais se apoia a
presente tese.

Motivacao e importancia da problematica geral

O emprego de tecnologia na pratica médica vem de longa data e tem auxiliado
nas mais variadas formas aos avancos na pesquisa em medicina, chegando a produzir
um impacto mensuravel na qualidade de vida da populagdo. Com esta tecnologia, o
profissional da area médica adqiire dados de pacientes, realiza andlises destes dados,
formula hipdteses, as confirma ou as refuta e finalmente extrai conclusées. Embora isto
tenha sido habitual nas ultimas décadas, atualmente a pesquisa em determinadas areas
da medicina tem dado evidéncia de estar alterando radicalmente seus paradigmas. Uma
prova disto é que ao longo dos ultimos anos tem havido uma incipiente tendéncia, porém
cada vez mais crescente, por parte da comunidade cientifica da modelagem computacional
a entregar-se ao trabalho de levar a cabo uma simbiose com o ambito da medicina. Esta
nova inclinagao foi resultado do aumento do poder de calculo dos computadores o que,
aliado a modelos cada vez mais complexos tem permitido fornecer um futuro promisor
para esta classe de aplicagoes. Assim sendo, o emprego de modelos computacionais para
simular os fen6menos fisicos que ocorrem nos diversos sistemas presentes no corpo humano
foi o objetivo de diversas pesquisas ao longo do mundo inteiro nos tltimos quinze anos.
A principal meta tem sido analisar as potencialidades que a modelagem computacional
pode fornecer a comunidade médica e ainda avaliar o impacto que conseqiientemente pode
provocar na qualidade de vida da populagao. Em outras palavras, o emprego de modelos
governados por leis fisicas tem ajudado a projetar um novo horizonte para a medicina, a
qual poder-se-ia lhe atribuir o nome de medicina assistida por computacao cientifica.
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Um vasto leque de novos problemas tem surgido, produto desta rica parceria entre
a modelagem computacional e as aplicacoes em medicina. Em particular as problematicas
comentadas a seguir estao sujeitas aos temas tratados nesta tese.

Um dos primeiros problemas abordados na literatura foi o do escoamento do sangue
nas maiores artérias do corpo humano. Numerosos modelos simplificados (modelos 1D)
tém sido desenvolvidos a fim de dar respostas quantitativas e qualitativas a perguntas sobre
o funcionamento do sistema cardiovascular na escala do sistema completo, afiancando os
conhecimentos sobre os mecanismos que governam a dinamica deste sistema. Entretanto,
a informagao de carater global que estes modelos fornecem nao atende as necessidades
basicas para estudar comportamentos de cardter local do fluxo sangiiineo em determi-
nadas regioes do sistema. Por isto, com o advento de tecnologias de computadores mais
avancadas e com ferramentas de aquisicao de dados mais precisas, o emprego de mode-
los computacionais mais complexos (modelos 3D) passou a ser praxe na pesquisa sobre
o estudo de determinadas doencas assim como na pesquisa orientada a planificacao de
procedimentos cirtrgicos. Diversos trabalhos foram dedicados & andlise do escoamento do
sangue empregando modelos tridimensionais em geometrias obtidas a partir de imagens
médicas. No entanto, cada vez mais perguntas emergiam como resultado do aprofunda-
mento na capacidade descritiva dos modelos. Como conseqiiéncia, surgiu a necessidade
de conhecer outros aspectos do sistema cardiovascular. Por exemplo, os mecanismos que
determinam a deposicao de placas de ateroma, como isto estd afetado pela regularidade do
escoamento sangiiineo e em que forma os fenémenos da escala global afetam tais fenémenos
de carater local, tém sido um ativo tema de estudo na comunidade cientifica. Uma tltima
geracao de modelos veio recentemente ao encontro das necessidades de analises cada vez
mais complexas em hemodinamica. Neste sentido, os modelos multidimensionais acopla-
dos (modelos 3D-1D) foram criados para fornecer uma representagdo mais real do sistema
arterial, levando em conta a interag@o entre os fenémenos que ocorrem nas diversas es-
calas presentes. Isto d4 origem a um novo campo de pesquisa que é o do acoplamento de
modelos de diferente dimensao, e que desperta interesse em diversos problemas da fisica e
engenharia. A formulacdo de uma teoria mecanica e matemaética consistente, empregando
principios variacionais, que abranja todas as possibilidades para lidar com as incompati-
bilidades existentes entre estes modelos é um desafio com implicacoes interessantes nas
areas de mecanica dos fluidos, mecanica dos sélidos e transferéncia de calor dentre outros,
e constitui um dos principais objetivos desta tese, como serd comentado mais na frente.

Um outro tépico que aparece em cena com grande relevancia é a modelagem do
funcionamento da valvula adrtica. Este problema compreende um conjunto de desafios,
tanto do ponto de vista da modelagem como da aplicacao final, que possuem um carater
altamente complexo. Em particular, esta classe de estudo pode estar orientada a projetar
o desenho de valvulas artificiais, otimizando os tempos de andlises e experimentacao.
Para isto tém surgido alguns métodos baseados na superposi¢cao de dominios, ou também
imersao de dominios, que facilitam a abordagem destes problemas frente ao uso de técnicas
cldssicas. Este campo de pesquisa, o qual também possui extrema aplicabilidade em
qualquer area da engenharia, é recente, encontra-se em pleno desenvolvimento, e possui
certas questoes que ainda devem ser esclarecidas. Esta clarificacao pode ser feita utilizando
formulagoes variacionais e é parte do objetivo principal desta tese como comentado mais
na frente.

Em outro ambito, intimamente ligado aos problemas acima comentados estd a mode-
lagem constitutiva dos tecidos biologicos. Sabe-se que o comportamento destes materiais
¢ muito complexo e a modelagem constitutiva empregando técnicas classicas é uma tarefa
ardua. Vinculando isto com o dito anteriormente, pode-se dizer que o emprego de técnicas
computacionais para modelar a resposta constitutiva destes materiais nao sé é impor-
tante aos efeitos da modelagem do escoamento do sangue nas artérias, mas também na
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modelagem do funcionamento da vélvula adrtica. Assim sendo, em funcao da limitacao
propria dos modelos constitutivos fenomenoldgicos, os modelos de multiescala tendem a
afirmar-se como as técnicas mais adequadas a fim de representar o comportamento destes
materiais. Uma teoria variacional que vise colocar este problema de acoplamento entre
escalas permite o completo entendimento das hipdteses existentes por tras desta classe de
modelos.

Escopo da tese e metodologia de trabalho

Se bem o denominador comum dos problemas enunciados na secao anterior é a
modelagem do sistema cardiovascular humano, a abrangéncia dos temas tratados aqui vai
além desta mera aplicacao, possuindo forte inferéncia em muitos problemas das diversas
areas da fisica e engenharia. Inumeras situagoes sao atingidas por estes conceitos e po-
dem ser tratadas empregando as idéias aqui formuladas. Desta forma, embora a aplicagao
principal seja na modelagem do sistema cardiovascular, alguns dos resultados apresentados
escapam a essa problemaética, mostrando inclusive a versatilidade dos conceitos desenvolvi-
dos. Neste sentido, o escopo da tese possui uma tendéncia & analise tedrica dos resultados,
fornecendo bases claras e derivacoes sistematicas na formulacao dos problemas tratados.
Em determinadas situagoes apresenta-se a ligacao direta com o tratamento computacional
necessario para resolver o problema no contexto da aplicacao principal para a qual estd
orientado o texto.

Dado que a tese estd escrita dentro de um programa de modelagem computacional
o publico alvo sdo os pesquisadores da area da modelagem e simulacdo computacional. A
énfase da tese estd nos aspectos mecanicos das formulagoes de cada modelo assim como
nas hipdteses necessarias na construcao destas. Do comentado na secao anterior observa-
se entao que existe um denominador comum a fim de abordar a construgao de modelos
matematicos para atacar os diferentes problemas mencionados. Este ponto em comum é
o emprego de principios variacionais, o qual permite edificar a teoria utilizada mantendo
firmes bases mecanicas e matematicas, facilitando o posterior tratamento aproximado
do problema. Por isto, a tese mantém principalmente uma forte inclinacao variacional,
procurando que os topicos tratados estejam sempre em consonancia com principios bem
fundados.

Em fungéo do dito na secao sobre a motivacao da problemadtica geral, vé-se que
desenvolver trabalho nas areas mencionadas requer um alto grau de multidisciplinarie-
dade, aspecto constantemente advogado no Programa de Pés-Graduagao em Ciéncias da
Modelagem Computacional do Laboratério Nacional de Computacao Cientifica. Isto deve
também ser frisado a fim de contextualizar o trabalho desenvolvido dentro de um programa
de formagao superior multidisciplinar.

Objetivos e contribuicoes da tese

O objetivo geral desta tese é apresentar bases bem fundadas para diversos problemas
para os quais a literatura nao tem fornecido idéias claras e acabadas a fim de conseguir
um entendimento fechado sobre cada um dos assuntos tratados. Para descrever melhor
a natureza desta tese apresenta-se a Figura (1l que mostra as trés principais etapas na
abordagem de um problema genérico no ambito da modelagem e simulacao computacional.

A primeira etapa compreende a construcao dos principios que governam a fisica
mais relevante do problema. O ponto mais importante aqui é a realizacdo de hipdteses
adequadas e o uso de bases bem fundadas para proceder a formular o modelo matematico
que descreverd os fenomenos observaveis. A segunda etapa objetiva a andlise matematica
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Resolugao de forma aproximada,
implementacao computacional, andlise
numérica, comparacdo com resultados

conhecidos e estudo de casos

4

Utilizacdo da teoria desenvolvida para atacar o
problema real

Principio matematico que j
governa a fisica mais

relevante do problema

Figura 1: Etapas béasicas na abordagem de um problema genérico.

do modelo proposto, incluindo andlise numérica, aspectos basicos da implementagao com-
putacional assim como andlises de casos para testar o funcionamento do modelo proposto.
Por dltimo tem-se a etapa na qual passa-se a resolver problemas a grande escala, para o
qual os aspectos basicos da implementacao computacional devem ser reformulados a fim
de fazer viavel a aplicagao da teoria desenvolvida a problemas da vida real.

Seguindo este diagrama, e o explicado no paragrafo anterior, o objetivo geral desta
tese é apresentar contribuigbes principalmente no primeiro estdgio do diagrama, empre-
gando, evidentemente, elementos das outras duas etapas a fim de conseguir mostrar o
desempenho dos diversos modelos construidos. Em outras palavras, a énfase desta tese
estd colocada na prépria construcao do modelo fisico que governa um dado problema. Para
isto apresentam-se conceitos relativamente simples e amplamente conhecidos em outros
ambitos, mas que, quando formulados no contexto adequado, permitem fornecer solucoes
a diversas questoes ainda nao resolvidas de forma completa na literatura.

Para passar aos aspectos particulares da tese comeca-se dizendo que a mesma esta
composta por trés partes principais. A Figura 2 mostra uma estrutura do presente texto
segundo os trés topicos a serem tratados. Cada uma destas problematicas representa sem
davida um problema de notavel interesse na modelagem computacional, e a0 mesmo tempo
tém como denominador comum o fato de jogarem um papel fundamental na modelagem
do sistema cardiovascular humano.

A primeira parte da tese trata sobre os aqui denominados modelos cinematicamente
incompativeis. Esta denominacao abrange situacoes como a da modelagem do acoplamento
de modelos de diferente dimensdo. A contribuicao desta parte, e o principal objetivo, é
fornecer bases tedricas suportadas por principios variacionais consistentes a fim de for-
mular o acoplamento de modelos que podem ser eventualmente incompativeis do ponto
de vista da cinemdtica que governa cada um deles. Em particular isto é feito para os
problemas de transferéncia de calor, problemas de equilibrio de sdlidos e problemas de
escoamento de fluidos incompressiveis. Com isto contribui-se com uma sistematizacao da
analise e abordagem do problema de acoplamento de modelos com diferentes cinematicas
e, em particular, de diferente dimensao, nao s6 alcancando as teorias existentes na litera-
tura, mas também estendendo as possibilidades a respeito do entendimento do problema.
Um outro objetivo particular desta parte é apresentar a implementacao computacional, e
depois a resolucao de diversos exemplos de aplicagao na area da modelagem do sistema
cardiovascular humano.
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Acoplamento de modelos Imersdo de dominios para
cinematicamente incompativeis interacao fluido—estrutura
Interacao de modelos de Interac3o de sélidos e cascas com
diferentes dimensdes um fluido

Recuperacio de respostas

constitutivas complexas

4

Modelagem do sistema cardiovascular

Aplicacao principal

Figura 2: Estrutura da tese.

A segunda parte da tese lida com o problema de acoplamento fluido—sélido empre-
gando conceitos de imersao de dominios. O objetivo particular procurado aqui é, nova-
mente, fornecer bases tedricas firmemente apoiadas sobre principios variacionais adequados
que permitam formular duas classes de problemas. Por um lado, formula-se o problema
de acoplamento de um sélido com um fluido. Por outro lado, coloca-se o acoplamento de
uma estrutura tipo casca com um fluido. Isto é feito empregando idéias de imersao de
dominios e de imersao de contornos respectivamente. Assim sendo, a contribuigdo desta
parte é na generalizacao das teorias existentes atualmente na literatura, tanto de métodos
de contornos imersos como métodos de solidos imersos, que, ou bem estao restritas a casos
particulares, ou diretamente nao estao bem formuladas. Outro objetivo, que também
constitui uma contribuicao, é mostrar como se desenvolve a implementacdao computa-
cional dos métodos de dominios imersos por meio da obtengao do operador tangente que
surge da linearizacao do problema e, quando possivel, apresentar resultados numéricos das
capacidades que estas metodologias possuem.

A terceira e ultima parte da tese tem por objetivo fazer, em primeiro lugar, uma re-
visao de alguns conceitos recentemente apresentados na literatura concernentes a modela-
gem constitutiva combinando técnicas de multiescala e principios variacionais cinematicos
(ou primais). Assim, a contribuicdo, e o objetivo, desta parte é realizar uma extensao
tedrica desenvolvendo os correspondentes modelos duais por meio do uso de principios
variacionais complementares. Outro objetivo é realizar a implementacao computacional
de cada um dos modelos primais existentes, comparando o desempenho que cada um apre-
senta com resultados da literatura. A metodologia computacional desenvolvida é também
contribuicao desta tese.

Vale a pena ressaltar que o préposito final da tese nao é apresentar uma integragao
das trés partes o que, alids, constituiria um trabalho de vérias teses. Em resumo, o
objetivo final, e ao mesmo tempo contribuicdo principal, é fornecer idéias e conceitos
tedricos baseados no emprego de formulacoes variacionais para abordar cada um dos temas
apresentados e, em determinadas ocasioes, dar evidéncias das capacidades destes conceitos
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mediante exemplos numéricos. Isto constitui, sem duvidas, o primeiro passo para futuras
linhas de pesquisa que visem a integracao progressiva das areas aqui tratadas.

Estrutura da tese e conteudos

A organizacao da tese segue de perto o esquema da Figura 2| da secao anterior. As-
sim, h& trés partes que a conformam. Cada uma das partes compoe-se de dois capitulos.
De forma geral, o primeiro capitulo apresenta os conceitos tedricos por tras do assunto
a ser tratado nessa parte, enquanto que o segundo capitulo dedica-se a implementacgao
computacional e resultados numéricos de casos vistos no capitulo tedrico. Desta forma
segue-se 0 mesmo padrao ao longo de todo o texto. Por sua vez, cada um dos capitulos
¢ iniciado por uma discussao que levanta, por um lado, a motivacao e, por outro lado,
0os pontos mais importantes sobre o assunto exposto. Fornece-se com maior precisao o
objetivo particular do capitulo assim como também realiza-se uma resenha bibliografica
com os trabalhos na area mais relevantes do ponto de vista que sera atacado o problema.
Finalmente esta introducao a cada capitulo é fechada detalhando os trabalhos desenvolvi-
dos decorrentes das contribuicoes feitas, quando for aplicavel. A seguir menciona-se de
forma resumida o conteido de cada capitulo.

Parte I

Capitulo 1. Este capitulo apresenta as idéias por tras da formulagao do problema de
acoplamento de modelos com diferentes cinematicas, e particulariza a formulagao
para varios problemas de acoplamento de modelos de diferente dimensao em trans-
feréncia de calor, mecanica dos sélidos e mecanica dos fluidos. Também mostram-se
alguns resultados numéricos na area da mecanica dos sélidos.

Capitulo 2. Aqui desenvolve-se a implementacido computacional para o acoplamento de
modelos 3D e 1D no problema do escoamento de fluidos incompressiveis em dominios
deformaveis. Todos os exemplos numéricos objetivam dar uma amostra das poten-
cialidades do emprego de modelos acoplados em hemodinamica e portanto estao
completamente orientados a esta aplicacao.

Parte 11

Capitulo 3. Neste capitulo faz-se uma recopilacao de metodologias cldssicas para tratar
o problema de interagao fluido—estrutura e desenvolvem-se posteriormente os corres-
pondentes principios baseados em imersao de dominios. Apresentam-se resultados
tedricos para o caso de imersao de sélidos de forma arbitraria e de estruturas delgadas
tipo casca.

Capitulo 4. Tanto a linearizagao do problema quanto a implementagao computacional do
problema de sélidos imersos discutem-se neste capitulo. Apresenta-se também como
caso particular o problema envolvendo sélidos rigidos. Mostram-se ainda alguns
exemplos numéricos neste iltimo caso para fornecer evidéncias da potencialidade do
método.

Parte 111

Capitulo 5. Aqui revisitam-se as idéias de modelagem constitutiva de multiescala em-
pregando conceitos variacionais. Com isto constroem-se diversos modelos para, logo
depois, reformular todas as idéias empregando argumentos de dualidade em mecanica
e recuperando a forma de cada modelo que fora obtido via a formulacao primal.
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Capitulo 6. Neste capitulo mostram-se as implementacées computacionais de cada mo-
delo de multiescala primal visto no capitulo anterior. Apresentam-se resultados
numeéricos para materiais porosos com matriz elasto-plastica, comparando o desem-
penho de cada modelo com resultados da literatura. Também desenvolve-se uma
microestrutura cuja resposta no nivel do problema macroscopico visa reproduzir os
resultados para materiais como os encontrados na modelagem do tecido da parede
arterial.

A tese culmina com a secao destinada as conclusoes e as referéncias bibliogréficas citadas
ao longo de todo o texto.






Parte 1

Modelos Cinematicamente
Incompativeis






Capitulo 1

Teoria sobre o acoplamento de
modelos cinematicamente
incompativeis

Introducao

Um dos principais objetivos de um modelo é reproduzir os fendmenos fisicos que
ocorrem em uma situacao real da melhor forma possivel no sentido dado pelas proéprias
caracteristicas e limitacoes que tal modelo possui. A escolha de um modelo é baseada no
objetivo da modelagem do problema, ou seja, é extremamente dependente dos resultados
que se desejam obter e das conclusoes finais as quais se deseja chegar. Inclusive, é muito
comum que no mesmo processo da modelagem um modelo deva ser substituido por um
outro mais adequado em prol de capturar os fenémenos de relevancia na fisica do problema.

Para poder analisar na sua totalidade um modelo surge a linguagem matematica.
Cada tipo de modelo é caracterizado através de uma formulacao matematica subjacente.
Esta formulacao contextua ao problema dentro de um marco que permite a sua abordagem
de forma axiomatica. Conseqiientemente, as diferencas entre os modelos assim como as
suas caracteristicas sao manifestadas por meio das formulagoes matematicas respectivas,
que poderao ser mais ou menos sofisticadas em funcao dos objetivos da modelagem. Na
modelagem de diversos problemas da fisica é comum deparar com situagoes nas quais tais
problemas podem ser abordados utilizando simultaneamente diferentes modelos. Desta
maneira, ¢ possivel encontrar situacoes nas quais as caracteristicas do problema sejam
tais que devam ser considerados diversos modelos funcionando conjuntamente como um
unico modelo unidade. Nestes casos, o objetivo é que algumas das particularidades do
problema sejam capturadas por um tipo de modelo e outras por outro tipo de modelo. A
questao é entao dispor de uma formulacao mateméatica que englobe ambos os modelos de
forma que a interacao entre estes nao escape a fisica do problema. Isto refere-se ao correto
surgimento das denominadas condicdes de acoplamento entre os modelos.

Uma forma geral e sistemdtica de construir um modelo com caracteristicas parti-
culares é alterando a cinematica do mesmo em funcao das necessidades e requerimentos
da modelagem. Assim sendo, quando se fala sobre o interesse em utilizar modelos de
caracteristicas diferentes, agindo conjuntamente, refere-se precisamente de empregar mo-
delos com cinematicas dissimeis dentro do mesmo problema em estudo. Entretanto, o uso
de cinematicas diferentes supoe a presenca de descontinuidades nos campos envolvidos
devido a prépria natureza de cada modelo. Surge entdao, o que aqui se denomina, uma
incompatibilidade cinemadtica entre os modelos. A palavra incompatibilidade deve ser
entendida no sentido da regularidade dos campos candidatos a solucao do problema de
acordo com os requerimentos de um dado principio variacional que o governa. Tal incom-

11
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patibilidade pode emergir nos diversos estagios da modelagem. O exemplo mais claro que
nos concerne neste capitulo é aquela incompatibilidade resultante de ter introduzido, como
dito acima, hipdteses no problema continuo sobre o comportamento cinematico de uma
parte do modelo. Um outro caso que também poderia ser visto como classico é aquela
incompatibilidade que ocorre somente ao pensar em uma aproximacgao para o problema,
por exemplo, ao empregar discretizacoes diferentes em diversas partices de um mesmo
dominio.

Deixando momentaneamente de lado a discussao sobre o surgimento de incompa-
tibilidades cinematicas, mas sem afastar-se totalmente, digamos que uma caracteristica
importante na hora de realizar a abordagem de um problema é a dimensionalidade dada
ao mesmo. Assim, considerar um modelo no qual os fenémenos possuem uma descri¢ao
tridimensional resulta sempre mais adequado do que um modelo no qual alguma hipotese
simplificativa foi realizada de forma a descrever os fenomenos que se sucedem em duas ou
inclusive em uma dimensao. Entretanto, do ponto de vista da modelagem é bem sabido
que ha situagoes nas quais estas simplificagoes trazem notdrias vantagens decorrentes da
reducao do custo na resolugao do problema. Considere entao que por certos motivos se
deseja trabalhar com modelos cujas diferencas estejam nas dimensionalidades outorgadas
a cada um. Logo, resulta interessante, do ponto de vista tedrico e da aplicacao, a colocagao
do problema quando pensado a partir da utilizacao destes modelos acoplados operando
juntamente. Isto deve ser feito dentro de um contexto no qual seja possivel derivar con-
sistentemente os diferentes modelos conseguindo, ao mesmo tempo e de forma natural, as
adequadas condigoes de acoplamento entre eles visando a sua correta interacao. As razoes
para utilizar este tipo de modelos acoplados reside nas necessidades da modelagem, e para
cada caso particular deverao ser adequadamente justificadas. A pergunta estd em como
lidar com modelos de dimensionalidade diferente, e a resposta é discutida no paréagrafo
subseqiiente.

Ao longo de toda esta tese o principio béasico a partir do qual se formulam os pro-
blemas da mecanica é o principio variacional. Os principios variacionais que governam
os diversos problemas aqui tratados sao bem conhecidos, assim como a sua dependéncia
com a dimensionalidade do problema e as condi¢Ges que uma funcao deve satisfazer para
que possa ser considerada candidata a solucao. No entanto, ainda nada foi desenvolvido
objetivando formular, através de um tnico principio variacional, um problema utilizando
modelos cinematicamente incompativeis e, em particular, como serd visto de diferente di-
mensionalidade. Este capitulo vem atender este requerimento. Observe que a reducao na
dimensionalidade de um modelo primal (no sentido da formulacao variacional primal, ou
cinemética, subjacente) pode ser sempre entendida como simplifica¢oes no que se denomina
em geral a cinemadtica do modelo. Por cinemética entende-se a caracteristica da qual goza
o campo primal com o qual se descrevem os fenémenos no principio variacional primal.
Portanto, o problema de acoplar modelos de diferente dimensionalidade pode ser visto
como um caso particular do problema de acoplar modelos cinematicamente incompativeis.
Esta falta de compatibilidade nas cinematicas acarreta, como dito acima, a presenca de
descontinuidades nos campos envolvidos, produto de ter violentado a continuidade origi-
nal dos mesmos. O principio variacional original ja nao é véalido devido a que os campos
nao satisfazem as condi¢oes de regularidades requeridas e, portanto, faz-se necessario re-
formular o problema arquitetando um novo principio variacional estendido que atenda
a estas alteracoes. Diz-se que o principio variacional estende-se devido a que o mesmo
agora deve ser valido para campos que eventualmente podem ser descontinuos. O objetivo
de formular este novo principio variacional é o de derivar, de forma natural a partir da
propria formulacao, as adequadas condigoes de acoplamento entre os modelos. Ver-se-a
que tais condigOes surgirao justamente nas denominadas interfaces de acoplamento entre os
modelos que é onde a cinemadtica é efetivamente alterada. Estas condigoes caracterizarao
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as solucoes e serao as encarregadas de manter o modelo dentro da fisica do problema
sob andlise. Tudo isto serd derivado de forma consistente dentro do marco variacional de
trabalho sem introduzir nenhum tipo de condicao adicional sobre o problema.

Neste capitulo apresentam-se as bases para formular o problema de acoplamento de
modelos cinematicamente incompativeis a partir de um principio variacional estendido.
Isto é levado a cabo para diversos campos da mecéanica. Na Sec¢ao [1.1] desenvolvem-se as
idéias de incompatibilidade cinematica de forma abstrata, deixando a base tedrica bem
fundada para proceder nos diversos problemas apresentados posteriormente. A Segao [1.2
comeca com um caso simples como o problema de transferéncia de calor para o qual se
estuda a existéncia e unicidade de solucoes assim como a propriedade do decaimento da
energia. Na Sec¢ao 1.3 estudam-se os problemas relacionados a modelagem de componentes
estruturais, tais como vigas e cascas, e formula-se o problema de acoplamento entre estes
modelos reduzidos e modelos tridimensionais. Enquanto que na Segao 1.4/ alguns resulta-
dos numéricos sao apresentados para o caso desenvolvido na secao anterior. Finalmente
na Secao 1.5 analisa-se o problema de escoamento de fluidos e as suas diversas possibi-
lidades, chegando até a formulacao de um problema geral em dominios deformaveis que
serd de interesse no Capitulo 2. Por 1iltimo, na Segao 1.6/ apresentam-se os comentarios
finais do capitulo salientando alguns aspectos importantes e estendendo a analise além do
apresentado nas primeiras segoes.

As idéias desenvolvidas neste capitulo constituem parte das contribuicoes desta tese.
Com efeito, este capitulo é a base dos conceitos tedricos apresentados nos trabalhos [18, 20,
21), 155]. Pesquisa parcialmente orientada nesta direcao foi levada a cabo nos anos 80 e 90
em trabalhos que abordavam a modelagem da juncao entre placas, entre placas e cascas, e
entre placas e sélidos eldsticos 3D [5], 10, 11} 12, 33]. Ainda nos anos 90 alguns trabalhos
empregaram a andlise assintdtica para realizar a juncao entre uma estrutura elastica 3D e
um componente de dimensao reduzida [86), 117, 118]. Em todos estes trabalhos o problema
¢é entendido de forma absolutamente diferente a como é enxergado neste capitulo. Com
efeito, a abordagem proposta nao é axiomatica e portanto carece de generalidade. Aqui o
problema é tratado de forma bem geral quando pensado na area de sélidos, segundo feito
na Secao [1.3, sendo possivel ver que dentro desta abordagem geral podem-se incluir os
diversos pontos de vista apresentados na literatura. Por outro lado, aplicagoes no campo
da andlise de componentes em tor¢ao tém sido apresentadas em [13]. Com relacdo ao
tépico tratado na Secdo (1.5 alguns trabalhos apresentam idéias relativas ao acoplamento
de modelos de diferente dimensionalidade na area de fluidos, porém, a bibliografia é escassa
(ver [41, 142, 161]) e, bem como na literatura da drea de sélidos, carece da abordagem
sistematica que se poe em evidéncia neste capitulo. O tratamento existente até a atualidade
estd baseado em condigoes incorporadas a priori a nivel do problema diferencial particular,
para o qual se precisa de um conhecimento prévio das condicoes de acoplamento. Uma
discussao mais aprofundada apresenta-se na Secgao [1.6.

Antes de finalizar é importante mencionar que os conceitos introduzidos aqui sao
uteis também no contexto de técnicas de decomposicao de dominios como uma forma
alternativa e interessante de abordar o problema de malhas nao compativeis sobre uma
dada superficie (aquela denominada anteriormente como interface de acoplamento). Ape-
sar de que esta situacao pressupoe compatibilidade cinemadtica no nivel do continuo, tal
compatibilidade é perdida ao passar ao nivel discreto realizando diferentes aproximacoes
nas diferentes particoes do dominio original. Assim, a teoria é aplicivel também para
lidar com sistemas particionados, envolvendo diversas técnicas bem conhecidas como as
propostas em [128, 129]. Um comentério andlogo é vélido para métodos de Galerkin
descontinuos, nos quais as incompatibilidades cinemadticas sao introduzidas para dar ver-
satilidade a aproximacao numérica do problema. Este aspecto é comentado novamente
antes de finalizar o capitulo.
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1.1 Conceitos gerais sobre incompatibilidade cinematica

Os conceitos apresentados nesta secao sao de carater abstrato e ficarao mais claros
nos diversos exemplos colocados ao longo das secoes no decorrer deste capitulo. Primeira-
mente é apresentado um principio variacional genérico que visa lidar com incompatibili-
dades cineméticas no modelo, e logo depois desenvolve-se uma discussao sobre os aspectos
mecanicos envolvidos em tal principio variacional estendido.

1.1.1 O principio variacional estendido

Considere entdo um problema cuja fisica é modelada por meio de um principio
variacional determinado que de forma geral pode ser denominado principio das poténcias
virtuais. No ambito dos modelos variacionais cineméticos, ou equivalentemente primais,
a fisica que o modelo representa estd exclusivamente baseada na cinemética que o modelo
possui. Esta cinematica determina as particularidades das funcoes candidatas a solugao
do problema, por meio da caracterizacao dos espagos funcionais usados na formulagao
variacional. Em forma bem genérica o problema variacional pode ser colocado como
segue:

Problema 1.1. Encontre u € U tal que
(R(u),v)grxg =0 Vv ey, (1.1.1)

com
U = {u € Q; u satisfaz condigoes de contorno}, (1.1.2)

onde V € o espaco obtido tomando a diferenca de elementos em U, e Q' é o espaco dual

de Q.

Neste problema, formulado para um campo genérico u, (-, ) g/ g ¢ uma classe de
produto de dualidade que representa o estado de equilibrio, e que envolve um operador
R(:): @ — Q genérico, o qual pode ser dependente do tempo e nao linear, enquanto que
por outro lado a operacao (-, ) g/« g ¢ linear nas variagoes admissiveis v. Por tltimo, o
indice @’ x Q remarca que a operacao esta sujeita & regularidade das funcdes no espaco
Q. Além disso o problema estd colocado em um dominio de andlise € R? aberto
e limitado, e com contorno I' regular de modo que os tracos das funcoes estejam bem
definidos. Associado ao espaco Q estd o espago dos tragos sobre a fronteira denotado por
7r(Q). Suponha agora que o dominio €2 é dividido em duas partes ; e Q9 através de um
contorno artificial interno denominado I', regular para que os tracos das funcoes estejam
bem definidos também sobre este contorno. Desta forma tem-se que {2 = (Ql U QQ)O (o
interior do fecho da unido). Agora as fungoes s@o vistas como um par u = (u, uz), onde
cada parte corresponde a um dominio. Como conseqiiéncia da regularidade das funcoes
em U, da formulagao variacional (1.1.1) conclui-se que sobre tal contorno interno é

u; = uy em 71, (Q), (1.1.3)

ou seja que a igualdade é no sentido dado pelo espaco 71, (Q). Suponha agora que se ad-
mite que as fungdes candidatas a solugao do problema nao satisfazem a condicao (1.1.3).
Esta situacao se da, por exemplo, quando se lida com formulagbes de modelos que pos-
suem cinematicas incompativeis ja que tal incompatibilidade pressupde a existéncia de
alguma classe de descontinuidade. Logo, o principio variacional deve ser reformulado de
forma a acomodar esta nova situacao. Esta necessidade de reformulacao implica no que
se denomina a extensao do principio. Assume-se também que u; € Q; onde Q; ¢é tal que
estabelece a regularidade necessédria para definir adequadamente as operagoes (-, ‘DQ;xQZ-
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sobre €2;, i = 1,2. Isto d4 a entender que existe uma estreita relacao através da qual Q;,
1 = 1,2, herda certas propriedades de Q. De forma geral, o principio variacional estendido
¢é obtido adicionando no principio original termos associados as poténcias virtuais geradas
pelas descontinuidades em dualidade com os esforgos admissiveis, os quais por sua vez
dependem das hipéteses cinematicas consideradas para cada sub-dominio. Assim sendo,
o principio variacional denominado estendido é, em forma genérica, o seguinte:

Problema 1.2. Para algum v € [0,1] encontre ((ui,u2),t1,t2) € Ug x Tr,(Q1) X
Tr,(Q2) tal que

(Ri(u1), vi)gr @, + (R2(u2), va) g, < 0,
+(t1, (Vi = V)i (@i x T, (@) T (1= V)(t2, (Vi — V2)) 11, (@) x T, (22)

+ sty (W1 — w2))7r. (@) x7r, (@1) T (1 = ¥)(s2, (W1 — W2)) 71, (@)% 71, (@5) = 0
V((v1,v2),s1,82) € Va x Tr,(Q1)' X Tr,(Q2)', (1.1.4)

com Uy =U1 x Uy sendo

U, ={u; € Qi; wy satisfaz condigoes de contorno}, (1.15)
Uy = {uy € Qy; uy satisfaz condigoes de contorno}, o

e onde Vg € o espago obtido tomando a diferenca de elementos em U .

Neste problema 7r,(Q;) denota o espago dual que automaticamente serd identifi-

cado uma vez que for estabelecido Q;, ¢ = 1,2. O mesmo acontece com os espagos duais

!, i =1,2. No caso geral, a forma dos operadores R e R2 muda de acordo com as

hip6teses cinematicas adotadas para cada um dos sub-dominios §2;, ¢ = 1,2. Observe que

t; e sua variacao admissivel s; sdo elementos duais de u;, ¢ = 1,2, os quais ficam definidos
uma vez providas as caracteristicas da varidvel primal.

Para estudar a consisténcia do Problema 1.2/ com respeito ao Problema [1.1]é preciso
colocar as condicoes deste tdltimo no primeiro. Ou seja, assuma que Q; herda todas as
caracteristicas do espago Q quando restrito ao dominio 2;, o que se denota por Q; = Q|q,,
1 = 1,2. Em outras palavras, a cinemética é mantida de forma original, e parcial, sobre
cada sub-dominio. Logo, resulta Ri(:) = Ra(-) = R(:), e além do mais

Tr,(Q1) = Tr,(Q2) = Tr,(Q),

1.1.6
T (Q1) = Tiu(Q@) = T, (Q). 10
Chamando entao t, = vyt; + (1 — 7)t2, resulta o seguinte problema:

Problema 1.3. Encontre ((u1,u2),ty) € Uy x Tr,(Q)’ tal que

(]R(ul)7 leQ/|Q1 X g|Ql + (]R(u2)7 V2Dgl‘g2 ><Q|92

+ (ty, (Vi = Vo)) 7 (@) x T, (@) T (8y, (W1 — W2)) 7. (@) x7r, (@) =0
V((v1,v2),8y) € Vax Tr,(Q), (1.1.7)

com Uz =U1 x Uy sendo

Uy ={u € le; u satisfaz condigoes de contorno}, (1.1.8)
Us = {ug € Qq,; uz satisfaz condigoes de contorno}, o

e onde Vg4 € o espago obtido tomando o diferenca de elementos em U 4.
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Aqui fica em evidéncia que o Problema 1.2/ é consistente com o Problema [1.1]j& que
sob as condigoes do problema original a formulagao variacional (1.1.7) estabelece que

{8y, (w1 —w2)) 7. (@) =7, (@ =0 Vs, € Tr,(Q)', (1.1.9)

e portanto implica que a (1.1.3) é satisfeita. Além do mais, este resultado implica que
quando nao existem hipdteses cinematicas adicionais sobre algum dos dois dominios, ou
seja quando nao ha incompatibilidade cinemética sobre a fronteira I'y, a solugao do pro-
blema independe de 7y, como esperado. No entanto, é importante salientar que o Pro-
blema 1.2/ é mais geral j4 que no mesmo é possivel introduzir diferentes cineméticas dentro
do mesmo dominio de analise {2 por meio da especificagao arbitrariamente independente
de Q1 e Qs. Considere entao o caso no qual alguma restricdo foi introduzida em um
dos espagos, digamos Q;, de forma que Q; C Q|q, com inclusao estrita. Desta maneira
tem-se que sobre I'y é 71, (Q1) C ’]}G(le), e automaticamente fica definido o elemento

dual tq, e a sua variacdo admissivel, no espaco Tr,(Q1)’. E importante notar que, se
bem que nao hé problema em considerar o produto de dualidade (si, u1>Tra(Ql)/XTra(Q1)
posto que ambos os elementos constituem naturalmente um par dual, agora surge uma
questao relacionada & forma de considerar o produto (si, u2>7’ra(gl)l><']'ra(gl) devido a que
estes nao sdo, a priori, elementos duais. De fato, ugr, € 7r,(Q2). Para atender a esta
pergunta € preciso lembrar que s; é um elemento tal que produz junto com uma funcao
da forma de u; uma determinada quantidade de poténcia. Logo, qualquer funcao que nao
inclui componentes da forma de u; é ortogonal a s; no sentido dado pela proje¢ao definida
pelo produto de dualidade. Isto significa que, sendo us uma funcao arbitraria, esta deve
poder ser projetada no sentido do produto de dualidade em 71, (Q1) x 7p,(Q1) a fim de
recuperar a correspondente componente que se assemelha na forma a u;. Para tanto, é
necessario colocar 7r,(Qz2) tal que inclua as condigbes de regularidade que caracterizam
Tr,(Q1). Portanto, em geral escreve-se

Tr,(Q2) = Tr, (1) © W, (1.1.10)

onde W é um espago geral tal que na decomposicao anterior o mesmo seja ortogonal a
Tr,(Q1)" no sentido do produto de dualidade. Assim sendo, é possivel escrever

u2ir, = ug; + ug,, (1.1.11)

com ug; € T, (Q1) e ug, € W. Seja 81 o funcional linear associado ao elemento sy, isto é
S1(-) = (s1,") 71, (@1 xTr, (@) Entdo, de acordo com o acima dito, é uz, € W = Ker(81)
(o nucleo do funcional linear), entdo pode-se afirmar que para uma fungao qualquer é

<Sl, u2>TFa(Q1)'><TFa(Q1) = <Sl, u21>TFa(Ql)'><TFa(Q1)' (1.1.12)

Do ponto de vista mecénico, a decomposicao (1.1.11)) estabelece que as fungoes da forma de
uy, ndo produzem poténcia em dualidade com elementos de 7r, (Q1)’. Como conseqiiéncia
disto, a componente us, é considerada como uma componente de flutuacao que é invisivel
aos efeitos da dualidade segundo dito acima. Com efeito, ver-se-a4 nos diversos casos que
serao analisados que os elementos de VW possuem certas propriedades que estao fortemente
relacionadas as caracteristicas das consideracoes cinematicas efetuadas sobre @;. Dado
que é preciso que a decomposigao (1.1.11)) sejd realizével, sob certas hip6teses na cinemética
de Q;, a cinemética sobre ()9 caracterizada por Qs ver-se-4 afetada de forma que 7r,(Q2)
possa ser decomposto segundo a (1.1.10). Estas situagoes ficarao expostas com maior
clareza ao utilizar estas idéias nas situacoes particulares que surgem na area da mecanica
dos sélidos.
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1.1.2 Sobre a escolha do parametro real v

Conforme visto, a solucao do Problema (1.3l independe de ~. Esta questao sera estu-
dada com detalhe nos exemplos que serao apresentados nas secoes seguintes. Contudo, ao
impor hipdteses adicionais sobre uma das cinematicas, esta independéncia é perdida. Isto
é resultado direto de como sao afetados os produtos de dualidade sobre I'; quando v muda
de valor. Isto serd visto também com detalhe ao se obter as equagoes de Euler—Lagrange
de cada problema tratado. Pode-se ver que o espaco ao qual pertence s, muda de acordo
com o valor de v € [0, 1], o que altera o sentido da continuidade sobre I', das quantidades
de interesse no problema. De fato, observe que a partir do problema geral 1.2 decorre que
a continuidade é dada, em funcao de -y, como segue

f}/:l — u; = uq em %E(Q1)7

- (1.1.13)
fy;él — u; = Uus em 7}&(92)7

onde por v # 1 entende-se v € [0,1). Neste ponto surgem descontinuidades nos campos
envolvidos, ja que o sentido de cada identidade na expressao acima € inerente a cinematica
adotada sobre cada sub-dominio. Logo, sempre que alguma hipdétese cinematica é intro-
duzida, resulta uma situagao na qual a continuidade no sentido de 7r,(Q1) nao implica
a continuidade no sentido de 7Tr,(Q2), porque de acordo com a decomposigao (1.1.10) a
flutuacao ue, pode adqiirir valores arbitrarios desde que esteja em W.

No principio variacional (1.1.4) hd um conceito importante que deve ser salientado
e enfatizado sobre a escolha do parametro real v, e que de alguma forma foi introduzido
nos paragrafos anteriores. Foi dito acima que as condicées de acoplamento mudam ao
mudar o valor de v em funcao de como mudam as condi¢bes de continuidade sobre I',.
Isto implica que o préprio modelo mecanico (ou modelo fisico em geral) muda ao modificar
~. Isto é de fundamental importancia para entender bem o papel que este parametro tem
na formulagao variacional. Desta maneira, a escolha do parametro v deve estar baseada
exclusivamente em argumentos mecéanicos. Além do mais, se as hipéteses cinemaéticas
estao adequadamente incorporadas no modelo, isto é apoiadas sobre firmes argumentos
mecanicos (ou fisicos), o resultado final deve ser quase independente da escolha de 7. O
essencial a ser resgatado daqui é que v deve ser escolhido em funcao do que é desejado
que o modelo continuo represente. Assim, se o que se deseja é que o modelo represente a
situacao onde o campo é continuo no sentido do espago T ,(Q1), entdo v = 1 devera ser
tomado, e se o que se deseja é que o campo seja continuo no sentido do espago 7, (Q2),
deverd ser considerado v # 1.

Precisa-se dizer também que, ao passar ao problema discreto, sao trés os modelos que
surgem do principio variacional extendido. Como serd visto em alguns exemplos numéricos
na Secao 1.4, esses modelos correspondem a v =1, v € (0,1) e v = 0. Isto serd discutido
novamente na mencionada segao.

Em cada uma das secOes seguintes analisa-se o problema do acoplamento de mo-
delos de distinta dimensionalidade usando recorrentemente as idéias aqui desenvolvidas.
Em cada secdao constréi-se o Problema 1.2 correspondente para, em seguida, estar em
condigoes de introduzir restricbes sobre o espaco @1 que define a cinematica sobre 21 e
reduzir a dimensdo do modelo para este sub-dominio. Assim, obtém-se as equacoes de
Euler-Lagrange resultantes e em particular estuda-se como a solucao varia em funcao de
~. Junto a isto vé-se como as descontinuidades dos campos surgem frente a realizagao das
hipoteses cinematicas e a alteracao do parametro +.
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1.2 O problema de transferéncia de calor

Nesta secao apresentam-se os conceitos basicos para formular um principio varia-
cional estendido seguindo as idéias apresentadas na Secao [1.1. Para isto considere-se um
dominio limitado @ C R3 com contorno I' = I'p UTy (e tal que Tp N Ty = 0). O
principio variacional que governa o problema de transferéncia de calor transiente envol-
vendo fenomenos difusivos é o seguinte:

Problema 1.4. Para cada t € (0,T) encontre 8 € X tal que

/[pC(%n—q-Vn} dx:/fndx—/ Gnndl Vn ey, (1.2.1)
Q ot Q Ty

com 0(0,x) = 0 sem perda de generalidade e onde
X ={0eH(Q); 0, =0}, (1.2.2)

com Y sendo o espago gerador da variedade linear X, além disso p € a massa especifica,
C' ¢ o calor especifico, @ = q(0) € o fluxo de calor difusivo que no caso de um material que
seque a lei de Fourier ¢ q = —KV6 sendo K o tensor de condutividade térmica, f € uma
fonte de calor por unidade de volume, @, € um fluxo de calor imposto sobre a fronteira de
Neumann T'y e 0 € uma temperatura imposta sobre a fronteira de Dirichlet T'p.

Esta formulacao é valida para qualquer material, basta especificar a lei constitutiva
indicando o comportamento do fluxo difusivo q para fechar o problema. No caso de
materiais que seguem a lei de Fourier sabe-se que a solucao deste problema existe e é
Unica.

Seja agora, assim como na Sec¢ao [1.1, um contorno interno artificial I, que per-
mite realizar uma particao do dominio €2, como mostra a Figura (1.1, como sendo 2 =
(2 UQ)°, comTy=T1Nly el = (UL \ .

Figura 1.1: Decomposi¢ao do dominio €.

De acordo com esta decomposicao e com a regularidade das fungdes em X, tem-se
que a solugao do Problema 1.4, considerada agora como um par § = (1, 62) em fungao da
particao feita, satisfaz as seguintes condigoes sobre o contorno I',

01 = 6, em HY2(T,), (1.2.3)

qi-ny =qo-ng em H_l/Q(Fa), (1.2.4)

onde q; ¢é o fluxo difusivo correspondente a particao §2;, ¢ = 1,2, sobre o contorno I'y cuja
normal exterior, vista do dominio 1, é n;. A (1.2.3) decorre da cinemdtica do problema

posto que provém da definigdo do conjunto X', enquanto que a (1.2.4) obtém-se de forma
natural da formulacao variacional (1.2.1).
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De forma a preparar o contexto tedrico para o tratamento de cinematicas nao com-
pativeis considere agora que a fungao 6 pode ser descontinua sobre o contorno I',, ou seja
a equagao (1.2.3) nao é satisfeita a priori. Desta forma é claro que o Problema 1.4 nao
estd bem posto ji que a formulacao variacional (1.2.1) carece de sentido nesta situagao.
Isto é devido a que se esta buscando uma solucao fora do conjunto X. Conseqlientemente,
é preciso escrever um novo principio variacional de forma a manter relagdo com a fisica
do problema original, isto é, que a solucao do novo problema corresponda & do problema
original no sentido dado pelas equacoes de Euler, e que permita a busca de solucoes com
a caracteristica anteriormente mencionada. A idéia de estender um principio variacional
é baseada, assim como foi feito no Problema 1.2 da Secao [1.1, na adigao de termos no
balanco de poténcias virtuais que representem a poténcia gerada como dualidade entre
as descontinuidades introduzidas e as correspondentes varidveis duais. Assim sendo, o
problema variacional estendido é o seguinte:

Problema 1.5. Para cada t € (0,T) e para algum v € [0,1] encontre ((61,62),t1,t2) €
Xa X Tr,(Q1)" x Tr,(Q2)" tal que

00 004
/ [PC 5 M Vm] dX-l-/ [PC 52 T A2 V772] dx
Q Qs

+(t, (m = m2)) 7, Q1) xTr, (1) T (L= Y) {2 (1 — m2)) 11, (Qo) xTr, (Q2)
+ (81, (01 — 02)) 71, Q1) xTr, (@1) T+ (1 — V) (52, (01 — 02)) 11, (Qu) xTr, (Q2) =

fmdx+ f772 dx — / Gnym dl’ — / qnan2 dl’
FNl FNQ

Y((n1,m2), s1,52) € Ya x T, (Q1)" x Tr,(Q2)", (1.2.5)

Q1

com 61(0,x) = 0 e 62(0,x) = 0, e onde Gn1 = Gury, € Gna = Gn|ry,» além disso é
Xy = X1 X Xy com

X1 = {61 € Q1; Our,,, = 01},

i§ (1.2.6)
Xy = {02 € Qa; Oop,,, = 0},

onde 01 = §|FD1 e 0y = §|FD2, e com Vg = V1 X Vs, sendo V1 e Vo 0s espacgos geradores das
variedades lineares X1 e Xo respectivamente. Os demais elementos sdo definidos sequndo
o Problema|1.4.

Para analisar a consisténcia do problema estendido assuma que
Q; = H' () i=1,2, (1.2.7)
e portanto resulta
Tr(Qi) = HV2(T.)  Tn,(Q) =H V3T,  i=12 (1.2.8)
Assim sendo, as formas dos produtos dualidade sao as classicas

{t, (m = m2)) T, (Q1) X Tr (Q1) = / t1(m —mn2)dl,
La (1.2.9)

(t2, (m — 772)>Tpa(92)/xfpa(g2) = / ta(m —ne)dl.

a

Logo, resulta ficil ver que, no sentido das distribuicoes, as equagoes de Euler—Lagrange
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correspondentes & formulagao variacional estendida (1.2.5) sao as seguintes

PC% +divgy = f em Q,

pC’a—t2+divq2:f em (),

01 =06 sobre I'pq,

02 = 0> sobre I'po,

qi- 11 = g sobre 'y, (1.2.10)
q2 - N2 = Gng sobre I'yo,

Y(01 —62) =0 sobre Ty,

(L =)0 —02) =0 sobre Ty,

vt + (1 —v)ta2 = q1 -n;  sobre Ty,

vt1+ (1 —7)ta =dq2-n;  sobre I',.

Observa-se que a solu¢ao do problema em termos somente do campo 6 = (61, 62) independe
do parametro real «y, com efeito, das equagoes (1.2.10) obtém-se o seguinte

p0%+divq1:f em {21,

pCa—;—i-diqu:f em €9,

01 =61 sobre I'pyq,

0y = 0, sobre I'py, (1.2.11)
q1 N1 = Gn sobre I'y 1y,

q2 - N2 = Gngy sobre 'y,

01 = 0, sobre T',,

qi-n;=qo-n sobre I'y,

onde tem-se chegado ao resultado de consisténcia enunciado no Problema 1.3l Lembre-se
também que os fluxos difusivos q; e qo estao relacionados com as fungoes 0, e 65 respec-
tivamente através das leis constitutivas. Conclui-se entao que a solugao do Problema [1.5
satisfaz as mesmas equacoes de Euler-Lagrange que a solucao do Problema [1.4. Com
efeito, as duas ultimas expressoes da (1.2.11) correspondem-se com as (1.2.3)—(1.2.4). Por
brevidade apresenta-se o seguinte resultado somente para o problema estacionario:

Proposicao 1.1. O Problema 1.5, com Q; sequndo a (1.2.7), estaciondrio e com fluzo
difusivo governado pela lei de Fourier, ou seja q; = —KV0; (i = 1,2), possui solu¢ao,
resultando uma dnica 0 = (01,02) € Xy e uma dnica combinagao t,, = yt1 + (1 — )tz €
Hy ™ (0).

Prova. A prova seque a metodologia desenvolvida em [8,|27] para a andlise de formulagoes
mistas (ver teorema de Brezzi e lema de Babuska). Observe que o problema pode ser escrito
da seguinte forma

a(0,n) + b(n,ty) = U(n) Vi € Va, (1.2.12)

b(0,5,) =0 Vsy € Hpy*(Ta), (1.2.13)
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com a(-,+) : Wy X Wg — R, b(-,+) : Wy X H[[__HI/Q(FG) — R el(:): Wy — R definidas como
CL(G, 17) = KVl -V dx + KV - Vinydx,
Ql Q2
b0, s) = / [ys1+ (1 —7)s2)(61 — 02) T, (1.2.14)
Ta

i) = [ fmdx+ / Frdx — / Gy T — / Guaz dT,
Ql QQ FNl FNQ

e onde Wy = HY(Q1) x HY(Q2) cuja norma vem dada por |0y, = 1011 21 (1) T 102]] 1 (02,) -
Considere a decomposicao 0 = p + & onde & € Wy € tal que &ipy = 01, &y, = 0,
&rp, = 0, e &r, = 0, enquanto que p € K c Ker(B) sendo B o operador associado a
forma b(-,-) e

K= {p=(m,p2) € Wa; pjrp,, =0, pizrp,, = 0, pijr, = b2y, }- (1.2.15)

Resulta simples mostrar que a forma a(-,-) € bilinear, simétrica, continua e coerciva em
K x IC desde que K seja, para cada ponto do dominio €2, uma matriz definida positiva, e
também que a forma I(-) € linear e continua em K. Logo, pelo teorema de Lax—Milgram
(ver [50]) seque-se que existe uma dnica fungao p € K C Ker(B) tal que

alp,n) = le(n) vn € K, (1.2.16)

onde l¢g(-) = I(-) — a(§,-). Portanto, a existéncia e unicidade de 0 = (01,02) € Xy segue.
Para provar a existéncia e unicidade da combinacao t-, deve-se recorrer a teoria das for-
mulagoes mistas. Vejamos que a forma b(-,-) satisfaz uma condi¢do inf-sup para chegar

ao resultado buscado. Primeiro define-se o espaco H[E]]l/2(Fa) equipado com a norma

[ tluar

[tll 12 = sup oA (1.2.17)
g7 Ta)
[-1 HH}]EHH%]%FG) ||[[H]]HH|IUHQ(Fa)

[u]#£0

como o espaco dual de H[[l.ﬁ2(lja) que € definido como

HW(F@) = {[p] € HY*(Ta); 1 € Wy, [u] = par, — p2pp, (1.2.18)

e equipado com a norma

PEWY
[K]=¢1r, —¥2|r

H[[M]]HHW(FQ) = inf lollw,- (1.2.19)

Assim sendo, para qualquer 31 > 1 pode-se escolher ¢ € Wy tal que ¢1p, — thop, = [u] e

[¥lw, < BIDD e (1.2.20)
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Logo, da defini¢cao (1.2.17) e usando a (1.2.20) tem-se para o > 1 o sequinte

[ i [ o

| < L, <p : (12.21)
— —1/2 sup T TRE— ¥ sup 2.
Bo 7 HEy(Ta) 12y el e YW, 141w,
[[NHGH[[A]] (Ta) H[[.]] (Ta) _ “
[0 []=v1r, —¥2ir,
a Y110, W21,
Desta forma existe By = 51—152 > 0 tal que a forma b(-,-) satisfaz a sequinte condi¢ao
nf-sup
[ tlalar
Bo<  inf sup La . (1.2.22)
LeH AT vEW [Dlwalltall =172,
L0 [u]=%1r, —¥21r, L]
~F
Y1r, 7¥2|r,

Logo, do lema de Babuska [8] seque-se que existe uma inica combinagdo t, € H[Eﬂl/2(Fa).

O

Agora estao todos os elementos dados para formular o problema de acoplamento
entre modelos de diversa dimensionalidade. Para levar a cabo isto introduzem-se hipéteses
simplificativas de modo que a cinemdtica que governa o problema sobre um dos dominios
seja alterada, obtendo cinemadticas nao compativeis a ambos os lados de T',.

1.2.1 Acoplamento 3D-2D

Seja agora o dominio €; descrito em coordenadas cilindricas x = (r, ¢, z) de acordo
com o esquema da Figura [1.2.

Figura 1.2: Acoplamento de modelos 3D-2D.

Considere que, por alguma razao inerente a modelagem do problema, seja possivel
assumir que o campo de temperatura nesta parte do dominio toma a seguinte forma

01(t,x) = 61(t, 7, 2), (1.2.23)

ou seja que os fendbmenos podem ser descritos como possuindo simetria de revolucao, en-
quanto que no dominio 29 mantém-se o grau de descrigao da cinemaética em trés dimensoes.
Considera-se que o contorno I'y, é tal que a normal n; (vista desde o dominio ) esta
na direcao da coordenada z. Neste caso escolheu-se acoplar um modelo 3D com um que
possui simetria de revolucao, mas nada impede considerar o acoplamento com um modelo
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onde a hipdtese cinematica gera um modelo plano 2D, problema que serd tratado mais na
frente no contexto da mecanica dos fluidos.

Logo resulta claro que, ao ter introduzido esta hipdtese, o campo de temperatura 6
sofre uma descontinuidade sobre I'; e portanto o Problema [1.4/ nao estd bem posto. Para
isto utiliza-se o Problema [1.5] que permite lidar com descontinuidades provenientes, em
particular, da introducao desta classe de hipdtese. De fato, ao proporcionar esta forma
particular ao campo 61 se estd modificando a cinemadtica com a qual estao descritos os
fenémenos no dominio €2;. Logo, a forma do espaco Q1 é a seguinte

Q) = H (%), (1.2.24)

onde ¥ é o dominio de andlise dado por ¥ = {(z,r) € ;2 € (za,2p); 7 € (0,R)},
enquanto que o indice r indica que as fungoes ponderadas pela fungao f(r) = 27r estao
em H1(Y). Desta forma tem-se

Tr,(Q1) = HY?(0%,) Tr (Q1) = H-V2(9%,), (1.2.25)
onde 0%, = {(z,r) € Q1; z=2z; r € (0, R)} = (0, Rp) (ver Figural.2). Em conseqiiéncia,

a forma do produto de dualidade resulta

Ry
<51’01>TF¢1(91)'XTF@(Q1) = / 8191277"/“ dr. (1.2.26)
0

Agora a questao é como tratar o produto <$1’02>TFQ(QI)IXTF(L(Q1)' De acordo com as
idéias desenvolvidas na Secao 1.1, o espaco 7r,(Qz2) deve ser definido de forma que a
decomposi¢ao ortogonal (1.1.10) se mantenha vélida. Assim sendo, de acordo com a
(L.1.11) resulta

02‘1"(1 = 0o + 0o, (1.2.27)

onde 21 possui as caracteristicas de #; segundo a (1.2.23)). Portanto escreve-se
Ry
(81,02) 71 (1) xTr, (Q1) = (81,021) 71 (Q1) x T, (Q1) = /0 51621 27r dr, (1.2.28)

devido a que a flutuacao 0o, satisfaz

<81, 92T>T1"a(91)’><7—1“a(91) =0 Vs € ’Tra(Ql)/. (1.2.29)

Logo, ¢é facil ver que 62, neste caso deve ser tal que

2
/ 0o, dop = 0. (1.2.30)
0
Com esta propriedade pode-se caracterizar 5; como sendo
1 2w
01 = — 0o deop. (1.2.31)
27 0

Entao, o espaco Q2 pode ser definido como

Qo = {m2 € H'(); m2yr, = n21 + M2s M21 € Tr, (Qu); mo, satisfaz (1L2.30)}.  (1.2.32)

De forma anéloga, resulta diretamente que o produto de dualidade (-, '>Tra(Q2)’XTra(Q2) é

<82’92>7—I“G(Q2)'><TFG(Q2) == / 52(92 dr. (1233)

a
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A fim de reduzir o modelo sobre €21, as integrais em §2; e em I'y; escrevem-se como segue

/91 (-)dx:/: /{)R/Ozw(-)rd¢drdz,
/er (.)drz/: /0%(-)Rd¢dz.

Assim sendo, incorporando a forma particular do campo 6; dada pela (1.2.23), levando em
conta a (1.2.26)), sua conseqiiéncia (1.2.28)), e a (1.2.33) na formulagao variacional (1.2.5),
e considerando os seguintes fluxos de calor e carregamentos generalizados

2 2
qlf?z/ o - e, do qlz—/ a1 - e do,

2w
(b:— 7¢:7 1 d
fomge | o il =3 | o,

(1.2.34)

(1.2.35)

resulta o seguinte problema de acoplamento entre um modelo 3D (sobre {23) e um modelo
D (sobre €):

Problema 1.6 (Transferéncia de calor — Acoplamento 3D-2D). Para cada t € (0,T) e
para algum ~y € [0,1] encontre ((01,602),t1,t2) € Xg x Tr,(Q1)" x Tr,(Q2) tal que

891 B ¢,6771 ¢8’I71 / 89
/ / 27”“{/)0&771 Ny~ Dz drdz + Qs pCatnz qz - V| dx

27
+/O <727Tt1 +(1— 7)/0 t2 d¢> (m —m2y)dr — (1 —7) /at27727“ dr

Ry,
+’)// 27‘('7“81 (91*921) dTJr(l’y)/ 82(91*02)(11—‘:
0

a

F13 R Zb
/ / 27r7“f¢771 drdz + / fnodx — / QWR(jn‘fm dz — / Gnonz dl’
za Y0 Qo Zm 'y

V((n1,m2), 51, 52) € Ya x T, (Q1)" x Tr, (Q2)', (1.2.36)

com 01(0,7,2) =0 e 02(0,x) = 0. Além disso é Xj = X1 x Xy com
X = {61 € Q1; Our,,, = 01},
Xo = {0 € Q; b, = 2},

com Q1 e Qg definidos sequndo a (1.2.24) e a (1.2.32) respectivamente. Ainda Yq € o
espaco gerador da variedade linear Xy. Finalmente Tp,(Q1)" € dado sequndo a (1.2.25), e
Tr,(Q2) € o espago dual de Tr,(Q2) com Qo definido pela (1.2.32). Os demais elementos
s@o definidos sequndo o Problema|1.5.

(1.2.37)

Observe que agora o problema sobre 21 fica em termos dos fluxos de calor generali-
zados qﬁ’? e (hf, assim como do fluxo g9, para os quais é preciso fornecer as correspondentes
leis constitutivas como funcoes de 01 e 65 respectivamente.

Antes de ir em busca das equagbes de Euler-Lagrange observe que é conveniente

escrever, sem perda de generalidade, a seguinte decomposicao do fluxo s sobre I'y

qQ2p, = ¢2m1 + Q2, (1.2.38)
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onde ¢y e Qo sao escolhidos tais que

1 27 27 _
Go = 2/ qz - n;do / qz-n;de =0. (1.2.39)
™ Jo 0

Logo, usando recorrentemente a férmula de Green resulta que, no sentido das distribuigoes,
as equagoes de Euler—Lagrange correspondentes & formulagao variacional (1.2.36) do pro-
blema de acoplamento 3D-2D sao as seguintes

9, 9, 4, O0qf .

A _ .
7“,008 " +8r(rqh)+r 3 rf em X,
pC’a—;—i-divqg:f em (g,

61 =0 sobre I'pq,
02 = 0 sobre I'po,
qlf = (jn‘f sobre I'n1,
42 - N2 = gny sobre 'y, (1.2.40)
Y(01 — 021) =0 sobre 0%,
(1=7)(01—02) =0 sobre 'y,
1 2T
vyt + (1 — 7)2/ todg = C]lf sobre 0%,
™ Jo
1 2T
vt 4+ (1 - ’7)/ tadg = @2 sobre 0%,
21 Jo
[(1 —Y)ta — Q2 - n1] L n2,  Vnme, que satisfaz (1.2.30) sobre T',.

As cinco tultimas expressoes acima sao interpretadas como as condigoes de acoplamento
que surgem naturalmente da equagao variacional (1.2.36). Aqui é importante ressaltar
as conseqiiéncias de escolher os valores extremos de 7, ja que tal escolha afeta signi-
ficativamente as condigoes de acoplamento resultantes. A solucdo do Problema [1.5/ ndo
depender do valor de 7y, entretanto, o mesmo nao acontece com o Problema [1.6L Isto é, a
independéncia mencionada com relacao a v é perdida ao ter introduzido alguma hipdtese
sobre a cinemdtica do campo 6 em alguma parte do dominio. Com efeito, segundo as
equacoes de Euler—Lagrange associadas, ao escolher v = 1 as condigoes de acoplamento
sao as seguintes

1 2T
0= — 0 do sobre 0%, (1.2.41)
2w 0
@? =qz-ny sobre Iy, (1.2.42)
tl =q2- -1 sobre 82a. (1.2.43)

Para obter as expressoes (1.2.42) e (1.2.43) foi usado o fato de ser
qe-ng L, Vna, que satisfaz (1.2.30), (1.2.44)

do que se conclui que deve ser g2 -n; = 0 e portanto qs2 - n; = G». Por outro lado, se v # 1
as condicoes de acoplamento sao dadas por

01 =06y sobre T'y, (1.2.45)

1 21
i 27r/ Qo -ny do sobre 0%, (1.2.46)
0

to = q9 - Ny sobre T'y, (1.2.47)
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sendo que a (1.2.47) é obtida combinando as ultimas duas equagoes vistas na (1.2.40) junto
com a decomposicao (1.2.38).

O mais importante a ser frisado aqui é que, por um lado, no caso v = 1 o campo
0 ¢ efetivamente descontinuo sobre I';, posto que somente o valor médio (no sentido do
angulo ¢) mantém-se continuo (ver a (1.2.41))) e nada impede a flutuagao 3, assumir um
valor arbitrério em concordancia com a (1.2.30)), enquanto que a quantidade que mantém
a continuidade sobre I', é o fluxo de calor (ver a (1.2.42)). Por outro lado, para v # 1 o
campo 6 é continuo (ver a (1.2.45)) e por sua vez o fluxo de calor é descontinuo ji que
somente o seu valor médio (no sentido do angulo ¢) é continuo (ver a (1.2.46)) e nada
impede a componente Q2 - n; assumir um valor arbitrario, porém sempre mantendo a
ortogonalidade com as funcoes da forma de 73,

Dado que o problema é de fato acoplado estas nao constituem condicoes de contorno
para nenhum dos dois modelos. Justamente, em tal caso estas condi¢oes sao naturalmente
obtidas da prépria formulacdo do problema. Apesar disto, é possivel dar uma outra
interpretagao as condigoes de acoplamento a partir de separar, em algum sentido, ambos
problemas analisando as condigoes, que agora sim sao condicoes de contorno, sobre cada
um deles. Para isto assume-se que é possivel dividir a resolucao do problema acoplado
em dois problemas que de forma iterativa vao se aproximando do problema real. Assim,
resolve-se primeiro o problema sobre {2; e a seguir o problema sobre s (nada impede
pensar isto ao contrério). Seja v = 1. Entao, nesta situacao hipotética resolve-se primeiro
o problema sobre )1 com condigao de contorno em 9%, dada pela (1.2.41) para depois
resolver o problema sobre 2 com condi¢ao de contorno sobre I', dada pela (1.2.42). Isto
permite ver que o problema sobre 2; é um problema de Dirichlet quando pensado com
relacdo a condicao sobre a fronteira de acoplamento, ao mesmo tempo que o problema
sobre €2y é um problema de Neumann. Para v # 1 a situagao fica invertida. O problema
sobre €25 resolve-se utilizando a condi¢ao de contorno (1.2.46)), resultando em um problema
de Neumann, enquanto que sobre {25 o problema possui condi¢ao de contorno de Dirichlet
dada pela (1.2.45). Existe entdao uma relagao de reciprocidade entre os diferentes valores
de 7 posto que com a mesma formulagao variacional passamos para o dominio €2; (dominio
Q2) de um problema de Dirichlet (Neumann) a um problema de Neumann (Dirichlet).

1.2.2 Acoplamento 3D-1D

Seja o esquema da Figura [1.3l

I, (2.,Z4) A(z)

Figura 1.3: Acoplamento de modelos 3D-1D.

Assume-se novamente que, por alguma razdo inerente & modelagem do problema, o
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campo de temperatura sobre {21 pode ser definido como
91 (t,X) = 91(75, Z), (1.2.48)

ou seja que os fendomenos podem ser descritos em uma dimensao. No dominio {20 mantém-
se a descricao em trés dimensoes. A hipétese realizada aqui afeta bastante as caracteristicas
do modelo inicial. Por exemplo, as fronteiras de Dirichlet e Neumann ja nao existem sobre
a parte lateral do dominio §2;, mas somente em z,, ou em tal caso a condicao de Neumann
na fronteira lateral resulta em uma fonte distribuida no modelo reduzido. Sem perda de
generalidade considera-se que z, é o contorno de Dirichlet I'p; e que a fronteira lateral
possui condicao de Neumann. Logo, como conseqiiéncia da hipétese feita, o campo de
temperatura 6 sofre uma descontinuidade sobre I', e, portanto, o Problema [1.4/ ndo esté
bem posto. Novamente recorre-se ao Problema [1.5 j4 que, assim como no problema de
acoplamento 3D-2D, aqui a cinemdtica sobre €21 estd sendo alterada suscitando uma
descontinuidade sobre I',. Assim, ao considerar a hipétese cinematica (1.2.48), a forma
do espago Q1 é a seguinte

Q1 = H'((2a, %)) (1.2.49)
Logo tem-se
Tr,(Q1) =R Tr.(Q1) =R. (1.2.50)
Portanto resulta
(81,01) 7, (1) xTr, (Q1) = (8161)| - (1.2.51)

Zb

Novamente, a questao é determinar a forma do produto de dualidade (sy, 92>Tra (Q1)/ xTr, (Q1)-
Das idéias desenvolvidas na Secao [1.1, resulta que o espaco Tr,(Q2) deve ser escrito de
modo que a decomposigao ortogonal (1.1.10) seja valida. De acordo com a (1.1.11) resulta
entao

O2r, = 021 + b2, (1.2.52)

onde 31 é da forma de #; de acordo com a (1.2.48)). Logo, escreve-se
(s1,02) 77 (Q1) x T, (1) = (81, 021) 77 (1) x T, (1) = (81021)| (1.2.53)
Zb

posto que a flutuagao 6, satisfaz

(s1,020) 70, (QuyxTr, (@) =0 Vs1 € T, (Q1)" (1.2.54)

Assim, vé-se que 0y, deve ser tal que

0y, dT" = 0. (1.2.55)
g

A partir daqui 0y; resulta caracterizada simplesmente como segue

1

— r 1.2.
i Fa@gd : (1.2.56)

o) =

onde A, = |I'y|. O espago Qa é definido como

Qo = {m € H(Q); mir, = M21 + N205 21 € Tr,(Q1); ne, satisfaz (L.2.55)}.  (1.2.57)
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De forma anéloga, o produto (-, '>Tra(Q2)’XTra(Q2) ¢é o usual

<82’02>TFQ(Q2)/XTF¢Z(92) :/ Sob dI'. (1.2.58)

a

Para reduzir o modelo em 21, as integrais em 21 e I'y; decompoem-se como segue

/91 () dx = /:/F<~>drdz,
Ampmrzljégmwm&

Logo, introduzindo a hipétese (1.2.48) junto com as (1.2.51), (1.2.53) e (1.2.58) na for-
mulacao variacional (1.2.5), e ainda levando em conta o fluxo de calor e os carregamento

CI{_/QI‘ezdFa
r

F_/f&—/qmwn
I or

resulta o seguinte problema de acoplamento entre um modelo 3D (sobre {22) e um modelo
1D (sobre ©4):

(1.2.59)

generalizados

(1.2.60)

Problema 1.7 (Transferéncia de calor — Acoplamento 3D-1D). Para cada t € (0,T) e
para algum ~y € [0,1] encontre ((01,602),t1,t2) € Xg X Tr,(Q1)" x Tp,(Q2)" tal que

Zb 96, O / 06
/Za [PLC TR (- dz + o, pC o T 2 Vna| dx

+ (vt1+(1—7)/rat2df> (m —n21) _(1_7)/at2772rdr

Zb

+ vs1(61 — 021)

-f—(]_—’y)/ 52(91—«92)sz

Zb

2y
/ I dz + 2 dX—/ Gnon2 dI’
Za Qs FN2
V((m,m2), s1,82) € Ya X Tr,(Q1) x Tr,(Q2)', (1.2.61)

com 01(0,z) = 0 e 62(0,x) = 0. Além disso pr, € a massa especifica por unidade de
comprimento, e ainda € Xy = X1 X Xy com

X1 ={61 € Qu; Our,,, = 01},

i (1.2.62)
Xy = {03 € Qa; O2p,,, = 0o},

com Q1 e Qy dados pelas (1.2.49) e (1.2.57) respectivamente, e Yy € o espaco gerador da
variedade linear Xy. Finalmente Tp,(Q1) € como na (1.2.50), e Tr,(Q2)" € o espago dual
de Tr,(Q2) com Qs definido pela (1.2.57). Os demais elementos sdo definidos sequndo o
Problema 1.5,

Para concluir a formulagao do problema é preciso fornecer o comportamento consti-
tutivo sobre cada parte do dominio, isto é, as formas funcionais que relacionam os fluxos
¢} e qg com 0 e O respectivamente.

Previamente a obtencao das equacoes de Euler—-Lagrange é conveniente escrever, sem
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perda de generalidade, a seguinte decomposicao do fluxo q2 em I'y,
d2jp, = G211 + Q2, (1.2.63)

onde o e Qs sao tais que

1

qo = —(— q2 - ng dr / 612 - 1Nq dl’ = 0. (1.2.64)
As Jr,

a

Assim sendo, usando recorrentemente a férmula de Green é possivel obter, no sentido das
distribuicoes, as equagoes de Euler-Lagrange correspondentes a formulacao variacional
(1.2.61) do problema de acoplamento 3D-1D

(80, ogF

pLCat+8,z:fF em (zq, 2b),
pC’a—t2 +divge = f em (o,
0, =6, em {z,},
(92 = ég sobre FDQ,
Q2 - No = Qno sobre I'pg,
1.2.65
(61— 021) = 0 em {2}, (1.265)
(1 =)0 —62)=0 sobre I'y,
vt + (1 — ’y)/ todl = ¢b em {z},
vt 4+ (1 — 'y)/ todl = Ayqo em {z},
Ta
[(1=7)ta — G2 m1] Lz, Vi, que satisfaz (1.2.55) sobre Iy.

Novamente, as cinco ultimas expressoes acima identificam-se como as condicGes naturais
de acoplamento resultantes da formulacao variacional (1.2.61). Analogamente ao caso de
acoplamento 3D-2D é importante ver quais as conseqiiéncias ao escolher o valor de v. A
independéncia da solugao com relacao a vy é novamente perdida no Problema 1.7/ devido a
hipotese introduzida. Logo, ao escolher v = 1 as condigoes de acoplamento resultam

1

91 = — 92 dr' em {Zb}, (1.2.66)
Aq Jr,

qf = A,q2 - g sobre I'y, (1.2.67)

t1 = Aaqg -1 em {Zb}. (1268)

Deve-se mencionar que para obter as expressoes (1.2.67) e (1.2.68) foi preciso utilizar o
seguinte fato
Qe -ny Lo, Vn2, que satisfaz (1.2.55), (1.2.69)

o que implica que deve ser necessariamente q2-n; = 0, e logo é q2-n; = g2. Analogamente,
se é v # 1 obtém-se as seguintes condicbes de acoplamento

01 = 09 sobre I'y, (1.2.70)
q = / qz -n;dl’ em {2}, (1.2.71)
ty = qo - 1Ny sobre Iy, (1.2.72)

onde a (1.2.72) é obtida combinando as tltimas duas equagoes vistas na (1.2.65) com a
decomposicao (1.2.63).
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Logo, a interpretacao sobre cada problema pode ser dada de forma completamente
analoga ao problema de acoplamento de modelos 3D-2D. Isto é, paray = 1 a temperatura é
efetivamente um campo descontinuo dado que a flutuacao 6o, pode ser arbitraria, enquanto
que o fluxo de calor é continuo, e para v # 1 a temperatura é um campo continuo e o fluxo
de calor resulta descontinuo dado que a componente qs - nj, ortogonal as funcoes da forma
de 72,., pode ser arbitraria. A Tabelall.llresume os principais comentarios para o problema
3D-1D, incluindo o caso em que o problema acoplado é entendido como segregado em dois
sub-problemas, da mesma forma que explicado na parte final da se¢ao anterior.

Valor | Problema | Problema Quantidade Quantidade
de v | segregado | segregado continua descontinua
em em Qo
{1} Dirichlet | Neumann | Fluxo de calor | Temperatura
(ver (1.2.67)) (ver (1.2.66))
[0,1) | Neumann | Dirichlet | Temperatura | Fluxo de calor
(ver (1.2.70)) (ver (1.2.71)

Tabela 1.1: Interpretagoes sobre o problema acoplado 3D-1D.

1.2.3 Decaimento da energia

Nesta secao analisa-se o problema de acoplamento 3D—1D para o qual estuda-se a
propriedade do decaimento da energia. Para isto considere que as fontes f e f! sdo nulas
e além disso a condicao de contorno é puramente de Dirichlet e homogénea, ou seja que
I'n =0,Tp =T e que 6; e hy sao nulas. A energia para o problema, ou uma quantidade
equivalente, pode ser definida como

€ = Anl01ll72((zn ) T 16211720 (1.2.73)

onde A, = min,¢., ., 1{A(2)}.

Proposicao 1.2. Para o Problema[1.7 com condicdo inicial em L?((zq,2)) x L*(Q2), a
energia do sistema definida sequndo a (1.2.73) decai exponencialmente para um material
cujo comportamento constitutivo seque a lei de Fourier.

Prova. Considere ny = 01, n2 = 02, s1 = t1 e sa = to na formulagao variacional (1.2.61).
Além disso, sejam 01 e Oy tais que se satisfaz a (1.2.66) ou a (1.2.70) segundo o valor de
v que se tome. Logo, para um material que seque a lei constitutiva de Fourier resulta

#b 004 001 064 00,
/Za |:pLCat€1 + kLazaz] dz + /Q2 |:p08t€2 + KVGQ : v02:| dx

+ <7t1 +(1-7) / t2 dT) (61 = 021)

—(1- 7)/ tofsy, dI’

Zb

+ yt1(01 — 021)

+ (- 7)/ t2(01 — 09)dT = 0, (1.2.74)

Zb

ou seja

19 [ ) w90\
28t/za pLCGle+/Za kL <8Z> dZ

10

+ / pCo32 dx +
Qo

KV, -V dx = 0.
20t VQVQXO

Qo

(1.2.75)
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Sabendo que ki, > kg > 0 e Ku-u > Kg > 0, Yu, e usando a desigualdade de Poincaré
que estabelece que para todas as fungoes Ao € H*((24,2)) € \p € HY(Q2) que se anulam
em ao menos uma parte do contorno, existem constantes C, >0 e Cp, > 0 tais que

2

o\
- > CollMallZ2((s 2 11s
H 07 || 2((20 ) L2 ((za)) (1.2.76)

||V>\b||%2(92) > CbH)\bH%Q(Qg)’

resulta, sabendo que pr, > Apmp e assumindo que p e C sdo constantes, o sequinte

AppC 0 pC 0
TaHelﬂiz((za,zb))+Cak0H91H%2((za,Zb))+7@”92“%2(92)+CbKo||92H%2(QQ) <
19 [ w00,
2&/ ch*e%der/ kL <a;> dz
19 )
+-= | pCOdx+ | KV -Voydx =0. (1.2.77)
28t Qo Qs

Rearrumando os termos tem-se

pC 0
O o7 | Aml01 2 ey 2y + 102l oy |
pC OE
+C [Amuel“%Q((za,zb)) 11020172y | = o 5 TOE<0, (1.278)
onde C7 = min{ (fgn’:(’,CbKo}. Logo, seque-se que
o0&  2C
— 4+ —£< 1.2.
5 + oC & <0, (1.2.79)
portanto obtém-se
2C
£(t) < E(0)e” »0 T, (1.2.80)
com
£(0) = Amll10ll72((zy ) + 1020/ 720 (1.2.81)

onde neste caso as condigoes iniciais nao sio nulas mas 61(0,z) = O19(z) e 62(0,x) =
O20(x). Segue-se entio que a energia do sistema acoplado 3D-1D decai exponencial-
mente. [J

O resultado enunciado acima pode ser estendido para o problema acoplado 3D-2D
sem inconvenientes, as idéias a serem aplicadas sao as mesmas e por brevidade este resul-
tado nao é incluido.

1.3 O problema de componentes estruturais

Nos problemas de anélise de componentes estruturais é bastante comum incorrer em
modelos reduzidos aproveitando o fato de uma das dimensoes do componente sob estudo,
assim como os carregamentos que ele sofre, serem de formas particulares. Desta maneira,
modelos estruturais tridimensionais sao reduzidos para modelos de cascas ou inclusive de
vigas a fim de reduzir o custo computacional e de focar a anélise nos fené6menos de maior
importancia no problema. Entretanto, ha situacoes nas quais os modelos reduzidos destes
componentes nao representam bem a realidade, seja porque os carregamentos sobre o
componente sao de natureza mais complexa ou porque a geometria ja deixa de representar
de fato a tal componente. Além do mais, a situacdo mais geral é aquela na qual a estrutura
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pode misturar regioes que possuem formas arbitrarias com regides cujas formas que se
assemelham a uma casca e/ou viga.

Nas seguintes subsecoes analisam-se os problemas de acoplamento de modelos de
sélido 3D com os modelos de cascas de Naghdi e de Kirchhoff-Love (acoplamento 3D-2D)
e com o modelo de viga de Bernoulli (acoplamento 3D-1D). Nos trés casos estuda-se
somente o problema estatico. A extensao para problemas envolvendo dinamica é bastante
direta e é omitida nesta secao por brevidade na apresentacao.

Como no problema de transferéncia de calor, formula-se primeiro o problema geral
de acoplamento sem introduzir na formulacao nenhuma hipétese cinematica, chegando ao
principio geral correspondente aquele que foi exibido na Segao [1.1. Para isto considere
novamente um dominio acotado  C R3 com contornoI' = T'p UT'x (sendo 'pNTxN = 0)
segundo mostra a Figura [1.1/ j4 apresentada na secao anterior. O problema de andlise
estrutural sem fendmenos dinamicos é o seguinte:

Problema 1.8. Encontre u € U tal que

/G-Vvdx:/f-vdx—f—/ t-vdl Vv eV, (1.3.1)
Q Q Iy

onde

U={uecH(Q);ur, =u} (1.3.2)

com YV sendo o espago gerador da variedade linear U, e além disso o = o(u) € o tensor
de tensdio de Cauchy, £ é uma forca por unidade de volume, t € uma tracao imposta sobre
a fronteira de Neumann I'y e @ € um deslocamento imposto sobre a fronteira de Dirichlet
I'p.

Novamente, agora resta especificar o comportamento do material através do tensor
de Cauchy o para fechar o problema.

Seja o contorno interno I'y, segundo mostra a Figura [1.1, que divide o dominio 2
como sendo ) = (Ql U Qg)o, comI, =T Ny el = (I UTy)\ Ty, de forma idéntica ao
feito na Secao 1.1 Assim sendo, sabe-se que a solucao do Problema (1.8, considerada agora
como um par u = (uy, ug) em funcao da particao feita, satisfaz as seguintes condigdes sobre
o contorno I,

w = u em H'/2(T,), (1.3.3)
o1n; = oong em H™V/2(T,), (1.3.4)

onde o; é o tensor de tensdo correspondente a particao €2;, ¢ = 1,2, sobre o contorno
I’y cuja normal exterior, vista do dominio 21, é n;. Sob a mesma interpretacao que no
problema de calor tem-se que a (1.3.3) decorre da cinemética do problema por meio do
conjunto U, enquanto que a (1.3.4) provém de forma natural da formulacao variacional
(1.3.1).

Agora, o préximo passo é estender o principio variacional para fungoes que podem
ser descontinuas sobre I'y. Isto permite, como sera feito mais na frente, efetuar hipéteses
cinematicas sobre uma parte do dominio sem violar a validade do principio variacional.
Entao, assumindo que a (1.3.3) nao se verifica é preciso reescrever o principio variacional
adicionando termos que envolvam as poténcias geradas pelas descontinuidades. Estes
termos sao introduzidos objetivando que as equacoes de Euler—Lagrange conseqiientes do
principio variacional estendido mantenham estreita relagao com o problema original. Esta
idéia segue novamente os conceitos genéricos que levaram a introducao do Problema [1.2
da Segao [1.1. Assim sendo, o problema estendido resulta o seguinte:
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Problema 1.9. Para algum v € [0,1] encontre ((ug,uz),t1,t2) € Ug X Tp,(Q1) X
Tr,(Qs)' tal que

/Ul-Vvldx—i—/ o9 - Vvadx =
Ql Q2

(b1, (Vi — Vo)) r (@1 x T, (@) T (1 = 1){t2, (Vi — V2)) 71 (@) xTr, (22)
+ y(s1, (w1 — u2)>TFa(Ql)’><TFa(Ql) + (1T —)(s2, (u1 — u2)>Tra(Qz)’xTra(Qz)

+/ f‘VldX—f—/ f'ngX—i-/ E1-V1dr+/ EQ'VQdF
Ql QQ FNl FNQ

Y((v1,v2),s1,82) € Vg x Tr,(Q1)" x Tr,(Q2)', (1.3.5)
onde t] = f‘le ety =tr,, e além disso Uy = U1 x Uy com

Uy ={w € Qi; uip,, =},

i (1.3.6)
Uy = {uz € Qo; ugp,, = 2},

onde a1 = Ur,, €Uy = Ur,,, € com V4 = Vi X Vo sendo V1 e Vo 0s espacos ge-
radores das variedades lineares U1 e Ua. Os outros elementos sdo definidos seqgundo o
Problema 1.8.

A consisténcia deste problema estendido segue considerando o seguinte
Q, =H' () i=1,2, (1.3.7)
e portanto tem-se
Tr,(Qi) =HY*T,)  T0,(Q) =HYXT,)  i=1.2 (1.3.8)

Entao, as formas que assumem os produtos dualidade sao as seguintes

(t1, (Vi = Va)) 11 (@) x T, (1) = / t1 - (vi —vg)dT,
Pa (1.3.9)

(t2, (VI — V2)) 71 (@o)/ x T, (Q2) = /r ty - (v — vo)dl.

a

Logo, no sentido das distribuigoes resulta que as equacoes de Euler-Lagrange correspon-
dentes & formulacao variacional estendida (1.3.5) sao as seguintes

(—divoq:f em )y,
—divey =f em {9,
u; = U sobre I'p1,
uz = U sobre I'po,
oin; = 'E1 sobre I'y1, (1.3.10)
oony =ty sobre T'yo,
y(ur —uz) =0 sobre Ty,
(1=9)(u; —u2) =0 sobre Ty,
vt1+ (1 =)t = o1n;  sobre I'y,
(761 + (1 =)tz = o2n;  sobre L.

Assim sendo, segue-se que a solugao do problema em termos somente do campo u = (uy, ug)
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independe do parametro real -y, sendo possivel escrever o seguinte

( .
—divey=f em )y,

—divey =f em o,

u; = iy sobre I'py,

uy = iy sobre I'p, (1.3.11)
oy = t sobre I' N1,

oony = to sobre I' N,

= u sobre I'g,

on; = oayn; sobre Iy,

onde novamente mostra-se a consisténcia assim como mostrado no Problema 1.3 Conclui-
se entao que a solucao do Problema (1.9 satisfaz as mesmas equagoes de Euler—Lagrange
que a solu¢do do Problema [1.8. Com efeito, as duas ultimas expressoes da (1.3.11)
correspondem-se com as (1.3.3)—-(1.3.4). O seguinte resultado é enunciado para o caso
de um material eldstico em regime de deformagoes infinitesimais e de resposta linear:

Proposicao 1.3. O Problema 1.9, em regime de deformacdes infinitesimais e com lei
constitutiva correspondente a de um material eldstico linear, ou seja o; = De(w;) (i =
1,2), sendo € o tensor de deformagdao e D o tensor de elasticidade linear de quarta ordem,
possui solugdo, resultando um tnico u = (uy,u2) € Uy e uma dnica combinacao t, =

b1+ (1= 7)ts € Hy (L),

Prova. A prova € realizada de forma completamente andloga o apresentada no problema

de transferéncia de calor, sequindo os passos usados em |8, 27] para o tratamento de
formulagoes mistas. Assim, observe que o problema pode ser escrito como seque

a(u,v) —b(v,t,) =1(v) Vv € Vg, (1.3.12)

b(u,s,) =0 vsy € Hy*(Ty), (1.3.13)

com a(-,-) : Waq x Wq — R, b(-,-) : Wy X th/Z(I‘a) — R el(:) : Wq — R definidas
como

a(u,v) = /Q1 De(uy) - e(vy)dx + /92 De(u2) - e(va) dx,

b(u,s,) = / [ys1 4 (1 —7)s2] - (w1 —up)dl, (1.3.14)
Ta
l(v):/ f-vldx+/ f-v2dx+/ tl-vldf+/ to - vodl,
Ql QQ FNl FNQ
e onde Wq = H'(Q1) x H'(Q) cuja norma vem dada por |ullyy, = [wi|mq,) +
uzller,)- Seja a decomposicio u = w + z onde z € Wy € tal que zip,, = Ui,

zir, = 0, Z2;r,, = U2 e z2)p, = 0, enquanto que w € IC C Ker(B) sendo B o operador
associado a forma b(-,-) e

K= {W = (Wl,Wg) S Wd; Wl‘le = 0, W2|FD2 = 0, Wl\f‘a = Wg‘pa}. (1.3.15)

Analogamente ao caso do problema de calor, resulta simples mostrar que a forma a(-,-) €
bilinear, simétrica, continua e coerciva em IC X IC desde que D seja um tensor de quarta
ordem tal que DS - S > 0, para todo tensor de seqgunda ordem S, e também que a forma
I(-) € linear e continua em IC. Logo, usando o teorema de Lax—Milgram (ver [50]) seque-se
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que existe uma unica fungao w € K C Ker(B) tal que
a(w,v) = lz(v) Vv e, (1.3.16)

onde l,(-) = 1(-) — a(z, ). Portanto, a ezisténcia e unicidade de u = (u,u2) € Uy seque.
Para provar a existéncia e unicidade da combinacao t- deve-se recorrer novamente a teoria
das formulagoes mistas. Neste caso a forma b(-,-) deve satisfazer uma condi¢ao inf-sup
para chegar ao resultado buscado. Define-se entao o espaco th/z(FQ) equipado com a
norma

/F ty - [w]dl

Ht’)/”:[_]:_l/2 r = sup a—’ (1317)
I (Ta) [[W]]GHE./]]Q(FG) H[[W]]HHE/]f(Fa)
[wl#0
como o espaco dual de HEEQ(FG) que € definido como
HE./f(Fa) = {[w] € H'*(T); w € Wy, [W] = wir, — wayr, }, (1.3.18)
e equipado com a norma
H[[W]]HHW(F&) = Iy llw,- (1.3.19)

[w]=y1 ITq ~Y2|Tq

Assim sendo, para qualquer 31 > 1 pode-se escolher z € Wy tal que z1r, — z2r, = [W] e
12w, < ﬂlll[[WﬂHHﬁz(Fa)- (1.3.20)

Logo, utilizando a defini¢ao (1.3.17) junto com a expressio (1.3.20) resulta para B2 > 1 o
sequinte

. [ bt

16yl gg-172p y < sup .
62 [ ( a) IIW]]EHE/]]Q(FQ) HIIW]]HHE/f(Fa)
[w]#£0
/ ¢, - [w]dr
< By sup Ao (1.3.21)

2EWy zllw,
[wl=21r, ~22|r,
Z1|r, #22|Tq
Portanto, seque-se que existe By = ﬁ > 0 tal que a forma b(-,-) satisfaz a sequinte
condi¢ao inf-sup

/Fat'v‘[[w]]dr

Bo < inf sup : (1.3.22)
e 2wy aewa 2wt e
ty£0  [WI=Zra 22, t

21|10, 22T

Logo, do lema de Babuska [8] existe uma tnica combinacio ty € th/Q(Fa). g

Neste ponto tém-se apresentado os elementos para abordar o problema de acopla-
mento entre modelos de diversa dimensionalidade no contexto da mecéanica dos sélidos.
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Logo, o acoplamento entre modelos de estruturas tridimensionais e cascas ou vigas decorre
diretamente do Problema (1.9, para o qual é preciso introduzir as correspondentes hipdteses
cinematicas.

1.3.1 Acoplamento 3D—2D: casca de Naghdi

O acoplamento entre um modelo de sélido tridimensional e um componente com as
caracteristicas de uma casca resulta da maior importancia em diversas aplicagoes. Em
geral, muitos componentes nao podem ser considerados inteiramente como cascas. Assim,
se bem determinadas regidoes poderiam ser simplificadas a um modelo de casca, outras
requerem da descricdo completa que um modelo 3D pode dar. Isto motiva a utilizagao
de modelos acoplados 3D-2D segundo as idéias introduzidas neste capitulo. Trabalhar
com uma formulacdo variacional para a andlise do problema acoplado permite entender
quais as condicoes de acoplamento entre os dominios, quaisquer que forem as hipdteses
cinematicas introduzidas na obtencao do modelo de casca. Para o problema tratado nesta
secao utiliza-se o esquema da Figura [1.4.

I;

Figura 1.4: Acoplamento de modelos 3D-2D.

Vé-se que uma parte do dominio €2y possui forma arbitraria. Nesta parte do dominio
a cinematica utilizada é completa. Por outro lado, a parte do dominio €21 possui uma forma
muito particular, que permite analisar o componente como sendo uma casca. Assim, sobre
esta parte do dominio utiliza-se a decomposicao dos campos e das operacoes envolvidas
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em termos das coordenadas sobre a superficie média da casca e da coordenada normal.
Uma rapida revisao disto é dada a seguir.
Na analise de cascas é conveniente escrever o dominio §2; como sendo o seguinte
conjunto
O ={xeRx=x,+¢n,x,€%,, € H}, (1.3.23)

onde Y, é a denominada superficie média através da qual se define o vetor normal
n = n(x,) sobre o qual se identifica a espessura da casca h = h(x,) definida pelo com-
primento do intervalo H = ( — @, @) O dominio € é limitado pelas superficies
superior X7 e inferior ¥, e pela lateral I';,. Em particular identifica-se a superficie lateral
de acoplamento I',. Com esta descricao, e assumindo que a casca nao contém arestas nem
pontos angulosos, pode-se definir uma tnica normal e um tnico plano tangente sobre cada
ponto x, € ¥,. Além disso, considera-se que a casca ¢ fina o suficiente (em fun¢ao do raio
de curvatura) a fim de que o mapeamento x < (x,,£) esteja univocamente determinado.
Para expressar de forma conveniente o principio da poténcia virtual, neste caso,
introduzem-se as decomposicoes dos tensores o1 e Vv em termos das componentes no
plano tangente e na diregao da normal. Logo, dado o operador projecao sobre o plano
tangente ITi(x,) = I — n(x,) ® n(x,), para um tensor S simétrico tem-se a seguinte
decomposicao
S=8+S;,®dn+n®S;+ S,(n®n), (1.3.24)

onde S; = IT;SII; (tensor), Sg = II;Sn (vetor) e S, = (Sn) - n (escalar), sendo ainda uma
decomposicao ortogonal. Por outro lado, utilizando identidades bésicas de andlise diferen-
cial é possivel mostrar a seguinte decomposicao ortogonal em termos do plano tangente
e da normal para o gradiente de um campo vetorial v = v; + v,n (com componentes no
plano tangente v; e na dire¢do da normal v,n)

Vv = (Vv)i + (Vv)s @1 +n® (Vv)! + (Vv)(n @ n), (1.3.25)

onde

(Vv)e = IL(Vi, ve) A T 4 v, (Vi n) A7,

(VV)S = %7
o (1.3.26)
(V)i = ILA 'V, v, — ILA™ (Vi n)vy, e
ovy,
(Vv), = 875’

com A = I+ (Vg n que é um operador invertivel, onde Vi, (-) denota o gradiente na
variavel x, sobre o plano tangente e Vy n é o tensor curvatura da superficie ¥,. Para
formular o problema sobre €21 observe que a seguinte forma de escrever as integrais sera

itil
/91 (-)dx:/o/H(-)detAddeO,

/E+ ()dl'= /E (-)det AT d3,,
/E_ ()dl' = / (-) det A~ d3,, (1.3.27)

foa= [, fomme meacos,
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com mj, = n X nj, o vetor unitario tangente a %, sobre 0%,, sendo n o correspondente
vetor normal e nj, o vetor normal exterior ao contorno lateral I'y.

O modelo de casca aqui tratado constrdi-se entao considerando que a cinematica
sobre §2; é restrita a seguinte forma

u; (x) = u14(Xo, &) + urpy(Xo),
w1y (X0, €) = Wi§(%0) + Ewir(%o), (1.3.28)
U1,(Xo) = U1, (X0)0(X0),
onde uj; € um vetor sobre o plano tangente a superficie média e uj,, € normal a tal plano
tangente. Neste caso as fibras normais permanecem retas apds a deformagdo e mantém
o seu comprimento. Este modelo conhece-se como modelo de Naghdi [115, 116]. Cabe
mencionar que outros modelos, como o de Kirchhoff-Love que sera tratado na Sec¢ao 1.3.2,
podem ser igualmente analisados, e constituem casos particulares do aqui apresentado.
Por ltimo note que a andlise de placas fica automaticamente incluida no que segue.
Da hipétese cinemética (1.3.28) segue que u; estd caracterizado por trés elementos
(w19, w1y, ur,) € Q1 onde

Q, =HY(Z,) x HY(Z,) x HY(%,), (1.3.29)
do que se obtém

Tr.(Q1) = HY2(9%,,) x HY2(0%,,) x H*(0%,,),

1.3.30
Tr,(Q1) = H Y2(85,,) x HTV2(0%,,) x HV2(9%,,). ( )

Assim sendo, o produto de dualidade neste caso fica definido como segue

<517 ul)Tpa(gl)’pra(gl) = <(Slgv Vi, Sln)7 (1112), Wit, uln)>’Tpu(Q1)/><Tra(Ql) =
/ [515 ‘W vy wi + Slnuln] do¥,. (1.3.31)
820(1
Mais uma vez deve-se estabelecer como proceder com a expressao do produto de dualidade
(s1, u2>Tra(Q1)’XTra(Q1)' Dos conceitos introduzidos na Secao [1.1, segue-se que o espago
Tr,(Qz2) deve ser tal que a decomposi¢ao ortogonal (1.1.10) permaneca vélida. Logo, em

fungao da (1.1.11) resulta que
Ug|r, = Uz + Uz, (1.3.32)

onde uy; é da forma de u; de acordo com a (1.3.28), ou seja que
u21(x) = u2§(xo) + £w2to(xo) + UQ;JL(XO)H(XO)a (1333)

onde novamente foi usada a decomposi¢ao nas componentes no plano tangente e na diregao
da normal. Logo, o produto de dualidade buscado escreve-se como segue

<Slvu2>7pa(gl)’x7pa(g1) = <Slau21>7'ra(91)’><'7ra(91) =

<(51?7 Vi, Sln)? (u2t07 QJQ?, u2101)>TFa(Q1)/XTFa (1) =

/ [s17 - waf + 1y - wof + s1,u2p| dOS,, (1.3.34)
0%0q

devido a que a flutuacao uo, satisfaz

<Sl7 u2T>TFa(Ql)’XTFa(Ql) =0 Vs € %Q(Qﬁ/. (1.3.35)
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Desta condicao vé-se que ug, estd caracterizada como

Ht/ ug, [A%my, - my,)/2d¢ = 0,
o

Ouy,

n 0
/ uy, - n[A%m;, - my,)"/?d¢ = 0.
H

IT,

[A’my, - m;,])"/2d¢ =0, (1.3.36)

Como resultado disto obtém-se que as componentes de ug; satisfazem o seguinte

Heouny + Hawaf = Ht/ us[A%my, - my,)"/? d¢,
H
8u2

0 0&
Heougy = / up - n[A%my, - my,)/2 de,
"

Heows) =TI, [A’my, -my,]'/2 de, (1.3.37)

onde Hgi = I ¢'[A*m,, - my,|"/? d¢. Finalmente, da (1.3.37) ug; pode ser explicitamente
expressa como

1 He Ou
uyy Ht/ (112 i 2> [A%my, -m ]2 dg,
H

" He Heo €
o 1 ouy
Wyl = Hgont o [A’my, - my,]'/2 dE, (1.3.38)
1
ugy, = / uy - n[A%my, - my,) /2 de.
Hgo H

Agora é possivel definir o espago Qo como sendo

Qs = {va € H'(R); var, = vaf + £pof + vapn + va,;
(va7, o7, v2y) € Tr, (Q1); Vo, satisfaz (1.3.36)}. (1.3.39)

Em contrapartida, o produto de dualidade (-, ->TFG(92)/X7FQ(Q2) é o habitual, isto é,

(82, U2) 77 (@2 % T, () Z/F sg - ugdl’. (1.3.40)

a

Dado que neste caso € preciso realizar um trabalho um pouco mais arduo para chegar
na forma final do problema acoplado, o procedimento é realizado em diversos passos.
Primeiramente, empregando a decomposicao em termos de componentes tangencial e nor-
mal com respeito a superficie média a formulagao variacional (1.3.5) junto com as integrais
segundo a (1.3.27)), porém sem explicitar a forma dos produtos de dualidade e sem intro-
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duzir a hipétese (1.3.28), resulta

/ / |:0'1t ' (Htvxovlt + Ulnvan) Ail + 015 (agglt - Ail((vx()n)vlt - vxovln)>
o JVH

+ alnavln] det A d&dy, + / o9 - Vvodx =
o0& Oy

Y{t1, (Vi = Vo)) r (@i xTr, (@1) T (1 — V) (b2, (Vi — Vo)) 1. (@,)/xTr, (@2)
+(s1, (W1 —w2)) 7, (@) x7p, (@1) + (1 =) (S2, (W1 — W2)) 71, (@) x T, (Q2)

+/ / [ - vie —|—fnvln]detAd§dEO—|—/ f-vodx
o H QQ
+/ |:E1:_ 'Vl,;’— —l—?f_l:’l}l:} det A+ dZo
Yo
+/ [‘Elt_ -v1;+51;v1;} det A~ dX,
Yo

+/ / (€1, vie + finv1,]) [A%my, - my,) /2 d§d520+/ to - vodl
Son JH

I

V((Vigs Vins V2),81,82) € Va x T, (Q1)' X Tr,(Q2), (1.3.41)

onde usou-se o fato de ser f = f; + f,n em Qq, t; = EJ +2?1:n em X, t) = t1, +1;, nem
Y~ ety =t +ti,nem Ipy. O indice + indica que a quantidade é avaliada em & = i%.
Além disso, considerou-se que as fronteiras ¥+ e ¥~ sdo de Neumann, caso contrario nao
seria possivel efetuar a redugao do modelo da forma em que sera feito. Por tltimo, ' 5 é
também fronteira de Neumann de forma que I'y; = X7 U X~ UT'y. Lembre-se que o1,
é um tensor, o1, € um vetor e o1,, ¢ um escalar.

O préximo passo consiste em introduzir as hipéteses cineméticas (1.3.28)) conjunta-
mente com o produto de dualidade definido pela (1.3.31), a (1.3.34), e também o produto
de dualidade (1.3.40). Logo, pondo tudo isto dentro da formulagao variacional (1.3.41)
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obtém-se, depois de um pouco de trabalho, o seguinte
/ / [0'115 -(IL;Vx, vif + &LV @1, + v1,Vx,n) A1
o JH

o APE A_l(golt — (Vx,n)vig + onvln)] det A d¢dX, + / o9 Vvodx =

Qo
7/8 [t17 - (Vi = vaf) + 1, - (P1; — Paf) + tin(vip — v27)]dO%,
Soa

+(1=7) / ta - (Vi + &prp + vinn) — (V2f + Epof + vapn + va,)) dT
Ta

+7/ sﬁ’-(m?—uﬁ)dazoﬂ/
0%0q

v - (w1 — way) o3,
82oa

+ 7/8 519 (U1, — u2p) dO%, + (1 — ’7)/ s - ((w1f + w1y +ur,n) —up)dl
Sou

a

+/ / (- vig + £ - oy + fuvin) detAd§d§30+/ f vodx
o JH Qo
_ _ h _
+ / |:t1;_ . Vlg + tlzr . 530“ + tlj{’Uln:| det AT dX,
_ o - h _ _
+/ |:t1t vy — by - 530“ +t1nU1n:| det A= dX,

+ / / B0 V19 + b1t - 1, + Fnvin] [A2mi, - my )2 dedas, + / £ - vadl
0Son JH T'n,

V((V17, @14 Vins V2), (817, V14, 815),82) € Vg X Tr, (Q1)" x Tr,(Q2), (1.3.42)

onde os espagos Vg, Tr,(Q1)" e Tr,(Q2)’ sdo especificados mais na frente. Agora, como é

usual ao trabalhar na teoria de cascas, para reduzir o modelo devem-se definir os seguintes
esforcos e carregamentos generalizados

lef:/ o, A7 det A d€,
H
lef—/ o A Tedet A dE,
H
QltH:/ Ao det Adg,
H
ftH:/ f,det Adé +t1; det AT +t1; det A,
H
f,fj:/ fodet AdE + 21 det AT + 1, det A,
H
H hore o +_f - -
ficdet Adé + = (t1; det AT —t;, det A7),
H 2

’51{{:/ t1¢[A%my, - my,)' /2 de,
H

(1.3.43)

Colocando estas defini¢goes na expressao (1.3.42), chega-se ao problema de acoplamento
entre um modelo de sélido 3D e um modelo de casca 2D sob hipdteses de Naghdi:
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Problema 1.10 (Mecanica dos sélidos — Acoplamento 3D-2D — Casca de Naghdi). Para

algum ~ € [0, 1] encontre (w19, w1y, Uiy, U2), (619, 1y, t1n), t2) € Ugx Tr, (Q1) X T, (Q2)’
tal que

/ (N (TL Vs vi§ + 01, Von) + My TL Vs 01,

o

+ Q- (o1, — (Ve m)vi? + Vi v1,)] A, + / s - Vg dx =
Qo

/ <’7t1? + (1 — 'Y)Ht/ tQ[Aleo . m10]1/2 df) . (Vlg - V2§) d@EO
0X0q H

)
0%0q

+ / (Wln + (1 - 7)/ ty - n[A’my,, - m10]1/2 df) (Vi — v2p) dO%,
%00 H

<7M1t + (1 =1L /Ht2§[A2mlo : mlo]1/2 d§> : (‘Plt - <P2§) dox,

—(1—7)/ t2 - vy, dl’

+ 7/ s17 - (u1f —ugf) doX, + 'y/ vy (w1 — wef)doX,
()27 004

+ 7/6 819 (U1, — u2p) dO%, + (1 — ’7)/ s2 - ((w1f + &wiy + ur,n) —ug)dl
an

a

+/ [ff~v1§+mf-go1t+ffv1n] dEo—l—/ f vydx
o QQ

+ / [51{{ “vig + ﬁllf cp1 t+ flﬁlvln} dox, + / to - vodl’
0ZoN I'ny

V((V17, 145 Vins V2) (817, V1gs S1n),82) € Va X Tr, (Q1)" x Tr,(Q2)’, (1.3.44)
onde eUy =U1 x Uy com

U = {(mf, w1, u1p) € Qi (Wi, wig, Uiy)ry, = (Mg, @1¢, U1y) ),

_ (1.3.45)
Uz = {uy € Qo; ugp,, = U2},

com Q1 e Qy dados pelas (1.3.29) e (1.3.39) respectivamente. Além disso, V4 € o espago
associado a variedade linear Ug. Finalmente Tp,(Q1)" é dado pela (1.3.30), enquanto
que Tp,(Qz2)" € o espaco dual de Tr,(Q2) com Qo dado pela (1.3.39). Todos os outros
elementos sao definidos como no Problema 1.9.

Observe que o problema esté corretamente fechado ao estabelecer o comportamento
constitutivo, isto é, uma vez que sejam dados le{, lel e QltH como fungoes de uy¢,
w1 € U1, € uma vez dado o tensor oo como fungao de us.

Vale a pena comentar que o Problema [1.10/ demanda mais regularidade sobre as
fungoes em Qy de forma a ter a quantidade II; [} %[Aleo -my,)/2d¢ € HY/2(0%,,)
bem definida. Este fato é uma conseqiiéncia direta da cinematica escolhida sobre €21, onde
esta regularidade estd intrinsecamente assumida na expressao (1.3.28). Em contrapartida,
o espaco dual 7p,(Qs)" é maior que o cléssico H~/2(I',) pelas mesmas razoes acima
comentadas. Aqui poe-se em evidéncia como as consideracoes tomadas sobre uma por¢ao
do dominio 2 afetam o problema sobre a porcao complementar do mesmo.

Antes de proceder a obter as equacoes de Euler-Lagrange convém escrever, sem
perda de generalidade, o tensor o9 sobre I', como segue

o2r, =09+ 09, (1.3.46)
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onde &9 e 09 sdo tais que

1

Ht&2n10 = HHt/ 02n10[A2m10 : m10]1/2 d§7
H

50
1
- H&O

nt/ Gomni[A’my, - my,|/?d¢ = 0,
H

oonj, - N

/ 6’21’110 . n[A2m10 . m10]1/2 df =0.
H

/ oony, - n[A2m10 . m10]1/2 d¢,
H

(1.3.47)

Logo, empregando a férmula de Green, vé-se que no sentido das distribuicoes as equagoes
de Euler-Lagrange correspondentes ao problema variacional (1.3.44) sdo as seguintes

—divye, NiH — (Ve n)QF =t em ¥,
—dive, M + QF = mf? em 3,
- dion Qll{—l + Nltl_l : vXoIl - f?g,{ €m EO?
—divey =1 emQQ,
uf =9 sobre 0%, p,
Wiy = Wiy sobre 0%, p,
Uly = Uy sobre 0%, p,
uz = u sobre T'po,
N, n;, = flfl sobre 0%, ,
Mi{'ny, = m [ sobre 0%, N,
Qi ny, =1k sobre 0%, N,
oong = toy sobre I'ng,
y(urf —uf) =0 sobre 8%,,,
Y(wip — waf) = sobre 0%,,, (1.3.48)
y(u1y, —ugp) =0 sobre 03,,,
(1 = (w1 + Ewig + ur,n) —uz) =0 sobre Ty,
Ytg 4 (1= W)Ht/ to[A%my, - my,)/?d¢ = Ny fny, sobre 0%,,,
iy + (1= NI [ 626[A%my, - my, % dE = Myf'ny, sobre 9%,
H
Yt +(1=7) [ to-n[A’my, m,)/?dé = Qif ny, sobre 0%,
H
Y619 + (1 — yIL, / to[A%my, - my,)"/? d€ = HeoILoony, sobre 9%,,,
Yy, + (1 — V)Ht] t26[A’my, - my,)'/? d€ = HaILGony,
H
—i—Ht/ Gom1 E[A’my, - my, /2 d¢  sobre 0%,,,
H
Vi, + (1 — ’Y)/ ty - n[A’my, - mlo]l/2 d§ = Hepoaomny, - m sobre 0X,,,
H

[(1 —Y)te — 6’21110] 1 va, Vvg, que satisfaz (1.3.36) sobre Ty,

onde foi considerado, sem perda de generalidade, que sobre 0%, p foram impostas condicoes
de Dirichlet para os trés campos envolvidos no modelo de casca.

Aqui, as tltimas onze expressdes acima compreendem as condicoes de acoplamento
dadas naturalmente pela formulagao variacional (1.3.44)). As equagoes de Euler—Lagrange
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poem em evidéncia que a equivaléncia com respeito ao parametro real v perde-se. De fato,
escolhendo v = 1 obtém-se o seguinte conjunto de condicoes de acoplamento

1 H
u) = Ht/ <u2 s 8112) [A’my, - my,])/2dé  sobre 8%,,, (1.3.49)
H

Heo Heo 06
Wi = ;gont ; %‘?[Mmlo -my,)|/? d¢ sobre 9,4,  (1.3.50)
Uy, = ngo /H uy - n[A’my, - my,)"/2d¢ sobre 0%,,, (1.3.51)
lelnlo = Heollioomy, sobre I'y, (1.3.52)
le{nlo = Halloomy, sobre I'y, (1.3.53)
Qlfl ‘ny, = Heooang, - m sobre I'y, (1.3.54)
tif = lelnlo sobre 0%,,, (1.3.55)
pi, =M ny, sobre 0%,,, (1.3.56)
t1, = Qlf{ ‘N, sobre 0%,,, (1.3.57)

onde, o fato de ser
oony, L vo, Vva, que satisfaz (1.3.36) sobre Iy, (1.3.58)

implica que g2n;1, é o elemento nulo, e portanto oan;, = Fan;,, permitindo obter as
expressoes (1.3.52), (1.3.53) e (1.3.54), que estabelecem que a tragao sobre I', fica exclu-
sivamente definida por le{nlo, lenlo e QltH -nj,. Reciprocamente, considerar v # 1
leva ao seguinte conjunto de condigoes de acoplamento

wy +Ewip +ur,n = up sobre T'q, (1.3.59)

N Tn;, = Ht/ oony [A’my, - my,]Y/2 d¢ sobre 8%,,, (1.3.60)
H

le{nlo = Ht/ agnloé[Azmlo : m10]1/2 d£ sobre 6200“ (1361)
H

Q7 -ny, = / oomi, -n[A%m;, - my,|"/? d¢ sobre 0%,,, (1.3.62)
H
to = o9ny, sobre IT',. (1.3.63)

Observe que a expressao (1.3.63) é obtida combinando as tltimas quatro equagoes vistas
na (1.3.48) e a decomposigao dada pela (1.3.46).

Das equagoes (1.3.49), (1.3.50) e (1.3.59) fica em evidéncia a necessidade por re-
gularidade adicional do campo us independentemente do valor de v. Em particular, as
expressoes (1.3.49), (1.3.50)) e (1.3.51) estabelecem que

usf = uiy, sobre 0X,,, (1.3.64)
wa! = Wiy sobre 9%,,, (1.3.65)
Ugp = Uiy, sobre 9%,,, (1.3.66)
uy, é arbitréria, porém satisfaz (1.3.36) sobre Ty, (1.3.67)
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enquanto que a (1.3.59) implica que

ug) = iy, sobre 0%, (1.3.68)
wo? = wiy sobre 0%, (1.3.69)
Ugy = Ulp sobre 0%,,, (1.3.70)
ug, =0 sobre I',. (1.3.71)

A combinacao de (1.3.49), (1.3.50) e (1.3.51) (situacdo v = 1) determina que o campo
de deslocamentos é descontinuo devido a que nao se impoe nenhuma condigao sobre a
componente us,, e portanto nada impede que esta assuma um valor arbitrario desde que
satisfaca a (1.3.36), como indicado pela (1.3.67). Contrariamente, a expressao (1.3.59)
(situagao v # 1) determina que o campo de deslocamentos é continuo pois impoe-se que
uy, = 0 de acordo com a (1.3.71)).

Raciocinando de forma andloga, mas focando a atengao nas varidveis duais, vé-se
que para v = 1 o conjunto de equagoes (1.3.52), (1.3.53) e (1.3.54)) implica a continuidade
da trag@o, enquanto que a mesma resulta descontinua para v # 1 como indicado pelas
(1.3.60), (1.3.61)) e (1.3.62). Isto é por causa da existéncia de uma componente da tragao,
isto é aany,, ortogonal as fungoes da forma de vs, no sentido do produto de dualidade.
Logo, nada impede que esta componente tome um valor arbitrario.

Da mesma forma que foi feito para o problema de transferéncia de calor, para inter-
pretar as caracteristicas do problema acoplado em cada um dos casos considerados acima
construiu-se a Tabela 1.2/ que resume a interpretacao de cada um dos sub-problemas do
modelo 3D-2D quando o mesmo ¢é considerado segregado, mostrando o estado das quan-
tidades envolvidas em cada caso.

Valor | Problema | Problema Quantidade Quantidade
de v | segregado | segregado continua descontinua
em 1 em )
{1} Dirichlet | Neumann Tragao Deslocamento
(ver (1.3.52)~(L.3.53)-(1.3.54)) | (ver (1.3.49)(L.3.50) (1.3.51))
[0,1) | Neumann | Dirichlet Deslocamento Tracao
(ver (1.3.59)) (ver (1.3.60)—(1.3.61)—(1.3.62))

Tabela 1.2: Interpretagoes sobre o problema acoplado 3D-2D (casca de Naghdi).

1.3.2 Acoplamento 3D—2D: casca de Kirchhoff-Love

A problemética abordada nesta secao ndo deixa de ser, segundo dito anteriormente,
um caso particular do problema tratado na secao anterior. No entanto, devido a certas
particularidades resulta de interesse formular o problema de acoplamento entre um sélido
3D e uma casca sob hipdteses de Kirchhoff-Love. O esquema utilizado aqui é idéntico
ao da Figura[1.4. Porém, neste caso é preciso identificar as esquinas sobre o contorno da
casca, para o qual utiliza-se a Figura [1.5/ onde tais pontos foram identificados junto com
uma orientacao correspondente. Dada a similaridade em véarios aspectos com o problema
da secao anterior aqui avanca-se mais rapido, utilizando de forma natural o ferramental
usado para escrever o problema em termos das componentes tangencial e normal na casca.

O modelo de casca de Kirchhoff-Love desenvolve-se a partir de considerar no modelo
de Naghdi que a rotagao, anteriormente denominada w1, agora adqiiire a seguinte forma
particular

w1 = (Ve n)uiy — Vg, Uiy, (1.3.72)
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I,

I

Figura 1.5: Acoplamento de modelos 3D-2D.

resultando portanto

uj (X) = ult(Xoaé) + uln(Xo),
w1(Xo, ) = w17 (%) + E((Vi, ) (X0) w17 (x0) — (Vi t1n)(%0)), (1.3.73)
uln(xo) = uln(xo)n(xo)'
Desta forma, os esforcos de corte passam a possuir natureza reativa produto de ter elimi-
nado a possibilidade de rotagao independente das fibras. De (1.3.73), e adiantando o que

serd visto posteriormente no principio da poténcia virtual, segue que u; esta caracterizado
agora por dois elementos (u1¢,u1,) € Q1 onde

9, =H'(Z,) x H*(Z,). (1.3.74)

Considera-se que N, é o conjunto de pontos angulosos presentes na estrutura ao longo do
contorno, e que o nimero de elementos em N, é n,. Além disso, considere que ng;, é 0
numero de pontos angulosos sobre a fronteira 9%,, 0s quais estao agrupados no conjunto
./\/ap C N, (no caso da Figura 1.5 é n, = 4 e Nap = 2). Assim sendo, para este caso
particular resulta

Tr,(Q1) = H'(050,) x H'/?(004) x HY?(050,) x R x R,

1.3.75
Tr,(Q1) = HV2(0%,,) x H Y2(0%,,) x H™32(8%,,) x R X R. ( )

Logo, o produto de dualidade fica caracterizado como segue

<Slau1>TF,1(Ql)/><TFa(Ql) -

o 1 2 o _
((81¢5 8105 Vins b1 b17,)s (W17, ut, (Vi Uty) - Mg, uln\Palauln\Pag)>Tra(91)’><71"a(91) -

/ [s17 - w1y + s1pu1y + vin(Vx,u1,) - 0,) dOX,
0%0q

+ (b12u1y,)
Pal

+ (bhlzuln)

(1.3.76)
Pa2

Aqui identificam-se, além dos elementos duais ja vistos na seg@o anterior, os esforcos
bl’}l, e bli que surgem nos pontos angulosos P,; e P,5 em dualidade com o valor dos
deslocamentos Uln|p,, © Uln|P,y» respectivamente. Por sua vez, agora o momento vy, € 0

l 8xou1n —

elemento dual da derivada norma 3
x0M1o

(Vx,u1p) - m1, sobre 0%,,. O seguinte passo
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é entao estabelecer a forma do produto de dualidade <Sl’u2>7ra(91)’><Tra(Ql) de acordo
com os conceitos da Secgao [1.1. Assim sendo, é preciso que o espago Tr,(Qz2) seja tal
que a decomposigao ortogonal (1.1.10) permanega valida. Portanto, a partir da (1.1.11)
obtém-se que

ug|p, = U21 + U2, (1.3.77)

onde ugz; é da forma de u; de acordo com a (1.3.73). Entao o produto de dualidade

escreve-se como segue

<Slvu2>7pa(gl)’><7pa(g1) = <Slau21>7'ra(91)’><'fra(91) =

o 1 2 o o o o o _
(817, 5100, V1n, b1 b1y), (W2f, uag, (Vi uay) - Mo, Uag p, s U2p by ) T, (Q1) X T, (Q1) =

/ [s17 - u2f + s1,u20 + Vi, (Vi u2l) - m1,) dO%,
030

+ (bipusd)|  + (bipugp)| , (1.3.78)
Pa1 Pas
posto que aqui a flutuacao us, satisfaz
<Sl, u2T>TFa(Ql)’><TFa(Q1) =0 Vs € %a(gl),. (1.3.79)
Tendo em vista isto segue-se que us, € tal que
Ht/ u2r[A2mlo . rnlo]l/2 dg = Oa
H
/ uzy - n[A2m10 : Inlo]l/2 df =0,
H
Oug, o 1/2
I, . (%T[A my, - my,)|'/?dé =0, (1.3.80)
( / uz, - n[A’my, - my,]'? d§> =0,
H Pal
(/ uy, - n[A’my, - my,]'/? d§> = 0.
H Pa2
Logo, as componentes de ug; sao tais que
(H§OI + H§1VXOD)UQ? - Hglvxo’LLQ?L = Ht/ u2[A2m10 . m10]1/2 d&
H
Heougy = / us - n[A2m10 . m10]1/2 d¢,
H
o o Ouy o 1/2
Heo(Vx,n)ugf — Heo(Vx,uzy) -0y, = I . 875[1\ my, -my,] /“d¢, (1.3.81)
Heop,, U2n P,y = (/ uy - n[A’my, - my, ]!/ d€) :
H Pal

H£°|Pa2U23|Pa2 = (/ us - n[A’my, - my,)'/? d§)
H Pa2
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Da (1.3.81) tem-se que a uy; é tal que

1 H¢ Ou
uyy = Ht/ <u2 i 2) [A%m;, -m, |2 dg,
H

HSO HgO 8{
1
U2 = / "2 n[Aleo : rnlo}l/2 dg,
H§0 H
1 Hgl Ous
wt22) 1o = 10, [ | Vin (g — 02
(V OUQn) n; Hgo t/H [V pe il <u2 Hgo 6§>
(1.3.82)
- 88122] : nlo[Aleo ’ m10]1/2 dé,
1
U2nip,, = / uy - n[A’my, - my,]'/? d¢ :
! H§0|Pa1 H Py
1
T S —— / uy - n[A%my, - my |12 d¢
a?2 H§0|Pa2 H Paz

Entao, o espaco Qs é definido como

Qs = {vo € H'(Q); var, = vaf + £((Vx,m) vy — Vi, v20) + vapn + Vo, ;
(Va7 vap, (Vx,U27)) - Mg, Vop s V2n py,) € T, (Q1); Vo, satisfaz (1.3.80)}.  (1.3.83)

Por outro lado, o produto de dualidade (-, )75, (@,) x T, (Qs) ¢

<SQ, u2>TFa(Q2)/X7—Fa(g2) = / So - U9 dr. (1.3.84)

a

A forma de trabalhar com o problema é muito similar a empregada na segao anterior,
portanto alguns passos sdo omitidos. Com efeito, introduz-se a hipétese (1.3.73), junto
com todo o ferramental para trabalhar em termos de componentes tangencial e normal,
na formulagao variacional (1.3.5). Em seguida, definem-se os seguintes carregamentos
generalizados

fH = /H Af;det Adé + ATt det AT + A7t;; det A,
fH = /H fondet AdE + 11 det AT + 1, det A~
+ divy, [/H £, det A d€ + g(flj det AT —t;; det A7),
ti) = /H At [A’m, - my,)"/? d¢,
ty = /Ht_ln[A2mlo -my )% d¢ (1.3.85)
+ /Hﬁvxo (t1, - m1,[A’my, - my,]'/?) - my, d€ + f1)),
H

_ h _ _
fin = — {/ fie det AdE + 5(’51;r det AT —t1, det A)] 1y,
H

m = — H/ t1y - miE[A%my, - my,)'/? df]]
H

Pa;

il = —/ 1y -y E[A%my, - my, )2 de,
H
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onde [] = ()7 — (-)~. Assim sendo, chega-se ao problema de acoplamento entre um
modelo de sélido 3D e um modelo de casca 2D sob hipéteses de Kirchhoff-Love:

Problema 1.11 (Mecanica dos sélidos — Acoplamento 3D-2D — Casca de Kirchhoff-Love).
Para algum v € [0,1] encontre (01§, w1, a), (612, t15, i1, €15, c12),t2) € Ugx T, (Q1)' ¥
Tr,(Q2) tal que
/ [Ny (IL,Vx, vi§ + 01, Vx,n) + Myt - ILVy, (Vi n)vi§ — Vi, v1,)] dZ
+ / o9 - Vvydx =
Qo
/ (%1? + (1 - ’Y)/ ATL;to[A%my, - my,)'/? df) - (vif — vof) dOX,
000 H
+ / <7t1n +(1— 7)/ [t2 -n[A’my, - my,)'/?
000 H

+ gvxo (Htt2 : mlo[AZmlo : mlo]1/2) : mlo:| df) (vln - U2?L) dazo

+/ <,W1n - 7)/ (=Dt - nlof[Azmlo : m10]1/2 df)
0%0q H

((onvln) ‘N, — (VXOUQZ) . nlo) d@Z
<<761n (1- / It - my,[A*my, - my,|'/? d§> (v1p — U2n)>

+
; <<’y ) /H (—1) Tty - myg[A2my, -y, ds) (v1n — vzm)
— (1 —’}/)/ tQ ‘VQTdF

+ ’y/ s1f - (w1 — ue?) doX, + 'y/ Sip (U1, — u2p) doX,
0%0q 0%0q

Pal

Pa2

+ ’Y/ Vin((VxoUiy) 01, — (Vy,u2p) - 1y,) dOX,

0304

+ y(bip (U1, — u2)))
Pal
+ (1 - 7)/ s2 - (w1 + &£((Vx,n)urf — Vy, ury,) + ur,n) — ug) dl’
Ty

+ / [ftH -vig + ffvln] d>, + / f-vodx+ Z mJ I U1n) + / flfvln dox,

o ] 1 Paj 82On.

+ / [fltH -vig + {1nHUln + mlfj(vxovln) . nlo] doX, + / ty - vodI'
0YoN T

Ng

+ v (bip (w1, — u2?))
Pa2

V((V19, V1ns V2), (819, S1ns Vip, b1s, 012),82) € Vg x T, (Q1) x Tr, (Q2)', (1.3.86)
onde eU; =U1 X Uy com

Uy = {(wif, u1,) € Qi (Wi, win, (Vx,u1n) - 0io))rpy, = (W17, @in, G1p) s

: (1.3.87)
U = {ug € Qo ugp,, = Uz},

sendo que aqui nao se tém considerado condicoes de tipo Dirichlet sobre nenhum dos pontos
angulosos. Os espagos Q1 e Qg sdo dados pelas (1.3.74) e (1.3.83) correspondentemente.
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Como sempre, Vg € o espago obtido como diferenga de elementos deUy. Também Tr,(Q1)
¢ dado pela (1.3.75), enquanto que Tr,(Q2) € o espago dual de Tr,(Qs2) com Qs dado
pela (1.3.83). Os demais elementos sao definidos como no Problema 1.9.

Note que mesmo nos pontos P,; e P,y aparecem esforcos generalizados m} e m?

devido a generalidade do carregamento. Algo similar ocorre com o termo sobre 0%,, que
depende do esforco generalizado flf . Além disso, o problema estd fechado ao fornecer o
comportamento constitutivo para le{ e le{ como funcoes de u;{ e uj,,, e uma vez dado
o tensor gy como fungao de us.

Como na segao anterior, o Problema [1.11/ demanda mais regularidade sobre as
funcoes em )y de forma que os produtos de dualidade possam ser efetuados. Isto é,
como explicado antes, resultado da cinematica escolhida sobre 21, onde a regularidade é
inerente & expressao (1.3.73). Neste caso a exigéncia sobre a regularidade de uy é maior
que no problema de cascas de Naghdi. Analogamente, o espaco 7r,(Q2) é ainda maior
que o correspondente ao mencionado problema de Naghdi pois a regularidade do campo
de deslocamentos sobre I', é maior.

Como feito anteriormente, antes de buscar as equagoes de Euler—Lagrange convém
escrever o tensor o sobre I', segundo (1.3.46), e que se repete aqui por conveniéncia

o2r, = o9+ 09, (1388)
onde &9 e 09 sao tais que
_ 1 2 1/2
II;6omn1, = Hinzf oony,[A°my, - my,| 7 dE,
&0 H
1

6’21110 -n

= / oany, - n[A%my, - my,)' /2 d¢,
Hgo H

(1.3.89)
Ht/ Gomni,[A’my, - my,)/?d¢ = 0,
H

/ &ino . n[A2m10 . m10]1/2 df =0.
H

Empregando a férmula de Green de forma recorrente segue-se que, no sentido das dis-
tribuigoes, as equagoes de Euler-Lagrange correspondentes ao problema variacional (1.3.806)
sao as seguintes

(— divy, N1 — (Vy,n) divy, M = £7 em ¥,
— divy, divy, My 4 (Vy,n) - Ny T = f1 em Y,
—dives =f em (o,
uf =upf sobre 0%, p,
Uty = Uin sobre 0%, p,
Vi, Uty - N1, = A1y sobre 0%, p,
up = Uy sobre I'po, (1.3.90a)
(N1 H 4 (Vye, )M P)ny, = 60,7 sobre 0%, n,
dive, M1 - ny, + Vi, M0y, -my,) -my, = t_lf sobre 0%, y,
le]nlo ‘N, = —mlf sobre 0%, ,
M 2ny,-m,] =m3 em P,3,
[Mi/'ny, - my,] = mj, em Fyy,

(o2ny = to sobre I' s,
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y(uf —uf) = sobre 0%,,,
Y(ui, —u2l) =0 sobre 0%,
Y(Vx,u15) - 01, — (Vx,u28) -n1,) =0 sobre 0%,
(U1, —ugp) = em Py,
y(u1y, —ugp) =0 em P,

(1 =) ((w? + (Ve n)uif — Vy, u1y) +urp,n) —ug) =0 sobre Ty,
ytif + (1 - 7)/ ATILto[A’my, - my,]/2 d¢ =
H
(N1 4 (Vi,n)M;)n;, sobre 0%,,,

[tz -n[A’m;, - my,)'/?

Ytin + (1 —’Y)/

H
+EVx, (Tita - my [A%my, - my,]Y%) - my, | d€ =
— AT 4 dive, My 0y, + Vi, (MiHny, - my,) -my, sobre 9%,
it + (1= %) [ (1Tt ng€ A%, )12 d =
" —lelnla -ny, sobre 0%,,,

yerh + (1 —7) / ILt; - my, [A’m, - m;,])" /2 dé =
H

[[Mléqnlo : mlo]] - m}L €m Palv
yer2 + (1 —7) / (—1)It2 - my,[A%my, - my, )2 d¢ =
H
[Mi{'n1, - my,] —m;, em Py, (1.3.90Db)

1§ + (1 - ’Y)/ ATLito[A’m, - my, )2 d€ =
H
(H&OI + Hglvxon)l_[t&gnlo
+(vXon) / Ht&2nlo£[A2mlo : rnlo}l/2 d§ sobre azoaa
H

Ytin + (1 —7)/

H
+§on (HttQ : mlo[Aleo : mlo]l/Q) sy, df =

|:t2 . H[Aleo . m10]1/2

Hgoc_rznlo -n

+/ £V, (T14(&9 + G2)n1, - my o [A%my, - my,)/2) - my,de  sobre 9%,
H

Ty + (1= 7)/ (= DIty - 11, E[A%my, - my )2 dE =
H

—HallLioomy, - ny, — /Hﬂt52n10 ‘n1,6[A’my, - my,)/2d¢  sobre 9%,
yery, + (1 =7) /H Mty - my o [A%my, - my,)' /2 dé =
—Hallioang, -my, — /H ,6om;, - myE[A%my, - my, )2 d¢  em Py,
verd+ (1= 2) [ (DMt A%, g 72 =

H
HaIlioomy, - my, +/ I1;6on1, - mi,E[A%my, - my,) /2 d¢  em Py,
H

[(1 — )ty — &2n10] 1 vy, Vva, que satisfaz (1.3.80) sobre 'y,

onde novamente foi considerado que sobre 0%, foram impostas condigoes de Dirichlet
para os campos envolvidos no modelo de casca. O conjunto de equagoes (1.3.90b) (as
dezessete expressoes) sao as condigoes de acoplamento dadas pela formulagao variacional
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(1.3.86)) de forma natural. Neste problema, quando v = 1 obtém-se as seguintes condigoes

de acoplamento

1 Hea (9112
Wy = H OHt/ <u2 ; H£0 85) [A2mlo : m10]1/2 d§ sobre 9%,

13 H 13

1
U1y = / uy - n[A’my, - m10]1/2 d¢ sobre 0%,

H§0 H
1 Hgl Ous
\% . = II \V4 — =
( xouln) ni, HEO t/H |: x, 10 <u2 Hgo 8§ )
0
— ;;] -n1,[A’my, - mlo]l/2 d¢ sobre 0%,,,
1
Uln|p,, = J71 </ uz - II[A2II’110 : Inlo]l/2 d§> em Py,
§O|Pa1 H Poy
1
Uln|p,, = H</ up - n[A’my, - my,)'/? dﬁ) em Py,
£O|Pa2 H Pa2
(lel + (onn)le)nlo = (Heol + Ha Vg n)ITio2ny, sobre I'y,
s H .
— fip +diva, Maf? - ny, + Vi, (M 0y, - my,) - my, =
H§00'2n10 n
+ / foo (thgnlo . mlO[A2m10 . m10]1/2) 1My, d§ sobre Fa,
H

MltHnlo ‘ny, = HngtUgnlo ‘N, sobre I'y,
[[lelnlg -my, ] — m}l = —HalIlioomy, - my, em P,q,
[Mi{'ny, -my,] — m’ = Hall;oony, - my, em Pgo,
t12 = (N1 4 (Ve,n)M; P )ny, sobre 0%,

F H .
t1, = _fln + lexo MltH ‘N, + on (Mlﬁnlo . mlo) -mi, sobre 820(1,
M1y = _lelnlo ‘1, sobre az:0(17
cih = [Mif'ni, - my,] — m}, em Py,
c12 = [Mif'ni, - my,] — m2 em Py,

onde, o fato de ser
oony, L vo, Vva, que satisfaz (1.3.80) sobre Ty,

(1.3.91)

(1.3.92)

(1.3.106)

implica que 69ny, é o elemento nulo em I'; e em P,; e P,9, e portanto oaon;, = oony,.
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Por outro lado, para v # 1 resulta o seguinte conjunto de condigoes de acoplamento
wf +&(Vx,n)urf — Vx, ui,) + u1,n = ug sobre I'y, (1.3.107)
(N H 4 (V)M Py, = /H ATLoony,[A%my, - my, |2 dE sobre 9%, (1.3.108)
— fin + dive, Mif' 1y, + Vi, (Mafm1, - my,) -y, =

/ oany, - n[A%my, - my,)' /2 d¢
H

+ /Hévxo(l'[tognlo . mlo[A2m10 . mlo]l/Z) -my,dé sobre 0%,,, (1.3.109)
M,;"n;, ny, = /H IL,oong, - ni,¢[A%my, - my,)"/? d¢ sobre 0%,,, (1.3.110)
M0, - my,] —my, =

- /Hﬂtagnlo -my,E[A%my, - my, )2 de em Py, (1.3.111)
[M1/'ny, - my,] —m? =

/ IM;oom, - my,E[A’my, - m10]1/2 d¢ em P,o, (1.3.112)
tQH: oony, sobre I',,. (1.3.113)

O conjunto de expressoes (1.3.91)—(1.3.95) (para v = 1) determina que o campo de deslo-
camentos é descontinuo. Com efeito, nada se diz a respeito da componente usg,, e portanto
nada impede a esta de assumir um valor arbitrério desde que satisfaca (1.3.80). Contraria-
mente, a expressao (1.3.107) (paray # 1) implica que o campo de deslocamentos é continuo
posto que se impde us, = 0. Analogamente, vé-se que para v = 1 o conjunto de equacoes
(1.3.96)—(1.3.100) determina a continuidade da tragao, enquanto que, por outro lado, a
mesma resulta descontinua para v # 1 segundo indicado nas (1.3.108)—(1.3.112). Isto é
devido a que a componente sny, é ortogonal as fungoes da forma de v, no sentido do
produto de dualidade. Entretanto, nada impede que a mesma assuma um valor arbitrario.

Como feito para os problemas vistos até aqui, para encontrar uma outra forma
de interpretar as particularidades do problema acoplado em cada uma das situacoes
acima tratadas construiu-se a Tabela 1.3 que faz um resumo da andlise de cada um dos
sub-problemas do modelo 3D-2D ao considera-lo segregado.

Valor | Problema | Problema Quantidade Quantidade
de v segregado | segregado continua descontinua
em em s
{1} Dirichlet | Neumann Tracao Deslocamento
(ver (1.3.96)~(1.3.97)~(L.3.98)~ | (ver (1.3.91)—(1.3.92)—(1.3.93)-
(1.3.99)—(1.3.100)) (1.3.94)~(1.3.95))
[0,1) | Neumann | Dirichlet Deslocamento Tracao
(ver (1.3.107)) (ver (1.3.108)—(1.3.109)(L.3.110)~
(L3.111)—(1.3.112))

Tabela 1.3: Interpretagoes sobre o problema acoplado 3D-2D (casca de Kirchhoff-Love).

Antes de finalizar a secao observe que a placa de Kirchhoff-Love pode automatica-
mente ser obtida fazendo Vx,n = 0 no Problema 1.11. Porém, por brevidade isto nao é
desenvolvido.
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1.3.3 Acoplamento 3D—-1D: viga de Bernoulli

O acoplamento de um sélido tridimensional com um componente estrutural de tipo
viga nao representa maiores complicacoes além das ja examinadas no caso de cascas.
Entretanto, é interessante obter a formulagao variacional para o problema acoplado assim
como as condicoes de acoplamento que se derivam utilizando as idéias deste capitulo. Para
este problema utiliza-se o esquema mostrado na Figura/l.6 onde um componente estrutural
possui duas partes com caracteristicas destacaveis.

I, (Za,2v) A(z) x‘\l

n, Z z

Figura 1.6: Acoplamento de modelos 3D-1D.

Enquanto a parte do componente denominada {29 tem forma arbitrédria, a parte indi-
cada como §2; tem uma das suas dimensoes muito maior do que as outras duas, portanto,
representa-lo como se fosse uma viga de secao transversal arbitraria pode resultar em um
bom modelo. O modelo 1D aqui considerado é a viga de Bernoulli, e constréi-se a partir
de assumir que a cinematica do problema sobre 2; é da seguinte forma

ou
w (%) = ury(2)e, — y 8;1/ (2)e-, (1.3.114)

implicando que as segOes transversais permanecem ortogonais apés a deformacao, e que as
fibras normais nao mudam o seu tamanho. Esta viga estd limitada na sua deflexao ao plano
y—z. Sobre €y considera-se a descricao cinemdtica completa. Sem perda de generalidade,
o contorno correspondente a {z,} é um contorno de Dirichlet, enquanto que o contorno
lateral de 2; é uma fronteira de Neumann de forma a poder reduzir o modelo. Por tdltimo
considera-se que a fronteira I'; é tal que a normal n; (vista desde o dominio ;) esta
na direcao da coordenada z. Logo, devido a que se tém cinema&ticas nao compativeis a
ambos os lados de I';, emprega-se o principio variacional exposto no Problema [1.9. Como
resultado da cinemética (1.3.114) obtém-se que a forma do espaco Q; é a seguinte

Q1 = H*((2a, 2)), (1.3.115)

do que se obtém
Tr,(Q1) =R xR Tr,(Q1) =R xR. (1.3.116)
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Logo, o produto de dualidade com esta cinemética resulta

8u1
<Sl’u1>TFa(Ql)IXTFa(gl) = <(51y’1/1$)’ (uly’ sz

> >TFa(Ql)IXTFa(Ql)
ou
+ (Vla: v )
. 0z
Resta agora especificar a forma do produto de dualidade (sq, u2>TFa(Ql)/><TFa(Ql)’ Do visto

na Secao [1.1l o espaco 7r,(Qz2) deve ser tal que a decomposigao ortogonal (1.1.10) seja
vélida. Logo, de acordo com a (1.1.11) resulta

(1.3.117)

(slyuly)
Zb

U.Q‘Fa = up; + uy,, (1.3.118)
onde uy; é da forma de u; de acordo com a (1.3.114), ou seja

BUQO
uy (X) = ugje, — y(szez. (1.3.119)

Logo tem-se

(s1,U2) 71, (Q,)'xTr, (1) = (81, U21) 71 (Q1)/ xTp, (Q1) =

o
, Ouzy
(slyaylx)a U2y, B

>>Tpa(91)’><71“a(91)

o 6UQZ
(Slyu2y) -+ leT y (13120)
2p z 2p
pois a flutuagao uy, é tal que
<Sl, u2T>TFa(Q1)’><TFa(Ql) =0 Vs| € 7}&(91),. (1.3.121)
Daqui é possivel ver que us, é tal que
/ u, - e, dI' =0,
¢ (1.3.122)
8u27‘ . ez dF — O,
r. 9y

) , . P 6u2§ .
e portanto é possivel caracterizar uz; em termos de ugy e —5~* simplesmente como

1
ugy = Aa/p u - e, dl,

au?; 1 ouy

(1.3.123)

== [ 22 o ar,
0z Ao Jr, Oy N
onde A, = |I's|. Logo, o espago Qs é
1 o 81}2;
Qs = qve € H (Q9); vo|r, = V24€y — yﬁez + Vo

6’020 .
<v25, 8;’) € Tr,(Q1); va, satisfaz (1.3.122)}. (1.3.124)
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E analogamente

<SQ, u2>TFa(Q2)'><TFa(QQ) = / S92 - U9 dr'. (1.3.125)

a

Para reduzir o modelo em €2y realiza-se a seguinte decomposicao das integrais

/Ql (.)dXZ/Z:b/F(-)drdz,
/er (-)dl“:/z:b/ar(-)dal“dz.

Assim sendo, introduzindo a hipdtese cinematica (1.3.114) junto com a (1.3.117), a (1.3.120)
e a (1.3.125) na formulagao variacional (1.3.5)), e ainda considerando os seguintes esforco
e carregamentos generalizados

(1.3.126)

M = [ o1 (e 0 e](-p)r,
r
fyF:/f-ede, (1.3.127)
r
t_lgr =/ El ~ey dé?l“,
or

resulta o seguinte problema de acoplamento entre um modelo 3D e um modelo 1D:

Problema 1.12 (Mecanica dos sélidos — Acoplamento 3D-1D — Viga de Bernoulli). Para
algum ~y € [0,1] encontre ((u1y,z), (t1y, p1,),t2) € Ug x Tr,(Q1)" x Tr,(Q2)" tal que

Zb 82
/ MIF Yy dz+/ o9 -Vvydx =
Za Qo

022

(vt1y 4 1= [ ta-eyar) (on, - us
1—‘a, Zb

+ (wux +(1 7)/@ [t2 - e:](—y) dF) (8(;? - 8;’25) 2

0 Ouo?
_ (1 - ’Y)/ t2 . VZT dr —|— ’)/Sly(uly _ U2Z) Uly 2y>

0z 0z

+ i, <

2b

ou
+(1- 7)/ Sg - (ulyey — yTwez — u2> dr
Iy z

2p Zb
+ / fgvly dz + / f-vodx+ / ﬁgrvly dz + / EQ -vodl
Za Qo

Za FNQ

V((v1y,v2), (814, 12),82) € Va x Tr, (1) x Tr,(Q2)", (1.3.128)

Zb

onde ¢eU; =U1 X Uy com

ou
ul = {uly S gl; <u1y7 8;?/)

Uy = {uz € Qo; ugr,, = 2},

= (U1y7041y)} ) (1.3.129)

Za

sendo que Q1 e Qg estio dados pelas (1.3.115) e (1.3.124) respectivamente. Por outro

lado, V4 € o espaco obtido por diferenca de elementos em Uy. Finalmente Tp,(Q1)" é
dado pela (1.3.116), e Tp,(Q2)" € o espaco dual de Tr,(Q2) com Qo dado pela (1.3.124).

O resto dos elementos define-se como no Problema |1.9.
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Para fechar o problema deve ser provida a lei constitutiva que relaciona o esforco
generalizado er com u1, assim como também a que relaciona o tensor o2 com us.

E importante salientar aqui que, analogamente ao caso de cascas, é necessaria uma
maior regularidade sobre as funcgoes definidas em )y, resultado que é devido a hipdtese
cinematica considerada sobre €.

Previamente a obter as equacdes de Euler-Lagrange é conveniente empregar uma
decomposicao do tensor g9 sobre I', similar & mostrada em (1.3.46). Neste caso tal
decomposicao toma a seguinte forma

o2r, = 62yz(ey XKe,+e,® ey) + 5’222(ez () ez) + o9, (1.3.130)

onde aqui 02, 02,, € 02 sao tais que

B 1

T2y, = T ooe; - e, dl,
a

B 1

09,, = T ose, -e,dl,
a

(1.3.131)
/ o2e; -e,dl' =0,

/ ose, -e, dl' = 0.

a

Portanto, usando a férmula de Green segue-se que, no sentido das distribuigoes, as equagoes
de Euler-Lagrange obtidas da formulagao variacional (1.3.128) sao

( 92T
o*M _
azzl =fy + tlgr em (zg, 2p),
—diVO'QZf emQQ,
Uly = ﬂly em {Za}7
0
g;y = Oy em {Za}7
U = U sobre I'po,
oony =t sobre T'yo,
1y =) =0 em {z},
8U1y 81@;
— YY) =0
(G- en {3,
ou
(1 - ’7) <ulyey — yTwez — LIQ> =0 sobre I‘a’ (13132)
oM}
Yty + / ty-e,dl = ——-* em {2},
r 0z
Yty + / ty e, dl' = A,09,. em {z},
r
YH1z + / [to-e.](—y)dl =1, 7o,
+/ o2e; - ez(_y) dl' em {Zb}7
[(1—7)ty — d2e.] L va, Vva, que satisfaz (1.3.122) sobre T'g,
onde [, = fF y)dl'. Aqui, as dltimas oito equagoes compreendem as condigoes de

acoplamento forne(ndas de forma natural pela formulagao variacional (1.3.128). Mais
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uma vez, a equivaléncia com relagdo a v é perdida no Problema [1.12 devido a hipdtese
cinematica introduzida. Escolhendo v = 1 obtém-se as seguintes condicoes de acoplamento

1

Uy = /. u - e, dl’ em {z}, (1.3.133)
Ouy, 1 Ouy

R L N , 1.3.134

5 1, ) oy e em {zp} (1.3.134)
MF

—aazl = A,oze; - €, sobre T'y, (1.3.135)

M =1, 0. e, sobre T, (1.3.136)

oM{
ty = — 621 em {z}, (1.3.137)
p1, = My em {2} (1.3.138)

Para chegar as expressoes (1.3.135)) e (1.3.136)) foi usado o fato de ser
g€, 1 vy, Vva, que satisfaz (1.3.122) sobre T'g, (1.3.139)

0 que, por sua vez, implica que &se, é o elemento nulo, resultando portanto ose, =
02y-€y + 02..€,. De forma reciproca, pondo v # 1 obtém-se as seguintes condigoes de
acoplamento

8’[1,1

U1 €y — ya—zyez = uy sobre Iy, (1.3.140)
OM{
3 1 :/ oge; - e, dl’ em {2}, (1.3.141)
z
M} = / ose. - e, (—y)dl em {z}, (1.3.142)
to = oge, sobre I',. (1.3.143)

Neste caso, a expressao (1.3.143) é obtida combinando as ultimas trés equagoes vistas na
(1.3.132) juntamente com a decomposicao (1.3.130).

Vé-se que para v = 1 o campo de deslocamentos é descontinuo devido a que va,
pode assumir qualquer valor, sempre satisfazendo a (1.3.122), enquanto que a tragao é
continua. Para v # 1 a situagéo é contraria posto que o campo de deslocamentos é de fato
continuo e a tragdo é descontinua devido a presenca da componente gse,, a qual ndo esta
impedida de ser arbitraria.

A interpretagao sobre cada problema pode ser dada de forma completamente andloga
ao problema de acoplamento de modelos de sélidos 3D com cascas. A Tabela (1.4 resume
estas interpretagoes para o problema 3D—-1D mostrando o estado das quantidades envolvi-
das em cada caso, assim como também a forma de entender o acoplamento no contexto
de um esquema no qual ambos os problemas foram segregados.

Valor | Problema | Problema Quantidade Quantidade
de v | segregado | segregado continua descontinua
em em Qo
{1} Dirichlet | Neumann Tracao Deslocamento
(ver (1.3.135)-(L.3.136)) | (ver (1.3.133)—(1.3.134))
[0,1) | Neumann | Dirichlet Deslocamento Tragao
(ver (1.3.140)) (ver (1.3.141))-(1.3.142))

Tabela 1.4: Interpretacoes sobre o problema acoplado 3D—-1D.
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1.4 Resultados numéricos para o acoplamento de sélidos

Nesta secao apresentam-se alguns exemplos numéricos concernentes ao problema
acoplado 3D—2D desenvolvido na Secao[1.3.1. O principal objetivo desta parte do capitulo
¢é avaliar numericamente o desempenho do modelo mecanico 3D-2D frente aos resultados
dados pelos modelos clédssicos 3D e 2D puros. Nesta abordagem numérica, o Problema(1.10
é simplificado, sobre o dominio €2¢, a um problema de placa 2D tomando a curvatura da
casca nula, ou seja Vx,n = 0. Outra hipdétese adicional é a de trabalhar dentro da
faixa de deformagoes infinitesimais, sendo possivel assumir que a configuragao do dominio
permanece invariante. A resposta constitutiva do material empregado na andlise é linear
e elastica. Ambos os casos, o sélido 3D e a placa 2D sao providos entao com adequadas
expressoes constitutivas para materiais isotrépicos, cujos parametros materiais (médulo
de Young e coeficiente de Poisson) sao

E=21-105,

1.4.1
v =10.3, ( )

onde F é uma quantidade nao dimensional. Como enfatizado nas secoes prévias, a for-
mulacao variacional para o problema acoplado independe do comportamento do material
e, neste sentido, extensoes para considerar nao linearidades materiais podem ser derivadas
de forma andloga. A aproximagao do problema acoplado 3D—-2D é realizada através do
método dos elementos finitos e as principais caracteristicas sao detalhadas na primeira
parte desta secdao. Finalmente, analisam-se dois exemplos particulares e apresentam-se
alguns testes comparativos.

Viu-se que a formulagao variacional continua da lugar a dois modelos mecénicos,
um para v = 1 e outro para v # 1. As conseqiiéncias destas duas possibilidades tém
sido analisadas de forma exaustiva nas secoes prévias. No entanto, quando se deseja
realizar uma aproximagao do problema, uma possibilidade adicional surge, passando a
ser, ao todo, trés modelos mecanicos discretos. Chama-se de Q? e ’];h aos espacos de
dimensao finita correspondentes a Q; e a 7r,(Q;), i = 1,2, do Problema [1.10. Portanto,
as aproximagoes sao denotadas por ulh e tzh, 1 = 1,2. Contrariamente ao que ocorria no
problema continuo, no problema discreto a inclusao Tlh C 7—2h nao se satisfaz (lembre que
no caso continuo é 7r,(Q2) = 7r,(Q1) ® W, e portanto Tr,(Q1) C 7r,(Qz2)). Devido
a isto, na formulacao discreta é necessério identificar entre v = 0 e v € (0,1) em lugar
de v € [0,1). Aqui tem-se utilizado a notagao YEh para expressar a contrapartida, em
dimensao finita, do espago 7r,(Q;), i = 1,2, e em uma abordagem conforme do método
dos elementos finitos, como a usada aqui, vale a inclusao estrita ’];h C Tr,(Q;). Em geral,
e também em particular na presente secio, o espaco T;* ¢é diferente de T, (QM), i =1,2.
Assim, os trés modelos diferentes na versao discreta do problema acoplado correspondem,
agora, aos seguintes modelos mecanicos discretos

e v = 1: este caso é idéntico ao do problema continuo, lembrando que a condigao de
continuidade é dada em um sentido mais fraco, devido a que é

uf = ul em T}"; (1.4.2)

e v = 0: este caso difere do caso do problema continuo v # 1 pois agora a condi¢ao
de continuidade estabelece que

uf = ul em TJ%; (1.4.3)

e v € (0,1): este caso é o mais préximo a condigao v # 1 vista no problema continuo
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ja que a mesma impoe o seguinte

uf = ul em 7" U T (1.4.4)

1.4.1 Aproximacgao pelo método dos elementos finitos

Esta secdo compreende a aproximacao de elementos finitos do problema envolvendo o
acoplamento entre um sélido 3D eléstico linear e uma placa 2D de Naghdi elastica e linear.
A secdo finaliza com a definicdo dos espacos de aproximacdo empregados na abordagem
discreta e com o sistema final de equacgoes a ser resolvido.

A aproximagao do problema acoplado envolve a aproximagdo do sub-sistema 3D
sobre )y e do sub-sistema 2D sobre 2. Como sistemas separados, os sub-problemas 3D e
2D podem sofrer os ja conhecidos inconvenientes presentes no nivel do problema discreto
se os esquemas numéricos nao sao adequadamente escolhidos. Por exemplo, pode-se citar
o fenomeno de instabilidade numérica que surge no sub-sistema 3D para materiais incom-
pressiveis quando usado um esquema de Galerkin cldssico com interpolagao linear para
os campos de deslocamento e pressao (em uma formulagao mista), assim como também
o fenémeno de trancamento da solucdo que tem lugar no problema da placa quando a
espessura vai para zero e utiliza-se uma aproximacao classica de tipo Galerkin com in-
terpolagao linear para o deslocamento e para a rotagao. Neste sentido, é estritamente
necessario arquitetar uma aproximacao numeérica tal que o sistema discreto final nao sofra
esta classe de problemas.

Considere-se um problema no qual, aos efeitos de simplificar a apresentacao do
sistema final de equacgoes, hd somente uma interface de acoplamento denominada I',.
A Tabela [1.5] introduz a notagéao usada para descrever os elementos envolvidos no pro-
blema discreto. Ali, as diferentes malhas empregadas para obter a solucdo aproximada
sao descritas. Com respeito a isto, IS, e IS, sao as particoes de elementos finitos corres-
pondentes aos dominios 3D e 2D. O ntimero de nés por elemento também é dado em cada
caso. Além disso, It e Iy, significam as malhas de elementos finitos que jazem sobre a
fronteira de acoplamento I'y, = 0%,,, onde, apesar de usar a relacao de equivaléncia que
¢ um abuso de notagao, remarca-se a diferenca entre o contorno de acoplamento quando
visto desde 29 e quando visto desde €27 respectivamente.

Detalhe Nds Elementos
Congunto | Cardinal | Conjunto | Cardinal | Nés por elemento
Dominio ¥, (2D) . ni) 5o e2p 84 (¢-1)
Dominio Q2 (3D) I3p n3p Z5p esp 20
Contorno 0%, (2D) | Ips, s Iss,, eos,, 2-1 (I—<)
Contorno I’y (3D) Ir, nr, Ir, er, 4

Tabela 1.5: Descrigao dos elementos usados no problema discreto 3D-2D.

Em funcao da informacao provida na Tabela [1.5, para discretizar os dominios 3D e

2D emprega-se o elemento hexaedro de 20 nés e o elemento quadrilatero de 8 nés. Também,
I, € discretizado com elementos quadrilateros de 4 nés, enquanto que IgEm conforma-se
por elementos de linha de 2 nds. Os indices g e [ denotam as duas diferentes interpolagoes
presentes no elemento quadrildtero (correspondentes a 8 e 4 nés respectivamente) para os
diferentes campos no problema da placa, enquanto que os indices [ e ¢ fazem o mesmo
para o elemento de linha (neste caso correspondem a 2 nés e a 1 nd). Isto serd clarificado
no que segue ao fornecer os espacos de interpolacao de cada incognita de forma explicita.
Ainda, n?, (n}p) indica o nimero de nés na malha de elementos finitos para o dominio
2D associado as fungoes de interpolacao quadraticas (lineares), ngp é o nimero de nds na
malha de elementos finitos do dominio 3D, ngzoa (ngzoa) ¢ o numero de nos associado a
interpolagdo linear (constante) das varidveis duais sobre 90%,,, € nr, é o numero de nds
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onde as varidveis duais sobre I', sao aproximadas.
As incégnitas aqui resultam u? uli + 5‘*’11& + ul nn c Q' onde QF esta caracteri-
h _ h _ 7h h h
zado por QF up X Q1wt X Qlu ,ub € QF, th = (th, pl, th) e T =T 0 X Ty, X Ty,
etheT), onde

oh o= (U2 + condicées de contorno eventuais,
Ql wr [Wlh]Q + condigoes de contorno eventuais,

Qlun = U{‘ + condigoes de contorno eventuais,

Q}QL = [Ug]?’ + condicoes de contorno eventuais,

7'1htt _ [T{‘]Q, (1.4.5)
Ty, = M,
Tlhtn = T1h7
T =13,
com
Ut = {¢1 € C°(%0); P1)e,, € Q3, Veap € T5p},
W1 = {¢1 € CUZ0); V1)e,,, € Qu, Veap € I5p},
Uy = {¢2 € C°(Q2); d2ye,,, € Q3, Vesp € I5p}, (1.46)
T = {11 € C°(0%,4); Tlleos,, € P1s Veos,, € Iis,, }s o

M{‘:{vleC’
TQ}Z:{TQGC

%oa); Vllegs,, © R, Yeas,, EIBEOG}a

(020,
(Ta); Tjep, € Qu, Ver, € It },

onde Q3 é o espago de polinémios de serendipity de grau 2 definido correspondentemente
no quadrildtero 2D e no hexaedro 3D, Q; é o espago usual de polinomios de grau 1 definido
no quadrilatero 2D, IP; é o espago de polinémios lineares definidos no segmento de linha e
R sao os nimeros reais.

Com respeito ao dito na Secao [1.3.1/ sobre o aumento da regularidade das fungoes
sobre o dominio 25 produto da cinematica escolhida sobre €21, veja que a aproximagao de
elementos finitos escolhida satisfaz as condicoes de regularidade requeridas pela formulagao
variacional (1.3.44) através da definigao do espago Qo dado na (1.3.39).

Observe que as aproximagoes sobre )y e sobre Y, sao totalmente independentes
entre si. No entanto, é bastante direto inferir que as propriedades de convergéncia do
problema acoplado dependem da quantidade Clh’?fD + C’ghl2 p (C1 e Oy constantes reais
positivas dependentes da solugao, e k e [ inteiros positivos). Assim, é razodvel usar uma
familia de elementos com propriedades de aproximagcao similares, ou seja k = [.

Com o esquema de discretizacdo acima introduzido, o sistema final de equagoes
lineares a ser resolvido é dado por

KQTD Kop 0 0 0 0 U, f1
Kop Kap 0 ~O vB11 (1 — 7)312 Ullaxoa f,
0 0 Ksp Ksp 0 0 U, | fe
~T = )
0 0 Ksp Ksp —vBo1  —(1—7)Ba Uz, fa
0 7Biy 0 —7B% 0 0 T 0
0 (1-vBL 0 -(1-7)BL 0 0 T2 0
(L.4.7)

onde U; e Tq agrupam as incégnitas correspondentes a (ufy,wf,, ult ) e (th,, pf, th ) res-



62 CAPITULO 1. ACOPLAMENTO DE MODELOS CINEMATICAMENTE INCOMPATIVEIS

pectivamente, enquanto que aquelas incégnitas correspondentes aos ndés sobre as fronteiras
de acoplamento tém sido identificadas, como varidveis separadas, por Uyjpx,, € Ugr,, de
forma a por em evidéncia o acoplamento efetivo entre graus de liberdade 3D e 2D. Dentro
da estrutura do sistema de equacoes lineares, os blocos matriciais B;j, 7,7 = 1,2, sao os
que realizam o acoplamento na formulagdo. Assim, quando v = 0, ou v = 1 o sistema é
condensado, e o nimero de incégnitas reduzido.

Do sistema final de equagoes lineares (1.4.7) é importante comentar novamente o
que foi dito a respeito dos trés possiveis modelos no problema discreto. De fato, as
caracteristicas do sistema mudam quando v =0, v =1 ou~y € (0, 1), sendo essas as unicas
trés possibilidades existentes. O ltimo caso é considerado como tnico pois qualquer valor
~v € (0,1) produz uma solugao equivalente.

Veja que é possivel pensar em segregar o sistema (1.4.7) resolvendo de forma iterativa
os sub-problemas 2D e 3D. Isto é de utilidade em problemas com muitos graus de liberdade
nos quais as matrizes B;; implicam em um sistema altamente acoplado. Para a abordagem
segregada recorre-se ao comentario feito na Secao [1.3.1] de forma a reescrever o problema
acoplado em um contexto de sub-problemas de Dirichlet e de Neumann. Isto estabelece
outras formas de entender o papel jogado por 7y, como fora extensivamente comentado na
ultima parte da Secao [1.3.1.

A fim de simplificar a implementacao computacional, nos exemplos que serao apre-
sentados nas secoes que seguem, as malhas 2D e 3D empregadas para cada particao dos
dominios ¥, e €29 sdo tais que existe uma correspondéncia entre os nds pertencentes a
malha 3D e aqueles que pertencem a malha 2D. Um exemplo desta classe de malhas sob
correspondéncia entre os nds é mostrada na Figura/1.7. Além de cada particido, mostra-se
a disposicao escolhida para cada um dos graus de liberdade presentes na formulacao,
incluindo as variaveis duais sobre a fronteira de acoplamento.

e ub dofs

. uj ,u} dofs Q,

o o} dofs

o t) dofs
\ \ T,
Z

o t} ,t} dofs
. ui dofs 0%,

a

Figura 1.7: Exemplo de uma malha simples usada em um problema 3D-2D acoplado.

Objetivando identificar os elementos referidos na Tabelall.5, no exemplo da Figurall.7
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tem-se
eap =6 ng, =29 nbp =12,
€3p = 12 n3yp = 111,
€S,, = 3 nps,, =4 0S0a = S
er, =6 nr, = 12.

Além disso, da mesma figura é possivel identificar as quatro particoes 75, Z5p), gzoa e

Zf , junto com os elementos vinculados a cada uma destas.
a

1.4.2 Caso 1: componente estrutural tipo placa engastada

Este exemplo simples mostra a forma na qual o modelo acoplado se desempenha em
comparacao com os correspondentes modelos 3D e 2D puros. Trata-se de um componente
estrutural que se assemelha a uma placa como mostra a Figura [1.8. A estrutura estd
engastada sobre o lado esquerdo, enquanto que um carregamento distribuido por unidade
de drea f é aplicado na direcao vertical sobre o lado direito como mostrado na figura. As
dimensoes sao L =4, R=1.5e h = 0.2, e a forca por unidade de area é f = 1.

u, =0

u, =

o, =0

t

(a) Modelo 3D. (b) Modelo 2D. (¢) Modelo 3D-2D.

Figura 1.8: Componente estrutural engastado tipo placa.

Os ndmeros cardinais apresentados na Tabela (1.5, e relacionados a Figura [1.8(c),
sao os seguintes

eap = 200 nd, = 661 nbhp = 231,
esp = 400 ngp = 2445,

eos,, = 10 nhy, =11 ngs, =10,
er, = 20 nr, = 33.

Além do mais, a partir destes dados é facil inferir sobre as caracteristicas das malhas para
os casos 3D e 2D dados nas Figuras [1.8(a) e [1.8(b), respectivamente, ji que a ordem do
tamanho dos elementos é a mesma.

Como dito previamente, a situacao da Figura [1.8 é primeiramente resolvida com
um modelo puramente 3D e a seguir com um modelo puramente 2D de placa de Naghdi.
Portanto, o objetivo é comparar os resultados destes dois casos com a solucao computada
com o modelo acoplado. Isto é feito para cada um dos modelos mecéanicos discretos obtidos
paray =1, € (0,1) e y = 0. Em particular para o segundo modelo considera-se v = 0.5.

Na Secao [1.1.2] foi explicado que a escolha do parametro v tem que estar baseada
em argumentos mecéanicos, e nao no desempenho numérico do problema aproximado. No
entanto, é evidente que um dos trés modelos terd um comportamento mais favoravel que
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os outros dois. Logo, e devido a que o modelo 3D completo se assemelha com uma placa,
espera-se que v = 0 seja a melhor opcao para o modelo acoplado em funcao da proximidade
da solucao com respeito & do modelo 3D puro. Contudo, o modelo com melhor desempenho
pode variar de um problema para outro.

A Figura [1.9 mostra o deslocamento da estrutura amplificado em um fator de 200.
Dado que as diferencas entre os diversos modelos 3D—-2D, isto é para os diferentes valores
de v, é negligivel, aqui apresenta-se somente o resultado para v = 1. Estritamente, existem
diferencas entre as solucoes dos modelos discretos 3D-2D. Na Tabela 1.6 mostram-se, para
todos os casos estudados, dois valores que medem o deslocamento méximo vertical dpax
em z = L e o deslocamento em x = %, chamado d.,;q. No modelo 3D puro dyax € medido
como o méaximo deslocamento do plano correspondente a superficie média.

z z
x x
L L

Magnitude do deslocamento
0,000 0.000741 0.00148 0.00222

Magnitude do deslocamento
0,000 0.000746 0.00149 0.00224

0.00296 0.00299

(a) Modelo 3D puro. (b) Modelo 2D puro.

Magnitude do deslocamento
0.000 0.000748 0.00150 0.00224

(c) Modelo 3D-2D acoplado (y = 1).

Figura 1.9: Deslocamento amplificado para todos os casos estudados.

Modelo Smax (€ =1L) | Omia (z=1L)
3D 2.96096 - 10~ | 9.21048 - 107
2D 2.98507 - 103 | 9.31694 - 10 ¢

y=1 [298915-10 % | 9.21873-10 *
3D—2D [ =0 | 2.95300-10"° | 9.20381- 10 *
v =0.5 | 2.90633-10 ° | 9.13041-10 "

Tabela 1.6: Deslocamentos em ¢ = L e em x = % para todos os casos estudados.

Observe que, dentre os trés valores de 7, o modelo para v = 0.5 fornece a estrutura
mais rigida, seguida por v = 0, e logo por v = 1. Isto pode ser facilmente explicado pelo
aumento no numero de restricdes entre ambos os sub-sistemas. Ao comparar o valor de
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Omax €m x = L, v = 0 da o resultado mais préximo ao caso puramente 3D, o qual pode
ser considerado como o mais realista. Por sua vez, o modelo para v = 1 fornece uma
situacao mais proxima ao modelo puramente 2D. Esta tendéncia permanece ao comparar
o deslocamento vertical ;9 em © = %

Vale a pena salientar que como resultado do acoplamento entre a porcao 2D da
estrutura com a regiao 3D, o tUltimo transfere ao primeiro um pequeno fenémeno de deslo-
camento de membrana, o qual nao estd presente no modelo puramente 2D. Na Figura [1.10
compara-se a componente z do deslocamento de membrana (na diregao longitudinal da
placa), sobre a fronteira de acoplamento I'y, para o modelo 3D e para os modelos 3D-2D
com v =1 e~ = 0. Na parte direita da figura calcula-se a diferenca entre o deslocamento
na dire¢do x do modelo 3D com cada um dos modelos 3D—2D mostrados. O deslocamento
na dire¢ao z mostra-se em (z,y) = (%, %), com z € [—%, %] Desta maneira, o eixo vertical
pode ser considerado como uma fibra ortogonal a superficie média, enquanto que o eixo
horizontal mostra a diferenca no efeito de membrana com respeito a escolha de . Mais
uma vez veja que para v = 0 obtém-se um resultado mais similar aquele dado pelo modelo
3D puro, de acordo com as conclusoes resgatadas da Tabela (1.6, enquanto que para v =1

o desvio é mais apreciavel.

Deslocamento em x 0.1

i -8.42s-005 -4, 212005 0000 4.21e-005 842s-005

E L

0.05 A

3D puro

-2.E-06 -1.E-06
diferenga no
deslocamento
em x

.§+00 1.E-06 2.E-06

S\o
;-

-0.05 (3D2D y=1) - (puro 3D)
— (3D2D y=0) - (puro 3D)
0.1 J

Figura 1.10: Deslocamento de membrana na diregdo x em (x,y) = (%, %) De acima para abaixo:
modelo 3D, modelo 3D-2D para 7 = 1 e modelo 3D-2D para v = 0.

3D-2D—y =0 3D-2D— =1

Como ultima conclusao, do exemplo ilustrado aqui, segue-se que o problema é prati-
camente independente de v. Em qualquer caso, é importante frisar mais uma vez que
a escolha do parametro vy tem que estar comandada por consideracbes mecanicas, pois
diferentes valores de v impactam de forma direta na concepgao do modelo mecanico.

1.4.3 Caso 2: componente estrutural geral

Este exemplo visa mostrar a que pode ser considerada uma situagao de interesse
pratico desta classe de modelos acoplados. O principal objetivo é mostrar as vantagens
que ha ao usar modelos acoplados em lugar de um modelo de sélido 3D completo devido ao
grande problema que resultaria se o dominio completo fosse discretizado usando elementos
3D. Neste sentido, o exemplo é meramente ilustrativo. O componente estrutural analisado
aqui é mostrado na Figura [1.11, e é mais similar ao componente geral da Figura [1.4, na
qual hd uma porg¢ao do dominio factivel de ser reduzida a uma teoria bidimensional, caindo
desta maneira no marco tedrico proposto aqui.
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W: espessura
X

V4

Figura 1.11: Componente estrutural geral como modelo 3D—-2D acoplado.

Neste problema, o componente estrutural estd engastado sobre o lado esquerdo,
enquanto que had uma carga por unidade de area combinada f = (f;, fy, f-) aplicada na
parte do componente que pode ser considerado como uma placa (sobre o extremo direito
do dominio). Dado que se toma f, = 2.5, f, = 0 e f, = 1, os efeitos de membrana e
flexao sao significativos no problema. As dimensoes na Figura/l.11/sao W = 2, Lop = 1.8,
dsp =0.6, h=0.2, Ry =0.5e Ry =0.7.

Na Figurall.12 apresentam-se sobrepostas as configuragoes original (com uma parcial
transparéncia) e deformada (amplificada por um fator de 100) para v = 1. Mais uma vez,
as diferencgas na solugao sao da ordem de 2% entre os modelos para diferentes valores de

Y.

uﬁ

Magnitude do deslccamento

0.000 0.00115 0.00230 0.00344
1

Figura 1.12: Deslocamento da estrutura amplificado 100 vezes.
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A Figura [1.13] mostra um detalhe da solucdo obtida sobre a regido 3D. Enquanto
a Figura 1.13(a) apresenta a magnitude do vetor de deslocamento, na Figura [1.13(b)
mostram-se diversas iso-superficies correspondentes ao campo escalar dado pela magnitude
do deslocamento junto com os vetores subjacentes sobre essas localizagoes. Ali, os vetores
estao sem escala associada para apreciar o comportamento da solugao.

Magnitude do deslocamento Magnitude do deslocamento
0.000 0.000459 0.000918 0.00138 0.00184 0.000 0.000459 0.000718 0.00138 0.00184

(a) Magnitude do deslocamento. (b) Iso-contornos e vetores de deslocamento.
Figura 1.13: Detalhe da magnitude do deslocamento na regiao 3D.

Finalmente, vale a pena dizer que se este problema fosse resolvido usando um modelo
completo de sélido 3D, o nimero total de incoégnitas subiria até 31047, enquanto que para
v = 0 este ntimero é 22405 e para v = 1 é 22293. Neste exemplo isto representa uma
reducao de 30% no numero de incognitas. Isto, em conjuncdo com o que foi mostrado
no primeiro exemplo, prové evidéncias sobre a conveniéncia da utilizacdo dos modelos
cinematicamente incompativeis apresentados aqui.

Desta classe de exemplos numéricos é possivel avaliar o desempenho do sistema
acoplado, assim como prover evidéncia numeérica das principais caracteristicas do sistema
mecanico discreto. O desempenho tem-se mostrado promisor devido a que tem sido capaz
de reproduzir a solucao alcancada com o modelo de sélido puramente 3D para os diferentes
valores de . Entre os modelos discretos que surgem para os diferentes valores de v aquele
obtido com v = 0 apresentou melhores resultados em comparagao com o modelo 3D puro
com respeito a rigidez do sistema completo. Além disso, deve ser dito mais uma vez que
a escolha de 7 nao segue nenhum argumento numérico pois as suas conseqiiéncias sao
originadas a partir da origem da formulacao no nivel do continuo. Isto é, na selecao do
parametro 7y é imperativo levar em conta considera¢oes mecanicas.

1.5 O problema de escoamento de fluidos incompressiveis

Ao modelar o escoamento de um fluido incompressivel é bastante comum a utilizagao
de modelos reduzidos em duas dimensoes, os quais podem inclusive ser modelos reduzidos
devido a existéncia de simetria de revolucao em torno de algum eixo. Ja a utilizacao de
modelos reduzidos 1D nao é comum posto que tal reducdao produz modelos tao simples
que a sua modelagem faz-se desnecessaria. Isto no caso de dominios fixos. Ao passar
para a andlise transiente em dominios que sofrem deformacao, a modelagem unidimen-
sional apresenta caracteristicas muito interessantes. A sua aplicagdo é principalmente na
modelagem de grandes sistemas tubulares de circulacao, onde a propagacgao de ondas é
um fendémeno dominante. Um claro exemplo disto encontra-se na modelagem do sistema
cardiovascular humano que, como dito, foi o que motivou o desenvolvimento tedrico aqui
exposto. Esta ultima aplicacdo em particular aborda-se de forma exaustiva no Capitulo 2.
Todos os casos analisados nesta secao sao restritos a fluidos incompressiveis, porém, nada
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impede reformular os problemas para fluidos compressiveis.

Nas subsecoes seguintes apresentam-se os problemas de acoplamento de modelos 3D
com modelos reduzidos a duas dimensoes e também com modelos 1D incluindo o caso
com deformacao do dominio. Isto é feito utilizando exatamente as mesmas idéias que as
usadas nas secoes anteriores, e que estao baseadas nos conceitos mostrados na Secao [1.1.
Uma alternativa analoga a apresentada na Secao [1.2.1/ para o caso de um escoamento com
simetria de revolugao é igualmente viavel. Se bem que nesta primeira parte apresenta-se
o problema para o caso de escoamento de Stokes estacionario, na Secao [1.5.1 estende-se
para o problema de Navier—Stokes estacionario enquanto que na Secao [1.5.2] faz-se mais
uma extensao para o problema transiente em dominios deformaveis.

Considere primeiro um dominio limitado © C R3 com contorno I' = 'p UT' & (sendo
I'pNTx = () como o da Figura 1.1 da Se¢ao 1.2. O problema de escoamento de Stokes
estaciondrio e incompressivel é o seguinte:

Problema 1.13. Encontre (u,p) € U x L*(Q) tal que

/[—pdivv—i—UD-Vv] dx:/f~vdx+/ t-vdl Vv ey, (1.5.1a)
Q Q I'n
/ gdivudx =0 Vg € L*(Q), (1.5.1b)
Q
onde
U ={uecH (Q);ur, =u} (1.5.2)

sendo V o espago gerador da variedade linear U, além disso op = op(u) € a componente
desviadora do tensor de tensio o = —pl+ o p, £ € uma forca por unidade de volume, t é
uma tragao imposta sobre a fronteira de Neumann I'y e i € uma velocidade imposta sobre
a fronteira de Dirichlet T'p.

Neste problema deve ser especificado o comportamento do fluido através do tensor
desviador o p de forma a fechar o problema.

Como na Secao [1.1, introduz-se agora o contorno interno I'y, como mostrado na
Figura (1.1, que divide o dominio €2 como ) = (Ql UQQ)O, comI'y =T'1Nlhel =
(T'1 UTy) \T'y. Logo, a solugao do Problema 1.13, considerada como um par u = (uy, uz),
p = (p1,p2), de acordo com as duas particoes do dominio, satisfaz as seguintes condigoes
sobre I,

u; = uy em HY2(I,), (1.5.3)
(—p1I+op1)n; = (—pl+ops)ny em H_l/z(Fa), (1.5.4)

onde op; é a componente desviadora do tensor de tensdo correspondente a particao €;,
1 = 1,2, sobre o contorno I',, cuja normal exterior vista do dominio ©; é n;. Aqui, a
(1.5.3) decorre da cinemética do problema segundo a defini¢ao do conjunto U, enquanto
que a (1.5.4) obtém-se de forma natural da formulacao variacional (1.5.1).

Seguindo os mesmos passos que na Sec¢ao [1.1l formula-se o problema geral de acopla-
mento sem introduzir na formulacao nenhuma hipétese, o que corresponde ao Problema/1.2.
Este principio estendido, como € ji bem sabido neste ponto, admite a existéncia de duas
cinematicas possivelmente nao compativeis, ou seja, é factivel que a solugao sofra uma
descontinuidade sobre I',. Desta maneira serd possivel introduzir as hipoteses cinematicas
sobre uma parte do dominio mantendo a validade do principio variacional. Logo, incluindo
os termos que envolvem as poténcias geradas pelas descontinuidades introduzidas, resulta
o seguinte:
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Problema 1.14. Para algum ~ € [0,1] encontre ((uy,us), (p1,p2),t1,t2) € Uy X Pg X
Tr,(Q1) x Tr,(Q2) tal que

/ [-p1divvi +opy - Vvi] dx + / [—p2divve + o py - Vva| dx =
Ql Q2

(b1, (Vi — Vo)) r (@1 x T, (@) T (1 = 1){t2, (Vi — V2)) 71 Qo) xTr, (22)
+y(s1, (W1 — w2)) 71, (@) x7r, (@i) T (1 — Y)(s2, (W1 — W2)) 7 (@) %71, (Q)

+/ f‘VldX—f—/ f'ngX—i-/ E1-V1dr+/ EQ'VQdF
Ql QQ FNl FNQ

\v/((Vl,VQ),Sl,SQ) S Vd X %G(Ql)’ X 7}‘&(92),, (155&)

/ g1 divu dx + / g2 divugdx =0 Y(q1,q2) € Pa, (1.5.5b)
Ql QQ

onde t1 =ty ety =1ty ealém dissoUg=U1 x U e Py = L2(21) x L?(922) com

ul = {ul € Qla u1|FD1 = ﬁl}’ (1 5 6)
Uy = {uy € Qo; uypr,,, = w2}, B

ondeuy = U, €Uz = Ur,,, com Vg = V1 X V2 sendo V1 e V2 o0s espagos geradores das
variedades lineares U1 e Us. Os outros elementos sao definidos sequndo o Problemal1.13.

Para estudar a consisténcia neste caso é necessario considerar que
Q, =H' () i=1,2, (1.5.7)
e portanto tem-se
Tr,(Qi) =HY*T,)  Tn,(Q) =H Y4,  i=12 (1.5.8)

da mesma forma que ocorria com o problema na se¢ao anterior na mecanica dos sélidos.
Portanto, as formas que assumem os produtos dualidade sdo as seguintes

(t1, (Vi = Vo)) i, (Qi) xTr, (Q1) = / t1 - (vi —vo)dl,
La (1.5.9)

(t2, (Vi = V2)) 75, (o) x T, (Q2) = / to - (vi—vo)dl

a

Logo, no sentido das distribuigoes resulta que as equagoes de Fuler-Lagrange correspon-
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dentes & formulacao variacional estendida (1.5.5) sao

Vp1 —divep; =f em {)q,

Vpy —divopy =f em ()9,

div u; — 0 em Ql,

divuy =0 em (o,

u =10 sobre I'p1q,

up = U9 i sobre I'po, (15.10)
(—=piI+opi)n; =t sobre 'y,

(—p2l + o pa)ng = to sobre I'yg,

y(up —uz) =0 sobre T,

(I=9)(u; —u2)=0 sobre I'y,

Yyt + (1 —7)

to = (—p1I4+op1)n; sobre Iy,
(Vb1 + (1 —9)ta = (—p2l+0opy)n; sobre I',.

Portanto, a solugao do problema em termos somente dos campos u = (ug, us) e p = (p1,p2)
independe do parametro real 7y, posto que se pode escrever

Vp1 —divep; =f em (),

Vpg —divepy =f em (o,

divu; =0 em (2,

divuy =0 em o,

u; = 1:11 sobre I'py, (15.11)
uz = u sobre I'po,

(—piI+opi)n =1t sobre I'y 1,

(—p2I+ opy)ng = to sobre I'yo,

u; = up sobre I'y,

(—=p1iI+op1)n; = (—p2l+ ops)n;  sobre I'y,

e mais uma vez é possivel mostrar a consisténcia do problema estendido, como feito
com o Problema [1.3. Logo, a solucao do Problema [1.14 satisfaz as mesmas equagoes
de Euler-Lagrange que a solugao do Problema [1.13l De fato, as duas tltimas expressoes
da (1.5.11) sdo as (1.5.3) e (1.5.4)), respectivamente. O seguinte resultado é enunciado
para o caso de um fluido Newtoniano:

Proposicao 1.4. O Problema 1.1 com comportamento constitutivo Newtoniano, ou seja
op; =2ue(v;) (i =1,2), sendo € o tensor taza de deformagao e p > 0, possui solugao,
resultando um unico par (u,p) = ((ug,u2), (p1,p2)) € Ug X Pg € uma unica combinag¢do

—1/2
ty =7t +(1—9)t2 € H[[.}]d/iv (Ta)-

Prova. A prova € realizada de forma similar as apresentadas nos casos anteriores, isto €,
sequindo a linha de trabalho de [8, |27]. O problema pode ser escrito da seguinte forma

a(a,v) —by(v,p) — be(v,ty) = 1(v) Vv € Vg, (1.5.12)
by(u,s,) =0 vs, € Hyy? (T), (1.5.13)
by(u,q) =0 Vg € Pq, (1.5.14)

com a(-) : Wag x Wy — R, bi(-,+) : Wy X thﬁ (Ta) = R, bp(+,:) : WaxPg — Ree
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I(:) : Waq — R definidas como
a(u,v) = / 2ue(uy) - e(vy)dx —{—/ 2ue(ug) - e(ve) dx,
Ql QQ

bi(u,s,) = /F st + (1 — 7)8s] - (w1 — up) dI,

(1.5.15)
bp(u,q):/ q1 divuy dx+/ g2 div us dx,
Ql Q2
l(v):/ f-vldx—i-/ f‘deX—i—/ fl'vldl“—i—/ to - vodl,
Ql QQ FNI FNQ
e onde Wq = H () x H'(Q2) cuja norma vem dada por |[ullyy, = ||luillmiq,) +
uzlle(,)- Seja a decomposicio u = w + z onde z € Wy € tal que zip,, = Ui,

zir, = 0, Zor,, = U2 € z2p, = 0. Por outro lado, tem-se w € Ki_p, = K; N IC,, com
K. C Ker(B;) e IC, = Ker(B,), sendo B; e B, os operadores associados as formas by(-,-)
e by(-,-) respectivamente, e além disso

ICo = {w = (w1, w2) € Wq; wir,,, =0, wor,, =0, wir, = wWapr, },

i , (1.5.16)
’Cp = {W = (W17W2) S Wd, leW1 = 07 leWQ — 0}

Por um lado, resulta simples mostrar que a forma a(-,-) € bilinear, simétrica, continua
e coerciva em Ki—p X KCi—p, usando a desigualdade de Korn (ver [26]) e o fato de ser
p > 0, e também que a forma l(-) € linear e continua em K;—,. Logo, usando o teo-
rema de Lax—Milgram (ver [50]) seque-se que existe um tnico elemento w € Ky, C
Ker(B;) NKer(Bp) tal que

a(w,v) = l,(v) Vv e Ki—p, (1.5.17)

onde l,(-) = I(-) — a(z,-). Portanto, a existéncia e unicidade de u = (u1,u2) € Uy segue.
Para provar a existéncia e unicidade da combinagao t, e da pressao p = (p1,p2) deve-se
recorrer & teoria das formulagoes mistas. Neste caso as formas bi(-,-) e bp(-,-) devem
satisfazer condicdes de tipo inf-sup para provar o resultado. Define-se entdo o espaco

Hﬁf (Tw) equipado com a norma

[ b

[y llg12 o= sup . : (1.5.18)
[laiv (I'a) [[W]]GH[I[-/]]ziv (Ta) H [[W]] ”HE'/]EHV (Ta)
[w]#0

como o espaco dual de HMZ (T'a) que € definido como

H/2

[, (Fa) = W] € H'Y2(I',); w € Wa, [W] = wir, — War,

divw; =0, divwe =0}, (1.5.19)
e equipado com a norma

II[[W]]HHE/]]z = o [y llw,- (1.5.20)
“Idiv P
ﬂwﬂ=y1\ra*)’2|ra
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Logo, para qualquer 1 > 1 pode-se escolher z € K}, tal que z1r, — 2z, = [w] e

Izllw, < ﬂlHHWHHHﬁ; (T’ (1.5.21)

v

Usando a defini¢ao (1.5.18) e a expressao (1.5.21) tem-se para By > 1 o sequinte

. [ b

I Mgz oy < sup "
1/2 ()
B M T ez o 10
[w]#0
/ ty - [w]dl
<8  sup e (1599
zEK, ||Z||Wd

[wl=21r, =221,
Z1 |1, 7227,
Logo, tem-se que existe By = ﬁ > 0 tal que a forma by(-,-) satisfaz a sequinte condi¢ao
nf-sup

/ ty - [w]dl’

Bo<  inf sup la : (1.5.23)
tﬂ,Eth/? (Ta) z€KC, HZHWdHthH—l/z (T)
£,720 [Wl=21jra—22/r, Elaie

21|10, 22T

Portanto, existe uma unica combinacao t, € thd/j (T'a). A existéncia de p = (p1,p2) € Py

seque-se do fato da forma b,(-,-) satisfazer a correspondente condicao inf-sup que envolve
a existéncia de By, > 0 tal que

/ q; div v; dx
Q.

By, < inf sup : i=1,2, (1.5.24)
G€L? () v, cH () ”qz'”LQ(Qi)HViHHl(Qi)

ver [153] ou [50]. Assim sendo, o resultado fica provado devido a que o mesmo continua
valendo para o par v = (vi,va) € Ky C HY(Q), s6 que neste caso existe 3, > 0 tal que

/qdivvdx
By < inf  sup . : (1.5.25)
€L2(Q) vert () 14l 2@ vl @)
q#0 vZ£0

e o resultado seque do lema de Babuska [§]. [

Finalmente resta explicitar as hipdteses cinematicas visando a reducao de uma parte
do dominio no Problema [1.14), chegando assim no problema de acoplamento entre modelos
de diversa dimensionalidade.

1.5.1 Acoplamento 3D—2D

Para o problema de acoplamento 3D-2D considera-se o dominio de andlise segundo
mostrado na Figura [1.14.
Assume-se entao que é possivel realizar a seguinte consideragao

uy(x) = i (§) = ug(§)ex + uiy(§)ey, (1.5.26)
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Figura 1.14: Acoplamento de modelos 3D-2D.

onde & = (z,y), isto é, a cinematica sobre ; foi reduzida a duas dimensdes sobre o
plano ¥ (ver Figura [1.14), enquanto que sobre s continua-se tendo em consideragao uma
cinematica completa. Sobre 3 define-se a profundidade do dominio €y como L = L(z), e
é em geral arbitraria. Como conseqiiéncia da hipétese (1.5.26) resulta

p1(x) = p1(§). (1.5.27)

Sem perda de generalidade considera-se que as fronteiras superior e inferior do dominio X
sao de Dirichlet, ao igual que todas as fronteiras, exceto a de saida do dominio 22 (aquela
onde estd indicada a normal ny na Figura(1.14). Logo, a situac@o corresponderia a de uma
espécie de canal de conducao de fluxo com a entrada/saida sobre a esquerda da figura e a
saida/entrada sobre a direita.

Sob a mesma Optica das secoes anteriores, vé-se que o Problema [1.13/ nao estd bem
posto, e por esta razao recorre-se ao Problema [1.14! visando trabalhar com um campo de
velocidade que possui uma descontinuidade em I',. Neste caso realiza-se a extensao da
formulacao da segao anterior para tratar o problema de Navier—Stokes estacionario. De
acordo com a cinemdtica (1.5.20) tem-se que o espago Q1 vem dado por

o, =H\(%), (1.5.28)
e logo resulta
Tr,(Q1) = HY2(9%,) Tr,(Q1) = HY2(%,). (1.5.29)
Como conseqiiéncia, o produto de dualidade fica definido como segue
(51, W) 7, (@) x T, (1) = /8E s1 - uy dOX.. (1.5.30)

Agora procura-se determinar a forma do produto de dualidade <Slvu2>Tra(Q1)’XTra(Ql)'
Das idéias apresentadas na Segao [1.1] segue-se que o espago Tr,(Q2) deve estar definido
de tal forma que a decomposigao ortogonal (1.1.10) seja vélida. Assim, da (1.1.11) resulta
que

ug|p, = U21 + U2y, (1.5.31)
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onde uy; é da forma de u; de acordo com a (1.5.26), ou seja que

Uy (x) = ugg(§)exr + uzy(§)ey. (1.5.32)

Logo, resulta que o produto de dualidade se escreve como segue

(81, W2) 77, (@) xTr, (Q1) = (81, W21) 71, (Q1) xTr, (@) = /8Z s1-uz doX,  (1.5.33)

pois a flutuacao us, é tal que
(s1,2) 77, (Q1y x7r, (@1) = 0 Vs1 € Tr,(Q1)" (1.5.34)

Portanto, obtém-se que us, é caracterizada como segue
La
0. / o, dz = 0, (1.5.35)
0

onde IT, =1 — e, ® e, é o operador projecao sobre o plano ¥. Segue-se entdo que usg
satisfaz o seguinte

1 La
ug; = HZ/ uy dz. (1.5.36)
L, 0
O espaco Qs expressa-se como segue

Qy = {vy € H(Q); Va|r, = V21 + V2,; v21 € T, (Q1); Vo, satisfaz (1.5.35)}. (1.5.37)

Finalmente, o produto de dualidade (-, '>Tra(92)’><7ra(92) é

<Sg, 112>7}a(92)/><7}a(92) = / S2 - U9 dr'. (1.5.38)

a

Para reduzir o modelo sobre {21, as integrais sobre 1 e I'y; decompoem-se como segue

/91 <~>dx=/E/OL<->dzds,

I (1.5.39)
/ ()dl' = / / (-) dzdoX.
FNl 0Xn JO
Sejam entao os seguintes esforco e carregamentos generalizados
L
O-D% = HZ/ OD1 dZ7
0
L
L = Hz/ fdz, (1.5.40)
0

L
i :nz/ £, de.
0

Incorporando a cinemética definida pela (1.5.26)) e sua conseqiiéncia (1.5.27), juntamente
com a (1.5.30)), a (1.5.33) e a (1.5.38), obtém-se o seguinte problema de acoplamento entre
um modelo 3D e um modelo 2D:

Problema 1.15 (Mecanica dos fluidos — Acoplamento 3D-2D). Para algum v € [0,1]
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encontre ((uy,ug), (p1,p2),t1,t2) € Ug X Pg X Tr,(Q1)" x T, (Q2)" tal que

/E [,oA(Vgul)ul -vy — Lp; diV;;- Vi + O'Df . V&Vl] dg

+ / [,O(Vuz)UQ -vo — padivvy + o py - VVQ] dx =
Q2

a

Lq
/ <fyt1 +(1- 7)1‘[2/ to dz> < (vi —vg1)doX — (1 — fy)/ to - vo, dIl
0Xq 0

—|—’7/a sl-(ul—ugl)d82+(1—7)/ SQ'(Ul—UQ)dF
Za

a

—i—/fL'vldﬁ—l-/ f-v2dx+/ tlL'vldﬁE—l-/ to - vodI’
2 Qs XN Iy

Y((v1,va),81,82) € Vg x Tr, (Q1) x Tr,(Q2)’, (1.5.41a)

/ L divg u; d€ + / gadivugdx =0 Y(q1,q2) € Pa, (1.5.41Db)
b)) Qo

onde pa é a massa especifica por unidade de drea, e onde Ug = U1 xUs e Py = L*(X) x
L?(9) com

Uy ={uw € Qi; uip,, =},

i (1.5.42)
Uy = {uy € Qo; ugp,,, = 2},

com Q1 e Qs dados pelas (1.5.28)) e (1.5.37) respectivamente, e V4 € o espago gerador da
variedade linear Ug. Por iltimo Tp,(Q1)" € dado pela (1.5.29), enquanto que Tp,(Q2)" é
o espago dual de Tr,(Q2), com Qo dado pela (1.5.37). Os demais elementos sao definidos
sequndo o Problema|1.1].

Assim como em todos os casos analisados até aqui, é preciso indicar quais as leis
constitutivas correspondentes para o tensor de tensao generalizado o DlL em funcao do
campo de velocidade uj, e para opy em funcao de us.

Para obter as equagoes de Euler-Lagrange primeiramente escreve-se o tensor o ps €

a pressao pg, ambos sobre I',, de forma conveniente como segue

Op2r, = OD2 + O D2,

o (1.5.43)
p2|r, = P2 + P2,
onde & pg, G pa, P2 € P2 SA0 tais que
1 La
Hz&DQHI = Hz/ 0 poly dZ,
L, 0
&D2n1 c €y = 07
Lq
Hz/ &D2n1 dz = 0,
0 (1.5.44)

Op2oNy -€; = Opohy - €,

La
/ b2 dz = Laﬁ?v
0

La
/ ]52 dz = 0.
0

Logo, usando a formula de Green obtém-se que, no sentido das distribuicoes, as equagoes
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de Euler-Lagrange correspondentes a formulagao variacional (1.5.41) sdo as seguintes

'pA(Vgul)ul + LV¢p1 — dng O'Df =fl em X,
p(VUQ)UQ 4+ Vpy —divopy = f em §o,
diveu; =0 em X,

div ug = 0 em QQ,
u =10 sobre 0% p,
U = Uy sobre I'po,
(—=LpIs + oping =tf sobre 0%,
(—pol + o po)ny =ty sobre I'y3,
y(ur —ug;) =0 sobre 0%,
(1=9)(ug —u2)=0 sobre Ty,
Lo
vt + (1 — y)Hz/ todz = (—LgpIo + an)nl sobre 0%,
0
Lq
vt + (1 — ’y)l'[z/ todz = Ly(—poIa + 11,6 po)ny sobre 0%,
0
[(1 — )t — (—p2I + &gD)nl] 1 vy, Vvg, que satisfaz (1.5.35) sobre Iy,

(1.5.45)
onde Is é o tensor identidade em duas dimensbes. Além disso, a normal n;, quando
vista desde €27, é um vetor de duas componentes, enquanto que possui trés componentes
(satisfazendo n; -e, = 0) quando vista desde Q5. Assim sendo, as tltimas cinco expressoes
constituem as condigoes naturais de acoplamento resultantes da formulacdo variacional
(1.5.41). Em particular, escolhendo v = 1 obtém-se o seguinte

u; = in /La us dz sobre 0%, (1.5.46)
L, 0
(—=LapiIy + opF)ng = Lo(—poly + .o py)ny sobre Ty, (1.5.47)
0=o0op9on;-e, sobre I'y, (1.5.48)
t1 = (—Lgp1lo + a'Df)nl sobre 0%,. (1.5.49)

Na obtencgao das expressoes (1.5.47) e (1.5.48) usou-se o fato de ser
(=pol+ G2p)n; L vy, Vva, que satisfaz (1.5.35), (1.5.50)

o que permite inferir que —pony + &2 pn; é o elemento nulo, resultando —pong + o pony =
—pony + & pony. Por outro lado, para v # 1 as condigoes de acoplamento resultam

u; = uy sobre Iy, (1.5.51)
La
(—LaprIz + opf)ny = Hz/ (—p2I+ opo)n; dz sobre 9%, (1.5.52)
0
to = (—p2l +opy)m sobre T (1.5.53)

Neste caso, a expressao (1.5.52)) obtém-se fazendo uso das tltimas trés equagoes vistas na
(1.5.45) em combinagao com as decomposicoes (1.5.43).

Na Tabela [1.7 apresentam-se as interpretacoes para cada caso em fungao do estado
das quantidades envolvidas. Exatamente os mesmos comentdrios que aqueles realizados
em segoes anteriores podem ser feitos com respeito a continuidade/descontinuidade dos
campos de interesse. De fato, aqui também h&d componentes da tracao e da velocidade que
nao sao enxergadas em determinadas situacoes devido a que satisfazem certas condigoes
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de ortogonalidade.

Valor | Problema | Problema Quantidade Quantidade
de v | segregado | segregado continua descontinua
em em Qo
{1} Dirichlet | Neumann Tracao Velocidade
(ver (1.5.47)—(1.5.48)) | (ver (1.5.46))
[0,1) | Neumann | Dirichlet Velocidade Tracao
(ver (1.5.51))) (ver (1.5.52))

Tabela 1.7: Interpretacoes sobre o problema acoplado 3D-2D.

Vale a pena mencionar que ter considerado o termo de convecgao das aceleragoes
nao altera o tratamento do problema, e por conseguinte as condicoes de acoplamento
resultantes sdo idénticas ao caso de Stokes. No entanto, outros aspectos devem ser levados
em consideracao com relacao a outras quantidades nao explicitadas nesta secdo. Uma
discussao sobre isto é levada a cabo na Secao [1.6.

1.5.2 Acoplamento 3D-1D

O problema escolhido neste caso resulta mais geral do que o analisado nas segoes
anteriores. Dois elementos sao acrescentados para a analise do escoamento de fluidos
incompressiveis usando modelos 1D: (i) o escoamento é transiente e (ii) o dominio de
analise sofre deformacao. Logo, é possivel enquadrar aqui problemas como o encontrado na
modelagem do sistema cardiovascular humano, no qual o carater transiente dos fenémenos
¢é evidente devido a pulsagao constante do coracao, enquanto que os principais segmentos
arteriais sao modelados mediante modelos 1D deforméaveis. Também considera-se que
os fendmenos convectivos nao sao despreziveis neste caso. Para realizar a anédlise, em
principio, assume-se que a deformacdo do dominio é conhecida e, além disso, que ha
aderéncia do fluido ao contorno lateral I'y, = I'r,; U 'y, Esta condicao é representada,
por simplicidade na apresentacao da reducao do modelo, através do correspondente vetor
tracao que faz com que o equilibrio em condigao de aderéncia seja atingido. Além disso,
a decomposicao dos contornos de cada um dos dominios resulta I'y = ', Ul Ul'py e
Iy =T, Ul 9 UTlps.

Considere o esquema mostrado na Figura [1.15.

o, (24,24) Az)
n Z,

I

Figura 1.15: Acoplamento de modelos 3D—1D.
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Suponha que seja possivel realizar a seguinte suposicao sobre o campo de velocidade
em
u(x) = ui.(2)e;, (1.5.54)

enquanto que sobre €29 0 campo de velocidade mantém a descricao 3D. Dado que o dominio
se deforma, sobre I';,; conhece-se como a area transversal A varia com o tempo, enquanto
que sobre I'1 5 conhece-se a posicao da configuracao deformada também ao longo do tempo.
Segundo mencionado, neste caso conhece-se o vetor tracao que dé a condigao de aderéncia
sobre I'1. Usando a (1.5.54) nao é dificil ver que

pi(x) = p1(2). (1.5.55)

Considerando a hipétese cinematica (1.5.54) resulta que a forma do espago Q; é

Q1 = H'((za, %)), (1.5.56)
e portanto tem-se
Tr,(Q1) =R Tr, (1) =R (1.5.57)
Logo resulta
<Sl’u1>7'1“a(91)'><7—1“a(91) = (slzulz) . (1.5.58)

2b

Para determinar a forma do produto de dualidade (s, u2>TFa(Q1)/><TFa(Q1) observe que, do
dito na Segao 1.1}, o espago 7r,(Q2) deve ser tal que a decomposigao ortogonal (1.1.10) se
mantenha viélida. Logo, em funcao da (1.1.11)) resulta

g, = U2; + Uz, (1.5.59)
onde uy; é da forma de u; segundo a (1.5.54), isto é
uz (x) = u2f(2)e,. (1.5.60)

Assim sendo, obtém-se

<Sl7u2>7}a(91)'><7i“a(91) = <S17u21>7ra(91)'X7i“a(Q1) = (SlUQZ) 5 (1.5.61)

Zb

devido a que a flutuagao us, é tal que

<S1, u2T>TFa(Q1)'><TFa(Ql) =0 Vs, € 7}“(91)’. (1.5.62)

Como resultado disto segue-se que us, é tal que
/ Uy, - e, dl = 0, (1.5.63)

com o qual é possivel caracterizar uy;, através de uz?, como segue

1
UQZ = Af ug - €, dF, (1564)
a JI'y

onde A, = |T'y|. Por outro lado, o espago Qs resulta

Qr={vs € Hl(Qg); Var, = V27€; + Va,; v2] € Tr,(Q1); va, satisfaz (1.5.63)}. (1.5.65)
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E analogamente

<S%1u>ﬁu(9ﬂ5ﬂthﬂ::L/)52'u2dF' (1.5.66)

a

No momento de efetuar a reducao do modelo as integrais em {2 sao decompostas como

segue
/91 <->dx=L:b/F<->drdz,
JﬁL cyﬂi::ljaé;(qdard&

Assim sendo, introduzindo a (1.5.54) e a (1.5.55) na versao generalizada (para o caso de
Navier—Stokes transiente) da formulagao variacional (1.5.5), levando em conta a (1.5.58),
a (1.5.61) e a (1.5.66)), e ainda definindo os seguintes esforco e carregamentos generalizados

(1.5.67)

chIfZZ = / opie, e, dl,
r
gz/f%ﬂ, (1.5.68)
r
fl(zr = / El c ey dé?F,
ar

resulta o seguinte problema de acoplamento entre um modelo 3D e um modelo 1D:

Problema 1.16 (Mecanica dos fluidos — Acoplamento 3D-1D). Para cada t € (0,T') e

para algum v € [0, 1] encontre ((u1,,u2), (p1,p2),t12,t2) € Ug x Py x Tr,(Q1)" x Tr,(Q2)’
tal que

b ouq Ouy v
/Za |:Ap atzvlz"i_Apulzaizzvlz_Apl 92 +UD1zz o2

0
+ / [p(;f + p(Vug)ug -vg — podivveg + o po - VV2:| dx =
Qo

(thz +(1— 7)/1“ ty-e; dF) (v1, — v2?)

—(1—7)/ t2 - vy, dl’

Zb

st (s — w?)| 4 (1—7) / 52 - (un,es — u)dT
Ty

Zb

Zp Zb _
+/ f;’l}lzdz-i-/ f-V2dX+/ t_l‘zrvlzdz—i—/ ty - vodl
Za Qo Za I'ng

v((1)12:7‘}'2)7812752) € vd X %a(gl)/ X %a(QQ)la (15693)

»T0A 0
/ — 4+ —(Aui,)| 1 dz + / gadivugdx =0 Y(q1,92) € Py, (1.5.69b)
Za 8t (9Z Qo

com u1,(0,2) = 0, uz(0,x) = 0 por simplicidade, e t3 = 1_:|FL2. Aqui tem-se considerado
que em 1 a deformacao do dominio ocorre somente na direcao perpendicular o direcdo
do escoamento e,. Além disso é Uy =U1 x Uz e Py = L*((24,2)) X L?(2) com

Uy ={u, € Qi; Ulz|Tp, = U1},

i (1.5.70)
Uy = {uz € Qo; ugr,, = a2},

onde I'py = {z,}, e com Q1 e Qo dados por (1.5.56) e (1.5.65) respectivamente, enquanto
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que Vg € o espaco gerador da variedade linear Uy. Também Tr,(Q1) € dado pela (1.5.57),
e Tr,(Q2) € o espaco dual de Tr,(Q2) com Qs dado pela (1.5.65). Por outra parte,
lembre-se que a drea A deve ser fornecida em (zq, 2p) ao longo do tempo assim como o vetor
tracdo to, o qual deve ser aplicado sobre a configuracao deformada do dominio Qs (que
também deve ser fornecida). Finalmente, por simples inspe¢ao do principio variacional
que governa o problema sem hipdteses cinemdticas, pode-se ver facilmente o sequinte

_ 0A OA
Ho =pio- +/ opi - (e; ®ny,)dol' = p1—— +1p, (1.5.71)
0z ar 0z
onde definiu-se o sequinte esfor¢o generalizado
D= / o DNy - €, doT, (1.5.72)
or

com n,, a normal exterior ao contorno lateral I'r,q sobre a curva OI'. Os demais elementos
estdo definidos no Problema 1.1},

Algumas observagoes devem ser feitas com respeito a este problema, e em funcao da
possibilidade do dominio sofrer deformagao. Em primeiro lugar, as derivadas temporais
na expressao (1.5.69a)) sao avaliadas de forma totalmente Euleriana. Objetivando formu-
lar o problema em funcao de um outro sistema de referéncia, introduz-se usualmente a
formulagdo Arbitrariamente Lagrangiana—Euleriana (ALE) [75]. Com esta descri¢do, a
derivada total de um campo de velocidade u é

Du Ou ou
— =—+ (Vuu= 5

i = B T (Vu)(u - w), (1.5.73)

Y

onde w é a velocidade do marco de referéncia com respeito ao qual estao definidas as
coordenadas Y. Logo, empregando a descricao ALE resulta

DU1 _ (Gulz Tu 8u12> e, = <8u12

Ouy
+ (ulz - wlz) g; ) €z,

Dt at 7 oz at |, 1570
Dz _ 0% 4 (Gusyus = 224 (Tas) — wa) h
Dt ot h T A

onde wy é a velocidade de deformacao do dominio €29, wy, é a componente na direcao e,
da velocidade de deformagao do dominio €2y, isto é wi, = Wy - e;, e z indica a coordenada
a respeito da qual se deve considerar a derivada temporal (que é a coordenada axial
do modelo). Entretanto, assumindo que o movimento do contorno lateral é na diregao
ortogonal ao campo de velocidade u; entdao obtém-se que

DlI1 - 8u1 - 8u1z 8U12 . 8’&12
Di ~ o T (Vuu= ( o Mg, )ez_ ( ot

Este tema aborda-se novamente no Capitulo 2| ao utilizar este tipo de modelo em uma
aplicacgao especifica. Para uma discussao detalhada sobre a utilizacao da formulacdo ALE
tanto nas suas formas conservativa e nao conservativa veja [125].

Por outro lado, a (1.5.69b)) pode ser escrita na forma apresentada ao ter reescrito a

Ouy,

z
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conservacao da massa na seguinte forma conservativa

d
/ pqrdiva; dx = — pq1 dx
o dt Jo,

—/ p(u; —wyp) - Vg dx +/ p(u; —wy) -njqgpdl. (1.5.76)
Ql 1—‘1

Logo, introduzindo aqui a (1.5.54) e a (1.5.55), utilizando a férmula de Green, e sabendo

que a deformacao é perpendicular a direcao e, resulta

. b 0A % oq1
divu; dx = —dz — A — —d
/1pq1 v u dx /za P41 . z /za pA(ui, —wi,) . Z

— pA(u1, —wi,)q +/ p(ure, —wi) -nyg dl =
T,

Za

» [0A 0 » [0A 0
/za p [81% + a(A(ulz - wlz))] qdz = /Za p [(% + (Aulz)} q1dz. (1.5.77)

+ pA(ur, —wi,)q

Za

0z

Antes de apresentar as equacoes de Euler—Lagrange vale a pena mencionar que o problema
fica fechado ao fornecer as leis constitutivas que estabelecem as formas funcionais para
op ..+ tHh € opy em funcao dos campos de velocidade u;, e up correspondentemente.

Como feito anteriormente, convém decompor o tensor o ps € a pressao py sobre I'y
como segue

oD2r, = 0p2..(e: ®e;) + dpo,

T (1.5.78)
P2, = P2 + P2,
onde Gps,,, Opo, D2 € P2 S0 tais que
_ 1
UDsz = Ai(l . O-DQeZ ' eZ dl—‘?
/ opsoe, - e, dl' =0,
Fa . (1.5.79)
p2=—— [ p2dl,
Aq Jr,

/ padl’ = 0.

Logo, utilizando a formula de Green, segue-se que, no sentido das distribuigoes, as equagoes
de Euler-Lagrange correspondentes a formulacao variacional (1.5.69) escritas em forma
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totalmente Euleriana sao as seguintes

8u1 8u1 6})1 0
A z A E4+A—— — —(op},) -ty =f
&z M ra Tl MG E em (20, 2),
: +p (Vug)ug + Vpy —divepy =f em o,
W? 9 (Aur,) = 0 (22 20)
— m (z
8t 8 U1 € ay?b),
divugy =0 em (o,
U1, = alz €m {Za}a
us = Uy sobre I'po,
to = (—poIl + o po)na sobre "o,
Y(ur, —u2?) =0 em {2},
(1 —=v)(ui,e, —uz) =0 sobre Ty,
Yt + (1 —7) / ty- e, dl' = —Agp1 + O'D{ZZ em {Zb},
Lo
i (=) [ tarendl = Au(ope + 00 em {2},
Lo
[(1 =)ty — (—pol + G po)e:| L va,  Vva, que satisfaz (1.5.63) sobre I',.
(1.5.80)

Aqui, as ultimas cinco expressoes sao as condi¢des naturais de acoplamento que decorrem
da formulacao (1.5.69). Em particular, escolhendo v = 1 resulta

1
U, =-— [ ug-e,dl’ em {z}, (1.5.81)
Aa Jr,
(—Aup1 +0pY . )e. = Ay (—p2Il +0opy)e, sobre Ty, (1.5.82)
t1, = —Aup1 +op! . em {z}. (1.5.83)

Para chegar a obter a expressao (1.5.82) foi usado o fato de ser
— poe, + apse, L vo, Vva, que satisfaz (1.5.63), (1.5.84)

que implica que —psge, + G poe, é o elemento nulo e portanto tem-se —pse, + o poe, =
—p2e, + 0pa,,€e,. Por outro lado, ao tomar v # 1 obtém-se

U, €, = Uy sobre I'y, (1.5.85)
—Aap1 +oph,, = / (=p2l+opye;-e.dl’ em {2}, (1.5.86)
to = (—p2I+ o ps)e; sobre T'y. (1.5.87)

Neste caso a (1.5.87) segue de combinar as ultimas trés equagoes de Euler—Lagrange vistas
na (1.5.80)) e as decomposigoes apresentadas em (1.5.78).

Neste problema, para v = 1 a velocidade é de fato um campo descontinuo posto que
a flutuacdo uy, nao estd impedida de assumir um valor arbitrario que satisfaga a (1.5.63).
Isto é posto que, como nas segbes anteriores, esta componente nao produz poténcia em
dualidade com os carregamentos admissiveis que provém do dominio §2; sobre I',. Entre-
tanto, para v = 1 a tragdo é um campo continuo sobre I',. Contrariamente, para v # 1 o
campo de velocidade é continuo, enquanto que a tragao vira um campo descontinuo devido
a que ha uma componente da mesma que nao é enxergada pelo problema sobre o dominio
Q.

A Tabela 1.8 poe em evidéncia as caracteristicas da formulagdo em funcao do valor
de v escolhido, apresentando o estado das quantidades envolvidas no problema. Mais uma
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vez, nesta tabela sao analisadas as situacoes nas quais o problema se considera de alguma
forma segregado em dois sub-problemas.

Valor | Problema | Problema Quantidade Quantidade
de ~ segregado | segregado continua descontinua
em Q1 em o
{1} Dirichlet | Neumann Tracao Velocidade
(ver (1.5.82))) | (ver (1.5.81)
[0,1) | Neumann | Dirichlet Velocidade Tracao
(ver (1.5.85)) | (ver (1.5.86))

Tabela 1.8: Interpretacoes sobre o problema acoplado 3D-1D.

Note que o vetor tracao ts, que é tal que o equilibrio é alcancado mantendo aderéncia
)
na parede I';5, poderia ser efetivamente substituido pela prépria condicao de aderéncia
u2r,, = U2jr,,, & qual deveria ser fornecida na configuragao deformada.

1.6 Comentarios finais

As idéias desenvolvidas neste capitulo permitem lidar com o acoplamento de modelos
que possuem cineméticas diferentes, e portanto incompativeis. Em particular, estes con-
ceitos sao apropriados para tratar o acoplamento de modelos de diversa dimensionalidade
de forma sistematica e consistente, a partir de hipdteses cineméticas adequadas segundo
requerido pela modelagem. Isto é possivel devido a que a reducao da dimensao em uma
porcao de um dominio de andlise é entendida como a coexisténcia de cinematicas nao
compativeis sobre a fronteira de acoplamento.

Além dos temas expostos, algumas outras observacoes podem ser acrescentadas.
Para comecar note que outras possibilidades poderiam ter sido consideradas, como serem
os casos de acoplamento 2D-1D para os problemas apresentados nas Secoes 1.2] e [1.5.
Estas situacgoes sao casos particulares e podem ser derivados sem problema utilizando as
idéias apresentadas aqui. Inclusive, no problema de transferéncia de calor poderiam ter
sido incluidos os fenémenos de conveccao e reagao. Entretanto, o seu desenvolvimento nao
apresenta dificuldades e ainda resulta em um esquema de acoplamento idéntico ao obtido
na Secao [1.2. Por outro lado, o fato do problema ser transiente, estacionario, ou inclusive
nao linear nao afeta as condicoes de acoplamento. Com efeito, nao resulta dificil estender
os resultados enunciados nas Proposicoes/1.1, 1.3/ e/1.4 para os respectivos casos transientes.
Estas condicoes também nao dependem em absoluto do comportamento constitutivo do
material em questao, o qual pode ser diferente a ambos os lados do contorno artificial I',.
Isto permite lidar com situagoes interessantes como a que sera apresentada no Capitulo [2
ao modelar o escoamento do sangue considerando-o nao Newtoniano no dominio 2o e
Newtoniano em 2. No entanto, cabe mencionar que as leis constitutivas, sobretudo nos
casos vistos na Secao [1.3, devem possuir certas caracteristicas relacionadas com o que se
entende como restricoes internas do material, mas isto nao escapa a teoria constitutiva
cldssica e por isto é omitido aqui. Por dltimo, é importante dizer que tais condigoes de
acoplamento também nao dependem das possiveis nao linearidades geométricas no caso de
grandes deslocamentos e/ou grandes deformagoes no problema de acoplamento de modelos
de sdlidos.

Com o intuito de revisitar alguns conceitos importantes que se tém desprendido
ao longo das secOes apresentadas, analisa-se rapidamente o que héd por tris das dife-
rentes situacoes estabelecidas por . Primeiro cabe dizer que, afinal de contas, o pa-
pel que o valor de 7 joga estd exclusivamente associado ao sentido no qual se pretende
que as descontinuidades introduzidas afetem o problema de acordo com o estabelecido
pela (1.1.13), e estas sdo consideragoes de indole mecénica (ou fisica), segundo dito na
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Secao [1.1. O importante é ter conhecimento de como o modelo mecanico continuo é
alterado ao mudar o valor de v. Com efeito, para v = 1 somente os termos da forma
(-, '>Tra(91)’><7'ra(91) est@o presentes, e portanto os campos primais satisfazem condigoes
de continuidade no sentido dado pela cinemética provida a €. Neste caso, a flutuacao do
campo que provém de (2o é livre de adqiirir qualquer valor sempre que for ortogonal aos
esforgos compativeis com a cinemdtica do dominio 4, os quais estao em 7p, (Q1)’, isto é,
sempre que estiver em W (ver (1.1.10)). De maneira contréria, quando v # 1 os termos da
forma (-, '>Tra(Qz ) xTp, (Q,) S&0 dominantes. Logo, os campos primais satisfazem neste caso
condigoes de continuidade no sentido dado pela cinemética completa que possui 2 (nos
problemas aqui tratados {29 sempre possuiu a cineméatica completa, porém nada impediria
que isto nao fosse assim). Deste modo, a flutuagao do campo que provém de €25 é forcada a
ser nula, posto que este é o tinico elemento em W que é ortogonal aos esforgos compativeis
com a cinemdtica completa do dominio 9, os quais estao em 7T, (Qs)". Disto infere-se
para v # 1 a continuidade do campo primal de forma estrita no sentido de 7, (Q32).

Por outro lado, a realizagao de hipdteses cinematicas sobre uma parte do dominio
envolvendo certa regularidade acaba afetando a regularidade da cinemética sobre a parte
complementar. Isto é assim a fim de ter o problema bem posto no sentido e poder efetuar a
paridade requerida pelos produtos de dualidade que surgem na interface de acoplamento.
Vé-se que o espaco dos tragos 7r,(Q2) depende fortemente da forma que adotam as
funcoes sobre o dominio no qual se consideram hipéteses cineméticas. Com efeito, a
expressao (1.1.10) implica que a inclusao 7r,(Q1) C Tr,(Qz2) ¢ estrita, provocando que
as fungoes do dominio €25 tenham uma regularidade adicional. Além disso, como corolario
obtém-se que o espaco dual 7, (Q2)’ é maior & medida que a regularidade exigida sobre
as fungoes em €2y aumenta, o que é conseqiiéncia direta da definicdo de par de dualidade.
Este fato ficou em evidéncia no caso de acoplamento de sélidos 3D com cascas e com
vigas. Particularmente, estas situagoes sao mais ricas do ponto de vista tedrico ja que
envolvem estas conseqiiéncias que nao seriam percebidas, por exemplo, nos problemas de
transferéncia de calor nem do escoamento de fluidos aqui tratados.

Uma questao importante é o que acontece com outras quantidades fisicas, que pode-
riam ser de interesse no problema, ao introduzir as descontinuidades por meio da realizagao
de hipéteses sobre as cineméticas que governam os fendmenos a ambos os lados de I',. Sé
para citar um exemplo, considere o problema do escoamento de fluidos. Nestes casos uma
quantidade de interesse é o fluxo da quantidade de movimento que, para uma superficie
arbitraria I' com normal exterior n, é dado por

P = Q/Fp(v-n)2df. (1.6.1)

Seja o Problema/1.16/com v = 1. O fluxo na quantidade de movimento através da fronteira
de acoplamento I'; vem dado por

1
(I)lD = ip(ulz)ZAay
1.6.2)
1 (
o = 2/ p(uy - np)*dr,

a

quando vista desde os dominios 1D e 3D, respectivamente. E evidente que esta quantidade
fisica nao se conserva no problema acoplado com v = 1, o que, por outro lado, nao acaba
sendo tao surpreendente. De fato, ao introduzir uma hipétese como a (1.5.54) o que se
estd fazendo é violentando a continuidade do campo de velocidade neste caso de v = 1.
Logo, nao se pode esperar que se conservem as quantidades associadas com tal campo.
Desta maneira, é comum observar na literatura (ver 76} [135]) que nestas situagoes sejam
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incorporados coeficientes ad hoc do tipo

P30 1 us - ny 2
“ 1D A, /1"a < Ui > ’ ( )

nos termos relativos as aceleragoes convectivas com o intuito de forgar a continuidade desta
quantidade.

Passando a outro ambito, as aplicagoes que se podem mencionar dentro da area de
modelos acoplados sao bem variadas. Em geral pode-se dizer que este tipo de modelos
atende com sucesso aquelas situacoes nas quais resulta de um alto custo computacional
abordar o problema real utilizando modelos tridimensionais completos. Desta forma, a
decisao passa a ser reduzir o dominio de andlise. Entretanto, em geral ocorre que esta
reducao introduz fronteiras artificiais dentro do dominio, fronteiras nas quais as condigcoes
de contorno nao sao conhecidas. Assim sendo, e dado que o mais provavel é que se
conhecam as condigoes de contorno em um lugar mais distante (até o qual nao se pode
estender o modelo tridimensional devido ao elevado custo computacional), podem ser
utilizados os modelos reduzidos para levar (no sentido de transportar a informagcdo) tal
condicao de contorno remota até a fronteira artificial do modelo mais detalhado. Este caso
ocorre com freqiiéncia em hemodinamica, onde o isolamento de um dominio 3D para andlise
de escoamentos complexos introduz as mencionadas fronteiras artificiais com condigoes
de contorno desconhecidas, enquanto que do que se tem informagao é, por exemplo, da
curva de ejecao cardiaca e das condigbes de contorno nos leitos periféricos (sendo estas as
condigoes de contorno distantes).

O contexto tedrico no qual se estabeleceu a teoria do acoplamento de modelos de
diversa dimensionalidade é original e constitui parte da contribuicao desta tese. Poucos
trabalhos tém-se aprofundado nesta problematica, e somente para alguns problemas parti-
culares. Em [41], 42] o problema é abordado ad hoc, introduzindo equagoes de acoplamento
ao nivel do problema diferencial baseadas na continuidade de quantidades, algo que a priori
resulta razodvel formular, e para o qual é preciso um minimo de conhecimento sobre a
mecanica do problema. No caso do problema de fluidos este conhecimento nédo resulta
excessivo. HEntretanto, segundo viu-se na Secao [1.3, as vezes o problema pode ser mais
complicado, e pode-se incorrer em erros devido a um esquema de acoplamento mal formu-
lado. Eis uma das principais motivacoes para a apresentacao do marco tedrico formulado
neste capitulo.

Com relagao ao estudo de existéncia e unicidade das solugoes dos problemas, viu-
se que as Proposicoes [1.1, [1.3] e 1.4] respondem a esta pergunta no caso geral sem ter
introduzido hipoteses sobre as respectivas cinematicas. Logo, os resultados enunciados
constituem as bases que permitem afirmar que os problemas de acoplamento estdo bem
postos, ou seja, estao corretamente formulados no sentido do fechamento do problema.
Convém esclarecer isto ja que as condigoes de acoplamento sao incognitas que ficam in-
seridas dentro do proprio problema. Este ponto vem a colagao do que se menciona em
[42,161] e da forma em que sao entendidos os problemas de acoplamento nestes trabalhos.
Nas citadas referéncias o estudo é focado sobre um problema 3D formulado com o que se
denominam condigoes de contorno deficitarias, ou seja, condicoes de contorno baseadas em
quantidades médias (ver também [65] para uma primeira exposi¢ao do problema). Somente
para citar um exemplo simples considere o problema de calor 3D e suponha que somente
conhece-se sobre uma parte da fronteira o valor médio da temperatura. Resulta 6bvio
entao que o problema estd mal posto. Para evitar este tipo de inconvenientes utiliza-se
a teoria dos multiplicadores de Lagrange para impor a restricao sobre o valor médio da
temperatura. Desta maneira obtém-se uma formulacao para o problema com condicoes
de contorno deficitarias. Uma vez formulado este problema com condigoes deficitarias a
teoria é formalmente estendida ao problema acoplado, onde agora o valor médio provém
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de resolver um modelo reduzido 1D. Resulta evidente entao a grande diferenga existente
entre as perspectivas utilizadas e na forma de entender o problema. De fato, observe que
as hipdteses cinematicas realizadas poderiam ser bem mais gerais. Tome por exemplo a
(1.5.54)) e considere que em vez de tal cinemética utiliza-se a seguinte

u(x) = ui,(2)e; + ui(2)ey. (1.6.4)

Com esta simples consideracao o problema sobre (2; muda radicalmente. Com efeito, ja
nao é possivel afirmar que p; = pi(z), e integrar na area objetivando reduzir o modelo
resulta uma tarefa mais complexa. Da mesma forma, qualquer outra cinemética pode ser
considerada sempre que tal hipdtese estiver bem fundada. Outro exemplo é assumir que
o perfil de velocidade nao é plano segundo viu-se, mas que possui uma forma determi-
nada, por exemplo um perfil caracterizado por uma funcao h como se mostra na seguinte
expressao

u;(x) = h(z,y)ui.(2)e,. (1.6.5)

Neste caso h é uma fungao somente das coordenadas que estao sobre os planos transversais,
e que em particular pode ser escolhida, sem perda de generalidade, tal que fF hdl'=1. A
formulagao agora envolve coeficientes concernentes a h, suas derivadas e integrais. Desta
forma, o balango da quantidade de movimento (neste caso de problema de fluidos) vé-se
modificado notavelmente. Em fim, o que deve ser salientado com esta forma de trabalho é a
versatilidade para lidar com situagoes que as vezes fogem dos casos usualmente encontrados
na literatura.

Uma outra aplicacao das idéias trabalhadas neste capitulo é o acoplamento de mode-
los onde a incompatibilidade nas cinematicas surge somente a nivel do problema discreto,
e decorre das discretizacOes realizadas sobre cada particao de €. Considere, por sim-
plicidade, o Problema [1.5 (principio variacional estendido para transferéncia de calor).
Realizando as discretizagoes pertinentes sobre cada dominio ; e €2, no caso mais geral
tem-se que as malhas nao precisam ser compativeis sobre I',, seja porque as posicoes
dos nés nao coincidem ou porque o grau de interpolacao é diferente a ambos os lados de
I',. Nestes casos, o Problema, [1.5 fornece o contexto adequado e uma forma sistematica
para a abordagem desta classe de problemas, permitindo ainda determinar esquemas de
transferéncia de informacgao em sistemas segregados por sub-dominios.

Resta mencionar que assim como em todas as secOes vistas trabalhou-se com o
principio variacional primal, é possivel formular o problema do acoplamento de modelos
de diversa dimensionalidade através da formulagao dual correspondente. Desde o momento
em que ¢é possivel formular um principio variacional estendido na forma primal, resulta
factivel formuld-lo em termos das varidveis duais. Este constitui em todo caso uma porta
aberta para trabalhos futuros.

Viu-se neste capitulo que os principios variacionais estendidos sao capazes de aco-
modar as descontinuidades que surgem nos problemas sob as circunstancias expostas. Um
outro contexto no qual é possivel encontrar este tipo de fenémenos (descontinuidades) é o
dos métodos numeéricos de tipo Galerkin descontinuos [3]. Ali, a solucao obtida de forma
aproximada carece das condicoes de regularidade exigidas no problema original, havendo
saltos sobre os contornos dos elementos. Entretanto, veja que a natureza das descon-
tinuidades é completamente diferente. Enquanto nos métodos de Galerkin descontinuos
as mesmas sao induzidas por meio de uma aproximacao numérica determinada, relaxando
a continuidade para depois recuperd-la em um sentido fraco, nos modelos cinematica-
mente incompativeis tais descontinuidades sao originadas na concepc¢ao do proprio modelo
mecanico e portanto fazem parte da fisica do problema. Esta ressalva é importante a fim de
esclarecer as diferencas que hé entre estes métodos classicos de aproximagao numérica de-
nominados Galerkin descontinuos e os modelos cinematicamente incompativeis construidos
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no nivel do problema continuo. Em todo caso, os métodos de Galerkin descontinuos podem
ser caracterizados como modelos que possuem cinematicas incompativeis a nivel discreto,
onde cada elemento dentro da particdo do dominio pode ter uma cinematica que é incom-
pativel com a de cada um de seus vizinhos. Logo, esta metodologia fica compreendida
dentro dos principios variacionais estendidos apresentados neste capitulo.

Para encerrar o capitulo, e a colagdo do que serd visto no Capitulo 5, os modelos
acoplados vistos aqui podem ser entendidos dentro do contexto dos modelos multiescala.
Resulta mais que evidente que os modelos de diversa dimensionalidade sao capazes de
atingir diferentes niveis de detalhe. Assim, modelos acoplados 3D—1D podem ser usados
para modelar, com diferente grau de detalhe, diversas partes de um mesmo sistema. Neste
caso, o modelo 3D d4 informacgoes a uma escala menor do que o modelo 1D é capaz de
dar, o qual representaria a escala maior do problema. Obviamente, o tamanho da escala
aqui depende do tamanho dos modelos 3D e 1D respectivamente. Por exemplo, e como
serd visto no Capitulo 2, no sistema cardiovascular o modelo 1D da informagoes a uma
escala de metros enquanto que a escala de dominio do modelo 3D é dos centimetros, ou
inclusive milimetros.

Contribuigoes do capitulo

Dado que os conceitos desenvolvidos e as idéias apresentadas neste capitulo sao de
carater geral e original, todo o conteiddo do capitulo é contribuicao desta tese. Tal con-
tribuigao estd, como jé explicado, na formalizagdo mecanica e matematica do problema de
acoplamento de modelos com cinematicas que a priori nao sao compativeis, situagao que
abarca os modelos de diferente dimensao. Assim, é possivel fornecer principios variacionais
que regem o conceito de equilibrio em diversos ambitos da fisica quando se consideram
incompatibilidades por causa de alguma hipdtese realizada em uma parte do dominio de
andlise. A forma sistematica de trabalhar facilita o entendimento dos conceitos presentes
no acoplamento de modelos multidimensionais, assim como também a abordagem de no-
vas questoes. Os conceitos desenvolvidos neste capitulo constituem a base teérica das
publicacoes [18, 20, 21], 155], as quais sao repetidas aqui por conveniéncia:

e P.J. Blanco, R.A. Feijéo e S.A. Urquiza, A variational approach for coupling kine-
matically incompatible structural models, Comput. Meth. Appl. Mech. Engng.,
(197) 1577-1602, 2008.

e P.J. Blanco, R.A. Feijéo e S.A. Urquiza, A unified variational approach for coupling
3D—1D models and its blood flow applications, Comput. Meth. Appl. Mech. Engng.,
(196) 4391-4410, 2007.

e S.A. Urquiza, P.J. Blanco, M.J. Vénere e R.A. Feijéo, Multidimensional modelling
for the carotid artery blood flow, Comput. Meth. Appl. Mech. Engng., (195)
4002-4017, 2006.

e P.J. Blanco e R.A. Feij6éo, An extended variational principle for coupling shell/plate
models and 3D solid models, Anais do WCCM 2008. Veneza, Itédlia, 2008.






Capitulo 2

Modelagem e simulacao
computacional do sistema
cardiovascular humano

Introducao

A modelagem e simulagao dos fenémenos que ocorrem dentro do corpo humano vem
sendo matéria de estudo exaustivo nos 1iltimos anos. A modelagem do sistema cardiovas-
cular humano tem-se desenvolvido, desde algumas décadas atras, com crescente sucesso e
campo de aplicagao. O cada vez maior interesse no desenvolvimento de modelos aplicados
neste campo de pesquisa jaz no papel relevante que tém as doencas cardiovasculares na
sociedade atual. SO por citar alguns fatos, as doencas cardiovasculares sao a primeira
causa de morte no mundo ocidental. Nos Estados Unidos superam, quando somadas,
as seis doengas que seguem em maior importancia [80]. Estes fatores tém feito com que
muitos dos esforcos a nivel mundial estivessem fortemente orientados ao estudo de modelos
assim como a posterior simulagao computacional do sistema cardiovascular [31 [32, [134].

Em particular, o sistema arterial possui a funcao vital de transportar de forma
eficiente o sangue a todos os 6rgaos e musculos do corpo humano, levando nutrientes
e removendo produtos catabdlicos. A modelagem e simulacdo em hemodinamica tem
sido amplamente utilizada objetivando adqiiirir um maior entendimento dos aspectos fun-
cionais, terapéuticos e de diagndstico relacionados ao fluxo sangiiineo. Por um lado, a mo-
delagem em hemodinamica a nivel do sistema arterial completo emprega representacoes
tubulares para modelar as principais artérias do corpo humano segundo estruturas de
arvore [6} 72, [126], 141, 143, [146]. Por outro lado, modelos localizados tém sido utilizados
para conhecer com maior detalhe a estrutura local do fluxo sangiiineo em distritos arteriais
de interesse [25, 131, 135 138, 151].

As equagbes que regem os fenémenos fluidodinamicos dentro do sistema arterial
sdo as equagoes da mecanica dos fluidos. Assim sendo, introduzindo simplificagoes nas
equagoes completas de Navier—Stokes foi que se desenvolveram modelos de parametros
concentrados e distribuidos, em funcao da natureza das hipoteses empregadas. Estes
modelos estao governados por equacoes diferenciais em derivadas ordinarias e parciais res-
pectivamente. Devido ao seu baixo custo computacional e aos resultados adequados para a
realizagao de diversos estudos, estes modelos continuam sendo usados [6} 76, 134, 141 146].
Ambos os modelos sao de cardter 0D e 1D respectivamente, e portanto desconsideram as-
pectos de relevancia na analise detalhada do escoamento do sangue em singularidades
geométricas tais como bifurcacoes, curvas acentuadas, aneurismas e estenoses, dentre
outras. Contudo, estes modelos reduzidos tém mostrado interessantes resultados e pro-
priedades mais que atraentes na representacao da dinamica do sistema cardiovascular
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quando analisadas as quantidades médias de pressao e fluxo. Este tipo de modelos per-
mite entdo reproduzir com aceitavel grau de realismo a conformacao do pulso cardiaco
nos principais segmentos arteriais. Ou seja, consegue-se que as curvas de pressao e fluxo
sejam proximas as medigoes reais tomadas de pacientes. Entretanto, a sensibilidade dos
modelos simplificados, por exemplo, as condigoes de contorno (das quais ainda nao se
tem dito nada) é notdvel, e uma adequada calibragao de um modelo do sistema arterial
resulta indispensavel. Por outra parte, o fato da estrutura do fluxo estar associada a
génese e desenvolvimento de certas doengas faz com que os modelos detalhados joguem
um papel fundamental na modelagem e simulag¢oes em hemodindmica [29, 47]. Para levar
a cabo este estudo local da estrutura do fluxo precisa-se de modelos que considerem toda
a cinematica do problema, e para isto é que os modelos bidimensionais e, principalmente,
tridimensionais aparecem como os mais indicados. Entretanto, modelos desta classe tém
complicacoes associadas a capacidade de calculo na hora de realizar as simulagoes, devido
ao alto nimero de graus de liberdade, assim como a nao linearidade do problema e o
carater transiente dos fenomenos.

Para atender as necessidades acima comentadas, aparecem em cena os modelos
acoplados 3D—-1D, e é aqui que a teoria desenvolvida no Capitulo/l joga um papel essencial.
Estes modelos sao capazes de abranger a resposta do sistema completo, a fim de levar em
conta as inter-relagoes entre os diversos modelos componentes, o qual resulta de vital im-
portancia para efetuar uma correta modelagem dos fenomenos que se sucedem no sistema
cardiovascular. Isto estd baseado na complexa interacao que existe entre ambas as porgoes
do modelo, a 1D e a 3D. Com efeito, qualquer mudanca ou alteracao nas condigées do
problema sobre alguma regiao em particular afeta automaticamente a outra, pondo assim
em evidéncia a resposta sistémica do modelo acoplado. De fato, o carater hiperbdlico
das equagoes que governam os fenémenos no sistema arterial coloca o problema do correto
tratamento das condic¢oes de contorno quando, por exemplo, isola-se uma regiao 3D. Neste
caso, uma vez isolado o modelo 3D perde-se o controle sobre tais condi¢oes de contorno.
Isto é, apesar de haver mudancas no distrito 3D as condi¢oes de contorno, como tais, per-
manecem invariantes. Isto limita notoriamente as possibilidades desta classe de modelos.
Logo, os modelos multidimensionais 3D—1D vém a dar resposta a estes problemas. Com
este tipo de modelagem o leque de possibilidades aumenta de forma consideravel, como
se verd neste capitulo. De fato, qualquer evento que sucede, tanto na regiao modelada
como 1D quanto na considerada 3D, afeta de forma direta o que ocorre na outra regiao
devido & propagacao da informacgao em ambas diregoes partindo do evento. Como um
exemplo simples, pode-se mencionar a presenca de uma obstrucao em uma regiao 3D que
afeta o que ocorre na regiao 1D. Fazendo a comparacao com a modelagem classica, onde
as condigoes de contorno permanecem fixas, neste tipo de modelagem usando modelos
acoplados as, agora, condigoes de acoplamento adaptam-se automaticamente as condigoes
que se dao nas regides 3D e 1D. Uma forma simplista de enxergar o modelo acoplado
é separando as partes componentes como mostra a Figura 2.1. Nesta figura pretende-se
por em evidéncia que o modelo 3D pode ser considerado como uma forma de devolver
ao modelo 1D informagoes de carater local inerentes a regido isolada (parte superior da
Figura 2.1). Neste caso, o modelo 3D é visto como caiza preta, e a dinamica deste sistema
é levada em conta nas condi¢oes de contorno sobre o sistema 1D. De forma equivalente, a
mesma figura mostra como o modelo 1D pode ser considerado como um simples fornece-
dor de condigbes de contorno que sao variantes em funcao da dinamica estabelecida pelo
sistema completo (parte inferior da Figura 2.1). Aqui é o modelo 1D que é visto como
caiza preta, e sua dindmica afeta a estrutura local do fluxo, pois determina as condicdes
de contorno a serem providas ao sistema 3D.

A utilizagao de modelos 3D e 1D atuando juntamente é ainda relativamente pouco
freqiiente [41), [155]. Entretanto, e como mencionado, nao se tem desenvolvido até a atuali-
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ESQUEMA DE SISTEMA DINAMICA 06
ACOPLADO 3D - 1D SISTEMA 3D
SISTEMA 1D SISTEMA 3D W
i \ DINAMICA DO
‘ SISTEMA 1D
O - CONDIGAO DE CONTORNO 1D
O - CONDIGCAO DE CONTORNO 3D

Figura 2.1: Esquema para o entendimento das interacoes presentes no modelo acoplado.

dade um principio variacional como o apresentado no Capitulo 1! (ver Segao [1.5.2) que dé
bases variacionais acabadas e que envolva todas as possiveis caracteristicas do problema.
Nas referéncias mencionadas somente formulam o problema no nivel das equacoes dife-
renciais, e o acoplamento segue a partir do conhecimento prévio das quantidades que se
devem conservar.

No presente capitulo tomam-se as idéias desenvolvidas no Capitulo (1, mais pre-
cisamente na Secao [1.5.2) e traca-se a construgao de um modelo 3D-1D que sera uti-
lizado recorrentemente em diversas aplicagoes na modelagem do sistema cardiovascular
humano. Em outras palavras, apresenta-se uma série de aplicacdes dos conceitos tedricos
expostos no Capitulo 1/ sobre o acoplamento de modelos cinematicamente incompativeis,
em particular para o problema de escoamento de fluidos em dominios multidimensionais
3D-1D deforméveis. Estas aplicagoes sao concebidas em funcao da modelagem do sistema
cardiovascular humano. Assim sendo, na Secao 2.1 expoe-se como se constréi um modelo
3D—-1D orientado a hemodinamica, ressaltando as consideragoes adicionais necessarias para
completar a formulacao do modelo acoplado para seu uso nesta aplicagao. Na Secao 2.2
apresenta-se uma aproximacao do problema continuo para realizar a implementagao com-
putacional. Explicam-se todos os passos utilizados na discretizacdo de um caso padrao,
expondo as matrizes que constituem o sistema de equagoes lineares final a ser resolvido.
Nestas primeiras secoes do capitulo o contetido da tese é de carater operacional a fim de
aplicar o Problema [1.16] as situactes vistas em hemodinamica. A segunda parte, deta-
lhada a seguir, visa mostrar as potencialidades mediante diversos exemplos numéricos. Na
Secao 2.3l incluem-se diversos resultados numéricos. Em primeiro lugar, na Secao 2.3.1, os
resultados correspondem a casos cujo interesse reside na anélise do correto funcionamento
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do esquema de acoplamento. Nas Secoes 2.3.3 a 2.3.8, parte-se para a andlise de casos
especificos concernentes a aplicacées na modelagem e simulacao do sistema cardiovascular.
Estas aplicagoes abarcam diversos estudos sobre o escoamento do sangue em diversos dis-
tritos do sistema arterial, pondo énfase na bifurcacao da artéria carétida. Jé na Secao2.3.9
realiza-se uma comparacao entre a resolucao do sistema acoplado e uma versao segregada
do mesmo, visando estudar as conseqiiéncias de utilizar um esquema de acoplamento mais
barato computacionalmente. Finalmente, na Secgao [2.4] apresenta-se de forma resumida e
descritiva as atividades realizadas no grupo de trabalho do laboratéorio HeMoLab localizado
no LNCC, onde se mostra parte da estrutura da ferramenta desenvolvida com algumas
das principais funcionalidades e aplicagoes.

O material apresentado neste capitulo constitui contribuicao da tese de forma com-
plementar as idéias apresentadas no Capitulo 1. Os casos analisados na Secao 2.3.1] sao
parte dos trabalhos |20} 155], enquanto que nas Segoes 2.3.4, 2.3.5 e 2.3.6] figuram as con-
tribuigoes apresentadas em congressos da drea, segundo indicam as referéncias [22} 23], [92].
Os resultados da Secao 2.3.7l estdao em um trabalho ainda em processo de preparagao, en-
quanto que os da Secao [2.3.8 relacionam-se com [142]. Por tltimo, o material da Segao 2.4
considera-se ainda contribuicao da tese devido a que nao existe atualmente outro sistema
que permita lidar com modelos acoplados da forma em que o sistema HeMoLab faz.

2.1 Construgao de um modelo acoplado em hemodinadmica

A seguir emprega-se a base tedrica desenvolvida no Capitulo [1l para lidar com mo-
delos cinematicamente incompativeis. Como comentado, o acoplamento de modelos 3D e
1D é uma situagao particular desta classe de incompatibilidade, e pode ser abordada sem
problemas, como feito na Se¢ao 1.5.2, no Problema [1.16. O objetivo desta secao é apre-
sentar todas as consideragoes adicionais que devem ser levadas em conta quando o modelo
acoplado 3D-1D do Problema1.16 é orientado para realizar modelagem e simulagao com-
putacional sob os regimes encontrados em hemodinamica. Assim sendo, estuda-se a forma
em que condigcoes de contorno, comportamento constitutivo do sangue, comportamento da
parede arterial e condi¢oes de acoplamento sao manipuladas e ficam finalmente plasmadas
no sistema de equacodes resultante.

2.1.1 Consideragoes sobre a porgao 1D

De acordo com o visto no Capitulo [1, um modelo simplificado obtém-se através de
hipoteses sobre a cinemética que governa os fenémenos fisicos. A continuacao utiliza-se a
notagao introduzida na Secgao [1.5.2/ e o principio variacional (1.5.69) que corresponde ao
Problema 1.16. Viu-se na (1.5.80)) que as equagoes de Euler-Lagrange sobre a porgao
eram as seguintes

ouy, Juy, 0 0 w _
pA 8; + pAuy, 8; + A% - @(O’D{zz) —th=f, em (z0,%), (2.1.1)
0A 0 m B
E * &(Aulz) 0 © (Za,Zb),

e que na forma conservativa em termos da pressao p; e do fluxo Q = w1, A, escrevem-se
como segue

oQ 9 [Q? opp 90, r w _ 4T
pat+p8z<A>+Aaz 52\ 7P1z) ~I5 = Fo em (a 2), 212
A 0Q 312

—+——=0 em (zq, 2p)-
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Estas equagoes costumam ser derivadas das leis de conservacao da quantidade de movi-
mento linear e massa [76]. Entretanto, na abordagem aqui proposta as mesmas foram obti-
das ao introduzir a hipétese cinemética (1.5.54) no principio variacional (1.5.5). A seguir
serao realizadas algumas transformagoes no sistema de equagoes, no entanto, as condicoes
de acoplamento nao se véem alteradas posto que tais transformacgoes sao referentes ao
interior do dominio €2;. Antes de continuar, veja que, do comentado no Problema [1.16,
a adrea A devia ser fornecida. Entretanto, no sistema cardiovascular nao se conhece a
variacao espacial e temporal da area. De fato, constitui uma incégnita do problema, pelo
que resulta necessario introduzir mais uma equagao que determine o comportamento da
parede arterial, relacionando a area com as demais varidaveis do problema. O caso especial
que se considera aqui é um comportamento estrutural viscoelastico governado pela seguinte
equacao

em (zg, 2p), (2.1.3)

EnRyhg A kmRohg 1 0A
p1L=po+ ——F— 1

A Ao A 2A,A Ot

A

onde o indice 0 denota valores de referéncia, £ é o mdédulo de elasticidade efetivo, k
é o coeficiente de viscoelasticidade, R é o raio da artéria na direcao transversal e h a
sua espessura. Este tipo de modelos denomina-se de anéis independentes [68, [83] 84].
A extensdo deste modelo para o caso 3D é apresentada na proxima segao ao analisar
o comportamento da estrutura do modelo 3D. Outros modelos podem ser considerados,
envolvendo o comportamento das fibras de colageno e outros fenémenos de cardter nao
linear [43, 44, [136], [157]. As leis constitutivas para o dominio 1 sdo as seguintes

T
=0
{UD“Z : (2.1.4)

1 = —8mpuu .

Desta maneira, recuperam-se os cldssicos termos de fricgdo vistos na literatura apds con-
siderar o sangue como Newtoniano e um perfil de velocidade parabdlico [2, [76] [124]. Note
que nao ha inconsisténcias na escolha destas leis, posto que ao ter definido os esforcos ge-
neralizados o que resta é fornecer leis constitutivas que facam com que o modelo represente
o problema fisico em questdao. Vale a pena observar que o comportamento constitutivo
(2.1.4) desconsidera os termos de friccao associados ao gradiente axial da velocidade, o que
pode ser justificado mediante uma andlise adimensional [76]. Por dltimo, aos efeitos da
implementacao computacional, e em funcao dos regimes vistos em hemodinamica, convém
reescrever o problema em termos de derivadas totais ao longo das linhas caracteristicas do
sistema de equagoes quando considerado puramente elastico [35], como segue

DQ DA
Dt —erﬁ = g1, em (zaazb)v
DO ) pal” (2.1.5)
=y _f_i =41, €em (Zavzb)u
onde % | (+) denota a derivada total com respeito as linhas caracteristicas correspondentes
as velocidades de propagacao f+ = %j:c, sendo ¢ = %% a velocidade de propagacao do

som dentro do vaso arterial, enquanto que g; = fI' — SWT“Q. Este sistema pode ser obtido
combinando convenientemente os termos do principio variacional (1.5.69). Por dltimo, a
formulagao pode ser colocada em termos da derivada total da pressao p; fazendo
DA op\ ' D
el = (&) 2 (2.1.6)
(£) (£)
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e portanto tem-se

=4g1, e€em (Za,Zb),
=) (2.1.7)

=q1, em (zq,2p).
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No caso viscoelastico utiliza-se o mesmo sistema candnico.
Trabalhar com as equagoes (2.1.7) requer maior regularidade da pressao, sendo que

agora deve ser p; € H'((zq, 25)). Para finalizar, as condigoes de contorno sobre o modelo
sao discutidas na Segao 2.1.4.

DO _ 4 (éwl)‘le
(=)

Dt

2.1.2 Consideragoes sobre a porgao 3D

Duas consideragoes sobre a parte 3D do modelo acoplado devem ser feitas: (i) sobre
o comportamento da parede arterial e (ii) sobre a deformagao do dominio e a formulagao
ALE.

O problema fluido—estrutura na sua forma mais geral nao se considera aqui. Uma
discussao mais detalhada apresenta-se no Capitulo 3. No problema acoplado 3D-1D
considerou-se o caso mais simples de interagao fluido—estrutura. De acordo com o modelo
proposto para o comportamento da parede arterial apresentado na expressao (2.1.3)), a sua
extensao para o problema 3D consiste na seguinte equacao

- Em o OC
D2 = po + C R ot

sobre I'zq, (2.1.8)
onde o indice 0 indica valores de referéncia, F é o médulo de elasticidade efetivo, k£ o
coeficiente de viscoelasticidade, R o raio de curvatura da parede arterial quando medido
desde o eixo axial, h a espessura da mesma e ¢ é o deslocamento da parede arterial na
direcao da normal exterior ns. Portanto, a velocidade sobre I'r5 é obtida simplesmente
fazendo

¢

u2|]_"L2 = ang, (2.1.9)

ou seja, a velocidade é sempre na direcdo normal a parede arterial. Logo, resulta evidente
que sobre a fronteira de acoplamento I'; tem-se que wo = 0. Neste ponto vale a pena
salientar que para que a expressao (2.1.8)) faga sentido deve ser exigida uma regularidade
maior sobre o campo de pressdo pe. Formulando o problema para ps € H'(Q2) a equacio
mencionada faz sentido como equacao de Euler-Lagrange resultante da seguinte equacgao
variacional

[ pvar= | (po + b;?c + ]‘Z‘S ?f) pdl Vg HV2(Ty,),  (2110)

I'L, Iz, t
donde segue-se que ¢ € H'/?(I'z5) e % € HY/2(T'p,). Sera visto na Secao 2.2 que o espaco
de elementos finitos usado na aproximagao do campo de pressao é de fungoes continuas,
portanto as expressoes (2.1.8) e (2.1.10) fazem sentido.

Devido a deformacao que sofre o dominio, como conseqiiéncia da interagao fluido—
estrutura, é necessdrio colocar o problema no contexto da formulacdo Arbitrariamente
Lagrangiana—FEuleriana. Ao passar a esta descrigdo, as derivadas temporais adqiiirem a
forma mostrada pela (1.5.73). Assim sendo, surge na formulacao a velocidade wa que,
como indica o nome, pode ser arbitrdria sempre que a derivada parcial temporal seja
considerada fixando as coordenadas que se movem com esta velocidade. Devido a hipotese
de aderéncia na parede I'f5, resulta que war,, = ugr,,, sendo que a velocidade estara
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determinada de maneira conjunta pelo problema fluido—estrutura. Continuando com a
deformacao do dominio, é necessario estabelecer um critério para, a partir da velocidade
wo sobre I'75, determinar a velocidade em todo o dominio €25. Uma discussao interessante
é apresentada em [125] sobre a formula¢ao ALE, assim como diversas formas de computar
a velocidade w9 em (). Neste trabalho considera-se o seguinte problema auxiliar para
obter esta velocidade mediante o calculo dos deslocamentos v~ sofridos pelo dominio €2s:

Problema 2.1 (Problema auxiliar — Célculo da velocidade ALE). Encontre vy € M.,
tal que

/ KVyy - Vxydx =0 VXxy € Ny s (2.1.11)
Q2

onde N.YY € o espago gerador da sequinte variedade linear

My, = {vy € H(Q2); YY|r,, = (N2}, (2.1.12)

sendo na a normal exterior ao dominio o sobre I'po. No caso geral k é um tensor que
pode ser convenientemente definido visando deformar a malha de forma adaptativa em
funcao do erro cometido na aprorimacao. Ao longo deste capitulo considera-se o caso
mais simples possivel, ou seja, k € o tensor identidade. Finalmente a velocidade wo €
calculada como seque
W9 = m
ot
Vé-se que o problema auxiliar consiste em difundir a velocidade do contorno para
o interior do dominio. Por outro lado, v+ é o deslocamento com respeito a uma dada
configuracao de referéncia, e posteriormente coincidird com o deslocamento dos nds da
malha de elementos finitos com respeito a configuracgao inicial. O calculo faz-se necessario
a fim de avaliar de forma correta as integrais no dominio e de computar a velocidade ws.
Antes de continuar convém esclarecer algumas questdes da formulagao ALE. Como
visto, neste trabalho utiliza-se a versao nao conservativa da formulacao. Isto faz com
que a formulacao nao entre em conflito com a denominada lei de conservacao geométrica
[59,93]. Esta questao técnica, concernente a aproximagao numérica, impde que a ordem da
discretizacao temporal nao pode ser arbitraria, mas que depende da discretizagao espacial.
A vantagem na formulacao nao conservativa é o fato de ficar implicita a seguinte identidade
geométrica

(2.1.13)

0.Ja
ot |y
onde Jy é o determinante do Jacobiano de transformacao do dominio Q9. Tal lei de
evolucao pode nao ser satisfeita na formulacao conservativa, dependendo das discretizagoes
temporal e espacial utilizadas [125].
Por 1ltimo, considera-se que o fluido é Newtoniano, a menos que se explicite o
contrario como serd feito na Se¢ao 2.3.5. Logo, a lei constitutiva sobre {29 é

= JQ diVWQ, (2.1.14)

oDy = 2ue(us) = p (Vug + (Vug)’) . (2.1.15)

2.1.3 A escolha do parametro v e o modelo 3D—-1D acoplado final

Antes de apresentar o problema final que serd resolvido, considere novamente o
principio variacional estendido (1.5.69) para o problema acoplado 3D-1D. Para realizar
a implementagao computacional é preciso escolher um valor para o parametro y. Como
discutido no Capitulo (1, esta escolha deve ser feita em func¢ao consideragoes fisicas, pois
o modelo é diferente para os diversos valores de . A partir daqui considera-se v = 1. O
principal critério para esta escolha é que, para o caso estacionario, recupera-se a solugao
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exata de perfil de velocidade parabdlico em toda a regiao 3D, enquanto que a pressao
também recupera a sua forma exata, posto que a mesma sofre uma queda linear ao longo
de todo o dominio. Isto ndo ocorre se v # 1 j4 que aparecem regioes de desenvolvimento
e de de-desenvolvimento do perfil de velocidade, provocando a alteragdo na queda de
pressao e uma solucdo que, para esse exemplo, fica mais longe da fisica real. Além disso,
veja que o numero de graus de liberdade é menor com esta escolha. Logo, as condigoes
de acoplamento estabelecem que t1, = —A,p1 + op] ..~ No entanto, de acordo com a lei
constitutiva introduzida pela (2.1.4) resulta

t1, = —Aap1. (2.1.16)

Desta forma, e consistentemente com a transformagao feita na Secaol2.1.1/sobre as equagoes
no dominio €y, pode-se eliminar a varidvel ti,, substituindo-a diretamente por —Agp;
segundo a (2.1.16) (lembre-se que a regularidade agora permite isto).

Logo, as consideracoes feitas sobre as partes 3D e 1D do modelo acoplado, expostas
de forma resumida, sao as seguintes

i. transformagao do sistema de equagoes para a forma candnica segundo a (2.1.7),
ii. comportamento da parede arterial segundo as (2.1.3) e (2.1.8),
iii. leis constitutivas segundo as (2.1.4) e (2.1.15),

iv. formulacdo ALE néo conservativa considerando as derivadas temporais segundo a
(1.5.73),

v. célculo da velocidade consistente com a formulacdo ALE segundo o Problema 2.1] por
meio da expressao (2.1.11) e logo da (2.1.13)),

vi. consideragao de vy =1,
vii. substitui¢ao da varidvel ¢, segundo a (2.1.16)).

Veja que estas modificagdes nao alteram a teoria nem os conceitos desenvolvidos no
Capitulo [1. Simplesmente, é mais conveniente trabalhar com estas consideragoes tendo
em vista a aproximacao numérica no contexto da modelagem do sistema cardiovascular
devido as caracteristicas que apresenta este problema.

Portanto, o Problema [1.16, quando pensado para aplica¢cdoes em hemodinamica, é
modificado resultando no que segue:

Problema 2.2 (Modelo acoplado 3D-1D usado em hemodinamica). Para cadat € (0,7,
encontre (Q, A, p1,uz2,p2, vy) € M tal que

* (D@ + (9 " Dpy Q
/Zaf’<m( / (8A DAL DYl
* ([ DQ _(9m\ ' Dm Q
LB ) B, )

+ / < ' -vo + p(Vuy)(ug — wa) - vo — padiv vy + 2ue(ug) - e(vy) — £ - v2> dx
Qo

/p1n1 v2dF+/ p(u2-n1—ulz))\ng:0 V(Q,VQ)ENQxNuQ, (2.1.17a)
T, 3

a
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% DQ ap1\ " Dpy @
+ | 7% S e —rl _ 224
/Za 2 (Dt - !/ (aA) Dt |, Sl IV

» [ DQ _(op\ ' Dm Q
Lo (28] () )

+ / pg2 divug dx = 0 V(q1,q2) € Np, x Np,, (2.1.17Db)
Qo

Vvy - Vxydx =0 Vxy € J\/'—,Y7 (2.1.17c¢)
Qo

E’ZTR()hO A k‘ﬂ'Rohg 1 8A
_ /4y a2 e ), (2.1.17d
pr=po+——7p ( n +— NI em (2a; 2p) ( )

Ehg kho OC

P2 :po—i_RigC—FRigE sobre I'z9, (21176)
W = 8{;’: em Qa, (2.1.17f)

com N\, i = 1,2,3, constantes que fazem com que as expressoes sejam dimensionalmente
consistentes, e onde M = Mg X Ma X Mp, x My, x My, x M+, com

MQ = {Q € Hl((zaazb)); Q\za = Q}a
Ma = H"((2a, %)),
My, = {p1 € H'((24,2)); relacionada a Q)z, segundo vé-se na Secdo [2.1.4},

1 _ (2.1.18)
My, = {uz € H (Q2); U2irp, = W2|r,s U2|0p, = ua},

My, = L2 (),
My, = {vy € H'(Q2); vyp,, = (na2},

onde Q = Q(t) € a condi¢do de contorno para o fluro em fungdo do tempo. Por wltimo,
N € o correspondente espaco gerador da variedade linear M.

Na secao que segue expoe-se a forma como as condi¢bes de contorno na porcao 1D
do modelo acoplado sao impostas.

2.1.4 Condicoes de contorno

Uma forma de tratar as condigoes de contorno, assim como de impor condigbes em
bifurcagoes, é através do denominado modelo de Windkessel, ou terminal de Windkessel.
Estes elementos sdo modelos de parametros concentrados, como mostra a Figura 2.2, que
ficam caracterizados a partir dos valores de duas resisténcias R; e Ry, de um capacitor C'
e da pressao do terminal p; [141 [146].

As equacOes que regem o comportamento destes modelos no caso geral sdo as
seguintes

PNs+1 = Di /L':]-a"‘aNsa
Ns+1

Z; G=0 (2.1.19)

dQ 1 d
sl R.,C—
dt  RiR,C < > at

(pr —pe) + (p1 —pe) — (R1 + Rz)Q1> )
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N, +1

Pt

Figura 2.2: Modelo de parametros concentrados de Windkessel.

onde Ng é o numero de segmentos que chegam ao terminal. Este sistema de equacgoes
assegura continuidade da pressao e do fluxo entre os segmentos que chegam ao terminal,
incluindo o préprio terminal indicado pelo indice 1. Segundo os valores atribuidos aos
elementos do modelo é possivel utilizar este tipo de terminal para diferentes func¢ées, como
se descreve a seguir.

i Elemento de bifurcacao: Nesta situacao deve-se assegurar a continuidade da pressao
e do fluxo entre os segmentos arteriais que chegam ao terminal, isto sem que nada
de fluxo se derive pelo terminal. O ntmero de segmentos arteriais N; que chegam ao
terminal pode ser arbitrario. Em funcao disto o valor de Q1 deve ser teoricamente nulo.
Para simular tal situacao com o modelo de Windkessel precisa-se escolher valores de
Ry e R, os dois, ou qualquer um deles, muito grandes juntamente com C' = 0. Desta
forma

b1 — Pt
~ ~ 0, 2.1.20
@ Ri+ Ry ( )

e, portanto, ()1 é muito pequeno e a situacao fica adequadamente representada. Usual-
mente, nestes casos a pressao do terminal é nula, isto é p, = 0. Contudo, pode existir
uma situacao na qual deseja-se que haja alguma perda de massa em uma bifurcacao,
simulando a existéncia de algum leito periférico nesse local. Em tal caso, os valores
dos parametros do modelo devem representar adequadamente as caracteristicas do leito
periférico que estd sendo modelado com o terminal. Esta situagao é descrita no item
(iii).

ii Elemento terminal para imposicao de uma curva de fluxo: Neste caso o objetivo é que o
terminal forneca ao segmento que chega até ele uma curva de fluxo desejada, simulando
a imposicao de uma condicao de contorno como a vista no Problema 2.2l Assim sendo,
somente um segmento arterial chega ao terminal, ou seja Ny = 1. Entretanto, a
situacao poderia ser mais geral se requerido. Suponha entao que se deseja impor
uma curva de fluxo Q(t). A forma de impé-la é escolhendo valores de Ry e/ou Ry
suficientemente grandes juntamente com um valor de pressao do terminal dado por
pe = (R1 + R2)Q, e além disso C' = 0. A palavra suficientemente deve ser entendida
no seguinte sentido: o sistema arterial pode ser, no caso linearizado, entendido como
um circuito elétrico RLC. Ou seja, possui valores caracteristicos de elementos do tipo
resisténcia (R;), capacitancia (Cs) e indutancia (Lg). Assim sendo, colocando valores
de R; e Ry tais que Ry + Ro > R,. Por exemplo R; 4+ Ry = 100R; resulta que a maior
parte da queda da pressao ocorre nas resisténcias internas do terminal, e o sistema,
mesmo sendo muito complexo, nao influencia no fluxo que sai do terminal, o qual
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resulta aproximadamente

P1 — Dt Dt =
= ~ — =—0Q, 2.1.21
O™ TR Rtk © ( )

onde também tem-se considerado que |p1| < [p¢]. Logo, da continuidade do fluxo

resulta
Dt

T Ri+ Ry

e no segmento localizado a partir deste terminal tem-se a curva de fluxo desejada.

Q2=- =Q, (2.1.22)

iii Elemento terminal como leito periférico: Nesta situacdo os parametros do terminal
devem ser escolhidos para representar adequadamente a regiao por ele substituida.
Isto é, os valores das resisténcias devem ser tais que o fluxo, o valor médio dele, esteja
de acordo com as distribuicGes usuais no sistema arterial, enquanto que o capacitor C'
deve levar em conta a capacidade de absorcao de sangue por parte do leito periférico.
Usualmente nestes casos a pressao do terminal é nula, isto é p, = 0.

Desta forma, utilizando o modelo de Windkessel impoe-se no Problema 2.2/ uma
condicao de contorno sobre o fluxo na porcao 1D do modelo acoplado.

Ao avancar mais neste capitulo ver-se-4 que o sistema arterial completo é consi-
derado como um modelo acoplado 3D—1D. Assim, enquanto a maior parte do sistema
é modelada de forma simplificada, determinadas regides de interesse sao consideradas
utilizando modelos mais detalhados. Este tipo de situacoes representa um claro exemplo
de aplicabilidade do modelo acoplado desenvolvido na Secao [1.5.2, particularizado para o
campo da hemodinamica na Secao 2.1.3. Neste sistema, a imposi¢do da curva de ejecao
cardiaca assim como as condigoes nas bifurcacées e os modelos dos leitos periféricos sao
representados por modelos de Windkessel convenientemente calibrados. Por isto, se bem
a atencao foi posta sobre a formulacdo do Problema 2.2, cabe mencionar que os modelos
de Windkessel sao recorrentemente utilizados nas situagoes mencionadas.

2.2 Discretizagao do problema acoplado

Para realizar uma discretizagao do Problema [2.2| diversos aspectos importantes da
natureza do problema devem ser levados em conta. S6 para mencionar alguns exemplos,
observe que o problema é transiente e nao linear, tanto explicita (nas préprias varidveis)
como implicitamente (o dominio de integracao é desconhecido). Além disso, os fenémenos
sao predominantemente convectivos, portanto as aproximagoes requerem algum trata-
mento adicional. Todos estes aspectos sao discutidos a seguir, abordando todas as técnicas
utilizadas na aproximacao do Problema 2.2 Por brevidade na apresentacao escolheu-se o
caso de comportamento da parede arterial puramente elastico, isto é com k = 0.

Como regra geral representa-se o instante de tempo atual com o indice n+ 1, ou seja
tnt1, € 0 instante de tempo anterior com o indice n, isto é t,,. Para tratar a nao linearidade
utiliza-se it como indice para denotar a iteracao anterior, enquanto que a iteracao atual nao
leva indice nenhum, evitando sobrecarregar a notagao. Logo, uma quantidade denotada
(-\)"*! deve ser considerada no instante de tempo atual e na iteracdo atual, enquanto que
se for (-)" deve ser considerada no instante de tempo atual, porém na iteracdo anterior.
Finalmente, (-)" denota diretamente a quantidade no instante de tempo anterior. Para a
discretizacao temporal emprega-se um esquema 6 de implicitude temporal que se denota
como segue (-)"*? = g(-)"1 + (1 —0)()", com 1 <6 < 1.

A forma de aproximar o problema espacialmente é por meio da construcao de bases
de aproximagao de elementos finitos, tanto para a porgao 1D quanto para a 3D. Para
exemplificar claramente a forma em que a matriz do sistema de equagoes final é montada
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considera-se um problema simples como mostrado na Figura 2.3l Neste caso incluiu-se
o terminal Windkessel para impor uma condicao de contorno em z = z,. A Tabela 2.1
discrimina as diferentes regioes que constituem as discretizacoes dos dominios 1D e 3D.
Convém dizer que dentro dos n3p nés do dominio 3D estao incluidos os n, nés da fronteira
Iy, 0s nr, nés da fronteira I'75 e 0os np ndés da fronteira I'py. De forma que a intersecao
entre os conjuntos de nés Z! e I} seja nula, considera-se que os ndés que se encontram
sobre a curva 0I'y pertencem ao grupo denominado Z}, portanto o conjunto Z}' contém
somente nds estritamente interiores a superficie I',.

FLI FLZ
Q, \/ I,
\
I,
Q, \/ rDz

Figura 2.3: Problema 3D-1D padrao para mostrar o sistema de equacoes resultante.

Detalhe Nos FElementos
Congunto | Cardinal | Conjunto | Cardinal | Nés por elemento npe
Terminal A ng =2 Ii er =1 2
Dominio 1D 'p nip Itp eip 2
Fronteira I', e Na Ts €a 4
Fronteira 'z It nr 75 er, 3
Fronteira I'py Th np 75 ep 3
Dominio 3D ip nsp 5o esp 5

Tabela 2.1: Descrigao da discretizagao do problema acoplado.

2.2.1 Técnicas de aproximagao sobre a regiao 1D

Para aproximar o problema sobre o dominio 1D considera-se primeiramente a dis-
cretizacao temporal segundo um esquema de diferencas finitas de um passo, isto dentro
de um esquema 6 de implicitude temporal como comentado anteriormente. Os espacos
usados na construcao das bases de elementos finitos sao

M = Xy,
M= X,

AT (2.2.1)
My, = X,

X ={¢ € C%([za, 2)); Dley), € P1, Verp € Ip},

onde P; é o espaco dos polinémios lineares definidos sobre cada elemento e;p. Cabe
mencionar que a condicao de contorno sobre o conjunto Mg é agora introduzida mediante
o terminal Windkessel, e por isto é que desaparece do espaco ./\/l(}j-2

Por outro lado, devido a convec¢ao dominante utiliza-se uma ponderacao modificada
do tipo Petrov-Galerkin, onde o upwinding é considerado ao longo das linhas caracteristicas
por meio de um parametro adequado [73, 155]. Em todos os casos as nao linearidades sao
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tratadas mediante iteragoes de Picard. No que segue indica-se o né esquerdo mediante o
indice 1 e o direito por meio do indice 2. Quantidades que sdo constantes por elemento
indicam-se com e.

Procedendo desta forma obtém-se, a partir das expressoes (2.1.17a), (2.1.17b) e
(2.1.17d), e para um elemento genérico e;p de dois nés, o seguinte

Al = [ (61w + [ ) d (22
€1D
it 1
i Ipy |n it v—itr,, —1i —7i i i
Al = - / (aA ) (LM C T Ve + 1O T wf)) dz (2.2.3)
€1D e
(Al = [ (611 + 10 11a1) d, (2.2.0
€1D
ity —1
i Ipy |n it =it —1i —1i i i
[ApipJid = = / (aA ) (L e T 1 + L THC ) a2 (2.25)
€1D e
onde
+yit _ Pj it 00
[C] ] - At + e[fe ] 82 ) (226)
j Az [fE]" d¢s
+7it e
wi | = bi + —- == (2.2.7)
ey TR
5 ity —1
+yit _ [ 9PL|" Frit, it
[ =5 (AT + 171, (2:2.9)
eyt = Oy [AT 0P " (2.2.10)
1 - Azlt p aA I’ N
it it it
syt _ @3 Ay Op
== —2 2.2.11
On["_ Echor L (2.2.12)
O " _ Eehop 1 (2.2.13)
(9]?1 it 1 apl it apl it
| =551 * 3% 2.14
dA|, 2<8AI+8AD’ (2:2.14)
apl " EehO[ 1
7| = , 2.2.15
DA |, = 2Ry, \JAT Ay, (2.2.15)
dp1|"  Echop 1
i 7 2.2.16
9A|, " 2Rop /A3 Aop, (2:2.16)
opr|" 1 (op " op|"
3146_2<8AI+3AD ; (2.2.17)
it :
opi|n 1 [op " om]|"
&46_2<&46 oA, ) (2.2.18)
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sendo que os indices 1 e I denotam o né da esquerda e os indices 2 e D o da direita, Az é
o comprimento do elemento, e ainda ¢ = 1,2 e 5 = 1,2. Por dltimo, E, é o valor de E no
elemento em questdo. Além disso tem-se

(A T =1, (2.2.19)

(A} J22 = 1, (2.2.20)
1D Op1 *

[A ] = DA . (2.2.21)
1D Ip1 "

Da mesma forma, os carregamentos elementares sao os seguintes

E5P1 = [g1o)™ ([wy )™ + [w; ) + bag [wy ] + by [w;] ™, (2.2.23)
E201 = [g1)™ ([ 1" + [21]7) + bug [ 1 + b [251]%, (2.2.24)
, opy |
gDyt . YPLY pat 2.2.2
) = 55| A (22.25)
i om i
371 = -4 DAJ, (2.2.26)
com
lg1e]" =5 (917 +91D) (2.2.27)
g = fi+ DAY, (2.2.28)
g1 = i+ 2 AD, (2.2.29)
zt _ Tét ig|(u1 )it|(ul )it (2230)
V1S 4 T z)e zle
1 ‘
Ad =5 (AT + A7), (2.2.31)
1 .
Q=5 (@' +Q3), (2.2.32)
w_ QY
(w)e = i (2.2.33)
. 64
re = —= 2.2.34
° " Rel ( )
. 2 it [ Ait
Reg = M\/ =, (2.2.35)
1 T
Q" 413t 0Q"
bE=% (1 g
le At ( )[fe ] B
ity —1
Op1 |n it | PT 413t OPY
il Bewry s - (1= e 2.2.
(M ) B gy (2.2.36)

Neste ponto ainda nao foram consideradas as condigoes de acoplamento nem as de con-
torno. Isto é discutido mais na frente.
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2.2.2 Técnicas de aproximacgao sobre a regiao 3D

Sobre o dominio 3D considera-se uma discretizacao temporal implicita segundo um
esquema 6. Os espagos usados na construcao das bases de elementos finitos para a veloci-
dade e a pressao neste caso devem ser escolhidos cuidadosamente, de forma que o problema
discreto satisfaga a condigdo inf-sup correspondente a restrigao sobre a divergéncia do
campo de velocidade [28, 50]. Para isto utiliza-se o elemento comumente denominado
mini [4], portanto, os espacos de aproximagao sao os seguintes

M= (V3] ® By) N My,,
M =Y,
ML=V N My,
Vi = {¢ € C°(D); ey, € P, Vesp € Isp},

(2.2.37)

onde By, é o espaco de funcdes vetoriais bolha em R3.

Neste caso novamente é necesséario utilizar uma ponderacao do tipo Petrov—Galerkin
devido a conveccao dominante. Para isto emprega-se a técnica de Streamline Upwind
Petrov—Galerkin, ou simplesmente SUPG [74], com um parametro de upwind definido
de forma adequada em funcao da velocidade relativa que da a convecgao. Em todos os
casos as nao linearidades sao tratadas com iteragoes de Picard. No que segue o dominio
equD denota, de acordo a notacgao usada, o elemento genérico esp considerado na iteragao
anterior em funcao dos deslocamentos com respeito a configuracao original de referéncia.
Por tdltimo, o problema é regularizado utilizando o método de compressibilidade artificial
[28], com coeficiente de compressibilidade e.

Assim sendo, das expressoes (2.1.17a), (2.1.17b), (2.1.17¢) e (2.1.17€), obtém-se o
seguinte para um elemento genérico esp de 5 noés

ALt )5 = / . <Apt[¢j]n-[¢i]m+9p(w¢j]n)ugt.[wgt]m

(9,1, (1) ) ax (2.2.39)
(AL ol = — Vi div (@il dx, (2.2.39)
(A )i = — /e i [ylmii dx, (2.2.40)

[Aph.)i = —e | piidx, (2.2.41)
L I (R T A (R

- (- Oe(lul) - el ) ax (2.2.42)

[£5)i = 0, (2.2.43)

onde [¢;]1 = (¢:,0,0), [¢;]2 = (0,¢;,0) e [¢;]3 = (0,0, ¢;), com i = 1,..., 7y, s@o fungoes
classicas de tipo Galerkin junto com a funcao bolha, quando ¢ = 5, para o campo de
velocidade, ou seja ¢ € MﬁQ. Correspondentemente, ¥ é a fungéo para interpolar a
pressao, isto é ¢ € M,’;Z. Os indices i, j percorrem os nés do elemento (1 até 5), entretanto
a pressao nao possui grau de liberdade no ltimo nd, que é o né bolha. Os indices
m,n percorrem a dimensao do problema (1 até 3). Segundo visto, para a arbitrario,
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[a],, denota o vetor em cuja m-ésima posi¢ao contém a componente m-ésima do vetor
a, enquanto que os demais elementos sao nulos, ou seja se a = (a1,az,...,a,) entao
[a],, = (0,0,...,am,,0,...,0). Além disso

wgt = ¢z + Tuw(v¢i)uff’ (2244)
|Ax| 1

Tuw = 2|V2Ltw 1-—- @ y (2245)
u)! = [uj]" —wy, (2.2.46)
Vi, = ug — wi, (2.2.47)
(] = 6uf + (1 - O)us, (2.2.48)

. ,Yit _ ,Yn
wy = YTtYa (2.2.49)
it _ PV llAx] (2.2.50)

24

onde |Ax| é o tamanho caracteristico do elemento. Passando ao problema relacionado aos
deslocamentos v+, as matrizes para um elemento genérico resultam

AL iyl = [ VIWjln - VIl dx, (2.2.51)
€5
[y, = 0, (2.2.52)

onde th = (wiaovo)’ [11bz]2 = (O7¢la0) e [¢2]3 = (0,0,¢i), comi=1,...,np — 1, e com
(VNS MflyY. Por 1ultimo, para os nés sobre a fronteira ['; o resultam também as seguintes
contribuicoes provenientes da parte estrutural do problema

_ Ehg

[A[Lug}m[ug]n]ij = ?{‘L’j]nma (2.2.53)
0

7 1 i
[ [Luz]mpz]iz' - _E(Sij[l]m ) [n2t]ma (2.2.54)
[A[I:YY]m[’YY}n]ij = [éij]nmv (2.2.55)
[A[I:YY]mID]% = —0ij[1]m - [nét]ma (2.2.56)

% pn i
[fiea), )i = = %5 [1n - (5], (2.2.57)
[u2] At

(51 )i = —po[Un - 0570, (2.2.58)
onde §;; é a delta de Kronecker, a qual é ;; = 1se i =j e d;; =0 sei#j. Além disso,
[0ij]ki € a delta de Kronecker composta, sendo que quando i = j tem-se [0 = O €
[0ij],i = 0 se i # j. Por tltimo [1],, é o vetor caracteristico que possui valor unitério

na componente m-ésima e valor nulo nas outras componentes. Estas equagoes devem ser
incorporadas de forma nao aditiva no sistema de equagoes, ou seja, nao devem contribuir na
montagem de elementos da forma classica juntamente com os elementos de volume em {29,
mas devem governar as equagoes dos graus de liberdade de velocidade e de deslocamentos
dos nés que estao sobre a fronteira I'z5. Note que as equagOes para os graus de liberdade
de pressao dos nds sobre esta fronteira nao sao alteradas, mas sao os elementos que estao
no volume {29 0s que contribuem nas equacoes da pressao sobre os nos da fronteira I'yo.



2.2. DISCRETIZAGAO DO PROBLEMA ACOPLADO 105

2.2.3 Fechamento do problema de acoplamento 3D—-1D aproximado

Para fechar o problema discreto falta ainda especificar as equagoes do terminal de
Windkessel assim como as de acoplamento. Comegando com o terminal de Windkessel, as
equacoes que sao adicionadas a matriz sao as correspondentes a uma discretizagao de um
passo na variavel temporal das equagdes na (2.1.19), que resultam

[Aboli =1, (2.2.59)
[Abglz = —1, (2.2.60)
RiR2C
[AL Qi = (B + Ra) + lAf , (2.2.61)
RoC
¢

(Al =14 —, (2.2.62)
(A J22 =1, (2.2.63)
[Aélmbl_ L (2.2.64)

RyC RiRC dpy

t _ n __ n ape
=P — =K @ et RC (2.2.65)
[f,]2 =0, (2.2.66)
fol =0, 2.2.67

Q

[f5]2 =0, (2.2.68)
onde ¢ = 1 corresponde ao primeiro né indicado na Figura 2.3, enquanto que ¢ = 2

corresponde ao primeiro noé efetivo da porcao de dominio 1D, e que é o segundo né do
terminal. Note que este primeiro elemento ndo possui grau de liberdade de drea A, mas
somente de fluxo () e pressao p.

Este é, para o caso sob estudo, um tnico elemento que contribui com uma sé matriz
elementar na matriz do sistema. Além do mais, esta matriz deve ir de forma nao aditiva
no grau de liberdade de pressao do né 2 (segundo a numeragao do terminal). Isto é, a
equacao que este elemento incorpora nao deve ir somada como contribuicao a matriz do
sistema, mas deve vir a substituir a equagao que se montou quando vindo desde a porgao
1D. Em outras palavras, na equacao de p; no né 2 nao se deve somar nenhuma contribuicao
além da que o elemento terminal introduz. Para mais detalhes sobre este conceito de nao
aditividade ver [156].

Por dltimo, devem ser introduzidas as condicées de acoplamento. Implementam-se
dois tipos de elementos para tal fim. O primeiro elemento é um elemento de um no, que
¢ o ultimo né na malha do dominio 1D, ou seja, aquele né que jaz sobre a superficie I', e
que fora enumerado como n1p + 1 na Figura2.3. Os graus de liberdade dele sao os usuais,
isto é @, p1 e A, porém somente introduz o seguinte termo

[ADgli =1, (2.2.69)

sendo que este coeficiente deve ser introduzido de forma nao aditiva na equagao do fluxo
do mencionado né. Este bloco matricial é em efeito um valor real, ou seja, uma matriz de
1 x 1.

Por outro lado, utiliza-se um conjunto de elementos de n,. = 4 nés para discretizar
a superficie I'y,, obtendo o conjunto de elementos e, denominado Z¢, segundo indicado
na Tabela 2.1. Estes elementos sao triangulos com um né adicional que é o primeiro na
matriz elementar. Este primeiro né é de fato o né da malha 1D que esta sobre I',, aquele
mesmo cujo grau de liberdade @) foi alterado como acima. Estes elementos de quatro nés
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introduzem a seguinte matriz elementar na matriz do sistema
[ aQ[u2]m]thj = /ez_t [(ll)]]m -np dl, (2.2.70)

(Al )it = /Z_t [$;]m - 11 dT, (2.2.71)

a

onde ¢; é a fungao vetorial do né i, com ¢ = 2, 3, 4, para cada né do triangulo. A notacao
é igual a usada antes. O fato de ter explicitado ¢ = 1 e j = 1 respectivamente é devido a
que o primeiro né é o da malha unidimensional, e os graus de liberdade envolvidos neste
acoplamento sao o fluxo e a pressao.

Para terminar de descrever o problema basta introduzir na matriz do sistema as
condicgoes sobre os graus de liberdade de velocidade us para os nés que estao sobre I'ps.
Isto é feito de forma tradicional, eliminando a equacao correspondente, colocando um
valor unitario na diagonal e incorporando o valor da condi¢cdo no vetor de carregamen-
tos. Finalmente, o sistema de equactes é montado de forma cldssica, a menos daquelas
equagoes denominadas nao aditivas. Entretanto, para simplificar a apresentagao detalha-se
a montagem classica para depois, a nivel das equacoes do sistema, introduzir de forma nao
aditiva as correspondentes equacoes. Para a porcao 1D obtém-se as seguintes matrizes
apds a montagem dos elementos

€1D

A" = 1AL,
o

AL " = J1Ag T,
o

AL = A,
o

A5, 7 = A, I
o

A = AR e, (2.2.72)

o

A" = (JIAK2,
5

FIPY = | 4P
o

01t = I,
o
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enquanto que para a por¢ao 3D a montagem fornece o seguinte

€3D
D i D i
[ 321_12]“5 = U [Ai2u2]2t7
e=1
€3D
3D i 3D i
[ zpz]lt = U[Ampz]zet’
e=1
(AR = AR
T (2.2.73)
€3D
3D qit _ 3D it
[ 2102]z - U[Amm];’
e=1
€,
F3Dyit _ " g3Dyit
[ us ] - U[ uso ]e i
e=1
3D _
Foy =0.
A montagem das equacoes dos deslocamentos é a seguinte
€,
[A3D ]it — Cj[A?)D ]it
IY VY o Yy Yy'€e (2'2.74)
3D __
]:'YY =0,

enquanto que para a interface de acoplamento tem-se também a seguinte montagem

€q

[Ab]" = [ J[AGIE,
=1 (2.2.75)

€q

it it
[A[lllngl = U [Aillgpl]le °
e=1
Por ultimo, sobre a fronteira 'z, lembrando que a montagem deve ser realizada de forma
nao aditiva, resulta

€L
[Alw)” = J AL
e=1
€L
[AﬁQPQ]lt = U [Aﬁgpz]zet7
e=1
€L

[A'[;Y'YY]“ - U [A'LYY'YY]it’
=l (2.2.76)

er,
AL = 1A%, 0
eele
Fo) = U
ee:Ll
FL = (L )i

e=1

Aqui tém-se substituido os indices locais a nivel de elemento 4, j nas matrizes elementares
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pelo indice de elemento e, e os indices m,n envolvendo quantidades vetoriais também
foram suprimidos.

Como dito, estas montagens devem ser modificadas introduzindo os blocos matriciais
nao aditivos apresentados antes. Isto é feito na hora de explicitar o sistema de equagoes
completo.

2.2.4 Problema acoplado 3D—1D monolitico

O problema de acoplamento como foi apresentado na se¢ao anterior esta totalmente
acoplado, isto é, os valores de p; e () na interface I'; sao de fato incognitas do problema
e, portanto, sdo calculados apds resolvido o sistema de equagoes. A seguir explicita-se a
matriz do sistema em funcao dos sub-blocos matriciais vistos nas segoes anteriores. Isto
é, os nés e graus de liberdade que o merecam serdao discriminados a fim de introduzir
corretamente as equagoes nao aditivas. A partir daqui elimina-se o superindice it para
simplificar a notagao. Logo, o problema discreto resulta ser o seguinte:

Problema 2.3 (Problema 3D-1D discreto monolitico). Para cada passo de tempo tp41,
n=20,...,N, realize as iteragoes it = 1,2,..., até que um critério de convergéncia seja
atingido, resolvendo o sequinte sistema de equacdes lineares

n+1
AU = f, (2.2.77)
onde .
@fiI"*
0
[p1f1m+? .
QLD+ 5,
1D
pr37) 4 fQ
[A%D]n+1 0
[ULD]n+1 1P
Q 1D
[UID]71+1 -FQ
P1 1D
[U}P)n+1 Fp1
, 1D
[Q}L?D+l],L+1 FY
[ 1D ]n+1 0
Plnip+1 glD
P1
netl [ALD e
urtt = [ ¥ f=| a0 |, (2.2.78)
[uae_jn+1 A
ug .F‘dl?
[Uﬁf]““ Jib
ug
[U‘EZ]”+1 FL
ug
[UEZVHJ aD
ug
a n+1
[UPQ] 0
w1 0
L +1 0
[Up, 1" o
D jn+1
[Up,] o
[U3D Jn+1 L
YY F'YY
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Os blocos (-) utilizam-se para sinalizar a presencga de acoplamento entre o grau de liberdade
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em questao e um dos graus de liberdade do conjunto com o qual se estd acoplando. Por
exemplo, o grau de liberdade Q%D acopla-se com o conjunto de graus de liberdade UbD

por meio do bloco Ab%, através de uma equacdo imposta pela porcao 1D, enquanto que o
acoplamento reciproco indica-se da mesma forma. Entretanto, observe-se que somente se
acopla com os graus de liberdade do né que seque na malha, sendo somente um né de tal
congunto. O bloco I € a matriz identidade e 1;152 indica a condi¢cao de Dirichlet imposta

sobre I'py. Finalmente, o bloco :422“ acopla os graus de liberdade de fluzo do wltimo no
da por¢ao 1D com os nds da superficie lateral 'y que se encontram sobre a curva O, e
que de fato fazem parte da superficie I'y. O bloco .AuZp1 nao aparece devido a propriedade
de nao aditividade dos graus de liberdade de velocidade dos nds sobre I'ro, e em particular
daqueles sobre OT',.

A seguir indicam-se as dimensoes de cada um dos vetores de incégnitas no sistema
de equacobes para este caso que se corresponde com o esquema da Figura 2.3, lembrando
que se utiliza o elemento mini que adiciona um nd por elemento no sistema completo

Q)" =1 [UL]"" = 3nq,
" =1 [U3D1"+! = 3(nsp + esp — ng — n, — np),
Q71" =1 (UL =3ny,
i) =1 UL = 3np,
(AP =1 (U, 1" = na,
U1 = nip — 2 [UP1" = ngp — ng — ng, — np,
(U1 = nip =2 (U =,
U =np — 2 [UD" =np,
[anﬂ]nﬂ =1 [U?;’f(]”“ =3(n3p —nr),
1y = (UL, )" =3ny,
[ANo ) =

O superindice discrimina qual a parte correspondente a cada conjunto de graus de liberdade
de acordo com a Tabela 2.1l

Observa-se que os blocos que efetivamente realizam o acoplamento entre as porgoes
1D e 3D sao Agy,, AaQu2 e Aj,p, que se encontram ressaltados na matriz A. O sistema

AU = f visto anteriormente pode ser apresentado, em forma compacta, da seguinte

maneira
Aipip Aipsp) ([Uip]"™\  (Fip (2.2.80)
Aspip Aspsp ) \[Usp]™t! Fsp)' o
onde os indices denotam graus de liberdade e blocos matriciais correspondentes as porgoes
1D e 3D, e além disso

~a
Ai1p3p = AQu, T AQuy>
Aspip = Ay

onde a soma deve ser entendida de forma a incluir no acoplamento os graus de liberdade de
velocidade que se encontram sobre 9T';. O resto dos blocos matriciais pode ser facilmente
identificado da expressao (2.2.79).

Na proxima secao discute-se acerca da possibilidade de desacoplar o sistema de
equagoes a fim de reduzir o custo computacional.

(2.2.81)
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2.2.5 Problema acoplado 3D—-1D segregado

O problema acoplado envolve, segundo pode ser visto, um alto nivel de acoplamento
entre graus de liberdade. Com efeito, o grau de liberdade de fluxo @) do iltimo né da
malha 1D, o né nip + 1, esta acoplado com todos os graus de liberdade de velocidade
sobre I‘a, que sao, ao todo, 3(n, + ne) onde ne é o nimero de nés sobre I, (ver blocos

ng e AQuQ Por outro lado, todas as equagoes de velocidade dos nds sobre T', (0s nq
nés interiores) estao acopladas com o grau de liberdade de pressao p; do mesmo ultimo
né da malha 1D (ver bloco Ay, ).

Pensando agora na resolucao do sistema de equacoes, e devido ao fato de estar
trabalhando em dominios 3D, o tamanho da matriz A pode rapidamente crescer, fazendo
com que a utilizagado de resolvedores diretos nao seja viavel. Dado que os resolvedores a
utilizar sao de cardter iterativo, o alto grau de acoplamento pode trazer, e de fato traz,
complicagoes na hora do precondicionamento e da resolucao do sistema (2.2.77). Por esta
causa, resulta indispensavel encontrar uma forma de desacoplar as equagoes, resolvendo de
forma iterativa um problema sobre o dominio 1D e outro sobre o dominio 3D. Um simples
esquema de desacoplamento das equagoes baseado em um método de Gauss-Seidel (pelo
fato de utilizar nas equacoes seguintes todas as incégnitas atualizadas disponiveis até esse
momento) poderia ser o seguinte:

Problema 2.4 (Problema 3D-1D discreto segregado). Para cada passo de tempo tp41,
n =20,...,N, realize as iteragées it = 1,2,..., itip = 1,2,..., eitsp = 1,2,..., até
que o0s correspondentes critérios de convergéncia sejam atingidos, resolvendo os sequintes
sistemas de equacoes lineares

~it1p
Azltjljl{D[ D]n+1 = [-7'-12) ]it,

o -~ ~itap (2.2.82)
A3L°53D[ D] = [7:3D ]n+1,
onde
[:FlléD]it — ]:11th AlltbgD[ D]Zta (2 ) 83)
it 2.
(Fap It = Fap — A5 p[Uin]"

onde € possivel avaliar [U1p]"*! do fato de ter resolvido primeiramente o problema sobre
a por¢ao 1D. O indice it foi explicitado para salientar as iteragoes realizadas entre os
problemas 1D e 3D.

Em palavras, resolve-se o sub-problema 1D iterando com it p, e considerando que no
segundo membro hé uma contribui¢ao do sub-problema 3D, uma vez convergido passa-se
a resolver o sub-problema 3D iterando com it3p. Ao convergir volta-se ao sub-problema
1D e assim itera-se sucessivamente entre sub-sistemas, segundo o indice it, até alcancar a
convergeéncia global de todos os graus de liberdade. Observe que nada impede inverter a
ordem de resolugao, comecando pelo problema 3D. Nos casos que foram testados utilizando
este esquema de desacoplamento foi necessario introduzir um parametro de sub-relaxacao
w entre as iteracoes it dos modelos 3D e 1D. Na Secao 2.3.9/ apresenta-se um estudo sobre
este aspecto.

2.3 Resultados numéricos

Nesta secao apresentam-se os resultados numéricos relacionados com o acoplamento
de modelos 3D-1D de acordo com as técnicas de aproximagao consideradas na secao an-
terior. Em primeiro lugar analisam-se diversos casos de interesse puramente académico a
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fim de estudar e entender as caracteristicas do principio variacional que governa o modelo
acoplado 3D—1D. Depois, passa-se a analisar casos onde o modelo acoplado 3D-1D é
utilizado na modelagem do sistema cardiovascular humano. Avancando mais um pouco
mostram-se situacoes de interesse pratico, onde as aplicacoes concretas estao apoiadas
sobre as possibilidades que os modelos acoplados 3D-1D fornecem. Com efeito, alguns
dos estudos a serem apresentados nao poderiam ser realizados modelando o problema de
forma classica, entendendo por cldssica aquela modelagem na qual um modelo, neste caso
3D, é suprido com condigdes de contorno obtidas de estimagoes e/ou medigoes. Suponha
por exemplo o caso de aplicagdo que serd visto na Segao 2.3.4. Ali, devido & presenca de
uma estenose espera-se que as condigoes as quais esta sujeita a regiao 3D sejam alteradas
(ndo se fala de condicoes de contorno devido a que as mesmas sdo, em tal caso, condigdes
de acoplamento, e sdo incégnitas do problema). Esta perturbacao das curvas de fluxo
e pressao a qual estd sujeito o dominio 3D espera ser capturada pelo modelo acoplado
3D-1D devido a que o mesmo esta construido de forma a representar a interacao do
sistema como uma tnica unidade. Esta sensibilidade do sistema ao que ocorre no modelo
3D nunca poderia ser captada por um modelo 3D com condigoes de contorno conhecidas,
justamente porque tais condigoes de contorno, que sao dadas, forcariam o escoamento
dentro do dominio 3D. Analogamente, o modelo acoplado 3D-1D, e aqui estd a maior
vantagem deste modelo, permitiria quantificar qualquer outro tipo de sensibilidade do que
ocorre a nivel do escoamento na regiao 3D frente a alteragoes que acontecem a nivel da
arvore arterial completo.

Em todos os casos apresentados nesta secdo o sistema de equagoes foi resolvido
utilizando um resolvedor iterativo CGS com precondicionamento LU incompleto [140].

2.3.1 Casos de teste

Esta bateria de testes estd baseada na resolucao de um problema padrao onde o
fluido escoa ao longo de um tubo que é modelado como sendo 1D nas partes inicial e final
e como 3D na parte central. Nas Figuras 2.4 e 2.5 mostram-se os casos a serem resolvidos.
A parede do tubo é considerada puramente elastica em todos os casos. Como condigao de
contorno impde-se uma curva de pressao na entrada do dominio. A caracteristica particular
da onda de pressao imposta é o comprimento de onda, que se considera da ordem do raio
do tubo. Assim sendo, a condi¢ao de contorno faz com que ondas de fluxo e pressao se
propaguem através do tubo, atravessando as duas fronteiras de acoplamento.

10000
8000

6000

pldyniem]

4000

2000

0 0.005 0.01 0.015 0.02

Q

Figura 2.4: Dominio cilindrico formado por regioes 3D e 1D.

As propriedades comuns a todos os casos sdo as seguintes p = 1 g/ecm3, u = 0.4 poise,
po =0, E=20-10% dyn/ecm? k=0 e h/R = 0.1, e que sdo comuns as porcoes 3D e 1D
de forma a ter um tubo homogéneo. O comprimento total do dominio é Ly = 25 cm, o
raio do tubo R e o comprimento L3p sdo dados em cada caso. A onda de pressao imposta
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Figura 2.5: Dominio formado por uma regiao conica 3D e duas cilindricas 1D.

¢ da forma

Tt
Pmax sin? (t) se0<t<tp,
F

0 set>tp,

p= (2.3.1)

e possui um valor maximo pmax = 10000 dyn/cm?, o tempo tr que define o comprimento
de onda é dado em cada caso. A discretizacdo temporal foi realizada em todos os casos
com um passo de tempo At = 2.5-107° sec.

2.3.1.1 Caso A

Este caso corresponde ao esquema da Figura 2.4, O modelo 3D possui comprimento
Lsp = 5 cm, raio R = 0.5 cm, e a condicao de contorno de pressao foi definida para
tr = 0.005 sec. A discretizagao espacial resultou em aproximadamente 41100 nés e 283400
graus de liberdade.

A seqiiéncia da Figura 2.6/ mostra a onda de pressao (o correspondente valor médio
dentro do dominio 3D) atravessando o dominio 1D-3D—1D. Pode-se observar que surgem
reflexdes espurias viajando em direcao oposta ao atravessar ambas as fronteiras de acopla-
mento. A amplitude da reflexdo é da ordem de 2.1% do valor maximo de pressao.

Na Figura 2.7/ a manipulacao da escala de cores permite apreciar a onda de pressao
atravessando todo o dominio juntamente com as reflexdes espurias surgindo nas interfaces
de acoplamento.

Para analisar a natureza das ondas espurias foi feita, posteriormente, uma anélise
adimensional. No entanto, é possivel obter algumas informagoes a partir de um caso
similar como o que se apresenta a seguir.

Agora suponha que o comprimento de onda reduziu-se & metade, ou seja tp =
0.0025 sec. Neste caso a sequéncia da Figura 2.8 poe em evidéncia novamente as reflexces
espurias que surgem quando a onda de pressao, que viaja ao longo do tubo, atravessa as
fronteiras de acoplamento.

Neste caso, as reflexdes possuem um comprimento de onda comparavel ao da onda
de pressao imposta, pelo que se conclui que as reflexbes herdam, como esperado, as
caracteristicas da onda incidente.

2.3.1.2 Caso B

Este caso corresponde também ao esquema da Figura2.4. Os dados sao idénticos aos
da primeira parte do caso anterior, isto é, o comprimento do dominio 3D é Lsp = 5 cm,
com raio R = 0.5 cm, e a condigao de contorno de pressao € definida com tp = 0.005 sec. O
detalhe interessante deste caso é que se simula a auséncia de viscosidade no problema. Isto
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Figura 2.6: Resultados para o modelo acoplado 3D-1D.
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Figura 2.7: Onda de pressao atravessando o dominio 1D-3D-1D.

é realizado eliminando os termos viscosos nas equacoes sobre o dominio 1D e colocando a
condicdo de deslizamento sobre a parede na regiao 3D. A discretizacao espacial é idéntica
ao caso anterior.

Na seqiiéncia da Figura 2.9 mostra-se a onda de pressao (o correspondente valor
médio dentro do dominio 3D) atravessando o dominio 1D-3D-1D.

A Figura 2.10 evidencia a notéria reducao das reflexbes esptrias com respeito a
Figura 2.7, Apesar de ter reduzido o fenémeno, tais reflexées nao foram completamente
eliminadas, inclusive pelo fato de que o caso em estudo é somente uma forma artificial de
simular auséncia de viscosidade no dominio 3D.

Portanto, pode-se concluir que os fendmenos viscosos também estao associados ao
aparecimento de reflexOes espurias nas interfaces de acoplamento entre os modelos. A
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Figura 2.9: Resultados para o modelo acoplado 3D-1D simulando a auséncia de viscosidade.
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Figura 2.10: Onda de pressao atravessando o dominio 1D-3D-1D.

questao agora é estudar se existem outras condigoes sob as quais estas reflexoes de carater
numérico sejam despreziveis. Uma discussao sobre este tema é apresentada na Secao 2.3.2.

2.3.1.3 Caso C

O esquema para este exemplo é também o dado na Figura 2.4 Entretanto, aqui o
modelo 3D possui comprimento Lsp = 1 cm, raio R = 0.5 cm, e a condi¢ao de contorno
de pressdo define-se com tr = 0.005 sec. A discretizagao espacial resultou em aproximada-
mente 10700 nés e 71300 graus de liberdade.

A seqiiéncia da Figura 2.11 mostra a onda de pressao (o correspondente valor médio
dentro do dominio 3D) atravessando o dominio 1D-3D-1D. As reflexes que ocorrem
nesta situagao estao superpostas devido ao curto trecho percorrido pela onda de pressao
na regiao 3D.

Da mesma forma que antes, a Figura [2.12] mostra as ja mencionadas reflexoes que,
neste caso, estao quase superpostas como ja explicado.

2.3.1.4 Caso D

Neste caso, o esquema é o dado na Figura 2.5/ com uma regiao conica 3D. O modelo
3D possui comprimento L3p = 5 cm, raio de entrada R. = 0.35 cm, raio de saida Rs =
0.7 cm, e a condicao de contorno de pressao define-se com tr = 0.005 sec. A discretizagao
espacial resultou em aproximadamente 67900 nds e 472900 graus de liberdade.

Na seqiiéncia de imagens da coluna esquerda na Figura [2.13| mostra-se a onda de
pressao atravessando o dominio 1D-3D-1D.

Aqui, as reflexbes de natureza numérica encontram-se superpostas com a reflexao
distribuida de natureza fisica devido a expansao do dominio. No entanto, as mesmas
ficam em evidéncia ao comparar a solugdo com a correspondente a obtida com um modelo
puramente 1D, como mostra a seqiiéncia de imagens da coluna direita na Figura [2.13.

2.3.2 Estudo sobre as reflexoes espurias

Como se viu, as reflexdes espirias ocorrem, em parte, devido a fenémenos viscosos.
No entanto, pode ocorrer que haja outras condigoes para as quais tais reflexdes possam ser
desconsideradas. Para comegar com o estudo desta resposta ndo fisica do modelo observe
que ao longo da derivacao do modelo 1D algumas hipdteses a respeito dos termos viscosos
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Figura 2.11: Resultados para o modelo acoplado 3D-1D. Dominio 3D reduzido.
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Figura 2.12: Onda de pressao atravessando o dominio 1D-3D-1D.

foram admitidas (veja a lei constitutiva (2.1.4)). Os termos relacionados com o gradiente
da velocidade na direcao do escoamento foram desconsiderados. Portanto, a andlise vai se
focar no estudo da condigao de acoplamento que resulta como equagao de Euler—Lagrange
do Problema 2.2. A mesma é repetida aqui por conveniéncia

—pin; = (—pQI + 2,[1,6(112))1’11. (232)

O objetivo desta secao é analisar sob que condicoes é satisfeita a condicao de continuidade
de pressao entre as regioes 1D e 3D. Para isto realiza-se a adimensionalizacao da expressao
(2.3.2). Como valor de referéncia para a pressao utiliza-se o dobro da energia cinética
pU?, onde U é uma velocidade representativa, e além disso toma-se o comprimento de
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Figura 2.13: Resultados para os modelos acoplado 3D-1D (esquerda) e puro 1D (direita).
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onda A como representativo para medir a importancia dos gradientes na diregao axial,
enquanto que se toma o didmetro D para medir o gradiente na direcao transversal. Logo,
a correspondente forma adimensional da (2.3.2) pode escrever-se como segue

—p] = — *—f——ge*(u*)n n
PLomhmRen® i (2.3.3)

0= ﬁs*(ug)nl . tl,

onde (-)* denota que a quantidade é adimensional, D é o diametro do tubo e Re = pUD

¢ o numero de Reynolds. Vé-se entao que a continuidade da pressao estd governada pelo
valor do ntimero adimensional é%, o que indica que se estard proximo de tal condi¢ao ou
bem quando o nimero de Reynolds seja elevado, ou bem quando o comprimento de onda
seja varias vezes maior do que o diametro do tubo. Esta segunda condicao nao é satisfeita
nos casos vistos acima, enquanto que para o caso onde se simula a auséncia de viscosidade
a continuidade da pressao fica teoricamente assegurada. O mesmo comentério vale para
a segunda expressao (2.3.3) que estabelece que a continuidade das derivadas tangenciais
estd associada ao ntmero adimensional é.

Agora, este tipo de fendmeno pode ser analisado previamente quando o modelo
acoplado 3D-1D ¢ aplicado na modelagem do sistema cardiovascular. Aqui, o nimero
de Reynolds estd na faixa de 100 a 2000, e o comprimento de onda é da ordem de 100
a 1000 vezes o valor do diametro das artérias. Logo, espera-se que as reflexoes espurias
sejam totalmente despreziveis. Entretanto cabe aclarar que outros fenémenos envolvidos
deveriam ser incluidos na analise, como por exemplo a descontinuidade das tensoes de
corte. Assim, esta classe de andlise deve ser considerada como um ponto de partida para
um futuro trabalho de pesquisa na area.

2.3.3 Aplicagao do modelo 3D—-1D no sistema arterial

Nesta primeira parte apresenta-se o modelo simplificado do sistema arterial com
o qual se realizaram as simulacOes nas segoes seguintes. A construgdao de um sistema
arterial nao resulta, em absoluto, uma tarefa simples. De fato, sdo poucos os autores que
fornecem de forma completa modelos do sistema arterial [6, 146], ou inclusive uma forma
de se obter a impedancia caracteristica do mesmo [126]. No presente trabalho utiliza-se o
modelo proposto por Avolio [6], no qual o sistema arterial é descrito por 128 segmentos
representando as principais artérias do corpo humano. Os leitos periféricos, assim como
as bifurcagoes, sdo modelados mediante os terminais de Windkessel (ver Secao 2.1.4). Os
valores atribuidos aos parametros que definem os modelos de Windkessel, na funcao de
leito periférico, foram obtidos seguindo os seguintes critérios

i. os valores da resisténcia R, e da capacitancia C. equivalentes do terminal (como
circuito em série) sdo obtidos segundo critérios dados em [146];

ii. o valor da soma R; 4+ Ry é calculada, se necessario, afetando por uma constante
a resisténcia R, de forma que a distribuicdo do sangue no corpo humano esteja de
acordo com os dados de [123];

iii. considera-se que Ry = 0.2R,, critério adotado em [146];

iv. o valor de C calcula-se em funcao dos valores de Ry, Ro e (¢, tal que o circuito de
Windkessel dé como resultado um terminal equivalente ao circuito em série obtido no
item (i).

A informacgao da topologia mostrada na Figura [2.14/ complementa-se com os valores
das caracteristicas geométricas e propriedades mecanicas dos segmentos arteriais como
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Figura 2.14: Topologia do sistema arterial constituido por 128 segmentos.

mostram as Tabelas 2.2/ e 2.3. A numeracao mostrada estd de acordo com [6]. Além disso,
a Tabela 2.4 apresenta os valores dos parametros que definem cada um dos terminais
Windkessel utilizados para modelar os leitos periféricos.

Para definir a propriedade viscoelastica da parede introduz-se o angulo de viscoelas-

ticidade ¢ como sendo
k

tan ¢ = %,
onde w = 2%, sendo 1" um tempo caracteristico, que neste caso é o periodo do batimento
cardiaco. Ao longo deste capitulo utilizou-se ¢ = 5°.
Como condicao de contorno impoe-se a curva de fluxo que é dada na Figura 2.15]
e foi obtida de [145]. A mesma corresponde a um periodo cardiaco de 7' = 0.8 sec e
um fluxo médio de Q = 5 It/min. O fluido é considerado Newtoniano com viscosidade
p = 0.04 poise e massa especifica p = 1.04 g/cm?. A discretizacdo espacial do sistema
arterial é realizada com 1210 nds, incluindo os nés dos terminais Windkessel, o que resulta
em 1324 elementos, enquanto que a discretizacao temporal leva-se a cabo com um passo
de tempo At = 1.25- 1073 sec.

(2.3.4)
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Figura 2.15: Ejecao cardiaca utilizada como condi¢ao de contorno.
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Segmento Nome Comprimento [cm] | Rlem] [ hlcm] | E[dyn/cm?]

1 Ascending aorta 4.0 1.45 0.163 4000000

2 Aortic arch 2.0 1.12 0.132 4000000

5 Aortic arch 3.9 1.07 0.127 4000000

11 Thoracic aorta 5.2 1.00 0.120 4000000
21 Thoracic aorta 5.2 0.95 0.116 4000000
34 Thoracic aorta 5.2 0.95 0.116 4000000
50 Abdominal aorta 5.3 0.87 0.108 4000000
65 Abdominal aorta 5.3 0.57 0.080 4000000
75 Abdominal aorta 5.3 0.57 0.080 4000000
49 Coeliac artery 1.0 0.39 0.064 4000000
61 Gastric artery 7.1 0.18 0.045 4000000
62 Splenic artery 6.3 0.28 0.054 4000000
63 Hepatic artery 6.6 0.22 0.049 4000000
64 Renal artery 3.2 0.26 0.053 4000000
66 Superior mesenteric 5.9 0.43 0.069 4000000
67 Gastric artery 3.2 0.26 0.053 4000000
83 Inferior mesenteric 5.0 0.16 0.043 4000000

4 L. common carotid 8.9 0.37 0.063 4000000

10 L. common carotid 8.9 0.37 0.063 4000000
20 L. common carotid 3.1 0.37 0.063 4000000
12 R. common carotid 8.9 0.37 0.063 4000000
22 R. common carotid 8.9 0.37 0.063 4000000

3 L. subclavian artery 3.4 0.42 0.067 4000000

6 Brachiocephalic artery 3.4 0.62 0.086 4000000
82,84 Common iliac 5.8 0.52 0.076 4000000
89,92 External iliac 8.3 0.29 0.055 4000000
90,91 Internal iliac 5.0 0.20 0.040 16000000
98,99 External iliac 6.1 0.27 0.053 4000000
104,107 Femoral artery 12.7 0.24 0.050 8000000
105,106 Profundis artery 12.6 0.23 0.049 16000000
109,110 Femoral artery 12.7 0.24 0.050 8000000
111,112 Popliteal artery 9.4 0.20 0.047 8000000
113,114 Popliteal artery 9.4 0.20 0.050 4000000
115,118 Anterior tibial artery 2.5 0.13 0.039 16000000
119,124 Anterior tibial artery 15.0 0.10 0.020 16000000
125,128 Anterior tibial artery 15.0 0.10 0.020 16000000
116,117 Posterior tibial artery 16.1 0.18 0.045 16000000
121,122 Posterior tibial artery 16.1 0.18 0.045 16000000
120,123 Peroneal artery 15.9 0.13 0.039 16000000
126,127 Peroneal artery 15.9 0.13 0.019 16000000

Tabela 2.2: Parametros geométricos e mecanicos dos segmentos arteriais.

Em todos os exemplos comparam-se as solucoes dadas pelo modelo acoplado 3D-1D
e por um modelo puramente 1D do sistema arterial. Tais comparagoes compreendem as
curvas de pressao e fluxo na entrada e na saida do dominio 3D, sobre as fronteiras de
acoplamento denominadas 'y, p (fronteira proximal) e I'yp (fronteira distal). O objetivo
dos dois casos analisados a seguir é ver como o modelo acoplado reproduz as curvas de
pressao e fluxo do modelo puramente 1D. Em outras palavras, deseja-se ver se a inclusao
do modelo 3D altera ou nao de forma artificial o sistema, j& que nestes casos o segmento
3D que se inclui pretende ser idéntico ao segmento 1D que é substituido.

2.3.3.1 Simulacao do escoamento na artéria aorta abdominal

Neste exemplo um segmento 3D vem a substituir uma parte da artéria aorta ab-
dominal no sistema arterial da Figura 2.14, como se vé na Figura 2.16. Neste exemplo
tém-se duas fronteiras de acoplamento, o comprimento do segmento 3D é Lsp = 5.7 cm,
oraio é R =0.57 cm e a espessura é h = 0.08 cm. As propriedades mecanicas da parede
sao E = 4.0 - 10° dyn/cm? e k = 4.44 - 10* dyn sec/cm?. A pressio de referéncia é
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Segmento Nome Comprimento [cm] | R[cm] | Alcm] | E[dyn/cm?]
31,37 Internal carotid 5.9 0.18 0.045 8000000
32,36 External carotid 11.8 0.15 0.042 8000000
33,35 Superior thyroid artery 4.0 0.07 0.020 8000000
43,56 Lingual artery 3.0 0.10 0.030 8000000
44,55 Internal carotid 5.9 0.13 0.039 8000000
45,54 Facial artery 4.0 0.10 0.030 16000000
46,53 Middle cerebral 3.0 0.06 0.020 16000000
47,52 Cerebral artery 5.9 0.08 0.026 16000000
48,51 Opthalmic artery 3.0 0.07 0.020 16000000
60,68 Internal carotid 5.9 0.08 0.026 16000000
73,77 Superficial temporal 4.0 0.06 0.020 16000000
74,76 Maxilliary artery 5.0 0.07 0.020 16000000
7,15 Internal mammary 15.0 0.10 0.030 8000000
8,14 Subclavian artery 6.8 0.40 0.066 4000000
9,13 Vertebral artery 14.8 0.19 0.045 8000000
16,26 Costo-cervical artery 5.0 0.10 0.030 8000000
17,25 Axilliary artery 6.1 0.36 0.062 4000000
18,24 Suprascapular 10.0 0.20 0.052 8000000
19,23 Thyrocervical 5.0 0.10 0.030 8000000
27,41 Thoraco-acromial 3.0 0.15 0.035 16000000
28,40 Axilliary artery 5.6 0.31 0.057 4000000
29,39 Circumflex scapular 5.0 0.10 0.030 16000000
30,38 Subscapular 8.0 0.15 0.035 16000000
42,57 Brachial artery 6.3 0.28 0.055 4000000
58,70 Profunda brachi 15.0 0.15 0.035 8000000
59,69 Brachial artery 6.3 0.26 0.053 4000000
71,79 Brachial artery 6.3 0.25 0.052 4000000
72,78 Superior ulnar collateral 5.0 0.07 0.020 16000000
80,86 Inferior ulnar collateral 5.0 0.06 0.020 16000000
81,85 Brachial artery 4.6 0.24 0.050 4000000
87,94 Ulnar artery 6.7 0.21 0.049 8000000
88,93 Radial artery 11.7 0.16 0.043 8000000

95,102 Ulnar artery 8.5 0.19 0.046 8000000
96,101 Interossea artery 7.9 0.09 0.028 16000000
97,100 Radial artery 11.7 0.16 0.043 8000000
103,108 Ulnar artery 8.5 0.19 0.046 8000000

Tabela 2.3: Parametros geométricos e mecanicos dos segmentos arteriais.

Terminal Rh ‘ iRg h C i Terminal th ‘ iR2 h C i
dyn sec ml cm? dyn sec ml cm?
cm? ml dyn cm? ml dyn

125,128 57464 | 229857 | T7.859E-07 30,38 55441 221765 | 8.1457E-07
126,127 29067 116268 | 1.5537E-06 29,39 141445 565780 3.1928E-07

121,122 19829 79317 | 2.2775E-06 27,41 55441 221765 | 8.1457E-07
105,106 11211 44846 | 4.0281E-06 58,70 39203 156812 1.152E-06
90,91 14366 57464 | 3.1436E-06 72,78 281707 | 1126827 | 1.6031E-07

83 29257 | 117030 | 1.5436E-06 80,86 414156 | 1656625 | 1.0904E-07
64 3192 12770 | 1.4146E-05 97,100 36978 147913 | 1.2213E-06
66 3130 12520 | 1.4428E-05 96,101 177828 | 711312 | 2.5396E-07
67 3192 12770 | 1.4146E-05 103,108 24889 99556 1.8145E-06
61 22296 89184 | 2.0255E-06 33,35 39034 156136 1.157E-06
62 8093 32372 | 5.5803E-06 48,51 55202 220810 | 8.1809E-07
63 6385 25539 | 7.0732E-06 47,52 45076 180306 | 1.0019E-06
9,15 24617 98468 | 1.8345E-06 46,53 81157 324627 | 5.5646E-07

7,13 100017 | 400067 | 4.5153E-07 43,56 19599 78396 2.3042E-06
19,23 100017 | 400067 | 4.5153E-07 45,54 27717 110869 | 1.6293E-06
18,24 23278 93111 | 1.9401E-06 74,76 55202 220810 | 8.1809E-07
16,26 100017 | 400067 | 4.5153E-07 73,77 81157 324627 | 5.5646E-07

Tabela 2.4: Caracterizacao dos terminais de Windkessel.
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obtidas com o modelo 1D puro.
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1.0 - 10° dyn/ch. Assim sendo, o segmento 3D possui exatamente as mesmas
propriedades que o segmento 1D que esta sendo substituido.
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Figura 2.16: Sistema arterial 3D—1D. Acoplamento na artéria aorta abdominal.

A discretizacao espacial tem aproximadamente 41300 nds e 285200 graus de liber-
dade, enquanto que a discretizacido temporal realizou-se com um passo de tempo At =
1.25 - 1073 sec, resultando em 640 passos de tempo.
A Figural2.17 mostra as curvas de pressao e fluxo nas fronteiras de acoplamento I', p
e I'yp. Observa-se que o modelo acoplado consegue reproduzir adequadamente as curvas
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(a) Fronteira proximal I'y p. (b) Fronteira distal I'qp.

Figura 2.17: Curvas de pressao e fluxo nas interfaces de acoplamento proximal e distal.

2.3.3.2 Simulacao do escoamento na artéria iliaca

Neste outro exemplo, um segmento 3D substitui uma parte da artéria iliaca no
sistema arterial da Figura [2.14, como se vé na Figura 2.18. Novamente, neste exemplo
tém-se duas fronteiras de acoplamento, o comprimento do segmento 3D é L3p = 1.74 cm,
oraio é R = 0.29 cm e a espessura é h = 0.055 cm. As propriedades mecéanicas da
parede sdo E = 4.0-10% dyn/cm? e k = 4.44 - 10* dyn sec/cm?. A pressdo de referéncia é
po = 1.0-10° dyn/ cm?. Assim sendo, consegue-se que o segmento 3D possua as mesmas
propriedades que o segmento 1D que estd sendo substituido.

A discretizacao espacial tem aproximadamente 27800 nds e 190800 graus de liber-
dade, enquanto que a discretizacao temporal realizou-se novamente com um passo de
tempo At = 1.25- 1072 sec, resultando em 640 passos de tempo.

A Figura 2.19 mostra as curvas de pressao e fluxo nas fronteiras de acoplamento
Iyp e I'yp. Observa-se que o modelo acoplado consegue reproduzir de forma aceitavel as
curvas obtidas com o modelo 1D puro.
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Figura 2.18: Sistema arterial 3D—1D. Acoplamento na artéria iliaca.
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Figura 2.19: Curvas de pressao e fluxo nas interfaces de acoplamento proximal e distal.

2.3.4 Sensibilidade do pulso cardiaco a presenca de uma estenose

O estudo da influéncia de uma estenose sobre o escoamento do sangue em uma dada
regiao do sistema cardiovascular é de relevante importancia a fim de quantificar, através de
fatores fluidodinamicos, o risco de desenvolver patologias, como por exemplo, a deposi¢cao
de placas de ateroma, causando a constrigao da artéria com o possivel conseqiiente colapso
da mesma [29, 47, 146]. Diversos trabalhos na area tém dirigido a atencao ao préprio
escoamento em condigoes normais que ocorre em um distrito do sistema arterial, como
a bifurcagao da artéria carétida [1, 14 [15, 25, 48| R7, 131, 138]. Nas referéncias citadas
enfatiza-se o fato deste local possuir caracteristicas geométricas que favorecem a deposicao
de placas de ateroma. Com efeito, o aumento do tamanho da artéria carétida interna logo
apods a bifurcagao constitui uma regiao de alta recirculacao do sangue, e em conseqiiéncia
de alto tempo de permanéncia das particulas.

Dado que o sistema arterial possui caracteristicas, em certos casos, predominante-
mente hiperbélicas, quando o escoamento encontra um evento tal como uma estenose a
informacao desta é propagada em ambas as direcoes. Isto faz com que nao seja possivel
utilizar condigoes de contorno obtidas (por exemplo, por medi¢ao) em condi¢bes normais
para o caso onde se introduziu uma estenose. Por esta causa, nao ha ainda trabalhos
desenvolvidos nesta area que tenham realizado simulagoes a fim de analisar e quantificar
as variagOes que ocorrem no sistema cardiovascular quando se assume a existéncia de uma
estenose no sino da bifurcacao carétida. Por isto, recorre-se a utilizagao de modelos acopla-
dos a fim de levar em conta a interagao dindmica entre dominios 1D e 3D, permitindo que
o que originalmente eram consideradas condicoes de contorno do modelo 3D agora sejam
condicoes de acoplamento com capacidade de adaptar-se convenientemente as condigoes
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presentes a ambos os lados das fronteiras de acoplamento. Em outras palavras, a técnica
para realizar a modelagem deve-se apoiar nas idéias apresentadas no Capitulo 1, junto
com as consideragoes adicionais introduzidas nas Secoes 2.1 e 2.2/ do presente capitulo.

Assim sendo, o objetivo desta secao é apresentar alguns resultados mostrando a
sensibilidade das curvas de pressao e fluxo quando uma estenose é introduzida no distrito
3D, ou mesmo quando a forma da estenose muda. Para isto utiliza-se a topologia do
sistema arterial da Secao 2.3.3/ com a parte do dominio correspondente a bifurcacao da
artéria cardtida considerada 3D como mostrado na Figura [2.20.

YYY

Bifurcagao na Artéria Carétida

Figura 2.20: Sistema arterial 3D-1D. Sensibilidade a presenga de uma estenose.

A geometria 3D utilizada esta baseada em um caso padrao, onde as dimensoes foram
obtidas como médias sobre um conjunto de pacientes [14, 15]. A descrigdo da geometria é
mostrada na Figura 2.21, com dimensoes dadas na Tabela [2.5.

0.5

CC1

25 ce2

Xc

Figura 2.21: Geometria padrao da bifurcagdao na artéria carétida.

Secao SS1 SS2 SS3 SS4 SS5 SS6 SS7
Diametro [cm] | 0.77182 | 0.8214 | 0.8214 | 0.76368 | 0.6364 0.5254 | 0.5254
Secao CC1 CC2 EC1 EC2 EC3 EC4
Diametro [cm] 0.74 0.74 0.51356 | 0.42032 | 0.42032 | 0.42032

Tabela 2.5: Dimensoes da geometria padrao da Figura 2.21l

Os casos a serem estudados sao dois, um deles é a sensibilidade ao aumento do
tamanho de uma estenose simulada de forma artificial por meio da reducao progressiva da
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secao do sino da carétida, e o outro € a sensibilidade a forma que a estenose tem, mantendo
a percentagem de reducao da area. As alteragoes das geometrias estdao definidas nas
Figuras 2.22(a) e 2.22(b), e com dimensoes dadas nas Tabelas 2.6/e 2.7. A percentagem da
estenose estd medida em fungao da percentagem de redugao da secao SS3 (ver Figura/2.21)).
A variagao das medidas S1 e S2 na Figura 2.22(a) permite estudar a sensibilidade a
gravidade da estenose. Por outro lado, pondo consistentemente as medidas atinge-se uma
situacao de igual severidade, porém com uma morfologia da estenose diferente. Assim,
tem-se uma forma de estenose circular como mostra a Figura 2.22(a), ou uma forma
ovalada segundo a 2.22(b), ambas com uma percentagem de estenose de 80%.

S
¢
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&2 N
)
>
3}
c2x |
CIX
(a) Estenose de forma circular. (b) Estenose de forma oval.

Figura 2.22: Simulacao de uma estenose na bifurcacdo da artéria carétida.

Descrigao Estenose de 80% | Estenose de 95%
S1 S2 S1 S2
Medida [em] | 2 2.20535 1.5 1.835

Tabela 2.6: Dimensoes da estenose circular de acordo com a Figura [2.22(a).

Descricao Estenose de 80%
C1X C1y C2X Cc2Y R1 R2
Medida [cm] | 1.711571 | 1.785855 | 3.35534 | 0.375378 | 1.00555 | 3.11198

Tabela 2.7: Dimensoes da estenose ovalada de acordo com a Figura [2.22(b).

A condigao de contorno considerada nestes casos é obtida de [147] e se mostra na
Figura 2.23. A ejegao cardiaca é tal que o fluxo médio é = 5 1t /min.

Na Figura [2.24/ mostram-se os resultados concernentes as curvas de pressao e fluxo
quando se simula o aumento da severidade da estenose de acordo com os dados da
Tabela 2.6, indo da situagdo normal, sem estenose (curva N), até os casos com obstrugao
de 80% e 95% (curvas S80 e S95 respectivamente).

Estes resultados correspondem as interfaces de acoplamento na carétida comum, na
carétida interna e na carétida externa. Observa-se que o fluxo e a pressao reduzem-se
notoriamente na cardtida interna apds a estenose. Entretanto, na cardtida comum vé-se
que a estenose também produz certas alteracoes das curvas. J& na carétida externa tal
perturbacao quase nao tem influéncia. Nota-se que somente no caso de uma severidade
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(c) Curvas de pressao e fluxo na artéria carétida externa.

Figura 2.24: Comparacao dos resultados para os diversos graus de estenose considerados.
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do 95% ¢ que as alteracoes adqiiirem relevancia. De fato, para evidenciar quao dificil é
identificar a presenca de uma estenose a partir de medigoes realizadas em outras partes do
corpo humano apresenta-se a Figura [2.25. Nesta figura mostra-se, junto com um detalhe,
as mudancas que ocorrem no pulso cardiaco avaliado na artéria braquial.
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(b) Curva de fluxo e detalhe.
Figura 2.25: Pulso cardiaco na artéria braquial para diversos graus de estenoses.

E fécil observar como a solucao do problema no distrito arterial correspondente a
esta artéria do braco é praticamente insensivel a presenca da estenose na artéria caroétida.
Em outras palavras, a estenose fica mascarada na prépria dindmica do sistema. Isto estd
de acordo com aquilo que é bem sabido na comunidade médica: este tipo de doencgas nao
se manifesta até nao atingir niveis extremos, ou até mesmo apds a obstrucao total da
artéria, evitando o suprimento de sangue ao cérebro.

Agora apresentam-se os resultados com relacao a alteracao da forma da estenose
introduzida. Comparando as Figuras 2.22(a) e 2.22(b) vé-se que a estenose mais ovalada
pode afetar mais as condigoes devido a que o comprimento da obstrugao é maior que no caso
circular. Isto condiz-se com os resultados mostrados na Figura [2.26, onde comparam-se
as curvas de pressao e fluxo nas trés fronteiras de acoplamento do dominio 3D.

Com efeito, a estenose oval (curvas denominadas S80-B) introduz uma maior queda
de pressao apds a mesma, assim como uma maior alteracdo da curva de fluxo na carétida
comum em comparagao com a estenose circular (curvas denominadas S80-A). Ainda assim,
as alteracoes nas formas das curvas nao sao significativas como a observada no caso anterior
de 95% de reducao da &rea.

Antes de passar ao proximo caso, vale a pena mencionar que nestas simulagoes nao se
incorporou o fenémeno de vasodilatagao, que é um processo adaptativo no qual o sistema
arterial reage & presenca da estenose para tentar compensar a queda de fluxo através da
cardtida interna mediante a dilatagao dos correspondentes leitos periféricos.

Nestes dois estudos realizados fica claro como o modelo acoplado 3D-1D trabalha
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(c¢) Curvas de pressao e fluxo na artéria carétida externa.

Figura 2.26: Comparacao dos resultados para os dois tipos de estenose simulados.

levando em conta as condigoes as quais o dominio 3D estd sujeito como, neste caso, a
presenca de uma obstrugao. Como mencionado, este tipo de modelagem nao poderia
ser efetuada suprindo modelos 3D com condigoes de contorno conhecidas, posto que, tais
condicgoes de contorno nao sao conhecidas depois que as condi¢cdes mudaram pela presenca
da estenose.

Por dltimo, embora a modelagem deste tipo de fendmeno seja realizavel, em todos os
casos € preciso levar em consideracao quao dificil resulta obter conclusées dos resultados.
A dificuldade jaz nas grandes diferencas existentes entre as curvas de pressao e fluxo de
diferentes individuos, de forma que as variacbes observadas nos casos estudados estao
dentro desta variabilidade (ver [166]). Mesmo assim, os resultados sao capazes de mostrar
a potencialidade desta classe de simulacoes a fim de representar situagoes de real interesse
na pratica médica.
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2.3.5 Sensibilidade do escoamento 3D a lei constitutiva do fluido

Sabe-se que o sangue é um fluido que pode ser considerado Newtoniano nos maiores
segmentos arteriais do sistema cardiovascular. Nas secOes anteriores o sangue foi consi-
derado Newtoniano, ou seja, linear com respeito a taxa de deformagao. No entanto, em
regioes onde a estrutura do escoamento é altamente complexa, ou bem onde a geometria
possui alta complexidade, o sangue considerado como um fluido Newtoniano pode levar a
divergéncias nos resultados.

O objetivo desta segao é analisar as diferencas no escoamento dentro da bifurcagao
carétida quando o fluido comporta-se como Newtoniano e como nao Newtoniano. Para
isto usa-se a topologia do sistema arterial introduzida na Secao 2.3.3/ onde a parte corres-
pondente a bifurcagao da artéria cardtida é considerada 3D, como mostra a Figura 2.27.
Utilizam-se duas geometria 3D: (i) a geometria padrao que ja foi empregada na Segao2.3.4,
e (ii) uma geometria real obtida por meio de técnicas de reconstrugao a partir de imagens
médicas [91].

—

—y

Bifurcagdo na Artéria Cardtida

Figura 2.27: Sistema arterial 3D-1D. Sensibilidade a lei constitutiva do sangue.

Um modelo mais apropriado para o sangue é o modelo de Casson [30]. Este compor-
tamento constitutivo é nao linear, e caracteriza os fenémenos viscosos mediante a seguinte
expressao que relaciona a viscosidade com a taxa de deformagao

p(I™) = <\/lT + \/gf : (2.3.5)

Iy — \/ %(Vu)s (V) (2.3.6)

¢ um dos invariantes do tensor (Vu)® que é a parte simétrica do tensor taxa de deformacao,
to é a viscosidade assintética quando I)’® — 0o, e T, é a tensdo limite quando Iy* — 0.
Logo, com este tipo de modelo espera-se observar modificacGes no escoamento quando a
taxa de deformacao tende a zero. Isto ocorre, no caso da bifurcacao cardtida, na regiao
do sino na carétida interna. Portanto, as maiores alteracdes no escoamento devem ocorrer
neste local, modificando assim a recirculacdao que se obtém com um modelo Newtoniano.

Nesta secdo utilizaram-se valores p, = 0.04 poise e 7, = 0.038 dyn/cm?. Para a
implementacao computacional, o modelo de Casson foi regularizado para evitar os proble-
mas que podem ocorrer quando IQV " — 0. Desta maneira, na Figura [2.28 comparam-se os
campos de velocidade obtidos com cada um dos modelos em diversos instantes de tempo
no caso da cardtida padrao, enquanto que na Figura 2.29] tal comparagao é feita para a
geometria real.

Por outro lado, nas Figuras 2.30 e 2.31] apresenta-se o médulo da velocidade para

onde
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Comportamento Newtoniano

(a) t =0.2 sec. (b) t = 0.3 sec. (c) t =0.5 sec.

Comportamento nao Newtoniano

(d) t =0.2 sec. (e) t =0.3 sec. (f) t = 0.5 sec.

Figura 2.28: Campo de velocidade. Geometria padrao.

diversos instantes de tempo.

A estrutura do fluxo resulta alterada de forma aprecidvel quando o sangue é con-
siderado nao Newtoniano. Neste caso, o escoamento nao é tao complexo quanto no caso
Newtoniano. A escala de cores foi mantida em ambos os casos para evidenciar as diferencas
existentes. Por outro lado, as estruturas dos vortices resultante no sino da carétida in-
terna sao diferentes. Sobretudo apés a sistole, quando o escoamento comeca a fase de
recirculagdo no inicio e ao longo da diastole. Estas diferengas ficam mais evidenciadas no
caso da geometria real devido a maior complexidade do escoamento.

Para quantificar estas diferencas utiliza-se o indice OSI que mede a oscilacao das
tensoes de corte sobre a parede arterial [88]. Este indice define-se como sendo

T
/ Twdt
o 1

T )
| 7| dt

OSI = % 1- (2.3.7)

0

onde T é o periodo cardiaco e 7, é a tensao sobre a parede arterial. Este indicador
correlaciona o comportamento do escoamento, através da oscilacdo das tensoes sobre a
parede arterial, com a tendéncia a deposicao de placas de ateroma e, em conseqiiéncia,
com o desenvolvimento de estenoses [1, 29, 47, 88]. Nas Figuras 2.32| e 2.33 compara-se
este indicador para as duas leis constitutivas, e também para as duas geometrias utilizadas
nas simulagoes.

Note que as diferencas sao importantes. Considerar o sangue como nao Newtoniano
traz conseqiiéncias interessantes do ponto de vista das conclusdes que se podem extrair
através do indicador OSI. Em particular, o modelo ndao Newtoniano resulta em menores
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Comportamento Newtoniano

(a) t =0.2 sec. (b) t = 0.3 sec. (c) t = 0.5 sec.

Comportamento nao Newtoniano

(d) t = 0.2 sec. (e) t =0.3 sec. (f) t = 0.5 sec.

Figura 2.29: Campo de velocidade. Geometria real.

regides com valores de OSI elevados, o que permite concluir que o modelo Newtoniano
fornece uma cota superior com relacao a tendéncia que as regioes tém ao espessamento da
parede arterial.

Por outro lado, as nao linearidades do comportamento do fluido resultam influentes
na simulacao do escoamento sangiiineo na bifurcagdo cardtida, e é por isto que o desen-
volvimento e a implementacao de modelos melhorados do comportamento do sangue deve
ser levado em conta na hora de modelar esta classe de problemas, o que condiz com as
necessidades evidenciadas pelos dados experimentais [49].

Com relagao ao custo computacional observou-se que considerar um comportamento
nao linear do sangue nao elevou a quantidade de iteragoes além das préprias que o sistema
deve realizar para a convergéncia do problema de Navier—Stokes. Logo, este nao é um
fator determinante para escolher entre estes modelos constitutivos.

2.3.6 Sensibilidade do escoamento 3D a curva de ejecao cardiaca

A grande variabilidade existente nas curvas de pressdo e fluxo entre diversos sujeitos
supoe também diversas condic¢oes locais do escoamento. Segundo dito, a estrutura local do
fluxo sangiiineo esta associada ao desenvolvimento e avanco de determinadas doencas car-
diovasculares. Por esta causa, é interessante estudar a forma como o escoamento depende
da condicao de ejecao cardiaca. Isto fica justificado, ainda, pelo ganho no entendimento
sobre como os fendmenos que se sucedem na escala da arvore arterial afetam as condicoes
locais do escoamento. Cabe ressaltar que o fator geométrico, isto é a forma do segmento
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Comportamento Newtoniano

(e) t =0.3 sec. (f) t = 0.5 sec.

Figura 2.30: Mddulo da velocidade. Geometria padrao.

arterial em questao, é de relevante importancia. Aparentemente é o principal fator que
influencia a forma local do escoamento. O interesse jaz entao em saber se as condigoes que
governam os fendmenos na escala do sistema arterial sao também igualmente influentes
na escala local.

Em particular, esta parte do trabalho esta baseada no estudo das diferengas no escoa-
mento na bifurcacdo da artéria carétida ao alterar, como dito, a curva de ejecao cardiaca.
Para isto utiliza-se um modelo acoplado 3D-1D do sistema arterial com a topologia do
sistema 1D mostrada na Secao 2.3.3 e a geometria 3D obtida de um paciente especifico
que ja fora apresentada na Secao 2.3.5, segundo mostra o esquema da Figura 2.34

A ejecao cardiaca é simulada por meio do terminal Windkessel como explicado na
Secao 2.1.4, de forma que o sistema arterial seja alimentado com uma curva de fluxo
desejada. As diversas curvas de fluxo consideradas s@o mostradas na Figura [2.35, onde
apresentam-se também as referéncias bibliograficas correspondentes. A escala de valores
vertical das curvas foi adaptada a fim de obter, em todos os casos, um fluxo médio de
@ = 5 1t/min, fazendo com que os resultados sejam compardveis. O comportamento
constitutivo do sangue é considerado nao linear segundo o modelo de Casson visto na
Secao [2.3.5, e com os valores que caracterizam essa resposta iguais aos indicados nessa
secao.

Na Figura [2.36/ mostram-se as curvas de pressao e fluxo ao longo do tempo sobre a
interface de acoplamento correspondente a carétida comum. Nas curvas sobre as outras
fronteiras de acoplamento observa-se a mesma classe de diferencgas e, portanto, nao sao
apresentadas. Vé-se que as dissimilitudes nestas curvas sao notaveis. Os pontos de maximo
e minimo de fluxo variam em cada caso, tanto em valor quanto no instante no qual ocorrem.
As curvas de pressao também sdo alteradas consideravelmente. Entretanto, note que as
caracteristicas essenciais das curvas mantém-se. Isto é, a existéncia do vale apds a sistole
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Figura 2.31: Moddulo da velocidade. Geometria real.
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Figura 2.32: Indicador OSI. Geometria padrao.
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Figura 2.33: Indicador OSI. Geometria real.
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Figura 2.34: Sistema acoplado 3D-1D. Sensibilidade a curva de ejegao cardiaca.

e o maximo relativo alcancado antes da diastole, dentre outras caracteristicas.

As variagoes observadas ocorrem devido a que a forma em que se combinam as
reflexbes no sistema arterial muda completamente como resultado da modificacao das
caracteristicas da eje¢do cardiaca. Sobretudo com relacao aos tempos nos quais ocorrem
os extremos relativos, ja que isto é causado, em parte, pelas diferencas nas taxas de
crescimento e decrescimento das curvas de ejecao cardiaca.

Na Figura [2.37 apresenta-se o moédulo da velocidade para diversos instantes de
tempo, os quais sao fixados para cada uma das cinco curvas de ejecao cardiaca mostradas
na Figura2.35l As caracteristicas essenciais do escoamento ndo mudam, o que pode ser jus-
tificado dizendo que as caracteristicas fundamentais das curvas de pressao e fluxo nas inter-
faces de acoplamento permanecem invariantes. As diferencgas, que ocorrem principalmente
apds a sistole, vao reduzindo-se a medida que a fase da didstole avanca. Estas aparecem
fundamentalmente depois da bifurcacao, nas raizes dos segmentos arteriais das cardtidas
externa e interna. Nessas regides o escoamento é alterado com relacao ao tamanho das
regioes de recirculagao e aos maximos e minimos valores de velocidade alcangados.

Para extrair mais informacoes das simulagoes, na Figura2.38 comparam-se as formas
do perfil de velocidade e as linhas de corrente em trés instantes de tempo caracteristicos,
0s quais nao necessariamente coincidem para as diferentes curvas. O tempo denominado
t1 representa o primeiro vale que ocorre logo apds a sistole, o tempo to é 0 maximo que
sucede apds o tempo t1 e t3 é o ultimo vale pronunciado antes da fase final da didstole.
Em cada caso estes tempos sao indicados na Tabela 2.8

Como dito anteriormente, os perfis de velocidade também nao sofrem significativas
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Figura 2.35: Curvas de ejecao cardiaca utilizadas.

alteragoes na sua estrutura. As diferencas principais sdo observadas nos valores maximos
de velocidade alcancados, assim como na forma do perfil na regidao interior do sino da
carétida, onde as velocidades sdo menores (ver a regiao central do corte do meio no sino
da bifurcac@o). Por outro lado, as configuragoes das linhas de corrente sdo mais afetadas
em fungdo da ejecao cardiaca. Em geral observa-se uma maior complexidade na estrutura
do escoamento nos instantes de tempo t; e t3 em todos os casos.

Para todos os casos computou-se o indicador OSI dado pela expressao (2.3.7) ten-
tando quantificar as diferencas existentes. Na Figura 2.39 compara-se este valor para cada
ejecao cardiaca.

Note que, devido a que as caracteristicas primordiais da estrutura do escoamento
nao mudam de forma consideravel, a forma que adota o indicador OSI é, além de peque-
nas diferencas, a mesma. Nota-se que o caso da ejecao cardiaca da Figura 2.35(e) (ver
Figura 2.39(e)) produz uma regiao maior de valores elevados de OSI, enquanto que a ejegao
da Figura 2.35(d)| (ver Figura 2.39(d)) é a que produz menor regidao de OSI elevado. Isto
condiz com os resultados dados pelas Figuras 2.38(1) e 2.38(0), que mostram que as linhas
de corrente possuem uma configuracao menos complexa no primeiro caso e mais complexa
no segundo, em ambos casos no tempo t3. Se bem isto nao é conclusivo, pode dar uma
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Figura 2.36: Curvas de fluxo (em preto) e pressdo (em vermelho) na cardtida comum.

idéia para justificar a estrutura do OSI nessas situagoes.

Conclui-se, entao, que as diferencas entre as curvas de ejecao cardiaca se refletem
fundamentalmente nas curvas de pressao e fluxo na escala global do problema e, de forma
menos significativa, em certas propriedades da estrutura local do escoamento. Como
conseqiiéncia, tem-se que o indicador OSI, que d4 informagao levando em conta um bati-
mento cardiaco completo, ndo traz & tona estas diferencas. Assim, infere-se que a maior
influéncia nos aspectos locais do escoamento esta principalmente governada pelas condicoes
geométricas do distrito em questao, posto que determina as regioes de gradiente de pressao
inverso com a conseqiiente recirculagdo do sangue, o que, em geral, é causa de elevados
valores do indicador OSI. Esta conclusao é valida para as condigoes aqui simuladas, como
serem invariancia do fluxo médio da ejecao e do periodo da mesma. Os resultados poderiam
ser diferentes se estas condi¢oes mudassem. Eventualmente, poder-se-ia pensar em simular
a aceleragao do ritmo cardiaco e analisar a sua influéncia nos fenomenos de carater local
dentro de um distrito arterial 3D.
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Figura 2.37: Moddulo da velocidade para diversos instantes de tempo.
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(m) Ejecao|2.35(e)|parat;. (n) Ejegao 2.35(e)| para to. (o) Ejecao 2.35(e)| para ts.

Figura 2.38: Perfis de velocidade e linhas de corrente para as diferentes ejecoes cardiacas.
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Ejegiao cardiaca | Tempo t1 [sec] | Tempo to [sec] | Tempo ts [sec]
Curva 2.35(a) 0.19 0.255 0.315
Curva 2.35(b) 0.165 0.23 0.37
Curva 2.35(c) 0.165 0.225 0.28
Curva 2.35(d) 0.205 0.225 0.365
Curva 2.35(e) 0.185 0.25 0.365

Tabela 2.8: Tempos escolhidos para a comparagao dos perfis de velocidade na Figura 2.38.

(a) Ejegao da Figura [2.35(a). (b) Ejecao da Figura 2.35(b). (c¢) Ejecao da Figura 2.35(c).

(d) Ejecao da Figura 2.35(d). (e) Ejecao da Figura 2.35(e).

Figura 2.39: Indicador OSI para as diferentes ejecoes cardiacas.

2.3.7 Influéncia do comprimento da regiao 3D no problema acoplado

Como foi visto até aqui, ao utilizar um modelo acoplado 3D—1D do sistema arterial
uma parte da arvore original 1D é substituida por uma regiao 3D. Um passo seguinte no
estudo destes modelos é analisar a influéncia do comprimento que a regidao 3D tem nos
resultados do sistema acoplado, tanto nas quantidades definidas sobre o sub-dominio 1D
como as definidas sobre o 3D. Isto permite, em geral, estender ainda mais o entendimento
sobre o funcionamento do modelo acoplado e, em particular, prever as conseqiiéncias da
escolha de um aspecto que é relevante na modelagem como é o comprimento do domino
3D, sobretudo quando o interesse estd na simulacao do escoamento no préprio dominio 3D.
Nesta parte do trabalho utiliza-se, mais uma vez, o sistema arterial apresentado anterior-
mente na Secao 2.3.3, e substitui-se nele uma porgao 3D da artéria femoral de comprimento
variavel.

A ejecao cardiaca utilizada foi a apresentada na Figura2.15/e o sangue foi modelado
como sendo um fluido Newtoniano. Essencialmente, o estudo baseia-se em introduzir uma
determinada regidao 3D, neste caso um segmento da artéria femoral, e depois introduzir
a mesma regiao porém com a metade do comprimento. Para isto consideram-se as dis-
posicoes mostradas na Figura 2.40. Primeiramente insere-se o dominio 3D completo, de
comprimento L5, = 12 cm, que possui interfaces de acoplamento proximal e distal deno-
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Figura 2.40: Sistema acoplado 3D-1D. Influéncia do comprimento da regiao 3D.

minadas I';% e ', respectivamente. A seguir, insere-se a metade superior do dominio 3D
resultando em um comprimento reduzido de L3, = 6 cm, com interfaces de acoplamento
proximal e distal denominadas I'y;p e I'y;,. Por tltimo, emprega-se a metade inferior
do dominio 3D, também de comprimento Lg p = 6 cm, cujas interfaces de acoplamento
proximal e distal denominam-se Fa’jg e FaiD. Daqui em diante os indices ¢, s e i referem-se
aos dominios completo, & metade superior e a metade inferior respectivamente.

Este resultado tem dois objetivos. Por um lado, busca-se comparar as curvas de
pressao e fluxo nos pontos correspondentes as fronteiras de acoplamento de todas as regioes.
Por outro lado, pretende-se estudar a forma do escoamento em determinados lugares dentro
do segmento arterial 3D para analisar se o comprimento da regiao 3D é determinante no
desenvolvimento dos perfis de velocidade, tanto na metade superior como na inferior. Com
respeito a isto, observe que existe uma certa curvatura na metade superior. Este 1iltimo
fato é crucial no momento de examinar a estrutura do escoamento na entrada e na saida da
regiao correspondente a metade inferior. As geometrias 3D foram discretizadas utilizando
aproximadamente 225000 nés (ou seja 1575000 incégnitas) para o segmento completo e
110000 nés (portanto 770000 incégnitas) nos casos das duas metades. A discretizacao
temporal foi levada a cabo com 640 passos de tempo em um ciclo cardiaco de T' = 0.8 sec,
o que d4 um passo de tempo At = 1.25-1073 sec. Os demais pardmetros (massa especifica,
viscosidade, parametros do sistema arterial, etc.) sao idénticos aos mencionados nas segoes
anteriores.

De acordo com os trés casos mencionados, as fronteiras de acoplamento sao tais que:
(1) To$ = Tob, (ii) Tah = Tuby e (iil) Ty = I'yp. Dado que no segmento maior a fronteira
indicada como I', 7, € interna calcularam-se os valores médios de pressao e fluxo a partir da
solucao do modelo 3D. As demais curvas foram obtidas a partir das solugoes dos nés 1D
correspondentes a cada uma das interfaces de acoplamento. Na Figura 2.41 mostram-se
as curvas de fluxo e pressao para os trés casos sob andlise na fronteira I',%, enquanto que
nas Figuras 2.42 e 2.43 os mesmos resultados sao apresentados para as interfaces I'y}, e
I',$ respectivamente. Em todas as comparacoes inclui-se também o resultado dado pelo
modelo puramente 1D.

Alguns fatos interessantes devem ser salientados. Antes de tudo, note que, efeti-
vamente, a deformagdo do dominio 3D da lugar ao fenémeno de propagacao das ondas
de pressao e fluxo, o que ocorre pelo consideravel tamanho do segmento. Desde ja, este
comportamento nao poderia ser levado em conta se fossem utilizados modelos rigidos, o
que faria com que se incorresse em uma aprecidvel perda da capacidade de representacao da
situagao fisica real. Em primeiro lugar, veja que a alteracao do comprimento da regiao con-
siderada 3D néao afeta grandemente as quantidades definidas no modelo 1D, isto é a pressao
e o fluxo. Analisando mais detalhadamente os resultados vé-se que, ao utilizar um maior
comprimento do dominio 3D, ocorre um leve fendomeno de diminuicdo da capacitancia do
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Figura 2.43: Curvas de pressao e fluxo em I',$, =T, 5.
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segmento arterial, ou seja uma reducao da capacidade de armazenar sangue, ao longo de um
ciclo cardiaco em comparacdo com o correspondente segmento 1D. Isto vé-se refletido na
diminuicao dos maximos y minimos relativos de fluxo atingidos ao longo do ciclo cardiaco.
Tal diminuicao é de 4.7% no caso do segmento completo com respeito ao caso puramente
1D, e de 3.4% e 1.8% nos casos das metades superior e inferior, respectivamente com
relacdo ao mesmo modelo 1D. Apesar disto, o fluxo médio que passa através da artéria
femoral mantém-se, como esperado. Este fendomeno de amortecimento das ondas nao afeta
a esséncia da estrutura do escoamento tridimensional, o que pode ser inferido do estudo
da sensibilidade do escoamento & curva da ejecdo cardiaca da Secao 2.3.6 (lembre que
na mencionada se¢do viu-se que os maximos e minimos relativos variavam amplamente e,
mesmo assim, as caracteristicas essenciais do escoamento permaneciam inalteradas). Logo,
esta pequena variacao da capacidade de deformacao do dominio 3D pode ser considerada
dentro da ordem de aproximacao do préprio modelo. Além do mais, um maior impacto
desta mesma natureza deveria ser esperado ao utilizar modelos estruturais mais rigidos
do que o aqui usado (modelos de cascas ou inclusive sélidos 3D) devido & ainda menor
capacidade de deformacao. Portanto, pode-se dizer que se estd na situacao mais favoravel
a fim de reproduzir os resultados do modelo considerado exclusivamente como 1D. Por
ultimo, pode-se ver que praticamente nao ocorre atraso, nem adiantamento, do pulso
cardiaco enquanto este viaja ao longo do modelo 3D. Ou seja, o modelo 3D, mesmo com
um comprimento considerdavel, como no caso do segmento completo, consegue reproduzir
a velocidade de propagacao vista no modelo 1D. Isto resulta uma evidéncia concreta sobre
o bom desempenho do modelo 3D-1D acoplado.

Deixando de lado as quantidades definidas sobre o modelo 1D, agora serao com-
parados os perfis de velocidade entre os segmentos 3D, a fim de observar a dependéncia
da estrutura do escoamento com o comprimento do segmento arterial. Para facilitar a
comparacdo, denota-se ¢, Q° e Q' aos segmentos completo, superior e inferior respecti-
vamente. A Figura 2.44 compara, para varios instantes de tempo ali indicados, o perfil de
velocidade em planos transversais a direcao do escoamento para os trés casos sob andlise.
Nas partes superior e inferior da mencionada figura apresentam-se as curvas de pressao
e fluxo que identificam o estado das quantidades globais sobre as fronteiras I';% e I'y,
respectivamente. Em particular estas curvas correspondem ao modelo sobre o dominio
Q¢. Mais fatos interessantes emergem dos resultados. Ao comparar a estrutura do escoa-
mento na metade superior de Q¢ com a obtida sobre Q° vé-se claramente que esta nao
muda perceptivelmente, o que pode ser apreciado com mais detalhe nas Figuras 2.45(a)
e 2.45(b) para t = 0.190 sec (no ponto méximo da sistole) e ¢t = 0.275 sec (logo apds a
sistole) respectivamente. Assim, a complexa estrutura que adqiiire o campo de velocidade
na regiao correspondente a metade superior de §2¢, devido as particularidades da geome-
tria do préprio segmento, é reproduzida sem dificuldades no dominio €°. Além disso, a
proximidade do contorno I';7, nao influencia na solugao aproximada em 2°.

Contrariamente, o comentado no paragrafo anterior nao ocorre na metade inferior.
Observa-se, tanto na seqiiéncia da Figura 2.44 como nas 2.45(a)-2.45(b), que a solugao
obtida na metade inferior de Q¢ é totalmente diferente da obtida em Q¢. Com efeito, o
dominio Q' ndo possui nenhuma informacao sobre a configuracio espacial dos segmentos
arteriais que a precedem. Logo, obtém-se o que seria praticamente a solucao do escoamento
para um tubo circular em regime transiente, derivando em uma solugao do tipo escoamento
de Womersley. O que é importante distingiiir é o desenvolvimento do perfil de velocidade
na metade inferior de €2, ao ponto de chegar na saida I';; com um perfil muito mais
préximo ao obtido considerando somente o dominio €2’. Isto outorga fortes evidéncias
numéricas a respeito do comprimento de segmento 3D necessario para que a estrutura
do escoamento seja pouco sensivel as particularidades geométricas dos segmentos arteriais
precedentes. Poder-se-ia dizer que, para o regime aqui estudado e para as caracteristicas
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(a) t =0.125 sec.  (b) t=0.190 sec.  (c) t =0.275sec. ~ (d) t =0.380 sec. ~ (e) ¢t = 0.550 sec.
Figura 2.44: Perfis de velocidade, e quantidades globais, para as trés geometrias estudadas.

geométricas consideradas, um comprimento de 6 cm é o minimo adequado para que nao
haja notéria influéncia devido ao desconhecimento da estrutura real do escoamento prove-
niente da diregao proximal. Por exemplo, se se desejasse estudar a evolugao do campo
de velocidade na regido correspondente a 2 teria sido imperativo empregar o segmento
completo a fim de nao desconsiderar a disposicao espacial da artéria, o que traz, como
visto, marcantes conseqiiéncias a nivel da estrutura local do escoamento. Por outro lado,
a diferencga indicada acima sobre a forma como se desenvolvem os fenémenos locais nao
influencia as quantidades definidas sobre a escala global (pressao e fluxo do modelo 1D)
como se viu antes. Logo, conclui-se também que as influéncias desta natureza da escala
local sobre a escala global sdo insignificantes.

Nas Figuras [2.46] e 2.47 mostram-se outros detalhes sobre as semelhancas e as
diferencas entre a configuragdo do campo de velocidade para os casos estudados. O
correspondente instante de tempo é identificado em cada figura. Vé-se que nas secoes
indicadas como SS-A e SS-B o campo de velocidade em ¢ é muito similar ao calculado
em )° em ambos os instantes de tempo. Inclusive nas proximidades da saida de 2° ha
grande consonancia entre estes. Em contrapartida, as maiores diferencas entre a solugao
sobre a metade inferior de Q¢ e a calculada sobre €’ ocorrem & altura da entrada deste
ultimo, na secao SS—-C. Por outro lado, na secao SS-D os perfis de velocidade sao mais
similares devido ao mencionado desenvolvimento do perfil de velocidade ao longo de ¢
causado pelos fenéomenos viscosos, o que faz com que se perca a estrutura que trazia da
metade superior.

Resumindo, o comprimento da regiao 3D tem mostrado, para o regime do escoamento



2.3. RESULTADOS NUMERICOS 145

Velocidade (cm/sec)
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(a) t = 0.190 sec. (b) ¢ = 0.275 sec.

Figura 2.45: Detalhe dos perfis de velocidade para as trés geometrias estudadas.
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Figura 2.47: Campo de velocidade em diversos planos transversais para t = 0.275 sec.

aqui estudado, pouca ou quase nenhuma influéncia no desempenho do sistema acoplado
3D—-1D quando analisadas as quantidades definidas sobre o modelo 1D. Por sua parte, ao
ver a solucao obtida sobre 2, viu-se que a distancia a fronteira de acoplamento de saida
nao é de relevante importancia, o importante é que o segmento 3D esteja construido de
forma que seja possivel considerar certa independéncia com respeito ao que ocorre nos
segmentos arteriais que o antecedem. Ao mesmo tempo, tal segmento 3D deve representar
as principais caracteristicas geométricas, a fim de que as condig¢oes locais do escoamento
possam ser bem reproduzidas. Isto estd relacionado com o que ocorre com a metade
inferior. Aqui viu-se que o fato de nao ter considerado a curvatura vista em €2°, embora
pequena, levou a importantes diferencas entre a solucio obtida em € e a correspondente
a Q¢ Apesar disto, observou-se que tais diferengas nao afetam as quantidades globais, o
que estabelece que este tipo de acoplamento entre fenémenos locais e globais é fraco.

2.3.8 Sensibilidade do pulso cardiaco a presenga de um aneurisma

O objetivo desta secao é mostrar, mais uma vez, quais sao as potencialidades do
uso de modelos acoplados 3D-1D a fim de acomodar simulagbes de complexa natureza.
Para tanto, procura-se analisar o modelo do sistema arterial da Segao [2.3.3 acoplado com
um segmento da artéria cardtida externa e estudar a influéncia que tem a presenca de
um aneurisma nas curvas de fluxo e pressao. Desta maneira, a filosofia deste exemplo é
idéntica a do exemplo da Secao 2.3.4 quando se analisava a sensibilidade do escoamento a
presenca de uma estenose. A Figura 2.48 esquematiza a situacdo aqui tratada.

A origem da geometria tridimensional é um conjunto de imagens médicas de res-

sonancia magnética. Diversas técnicas de reconstrucao e segmentacao de imagens foram
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Figura 2.48: Sistema arterial 3D-1D. Sensibilidade & presenca de um aneurisma.

utilizadas para chegar na versao final do segmento arterial mostrado na Figura 2.48. A
geometria obtida é a da direita na figura, enquanto que a geometria da esquerda é uma
versao que foi modificada a partir da original agregando uma perturbacdo geométrica que
tem por objetivo simular um aneurisma.

Por sua vez, as propriedades mecanicas dos modelos 3D foram atribuidas em fungao
das caracteristicas do modelo 1D. O sangue foi considerado Newtoniano. Como ejecao
cardiaca foi usada a curva da Figura 2.23. Foram simulados dois batimentos cardiacos de
periodo T = 0.8 sec. Todos os resultados aqui mostrados correspondem ao segundo ciclo
cardiaco.

Na Figura 2.49] apresentam-se as curvas de fluxo e pressao sobre as interfaces de
acoplamento proximal e distal. Na mencionada figura indicam-se as solu¢ées do modelo
acoplado quando a regiao 3D possui o aneurisma (curva denotada por com, em preto) e
quando a regiao 3D é a original (curva denotada por sem, em vermelho).
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(a) Interface de acoplamento proximal. (b) Interface de acoplamento distal.
Figura 2.49: Fluxo e pressao nas interfaces de acoplamento.

Com respeito as curvas de pressao, a presenca do aneurisma influencia, embora quase
imperceptivelmente, em maior medida a solucao na localizacdo distal. Em particular,
observa-se que a queda de pressao é maior no caso com o aneurisma, o que se correlaciona
com a maior irregularidade do escoamento nesta situacao e a maior distancia percorrida
pelas particulas. Contrariamente, o aneurisma possui uma maior influéncia na curva de
fluxo sobre a fronteira de acoplamento proximal. Apesar das diferencas aqui comentadas,
vé-se que a singularidade geométrica simulada nao representa um fator influente nas quan-
tidades definidas na escala do modelo 1D, mesmo levando em conta que a estrutura do
escoamento 3D muda radicalmente devido & mudanca na geometria de anélise.

As Figuras2.50/e 2.51] apresentam as solucoes obtidas dentro do dominio da carétida
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externa com e sem o aneurisma respectivamente. Em particular, mostram-se os perfis de
velocidade em diversas segOes transversais para os instantes de tempo ali indicados. Por
sua parte, as Figuras 2.52/ e 2.53 fornecem os detalhes do campo de velocidade dentro
da regiao do aneurisma para os tempos t = 0.15 sec e t = 0.5 sec. As caracteristicas da
estrutura do escoamento sao postas em evidéncia combinando cortes transversais, linhas
de corrente e as iso-superficies do médulo de velocidade, para valores de 10 cm/sec e
6 cm/sec, nos instantes ¢t = 0.15 sec e t = 0.5 sec respectivamente.

Médulo da velocidade (cm/sec)
0.00 10.0 20.0 300 400

a 4 a a
A A A a
a A a a

e

r aom ' l
V
) t = 0.065 sec. ) t = 0.15 sec. ) t = 0.3 sec. ) t =0.5 sec.

Figura 2.50: Perfis de velocidade para diversos instantes de tempo. Geometria com aneurisma.
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(a) t = 0.065 sec. (b) t = 0.15 sec. (c) t =0.3 sec. (d) t = 0.5 sec.

Figura 2.51: Perfis de velocidade para diversos instantes de tempo. Geometria sem aneurisma.

A seqiiéncia da Figura 2.54] mostra a evolugao, ao longo do periodo cardiaco, da
iso-superficie correspondente ao campo escalar que representa o médulo de velocidade
para o valor 10 cm/sec.

Das solugoes dos dois casos computaram-se os indices OSI e WSS. Por um lado, a
Figura 2.55(a) mostra que o indice OSI ¢ relativamente baixo na artéria sem aneurisma,
enquanto que no caso com a perturbacao atinge os valores maiores dentro da regiao do
aneurisma dada a forte recirculacdo que ali se produz. A escala de cores nessa figura foi
reduzida para mostrar melhor a estrutura do campo escalar do OSI. Por outro lado, a
Figura 2.55(b) compara os valores do WSS. Vé-se que na entrada e na saida da regiao do
aneurisma o valor do WSS aumenta com respeito ao caso original.

Como comentario geral, observa-se que, apesar da notavel diferenca que ha na estru-
tura interna do escoamento tridimensional, a solugao no nivel da escala global do sistema
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Médulo de velocidade (cm/sec) < Méduio de velocidade (cm/sec)
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(a) Perfis de velocidade. (b) Linhas de corrente. (c) Iso-superficie de 10 cm/sec.

Figura 2.52: Estrutura do campo de velocidade para t = 0.15 sec.
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Figura 2.53: Estrutura do campo de velocidade para t = 0.5 sec.

(b) t =0.125 sec. (c) t =0.15 sec. (d) t =0.175 sec.

(e) t =0.2 sec. (f) t = 0.275 sec. (g) t =0.325 sec. (h) ¢t = 0.45 sec.

Figura 2.54: Evolugao da iso-superficie do médulo de velocidade de valor 10 cm/sec.
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Figura 2.55: Indicadores OSI e WSS para os casos com e sem aneurisma.

é pouco sensivel ao aneurisma, o que dd mais evidéncias de que o acoplamento entre
fenémenos globais e locais é fraco neste tipo de situagoes.

2.3.9 Esquema segregado contra esquema monolitico

Nesta secao utiliza-se o modelo acoplado apresentado na Secao 2.3.3.1, segundo o
esquema da Figura 2.16. O objetivo é comparar os resultados, isto é curvas de fluxo e
pressao, quando utilizado o esquema monolitico da Secao 2.2.4 e quando usado o esquema
segregado da Secao 2.2.5. Mais um caso é considerado a partir do esquema segregado: é
aquele no qual nao se realizam iteragoes entre os sub-problemas 3D e 1D, ou seja que é
linear entre estes sub-problemas. Em particular, para o esquema segregado incorpora-se a
possibilidade de sub-relaxagao para as iteragoes entre os sub-problemas 3D e 1D por meio
de um parametro real w. Para fazer os resultados comparaveis procedeu-se como segue: a
configuracao do resolvedor do sistema de equagoes lineares foi fixada para todos os casos; o
passo de tempo no inicio da simulacao foi 0 mesmo para todos os casos; quando o resolvedor
do sistema linear nao convergia, diminuia-se o passo de tempo a metade. Na Figura 2.56
comparam-se as curvas de fluxo e pressao para diversas situagoes sobre a interface de
acoplamento proximal I'yp. Devido a que os resultados mantiveram-se invariantes com
respeito ao parametro w, os resultados incluem o esquema monolitico mon, o segregado
seg com w = 0.8 e o linearizado lin.

Note que os resultados sao praticamente idénticos, ao menos para os regimes encon-
trados na aorta abdominal e para os passos de tempo utilizados. Pode-se concluir que a
melhor opcao com respeito ao custo computacional é o caso linearizado. Na Tabela [2.9
apresentam-se, em funcao do parametro de sub-relaxacao, o nimero maximo de iteracgoes
até alcancar a convergéncia do esquema segregado durante a simulacao e o passo de tempo
minimo alcancado na simulagao, de acordo com o dito acima. E importante remarcar a
situagdo com w = 1, a qual requer consideravel esforco computacional devido a con-
vergéncia extremamente lenta. Este aspecto é contornado da forma mais conveniente
usando w = 0.8. Em contrapartida, no caso extremo de w = 0.2 ji pressupunha de
antemao um esquema com convergéncia lenta.

2.4 O sistema HeMoLab

Durante a realizacao desta tese tive participacdao no grupo de desenvolvimento do
sistema HeMoLab. O nome do sistema decorre do inglés Hemodynamic Modelling Labo-
ratory. Como indicado no nome, o sistema HeMoLab é concebido para suprir solugoes na
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Figura 2.56: Resultados na artéria aorta abdominal com diferentes esquemas de acoplamento.

Valor de w | Iteragoes entre sub-problemas | Minimo passo de tempo usado [sec]
1.0 13 3.125-107"
0.8 5 6.25- 10"
0.6 9 6.25-107"
0.4 12 6.25-10"
0.2 25 3.125-107"

Tabela 2.9: Propriedades de convergéncia do esquema segregado.

area da modelagem e simulacao computacional do sistema cardiovascular humano. Em
particular, estd orientado a construgao e desenvolvimento de modelos personalizados do
sistema cardiovascular para pacientes especificos, visando a inclusao da modelagem global
do sistema arterial assim como de regioes de anélise detalhadas. Isto consegue-se somente
ajustando ad hoc os principais parametros que governam o comportamento do sistema
arterial e dos distritos arteriais onde se deseja focar a andlise, para o qual é preciso
manipular grandes quantidades de dados. Assim, a calibragdo de um sistema arterial
simplificado 1D, como o visto nas se¢oes anteriores, junto com a segmentacao de imagens
médicas para a elaboracao de geometrias 3D, permite elaborar um modelo determinado de
um dado sujeito. Logo, pode-se simular tanto o sistema em condi¢bes normais como sob
condigoes alteradas, seja artificialmente ou por alguma causa real como poderia ser uma
doenca. Ferramentas desenhadas para a simulacao tanto do sistema arterial 1D como de
modelos 3D encontram-se com facilidade quando buscadas por separado. Contudo, ferra-
mentas que implementem as idéias desenvolvidas nestes dois primeiros capitulos sobre a
utilizacao de modelos acoplados ainda carece de precedentes. Conseqiientemente, o sistema,
HeMoLab nao é somente um laboratério de modelagem em hemodinamica, mas também
¢ uma ferramenta que vem a atender o requisito de implementacao rapida e efetiva de
modelos acoplados 3D-1D do sistema arterial. A justificativa para a utilizagdo de modelos
acoplados do sistema arterial tem sido continuamente evidenciada ao longo deste capitulo.

O objetivo principal que tem motivado o desenvolvimento do sistema HeMoLab
é o de fornecer uma ferramenta que auxilie a toma de decisbes nas diversas dreas da
hemodinamica. O sistema estd dirigido a profissionais de diversas dreas, como os da drea
cardiovascular, radiologistas, hemodinamicistas ou mesmo engenheiros e técnicos de areas
afins. A idéia é, entao, fornecé-lo como ferramenta de uso corriqueiro, para efetivar sua
implementacao como parte rotineira das atividades na pesquisa médica, ou mesmo como
auxilio dos métodos de ensino e treinamento atuais. Em particular, este tiltimo ponto pode
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ser entendido como um objetivo a curto prazo, ja que pressupoe uma facil implementacgao
e rapida inser¢ao como material educativo.

As aplicagoes do sistema HeMoLab dentro dos contextos mencionados nos pardgrafos
anteriores sao inimeras, e vao desde a simples simulacao do sistema cardiovascular até a
analise do risco de ruptura de aneurismas, ou mesmo o planejamento de cirurgias cardio-
vasculares, passando pelo treinamento de profissionais, tanto da area da medicina como
da bio-engenharia, ou o estudo de fatores hemodinamicos e a sua correlagao com doencas
cardiovasculares. Por outro lado, os pontos salientaveis do sistema HeMoLab, em relacao
a concepgao, sao a avancada tecnologia sobre a qual estd apoiado e a versatilidade nas
funcionalidades que o sistema fornece como resultado desta tecnologia. No que segue
descrevem-se as principais caracteristicas do sistema HeMoLab juntamente com a estru-
tura desenvolvida e uma breve descricao das bases do sistema. Para uma discussao mais
detalhada sobre o assunto ver [91].

2.4.1 Estrutura e principais caracteristicas do sistema HeMoLab

O sistema HeMoLab possui diversas funcionalidades, porém, estas podem ser clara-
mente identificadas dentro dos seguintes médulos: (i) processamento de imagens, (ii)
criacdo, edicao e visualizagdo de modelos 1D, (iii) criagao, edigao e visualizacdo de mo-
delos 3D, (iv) acoplamento de modelos 3D e 1D, (v) resolugdo numérica do problema
e (vi) visualizacao dos resultados. Cabe ressaltar que estes grupos nao necessariamente
devem participar em um mesmo cenario (a menos do médulo de acoplamento que precisa
necessariamente da existéncia de modelos 3D e 1D).

Processamento de imagens. O objetivo deste mddulo é permitir o processamento de
imagens médicas fornecidas em diferentes formatos (DICOM, BMP, JPG, dentre ou-
tros). As principais ferramentas incluidas neste médulo permitem realizar a leitura
das imagens para, logo, aplicar filtros de suavizacao de diferentes classes para me-
lhorar a imagem. A segmentacdo é o proximo passo, e é também parte das fun-
cionalidades deste médulo. Assim, a calibracdo e ajuste das mais usuais técnicas
de segmentacao estao incorporadas dentro deste médulo, ao mesmo tempo que é
possivel adicionar novas metodologias. Neste ponto obtém-se uma triangulacao da
superficie correspondente a regiao segmentada, para depois ser tratada e assim gerar
a malha de elementos finitos para a simulagao.

Criagao, edicao e visualizagao de modelos 1D. Segundo visto, para construir um
modelo 1D do sistema arterial precisa-se de diversas informacoes. Este mddulo
fornece todas as ferramentas para criar segmentos arteriais, unindo-os e estabele-
cendo hierarquias, assim como para atribuir valores as propriedades geométricas e
mecanicas que caracterizam a cada segmento arterial. Da mesma forma, permite-se
introduzir modelos de Windkessel, definindo os segmentos arteriais aos quais estes
pertencem, e dando os valores dos parametros que os definem. Como caso particular,
é possivel realizar a edicao da curva de ejecao cardiaca que serd introduzida como
condicao de contorno através de um modelo de Windkessel. Além disso, o médulo
permite realizar a discretizacdo espacial do sistema, assim como diversas funcoes
para modificar a malha de elementos finitos gerada.

Criagao, edicao e visualizacao de modelos 3D. Uma vez que se dispoe das imagens
médicas segmentadas, este médulo toma conta da realizacdo da melhora da trian-
gulacdo superficial da regido que serd utilizada para a andlise. Assim, obtém-se a
malha de superficie final em funcao de diversas ferramentas implementadas a tal
fim. A partir desta malha de superficie gera-se a malha de volume e, se necessério,
otimiza-se. O modulo ainda permite detalhar as propriedades da parede arterial,
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condicoes de contorno, determinar se o dominio é deformével ou nao, dentre outras
possibilidades.

Acoplamento de modelos 3D e 1D. A partir de dispor modelos 1D e 3D, este médulo
permite basicamente acopla-los. Para isto, as ferramentas baseiam-se na selecao
da regiao do modelo 1D juntamente com as correspondentes superficies, que agora
passarao a ser interfaces de acoplamento, do modelo 3D. O médulo ainda permite
estabelecer a forma em que o esquema de acoplamento é tratado, ou seja, determinar
se 0 modelo 3D—-1D ¢ resolvido por meio de um sistema de equagoes acoplado ou
segregado.

Resolugao numérica do problema. Este mdédulo corresponde exclusivamente a fase
de resolugao numérica do problema. O resolvedor numérico empregado é um pro-
grama de proposito geral denominado SolverGP, e é descrito com maior detalhe na
Secao 2.4.3. As funcionalidades deste moédulo limitam-se a resolucao do sistema de
equacoes de acordo com os dados fornecidos através de arquivos formatados pelos
modulos anteriores.

Visualizagao dos resultados. Uma vez obtido o resultado da simulacao, este é de-
volvido ao sistema HeMoLab. Este mdédulo permite ao usudrio visualizar os re-
sultados, fornecendo todas as ferramentas necessarias para sua analise. Outra carac-
teristica é a possibilidade de processamento dos resultados, caso seja necessario. As
possibilidades que o médulo oferece para a visualizacao, a apresentacao e também
a manipulacao dos resultados sdo inimeras devido a que a base sobre a qual esta
montado o sistema HeMoLab é, de fato, um sistema de visualizacao de dados, que é
descrito com maior detalhe na Segao 2.4.2.

2.4.2 Tecnologias empregadas no sistema HeMoLab

O desenvolvimento do sistema HeMoLab é feito sob o sistema operacional Linux,
distribuicao Ubuntu 6.06.1 LTS, enquanto que a linguagem escolhida para o desenvolvi-
mento é ANSI-C++ com compiladores c4++/gcc. O gerenciamento do projeto é realizado
por meio do dotProject, versao 2.0.1, e as tarefas sao gerenciadas por meio do Bugzilla,
versao 2.16.7.

O sistema HeMoLab esta montado dentro do ambiente de trabalho ParaView [82] que
fornece o contexto adequado para a implementagao das ferramentas necessarias. ParaView
é uma aplicagdo Open Source sob licenga GNU e desenvolvido em ANSI-C++. Utiliza
a biblioteca Visualization ToolKit (VTK, ver [81]) escrita em linguagem C++ e que faz
uso de OpenGL para tarefas de renderizacao 3D. Por sua vez, a interface de usuério do
ParaView é escrita em TCL. ParaView foi desenvolvido pela Kitware Inc. juntamente com
os Laboratérios de Los Alamos, Sandia e Lawrence Livermore. O objetivo do ParaView
¢ a visualizacao de grandes volumes de dados através de uma interface grafica de facil
configuragao. A extensibilidade e possibilidade de paralelismo do ParaView sao algumas
das principais caracteristicas. Além disso, o leque de formatos de dados suportados é
amplo, resultando em uma arquitetura com grande versatilidade.

2.4.3 O resolvedor numérico

Assim como, por um lado, a arquitetura ParaView fornece as bases para a imple-
mentagao das ferramentas relacionadas a preparagao dos modelos de estudo e a visualizagao
dos dados, ¢é preciso dispor de um resolvedor numérico uma vez que tais modelos estao
preparados. Segundo visto na Sec¢ao 2.2, o Método de Elementos Finitos é o método base
para encontrar solucoes aproximadas aos problemas formulados. Neste sentido, o sistema
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SolverGP [158] é um programa de propésito geral que estd adequado as necessidades do
sistema, HeMoLab, fornecendo a possibilidade de resolver o problema 1D, o problema
3D e por ultimo o problema acoplado 3D-1D através da implementagao do conceito de
elementos nao aditivos [156].

O sistema SolverGP é um programa de propdsito geral. Como tal, este permite
a resolugao aproximada de qualquer problema cuja estrutura possa ser decomposta em
contribuicoes elementares. Os conceitos basicos utilizados sao o de elemento e o de grau
de liberdade nao aditivo. Combinando adequadamente estes dois é possivel obter um
sistema com total versatilidade e reutilizacao de cédigo, posto que o armado dos problemas
reduz-se a inclusao dos elementos relativos ao fenomeno que estd sendo modelado.

Outra das caracteristicas do sistema SolverGP é a possibilidade de escolher entre di-
ferentes métodos para a resolucao de grandes sistemas de equacoes, desde métodos diretos
até os mais diversos métodos iterativos, como serem os baseados em gradientes conjugados
e em subespacos de Krylov, incluindo a possibilidade de precondicionamento. Finalmente,
a paralelizagao deste sistema realiza-se utilizando MPI junto a biblioteca PetSc [89] que
dé os métodos paralelizaveis de resolucao dos sistemas de equacoes.

O SolverGP é provido, de forma padrao, de quatro arquivos que sao convenien-
temente construidos, e a saida é dada em um unico arquivo. Uma breve descrigao dos
mesmos € a seguinte:

Basparam.txt: Este arquivo é utilizado para realizar a configuracao mais geral do re-
solvedor, definindo discretizacdo temporal e métodos de resolugdo, estrutura de
cédlculo dos diferentes sub-passos, dentre outros. Também montam-se os elementos
que fazem parte dos calculos no problema. Este arquivo relaciona-se com o Mesh.txt
através de um conjunto de indicadores elementares.

Mesh.txt: Este arquivo armazena a malha de elementos finitos, incluindo coordenadas,
conectividade e indices de cada elemento para serem relacionados com os dados
disponiveis tanto no Basparam.txt como no Param.txt. Também sao fornecidas
aqui as condigoes de contorno de Dirichlet.

Param.txt: Este arquivo armazena propriedades a nivel de elementos, e estd altamente
relacionado com o arquivo Mesh.txt através dos conjuntos de indicadores elementares.

Inifile.txt: Este arquivo estabelece as condigoes iniciais para cada grau de liberdade de
cada né.

Dataout.txt: Este arquivo armazena, para cada passo de tempo, a solucao do problema
para cada um dos graus de liberdade de cada né.

Para uma descri¢ao mais detalhada do sistema SolverGP consultar [156, [158].

2.5 Comentarios finais

Antes de fechar o capitulo é interessante prover uma visao acerca de possiveis fu-
turos cenarios quando se pensa em utilizar modelos acoplados 3D-1D para modelagem
em hemodinamica. Como foi visto ao longo dos exemplos mostrados, as potencialidades
destes modelos multidimensionais estao orientadas a situagoes nas quais se deseja avaliar,
tanto qualitativa como quantitativamente, a influéncia que os fendmenos globais tém na
escala local do escoamento do fluxo sangiiineo e viceversa. Com relagdo a isto, pode-se
pensar em um vasto numero de aplicacoes nas quais a variacao das condicbes do sistema
com o tempo (situacao cardiovascular nao periédica) é dominante. Nestas circunstancias,
o acoplamento de modelos prové a forma mais apropriada de simular o problema, ja que o
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estado do sistema acoplado evolui constantemente de acordo as condigoes externas as quais
estd submetido. Um exemplo disto poderia ser a variacao brusca de propriedades como
os parametros que definem aos terminais periféricos, ou mesmo uma variacao acentuada
das propriedades mecanicas das artérias frente a condicoes externas (rapido enrijecimento
das artérias). Também pode-se pensar em aplicar a teoria de anélise de sensibilidade a
mudanca de forma sobre geometrias tridimensionais de forma a avaliar, por exemplo, como
se desempenham diferentes formas de anastomoses. O mesmo comentério é valido para
a andlise de agregacao de placas de ateroma e de crescimento da parede arterial, visando
estudar como mudam as quantidades em funcao da alteragao da geometria 3D. Um outro
exemplo é a simulacao de procedimentos cirurgicos. Com efeito, pode-se pensar em fazer
o estudo de mudancas locais e globais na solucao do escoamento em torno do circulo de
Willis ao realizar a implantagao de um clip, ou ao interromper o escoamento do sangue por
alguma das artérias do cérebro. Resumindo, com as idéias apresentadas neste capitulo,
juntamente as do Capitulo [1, as possibilidades de simular situagoes hemodindmicas mais
complexas aumentam notavelmente devido a elevada capacidade de representagao fisica
que os modelos acoplados possuem.

Contribuigoes do capitulo

Segundo foi visto, este capitulo complementa de forma pratica ao Capitulo [1 com
referéncia ao problema do escoamento do sangue no sistema arterial. Logo, os resul-
tados numéricos obtidos aqui, e em geral as andlises desenvolvidas com cada exemplo
mostrado, constituem parte da contribuicdo da tese. A aplicacdo em grande escala de
modelos acoplados na area de hemodinamica na literatura é muito pouca, ou quase nula,
por isto considera-se que a aproximacao numérica apresentada aqui, embora faca uso de
técnicas bem conhecidas, também é uma contribuicao importante da tese. Por outro lado,
a ferramenta denominada HeMoLab é, de fato, uma contribuicdo que decorre também
de todo o trabalho desenvolvido ao longo da tese. Os resultados numéricos aqui obtidos
formam parte das publicagoes [20, 22, 23, 92, 142, [155], as quais s@o repetidas aqui por
conveniéncia:

e P.J. Blanco, R.A. Feijéo e S.A. Urquiza, A unified variational approach for coupling
8D—-1D models and its blood flow applications, Comput. Meth. Appl. Mech. Engng.,
(196) 4391-4410, 2007.

e S.A. Urquiza, P.J. Blanco, M.J. Vénere e R.A. Feijéo, Multidimensional modelling
for the carotid artery blood flow, Comput. Meth. Appl. Mech. Engng., (195)
4002-4017, 2006.

e R.L.S. Silva, E. Camargo, P.J. Blanco, M.R. Pivello e R.A. Feijéo, Virtual modeling
and numerical simulation of aneurysms and stenoses, Anais do SVR 2008. Jo6ao
Pessoa, Brasil, 2008.

e P.J. Blanco, M.R. Pivello, R.A. Feijéo e S.A. Urquiza, Sensitivity of blood flow pat-
terns at the carotid artery to the heart inflow boundary condition, Anais do ICCB
2007. Isla Margarita, Venezuela, 2007.

e P.J. Blanco, I. Larrabide, S.A. Urquiza e R.A. Feij6o, Sensitivity of blood flow pat-
terns to the constitutive law of the fluid, Anais do ECCM 2006. Lisboa, Portugal,
2006.

e [. Larrabide, P.J. Blanco, S.A. Urquiza e R.A. Feijéo, Sensitivity of blood flow in
stenosed carotid bifurcation, Anais do ICCB 2005. Lisboa, Portugal, 2005.
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Capitulo 3

Imersao de dominios para o
problema de interacao

fluido—sodlido

Introducao

O problema de interacao entre um fluido e um componente estrutural surge de
maneira recorrente no campo da engenharia. A modelagem computacional deste problema
¢é de relevante importancia a fim de dar resposta a questoes de desenho de estruturas,
andalises de tensoes, condicoes de regularidade de escoamentos, propagacao de ondas em
tubos flexiveis, dentre outros. Em particular, dentro do sistema cardiovascular humano,
nao resulta dificil identificar o problema de interacdo entre o sangue e a parede arterial
como o causante da propagacao de ondas ao longo do sistema. Um outro problema de
interesse é a modelagem da dinamica entre particulas transportadas no sangue e o préprio
sangue ja que os fené6menos deste nivel entram em jogo na adesao de placas de ateroma na
parede arterial. Outro exemplo é o estudo da dindmica da valvula adrtica e a sua interagao
com o sangue no processo da ejecao cardiaca. Resulta assim de vital importancia a correta
modelagem do problema, objetivando um célculo acurado das velocidades de propagacao
assim como as condigOes sob as quais o escoamento do sangue pode ser alterado devido a
deformacao do espaco por ele ocupado e & possivel interacao com objetos imersos. Com
efeito, acoplar modelos de fluido e de estrutura tem sido, do ponto de vista teérico e, prin-
cipalmente, do ponto de vista numérico, um constante desafio ao longo dos tultimos vinte
e cinco anos. Diversas técnicas tém mostrado sucesso na resolu¢ao de uma ampla gama
de problemas, conseguindo representar, com um alto grau de aproximacao, os fendomenos
fisicos envolvidos [7, 9} [36] 38, (64, [79. 150, 159].

Dentro da literatura, encontram-se duas linhas bem marcadas para abordar o pro-
blema. Por um lado, estao os (aqui denominados) métodos classicos. Neste grupo estao
aqueles que “respeitam” a topologia do problema, a qual é estabelecida em cada posicao
de equilibrio do sistema pelos respectivos dominios ocupados pelo fluido e pelo sélido
identificados de forma separada. A teoria sobre a qual se apoiam estes métodos é bem
basica e pode ser facilmente derivada e entendida no contexto variacional habitual. Por
outro lado, aparecem os (aqui denominados) métodos imersos. Esta classe de métodos
envolve a idéia de considerar o solapamento de fluido e estrutura na regiao ocupada pela
ultima. Sob esta categorizagdo encontram-se o método de contornos imersos, apresen-
tado inicialmente em [132], e com posterior desenvolvimento em [57, 90, 133]; o método de
dominios ficticios desenvolvido em [54], e utilizado, por exemplo, em [53, 62, 63} 130} [164];
o método de elementos finitos imersos apresentado em [97], e com aplicagdes em [98, [165];
e finalmente o método do continuo imerso recentemente apresentado em [163]. O método

159
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de contornos imersos possui interessantes vantagens nas situagoes tratadas na literatura,
mas também acarreta algumas limitagoes como ser o fato da estrutura nao possuir volume
fisico nem massa e a necessidade de efetuar a aproximacao de uma distribuicao delta
de Dirac. Por outro lado, nas diversas abordagens encontradas na literatura, o compor-
tamento do contorno (por contorno a literatura entende que se trata de uma estrutura
com caracterfsticas particulares que aqui denomina-se casca) imerso é fornecido mediante
uma equacao constitutiva de tipo Hookeana, e nada é dito sobre as hipdteses cinematicas
que deram lugar a tal modelo. Um denominador que parece ser comum na literatura é
tratar o contorno como membrana, eliminando os fenoémenos de corte e de flexdo. Ainda
mais, quando encontrado um trabalho que formula o problema incluindo o fenémeno de
flexdo este estd mal formulado (ver [40] e a discussao correspondente feita mais na frente
ainda neste capitulo). Com efeito, podem existir situa¢oes nas quais a flexdo constitua um
esforgo relevante na capacidade da estrutura suportar os carregamentos produzidos pelo
fluido, e a sua adequada inclusao resulta determinante na andlise do problema. Assim,
vé-se que ha campos de pesquisa ainda em aberto a fim de fornecer um entendimento
acabado sobre os conceitos por tras dos métodos de contornos imersos.

Por sua parte, o método de dominios ficticios constitui a generalizacao natural do
método de contornos imersos quando se deseja considerar o volume da estrutura no mo-
delo. Ao analisar os trabalhos da area, vé-se que o método de dominios ficticios foi
desenvolvido a fim de considerar a imersao de objetos de complexa geometria em malhas
regulares. Isto é feito por meio da inclusdo de multiplicadores de Lagrange de forma
distribuida no fluido, os quais acabam tendo por funcao representar as forcas de reacao
do objeto frente ao escoamento. Entretanto, em nenhum momento permite-se que os
objetos se deformem e interajam com o fluido circundante. Aqui é onde aparecem dois
métodos desenvolvidos para tal fim. O método de elementos finitos imersos e o método
do continuo imerso estao baseados nas idéias dos métodos de dominios ficticios, porém,
permitindo que o objeto imerso seja factivel de ser deformado pela agao do fluido. Como
dito, se bem o método de dominios ficticios estd fortemente apoiado sobre a base dos
multiplicadores de Lagrange, o mesmo parece nao ocorrer com os ultimos casos acima
mencionados. De fato, tanto no método de elementos finitos imersos como no método do
continuo imerso os multiplicadores de Lagrange ja foram, por assim dizer, substituidos na
formulagao levando em conta o seu significado fisico final. A razao para nao ter incluido
como incognitas do problema estes esforcos, que surgem ao impor certas restricoes, é
que o problema é abordado diretamente no nivel dos sistemas de equagoes diferenciais
em derivadas parciais, sem estabelecer relacoes explicitas com os respectivos principios
variacionais que regem cada sub-sistema. Posteriormente, através do emprego de técnicas
de residuos ponderados, os autores encontram a forma fraca do problema. Entretanto, ha
questoes que nao parecem ficar claras nestes trabalhos posto que, apesar de nao empregar
multiplicadores de Lagrange, impoem-se restri¢oes de forma fraca (para o qual, como
elemento dual, o esforco associado deveria aparecer na formulagao). Um outro ponto fraco
que surge nestes trabalhos é a restricao da formulacao a determinadas classes de fluidos
e sélidos. A situag@ao problemédtica ocorre ao querer tratar um sélido compressivel imerso
em um fluido incompressivel. A continuidade do campo de velocidade em todo o dominio
do sélido faz com que um dos dois comportamentos falhe. Vé-se entdo que também ha
uma forte necessidade de reformular este problema empregando uma abordagem diferente
da usada atualmente, assim como ha uma necessidade de estender as possibilidades da
metodologia para quaisquer classes de fluido e sélido.

Assim sendo, este capitulo tem dois objetivos principais. Por um lado, deriva-se
um modelo de interagao fluido—casca visando a generalizacdo dos métodos de contornos
imersos atualmente existentes. Isto é feito por meio da introducgao de hipdteses cinematicas
a fim de reduzir a estrutura e descrevé-la em termos de uma superficie média, a qual



161

constitui o contorno imerso. Logo apds, propoem-se as hipdteses adicionais para chegar
na forma classica que o método de contornos imersos apresenta, o que torna possivel sua
caracterizacao ao explicitar as hipdteses e conseqlientes limitacoes por tras da metodologia.
Por outro lado, procura-se dar uma generalizacao, junto com uma nova abordagem, aos
métodos de elementos finitos imersos e do continuo imerso com relacao a possibilidade de
considerar qualquer tipo de fluido e sélido. Isto é feito sem incorrer em nenhuma classe de
inconsisténcias com relacao a equagao de balanco de massa. Como corolério, pretende-se
mostrar como ¢é possivel reescrever a forma em que a continuidade do campo de velocidade
na interface fluido—sélido é entendida para dar lugar a esta classe de métodos. Como
motivagao comum aos dois objetivos do capitulo pode-se mencionar também a necessidade
de por em evidéncia quais os passos para uma derivagao consistente e sistemadtica, sempre
dentro de um marco variacional, de métodos que empregam idéias de imersao de dominios.

A organizagao do capitulo é como segue. Na Secao 3.1l formula-se o problema modelo
e a notacao com os quais se trabalha ao longo do capitulo. Na Secao 3.2 apresentam-se,
de forma sucinta, algumas das técnicas classicas na modelagem desta classe de problemas.
Em particular, na Secao3.2.1l apresenta-se o que se considera o principio variacional bésico
a partir do qual serdo derivadas todas as formulacoes nas se¢oes seguintes. Na Sec¢ao 3.2.2
coloca-se uma forma levemente diferente de formular o principio basico fazendo uso das
idéias de incompatibilidade cinematica apresentadas no Capitulo 1. Na Sec¢ao 3.2.3/ o pro-
blema é reformulado somente em termos do campo de velocidade. Na Secao 3.3/ estudam-se
os métodos que usam idéias de superposicao de dominios para colocar o problema de
interacao entre um sélido de forma arbitraria e um fluido. Aqui exibe-se o método de
elementos finitos imersos, o qual é apresentado de uma forma similar a linha seguida em
[97]. Juntamente, estabelece-se a relacdo com o método do continuo imerso segundo [163].
Em seguida, na Secao|3.3.2), e nas se¢oes subseqiientes, desenvolve-se o denominado método
de dominios imersos que é um modelo que emprega idéias de dominios ficticios e generaliza
os anteriores métodos de dominios imersos, constituindo, assim, parte importante da con-
tribuigdo deste capitulo. Aqui recoloca-se o problema de interacao fluido—sélido mudando
a forma como se relaxa a continuidade do campo de velocidade entre ambos os dominios,
chegando a uma formulacao mais geral que pode ser entendida como de multiplicadores de
Lagrange distribuidos, e portanto como uma variante do método de dominios ficticios. Por
ultimo, na Se¢ao 3.4/ deriva-se um novo modelo denominado método de cascas imersas que,
por sua vez, generaliza o método de contornos imersos, sendo outra parte importante das
contribuicdes deste capitulo. Aqui o contorno é realmente um sélido condensado a uma
casca, na qual se consideram esforcos de membrana, de cortante e de flexdo, incluindo
também efeitos dinamicos. O modelo assim alcancado considera-se o mais completo com
respeito a interacao entre uma superficie imersa e o fluido circundante.

Grande parte do trabalho realizado neste capitulo considera-se como contribuigao
desta tese, tendo sido motivagao para o desenvolvimento dos trabalhos [17,19]. Além disso,
tomam-se idéias do Capitulo (1l e sao aplicadas ao problema de interacao fluido—estrutura,
o que da uma formulacao diferente das existentes na literatura, a qual também pode ser
considerada como contribui¢ao da tese. Como dito no inicio, no contexto da modelagem
de problemas no sistema cardiovascular podem-se exemplificar duas situagoes nas quais
as diversas abordagens para o tratamento do problema de fluido—estrutura, que serao
aqui apresentadas, mostram grandes possibilidades de sucesso. Por um lado, a modela-
gem da interacao entre o sangue e a parede arterial, de grande importancia nos aspectos
referentes a solicitacao das artérias em presenga de um fluido com regime fortemente tran-
siente, é uma situacao na qual os métodos denominados classicos sao facilmente aplicaveis,
posto que a deformagao das artérias mantém-se relativamente limitada [45, 99, 127, 148].
Em contrapartida, na modelagem, por exemplo, da dinamica de particulas suspensas no
sangue, de importancia no estudo da adesao e interagao com a parede arterial, assim como
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do regime de funcionamento da vélvula aértica, as deformagoes e/ou os deslocamentos
podem ser arbitrarios. Isto faz com que os métodos baseados na nocdo de imersao de
dominios fornegam uma abordagem mais conveniente [63, 98, 132]. De forma particu-
lar, é isto o que tem motivado o estudo destas técnicas neste capitulo e sua posterior
generalizacao através de formulacGes variacionais consistentes.

3.1 O problema modelo

Esta secao estd dedicada a apresentagao do problema modelo com o qual se tra-
balhard nas sec¢oes seguintes. Aqui introduz-se a notagdo comum para todo o capitulo e
alguns comentérios sobre situacoes alternativas ao problema modelo proposto. Também
detalham-se as hipdteses sobre o comportamento do sélido e do fluido a fim de, posterior-
mente, formular corretamente os principios variacionais que governam o problema.

3.1.1 Colocagao do problema e notagao

Considere um dominio €2 dividido em dois dominios dependentes do tempo denomi-
nados Q} e QL correspondentes aos espagos ocupados pelo fluido e pelo sélido, respectiva-
mente, como mostra a Figura 3.1 Assim sendo, tem-se que 2 = (Q? U Qg)o (o interior
do fecho da uniao dos sub-dominios) e Q’} N QL = 0, e, sem perda de generalidade,
nao depende do tempo. Os contornos dos respectivos dominios denominam-se Fﬁc e I't
os quais decompdem-se como sendo F’} =Ty, Ul UTh et =TspU F'}S. Nestas
decomposigoes I'y , e I's p denotam fronteiras com condigoes prescritas de tipo Dirichlet e
sao fixos, sem perda de generalidade, enquanto que I'y; ¢ uma fronteira com condigao de
Neumann também considerada fixa. Por tltimo, a fronteira denominada I'  representa a
interface entre fluido e estrutura que naturalmente depende do tempo. Os vetores unitarios
externos denotam-se ny e n, para F} e I't correspondentemente e dependem do tempo,
mas o indice ¢t nao é explicitado. Em particular, é nf|r;s =ny, e ns|1“;s =ngf = —Ny.

77>
II'II'IA\\\\\\\\'
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Figura 3.1: Esquema para o problema modelo de interacao fluido—sélido.

O problema é de natureza intrinsecamente transiente e portanto se consideram os
efeitos dinamicos tanto no fluido, considerado viscoso, quanto no sélido. As deformacées e
os deslocamentos no sélido podem ser arbitrdrios, a nao ser que se especifique o contrario
nos casos particulares a serem analisados nas secoes que seguem. Em geral, o campo de
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velocidade denota-se como v, sendo Vi = Vi a velocidade do fluido e vt = vs a do
sélido, enquanto que o campo de deslocamentos neste 1ltimo é ugs. Tanto o fluido como
o sélido podem ser de natureza incompressivel ou fracamente compressivel (de forma que
valha a relacao barotrépica entre pressao e densidade). Em tais casos, k5 e ks sao os
modulos de compressibilidade do fluido e do sélido respectivamente. Por exemplo, pode-se
considerar kK = 00 e ks < 0o para modelar a interacao entre um fluido incompressivel e um
solido compressivel. Os tensores de tensao de Cauchy escrevem-se como oy = —psl+os,
e o; = —pd + osp, onde py e ps sao as componentes hidrostédticas do fluido e sélido
respectivamente. Neste capitulo o, e o5p sdo deixados em forma genérica, fazendo com
que a formulacdo permaneca vélida para qualquer tipo de comportamento constitutivo.
A massa especifica do fluido é py, e ps é a do sélido. Como forca de corpo atuando sobre
ambos os dominios considera-se somente a gravidade, denotada por g. Nos contornos de
Dirichlet T'y ), e I'sp impoem-se as velocidades vy e v, respectivamente, enquanto que
sobre o contorno de Neumann I'y, impoe-se a tragao ty.
Para escrever as leis de conservacao do sistema fluido—estrutura utiliza-se sempre
a configuracao atual do sistema. Isto é, sobre a configuracao deformada do sdlido. Por
isto, todas as integrais que se véem neste capitulo, assim como as operacoes envolvendo
derivadas, devem ser consideradas na configuracao atual, a menos que se especifique ex-
plicitamente o contrario. Esta configuracao é identificada pelas coordenadas x. Nao ha
perda de generalidade nisto pois qualquer descricao pode ser introduzida nas formulagoes
derivadas. Logo, todas as quantidades apresentadas aqui podem ser transportadas a uma
configuracao de referéncia do sélido, caracterizada pelas coordenadas X, fazendo uso do
mapeamento x = x(X, t) que representa o movimento do mesmo e estabelece a posigao Qé
a partir de uma referéncia Q0. Por sua parte, os termos de aceleracdes siao denotados pela
expressao genérica da derivada material DT(t'). Por outro lado, quando surgirem multipli-
cadores de Lagrange estes também serao considerados na configuracao atual da interface
re..
Por 1ltimo as variagoes admissiveis dentro das formulagoes variacionais sao deno-
tadas com (-), logo v é a variacdo admissivel do campo v. Em todos os problemas apre-
sentados neste capitulo devem ser fornecidas condicGes iniciais apropriadas

_ 0
Vi=o = Vo em Qr,
0

u8|t=0 = Usp €m Qs7 (311)
0
Vs|t=0 = Vs0 em €1,

satisfazendo Voo, = Vsojro,- Estas condicoes sao omitidas daqui em diante por brevi-
fs s

dade na apresentacao.

Nas secoes seguintes o problema é analisado sempre a nivel do continuo. Desta
forma, a cinematica do problema estabelece naturalmente a continuidade do campo de
velocidade para todo tempo t através da interface fluido—estrutura I”}S. Assim sendo, a
condicao

V=V, sobre F}S, (3.1.2)

¢é de carater fundamental, e é o ponto chave de todas as formulagoes que serao colocadas,
posto que a forma na qual esta condig@o é expressa estabelece as caracteristicas proprias
de cada formulagao.

3.1.2 Comentarios adicionais

No caso exposto na Figura [3.1, o sélido encontra-se totalmente imerso no fluido.
Desta forma, por simplicidade na apresentacao desconsiderou-se a possibilidade de uma
fronteira de Neumann no sélido. Outras configuracoes geométricas poderiam ser alter-
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nativamente consideradas como, por exemplo, a situacao de imersao parcial do sélido no
fluido. Esta tdltima encontra-se no problema de interagao entre as artérias e o escoamento
do sangue, como foi mostrado no Capitulo 2l por meio da utilizagao de modelos de estrutura
simplificados. Sobre a fronteira externa das artérias é comum impor uma tragdo normal
representando uma pressao externa.

Vale a pena antecipar que no momento de tratar o problema de interagao fluido—
casca (problema de imers@o de cascas da Secao [3.4.2) nao se realizara a identificacdo da
componente hidrostatica ps no tensor os. Assim sendo, ao formular este problema utilizar-
se-4 simplesmente o tensor o sem fazer mengao a ps. Isto é porque desta forma conseguem-
se definir os esforcos generalizados encontrados na teoria de cascas. Além disso, no caso a
ser tratado na Segao [3.4.2] a problemética nao jaz no carater compressivel /incompressivel
dos elementos, mas nas hipdteses realizadas na construcao do modelo.

3.2 Meétodos classicos

Dentro desta secao apresentam-se as abordagens que podem ser denominadas de
classicas devido a que os principios variacionais que governam o problema de interagao
estao formulados em funcao dos dominios fisicos ocupados pelo fluido e pelo sélido, man-
tendo em todo momento uma diferenciagao entre estes. Dois casos particulares que explo-
ram as caracteristicas do problema sao desenvolvidos nesta secao: o primeiro estd baseado
no uso dos multiplicadores de Lagrange para formular o problema de acoplamento, en-
quanto que o segundo caso, o qual nao exclui a possibilidade do uso conjunto com o
primeiro, baseia-se na formulacdao do problema do sélido explicitando a tensao em funcgao
da taxa de deformagao.

O uso dos multiplicadores de Lagrange tem encontrado aplicagao em diversos cam-
pos da fisica. Isto estd motivado pela possibilidade de incorporar restrigoes dentro da
formulagao variacional relaxando condigoes que, de outra maneira, poderiam resultar
complexas de serem tratadas quando abordado o problema da aproximacao numérica. No
contexto dos problemas de fluido—estrutura, o uso dos multiplicadores de Lagrange tem
auxiliado na construcao de diversos esquemas de acoplamento. Deste modo, a pesquisa
tem estado orientada fundamentalmente & melhora dos esquemas que realizam a imposicao
das condicoes de acoplamento na interface F'}s, e da forma como sao transferidas as in-
formacgoes entre fluido e sélido, tanto para esquemas de resolucao monoliticos como se-
gregados [24], 136 37, 38, 100} 103, 104, 128, 129, 149, 150]. Nesta segdo apresenta-se,
em primeiro lugar, a forma mais classica do problema para entao estender a formulagao
usando idéias similares as desenvolvidas no Capitulo [1. Esta segunda abordagem é, no
nivel continuo, idéntica a primeira, entretanto certas diferencas na definicdo dos multipli-
cadores de Lagrange fazem com que a sua implementagao computacional dé como resultado
esquemas de acoplamento diferentes.

Por outro lado, a descrigao do problema do sélido em termos de taxas de deformagao
nao tem sido muito estudado na bibliografia. Com efeito, esta formulacao é apresentada em
[56] com uma implementagao realizada usando o método dos volumes finitos para sélidos
Hookianos em deformagoes infinitesimais e em [71] para sélidos viscoeldsticos. Esta forma
de escrever o problema permite uma formulacao unificada escrita somente em termos de
velocidades, o que pode acarretar certas vantagens e/ou desvantagens na implementacao
computacional, as quais sao discutidas mais na frente. Somente para mencionar a sua
principal caracteristica, quando sao usadas malhas conformes para sélido e fluido entao
a continuidade da velocidade pode ser imposta de forma essencial através da propria
definicao usual dos espacos de fungoes empregados, tanto no nivel continuo quanto no
discreto. Contudo, a clara desvantagem é que as leis constitutivas dos sélidos sao dadas
em termos do campo de deslocamentos, para o qual um tratamento adicional, e uma
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aproximacao a mais, deve ser fornecido.

3.2.1 O método dos multiplicadores de Lagrange

Como dito, as caracteristicas de uma formulagao para o problema de fluido—estrutura
estao governadas em grande parte pela forma como a condigao (3.1.2) é satisfeita. A alter-
nativa mais natural é introduzir esta condi¢ao no préoprio conjunto de funcoes candidatas a
solucao do problema. Neste caso, o principio variacional que rege o problema é o seguinte:

Problema 3.1. Para cada t € (0,T) encontre (v,p) € U X P tal que

Dvy | . A N
/Qt [prtf-Vf +or,-e(Vy) —ppdivvy — pfg-Vf] dx
f

- N . 1 Dpy R . 1 Dp,
— ty-v dF/ D <d1vv +> dx/ D (leV + — dx
/FfN e o d T ks Dt Qo * " ks Dt

Dvg . . A ~
+/t[ S'Vs+0'sD'5(Vs)_psdlvvs_psg'VS:|dX_O
Qf

"Dt
VO, p) eV X P, (3.2.1)
onde Viqr = Vy, Vit = Vs, D, = Pf, Ploy = Ps € €

U={ve Hl(Q); Ve, = V§iVir, = Vst

P20 (3.2.2)

Ademais, V € o espaco obtido por diferenca entre elementos de U.

Dentro da expressao (3.2.1) estd toda a informacao do problema o que fica eviden-
ciado a seguir. A obtencao das equagoes de Euler-Lagrange segue os caminhos classicos.
Assim, no sentido das distribuicGes tem-se que

Dv .
pf—tffdlvafDqLfo:pfg em (2,
ZR/S . t
psﬁ —divesp + Vps = psg em €27,
. 1 Dpy t
divvy + Hfﬁ =0 em Y, (3.2.3)
) 1D
dlvvs—i—ﬁs DZZSS =0 em Qf,
(—pfl+opp)np =ty sobre 'y,
((—pfI+0ofp)nps = (—psI+ osp)ny,  sobre I‘}S,

ao que se deve acrescentar
Vi=Vy sobre FfD’
vs = Vs sobre Isp, (3.2.4)
vy =vy sobre I"}S,

de acordo com a definigao do conjunto U em (3.2.2)). Note que a (3.2.3)¢ é derivada usando

a (3.2.4)3. Com esta formulacao, a condi¢ao (3.1.2) é inerente ao conjunto U. Em efeito,
para funcdes em H'(€), e para I, regular

Vi=V, em H1/2(ths). (3.2.5)

No entanto, esta escolha na colocagao do problema, apesar de ser a mais intuitiva, nao
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é conveniente do ponto de vista da aproximacao numérica devido a complexidade na
construgao dos espacgos de aproximacao correspondentes. Nas situagoes préaticas é comum
utilizar malhas diferentes para o sélido e para o fluido, fazendo com que nao seja possivel
impor a continuidade do campo de velocidade no sentido em que a satisfazem as funcoes
v € U. Para trabalhar com maior liberdade na construcao do conjunto U convém re-
laxar a mencionada condicao de continuidade mediante a inclusao de um multiplicador de
Lagrange dentro da formulagdao do problema. Procedendo desta forma, e denominando
v = (vy,Vs) e p= (pf,ps), chega-se ao seguinte principio variacional:

Problema 3.2. Para cada t € (0,T) encontre (v,p,A\) €U x P x A tal que

Dvy R A N
/Qt [prtf-Vf +orp-e(Vy) —ppdivvy — pfg‘vf] dx
f

- R . 1 Dpy R . 1 Dp;,
— tr-v dF—/ D <d1vv —|—> dx—/ D (leV + — dx
/FfN ! ! Q; / ! Rf Dt Ot s s Ks Dt

Dv, | . A .
+/t[ S'Vs+0'sD'5(Vs)_psdlvvs_psg'vs]dX
Q5

Ps Dt

+/ X-(vs—vf)err/ A (Vs —¥p)dl =0
F}S F}s
V(V,p,A) €V x P x A, (3.2.6)

onde v = (Vf7vs)7 p= (pf,ps) eé

U= {(Vf,VS) < Hl(Q?) X Hl(Qi); Vf|rfD =Vf Vsl,p = ‘75}7

P ={(py,ps) € L* () x L*(2%)}, (3.2.7)
A =H2T%).

Também, V € o espago obtido por diferenca de elementos do conjunto U.

A obtencgao das equagoes de Euler—Lagrange é andloga ao caso anterior, portanto,
no sentido das distribuicoes tem-se que

Dv .
pf tf —divey,+ Vpr =prg em Q’},
R, ;
psﬁ—dlvasD+Vps:psg em €,
1D
divvf_‘_/@fDP;f =0 em Q’},
. 1 Dp
divvs + P Dts =0 em QF, (3.2.8)
(—pfl+opp)np =ty sobre I'y
V= Vg sobre F’}S,
(—pfIl+of)nps = A sobre T,
(—psI+osp)ngs = A sobre F}S,
ao que se deve acrescentar
=V bre 'y,
V=V S0P fp (3.2.9)
vs = Vs sobre I'sp,

de acordo com a definicao do conjunto U em (3.2.7). Observe que das (3.2.8)7 e (3.2.8)s
obtém-se
(—pfl+ospng, = (—pl+osp)nys sobre T, (3.2.10)
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que coincide com a (3.2.3)¢. Daqui segue-se que o multiplicador de Lagrange adqiiire o
significado fsico da tragao sobre I, sempre na configuragao atual deformada do sélido.

Claramente, o sentido no qual se consegue a continuidade da velocidade depende do
espaco onde se encontra XA. No problema continuo isto nao traz consigo diferencas ja que a
continuidade se d4 no sentido de H'/2 (T,) (lembre que A € H-1/2 (T,)) que é equivalente
ao visto no Problema 3.1. Contudo, isto muda radicalmente no problema discreto posto
que a continuidade ndo é mais uma condicao essencial do conjunto de funcoes candidatas
a solucao, mas é dada no sentido do espaco de dimensao finita dual aquele no qual estd .

3.2.2 O método dos multiplicadores de Lagrange generalizado

Na secao anterior foi apresentado o método dos multiplicadores de Lagrange na
forma habitual, ou seja, acrescentando a integral de superficie correspondente sobre T
que incorpora a restrigao (3.1.2) de forma fraca. Nesta secdo a formulagdo a nivel do
problema continuo nao muda. Porém, a forma como se entendem os multiplicadores de
Lagrange leva a esquemas de resolucao diferentes dos encontrados na literatura.

A formulacdo denominada aqui de método dos multiplicadores de Lagrange gene-
ralizada usa as principais idéias elaboradas no Capitulo [I. Ali, viu-se que para formular
corretamente o principio variacional ao utilizar modelos com cinematicas incompativeis
era preciso incorporar as poténcias geradas pelas descontinuidades dentro do principio de
poténcias virtuais. Quando aplicadas estas idéias no problema de fluido—estrutura o que
sucede é que, a nivel do continuo, nao ha de fato cinematicas diferentes entre fluido e sélido.
Entretanto, esta problemadtica surge no problema discreto. Note que quando as malhas
usadas no dominio do fluido e do sélido diferem, tanto em interpolacao utilizada quanto
em ndimero de graus de liberdade (para uma mesma interpolagao), obtém-se cineméticas
incompativeis. Outra classe de incompatibilidade também pode surgir quando se incorpo-
ram hipdteses cineméticas no campo de velocidade do sélido diferentes das do fluido, de
forma similar a como eram tratados os modelos multidimensionais do Capitulo/l. Logo, a
abordagem aqui proposta é diferente das existentes na literatura. Neste sentido, a forma de
entender o problema segundo o apresentado no Capitulo [1/ fornece uma abordagem direta
para lidar com as incompatibilidades geradas no problema discreto. Logo, o problema sob
esta Optica fica formulado como segue:

Problema 3.3. Para cada t € (0,T) e para algum v € [0,1] encontre (v,p, Xf,As) €
UXP x Ay x Ag tal que

Dvy R o .
/[pfl)f'Vf+UfD'E(Vf)—pfleVf—pfg-Vf:|dX
QL t
e Y 1 Dpy N 1 Dps
— ty-vedl — d —— | dx — d - d
/Ffo V¢ /Q}pf<1vvf+,{f Dt> X /Qgps<1vvs+’€s Di X
Dv, ) o .
+ PST'V3+03D-€(v3)—psdwvs—psg-vs dx
Qt t
[ Ap (Vs —vy) dF+7/ Ap- (Vs —vy)dl
Ft Ft
fs fs
+(1_7)/t Xs'(Vs_Vf) dr+(1—7)/t )\5-<{’s—(ff)dF:0
Ffs pfs

VA, 5, Af ) EV X P x Ap x Ay, (3.2.11)
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onde v = (vf,vs), p = (pf,ps), U e P sao definidos como em (3.2.7) e
Ap=A,=H2TE). (3.2.12)
Também, V € o espago obtido por diferenca de elementos do conjunto U.

Observe primeiramente que este problema ¢é idéntico ao Problema 3.2/ se naquele
problema o multiplicador A é decomposto em

A=A+ (1 =7)A,. (3.2.13)

A diferenca aqui é que ao efetuar a aproximacio do problema, indicada por exemplo com
o indice h, os espagos Ay, e Ay, sao em geral diferentes e, por sua vez, sao diferentes do
espago Ap. Além do mais, o espago Ay, @ Ay, também é diferente de Ay, que se usaria no
Problema 3.2, Como dito, isto pode resultar em diferentes propriedades do esquema de
acoplamento uma vez discretizado o problema. Aqui abre-se um leque de possibilidades
para diversas escolhas destes dois espacos em funcao das cinematicas que o fluido e o sélido
possuem no nivel discreto, o que deve ser feito sem incorrer em problemas de trancamento
das solugoes por excesso de restricoes no sistema de equagoes.

Para obter as equagoes de Euler—Lagrange procede-se de forma idéntica aos casos
anteriores. Assim, resulta que no sentido das distribuicoes se satisfaz o seguinte

Dv )
Pflptf —divey, + Vpyr = psg em Q’},
v .
Psﬁ—leO'sD+Vps=psg em O
1D
diVVf+pr;Jc:0 em Qr}’
. 1 Dpyg .
dvvet oy =0 em £, (3.2.14)
(—pr—I-O'fD)nf:Ef sobre FfN’
Y(vF—vs) =0 sobre T,
(L=)(vy—vs)=0 sobre T,
(—pfl+osp)nps =vAr + (1 —7v)As sobre I‘}S,
\(_psI‘i‘o’sD)nfs =9Ar+ (1 —v)As sobre Fl}s,
junto com
Vi =V sobre i, (3.2.15)
vs =Vs sobre ['sp,

de acordo com a definicdo do conjunto U. Do mesmo modo que no Problema 3.2, das
(3.2.14)g e (3.2.14)9 obtém-se

(—pfl+oppng, = (—pl+osp)nys sobre ths, (3.2.16)

que, como esperado, coincide com a (3.2.3)g. Isto diz respeito a equivaléncia do problema
continuo com relacdo ao parametro real v como fora comentado ao longo do Capitulo [1.
Assim, como acontecia naquele capitulo, a equivaléncia é perdida ao passar ao problema
discreto, pois isto equivale a introduzir diferentes hipdteses para cada cinemdtica. Aqui
¢ a combinacao convexa de Ay e Ay a que adqiiire o significado fisico da tracao sobre
F’}S. Fazendo uma conex@o com o Capitulo [1, vé-se que os conceitos ali desenvolvidos
encontram aplicabilidade em outras areas, fora o acoplamento de modelos de diferente
dimensao, fornecendo formas alternativas de pensar um dado problema como o aqui visto.
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3.2.3 Uma formulacao variacional em termos de velocidades

Nas formulacoes anteriores havia um ponto comum que tinha ficado por enquanto
implicito, e é a descricdo das tensoes no sélido em termos da deformagao. Nao resulta
dificil ver o por qué disto, dado que as leis constitutivas em sélidos estao dadas como
fungoes da parte simétrica deste campo. Isto faz com que na abordagem aproximada o
fluido seja resolvido na incégnita velocidade e o sélido na incégnita deslocamento. Uma
forma interessante de utilizar uma formulagao unificada para ambos os dominios é escrever
o problema do sélido em funcao de taxas de deformacgao. Desta maneira, a construcao
de conjuntos de aproximacao para o conjunto (3.2.2) pode ser notoriamente simplificada.
Obviamente o maior interesse é entao quando as aproximagoes para o sélido e para o
fluido sao conformes. Aproximagoes nao conformes (malhas ndo compativeis sobre I”}S)
conduzem a necessidade de métodos baseados nos multiplicadores de Lagrange como visto
anteriormente.

Antes de prosseguir na formulacao do problema note que a lei constitutiva para osp
deve, agora, estar escrita em funcao da taxa de deformacao. Para isto veja que se pode
escrever

t ¢
osp =0 —|—/ 90sp dt = o, + 80‘75136("8) dt, (3.2.17)
0

875 0 853

onde 0'593 = osp(usg) é uma condicao inicial que deve ser fornecida e, além disso, tem-se
denotado €5 = e(ug). Aqui ag;SD é o tensor de quarta ordem que expressa a relacao
tangente constitutiva tensao—deformagao. Este operador tangente estd estreitamente rela-
cionado com aquele que surge comumente nos esquemas incrementais encontrados na
andlise de grandes deformacoes.

Logo, usando as expressoes acima para a componente da tensao o p, pode-se escre-
ver o problema em termos do, agora, uinico campo de velocidade v que satisfaz Vi, =V

€ V|gt = Vs COmo segue:

Problema 3.4. Para cada t € (0,T) encontre (v,p) € U x P tal que

Dvy . .. .
/Qt [prtf-Vf—i—UfD-s(Vf) —pydivvy —pfg-Vf] dx
f

. (L 1 Dpy NS 1 Dps
— te-v dF—/ D (dIVV —i—) dx—/ P <d1vv + — dx
/r*fN ! ! Q; ! ! Rf Dt Ot ® ® Ks Dt

D Lo
+/ [ Vs G+ < Z:De(v,) dt) +&(Vs) = ps div v — psg - ‘73} dx =0
ot 0

Ps"py Oe,
V@, 5) €V x P, (3.2.18)

; 0 _ — — — —
onde assumiu-se que osp, = 0, por outro lado Vit = Vf, Vioy = Vs, Play = Pf, Ploy = Ps

e também
U={ve Hl(Q); VT, = V§i Vi, = Vs,

LX), (3.2.19)

enquanto que YV € o espago gerador da variedade linear U.

Em primeiro lugar note que esta formulagao vale também para grandes deformacoes.
Neste caso convém realizar a descricao do sélido de forma totalmente Lagrangiana, na
qual o termo de conveccao desaparece na forma da derivada material. Em segundo lugar,
esta formulacao apresenta a desvantagem de ter que aproximar a integral no tempo que
surge ao escrever as poténcias geradas pelas tensoes em funcao da taxa de deformacao
g(vs). Isto implica em mais uma aproximagao, ja que é necessario construir um esquema
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de integracao temporal para esse termo. Em contrapartida, com relagdo a continuidade
da velocidade, mesmo quando utilizados multiplicadores de Lagrange, a mesma é imposta
mais corretamente devido a que nao se precisa aproximar a derivada temporal do campo de
deslocamentos, como ocorre na pratica com os métodos classicos. Por ltimo, as defini¢oes
do conjunto U e do espago associado V sao muito convenientes do ponto de vista da
construgao de uma aproximacao do problema ja que, e sempre que considerada a situagao
de discretizacoes fluido—sélido conformes, dentro da prépria base de funcoes de elementos
finitos estd implicita a continuidade do campo de velocidade em um sentido idéntico ao
dado no Problema 3.1} isto é, da forma mais forte possivel.

O material desta secao nao se considera contribuicdo ja que uma situacdo muito
similar foi tratada anteriormente em [56].

3.3 Meétodos de solidos imersos

Nesta se¢ao apresenta-se uma classe de métodos que faz uso da idéia de imersao
de dominios introduzida de forma pioneira em [54]. A palavra imersao aqui significa
superposicao de dominios. No caso do problema modelo da Se¢ao!3.1/a imersao do dominio
QL no dominio Q implica a coexisténcia de dois elementos, o sélido e o fluido, ocupando o
mesmo espago (2%. Apesar do ponto de vista da intuicao fisica a imersao de dominios nao
parecer uma idéia viavel, do ponto de vista da formulacao matematica este conceito tem
bases claras, ao ponto que é possivel associar principios variacionais correspondentes ao
problema. A vantagem jaz no fato do problema do fluido ser estendido a todo o dominio
Q.

O objetivo desta secao é desenvolver um modelo que generalize as formulacoes do
método de elementos finitos imersos e do método do continuo imerso. Para isto expoe-se,
segundo a literatura, qual a formulagao do primeiro para por em evidéncia as fraquezas
da colocacao do problema e estar em condigoes de reformula-lo. Tal reformulacao é feita
manipulando o principio variacional classico do Problema (3.2.

3.3.1 O método de elementos finitos imersos ou do continuo imerso

Nesta parte segue-se a risca a formulacao do problema, em termos do sistema de
equagoes em derivadas parciais, apresentada em [97] para o método de elementos finitos
imersos. Deste modo, esta se¢ao constitui um estudo resumido dos conceitos desenvolvi-
dos no mencionado trabalho. Tais idéias encontram-se, em parte, por tras do método
do continuo imerso [163]. O nome original foi introduzido pelos autores, entretanto, na
verdade, o método cai dentro dos denominados métodos de dominios ficticios com uma
leve modificacao na formulacao. Inclusive, a denominacao método de elementos finitos
1mersos é restritiva devido a que a formulacao é valida a nivel do problema continuo, e o
método de elementos finitos constitui somente uma forma de aproximaé-lo.

O motivo para deixar o marco variacional aqui e embarcar-se na proposta da litera-
tura é, justamente, mostrar o problema originalmente formulado e as inconsisténcias que
surgem ao trabalhar desta forma sem levar certos cuidados na colocagao do problema. Es-
tas inconsisténcias sao salientadas, mas nao corrigidas nesta secao. Tais erros sao sanados
na Secao 3.3.2 ao colocar o problema a partir do correspondente principio variacional que
o governa.

Como dito, a seguir emprega-se uma notagao mais similar & dada em [97]. O mo-
delo, segundo os autores, denomina-se sistema de solido imerso, e consiste de um soélido
imerso dentro de um fluido. No mencionado trabalho admite-se que a formulagao é
véalida para quaisquer que forem o fluido e o sélido com relagdo ao seu carater com-
pressivel /incompressivel. Primeiro considere as seguintes quantidades que estao definidas
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sobre todo o dominio €2

(v, t),pp(x,t))  em QF,
(v(x,1),p(x,t)) = {(VS<X7 D.p(x.t)  em Q. (3.3.1)

A seguir, p, denota a pressao no sélido na descricao espacial, Ky e ks sao os médulos
de compressibilidade para fluido e sdlido, sendo necessario salientar que os autores afir-
mam que podem ser diferentes. Além disso, os tensores de tensao do fluido, considerado
Newtoniano, e do sdlido, considerado hiperelastico, escrevem-se como

o= —pl+ \divv + u((Vv + Vv)T),
1 (3.3.2)
[s]m = —[ps)mI + —=F (2(c1 + c2 tr (C))I — 2¢2C) FT
det F
onde o coeficiente A é a viscosidade volumétrica, -], denota a descrigao material, e também
C = FTF com F = Vx, sendo x(X,t) o mapeamento que da o movimento do sélido
em funcao da configuracao de referéncia caracterizada pelas coordenadas materiais X.
Finalmente, ¢1 e co s@o constantes préprias do material. O problema enunciado na forma
de sistema de equagoes diferenciais parciais, segundo [97], consiste em encontrar (v, p, ps)
e o movimento do sélido x (X, t) tais que

( Dv

pfﬁ:diva+pfg+}' em (),

0 em QF,
F = Dv .

(pr = ps) (Dt - g> +div(os — o) em Q,
ox
—_ — Qt
a1 xxx0 =0 o (3:3.3)
divv+ —— =0 em (2,

Kf Df
detF — 1+ —[ps]m =0 em Qg,

Rs

F= VXX7
U'Ilfs = Usnfs sobre Fl}s,

e com apropriadas condigoes iniciais. A (3.3.3); e a (3.3.3)4 constituem as equagoes que
governam o que os autores denominam o problema de fluido aumentado, ja que o problema
associado ao fluido foi estendido a todo o dominio Q. Observe que, segundo parece (porém
nao ¢ salientado no trabalho fonte), a forca F surge como a necessiria para impor a
condicao de igualdade do campo de velocidade do fluido e do sélido em todo o dominio
QL. Entretanto, e aqui ocorre a inconsisténcia da formulacao, as equacoes de conservagao
de massa sao independentes para o fluido e para a estrutura sobre QY segundo as (3.3.3)4
e (3.3.3)5. Assim, dado que estd sendo forgada a continuidade do campo de velocidade
em todo o dominio do sélido, quando aplicado o operador divergente ambos os campos
Vit = Vs € V, resulta

. 1 Dp
le Vg = —757
Ky
N 1 Dp. (3.3.4)
vvg= ————
B ks[det Fle Dt ’

onde [-]. denota descricao espacial. Por exemplo, considere ¢ = 0o que corresponde a um
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fluido incompressivel. Dada a continuidade do campo de velocidade resulta
divv, =0 em O, (3.3.5)

implicando que o sdlido, forcadamente, possui campo de velocidade solenoidal o que nao
é necessariamente a situacao fisica que se estuda. Disto segue-se que a pressao no sélido
tem que satisfazer DDpts = 0, e esta condicao afeta diretamente seu estado de tensao,
fazendo com que as tensoes calculadas nao estejam corretas. Portanto, esta formulagao
esté correta quando ambos fluido e sélido sdo compressiveis, ou quando ambos sdo incom-
pressiveis. No entanto, esta ressalva nao é mencionada em nenhum momento pelos autores
destas publicagoes. Em particular, os exemplos numéricos apresentados em [98, [165] uti-
lizam exclusivamente casos nos quais ambos elementos, fluido e sélido, sdo incompressiveis
posto que assim ocorre na maioria dos problemas encontrados nos sistemas bioldgicos.
Logo, nas aplicacoes tratadas nos mencionados trabalhos a inconsisténcia levantada nao
é, casualmente, fonte de erro.

Em contrapartida, o método do continuo imerso formula exatamente o mesmo pro-
blema sé que mencionando que a formulacao é valida para fluido e sdlido compressiveis,
situacao para a qual o modelo dado pelo sistema (3.3.3) estd correto. Nao obstante,
nenhuma justificativa é feita em relacao ao anteriormente dito.

Na Secao 13.3.2 generalizam-se estas questoes dando lugar a uma formulagao que
abrange o caso mais genérico, admitindo qualquer combinacao referente ao cardter com-
pressivel do fluido e do sélido. A formulagdo variacional correspondente ao sistema de
equagoes (3.3.3) é derivada fazendo uso da técnica de residuos ponderados. Contudo,
ha duas peculiaridades que devem ser remarcadas e sao as seguintes: por um lado, (i) os
autores expressam a necessidade de definir, em fungao da (3.3.3)7, a seguinte representagao
integral para o produto de dualidade (F,w)

(F,w) = /t [(Pf — ps) (g‘t’ - g> W+ (0 —0) - vw} dx, (3.3.6)

S

aspecto que nao resulta natural a priori; desta forma, a formulacao variacional correspon-
dente ao sistema de equagoes (3.3.3) é a seguinte

/Q[Pf <l;::—g)-w+0-VW] dx—/m [(Pf‘ﬂs) (g‘t’—g> ‘W

B

— (o —0s)- VW} dx =0 Yw eV, (3.3.7a)

. 1 Dp
/Qq[dlvv—i-ﬂfm} dx =0 Vg € M, (3.3.7b)
1
/ qs [detF -1+ [ps]m} dX =0 Vgs € M, (3.3.7¢)
Q9 Kf
ox
Vilm — = - ws=0 Vws € Vs, (3.3.7d)
Qo ot

onde V = H}(2) (usou-se condigdo de Dirichlet em todo o contorno de ), M = L?(Q),
Mg = L3(Q0) e Vs = L2(QY). Por outro lado, (ii) os autores estabelecem, através da
equagao (3.3.7d), a continuidade do campo de velocidade de forma fraca, porém, o ele-
mento dual associado, isto é o esfor¢o associado a tal restricdo, ndao aparece na formulacao.
Segundo ver-se-a na secao seguinte, por trds desta formulacao, de fato, estao implicita-
mente considerados os esforgos duais & igualdade do campo de velocidade em €2, j4 que
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sobre a prépria equagao do fluido artificial em QY encontram-se os esfor¢os provenientes
do sélido. Analisando estes dois aspectos da formulacao vé-se que esta nao parece ser a
forma mais natural de colocar o problema.

Finalmente, é importante salientar mais uma vez que esta formulagdo somente é
véalida quando o sélido e o fluido sao ambos compressiveis ou ambos incompressiveis.
Assim sendo, na literatura nao existe uma formulacao que permita a andlise da interacao
fluido—sélido com propriedades de compressibilidade/incompressibilidade arbitrarias.

3.3.2 O método de dominios imersos

Nesta se¢ao procura-se dar bases bem fundadas na colocagao do problema de in-
teracao fluido—estrutura quando aplicadas as idéias de imersao de dominios, formalizando
e estendendo os conceitos mostrados na secao anterior. Para isto, desenvolve-se um novo
modelo que é chamado método de dominios imersos, e que generaliza os métodos de
elementos finitos imersos e do continuo imerso. Embora as idéias mais basicas nao se
afastem muito do apresentado na secao anterior, a reformulacao do problema permite nao
s6 efetuar a correcao daquela inconsisténcia apresentada na Secao [3.3.1 com respeito ao
balango de massa, mas também formular um principio de poténcias adequado para este
problema que venha substituir as equagoes (3.3.7). Ao mesmo tempo, entende-se que a
forma como é colocado o problema corresponde mais a uma alternativa dos métodos de
dominios ficticios.

Como dito, o ponto de partida é a formulacao classica presente no Problema 3.2, a
qual é repetida aqui por conveniéncia

Dvy . A .
/Qt [prtf Vit+op,-e(Vy) —ppdivvy —prg- Vf:| dx
f

- . . 1 Dpy . . 1 Dp,
_ t,- T — it _ il
/1“ r-vyed /Qt Dy <d1VVf + v Di > dx /Qg Ds <d1vvs + . Dt dx

N f

Dv, | . A .
+/t |:pS_DtS 'Vs+UsD'5(VS) — ps div vy _psg'vs:| dx
Qf

+/ X‘(VS—Vf)dF-i-/ A-(i/s—{rf)dl“:o
re, I,

V(,p,A) eV xPxA, (3.38)

onde todos os elementos ja foram definidos.

Considere agora a existéncia de um fluido artificial ocupando o espago Q% para o
qual o par velocidade—pressao denota-se também por (vy,py). Devido a que, a final de
contas, trata-se de um fluido ficticio tém-se varios graus de liberdade a serem definidos,
como, por exemplo, a massa especifica e/ou o comportamento viscoso. Por simplicidade
na apresentacao emprega-se um fluido artificial com massa especifica py e com o mesmo
comportamento viscoso que o fluido real que ocupa Q} (mas note que esta é s6 uma escolha
particular). A anédlise é focada primeiro sobre a equagao de balango de momento e logo a
equagao da massa aparecera vinculada, de alguma forma, a primeira.

Aqui, entende-se que as idéias subjacentes aos métodos de dominios imersos estao
apoiadas na continuidade do campo de velocidade sobre todo o dominio do sélido. Em
outras palavras, a velocidade do sélido v, e a do fluido artificial vy sao, em algum sentido



174 CapiTULO 3. IMERSAO DE DOMINIOS PARA INTERAGAO FLUIDO—SOLIDO

a ser definido, iguais. Disto obtém-se que o seguinte termo é identicamente nulo
Dv . . . R A .
/ [pr I (Vi—=Vs)+op,-e(Vy—Vs)—ppdiv(vy —vy)
ot t
—prg- (Vi —v,) | dx V(Vy,Vs) tal que V5 =V em QL (3.3.9)

onde o, possui, como dito, as mesmas caracteristicas que as do fluido real (o que é uma
escolha particular). Objetivando remarcar as diferencas entre esta abordagem e a dada na
secao anterior digamos que neste caso o fluido artificial estara permitido de ter propriedades
de compressibilidade arbitrdrias, com respeito as do fluido real, em consonancia com a
equacao de continuidade do campo de velocidade. Mais na frente este ponto é discutido
em detalhe.

Agora introduz-se o método de dominios imersos a nivel do problema continuo em
dois passos: (i) somando o termo (3.3.9) na formulacao variacional (3.3.8) e (ii) relaxando
a condi¢ao de continuidade vy = vy em Q) através da inclusdo de um multiplicador de
Lagrange. Para levar a cabo o segundo passo pode-se, por exemplo, adicionar termos da
seguinte forma

Y- (ve—vp)dx+ [ - (Ve — V) dx, (3.3.10)
ot ot
onde esta é s6 uma forma de expressar a continuidade do campo de velocidade. Na
Secao 3.5 ver-se-4 que ha outras alternativas para tal fim. Observe que por tras da ex-
pressao (3.3.10) estd o sentido no qual se demanda a continuidade do campo de velocidade.
Enquanto nos problemas formulados na Seg¢ao 3.2/ a continuidade vinha dada no sentido
do produto de dualidade

(A (vs — V) a2 )/ ) = 0 VA € HV/2(TY), (3.3.11)

por meio da expressao (3.3.10) a continuidade da velocidade é agora dada no sentido do
seguinte produto de dualidade

~

(P, (Vs — Vi) -1 (0t)xmi (1) = 0 Ve € HH(QL), (3.3.12)

que, por sua vez, implica aquele expresso pela (3.3.11). Logo, entende-se que a expressao
(3.3.12) constitui uma forma indireta de impor a condicdo original (3.3.11). Este é o
ponto crucial e basico em toda esta teoria de métodos imersos no contexto de formulagoes
variacionais primais. Além disso, sendo que a igualdade dos campos ocorre em H! (), o
termo na (3.3.9) é efetivamente nulo.

Por outro lado, a equagao da conservacao da massa do fluido artificial pode ser
arbitraria desde que nao contradiga a continuidade do campo de velocidade. Este é,
de alguma forma, um outro grau de liberdade. Logo, adiciona-se o seguinte termo na

formulacao
: L Dpy
e | d —— | dx. 3.3.13
/Qgpf<1VVf+Ks Dt) X ( )

Na expressao (3.3.13) o fluido artificial toma as propriedades de compressibilidade perten-
centes ao sdlido. Esta é uma das maiores diferengas entre a abordagem aqui proposta e
as encontradas na literatura. Da forma como se procede aqui contorna-se qualquer incon-
sisténcia concernente & conservacao da massa no limite de incompressibilidade do fluido
e/ou do sélido. Realmente, o valor do médulo de compressibilidade do fluido artificial
poderia ter sido arbitrario. A questao importante é que seja independente do carater
compressivel /incompressivel do fluido real em QT}
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Conseqiientemente, depois de acomodar alguns termos, a primeira versao do principio
variacional que faz uso de idéias de imersao de dominios estd enunciada no seguinte pro-
blema:

Problema 3.5. Para cada t € (0,T) encontre (v,p,A\,¢) €U x P x A x ¥ tal que

FfN

(. 1 Dpy (. 1 Dpy
- d —— | dx— d —— | d
(s 1D
_/Qgps (dlvvs—i—ﬁs DT) dx

Dvy . N . N
—|—/ [psDS-vs+asD-s(vS)—psdlvvs—psg-vs] dx
ot t

Dv, . .. N - .
/Qt ['Othf 'Vf+UfD'€(Vf)—pdeVVf—pfg~Vf:| dx—/ ty-vpdl
s

Dv . . . . A . . .
—|—/Qt [pfl)tf'(Vf—Vs)+0'fD'E(Vf—Vs)—pdeV(Vf—Vs)—pfg-(Vf—VS):| dx

+/ X-(VS—Vf)dF—i-/ A (Vg —Vy)dl
I, I,
+ [ - (ve—vp)dx+ [ - (Yo —Vy)dx=0
QL QL
YV, 5, P) € VX P xAx¥, (3.3.14)
onde v = (vy,vs), p= (pf,ps), com (Vy,ps) definido sobre todo o dominio Q. Assim é
1 1 _ o .

U= {(vy,vs) € H(Q) x H'(Q); Vi, = Vi Vst = Vi),

P = {(ps,ps) € L*(Q) x L* ()},

A =BT,

¥ =H ().

(3.3.15)

Também, V € o espaco obtido por diferenca de elementos em U.

As equagoes de Euler-Lagrange permitem entender a funcdo que cada elemento
possui neste problema. Procedendo de forma usual, aplicando a férmula de Green obtém-
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se, no sentido das distribuicoes, o seguinte conjunto de equacoes

Dv .
pfitf—dIVO'fD—i-fo:pfg em Q},
v .
prtf—dwafD+fo:pfg+1/J em QF,
Dv, Dvy .
Ps Dt Pfﬁ —div(esp —ofp) + V(ps —pf) =
(ps = prlg = em Q
1D
divvf—i-—%:() em OF,
kf
1D
divvy+——L =0 em Q, (3.3.16)
Ks
) 1D
dlvvs—i—,{S Dpts =0 em Qf,
(—pfI+os,)np =ty sobre T's ;.
Vs =Vy sobre I"}S,
(—pr + O'fD)fl’lfS — (—pr + O'fD)SnfS =X sobre F’}S,
(=psI+osp)°ngs — (—pl+op,)°nps = A sobre T,
(Vs = Vf em QF

onde (-) e (-)* denotam quantidades sobre I, quando vistas desde os dominios Q; e QL
respectivamente.

Subtraindo agora a (3.3.16)19 da (3.3.16)9 chega-se & condigao de continuidade da
tragao, ou seja

(—pr—i-O'fD)fnfs = (—psI+0osp)ny, sobre T (3.3.17)

A pergunta que permanece aberta aqui é acerca do multiplicador de Lagrange A. Note
que, de acordo com o comentado anteriormente, na equacao (3.3.16)11 estd compreendida
na equagao (3.3.16)s. Logo, uma vez que o multiplicador de Lagrange 1 forca a condigao
(3.3.16))11, o multiplicador A nao tem nada que impor, resultando em

A=0 sobre I"}S, (3.3.18)
o que significa que nao ha salto na tracao entre o fluido real e o artificial
[-pfI+osplng, =0 sobre I'; | (3.3.19)

onde [-] = () — (-)*. Com efeito, em funcdo disto podem-se desconsiderar os termos
associados ao multiplicador de Lagrange A e a sua variacao 5\, pois eles nao jogam nenhum
papel adicional no problema continuo. Além do mais, esta conclusao decorre diretamente
de analisar o principio variacional (3.3.14), em particular de ver que a (3.3.12) implica
a (3.3.11). Entretanto, é importante frisar que este poderia nao ser o caso no problema
discreto. Entao, o Problema 3.5 pode ser reescrito, apds acomodar alguns termos, como
segue:
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Problema 3.6. Para cada t € (0,T) encontre (v,p,vp) € U x P x ¥ tal que

Dv, . LA A - .
/[pf th Vf+O'fD‘E(Vf)—pdeVVf—pfg~Vf:| dx—/F ty-vydl

N
1 Dpy (1 Dpy
/ < 1VVf+Hf Dt> X~|—/Q§pf </€f Hs) i
D D
+/szg [(ps DV; _prvtf> Vs + (0sp —0yp) (V) = (ps — py) div ¥,

Dpy
— (ps — V| dx — divvs + — d
(p pf>gv}x /Q <”V+Hsm> x

{b-(vs—Vf)dx+/Qt'l,b-(ffs—f/f)dX:O

V(¥,p,%) €V x P x W, (3.3.20)

4

onde todos os elementos estdo definidos sequndo o Problemal3.5.

E fcil ver que o conjunto de equacgdes de Euler-Lagrange é idéntico a (3.3.16))
quando A = 0, e quando a expressao (3.3.16)g nao é explicitamente dada (posto que esta
contida na (3.3.16)1; como comentado antes), ou seja

( DVf
ﬁ) —divey, + Vpy = prg em ch,
%
pf—f—dlvafD—i—fo psg+ em QF
l%z/'s DVf .
s P D div(esp —osp,) + Vps —py) =
(ps — prlg — % em Q,
1D
divvy + — “Pr_y em Q},
fr (3.3.21)
d1VVf—i—l%)tf 0 em QF
4
dlvvs—i—ﬁ—s Dts =0 em QF
(—pfl+os,)ny =ty sobre I'y
(=pfI+osp)nps — (—pfIl+0sp)np =0 sobre T'%,
(=psI+osp)’ny, — (—pI+0oy,)°np, =0 sobre I"}S,
(Vs = Vy em QL.

Assim sendo, o Problema 3.6 constitui o método de dominios imersos desenvolvido nesta,
secao, o qual generaliza os métodos existentes na literatura que empregam idéias de
imersao.

3.3.3 Equivaléncia entre as formulagoes

Para mostrar a consisténcia e a equivaléncia entre a formulagao (3.3.20) e a (3.3.8) é
preciso manipular levemente as equagoes de Euler-Lagrange. Assuma que (v, p, ) é uma
solucao do Problema 3.6, de forma que o par (v,p) produz os estados de tensao o s e o,
tais que a solucao satisfaz, no sentido das distribuigoes, o conjunto de equagoes (3.3.21).
Entao, veja que da (3.3.21)3 pode-se revelar o significado de ¥

Dvy Dv .
Di +py th—l—dw(asD—UfD)—V(Ps—Pf)+(Ps—Pf)g em QZ, (3'3‘22)

P = —ps
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e substituindo-o na (3.3.21)5 recupera-se a equacao de equilibrio para o sélido

Dvy

T divesp + Vps = psg em Q. (3.3.23)

Além disso, observe que a expressao (3.3.21)1¢ significa
V=V, sobre FS«S, (3.3.24)

devido a que [v;] = 0 sobre I"}S, pois vy € HY(Q) (ver a defini¢io do conjunto ¥ no
Problema [3.5).

Portanto, coletando as expressoes (3.3.21); e (3.3.23), que dao o equilibrio nos
dominios do fluido e do sélido, as expressoes (3.3.21)4 e (3.3.21)¢, que dao a conservagao da
massa também nos dominios do fluido e do sélido, a expressao (3.3.21)7, que é a condigao
de contorno, e as expressoes (3.3.17) (que também pode ser obtida da (3.3.21)) e (3.3.24),
que dao a continuidade da tracao e do campo de velocidade sobre a interface fluido—sélido,
atinge-se o mesmo conjunto de equacoes de Euler-Lagrange que aquelas expressas pela
(3.2.3) correspondente ao Problema 3.1.

Como pode ser visto, o Problema (3.6 possui a propriedade béasica e essencial da
consisténcia em relagdo as equacoes de Euler—Lagrange do Problema 3.1. Em outras
palavras, uma solugao do Problema 3.6, quando considerado somente o fluido real definido
sobre %, é uma solugao do Problema 3.1

Para ver qual a vantagem deste tipo de formulagdo observe que agora é preciso
resolver o problema de um fluido sobre todo €2 o que facilita a abordagem computacional.
Isto retorna o problema do escoamento a um dominio fixo, e o que muda com o tempo é
somente a forca de corpo que vem dada pelo multiplicador de Lagrange 1. Analogamente,
a compressibilidade do fluido aumentado varia de acordo com a posicao do sélido em ().
O importante, como serd visto no Capitulo [4, é a identificacdo da regiao ocupada pelo
sélido. O problema do escoamento aumentado pode ser escrito de forma mais condensada
por meio da definigdo das seguintes quantidades

0 em Q.
F=S0 0BV (o)~ 00) + Vs ) (33.25)
—(py —ps)g  em Q,
0 em QF,
G = (;_;)%« om €. (3.3.26)

Desta maneira, uma forma equivalente de escrever as equagoes de Euler—Lagrange (3.3.21),
apds ter introduzido o significado de 1, pois F gt = 1, € a seguinte

Dv

Pthf—diVUfDJerf:pngr}' em €,
1D

divvf+/€,rlflfje:g em ,
1D

divvs + — Dpts = em (3.3.27)
S

(—pfI+opp)ny =ty sobre I'y \/,

(—PfI + O'fD)fnfs = (—psI+ UsD)SnfS sobre I‘}S,

Vs = Vf em Q.

A equagao de balango no sélido reobtém-se facilmente expandindo a expressao da forga F
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e cancelando os termos associados ao fluido na (3.3.27);.

Finalmente, da (3.3.25) obtém-se, para vy = v, em Qf, a expressao dada na (3.3.3)2.

Em outras palavras, a nova formulacao variacional proposta nesta secao fornece, inclusive,
uma base sélida para justificar a expressao adotada pelos autores em [97].

3.3.4 Situacgoes limites das caracteristicas de compressibilidade

Agora é importante analisar como se comporta o modelo quando tanto o fluido como

o sélido variam seus comportamentos de compressiveis para incompressiveis. A formulagao
(3.3.20)) apresentada na Segao(3.3.2/é geral, e portanto valida para todas as situagoes abaixo
consideradas. Isto é um aspecto importante nesta nova formulacao, permitindo resolver a
inconsisténcia existente na literatura neste ponto.

i.

ii.

iii.

Fluido compressivel-solido compressivel. Este caso é o mais simples, e é diretamente
tratado no Problema 3.6 especificando os valores finitos de kf e ks. Aqui, a con-
servacao da massa resulta

lef_

divvf—}—?f Di 0 em QF,
1D

diVVf—F;%:O em QF (3.3.28)
S

) 1D

dlvvs—i—ﬁ—s DZ;S =0 em Q

deixando em evidéncia que ambos os fluidos, real e artificial, sdo compressiveis, porém
com caracteristicas de compressibilidade diferentes. Em particular, neste caso poderia
ter sido tomado um fluido artificial compressivel com médulo de compressibilidade
igual a ky sem acarretar inconsisténcias. Esta é justamente a situacao para a qual o
método do continuo imerso é valida (ver [163]).

Fluido incompressivel-sdlido incompressivel. Este caso também é uma situacao sim-
ples devido a que ambos os médulos de compressibilidade, kf e ks, tomam valor
infinito. Assim, a conservagao da massa resulta

(3.3.29)

divvy =0 em (2,
divvs =0 em QL

implicando que ambos os fluidos, real e artificial, sao incompressiveis. Esta é a situacao
para a qual o método de elementos finitos imersos também é vélida (ver [97, 98, [165]).

Fluido compressivel-sdlido incompressivel. Este caso é tratado de forma similar aos
anteriores. Em particular tem-se ks = 00 e k¢ < 00, portanto resulta

1D
divvy —ﬂzo em QF,

ky Dt
divvy =0 em Qf, (3.3.30)
divvs =0 em QF,

significando que o fluido muda seu comportamento, passando de ser compressivel
em Q’} a incompressivel em Q.. Este resultado frisa o fato do fluido artificial ter
um comportamento realmente diferente ao do fluido real. Observe que com esta
nova formulagao este tipo de situacao é valida, nao acarretando nenhum tipo de
inconsisténcia.
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iv. Fluido incompressivel-solido compressivel. Esta situacao é a que merece mais atencao.
Em particular tem-se xy = oo, enquanto que é ks < oo. Logo, segue-se que

divvy =0 em Qﬁc,
. 1 Dpf

divy+ =55 =0 em @, (3.3.31)
. Dp

divvg + 75 D; = em wa

o que implica que o fluido muda seu comportamento de Q? a L, indo de totalmente
incompressivel a compressivel correspondentemente. Nesta situacao vale a pena re-
marcar novamente que o fluido artificial é independente do real com respeito ao carater
de compressivel.

Como explicado na Secao 3.3.1, as formulagoes dos métodos de elementos finitos imersos
e do continuo imerso falham no caso (iv). Apesar disso, em [97] postula-se que o método
de elementos finitos imersos é geral em relagao justamente a este ponto. Isto é o que
motivou a formulacado do método do continuo imerso, a qual é idéntica & do primeiro
s6 que se limita ao tratamento de fluidos e sélidos na situacao (i) enunciada, embora
seja também vélido para os casos (ii) e (iii) detalhados acima. A explicacdo para isto,
e a principal limitacao destas formulacoes, é que o fluido artificial é totalmente idéntico
ao real, inclusive no médulo de compressibilidade, ou seja ks € substituido por x; na
(3.3.16)5. Quando o fluido é incompressivel, a expressao (3.3.12)), ou equivalentemente a
(3.3.16))11, assegura que a divergéncia do campo de velocidade do sélido é identicamente
nula independentemente do comportamento real do sélido. Isto altera o estado da tensao
no sélido na formulagao do método de elementos finitos imersos, podendo derivar em um
calculo errado do equilibrio e, portanto, em uma solugao incorreta. De fato, introduzindo
esta modificacao obtém-se, para o caso de um fluido incompressivel (k5 = 00), 0 seguinte

1 Dps . iDps

di =0 = di — =
IVVy 1V Vg + ke Dt ke Dt

=0 em QY (3.3.32)

pois vy = v em QF. Isto conduz, como dito, a um comportamento incompressivel irreal
do sélido (que originalmente possuia um valor finito para k), € como conseqiiéncia disso
deve satisfazer DDpts = 0, ou igualmente DD’); = 0. Em outras palavras, o fluido artificial
que preenche Q% modifica o estado do sélido s6 no caso do limite de incompressibilidade.
Aqui, uma forma inteligente de contornar tal dificuldade foi trocar o carater compressivel
do fluido artificial com respeito ao que possui o fluido real, atribuindo o moédulo de com-
pressibilidade do sdlido. Contudo, lembre que qualquer outro valor para este médulo de
compressibilidade do fluido artificial poderia ter sido empregado desde que fosse indepen-

dente do xy correspondente ao fluido real.

3.3.5 O método de dominios imersos para interacao fluido—sélido rigido

Nesta secao o problema é simplificado assumindo que o sélido imerso nao sofre
deformacao, ou seja que é rigido. Para isto desconsidera-se qualquer contorno de Dirichlet
sobre o sélido, resultando totalmente imerso no fluido. Com isto, a formulacao aqui desen-
volvida é similar & apresentada em [39], e difere de outras formulagoes bem estabelecidas
como a desenvolvida em [52]. A dindmica de corpo rigido é caracterizada por um campo
de velocidade dado por

Ve = vy +wi X1’ (3.3.33)

onde v¢ é a velocidade do centro de massa, w® é a velocidade angular do objeto e r° é a
distancia de qualquer ponto dentro do sélido ao centro de massa. Todas essas quantidades
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estao escritas na configuracao atual no tempo t. Lembre que a (3.3.33) pode-se escrever
de forma equivalente como
ve = vy + Qor°, (3.3.34)

onde 7 é o unico tensor anti-simétrico associado ao vetor w?. Por outro lado, é um
simples exercicio da mecanica do continuo mostrar que
Dvy, Dv¢® DQ°

B = pr T ot (3.3.35)

Além disso, usa-se o fato dos movimentos de corpo rigido serem tais que €(vs) = 0 e
divvs = 0 junto com a desconsideragao da correspondente conservagdo da massa (lem-
brando que ks = 00). Antes de dar as expressoes finais do problema veja que, dado que r°
mede a distancia ao centro de massa entao th psr?dx = 0 e alguns termos na formulagao
sao nulos. Logo, introduzindo a (3.3.34) na (33.2()) e tomando em conta os comentarios
anteriores chega-se na seguinte formulacao:

Problema 3.7. Para cada t € (0,T) encontre (v,p,vp) € U x P x ¥ tal que

Dvy | N A R - .
/[pf th Vf+UfD'E(Vf)—pdeVVf—pfg'Vf:| dx—/F ty-vpdl

1 Dpy 1 Dpy
d d pp———d
/pf<1VVf+’€ Dt> x /Qtp kp Dt *

Dv¢ ., DS A
: ST, Q0 + Q000 - QF
Dt Vs Dy +

Dv Dv
—[/ Py thdx]- —[/Qtprth@rodx

+ ms

V(v,p, %) € VX P x ¥, (3.3.36)

onde
mf:/ prdx, (3.3.37)
Q

e sendo agora
U= {(v, v, Q) € H'(Q) x [R]" x (R]"*™)% vy =},
P = LQ(Q), (3.3.38)
¥ =H7(Q),

onde ng = 2,3, (-)* denota a parte anti-simétrica de um tensor de sequnda ordem e, como
sempre, YV € o espago obtido por diferenca de elementos de U.

Observe que aqui tudo tem sido escrito em termos do tensor anti-simétrico €22.
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Entretanto, o mesmo poderia ter sido feito em termos do vetor w?. As equagoes de
Euler-Lagrange sao obtidas sem qualquer dificuldade e sao as seguintes

é) —divey, + Vpy = prg em QY
%
th divey,+ Vpr =prg+ em QF
Dv? Dv
DQ? DQO
Dt 21 + T Dt + QIO — 1,990
DVf 2 2 D d
o\ o (3.3.39)
(Yp@r°—r’®p)dx em O,
QL

. 1 Dpy
d ———=0 Qf
v+ w; Dt em ,
divvy =0 em Qf,
(—pr+0'fD)nf :ff sobre FfN’
vo+ Qor? = vy em QF

onde se recuperam facilmente as equacoes para o fluido, para o corpo rigido e a con-
tinuidade do campo de velocidade.

A pequena diferenca existente com a formulagao apresentada em [39] é que, no men-
cionado trabalho, a velocidade do fluido artificial v Qt tem sido substituida diretamente
na equagao do sélido. Ou seja, fazendo uso da continuidade do campo de velocidade sobre
O, em [39], os termos da equagao do sélido associados ao campo v na equagao (3.3.36)
estao alterados como segue

Dvy Dv, Dv?
/pr dx — /Qgprt dX:met’
Dv, Dy e . (3.3.40)

onde Iy define-se como na (3.3.37) substituindo ps por py.

Por sua vez, a diferenca entre o Problema [3.7 e o desenvolvido em [52] é que, no
mencionado trabalho, a continuidade do campo de velocidade é forcada somente sobre a
fronteira 9Q%, e portanto o multiplicador de Lagrange estd definido somente sobre esta
fronteira. KEste dltimo método é mais similar a um método de contorno imerso neste
sentido, embora o motivo real do modelo seja simular um sélido rigido circundado por um
fluido. Logo, nessa metodologia o fluido artificial possui uma velocidade diferente a do
sélido no interior da regiao 0%, sendo igual sé na fronteira.

3.4 Meétodos de cascas imersas

Embora estes métodos sejam restritivos que os vistos na secao anterior, a interacao de
uma casca com um fluido resulta atraente nao sé pelo interesse em si em certas aplicagoes,
mas também pela mecéanica envolvida no problema. No comego do desenvolvimento destes
métodos os mesmos eram utilizados na formulacdo de problemas de interagao fluido—
estrutura quando a estrutura, considerada sem volume nem massa, tinha um comporta-
mento do tipo puramente eldstico [132]. A forma como este método é colocado é sempre do
ponto de vista da andlise diferencial do problema, isto é, todos os trabalhos relacionados
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baseiam os modelos nas equagoes diferenciais parciais correspondentes, com aproximagao
por meio de métodos de residuos ponderados. Entretanto, a formulacdo de um principio
variacional que governe o problema resulta atraente de forma a entender as condigoes que
se devem satisfazer os campos, assim como as condigoes de salto que surgem ao colapsar o
volume ocupado pelo sélido a uma superficie. Um exemplo da necessidade de empregar este
tipo de abordagem variacional é o que acontece com o modelo apresentado recentemente
em [40]. Este trabalho formula o problema de interacao entre uma viga de Bernoulli e um
fluido. Nessa combinacao, assim como em outros casos que serao tratados nesta secao,
surge uma questao importante do ponto de vista teérico. O mencionado trabalho nao
aborda de forma consistente a formulacdo do problema deixando de lado caracteristicas
que, em primeira instancia, deveriam ter sido incluidas na andlise. Este ponto é comentado
de forma muito superficial pelos autores dessa publicacao. Em particular, este exemplo
serd discutido novamente mais na frente. Neste sentido, a presente secdo vem a formular
os principios variacionais que governam o problema de uma casca imersa em um fluido, e,
assim sendo, chega-se as equagoes diferenciais parciais respectivas. Tendo feito isto, sera
possivel entender as hipoteses que estao por tras da formulagao do método de contornos
imersos, e quais as suas limitacoes.

Nesta secao apresenta-se um novo modelo, denominado método de cascas imersas,
que prové um principio variacional que generaliza os métodos de contornos imersos. Isto
¢é feito através da formulacao variacional que governa o problema de interagao fluido—
estrutura quando a estrutura é reduzida a uma casca por meio da introducao de hipéteses
cinemaéticas no Problema [3.2. Em particular, o objetivo final é desenvolver um novo
modelo geral do qual o método de contornos imersos possa ser derivado como um caso
particular ao introduzir hipéteses adicionais.

Vale a pena esclarecer que como o carater compressivel/incompressivel de ambos
os sistemas nao é de importancia nesta parte do capitulo, a situagéo é simplificada ao
considerar o fluido como incompressivel e ao nao distingiiir a componente hidrostatica no
tensor de tensao de Cauchy do sélido o.

3.4.1 Preliminares

A seguir far-se-4 uso da notacdo e decomposigdes introduzidas na Segao [1.3.1] para
o modelo de casca de Naghdi. Mesmo assim, os conceitos, a notacao e as defini¢oes
necessérias sao repetidas aqui por conveniéncia. A descricdo e a colocacdo do problema
estao baseadas no esquema da Figura 3.2

Lembre que uma casca é convenientemente caracterizada pelo seguinte conjunto de
pontos no espago Euleriano

O = {x €R% x =x,+n, x, € T}, £ € HY, (3.4.1)

onde X! é identificada como a superficie média, a qual é suficientemente suave para ter
definida uma tnica normal n = n(x,). Também considera-se que a casca é fina o suficiente
(em fungao do raio de curvatura) a fim de que o mapeamento x < (X,,£) esteja univo-
camente determinado. A espessura da casca denota-se h = h(x,) e estabelece o intervalo
H = (—@, @) que ¢ caracterizado pela coordenada £. A casca ¢é limitada superior e
inferiormente por duas superficies Ei e X! respectivamente, e é lateralmente limitada pela
superficie I, . Como serd visto mais na frente, esta fronteira lateral serd desconsiderada
na formulacao.

Desta maneira, todas as quantidades envolvidas podem ser expressas em termos das
componentes sobre o plano tangente e na direcao da normal & superficie média. Fazendo
uso do operador projecao sobre o plano tangente, denotado por IT;(x,) = I—n(x,)®n(x,),
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Figura 3.2: Esquema para o problema modelo de interagao fluido—casca.

é facil ver que para um tensor simétrico A tem-se a seguinte decomposigao
A=A +A,dn+n®A;+ A,(n®n), (3.4.2)

onde A; = IT;AIl; é um tensor, A; = II;An é um vetor e A, = (An) - n é um escalar.
Lembre que esta é uma decomposi¢ao ortogonal. Considerando o campo vetorial v, escrito
em componentes tangencial e normal v = v, + v,n, resulta

Vv=(Vv);+ (Vv)s@n+n® (Vv); + (Vv),(n®n), (3.4.3)

com

(Vv); = Ht(vxovt)T_IHt + Un(vxon)'r_ll'[t’

(VV)S = %7

o (3.4.4)
(Vv): =ILY 'V, v, — ILY (Ve n)vy,

Ovn,
(Vv)n = 875’

onde Y (na notagao da Secao [1.3.1] era denominado A, mas aqui mudou-se para nao
confundir com os espagos dos multiplicadores de Lagrange) é o operador invertivel definido
como Y = I+ £Vy, n, sendo Vi, (+) o gradiente na variavel x,, definido sobre X! e Vx n
o tensor curvatura de tal superficie.

Para formular o problema considera-se que a cinematica da casca esta governada
por agoes de movimento que possuem a seguinte forma

Vs (X) t) - VSt(XO7 57 t) + Vsn(XO) t)a
Vst(xm 57 t) = Vs?(xov t) + fast(xw t)a (345)

Vsn(xm t) = U8n<x07 t)n(x0)7

onde os indices ¢t e n denotam componentes tangenciais e normais respectivamente. Como
visto na Se¢ao 1.3.1), este modelo é conhecido como modelo de Naghdi [115, [116]. Note que
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existe uma velocidade angular definida sobre a superficie média ao ter somado o termo
Eas;. Para estas hip6teses, a partir da (3.4.4), obtém-se

(V) = Ht(vxavsg)T_IHt + th(vxoast)T_IHt
+ 0, (Vie,n) Y I,

(Vvs)s = gy, (3.4.6)
(Vve): = TILY 'V v, — ILY YV, n)ve? — ETLY (Vi n) o,
(Vvs), =0.

A seguir expressam-se as integrais envolvidas no modelo em funcao da superficie média

4
/Qg (‘)dXZ/Zg/H(-)detngdEO,

/  (ar= [, ©detraz, (3.4.7)

/Et ()dl = /E () det T~ dS,.

t
o

Assim sendo, como é comum na teoria de cascas (e como feito na Secao 1.3.1)), os seguintes
esforcos e carregamentos generalizados sao definidos

Nt:/ o X Hdet Y d¢,

H

Mt:/ o, Y ¢ det Y d¢,
H

Q= / Y lo,, det Y d¢,
A (3.4.8)

I

—/ II,g det Y d¢,

H

fg:/g-ndet’fdf,
H

mf:/ IT;g¢ det Y d€,
H

onde og; = ;o Il e 05, = Il;osn. Também, N; é o esforgo de membrana generalizado,
M; é o esforgo de flexao generalizado e Q; é o esforco cortante generalizado. Por outro
lado, f/ e fJ sdao as componentes tangencial e normal generalizadas do carregamento de
corpo devido & gravidade respectivamente, enquanto que m{ é o momento resultante pela
acao da gravidade.

Com relacao a dinamica algum cuidado é preciso ao avaliar as derivadas materiais,

de maneira a encontrar uma expressao da forma
Dvy . _ o ~ o . .
Ps vedx = [pSaSt “Vsi + psTOst - Otsy + pSCLSnUSn] dX,. (3.4.9)
o Dt 5

Isto é devido a que a derivada material de um vetor sobre o plano tangente nao pertence
em geral a tal plano, e 0 mesmo comentario vale para a componente normal. Para isto
escreve-se a derivada material empregando coordenadas convectadas, isto é, uma descrig¢ao
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Lagrangiana atual. Isto da, para as aceleracoes asf, ©os; € as,, 0 seguinte

ang 8a5t
A = Ho =5+ Ha =5
ovsf Oavgy
ov
asn = Heo =5,
onde
Hg:/HgidetTdf i=0,1,2. (3.4.11)

Uma vez que a estrutura é considerada uma casca o contorno da mesma é 93¢ = 9%,p U
0% N, onde 0%, p denota o contorno de Dirichlet e 0%, 0 complemento. Além disso, de
acordo com a Figura 3.2 vé-se que a normal da casca n coincide com a que previamente
fora denominada ns; = —ny,.

3.4.2 O método de cascas imersas geral

O motivo de utilizar o modelo de Naghdi é devido a que constitui uma representagao
matematica bastante geral para modelar o comportamento de estruturas de tipo casca.
No entanto, qualquer outra teoria poderia ter sido cogitada no seu lugar. Escolheu-se este
modelo porque oferece a possibilidade de derivar um caso mais geral que quando usado
um modelo com hipéteses de Kirchhoff-Love, assim como quando empregado algum outro
modelo ainda mais simples como aquele que sera visto mais na frente ao recuperar, a partir
do modelo de casca imersa, o método de contornos imersos.

E importante notar que a hipdtese de Naghdi introduz uma diferenca na velocidade
dos pontos do sélido sobre as superficies ¥ e X! . Isto, como serd visto, leva & existéncia
de uma descontinuidade no campo de velocidade do fluido quando o volume do sélido é
condensado a superficie média, pois se tem Vit #+ Viist - Portanto, certa precaucao

deve ser levada em conta no tratamento das condigoes de acoplamento.

Lembre que todo o processo de construcao do modelo é feito comecando da for-
mulagao variacional (3.2.6) do Problema [3.2. As consideragoes e hipéteses que devem ser
levadas em conta até aqui sao as seguintes: incompressibilidade do fluido e introducao das
hipéteses (3.4.5) e das definigdes da segao anterior.

Uma hipétese adicional é adotada na formulacao variacional original: a poténcia
exercida pelo par velocidade-tragdo sobre o contorno lateral da casca I'; é desconsiderada.
Assim, tendo em conta as decomposicoes apresentadas na secdo anterior, e com a ajuda
de uma descricdo em coordenadas convectadas, nao é dificil alcangar, a partir de (3.2.6),
o seguinte problema:

Problema 3.8. Para cadat € (0,T) encontre (s, Otsy, Vsns V), Dfs (AT, A7) EUXP X
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A tal que
Dvy | . .. N
/ [pr f Vytog,- e(Vy) —ppdivvy — prg - Vf:| dx
o t

—/ ff-{/fdl“—/ prdivvydx
fN Q;

ove? Oo . Ove? oo .
+/E |:p5 <H§08;t +H€18tst> 'ng—f—ps <H§18;t "‘H&Q(‘a:l&) c Qg

Ovgp, . . . R
+ Pngo ﬁvsn + N, - (Htvxovsg + Usnvxon) +M; - Htvxoast

+ Q¢ (G5 — (Vx,n) Vs + Vi, Usp) — Psftg Vst — Pstq C gy — Psfg@m] d¥,

. h
+ / At (ng + —Qugp + Vg — v}‘) det YT d¥,
3t 2

o — h
+ / A - (vsf — —OQgy + VgD — v;) det Y™ dX,
st 2

h
+/ At (085 + —Gugy + Vg — v}) det YT dX,
> 2
_ (. h. . . _
+ AT | Vs — Oy + Vst — \f det Y™ d¥, =0
st 2

V(92 Gt Dens V1), (A LA ) EV X P x A, (3.4.12)

onde Hei = fH ¢idet Y d€ e X =1+ ¢&Vy, n sequndo o visto na se¢do anterior, e onde vf
representa a velocidade do fluido sobre Y, descrita como um campo definido sobre 3.
Além do mais
U = {(v.0, Qs van, vy) € HI(SH) x HI(SH) x H(Sh) x H'(Q));
- (nga Qsty Vs, Vf)|FD = (‘75?7 Qst, Uspys Vf)}, (3.4'13)
P = L*(Q%),
A=H123) «x H/2(3).

Como sempre, ¥V € o espaco obtido por diferenca de elementos do conjunto U.

Na formulagao (3.4.12) somente as hipdteses da casca foram incorporadas e, como
dito antes, a poténcia virtual sobre I'; foi desconsiderada. Agora se estd em condigoes de
introduzir a ultima hipdtese na formulagao: a primeira integral e a terceira integral em
(3.4.12) sao substituidas por integrais definidas sobre  \ ¥!. Logo, chega-se ao seguinte
problema variacional:

Problema 3.9. Para cadat € (0,T) encontre ((Vs?, Otsy, Vs, Vi), Df (AT, A7) eUxPx
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A tal que
Dvy | . .. N
/ |:pfZ)f-Vf+UfD-E(Vf)—pdeVVf—pfg'Vf] dx
o\xt t

—/ tf'\Afde—/ ﬁfdiVVde
FfN Q\Ef)

+/ |:Ps <H§08V5t +Hgaa$t> Vsl + Ps (Hglavst +H§28ast> SOy
b

ot

Vs, . . . .
+ pngo%vm + Ny - (TL Vi, Vsl 4 Dsn Vo) + My - I Vy, gy

+ Q- (Gsy — (Vx,)Vs) + Vi, 0sp,) — Psfiq Vsp — Psmi’ “Ousp — Psfygﬂ}sn] d3,
o o h + +
+ A | Vel + gy + U501 — vy det YT d>,
st 2
— [ . h _ -
+ A | Vel — Dty + U501 — vy det XY™ d>,
5 2
<.
)

h
+ [ ATVl = Sy + Oy — V| det YT dY, =0
st 2 f

o

t
o

h
AT <ng + 5 Gst o+ Dem - v;) det YT d¥,

t
o

V(962 Gt Dsns V1), 05 (A LA ) EV X P x A, (3.4.14)

onde agora os conjuntos U e P mudam, sendo

U = (e, g, vn, vy) € HY(EL) x HA(SH) x HY(Sh) x HU(Q\ £0);

(Vs?aastavsnavf)mD = (‘_’S?adsta’vsna‘_ff)}a
P L2\ (3.4.15)
= o)

A =H3(Z)) x HTVA(5)),

e, como usual, o espago V € descrito por elementos que sdo dados como diferenca entre
elementos de U.

Em primeiro lugar, note que, apesar do problema do fluido ter sido estendido sobre
todo o dominio, a descontinuidade no campo de velocidade aparece sobre ! como resul-
tado da presenga da casca com as hipé6teses (3.4.5). Assim, o campo de velocidade nao
pertence a H(Q), e j4 nio é possivel afirmar que v;f =v; (do que se segue \7}' %+ \7]7)
O fato importante a ser frisado é que para o problema do fluido existe s6é uma superficie
imersa, que é X! onde o salto no campo de velocidade ocorre. Por outro lado, o acopla-
mento entre o fluido e a estrutura é dado de forma distribuida sobre X! por meio dos

carregamentos AT,
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Logo, as equagoes de Fuler—Lagrange do Problema 3.9 sao as seguintes

( DVf

pfit—diVUfD—i-fo:pfg em Q\ X¢,
ovsf O )
Ps @50 a:t + Hgl 8t8t) - lexo N; — (vxon)Qt =
psf! — (A7 + A7) sobre X,
ovsf O )
Ps (Hgl a;t + Hez at8t> — divy, M + Q; =
) psm) — (v +v;) sobre X
pngo% — divx, Qi+ N; - Vy,n =
psfa — (AP +X\,) sobre Xt
divvy =0 em Q\ Xt (3.4.16)
(—pr—i-O'f[;L)nf:ff sobre L'y,
vj[ = vl + —ag; + Vs sobre Zg,
Vi =Vl — o5 %t + vg,N sobre X!,
(=pfI+os,) " (—n) = AT det YT sobre ¥t
(—pfI+os,) n=X"det Y™ sobre Yt
Nin, =0 sobre 0%,
M;n, =0 sobre 0%,
Q- n,=0 sobre 0%, y,

onde as seguintes defini¢oes foram empregadas
AE = I AE det Y,
v = thAig det Y+, (3.4.17)
AE =A% ndet Y,

Pode-se ver, das ultimas trés equagoes de (3.4.16), que o presente problema conduz a um
modelo de casca que nao se encontra carregado pela tracdo do fluido sobre o contorno
lateral 90X, cujo vetor normal externo é n,. A razao para isto é que, para o fluido, este
contorno ¢ inexistente de acordo com a hipdtese utilizada ao formular o Problema [3.9.
Agora manipulam-se as equagoes em (3.4.16) de forma a caracterizar o carregamento
distribuido que ocorre sobre a casca assim como também o salto na velocidade do fluido.
Por um lado, subtraindo a (3.4.16)g da (3.4.16)7 obtém-se

{Ht[[vjc]] = ha; sobre XF (3.4.18)

[vil - mn=0 sobre Xt

e uma descontinuidade na componente tangencial do campo de velocidade emerge como
conseqiiéncia da velocidade angular das fibras da casca que sao ortogonais a superficie
média X!, Aqui é [-] = ()" — (-)~. Por outro lado, introduzindo as expressoes (3.4.17)
junto com as (3.4.16)9 e (3.4.16)10 no equilibrio da casca dado pelas (3.4.16)2—(3.4.16)4
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segue-se que

ov? Jag )
Ps <HEO att + Hgl ot t> - lexo N; — (vxon)Qt = Psfiq

+I0;[(of )" = (07fp) |0 sobre X,

ovs? Ja )
Ps <H§1 a;t + H§2 at8t> —divy, My + Q; = Psm?

! (3.4.19)
+§Ht[(0'f[))+ +(ofp) | sobre o,
Ovsp

PSH@W — divx, Q; + N¢ - Vy,n = ps fi]

—(p? —p;) + [(UfD)—i_ - (UfD)_]n ‘n sobre Xt

\
onde foi usado o fato de ser Ht(—pr)in = —ijEth =0.

E importante salientar que, embora a estrutura tenha sido condensada a uma su-
perficie, os efeitos de volume sao parcialmente levados em conta tanto no problema do
fluido quanto da casca. Com efeito, a casca é carregada por uma tracao distribuida
exercida pelo fluido, enquanto que o fluido percebe que a casca possui volume nao nulo
pela descontinuidade no campo de velocidade. Em particular, o conjunto de equacgoes
(3.4.19) coloca a forma em que a casca interage com o fluido circundante, distribuindo as
componentes da tragao do fluido nas equacoes de membrana, flexao e cortante da casca.

Também vale a pena ressaltar que este modelo estabelece uma nova classe mais geral
de modelos de contornos imersos. Isto é devido a que para recuperar a forma tradicional
dos métodos de contornos imersos vista na literatura é preciso manipular ainda mais alguns
termos, ao mesmo tempo que é crucial o uso da continuidade da velocidade do fluido, e
como pode ser visto este nao é o caso. Portanto, e como serd mostrado na se¢do seguinte, as
formulagoes existentes na literatura do método de contornos imersos sao casos particulares
deste modelo, e sao somente validas para determinados tipos de componentes estruturais
onde os efeitos de flexao nao sao levados em consideracao.

Ter formulado o problema dentro de um contexto variacionalmente consistente per-
mite estabelecer de forma compreensivel a razao do surgimento de uma descontinuidade
no campo de velocidade do fluido v; no caso mais geral. Isto vem, em parte, a colagao
do modelo apresentado em [40] para o problema de interagao entre um fluido e uma viga.
Ali, os autores empregam o modelo de viga de Bernoulli que, pela propria cinemética
que o governa, possui uma velocidade angular. Esta caracteristica foi referida muito su-
perficialmente no mencionado trabalho pois simplesmente os autores expressam que “o
problema do escoamento nao enxerga o grau de liberdade da derivada do sélido”. Como
pode ser visto na presente secao, este grau de liberdade estd relacionado justamente a
existéncia da descontinuidade no campo de velocidade vy. Esta questao mecanica estd
entao intrinsecamente relacionada ao modelo de casca utilizado, portanto, por exemplo,
estard também presente ao usar modelos de casca do tipo de Kirchhoff-~Love. Nesta
situacao, a descontinuidade possui um vinculo direto com o gradiente, sobre a superficie
média, da componente normal do campo de velocidade da casca, isto é com Vx, vs,. Como
conseqiiéncia, o salto no campo de velocidade resulta dado por

{Ht[[Vf]] = hVx,(vf-n) sobre Xf (3.4.20)

[vi]-n=0 sobre Xt.

Observa-se que formular desta forma o problema fornece uma maior riqueza nos fenémenos

mecanicos modelados, e ainda uma maneira de avaliar ou estimar o erro cometido por trés

da aproximagao proposta em [40] na qual a descontinuidade foi esquecida.
Evidentemente, o modelo representado pelo Problema 3.9/ compreende uma com-
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plexidade consideravel na sua implementacao. Contudo, té-lo construido é de grande
importancia do ponto de vista tedrico pelo seguinte: (i) todas as hipGteses na derivagao
dos métodos de contornos imersos estao claramente expressas e caem dentro da teoria
cldssica, e (ii) é muito mais direto construir modelos mais simples, como o método de
contornos imersos classico, segundo serd visto a seguir.

3.4.3 Em busca do método de contornos imersos

Nesta se¢cao os métodos classicos de contornos imersos sao contextualizados dentro
do marco desenvolvido na secao anterior. Isto sera feito mediante a adicao de hipdteses
adicionais.

Na grande maioria dos trabalhos na area, o método de contornos imersos é formulado
assumindo que os fendmenos gravitatorios sao despreziveis e que a velocidade do fluido
é continua através da superficie imersa. A fim de reproduzir tais condicGes, considera-se
no Problema 3.9 que g = 0 de forma a eliminar os efeitos da gravidade e ainda az; = 0.
Com esta ultima consideracao, elimina-se a velocidade angular da formulagdo, a qual
originalmente dava lugar a descontinuidade da velocidade. Por sua vez, os fenémenos
de flexdo passam a ter natureza reativa, nao estando presentes no balanco de poténcias.
Conseqiientemente j4 nio é necessario distingiiir entre AT e A™, sendo agora simplesmente
denotado por A. Logo resulta o seguinte problema simplificado:

Problema 3.10. Para cadat € (0,T') encontre ((Vsf, Vsn, V), pf, A) € U X P x A tal que

Dvy | N AN "
/Q|:pfl)tf-Vf+UfD'E(Vf)—pfleVf—pfg-Vf:| dx

¥

+ Ni - (I Vi, Vs + 05, V1) + Qp - (=(Vx,0)Vsf + Vi, 05y ) | A5

0

_ ov
tf-fffdr—/ﬁfdiVVde—F/ pSHgo \AIS?—{—pSHgo Vsn
Q st 8L‘ ot

I'N

+ X-WJ+mmn—vﬂdEf+/‘A-W£+ﬁmn—0ﬂd2¢:0
=t 5t

V((Vsl, Dsny V1), D A) €V X P X A, (3.4.21)
onde
U = {(vsf, vsn, vy) € HY(SE) x H'(Z}) x H'(Q);
Vso,’USn,V = ‘_’soa@sm‘_’ s
, ( t f)lFD ( t f)} (3'4‘22)
P =L*(Q),
A=),

enquanto que V € o espaco obtido por diferenca de elementos de U.

Observe que com as hipéteses adicionais aqui incorporadas foi possivel escrever
a integral no problema do escoamento sobre 2 em lugar de Q \ X!, ao mesmo tempo
que recuperar o problema do escoamento no sentido cldssico de H!(Q2). As equacgoes de
Euler-Lagrange para este problema sao obtidas exatamente da mesma forma que antes e
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estao dadas a seguir

( Dv .
Pr th dives, + Vpy = prg em (),
a o
psHeo atSt —dive, Ny — (Vx,n)Q; = —A; sobre X
v,
psHeo— 8 —divg, Q; + N - Vg, n = —)\, sobre Xt
divvy =0 em ), (3.4.23)
(—pr—i-O'fD)nf:ff sobre NS
Vi = Vsf + Uspn sobre Yt
—[-piI+ospn=A sobre Yt
Nin, =0 sobre 0%y,
Q: n,=0 sobre 0%, y,

com A\; = It e A\, = XA -n. Como dito acima, neste problema a continuidade do campo
de velocidade é recuperada
[vil=0 sobre X (3.4.24)

e entao é possivel caracterizar de forma direta o salto da tragao no fluido sobre a superficie
imersa como segue

a o
psH§0 8

— divy, Nt — (Vx,n)Q; = IL[of )[n sobre Xt
(3.4.25)

psHeo—" —divy, Qi + Ny - Vy,n = [—ps + 05, - (n®@n)] sobre X,

8t
Veja que o salto na tracao do fluido é dado de forma explicita como funcao dos esforgos
generalizados definidos na casca imersa.

Para poder escrever este problema em uma forma mais préxima a como se faz na lite-
ratura da drea, isto é transformar a tragao na fronteira 3¢ em uma forca de volume atuando
em todo o dominio do fluido, é preciso introduzir a distribuicao Delta da mesma forma
em que se realiza na maioria dos trabalhos que lidam com este problema [57, 133} [139].
Suponha que a regularidade do escoamento ¢é tal que estd permitido proceder como segue

/Eé A(Xo, 1) - V(%o )dZo—/ A(xo,t) - (/Vf(x 15t (x — Xo)dx>d20_
// (Xost) - V5 (%, 1)8" (x = %) X, dx =

/Q </Et A(%0, )0 (x = %,) d20> (1) dx =
/QAfS(X’ t) - Vi(x,t)dx, (3.4.26)

onde é necessario assumir que a inversao na ordem de integracao é possivel. Entao, esta
expressao é substituida no Problema 3.10 e chega-se a formulagao variacional em cujas
equagoes de Euler—Lagrange do problema do escoamento hd uma forga de volume Ay que,
em funcao dos esforcos generalizados da casca, é igual a

s = / [dive, Ni + (Vae,0)Qs + (divy, Q)
b3

— (N - onn)n} 8(x —x,)dY,. (3.4.27)
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Esta é a expressao correspondente a forca de volume comumente encontrada nas for-
mulagoes cldssicas do método de contornos imersos. Usualmente esta forga é fornecida
de forma direta por uma relacdo constitutiva [133, 139] sem fazer nenhuma referéncia
a sua natureza e/ou forma de derivagao. Com o modelo aqui proposto, a mesma foi
obtida a partir do problema acoplado, e sua forma depende explicitamente dos esforcos
generalizados definidos no modelo de casca.

Assim sendo, uma das principais contribuicoes desta parte do capitulo foi fornecer
a caracterizacao da forca de volume que surge nos métodos de contornos imersos, a partir
do contexto variacional continuo, como uma funcao explicita dos esforcos generalizados
encontrados na teoria de cascas com as hipdteses cinemdticas aqui empregadas. Outra
conclusao importante é que nem sempre é possivel escrever o problema do fluido como
funcdo de uma forcga distribuida no volume do problema de fluido. Com efeito, a situagao
mais geral (ver Problema [3.9) nao poderia ter sido colocada neste contexto pois o campo
de velocidade sofre uma descontinuidade devido a velocidade angular da casca. Como
corolério, devido a que os esforcos de flexao estao associados de forma conjugada a esta
velocidade angular, pode-se inferir que todas as teorias relacionadas aos métodos de con-
tornos imersos nao permitem que ocorra esta classe de fendmenos na estrutura.

3.5 Comentarios finais

Ao longo deste capitulo, em especial na Segao [3.3, foram vistos os caminhos que
conduzem aos métodos de dominios imersos para colocar o problema de interagao fluido—
solido. Viu-se que o conceito estava apoiado basicamente em mudar a forma como se
escreve a continuidade do campo de velocidade na fronteira F} s» passando da (3.3.11)
para a (3.3.12). Em particular, o ultimo produto de dualidade foi expresso por extenso
como segue

(¥, (vs = vi))m-1(0t)xmi(n) = /Q Y- (vs —vy)dx, (3.5.1)

onde 1 € H}(Q!) é uma funcgdo vetorial. No entanto, esta é s6 uma forma de expressar
o produto de dualidade H=!(Q%) x H!(Q!), e outras também sdo possiveis. Por exemplo,
uma forma é fazer uso da identificacio entre o espaco H~1(€2%) com o par L2(QF) x L2(Q%),
onde LQ(Q',;) ¢é o espaco de campos tensoriais de segunda ordem de quadrado integravel,
como segue

(M, (Vs = vi))u-1(00)xH1 Q1) =
(@, (vs = vz xrzy) + (R (Vv = Vvi)) 2 gny a2y =

¢ (vs—vy)dx+ / S (Vv, — Vvy)dx, (3.5.2)

Qs 05

onde aqui o elemento 7 € H~1(€) identifica-se com o elemento (¢, ®) € L2(Q%) x L2(Q),
onde ¢ é uma funcao vetorial e ® é uma funcao tensorial. Pode-se, como caso particular,
tomar = V¢, resultando

(M, (Vs = Vi) H-1(Q1)xH! Q1) =
(@, (vs = vz ez + (V@ (VVs = Vvi)) 2 gny 2y =

¢ (vi—vy)dx+ [ V- (Vvy—Vvy)dx, (3.5.3)
o Q
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sendo que aqui o elemento n € H™1(QY) identifica-se com ¢ € H'(QL). Outra forma pode
ser dada eliminando a primeira integral do lado direito da (3.5.2), ou seja

(m, (vs = viDm-1anxm ) = (@5 (VVs = Vvp))izian iz =
/ ® . (Vv, —Vvy)dx, (3.5.4)
a

porém, esta forma assegura que Vvy = Vvy em L2(Q§). Para assegurar a igualdade
Vs = Vy em H!'(Q!) devem-se eliminar os movimentos de corpo rigidos, para o qual em
alguma por¢ao do dominio Qf deve-se fazer vy = vy. Uma outra forma alternativa, e
menos natural, é aproveitar o fato de que uma funcao estd em H!(Q)) desde que o seu
divergente esteja em L2(00}) e o seu rotacional esteja em L2(Q%) (ver [50]). Assim sendo
pode-se escrever

(M, (vs = vi))u-10)xm1 Q1) = (@, (Vs — Vi))L2(0t)xL2(02t)

+ (s, (divvs —divvy)) 2ty xp2 (i) + (@, (carl vs — curl ve))pe oty L2 (o) =

o ¢ (ve—vy)dx+ /Qt ¢(divvy — divvy)dx —|—/Q o (curlvy —curlvy)dx, (3.5.5)

t
s

onde aqui o elemento n € H™1(Q%) identifica-se com a tripla (¢, <, 0) € L2(Q%) x L2(QL) x
L2(Q%). Além disso, o mesmo comentério que levou da (3.5.2) & (3.5.4) segue valendo
neste caso, com respeito a eliminar o termo associado a ¢. Vale a pena comentar que a
(3.5.5) é equivalente a (3.5.1) desde que o contorno F? s seja suficientemente regular.

Veja que estas variacdes do produto de dualidade H=!(Q%) x H!(QY) levam a equacoes
de Euler-Lagrange levemente diferentes onde o significado do multiplicador de Lagrange
muda. Por outro lado, embora as implicacoes de variar estes termos no problema continuo
sejam exatamente as mesmas, no problema discreto aproximado esta equivaléncia é perdida
e algumas diferencas podem ser observadas.

Contribuicoes do capitulo

Diversos pontos dentro deste capitulo identificam-se como contribui¢oes desta tese.
Por ordem de aparig¢ao, a formulacao variacional do Problema 3.3 da Segao 3.2.2| é uma
abordagem que, ao empregar idéias novas como as apresentadas no Capitulo 1, nao fora
colocada na literatura, e portanto considera-se uma contribuicao. Passando aos métodos
que usam imersao de dominios, o método de dominios imersos desenvolvido na Se¢ao 3.3.2
através do Problema 3.6 é uma das contribuicbes mais importantes deste capitulo, posto
que generaliza os métodos de elementos finitos imersos e do continuo imerso. A outra con-
tribuicao importante é dada na Secao[3.4.2. Ali a formulacdo do método de cascas imersas
por meio do Problema 3.9/ permite dar uma generalizacao acabada da teoria por tras dos
métodos de contornos imersos, pondo em evidéncia a existéncia de uma descontinuidade
no campo de velocidade do fluido, aspecto que na literatura é desconsiderado ou inclusive
tratado de forma errénea. Por enquanto, a producao decorrente do trabalho deste capitulo
é a base das publicagoes [17, [19], as quais sao repetidas aqui por conveniéncia:

e P.J. Blanco, R.A. Feijéo e E.A. Dari, A variational framework for solving fluid—solid
interaction problems based on immersed domains. Theoretical bases, Comput. Meth.
Appl. Mech. Engng., (197) 2353-2371, 2008.

e P.J. Blanco, E.A. Dari e R.A. Feijéo, A variational approach for fluid-solid inter-
action problems using immersed domains, Anais do WCCM 2008. Veneza, Italia,
2008.



Capitulo 4

Implementacao computacional do
método de dominios imersos

Introducao

Na introducao do capitulo anterior foi descrito, de forma breve, o desenvolvimento
e avancos de técnicas como o método de dominios ficticios, o método dos elementos finitos
imersos, o método do continuo imerso e a generalizacao destes, proposta ao longo do
Capitulo [3 e que foi denominada método de dominios imersos, focando a descrigao nos
aspectos tedricos de cada um deles. Do ponto de vista da implementacao computacional,
a aproximacao numeérica dos métodos de dominios ficticios tem sido também um tema de
forte pesquisa desde os inicios da sua existéncia. Para as técnicas mais recentes a mesma
constitui ainda um tema de estudo. Um dos pontos mais relevantes que caracterizam cada
uma das versoes discretas das metodologias propostas na literatura é a aproximagao do
multiplicador de Lagrange que realiza o acoplamento entre fluido e sélido, a menos do caso
do método de elementos finitos imersos no qual nao ha multiplicador de Lagrange. Como
serd visto, este aspecto nao ¢é trivial pois pode levar a implementacoes computacionais
complexas como resulta ao considerar o problema monolitico. A forma mais utilizada
pelos pioneiros na area de métodos de dominios ficticios faz uso de técnicas de decom-
posicao de operadores, somado a métodos de colocacao para aproximar o multiplicador
de Lagrange [52, 53] 54, 130]. Com respeito ao segundo ponto, o produto de dualidade
que possui a funcao de forgcar o acoplamento é substituido, em muitas ocasioes, por uma
versao discreta que relembra aos métodos de colocagao por pontos tipicos no contexto
de métodos de residuos ponderados. Outras duas abordagens que também empregam
decomposicao de operadores sao as usadas em [39, [160]. Ali, a diferenga esta nos espagos
de aproximacao escolhidos para o multiplicador de Lagrange. Enquanto que a primeira
emprega uma aproximacao baseada em fungoes base de elementos finitos de tipo Galerkin
para o multiplicador de Lagrange, a segunda o elimina da formulacao no nivel do continuo
e logo depois também emprega elementos finitos na aproximacao. O ponto em comum de
todos estes trabalhos é que a linearizacao é levada a cabo mediante iteracoes sucessivas
de tipo Picard, também chamadas substitui¢oes sucessivas. Entretanto, uma linearizagao
consistente no estilo do método de Newton—-Raphson ¢é algo que deve ser cogitado como
importante em qualquer sistema altamente nao linear, sobretudo levando em consideragao
a possibilidade de segregar a resolucao do sistema de equagoes em dois problemas: o do
fluido e do sélido. Mudando para o contexto do método dos elementos finitos imersos,
somente no trabalho [97] é apresentada uma linearizagao consistente dentro do esquema
de Newton—Raphson através da obtencao do operador tangente. Tanto nesta metodologia
como no método do continuo imerso [163], o acoplamento entre fluido e sélido é reali-
zado empregando métodos de particulas, similares aos desenvolvidos em [96, 162]. O
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objetivo principal destes métodos de particulas é lidar com os termos associados a parte
Lagrangiana da formulacao e facilitar o tratamento do dominio varidvel do sélido dentro
do dominio fixo do fluido. No entanto, este tratamento foge a uma implementacao dentro
de um codigo de elementos finitos.

O objetivo do capitulo é, em primeiro lugar, apresentar uma linearizacao consis-
tente do método de dominios imersos desenvolvido no Capitulo I3 dentro de um esquema
iterativo de Newton—Raphson, obtendo o operador tangente para o esquema incremental.
Depois, com o problema linear formulado, discute-se o possivel desacoplamento em dois
sub-problemas: o do fluido e o do sélido, o que resulta de grande interesse no sentido de
dispor de um método viavel em termos de custo computacional e com baixa complexidade
na implementacao. Além disso, fornece-se uma possivel aproximacao numérica, avaliando
os casos do fluido e do sélido separadamente. Tudo isto é feito para os casos de sdlidos
deforméveis e rigidos. Neste sentido, a maior complexidade por tras da implementacao
computacional do problema de dominios imersos jaz no fato de estar lidando ao mesmo
tempo, ou seja no mesmo sistema de equagoes, com varidveis de natureza intrinsecamente
Euleriana e Lagrangiana acopladas entre si. Isto implica, segundo a abordagem pro-
posta via o método dos elementos finitos, a necessidade de empregar duas malhas, uma
de cardter espacial (ou Euleriano) para o problema do fluido e uma de cardter material
(ou Lagrangiano) para descrever os fenomenos associados ao sélido. Ver-se-4 entdao que
se precisa transferir informagao entre as duas malhas, o que se traduz na interpolagao
das quantidades que estdo definidas em uma malha sobre a outra. Em segundo lugar,
o capitulo objetiva apresentar uma série de exemplos numéricos mostrando a potencia-
lidade da metodologia desenvolvida ao modelar problemas cuja complexidade seria de
consideravel magnitude se empregados métodos cldssicos. Como corolario, este capitulo
representa um primeiro passo na direcao de simular, dentro da modelagem do sistema
cardiovascular humano por exemplo, o comportamento da vélvula adrtica, o que constitui
um problema de complexa abordagem tanto nos fendmenos fisicos que ocorrem como
na aproximagao do problema (ver [63]). Neste sentido, apresenta-se um primeiro modelo
simplificado de um mecanismo que visa simular uma dinamica similar a da valvula adrtica.

O presente capitulo estd organizado como segue. Na Secao 4.1 realiza-se de forma
detalhada a linearizacao do problema de interacao fluido—sdlido deforméavel empregando o
método de dominios imersos apresentado no capitulo anterior, enquanto que na Secao 4.2/ o
mesmo é feito para o problema de sélidos rigidos. Logo depois, na Secao 4.3 apresentam-se
alguns casos particulares de fluido e sélido para os quais se especificam as leis constitutivas
e as consequéncias das mesmas no problema linearizado geral. Na Secao 4.4 discute-se a
aproximacao numeérica do problema no contexto do método dos elementos finitos para a in-
teragao entre um determinado fluido e um sélido, tanto rigido como deformével. Ao passar
a Secao 4.5 mostra-se uma série de exemplos numeéricos correspondentes ao problema de
interacao fluido—sdlido rigido. A implementagao computacional para sélidos deforméveis
encontra-se ainda em desenvolvimento. Com relacao aos exemplos numéricos apresentados
nesta ultima secao, ha duas classes. Por um lado, estao aqueles nos quais o escoamento
estd governado pelas condigoes de contorno, situacao que € tipica na modelagem da valvula
adrtica assim como de outra grande classe de aplicagoes. Por outro lado, alguns exemplos
focam a andlise no estudo do escoamento produzido pela forga boiante produto de diferenga
de massas especificas, em presenca de gravidade, entre fluido e sdlido. Este caso é mais
caracteristico na andlise de sedimentacao de particulas. O capitulo finaliza com alguns
comentarios na Secao 4.6.

A contribuicao do presente capitulo esta fortemente atrelada a do capitulo anterior.
Os trabalhos decorrentes do material deste capitulo sdo [17, 19]. A linearizagao do pro-
blema de acoplamento entre um fluido e um sélido via o método de dominios imersos,
tanto deforméavel como rigido, considera-se contribuicao desta tese pois, uma vez que a
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propria formulagao é uma contribuicao, também o é a sua linearizacao.

4.1 Linearizacao do problema fluido—sdlido deformavel

Nesta secao apresenta-se a linearizacao do Problema 3.6/ desenvolvido na Secao 3.3
do Capitulol3. Lembre-se que este modelo foi construido para simular a interacao entre um
fluido e um sélido de forma arbitraria que sofre deformacdes, ambos com caracteristicas
de compressibilidade/incompressibilidade arbitrarias e independentes entre si.

4.1.1 Descrigoes espacial e material

Primeiramente considere sem perda de generalidade que, quando necessario, parte
da formulagao é escrita em uma descricao material de referéncia (usualmente conhecida
como descrigao totalmente Lagrangiana). Assim, quando pertinente, as quantidades sdo
referidas a uma configuracio de referéncia 0. As coordenadas materiais que caracterizam
esta configuracao sao X, e o mapeamento x = x/(X,t) relaciona essas coordenadas com
as coordenadas da configuracao atual Q.. Logo é F = Vxx = I + Vxu, devido a que
us(X,t) = x(X,t) — X, com Vx(-) sendo o gradiente material do campo () com respeito
as coordenadas X. Emprega-se a componente desviadora do tensor de Piola—Kirchhoff de
segunda espécie S;p, sendo portanto [osplm = ﬁFssDFT, onde S;p = Ssp(C(uy))
com C = FTF sendo um dos tensores de deformagao de Cauchy—Green, e [-],,, denotando
a descri¢ao material do campo espacial (-). A partir do Problema 3.6 as varidveis devem
ser classificadas como sendo quantidades espaciais ou materiais, lembrando que as ultimas
podem estar descritas na configuracao atual ou na de referéncia. Assim, as quantidades
inerentemente definidas sobre o dominio do sélido Q% sio Lagrangianas ou materiais, e
aquelas definidas sobre o dominio completo €2 sao Eulerianas ou espaciais.

Inicialmente mantém-se a notacao genérica para descrever os comportamentos cons-
titutivos do fluido e do sdlido, isto é

orp=0splelvy)), (4.1.1)
Sip = Ssp(Cluy)). (4.1.2)

Portanto, a equagao de balanco para o fluido é expressa em termos de velocidades, en-
quanto que para o sélido a mesma é dada em termos do campo de deslocamentos u;. Apds
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estas consideragoes, o principio variacional (3.3.20) é reescrito como segue

ovy . . A .
/Q [pfatf Vi pp(Vvp)ve -Vt opp(e(vy)) - e(Vy) —ppdivyy — prg - vf] dx

¥

_ 1 Opy 1
ty-vpdl — [ py| di — %+ —Vps-vs|d
foVy /pr< RACRE T Vf> x

1 1 Opy
(L L\ /Opy ‘ d
) G o) o

+/Qg [(pga;;s — " {i}‘;f]m —p?v[(vvf)]m[vf]m> -,

+ (Ssp(C(us)) — det FF o s, (e(vy)]mFT) - FT Vx v

N

~ = o) det F(E T V) = (0 = g 9 aX

1
—/ ﬁs<detF— 1+ *ps> dx
Y Ks

+/ @.(auS_[vf]m>dethX+ Y- Vsdet FdX — [ []e-vydx =0

v(ofaﬁfavmﬁs,'l;b) S vf X Pf X Vs X Ps X lI’, (413)

onde ,02 e pg)c sao os valores na configuracao de referéncia de ps e py, respectivamente,
Ky = oo ¢ 0 médulo de compressibilidade como usualmente vindo da mecéanica dos
sélidos e [-];, e [-]e denotam as descri¢oes material e espacial do campo (-). Aqui tém sido
substituidos os espacos V e P do Problema 3.6 pelas formas explicitas ¥V = V; x V; e
P = P x Ps. Em funcao do dito anteriormente, a descricao em que as quantidades sao

consideradas no problema acima é a seguinte

X:X(X,t)
— =5

vi=[vile(x,1) [Vilm(X, 1),
ps = [pfle(x.1) X%, [pflm (X, 1)
u, = [ug]n(X, 1) XX, e, t),  (4.14)
Ps = [pslm(X,1) X, [pale(x, 1),
¥ = [ln(X.1) Xxxd), ). (x. 1),

onde x ! é o mapeamento inverso de x que existe para todo tempo ¢ devido as hipSteses

bésicas da cinematica de corpos.

Um fato importante a ser salientado antes de apresentar a linearizagao do problema
é a seguinte. As propriedades empregadas para caracterizar o fluido artificial sdo, a menos
do médulo de compressibilidade, idénticas as do fluido real. Desta maneira, como sera
visto, a linearizacao é levada a cabo sobre o minimo nimero de termos na equacao do
fluido. Caso contrario, cada um dos termos na mencionada equacao de momento teria
que ser manipulado de forma adequada, devido a que o dominio 2, e portanto Q?, é
desconhecido. Logo, a linearizacdo proposta a seguir somente é valida neste caso.
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4.1.2 Esquema monolitico

O problema variacional nao linear (4.1.3) pode ser escrito, de forma equivalente,
como sendo

g((vfapfvu&psv'lp)v (‘Affaﬁfvosaﬁ&dj)) =0
V(5. Pfs Ve, Por ) € Vi X Pp X Vg X Py x ¥, (4.1.5)

Em forma mais compacta, e agrupando as incégnitas como U = (v, py, us, ps, ¥), resulta

A~

G(U,U)=0 YU € E, (4.1.6)

onde E =V x Py x VYV, xPs x ¥, sendo portanto uma equacao nao linear em U, entretanto
linear no argumento u.

A linearizacao do problema variacional (4.1.6) dentro do contexto de um esquema
de Newton-Raphson em torno de um dado ponto (v¢,p¢, us, ps,1P) consiste em encontrar
o incremento na solucao (6vy,dpy, dug, ops, 1) tal que

<Dg((Vf,pf, Us, Ps, ¢))[(5va 5pf7 51187 5]95, 5¢)]7 (‘}f’ﬁfa ‘A/Svﬁ& ¢)> =

- g((vf7pfa Us, Ps, ¢)7 (‘A/f7ﬁfa ‘787ﬁ87 ’lp))

V(5 Df Vs, Ds, W) € Vi X Prx Vg x Py x ¥, (4.1.7)

onde DG((vy,pf, us, ps,)) é usado para denotar o operador tangente consistente asso-
ciado a G no ponto (v, ps, us, ps, 1), o qual é obtido por diferenciagao classica. Usando
a notacao compacta, o operador tangente define-se como

(DG(U)[6U],U) = dig(u +¢U,U)| . (4.1.8)
S <=0

Portanto, a equagao variacional linear (4.1.7) pode ser escrita como
(DG(U)[6U] — f,U) =0 vU € B, (4.1.9)

onde pode ser identificada cada componente do operador tangente DG xy (U), ou simples-
mente DG xy, que realiza o acoplamento da incégnita Y dentro da equacgao correspondente
a X, enquanto que (f, l]> =-G(U, U)

Antes de efetuar a linearizacao lembre alguns conceitos preliminares vindos da teoria
da mecénica do continuo. A seguir (). indica a perturbacao da quantidade (-) na diregao
do incremento dus. Em particular, Fc = I+ Vxus+<¢Vxdu, = F+¢Vxdus. As seguintes
identidades serao tteis no processo de linearizagao

F= diFg = Vxduy,
S lezo
(F-1) = iFgl = —F~'Vxou,F!,
d¢ =0
(det F) = (idet F.| =detF(FT.Vxiu,), (4.1.10)
s=0
d
pP=—0D = Vp - [dug]e,
dg™* =0
V= iv = (Vv)[duy]
dg < <:0 Sles
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onde p e v sdo duas quantidades espaciais (ou Eulerianas), escalar e vetorial respecti-
vamente, definidas sobre €). Uma mencao especial deve ser feita sobre como reagem
tais quantidades ao perturbar o dominio 2 através da perturbacdo no deslocamento
dus. Isto leva a expressdes como as vistas em (4.1.10)4 e (4.1.10)5. Certo cuidado
deve ser tomado em consideracao ali ji que a operagao correta a ser realizada é, ex-
plicitando a dependéncia funcional, a que se detalha a seguir. Veja que as perturbagcoes
sdo pe = p(x¢) = p(x(X,t) + céus(X, t),t) e portanto

d
dgpg

= ip(x<) 7p(X(X,t) + §(5115(X,t),t) = Vp . [5113]6‘ (4'1‘11)

=0 d¢ <=0

=0

Algo totalmente andlogo é feito para uma quantidade vetorial.
Assim sendo, a linearizacao do problema (4.1.3) de acordo com a notagao da (4.1.9)
resulta, em relacao ao lado direito da equacao, no seguinte

) ove . . . N
(f,vy) = /Q [— pfa—tf Vp—=pp(Vvp)vy vy —app(e(vy)) - e(Vy) +ppdivy

(Ef+5ff)~f7fdr+/ [Y]e - vdx, (4.1.12)
Qt

fN s

—|—pfg-\7f} dX+/
r

1
<f723f>=/ (leVf+((Zif+ﬁprf-Vf> dx

R 1 1 Opy
_ S22 ve)dx, (4.1.1
/Qgpf(mf m)(at VP Vf) % (4113)

wod= [ (- h %+ 5] Al v
s s)) - FI'Vx¥, +detFloy,(e(vy)]mF T - Vxvs

+(p) — p})g Vs — Ssp(C(u
+ (ps — [pflm) det F(F~7 - Vx¥,) — (det F)ap - 03] dX, (4.1.14)

1
(f,ps) = / ﬁ5<detF -1+ *p5> dX, (4.1.15)
Q9 Ks

. ./ dug
<f,¢):—/ﬂg¢- (a‘; —[vf]m> det F dX. (4.1.16)

Por outro lado, as componentes do operador tangente DG que conformam a equagao de
V¢, isto é (DG (U)[6U],Vy), sao

R oévye .
(DG(U)[ovy], V) :/Q [’Ofatf Y+ pr(Vvy)ovy - vy

+ pf(v5Vf)Vf . \A’f + [DO’fD(€(Vf))]E(5Vf) . E(\A/f) dX, (4.1.17)
<Dg(U)[5pf],\A’f> = —/Q(Spf diV{’de, (4.1.18)

(DG(U)[6uy], ‘A/f> - - /Qt [P]e - (V‘A’f [0u,]e + div [5us]e{’f) dx, (4.1.19)

S
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(DG(V)[69], vy) = _/m [69]. - V7 dx, (4.1.20)

s

onde Doy, (e(vy)) é a relacdo tangente constitutiva avaliada no ponto (vy), e que é
obtida fazendo

(4.1.21)

Do plelvp)le(dvs) = 10 rple(vy +56v)
s=0

Para a equacao (DG(U)[0U],ps) tem-se

1
<D9(U)[5vf],]§f> = —/ ﬁf(diV(SVf + K—prf . 5Vf> dx
Q

1 1
+/ ﬁf< — >fo dvpdx, (4.1.22)
92 Kf Rs

190}
(DG(V)[ops),y) = - /f( D0s 1 op; vf> dx

. 1 a5pf
—_— - — 4.1.2
+/Qépf<’€f ms>< e + Vpy - vf> dx, ( 3)

<Dg(U)[5us]aﬁf>:/ by (; )( + Vpy - vf> div [ug], dx
+/ </j 18> [vpf [5“5]6(8(% + Vpy - vf)
+ﬁfV<aat + Vp;y - vf> -[5us]e] dx. (4.1.24)

Por sua vez, a equagao linearizada do deslocamento do sélido (DG(U)[6U], V) resulta

R M L (e I A M P L MO P R

+det F[Do ;s (e(vy))lmle(0v )] F T - vxos] dX, (4.1.25)

(DG(U)[5py], ) = /Q [9pslm det B(E T - Tx9,) dX, (4.1.26)

s
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2

(DG (U)[ouy],v,) = /Qg [pgaa‘;‘s Vs — Y [v (aa‘;f + (va)vfﬂm&uS Vs
+[DS;p(C(u,))]Vxdu, - F'Vx ¥, + VxduS,p(Cluy)) - Vx Vs

—detF(F~ 1. Vxéus)[afD(s(vf))]mF*T -Vx Vs

— det F[V(afD(e(vf)))]m(SusF*T -VxVs
+ det F[O'fD(e(vf))]mF*T(Vxéus)TF*T -Vx Vs
— (ps — [pflm) det F(FT . Vxous ) (F1 - Vxvy)
+ (ps — [pflm) det FF~ T (Vxou,)"F~ T . Vx ¥,

+ [Vpflm - dusdet F(F~T - Vx V) + det F(F~T - Vxdu, )y - v | X, (4.1.27)

(DG(U)[6ps], ¥s) = —/ opsdet F(F~T . Vx¥,)dX, (4.1.28)
Qg

(DG(U)[53],v,) = /Q det F(0 - ¥4) dX, (4.1.29)

onde DS,p(C(uy)) e [Doy,(e(vy))lm sdo os correspondentes tensores constitutivos de
quarta ordem dados por

DS, p(C(u.))Vxdu, = S 8.p(Clus +6u)| (4.1.30)
s=0
d
(Do, (e(vy))lmle(0vy)m = [(kafD(s(Vf +ovy)) 0] . (4.1.31)
Para a equacao (DG (U)[0U], ps) obtém-se
(DG (U)[uy), ps) = — / psdet F(F~T . Vxou,)dX, (4.1.32)
Q9
1
(DGW)5p1.5) == | fumcipiaX. (413
Finalmente, a equacao linear (DG(U)[6U], ) é como segue
(DG(W)[ovy], b)) = — | - [0v]m det FdX, (4.1.34)
Q9

P 9) = [ b | T [Tyl

s

n (a(;s ~ [vf]m> FT. Vxéus)} det FAX. (4.1.35)

Depois de introduzir aproximagoes no espaco e no tempo nao resulta dificil identificar a
estrutura de acoplamento que apresenta o sistema final de equacGes lineares

Kviv, Ky Kyju, 0 Ky, ovy fy,

Kpive Kppy Kpju, 0 0 opy fp,

Kusv, Kup, Kuu, Kup, Kugyp oug | = | fu. |, (4.1.36)
0 0 Kpsus Kpsps 0 5]75 fps
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onde cada bloco Ky estd relacionado com o operador tangente (DG (U)[6Y], X), enquanto
que fx estd associado a (f, X).

4.1.3 Esquema segregado

O sistema de equagoes lineares apresentado na segao prévia (veja a (4.1.36)) é a
versao linearizada completamente acoplada do Problema 3.6, Nesta se¢ao mostra-se uma
pequena modificagao sobre o mencionado sistema de forma a simplificar a implementacgao
computacional.

O sistema (4.1.36) compreende, em um tnico passo de calculo, a resolucao de todas as
incoégnitas do problema. Sempre que for possivel, essa é a melhor forma de resolvé-lo. Nao
obstante, este sistema possui alguns inconvenientes do ponto de vista da implementacao
computacional. Esses temas serao tratados mais na frente a partir da Secao 4.4 ao discutir
os aspectos gerais da implementacdo computacional. Assim, um ponto importante que
deve ser estudado, como em todo problema acoplado, é a versao segregada do mesmo,
separando a resolucao em dois passos de cédlculo, o do fluido e o do sélido.

Uma possivel versao segregada decorrente do sistema (4.1.36) é a seguinte

Kyvivy Kyps 0 0 Ky ovy [fvf]:

Kpivi Kppps 0 0 0 ops [fpf]
0 0 Kusus Kllsps 0 5115 = [fus]* 5 (4137)
0 0 Kpsus Kpsps 0 5p8 s

K’lI)Vf 0 0 0 0 5’(,b [f¢]*

onde os termos modificados do lado direito da equagao, indicados por [-]*, sao

[fo]* Vfus (5uS)Pa
[fpf]* Pfus(5u8)P7 (4.1.38)
[fu,]” = fus - uSVf (5Vf P Kuspf (5pf)P - Ku5¢(5¢)P

]

[f,l/, = f,/, K¢us(6us)P.

Aqui, a notagao (-)P significa que a quantidade é previamente conhecida, por exemplo,
através de um esquema de predigao.

O problema resulta assim parcialmente desacoplado, j4 que na verdade o problema
do escoamento estd acoplado com o campo 1. A resolucao estd composta por dois passos de
célculo: (i) o problema do escoamento do fluido acoplado com o campo material ¢ de forma
a impor a restricao sobre o campo de velocidade v; dependente da velocidade do sélido
conhecida de um passo anterior e (ii) o problema do sélido com diversos termos for¢antes
vindos de um passo de cdlculo anterior. Este esquema segregado pode ser melhorado
resolvendo primeiro o problema do escoamento do fluido como indicado em (i) e a seguir
o problema do sélido substituindo as quantidades denotadas com ()7 em (4.1.38)3 pelos
valores atualizados de dvy, dpy e 61, de forma similar a um procedimento de resolucao de
Gauss—Seidel.

4.2 Linearizacao do problema fluido—sélido rigido

Nesta secao desenvolve-se a linearizagao do Problema [3.7 formulado na Se¢ao 3.3 do
Capitulo 3. Este modelo visa simular a interacao entre um fluido e um sélido de forma
arbitraria, porém rigido, enquanto que o fluido possui caracteristicas de compressibili-
dade/incompressibilidade arbitrarias.
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4.2.1 Descrigoes espacial e material

No caso do problema de interacao entre um fluido e sélidos rigidos o tratamento
muda levemente. Aqui nao é necessario levar em consideragao a descrigdo Lagrangiana de
quantidades como o deslocamento u, e a pressao ps como ocorria na Secao 4.1. Entretanto,
é necessario fazé-lo com o campo © que continua sendo uma quantidade material. Dada
a particularidade do sélido rigido, resulta trivialmente que F = I+ QZ, onde Q¢ é uma
matriz de rotagao, com todas as suas conseqiiéncias. Além disso, e visando simplificar
a abordagem, assume-se no Problema 3.7 que vy = Vi Da equacao correspondente a
Vs. Procedimentos similares foram explorados nos trabalhos [39, 97, 163]. Isto é mais
facil de ser justificado através do caminho desenvolvido no Capitulo 3/ em contraste com a
abordagem da literatura, na qual nao é deixado claro o motivo desta consideracao. Com
isto é possivel agrupar alguns termos e simplificar notavelmente a linearizacao, e em geral
o tratamento do problema em si. Sé por citar um exemplo, veja que desta maneira nao
aparecera o bloco matricial Ky,v, na equagao analoga a (4.1.36). Por tudo o que foi dito
pode-se manter a equacao de balanco de momentos linear e angular do sélido em termos da
velocidade vs. Neste caso para o problema no qual o sélido é rigido o principio variacional
(3.3.36)) é reescrito como segue

ovy . . o -
/Q [”fatf Vi pp(Vvp)ve -Vt opp(e(vy)) - e(Vy) —ppdivyy — prg - Vf:| dx

T 10
—/ tf-{/de—/pf<d1VVf+ pf+ —Vpy- Vf) dx
FfN at /‘i
1 (Opy
+/ ﬁf ( + Vpy - Vf) dx
Qt ot

o Qe o
+ Ameaa‘;s Ve + 88 — Al Q + QAL -

— Amgpg - Vg + / [hle - (VS + Q2(x — u?) — vy) dx
Qt

s

#| [ wleax| s | [ wleo o wax]0l- [ wlvsax—o
o Qf o
V(5,0 v Q) € Vi x Prx VIx 02 x ¥, (4.2.1)

onde a equagdo de 1 agora estd escrita na configuragao atual Qf, o que é indicado por
[)]e. Também foi usado o fato de ser r° = x — u? = [us]e — u?, com u? sendo a posigao
do centro de massa, e além disso

Amgp = mg —my,

(4.2.2)
Al =1, — I,

onde my e I; tém as mesmas definicoes que m; e I; respectivamente, porém com p; em
lugar de ps. Veja que na expressao (4.2.1) foi dada de forma explicita a forma do espaco
VY do Problema 3.7 como sendo ¥V = V; x V¢ x Of.
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Neste problema, a descricao usada para cada uma das quantidades é a seguinte

x=x(X,t)
_—

vi = [vile(x.t) v lm (X, ),
pr = [psle(x.1) XXX, [psln(X. 1),

V2 = V() XX, Vol () = v, (1.2.3)
Q2 = [27],0(0) XX, Q2.(1) = 2,

¥ = [ln(X.1) XX, ). (x,1).

Veja que aqui as quantidades v¢ e €29 sdo invariantes perante o mapeamento X, pois sao
independentes da posicao e portanto da descrigao.

Embora o problema esteja em termos de velocidades, o deslocamento do sélido deve
ser computado a fim de efetuar o balango no corpo rigido de forma adequada. De fato, o
correto posicionamento do sélido entra em jogo no calculo do tensor Allyr, na componente
da velocidade €2¢(x —u?) e na contribuicao para a equacao de momento angular dada por
[]e ® (x — u?). Em outras palavras, uma parte da ndo linearidade do problema é com
respeito ao deslocamento do sélido. Isto faz com que seja necessario linearizar a formulagao
anterior em funcao do incremento no deslocamento u,; adequadamente definido para um
movimento de corpo rigido. Isto é a contrapartida do feito no problema anterior para um
solido deformavel.

No caso de um movimento rigido o deslocamento uy estéd descrito como

us (X, 1) = ul(t) + Q2t)(X — X°), (4.2.4)

onde X° é a posigao do centro de massa na configuragao de referéncia Q0, u? representa

a posigao do centro de massa em fun¢ao do tempo e Q¢ é uma transformacao ortogonal

com determinante positivo, ou seja Qg(Qg)T = I, que coloca o sélido na posicao rotada

para cada instante de tempo. Logo, uma perturbagao no deslocamento esta governada por
~ o o

perturbagoes em ug e em Q¢ pois

bu,(X, 1) = 6ul(t) + (JQI(E) — HQ(E)(X — XO). (4.2.5)
Na descricao espacial a expressao anterior resulta
[Ousle(x, t) = dug(t) + (6Q3() — I)(x — ug(t)), (4.2.6)

pois X — X° = Q2(t)T(x — u2(t)). Um aspecto importante que deve ser remarcado aqui
¢ que a perturbagao no tensor rotacao QY nao é aditiva, mas multiplicativa. Ver-se-a
depois como os incrementos du? e Q¢ estao relacionados a velocidade v e ao tensor £27.
Isto entra em jogo ao especificar uma discretizagao temporal. Por enquanto assuma as

seguintes relacoes genéricas

fu? = Sul(sv?),

5Q? — 5Q2(592). (427)

Estas relagoes incrementais sao lineares. Desta forma, a formulagao variacional (4.2.1))
¢é escrita em termos de velocidade, levando em conta que a linearizacao com respeito a
posi¢do do dominio QY serd também escrita em termos de §v? e de 622 segundo indicado
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pela (4.2.7). Nao resulta dificil, a partir da (4.2.4), obter as seguintes relagoes

Vo — oug

S ot

) 6Q0 (4.2.8)
Q= =T

das quais se derivam as formas genéricas (4.2.7).

Por outro lado, a equacao de ps nao esta presente na formulacao, o que faz com que
as incégnitas sejam as seguintes vy, py, vg, 7 e 1, além de, como dito, ter que considerar
o calculo de u? e QY.

Neste caso resulta mais natural considerar o fluido artificial com propriedades (massa
especifica e viscosidade) idénticas as do fluido real. Isto simplifica, como dito anterior-
mente, a linearizacao do problema. Aqui o médulo de compressibilidade do fluido artificial
¢ ks = 00, independente de k.

4.2.2 Esquema monolitico

Aqui, o problema variacional nao linear (4.2.1)) escreve-se em forma abstrata como
segue

Gr (V5 pp, v Q2,9), (V,bf, 92, Q) = 0
V(7,00 QL) €V X Prx VIx O x W, (4.2.9)

que depende também das incégnitas (u2, Q2) (pois estas definem o domfnio QY), as quais
estao relacionadas com as outras incégnitas pelas expressoes (4.2.8). Em forma mais
compacta, e agrupando as incégnitas como U, = (vy,py, Ve, Q2,1), resulta

G:(Ur,U;) =0 VU, € E,, (4.2.10)

onde E, = Vs x Py x V7 x OF x ¥. Esta expressao ¢ uma equacao nao linear em U,.

Como ocorria no problema geral (4.1.6), a linearizacao do problema (4.2.10) segundo
um esquema de Newton-Raphson, em torno de um dado ponto (v¢,py, v?,29,1), e dados
(ug,Q?), consiste em resolver o seguinte problema linear onde a incégnita é o incremento
na solucao (6vyg,dpy, ovy, 0027, d1p)

(DG, ((vs,ps v Q%L Y))[(6vy, Opy, OvE, 5Q2,59)], (V4. pf, °0.Q, ) =
*gr((vapfvvgaﬂga’lp)a(‘A/f7pfav ))
V1,05, 92, Qb)) € Vi X Pf x VO x 0% x ¥, (4.2.11)

onde aqui DG, ((vf,pf, ve,29,1)) é o operador tangente consistente associado a G, no
ponto (vVy,ps,ve, €22, 4), que também depende do par (u?,Q2). Usando a notagao com-
pacta resulta
<Dg7“( )[5U } > gr( +<oU,, UT’) . (4'2‘12)
¢=0

A equagao variacional (4.2.11) pode ser ainda reescrita como segue
(DG, (U,)[6U,] —f,.,U,) =0 VU, € &,, (4.2.13)

e daqui é possivel obter cada um dos operadores componentes DG, xy (U, ), ou DG, xy,
que acopla a incégnita Y na equagdo X, e por outro lado é (f.,U,) = -G, (U,, U,).
Ap6s proceder de forma similar ao feito com o problema geral da Secao 4.1, na
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linearizacao do problema (4.2.1), obtém-se

) ov . . N
(Fr,vp) = /Q {— Pfajf —pf(VVp)vy Vi —op(e(vy))-e(Vy) +ppdivyy

(Ef+5ff)-ofdr+/ []e - Vpdx, (4.2.14)

+pfg-\7f:| dX+/
T a

N

1 (Opy
| ==L . dx, (4.2.1
/Qgpfﬁf<3t + Vpy Vf> X, (4.2.15)

fr,vo) = —Amsfa(;;s Ve + Amgrg - Vo — [/
Q

[¥]e dx] Ve, (4.2.16)

t
s

A0

o0 leo (- udx] -, (1247

(.62 =~ S ALy -0 - 0281, 1) |

(£, 9) = — /Qt [Ye - (Ve + Q2(x —u) — vy)dx. (4.2.18)

O operador tangente DG, correspondente a vy, isto é (DG, (U)[0U], V), é composto como
segue

R oévye .
(DG (U)[0vy],vy) :/Q [Pfatf'vf"'l)f(vvf)‘svf"’f

+ pf(v5Vf)Vf . {’f + [DO’fD(€(Vf))]€(5Vf) . E(\Aff) dx, (4.2.19)

(DG, (U)[op,], ¥ ) = — /Q 5py div v dx, (4.2.20)

(DG, (U)[6v%), ¥) = —/Qg[@b]e V¥ poul dx, (4.2.21)
DG.()55). %) = - | [l 995002 - T)x - ) ax. (4.2.22)
(DG, (V)[54], ¥/) = — /Q 5195 dx (4.2.23)

onde novamente Do ;s ,(e(vy)) é a relacio tangente constitutiva avaliada no ponto e(vy)
obtida como na (4.1.21). Por sua parte, a equagao (DG, (U)[6U],ps) resulta

1
('DQT(U)[(Svf],;ﬁﬁ = — / ﬁf(diV5Vf + R—prf . 5Vf> dx
Q

1
+/ pr—Vpyp-dvpdx, (4.2.24)
Q Kf
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. .1 (/06
(DG (U)[opsl, pr) = — / Py <8W + Vopy - Vf> dx
Q /if t

1 /06
+/ ﬁf(a’;“rvapf-vf) dx, (4.2.25)

1 0
(DG, W)isvElig) = [ [Ty us( B+ vy vy

0
—I-ﬁfV(pf + Vpy - Vf> . (5ug] dx, (4.2.26)

ot
1 0
(PG W35 = [ [Ty 00z~ D= ) (FL + Vs vy
+prV (882? +Vpy - Vf) -(0Qe —I)(x — ug)] dx. (4.2.27)

Por sua vez, a equagao linearizada (DG, (U)[0U], v?) do momento linear do sélido rigido
resulta

(DG, (U)[5v7], %) — Amsf% o, (4.2.28)
G, W)l = | [ wleax] -z (1229)

enquanto que a equacdo linearizada do momento angular do sélido rigido (DG,.(U)[6U], )
é

(DG (V)59 97) = VOB ALy -0 + QAL - 9 + QUOIAL - O
+ [88 ts + ang} [(6Q2 — T) ALy + Al (6Q2 — )T - €2,

[ ¥ © (5Q2 - D - ut) i -l (1230

<Dgr(U)[5¢],QZ> = [/Q [01]. ® (x—u‘;)dx] -Q;’. (4.2.31)

t
s

Aqui tem sido usado o seguinte fato

d
— Al
dg Is

s=0
(6Q° — I)Aly + AL (5Q° — )T, (4.2.32)

=[x (- wpax

¢=0 SLJat

Por tltimo, a equacdo linear (DG,.(U)[6U], 1)) é como segue

(DG, (U)[ov;], ) = —/Qt [ - 6v dx, (4.2.33)
(DG, (U)[ov°], ) — /Q Bl (v Vv goud) dx, (4.2.34)
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(DG, (U)[69], ¥) = / [hle - (0925 (x — ug) + Q(6QF — )(x — ug)

Qt

s

— Vv (6Q° — T)(x — u?)) dx. (4.2.35)

Introduzindo aqui as correspondentes aproximagcoes no espago e no tempo € possivel iden-
tificar a seguinte estrutura de acoplamento no sistema final de equacoOes lineares para o
problema de sdlido rigido

Kivivi Kevipy Kivpve Keviag Kiypy ovy frv,

Kippvy  Kippy Kippve Kiprag 0 opg frp;
0 0 Krvgvg 0 Krvgfl/; 5V§ = f?"vg , (4236)
0 0 0 Krawae Kraoy | | 052 frao

Krgv; 0 Krgvoe Kigge 0 5 Frop

onde, como no caso visto na Secao 4.1, cada bloco K, xy estd relacionado ao operador
tangente ('DgﬂU)[éY],fQ, enquanto que f,.y define-se a partir de <fT,X>. Veja que a
estrutura da matriz tangente aqui muda com respeito a (4.1.36) devido a mudanga nos
graus de liberdade que governam o problema e também a ter assumido que a velocidade
do fluido é exatamente a do sélido na regiao 2, eliminando nas equacgoes de v e €2° o
acoplamento com vy.

4.2.3 Esquema segregado

Como feito para o problema geral envolvendo sélidos deforméveis, neste caso de
solidos rigidos surge o mesmo interesse de formular uma versao segregada do problema
(4.2.36)). Este sistema resolve em um sé passo todas as incégnitas do problema. Con-
tudo, aspectos similares aos que serao discutidos para o caso de sdlidos deformaveis fazem
com que a implementacao computacional seja complexa. Por isto, pretende-se fornecer a
versao segregada do problema, separando as equacgoes de balanco no fluido das equacoes
de balango no sélido rigido. Assim sendo, uma das versoes segregadas que decorrem do
sistema (4.2.36) é a seguinte

K’I’Vfo K’I’prf 0 O K’I’Vf'lp 5Vf [f’I”Vf]:

Keppvy  Krpgp, 0 0 0 Opy [Frp,]
0 0 Kiyovo 0 0 v | = | [Frvel* | (4.2.37)
0 0 0 Koo 0 02 [frqol*

Krapv 0 0 0 0 0 [Frep)

onde os termos [|* sdo os seguintes

[fTVf = frvf - Krvag((svg)P - KTVng (692)137
F =, — Ko (V) — Kipy 0o (6Q9)7,

]

[Frp,] 0

[Frvel™ = frve = Krvey(99)", (4.2.38)
]
)

onde a notacao (-) implica que a quantidade é conhecida de um passo de calculo anterior.

Claramente, o problema do escoamento estd separado do problema do movimento
do sdlido rigido. O acoplamento parcial vem dado pela agao do campo @ que, na versao
aqui apresentada, encontra-se totalmente acoplado ao problema do fluido, e atua como
termo forcante no problema do sélido. Como no caso visto na Secao 4.1, este esquema
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segregado pode ser melhorado. Para isto resolve-se o problema do escoamento do fluido
e depois o problema do sélido com valores atualizados de dvy, dpy e 09 como ocorre em
um procedimento de Gauss—Seidel.

4.3 Casos particulares de comportamentos constitutivos

Aqui pretende-se explicitar as formas das leis constitutivas (4.1.1) e (4.1.2) para
casos de interesse. Em funcao disto é possivel especificar aqueles termos dados de forma
genérica obtidos na linearizacao do problema nas segoes anteriores.

Os problemas incrementais até aqui apresentados nas secoes anteriores possuem toda
a generalidade dos Problemas 3.6/ e[3.7. Aqui realizam-se algumas simplificagoes adicionais
para reduzir a esfera de exemplos de estudo como sera feito mais na frente. Por exemplo,
embora a formulacao (4.1.3) seja vélida para qualquer comportamento constitutivo do
sélido, aqui nao se consideram comportamentos dissipativos, limitando a apresentacao a
deformacao finita e materiais nao dependentes da histéria.

4.3.1 Comportamento constitutivo do fluido

Considere primeiro um fluido compressivel e Newtoniano. Logo, a relagao tensao—
taxa de deformacao o, (e(vy)) ¢ dada por

orp(e(vy)) = 2ue(vy) + Adivvy, (4.3.1)

onde i é a viscosidade dinamica e A é a viscosidade volumétrica. Com este comporta-
mento constitutivo pode-se estabelecer qual a forma do operador tangente constitutivo da
(4.1.21)). Para isto veja que

[’DJfD(e(Vf))]s(6Vf) = Cio'fD(s(Vf +ovy))
s=0

d
—[2ue(vy 4+ <covy) + Adiv (v +cdvy)]

& =2ue(dvy) + Adivovy =

s=0

2ul + AI®T))e(dvy), (4.3.2)

onde I é o tensor identidade de quarta ordem. Logo, o operador de quarta ordem
Doy (e(vy)) neste caso é constante, e é

Doy, =2pl+ XIS T). (4.3.3)
Para um fluido incompressivel resulta trivialmente
Doy, = 2ul (4.3.4)

Um caso mais complexo que pode ser de interesse no contexto da modelagem do escoa-
mento de sangue é o modelo de Casson incompressivel. Este modelo pode ser descrito pela
seguinte relagao constitutiva

orp(e(vy)) = 2u(e(vy))e(vy),

(4.3.5)

u(e(vy)) = | Vo + \/ 2e(vy) - e(vy)
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Para este modelo o operador tangente constitutivo obtém-se como

=0

Doy, (e(vy))le(dvy) = (iUfD(E(Vf +vy))

L ou(e(vy +<ov)e(vy +sovy)

& = 2u(e(vy))e(dvy)

s=0
—20(e(vy))[e(vy) ®e(vy)le(dvy), (4.3.6)

com
a(e(vy)) Vo \/W (2¢( Vf v )P/ ( )
Logo, o operador constitutivo de quarta ordem Dof ,(e(vy)) é como segue
Dosp(e(vy)) = 2u(e(vy))l - 2a(e(vy))le(vy) @ e(vy)]. (4.3.8)

Lembre que o modelo de Casson possui um ponto singular que é quando e(v¢) — 0, como
pode ser observado do modelo constitutivo. Logo, a linearizacao realizada aqui é valida
para a regiao diferenciavel do modelo.

4.3.2 Comportamento constitutivo do sélido

O modelo constitutivo de sélido mais geral aqui considerado é o de Mooney—Rivlin.
O comportamento destes materiais pode ser derivado da seguinte expressao da funcao de
energia de deformagao desviadora

¢sp = C1(I{ = 3) + Ca(l3 = 3), (4.3.9)

onde C7 e Cy sao parametros do material. Por outro lado, I7 e I; sao os invariantes
modificados do tensor C(ug) definidos como

I =J7280,
1 g, (4.3.10)
onde I;, i = 1,2,3, sdo os invariantes do tensor C(uy), isto é
I =trC,
I = %[(trC)2 —tr C?], (4.3.11)
Iy =det C = J2.

No que segue serao tuteis as seguintes expressoes das derivadas dos invariantes I;, 1 = 1,2, 3

d

L =—1I =1

1 de 1¢ o )

. d

I = d—bg =(trC)I-C=0L1I-C, (4.3.12)
S <=0

. d

Iy=Is| =(detC)C' =L,C
S <=0

A partir da (4.3.9), e fazendo uso da (4.3.12), a relagdo constitutiva entre a parte des-
viadora do tensor de tensao de Piola—Kirchhoff de segunda espécie Sgp e o tensor de
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deformagao é obtida derivando ¢sp com respeito ao tensor de deformacao de Green

E = 3(C —1I) como segue

S.p = 3§SED = DI+ DyC + D3C™ 1, (4.3.13)

onde D;, i = 1,2, 3, sdo fungoes de C(u,) através dos invariantes
Dy = 201]3_1/3 + 20213_2/311,
Dy = —20,1; %, (4.3.14)
2 _ 4
Dy =301 V3 — 5021y 231,

A relagao constitutiva (4.3.13) é altamente nao linear em Vxu,. Para tratar isto aparece
o operador tangente constitutivo dado na (4.1.30), e que em funcao da (4.3.13) é

d
d—gssD(C(us +¢ouy))| = BiI+ ByC + B3C™!
s=0

+ Dy [(Vx0u,)'F + F'Vxdu,| — DsC 1 [(Vxdu,)'F + F'Vxou,|C™!, (4.3.15)

[DS;sp(C(uy))]Vxous =

onde q
B; = —D;(us + ¢duy)| i=1,2,3, (4.3.16)
dg =0
e, além disso, foi usado o fato de ser
d T T
—C(us + souy) = (Vxdu,)'F + F Vxous,
dg =0
d d
LiC(uy + 0wyt =-—c! [C(us + cduy) ] c! (4.3.17)
d§ =0 dg ¢=0
= —C'[(Vxdu,)"F + F'Vxou,|C".
As expressoes de B;, i = 1,2,3, seguem de utilizar resultados classicos da teoria da

mecanica do continuo, e resultam

4 1 8 1
B = —-C————(FT.Vxdu,) — =Co—————tr C(F T - Vxdu,
1= 3% s xous) = 3Co g O x0us)
4Cy—(F - Vxouy), (4.3.18
+ Q(detF)4/3( X 11) ( )
By =Sc ¥(F_T-V duy) (4.3.19)
27 377 (det F)4/3 x0T "
1 4 1
B3 = éC1 tr C(F~1 . Vxdu,) — -Cy (F - Vxouy)

9 " (det F)%/3 3 (det F)2/3

8 1
—Cy—[(tr C)2 = tr C?|(F T dug
T 9 (et F) 178 [(tr ©)F —tr C°J(F - Vxdu,)
4 1 T T
— gCZW [2 tr C(F . VX(SUS) - C- ((Vxéus) F+F Vxéus)] . (4.3.20)

Como exemplo particular, um material de Mooney—-Rivlin pode ser reduzido facilmente a
um material de comportamento neo-Hookiano fazendo Cy = 0 e 2C] = pug, onde ug € o
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parametro constante caracteristico de um material neo-Hookiano.

4.4 Aproximacao do problema

Nas principais aplicagoes na modelagem do sistema cardiovascular o sangue pode ser
razoavelmente modelado como incompressivel. Logo, no que segue assume-se que o fluido
é incompressivel. Por sua vez o sangue é considerado como Newtoniano enquanto que o
sélido é um material de tipo Mooney-Rivlin. Logo, valem as expressoes (4.3.4) e (4.3.15)
mostradas na Sec¢ao 4.3 para os operadores constitutivos tangentes do fluido e do sélido,
respectivamente.

Esta secao mostra um possivel modo para resolver de forma aproximada os proble-
mas lineares obtidos nas Se¢oes 4.1/ e 4.2. O marco escolhido para discutir a aproximacao
numérica é o dos esquemas segregados correspondentes. A razao disto é que a abordagem
monolitica constitui um problema extremamente complexo do ponto de vista da imple-
mentagao computacional. Com efeito, o problema acoplado implica resolver em um sé
passo todas as incégnitas do problema. Desta maneira ha equacgoes nas quais existe um
acoplamento entre varidveis Eulerianas e Lagrangianas (veja por exemplo a equagao do
deslocamento do sélido no caso deformével). Em um cédigo de elementos finitos isto
traduz-se em uma incidéncia varidvel no tempo, o que impoe uma dificuldade considerdvel
em vistas de uma eficiente implementacao. Contrariamente, o esquema segregado nao
apresenta tal inconveniente, sendo uma forma alternativa que torna mais exequivel a im-
plementacao computacional dentro de um cédigo de elementos finitos que ja se encontre
em funcionamento.

Como dito, o problema é aproximado empregando bases de aproximacgao de elemen-
tos finitos tanto para o fluido como para o sélido. Isto implica na utilizacao de duas
malhas, uma Euleriana e outra Lagrangiana. Se o sélido é rigido a malha do sélido nao
é necessaria e a implementacao computacional realiza-se empregando uma funcao de level
set como sera explicado mais na frente. Em funcao de uma apresentacao clara, nas secoes
que seguem considere o exemplo dado na Figura [4.1. Mostra-se também um detalhe das
malhas do fluido e do sélido. A malha do sélido aqui foi colocada na configuragao QF, mas
eventualmente pode estar definida sobre a configuracio de referéncia V.

o NO Euleriano imerso
o N6 Euleriano ndo imerso

s NO Lagrangeano .

Figura 4.1: Exemplo de um problema empregando dominios imersos.
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Para mostrar o caso que sera tratado aqui, veja que na Figura 4.1 o sélido esta
discretizado com quadrildteros enquanto que o fluido estd discretizado com triangulos
(no caso de duas dimensoes). Também para esta figura a Tabela [4.1] descreve a notagao
usada para denotar as particoes empregadas nos diferentes dominios. Para o dominio €2
a denominagdo para a parti¢ao correspondente é Zy, enquanto que para o dominio
é T,. Inclui-se ainda o numero de nds por elemento, e segundo é especificado utiliza-se
uma formulagao de igual ordem para o fluido e diferentes ordens para o caso do sélido
(combinacao de interpolagao quadratica/linear para o par deslocamento—pressao). Isto é
discutido em detalhe em cada uma das se¢oes que seguem.

Detalhe Nos Elementos
Congunto | Cardinal | Conjunto | Cardinal | Nés por elemento 2D/3D
Dominio 2 (fluido) Iy nyf Zs ey 3/4
Dominio Q2 (sélido (1)) | Zo, ™ nott A et 9-4 / 27-8 (q-l)
Dominio Q% (sélido (ii)) Iotn nkn Zetn eln 94 / 27-8 (g-1)
Dominio QY (sélido) 70 ng Ze0 el 9-4 / 27-8 (g-1)

Tabela 4.1: Descrigao da discretizacao do problema aproximado.

Na Tabela 4.1/ diferenciam-se os conjuntos de nds e de elementos, e ainda no caso
do sélido detalham-se os elementos tanto na configuracio de referéncia Q20 como na atual
Qi’;“, a qual por sua vez, de acordo ao processo iterativo que serd comentado a seguir,
é conhecida no tempo t,y1 e na iteracao anterior k. Ainda outra forma de abordar o
problema é possivel e é também incluida na tabela anterior. Nesta, a configuracao atual
conhecida é Q% e nao se realizam iteragoes para atingir, a partir do instante ¢,, o instante
tn+1- As duas possibilidades sao discutidas na secao que segue.

A secado comeca pela descricao da aproximacio efetuada na varidvel temporal junto
com a discussao do procedimento iterativo. Depois analisa-se a aproximagao sobre a
variavel espacial para o sub-problema do fluido, que resulta no mesmo problema tanto
para sélidos deformdveis como para sélidos rigidos. Finalmente a secao é dedicada a
discutir as aproximacoes no caso de solidos deformaveis e rigidos, finalizando com alguns
comentéarios adicionais sobre aspectos envolvidos na implementacao computacional.

4.4.1 Discretizagao temporal e o processo iterativo

Para discretizar as derivadas com relagao ao tempo emprega-se um esquema de Euler
de diferencas finitas completamente implicito. Logo, a derivada primeira com relacao ao
tempo de uma quantidade genérica © estd determinada por

00

@n+1 —_Qn @n+1 e
E = - B —

o+ OA) ~ (4.4.1)

tn+1

onde ©"*! ¢ O™ indicam o estado da quantidade © nos instantes t,,41 e t, respectivamente,
e At é o passo de tempo. Por outro lado a derivada segunda é

0?0

_ @n—f—l — 20" + @n—l @n+1 — 20" + @n—l
o, ’

INE + O(At) ~ A

(4.4.2)

tn+l

Como dito, os demais termos no problema linear sdo avaliados de forma completamente
implicita o que formalmente resulta em um esquema de discretizacao temporal de primeira
ordem.

Para formular o problema linear ha duas possibilidades.

(i) A primeira consiste em considerar o ponto referenciado como U em torno do qual se
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realiza a linearizacdo como UZ“, o que denota a solucdo conhecida correspondente
ao instante ¢,11 e na iteragao anterior k. Em cada passo de tempo pode-se inicializar
como U?Jrl = U". Assim, o incremento na solu¢ao dU define-se como

n+l _ pn+l n+1
U, =U —u, (4.4.3)
com k = 1,2,.... O processo iterativo consiste em achar a solucdo U" ! = U?(Jfl, em

por exemplo K iteragoes, apds satisfazer um critério de convergéncia como o seguinte
n+1 n+1
10U [ < el ous™ (4.4.4)

onde ¢ > 0 é uma tolerancia adequada. Logo, a solugao convergida escreve-se como
K
urtt = Ul = um 4+ aur (4.4.5)
k=1
Assim, o incremento na soluc¢ao ao longo do intervalo de tempo [t,, t,+1] é dado por
K
SUTt = Ut U =) CsuptL (4.4.6)
k=1

Desta maneira as derivadas temporais escrevem-se como funcdao do incremento na
~ n+1
solugao dU,’ 7 como segue

n+1 n+1 n n+1 k 1
a@k+1 _ @k+1 -0 _ 5@k+1 5@:7?

ot At At At
m=2 (4.4.7)
O°Oply  Op 20"+ 0" 0eph | (Ndept der
oz~ At2 AR At2 A2

Definindo o incremento acumulado como 60" = S™F _ §@7+1 tem-se finalmente
A m=2 m

oeptl septt ser

k+1 ~
ot At At
4.4.8
*epr  sept sentt  sen (148)

a2 T AR T AR A2

A segunda possibilidade consiste em tomar o ponto de referéncia como sendo a
solucdo conhecida no instante t,, denominada U", e a partir dali buscar qual o
incremento U, chamado U™, tal que

suntt =yttt —un, (4.4.9)

Assim, o problema linear compreende a resolucao, para cada instante de tempo,
do incremento na solucdo que permite avancar na varidvel temporal, sem realizar
iteracoes no intervalo [t,,, t,+1] como ocorre na opgao detalhada anteriormente em (i).

Logo, as derivadas temporais resultam

8@n+1 B @n—l—l —en _ 5@n+1

N At
4.4.10
aQ@nJrl B @n+l — 20" + @nfl _ 5@n+1 sOm" ( )

~

ot? At? At? A2
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A seguir formula-se o problema de interacdo fluido—sdlido deformével sob a éptica das
duas alternativas (i) e (ii), e posteriormente a opcao (ii) é empregada para o caso do sélido
rigido.

Utilizando o processo descrito pela opgao (i), o sistema (4.1.37) resulta ser a versao
matricial, sob as consideragoes acima introduzidas com respeito a incompressibilidade do
fluido, do seguinte problema variacional semi-continuo constituido por duas partes:

Problema 4.1. Para cadan = 0,1,..., dada a solucao no passo de tempo t,, digamos
(v " u, ps™ ") e dado também u," L, realize as iteracées k = 1,2, ... iniciali-
zando o processo com (Vf?“,pf’f“,us?ﬂ,ps?ﬂ,w?ﬂ) = (v o™ w" ps"t ™), resol-
vendo os sequintes dois sub-problemas até que um critério de convergéncia seja atingido.
Sub-problema do fluido:

Dado (6uSZﬂ)P encontre (5Vf2"ﬁ,5pf21%,61/)2111) tal que

Vit ) )
/Q [Pf 2V pp (VYO g 4 pp (Vv vy

+ [’DO’fD(E?(VfZ’+1))]E(&sz_ti) : E(Vf) - (5pr1% diVVf:| dx — / [5¢Ziﬂe : Vf dx =

tn41
Qgt

Sv n+1 X . R
/Q [_ Py Y = (Vi v — o (e(vit) - ey)

(t} + 5t v dD + / [Pt - vpdx

tn41
Qgt

+pf’,;‘+1 divvy +prg- fff] dx + /

N

+ /Q oo [ e - (V900 1)) e + div [(usify) Plevy) dx Vs €Vy, (44.11a)
Sk

1
_ hedive n+1d _/ he—V n+1.5 n+1d
/pr WOVffyq 9% Qi P VPIk Vi1 9X

Rs

1 5pfz+1
N \v4 n+1 n+1 d
+ /Qiz+l pf K ( At VPR Vi x

. 5pr“ n+1 n+l\ q; n+1\P
+ i Df At + Vg vy div [(dus )" e dx
5k

Ks

1 5pfzj:% 1 1 1
- hr— Vop il vy nt d:/Ad'v"erx
/ﬂ i by < Ar T VOPfgia Vik X = PV

1 Ui, - [(Su 1P apsit Tyt Ly ]
+ 5 Py ( u8k+1) Je At + VDry, Vi

tn+1
Sk Ks

A~ 6]9 il n n n A~
+pfv< fAf‘z +fok+1-vfk+1>.[(5uskﬁ)1’]e] dx Vps € Py, (4.4.11D)

n+1
o [{M . oV n+1 dx = — [,[m . [5115,4 ]6 v n+1 dx
Qtn+1 € fk+l Qt”+1 € At fk

Sk Sk

G -
. .- . n 5 Sn+1 Pe
[ = S 0D

n+1
F (P v av gl e vl ew, @ang
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onde a notacao ['::b]e € empregada para significar a variacao admissivel definida na con-
figuracao Q?;“. O espago W € consistente com a configuracdo sobre a qual estd definida

[W]e.

Sub-problema do sdlido:

Dados ((5VfZi%)P, ((5pr1%)13, (51#21%)13), encontre (6u52_ﬁ,6p52_ﬁ) tal que

du SZI% A 0 ov an n+1 n+1 n+l &
/Qg [Ps A2 Vs TPy [V< At + (Vv v )}m‘su%ﬂ'vs
+ DS, p(Cluf ) Vxsus it - (FpH)TVx v, + VxduptSep(Clugy ™)) - Vx v,
— det By (Fp ) T Vxdu i) [o s p (v ))m (B ) T - Vv,
— det Fp T V(o s (e(vip ™)) mousp i (FFFH ™" Vv,
+det FyH o s (e (v M Dm (B T (Vxdug i) (B - Vv

Uspt1
= (s ™t = [ m) det FEH (B 7T - Vxugt I ((FRTH ™ Vxvs)
+ (i = gy ) det B (EETD T (Vxug )" (FRT) ™ Vxvs
[vpfn+1] 5u87]z::__% detFn+1<(Fn+1) TVX\A’S)

+det B (BT Uxdug iyt os] dX

_/ 51’521% det Fn+l((Fn+1) -T . VX‘A’s) dX =

su n+1 (5115 [5 n+1] . . )
/Qo [(—P(S] AS?Q +ps AL2 +Pf fﬁt +;0f[(vvf +1)] [ka+l]m> A,

+ (ps - pf)g ' ‘A’s - SsD(C(usTkLJrl)) . (FZJA)TVX\AIS
+det FpH o g (vt ) (F) T ViV

+ (o™ = [y ) det B ((FRT) 7T Vx¥) = (det By - ¥ ] X

svthyp
+ /Qo |:pg]c (MZ';)] + [(V((SVfZill)P)] [vaJrl]m [(vvfn+1)] [((SV Zii)P]m) Y,

s

+det Fy ' Doy (e(v i3 )]mle(0v 7 D) (B )T - vxvs] dx

- /Q [@pyyi) T det B (BT ™ - Vv, ) dX

s

— / det FH ((09pp))7 - ¥,) dX Vs € Vs, (4.4.12a)
Qg

— /Q ) ps det B (FPHH ™1 Vxdu,pf) dX — / ps (5p3k+1 dX =
1
/ ﬁs<det Fpth—1+ —Psi ”+1> dX Vps € Ps.  (4.4.12b)
Q9 s

Neste problema alguns termos originalmente escritos em 20 foram transferidos para
a configuracao atual g "“ , da mesma forma que agora as equacdes de 1 estdo nessa mesma
configuracao, o que é denotado por [1}]6

Seguindo o caminho indicado pela opgao (ii) anteriormente descrita, o sistema (4.1.37)
¢é a versao matricial do seguinte problema variacional semi-continuo:
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Problema 4.2. Para cada n = 0,1,..., dada a solugao no passo de tempo t,, digamos
(v " w, ps™, Y") e dado também u,"" !, resolva os sequintes dois sub-problemas.
Sub-problema do fluido:

Dado (§us" ™) encontre (5Vf”+1,5pf”+1,61/)”+1) tal que

5V n+l ~ n n+l -~ n+1 n g
A Vi pp(VVE")Ove" ™ N 4 pp(VOV ) v - vy
+ [DO’fD(E(an))]€((5an+l) . 8({’f) — 5pfn+1 div \A’f:| dx — / [(5'Lpn+1]e . \A/f dx =
Qin
/Q[—Pf(VVf")Vf” Vp—opp(e(vi™)) -e(vy)
+pfn diV\AIf + 078 \A/f] dx + / (_? + 5Efn+1) . Vf dr’ + /t [1/)n]e . \A/f dx
1NN Q5"

+ /Qtn [¥"]e - (V‘A’f[((susn+1)P]e + div [(5usn+1)P]e‘A’f) dx YW e Vg, (4.4.13a)

1
—/ﬁfdiV5Vf"+1dx—/ pr—Vps" - vt dx
Q an Rs

~ 1 6pfn+1 n+1 n ~ : n
- Df— + Vops vyt )dx = [ pydivv,"dx
Qin " K At Q

1 1
+/ ﬁf*fon ‘andx—i-/ ﬁf*fon -Vf"div[(éuS”H)P]edx
Qn ks Qin " Rs

1
+ / — [Vﬁf [(6u" TP Vp vy
Q

tn K
s S

+prV(Vpg™-v™) - [(5usn+1)P]e] dx Vpr € Py, (4.4.13b)

- [ Wlesvax= [ @lv
Qln Qin

7 [(6u5n+1)P]€ n n+1\P
_/anhb]e' |:At —VVf [((5113 + ) ]e

— v div [(dus" TP | dx V[l € ¥, (4.4.13c)

~

onde a notagao [Y]. é empregada para significar a varia¢ao admissivel definida, agora, na
configuracao Q. O espagco W é consistente com tal configuragao.
Sub-problema do sdélido:
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Dados ((5v )P, (5ptHE, (59" TH)E), encontre (dus" L, dps" 1) tal que

Oéusn—i_1 N 0 n n n+l 4
o Ps Af2 ‘Vs_/)f[v((vvf V") mdus " Vs

+ [DSsp(C(us")| Vxou" M - (FM) T Vx v, + Vxou," S, p(C(us")) - Vx v,
— det F*((F™)~T. VxéuS"H)[UfD(e(Vf”))]m(F")_T -VxVs
—det F'[V(o s ,(e(vi™)mous" T (FY) T - Vxv,
+det F"[of ,(e(vi™)]m(F") T (Vxsu,"THT(F") T . Vxv,
— (ps" = [ps"]m) det Fn(<Fn>_T - Vxu, "M ((F")~ - - VxVs)
+ (ps" = [ps")m) det F(F™) T (Vxdus"THT(F") T . Vx ¥,
+ VD - Sus" T det F*(F™) ™7 - Vxvy)

+det F*((F")™T . Vxou," )" - vs] dX

_ 5psn+1 det Fn((Fn)fT - VxV,)dX = |:<
Q9

Q0 AtQ [(vvf )] [an]m> "A’s

+(p) — p})g - Vs — Ssp(Cluy™)) - (FM) T 'Vx v,
+ det F"[o s, (e(v™)]m(F™) ™" - Vx ¥V,

+ (ps" — [pf"|m)det F*(F")~1.Vx¥,) — (det F")ap" - \75] dX

v n+1\P m ~
s (T Tyl T 4 (v nl(0,74 1)) -,

E]

+ det F'[Do g, (e(v ™)) [e((5v ") E Y (F7) T - vxvs] ax
- / [(6p," )] det B ()~ - Vx¥,) dX
0

- / det F* (6" ™H)F . v)dX W, eV, (4.4.14a)
o

1
— / psdet F*((F™)~T . Vxou," ) dX — / ps—6ps" T dX =
09 Q0 Ks
1
/ ﬁs<det F" —1+ H*ps"> dX Vps € Ps.  (4.4.14D)
Q0 s

n+l

Para este problema empregou-se a configuragao atual Q% em lugar de Q4" que foi

usada no Problema 4.1. Consistentemente, as equagoes de ¢ estao definidas Sobre Qln,
Para o caso de um solido rigido observe que € preciso estabelecer a relagao entre du?
e 0Q¢ com 6v? e 622, de acordo com o expresso na (4.2.7). Por um lado, pode-se escrever

1 1 1
Su™t = Arvo" T = AtV 4 ArvO". (4.4.15)
Fazendo um desenvolvimento em séries de Taylor resulta
SQO T =T+ AtQ"T =T+ A6 4+ AtQ2". (4.4.16)

Com estas consideragoes, o sistema (4.2.37) é a versao matricial, segundo a alternativa (ii)
discutida anteriormente, do seguinte problema variacional semi-continuo:
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Problema 4.3. Para cada n = 0,1,..., dada a solugcao mo passo de tempo t,, diga-
mos (v, p™, vy, Q" ") e dado também (ul”,Q9"), resolva os seguintes dois sub-
problemas.

Sub-problema do fluido:

Dados ((6ve™ )P (6Q9" TP encontre (5v ™+, op ", 5™ ) tal que

svtt . -
/Q[pf it VA pp(VVMovTVp + pp (Vv v g

+ Do p(e(vi")e(0v ™) - e(vy) — dp Tt div \A/f:| dx — /Q (69" T, - v pdx =

/Q —pp (VY )V 5 — 0 (V™)) - (V)

+pftdivvy + prg - vyl dx+/ (7?+5ff”+1)-{ffdf‘

N

[ e v A [l Ve + (0v ") dx
Q" Q"

S

+ At/t ["]e - V(0" + (620 THP)(x —u?) dx Wy eV, (44.17a)

—/ﬁfdiV(San—H dX—/ﬁfdiVandX Vpy € Py, (4.4.17b)
Q Q

- /Qtn [12)]6 ’ 5an+1 dx = — /Qtn ["Ap]e : (Vgn + ﬂ(sm(x — ugn) — an) dx

= B (v ) )

+ A Q" + (59N (x — ul") — AtV (v + (vITTHT)

S

— AtVVH(Q0" + (690" THP) (x — uo™)) dx V[¢le € ¥, (4.4.17c)

onde, novamente, [{p]e denota a variagdo admissivel definida na configuracio QLiv, en-
quanto que o espaco W € consistente com a configuracdo sobre a qual estd definida [121]6
Sub-problema do sdlido:

Dado (59" encontre (5vo" T, 60" ) tal que

5V0n+1
Amsf Zt \A’(S) = Amsfg \A’g

- { / [" + (59" )] dx | - ¥ V90 € VI, (4.4.18a)
Qin
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sQontl .o A0
#Aﬂsfn . Qs + (5an+lﬂgn + anéﬂgn+l)AHsfn . Qs
+ AL (SR AL + AL (500" - O

o

+ At [/t [P ® 60" (x — u2™) dx] Q=
Qg
— QOO ALL" - Q) — AIQMQO QAL + AL T - Q)
_ At|:/t [¢n]e (039 Qg”(x — ugn) de| . Qz
Qin
—[/}(Wﬂe+K&ﬁ”UﬂQ@%x—u?ﬁk}{ﬁ VQ, € 0% (4.4.18b)
Qin

Logo depois calcule u?™* e Q"L o fim de reposicionar o corpo rigido como segue

1 1
ug™h = ug AV v,

4.4.19
Q"M = 5QTQY" = (T+ A(QY" +602"H))Q2". (44.19)

Note que o sub-problema do fluido é muito similar ao caso de sélido deformavel do
Problema 4.1. A maior diferenca, além da natureza diferente dos graus de liberdade do
sélido, é que o sélido neste caso é incompressivel e a equagao de conservagao da massa
é mais simples. Além disso, na implementacdao computacional utilizam-se os angulos de
Euler para levar em conta as transformacoes que rotam o corpo até a posigao atual em .
Isto é comentado novamente mais na frente.

4.4.2 Aproximagao do problema do fluido com restricao

Nesta parte discute-se a resolucao aproximada do sub-problema do fluido presente
nos Problemas 4.1, 4.2 e 4.3. Como explicado nas Secoes [4.1.3 e 4.2.3, o problema do
escoamento do fluido é resolvido separadamente do problema do sélido. Entretanto, este
encontra-se sujeito a uma restricao imposta por meio de um multiplicador de Lagrange
definido sobre a regidao correspondente ao sélido Q.

Dado que o fluido é incompressivel, o espaco de aproximacgao para o par velocidade—
pressao deve estar adequadamente escolhido de forma a satisfazer a condicao LBB cor-
respondente. Isto também ocorre na situagao de fluido quase incompressivel. A opgao
mais natural a priori pode ser a escolha de um elemento tipo Taylor—-Hood, ou também
Crouzeix—Raviart. No entanto, a fim de reduzir o tamanho do problema ha outras alter-
nativas mais atraentes. Estas estao baseadas no emprego de formulacoes estabilizadas que
permitem o uso de espagos de aproximagao de igual ordem. Em particular, a formulagao
escolhida neste capitulo para o problema do fluido é baseada na estabilizacao via técnicas
de tipo Galerkin Least Squares [73]. Estas formulagdes contornam a condi¢ao LBB adicio-
nando termos que estabilizam a formulacao discreta. As técnicas anteriores combinam-se
com o método SUPG [74] para prover estabilizagao frente a niimeros de Reynolds elevados.
Primeiro lembre que os espagos Vy, Py e ¥ sao

Vi ={vy e H\(Q); ¥pp, =0},
Py = LQ(Q% (4.4.20)
v =H Q).

Assim sendo, os espagos de aproximacao empregados neste primeiro sub-problema, levando
em conta a discretizagdo temporal e o processo iterativo apresentados na alternativa (i)
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da sec@o anterior, sdo os seguintes

Vf [Yh]ndQVf,
Pf = Yha

W = (7], (4.4.21)
{d? S C ( ) ¢|ef S Pl, Vef EI;}

Zh = {Qb € CO( tn+1) ¢ tn+1 c Pl, vetn+1 I:,fn+1},

onde ng é o numero de dimensoes do problema. Aqui também foi empregada a notagao
introduzida no inicio desta secdo para as diferentes particoes. Além disso, P; denota a
familia Lagrangiana de polinomios lineares definida sobre o tridngulo/tetraedro em 2/3
dimensoes. Em particular, deve-se dizer que a escolha do espaco Z; acima nao foi feita
sob a base de uma demonstracao que estabeleca que o par (V?, o ) satisfaz uma condigao
LBB com respeito a restricao que o multiplicador de Lagrange impoe. Neste sentido, a
proposta aqui feita é heuristica e poderia mudar caso seja futuramente necessario. Logo,
os comentarios feitos a seguir baseiam-se na escolha anterior.
Para a alternativa (ii) o nico que muda é a defini¢cao do espaco Zj, sendo agora

Zn = {6 € COQL); ¢y n € Py, Vel € T¢'n ) (4.4.22)

Na abordagem proposta, como comentado anteriormente, empregam-se duas malhas,
uma Euleriana e outra Lagrangiana. No problema tratado nesta secdo hd um acoplamento
entre as varidveis Eulerianas e Lagrangianas e portanto haveria acoplamento entre graus de
liberdade das duas malhas. Para evitar isto emprega-se o esquema segregado e procede-se
como segue. Seja a alternativa (i) proposta na secao anterior. Conhecido o estado do
sistema em t,41 e na iteragdo k define-se a posigao do sélido Qs "“ (ver Figura 4.2(a)),
desta forma e possivel identificar quais s&o os nds do ﬂuldo que se encontram imersos
no dominio Q7+, Este subconjunto de I} denomina-se Zj, "“ = At (Z%), onde Al

denota a projecao do dominio €2 sobre g "*1 de acordo com as particoes correspondentes
(ver Figura 4.2(b)). Nestes nés sera calculado o multiplicador de Lagrange v, devolvendo
o problema a situacao na qual se resolvem graus de liberdade em uma tnica malha.
Depois, com o conjunto I}?:“ define-se o subconjunto de elementos de I]ec, denominado

I;;Z“ = Ag’;“( J?), nestes elementos as funcoes de aproximagcao para o multiplicador de
Lagrange sao nao nulas (ver Figura 4.2(c)). Uma vez definido este dominio vé-se que
fica determinada a fun(;éo caracteristica para o multiplicador de Lagrange que tem valor
unitario nos nés em 7, Fon ‘"1 ¢ gero no resto. Este dominio denomina-se também At"“(Q)

e em geral é () "“ %+ A "“( ). Assim, a func@o possui valor unitdrio nos elementos
completamente imersos (ver Figura 4.2(d)) e decresce a zero linearmente nos elementos
com imersao parcial (ver Figura |4.2(e)). Isto estabelece que o dominio I ”“ é decom-
t et .
posto em (I; S:“)c e (Z; s:“)p, onde ¢ e p denotam elementos completamente imersos
e parcialmente imersos respectivamente. Assim, na matriz do sistema os elementos em
et . ~ ,
(T f S:“ )e contribuem com termos nas equagoes de todos os nds enquanto que os elementos
et . . N .
em (Z 7 S”“)p contribuem de forma parcial a matriz.

O dominio na malha Euleriana ocupado pelo sélido, isto é Ag "“ (), utiliza-se para
definir o novo espaco usado para aproximar o multiplicador de Lagrange 1) como segue

= (7],

A 0 tn+1 etn+1 (4423)
Zy, ={¢ € C°(Ag, (Q));(f)‘ef e]Pl,VefeIfSk .



223

(e) Dominio (Z;::“ )p-
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i e

(

4.4. APROXIMAGAO DO PROBLEMA

o
£
N
~
i
g
w9 o m = m e = = e = = m = m = o = = = = = = o= = -
< -~ N~ A
5} NHH
o & o
. ; T Rabges
T _ v il
< X ' ' s {HH
=2 SR it! i
N _ _ e
% A M __ 1 Fibe
o ] i
(] H H H H g JH1
o i N s gup=rlighy R TI
o | - = AYII N ! N TH\ 1
= A AR HIH PSR TRPI i 551
= 1 < _ o LA TN Y e 1 Qo SN H
— | N.H M M M = HHHN H B | 2] ' HHT
= L I AN IR § N
Q glgbe SUilpEgligliipligislzY=ly - (N
@) ! AgPgh gl cgligiglgigin 1M [ THLPH
P " [ AN HH B H PR H " % <
= AN HIH H A H R HEH - 2 b
N H 1 H LA BN H HTH M 5
= H <1 — M — <\ !
LN pnipZgh HIH H Zgi'gs ) = G B
gyl P NILTHTHHE N L .%
Hp=gn - N - - LI 7 Q0 i e e - -
gl || | IAVR =] LN " ° g
: Sgllg HgliigigBzapiqigiisigighl zd | o .
S LTS SyUizEgialighen NslpBef g
- I !
H PR HHHHH H c
ﬂw |k‘ " V|| 1 m || |V|| 1 u '
- < HH S 1 —
o ML gigiiiglighy’ @glply gy by o !
sl N L L o ! w .
< ghy N 1 .
HH H A H H o
5 HH by iyl o
< gBad AN S ,
m 1 KI || HEgligighy = :
1 H H HHH HH — |
< | H H HH M +
= . gLy nSipZgl g2 !
o | LN iy gl =
5] ) papiin gulipiy .2 N A 3
= o>UH THH £ Updh
~ < <D = Y
3 s N
£ ”
G Ol
9 ST T Ter T T T m T m ~ i
R= ”
0 1
A |
o |
= 7

Dominio

)

d

(

Figura 4.2: Construcdo do operador AY*' para identificar o domfnio Q5" sobre Q.
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Dado que, além do aqui exposto a respeito do tratamento do multiplicador de Lagrange e
das interpolagoes, a abordagem é classica, nao se detalham as contribuigoes que intervém
na montagem da matriz do sistema.

n+1

Uma vez resolvido este sub-problema o que se obtém é a quantidade [d2)} +1]e, onde o

et . . .
indice f indica que esta definida sobre I "“ . Assim, precisa-se interpolar este campo para

a malha do sélido posto que é um Campo Lagrangiano e deve ser transportado com o sélido
quando este se deslocar. Aqui surge entéo o operador denominado T ”“ que interpola o

ct 1 sobre a particao T ou seja T "*1([6¢Zﬁ] ) = [51/121%]5,

campo definido em I
recuperando a Varlavel Lagrangiana na malha do sélido QS’;“.
Com estas consideragoes algumas alteracoes devem ser feitas no sub-problema do

. . . . t .
fluido no Problema 4.1. Ali, as integrais sobre Q™" devem ser consideradas sobre o

dominio A "“(Q). Assim, as fungoes [ﬂ)h]e dos mencionados problemas estao agora no
espaco W' dado pela (4.4.23).

Um outro fato a ser observado é a necessidade de transferir informacao da malha
do sélido para a malha do fluido. Isto pode ser visto nas equagoes (4.4.11al)—(4.4.11c)
onde o segundo membro depende, por um lado, da predicao [(dus) +%)P ]e e do incremento
acumulado [dusy™]., e, por outro lado, do valor [¢}].. O que realmente é necessario é o
valor interpolado em cada ponto de Gauss ao realizar a integragao numérica dos termos de
carga. A construgao destas interpolacgoes pode seguir linhas basicas como uma interpolagao
em funcao da posicao no espago de pontos correspondentes. Outra alternativa é empregar
metodologias mais sofisticadas como métodos de multi-grid para transferir as quantidades
Lagrangianas para os nés da malha do fluido. Em particular utiliza-se a primeira opcao
para a implementacao computacional aqui proposta.

Todo o que foi explicado no pardgrafo anterior para a alternativa (i) pode ser es-
tendido para o caso mais simples da op¢ao (ii) quando o sélido é deformével e quando é
rigido. Correspondentemente tem-se o dominio Q" que permite identificar os nés dentro
de um subconjunto I}”” = Al (I”) Nestes nos calcula-se o multiplicador de Lagrange
como incégnita. Também 1dent1ﬁcam—se os elementos em questao dentro do subconjunto
I;;" = Aln (Z7). Logo, o dominio dentro da malha Euleriana ocupado pelo sélido é Aln ()

e é usado para redefinir o espaco ¥", através de Z{L\, como segue
v = [Z}/L\ ]nd7

0 T ot (4.4.24)

Zy = {9 € CO(AS(Q)); P, € P1, ey € T30,
Juntamente com isto estd a necessidade de interpolar as quantidades, o que agora é de-
notado através do operador T que interpola o campo definido em I]ec;” sobre a partigao

Z¢t | ou seja Yin([59" 1)) = [69p"1!].. Assim, nos Problemas 4.2 e 4.3 as integrais sobre

Q sao consideradas sobre Al"(Q), e as funcoes [Q,Abh]e dos mencionados problemas estao
agora no espaco ¥" dado pela (4.4.24).

Como comentério geral, note que outras alternativas podem ser exploradas com
relacdo a aproximacao do multiplicador de Lagrange. Uma outra opg¢ao natural seria
empregar funcoes constantes para cada elemento imerso em I "“ , 0 que d& como resul-
tado uma funcado caracteristica, a qual representa a posicao do sélido, descontinua. De
fato, neste trabalho néao foi formalmente analisada a questao relativa as condigbes que os
espacos de elementos finitos devem satisfazer para que nao ocorra trancamento da solugao
produto de nao atender a condicao LBB associada a restricao no problema discreto. Este
constitui sem duvidas um trabalho futuro, entretanto, vale a pena mencionar que na
literatura encontram-se algumas abordagens mais sofisticadas para impor restricées como
a aqui tratada e que asseguram convergéncia otima. Estas estao baseadas no emprego de
métodos de Galerkin descontinuos sobre o conjunto de elementos que compoem a particao
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(I;;:“)p (ver Figura 4.2(e)). Idéias desta classe foram exploradas em [94] para casos de
contornos imersos, com a diferenga de que nesse trabalho os dominios imersos permanecem
fixos no tempo e o objetivo é impor condigoes de contorno de tipo Dirichlet em malhas
estruturadas.

4.4.3 Aproximagao do problema do sélido deformavel

Nesta parte discute-se a resolucao aproximada do sub-problema de sélido presente
nos Problemas 4.1/ e [4.2. O problema de sélidos deformaveis aqui tratado constitui um
problema classico com a diferenca de ter um segundo membro com carregamento depen-
dente das quantidades definidas na malha do fluido. Embora o sélido seja considerado
compressivel mantém-se a separacao da componente hidrostatica da tensao a fim de poder
efetuar o limite de incompressibilidade. Logo, no que segue a aproximacao é dada de forma
tal que permita atender ao limite de incompressibilidade sem incorrer em qualquer insta-
bilidade numérica. Assim sendo, o espaco de aproximacao do par deslocamento—pressao
deve ser tal que satisfaca a condicdo LBB correspondente. A alternativa mais natural é
empregar espacos com interpolacao de diferente ordem. Primeiramente lembre-se que os
espagos Vs e Ps sao

VY, = {\A/s S Hl(Qg), ‘A/S|F5D = 0},

P 10, (4.4.25)

Logo, os espagos de aproximagao empregados neste sub-problema sao os seguintes

Vi =W NV,

Pl = X,

Wi = {¢ € C°(Q0); o0 € Qo, Ve € 15},
Xy, = {¢ € C°(Q0); o0 € Qu, Vel € I2°},

(4.4.26)

onde ng é o nimero de dimensoes do problema. Os elementos sdo quadrilateros no caso
bidimensional e hexaedros no caso tridimensional, e as familias de polinémios Lagrangianos
de primeira e segunda ordem sobre tais elementos denotam-se por Q; e Q9 respectivamente.

Como se vé na equagao (4.4.12a)), ou na (4.4.14a), precisa-se de informagoes vindas
da malha Euleriana. Para realizar a integracao numeérica e obter as contribuicoes de cada
elemento é necessario interpolar sobre cada ponto de Gauss as quantidades como velocidade
v e pressao py. Para isto pode ser empregada uma interpolacao basica, como comentado
no problema do fluido, ou também pode ser formulado um esquema de transferéncia de
informacao entre malhas através de métodos multi-grid. Novamente, a primeira alternativa
é preferida em uma primeira implementacao computacional.

Outras possibilidades empregando elementos de mais baixa ordem podem ser aquelas
baseadas em macro-elementos para calcular o gradiente da deformacao como ocorre com a
metodologia F-bar [121]. Assim como no sub-problema do fluido, a abordagem nao escapa
a qualquer tratamento classico e por isto nao se apresentam as contribuicoes elementares
que conformam a matriz do sistema.

4.4.4 Aproximacao do problema para sélidos rigidos

Nesta parte discute-se a resolucao aproximada do sub-problema de sélido rigido
presente no Problema 4.3. Quando o sélido é rigido o nimero de graus de liberdade
reduz-se drasticamente e a malha Lagrangiana nao é estritamente necessaria. Para ser
consistentes no tratamento do campo 1 este deve ser convectado pela velocidade do sélido
uma vez que foram resolvidos ambos passos de calculo e antes de passar ao préximo passo
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de tempo. Por esta razao a implementacao computacional estd baseada em um método de
level-set para representar o dominio ocupado pelo sélido. Este campo escalar estd definido
em toda a malha Euleriana e varia com o tempo conforme o movimento do sélido.

Como dito, este sub-problema compreende a resolucao de seis equacoes diferenciais
ordinarias na varidvel temporal que no Problema [4.3| j& se encontram discretizadas. As
trés correspondentes a velocidade do centro de massa nao implicam maiores complicacoes,
somente é preciso integrar as quantidades associadas a varidvel ¥ no dominio Q» (ver
equagao (4.4.18a)), o qual é determinado pela funcao de level-set ao considerar os valores
menores a um valor pré-determinado (que é aquele que define o contorno do sélido). Para
resolver a equacao do momento angular ha alguns aspectos adicionais a serem considera-
dos. O caso em duas dimensoes é simples, e o problema consiste em resolver uma unica
velocidade angular. Neste caso, supondo que o problema estd no plano z—y o tensor €2
(a sua variagao QZ e o incremento 6§29 seguem a mesma forma) é

0 wg, 0O
Q=(-wl, 0 0], (4.4.27)
0 0 0
e a equacao correspondente resulta
Swontt
(Alsf;x —+ AISny)ﬁajgz — Atéwg?+1 I:/t [¢n]e . (X — ugn) dX:| (,Z)gz —
Qg

agz| [ e - ueax|as,
Qg

= L  x- wax o, (4428)

tn
s

onde Al e Alpy sao as componentes do tensor All¢", e os vetores [¢"]e e (x —ug")
possuem duas componentes. Logo depois o angulo de rotagao, digamos 69, é atualizado
fazendo

00t = 097 + Attt (4.4.29)

com o qual se encontra a nova posi¢ao do sélido Q. No caso tridimensional o tensor 22

3

(S

0 wy, —w;’y
Q=|-w?, O wey |- (4.4.30)
wg, W, 0

Aqui é preciso empregar os angulos de Euler a fim de posicionar corretamente o sélido de-
pois de cada passo de célculo. Em outras palavras, o calculo destes angulos, denominados
o, B2 e v¢, permite obter a matriz de rotacao Q¢ necessaria para determinar o dominio
Q! pois a mesma ¢

cosvys sinvy? 0 1 0 0 cosa sinal 0
Q2= | —siny? cosy? O 0 cosf? sinf? —sina? cosa? 0. (4.4.31)
0 0 1 0 —sinB{ cosf3y 0 0 1
on+1

Depois de resolver a equagio (4.4.18b) nas varigveis dwo" !, (5w§;‘+1 e dw?? ™" procede-se
a atualizar os angulos de Euler como segue. Assume-se que se conhecem os angulos no
instante t,, isto é, a2", BI" e 4¢™, com os quais calcula-se a matriz de rotacao Q2" em-

pregando a (4.4.31). Assim, calculam-se trés angulos que conformam a matriz de rotagao
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incremental a ser aplicada para passar do tempo t, a t,4+1 como

00 = At = At(wgy + s,
020! = Atwl T = At(wdl 4wt (4.4.32)

020 = At = Ab(wdl + 0wt th).

A matriz de rotagiao §Q2" ! =T + Atﬂg”Jrl é entao construida como segue

1 9(8)7zl+1 _932+1
5QeM Tt = —oontt 1 0 |, (4.4.33)
AR AR

de acordo com a (4.4.16). Depois obtém-se a matriz Q2" como Q2" = §Q" 1 Q2" de
acordo com a (4.4.19). Finalmente é preciso obter os angulos de Euler atualizados, isto é

on+1 on+1 ontl empregando as seguintes férmulas

& s Ms € Ys

2™ = arcsin (—[Q2"32),

[ Q2" Jan
sgn ([Q2"|31) arctan [OTI] sey#0ex >0,
33
T S
sgn([Q§n+1]31)§ sey#0ex=0,
o = L sgn ([Q2"]31) | 7 — arctan w sey#0ex <0
s - g S 31 [Qon+1]33 y 9
S
0 sey=0eax>0,
Nao definido sey=0ex =0,
7r sey=0ex <0, (4.4.34)
on+1
sgn ([Q9" 1] 12) arctan w sey#0ex>0,
P b
T
sen (1Q7"]12) sey#0er=0,
ontl _ ont1 B [Q" i
o = ¢ sgn ([Q2" " |i2) | ™ — arctan Qo] sey#0ex <0,
s 22
0 sey=0eax >0,
Nao definido sey=0ex=0,
s sey=0ex <0,

onde [Q‘S’"H]ij é a componente ij da matriz Q2" e sgn(-) é a fungdo sinal. Além

Q§"+1]31’ c [0 s Q9+

disso é arctaanowl]33 Z)e arctaanonH]m] € [0,%). Assim sendo, a posicao do

2
sélido é determinada mediante o vetor que da a localizacao do centro de massa e a tripla

conformada pelos angulos de Euler.

4.5 Resultados numéricos para casos de fluido—sélido rigido

Nesta se¢ao apresentam-se diversos exemplos que visam mostrar a potencialidade do
método de dominios imersos desenvolvido, no nivel do problema continuo, no Capitulo 3
e cuja aproximacdo numérica tem sido apresentada ao longo do presente capitulo. Os
exemplos aqui tratados mostram situagoes nas quais ocorre interacao entre um fluido e
corpos rigidos em duas e trés dimensoes. Portanto, emprega-se o Problema 4.3 que é
discretizado no espago como comentado nas Secoes 4.4.2 e [4.4.4. Em todos os problemas
que seguem as quantidades fisicas estao dadas em forma adimensional.
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4.5.1 Caso 1: Corpo com velocidade imposta conhecida

A idéia para colocar este problema foi tomada de [55]. Este primeiro exemplo em
duas dimensoes visa mostrar a situacado mais simples possivel que é aquela na qual a
velocidade do sélido é imposta externamente, ou seja que é um valor conhecido para todo
instante de tempo. O problema consiste, como mostrado na Figura 4.3(a), em um corpo
circular confinado em um dominio retangular que se encontra cheio de fluido. As dimensdes
sao L =20, H =10, a =5, b=5e R = 0.5. As condicbes de contorno no fluido sao
de Dirichlet e homogéneas em todo o contorno. O fluido é Newtoniano com viscosidade
p = 0.01 e massa especifica py = 1. A malha de tridngulos compoe-se de 46012 nés e
o passo de tempo é At = 0.002. Na Figura [4.3(b) apresenta-se um detalhe da malha
espacial em torno do corpo imerso que mostra a nao conformidade entre a malha do fluido
e o corpo sdlido.
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(a) Geometria de andlise. (b) Detalhe da malha.

Figura 4.3: Corpo circular rodeado por um fluido e detalhe da malha espacial.

O sélido inicia 0 movimento na posigao indicada na Figura 4.3(a) e segue a trajetéria
no plano z—y determinada pelo campo de velocidade vy = (vsy, vs,) dado por

T . t
Vgp = 1 sin 50 )

32 mt . [Tt (45.1)
vsyzmcos m|1—cos 2 sin 2

O maéaximo numero de Reynolds é aproximadamente Re = 150. Assim, o tempo em que o
corpo atinge a maxima posicao no eixo x, o que poderia ser chamado de periodo, é T' = 20.
Simularam-se seis periodos, portanto em trés oportunidades o corpo volta a posicao inicial,
chegando a um tempo final da simulacao Ty = 120.

A seqiiéncia da Figura [4.4] mostra o médulo do campo de velocidade do fluido para
diversos instantes de tempo ao longo de toda a simulag@o. Ainda inclui-se o contorno
que delimita o dominio do corpo QY para cada instante de tempo. Dado que a malha do
fluido é espacial pode-se ver o campo de velocidade do fluido artificial (regiao interna a
Q). Vé-se que o movimento do corpo gera uma agao misturadora no fluido. Esta agio
é enxergada por parte do problema do fluido simplesmente como uma forga de volume
que varia com a posicao em funcao do tempo. No entanto, esta forca estd implicita nas
equacoes e so se conhece apds resolver o problema do fluido com a restrigao.
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Mdédulo da velocidade
0.00 0312 0.625 0.938 1.25

(h) t = 114.

Figura 4.4: Médulo da velocidade para diversos instantes de tempo.

O comentado no paragrafo anterior pode ser observado mais em detalhe na estru-
tura das linhas de corrente da Figura [4.5. Ali as linhas de corrente sdo calculadas para
dois instantes de tempo e s@o coloridas em funcao do médulo do campo de velocidade,
permitindo mostrar a complexa configuracao adotada pelo fluido sob a acdo do movimento
do sélido. Embora os parametros que definem o problema sao diferentes aos do exemplo
apresentado em [55], os resultados aqui obtidos encontram-se em consonéancia com os da
mencionada referéncia.
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Mdédulo da velocidade
0.00 0312 0.625 0.938 1.25

Figura 4.5: Linhas de corrente para dois instantes de tempo.

Este problema é evidentemente ainda mais simples que o Problema 4.3| j4 que nao
implica a resolucao das equacgoes do corpo rigido. Entretanto, é um exemplo interessante
para por em evidéncia situagoes capazes de serem modeladas empregando o método de
dominios imersos. A implementacdo computacional por trds deste caso nao implica ne-
nhuma complicacao adicional, contanto que se disponha de um cédigo de elementos finitos
em funcionamento para resolver de forma aproximada as equagoes de Navier—Stokes.

4.5.2 Caso 2: Esfera caindo por acao da gravidade

Neste segundo exemplo simula-se o problema de um corpo sélido esférico caindo pela
acao da gravidade dentro de um recipiente cheio de um fluido. O esquema correspondente
a este problema tridimensional mostra-se na Figura 4.6(a), onde se observa um recipiente
de segao transversal quadrada dentro do qual coloca-se a esfera centrada com respeito a
secao transversal e sem nenhuma restricao.

(a) Esquema do problema. (b) Geometria de analise.

Figura 4.6: Esfera imersa em recipiente de secao quadrada.
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As dimensoes mostradas na Figura 4.6(b) sao L = 4, H = 14, b =2 e R = 0.5.
As propriedades fisicas do fluido sao py = 1 e p = 0.02317, enquanto que para o sélido
tem-se ps = 1.72. A forga da gravidade é g, = —1 na diregdo z. A malha de tetraedros
de elementos finitos estd composta por 424200 nés, o passo de tempo usado é At = 0.001
e o tempo final da simulacao é Ty = 16. As condic¢oes de contorno no recipiente sao de
Dirichlet homogéneas na superficie lateral e na inferior, e de Neumann homogénea, na
superficie superior.

A Figura 4.7 descreve o movimento do corpo sélido por meio das componentes da
velocidade e do deslocamento do centro de massa na direcao z como fungoes do tempo,
isto é vy, e uJ, respectivamente. Apds a aceleracao inicial as forcas viscosas comecam a
equilibrar a forca boiante produzida pela forca da gravidade, fazendo com que a esfera
atinja uma velocidade constante de descida, também denominada velocidade terminal.

0 T T T T T T T 14
4 6 8 10 12 14 16
01 + 12
— Numérica
— Experimental - 10
_02 |
r8
O>"’ -0.3 o:,"’
r 6
04
-4
-0.5 - Lo
-0.6 - -0

Figura 4.7: Deslocamento e velocidade do centro de massa do corpo em funcao do tempo.

Em particular, mostra-se a velocidade da esfera junto a uma curva analitica obtida
em [114] mediante experimentagao e adimensionalizacdo. Tal curva é dada pela expressao

3t

V3 =Vier(1—e™7), (4.5.2)
onde Vi, é a velocidade terminal do corpo, neste caso Vi, = 0.582, e 7 é 0 tempo que levou
o corpo para atingir uma velocidade igual a 0.95V;.,, neste caso 7 = 7.52. Embora a curva
analitica tenha sido obtida a partir de resultados determinados sob condig¢oes de dominio
infinito, os resultados adimensionais sao reproduzidos com alta fidelidade. Isso ja nao
ocorre com o valor da velocidade terminal j4 que no caso de dominio infinito deveria ser
Vier = 1, 0 que permite estabelecer uma quantificacao do efeito da proximidade da parede
do recipiente. Assim, como pode ser observado, o resultado numérico obtido encontra-se
muito préximo da curva analitica (4.5.2)).

A seqiiéncia da Figura 4.8 apresenta, para diversos instantes de tempo, a alteracao
que a esfera produz no fluido ao cair dentro do recipiente. Isto é mostrado para uma secao
longitudinal, ao mesmo tempo que se inclui o dominio delimitado pelo corpo sélido. Veja
que apos o tempo t = 12 a estrutura do escoamento permanece praticamente invariante.

Na Figura 4.9 observam-se, desde uma vista superior, dois cortes longitudinais
através do canal, os quais sao ortogonais entre si. Nestas secoes véem-se os vetores cor-
respondentes ao campo de velocidade que ¢é induzido pela queda da esfera, dando uma
descricao ainda mais detalhada da interagao entre o fluido e o objeto sélido. Veja que
para o regime do escoamento considerado aqui, o niimero de Reynolds méaximo é aproxi-
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Moddulo da velocidade
0.00 0.152 0304 0456  0.608

(f) t = 12. (g) t = 14.

Figura 4.8: Médulo da velocidade na secao longitudinal.
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madamente Re = 25, obtém-se um voértice principal gerado logo apds a secao transversal
correspondente ao plano médio da esfera. Isto também se vé na configuracao das linhas
de corrente da Figura 4.10, onde ainda sao incluidas duas iso-superficies do médulo do
campo de velocidade.

Mddulo da velocidade
0.00 0.152 0.304 0.456 0.608

(d) t = 10.

-,

<

() t = 13. (f) t = 16.

Figura 4.9: Campo de velocidade em duas se¢oes longitudinais ortogonais.
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(a) Linhas de corrente. (b) Iso-superficie do médulo da ve- (c) Iso-superficie do médulo da ve-
locidade de valor 0.1. locidade de valor 0.045.

Figura 4.10: Detalhes do campo de velocidade para t = 10.

4.5.3 Caso 3: Esfera em cilindro girando

Este terceiro exemplo foi formulado originalmente em [39]. O objetivo do problema
aqui proposto é avaliar, de uma forma simples, a equacao de momento angular do corpo
rigido em trés dimensoes. Para isto recorre-se ao esquema da Figura 4.11(a) que mostra
um canal de secao circular dentro do qual hd uma esfera sélida posicionada de forma
centrada e na metade do cilindro considerando a diregao longitudinal.

(Q)S T
“
H r
A X A
A-A R
O)C
a8
(a) Esquema do problema. (b) Geometria de andlise.

Figura 4.11: Esfera imersa em um fluido dentro de um cilindro girando.

A superficie lateral do cilindro possui uma condicdo de contorno de Dirichlet sobre
a velocidade tal que o cilindro se encontra em rotacao com um vetor velocidade angular
na diregdo z que é w, = 0.01 como mostra a Figura 4.11(b). Sobre as duas superficies
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transversais as condigoes de contorno sdo de Neumann homogéneas. As dimensoes de
acordo com tal figura sao as seguintes R = 2, r = 0.5, H = 4. O estado final do sistema,
para nimeros de Reynolds baixos como o presente caso, é em estado de rotagao rigida com
velocidade angular constante w.. Neste caso as massas especificas do fluido e do sélido
coincidem, sendo py = ps = 1, e a viscosidade é 1 = 0.743. A malha de elementos finitos
de tetraedros consta de 60926 nos, e o passo de tempo empregado é At = 0.01, enquanto
que o tempo final da simulagao é Ty = 2.5.

Assim sendo, existe uma fase transiente no qual as tensoes de corte vao se difundindo,
devido a velocidade imposta sobre o contorno lateral, até chegar ao centro do cilindro.
Entretanto, na presenca do corpo rigido ocorre que o mesmo ¢é acelerado até alcangar o
equilibrio com velocidade de rotacdo w. constante junto com todo o resto do fluido. Isto
vé-se claramente na Figura 4.12 onde se mostra a componente da velocidade angular wg,
em funcéo do tempo. Em, aproximadamente, ¢t = 0.13 o s6lido comega a ser acelerado de
forma significativa, e o faz monotonicamente até alcancar a velocidade w, = 0.01.

0.01 -
0.008 -

0.006 -

®s 2z

0.004 -

0.002 -

Figura 4.12: Evolucao da velocidade angular do corpo em funcao do tempo.

A seqiiéncia da Figura/4.13|apresenta a evolugao do campo de velocidade em um corte
transversal na metade do cilindro que atravessa a esfera imersa. Aqui vé-se o comentado
no paragrafo anterior com respeito a difusao das tensoes de corte na diregao do centro do
cilindro.

Por dltimo, na Figura 4.14] mostra-se, além do corte na secao transversal, a con-
figuracao das linhas de corrente que atravessam a reta diagonal correspondente & generatriz
do cone que envolve o conjunto de linhas de corrente.

4.5.4 Caso 4: Canal com sistema de valvula

O exemplo desenvolvido aqui constitui uma primeira aproximagao bidimensional na
direcao de realizar a modelagem de um mecanismo encontrado no sistema cardiovascular
como o da valvula adrtica. O sistema aqui empregado, que se mostra na Figura 4.15(a),
consta de um canal pelo qual circula um fluido e que possui um mecanismo que simula o
de uma viélvula. Esta valvula rigida esta sujeita no extremo superior a um ponto fixo por
meio de uma mola de restituicdo angular, a qual permite a sua abertura e a passagem do
fluido. Apéds a valvula surge uma regido circular que produz uma expansao do canal. Este
tipo de geometria constitui uma contrapartida bidimensional da geometria correspondente
a valvula adrtica. De acordo com a mencionada figura, L = 2 e a valvula possui um
comprimento de a = 2 e uma espessura de b = 0.03. A mola é tal que a valvula possui
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Figura 4.13: Campo de velocidade na secao transversal correspondente ao corpo.

Médulo da velocidade
0.00500 0.0700 0.0150 0.0200

0.00

Figura 4.14: Campo de velocidade e linhas de corrente para t = 2.5.
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uma, posicao de repouso para um angulo 8, = —68.75° medido desde o eixo horizontal, e
o coeficiente de restituicdo da mola é ky = 50. Na Figura [4.15(b)| mostra-se um detalhe
da malha espacial ao longo da espessura da valvula. As propriedades do fluido sao p; =1
e u = 0.043, e para o sélido é ps = 20. Nao se considera a for¢a de gravidade neste caso.

2L 2L

(a) Geometria de andlise. (b) Detalhe da malha.
Figura 4.15: Valvula em canal bidimensional e detalhe da malha em torno da mesma.

As condicoes de contorno sao de Dirichlet homogéneas nas superficies horizontais
superior e inferior, e de Neumann homogénea na superficie vertical do extremo direito.
O escoamento é impulsado a partir do lado esquerdo da figura, a superficie vertical es-
querda, por meio de uma condicao de Dirichlet variante no tempo que estabelece um perfil
parabdlico cujo valor maximo, chamado Vj,4:, segundo a coordenada vertical, mostra-se
na Figura 4.16/ como fungao do tempo. A expressao matematica da curva é

tm
maxr — i - | 4.5.
v 30 sin (T > (4.5.3)

c

com T, = 0.75. A malha de tridngulos é composta por 49823 nds, e o passo de tempo
usado é At = 0.0002, com um tempo final da simulacao Ty = T, = 0.75.

30

25 A

0 0.25 0.5 0.75

Figura 4.16: Condicao de Dirichlet variante no tempo.

A seqiiéncia da Figura [4.17 mostra a evolugdo do campo de velocidade (o médulo)
ao longo da simulacao. Inclui-se também o contorno que delimita o dominio do sélido que
corresponde a valvula. Apds a abertura progressiva da valvula, devido ao crescente fluxo
que entra na regiao, a mesma atinge o seu maximo ponto no tempo ¢ = 0.4. Logo depois,
comeca a fase de descida que é movida pela restituicdo da mola junto ao decrescimento
do fluxo provido pela condi¢cao de contorno.

A Figura 4.18 apresenta o movimento da valvula impulsado pela acao do fluido.
O movimento é descrito pela velocidade angular resultante da valvula wg, e pelo angulo
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Médulo da velocidade
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(a) t =0.1. (b) t=0.2.
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(d) t=0.4.

R —————

e ———
(e) t =0.5. (f) t =0.6.
(g) t=0.7. (h) t = 0.75.

Figura 4.17: Modulo da velocidade para diversos instantes de tempo.

09, medido de forma positiva desde o eixo horizontal em sentido hordrio. Vé-se que hé
uma fase de rdpida aceleracao até o tempo t = 0.13 apds o qual a fase de desaceleracao
estende-se até o final da simulagao. O angulo aumenta também rapidamente e alcanga o
maximo valor em ¢t = 0.4, momento no qual o mesmo supera levemente o angulo nulo que
coincide com o eixo horizontal. Logo depois, comeca a diminuir novamente até o final da
simulacao.

Na Figura4.19 observa-se o comportamento do campo de pressao em todo o dominio
durante os primeiros instantes de tempo. Nesta seqiiéncia de figuras a escala de cores para
representar o campo escalar foi ajustada convenientemente em cada instante de tempo a
fim de evidenciar o salto que ocorre entre ambos os lados do dominio da valvula.

Por dltimo, na seqiiéncia da Figura apresenta-se a configuragao adqiiirida pelas
linhas de corrente para diversos instantes de tempo juntamente com a posicao ocupada
pela valvula.
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Figura 4.18: Movimento da valvula em fun¢do do tempo.
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(c) t = 0.15. (d) t=0.2.

Figura 4.19: Pressao para diversos instantes de tempo.

4.5.5 Caso 5: Elipse caindo por agao da gravidade

Este ultimo exemplo visa mostrar uma andlise do que é denominado voo passivo.
Em particular, estuda-se um corpo rigido eliptico caindo por acao da gravidade. Um dos
objetivos de uma analise deste tipo poderia ser o fato de estabelecer limites de instabi-
lidade a partir dos quais ocorre a transicao do fenomeno de fluttering ao fendmeno de
tumbling. Um céalculo bem acurado deste tipo de problemas pode requerer um altissimo
custo computacional devido a que é preciso capturar as forcas e momentos atuantes sobre
o corpo rigido, os quais sao de valor muito pequeno. Justamente o pequeno desbalanco
dessas quantidades estabelece os limites de transicao de um regime a outro. Se bem este
caso tem pouco a ver com a modelagem do sistema cardiovascular, é uma forma de mostrar
uma outra classe de problemas que pode ser tratada com o método de dominios imersos.

O esquema escolhido é o da Figura [4.21. Emprega-se um dominio retangular de
medidas H = 10 e L = 13, e a elipse estd localizada no ponto (h,l) = (4,9) com relagao
ao centro de coordenadas colocado no canto inferior esquerdo. A elipse possui semi-eixos
dados por a = 1 e b = 0.15, e é langada com uma rotagao inicial & = 34.37°. A massa
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Médulo da velocidade
0.00 7.50 15.0 22.5 30.0

Figura 4.20: Estrutura das linhas de corrente para diversos instantes de tempo.

especifica do fluido é py = 1 e a do sélido é p; = 2.678. A viscosidade dinamica do fluido
¢ p = 0.00462 e a agao da gravidade vem dada por uma forga volumétrica g = —9.81e,,.

y (L.H)

%h,l)

(0,0) X

(a) Geometria de andlise. (b) Detalhe da geometria da elipse.

Figura 4.21: Corpo eliptico sob acao da gravidade.

As condigoes de contorno sao de Dirichlet homogéneas nas superficies laterais e na
inferior, enquanto que na superficie superior a condicao é de Neumann homogénea. Como
dito, o corpo ¢ liberado com um angulo de inclinagao o = 34.37° respeito da horizontal
e com velocidade inicial nula. A malha de tridngulos compoe-se de 208921 nds, e o passo
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de tempo empregado é At = 0.0005, com um tempo final da simulacao Ty = 6.72. Na
situagao de dominio infinito, espera-se que o movimento da elipse nao tenha fim, mas aqui
a simulacao foi detida ao chegar no limite do dominio onde impds-se condigao de Dirichlet
homogénea.

A Figura 4.22(a) mostra a trajetéria descrita pelo centro de massa do objeto no
espaco bidimensional. Ali vé-se como ha uma primeira parte onde a elipse cai sem chegar
a dar uma volta completa, fase que é denominada fluttering (ponto A em t = 1.688), para
logo depois se desencadear a fase na qual a elipse comeca a girar, fenémeno denominado
tumbling (pontos B e C' em t = 3.858 e t = 6.394 respectivamente). Em particular veja que
por alguns momentos, antes dos pontos B e C, ocorre o levantamento do centro de massa,
que é quando o mesmo adqiire velocidade na direcdo vertical positiva. Associada a esta
trajetéria estd o mapa do vetor da velocidade da elipse que se mostra na Figura 4.22(b). O
eixo horizontal e o vertical representam as velocidades nas diregoes x e y respectivamente.
Os pontos A, B e C também encontram-se identificados nesta figura. Ao mesmo tempo,
na Figura 4.22(c) mostra-se a velocidade angular do corpo em fungdo do tempo. Veja
que depois de alterar o sinal (apds a fase de fluttering) a velocidade angular mantém-se
positiva indicando que comecgou a fase de tumbling do corpo. Ali também indicam-se os
pontos A, B e C anteriormente mencionados.

0 . . . . . . . . . . . . -4 . . . . . .
ot 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 -2 -1 0 1 2 3 4 5
X Vx

(a) Posigao do centro de massa no espago. (b) Mapa da velocidade do centro de massa do corpo.
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(c) Velocidade angular em fungao do tempo.
Figura 4.22: Caracteristicas do movimento da elipse.

Na Figura 4.23| observa-se o médulo do campo de velocidade para diversos instantes
de tempo. Veja que o desprendimento de vortices é um fenémeno que, neste caso, é desen-
cadeado a medida que a elipse vai tomando velocidade. As caracteristicas do campo de
velocidade também sao mostradas na seqiiéncia da Figura4.24, onde no eixo perpendicular
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ao plano do movimento da elipse representa-se o médulo da velocidade. Logo, a superficie
resultante d4 maiores detalhes sobre a estrutura do escoamento produzido pela queda do
corpo. Veja que o campo de velocidade dentro do corpo é um plano, o que se corresponde
com as caracteristicas de um movimento rigido.

Médulo da velocidade
0.00 1.12 2.25 3.38 4.50

=)

(k) t = 5.5.

Figura 4.23: Moédulo do campo de velocidade ao longo da caida do corpo.
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Médulo da velocidade
0.00 1.12 2.25 3.38 4.50

(d) t = 5.5.

Figura 4.24: Superficie dada pelo médulo de velocidade do fluido.

4.6 Comentarios finais

Como visto, a proposta feita neste capitulo é tao s6 uma possibilidade para abor-
dar de forma aproximada o problema de dominios imersos. Qualquer outra técnica de
aproximacao numérica pode ser eventualmente utilizada. Como comentado na introducao
do capitulo, algumas alternativas a serem consideradas sao o emprego de métodos de
particulas para o seguimento das quantidades Lagrangianas e/ou métodos de colocagao
por pontos para impor a restricdo da igualdade do campo de velocidade entre sélido e
fluido. Também podem ser consideradas técnicas de decomposicao de operadores a fim de
simplificar ainda mais a imposicao das restrigoes, tanto da incompressibilidade como da
igualdade de velocidades. Em particular, esta tltima é muito empregada entre os autores
que usam os métodos de dominios ficticios para tratar o problema de interacao entre um
fluido e um sélido rigido. Em qualquer caso, tais abordagens sao situagoes mais simples
do que a correspondente ao aqui exposto. De fato, é muito pouco freqiiente encontrar na
literatura trabalhos que analisem o problema a partir da versao linearizada consistente-
mente com um esquema de tipo Newton—Raphson. Com este tltimo tratamento é possivel
obter efetivamente todos os acoplamentos que surgem ao obter o operador tangente do
problema variacional nao linear.
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Contribuicoes do capitulo

A principal contribuicdo deste capitulo é a linearizacdo consistente, dentro de um
esquema de Newton—Raphson, do método de dominios imersos que fora desenvolvido no
Capitulo/3l Isto foi levado a cabo ao longo das Secoes 4.1/ e 4.2 para os casos de sélidos de-
forméveis e de solidos rigidos respectivamente. Também ressalta-se a formulacao dos Pro-
blemas 4.1}, 4.2 e 4.3/ como contribuigao do presente capitulo. Com efeito, a obtengao das
contrapartidas discretas dos problemas formulados no Capitulo 3/ constitui uma extensao
das contribuicoes mencionadas naquele capitulo com relacao ao melhor entendimento so-
bre a construcao do modelo matematico. Isto traduz-se, no presente capitulo, em um
maior entendimento dos aspectos envolvidos na forma linear e na posterior aproximacao
do problema.

Com relagao & producao decorrente deste capitulo remarca-se que o processo de
linearizacao do método de dominios imersos foi incluido na publicagao [19]. Por outro
lado parte dos exemplos numéricos mostrados estd incluida na publicagao [17]. Estas sao
repetidas aqui por conveniéncia:

e P.J. Blanco, R.A. Feijéo e E.A. Dari, A variational framework for solving fluid—solid
interaction problems based on immersed domains. Theoretical bases, Comput. Meth.
Appl. Mech. Engng., (197) 2353-2371, 2008.

e P.J. Blanco, E.A. Dari e R.A. Feijéo, A wvariational approach for fluid-solid inter-
action problems using immersed domains, Anais do WCCM 2008. Veneza, Itélia,
2008.
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Capitulo 5

Modelos de multiescala nas suas
formas primal e dual

Introducao

Motivado pelo avanco da tecnologia e dos processos de fabricacao, assim como pelo
interesse despertado em diversos campos da ciéncia, os materiais utilizados e estudados
em muitas dreas da engenharia tém atingido uma cada vez mais crescente complexidade
com respeito a sua resposta constitutiva. Exemplos disto sao os polimeros de complexas
estruturas compostas assim como os materiais de indole bioldgica.

Em particular no marco dos problemas encontrados na modelagem do sistema car-
diovascular, a parede arterial, ou inclusive cada uma de suas partes componentes, pode ser
considerada como um material de alta complexidade dada a intrincada interacao entre os
diversos elementos que a conformam [69]. A parede arterial estd formada principalmente
por trés camadas. A primeira, denominada intima, é de espessura reduzida e compoe-se
das células de endotélio cobertas por uma lamina eldstica que é a interface com a segunda
camada. Esta segunda camada, denominada media, possui por sua vez diversas camadas
cada uma com uma estrutura helicoidal prépria. Em cada sub-camada a composicao é
principalmente de musculo liso e caracteriza-se por ter um comportamento principalmente
eldstico. Uma lamina elastica realiza a interface entre esta e a terceira camada, a qual se
denomina adventitia, que é um complexo arranjo, também helicoidal, de fibras de colageno
que fornece o maior suporte estrutural a fim de manter a estabilidade frente a solicitacao
produzida pelo escoamento do sangue. Logo, a possibilidade de dar uma representagao
do comportamento da parede arterial, se bem constitui um objetivo ambicioso, resulta da
maior importancia a fim de examinar a solicitagdo e a conseqiiente resposta da mesma
frente a constante interagao com o sangue, tendo como motivagao final o estudo do de-
senvolvimento de doengas relacionadas com estas questoes mecanicas. Um outro exemplo
interessante de ser cogitado é o da vélvula adrtica. O estudo da composicao assim como
da caracterizagao deste componente resulta também essencial visando analisar a fadiga
gerada pelo regime de funcionamento, sobretudo ao avaliar o desempenho de valvulas
artificiais.

A possibilidade de controlar e conhecer a resposta constitutiva desta classe de ma-
teriais é a principal causa do aumento da complexidade mencionada anteriormente, e tem
sido matéria de estudo exaustivo a fim de caracteriza-los adequadamente. O contexto
matematico classico no qual uma resposta constitutiva estd inserida é o das teorias consti-
tutivas fenomenoldgicas locais, ou seja aquelas baseadas em formas funcionais calibradas
experimentalmente. Contudo, dada a evolucao dos materiais e a forte evidéncia da de-
pendéncia do comportamento constitutivo com relagao aos fenémenos que ocorrem nas
diversas escalas passiveis de serem identificadas dentro do material, estas teorias parecem
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estar chegando ao seu limite com respeito a capacidade de predicao—descricao. Os casos
que poem em evidéncia a fraqueza da teoria fenomenoldgica sao, por exemplo, os materiais
bioldgicos assim como materiais de complexa natureza dissipadora.

Neste sentido, o contexto matematico fornecido pelas teorias constitutivas de mul-
tiescala aparece como uma forma consistente para abordar o problema da caracterizagao,
a nivel da escala do problema real, destes complexos materiais [16], 34, 58, [70) 77, [78,
85, 95, 102, 105, 108, 109, 110, 111, 112, 113, 119, 137, 154]. A teoria constitutiva de
multiescala (no caso particular de duas escalas para simplificar a apresentagao) baseia-
se na combinacao do problema da escala maior, que é o problema real com o qual se
lida, com um problema formulado a uma escala menor através do conceito de elemento
de volume representativo (EVR, ou em inglés RVE de representative volume element).
O objetivo deste segundo problema ¢é introduzir, em algum sentido, aqueles fenomenos
relevantes na escala do EVR dentro do problema da escala real. Em outras palavras, o
problema da macroescala é modelado utilizando um comportamento constitutivo provido
pela microescala através da resolucao de um problema formulado no nivel do EVR. Este
¢ o ponto chave de toda a teoria constitutiva de multiescala, segundo é entendido nesta
tese, posto que é a formulagao do problema sobre o EVR a que tem por missao incorporar
os fenomenos ocorridos em tal escala. No caso mais geral o problema pode envolver mais
de duas escalas, entretanto, a apresentagao limita-se a duas escalas por brevidade.

A forma em que os problemas de diferentes escalas estao inter-relacionados depende
da natureza das formulagoes empregadas para colocar o problema em cada nivel. Nos
casos que serdo vistos aqui utilizam-se formulacGes variacionais derivadas da mecéanica
do continuo para ambas as escalas, porém esta é uma situagao particular sendo que se
admite o uso de problemas de natureza totalmente independente. Um exemplo disto
¢ o acoplamento entre um problema colocado no nivel do continuo macroscépico e um
problema formulado a nivel do discreto microscopico. As relagoes existentes entre ambos
os problemas estao dadas pela homogeneizacao (passagem da escala menor a maior) e
pela localizagao (passagem da escala maior & menor). Um outro principio explorado neste
capitulo que governa a relagao entre as quantidades das diferentes escalas é o principio de
macro-homogeneidade de Hill-Mandel [67, 101]. Este conceito é primordial e serve como
base para a adequada colocacao da inter-relacao entre as escalas e a correta interpretagao
das hipdteses realizadas para formular o problema na microescala.

Por outro lado, apesar do interesse em formulactes de multiescala ter sido ampla-
mente explorado na literatura no contexto de formulacoes comandadas por medidas de
deformacao [111} 113, 119, 154], ainda ndo ha trabalhos na area que se refiram as for-
mulagoes de multiescala duais, isto é, comandadas pela tensao. Um completo tratamento
do ponto de vista da formulacdo variacional na sua forma primal dos modelos de mul-
tiescala é desenvolvido em [120], e de forma resumida é apresentado na primeira parte
deste capitulo. Uma maneira de afiancar o entendimento sobre o problema de multiescala
é através do conceito de dualidade. Estes conceitos, com bases bem desenvolvidas tanto
matemadtica (do ponto de vista do tratamento formal) quanto mecanicamente (do ponto
de vista do sentido fisico), fornecem ainda mais ferramentas a fim de estabelecer bases
tedricas sélidas para os diferentes modelos de multiescala.

Assim sendo, este capitulo tem dois objetivos: (i) por um lado, revisitam-se as bases
para colocar o problema de multiescala através da formulagao variacional cinematica, ou
formulacao primal, derivando quatro possiveis modelos de multiescala diferentes, (ii) por
outro lado, empregam-se os conceitos basicos de dualidade em mecanica para abordar
o problema de multiescala dual, reescrevendo os quatro modelos de multiescala obtidos
com a formulagao primal, e dando assim um tratamento completo e sistemdtico ao pro-
blema. Uma vez feito isto estao providas as ferramentas para passar, no Capitulo |6, a
implementacao computacional de cada um dos modelos primais desenvolvidos.
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A organizacao do capitulo é como segue. Na Secao 5.1l coloca-se o problema de mul-
tiescala do ponto de vista variacional. Isto é levado a cabo para a mecanica do sélido sob
a hipotese de deformagoes infinitesimais. Para os detalhes do caso de grandes deformacoes
consultar o trabalho [120]. Para isto introduzem-se os conceitos basicos necessérios men-
cionados acima como homogeneizacao, localizacao e o principio de macro-homogeneidade
de Hill-Mandel. Exibem-se, na Secao 5.2, diferentes formas de colocar o problema de
microescala em funcao dos espagos escolhidos para as variagoes admissiveis do campo na
formulagao primal, o que resulta em diferentes condi¢es para o problema sobre o EVR e
portanto diferentes modelos de multiescala. Depois, na Secao 5.3 obtém-se uma expressao
genérica do operador tangente constitutivo homogeneizado caracteristico de um esquema
de linearizacao de Newton—Raphson. O conceito de dualidade do ponto de vista mecanico
¢é apresentado na Secao 5.4/ junto com algumas das ferramentas bésicas sobre as quais estao
apoiadas as idéias do Principio da Poténcia Complementar. A colocagao do problema de
multiescala dual é realizada na Secao [5.5. Ainda nesta parte enuncia-se o principio de
Hill-Mandel de forma dual, e discute-se a forma de derivar os diferentes modelos por meio
da escolha do carregamento externo. Na Secao 5.6 estudam-se os diferentes modelos de
multiescala obtidos por meio da formulacao dual, e assenta-se a correspondéncia com os
modelos obtidos na Segao 5.2. Finalmente, na Segao 5.7 fazem-se alguns comentérios para
resumir idéias e fechar o capitulo.

Os topicos introduzidos na primeira parte do capitulo estao baseados no trabalho
[120] e nao constituem contribuigdo desta tese. Esta primeira parte foi incluida visando
dar uma abordagem completa e acabada sobre o tema. Entretanto, a teoria desenvolvida
nesta primeira parte serviu de base para o trabalho [51] onde foi realizada a implementagao
computacional de cada modelo de multiescala primal como sera visto no capitulo seguinte.
Com relacao a segunda parte deste capitulo, os temas tratados constituem, de fato, parte
das contribuicoes desta tese.

5.1 Formulacao do problema de multiescala primal

Nesta secao primeiramente estabelecem-se as bases para a colocagao do problema
através da revisao das idéias da teoria constitutiva e da posterior formulacao do problema
de multiescala geral, o qual resulta funcao do espacgo de restricées cinematicas escolhido
para formular o problema no EVR. Em todos os casos a dependéncia das quantidades com
respeito a historia de deformacao denota-se pelo indice .

5.1.1 A teoria constitutiva e suas limitagoes

De acordo com a teoria constitutiva local para materiais sélidos, a tensao em um
dado ponto do continuo é funcao exclusivamente da histéria de deformagao daquele ponto,
ou seja que existe um operador F tal que

F U — Uy, 511

e Fle') =0, (5.1.1)
onde o é o tensor de tensao, ! representa a histéria do tensor de deformacao infinitesimal
e(u) = (Vu)®, e U, e Ut sao os correspondentes conjuntos dos possiveis estados de
tensao e historias de deformacao. Denotou-se u o campo de deslocamentos, enquanto que
o operador F realiza o mapeamento para cada ponto fixo x do continuo. Esta é a forma
mais geral de expressar um comportamento constitutivo. Por exemplo, no caso de um
material elastico linear resulta o = De, onde D é o tensor de quarta ordem de elastici-
dade. Dentro da forma genérica (5.1.1) ficam também incluidos comportamentos como
o elasto—plastico e o elasto—viscoplédstico, e em ambos os casos um conjunto de variaveis
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internas controla a histéria da deformacao e’. Tais varidveis encontram-se relacionadas
com fendmenos macroscopicos observaveis por meio da experimentagao, dai segue que
estes modelos denominam-se fenomenolégicos. Somente para citar um exemplo simples, o
modelo generalizado para metais que seguem a lei de creep de Norton é o seguinte

oc=D(—¢€P),
de?  [eSIN"Y g (5.1.2)
- = - o
dt A ’

onde N e \ sdo constantes do material, 6% = o — %(tr o)1 é a parte desviadora do tensor
o e anorma ||-|| é Euclidiana. Aqui a varidvel interna é o tensor de deformagao plastica e?
cuja evolucao é controlada mediante uma equacéao diferencial ordinédria. Assim, a evolucao
do estado de tensao do material vem dada pela seguinte equacao diferencial ordinéria

do de  (1eSNY
=D |=—_ (=" .
at at ( x ) 7 (5:1.3)

e o operador F apresentado é a representacao abstrata da solugao desta equacao diferencial
uma vez dada a condigao inicial. Este tipo de modelo fenomenolégico responde de forma
adequada a um amplo leque de materiais. O nome decorre, com efeito, do modelo estar
construido em funcéo de fatos observaveis a escala real do problema, e isto apesar de
ser bem sabido que a deformagao pldstica é um fenémeno inerente & microestrutura do
material. Como mencionado anteriormente, frente a historias de deformagao mais com-
plexas estes modelos fenomenolégicos devem necessariamente ser melhorados, para o qual
o numero de varidveis internas deve aumentar juntamente com as correspondentes leis de
evolugao. Cada uma destas leis depende das propriedades dos materiais, as quais sdo cada
vez mais dificeis de serem identificadas e mensuradas. Isto representa, de alguma forma,
um limite por parte dos modelos constitutivos fenomenoldgicos para a caracterizacao de
materiais. Contudo, outra forma de abordar o problema é possivel, e é através dos modelos
constitutivos de multiescala. Nestes modelos o comportamento constitutivo é obtido por
meio da andlise dos fendmenos que sucedem em uma escala menor, podendo incorpora-los
no problema real mediante técnicas de homogeneizacao. Estas questoes serao abordadas
nas secoes seguintes.

5.1.2 Conceitos preliminares de multiescala

Considere que qualquer ponto x do dominio continuo macroscépico €2 esta associado
com um elemento de volume representativo €, (daqui em diante o EVR), com contorno I';,,
cujo comprimento caracteristico ¢ muito menor que o do continuo macroscépico (I, < 1),
como se vé na Figura 5.1, O EVR pode, eventualmente, conter talhos e poros vazios ou
com algum fluido, ou um outro tipo de material, preenchendo o espago €2, cujo contorno
¢ I')? de normal n,s. Neste trabalho, a matriz sélida do EVR, denominada QZ, também
considera-se um continuo microscdpico cujo contorno é I', UI';". Logo tem-se 2, = Q}, UQTZ
e I'? =T')7 e assume-se, por simplicidade na apresentagao, que I'), N 7 = (.

A formulagao variacional do modelo multiescala primal estd baseada no fato do
tensor de deformagao € em qualquer ponto x € (2 satisfazer a seguinte relagdo com o
tensor €,, definido no EVR

1

E =
Vi Ja,

eudy, (5.1.4)

onde V,, = [Q,], ou seja, € é a média volumétrica de €, no EVR. Esta expressao representa
uma primeira restrigao sobre a cinemética do EVR. Em ambos os tensores estd envolvida
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Figura 5.1: Continuos macroscépico e microscdpico associados a cada ponto x € €.

a histéria da deformacao até chegar ao instante t. A deformacao €, define-se em fungao
do deslocamento no EVR, denotado por u,, como €, = (Vyu,)®, onde (-)* indica a
parte simétrica. A expressao (5.1.4) introduz o conceito de homogeneizagao, fornecendo, a
partir de quantidades definidas a nivel do EVR, as correspondentes quantidades definidas
no continuo macroscépico.

Um conceito que serd recorrentemente utilizado é a decomposicao aditiva do campo
de deslocamentos u, no EVR que, sem perda de generalidade, ¢ escrito da seguinte forma

u, =€y + Uy, (5.1.5)

onde 1, denomina-se a flutuacao do campo de deslocamentos, e vai somada a uma com-
ponente linear, funcao do tensor de deformacao homogeneizado. Logo, a deformacao
microscépica pode ser decomposta de forma aditiva como

€y =€+ Ey, (5.1.6)

onde €, = (Vyu,)’ é a flutuacao do tensor de deformacao.
De forma anéloga a (5.1.4) define-se a tensao homogeneizada o como sendo a média
no EVR da tensao da microescala o, como segue

1 /
o=— o,dy. 5.1.7
Vu Q, 1] ( )

Note que ao ter assumido que o EVR ¢ um meio continuo imediatamente a tensao o, estd
definida.

5.1.3 Escolha de restrigcoes cinematicas e o principio de Hill-Mandel

Como é habitual, dentro de uma formulacao variacional primal as hipéteses sao feitas
sobre a cinemédtica do problema, isto é sobre o campo de deslocamentos. O equilibrio do
EVR deve ser formulado dentro do conjunto dos denominados campos cinematicamente
admissiveis. De acordo com o conceito de deformacao homogeneizada, os campos cine-
maticamente admissiveis sao aqueles que satisfazem a (5.1.4). Logo, fixado um ponto x
do continuo macroscépico e, abusando da notagao, dado € = &(x), o conjunto de fungoes
vetoriais cinematicamente admissiveis fica definido como

I = v, eU; /Q (Vyvy)idy =V,e o, (5.1.8)
"
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onde U impoe sobre o conjunto KJj' a regularidade necessdria tal que as operagoes a serem
realizadas facam sentido.
Considerando algumas identidades tensoriais bésicas (ver [61]) pode-se escrever,
quando €2} = 0
/ epdy = / (Vyu,)*dy = / (u, @ n)*dr. (5.1.9)
Q, Q. r,

Esta expressao pode ser generalizada ao caso onde (2}, # ) como

/ audy:/ (uu®n)5dF+/
Q r r

sv
15 H 12

(u, ® ng,)*dl' + / (uy ® nye)*dlY,  (5.1.10)

vSs
T3

e usando o fato de ser n,s = —ng, e 'V = Ff}’ resulta

/ sudy:/ (uu®n)SdF+/ (uu®nsv)SdF—/ (u, ® ng,)*dl =
Q, r Isv

Sv
© Ly

/ (u, ®@n)*dl’. (5.1.11)
Ly

Logo, o conjunto IC}' pode ser redefinido como

ICy = {Vu ceu, /1“ (vpy®@n)*dl' = Vue} , (5.1.12)
"

ficando caracterizado como fungao dos deslocamentos sobre o contorno do EVR. A partir
deste conjunto obtém-se o modelo com as minimas restrigcoes cinemadticas necessarias.
Agora, empregando a decomposicao aditiva expressa pela (5.1.5), sabendo que

Ve = / (Vyw,)*dy = /Q (eVyy + (Vyw,)®) dy = Ve +/ (Vyn,)®dy, (5.1.13)

w w Qu

e usando a (5.1.11) para o caso da flutuagao, vé-se que o conjunto de minimas restrigoes
cinematicas pode ser mais uma vez redefinido como sendo

Kt ={vy=ey+Vu; v, €K}, (5.1.14)

com
K, = {vu eu;/F (Ou®n)de:O}. (5.1.15)
N

Desta forma trabalha-se equivalentemente com o espago Klzl, a partir do qual obtém-se

o conjunto K mediante uma translagao. Logo, a formulagao do problema no EVR estd

intimamente ligada ao espago fCT Assim, é possivel que a caracterizagao deste problema a
nivel da microescala esteja atrelada a hip6teses adicionais sobre o campo de deslocamentos,
ou sobre as flutuagdes do mesmo (seguindo o conceito introduzido acima). Suponha que
IC,, € o conjunto dos campos de deslocamento cinematicamente admissiveis escolhido, este
deve satisfazer a inclusao K\, C K7', ou igualmente klu C INCZL Assim, diferentes escolhas

de IC,, ou fCM, resultam em diferentes modelos de multiescala, posto que cada um deles
possui uma cinematica prépria. Entretanto, todos eles mantém como ponto em comum a
inclusao no conjunto de restrigoes cinematicas minimas.

Seja um dado conjunto IC,. O espaco das variacoes cinematicamente admissiveis,
denominado V,,, define-se por meio de efetuar a diferenca entre elementos do conjunto de
campos de deslocamentos cinematicamente admissiveis. Entretanto, dada a decomposicao



5.1. FORMULAGAO DO PROBLEMA DE MULTIESCALA PRIMAL 253

aditiva (5.1.5) resulta simplesmente que as variacoes de elementos em IC,, estao no préprio
espaco das flutuagoes, ou seja

vV, =K, (5.1.16)

Vé-se entao que a decomposicao aditiva permite claramente identificar os diferentes ele-
mentos dentro da formulagao primal do problema no EVR, além de poder permitir a
caracterizacao de diversos modelos de multiescala, como é feito na Sec¢ao 5.2, através da
escolha do espaco V,,.

Junto com a escolha da cinematica do modelo em compliancia com a inclusao no
conjunto /Ci' um outro principio deve ser satisfeito por qualquer modelo que envolva a
passagem de uma escala a outra. O principio de macro-homogeneidade de Hill-Mandel
[67, 101] é um principio fundado em bases fisicas. O mesmo postula que a poténcia pro-
duzida pelas tensées da macroescala deve ser igual a poténcia média no volume do EVR
produzida pelas tensoes da microescala. Ou seja, assumindo que os tensores o e o, sao
tais que o equilibrio foi alcancado em ambas as escalas entao a seguinte identidade deve
ser satisfeita

o-€= é/ o, -€,dy V€, admissivel, (5.1.17)
By,
onde a taxa de deformacao vem dada, no caso da decomposicao aditiva do campo u,,
como &, = & + (Vyu,)*. Além disso, o tensor € estd relacionado com €, pela (5.1.4).

O principio de Hill-Mandel é utilizado ao formular o problema variacional no EVR.
Na Secao 5.1.4/ analisam-se as conseqiiéncias que o principio enunciado acima traz na
formulagao variacional do problema de equilibrio na microescala. Ver-se-a que os elemen-
tos que definem o problema da microescala dependem do que estabelece o principio de
Hill-Mandel.

5.1.4 O problema de multiescala primal geral

Considere o conjunto de campos de deslocamentos cinematicamente admissiveis C,,
e o correspondente espago de flutuacoes KC;,. Para o tensor o, o equilibrio no EVR ¢é
alcancado se e somente se a seguinte equagao variacional é satisfeita

J

onde b e t° sd@o uma forca de corpo e uma tragao externa atuando sobre o EVR, enquanto
que t¥ é a tragao exercida pelo meio que se encontra em (2. Além disso, V,, = klu é
um espaco que satisfaz as condicbes discutidas na secao anterior. A natureza da tracao t”
dependera do que se considere que haja dentro do dominio (2. Analogamente, supondo
a existéncia de um outro material sélido em QZ, o equilibrio estabelece que

J

As equagoes de Euler-Lagrange correspondentes as formulagoes variacionais (5.1.18)) e
(5.1.19) s@o a seguintes

o’u'(Vyn)de:/ b-ndy+/ te-ndF+/ t' - ndl Vn eV, (5.1.18)
3 Q3 r, 5o

o - (Tym)® dy = /

bY - ndy +/ (—=t¥) -ndl Vn € V. (5.1.19)
Q

v v vSs
w I 1y

(divy o, =~b  em Q3
divy oy, = —b" em (),
o,n =t° sobre I';,, (5.1.20)
oung, =t sobre Ffj’,

(oung, = o, ng, sobre FZ”,

I
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onde n indica sempre a normal externa ao dominio €27.
Com a equacao de equilibrio é possivel escrever a tensao homogeneizada (5.1.7) em
termos das forgas de corpo e de tracao sobre o EVR. Para isto observe que

/audy:/ Uudy—i—/ o,dy =

m
/ (oun) ®ydf‘+/ (oung) ®ydf‘—/ divy o, @ ydy
FZ'U QS

" i

+/ (aanvs)®de—/ divyo, ®@ydy. (5.1.21)
I“ﬁs Qu

o

SV

Utilizando as equagées de Euler-Lagrange e sabendo que I')/

resulta
|

onde também foi usada a simetria do tensor de tensao. Em [120] demonstra-se que, para
o caso em que bY = 0, o postulado do principio de Hill-Mandel visto anteriormente é
equivalente, uma vez formulado o equilibrio sobre o EVR, a exigir que

J

o que implica que ambos os termos se devem anular de forma separada, para o qual a
forga de volume e a tracdo devem ser ortogonais ao espaco das variacGes admissiveis.
Este resultado determina que qualquer modelo de multiescala que procure satisfazer o
principio de Hill-Mandel deve ser tal que a for¢a de volume b e a tracao t¢ tenham certas
caracteristicas. Em outras palavras, a forca de corpo e a tracao sao de natureza reativa, e
as propriedades que estes campos possuem dependem das restrigoes cinematicas impostas
no espaco das variacoes admissiveis V. A extensao para o caso em que b” # 0 resulta
analogamente o seguinte

= FZS com normais opostas

g —= —(

Vi

(t°®y)’ dF+/

Q

(b®y)’ dy—l—/

A (b’ ®y)* dy] , (5.1.22)

S v
H w w

t¢ -, dl + / b-a,dy =0 Vi, € V,, (5.1.23)
Q

S
w Iz

/ bY - 1,dy =0 Vi, € V,. (5.1.24)
)
Para fechar o problema de microescala deve ser fornecido um comportamento constitutivo

para o material do EVR. Para isto recorre-se a teoria constitutiva fenomenoldgica da
Secao 15.1.1/ que estabelece que existe um operador F, tal que

Fuile, — U,

e}, — Fule),) = oy (5.1.25)
Aqui seguem valendo todos os aspectos que a teoria constitutiva fenomenolégica envolve.
Logo, levando em conta a expressao do equilibrio (5.1.18), junto com a lei constitutiva
genérica (5.1.25) e com a conseqiiéncia do principio de Hill-Mandel (5.1.23), resulta que
o problema de microescala para todo ponto x € {2 em termos da flutuacao do campo de
deslocamentos 1, é o seguinte:

Problema 5.1. Dada uwma histéria de deformacao €', encontre a flutuacdao do campo de
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deslocamentos u, € V,, tal que

Fule + (Tya))) (Vo) dy = [ €0omdl ¥nev,  (5120)
Qs rgy
onde V,, deve satisfazer as condigoes discutidas na Segdo [5.1.5. Logo, calcule a tensao

homogeneizada o usando a (5.1.7).

O problema geral de multiescala fica fechado uma vez que o espaco V,, ¢é escolhido de
forma que satisfaca V,, C fCZ O Problemal5.1l aqui apresentado define entdo um operador
constitutivo na macroescala F como o da expressao (5.1.1) posto que se satisfazem todos
os axiomas estabelecidos pela teoria constitutiva.

5.2 Modelos especificos de multiescala primais

Nesta secao apresentam-se diversos modelos de multiescala baseados na escolha do
espaco das flutuacoes do campo de deslocamentos, V. Assim, podem-se gerar quatro
classes de modelos:

i. modelo de Taylor;
ii. modelo de flutuagao nula;
iii. modelo de flutuagéao periédica;
iv. modelo de minima restricao cinematica.

A enumeracgao foi dada comegando pelo modelo cinematicamente mais restrito e indo ao
menos restrito, portanto os espacos definidos em cada caso satisfazem as seguintes inclusoes

V. cvy) cvicv), (5.2.1)

onde os indices T, N, P e M estao na mesma ordem dos modelos acima mencionados.
Logo, fixado o comportamento constitutivo na microescala F, e a natureza da tragao
tY, o modelo de Taylor d4 como resultado o material cujo comportamento constitutivo
macroscépico F1 é mais rigido, enquanto que o modelo de minima restricio cinemética é
o de comportamento constitutivo F menos rigido.

Nas secoes que seguem abordam-se as principais caracteristicas de cada um destes
modelos. Em cada caso deriva-se, como conseqiiéncia, a forma que assume o carregamento
externo (b, t¢) tal que o principio de Hill-Mandel seja satisfeito.

5.2.1 Modelo de Taylor

Este é o modelo de multiescala mais simples e com maiores restrigoes cinematicas.
Neste caso o espago V,, é simplesmente o elemento nulo, isto é

VI = {0} c K}, (5.2.2)

o que implica que
u, =0 em (), (5.2.3)

e portanto u, = €y. Esta hipdtese de deformacao homogénea conhece-se como hipdtese
de Taylor [152]. Logo, a deformacao é

€y =€, (5.2.4)
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e a tensao na microescala vem dada diretamente como
o, =Fue). (5.2.5)
A tensao homogeneizada resulta entao

1
o=Fl(h) = vl F.(e") dy. (5.2.6)
o

Para o caso simples de um material poroso onde o operador ¥, independe de y resulta

VS
o =F(e") = F Fule") =v'oy, (5.2.7)
M

Vi ~ . 41s .
onde v* = 3/ ¢ a fragao de material s6lido no EVR. Em um caso mais geral com presenga
de diversas fases resulta a bem conhecida regra da mistura

k k
o=F"(")=) VFi (=) v, (5.2.8)
i=1 i=1
onde i = 1,...,k denota cada uma das fases de material no EVR e * = g indica a fracao

de volume ocupada pelo material 7. .

Finalmente, com relacao ao par (b, t¢) resulta que este carregamento estd dentro do
maior conjunto possivel posto que qualquer campo, tanto sobre o dominio como sobre a
fronteira, é ortogonal ao elemento nulo no sentido dado pela (5.1.23). Em outras palavras,
(b, t¢) é um par arbitrério.

5.2.2 Modelo de flutuagao nula

Este modelo de multiescala estd baseado na hipdtese que estabelece que a flutuagao
1, sobre a fronteira I', é nula, portanto o espaco V,, resulta

Vi = {i, €U; d,p =0} C K, (5.2.9)

Esta escolha implica que
u, =€y sobre I, (5.2.10)

e por isto é que se denomina também modelo de deslocamento linear na fronteira. O
carregamento (b, t¢) aqui comporta-se de forma diferente ao caso anterior. Em fungao da
(5.1.23) note que, enquanto a tragao t¢ pode ser arbitréria devido a ortogonalidade com
o elemento nulo sobre I, a forca b deve ser necessariamente nula, isto é

b=0 em ), (5.2.11)

devido a que a flutuacao no interior do EVR é arbitraria. Caso contrario o principio de
Hill-Mandel estaria sendo violado e o modelo estaria mal construido.

5.2.3 Modelo de flutuacao periddica

Esta classe de modelo é particularmente adequada para aqueles materiais cuja mi-
croestrutura seja facilmente identificadvel com uma estrutura periédica. Por esta causa, ou
mesmo pelo fato de que assumir periodicidade da microestrutura parece ser uma hipotese
bastante razoavel, a maior percentagem dos trabalhos encontrados na literatura empregam
esta classe de modelos. Por simplicidade considera-se o problema em duas dimensoes, e
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segue-se a notagao de [113, 120]. Seja o esquema do EVR apresentado na Figura 5.2,
onde identificam-se contornos reciprocos F;“ e I, componentes de I';, tanto no caso de
um quadrado quanto no caso de um hexagono. Para que haja consisténcia na estrutura
periédica, o EVR deve ser tal que para cada ponto y* & Ff exista o ponto y~ € I';” de
forma que n;” = n(y™) = —n(y~) = n;, Vi, e tal que a flutuacio nesses pontos tome o
mesmo valor. Na Figura 5.2 também mostram-se os vetores tangentes sobre contorno I',,

os quais sao denotados por t;t, Vi.

t;

I, r,

r,

r;

Figura 5.2: Caracteristicas geométricas do EVR para o modelo de flutuacao periédica.

Logo, a hipdtese cinematica que esta por tras deste modelo de multiescala estabelece
que a flutuacao 1, sobre a fronteira é de carater periddico, portanto o espaco V,, resulta

V= {y, €U; bypr = Uy, Vil C K (5.2.12)

Para ver que a inclusao é verdadeira observe que, de acordo com a decomposi¢ao do
< P
contorno I, tem-se que Vv, € V,,

/F (V“M)SdF:Z(/ﬁ“ﬂ@nﬁsdﬂ/r

r 1

(v, ®n;)° dF) =

i

Z <A+(9u®nj)5dr—/r

1 [ [

(v, ®@n)* dF) =0, (5.2.13)

onde usou-se o fato das normais nj e n; serem opostas e da reciprocidade das flutuacoes

para os pontos y* de F;r ey del, Vi
Aqui também o carregamento (b, t®) comporta-se de forma diferente ao modelo de
Taylor. Note que a tracao deve satisfazer

/ t¢-ndl =0 vn eV}, (5.2.14)
Ly
e portanto tem-se que a mesma é antiperiédica, ou seja

Da mesma maneira, e como anteriormente, o carregamento b deve ser nulo, ou seja

b=0 em (. (5.2.16)
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Somente desta forma assegura-se que se satisfaz a (5.1.23)).

5.2.4 Modelo de minima restricao cinematica

Como indica o nome, o espago V,, a partir do qual constréi-se este modelo é o préprio
espaco de minima restricdo cinemaética, isto é

T

=K, (5.2.17)

onde INCT é definido na (5.1.15). A fim de satisfazer a (5.1.23)), a escolha deste espago
implica que o carregamento de corpo b deve ser nulo, ou seja

b=0 em £, (5.2.18)

enquanto que, por outro lado, a tracao t¢ deve satisfazer
/ t¢.pdl =0 vne v (5.2.19)
FH

Logo, escrevendo t¢ = o,,n e usando a simetria de o, resulta
) © %

/o-un-ndl“:/ o, (M®n)dl' =
r r

W W
/ o,-(M®n)’dl' =0 Vn € Vi\f. (5.2.20)

Ly

Esta expressao implica que certas componentes do tensor o, devem ser constantes sobre
I',. Decompondo a variacao admissivel 7 em componentes normal e tangencial sobre I',,
pode-se ver que as componentes

Olipn = Ou- (n®n),

(5.2.21)
Oupt = Opgp, = O (Il ® t)?
sao constantes sobre I',,, e portanto deve ser
o, M®n)=0-(n®n sobre I",,
o, mM®t)=0-(n®t) sobre I,

e nada pode ser dito sobre a componente 0,,, = o, - (t ®t). Por isto ¢ que também se
costuma denominar este modelo como de tragao uniforme, ou tracdo constante, sobre a
fronteira.

5.3 O operador tangente constitutivo

O modelo geral de multiescala do qual o Problema 5.1/ forma parte é, no caso geral,
nao linear. A linearizagido desta classe de problemas é da maior importéncia tanto pelo
proprio conceito que a forma linear do problema tem ao fornecer, por exemplo, informacao
sobre a estabilidade do problema, assim como para realizar a abordagem aproximada
do mesmo. Nesta secdo obtém-se a forma do operador tangente constitutivo apos ter
linearizado o problema. O préximo passo seria entao a especializacao de algum esquema
numérico discreto para efetuar a aproximacao do problema. Isso nao é feito aqui, e pode
ser consultado em [120].
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Considere a perturbacao do tensor € governada pelo parametro 7 € R™
€r = € + 7d¢, (5.3.1)

onde a perturbacao deve ser considerada sobre toda a histéria de deformagao. Entao, o
operador genérico F definido em (5.1.1) pode ser escrito, expandindo-o em poténcias de
T, COMO segue

F(el) = F(e') + 7DF (', 6¢") + O(7), (5.3.2)
onde q
DF (e 6e') = —F ()| (5.3.3)
dr =0
e O(7) é um termo tal que
. O(7)
lim =0. (5.3.4)
0 T

Aqui, o operador DF (e, §e') denomina-se operador tangente constitutivo do funcional F
no ponto &' e na direcao de’.

Para os modelos de multiescala utilizados aqui, baseados na homogeneizagcao da
tensao, tem-se que o operador constitutivo homogeneizado define-se como

Fule) = ¢ | Fule + (T dy (5.3.5)

Por outro lado, convém expressar a relagdo nao linear existente entre as histérias das
deformacoes € e (Vyu,)* através de um operador abstrato C como ((Vyu,)*)! = C(e")
(definido implicitamente pelo Problema [5.1), e portanto segue-se que

1
]:H(Et):v i Fu(e'+C(eh)) dy, (5.3.6)
wJ

onde resulta sL = €' + C(e'). Agora é possivel obter o operador tangente constitutivo

homogeneizado. De acordo com o anterior tem-se

d
DF (e, 0e") = E.’F'H(si)

1
= DF (e}, 0e' + DC(e', 6¢")) dy. (5.3.7)
=0 1% th

Logo, dada a linearidade do operador D(-) segundo a diregio det, isto é DF #(EL, (55}1) =
DF,(e},)[0€}], resulta

DFp(e)lbe’] = -

- /Q (DFu(el) + DF,(eL)DE(e) dy | [5ef]. (5.3.8)

S
©

Considere agora a perturbacao da flutuagao do campo de deslocamentos como
u, =, + 70Uy, (5.3.9)
onde 7 € RT e du, € V,,. Daqui obtém-se
((Vy,)")! + 7((Vy08,)7)" = C(") + rDC(e") be] + O(r), (5.3.10)
donde surge a seguinte relacao

((Vydu,)*)" = DC(e")[5e"]. (5.3.11)
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S6 agora é possivel passar a linearizacao do Problema 5.1 A equagao variacional (5.1.26)
pode ser escrita, para o par {e,1,}, de forma equivalente como sendo

G(e,u,,m) =0 n eV, (5.3.12)

onde G é a representacao abstrata da formulacao. Deseja-se linearizar o problema em
torno do par de equilibrio quando se realiza uma perturbagao passando ao par {e,1,_}.
Logo, a linearizacao consiste em colocar o seguinte

d .
EQ(ET’ a,_,1n) =0 Vn e V,. (5.3.13)
7=0

Para obter a caracterizacao deste novo problema variacional, agora linear, veja que a
perturbagao da expressao (5.1.26) é

. F (e +10et + (Vyi,)®): + 7((Vyoa,)®)") - (Vyn)* dy =

/ t’ . pdl VR eV, (5.3.14)
sy

Diferenciando esta expressao com relacdo a 7 e avaliando em 7 = 0 encontra-se que,
dado um incremento de histéria de deformacao macroscépica de’, o problema linearizado
consiste em encontrar o incremento éu, € V,, tal que

| DFL(Vyi))] - (Tym)* dy =

- DF,(e},)[0€"] - (Vyn)* dy VneV,. (5.3.15)
o

A solugao deste problema caracteriza o operador linear DC que fora dado de forma abs-
trata na (5.3.11). Note que este operador depende do modelo de multiescala em questao
posto que depende da escolha de V,,. Para o caso particular do modelo de Taylor resulta

trivialmente que
1

T
DFy(e') = DF (EL) = o D}'M(EZ) dy, (5.3.16)
H Iz
posto que DC : U+ — {0} para qualquer histéria de deformagao €' € U,:. Segue-se entao
que a forma genérica do operador tangente constitutivo homogeneizado é

DFu(e') = DF"(e) + L(e],), (5.3.17)
onde L denota o seguinte operador linear

1
L) = v ; DFM(sL)DC(st)dy. (5.3.18)
w8

5.4 Conceitos preliminares de dualidade em mecanica

A dualidade é um conceito que tem a sua origem na mecanica cldssica a partir
de idéias de cardter intuitivo. Com efeito, a correspondéncia entre acdo de movimento e
esforco, no sentido de resisténcia a dita acdo de movimento, aparece de forma implicita nos
primeiros estigios da nossa vida. No entanto, este conceito nao é exclusivo da mecanica
ja que a matematica tem encontrado na dualidade uma das bases no desenvolvimento da
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analise funcional com relacao a caracterizacao de certos elementos abstratos com determi-
nadas particularidades.

Nas secoes que seguem realiza-se uma breve revisao dos conceitos de dualidade desde
o ponto de vista mecanico. Também apresentam-se os elementos béasicos na construgao
de um modelo primal por meio do conceito de equilibrio através do Principio da Poténcia
Virtual. Em funcdo da formulacdo deste principio passa-se a formular o problema de
compatibilidade através do Principio da Poténcia Virtual Complementéaria, chegando assim
ao problema dual.

5.4.1 Generalidades de uma formulacao variacional

Seja um corpo cuja configuracao no instante ¢ denomina-se €2, com contorno I'. Em
funcao das restricoes de movimento tem-se um espaco vetorial V das acées de movimento
admissiveis (velocidades) equipado com uma topologia adequada ao problema. Estas a¢oes
de movimento também estao atreladas as restrigoes cinemaéticas do corpo, e serao explici-
tadas depois. Surge também o operador D : ¥V — WV como aquele que para uma dada acgao
de movimento atribui um elemento denominado taxa de deformacao. No caso de sdlidos
sob hipétese de deformagées infinitesimais este operador é o operador gradiente simétrico
D(-) = (V(-))?, que mede a deformacao. Logo, as hipdteses utilizadas na construcao do
modelo mecanico sao as seguintes:

e 0 esforco externo que atua sobre o corpo na configuracao €2 é um funcional linear e
continuo sobre V. O valor deste funcional designa-se poténcia externa

Pe = (£, M)y xvs (5.4.1)

e 0 esforco interno é um funcional linear e continuo sobre a imagem do operador D,
isto é sobre W. O valor deste funcional denomina-se poténcia interna

pi = —/ o - edx, (5.4.2)
Q

ondee € Weo € W'. Aqui a forma do produto de dualidade (-, )y« foi definida
utilizando o teorema de representacdo de Riesz. Assim, a operacdo (-,-)yryy fica
definida a partir do produto interno em W devido a estrutura de espaco de Hilbert
deste espaco. Com a representacao (5.4.2) assegura-se que a poténcia interna é nula
para toda acao de movimento rigida.

Seja entao o esquema da Figura 5.3/ onde se apresentam os elementos sobre os quais esta
montada a teoria a ser desenvolvida. Os espacos V' e W’ sao os espagos duais corres-
pondentes de ¥V e W, enquanto que o operador D* é o denominado operador adjunto (ou
transposto) de D. Este operador permite caracterizar, como serd visto mais na frente, os
esforcos externos compativeis com o modelo, e portanto permite estabelecer uma repre-
sentagao da operacao (-, )y yy-

A partir daqui constréi-se o modelo em funcdo do que se denomina Principio da
Poténcia Virtual. Este principio fisico caracteriza o problema de diversas formas, forne-
cendo condigoes de equilibrio global ponto a ponto (a nogao de equilibrio introduz-se na
Segao 5.4.2)), assim como as condigoes de compatibilidade (o conceito de compatibilidade
introduz-se na Secao [5.4.3). Finalmente este principio permite caracterizar aos esforgos
externos f por meio da forma que assume o produto de dualidade (-, )y -

Seja o corpo com configuracao €2 e com restrigoes sobre o movimento dadas sobre
I'p por @ segundo mostra a Figura 5.4.

Todas as possiveis configuragoes de acordo com estas restrigoes estdao no conjunto
JICu denominado conjunto de configuracoes cinematicamente admissiveis. Este conjunto é
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@pc <f’ V>vvxv
b=

<

D D*

y
w -l € odx
Q

Figura 5.3: Elementos na construgao de um modelo via Principio da Poténcia.

3

=l

Figura 5.4: Corpo com restri¢oes cinematicas.

dado por
Ky ={uel; ur, =uj}, (5.4.3)

onde U estd dotado com a topologia adequada de forma que as operagoes envolvidas
facam sentido. Conseqiientemente, as agoes de movimento que o corpo pode experimentar,
nao necessariamente de forma real, e é por isto que se denominam usualmente variacoes
virtuais, estdo no espaco V

Vv={neclu, Nr, = 0}. (5.4.4)

Todo elemento de V diz-se que é uma variacao cinematicamente admissivel. Vé-se entao
que o conjunto ICy é uma translagao do espago V dada pelo elemento u, ou seja

Ko=u+YV, (5.4.5)

ou, reciprocamente, ¥V obtém-se por diferenga entre os elementos de ICy,.



5.4. CONCEITOS PRELIMINARES DE DUALIDADE EM MECANICA 263

5.4.2 Formulacao primal, ou de equilibrio

Dentro da mecanica, a formulagao primal é aquela na qual a cinematica governa o
problema por meio da definicao do conjunto ICy e conseqiientemente do espago V e do
operador taxa de deformacao D, que no caso sob estudo é o operador gradiente simétrico.
O Principio da Poténcia Virtual estabelece que um campo de esforcos internos o esta em
equilibrio com um sistema de cargas f se se satisfaz o seguinte

/Qa (Vn)?dx = (£, m)yr v VneV. (5.4.6)

Logo, utilizando a férmula de Green resulta

/0’~(V’I’])st——/diV0'-’r]dX+/ on-ndl' = (f,n)y v VpeV. (54.7)
Q Q I'n

Obtém-se assim a caracterizagao para o produto de dualidade (-, -)y»y que admite, como
esforcos externos duais em consonéncia com a cinemaética imposta, a existéncia de uma
forca por unidade de volume b em {2 e uma tragao no contorno I'y dada por t, isto é

(f,n>vfxv—/b-nd><+/ t-ndl Vn eV, (5.4.8)
Q I'n

onde f € V' corresponde-se com o par (b,t). Qualquer outro sistema de cargas nao
é consistente com a cinematica utilizada e portanto faz com que o modelo esteja mal
construido.

Tendo posto em evidéncia a forma do produto de dualidade pode-se enunciar o
seguinte problema que introduz a nocao de equilibrio para o problema na mecanica dos
sélidos sob hipdteses de deformacoes infinitesimais:

Problema 5.2 (Problema primal). Encontre o campo de deslocamentos u € ICy, tal que a
tensio o = a(u), esteja em equilibrio com os esfor¢os externos dados pelo par (b,t) € V',
ou seja, tal que satisfaca o sequinte

/a-(V'n)de:/b-ndx+/ t-ndl Vnev, (5.4.9)
Q Q I'n

onde
Ku={uel;ur, =u},

(5.4.10)
V={nel;nr, =0}

Aqui, a relacdo entre o campo de tensdo e o campo de deformacado vem dada pela
lei constitutiva que modela a resposta do material frente a deformagao experimentada.

A partir desta formulagdo primal observe que surgem outros conceitos. O primeiro
é o de conjunto de todos os esforgos internos o que estao em equilibrio com o sistema de
cargas f = (b, t), ou seja

T:{TGW’;/T'(Vn)sdx:/b-ndx+/ t-ndl VnEV}. (5.4.11)
Q Q 1B

Os esforgos em 7~ denominam-se esforcos estaticamente equilibrados. Logo, a partir deste
conjunto pode-se incorporar mais um conceito que é o de espaco dos esforcos internos que
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estao em equilibrio com o sistema de cargas nulo f = (0,0), isto é

S = {TEW'; /T'(V?’))SdX:O VneV}. (5.4.12)
Q

Os elementos de & sao denominados esforcos internos auto-equilibrados. Resulta impor-
tante observar que na construcdo, tanto do conjunto 7 como do espaco S, aparece a
cinemaética do problema de forma implicita, j4 que a condicdo que os esforgos devem sa-
tisfazer para serem considerados estaticamente equilibrados ou auto-equilibrados depende
dos elementos do espaco V. Além disso, vé-se que o espaco S contém elementos que podem
ser obtidos como diferenga de elementos em 7, ou seja que

T=0,+8, (5.4.13)

onde o, € T é arbitrario. Esta expressao é a correspondente dual & expressao (5.4.5) vista
anteriormente. Estes elementos sao importantes na formulagao dual do problema que se
apresenta a seguir.

Observe entdo que das caracteristicas do espaco & tem-se, no sentido das dis-
tribuicoes, que os esforcos auto-equilibrados satisfazem o seguinte

/T‘(V’I’])sdxz—/diVT-’r]dX—F/ ™™ -ndl'=0 VeV, (5.4.14)
Q Q I'n

do que, de acordo com a cinematica dada em V, obtém-se

divr =0 em (),
(5.4.15)
=20 sobre I'y.

Na obtengao da (5.4.15) usou-se o fato de ser np, = 0. Em outras palavras, os esforgos
auto-equilibrados ficam caracterizados a partir de explicitar o espago V. Procedendo
analogamente obtém-se que os esforcos estaticamente equilibrados estdo caracterizados
como segue

divr = —b em (),
_ (5.4.16)
™m=t sobre I'y,

onde novamente a cinematica dada em V tem entrado em jogo.

5.4.3 Formulacao dual, ou de compatibilidade

Assim como o Principio da Poténcia Virtual induz naturalmente o Problema 5.2,
tem-se o Principio da Poténcia Virtual Complementar que induz o problema dual que se
apresenta a seguir. De acordo com este principio, e no contexto do problema que vem
sendo estudado, uma deformagao e (taxa de deformagao no caso de um problema geral) é
compativel se se satisfaz o seguinte

/T-sdx—/r-(VW)sdx VT e S, (5.4.17)
Q Q
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com w € ICy arbitrario e com 8 dado pela (5.4.12). Logo, utilizando a férmula de Green
no sentido das distribuicoes resulta

/T-(Vw)sdx:—/diVT-wdx—i—/Tn-wdF:
Q Q r

/ Tn-WdF:/ 7n-udl VredS, (5.4.18)
I'p 'p

onde utilizou-se o fato de ser divr =0, Tnjr, =0 e wp, = 0. Logo, a (5.4.17) permite
estabelecer formalmente o conceito de deformagao compativel:

Problema 5.3 (Problema dual). Encontre o campo de tensao o € T tal que a deformagao
e = e(o) por este produzida seja compativel com a restri¢ao cinemdtica dada por u € ICy,
ou seja, tal que se satisfaca o sequinte

/T'&‘dX:/ Tn-udl vVresS, (5.4.19)
Q T'p

onde

T:{TGW’;/T~(Vn)sdx:/b'ndx+/ t-ndl V'nEV},
Q ¢ v (5.4.20)

S:{TEW/;/T'(V’I’])SdX:O VnEV}.
Q

Neste caso, a relagao entre o campo de deformagao e o campo de tensao vem dada
pela lei constitutiva inversa que modela o comportamento do material. O Problema 5.3
identifica-se como o problema dual do Problema [5.2. Ver-se-a que trabalhar de forma
dual no contexto dos problemas de multiescala implica comandar o problema escolhendo a
forma particular do carregamento externo (b, t) no nivel do EVR. Em fungao disto, e junto
com o principio de Hill-Mandel, ficard definido o espaco V que caracteriza ao conjunto 7
e ao espaco S.

5.5 Formulagao do problema de multiescala dual

Nesta parte do trabalho sao revisitados rapidamente os conceitos basicos envolvidos
na formulagdo de multiescala segundo visto na Secao (5.1, porém, agora alguns conceitos
sao introduzidos de forma reciproca a como foi feito anteriormente. Por isto talvez resulte
um pouco repetitivo, mas é conveniente seguir os mesmos passos para por em evidéncia
como a dualidade é aplicada a este problema.

Seja novamente o ponto x do dominio continuo macroscépico € associado ao dominio
do EVR, denominado 2, com contorno I',. A Figura 5.1/ apresenta o esquema sobre
o qual estd montada a notacao. Como visto anteriormente, o EVR pode incluir poros
vazios, conter algum fluido ou estar constituido por diversas fases representando diferentes
materiais no dominio 2. A hipétese do continuo microscépico sobre a matriz do EVR
mantém-se. Lembre-se que Q,, = QZUQZ eI, = I')? e que, por simplicidade, I‘MHQZ = 0.

A formulacao variacional do modelo multiescala dual estd baseada no fato do tensor
de tensao o, em qualquer ponto x € (2, satisfazer a seguinte relacao com o tensor o,

definido no EVR
1
o= o,dy, (5.5.1)
nJo,
onde V,, = |Q,]. Da mesma forma que antes, resulta que o é a média volumétrica de o, no
EVR. Isto representa uma restrigao sobre os campos de esforcos estaticamente equilibrados
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do EVR. Dado que o problema dual resulta diretamente em termos do campo de tensao,
nao ¢ vantajoso aplicar o conceito de decomposicao aditiva ao campo o, no EVR. Desta
forma é possivel recuperar os modelos de multiescala desenvolvidos no Capitulo /5 de forma
mais direta.

Analogamente a (5.5.1) define-se a deformacao homogeneizada € como sendo a média
no EVR da deformacao da microescala g, isto é

1
€= — e, dy. 5.5.2
Vju, Q Iz ( )

"

5.5.1 Escolha do sistema de carregamentos e o principio de Hill-Mandel

Na Secao 5.1.3| foi enunciado que as poténcias geradas pelos campos de tensoes de
macro e microescala, ambas as duas em equilibrio, devem ser iguais para todas as taxas
de deformacao admissiveis nas correspondentes escalas. Embora a expressao matemaética
deste principio se mantenha, o enunciado aqui é modificado em funcao do conceito de
compatibilidade, ou seja, assumindo que os tensores taxas de deformacao € e €, da macro
e microescala respectivamente sao compativeis, entao a seguinte identidade deve ser satis-
feita

1
o-é= A / o, &udy Vo, estaticamente equilibrado, (5.5.3)
Iy

onde o tensor o, estd relacionado com o por meio da (5.5.1). Viu-se na formulagao
primal que este principio afeta o conceito de equilibrio, acarretando certas conseqiiéncias
sobre os carregamentos admissiveis e a sua relacao com o espaco das acoes de movimento
cinematicamente admissiveis. Logo, na formulagdo dual este principio afeta, da mesma
forma, a estrutura do conjunto dos esforgos estaticamente equilibrados e do espago dos
esforcos auto-equilibrados.

Ao trabalhar com uma formulagdo dual viu-se que a quantidade que comanda o
problema é o estado de tensao, ao ponto de que o problema de compatibilidade no EVR
deve ser formulado dentro do conjunto dos denominados campos de tensao estaticamente
equilibrados. Em funcao do conceito de tensao homogeneizada, os campos admissiveis sao
aqueles que satisfazem a (5.5.1)). Portanto, o conjunto dos esfor¢os internos estaticamente
equilibrados fica definido como

b'ndy+/ t¢-ndl

o Ly

+/ t’ . pdl vnevu}, (5.5.4)
sy

T,= {Tu € WL? T (Vyn)*dy = /
Q5 Q

onde
W, = {T# € VV';/Q T,dy = Vua'} : (5.5.5)
I

Considere entao o principio de Hill-Mandel visto acima a partir do qual, sabendo a relacao
entre os tensores € e €, ambos compativeis, resulta

Vo - €= / o-¢,dy = / o, €,dy Vo, estaticamente equilibrado. (5.5.6)
Q

I3 I3
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Da definicao do conjunto 7, e usando a (5.5.6) tem-se que
| orue @y = [ o (vymyray -

Q. "
/Q

e usando a férmula de Green e sabendo que o é constante no EVR resulta

b-ndy+/ t¢-ndl VneV,, (5.5.7)

S
i Ly

/o--(Vyn)sdy:—/ divya-ndy+/ on-ndl =
Q r

Qp H Iz

/an-ndF:/ b-ndy+/ t¢-ndl VneV,. (5.5.8)
r Q r

s
I3 I I

Assumindo que os conjuntos aos quais pertencem os carregamentos b e t¢ sdo respectiva-
mente Zy, e Z¢e, entdo a expressao (5.5.8) implica que o espago V,, deve ser tal que seus
elementos satisfacam

ne (Zb)J_v

(5.5.9)
n|F,u S (—Un“"u + Zte

)",
onde —onp, é um elemento constante que produz uma translacao de Ze, a qual se
denomina Zi.. Ou seja, o espago das variacoes admissiveis VY, deve ser ortogonal ao
conjunto onde se encontram as forgas de corpo b e ao mesmo tempo ortogonal, sobre I';,,
ao conjunto das tracoes deslocado em um elemento constante. Voltando a definicdo do
conjunto 7, e incluindo a restricao imposta pelo principio de Hill-Mandel obtém-se o
novo conjunto 7" ﬁ definido como

Tﬁ — {T# e W;ﬁ /QS 7, (Vyn)®dy = /F tV-ndll Vne vZ}7 (5.5.10)
I

sv
o

onde
Vi ={neVuine () inr, € (i)'} (5.5.11)

O fato a ser frisado aqui é que o espaco Vﬁ fica atrelado as caracteristicas escolhidas para o
carregamento (b, t¢). Segue-se entdo que cada modelo multiescala dual depende da forma
assumida para estes carregamentos.

Com esta definicao para o conjunto dos esforcos estaticamente equilibrados assegura-
se que o principo de Hill-Mandel é satisfeito. Aqui também tem-se considerado a con-
tribuigao do dominio €2, por meio da tragao t”. Conseqiientemente, o espago dos esforgos
auto-equilibrados define-se a partir de tomar a diferenca entre elementos do conjunto 7" ﬁ,
isto é

Sﬁ = {T# € W;O; /Qg T, (Vyn)’dy =0 Vne VZ}, (5.5.12)
©
com

WLO = {Tﬂ € VV';/Q T,dy = 0} . (5.5.13)

Assim sendo, qualquer escolha do par (b, t¢) é possivel, e em fungao disto o espago Vﬁ fica
caracterizado segundo a (5.5.11) de forma que o principio de Hill-Mandel seja satisfeito,
o que determina a forma final do espaco Sﬁ e do conjunto 7" z.
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5.5.2 O problema de multiescala dual geral

Da teoria vista na Secao 5.4.3| e utilizando as idéias apresentadas na secdo anterior
é possivel estabelecer o problema de multiescala dual. Para isto utiliza-se a nocgao de
compatibilidade da deformacao, com o qual resulta que o problema de microescala, para
o ponto x € ), em termos do campo de tensao o, é o seguinte:

Problema 5.4. Dada uma histéria de tensio o' e um carregamento externo definido pelo

par (b, t¢), encontre o campo de tensio o, € Tﬁ tal que

—1/ .t _ d
0. F,(o,) T7dy=0 VT eS|, (5.5.14)
n

onde SZ e TZ ficam caracterizados uma vez dada a forma do carregamento externo. Logo,
calcule a deformagao homogeneizada € usando a (5.5.2)).

Vé-se aqui que nao se impdem condigoes sobre o espago Vﬁ, em tal caso as mesmas
sao obtidas como funcao de (b,t?). O Problema 5.4 aqui apresentado define entdo um
operador constitutivo inverso F ! no seguinte sentido

FliUy, — U,

5.5.15
ol Fl(o!) =e. ( )

Para fechar o problema de microescala deve ser fornecido um comportamento constitutivo
para o material do EVR. Para isto recorre-se & teoria constitutiva fenomenolégica que
estabelece, neste caso, que existe um operador constitutivo inverso .’F;l tal que

-1 .
Fil Ugy — U,

. (5.5.16)
O'L — .’Ful(o”;) =€,

5.6 Modelos especificos de multiescala duais

Em contrapartida ao feito na Secao 5.2, aqui apresentam-se os diversos modelos de
multiescala baseados, agora, na escolha do conjunto Zy, X Z¢e ao qual pertence o par
(b, t%) e que acaba definindo o espago Vﬁ. Assim, geram-se as quatro classes de modelos
ja vistas e que se repetem aqui por conveniéncia:

i. modelo dual do modelo de Taylor;
ii. modelo dual do modelo de flutuacao nula;
iii. modelo dual do modelo de flutuagao periédica;

iv. modelo dual do modelo de minima restricao cinemaética.

Aqui a enumeracao foi dada de acordo a como foram apresentados estes modelos an-
teriormente. Ver-se-4 que neste caso a forma de apresentar os modelos inverte-se ja que
agora comeca-se por aquele que possui um conjunto de esforgos estaticamente equilibrados
arbitrario e avanca-se incorporando restrigbes sobre este conjunto. Logo, os espacos dos
esforgos auto-equilibrados definidos em cada caso sao tais que sao satisfeitas as seguintes
inclusoes

(Zb X Zte)M C (Zb X Zte)P C (Zb X Zte)N C (Zb X Zte)T, (561)

de forma que
vicv)cvlcvl, (5.6.2)
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onde foi eliminado o indice d. Além disso os indices T', N, P e M estdo na mesma ordem
dos modelos acima mencionados, tendo utilizado a notacao correspondente ao problema
primal. Observe que o modelo dual do modelo de Taylor continua sendo aquele cujo
comportamento é mais rigido, porém agora é definido como aquele que mais liberdade
possui em termos dos carregamentos externos. Por outro lado, o modelo dual do modelo
de minima restrigao cinematica é o de comportamento menos rigido e, em contraposi¢cao
¢é aquele que fica caracterizado por esforcos externos mais restritos.

Assim, fixado o comportamento constitutivo na microescala mediante o operador
constitutivo inverso F ;1 e a natureza da tracao t¥, o modelo de Taylor d4 como resultado
o material cujo comportamento constitutivo macroscépico (F 1) é mais rigido, enquanto
que o modelo de minima restri¢ao cinemadtica é o de comportamento constitutivo (F _1)M
menos rigido. Nas secoes que seguem abordam-se as principais caracteristicas de cada um
destes modelos, manifestando a correspondéncia com os modelos primais.

5.6.1 Modelo dual do modelo de Taylor

O modelo de multiescala dual do modelo de Taylor (modelo denominado 7" anterior-
mente) obtém-se escolhendo o conjunto (2 x Zte)T o mais amplo possivel. Assim sendo,
o mesmo fica definido como

(Zp X Zie)T = {(b,t°) € V,;b e t° arbitrarios}. (5.6.3)
Logo, o espaco Vz, denominado agora V:/f, deve adotar a seguinte forma
v = {0}, (5.6.4)

tal que se satisfaca a (5.5.9). Neste caso os elementos do conjunto dos esforgos estatica-
mente equilibrados, chamado 77 Z, satisfazem a restricao variacional de forma trivial, posto
que o elemento nulo é ortogonal a qualquer conjunto. Com efeito, os esforcos estaticamente
equilibrados e os auto-equilibrados sao tais que

Tlif:{'r# ceW,},

(5.6.5)
85 ={T, € W/uo}
Daqui obtém-se que os elementos em Tr‘lf satisfazem
/ Tpdy = Vo, (5.6.6)
QH

enquanto que os elementos em SZ sao, simplesmente, tais que

/ Tudy = 0. (5.6.7)

m

Assim, de forma natural caracterizou-se o espago VZ como o elemento nulo, recuperando
a particularidade do modelo de Taylor vista na Secao 5.2.1, ao mesmo tempo que se pode
afirmar que o conjunto 7~ 5 € 0 espaco Sg sao os mais amplos possiveis, sempre respeitando
a restricao do valor médio.
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5.6.2 Modelo dual do modelo de flutuacao nula

Considere agora que a forca de corpo b e a tragao sobre a fronteira t® pertencem ao
conjunto (2, x Z¢e)V definido como

(2 x Ze)™ = {(b,t°) € V};; b = 0;t° arbitrdrio}. (5.6.8)

N

u » deve ser tal que

Portanto, o espaco V,‘i, denominado V
VI ={neVynp, =0}, (5.6.9)

de forma que o principio de Hill-Mandel, através da (5.5.9)), seja satisfeito. Com esta es-
colha os esforgos estaticamente equilibrados e os auto-equilibrados estao, respectivamente,
em

TLV:{TMEWL; o Tu-(Vyn)’dy =0 vnevff},

b (5.6.10)
Sg:{TMGWLO; /Qs T, (Vyn)®dy =0 vnevﬁ}.

o

Daqui segue-se que os esforcos em 7~ ff satisfazem

/ T,dy =V,0,

m

: _ s (5.6.11)
divyr, =0 em Q,
T,mr, arbitrdrio,
< N 5 ;
enquanto que aqueles em &), sao tais que
/ T,dy =0,
" (5.6.12)
5.6.12
: _ s
divyr, =0 em Q,
Tunp, arbitrario.
Assim sendo, mais uma vez foi possivel caracterizar naturalmente o espago VLV , Tecu-

perando a particularidade do modelo de flutuagdo nula na fronteira vista na Segao [5.2.2.

5.6.3 Modelo dual do modelo de flutuacao periédica

Para este modelo recorre-se novamente as configuragoes do EVR com estrutura
periédica mostradas na Figura [5.2. Como nos casos anteriores, o modelo é construido
realizando hipoteses sobre a forma do carregamento externo na microescala. Considere
entdo que o par (b,t®) pertence ao conjunto (2, x Z¢) definido como

(ZbXZte)P = {(b,te) S v;“ b= 0, (—0'1'1|1‘M +te)|F;L = —(—an‘p# +te)\F;’ VZ}, (5613)

ou seja que —onp, + t°¢é anti-periddico. Este conjunto permite obter o modelo dual do
modelo de flutuagao periédica (modelo denominado P anteriormente), posto que neste
€aso 0 espaco V,‘j, chamado aqui Vﬁ , possui a seguinte forma
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S6 assim é possivel afirmar que o modelo nao viola o principio de Hill-Mandel. Logo, o
conjunto dos esforgos estaticamente equilibrados e dos auto-equilibrados, correspondente-
mente, resultam

Tﬁ:{mewg; /Q T, (Vyn)idy =0 vnevﬁ},
3 (5.6.15)
Siz{TMEW,,uO; /QS T, (Vyn)’dy =0 vnev,{f}.

i

Portanto, os esforcos em 7 5 satisfazem

/ T,dy =V,0,

o

divy 7, =0 em Q, (5.6.16)
Tplpt = —Tu0p- Vi,
enquanto que os esforgos em 85 sao tais que
/ T,dy =0,
o
divy7, =0 em Q, (5.6.17)

Tulypt = —T M- Vi.

5.6.4 Modelo dual do modelo de minima restricao cinematica

Por tltimo, considere que a forga de corpo b e a tragao t¢ estao no conjunto (2 X
Ze)M definido como
(21 x Z¢)™ = {(0,0)}. (5.6.18)

Escolhendo este tipo de carregamento, que é o mais restrito de todos, é possivel reconstruir
o modelo dual do modelo de minima restrigao cinemética posto que, para que o principio
de Hill-Mandel dual seja satisfeito, o espaco VZ, denominado aqui ny , fica definido como
segue

ny: {nevu; / (n®n)de:0}. (5.6.19)
r

w

Isto é devido a que, sendo t¢* =0, n € vfy deve ser ortogonal ao vetor constante onyr,,
resultando na restricao ja vista sobre a cinemética do modelo da Secao [5.2.4.

Por 1ltimo, o conjunto dos esforgos estaticamente equilibrados e auto-equilibrados
sao os seguintes

T;]y_{T#EWL;/Q T (Vyn)’dy =0 VT/EV,]Y},
" (5.6.20)
SM=Sr,eW, ;| 7, (Vyn)?idy=0 vneV¥
1] - )2 Ho? Qs )2 yn y - ,rl € 17 )

o
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e, logo, os esforcos em Tfy satisfazem

/ T,dy =V,0o,

n

divy 7, =0 em Q}, (5.6.21)
Tunu‘u = O'nlru,
e os esforgos em Sfy satisfazem
/ T,dy =0,
Q
. (5.6.22)

3 _ S
divy 7, =0 em ),

Tul’lu"p‘ = O'Illl'\u.

5.7 Comentarios finais

Segundo foi mostrado na primeira e na segunda parte deste capitulo, diferentes
modelos de multiescala sao obtidos ao especificar diferentes restrigées de carater cinematico
(no modelo primal) ou diferentes tipos de carregamentos externos (no modelo dual). Em
outras palavras, obtém-se diferentes operadores constitutivos em funcao da forma como
se coloca o problema na microescala.

Na primeira parte do capitulo pode ser visto que o comportamento constitutivo de
um material quando usado um modelo constitutivo multiescala dependia da cinematica
fornecida ao modelo na microescala. Neste sentido, quanto mais livre estd o espaco das
variacoes admissiveis das flutuacées do campo de deslocamento no EVR entdo menos
rigido resulta o comportamento do material modelado. Além do mais, viu-se ainda que
a medida que o espago das agoes de movimento era maior, resultava menor o conjunto
dos esforcos internos no EVR. Isto ficou de manifesto na segunda parte deste capitulo
ao tratar o problema dual. Observou-se na formulagdao dual que, contrariamente a for-
mulacao primal, & medida que os carregamentos externos que definem o problema de
compatibilidade sobre o EVR estao em um conjunto maior, o comportamento do material
modelado é mais rigido. Com efeito, & medida que foi progressivamente restringindo-se
o conjunto dos carregamentos externos obteve-se um aumento no tamanho do espaco das
acoes de movimento admissiveis com as quais se define o conceito de esforcos estaticamente
equilibrados e auto-equilibrados.

Outro aspecto importante a ser salientado é o papel que possui o principio de
Hill-Mandel. Enquanto que na formulacao primal este principio restringe, de forma con-
seqiiente, o sistema de cargas do EVR diretamente no nivel do problema de equilibrio, na
formulagao dual este principio restringe, também de forma natural, o espaco das variagoes
admissiveis com o qual se definem os conceitos de esforcos estaticamente equilibrados e
auto-equilibrados. A razao disto encontra-se na propria natureza da formulagdo dual,
que estabelece que o conceito de equilibrio agora é uma restricao inerente do conjunto
de esforcos estaticamente equilibrados. Logo, vé-se que a forma como este principio fisico
afeta a natureza do problema na microescala é a mesma independentemente do tipo de for-
mulacao. Entretanto, apesar do principio de Hill-Mandel estar representado exatamente
pela mesma expressao para as duas formulagoes, o que é razoavel, o enunciado do mesmo
muda adaptando-se ao contexto que lhe cabe dentro de cada uma das formulagoes.
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Contribuicoes do capitulo

A teoria apresentada na primeira parte deste capitulo, que vai até a Secao 5.3 inclu-
sive, nao é contribuicdo da tese. Entretanto, considera-se importante ter feito a revisao
destes conceitos tedricos a fim de proporcionar um contexto adequado dentro do qual se
realizam as contribuicbes do capitulo. Tais contribuicGes correspondem-se com o mate-
rial desenvolvido a partir da Segao 5.4, tratando o problema de multiescala via conceitos
variacionais de dualidade. Nem todos os resultados foram plasmados em publicacoes ainda.
Com efeito, o trabalho relacionado a parte do capitulo que trata a dualidade em multiescala
encontra-se em processo de desenvolvimento. Entretanto, houve producao ja que as idéias
tedricas da primeira parte do capitulo constituem a base tedrica da publicacao [51] e de
um trabalho resumido apresentado em congresso, os quais sao:

e S.M. Giusti, P.J. Blanco, E.A. Souza Neto e R.A. Feijéo, An assessment of the
Gurson yield criterion by a computational multi-scale approach, Aceito para ser pu-
blicado em Engng. Comput., 2008.

e S.M. Giusti, P.J. Blanco, E.A. Souza Neto e R.A. Feijéo, Multiscale modelling of
ductile porous metals: determination of macroscopic yield surfaces, Anais do ENIEF
2007. Cérdoba, Argentina, 2007.






Capitulo 6

Implementacao computacional dos
modelos de multiescala

Introducao

Na ultima década, o uso de ferramentas computacionais e analiticas baseadas no
uso de multiplas escalas para predizer comportamentos constitutivos de materiais com-
plexos tem sido matéria de intensivo estudo. Uma aplicacao interessante do conceito de
multiescala pode ser, por exemplo, a estimacao de parametros efetivos definidos no nivel
do problema no continuo macroscépico para uma dada resposta constitutiva a partir da
andlise do elemento de volume representativo [60), 66, 105, 107]. Um outro exemplo pode
ser o desenvolvimento de modelos de multiescala visando modelar um comportamento
dissipativo mediante a homogeneizacao da resposta constitutiva obtida no problema do
continuo microscépico. Neste caso a resposta na macroescala é substituida diretamente
pela obtengao das quantidades do problema da microescala [85, 112 113 [154].

Com relagdo a primeira classe de exemplos mencionada no parigrafo anterior, o
trabalho [60] merece atengao especial. Neste trabalho cotas superiores para a localizac¢ao
das superficies de fluéncia sao obtidas de forma semi-analitica, baseando-se no estudo do
colapso plastico de um elemento de volume representativo poroso com comportamento li-
near eldstico—perfeitamente plastico. Este colapso plastico ocorre na microcélula de estudo
segundo um mecanismo assumido, o que de alguma forma constitui um elemento limitante
apesar dos bons resultados e da boa capacidade de representacao fisica do método. Dentre
outros, analises de materiais porosos, no contexto da abordagem multiescala, foi levada a
cabo em [46, [106].

Um dos objetivos deste capitulo é implementar computacionalmente os modelos de
multiescala primais desenvolvidos no Capitulo 5. Feito isto propde-se tratar dois exemplos
que mostram a potencialidade desta classe de técnicas. O primeiro caso baseia-se em
caracterizar as superficies de colapso plastico de um material poroso elasto—plastico sob
critério de von Mises, como o empregado em [60]. Pretende-se estudar também como o
critério de colapso plastico proposto em [60] se comporta frente aos resultados obtidos por
cada uma das predigoes numéricas computadas com os modelos que empregam a abor-
dagem computacional de multiescala vistos anteriormente. Este constitui de fato um dos
propdsitos fundamentais do capitulo. A principal diferenca com [60] é que nao se assume
a existéncia de nenhum tipo de mecanismo de colapso predeterminado da microcélula. De
forma complementar, a resposta constitutiva macroscopica nao é sé obtida para o caso de
um poro centrado na microcélula, mas também para uma situacao de um arranjo de trés
poros por microcélula. Estes dois ultimos aspectos mencionados constituem respectivas
generalizacoes dos resultados obtidos em [60]. Como coroldrio deste exemplo pode-se
mencionar a andlise de sensibilidade da resposta constitutiva homogeneizada frente as

275
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mudancas na colocagao do problema de microescala que levam de um modelo constitutivo
a outro (modelo de Taylor, de flutuagao nula, etc.). Por dltimo, esta técnica de modelagem
constitutiva é aplicada a um caso de interesse em hemodinamica. Este segundo exemplo
visa o estudo do comportamento constitutivo da parede arterial. O caso estd motivado nao
s6 pelo seu uso no problema de interacao fluido—estrutura, mas também na prépria carac-
terizagao dos elementos que conformam a estrutura do tecido da parede arterial. Assim
sendo, o objetivo deste ultimo exemplo é analisar como se pode modelar o comportamento
da parede arterial considerando diferentes componentes constituintes como serem elastina e
coldgeno. Para isto tomam-se, como ponto de partida, os resultados apresentados em [167]
e estes sao reproduzidos de forma qualitativa empregando uma abordagem via modelagem
multiescala similar & adotada em [144].

Este capitulo estd organizado como segue. Na Secao 6.1/ recolocam-se os quatro mo-
delos de multiescala primais obtidos no Capitulo 5l e se fornece, na Se¢ao 6.2, o detalhe da
implementacao computacional assim como a construcao dos espagos empregados em cada
modelo. Na Sec¢ao 6.3 apresentam-se alguns resultados obtidos das simulagoes numéricas
realizadas. Ali comparam-se os resultados dados em [60] com os aqui computados, e
propoe-se uma extensao para a forma analitica da localizacdo da superficie de colapso
plastico do material em questao. Na Secao 6.4/ desenvolve-se um exemplo numérico que
mostra como € possivel efetuar a modelagem da parede arterial considerando multiplos
componentes e empregando técnicas de multiescala. Por iltimo, na Secao 6.5/ fecha-se o
capitulo com alguns comentérios finais.

6.1 O problema microestrutural

Nesta secao revisita-se o problema geral de multiescala e os seus elementos com-
ponentes assim como os quatro modelos primais obtidos no Capitulo [5 que surgem ao
escolher diferentes cinemédticas para o problema na microescala. Além disso, especifica-se
o modelo constitutivo escolhido para o material que compoe a microestrutura antes de
abordar os exemplos numéricos na Secao 6.3. Por tultimo, descreve-se o algoritmo de
integragao numérica empregado no tratamento do comportamento elasto—plastico.

6.1.1 Formulagao do problema microestrutural

No Capitulo |5 viu-se que o problema que introduz o conceito de equilibrio na mi-
croestrutura, dentro do contexto da modelagem constitutiva via métodos de multiescala,
estd estreitamente ligado ao principio de Hill-Mandel enunciado na Secao [5.1.3. Assim,
dada uma histéria de deformacao €’ vinda da macroescala, o problema no EVR consiste
em resolver o Problema 5.1/ que é repetido aqui por conveniéncia:

Problema 6.1. Dada uma histéria de deformagao €, encontre a flutuacdo do campo de
deslocamentos u, €V, tal que

Fulel + (Vyin))) - (Vym)* dy :/ ¢.pdl Vnev,, (6.1.1)

Q5 rsy

onde V,, deve satisfazer as condigoes discutidas na Secao 5.1.3, e logo depois € preciso
calcular a tensao homogeneizada o usando a (5.1.7).

Para satisfazer o principio de Hill-Mandel, lembre-se que deve ser V,, C INCZL com

ICZI = {\7“ eU; /F (Vy®@n)*dl' = 0}. (6.1.2)
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Esta forma de apresentar o problema é resultado de ter formulado a teoria em ter-
mos da média volumétrica do tensor de deformagado. Assim, a cada ponto do continuo
macroscopico é associado um elemento de volume representativo que caracteriza a mi-
croestrutura. Além disso, o problema fica posto em termos da flutuacao 1, devido a ter
decomposto convenientemente o campo de deslocamentos na microescala.

Considere que foi explicitado o operador constitutivo do material na microestrutura
F ., e suponha que um espaco V,, foi escolhido e o problema na microescala foi resolvido.
Logo, com a solugao calcula-se a tensdo na microescala o, = F,(e' + ((Vyu,)®)) e
finalmente esta é homogeneizada como segue

o= | Fue (TR ) ) oy (6.1.3)

caracterizando o operador constitutivo de macroescala F definido implicitamente por meio
do problema acima enunciado. A forma de abordar os exemplos numeéricos segue exata-
mente esta linha, isto é, assume-se um tensor €’ conhecido que, em particular nos exemplos
tratados nas segoes seguintes, nao depende da histéria. Depois resolve-se o problema no
EVR escolhendo os diversos espagos V,, e logo homogeneiza-se a tensao o, para recuperar
a tensao o.

6.1.2 Modelos de multiescala primais revisitados

Somente para fazer o capitulo auto-contido, lembre que os modelos de multies-
cala construidos no Capitulo [5 eram definidos fornecendo a cinemaética através do espaco
V. C IC:?. Assim, o modelo de Taylor é obtido escolhendo simplesmente

VI = {0}. (6.1.4)

Este modelo nao requer resolver, de fato, nenhum problema na microestrutura posto
que o que se assume ¢ que a solucao depende exclusivamente da deformacao € vinda
da macroescala. O modelo de flutuacao nula é construido escolhendo

V=V, eU; Vyupp, =0} (6.1.5)

Ja, ao deixar livre a flutuacao no interior do dominio é preciso resolver o Problema 6.1
correspondente a microescala. Neste caso o problema discreto decorrente, quando abor-
dado pelo método dos elementos finitos, cai dentro do tratamento classico com respeito a
construcao dos espacos de fungoes de aproximacao. Por sua parte, o modelo de flutuagao
periddica, em uma geometria com estrutura peridédica, constréi-se ao estabelecer que

Vi = € Us Vs = Vo, Vi (6.1.6)

Neste caso também é preciso resolver o Problema 6.1, porém, ao contrario do caso anterior,
o método dos elementos finitos deriva em uma situacao levemente mais complexa com
respeito a implementacao. Isto é discutido mais na frente na Secao 6.2. Por ultimo, o
modelo de minima restricao cinematica é obtido mediante a seguinte escolha

S {vu cu; / (v, ®n)*dl' = o}. (6.1.7)
FI—L

Neste caso mais uma vez precisa-se resolver o Problema 6.1. No entanto, o problema
aproximado decorrente nao resulta em uma implementacao classica dentro do contexto do
método dos elementos finitos, segundo sera visto na Secao [6.2.
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6.1.3 Resposta constitutiva na microescala

Parte dos exemplos numéricos apresentados ao longo deste capitulo tem por objetivo
estudar o comportamento de um material cuja microestrutura pode ser modelada de forma
razoavel empregando um material poroso cuja resposta constitutiva é elasto—plastica. A
seguir introduzem-se de forma rapida alguns elementos classicos na teoria constitutiva da
elasto—plasticidade.

No tratamento do fenémeno de plasticidade é usual decompor o tensor de deformagao
de forma aditiva como segue

e=¢e+ev, (6.1.8)

onde €€ e P sido as contribuicOes elastica e plastica da deformacao.

Para determinar se o material estd em regime de escoamento ou em regime elastico
define-se o denominado critério de fluéncia. O critério aqui empregado é o de von Mises
que determina que o material pode se deformar plasticamente se o segundo invariante da
componente desviadora do tensor de tensdo I>(o?) atinge um determinado valor. Uma
das formas alternativas de definir a funcao de fluéncia para este critério é a seguinte

®(0) =q(o) — oy, (6.1.9)

onde ® ¢é a funcao de fluéncia, oy é a denominada tensao limite do material e

o(o) = ,/gad o, (6.1.10)

Lembre, da teoria da plasticidade, que o escoamento pldstico pode ocorrer somente quando
®(o) = 0. Assim, as tensoes admissiveis sao tais que (o) < 0, enquanto que a deno-
minada superficie de fluéncia é a hiper-superficie, no espaco de tensoes, daqueles pontos
tais que ®(o) = 0. Além disso, se oy depende do grau de deformacao pléstica entao se
diz que o material sofre endurecimento por deformacao plastica. Nos casos tratados aqui
oy ¢ constante, modelando assim um comportamento chamado perfeitamente plastico, ou
seja, sem qualquer endurecimento. Por outro lado, precisa-se de uma lei que governe o
escoamento plastico 7. Os denominados modelos associativos estabelecem que

el = A — 6.1.11

onde 4 é chamado multiplicador plastico. A forma como evolui o estado do material esta
complementada pelas seguintes condigoes de carga/descarga (também conhecidas como de
complementariedade linear)

<0 4 >0 4 = 0. (6.1.12)

Logo, dada a fungao de fluéncia (6.1.9), e sabendo que o critério aqui apresentado se
enquadra dentro dos comportamentos plasticos denominados associativos (quando o vetor
de fluxo pléstico deriva da prépria ®), entdo o modelo constitutivo associativo de von
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Mises elastico linear e perfeitamente plastico resume-se no seguinte conjunto de equagoes

e=¢€+¢b,
E 2Ev
= |—(I®I Ile®
7 [2(1+V)( oD+ A oa oS
adza—gtra',

. (6.1.13)
(I’Zﬂiﬂd-a'd—dy,

ép—'\/§1 o
_’Y 2 /70-d,0-d bl
P<O 4>0 &y=0,

onde I é o tensor identidade de quarta ordem. Note que o escoamento plastico nao possui
componente hidrostatica, pelo que se diz que o critério empregado é insensivel a pressao.

Evidentemente esta resposta constitutiva é nao linear e requer um tratamento es-
pecial para inseri-la no contexto de um esquema incremental no método dos elementos
finitos. Isto é analisado a seguir.

6.1.4 Algoritmo de integragao numérica

Dada uma deformagao elastica € em um instante ¢, dado, e dada a histéria de de-
formagao € em um intervalo de pseudo-tempo [t,, t], o conjunto de equagoes (6.1.13) implica
obter nesse intervalo o valor das quantidades €°, ¥ e 0. Empregando uma discretizagao
de Euler totalmente implicita resulta um problema incremental entre os pseudo-instantes
tn e tpy1. O problema consiste, dada a deformacao eléstica €f, em ¢,, e dado o incremento
na deformacdo Ae no intervalo [ty,t,41], em encontrar €f, |, Ay e 0,41 tais que

3 1
On+1 " Tnt1
2Fv

=|— IxI I|e
7o = g D+ e
(6.1.14)
Uz+1:0'n+1_§tr0'n+l7
P = §O'd ol —0o
n+1 9+l n+1 Y,

®,11 <0 Ay>0 @, 1Ay=0,

onde A(:) = (*)p+1—(+)n- Este problema nao constitui um problema de valor inicial cldssico
devido as restricoes que devem ser satisfeitas. Para resolver o problema observe que sao
duas as possibilidades com respeito ao valor de A~. Primeiro suponha que A+ = 0, em
tal caso nao hd escoamento pldstico e o incremento é puramente eldstico, portanto e}, , | =
g, + Ae e, além disso, deve-se manter a restricao ®,, 41 < 0, onde 0,11 depende de €;, |
como explicitado em (6.1.14)2. Considere agora Ay > 0, entdo €j, ,, é exatamente como
na (6.1.14); além de ser necessario satisfazer ®,41 = 0. A questao entao é construir um
procedimento que permita discernir qual das duas possibilidades é a solucao do problema
incremental. Aqui emprega-se o conhecido método de dois passos com um primeiro passo
de predicao elastico e um segundo passo de correcao plastico, o qual é descrito a seguir.

e Passo preditor elastico. O objetivo deste passo é obter uma tensao de teste e ver
se é admissivel, ou seja, se estd no dominio elastico ou mesmo sobre a superficie de
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fluéncia. Seja Ay = 0 e calcule

eteste __ _e
Enil. =&, + Ag,

E 2Ev (6.1.15)
teste e teste
=|—(1I®I I .
o-n+1 |:2(1 n l/)( ® ) + (1 + l/)(l IR 21/) EnJrl
Se este estado é tal que
teste 3 d teste d teste
O, = 20nil Ongl T = oy <0, (6.1.16)

entao a solugao é valida ja que estd no dominio eldstico ou sobre a superficie de
fluéncia. Logo é

e eteste
Ent1 = Ent1 >
_teste (6.1.17)
On+l = Onyls
e o calculo finaliza. Caso contrario o estado de tensao deve ser corrigido, para o qual

se realiza o seguinte passo.

e Passo corretor plastico. O objetivo deste passo é devolver um estado de tensao nao
admissivel a superficie de fluéncia que, neste caso de plasticidade perfeita, permanece
sempre fixa. Nesta situagao resolve-se, nas incognitas €}, 1, on1 € Ay, o seguinte
sistema de equacoes

e _ e teste

6.n-i—l_ n+1 \/> n+17
\/ n+1 O'

E (6.1.18)
= e I I ]I € 1.
T+l [2(1 + u)( @)+ (1+ V)(l —2v) ] b
Py = 5‘724—1 o —oy =0,
junto com a restrigao
Ay > 0. (6.1.19)

Em particular, devido a invariancia com respeito a componente hidrostatica da
tensao, a (6.1.18) pode ser trabalhada empregando a seguinte relagdo entre aﬁ 11
e adfsw (ver [122])

3GA~
o-;iz+1 = <1 - qte.T_tle > o_;ilielste’ (6120)
n

com G = g e giesle = /3ol - ol Substituindo a (6.1.20) na (6.118)s

resulta a seguinte equacao escalar em Av

3
i1 = \/2aﬁffte odieste — 3GAy — oy =0, (6.1.21)

que, neste caso, € linear na incégnita A~y.

Também calcula-se a denominada deformacao plastica acumulada &P através da expressao
P = 4. Logo, esta acumulagio obtém-se a partir de fazer 1= = &b 4+ Ay ap6ds cada passo
de célculo.
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6.2 Aproximacao pelo método dos elementos finitos

Nesta secao trata-se de forma detalhada a construcdo dos espacos de funcoes de
aproximacao para o problema empregando o método dos elementos finitos. Isto é feito
com énfase nos modelos de flutuacao periédica e de minima restri¢ao cinematica pois estes
casos, em particular o ultimo, merecem atencao especial por se tratarem de situacoes que
fogem a tradicional abordagem. Isto é devido as caracteristicas das restrigdes a serem
satisfeitas pelas variacoes admissiveis, o que termina impactando na cinemadtica discreta
do problema aproximado. Por sua parte, o caso de flutuagdo nula no contorno do EVR
nao é analisado posto que recai dentro do tratamento classico do método dos elementos
finitos ao envolver condicbes de contorno tradicionais. Antes de nada descreve-se o tipo
de elemento empregado e o contexto nao linear no qual se insere o problema. Finalmente,
vale a pena mencionar que o problema é tratado em duas dimensoes e em coordenadas
cartesianas por simplicidade na apresentacao.

6.2.1 Particularidades da aproximagao empregada

Considere um espago de dimensao finita denominado VZ, o qual esta caracterizado

por uma base de funcles de aproximagao de elementos finitos e que é adequadamente
construida tal que VZ C Vyu. Aqui assume-se que na discretizacao o dominio da mi-
crocélula é capturado de forma exata. Assim, o problema aproximado correspondente ao
Problema 6.1/ no intervalo de pseudo-tempo [t,, t,+1] é 0 seguinte:

Problema 6.2. Dada uma deformacdo €™**

Z”H € VZ tal que

, encontre a flutuacdo do campo de desloca-
mentos 1

Fhem 4+ (Vyah" ) - (Vyn) dy = / t’ - ptdr vn" eV, (6.2.1)

Q a sy
h ~.m ~ pnt1
onde V, CV, CK,, elogo calcule a tensio o como
pnt1 1 h 1 ~ pntl
" - /Q Fhe™ 4 (V")) dy. (6.2.2)
"

O operador constitutivo .’FZ do Problema 6.2 representa & contrapartida discreta
do conjunto de equagoes (6.1.13). No entanto, o problema aqui enunciado é ainda nao
linear. A linearizagao realiza-se fazendo uso do método de Newton—Raphson a partir de
considerar iteracoes, denotadas pelo indice it, que envolvem incrementos da forma

pieel (6.2.3)

o ~ it ~
=u, + éu

Isto deriva em uma série de problemas lineares que correspondem a cada iteragao do
esquema incremental iterativo como segue:

Problema 6.3. Dada uma deformacao €™, realize as iteracoes it = 1,2, ..., até que um

critério de convergéncia seja atingido, calculando o incremento na flutuacdo do campo de

deslocamentos 5ﬁﬁit+1 € VZ tal que

it _pit+lyg s it s
i DI (Vydak e (Vynh)Tdy = — / ol (Vyn")* dy v eV, (6.2.4)
© I
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onde
¢ dF ”
Dhlt: 14 €n+l+ v ﬁhZ S
K de ( (Vy @ )", (6.2.5)
hit h 1 ~ it
o, :.’I-'u(e's”Jr +(Vyuﬁ )%).
Logo, com a solucdo convergida apds, digamos, it = K — 1 iteragdes faca
~ pntl ~hK
u, =u, , (6.2.6)
e, finalmente, calcule a tensao "t como
1 1 -
gt = 1 / Fh(en 4 (Tyah" ™)) dy. (6.2.7)
Vi Ja,
Seja N o numero de nés da malha de elementos finitos. Os valores nodais cor-
respondentes as fungoes aproximadas ﬁZth e n" estdo agrupados nos vetores U1 =

U4 YT ¢ @ = [@% @47 respectivamente, onde cada sub-vetor possui N compo-
nentes. Portanto escreve-se

N 2
_ pit+1 ;
uZZ = Z Z [U::L+1]n¢nema
n=1m=1
N 2 (6.2.8)
nh = Z Z [G)Zm]nﬁbnem,
n=1m=1
onde ¢,, n=1,..., N, sao as cldssicas funcoes de elementos finitos cujo espaco denomina-
se X}, e é dado por o
X ={6 € C'(%); ¢ € Qz, Ve € I}, (6.2.9)

onde Q2 denota o espaco de funcoes de interpolacao quadratica no elemento quadrilatero
pertencente a uma malha de elementos finitos chamada Z¢. Além disso, [-],, indica cada
uma das N componentes do vetor [-]. Logo, o Problema 6.3/ deriva em um sistema de
equagoes lineares, com 2N incégnitas, da forma

KU —fit].@" =0 vO" tal que n" € VI, (6.2.10)

com K e f facilmente identificiveis da (6.2.4) apds introduzir as formas de (51?11":%Jrl en”
dadas pela (6.2.8).

Como dito antes, o modelo de multiescala de flutuagdo nula no contorno do EVR
nao requer comentarios adicionais pois se encaixa dentro da abordagem classica do método

dos elementos finitos. Segue-se que
h
Vit =[x n vy, (6.2.11)

onde com o indice N deseja-se ressaltar que sao os espacos de variagoes virtuais corres-
pondentes a flutuagoes nulas na fronteira do EVR. Suponha que ha N; nds no interior do
dominio QZ e N. = N — Nj; noés sobre o contorno I';,. Entao os vetores Uit ¢ ©" podem
ser divididos como segue

) it+1 h .
Uittt = (:JJ““Z> o = (8}/) , (6.2.12)

onde (+); e (+). referem a nés no interior e no contorno do dominio respectivamente, pos-
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suindo 2N; e 2N, elementos cada um deles. Por sua parte, cada um dos sub-vetores é

dividido em ((*)m)i € ((-)m)es m = 1,2, por se tratar de um problema em duas dimensoes.
. ~ h .

Logo, a intersecdo com o espago VfLV faz com que o espaco ij adqiiira a seguinte carac-

teristica

e". =0,

gt g (6.2.13)

e os graus de liberdade livres no problema sao todas aquelas incégnitas associadas aos N;
nds internos em €27, De acordo com a seguinte forma de escrever o sistema (6.2.10) tem-se

Kitii Kitic Uit+1i fiti Ghi h
S TR I -

e as incégnitas sdo obtidas fazendo ®". = 0, ou seja
KU, —fit] . ek =0 ver;, (6.2.15)

que deriva, conseqiientemente, no seguinte sistema de equacoes lineares reduzido de 2N;
graus de liberdade independentes

KUttt = £t (6.2.16)

Entretanto, para os modelos de flutuacao periédica e de minima restricdo cinematica
as expressoes equivalentes as anteriores mudam radicalmente. Logo, a identificacao dos
graus de liberdade independentes requer, principalmente no ultimo caso, uma andlise
especial como é feito nas se¢oes a seguir. A razao disto é que as respectivas restrigoes sao
incorporadas diretamente nos espagos ij " e Vﬂ/f h, onde os indices P e M correspondem
aos modelos de flutuagoes periddicas na fronteira do EVR e de minima restricao cinemética,
respectivamente. Uma outra abordagem possivel, porém nao explorada aqui, é através do
uso de multiplicadores de Lagrange de forma a devolver o problema a espacos de elementos
finitos tradicionais.

6.2.2 Modelo discreto de flutuagao periédica

. ~ . b,
Para este modelo, o espaco de dimensao finita ij € como segue

V' = X2 VE, (6.2.17)

com X dado pela (6.2.9). Para satisfazer esta intersecao deve-se proceder como segue.
Dado que o modelo de flutuacao periédica esta baseado na relagao entre pontos em cor-
respondéncia com a periodicidade, é conveniente decompor os vetores U**! ¢ ©" como
segue

, Ut e";
Uittt — U%t+1+ e'=|(e", |, (6.2.18)
Ult—H, @h,

onde (-); se refere aos nés do interior do dominio €2, enquanto que (-)+ e (-)— denotam os
nos sobre cada uma das partes reciprocas do contorno, denominadas I'y e I'_, nas quais
ha total correspondéncia entre pontos. Novamente no interior ha 2N; graus de liberdade,
enquanto que ha 2N1 graus de liberdade em cada parte do contorno I'1, lembrando que
deve ser N, = N_ e N, + N_ = N, onde N, é o nimero de nds no contorno. Com esta



284 CAPITULO 6. IMPLEMENTAGAO COMPUTACIONAL DOS MODELOS DE MULTTESCALA

decomposicao, o sistema (6.2.10) pode ser escrito como segue

K‘itii K?ti+ K?ti— U‘itHz’ f?ti e,

K%t+i K%t++ K%t+_ U2‘t+1+ f%t+ . ®h+ =0

Kzt_i Kzt_+ Kzt__ Uzt—i-l_ fzt_ @h,
¥O" tal que n" € VX", (6.2.19)

Assim sendo, no modelo de flutuacao periédica pede-se que se satisfaca o seguinte
e", —e",
(6.2.20)

it+1
Ui, =

Introduzindo estas igualdades no sistema (6.2.19) resulta

Kitii Kiti+ Kiti_ Uit+1i fiti ®hi
Kit+‘ Kit+Jr Kit+ Uit—i—lJr fit+ . @h+ =0
i — =
i it+1 it h
yit+1, fit e,

Klt_i Kit_+ Kit__
v(@", e",). (6.2.21)

O sistema pode ser escrito diretamente em termos dos graus de liberdade independentes
+, cada um com 2N; e 2N incégnitas respectivamente, como segue

‘ Kztii ‘ ' Kiti++K2:tif ' U'7:t+1i
Klt+i + Klt_i Kzt++ 4 Klt_+ + Kzt+_ + Kzt__ Ult+1+

s o _ 0 v(©";, e" 6.2.22

- fit++fit_ ' @th - ( ) +)7 ( L. )

Uit+1i e Uit+1

produto de ter manipulado as filas e as colunas. Isto implica resolver o seguinte sistema

de equacoes lineares reduzido de 2(N; + N ) incégnitas

‘ Kztii ' ' K'iti++KZ:tif ' U'it-l-li _
KZt+i+Klt_7; Klt+++Klt_++Klt+_ —f—Klt__ Ult+1+
fzti
<fit++fit_). (6.2.23)

6.2.3 Modelo discreto de minima restricao cinematica

Para analisar o modelo de minima restricao cinematica lembre-se que este estd
baseado em que toda ) € v,ﬁ” satisfaca a seguinte restricao

/ (n®mn)*dl =0, (6.2.24)
FH

onde (-)* denota a parte simétrica do tensor e n é a normal externa a {2, sobre I';,. Logo,

o espaco de dimensao finita correspondente é
Mh 2 M
vV, =X Ny, (6.2.25)
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com X3 dado pela (6.2.9). A seguir sio dados os passos para realizar a intersecao de [X3]?
com ny . Em fungéo disto é conveniente efetuar a seguinte, primeira, decomposicao

; Uit+1i Ghi
u = (Uit—‘rl ) ®h = (@h ) ) (6226)

onde (-); e (). referem aos nés do interior do dominio €2, e do contorno I';,. Aqui hd 2N; e
2N, graus de liberdade no interior e no contorno respectivamente. Com esta decomposicao,
considere que a interpolagao sobre I';, escreve-se como

N. 2
nh\ru = Z Z [anc]nwnem, (6.2.27)
n=1m=1
onde nth# € nyh‘ru com
Mmho 2 M
Vi, =0 Vi, (6.2.28)

Wi ={¢ € C°(T); Ye,, € P, Ve, € T},

onde e, ¢ cada um dos elementos, de linha no caso bidimensional, que compoem a malha
Z° resultante da projecao da malha Z¢ sobre o contorno I',. Aqui, P2 representa a familia
de polinémios quadraticos.

A contrapartida discreta da expressao (6.2.24) escreve-se

/ (n" ®@n)*dl =0, (6.2.29)
FI»L

e substituindo a (6.2.27) na (6.2.29) tem-se

N. 2
D (/F Un(em ®n)* dF) [©,]n =0, (6.2.30)

n=1m=1

que pode ser escrito equivalentemente como
Cc.e" =o, (6.2.31)

onde C, é uma matriz de trés filas (no caso de duas dimensoes, e seis no caso tridimen-
sional) e 2NV, colunas que impoe trés equagoes que equivalem a minima restrigao cinematica
dada pela (6.2.29). A matriz C. pode ser construida a partir de contribuigoes elementares
como

C.= ) C (6.2.32)

e ELH

A fim de identificar cada contribuicao elementar, a funcao ¢’/ denota, neste caso de elemen-
tos quadréticos, cada uma das fungoes de forma com uma numeragao local j = 1,2, 3 (trés
é a quantidade de nds do elemento de linha quadratico), enquanto que dl é o diferencial
de comprimento ao longo de cada elemento e,. Logo, cada matriz C¢" possul trés filas e
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seis colunas, e é da forma

/ Ylngdi 0 / P?nydl 0 / Y3ngdi 0
e e eu

Co = 0 / Plng dl 0 / Vingydl 0 / Y3ngdi
/ Ying dl / Ylng dl / ng dl / ¥?ng dl / ¥3ns dl / ¥3ng dl
(6.2.33)

Contudo, a expressao (6.2.24) nao exclui os movimentos de corpo rigido da microestrutura.
Para isto, e em fungao da equagao correspondente a prépria restricao (6.2.29), convém
decompor os vetores Uit e G)hc como segue

‘ U?t—l—ll ®hl
UthrlC — Uzt+1d @hc — @hd ’ (6234)
Uit+1p ®hp

onde os indices [, d e p indicam graus de liberdade sobre I, livres, dependentes e prescritos,
respectivamente. Segue-se entao que a restri¢ao (6.2.31) é escrita como

e

(Ci Cq4 Cp) O] =0. (6.2.35)
@h
p

Por um lado, a escolha dos graus de liberdade prescritos deve ser de tal forma que elimine
os deslocamentos de corpo rigido, pelo que se escolhe

e", =0, (6.2.36)

sendo que no caso bidimensional estes sao trés graus de liberdade (no caso tridimensional
sao seis). Assim, a (6.2.35) resulta

(C1 Cy) (QhD = 0. (6.2.37)

Conseqiientemente, em duas dimensoes esta restricao envolve 2N, — 3 graus de liberdade,
dos quais ha ainda trés que se denominam dependentes devido as trés restricoes impostas
pela (6.2.37). Disto decorre que os graus de liberdade independentes ou livres, agrupados
em ©", sdo 2N, — 6 no caso bidimensional (e 2N, — 12 no caso tridimensional). Com
efeito, da (6.2.37) obtém-se

e, =RrRe", (6.2.38)

onde
R=-C;'C,. (6.2.39)

As mesmas equagdes que as (6.2.36) e (6.2.38) valem para os sub-vetores U**!, e U1,
respectivamente. Apesar de haver muitas possibilidades de escolher os graus de liberdade
correspondentes a ©",, esta escolha nao é arbitrdria ji que deve ser feita de forma que
a matriz Cg4 seja invertivel. Isto elimina a possibilidade, por exemplo, de escolher os trés
nos de um mesmo elemento.

Agora observe que, de acordo com as decomposigoes até aqui introduzidas, o sistema
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(6.2.10) escreve-se como

Kitii Kitil Kitid Kitip Uit—‘—li fiti @hi

Kitli Kitu Kitld Kitlp Uit-i—ll fitl ehl 0
Kitdi Kitdl Kitdd Kitdp Uit+1d - fitd ’ @hd -
Kitpi K’itpl Kitpd Kitpp Uit+1p fitp @hp

vO" tal que n" € VM. (6.2.40)

Coletando as (6.2.36) e (6.2.38), as quais sao resumidas a seguir

e", =0,
et (6.2.41)
", =RrRO", o

Uit+1d — Ruit-‘rll’

o sistema (6.2.40)) resulta

K’:tn' Ki'til Kzitid UZ:tHi fl:ti e,
K" K% Ky et = [ F )| @ ] =0
Kltdi Kltdl Kltdd Ruzt+1l fztd R@hl

v(@";, 8. (6.2.42)

Manipulando as filas e as colunas, como feito no caso do modelo de flutuacao periédica,
obtém-se o seguinte problema que poe em evidéncia os graus de liberdade que efetivamente
estao livres

A K" , } } Ky + KitAidR A UZ:tHZ-
K +RTK";; K"y + K" R+ RTK"; + RTK" uR ) \U*HY,

(L T Y] (e =0 v(O@";, 8"). (6.2.43)
fztl+Rsztd @hl - 1) l)- e

Logo, o sistema de equacoes lineares reduzido para o modelo de minima restrigao cinematica
é o seguinte

, K" , . , K™+ Kit'idR ' Uf”li _
K’ + RTK";; K"y + K"yR + RTK" 5 + RTK" juR ) \ U™,
fiti
<fitl + RTfitd> . (6244)

6.3 Resultados numéricos: O modelo de Gurson

O objetivo agora é salientar as diferencas entre as respostas constitutivas no nivel
da macroescala provida pelos modelos constitutivos de multiescala vistos na Sec¢ao [5.2.
Para tal fim, utiliza-se um problema padrao que consiste em determinar as superficies
de escoamento de um material com uma determinada microestrutura. Este estudo esta
motivado pela comparacao com resultados ja existentes na literatura para este problema
particular [60].
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6.3.1 Descricao do problema de interesse

Em [60] expoe-se uma metodologia semi-analitica para estimar as superficies de co-
lapso plastico de materiais porosos. Nesta abordagem o material considerado possui uma
matriz que segue o modelo eldstico—perfeitamente plastico de Von Mises. A metodologia
proposta no mencionado trabalho baseia-se em calcular a posicao de diversos pontos da
curva de colapso no espago de varidveis p—q (que serao introduzidas mais adiante) assu-
mindo um dado mecanismo de colapso plastico. Finalmente a forma analitica da curva
é obtida por ajuste de coeficientes. Em [60] a superficie de colapso deriva-se para uma
célula circular com um poro vazio centrado, e resulta, apds o ajuste de coeficientes, na
seguinte expressao

d=qg—oy G 14 f2—2fcosh (g)], (6.3.1)
eq
Coq = (14 3f +24£%)2, (6.3.2)

onde f ¢é a fracao de vazio determinada pelo tamanho do poro e oy a tensao uniaxial de
fluéncia.

No que segue o objetivo é obter formas analiticas para as superficies de colapso, para
o mesmo tipo de material, que generalizem a (6.3.2)). Isto é feito através do calculo dos
pontos que jazem sobre a superficie de colapso plastico no espaco de variaveis p—q. Para
isto emprega-se a técnica de multiescala aqui desenvolvida baseando-se nos trés modelos
constitutivos vistos nas Secoes 5.2.2), [5.2.3| e [5.2.4, e revisitados na Secao [6.1.2. O modelo
de Taylor (ver Segao 5.2.1) nao se considera devido a que o resultado é imediato. Aqui
surge a diferenca essencial com a abordagem de [60], pois com a presente metodologia o
mecanismo de colapso plastico é obtido apds ter resolvido o problema na microescala.

Utiliza-se um EVR quadrado com tamanho de lado unitério como mostrado na
Figura (6.1, onde a fronteira I'}’ encontra-se sem tragao imposta, isto é t¥ = 0. O EVR
pode conter um ou trés poros como mostrado na Figura 6.1, e o tamanho destes varia
de acordo com os diferentes valores de f estudados que, em particular, sao os seguintes
f=05%, f =2%, f =10% e f = 30% iguais aos dados em [60]. Para o caso de trés poros
os mesmos estao localizados a 120° entre si, e a uma distancia L do centro da célula tal
que a minima distancia entre eles seja menor que a distancia até o contorno. Aqui surge
uma das principais vantagens desta abordagem posto que é possivel considerar situagoes
bastante arbitrarias para a forma da microestrutura.

Figura 6.1: Configuragoes do EVR.

Neste caso bidimensional assume-se que o estado do EVR é de deformacao plana. As
propriedades do material, de acordo com o modelo elastico linear—perfeitamente plastico
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de von Mises visto na Secao 6.1.3, sao

E =200 GPa,
v =0.3, (6.3.3)
oy = 0.24 GPa.

Os modelos constitutivos de multiescala para os quais realizam-se os célculos sdo os
seguintes

e modelo de flutuacao nula na fronteira, ou de deslocamento linear na fronteira, deno-
minado modelo IV,

e modelo de flutuagao periédica na fronteira, denominado modelo P,

e modelo de minima restricao cinemética, ou de tracao uniforme na fronteira, deno-
minado modelo M.

A microestrutura é comandada até atingir o colapso plastico mediante o seguinte tensor
de deformagao que simula a deformacao vinda da macroescala

e = (g, (6.3.4)

onde ¢ é um fator de carga monotonicamente crescente e o tensor g é

Ne V2

0 0 —
g = 2 V1 — a2 2
E=q X V2 + o VG X , (6.3.5)
2 2
com «a € [0,1] tal que se satisfaca ||€|| = 1 em todos os casos. Note que para a = 1

tem-se um estado esférico de deformagao enquanto que para o = 0 obtém-se um estado de
deformacao equivalente a um corte puro. Com esta decomposicao do tensor € espera-se
atingir a maior quantidade de pontos nas superficies de colapso no espago de varidveis
p—q. A deformacéo € é aplicada de forma progressiva no contexto do esquema incremental
visto no Problema [6.3| através do fator (, iniciando de um estado sem tensao residual até
alcancar o colapso plastico da célula. Como dito nas secoes anteriores, o problema aproxi-
mado é resolvido por meio do método de elementos finitos com elementos quadrilateros de
interpolacao quadratica. Algumas das malhas empregadas, mostrando os diferentes niveis
de vazio considerados, sao apresentadas na Figura 6.2l

(a) Vazio de 2%. Um poro. (b) Vazio de 10%. Trés poros.  (c) Vazio de 30%. Trés poros.

Figura 6.2: Alguns dos casos estudados e malhas de elementos finitos empregadas.

Uma vez resolvido o problema deve-se obter o tensor de tensao o homogeneizado
utilizando a expressao (6.2.7) (a versao discreta da (5.1.7)). Logo, a andlise é realizada
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em termos das componentes hidrostatica e desviadora deste tensor, a partir das quais
obtém-se as quantidades p e ¢ como segue

p= 3 tro,
(6.3.6)
i Pt g
2

Pondo uma variavel como fungao da outra representa-se, no espago p—¢q, a superficie de
colapso buscada.

6.3.2 Superficies de colapso plastico

Nesta secao apresentam-se as comparacoes dos resultados obtidos com a estimagao
das superficies de colapso dada em [60]. Além disso, propoem-se formas analiticas que
visam corrigir & expressao (6.3.1). No que segue lembre-se que os modelos denominados
N, P e M correspondem aos de flutuacao nula, flutuacdo periédica e minima restrigao
cinematica respectivamente.

Vale a pena lembrar, do dito no Capitulo 5, que o modelo N é, dos trés modelos
considerados, o que produzirda um comportamento constitutivo macroscopico mais rigido
devido a maior restricao cinemaética, resultando entao em uma cota superior para as su-
perficies de colapso. Reciprocamente, o modelo M constitui a cota inferior, e o modelo P
é um caso intermedidrio. Isto pode ser confirmado pelos resultados numéricos obtidos que
sao mostrados nas Figuras 6.3 e 6.4, onde se comparam as superficies de colapso para os
trés modelos de multiescala nos casos de um e trés poros respectivamente. Ali, (-)* denota
quantidades normalizadas com respeito a oy, isto é

. D
b = ;7
. (6.3.7)
q = —.
oy

0.9 1
0.8 4

0.7 -

-2 0.5% Modelo N
0.6 4 -#-0.5% Modelo P
-#-0.5% Modelo M
—4— 2% Modelo N
0.4 —4— 2% Modelo P
—4— 2% Modelo M

= 0.5

0.3
0.2 4

0.1

Figura 6.3: Superficies de colapso. Caso de um poro com 0.5% e 2% de vazio.

Nas Figuras [6.3] e 6.4/ vé-se que os modelos P e M possuem um comportamento,
em termos da superficie de colapso, bastante préximo. No entanto, o primeiro destes
representa, de fato, a resposta de um material menos rigido devido a inclusdo estrita
v, c v

A Figura 6.5 compara, somente para o modelo IV, as superficies de colapso obtidas
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0.9
0.8 -
0.7 4

-2 0.5% Modelo N
0.6 4 -#-0.5% Modelo P
-#-0.5% Modelo M
—&—2% Modelo N
0.4 - —4— 2% Modelo P
—4— 2% Modelo M

= 0.5

0.3
0.2
0.1

Figura 6.4: Superficies de colapso. Caso de trés poros com 0.5% e 2% de vazio.

para um e trés poros, e para diversos graus de vazio. Desta maneira pode-se perceber como
a forma da microestrutura influi no comportamento constitutivo macroscopico, aspecto que
nao seria capturado pelo modelo de Taylor.

1

0.9 N
0.8
0.7 -1 poro - 0.5%
’ -3 poros - 0.5%
0.6 —&—1 poro - 2%
-3 - 2%
05 poros - 2%

——1 poro - 10%
0.4 —+—3 poros - 10%
-o—1 poro - 30%

0.3 -o-3 poros - 30%
0.2
0.1
0+ T T T T T T )
0 0.5 1 1.5 2 25 3 35

Figura 6.5: Comparagao das superficies de colapso para as duas microestruturas. Modelo N.

Por outro lado, na Figura 6.6/ comparam-se os modelos de flutuagao nula e de tragao
uniforme, ou de minima restrigao cinemadtica, (cotas superior e inferior) com a superficie de
colapso calculada segundo a expressao (6.3.1). A comparacao é feita para a microestrutura
com um poro posto que sob esta condicao foi obtida a mencionada estimativa da superficie
de colapso em [60]. Veja que as cotas superior e inferior se afastam cada vez mais & medida
que o valor de f aumenta. Para altos valores de f as Figuras 6.6(c) e 6.6(d) mostram que
a superficie estimada semi-analiticamente por Gurson em [60] encontra-se entre as cotas
superior e inferior, de forma especialmente préxima aos casos limites de estado hidrostatico
e de corte puro. Por outro lado, para valores de f baixos as Figuras 6.6(a) e 6.6(b) mostram
que a superficie de Gurson foge a cota superior, e tende a sobrestimar o valor da tensao
de fluéncia do material.

Por causa das diferencas mencionadas no paragrafo anterior é preciso melhorar a
capacidade de representagao da superficie ®, alterando a expressao (6.3.1). Para isto
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Figura 6.6: Comparagdo com a estimativa dada pela (6.3.1) para diversos graus de vazio.

propoe-se a seguinte forma analitica

1
d=q—C 1= Cysin? [ 2] oy 1+ f2 — 2fC5 cosh . (6.3.8)
2P, Ceq

V3Cup
Oy
onde Ceq é dada pela (6.3.2), P, é o valor de p obtido para o = 1, e Cj, i = 1,...,4,
sao constantes adimensionais usadas para ajustar a curva, e dependem de cada modelo
particular. O ajuste dd como resultado as curvas que se mostram nas Figuras 6.7(a),
6.7(b) e 6.7(c) para cada um dos modelos considerados. Além disso, na Tabela 6.1/ e na
Figura 6.8 apresentam-se os valores dos coeficientes que realizam o ajuste das curvas para
cada um dos modelos e como funcao da fragao de vazio f. Note-se que o comportamento

destes coeficientes em funcao da fracao de vazio é qualitativamente similar para todos os
modelos.

6.3.3 Mecanismos de colapso plastico

Como se viu na secao anterior as curva de colapso de cada modelo diferem devido
as diferencas nas restrigdes cinematicas que os definem. Assim, cada um deles leva para a
macroescala o comportamento constitutivo dependente do colapso na microescala, o qual
depende por sua vez das hipéteses subjacentes a cada modelo. Portanto, é razodvel pensar
que em cada caso existe um mecanismo de colapso plastico caracteristico.

Na deducao da estimativa dada pela (6.3.1) o mecanismo que produz o colapso
assume uma forma predeterminada. Utilizando os modelos de multiescala o colapso
ocorre como conseqiiéncia de dois aspectos inerentes & microestrutura: (i) a caracteristica
geométrica e (ii) as restrigoes cinematicas que definem o modelo de multiescala. No ante-
rior nao foi mencionada a evidente dependéncia da resposta constitutiva escolhida para o
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Figura 6.7: Resultados numéricos e curvas de ajuste analiticas.
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Figura 6.8: Coeficientes que realizam o ajuste das curvas em funcao da fracao de vazio.
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7 0.5% 2%

N P M N P M
Ci | 1.04 | 098 | 098 | 1.17 | 1.055 | 1.055
C> | 0.005 | 0.02 | 0.06 | 0.0188 | 0.128 | 0.145
Cs | 6.776 | 8.034 | 8.08 | 552 | 645 | 6.45
Cy | 06347 | 0.63 | 0.635 | 055 | 0.535 | 0.535

7 10% 30%
N P M N P M

Cy | 158 | 1.235 | 1.23 | 2.05 | 1.295 | 1.26
C> | 0.035 | 0.255 | 0.2415 | 0.0459 | 0.345 | 0.307
Cs | 2.055 | 2.30 | 232 | 06344 | 0.81 | 0.90
Ci | 061 | 0615 | 0.645 | 099 | 1.01 | 1.00

Tabela 6.1: Valores dos coeficientes que ajustam as superficies de fluéncia.

material no continuo microscépico. Na Figural6.9/apresentam-se os mecanismos de colapso
para a microestrutura com um poro e com 10% de vazio. Esta comparacdo é feita para
um estado de deformagao macroscépico dado por € definido com o = 0 (ver as (6.3.4) e
(6.3.5)). Aqui se mostra a deformacao plastica acumulada no EVR apés ter alcangado
o colapso plastico. Vé-se que o mesmo varia de um modelo para outro. Em especial,
observa-se uma grande diferenca entre o modelo N e os modelos P e M. Na Figura [6.10
o mesmo resultado é mostrado no caso em que a deformacao € fica definida com o = 1.

(a) Modelo N. (b) Modelo P. (¢) Modelo M.
Figura 6.9: Colapso plastico para cada modelo. Deformagao definida para o = 0.

Também, a evidéncia numérica mostra que, para os diferentes valores de «, os me-
canismos de colapso dos modelos P e M sao bastante similares, o que condiz com a
proximidade entre as superficies de fluéncia como visto anteriormente. Conclui-se entao
que o modelo de flutuacao periédica constitui uma boa aproximagao do modelo de minima
restricao cinemadtica, o que representa uma boa noticia dada a maior complexidade en-
volvida na implementagao computacional do ultimo.

6.3.4 Sensibilidade da resposta constitutiva

Para ver como afeta a resolucao aproximada do problema no EVR a resposta cons-
titutiva que o problema na macroescala enxerga, realizou-se uma comparacao refinando a
malha de elementos finitos utilizada. O modelo de multiescala empregado é o de condigao
de flutuagao nula, isto é o modelo N. O experimento numérico foi feito para a microestru-
tura com trés poros e com 30% de vazio posto que se pressupoe que esta situagao é a
mais comprometida e na que maiores diferengas poderiam ocorrer. As malhas usadas nos
calculos sao mostradas na Figura 6.11.
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(a) Modelo N. (b) Modelo P. (c) Modelo M.

Figura 6.10: Colapso plastico para cada modelo. Deformacao definida para o = 1.
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(a) Malha grossa (1788 elementos). (b) Malha fina (10204 elementos).

Figura 6.11: Diferentes malhas de elementos finitos para o caso de 30% de vazio e trés poros.

Para ambos os casos calculou-se a superficie de colapso plastico como mostra a
Figural6.12. Observa-se que as maiores diferencas se dao para valores de a préximos de 1,
que sao aqueles para os quais a curva chega préximo do eixo horizontal. Como esperado, a
malha mais grossa dé como resultado a resposta de um material mais rigido. Logo, ao fazer
uso destes modelos, resulta importante levar em conta que, apesar desta ser uma diferenca
de carater meramente numérico, entra claramente em jogo no problema da macroescala
devido a que os erros cometidos na microescala propagam-se, através da homogeneizacao,
a macroescala afetando os resultados.

6.4 Resultados numéricos: O modelo de Zulliger

Nesta secao apresenta-se um exemplo da aplicacao dos modelos de multiescala de-
senvolvidos na Secao 5.2l na modelagem do sistema cardiovascular. A secédo estd focada
no calculo da resposta constitutiva no nivel da macroescala empregando um modelo mi-
croestrutural do tecido arterial. O exemplo segue as caracteristicas dos trabalhos [144, 167]
a fim de realizar uma comparacao qualitativa com os resultados obtidos nesses trabalhos.

6.4.1 Descricao do problema de interesse

Devido as caracteristicas dos materiais e das cargas atuantes, o problema da modela-
gem do tecido da parede arterial envolve grandes deformacgoes. Apesar de ter desenvolvido
toda a teoria das técnicas de multiescala, no Capitulo 5, para deformagoes infinitesimais, a
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Figura 6.12: Diferencas na superficie de colapso do modelo N para as duas malhas consideradas.

mesma ¢ extendivel a grandes deformacoes (ver [120]). O primeiro comentério que se deve
fazer é que em grandes deformacoes o modelo de minima restricao cinematica nao satisfaz
a invariancia frente a mudanca na configuragao usada para descrever os fenomenos. Em
outras palavras, as tensoes homogeneizadas calculadas empregando uma descricao ma-
terial diferem daquelas obtidas por meio de uma formulacdo espacial. Desta forma, na
comparagao feita a seguir usa-se o modelo de flutuagdo periédica (denominado modelo
P anteriormente). Somente emprega-se este modelo devido a que, para a faixa de de-
formacgoes que serd empregada, tanto o modelo de flutuagéo nula quanto o de flutuacao
periédica fornecem idénticos resultados. A seguir, realiza-se uma breve exposicdo dos
conceitos de multiescala neste caso mais geral de grandes deformacoes. As quantidades
homogeneizadas sao definidas de forma usual como

1
F = / F,dy, (6.4.1)
Vi Q,
para a deformacgao homogeneizada e
1
p— L / P, dy, (6.4.2)
Vi Q,

para a forma homogeneizada do tensor de Piola-Kirchhoff de primeira espécie. Aqui V,,
¢ o volume na configuragao de referéncia, e €2, é o dominio de referéncia. Lembre-se que
esta ultima expressao pode-se escrever, a partir da (5.1.22), como segue

1
P=— [ t°®@ydl. (6.4.3)
V. Jr,

Finalmente, o principio de Hill-Mandel neste caso estabelece que
) 1 ) )
P-F=_— / P, -F,dy VF, admissivel. (6.4.4)
Vi Ja,

Como feito ao longo da Secao 6.3, aqui assume-se que os elementos constituentes da
microcélula respondem a um modelo constitutivo fenomenolégico, isto é
v,

P, = = Fu(Fy) = Fu(F + 1+ Vi), (6.4.5)
OF,
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onde foi empregada a decomposicao F, = F + Fu =F +1I+ Vu,. O problema consiste,
restringindo o enunciado ao modelo de flutuagao periédica que sera usado aqui, no seguinte:

Problema 6.4. Dada uma deformagdao F, encontre a flutuagcdo do campo de deslocamen-
tos a, € ij tal que

/ F,F+I+Vua,) Vndy=0 Vn e Vﬁ, (6.4.6)
QN

onde Vﬁ denota o espaco correspondente ao modelo de flutuacdo periddica e V € o gra-
diente com relacdo as coordenadas materiais. Logo depois calcule a tensao homogeneizada
P usando a (6.4.3)).

O problema da modelagem da parede arterial, como explicado acima, difere noto-
riamente da situacao tratada na Secao [6.3. Em primeiro lugar desconsidera-se qualquer
tipo de comportamento dissipativo, sobretudo ao nao levar em conta a friccdo entre os
materiais que compoem a estrutura. Embora o problema seja realmente tridimensional, o
tecido arterial é modelado em estado plano de tensao seguindo as justificativas expostas
em [167]. Assim sendo, uma microcélula é um elemento representativo da parede ar-
terial cuja forma mostra-se na Figura 6.13. Emprega-se uma matriz hipereldstica para
modelar o comportamento da elastina, enquanto que se considera a presenca de coldgeno
através da inclusao de barras unidas a determinados pontos da estrutura que representam
a elastina. Logo, nao sao incluidos nesta modelagem nem o musculo liso nem o fenémeno
de viscoelasticidade. Além disso, o material é considerado incompressivel.

Colageno —

a\\bc d c b a

\_/ i ]k T 1 k ] i

n o o n m

;fot q r S t 0t S r q

: u \R X X w VvV u H

u v W X X w Vv u

r S tt S r q

m n o P p o n m

i k 11 k j i

€ f g g e

v a b ¢ d d c b a
Elastina L

Figura 6.13: Esquema para a modelagem multiescala da parede arterial.

Para a representacao da matriz hipereldstica assume-se uma funcao de energia de
deformacao W, dada por (ver [167])

lIlelas = Celas(ll - 3)3/27 (647)

onde c¢gjqs caracteriza a propriedade material da elastina, e 1 = tr C é o primeiro invariante
do tensor de Cauchy—Green C. O colageno é representado por meio de barras entrelagadas
em forma romboidal, cuja disposicao é determinada através de um dado angulo o, como
mostrado na Figura 6.13. Estas barras também sofrem grandes deformacées, e a resposta
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do material deriva-se da seguinte fungao de energia de deformagao (ver [167])

0 se € < Eqtiv,
‘I’col = = Tt (648)
Ccol(6 — Eativ — log (5 — Eativ + 1)) se € > Eativ

onde €445 € a deformacao de ativagao das fibras de coldgeno e e = A —1, sendo A o alonga-
mento axial das fibras. A determinacao de e44;, para cada fibra é tal que a distribuicao
do valor dentre aqueles possiveis é consistente com [167]. Além disso, c.o é 0 médulo
de rigidez do coldgeno. De acordo com a Figura [6.13, o estado plano de tensao ocorre
no plano dado pelo eixo circunferencial e pelo eixo axial. Nesta secao estudam-se trés
casos cuja diferenca é na distribuicdo espacial do valor de e44,. Todos os casos possuem
o mesmo valor médio, que é &4, = 0.6604. Na Tabela 6.2 apresentam-se os casos A e B
como duas possiveis distribuigoes do parametro £4¢,, € finalmente no caso C' assume-se
que todas as fibras sao idénticas. Com respeito ao valor de c..; todas as fibras sao iguais.

Cédigo da fibra (ver Figura 6.13) Valor de €ativ

Caso A | Caso B | Caso C
a 0.67 0.57 0.6604
b 0.64 0.67 0.6604
¢ 0.7 0.64 0.6604
d 0.57 0.7 0.6604
e 0.62 0.65 0.6604
f 0.68 0.62 0.6604
g 0.61 0.68 0.6604
h 0.65 0.61 0.6604
i 0.7 0.55 0.6604
j 0.68 0.7 0.6604
k 0.65 0.68 0.6604
1 0.55 0.65 0.6604
m 0.66 0.72 0.6604
n 0.67 0.66 0.6604
o 0.73 0.67 0.6604
P 0.72 0.73 0.6604
q 0.66 0.75 0.6604
T 0.6 0.66 0.6604
S 0.65 0.6 0.6604
t 0.75 0.65 0.6604
u 0.66 0.8 0.6604
v 0.64 0.66 0.6604
w 0.59 0.64 0.6604
X 0.8 0.59 0.6604

Tabela 6.2: Valores de €44, para as fibras de coldgeno nos diferentes casos.

Todos os valores das quantidades fisicas que caracterizam a microestrutura foram
escolhidos dentro da faixa de valores fisioldgicos, similares aos dados em [144], 167]. Logo

Cetas = 24.6458 kPa Ceor = 101800 kPa,
L = 3559.78 H = 3000, (6.4.9)
h = 500 o = 29.32°,
A, = 72308.5,

onde L, H e a correspondem as medidas da Figura 6.13, h é a espessura da microcélula e
A, é a area das barras de coldgeno. Com estes valores assegura-se que a relacao entre o
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volume do coldgeno e o da elastina é

Velas 0.306
L = —— =1.50739 6.4.10
Vel ~ 0.203 ’ (6.4.10)
como em [167], sendo que
V= Ve 1 Vel (6.4.11)

Por tltimo, veja que o Problema 6.4 provido com as leis constitutivas derivadas de (6.4.7)
e (6.4.8) é nao linear tanto geométrica como constitutivamente. A linearizacao é realizada
por meio do método de Newton—Raphson.

Vale a pena mencionar que a caracterizagdo constitutiva de um tecido biolégico
escapa facilmente a capacidade de representagao dos modelos fenomenolégicos. Para levar
em conta a acao do coldgeno, na maioria dos trabalhos que empregam esta abordagem
cldssica, colocam-se fungoes de energia de deformacao constituidas por partes isotrépicas
e anisotrépicas [69, [167], ou seja

W =W, + ¥,.niso- (6.4.12)

A anisotropia é incorporada no nivel da lei constitutiva macroscépica o que, de alguma
forma, deve representar a existéncia do colageno que propicia dire¢oes bem determinadas
para o comportamento do material. De forma completamente diferente, embora com o
mesmo objetivo, ao empregar técnicas de multiescala a anisotropia decorre diretamente da
prépria estrutura escolhida para o EVR, sem qualquer consideracao sobre anisotropia adi-
cional na microestrutura. Ou seja, o fendmeno de anisotropia macroscépico é resultado do
arranjo geométrico escolhido e das propriedades do material atribuidas a microestrutura.
Surgem, portanto, muitas possibilidades como, por exemplo, o estudo sobre como varia o
comportamento quando se altera o arranjo das fibras de coldgeno, chegando ao ponto de
poder avaliar a situacao de arranjos com caracteristicas quase arbitrarias, ou inclusive ver
como muda a resposta quando as fibras variam sua deformacgao de ativacao e quando se
consideram diferentes valores de c.,;. Estes tltimos casos nao poderiam ser abordados tao
facilmente com as técnicas classicas.

6.4.2 Recuperacao da resposta constitutiva

Como dito, para obter a resposta constitutiva homogeneizada precisa-se resolver o
Problema 6.4/ fornecendo a deformacao F que atua como o dado que provém da macroescala.
Dada a geometria da Figura 6.13, resulta mais conveniente trabalhar em coordenadas
cilindricas (7,0, z), logo, em funcao destas coordenadas, o estado plano de tensao ocorre
no plano cartesiano determinado pelos vetores unitérios ey e e,. A fim de alcancar a faixa
de deformacées factiveis de serem sofridas pela artéria no processo de carga que serd usado
na préxima secao, considera-se que o tensor de Cauchy—Green C, dado nas coordenadas
(r,0,z) e dependente de um parametro real k, é dado por

(2.0164(0.6 + 0.05k))~* 0 0
C= 0 0.6+0.05k 0 |, (6.4.13)
0 0 2.0164

onde o valor de k varia no intervalo [0,52]. Dado o estado plano de tensao, veja que
somente as componentes (6, z) sdo requeridas. Logo, o tensor que é fornecido como dado

ao problema é o seguinte
Fy = (V 0.6 “5 0.05k 132> , (6.4.14)
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onde o indice 2 faz referéncia ao tensor reduzido a duas dimensoes.

Devido a natureza diferente dos modelos matemaéticos dos elementos que compdem
a célula sob estudo, para calcular a tensao homogeneizada é preciso empregar uma versao
levemente generalizada da expressao (6.4.3)). Tal generalizagao é

1
P=— |:/ :las ® de + 4 Z tgol ® y:| ) (6415)
VM leas

1€Zco1

onde Z.,; é o conjunto de barras que se encontram sobre o contorno da célula. Esta
expressao leva em conta, de forma separada, as tracoes t¢, . e to, que sao produzidas
na matriz eldstica e nas fibras de coldgeno, respectivamente. Na expressao acima, I‘Zlas
denota somente o contorno da célula que corresponde a elastina.

Assim sendo, a presente andlise também pode ser enxergada como uma andlise de
sensibilidade a distribuicao do valor de €44, das fibras de coldgeno no material. Por um
lado, a Figura6.14] mostra a relacao entre a tensao circunferencial Pyg e a correspondente
deformacao circunferencial Cyy para as trés distribuigoes de coldgeno estudadas. Por outro
lado, a Figura6.15/ mostra a relagao entre a tensao axial e a deformagao na dire¢ao circun-
ferencial, novamente para os trés casos sob andlise. Vé-se que o fenémeno de aumento da
tensao para os valores mais elevados de deformacao ocorre efetivamente devido a ativagao
das fibras de coldgeno. Observa-se também que a distribui¢ao do coldgeno afeta a relagao
constitutiva homogeneizada. Em particular, no caso C' a ativagao das fibras nao ocorre
gradativamente, mas de uma sé vez ao superar o valor de deformacao de ativacao.

1200 4
1000 +
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-+ Caso B
400 4 -=-Caso C

Pyo [kPa]

200 -
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'200 T T T T T 1
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Figura 6.14: Relacao entre tensdo circunferencial e deformacao circunferencial.

Com este exemplo, a modelagem de multiescala prova mais uma vez ser capaz de
capturar um maior detalhe do problema constitutivo. Com efeito, a diferenca observada
entre os casos A e B é devido exclusivamente a alteragdo da microestrutura, em particular
do arranjo das fibras de coldgeno. Apesar dos dois arranjos possuirem uma correspondéncia
um a um com respeito aos valores de g4, (somente houve uma recolocacao das fibras na
matriz), a estrutura do caso B resulta ser mais rigida que a do caso A.

Na secao seguinte utilizam-se estes resultados para analisar a resposta macroscépica
de um tubo cilindrico sujeito a uma pressao interna e a uma tracao axial.

6.4.3 Aplicagao a um problema simplificado

A seguir apresenta-se uma aplicagao dos resultados obtidos na se¢ao anterior. Para
isto coloca-se um problema simplificado que visa simular o inflado e o estiramento axial
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Figura 6.15: Relacao entre tensao axial e deformacao circunferencial.

de uma artéria com um comportamento dado pelo material analisado na secao anterior.
Isto é feito para um tubo cilindrico sob a hipdtese de simetria, resultando, portanto, um
problema unidimensional. O estado de cargas aqui considerado pode ser abordado através
da hipétese de estado plano de tensao empregada na secao anterior, com a conseqiiente
aplicabilidade dos resultados obtidos.

Sabe-se que as artérias guardam um estado residual de tensao, o qual pode ser ali-
viado apés realizar um corte longitudinal, produzindo a abertura do segmento [167]. Vendo
a geometria como um cilindro, ao realizar o corte este adqiiire uma abertura que é carac-
terizada por um angulo ©, (denominado dngulo de abertura) como mostra a Figura 6.16.
Também na mencionada figura vé-se que existem dois conjuntos de coordenadas, as de
referéncia (R, 0, Z) no qual o estado da artéria é sem tensdo, e as reais (1,6, z), no qual
aparece o estado de deformacao. Assim, a artéria possui raios interno R; e externo R, na
configuracao da esquerda na Figura 6.16, e raios r; e 7. na configuracao da direita mesma
figura.

Figura 6.16: Esquema geométrico do problema macroscépico.
O mapeamento entre ambos os sistemas de coordenadas é o seguinte

r=r(R) 0= 616 z=M\Z, (6.4.16)
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onde A é o alongamento na direcao z. Logo, sabendo que

or r 00 0z
_ == 4.1
3R Ag (6.4.17)

Ar “Ro® T oz

e considerando a incompressibilidade do material que estabelece que A\ -A\gA, = 1, tem-se

_O,R nr

)\r GZEE

= 2= A 4.1
—= A=A (6.4.18)

Logo, combinando todas estas expressoes e integrando a forma resultante de % obtém-se
a relacdo r = r(R), ou equivalentemente a inversa R = R(r)

R = \/Rg — 7(:)—)\(7"3 —r2). (6.4.19)
o

Desta expressao pode-se obter a relagao entre r; e r. que resulta

)
Y ey a0
A
De acordo com as consideragoes feitas acima, a equacao que governa o equilibrio da parede

arterial é (ver [69, [167])

Te 1
pi =/ (069 — o) dr, (6.4.21)

onde p; é a pressao interna. Aqui procura-se estabelecer qual a relacdo entre p; e o raio
externo r.. Veja que devido ao estado plano de tensao a tnica contribuicdo na expressao
(6.4.21) vem dada pela componente desviadora da tensao ogg, denominada 039 (note que
as componentes hidrostédticas se anulam). Também, a componente desviadora de ogy é

oo = Ao Pao, (6.4.22)

onde Pyy é a componente principal do tensor de Piola—Kirchhoff de primeira espécie na
direcao circunferencial. Aqui introduz-se o resultado da se¢do anterior, onde foi calculado
Pyy para uma faixa de valores da deformacao Cyg. Para obter a pressao interna para um
dado raio externo 7, é preciso resolver a integral (6.4.21) apds substituir nela as (6.4.18),
(6.4.19), (6.4.20) e (6.4.22), onde também deve ser observado que

Pag = Ppo(Cog) = Pag(Mg) = Poo((&=%)°)- (6.4.23)

Os valores escolhidos para este caso sao R; = 0.96 mm, R, = 1.102 mm, 6, = 112°
e A = 1.42. Para atingir toda a faixa de valores de Cpyy testados na secado anterior na
obtengao de Pyg, propoe-se que o raio externo (a varidvel independente) esteja no intervalo
re € [0.625 mm, 1.125 mm], desta forma resulta Cypg € [0.735, 3.1875].

Na Figura 6.17 mostra-se a relagao entre a pressao interna p; e o raio externo r, ou
seja, cada ponto da curva é uma situacao de equilibrio. Também inclui-se um detalhe com
os eixos do grafico invertidos para mostrar uma versao da figura também muito divulgada
deste tipo de comportamento do tecido arterial. O resultado é apresentado para as trés
distribuigoes de coldgeno tratadas na segdao anterior. Como esperado, dado que cada
distribui¢do da como resultado um comportamento diferente, ao se ativarem as fibras de
colageno surge uma discrepancia entre os trés modelos. Como comentario geral, vé-se que
a tipica curva em forma de S invertida é recuperada com sucesso pelo modelo constitutivo
de multiescala, manifestando o aumento da pressao ao alcancar um valor do raio tal que a
ativacao do colageno faz-se presente. Deve-se dizer que o valor de pressao a partir do qual
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ocorre o aumento da mesma de forma considerdvel, aproximadamente 9 kPa, coincide com
os dados obtidos experimental e numericamente em [144} [167].
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Figura 6.17: Pressao interna em funcao do raio externo da artéria.

Desde ja, todos os valores das propriedades fisicas usados neste exemplo sao dis-
cutiveis, e em geral a literatura estd de acordo na elevada incerteza na determinacgao
destes parametros, além da grande variabilidade encontrada de uma amostra a outra.
Entretanto, pode-se concluir que esta classe de modelos de multiescala prové uma ferra-
menta muito potente, devido ao grande controle que se tem sobre a microestrutura, a
fim de ajustar as respostas constitutivas obtidas numericamente com medicgoes realizadas
experimentalmente.

6.5 Comentarios finais

Neste capitulo foi frisado como, através de técnicas de multiescala, a microestru-
tura afeta de forma direta aos fendomenos da escala do problema real. Além do mais, a
formulagao do problema estd atrelada a escolha do modelo de multiescala a ser utilizado,
ou seja, ao espaco YV, que serd escolhido. Observou-se que diferentes escolhas levam a
diferencas aprecidveis na macroescala, salientando a necessidade de hipdéteses firmes que
justifiquem a selecao de um ou outro modelo.

Das evidéncias numéricas, pode ser confirmado que o modelo de flutuacdo nula
(modelo N) constitui uma cota superior para a resposta constitutiva homogeneizada, ao
mesmo tempo que o modelo de minima restri¢ao cinemética (modelo M) é a cota inferior.
Além disso, viu-se que o modelo de flutuagao periédica (modelo P) estd muito préximo
do modelo M. Isto levanta a questao da conveniéncia entre um modelo e outro, sobretudo
levando em conta a maior complexidade na implementagao do modelo M. Por outro lado,
de acordo com o que foi feito aqui, conclui-se que é possivel propor modelos constitutivos
macroscopicos e calibra-los em funcao do comportamento microestrutural, potenciando a
modelagem constitutiva fenomenolégica.

Os problemas para os quais se apresentaram resultados numéricos sao relativamente
simples. O primeiro caso nao envolve grandes deformagoes, e nem sequer considera uma
microestrutura muito complexa enquanto que no segundo, apesar de considerar grandes
deformacoes, nao leva em conta fenomenos dissipativos. Mesmo assim, os resultados
numéricos permitem ver quao importante é caracterizar de forma adequada a resposta
constitutiva de um material, a0 mesmo tempo que mostram que a modelagem por técnicas
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de multiescala constitui uma poderosa ferramenta a fim de abordar consistente e sistemati-
camente a modelagem constitutiva de materiais de complexa resposta. Isto foi comprovado
com evidéncias numéricas (i) na modelagem constitutiva do colapso pléstico de um mate-
rial poroso e (ii) na modelagem constitutiva do tecido da parede arterial. Em particular
com relacao ao segundo exemplo, diversas pesquisas estdao sendo desenvolvidas a fim de
caracterizar os materiais de indole biolégica. O maior interesse é posto na calibracao de
modelos macroscépicos a partir da resolucao de um problema na microescala continuando
o caminho delineado na iltima parte deste capitulo (ver também [144] e as referéncias ali
citadas). Os resultados aqui apresentados sao muito promissores e estabelecem um rumo
claro a fim de direcionar a pesquisa das técnicas de multiescala as aplicagoes na modelagem
do sistema cardiovascular.

Contribuicoes do capitulo

A implementacao computacional dos conceitos tedricos do Capitulo [5 desenvolvida
na Secao 6.2 constitui uma parte da contribuicao deste capitulo, sobre todo a do modelo de
minima restri¢ao cinemaética que fora apresentada na Secao6.2.3. Lembre que este modelo
condiz com um modelo de tracao uniforme na fronteira do EVR, portanto na literatura
a abordagem empregada é a partir do fornecimento de um valor de tracao constante no
contorno. O tratamento realizado aqui difere da literatura existente no nivel do problema
aproximado pois o processo de carga do EVR ¢ feito controlando, em todos os modelos, a
deformacao em lugar da tensao. De fato, com esta abordagem é possivel posteriormente
efetuar as comparacoes entre as respostas constitutivas dos diferentes modelos como feito
na Secao 6.3, cujo material é a outra parte da contribuicao deste capitulo.

A implementagao computacional desenvolvida na Segao 6.2 e os resultados numéricos
apresentados na Segao 6.3 formam parte do ntcleo da publicacao [51] assim como de um
trabalho resumido apresentado em congresso, os quais sao:

e S.M. Giusti, P.J. Blanco, E.A. Souza Neto e R.A. Feijéo, An assessment of the
Gurson yield criterion by a computational multi-scale approach, Aceito para ser pu-
blicado em Engng. Comput., 2008.

e S.M. Giusti, P.J. Blanco, E.A. Souza Neto e R.A. Feijoo, Multiscale modelling of
ductile porous metals: determination of macroscopic yield surfaces, Anais do ENIEF
2007. Cordoba, Argentina, 2007.



Conclusoes

Neste capitulo conclusivo enumeram-se os tépicos especificos que devem ser consi-
derados como os principais resultados obtidos no decorrer desta tese. A apresentacao e
discussao vai dos resultados e conceitos gerais aos particulares, expondo as implicagoes
tedricas e praticas dentro de um cendrio de pesquisa futuro.

Discussao e comentarios gerais

Nesta tese tém sido desenvolvidos principios variacionais correspondentes a modelos
matematicos aplicaveis a diversos problemas no contexto da modelagem do sistema car-
diovascular humano. De forma geral pode-se dizer que o marco variacional tem-se apre-
sentado como uma ferramenta poderosa e consistente para abordar novas problemaéticas.
O procedimento claro e sistematico da construcao das novas formulagoes variacionais que
foram propostas neste trabalho tem permitido entender de uma forma precisa e acabada
todos os conceitos por tras dos respectivos modelos matematicos, o que é imperativo na
hora de atacar novas questoes. Além desta grande vantagem da metodologia variacional,
a mesma possui, em forma de corolario, a vantagem de fornecer um caminho direto para
realizar a aproximagao numérica do modelo construido. Em outras palavras, apds colocar o
problema mediante um principio variacional determinado fica estabelecido de forma quase
direta um caminho a ser percorrido para resolvé-lo de forma aproximada. Isto tem ficado
de manifesto ao longo das diferentes aplicagoes apresentadas neste trabalho.

Em resumo, nesta tese tem-se fornecido novos principios variacionais para lidar com
questoes que nao tinham sido ainda colocadas na literatura dentro de um marco variacional
claro. Isto foi feito nos seguintes contextos: (i) acoplamento de modelos cinematicamente
incompativeis (ou modelos de diferente dimensao), (ii) modelagem do problema de in-
teragao fluido—estrutura via métodos baseados na imersao de dominios e (iii) modelagem
constitutiva via técnicas de multiescala. A seguir desenvolve-se cada um destes tépicos de
forma mais detalhada.

Discussao e comentarios particulares

Ao longo das trés partes componentes desta tese foram abordados diferentes proble-
mas cujo nexo comum € a modelagem do sistema cardiovascular humano. Os principais
aspectos que devem ficar salientados como os mais relevantes dentro de cada secao sao os
seguintes.

Sobre os resultados da Parte I

Na primeira parte da tese foram dados os fundamentos tedricos de carater geral para
formular o problema de acoplamento dos denominados modelos cinematicamente incom-
pativeis. Como conclusao principal deve ser sublinhada a colocacao de forma sistemética de
conceitos que permitem tratar com relativa facilidade e clareza o acoplamento de modelos
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de diferente dimensdo. A vantagem na nova forma de entender este problema reside em
enxergar o acoplamento entre os modelos como um problema no qual hé duas, ou mais,
cinematicas presentes que a priori nao sao compativeis. Logo, tais incompatibilidades
sao contornadas através dos aqui denominados principios variacionais estendidos. Estes
novos principios variacionais regem o conceito de equilibrio nestas novas situacoes, e foram
desenvolvidos estabelecendo passo por passo e de forma explicita todas as hipdteses que
entram em jogo na construcao dos modelos. Esta maneira de formular o problema tem
apresentado duas grandes vantagens: (i) o entendimento do modelo matemético final é
completo e (ii) os fundamentos propostos mediante os principios variacionais estendidos
sao de carater geral e portanto aplicaveis a novas situagoes.

Com respeito as aplicagoes, viu-se que tanto na mecéanica dos sélidos como na
mecanica dos fluidos os resultados obtidos sdo muito promissores. Em particular, em
funcao das aplicagoes na modelagem do sistema cardiovascular vé-se que o emprego de
modelos acoplados permite atacar desafios novos e inclusive problemas a grande escala em
hemodinamica. Em certas situagoes a simulagao via modelos acoplados é a tnica forma de
dar uma resposta baseando-se em um modelo numérico (lembre do caso da sensibilidade
ao haver uma estenose ou um aneurisma) sem ter que efetuar a modelagem tridimensional
completa. Logo, o modelo acoplado do sistema cardiovascular desenvolvido e apresentado
aqui constitui um avanco na direcao de conseguir realizar modelagem e simulacao em
hemodinamica levando em conta as complexas interacoes existentes no sistema arterial.

Os objetivos alcangados nesta primeira parte sao enumerados a seguir:

i. fundamentacao dos conceitos tedricos por tras de problemas com incompatibilidades
cinematicas;

ii. colocagao variacional do problema de acoplamento de modelos de diferente dimensao
em transferéncia de calor;

iii. colocagao variacional e aproximagao numérica do problema de acoplamento de modelos
de diferente dimensao na mecanica dos sdlidos;

iv. colocacao variacional e aproximacao numérica do problema de acoplamento de modelos
de diferente dimens&o na mecanica dos fluidos;

v. construcao de um modelo do sistema cardiovascular acoplado 3D—1D para modelagem
de problemas em hemodinamica.

Sobre os resultados da Parte 11

Nesta parte da tese foi atacado o problema de interacao fluido—estrutura empregando
métodos que fazem uso de dominios imersos. Nesta direcao foi fornecida uma nova forma
de enxergar o problema, conseguindo ao mesmo tempo desenvolver generalizagoes de di-
versas metodologias encontradas na literatura. Por um lado, foi apresentado um principio
variacional, denominado Método de Dominios Imersos, que é a generalizacao dos métodos
de elementos finitos imersos e do continuo imerso. Este novo modelo proposto permite
realizar a modelagem de fluidos e sélidos que podem possuir caracteristicas de compres-
sibilidade/incompressibilidade arbitrérias entre si, aspecto que nao tinha sido tratado na
literatura. Além disso, foi apresentada a linearizacdo do problema mediante a obtencao
do operador tangente consistente, questao que também é pouco freqiiente na literatura
relacionada. Por outro lado, foi desenvolvido um principio variacional, chamado Método
de Cascas Imersas, que constitui uma generalizacdo dos métodos de contornos imersos
encontrados habitualmente na literatura. Esta generalizagao apresenta uma nova situagao
na qual ocorre uma descontinuidade no campo de velocidade do fluido e que permite extrair
conclusoes acerca da natureza dos fenomenos fisicos presentes dentro da formulacao. Além
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disso, o caminho percorrido tem permitido clarificar diversos pontos que na literatura sao
considerados muito superficialmente, entre eles: (i) quais as hipdteses cinemadticas usadas
na construcao dos modelos, (ii) como se conformam os esforcos generalizados que dao lugar
a resposta constitutiva da estrutura, e (iii) qual a justificativa para considerar e/ou des-
considerar os fenémenos de flexao, e em caso de considera-los quais as suas conseqiiéncias.
A abrangéncia deste modelo é maior devido a presenga dos fenomenos de flexdo no balango
de poténcias, o que permite pensar em novas aplicacgoes.

Com referéncia aos resultados numéricos apresentados viu-se que o aqui denominado
Método de Dominios Imersos constitui uma ferramenta atraente a fim de prover uma alter-
nativa as metodologias classicas de modelagem do problema de interacao fluido—estrutura.
Isto foi comprovado através de diversos exemplos que representam mecanismos fisicos de
complexidade relativamente elevada.

Os objetivos alcancados nesta segunda parte sdo enumerados a seguir:

i. colocagao variacional consistente do problema de interagao fluido—sélido, para fluidos e
sélidos compressiveis/incompressiveis, empregando conceitos de imersao de dominios;

ii. fundamentacao dos aspectos envolvidos na conformacao da forca de volume que surge
nos métodos que empregam conceitos de imersao de dominios;

iii. obtencao do operador tangente resultante na versao linearizada do Método de Dominios
Imersos;

iv. colocacao variacional consistente e aproximacao numérica do problema de interacao
fluido—sélido rigido empregando conceitos de imersao de dominios;

v. colocagao variacional consistente do problema de interacao fluido—casca, empregando
conceitos de imersao de superficies;

vi. fundamentacao dos aspectos envolvidos na conformacao da forca de volume que surge
nos métodos de contornos imersos.

Sobre os resultados da Parte III

Na ultima parte da tese foi tratado o problema de como modelar uma resposta cons-
titutiva utilizando técnicas de multiescala. Para isto empregaram-se idéias ja desenvolvi-
das na literatura que fazem uso de modelos cinemdticos para a colocagao dos principios
variacionais que governam o equilibrio na microescala. Nestes modelos utiliza-se a de-
formacao como varidvel principal que comanda os fenémenos no problema. Percorrendo
um caminho andlogo foi possivel realizar uma extensao da teoria colocando os principios
variacionais empregando conceitos de dualidade classicos da mecanica. Nestes modelos
os fenomenos sao comandados pela varidvel tensao, estabelecendo uma alternativa para
entender o problema de acoplamento entre macroescala e microescala. Em segundo lugar,
e voltando aos modelos cineméticos, realizou-se a implementagao computacional de cada
um deles e foi possivel analisar a sensibilidade, de forma quantitativa e qualitativa, da
resposta constitutiva de uma determinada microestrutura as hipdteses cinemdticas que
definem cada um deles.

Os objetivos alcancados nesta terceira parte sdo enumerados a seguir:

i. colocacao variacional consistente do problema de modelagem constitutiva de multies-
cala empregando conceitos de dualidade em mecéanica;

ii. implementacao computacional dos modelos de multiescala cinemaéticos;

iii. recuperacao da resposta constitutiva macroscopica para materiais porosos com com-
portamento elasto-pldstico empregando diferentes modelos de multiescala cinematicos;
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iv. recuperacao da resposta constitutiva macroscépica de um material biolégico como
o encontrado na parede arterial, incluindo as contribuicées de componentes como a
elastina e o colageno.

Implicagoes tedrico—praticas e cenarios futuros

Espera-se que os modelos cinematicamente incompativeis, ou modelos acoplados de
diferente dimensao, adquiram um papel mais relevante na modelagem computacional ao
momento de atacar novos problemas em transferéncia de calor, na mecanica dos sélidos e na
mecanica dos fluidos. Como discutido, as situagoes mais favordveis para o uso destes mo-
delos sao aquelas nas quais identificam-se, dentro de um grande sistema e/ou mecanismo,
sub-sistemas com caracteristicas particulares factiveis de serem considerados mediante
diferentes modelos fisicos. Vale a pena remarcar que isto é algo muito comum de ser
encontrado em muitas areas da engenharia.

Passando aos modelos de interacao fluido—estrutura que empregam como base a
imersao de dominios, estes estao encaminhando-se como os principais métodos para lidar
com situacoes de elevada complexidade com relagao a configuragdo geométrica do sistema,
sobretudo quando se pensa no comportamento arbitrario de estruturas interagindo com
fluidos. Como comentado, exemplos disto sao os estudos de particulas imersas em sistemas
fluidos, assim como a modelagem da valvula adrtica, sé para citar alguns casos dentro da
modelagem do sistema cardiovascular.

Por tdltimo, com relagao a modelagem constitutiva de multiescala, é claro que esta
forma de colocar o problema possui potencialidades que ainda nao conhecem limites. Por-
tanto, estas técnicas continuarao a ter um importante papel no estudo de materiais de
complexa conformacao como sao os tecidos biologicos. Um dos préximos passos nesta
direcao é o uso de modelos de multiescala, ou de respostas constitutivas obtidas via mo-
delos de multiescala, em problemas de grande escala como os vistos nas Partes I e II da
tese.

Fazendo uma recolegao de todos os conceitos tratados neste trabalho pode-se pensar
em um exemplo que amalgama modelos cinematicamente incompativeis com problemas
de interacao fluido—estrutura e modelagem constitutiva de multiescala. Tal exemplo é o
da modelagem da vélvula aértica. Assim sendo, pode-se imaginar a regiao tridimensional
correspondente ao segmento arterial no qual se encontra a valvula. A mesma é modelada
por meio de um material cuja resposta constitutiva é obtida através de técnicas de mul-
tiescala (aqui empregar-se-iam as idéias da Parte III). Ao mesmo tempo deve-se modelar
a dindmica da interacdo entre a valvula e o sangue durante cada batimento cardiaco (aqui
empregar-se-iam as idéias da Parte IT). Finalmente tal segmento tridimensional encontra-se
imerso em um modelo do sistema arterial construido mediante modelos unidimensionais
(aqui empregar-se-iam as idéias da Parte I). Este exemplo engloba e resume todos os
tépicos tratados em cada uma das partes.

Referentes & modelagem do sistema cardiovascular, o emprego de modelos como
os aqui desenvolvidos continuard a possuir um carater fundamental na pesquisa dentro
da area. Exemplo disto é a constante busca da comunidade cientifica por melhorar as
representagoes matematicas existentes, as quais passam a ter, cada vez mais, uma maior
relevancia dentro da comunidade médica objetivando contribuir no entendimento dos dife-
rentes fenomenos fisicos que se sucedem no sistema cardiovascular. Embora tenha havido
uma ampla tendéncia da comunidade de pesquisadores nesta direcao, o campo encontra-se
ainda em aberto, apresentando constantemente novos desafios, parte dos quais podem ser
abordados com sucesso através de técnicas como as aqui apresentadas.

Por ultimo, uma lista da producao cientifica resultante desta tese pode ser encon-
trada ao final de cada capitulo.
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