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DE COMPUTAÇÃO CIENTÍFICA COMO PARTE DOS REQUISITOS NECES-
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Resumo da Tese apresentada ao LNCC/MCT como parte dos requisitos necessá-
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No contexto das teorias de perturbação estocástica, analisamos a acurácia

de dois modelos poroelásticos lineares aplicados a meios porosos altamente hete-

rogêneos sujeitos as incertezas na permeabilidade e nas constantes elásticas. Os

modelos poroelásticos completamente e fracamente acoplados analisados surgem

caracterizados pelo grau de intensidade de acoplamento entre a hidrodinâmica go-

vernante da percolação do fluido e a poromecânica que rege as deformações da

matriz porosa. Novas equações efetivas para os momentos das soluções são obtidas

fazendo uso de técnicas de expansão assintótica. À luz da teoria de perturbação,

são estabelecidas hipóteses simplificadoras que elucidam o domı́nio de validade do

modelo fracamente acoplado, amplamente utilizado nos simuladores de Reserva-

tórios de Petróleo, na presença de heterogeneidades e correlação nos coeficientes

poroelásticos. Simulações computacionais do processo de extração primária de

petróleo são realizadas utilizando técnicas de Monte Carlo em conjunção com mé-

todos de elementos finitos. Resultados numéricos obtidos confirmam claramente a

conjectura estabelecida pela teoria de perturbação relacionada com a inacurácia do

modelo fracamente acoplado na presença de variabilidade nas constantes elásticas.

A metodologia empregada permite quantificar a distância entre os dois modelos

poroelásticos, e consequentemente, propor a escolha do modelo apropriado para

diferentes condições de carregamento e variabilidade da formação geológica.
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In the context of the stochastic perturbations theories we analyze the ac-

curacy of two linear poroelastic models applied to highly heterogeneous porous

media subject to uncertainties in the permeability and the elastic constants. The

poroelastic models completely and weakly coupled analized arise characterized by

the degree of intensity coupling between the hydrodinamics, governor of the perco-

lation of the fluid and poromechanics which governs the deformation of the porous

matrix. New equations for the moments of effective solutions using techniques

of asymptotic expansion. In light of the perturbation theory are set simplifying

assumptions that clarify clearly the domain of validity of weakly coupled model,

widely used in simulation of oil reservoirs in the presence of heterogeneities and

correlation in poroelastic coefficients. Computational simulations of the primary

extraction of oil process are carried out using Monte Carlo techniques in conjunc-

tion with finite element methods. Results obtained clearly confirm the conjecture

established by the perturbation theorie related with the inaccuracy of the weakly

coupled model in the presence of variability in the elastic constants. The metho-

dology used allows to quantify the distance between the two poroelastics models

and therefore propose the appropriate model for different conditions of loading and

variability of the geological formation.
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dias, quando K e E são aleatórios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125

8.25 Comparação dos perfis da média da pressão normalizada obtidos

pelos modelos totalmente e fracamente acoplados para três tempos . 127

8.26 Comparação entre os perfis da média da pressão normalizada obtidos

pelos modelos totalmente e fracamente acoplados para dois tempos 128

8.27 Comparação entre os perfis da velocidade de Darcy na direção y

obtidos pelos modelos totalmente e fracamente acoplados para três

tempos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129

8.28 Comparação entre os perfis da velocidade de Darcy na direção y

obtidos pelos modelos totalmente e fracamente acoplados para dois

tempos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130

8.29 Comparação entre os perfis da médias do deslocamento vertical do
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S compressibilidade
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Caṕıtulo 1

Introdução

Fenômenos caracterizados pelo acoplamento hidromecânico em meios porosos

envolvem dois processos termodinâmicos básicos: o movimento do fluido através

dos poros e a deformação da matriz porosa, os quais interagem mutuamente. Va-

riações na pressão do poro produzem alterações no estado de tensões efetivas do

esqueleto poroso provocando a deformação da matriz porosa que por sua vez induz

perturbações no escoamento do fluido devido a variações nas propriedades da rocha

tais como permeabilidade e porosidade.

A modelagem computacional deste tipo de acoplamento possui inúmeras apli-

cações em diversas áreas do conhecimento, tais como engenharia de petróleo, meio

ambiente, geologia, hidrologia, mecânica dos solos, e biomecânica [Bear (1979),

Wang (2000), Fung (1990)]. Em particular, nas aplicações na área de engenha-

ria de petróleo o correto entendimento do acoplamento entre a hidrodinâmica e

a geomecânica é de suma importância na análise dos fenômenos de subsidência e

compactação de reservatórios durante prospecção do óleo. Devido ao peso das for-

mações residentes na parte superior da camada geológica produtiva, esta encontra-

se sob intensas solicitações mecânicas que são equilibradas por tensões no sólido

e pela pressão do fluido intersticial (pressão do poro). O processo evolutivo de

produção é caracterizado pela dissipação da pressão do fluido intersticial que por

sua vez transfere solicitação para a matriz porosa que sofre um processo de com-

pactação [Lewis et al. (1991)]. Desta forma, torna-se imprescind́ıvel desenvolver
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uma modelagem precisa e realista destes fenômenos acoplados para que possamos

descrevê-los com acurácia, melhorando as predições da resposta do meio poroso.

Historicamente, o primeiro modelo de acoplamento hidromecânico surgiu da

teoria de consolidação unidimensional proposta por Terzaghi (1925) o qual intro-

duziu o importante conceito de tensões efetivas através da diferença entre o carre-

gamento total aplicado sobre o meio porosos e a pressão do poro. Generalizações

da teoria de Terzaghi para três dimensões baseadas na equação de difusão para a

poro pressão foram propostas por Rendulic em 1936 e Terzaghi e Frölich em 1943,

os quais introduziram o conceito de compressibilidade da matriz porosa, definida

pela derivada da porosidade em relação à pressão [Terzaghi e R. (1962), Shiffman

et al. (1969)]. Tais modelos negligenciam os efeitos das tensões de cisalhamento

sobre a mudança de porosidade da matriz (dilatância) uma vez que incorporam

somente deformações volumétricas do esqueleto poroso induzidas por variações da

poro pressão [Shiffman et al. (1969), Lewis e Schrefler (1987)].

O conceito de meio poroelástico generalizado surge posteriormente incorpo-

rando a influência da componente desviadora das tensões efetivas sobre a hidro-

dinâmica [Biot (1941)]. Baseando-se no prinćıpio das tensões efetivas e na lei de

Hooke da teoria de elasticidade, Biot(1941) propôs um modelo tridimesional geral

para descrever o acoplamento hidromecânico em formações geológicas. Subseqüen-

temente, efeitos de anisotropia e viscoelasticidade da matriz foram incorporadas à

teoria poromecânica [Biot (1955), Biot (1956a), Biot (1956b), Biot e Willis (1957)].

Posteriormente, diversos autores [Shiffman et al. (1969), Lewis e Schrefler (1987),

Gutierrez e Lewis (2002)] mostraram que a teoria simplificada baseada no conceito

de compressibilidade pode ser reproduzida como caso particular da teoria geral

de poroelasticidade ao desprezar os efeitos da componente desviadora da tensão

efetiva sobre as deformações volumétricas da formação geológica.

A teoria de poroelasticidade é o pilar que sustenta a modelagem do acopla-

mento hidrogeomecânico em reservatórios de petróleo. Atualmente o modelo de

Biot, concebido na época para descrever processos de consolidação de solos, vem
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sendo amplamente utilizado em diversas aplicações relacionadas com a geomecâ-

nica de reservatórios de petróleo [Lewis et al. (1991), Longuemare et al. (2002)].

Teorias poromecânicas mais realistas baseadas em modelos constitutivos não line-

ares (poroplasticidade, poroviscoplasticidade) têm sido largamente utilizadas em

geomecânica de rochas [Chen e Han (1988), Coussy (2004)].

Apesar dos avanços significativos obtidos na área de geomecânica de reser-

vatórios de petróleo persiste ainda o paradigma de quando se faz necessário a uti-

lização de modelos geomecânicos mais complexos. Os simuladores de reservatórios

ainda incorporam efeitos geomecânicos somente através da compressibilidade, con-

duzindo a um acoplamento fraco entre as equações da hidromecânica e das tensões

efetivas levando a uma redução substâncial de esforço computacional [Gambolati

et al. (2000), Gutierrez e Lewis (2002)].

Mesmo com a crescente disponibilidade de recursos computacionais, softwa-

res mais robustos e de metodologias de discretização mais acuradas e computaci-

onalmente eficientes na resolução de problemas práticos, a utilização do modelo

poromecânico totalmente acoplado ainda encontra resistência. Tal fato se deve à

maior complexidade e intensidade no acoplamento quando comparado com os mo-

delos simplificados, o que induz aumento do esforço computacional na simulação

de problemas em grande escala [Settari e Mourits (1998)]. Para evitar a resolução

simultânea das equações da poromecânica e da hidrodinâmica, estratégias basea-

das em algoritmos numéricos iterativos de desacoplamento vêm sendo estudadas

por vários investigadores [Lewis et al. (1991), Longuemare et al. (2002), Main-

guy e Longuemare (2002), Settari e Mourits (1998), Dean et al. (2006), Samier

et al. (2006), Samier e Gennaro (2007)]. Como resultado das diversas formas de

abordar o problema as diferentes metodologias computacionais foram classificadas

em diferentes grupos de acordo com o grau de acoplamento. Consequentemente,

surgiram modelos denominados: fracamente acoplado, explicitamente acoplado,

iterativamente acoplado e totalmente acoplado. A escolha do procedimento ade-

quado depende das peculiaridades de cada problema [Settari e Mourits (1998)].
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O procedimento impĺıcito ou totalmente acoplado resolve as equações de con-

servação de massa e momento linear simultaneamente nas variáveis deslocamento

da rocha e pressão do fluido. Embora esta formulação seja capaz de incorporar

elevado grau de acoplamento, a resolução simultânea do sistema linear advindo

da técnica de discretização empregada conduz a um modelo computacionalmente

caro quando utilizado em grandes escalas [Dean et al. (2006)]. Um procedimento

alternativo consiste em resolver seqüencialmente as equações da hidrodinâmica e

das tensões iterativamente em cada passo de tempo até atingir um determinado

grau de convergência. Tal procedimento iterativo permite acomodar diferentes

metodologias numéricas na resolução de cada equação [Samier et al. (2006)]. Ex-

perimentos computacionais reportados na literatura ilustram a proximidade entre

a solução do modelo iterativo com a do modelo totalmente acoplado [Mainguy

e Longuemare (2002), Longuemare et al. (2002), Gutierrez e Lewis (2002)]. Por

outro lado, o procedimento iterativo pode elevar substancialmente o tempo com-

putacional causando a perda de competitividade quando comparado com o modelo

completamente acoplado [Samier e Gennaro (2007)].

A forma mais simples de tratar o problema explora o conceito de compressi-

bilidade, levando ao surgimento do modelo fracamente acoplado caracterizado pelo

acoplamento unidirecional entre as equações (“one-way coupling”). Mais precisa-

mente, a poromecânica influencia a hidrodinâmica somente através da compressi-

bilidade da rocha o qual desacopla o sistema em uma equação de difusão e outra

de elasticidade. A equação da poromecânica é resolvida mediante um esquema de

pós-processamento onde o gradiente da poro pressão, previamente calculado na dis-

cretização da equação de difusão, entra como termo de força de corpo no problema

de elasticidade da matriz porosa. Isso significa que mudanças na poro pressão

alteram o estado de tensões efetivas e o inverso não acontece. A vantagem deste

método reside na não necessidade de resolução simultânea do sistema, facilitando

o uso de diferentes metodologias numéricas apropriadas para cada equação do sis-

tema. Por outro lado, dependendo da aplicação a captura do acoplamento exibe
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menor precisão, uma vez que os efeitos de dilatância devido às tensões de cisalha-

mento são mascarados pela resolução desacoplada da hidrodinâmica [Mainguy e

Longuemare (2002)].

Algumas conclusões parciais reportadas na literatura sobre a necessidade da

utilização de modelos hidrogeomecânicos mais complexos residem fortemente na

geometria do reservatório e nas condicões de contorno de Neumman induzidas pelo

carregamento devido as interações com as camadas superiores, inferiores e laterais

vizinhas à formação geológica produtiva. Tais efeitos macroscópicos estão forte-

mente relacionados com a natureza das deformações e da componente desviadora

da tensão efetiva do reservatório. Em cada exemplo as condições de carregamento

que invalidam o modelo fracamento acoplado baseado em compressibilidade são

ilustradas mais adiante no Caṕıtulo 3 e estão associadas a geometrias curvas do

reservatório, presença de falhas e anisotropia [Lewis et al. (1991), Gutierrez e Lewis

(2002), Samier et al. (2006)].

Apesar dos avanços recentes na área de Geomêcanica de reservatórios, pode-

mos observar na literatura a ausência de comparações entre os modelos fracamente

e totalmente acoplados no caso de meios porosos altamente heterogêneos. Na mo-

delagem clássica dos problemas de poroelasticidade, as equações que governam o

acoplamento hidromecânico são dadas na escala de laboratório (m), e os coefici-

entes poromecânicos que surgem nas equações são calculados experimentalmente

nesta escala. Entretanto, em quase todos os casos práticos envolvendo extração

de fluidos de reservatórios, os problemas geomecânicos são postos na escala de

campo (km). A Figura 1.1 mostra o espectro de escalas t́ıpico envolvido na mode-

lagem hidrogeomecânica em uma formação geológica heterogênea. Uma maneira

simplificada de prever o comportamento geomecânico do reservatório na escala de

campo é admitir homogeneidade do meio poroso adotando valores experimentais

dos parâmetros obtidos na escala de laboratório. Embora a hipótese de homoge-

neidade na escala macroscópica seja amplamente adotada, observações de campo

mostram que raras vezes tal homogeneidade existe [Freeze (1975), Gelhar (1993),
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Dagan (1989)]. Meios porosos naturais exibem heterogeneidade em um amplo es-

pectro de escalas espaciais e temporais. Conseqüentemente, adotar um modelo

puramente determińıstico que mascare os efeitos da variabilidade das propriedades

não é realista. Uma alternativa, seria descrever o meio poroso detalhadamente, o

que implica em estimar um número extraordinariamente grande de medidas, pro-

cedimento inviável na prática. A forma errática das variações das propriedades

associada à distribuição irregular destes inviabiliza também o uso de interpolação

cont́ınua entre os pontos de medição [Gelhar (1993)].

Figura 1.1: Espectro de escalas espaciais em um Reservátorio de Petróleo

Para obtermos uma descrição mais realista do acoplamento hidrogeomecânico

na escala de campo é necessário incorporar a variabilidade espacial das proprieda-

des do material e também a incerteza devido à escassez de conhecimento detalhado

da geologia (número limitado de amostras). Neste contexto, a teoria de campos ale-

atórios fornece uma ferramenta adequada para descrever os parâmetros do modelo

[Dagan (1989), Gelhar (1993), Christakos (2005)]. A representação matemática

dos coeficientes da geologia é dada pelo uso de funções aleatórias da posição, as

quais expressam a variabilidade e a incerteza associadas à estas propriedades [Ru-

bin (2003)]. Ao considerarmos os parâmetros de entrada do modelo como campos
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aleatórios, as equações poroelásticas tornam-se equações diferenciais estocásticas

com soluções dadas por campos aleatórios parametrizados pela posição e o tempo.

O tratamento estocástico dado aos coficientes conduz ao problema caracterizado

por: conhecidas as distribuições de probabilidade dos parâmetros de entrada encon-

trar os momentos estat́ısticos das incógnitas do problema por resolução numérica

das equações diferenciais parciais estocásticas. Na prática as informações prove-

nientes dos dois primeiros momentos estat́ısticos das soluções (média, covariância),

já são suficientes para as aplicações na engenharia de reservatórios [Gelhar (1993),

Zhang (2002), Christakos (2005)].

Diversas técnicas de discretização de EDP’s estocásticas têm sido propos-

tas na literatura [Freeze (1975), Dagan (1989), Gelhar (1993), Zhang (2002)]. A

mais tradicional, conhecida como método de Monte Carlo, envolve geração de um

conjunto de amostras (realizações) dos coeficientes do modelo, de acordo com as

estruturas estat́ısticas postuladas e a subsequente solução determińıstica do mo-

delo para cada realização obtendo um conjunto de diferentes soluções com a mesma

probabilidade estat́ıstica. A vantagem deste método é sua simplicidade robustez e

facilidade para lidar com qualquer teor de heterogeneidade [Dagan (2002)]. Este

método pode ser aplicado a problemas lineares e não lineares, não exibindo qual-

quer restrição quanto à magnitude da flutuação dos coeficientes (meios altamente

heterogêneos). Sua limitação reside no elevado custo computacional [Zhang (2002)]

associado a sua implementação.

Um outro procedimento adotado na literatura consiste no uso de técnicas

perturbativas para a derivação de equações efetivas determińısticas para os mo-

mentos estat́ısticos. Exemplos desta técnica são os métodos de Expansão Assintó-

tica e Truncamento Euleriano [Dagan (1989), Gelhar (1993), Rubin (1990), Keller

(2001), Osness (1995), Bonilla e Cushman (2000), Li et al. (2003), Zhang (2002)].

Esta classe de métodos adota a hipótese de pequenas perturbações implicando na

linearização do modelo através de um problema de fechamento (“closure problem”).

Técnicas de solução das equações efetivas envolvem transformadas de Laplace no
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tempo e Fourier no espaço [Cushman et al. (2002)], Funções de Green [Bonilla e

Cushman (2000)], análise espectral [Gelhar (1986)], diferenças finitas e elementos

finitos [Zhang (2002)]. Esta classe de métodos fornece aproximações acuradas para

os problemas estocásticos quando a variabilidade dos parâmetros é pequena. Além

desta restrição, em geral, somente os dois primeiros momentos estat́ısticos das solu-

ções podem ser calculados e a aproximação destes momentos pode se tornar muito

cara computacionalmente quando o número de variáveis envolvidas no sistema for

elevado.

Por outro lado, métodos com notoriedade recente têm sido propostos, basea-

dos na discretização do espaço estat́ıstico. Campos aleatórios podem ser represen-

tados usando a expansão de Karhunen-Loève (quando sua função de covariância é

conhecida) [Beran (1969)], expansões de Polinômios de Caos (“Chaos Polinomial”)

[Ghanem e Spanos (1991)] ou generalizções destes polinômios [Xiu e Karniadakis

(2002)]. A seleção de funções de base aleatórias para a aproximação do espaço

estat́ıstico dá origem a diferentes técnicas onde podemos salientar o método de

Elementos Finitos Espectrais, desenvolvido por Ghanem e Spanos [Ghanem e Spa-

nos (1991), Ghanem (1998), Roy e Grilli (1997), Zhang e Lu (2004), Lu e Zhang

(2004)], onde os coeficientes de entrada são representados como uma série de Fou-

rier usando expansão de Karhunen-Loève e as incognitas do problema representadas

usando polinômios de Hermite. Esta abordagem transforma o problema estocástico

em um problema determińıstico com dimensão maior (a incerteza é considerada

uma dimensão a mais, além do tempo e espaço). Quando esta técnica é associ-

ada ao método de Elementos Finitos, o número de graus de liberdade necessários

para a solução do problema é dado pelo produto do número de graus de liberdade

espaciais e o número de coeficientes do Polinômio de Caos, aumentando conside-

ravelmente o custo computacional [Nobile et al. (2008)]. O método de Colocação

Estocástica consiste em uma outra forma de aproximação que permite o desaco-

plamento existente no método de Elementos Finitos Espectrais gerando equações

determińısticas que podem ser resolvidas em cada ponto da colocação [Babŭska
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et al. (2007), Nobile et al. (2008)].

Embora a modelagem estocástica esteja bem desenvolvida para escoamentos

e transporte em meios porosos ŕıgidos [Dagan (2002)], avanços modestos têm sido

alcançados no caso de meios porosos deformáveis heterogêneos [Frias et al. (2004)].

Desta forma, o objetivo deste trabalho é preencher esta lacuna. Nesta direção,

pretendemos elucidar como se comportam as soluções dos modelos poroelásticos

fracamente e totalmente acoplados na presença de incertezas nos parâmetros de

entrada, análise ainda não abordada na literatura. Em particular, analisamos a

acurácia do modelo baseado na compressibilidade na presença de variabilidade e

incerteza na permeabilidade e constantes elásticas fazendo comparações com as

soluções do problema de Biot. Fazemos uso da teoria de perturbação estocástica

para ilustrar as diferenças entre os dois modelos devido somente à presença de

heterogeneidade através de termos adicionais que surgem nos sistemas de equações

efetivas. Mais precisamente, considerando aleatoriedade tanto na condutividade

hidráulica quanto nas constantes elásticas do esqueleto poroso analisamos deta-

lhadamente a generalização da teoria de poroelasticidade para meios heterogêneos

à luz da modelagem estocástica no contexto da expansão assintótica com o obje-

tivo de derivar equações efetivas para os momentos estat́ısticos das variáveis dos

modelos fracamente e totalmente acoplados.

Neste contexto, nosso resultado principal é a derivação de um critério preciso

para a validação do modelo fracamente acoplado baseado na estacionaridade dos

momentos estat́ısticos da tensão total atuante na mistura sólido-fluido. O critério

proposto neste trabalho generaliza o derivado por Gutierrez e Lewis (2002) para

geologias homogêneas. Para ilustrar numericamente os resultados obtidos na aná-

lise assintótica, formulações variacionais e aproximações por elementos finitos são

propostas e exemplos numéricos do problema de compactação de uma formação

geológica heterogênea durante o processo de extração do fluido são realizadas em

conjunção com o método de Monte Carlo.

Apresentamos, inicialmente no Caṕıtulo 2 uma revisão da teoria de campos
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aleatórios. No Caṕıtulo 3 apresentamos a teoria de poroelasticidade de Biot na es-

cala de laboratório bem como a versão simplificada desta teoria, onde os efeitos da

componente desviadora da tensão efetiva sobre a hidrodinâmica são desprezados,

resultando em um problema fracamente acoplado, onde a geomecânica influencia a

percolação do fluido somente através da compressibilidade da rocha. No Caṕıtulo 4

apresentamos os modelos estocásticos dos problemas de poroelasticidade resultan-

tes do tratamento estat́ıstico dado aos coeficientes, bem como alguns métodos de

resolução utilizados na computação dos momentos estat́ısticos das soluções. Nos

Caṕıtulos 5 e 6 aplicamos o método de expansão assintótica aos modelos fraca-

mente e totalmente acoplados estocásticos, obtendo sistemas de equações efetivas

para os momentos estat́ısticos das variáveis poroelásticas. Em seguida, fazemos

uma comparação entre as equações efetivas derivadas obtendo uma nova forma de

validar o modelo fracamente acoplado. No Caṕıtulo 7 apresentamos a discretização

das equações efetivas obtidas nos Caṕıtulos 5 e 6 bem como para as equações deter-

mińısticas obtidas para cada realização no contexto de Monte Carlo. O Caṕıtulo

8 é dedicado às simulações numéricas. Finalmente no Caṕıtulo 9 são apresentadas

as conclusões resaltando o aspecto inovador deste trabalho assim como sugestões

de trabalhos futuros.

10



Caṕıtulo 2

Noções básicas de campos aleatórios

Neste caṕıtulo apresentamos os principais conceitos que fundamentam a te-

oria de campos aleatórios que utilizaremos no decorrer deste trabalho. De uma

forma geral, para cada posição espacial x e instante de tempo t, um campo ale-

atório atribui uma variável aleatória governada por uma função de distribuição.

Neste contexto identificamos comumente os conceitos de campos aleatórios e pro-

cessos estocásticos, onde este último é tradicionalmente utilizado para descrever

funções dependentes do tempo, governadas por equações diferenciais ordinárias

estocásticas [Parzen (1962), Papoulis (1965)]. No presente contexto, os proces-

sos estocásticos envolvidos apresentam também dependência espacial sendo então

governados por equações diferencias parciais estocásticas [Dagan (1989), Gelhar

(1993), Zhang (2002), Christakos (2005)].

Para caracterizar apropriadamente a estrutura estat́ıstica que sustenta os

campos aleatórios em questão introduzimos a seguir alguns conceitos fundamentais:

O espaço de probabilidade é caracterizado por uma tripla (S,F , P ), onde S 6= ∅, é

o espaço amostral formado por todos os resultados posśıveis ω de um experimento,

F uma σ-álgebra de subconjuntos de S, onde cada elemento de F é denominado

evento aleatório de S e P uma medida de probabilidade definida sobre o espaço

mensurável (S,F).

Uma variável aleatória real X := X(ω), discreta ou cont́ınua, é uma função

X : S → IR que associa a cada elemento ω ∈ S um único valor X(ω). A maneira

11



usual de mensurar estatisticamente os valores da variável X consiste em definir

sua função de distribuição acumulada F da forma

F (x) := P [ω ∈ S : X(ω) ≤ x] = P (X ≤ x).

a qual denota a probabilidade dos valores da variável aleatória X serem menores do

que algum valor x fixado. Podemos notar que F (x) é uma função não decrescente

de x com imagem no intervalo [0, 1]. Se F (x) admite diferenciabilidade então X é

necessariamente uma variável aleatória cont́ınua e podemos definir sua função de

densidade de probabilidade

f(x) :=
dF (x)

dx
.

Pelo teorema fundamental do cálculo dado f(x) podemos definir F (x) da forma

F (x) := P (X ≤ x) =

∫ x

−∞
f(y)dy.

Em muitas aplicações os modelos matemáticos que representam fenômenos f́ısi-

cos admitem como dados de entrada um conjunto de parâmetros sucept́ıveis à

incerteza. Assim, fazendo uso da modelagem estocástica, para cada par (x, t) os

parâmetros f́ısicos são tratados como variáveis aleatórias cont́ınuas sendo atribuido

a estas uma função de densidade de probabilidade.

A esperança matemática ou valor médio de uma variável aleatória X é definida

por

E[X] :=

∞∫
0

xdF (x) =

∞∫
−∞

xf(x)dx, (2.1)

e a variância de X é definida por

Var(x) := σ2
X := E

[
(X− E[X])2] = E

[
X2
]
− E2[X]. (2.2)

O desvio padrão de X é definido como σX :=
√
σ2
X . O valor médio de X, denomi-

nado também de primeiro momento, objetiva capturar o “centro” da distribuição
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dos posśıveis valores de X e a variância mede a dispersão ou espalhamento destes

valores em torno da média. Se mX := E[X] 6= 0, o grau de incerteza de X é

medido pelo coeficiente de variação

CV :=
σX
mX

. (2.3)

O modelo mais amplamente utilizado na caracterização de uma variável ale-

atória é a distribuição normal. Uma variável aleatória Y é Gaussiana ou normal-

mente distribuida, se sua função de densidade de probabilidade é dada por:

fY (y) =
1√

2πσY
exp

[
−(y −mY )2

2σ2
Y

]
, −∞ ≤ y ≤ ∞, (2.4)

onde os parâmetros mY e σ2
Y designam o valor médio e a variância de Y . Neste

caso particular a variável aleatória normal denotada por Y := N(mY , σ
2
Y ) é com-

pletamente caracterizada pela sua média e covariância.

Um conceito de grande importância nas aplicações deste trabalho é o de variável

aleatória log-normal [Freeze (1975), Dagan (1989), Gelhar (1993)]. Considerando a

função não linear da formaX = expY , cuja inversa é Y = lnX, se Y = N(mY , σ
2
Y ),

X é chamada de variável aleatória log-normal e sua função de densidade de pro-

babilidade é dada por

fX (x) =
1√

2πσY x
exp

[
−(lnx−mY )2

2σ2
Y

]
, x ≥ 0. (2.5)

As médias e as variâncias das variávels aleatórias Y e X = expY satisfazem as

relações [Gelhar (1993)]:

mX = exp

(
mY +

σ2
Y

2

)
, (2.6)

σ2
X = exp

(
2mY + σ2

Y

)[
exp

(
σ2
Y

)
− 1
]
, (2.7)
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a flutuação de X em torno da média é dada por

X̂ =X −mX = exp (mY )
[

exp(Ŷ )− exp

(
σ2
Y

2

)]
, (2.8)

e o coeficiente de variação de X admite a representação

(CVX)2 =
σ2
X

m2
X

= exp(σ2
Y )− 1. (2.9)

Finalmente definimos as médias geométrica e harmônica de X da forma [Dagan

(1989)]:

mG = exp(mY ), (2.10)

mH = exp

[
mY −

1

2
σ2
Y

]
. (2.11)

As definições anteriores são associadas à estat́ıstica de um ponto. Quando

duas ou mais variáveis aleatórias são definidas simultaneamente em um espaço de

probabilidade torna-se necessário a sua caracterização conjunta. Para estender as

definições anteriores neste cenário definimos a distribuição cumulativa conjunta de

duas variáveis aleatórias X e Y como

FXY (x, y) := F (x, y) = P (X ≤ x, Y ≤ y).

Da mesma forma, FXY é monotonicamente crescente em cada uma das variáveis

admitindo valores entre 0 e 1. A diferenciação de F (x, y) com respeito a x e y

fornece a função de distribuição de probabilidade conjunta

fXY (x, y) =
∂2F (x, y)

∂x∂y
. (2.12)

As funções de densidade de probabilidade marginais são definidas por:

fX(x) :=

∫ ∞
−∞

fXY (x, y)dy; fY (y) :=

∫ ∞
−∞

fXY (x, y)dx.
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Duas variáveis aleatórias cont́ınuas X e Y com densidades fX e fY são ditas inde-

pendentes se

f(x, y) = fX(x)fY (y).

Denotando mX = E[X] e mY = E[Y ] as médias de X e Y , a covariância entre as

variáveis aleatórias X e Y é definida por:

Cov(X, Y ) := E[X̂, Ŷ ] = E[(X −mX)(Y −mY )] = E[XY ]−mXmY . (2.13)

A função de covariância desempenha papel fundamental neste trabalho, uma vez

que é uma medida de associação linear entre variáveis aleatórias indicando o grau de

correlação entre elas [Christakos (2005)]. Valores positivos da covariância indicam

que Y cresce quando X incrementa e vice-versa para valores negativos. Definimos

também a correlação entre duas variáveis aleatórias X e Y pela razão

ρXY =
Cov(X, Y )

σX · σY
.

onde |ρXY | ≤ 1 e Cov(X, Y ) ≤ σX · σY [Papoulis (1965)]. Se X e Y são variáveis

aleatórias independentes então ρXY = 0 e, conseqüentemente, não existe correlação

entre elas.

Nas aplicações na área de meios porosos, parâmetros f́ısicos tais como per-

meabilidade, porosidade e constantes elásticas admitem variações erráticas com

incertezas descritas através de campos aleatórios com funções de covariância pres-

critas. A seguir apresentamos a generalização das definições acima para campos

aleatórios:

Seja (S,F , P ) um espaço de probabilidade e Ω ⊂ IRd, d = 1, 2, 3, ..., um domı́nio

espacial. Um campo aleatório escalar X(x, ω) é definido pela função

X : Ω× S → IR

(x, ω)→ X(x, ω),

(2.14)
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a qual pode ser interpretada como uma coleção de variáveis aleatórias indexadas

por x ∈ Ω. Fixando um evento ω ∈ S, a função X(x) é denominada realização do

processo estocástico. Para cada x ∈ Ω, a dependência X(ω) define uma variável

aleatória do processo estocástico.

A extensão dos conceitos acima para campos aleatórios vetoriais é feita apli-

cando as definições acima a cada componente. Um campo aleatório vetorial X(x, ω)

é um conjunto de campos aleatórios escalares X1(x, ω), X2(x, ω), . . . Xk(x, ω), de-

notado por

X(x, ω) = [X1(x, ω), X2(x, ω), . . . , Xk(x, ω)]T. (2.15)

No contexto de campos aleatórios a extensão das definições dos momentos

estat́ısticos é imediata sendo apenas indexada pela posição. Definimos assim, as

funções média e covariância da forma:

mX(x) = E[X(x)] ∀x ∈ Ω, (2.16)

CX (x,y) = Cov (X(x), X(y)) = E
[
X̂ (x) · X̂ (y)

]
= E [X(x) ·X(y)]−mX(x)mX(y), ∀x,y ∈ Ω, (2.17)

onde X̂(x) = X(x)−mX(x) é a flutuação do campo X(x). Quando a covariância

é conhecida definimos a variância como

σ2
X(x) := CX(x,x) ∀x ∈ Ω, (2.18)

e a função de correlação espacial da forma

ρX(x,y) =
CX(x,y)

σX(x) · σX(y)
. (2.19)

Para analisar o grau de correlação entre dois ou mais campos aleatórios

definimos um momento estat́ıstico adicional denominado de função de covariância

cruzada. Denotando X e Y dois campos aleatórios e x 6= y ∈ Ω, a função cova-

16



riância cruzada é definida da forma

CXY (x,y) := E
[

(X (x)−mX (x)) (Y (y)−mY (y))
]
. (2.20)

De forma análoga a (2.19), podemos definir a função de correlação cruzada espacial,

da forma

ρXY (x,y) =
CXY (x,y)

σX(x) · σY (y)
. (2.21)

Os conceitos acima podem ser estendidos para campos aleatórios vetoriais. As-

sim, a matriz das funções de covariâncias cruzadas entre as componentes do vetor

aleatório X(x) = [X1(x), X2(x), . . . , Xk(x)]T, é definida por

CX (x,y) =
[
CXpXq (x,y)

]
, p, q = 1, 2, . . . , k (2.22)

Por exemplo, para k = 2, temos

CX (x,y) =

 CX1 (x,y) CX1X2 (x,y)

CX2X1 (x,y) CX2 (x,y)

 .
Para descrever completamente a estrutura probabiĺıstica de um campo alea-

tório X(x, ω) é necessário especificar as funções de densidade de probabilidade

conjunta para todas as variáveis aleatórias em cada ponto x ∈ Ω, o que con-

siste numa tarefa impraticável. Para simplificar a estrutura de dados adota-se,

freqüentemente a hipótese de homogeneidade estat́ıstica (estacionaridade), onde

postula-se que a distribuição estat́ıstica dos coeficientes de entrada no modelo são

independentes da posição. Na maioria das aplicações práticas a hipótese de esta-

cionaridade de segunda ordem ou estacionaridade fraca é adotada [Gelhar (1993),

Christakos (2005)]. Logo, postulando que a média é constante e a covariância
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depende somente do vetor r = x− y temos

mX(x) = mX , x ∈ Ω,

CX (x,y) = CX (x− y) = CX (r) , x,y ∈ Ω.

Alguns processos naturais podem também ser aproximados por campos aleatórios

isotrópicos, onde a função de covariância depende somente da distância r = |x−y|

e não da orientação do vetor r, implicando em equivalência em todas as direções.

O comportamento da covariância com a distância r é determinada pela or-

ganização ou grau de correlação entre as heterogeneidades geológicas. Dentre as

funções de covariância freqüentemente utilizadas para descrever formações geolo-

gicas, temos por exemplo a função de covariância Gaussiana

CX (r) = σ2
X exp

(
−4r2

πλX

)
, (2.23)

e a função de covariância exponencial,

CX (r) = σ2
X exp

(
−r

λX

)
. (2.24)

A função exponencial é bastante usada na hidrodinâmica em meios porosos, onde

λX denota o comprimento de correlação interpretado como a distância sobre o

qual as correlações prevalecem. As relações (2.23) e (2.24) são definidas para

meios isotrópicos e podem ser estendidas para meios anisotrópicos [Dagan (1989),

Christakos (2005)].

Quando as geologias estudadas são caracterizadas por correlações longas,

t́ıpicas de formações sedimentares, a covariância é descrita por um lei de potência

[Mandelbrot e Wallis (1968)]

CX(r) = cr−β, (2.25)

onde c é uma constante e β ≥ 0 é o expoente de Hurst. O grau de heterogenei-

dade nas diversas escalas envolvidas é determinado pelo fator de escalonamento
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β. Valores grandes de β correspondem a campos onde as heterogeneidades nas pe-

quenas escalas de comprimento são enfatizadas. Por outro lado, valores pequenos

de β enfatizam heterogeneidades nas grandes escalas [Glimm e Sharp (1991)]. A

auto-similaridade de CX é dada por

CX(αr) = αβCX(r),

onde α é o fator de escala. A relação acima mostra que a estrutura da CX é

preservada com uma mudança de escalas, dando origem a os campos denominados

fractais caracterizados por processos estocásticos auto-similares [Gelhar (1993),

Samorodnitsky e Taqqu (2000)].

No contexto de formações geológicas heterogêneas diversos processos naturais

são bem aproximados por campos aleatórios com distribuição log-normal. Neste

trabalho, os parâmetros f́ısicos de entrada do modelo poroelástico em particular

a condutividade hidráulica e o módulo de Young, considerados constantes nos

modelos determińısticos na escala de laboratório, são representados como campos

aleatórios estacionários com distribuição log-normal na escala de campo (Caṕıtulo

4).
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Caṕıtulo 3

Modelagem da poroelasticidade na

escala de laboratório

Neste caṕıtulo apresentamos uma revisão das equações que modelam o aco-

plamento hidromecânico baseado na formulação de Biot (1941). Estas equações

descrevem a interação entre a deformação da matriz porosa e o escoamento do

fluido. A deformação da matriz porosa é governada pelas equações da elasticidade

linear enquanto que o movimento do fluido pela lei de Darcy com a velocidade de

percolação tomada relativa ao movimento da fase sólida. Em seguida apresentamos

uma versão simplificada desta teoria, onde os efeitos da componente desviadora da

tensão efetiva sobre a hidrodinâmica são desprezados, resultando em um problema

fracamente acoplado, onde a geomecânica influencia a percolação do fluido somente

através da compressibilidade da rocha.

3.1 Equações da poroelasticidade linear

Para apresentar as equações que regem o modelo poroelástico linear consi-

deramos uma janela observacional da rocha que compõe o reservatório na escala

de laboratório O(100m). Nesta escala de resolução, observamos o meio poroso ho-

mogêneo, deformável e saturado por um único fluido, onde em cada ponto as fases

sólida e fluida coexistem [Bear (1979), Coussy (2004)]. Como hipóteses simplifica-

doras supomos a ausência de efeitos gravitacionais e inerciais, incompressibilidade
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da fase fluida e do sólido que compõe o esqueleto poroso e a matriz porosa é

assumida elástica linear e isotrópica sofrendo pequenas deformações a partir de

uma configuração livre de tensões. A seguir apresentamos o conjunto de equações

propostas por Biot (1941).

3.1.1 Equiĺıbrio da mistura sólido-fluido

Sob a ausência de efeitos inerciais e gravitacionais a equação do balanço de

momento linear da mistura sólido-fluido se reduz à condição de equilibrio:

divσT = 0, (3.1)

onde σT é a tensão total que atua na mistura sólido-fluido. Para sólidos microsco-

picamente incompresśıveis, onde o volume dos grãos que compõem a matriz porosa

permanece inalterado durante a deformação, o prinćıpio de Terzaghi é representado

matematicamente pela decomposição

σT = σ − pI, (3.2)

onde σ é a tensão efetiva, p a poro pressão e I o tensor identidade. A relação (3.2)

pode ser interpretada como uma decomposição da tensão total em uma parcela

responsável pela deformação da matriz porosa (σ), a qual governa a transmissão

dos esforços por contato direto entre os grãos, e outra (pI) dada pela pressão

atuante no fluido. Combinando o prinćıpio das tensões efetivas (3.2) com a equação

do balanço (3.1), obtemos

divσ −∇p = 0. (3.3)
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3.1.2 Equação constitutiva para as tensões efetivas

Considerando a matriz porosa elástica linear, isotrópica, temos a seguinte

relação Hookeana

σ = λtrE(u)I + 2µE(u), (3.4)

onde u representa o deslocamento do meio poroso, E o tensor de deformações,

divu = trE(u) a deformação volumétrica da matriz e λ e µ as constantes elásticas

de Lamé definidas como

λ =
Eν

(1 + ν)(1− 2ν)
, µ =

E

2(1 + ν)
, (3.5)

onde E é o módulo de Young ou de elasticidade longitudinal e ν o coeficiente de

Poisson. Para estabelecer uma relação linear entre a deformação e o gradiente dos

deslocamentos adotamos a condição de compatibilidade geométrica no regime de

pequenas deformações

E(u) =
1

2

(
∇u +∇uT

)
. (3.6)

3.1.3 Balanço de massa global

Sendo o fluido e o sólido microscopicamente incompresśıveis, as equações de

continuidade são dadas por

∂φ

∂t
+ div(φvf ) = 0, (3.7)

∂(1− φ)

∂t
+ div

(
(1− φ)

∂u

∂t

)
= 0, (3.8)

onde φ é a porosidade e vf e
∂u

∂t
as velocidades do fluido e do sólido respectiva-

mente. Somando (3.7) e (3.8), obtemos

div

[
φ
(
vf −

∂u

∂t

)]
+ div

∂u

∂t
= 0. (3.9)
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Definindo q = φ

(
vf −

∂u

∂t

)
a velocidade Darciana de percolação do fluido, o

balanço de massa total é dado por

divq + div
∂u

∂t
= 0. (3.10)

3.1.4 Lei de Darcy

Na ausência de efeitos gravitacionais a equação de momento da fase fluida é

representada pela lei de Darcy

q = −K∇p, (3.11)

a qual estabelece uma relação linear entre a velocidade de percolação e o gradiente

da pressão onde K é a condutividade hidráulica do meio.

A seguir, formulamos o problema de poroelasticidade adotando os campos

potenciais de deslocamentos e pressão como variáveis primárias [Biot (1941), Lewis

e Schrefler (1987), Wang (2000)].

3.1.5 Formulação do modelo totalmente acoplado

Seja (0, T ] um intervalo de tempo e Ω ⊂ IRd (1 ≤ d ≤ 3) um domı́nio com

fronteira regular Γ e n o vetor unitário normal exterior, ocupado por um meio

poroelástico, isotrópico, homogêneo, microscopicamente incompresśıvel e saturado

por um fluido Newtoniano. O problema de poroelasticidade totalmente acoplado

é dado por:

Problema 3.1 Dados os parâmetros K, λ e µ, determinar os deslocamentos do

meio poroso u : Ω × (0, T ] → IRd e a pressão no poro p : Ω × (0, T ] → IR,
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satisfazendo

∇(λdivu) + div
[
µ(∇u +∇uT)

]
−∇p = 0,

div
∂u

∂t
− div(K∇p) = 0,

 em Ω, (3.12)

com condições de contorno

p = 0, σn = h, sobre Γ1, (3.13)

u = 0, q · n = 0, sobre Γ2, (3.14)

onde Γ1 ∩ Γ2 = ∅, Γ1 ∪ Γ2 = Γ com Γ2 denotando um segmento de fronteira ŕıgido

e impermeável e Γ1 uma subfronteira drenante com vetor de tração prescrito h im-

posto pelo carregamento externo. Como o fluido e o sólido que constituem a matriz

são assumidos incompresśıveis, no instante inicial onde não ocorre a drenagem do

fluido, o meio poroso responde de forma incompresśıvel

divu = 0, em Ω, t = 0. (3.15)

Após o cômputo dos campos potenciais {u, p} a velocidade q e a tensão efetiva σ

são calculadas dos esquemas de pós-processamento considerando as leis de Darcy

(3.11) e Hooke (3.2), respectivamente.

3.2 Modelo fracamente acoplado

O modelo de poroelasticidade totalmente acoplado implica em resolver simul-

taneamente as equações de equiĺıbrio e massa. Embora linear, quando utilizado

na resolução de problemas de grande porte, que surgem por exemplo na mode-

lagem do acoplamento geomecânico em reservatórios de petróleo, pode se tornar

computacionalmente custoso e inviável na prática. Uma forma de simplificar a for-

mulação é enfraquecer o acoplamento de tal forma que para cada passo de tempo

calcula-se primeiramente a pressão do poro e depois o deslocamento do meio poroso
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usando a equação de equiĺıbrio (3.1), através de um esquema de pós-processamento,

no qual o gradiente da pressão atua como força de corpo conhecida. Tal versão

simplificada da teoria de poroelasticidade vem sendo amplamente utilizada nos si-

muladores convencionais de reservatórios [Fjaer et al. (1992), Lewis et al. (1991),

Settari e Mourits (1998)]. Embora mascare algums efeitos importantes, tais como a

dilatância da rocha induzida por cisalhamento, a vantagem de adotar a formulação

desacoplada é a sua simplicidade matemática e computacional [Verruijt (2006)].

A seguir adotamos o procedimento descrito em Gutierrez e Lewis (2002), o

qual elucida as simplificações necessárias para a obtenção do modelo simplificado a

partir da teoria geral de poroelasticidade. O modelo fracamente acoplado baseia-

se na definição da compressibilidade da matriz porosa, desprezando os efeitos da

componente desviadora da tensão efetiva sobre o balanço de massa. Tais hipóteses

são ilustradas a seguir. Tomando o traço na decomposição de Terzaghi (3.2) e

usando a lei elástica linear da tensão efetiva (3.4), temos

trσT = (dλ+ 2µ)trE(u)− dp.

onde d = 1, 2, 3 denota a dimensão do problema. Denotando K0 = (dλ + 2µ)/d

o módulo de deformação volumétrica da fase sólida, derivando a equação acima

em relação ao tempo e assumindo regularidade suficiente para que as derivadas

espacial e temporal comutem obtemos

K0
∂divu

∂t
= −1

d

∂trσT

∂t
+
∂p

∂t
. (3.16)

Definindo a compressibilidade da rocha por S := 1/K0 e usando a relação (3.5)

a compressibilidade S pode ser calculada como função do módulo de Young e do

coeficiente de Poisson, da forma

S =
d

dλ+ 2µ
=

(1 + ν)(1− 2ν)

(dν − 2ν + 1)E
. (3.17)
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Usando (3.16) em (3.10) e a lei de Darcy (3.11) o balanço de massa pode ser

reescrito da forma

S
∂p

∂t
− div(K∇p) =

S

d

∂trσT

∂t
. (3.18)

Podemos observar claramente que sob a hipótese de invariabilidade no tempo do

traço da tensão total atuante no sistema (
∂trσT

∂t
= 0), a equação acima fornece

um modelo de difusão clássica desacoplado para a pressão. Para ilustrar a vali-

dade desta hipótese consideramos a decomposição σT como a soma de um tensor

referente a tensão hidrostática e uma componente desviadora, referente ao cisalha-

mento puro

σT =
1

d
trσT I + D,

onde D é o desviador da tensão efetiva (trD = 0). Derivando a equação de equiĺı-

brio (3.1) em relação ao tempo e usando a decomposição acima, temos

div

(
1

d

∂tr (σT ) I

∂t
+
∂D

∂t

)
= 0.

Considerando a formulação variacional do resultado acima, multiplicamos por uma

função teste v em um espaço apropriado, integramos por partes e usamos a condi-

ção de contorno (3.13) para obter

(
1

d

∂trσT

∂t
, divv

)
+

(
∂D

∂t
,E(v)

)
=

∫
Γ

∂σT

∂t
vn dΓ =

∫
Γ

∂h

∂t
v, dΓ1. (3.19)

Podemos verificar na equação acima que, na ausência de efeitos transientes na

componente distorcional D e no carregamento externo h temos ∂(trσT )/∂t = 0.

Usando esta hipótese em (3.18) obtemos a equação desacoplada para a pressão da

forma

S
∂p

∂t
− div (K∇p) = 0.

A acurácia do resultado acima está fortemente associada às condições de contorno

externas ao carregamento imposto nas rochas vizinhas ao reservatório produtivo.

Nas situações onde o carregamento é uniformemente distribuido em uma subfron-
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teira, levando a um problema unidimensional (ex. problema de Terzaghi) ou uni-

forme sobre todo o contorno do reservatório, o efeito da componente desviadora é

despreźıvel [Lewis et al. (1991), Gutierrez e Lewis (2002), Mainguy e Longuemare

(2002)]. Por outro lado, nas demais situações a parcela ∂trσT/∂t pode não ser

despreźıvel e seu efeito deve ser analizado caso a caso, sendo fortemente influenci-

ado pela natureza de condições de contorno que descrevam o carregamento externo

imposto sobre o reservatório.

3.2.1 Formulação do modelo fracamente acoplado

Sob as hipóteses mencionadas anteriormente podemos enunciar o problema

hidrogeomecânico fracamente acoplado da forma:

Problema 3.2 Seja (0, T ] um intervalo de tempo e Ω ⊂ IRd, d = 1, 2, 3 com

fronteira Γ. Dados os parâmetros K e S, encontrar a pressão p : Ω× (0, T ]→ IR,

tal que

S
∂p

∂t
− div(K∇p) = 0 em Ω, (3.20)

com condições de contorno

p = 0, sobre Γ1,

∇p · n = 0, sobre Γ2,

(3.21)

e condição inicial

p = p̄, em Ω, (3.22)

onde Γ1 ∪ Γ2 = Γ e Γ1 ∩ Γ2 = ∅.

Uma vez computada a pressão, o deslocamento e a tensão efetiva podem ser cal-

culados resolvendo o seguinte problema pós-processado de elasticidade:

Problema 3.3 Dadas as constantes de Lamé λ e µ e a pressão p(x, t) solução do

Problema 3.2, achar o campo de deslocamentos u : Ω× (0, T ]→ IRd, satisfazendo

∇(λdivu) + div
[
µ(∇u +∇uT)

]
= ∇p, em Ω. (3.23)
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sujeito às condições de contorno

σn = h, sobre Γ1,

u = 0, sobre Γ2.

(3.24)

Neste caṕıtulo, apresentamos os modelos poroelásticos totalmente e fracamente

acoplados. Nosso interesse particular neste trabalho é comparar tais modelos con-

siderando agora a presença de heterogeneidades geológicas que influenciam a hidro-

dinâmica e a poromecânica introduzindo variabilidade nos coeficientes (K,λ, µ).
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Caṕıtulo 4

Modelagem estocástica de meios

poroelásticos heterogêneos

Na modelagem poroelástica apresentada no caṕıtulo anterior as equações

que governam o acoplamento hidromecânico são postas na escala de laboratório

(metros) e os coeficientes do modelo avaliados experimentalmente nesta escala.

Porém, em muitas aplicações envolvendo simulações de reservatórios de petróleo

ou aqǘıferos são postas na escala de campo (quilômetros). Neste cenário geológico

formações naturais (solos e rochas) são genuinamente heterogêneas na escala de

campo e suas propriedades f́ısicas variam de forma irregular ao longo de distâncias

maiores do que as da escala de laboratório somada à escassez de dados experi-

mentais das propriedades. Desta forma a teoria de campos aleatórios constitui

uma ferramenta apropriada para caracterizar tais propriedades f́ısicas sujeitas a

variabilidades e incertezas.

Neste caṕıtulo apresentamos os modelos estocásticos poroelásticos resultan-

tes do tratamento estat́ıstico dado aos coeficientes, bem como alguns métodos de

resolução utilizados na computação dos momentos estat́ısticos das soluções.

4.1 Representação estocástica dos coeficientes

Para introduzirmos variabilidade e incerteza nos coeficientes hidromecânicos,

em particular na condutividade hidráulica K(x) e no módulo de Young E(x),
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consideramos tais parâmetros como campos aleatórios. Por outro lado, dada a

faixa reduzida de valores do coeficiente de Poisson 0 ≤ ν ≤ 0.5, os efeitos da

variabilidade são despreźıveis quando comparados aos de K e E [Beacher e Ingra

(1981), Zeitoun e Baker (1992)]. Assim desta forma, no desenvolvimento a seguir,

ν será tratado deterministicamente.

Dados de campo justificam a utilização da distribuição log-normal para a

condutividade hidráulica [Freeze (1975), Dagan (1989), Gelhar (1993)] e o módulo

de Young [Lumb (1966), Paice et al. (1996)]. Definindo os campos Gaussianos

Y (x) =: lnK(x), T (x) =: lnE(x), (4.1)

sendo K(x) > 0 e E(x) > 0, adotando a hipótese de estacionaridade e isotropia

para Y (x) e T (x), as médias e as covariâncias são dadas por

mY = cte, CY (x,y) = CY (r),

mT = cte, CT (x,y) = CT (r),

(4.2)

onde r = |x − y|, com x, y∈ Ω. Os modelos de covariância utilizados neste

trabalho para os campos Y e T são os de covariância exponencial (2.24) e fractal

(2.25) descritas no Caṕıtulo 2. Além disto, consideramos a hipótese que os campos

Y (x) e T (x) são independentes entre si.

Denotando X = {K,E} e Z = {Y, T}, considerando X campo aleatório Gaussiano

com função de densidade de probabilidade univariada e usando (2.6)-(2.8) e (2.10)

temos as relações:

mX(x) = exp
(
mZ + Ẑ(x)

)
= exp(mZ) exp

(
Ẑ(x)

)
=XG exp

(
σ2
Z

2

)
, (4.3)

CX(x,y) =E
[
exp(Z(x) exp(Zy)

]
−mX(x)mX(y)

=X2
G exp

(
σ2
Z

2

)[
exp(CZ(x,y))

]
(4.4)
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onde XG é a média geometrica do campo X.

Na ausência de incerteza no coeficiente de Poisson em (3.5) e (3.17), temos

as seguintes relações entre as constantes de Lamé, compressibilidade e o módulo

de Young

λ(x) = c1E(x), c1 =
ν

(1 + ν)(1− 2ν)
, (4.5)

µ(x) = c2E(x), c2 =
1

2(1 + ν)
, (4.6)

S(x) =
c3

E(x)
, c3 =

1

(dc1+2c2)
. (4.7)

Definindo R := lnS e tomando o logaritmo em (4.7) temos as seguintes

relações entre os momentos dos campos R e T associados ao módulo de Young e

compressibilidade respectivamente


mR = ln c3 −mT ,

CR(x,y) = −CT (x,y),

σ2
R = σ2

T ,

(4.8)

e para um campo escalar X qualquer temos a seguinte relação

CRX(x,y) = −CTX(x,y). (4.9)

Alem disto, temos também as relações entre as médias geométricas de λ, µ e S e

E [EG = exp(mT )]

λG = c1EG, µG = c2EG, SG =
c3

EG
. (4.10)

Estabelecida a estrutura estat́ıstica dos parâmetros de entrada, formulamos a seguir

o modelo poroelástico estocástico.
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4.2 Formulação estocástica

Seja (S,F , P ) um espaço de probabilidade, onde S é o espaço amostral, F

a σ-álgebra e P a medida de probabilidade. Denotando I = (0, T ] um intervalo

de tempo e Ω ⊂ IRd (d = 1, 2, 3), com fronteira Γ suave e vetor unitário normal

externo n, um domı́nio macroscópico ocupado por um reservatório poroelástico

heterogêneo. Então temos o seguinte problema:

Problema 4.1 Sejam {ω,x, t} ∈ S × Ω× I um evento básico, a posição espacial

e o tempo do processo estocástico respectivamente. Dadas as estruturas estat́ısti-

cas das variáveis aleatórias com distribuição log-normal K(x, ω) e E(x, ω), achar

os momentos estat́ısticos dos campos aleatórios de deslocamento u(x, t, ω), pres-

são de poro p (x, t, ω), tensão efetiva σ(x, t, ω), e velocidade de Darcy q(x, t, ω)

satisfazendo

divσ −∇p = 0,

div
∂u

∂t
+ divq = 0,

q = −K∇p,

σ = λtrE(u)I + 2µE(u),


em Ω× S, t ∈ [0, T ], (4.11)

sujeito às condições de fronteira e inicial

p = 0, σn = h, sobre Γ1 × S,

u = 0, q·n = 0, sobre Γ2 × S,
(4.12)

divu = 0, em Ω× S, t = 0, (4.13)

onde o carregamento imposto h é assumido como uma função determińıstica.

De forma análoga podemos enunciar a formulação estocástica do problema

fracamente acoplado da forma:

Problema 4.2 Sejam {ω,x, t} ∈ S ×Ω× I um evento básico, a posição espacial e

o tempo do processo estocástico, respectivamente. Dadas as estruturas estat́ısticas
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com função de distribuição log-normal deK(x, ω) e S(x, ω), encontrar os momentos

estat́ısticos dos campos pressão de poro p (x, t, ω) e velocidade de Darcy q(x, t, ω)

satisfazendo

S
∂p

∂t
+ div(q) = 0,

q = −K∇p,

 em Ω× S, t ∈ [0, T ], (4.14)

sujeito as condições de fronteira e inicial

p = p0, sobre Γ1 × S,

q · n = 0, sobre Γ2 × S,
(4.15)

p = 0, em Ω× S, t = 0, (4.16)

onde p0 é considerada uma função determińıstica.

Uma vez computados os momentos da pressão, o esquema de pós-processamento

dos momentos do campo de deslocamento é dado por:

Problema 4.3 Dados os momentos do campo aleatório p(x, t, ω), solução do Pro-

blema 4.2, a estrutura estat́ıstica com função de distribuição log-normal de E(x, ω),

achar os momentos do campo de deslocamentos u(x, t, ω), tal que

div
[
µ(∇u +∇uT)

]
+∇(λdivu) = ∇p, em Ω× S, (4.17)

sujeito às condições de contorno

σn = h, sobre Γ1 × S,

u = 0, sobre Γ2 × S.
(4.18)

Ao tratarmos os parâmetros de entrada do modelo como campos aleatórios, as

equações poroelásticas tornam-se estocásticas com soluções dadas por funções ale-

atórias dependentes de (x, t, ω). O problema fundamental consiste em, dada uma

distribuição de probabilidades para os coeficientes encontrar procedimentos para

computar as distribuições de probabilidade das variáveis poroelásticas. De forma
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geral, tal ńıvel de informação é muito sofisticado e custoso computacionalmente.

Na prática computar os dois primeiros momentos estat́ısticos, os quais fornecem

informações sobre a média e a variância, já é suficiente para as aplicações que

desejamos [Gelhar (1993), Zhang (2002), Christakos (2005)].

A seguir apresentamos alguns métodos tradicionais de resolução para o côm-

puto dos momentos estat́ısticos das soluções.

4.3 Método de Monte Carlo

O método de Monte Carlo é uma técnica tradicional de simulação numérica

direta amplamente usada para computar os momentos estat́ısticos das variáveis

dependentes. Em muitos casos as soluções numéricas obtidas por este método são

tratadas como soluções exatas para testar a precisão de outros métodos [Dagan

(1989), Zhang (2002)]. O procedimento de implementação do método é dividido

em três etapas: A primeira consiste na geração de um conjunto de realizações dos

coeficientes de entrada do modelo, em nosso caso a condutividade hidráulica K e

o módulo de Young E. Em seguida as equações determińısticas são resolvidas nu-

mericamente para cada realização k gerando um conjunto de posśıveis soluções do

problema (pressão, deslocamentos, tensão e velocidade). Finalmente, após a obten-

ção do conjunto das soluções gk = {pk, qk,uk, σk, } do problema indexadas para

cada realização k = 1, 2, 3, . . .M , os dois primeiros momentos estat́ısticos, média

mM
g , covariância CM

g e variância σMg associadas às M realizações, são calculados

numericamente da seguinte forma:

mM
g (x) =

1

M

M∑
k=1

gk(x), (4.19)

CM
g (x,y) =

1

M

M∑
k=1

(
gk(x)gk(y)−mM

g (x)mM
g (y)

)
, (4.20)

σ2
g(x) =

1

M

M∑
k=1

(
[gk(x)]2 − [mM

g (x)]2
)
. (4.21)
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Sob a hipótese de convergência estat́ıstica, quando M → ∞, os momentos com-

putados numericamente convergem para os momentos da solução do problema

cont́ınuo. Para o cômputo de M adotamos o critério de convergência de Cauchy,

avaliando o erro relativo Er para duas realizações sucessivas. Por exemplo, para a

média temos

Er(mM
g ) =

||mM
g −mM−1

g ||
||mM

g ||
, (4.22)

onde || · || é a norma do máximo. Para uma tolerância prescrita ε o critério de

convergência é dado por:

|Er(mM+1
g )− Er(mM

g )| < ε. (4.23)

De forma análoga, definimos os critérios de convergência para a variância e cova-

riância.

Uma grande vantagem do método de Monte Carlo é sua simplicidade e robus-

tez [Dagan (2002)]. Os momentos de ordem mais alta da solução também podem

ser computados numericamente. Além disto, ao contrário dos métodos perturbati-

vos apresentados a seguir, a acurácia do método de Monte Carlo não está restrita

à pequenas flutuações dos coeficientes, podendo ser aplicado a meios altamente

heterogêneos. Sua limitação reside no elevado custo computacional, sendo neces-

sário em alguns casos um grande número de realizações para se obter convergência

estat́ıstica [Dagan (1989), Zhang (2002)].

4.3.1 Geração de campos aleatórios

A geração e a qualidade dos campos aleatórios associados aos parâmetros f́ı-

sicos de entrada do modelo possui papel decisivo na precisão do método de Monte

Carlo. O objetivo das diversas técnicas de geração de campos aleatórios propostos

na literatura é a construção de mapas geológicos que reflitam de forma precisa a

estrutura estat́ıstica postulada para os coeficientes. Dentre os métodos mais utili-

zados podemos destacar: Método das bandas rotativas (Turning bands) [Mantoglou
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e Wilson (1982)], Método espectral [Christakos (2005)], Método da decomposição

LU da matriz de covariâncias [Harter (1994), Zhang (2002), Christakos (2005)].

Neste trabalho adotamos o método de decomposição de matrizes LU, o qual,

segundo Christakos (2005) é o que exibe melhor qualidade para campos aleatórios

Gaussianos. A aplicação desta técnica consiste basicamente em três passos: No

primeiro, dado um modelo de covariância CX(xi,xj)(i, j = 1, 2, . . . ,m) calculamos

a correspondente matriz de covariâncias discreta de dimensão m×m

CM
X =



CX(x1,x1) . . .CX(x1,xm)

CX(x2,x1) . . .CX(x2,xm)

...
...

CX(xm,x1) . . .CX(xm,xm)


.

Sendo CM
X uma matriz simétrica e positiva definida, o segundo passo consiste na

decomposição em matrizes triangulares superior L e inferior U (Decomposição de

Cholesky), da forma

CM
X = LU,

onde U = LT. Finalmente, um campo correlacionado X, de média zero e covariância

CM
X é obtido tomando o produto da matriz triangular superior com um vetor V de

m variáveis aleatórias Gaussianas independentes de média zero e variância unitária.

X = LV,

onde XT = [X(x1), . . . , X(xm)]. De fato a covariância de X é dada por
〈
XXT

〉
=

LVVTU = LIU = CM
X . Como X possui média nula, um campo aleatório Y (YT =

[Y (x1), . . . , Y (xm)]), com média E[Y (x)] 6= 0 pode ser gerado fazendo uso da

relação

Y = LV + M,

onde MT = E[Y (x1), . . . , Y (xm)].

A limitação deste método esta no requerimento de memoria para armazenar
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a matriz covariâncias [Zhang (2002)]. Conforme Bruining et al. (1997), alguns

cuidados devem ser tomados quando se utiliza o método de decomposição para

geração de campos aleatórios com leis de potência.

4.4 Métodos de perturbação

Na área de transporte e escoamento em meios porosos heterogêneos uma

técnica alternativa, amplamente discutida na literatura, consiste na derivação de

equações efetivas determińısticas para os momentos estat́ısticos das incógnitas do

problema [Bakr et al. (1978), Dagan (1989), Neuman e Orr (1993), Gelhar (1993),

Osness (1995), Tartakovsky e Neuman (1999), Bonilla e Cushman (2001), Gua-

dadnini e Neuman (2001), Keller (2001), Li et al. (2004)]. Esta classe de métodos

basseia-se em perturbar o problema determińıstico por intermédio de um parâ-

metro, usualmente tomado como o desvio padrão de Y = lnK, para gerar uma

hierarquia de modelos perturbados. O estabelecimento do truncamento e da or-

dem da acurácia do esquema perturbativo implica na linearização do modelo dando

origem ao chamado problema de fechamento (“closure problem”) que surge devido

ao fato de existir mais incógnitas do que equações. O cômputo dos momentos es-

tat́ısticos no sistema de equações perturbadas dá origem às equações efetivas que

gorvernam as médias e as covariâncias das incógnitas [Zhang (2002)].

Na classe de métodos perturbativos a técnica de truncamento Euleriano tem

sido amplamente utilizada na derivação de equações efetivas [Gelhar (1993), Keller

(2001), Li et al. (2004)]. Neste contexto, cada variável estocástica é decomposta

em um termo da média e flutuação, da forma Y =
〈
Y
〉

+ Ŷ . As decomposições são

introduzidas nas equações estocásticas obtendo-se duas equações acopladas, uma

referente à média e outra às flutuacões. A partir deste sistema, equações efeti-

vas para os momentos das incógnitas são derivadas fazendo uso do problema de

fechamento, assumindo que as perturbações são relativamente pequenas quando

comparadas com o valor da média de tal forma que termos contendo produtos

de perturbações de terceira ordem são desprezados [Gelhar (1993), Keller (2001)].
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Este tipo de perturbação gera um forte acoplamento nas equações efetivas resul-

tantes, tornando custosa sua resolução [Li et al. (2004)].

Ainda no contexto das técnicas perturbativas, um procedimento alternativo

consiste em postular uma expansão assintótica da forma Y = Y0 + Y1 + Y2 . . . com

cada componente Yi da ordem i do desvio padrão σY . Introduzindo as expansões

no modelo estocástico e agrupando em potências da mesma O(σnY ) n = 0, 1, . . . ,

obtemos um sistema de equações hierárquicas. A equação em ordem zero corres-

ponde ao modelo determińıstico que governa o meio homogêneo [Dagan (1989)].

Uma vantagem deste método é que as equações efetivas resultantes podem ser

resolvidas sequencialmente.

Na resolução dos problemas estocásticos de ordem superior diversas técnicas

podem ser empregadas, onde destacamos as técnicas de função de Green determi-

ńıstica e aleatória [Tartakovsky e Neuman (1999)]. Neste contexto, os momentos

das variáveis dependentes são representados por equações integro-diferenciais, onde

a função de Green surge como núcleo. A análise espectral também pode ser empre-

gada [Bakr et al. (1978), Gutjhar e Gelhar (1981)], onde as equações perturbadas

são transformadas para um domı́nio de freqüência usando o teorema da respre-

sentação de Fourier-Stieltjes, para obter o espectro das incógnitas como função do

espectro do parâmetro de entrada do modelo. Em seguida, os momentos estat́ısti-

cos são obtidos fazendo uso da transformada inversa de Fourier.

Quando a variabilidade dos parâmetros é pequena as técnicas de perturba-

ção fornecem aproximações acuradas para os problemas estocásticos [Dagan (1989),

Zhang (2002), Li et al. (2004)]. Mais uma vez salientamos que, em geral somente os

dois primeiros momentos estat́ısticos das soluções são calculados e a aproximação

destes momentos podese tornar extremamente complexa e muito custosa compu-

tacionalmente quando o número de variáveis envolvidas no sistema for elevado.
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4.5 Técnicas de discretização do espaço estat́ıstico

Nesta seção destacamos uma classe de métodos basseados na discretização

do espaço esat́ıstico que vêm recebendo notoriedade recentemente. Campos aleató-

rios podem ser representados usando expansão de Karhunen-Loève [Beran (1969)],

expansão em Polinômio de Caos (“Chaos Polinomial”) [Ghanem e Spanos (1991)]

ou generalizções destes polinômios [Xiu e Karniadakis (2002)].

A expansão de Karhunen-Loève representa os campos aleatórios como com-

binação linear de um número infinito de variáveis aleatórias não correlacionadas,

por exemplo Y = lnK, pode ser representado da forma

Y (x, ω) = mY (x) +
∞∑
n=0

√
λnξ(ω)fn(x)

onde {ξn(ω)} é um conjunto de variáveis aleatórias Gaussianas não correlacionadas

de média zero E[ξn(ω)] e covariância E[ξm(ω)ξn(ω)] = δm,n. As funções {fn(x)}

denotam o conjunto de autovetores ortogonais determińısticos sobre o dominio Ω

e os escalares {λn} denotam os autovalores do núcleo CY (x,y), satisfazendo a

equação integro-diferencial

∫
Ω

CY (x,y)fm(y)dy = λmfm(x).

A expansão de Polinômio de Caos representa os campos aleatórios como combina-

ção linear infinita de polinômios de Hermite no caso de serem construidos a partir

do conjunto ortonormal Gaussiano {ξn(ω)} com coeficientes determińısticos.

A aplicação destas expansões em conjunção com métodos numéricos foi pro-

posta originalmente por Ghanem e Spanos [Ghanem e Spanos (1991)] para equações

eĺıpticas com coeficientes aleatórios. A técnica de discretização é denominada de

método Espectral de Galerkin e envolve uma expansão Karhunen-Loève do parâ-

metro de entrada e uma expansão de polinômios de Hermite para a solução do

problema. Os coeficientes da série são determinados num esquema tipo Galerkin.

Esta técnica transforma o problema estocástico em um problema determińıstico
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com dimensão maior. Este método vem sendo aplicado na modelagem de escoa-

mentos em meios porosos ŕıgidos [Ghanem (1998), Roy e Grilli (1997), Zhang e Lu

(2004) e Lu e Zhang (2004)]. Esta abordagem para a resolução de equações eĺıpticas

estocásticas foi desenvolvida e generalizada recentemente por diversos pesquisado-

res [Babŭska e Chatzipantelidis (2002), Matthies e Keese (2005)]. Em particular,

Xiu e Karniadakis [Xiu e Karniadakis (2002)] adotaram uma versão generalizada

da expansão de polinômios de Hermite incluindo outros polinômios ortogonais.

Uma outra técnica numérica alternativa recente é o método estocástico de

colocação [Babŭska et al. (2007), Nobile et al. (2008)]. Nesta aproximação são usa-

das as ráızes dos polinômios de aproximação de ordem maior como pontos onde são

constrúıdas as aproximações. Este método apresenta menor custo computacional

comparado com o do método Espectral de Galerkin.

Nos caṕıtulos seguintes exploramos uma técnica de perturbação. Mais pre-

cissamente a de expansão assintótica, para tentar esclarecer as diferenças adicionais

que possam surgir entre os modelos fracamente e totalmente acoplados na presença

de heterogeneidades e incertezas.
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Caṕıtulo 5

Método de expansão assintótica aplicado

ao modelo poroelástico fracamente

acoplado

Com o objetivo de elucidarmos as hipóteses que sustentam os modelos fraca-

mente e completamente acoplados descritos anteriormente no caso de meios hetero-

gêneos, neste caṕıtulo fazemos uso da técnica de expansão assintótica no sentido de

Zhang (1999), aplicando o método ao problema estocástico resultante do modelo

fracamente acoplado. Tal método vem sendo amplamente utilizado para descrever

a hidrodinâmica e transporte de solutos em meios porosos heterogêneos, particu-

larmente no estudo da macrodispersão de solutos onde a técnica é capaz de prover

relações de fechamento para a macrodispersividade do meio explorando sua re-

lação com as flutuações do campo de velocidades [Dagan (1989), Osness (1995),

Alvarado et al. (1998), Tartakovsky e Neuman (1998), Zhang (1999), Bonilla e

Cushman (2001), Cushman et al. (2002), Zhang (2002), Hu et al. (2002)]. Por ou-

tro lado, a aplicação do método a meios porosos deformáveis ainda se encontra em

estado embrionário. Dada a forma determińıstica do resultado obtido pelas técni-

cas de perturbação, representada por meio de equações efetivas para os momentos,

este método pode ser explorado na melhor compreensão da disparidade entre os

dois modelos de acoplamento geomecânico (fracamente e totalmente acoplados) na

presença de heterogeneidades.
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No contexto perturbativo, as variáveis aleatórias são decompostas em mé-

dias e flutuações em torno da média e depois expandidas em séries de potências

em termos de um parâmetro que quantifica a variabilidade da formação geológica

(comumente tomado como o desvio padrão dos coeficientes de entrada do modelo).

Em seguida, as equações diferenciais nas diferentes ordens da escala hierárquica são

obtidas coletando potências idênticas do parâmetro na expansão. O problema de

fechamento que surge naturalmente, consiste em estabelecer uma ordem da apro-

ximação e truncar a série, desprezando os termos de mais alta ordem assumindo

que o parâmetro de perturbação seja pequeno.

Salientamos que, diferentemente de Dagan (1989), Zhang e Winter (1999),

além de introduzir variabilidade na condutividade hidráulica, o presente trabalho

incorpora incerteza na compressibilidade da rocha tratando este parâmetro como

um campo aleatório. Para facilitar a exposição, revisitamos o problema estocástico

do modelo fracamente acoplado nos campos de pressão e velocidade.

Problema 5.1 Dadas as estruturas estat́ısticas de Y = lnK e R = lnS, assumi-

dos campos aleatórios Gaussianos estacionários, isotrópicos e independentes entre

si, encontrar os momentos estat́ısticos da pressão do poro p e velocidade de Darcy

q, satisfazendo


S
∂p

∂t
+ divq = 0,

q = −K∇p ,
em Ω× S, t ∈ [0, T ], (5.1)

sujeito as condições de fronteira

p = 0, sobre Γ1 × S,

q · n = 0, sobre Γ2 × S,
(5.2)

e condição inicial

p = pD, em Ω× S, t = 0, (5.3)

onde pD é considerada uma função determińıstica.
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5.1 Equações hierárquicas

Seguindo a metodologia proposta por Zhang (1999), escolhemos como pa-

râmetros de perturbação os desvios padrão dos campos aleatórios Y e R, de-

notados por σY e σR respectivamente, ambos assumidos da mesma ordem de

magnitude. Sob esta hipótese definimos o parâmetro de perturbação σ como

σ = O(σY ) = O(σR). Ao adotarmos σ como parâmetro de perturbação, o pro-

blema estocástico tende para o determińıstico a medida que σY e σR tendem a zero.

Porém, há que ressaltar que além de σ, as estruturas de correlação dos parâmetros

f́ısicos, o tamanho do domı́nio do escoamento em relação à escala de correlação e as

condições de fronteira podem também desempenhar um papel importante na acu-

rácia das aproximações das soluções [Zhang e Winter (1999), Bonilla e Cushman

(2001)].

A seguir desenvolvemos o conjunto de equações hierárquicas. Para isto de-

compomos aditivamente os campos lnK e lnS nas suas médias e flutuações

lnK = mY + Ŷ , e lnS = mR + R̂. (5.4)

Usando a definição de média geométrica em (5.4), os campos K e S podem ser

expandidos em torno de KG e SG respectivamente, da forma

K = KG

(
1 + Ŷ +

Ŷ 2

2!
+ · · ·

)
, (5.5)

e

S = SG

(
1 + R̂ +

R̂2

2!
+ · · ·

)
. (5.6)

Em seguida, postulamos a expansão assintótica para a poro pressão e para a velo-

cidade 
p = p(0) + p(1) + p(2) + . . . ,

q = q(0) + q(1) + q(2) + . . . ,

(5.7)

onde p(n) = O(σn), e p(n+1)

p(n) → 0, quando σ → 0. Substituindo as expansões (5.5),
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(5.6) e (5.7), em (5.1) temos

SG

(
1 +R̂+

R̂2

2!
+· · ·

) ∂
∂t

(
p(0)+ p(1)+ p(2)+ · · ·

)
+ div

(
q(0)+ q(1)+ q(2)+ · · ·

)
= 0,

q(0) + q(1) + q(2) + · · · = −KG

(
1 + Ŷ +

Ŷ 2

2
+ · · ·

)
∇
(
p(0) + p(1) + p(2) + . . .

)
.

(5.8)

Agrupando os termos de mesma ordem e utilizando a hipótese de estacionaridade

de segunda ordem dos campos R e Y obtemos o seguinte sistema de equações

hierárquicas:

n = 0,


SG

∂p(0)

∂t
+ divq(0) = 0,

q(0) = −KG∇p(0),

(5.9)

n = 1,


SG

∂p(1)

∂t
+ divq(1) = −SGR̂

∂p(0)

∂t
,

q(1) = −KG

[
Ŷ∇p(0) +∇p(1)

]
,

(5.10)

n = 2,


SG

∂p(2)

∂t
+ divq(2) = −SGR̂

∂p(1)

∂t
− SG

R̂2

2

∂p(0)

∂t
,

q(2) = −KG

[1

2
Ŷ 2∇p(0) + Ŷ∇p(1) +∇p(2)

]
.

(5.11)

Aplicando o mesmo procedimento para as ordens mais altas podemos escrever

recursivamente para n ≥ 1,


SG

∂p(n)

∂t
+ divq(n) = −SG

n−1∑
i=0

R̂n−i

(n− i)!
∂p(i)

∂t
,

q(n) = −KG

(
∇p(n) +

n∑
i=1

Ŷ i

(i)!
∇p(n−i)

)
.

(5.12)

Podemos notar que a equação (5.9) possui a mesma forma da equação determi-

ńıstica no modelo (3.20), com as médias geométricas KG e SG desempenhando o
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papel de coeficientes efetivos. Além disto, pela a hipótese de estacionaridade, o

lado esquerdo de (5.10)-(5.12) preserva a mesma estrutura do problema determi-

ńıstico, o que é conveniente do ponto de vista numérico. À medida que evoluimos

na escala hierárquica aumenta a complexidade dos termos de fonte que surgem do

lado direito de cada equação.

Podemos observar também que a velocidade em O(σ0) (q(0)) representa a

velocidade determińıstica. Para n ≥ 1, q(n) não admite mais uma relação linear

com ∇p(n) devido ao surgimento dos termos adicionais contendo produtos entre as

flutuações de Y e p.

Finalmente, expandindo as condições de contorno (5.2), obtemos

n ≥ 0,


p(n) = 0, sobre Γ1 × S,

q(n) · n = 0, sobre Γ2 × S,
(5.13)

e da condição inicial (5.3)

n = 0, p(0) = pD, em Ω, t = 0,

n ≥ 1, p(n) = 0, em Ω× S, t = 0.

(5.14)

Podemos observar que apenas o sistema (5.9) (n = 0) herda o dado inicial determi-

ńıstico não homogêneo. Para n ≥ 1, as equações estão sujeitas a condições inicial e

de fronteira homogêneas. A diferença entre a solução trivial é advinda dos termos

de fonte dependentes das soluções das equações nas ordens inferiores. Condições

de fronteira e inicial não deterministicas são tratadas em Zhang (2002) e Bonilla e

Cushman (2000).

5.2 Equações efetivas

A partir dos conjuntos de equações hierárquicas constrúıdos na seção anterior,

derivamos a seguir as equações efetivas que governam os dois primeiros momentos

dos campos de pressão p e velocidade q.
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5.2.1 Equações efetivas para as médias

Tomando a média no conjunto de equações (5.9)-(5.11) e nas condições de

fronteira (5.13) e inicial (5.14) (para n = 0, 1, 2), notando que E[Ŷ ] = E[R̂] = 0,

obtemos os seguintes sistemas:

n = 0 :



SG
∂p(0)

∂t
+ divq(0) = 0,

q(0) = −KG∇p(0),

p(0) = 0, sobre Γ1,

q(0) · n = 0, sobre Γ2,

p(0) = pD, em Ω, t = 0,

(5.15)

n = 1 :



SG
∂
〈
p(1)
〉

∂t
+ div

〈
q(1)
〉

= 0,〈
q(1)
〉

= −KG∇
〈
p(1)
〉
,〈

p(1)
〉

= 0, sobre Γ1,〈
q(1)
〉
· n = 0, sobre Γ2,〈

p(1)
〉

= 0, em Ω, t = 0,

(5.16)

n = 2 :



SG
∂
〈
p(2)
〉

∂t
+ div

〈
q(2)
〉

= −SG
〈
R̂
∂p(1)

∂t

〉
− SG

σ2
R

2

∂p(0)

∂t
,〈

q(2)
〉

= −KG

[
∇
〈
p(2)
〉

+
〈
Ŷ∇p(1)

〉
+

1

2
σ2
Y∇p(0)

]
,〈

p(2)
〉

= 0, sobre Γ1,〈
q(2)
〉
· n = 0, sobre Γ2,〈

p(2)
〉

= 0, em Ω, t = 0,

(5.17)

onde o simbolo
〈
·
〉

:= E[·] denota a média estat́ıstica. Na ausência de termos de

fonte e com condições de contorno e inicial homogêneas o sistema (5.16) admite

a solução trivial
〈
p(1)
〉

= 0,
〈
q(1)
〉

= 0. Portanto, as aproximações de segunda
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ordem para a média da pressão e da velocidade são dadas por


〈
p
〉
(x, t) = p(0)(x, t) +

〈
p(2)
〉
(x, t),〈

q
〉
(x, t) = q(0)(x, t) +

〈
q(2)
〉
(x, t),

(5.18)

e as aproximações das flutuações de p e q na primeira ordem são dadas por


p̂(x, t) = p(1)(x, t),

q̂(x, t) = q(1)(x, t).

(5.19)

Podemos notar que para obter as médias de {p,q} é necessário computar
{
p(0),q(0)

}
e em seguida

{〈
p(2)
〉
,
〈
q(2)
〉}

. O sistema (5.15) que governa o comportamento de{
p(0),q(0)

}
é de fácil resolução. Entretanto, o sistema (5.17) para

{〈
p(2)
〉
,
〈
q(2)
〉}

contém termos de fonte envolvendo produtos das flutuações entre Y e p(1) e R e

p(1), portanto, demanda antes o cômputo destes termos. Para este fim, introdu-

zimos as aproximações de segunda ordem para as covariâncias cruzadas entre os

coeficientes e a pressão da forma:

CY p(x; y, τ) =
〈
Ŷ (x), p(1)(y, τ)

〉
; CRp(x; y, τ) =

〈
R̂(x), p(1)(y, τ)

〉
. (5.20)

e das covariâncias cruzadas entre os coeficientes e a velocidade que representam o

fluxo associado a CY p e CRp respectivamente

CY q(x; y, τ) =
〈
Ŷ (x),q(1)(y, τ)

〉
. CRq(x; y, τ) =

〈
R̂(x),q(1)(y, τ)

〉
. (5.21)

Nosso objetivo aqui é derivar as equações efetivas que governam {CY p,CY q} e

{CRp,CRq}, as quais surgem como termos de fonte nas equações (5.17) acima.

Para este fim representamos as equações da pressão e da velocidade em (5.10) em

termos de (y, τ) ∈ Ω× (0, T ] onde y 6= x ∈ Ω, as multiplicamos por X̂(x) (X̂ = Ŷ
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ou X̂ = R̂) e tomamos a esperança matemática para obtermos


SG

〈
X̂(x)

∂p(1)(y, τ)

∂τ

〉
+
〈
X̂(x)divq(1)(y, τ)

〉
= −SG

〈
X̂(x)R̂(y)

〉 ∂p(0)(y, τ)

∂τ
,

〈
X̂(x)q(1)(y, τ)

〉
= −KG

[〈
X̂(x)Ŷ (y)

〉
∇p(0)(y, τ) +

〈
X̂(x)∇p(1)(y, τ)

〉]
.

(5.22)

Das condições de fronteira (5.13) e inicial (5.14), segue que

〈
X̂(x) p(1)(y, τ)

〉
= 0, sobre Γ1,〈

X̂(x) q(1)(y, τ)
〉
· n = 0, sobre Γ2,〈

X̂(x) p(1)(y, τ)
〉

= 0, em Ω, τ = 0.

(5.23)

Lembrando que pela hipótese de campos independentes CY R = CRY = 0. Logo

tomando X̂ = Ŷ em (5.22) obtemos as equações efetivas que governam a aproxi-

mação de segunda ordem das covariâncias cruzadas CY p(x; y, τ) e CY q(x; y, τ), da

forma


SG

∂CY p(x; y, τ)

∂τ
+ divyCY q(x; y, τ) = 0,

CY q(x; y, τ) = −KG∇yCY p(x; y, τ)−KGCY (x,y)∇p(0)(y, τ).

(5.24)

Utilizando (5.23) e as condições de contorno de (5.10) segue que as condições de

fronteira e inicial para (5.24) são dadas por :


CY p(x; y, τ) = 0, ∀y sobre Γ1,

CY q(x; y, τ)·n=
[
−KG∇yCY p(x; y, τ)+CY (x; y)q(0)(y, τ)

]
·n=0, ∀y sobre Γ2,

CY p(x; y, τ) = 0, ∀y sobre Ω, τ = 0.

De forma semelhante, tomando X̂=R̂ obtemos a equação que governa a aproxima-

ção de segunda ordem para as covariâncias cruzadas CRp(x; y, τ) e CRq(x; y, τ),
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da forma


SG

∂CRp(x; y, τ)

∂τ
+KGdivyCRq(x; y, τ) = −SG

∂p(0)(y, τ)

∂τ
CR(x; y),

CRq(x; y, τ) = −KG∇yCRp(x; y, τ),

(5.25)

também suplementada por condições de contorno e inicial homogêneas.

Podemos notar que, devido à hipótese de estacionaridade dos campos Y

e R, o lado esquerdo de (5.24) e (5.25) preserva a mesma forma parabólica do

problema determińıstico (5.15). Os termos de fonte que surgem no lado direito

destas equações dependem da solução p(0) e das covariâncias cruzadas dos campos

aleatórios Y e R.

Retornando ao sistema (5.17), e utilizando as definições (5.20) e (5.21), po-

demos reescrever a equação para as médias da pressão e velocidade em O(σ2), da

forma
SG

∂
〈
p(2)
〉
(x, t)

∂t
+ div

〈
q(2)
〉
(x, t) = −SG

∂CRp(x; x, t)

∂t
− SG

σ2
R

2

∂p(0)

∂t
,〈

q(2)
〉
(x, t) = −KG

[
∇
〈
p(2)
〉
(x, t) +∇yCY p(x; y, t)

∣∣∣
y=x

+
σ2
Y

2
∇p(0)(x, t)

]
.

(5.26)

Usando as condições de fronteira e iniciais dos problemas para p(0) e CY p o sistema

acima é suplementado por condições de fronteira e inicial homogêneas.

De (5.18) e (5.26) escrevemos a média da velocidade como

〈
q
〉
(x, t) = −KG

[
∇
〈
p
〉
(x, t) +

σ2
Y

2
∇
〈
p(0)
〉
(x, t) +∇yCY p(x; y, t)

∣∣∣
y=x

]
. (5.27)

É importante salientar que a média da velocidade não obedece mais uma relação

linear com a média do gradiente da pressão. Em particular, a percolação do fluido

não obedece mais uma lei local, uma vez que efeitos não locais são herdados pelo

surgimento da componente da covariância cruzada CY p em (5.27).
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5.2.2 Equações efetivas para as autocovariâncias

Para completar a derivação das equações efetivas que governam os momentos

estat́ısticos da velocidade e pressão resta obtermos o modelo para as covariâncias Cp

e Cq. Usando (5.19), temos a covariância de segunda ordem de p e autocovariância

cruzada de segunda ordem entre q e p dadas por

Cp(x, t; y, τ) =
〈
p(1)(x, t), p(1)(y, τ)

〉
,

Cqp(x, t; y, τ) =
〈
q(1)(x, t), p(1)(y, τ)

〉
.

De forma análoga, para derivarmos as equações efetivas para as covariâncias Cp e

Cqp, representamos (5.10) em função de (x, t) ∈ Ω × (0, T ] e multiplicamos esta

equação por p(1)(y, τ), (y, τ) ∈ Ω× (0, T ], x 6= y, para obter


SG

∂p(1)(x, t)

∂t
p(1)(y, τ) + divq(1)(x, t)p(1)(y, τ)=−SGR̂(x)

∂p(0)(x, t)

∂t
p(1)(y, τ)

q(1)(x, t)p(1)(y, τ) = −KG

[
Ŷ (x)∇p(0)(x, t)p(1)(y, τ) +∇p(1)(x, t)p(1)(y, τ)

]
,

(5.28)

e das condições de fronteira (5.13) e inicial (5.14), segue

p(1)(x, t)p(1)(y, τ) = 0, sobre Γ1,

q(1)(x, τ)p(1)(y, τ) · n = 0, sobre Γ2,

p(1)(x, 0)p(1)(y, τ) = 0, em Ω, τ = 0.

(5.29)

Tomando a esperança matemática em (5.28) obtemos as equações efetivas para

Cp(x, t; y, τ) e Cqp(x, t; y, τ)


SG

∂Cp(x, t; y, τ)

∂t
+ divxCqp(x, t; y, τ) = −SG

∂p(0)(x, t)

∂t
CRp(x; y, τ),

Cqp(x, t; y, τ) = −KG∇xCp(x, t; y, τ)−KGCY p(x,y, τ)∇p(0)(x, t)

(5.30)

suplementada por condições de fronteira e inicial homogêneas.

Da mesma forma que (5.26), para resolver o problema (5.30), necessitamos calcular
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as covariâncias cruzadas CY p, CRp que surgem como termos de fonte.

Finalmente, de (5.19) a aproximação de segunda ordem da covariância da

velocidade q é dada por Cq(x, t; y, τ) =
〈
q(1)(x, t),q(1)(y, τ)

〉
. Logo, usando a lei

de Darcy em (5.10) e tomando a média temos que

Cq(x, t; y, τ) = K2
G

[
∇p(0)(x, t)∇p(0)(y, τ)CY (x,y) +∇p(0)(x, t)∇yCY p(x; y, τ)

+∇p(0)(y, τ)∇xCY p(x, t; y) +∇x · ∇yCp(x, t; y, τ)
]
.

(5.31)

5.2.3 Sistema de equações efetivas

Coletando as equações (5.15), (5.24), (5.25), (5.26) e (5.30) das subseções

anteriores obtemos um sistema de equações efetivas formulado da forma: Dados

os momentos {mY ,mR,CY ,CR} dos coeficientes Gaussianos Y e R, calcular os

pares de variáveis {p(0), q(0)}, {CY p, CY q}, {CRp, CRq} {Cp, Cqp}, {
〈
p(2)
〉
,
〈
q(2)
〉
},
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satisfazendo
SG

∂p(0)

∂t
(x, t) + divq(0)(x, t) = 0,

q(0)(x, t) = −KG∇p(0)(x, t),

(5.32)


SG

∂CY p(x; y, τ)

∂τ
+ divyCY q(x; y, τ) = 0,

CY q(x; y, τ) = −KG∇yCY p(x; y, τ)−KG∇yp
(0)(y, τ)CY (x; y),

(5.33)


SG

∂CRp(x; y, τ)

∂τ
+ divyCRq(x; y, τ) = −SG

∂p(0)(y, τ)

∂τ
CR(x; y),

CRq(x; y, τ) = −KG∇yCRp(x; y, τ)

(5.34)


SG

∂Cp(x, t; y, τ)

∂t
+ divxCqp(x, t; y, τ) = −SG

∂p(0)(x, t)

∂t
CRp(x; y, τ),

Cqp(x; y, τ) = −KG∇xCp(x, t; y, τ)−KG∇xp
(0)(x, t)CY p(x; y, τ),

(5.35)


SG

∂
〈
p(2)
〉

∂t
(x, t) + div

〈
q(2)
〉
(x, t) = −SG

∂CRp(x, t; x)

∂t
− SG

σ2
R

2

∂p(0)(x, t)

∂t
,〈

q(2)
〉
(x, t) = −KG

[
∇
〈
p(2)
〉
(x, t) +∇yCY p(x; y, t)

∣∣∣
y=x

+
σ2
Y

2
∇p(0)(x, t)

]
.

(5.36)

Na Tabela 5.1 as equações efetivas acima são reapresentadas somente nos campos

potenciais {p(0), CY p,CRp, Cp,
〈
p(2)
〉
}.

Ao contrário da técnica de truncamento Euleriano [Zhang (2002)], as equa-

ções (5.32)-(5.36) podem ser resolvidas seqüencialmente. Inicialmente resolvemos

o problema determińıstico (5.32) para p(0). Com p(0) conhecido em seguida re-

solvemos (5.33) e (5.34) para achar as covariâncias cruzadas entre as variáveis

dependentes e independentes, as quais são usadas finalmente como fonte em (5.35)

e (5.36) no cômputo de Cp e
〈
p(2)
〉
, respectivamente.

Em algumas formações geológicas a variabilidade da compressibilidade é con-
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Problema p0: Dados KG e SG, achar p(0) tal que:

SG
∂p(0)(x, t)

∂t
−KGdiv

(
∇p(0)(x, t)

)
= 0, em Ω, t ∈ [0, T ]

com
p(0)(x, t) = 0, sobre Γ1,
q(0)(x, t) · n = 0, sobre Γ2,
p(0)(x, t) = p0, em Ω, t = 0.

Problema CY p: Dados KG, SG, p(0) e CY , achar CY p satisfazendo:

SG
∂CY p(x; y, τ)

∂τ
−KGdivy (∇yCY p(x; y, τ)) = KGdivy

(
CY (x,y)∇p(0)(y, τ)

)
com condições de contorno e inicial homogêneas

Problema CRp: Dados KG, SG, p(0) e CR, achar CRp tal que:

SG
∂CRp(x; y, τ)

∂τ
−KGdivy (∇yCRp(x; y, τ)) = −SG

∂p(0)(y, τ)

∂τ
CR(x; y)

com condiçõe de contorno e inicial homogêneas

Problema Cp: Dados KG, SG, p(0), CRp e CY p, achar Cp tal que:

SG
∂Cp(x; y, τ)

∂τ
−KGdivx (∇xCp(x, t; y, τ)) = KGdivx

(
CY p(x,y, τ)∇p(0)(x, t)

)
−SG

∂p(0)(y, τ)

∂τ
CRp(x; y)

com condições de contorno e inicial homogêneas

Problema p2: Dados KG, SG, p(0) , CRp e CY p, achar
〈
p(2)
〉

tal que:

SG
∂
〈
p(2)
〉

∂t
(x, t)−KGdiv

(
∇
〈
p(2)
〉)

= KGdivx (∇yCY p(x,y, τ)) |x=y

−SG
∂CRp(x, t; x)

∂t
− SG

(σ2
R

2
+
σ2
Y

2

)∂p(0)

∂t

com condições de contorno e inicial homogêneas

Tabela 5.1: Sistema de equações efetivas do modelo fracamente acoplado
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siderada pequena quando comparada com a da condutividade hidráulica de tal

forma que este parâmetro pode ser tratado como determińıstico e consequente-

mente CR = 0 e CRp = 0. Neste caso, o sistema se reduz ao problema descrito em

[Zhang (2002)]: Dados os momentos {mY ,CY } do log da condutividade hidráulica

calcular os pares {p(0), q(0)}, {CY p, CY q}, {Cp, Cqp}, {
〈
p(2)
〉
,
〈
q(2)
〉
}, satisfazendo


S
∂p(0)

∂t
(x, t) + divq(0)(x, t) = 0,

q(0)(x, t) = −KG∇p(0)(x, t),

(5.37)


S
∂CY p(x; y, τ)

∂τ
+ divyCY q(x; y, τ) = 0,

CY q(x; y, τ) = −KG∇yCY p(x; y, τ)−KG∇yp
(0)(y, τ)CY (x; y),

(5.38)


S
∂Cp(x, t; y, τ)

∂t
+ divxCqp(x, t; y, τ) = 0

Cqp(x; y, τ) = −KG∇xCp(x, t; y, τ)−KG∇xp
(0)(x, t)CY p(x; y, τ),

(5.39)


S
∂
〈
p(2)
〉

∂t
(x, t) + div

〈
q(2)
〉
(x, t) = 0,〈

q(2)
〉
(x, t) = −KG

[
∇
〈
p(2)
〉
(x, t) +∇yCY p(x; y, t)

∣∣∣
y=x

+
σ2
Y

2
∇p(0)(x, t)

]
.

(5.40)

5.3 Equações efetivas para o deslocamento

Uma vez computada a pressão e a velocidade, adotamos em seguida o mesmo

procedimento da técnica de expansão assintótica no problema de pós-processa-

mento (4.17)-(4.18), para derivar o sistema de equações efetivas que governam os

dois primeiros momentos estat́ısticos do deslocamento da matriz sólida e da tensão

efetiva. Para atingir este objetivo reapresentamos o problema de elasticidade linear

que governa os campos {u,σ}.

Problema 5.2 Dada a estrutura estat́ıstica de T = lnE e os primeiros momentos
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estat́ısticos de p(x, t, ω) solução do Problema 5.1, achar os momentos estat́ısticos

dos campos aleatórios {u,σ}, tal que


divσ = ∇p,

σ = λdivuI + 2µE(u),

em Ω× S, (5.41)

sujeito as condições de contorno

σn = h, sobre Γ1 × S,

u = 0, sobre Γ2 × S,
(5.42)

Estabelecemos inicialmente, as relações entre os momentos estat́ısticos da compre-

ssibilidade S = exp(R) e o módulo de Young E = exp(T ), as quais serão de

gram utilidade no seguite caṕıtulo para a comparação dos modelos fracamente e

totalmente acoplados.

De acordo com o exposto no Caṕıtulo 4 temos σ2
R = σ2

T e CT = −CR. O mais

natural é tomar como parâmetro de perturbação o desvio padrão σT assumido da

mesma ordem de magnitude que σY , σ = O(σT ). Usando as relações (4.5), (4.6) e

(4.10), as constantes de Lamé estocásticas admiten as representações

λ = c1E = c1 exp(mT + T̂ ) = c1EG exp(T̂ ) = λG exp(T̂ ),

µ = c2E = c2 exp(mT + T̂ ) = c2EG exp(T̂ ) = µG exp(T̂ ),

(5.43)

onde λG, µG e EG, são as médias geométricas de λ, µ e E, respectivamente.

Fazendo uso das decomposições (5.43), expandimos as constantes de Lamé

em torno de suas respectivas médias geométricas, da forma


µ = µG

(
1 + T̂ +

T̂ 2

2!
+ · · ·

)
,

λ = λG

(
1 + T̂ +

T̂ 2

2!
+ · · ·

)
.

(5.44)

55



Postulamos que os deslocamentos da matriz porosa u e a tensão efetiva podem ser

expandidos em série de potências de σ da forma


u = u(0) + u(1) + u(2) + . . . ,

σ = σ(0) + σ(1) + σ(2) + . . . ,

(5.45)

Substituindo as expansões (5.5), (5.7), (5.44) e (5.45) em (5.41), obtemos



div
(
σ(0) +σ(1) +σ(2) . . .

)
= ∇

(
p(0) + p(1) + p(2) + · · ·

)
,

σ(0)+σ(1)+σ(2)+ . . . = λG

(
1 + T̂ +

T̂ 2

2
+ · · ·

)
div
(
u(0) + u(1) + u(2) + . . .

)
I

+ 2µG

(
1 + T̂ +

T̂ 2

2
+ · · ·

)(
E
(
u(0)
)

+ E
(
u(1)
)

+ E
(
u(2)
)

+ · · ·
)
.

onde E(u(n)) =
1

2

[
∇u(n) +∇(u(n))T

]
.

Seguindo o procedimento formal, agrupamos os termos de mesma ordem,

para obter o sistema hierárquico:

n = 0 :


divσ(0) = ∇p(0),

σ(0) = λGdivu(0)I + 2µGE(u(0)),

(5.46)

n = 1 :


divσ(1) = ∇p(1),

σ(1) = λGdivu(1)I + 2µGE(u(1)) + T̂σ(0),

(5.47)

n = 2 :



divσ(2) = ∇p(2),

σ(2) = λGdivu(2)I + 2µGE(u(2))

+ T̂
[
λGdivu(1)I + 2µGE(u(1))

]
+
T̂ 2

2
σ(0),

(5.48)
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Aplicando o mesmo procedimento para as ordems mais altas podemos escrever

recursivamente o modelo para n ≥ 1, da forma


divσ(n) = ∇p(n),

σ(n) =λGdivu(n)I+2µGE(u(n))+
n∑
i=1

T̂ i

(i)!

[
λGdivu(n−i)I+2µGE(u(n−i))

]
.

(5.49)

Podemos observar que o tensor σ(0) em (5.46) é dado constitutivamente pelo mo-

delo determińıstico linear. Da mesma forma que na lei de Darcy, para n ≥ 1,

a relação entre σ(n) e E(u(n)) torna-se não linear devido aos termos adicionais

contendo produtos entre flutuações de T e das tensões nas ordems anteriores.

Finalmente, a partir de (5.42) derivamos as respectivas condições de contorno

hierárquicas

n = 0 : σ(0)n = h, sobre Γ1,

n ≥ 1 : σ(n)n = 0, sobre Γ1 × S,

n ≥ 0 : u(n) = 0, sobre Γ2 × S.

(5.50)

5.3.1 Equações efetivas para as médias

Para obtermos as equações efetivas para as médias das variáveis u e σ to-

mamos a esperança matemática no conjunto de equações (5.46)-(5.47) em desloca-
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mento e tensão efetiva bem como nas condições de contorno (5.50), para obter:

n = 0 :



divσ(0) = ∇p(0),

σ(0) = λGdivu(0)I + 2µGE(u(0)),

σ(0)n = h, sobre Γ1,

u(0) = 0, sobre Γ2,

(5.51)

n = 1 :



div
〈
σ(1)

〉
= ∇

〈
p(1)
〉

= 0,

〈
σ(1)

〉
= λGdiv

〈
u(1)
〉
I + 2µGE(

〈
u(1)
〉
),〈

σ(1)
〉
n = 0, sobre Γ1,〈

u(1)
〉

= 0, sobre Γ2,

(5.52)

n = 2 :



div
〈
σ(2)

〉
= ∇

〈
p(2)
〉
,

〈
σ(2)

〉
= λGdiv

〈
u(2)
〉
I + 2µGE(

〈
u(2)
〉
)+〈

T̂
[
λGdivu(1)I + 2µGE(u(1))

]〉
+
σ2
T

2
σ(0),〈

σ(2)
〉
n = 0, sobre Γ1,〈

u(2)
〉

= 0, sobre Γ2,

(5.53)

Da mesma forma que na hidrodinâmica, na ausência de termos de fonte e condições

de contorno homogêneas, o sistema (5.52) admite solução trivial
〈
u(1)
〉

= 0 e〈
σ(1)

〉
= 0. Portanto, as aproximações de segunda ordem para as médias de

{u,σ} dadas por


〈
u
〉
(x, t) = u(0)(x, t) +

〈
u(2)
〉
(x, t),〈

σ
〉
(x, t) = σ(0)(x, t) +

〈
σ(2)

〉
(x, t),

(5.54)

e suas respectivas flutuações de primeira ordem são dadas por u(1)(x, t) eσ(1)(x, t).
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Podemos notar também que para computar as médias de u e σ é necessa-

rio calcular primeiramente {u(0),σ(0)} e em seguida
{〈

u(2)
〉
,
〈
σ(2)

〉}
no sistema

(5.53), o qual contém termos de fonte envolvendo produtos entre flutuações de T

e u. Para derivar as equações efetivas que governam estes momentos definimos as

covariâncias cruzadas entre os campos {T,u} e {T,σ}, da forma

CTu(x; y, τ)=
〈
T̂ (x),u(1)(y, τ)

〉
, CTσ(x; y, τ)=

〈
T̂ (x),σ(1)(y, τ)

〉
. (5.55)

A seguir, derivamos as equações efetivas que governam as aproximações de segunda

ordem das covariâncias cruzadas {CTu,CTσ}. Para este fim avaliamos o sistema

de equações estocásticas (5.47), no par (y, τ) ∈ Ω×T . Em seguida, multiplicamos

por T̂ (x), x 6= y ∈ Ω, para obtermos


T̂ (x)divyσ

(1)(y, τ) = T̂ (x)∇yp
(1)(y, τ),

T̂ (x)σ(1)(y, τ) = λGT̂ (x)divyu(1)(y, τ)I + 2µGT̂ (x)Ey(u(1)(y, τ))

+T̂ (x)T̂ (y)σ(0)(y, τ).

(5.56)

Da mesma forma tomando n = 1 nas condições de contorno (5.50), temos


T̂ (x)σ(1)(y, τ)n = 0, sobre Γ1,

T̂ (x)u(1)(y, τ) = 0, sobre Γ2.

(5.57)

Definindo

Ey [(CTu)(x; y, t)] =
1

2

[
∇yCTu(x; y, t) +∇yCT

Tu(x; y, t)
]
, (5.58)

tomando a esperança matemática das equações (5.56) e (5.57) e lembrando a rela-

ção CTp = −CRp, obtemos o sistema de equações efetivas que governa as variáveis
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{CTu, CTσ} da forma


divyCTσ(x; y, τ) = −∇yCRp(x; y, τ),

CTσ(x; y, τ) = λGdivyCTu(x; y, τ)I + 2µGEy(CTu(x; y, τ))

+CT (x,y)σ(0)(x; y, τ),

(5.59)

suplementada por condições de contorno homogêneas.

Da mesma forma, devido a hipótese de estacionaridade do campo T , o lado es-

querdo do sistema (5.59) exibe a mesma forma do problema determińıstico com a

covariância CT influenciando a lei de Hooke associada a CTσ.

Retornando agora ao problema (5.53) para {u(2), σ(2)}, usando (5.55) e

(5.58) segue que



div
〈
σ(2)

〉
(x, t) = ∇

〈
p(2)
〉

〈
σ(2)

〉
(x, t) = λGdivx

〈
u(2)
〉
(x, t)I + 2µGEx(

〈
u(2)
〉
) +

σ2
T

2
σ(0)(x, t)

+
[
λGdivxCTu(x; y, t)I + 2µGEx(CTu(x; y, t))

]
y=x

.

(5.60)

Logo, usando o resultado acima em (5.54), podemos escrever a média da tensão

efetiva da forma

〈
σ
〉
(x, t) = λGdivx

〈
u
〉
(x, t)I + 2µGEx(

〈
u
〉
)(x, t) +

σ2
T

2
σ(0)(x, t)

+
[
λGdivxCTu(x; y, t)I + 2µGEx(CTu(x; y, t))

]
y=x

. (5.61)

Salientamos que a média da tensão efetiva não é mais regida por uma lei constitu-

tiva linear e exibe propriedades não locais. A não localidade de
〈
σ
〉

é advinda do

termo envolvendo a covariância cruzada CTu.

5.3.2 Equações efetivas para as autocovariâncias

Para fecharmos o sistema de equações efetivas do problema de pós-proce-

ssamento resta obtermos equações determińısticas para as covariâncias de {u,σ}.
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Sejam {ui}, i = 1, 2, 3 componentes de u em uma base ortonormal. Escrevendo a

flutuação de u da forma u(1) = (u
(1)
1 , u

(1)
2 , u

(1)
3 ), no caso tridimensional a matriz de

covariâncias cruzadas de u admite a definição

Cu(x, t; y, τ) =
[
Cuiuj

(x, t; y, τ)
]

(5.62)

onde i, j = 1, 2, 3 e Cuiuj
(x, t; y, τ) =

〈
u

(1)
i (x, t)u

(1)
j (y, τ)

〉
.

Definimos também a covariância cruzada entre σ e u

Cσu(x, t; y, τ) =
〈
σ(1)(x, t)u(1)(y, τ)

〉
.

A obtenção das equações efetivas que governam as componentes da matriz Cu

é feita coluna por coluna da seguinte forma: Denotando z(1) = u
(1)
1 , a primeira

componente de u(1), escrevemos (5.47) em termos do par (x, t), para em seguida

multiplicarmos por z(1)(y, τ) com x 6= y. Após tomarmos a média, obtemos



〈
divxσ

(1)(x, t)z(1)(y, τ)
〉

=
〈
∇xp

(1)(x, t)z(1)(y, τ)
〉

〈
σ(1)(x, t)z(1)(y, τ)

〉
=
〈
λGdivxu(1)(x, t)z(1)(y, τ)I+2µGEx(u(1)(x, t))z(1)(y, τ)

〉
+
〈
T̂ (x)σ(0)(x, t)z(1)(y, τ)

〉
.

(5.63)

Analogamente, tomando n = 1 nas condições de contorno temos que

〈
z(1)(x, t)(y, τ)σ(1)n

〉
= 0, sobre Γ1,〈

u(1)(x, t)z(1)(y, τ)
〉

= 0, sobre Γ2.
(5.64)

Introduzindo as definições

Ex(Cuz)(x, t; y, τ) =
1

2

[
∇yCuz(x, t; y, τ) +∇xCT

uz(x, t; y, τ)
]
, (5.65)

Cpz(x, t; y, τ) =
〈
p(1)(x, t)z(1)(y, t)(y, τ)

〉
, (5.66)
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em (5.63) obtemos o sistema de equações efetivas que governa a covariância cruzada

Cuz correspondente à primeira coluna da matriz Cu e a covariância cruzada Cσz,

da forma
divxCσz(x, t; y, τ) = ∇xCpz(x, t; y, τ),

Cσz(x, t; y, τ) = λGdivxCuz(x, t; y, τ)I + 2µGEx(Cuz(x, t; y, τ))

+CTz(x,y, τ)σ(0)(x; y, τ),

(5.67)

sujeito às condições de contorno homogêneas.

De forma análoga, as equações efetivas que governam as covariâncias cruzadas

da segunda e terceira colunas da matriz Cu são obtidas tomando z(1) = u2 e

z(1) = u3, respectivamente e adotando o mesmo procedimento.

As equações efetivas obtidas para cada coluna da matriz Cu também preservam

no lado esquerdo a mesma estrutura do sistema determińıstico. Entretanto a lei

de Hooke em (5.67) é afetada pelas covariâncias cruzadas CTz. Observamos que o

termo de fonte que envolve flutuações entre p e u necessita ser calculado antes. Para

este fim avaliamos o sistema de equações estocásticas (5.47), no par (y, τ) ∈ Ω×T .

Em seguida, multiplicamos por p(1)(x, t), (x, t) ∈ Ω, para obter


p(1)(x, t)divyσ

(1)(y, τ) = p(1)(x, t)∇yp
(1)(y, τ),

p(1)(x, t)σ(1)(y, τ) = λGp
(1)(x, t)divyu(1)(y, τ)I + 2µGp

(1)(x, t)Ey(u(1)(y, τ))

+p(1)(x, t)T̂ (y)σ(0)(y, τ),

(5.68)

com condições de contorno (5.50),

T̂ (x)σ(1)(y, τ)n = 0, sobre Γ1,

T̂ (x)u(1)(y, τ) = 0, sobre Γ2.
(5.69)

Definindo

Ey [(Cpu)(x, t; y, τ)] =
1

2

[
∇yCpu(x, t; y, τ) +∇yCT

pu(x, t; y, τ)
]
, (5.70)
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tomando a esperança matemática das equações (5.68) e (5.69) obtemos o sistema

de equações efetivas que governa as variáveis {Cpu, Cpσ} da forma


divyCpσ(x; y, τ) = −∇yCp(x; y, τ),

Cσp(x.t; y, τ) = λGdivyCup(x, t; y, τ)I + 2µGEy(Cup(x, t; y, τ))

+CTp(x,y)σ(0)(y, τ),

(5.71)

suplementado com condições de contorno homogêneas.

Finalmente, definimos a covariância de segunda ordem do tensor de tensões

efetivas σ como

Cσ(x, t; y, τ)=
〈
σ(1)(x, t),σ(1)(y, τ)

〉
,

e tomando o quadrado na lei de Hooke (5.52) e a média, obtemos

Cσ(x, t; y, τ) = 4E2
G

[
CT (x,y)Ex(u(0))Ey(u(0)) + Ex(u(0))Ey(CTu)

+Ey(u(0))Ex(CTu) +
〈
Ex(u(1))Ey(u(1))

〉]
.

(5.72)

A seguir coletamos as equações efetivas elásticas lineares resultantes. De

uma maneira geral podemos formular o pós-processamento para {u, σ} da forma:

Dados os momentos do coeficiente Gaussiano {mT ,CT} e da pressão
{
p(0),CRp,Cp,〈

p(2)
〉}

achar os pares
{
u(0)σ(0)

}
,
{

CTu,CTσ

}
,
{

Cuz,Czσ

}
e
{〈

u(2)
〉
,
〈
σ(2)

〉}
,

(z = ui, i = 1, 2, 3), satisfazendo o sistema

 divσ(0) = ∇p(0),

σ(0) = λGdivu(0)I + 2µGE(u(0)),
(5.73)


divCTσ(x; y, τ) = −∇yCRp(x; y, τ),

CTσ(x; y, τ) = λGdivyCTu(x; y, τ)I + 2µGEy(CTu(x; y, τ))

+CT (x,y)σ(0)(x; y, τ),

(5.74)
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
divCpσ(x, t; y, τ) = −∇yCp(x, t; y, τ),

Cpσ(x, t; y, τ) = λGdivyCpu(x, t; y, τ)I + 2µGEy(Cpu(x, t; y, τ))

−CpR(x,y)σ(0)(x; y, τ),

(5.75)


divCσz(x, t; y, τ) = ∇yCpz(x, t; y, τ),

Cσz(x, t; y, τ) = λGdivyCuz(x, t; y, τ)I + 2µGEy(Cuz(x, t; y, τ))

+CTz(x,y)σ(0)(x; y, τ),

(5.76)



div
〈
σ(2)

〉
(x, t) = ∇

〈
u(2)
〉

〈
σ(2)

〉
(x, t) = λGdivx

〈
p(2)
〉
(x, t)I + 2µGEx(

〈
u(2)
〉
) +

σ2
T

2
σ(0)(x, t)

+
[
λGdivxCTu(x; y, t)I + 2µGEx(CTu(x; y, t))

]
y=x

.

(5.77)

Eliminando as variáveis que envolvem os momentos da tensão efetiva (σ),

na Tabela 5.2, são reapresentadas as equações efetivas acima somente nos campos{
u(0),CTu,Cuz,

〈
u(2)
〉}

, (z = ui, i = 1, 2, 3),

Embora a técnica de derivação das equações efetivas sofra severas restrições

oriundas do truncamento necessário para o problema de fechamento, o qual res-

tringe a sua validade para geologias caracterizadas por σ << 1, ela pode ser de

grande utilidade na análise de comparação entre os modelos fracamente acoplados

de poroelasticidade. Sob esta ótica o sistema de equações efetivas (5.32)-(5.36)

será usado posteriormente para comparação com o sistema de equações efetivas do

modelo de poroelasticidade de Biot no Caṕıtulo 6. Ao elucidarmos as hipóteses

envolvidas para sua reprodução a partir do modelo poroelástico completamente

acoplado estaremos aptos a compreender o papel que a heterogeneidade desempe-

nha sobre a proximidade entre os dois modelos.
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Problema u0: Dados λG, µG e p(0), achar u(0) tal que:

µG∆u(0) + (λG + µG)∇divu(0) = ∇p(0),

sujeito as condições de contorno
σn(0) = h, sobre Γ1, u(0) = 0, sobre Γ2.

Problema CTu: Dados λG, µG, CT , u(0) e CRp achar CTu tal que:

λG∇ydivyCTu(x; y, τ) + 2µGdivyEy(CTu(x; y, τ)) = −∇yCRp(x; y, τ)

+ divy

{
CT (x,y)

[
λGdivu(0)I + 2µGE(u(0))

] }
,

com condições de contorno homogêneas.

Problema Cpu: Dados λG, µG, CpR, Cp e u(0), achar Cpu tal que:

λG∇ydivyCpu(x; y, τ) + 2µGdivyEy(Cpu(x; y, τ)) = ∇yCp(x; y, τ)

+ divy

{
CpR(x,y)

[
λGdivu(0)I + 2µGE(u(0))

] }
,

com condições de contorno homogêneas

Problema Cu: Dados λG, µG, u(0), CTu e Cpu achar Cuw, w = u1, u2, u3,
tal que:

λG∇xdivxCuw(x, t; y, τ) + 2µGdivxEx(Cuw(x, t; y, τ)) = ∇xCpw(x, t; y, τ)

− divx

{
CTw(x,y, τ)

[
λGdivu(0)I + 2µGE(u(0))

] }
,

com condições de contorno homogêneas

Problema u2: Dados λG, µG, CTu e u(0), achar
〈
u(2)
〉

tal que:

λG∇div
〈
u(2)
〉
(x, t) + µGdivEx(

〈
u(2)
〉
) = ∇

〈
p(2)
〉
−[

divx

(
λGdivyCTuI+2µGEx(CTu(x; y, t))

)]
y=x

− σ2
T

2
div
[
λGdivu(0)I+2µGE(u(0))

]
,

com condições de contorno homogêneas

Tabela 5.2: Sistema de equações efetivas do pos-processamento baseado em elasti-
cidade linear
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Caṕıtulo 6

Método de expansão assintótica aplicado

ao modelo totalmente acoplado

Neste caṕıtulo, deduzimos as equações efetivas do modelo completamente

acoplado de poroelasticidade linear considerando a condutividade hidráulica e cons-

tantes de Lamé como campos aleatórios. Seguindo a mesma metodologia apre-

sentada no Caṕıtulo 5, aplicamos o método de expansão assintótica ao modelo

estocástico totalmente acoplado. Primeiramente, derivamos o sistema de equa-

ções hierárquicas e em seguida as equações efetivas até segunda ordem. Uma vez

deduzidas as equações efetivas para o modelo totalmente acoplado elucidamos as

hipóteses necessárias para a reprodução das equações efetivas do modelo fraca-

mente acoplado obtidas no caṕıtulo anterior.

O modelo estocástico poroelástico completamente acoplado é dado por:

Problema 6.1 Dadas as estruturas estat́ısticas dos coeficientes T = lnE e Y =

lnK, assumidos campos aleatórios estacionários de segunda ordem, isotrópicos e

independentes entre si, e os valores determińısticos do coeficiente de Poisson e do

vetor tração prescrito h, achar os momentos estat́ısticos dos campos aleatórios:

deslocamento u, pressão do poro p, tensão efetiva σ e velocidade de Darcy q,
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satisfazendo

divσ −∇p = 0,

div
∂u

∂t
+ div(q) = 0,

q = −K∇p,

σ = λtrE(u)I + 2µE(u),


em Ω× S, t ∈ [0, T ] (6.1)

sujeito às condições de fronteira

p = 0, σn = h, sobre Γ1 × S, (6.2)

u = 0, q · n = 0, sobre Γ2 × S, (6.3)

e condição inicial de incompressibilidade

divu = 0 em Ω× S, t = 0. (6.4)

6.1 Equações hierárquicas

De forma analóga ao caṕıtulo anterior, tomamos como os parâmetros de per-

turbação os desvios padrão σY e σT . Como ambos são assumidos da mesma ordem

de magnitude definimos σ = O(σY ) = O(σT ). Postulamos que os deslocamentos

da matriz porosa u, a poro pressão p, a velocidade de Darcy q e a tensão efetiva

σ podem ser expandidos em série de potências de σ da forma



u = u(0) + u(1) + u(2) + . . . ,

p = p(0) + p(1) + p(2) + . . . ,

q(0) = q(0) + q(1) + q(2) + . . . ,

σ = σ(0) + σ(1) + σ(2) + . . . ,

(6.5)

com {u(0),σ(0), p(0),q(0)} determı́nisticos e {u(n),σ(n), p(n),q(n)}(n ≥ 1), soluções

estocásticas em O(σn).
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Substituindo as expansões (5.5), (5.44) e (6.5) nas equações (6.1), obtemos



div
(
σ(0) +σ(1) +σ(2) . . .

)
−∇

(
p(0) + p(1) + p(2) + · · ·

)
= 0,

div
∂

∂t

(
u(0) + u(1) + u(2) + · · ·

)
+ div

(
q(0) + q(1) + q(2) + · · ·

)
= 0,

q(0) + q(1) + q(2) + . . . = −KG

(
1 + Ŷ +

Ŷ 2

2
+ · · ·

)
∇
(
p(0) + p(1) + p(2) + . . .

)
,

σ(0)+σ(1)+σ(2) + . . . = λG

(
1 + T̂ +

T̂ 2

2
+ · · ·

)
div
(
u(0) + u(1) + u(2) + . . .

)
I

+ 2µG

(
1 + T̂ +

T̂ 2

2
+ · · ·

)(
E
(
u(0)
)

+ E
(
u(1)
)

+ E
(
u(2)
)

+ · · ·
)
.

onde E(u(n)) =
1

2

[
∇u(n) +∇(u(n))T

]
.

Seguindo o procedimento formal, agrupamos os termos de mesma ordem,

para obter o sistema hierárquico:

n = 0,



divσ(0) −∇p(0) = 0,

div
∂u(0)

∂t
+ divq(0) = 0

q(0) = −KG∇p(0),

σ(0) = λGdivu(0)I + 2µGE(u(0)),

(6.6)

n = 1,



divσ(1) −∇p(1) = 0,

div
∂u(1)

∂t
+ divq(1) = 0,

q(1) = −KG

[
Ŷ∇p(0) +∇p(1)(x, t)

]
,

σ(1) = λGdivu(1)I + 2µGE(u(1)) + T̂σ(0)

(6.7)

68



n = 2,



divσ(2) −∇p(2) = 0,

div
∂u(2)

∂t
+ divq(2) = 0,

q(2) = −KG

[1

2
Ŷ 2∇p(0) + Ŷ∇p(1) +∇p(2)

]
,

σ(2) = λGdivu(2)I+2µGE(u(2))+T̂
[
λGdivu(1)I+2µGE(u(1))

]
+
T̂ 2

2
σ(0)

(6.8)

Aplicando o mesmo procedimento para as ordens mais altas podemos escrever

recursivamente o modelo poroelástico hierárquico para n ≥ 1, da forma



divσ(n) −∇p(n) = 0,

div
∂u(n)

∂t
+ divq(n) = 0,

q(n) = −KG

(
∇p(n) +

n∑
i=1

Ŷ i

(i)!
∇p(n−i)

)
,

σ(n) = λGdivu(n)I+2µGE(u(n))+
n∑
i=1

T̂ i

(i)!

[
λGdivu(n−i)I+2µGE(u(n−i))

]
.

(6.9)

Da mesma forma que no Caṕıtulo anterior, na obtenção das equações hierárquicas

(6.6)-(6.9) usamos a hipótese de estacionaridade de segunda ordem dos campos T

e Y . Tal hipótese implica que o lado esquerdo das equações poroelásticas preserva

a mesma forma do caso determińıstico com as médias geométricas λG, µG, e KG

desempenhando o papel de constantes efetivas. Por outro lado, a direita das equa-

ções surgem termos de fonte adicionais contendo produtos entre as flutuações de

T,u e p e Y,u e p. É importante salientar que as formas lineares das leis de Darcy

e Hooke não são preservadas nas ordens mais altas da expansão.

Finalmente, a partir de (6.2) e (6.3) derivamos as respectivas condições de

contorno hierárquicas:

n = 0, p(0) = 0, σ(0)n = h,

n > 1, p(n) = 0, σ(n)n = 0,

 sobre Γ1 × S,

n ≥ 0, u(n) = 0, q(n) · n = 0, sobre Γ2 × S,

(6.10)
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e de (6.4) as condições iniciais

n ≥ 0 divu(n) = 0, em Ω× S, t = 0. (6.11)

Da mesma forma que no caso fracamente acoplado, no caso de h determińıstica, as

condições de contorno para os problemas estocásticos (n ≥ 1) são homogêneas.

6.2 Equações efetivas

A seguir, adotando a mesma metodologia do caṕıtulo anterior, derivamos o

sistema de equações efetivas que governa os dois primeiros momentos estat́ısticos

das variáveis poroelásticas. Os cálculos são feitos simultaneamente para os quatro

campos {u, p, σ, e q}.

6.2.1 Equações efetivas para as médias

Para obtermos as equações efetivas para as médias das variáveis poroelásticas

tomamos a esperança matemática no conjunto de equações (6.6)-(6.9) em desloca-

mento, pressão, velocidade e tensão efetiva bem como nas condições de contorno

(6.10) e inicial (6.11). Lembrando que
〈
Ŷ
〉

=
〈
T̂
〉

= 0, obtemos:

Para n = 0,



divσ(0) −∇p(0) = 0,

div
∂u(0)

∂t
+ divq(0) = 0,

q(0) = −KG∇p(0),

σ(0) = λGdivu(0)I + 2µGE(u(0)),

p(0) = 0, σ(0)n = h, sobre Γ1,

u(0) = 0, q(0) · n = 0, sobre Γ2,

divu(0) = 0, em Ω, t = 0.

(6.12)
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n = 1,



div
〈
σ(1)

〉
−∇

〈
p(1)
〉

= 0,

div
∂
〈
u(1)
〉

∂t
+ div

〈
q(1)
〉

= 0,〈
q(1)
〉

= −KG∇
〈
p(1)
〉
,〈

σ(1)
〉

= λGdiv
〈
u(1)
〉
I + 2µGE(

〈
u(1)
〉
),〈

p(1)
〉

= 0,
〈
σ(1)

〉
n = 0, sobre Γ1,〈

u(1)
〉

= 0,
〈
q(1)
〉
· n = 0, sobre Γ2,

div
〈
u(1)
〉

= 0, em Ω, t = 0.

(6.13)

n = 2,

div
〈
σ(2)

〉
− ∇

〈
p(2)
〉

= 0,

div
∂
〈
u(2)
〉

∂t
+ div

〈
q(2)
〉

= 0,〈
q(2)
〉

= −KG∇
〈
p(2)
〉
−KG

〈
Ŷ∇p(1)

〉
+
σ2
Y

2
q(0),〈

σ(2)
〉

=λGdiv
〈
u(2)
〉
I+2µGE(

〈
u(2)
〉
)+
〈
T̂
(
λGdivu(1)I+2µGE(u(1))

)〉
+
σ2
T

2
σ(0),〈

p(2)
〉

= 0,
〈
σ(2)

〉
n = 0, sobre Γ1,〈

u(2)
〉

= 0,
〈
q(2)
〉
· n = 0, sobre Γ2,

div
〈
u(2)
〉

= 0, em Ω t = 0.

(6.14)

Na ausência de termos de fonte e com condições de contorno e inicial homogêneas, o

sistema (6.13) admite solução trivial
〈
p(1)
〉

= 0,
〈
u(1)
〉

=
〈
q(1)
〉

= 0 e
〈
σ(1)

〉
= 0.

Portanto, as aproximações de segunda ordem para as médias de {u, p, q, σ} são

dadas por 〈
u
〉
(x, t) = u(0)(x, t) +

〈
u(2)
〉
(x, t),〈

p
〉
(x, t) = p(0)(x, t) +

〈
p(2)
〉
(x, t),〈

q
〉
(x, t) = q(0)(x, t) +

〈
q(2)
〉
(x, t),〈

σ
〉
(x, t) = σ(0)(x, t) +

〈
σ(2)

〉
(x, t),

(6.15)

e suas respectivas flutuações são: u(1)(x, t), p(1)(x, t), q(1)(x, t) e σ(1)(x, t).
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Podemos observar que as leis de Darcy e Hooke não preservam a mesma

forma do caso homogêneo, contendo termos de fonte que dependem das covariân-

cias cruzadas entre as variáveis dependentes e independentes, os quais devem ser

computados antes da sua resolução. Para derivar as equações efetivas que gover-

nam estes momentos, definimos as covariâncias cruzadas entre os coeficientes e as

variáveis poroelásticas, da forma

CXu(x; y, τ)=
〈
X̂(x),u(1)(y, τ)

〉
, CXσ(x; y, τ)=

〈
X̂(x),σ(1)(y, τ)

〉
, (6.16)

CXp(x; y, τ) =
〈
X̂(x), p(1)(y, τ)

〉
, CXq(x; y, τ) =

〈
X̂(x),q(1)(y, τ)

〉
. (6.17)

onde X = Y ou X = T .

6.2.2 Equações efetivas para as covariâncias cruzadas

A seguir, derivamos as equações efetivas que governam as aproximações de

segunda ordem para as covariâncias cruzadas {CXu,CXσ, CXp,CTq}. Para este

fim, avaliamos o sistema de equações estocásticas do sistema (6.7), no par (y, τ) ∈

Ω×T . Em seguida, multiplicamos por X̂(x), x 6= y ∈ Ω, sendo X̂ = T̂ ou X̂ = Ŷ .

Após tomarmos a esperança matemática obtemos



〈
X̂(x)divyσ

(1)(y, τ)
〉
−
〈
X̂(x)∇yp

(1)(y, τ)
〉

= 0,〈
X̂(x)divy

∂u(1)(y, τ)

∂t

〉
+
〈
X̂(x)divyq(1)(y, τ)

〉
= 0,〈

X̂(x)q(1)(y, τ)
〉

=−KG

〈
X̂(x)∇yp

(1)(y, τ)
〉

+
〈
X̂(x)Ŷ (y)∇yq(0)(y, τ)

〉
,〈

X̂(x)σ(1)(y, τ)
〉

=
〈
λGX̂(x)divyu(1)(y, τ)I + 2µGX̂(x)Ey(u(1)(y, τ))

〉
+
〈
X̂(x)T̂ (y)σ(0)(y, τ)

〉
.

(6.18)
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adotando o mesmo procedimento nas condições de contorno (6.10) e inicial (6.11),

tomando n = 1

〈
X̂(x) p(1)(y, τ)

〉
= 0,

〈
X̂(x)σ(1)(y, τ)n

〉
= 0, sobre Γ1,〈

X̂(x)u(1)(y, τ)
〉

= 0,
〈
X̂(x)q(1)(y, τ) · n

〉
= 0, sobre Γ2.

divy

〈
X̂(x)u(1)(y, τ)

〉
= 0, em Ω τ = 0.

(6.19)

Definindo

Ey [(CXu)(x; y, t)] =
1

2

[
∇yCXu(x; y, t) +∇yCT

Xu (x; y, t)
]
, (6.20)

tomando X̂ = Ŷ , em (6.18) e (6.19) e usando a hipótese de independência entre os

campos Y e T (CY T = 0) derivamos o sistema de equações efetivas que governan

as covariâncias cruzadas {CY u, CY p, CY q, CY σ}, da forma



divyCY σ(x; y, τ)−∇yCY p(x; y, τ) = 0,

divy
∂CY u(x; y, τ)

∂τ
+ divyCY q(x; y, τ) = 0,

CY q(x; y, τ) = −KG∇yCY p(x; y, τ) + CY (x,y)q(0)(x; y, τ),

CY σ(x; y, τ) = λGdivyCY u(x; y, τ)I + 2µGEy(CY u(x; y, τ)).

(6.21)

com as condições de contorno e inicial dadas por

CY p(x; y, τ) = 0,

CY u(x; y, τ) = 0,

CY σ(x; y, τ)n = 0,

CY q(x; y, τ) · n = 0,

divCY u(x; y, τ) = 0,

sobre Γ1,

sobre Γ2,

em Ω, τ = 0.

(6.22)

Resta agora derivar as equações efetivas para as covariâncias cruzadas {CTu, CTp,

CTσ, CTq}. Tomando X̂ = T̂ em (6.18) e (6.19) e usando a hipótese de indepen-

dência entre os campos Y e T (CTY = 0) o sistema de equações que governa as
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variáveis {CTu, CTp, CTσ, CTq} é dado da forma



divyCTσ(x; y, τ)−∇yCTp(x; y, τ) = 0,

divy
∂CTu(x; y, τ)

∂τ
+ divyCTq(x; y, τ) = 0.

CTq(x; y, τ) = −KG∇yCTp(x; y, τ),

CTσ(x; y, τ) = λGdivyCTu(x; y, τ)I + 2µGEy(CTu(x; y, τ))

+CT (x,y)σ(0)(x; y, τ),

(6.23)

com condições de contorno e inicial dadas por

CTp(x; y, τ) = 0, CTσ(x; y, τ)n = 0, sobre Γ1,

CTu(x; y, τ) = 0, CTq(x; y, τ) · n = 0, sobre Γ2,

divCTu(x; y, τ) = 0, em Ω τ = 0.

(6.24)

Da mesma forma que no problema fracamente acoplado, devido a hipótese de esta-

cionaridade dos campos Y e T , o lado esquerdo dos sistemas (6.21) e (6.23) exibe

a mesma forma do problema determińıstico. Devido à hipótese de independência

entre os campos Y e T as covariâncias CY e CT influenciam somente as leis de

Darcy e de Hooke, respectivamente. Os termos de fonte adicionais que surgem são

dados pelo produto entre a solução do problema determińıstico e a covariância de

Y ou T .

Estabelecidos os sistemas de equações determińısticas para as covariâncias

cruzadas, retornamos agora ao problema para {u(2), σ(2), p(2), q(2)}. Os termos

de segunda ordem das médias da velocidade e da tensão efetiva do sistema (6.14),

podem ser reescritos da forma

〈
q(2)
〉
(x, t)=−KG∇

〈
p(2)
〉
(x, t)−KG

[
∇yCY p(x; y, t)

]
y=x

+
σ2
Y

2
q(0)(x, t), (6.25)〈

σ(2)
〉
(x, t) = λGdivx

〈
u(2)
〉
(x, t)I + 2µGEx(

〈
u(2)
〉
) +

σ2
T

2
σ(0)(x, t)

+
[
λGdivxCTu(x; y, t)I + 2µGEx(CTu(x; y, t))

]
y=x

. (6.26)
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Salientamos que as médias da velocidade e da tensão efetiva não são regidas por

leis constitutivas lineares e exibem propriedades não locais. As não localidades de〈
q
〉

e
〈
σ
〉

são ditadas pelos termos de covariância cruzada CY p e CTu, respecti-

vamente.

6.2.3 Equações efetivas para as autocovariâncias

Para fecharmos o sistema de equações efetivas poroelásticas resta obtermos

equações determińısticas para as autocovariâncias de {u, p, σ, e q}.

Definimos CM
up como a matriz de covariâncias cruzadas de segunda ordem entre o

deslocamento e a pressão.

CM
up :=

 Cu(x, t; y, τ) Cup(x, t; y, τ)

Cpu(x, t; y, τ) Cp(x, t; y, τ)

 , (6.27)

onde Cu é a matriz de covariâncias entre as componentes de u, Cup o vetor de

covariâncias entre as componentes de u e p, Cpu o vetor de covariâncias entre p e

as componentes de u, e Cp a covariância de p. Quando d = 3, a matriz é escrita

da seguinte forma

CM
up =



Cu1(x, t; y, τ) Cu1u2(x, t; y, τ) Cu1u3(x, t; y, τ) Cu1p(x, t; y, τ)

Cu2u1(x, t; y, τ) Cu2(x, t; y, τ) Cu2u3(x, t; y, τ) Cu2p(x, t; y, τ)

Cu3u1(x, t; y, τ) Cu3u2(x, t; y, τ) Cu3(x, t; y, τ) Cu3p(x, t; y, τ)

Cpu1(x, t; y, τ) Cpu2(x, t; y, τ) Cpu3(x, t; y, τ) Cp(x, t; y, τ)


A obtenção das equações efetivas que governam as componentes da matriz

CM
up também é feita coluna por coluna: Denotando z(1) = u

(1)
1 , a primeira compo-

nente de u(1), escrevemos (6.7) em termos do par (x, t), para em seguida multipli-
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carmos por z(1)(y, τ) com x 6= y. Após tomamos a média temos



〈
divxσ

(1)(x, t)z(1)(y, τ)
〉
−
〈
∇xp

(1)(x, t)z(1)(y, τ)
〉

= 0,〈
divx

∂u(1)(x, t)

∂t
z(1)(y, τ)

〉
−
〈
divxq(1)(x, t)z(1)(y, τ)

〉
= 0,〈

q(1)(x, t)z(1)(y, τ)
〉

=−KG

〈
∇xp

(1)(x, τ)z(1)(y, τ)
〉
+
〈
Ŷ (x)q(0)(x, t)z(1)(y, τ)

〉
,〈

σ(1)(x, t)z(1)(y, τ)
〉

=
〈
λGdivxu(1)(x, t)z(1)(y, τ)I+2µGEx(u(1)(x, t))z(1)(y, τ)

〉
+
〈
T̂ (x)σ(0)(x, t)z(1)(y, τ)

〉
.

(6.28)

Analogamente para as condições de contorno (6.10) e inicial (6.11) segue que

〈
p(1)(x, t)z(1)(y, τ)

〉
= 0

〈
z(1)(x, t)(y, τ)σ(1)n

〉
= 0, sobre Γ1〈

u(1)(x, t)z(1)(y, τ)
〉

= 0
〈
q(1)z(1)(x, t)(y, τ)

〉
· n = 0, sobre Γ2〈

divu(1)(x, t)z(1)(y, τ)
〉

= 0, em Ω, t = 0.

(6.29)

Da mesma forma que na subseção anterior, introduzimos as seguintes definições

Cqz(x, t; y, τ) =
〈
q(1)(x, t)z(1)(y, τ)

〉
, (6.30)

Cσz(x, t; y, τ) =
〈
σ(1)(x, t)z(1)(y, τ)

〉
, (6.31)

Ex(Cuz)(x, t; y, τ) =
1

2

[
∇yCuz(x, t; y, τ) +∇xCT

uz(x, t; y, τ)
]
, (6.32)

Logo, de (6.28) e (6.29) obtemos o sistema de equações efetivas que governam as

covariâncias cruzadas Cuz e Cpz correspondentes à primeira coluna da matriz CM
up e

as covariâncias cruzadas Cqz e Cσz da velocidade e tensão efetiva, respectivamente



divxCσz(x, t; y, τ)−∇xCpz(x, t; y, τ) = 0,

divx
∂Cuz(x, t; y, τ)

∂t
+ divxCqu(x, t; y, τ) = 0,

Cqz(x, t; y, τ) = −KG∇yCpz(x, t; y, τ) + CY z(x, t; y, τ)q(0)(x, t),

Cσz(x, t; y, τ) = λGdivyCuz(x, t; y, τ)I + 2µGEy(Cuz(x, t; y, τ))

+CTz(x,y, τ)σ(0)(x; y, τ),

(6.33)
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sujeito às condições de contorno e inicial

Cpz(x, t; y, τ) = 0,

Cuz(x, t; y, τ) = 0,

Cσz(x, t; y, τ)n = 0

Cqz(x, t; y, τ) · n = 0,

divCuz(x, 0; y, τ) = 0,

sobre Γ1,

sobre Γ2,

em Ω.

(6.34)

De forma análoga, as equações efetivas que governam as covariâncias cruzadas da

segunda e terceira colunas da matriz CM
up são obtidas tomando z(1) = u2 e z(1) = u3,

respectivamente e adotando o mesmo procedimento. A obtenção das equações

efetivas das covariâncias cruzadas Cup e autocovariância Cp, referente à quarta

coluna, também segue procedimento análogo. Neste caso tomamos z(1) = p(1) para

obter

divxCσp(x, t; y, τ)−∇xCp(x, t; y, τ) = 0,

divx
∂Cup(x, t; y, τ)

∂t
+ divxCqp(x, t; y, τ) = 0,

Cqp(x, t; y, τ) = −KG∇yCp(x, t; y, τ) + CY p(x, t; y, τ)q(0)(x, t),

Cσp(x, t; y, τ) = λGdivyCTu(x, t; y, τ)I + 2µGEy(CTu(x, t; y, τ))

+CTp(x,y, τ)σ(0)(x; y, τ),

(6.35)

sujeito as condições de contorno e inicial

Cp(x, t; y, τ) = 0, Cσp(x, t; y, τ)n = 0, sobre Γ1,

Cup(x, t; y, τ) = 0, Cqp(x, t; y, τ) · n = 0, sobre Γ2

divCup(x, t; y, τ) = 0, em Ω, t = 0.

(6.36)

As equações efetivas obtidas para cada coluna da matriz CM
up também preservam no

lado esquerdo a mesma estrutura do sistema determińıstico. Entretanto, as leis de

Darcy e Hooke são afetadas pelas covariâncias cruzadas CY u e CTu respectivamente,

sendo representadas por equações não locais devido aos termos de fonte que surgem

dados por produtos das soluções determińısticas com as covariâncias cruzadas CTu

e CY u.

77



Finalmente, as covariâncias de segunda ordem da velocidade de Darcy Cq e

do tensor de tensões efetivas Cσ são otidas da mesma forma que em (5.31) e (5.72)

respectivamente.

O sistema de equações efetivas está agora completamente estabelecido. Então

coletamos os resultados obtidos de equações efetivas nas Tabelas 6.2.3 e 6.2. De

uma maneira geral, ele pode ser formulado da seguinte forma: Dados os momentos

{mY , mT , CY , CT} dos coeficientes Gaussianos achar as variáveis
{
p(0), u(0), q(0),

σ(0)
}

,
{

CY u, CY p, CY q, CY σ

}
,
{

CTu,CTp, CTq, CTσ

}
, {Cuz, Cpz, Czq,Czσ} e{〈

u(2)
〉
,
〈
p(2)
〉
,
〈
q(2)
〉
,
〈
σ(2)

〉}
(z = u1, u2, u3, p), através da resolução sequencial

dos sistemas apresentados nas Tabelas 6.2.3 e 6.2.

Nas Tabelas 6.2.3 e 6.4 apresentamos a formulação do sistema somente nas

variáveis potenciais u e p. Para isto eliminamos as variáveis envolvendo q e σ

fazendo uso das suas respectivas leis constitutivas.
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Tabela 6.1: Sistema de equações efetivas para as variáveis poroelásticas estendidas

Problema A0: Dados KG, λG e µG achar {u(0), p(0),q(0),σ(0)},
satisfazendo

divσ(0) −∇p(0) = 0,

div
∂u(0)

∂t
+ divq(0) = 0,

q(0) = −KG∇p(0)

σ(0) = λGdivu(0)I + 2µGE(u(0)),


em Ω× (0, T ],

com:
p(0) = 0, σ(0)n = h, sobre Γ1,
u(0) = 0, q(0) · n = 0, sobre Γ2,

divu(0) = 0, em Ω, t = 0.

Problema AY up: Dados KG, λG, µG, CY e {u(0), p(0),q(0),σ(0)},
achar {CY u ,CY p, CY q,CY σ}, satisfazendo

divyCY σ(x; y, τ)−∇yCY p(x; y, τ) = 0,

divy
∂CY u(x; y, τ)

∂τ
+ divyCY q(x; y, τ) = 0.

CY q(x; y, τ) = −KG∇yCY p(x; y, τ) + CY (x,y)q(0)(y, τ),

CY σ(x; y, τ) = λGdivyCY u(x; y, τ)I+2µGEy(CY u(x; y, τ)).


em Ω× (0, T ],

com
CY p(x; y, τ) = 0,

CY u(x; y, τ) = 0,

CY σ(x; y, τ)n = 0, sobre Γ1,

CY q(x; y, τ) · n = 0, sobre Γ2,
divyCY u(x; y, τ) = 0, em Ω τ = 0.

Problema ATup: Dados KG, λG, µG, CT e {u(0), p(0),q(0),σ(0)},
achar {CTu ,CTp, CTq,CTσ}, satisfazendo

divyCTσ(x; y, τ)−∇yCTp(x; y, τ) = 0,

divy
∂CTu(x; y, τ)

∂τ
+ divyCTq(x; y, τ) = 0,

CTq(x; y, τ) = −KG∇yCY p(x; y, τ),

CTσ(x; y, τ) = λGdivyCTu(x; y, τ)I + 2µGEy(CTu(x; y, τ))

+ CT (x,y)σ(0)(y, τ),


em Ω× (0, T ],

com
CTp(x; y, τ) = 0,

CTu(x; y, τ) = 0,

divCTσ(x; y, τ)n = 0, sobre Γ1

CTq(x; y, τ) · n = 0, sobre Γ2,
divyCTu(x; y, τ) = 0, em Ω para τ = 0.
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Tabela 6.2: Sistema de equações efetivas para as variáveis poroelásticas estendidas

Problema Aup: Dados KG, λG, µG, {u(0), p(0)}, {CTu ,CTp},
e {CY u ,CY p,CY q,CY σ} achar {Cu ,Cpw, Cqw,Cσw},
com w ∈ {u1, u2, u3, p}, u = (u1, u2, u3), satisfazendo

divxCσw(x, t; y, τ −∇xCpw(x, t; y, τ) = 0,

divx
∂Cuw(x, t; y, τ)

∂t
+ divxCqw(x, t; y, τ) = 0,

Cqw(x, t; y, τ)= −KG∇xCpw(x, t; y, τ) + CY w(x, t; y)q(0)(x, t),

Cσw(x, t; y, τ)=λGdivxCuw(x, t; y, τ)I+2µGEx(Cuw(x, t; y, τ))

+ CTw(x,y, τ)σ(0)(y, τ)


em Ω×(0, T ],

com
Cpw(x, t; y, τ) = 0,

Cuw(x, t; y, τ) = 0,

Cσw(x, t; y, τ)n = 0, sobre Γ1,

Cqw(x, t; y, τ) · n = 0, sobre Γ2,
divxCuw(x, t; y, τ) = 0 em Ω, t = 0.

Problema A2: Dados KG, λG, µG, {u(0), p(0),q(0),σ(0)},
{CTu ,CTp, CTq,CTσ}, e {CY u ,CY p, CY q,CY σ} achar
{
〈
u(2)
〉
,
〈
p(2)
〉
,
〈
q(2)
〉
,
〈
σ(2)

〉
}, satisfazendo

div
〈
σ(2)

〉
−∇

〈
p(2)
〉

= 0,

div
∂
〈
u(2)
〉

∂t
+
〈
q(2)
〉

= 0,〈
q(2)
〉
(x, t) = −KG∇

〈
p(2)
〉
(x, t)−KG

[
∇yCY p(x; y, t)

]
y=x

+
σ2
Y

2
q(0)(x, t),〈

σ(2)
〉
(x, t)=λGdivx

〈
u(2)
〉
(x, t)I+2µGEx(

〈
u(2)
〉
)+

σ2
T

2
σ(0)(x, t)

+
[
λGdivxCTu(x; y, t)I+2µGEx(CTu(x; y, t))

]
y=x

,



em Ω×(0, T ],

com〈
p(2)
〉

= 0,
〈
σ(2)

〉
(x, t)n = 0, sobre Γ1〈

u(2)
〉

= 0,
〈
q(2)
〉
(x, t) · n = 0 sobre Γ2

div
〈
u(2)
〉
(x, t) = 0 em Ω, t = 0.
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Tabela 6.3: Sistema de equações efetivas poroelásticas formulado nos campos po-
tênciais

Problema u0p0: Dados KG, λG e µG achar {u(0), p(0)},
satisfazendoλG∇divu(0) + 2µGdivE(u(0)),−∇p(0) = 0,

div
∂u(0)

∂t
−KG∇p(0) = 0,

com:

p(0) = 0,

u(0) = 0,

divu(0) = 0,

σ(0)n = h,

q(0) · n = 0,

em Ω,

sobre Γ1,

sobre Γ2,

t = 0.

Problema CY up: Dados KG, λG, µG, CY e {u(0), p(0)},
achar {CY u ,CY p}, satisfazendo
λG∇ydivyCY u(x; y, τ) + 2µGdivyEy(CY u(x; y, τ))−∇yCY p(x; y, τ) = 0,

divy
∂CY u(x; y, τ)

∂τ
−KGdiv∇yCY p(x; y, τ) =

−KGdivy

[
CY (x,y)∇p(0)(y, τ)

]
,

com
CY p(x; y, τ) = 0,

CY u(x; y, τ) = 0,

CY σ(x; y, τ)n = 0, sobre Γ1,

CY q(x; y, τ) · n = 0, sobre Γ2,
divyCY u(x; y, τ) = 0, em Ω τ = 0.

Problema CTup: Dados KG, λG, µG, CT e {u(0), p(0)},
achar {CTu ,CTp}, satisfazendo
λG∇ydivyCTu(x; y, τ) + 2µGdivyEy(CTu(x; y, τ))−∇yCTp(x; y, τ) =

− divy

{
CT (x,y)

[
λGdivu(0)I + 2µGE(u(0))

] }
,

divy
∂CTu(x; y, τ)

∂τ
−KGdivy∇yCY p(x; y, τ) = 0,

com
CTp(x; y, τ) = 0,

CTu(x; y, τ) = 0,

divyCTσ(x; y, τ)n = 0, sobre Γ1

CTq(x; y, τ) · n = 0, sobre Γ2,
divyCTu(x; y, τ) = 0, em Ω para τ = 0.
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Tabela 6.4: Sistema de equações efetivas poroelásticas formulado nos campos po-
tênciais

Problema Cup: Dados KG, λG, µG, {u(0), p(0)},{CY u ,CY p},
e {CY u ,CY p}, achar {Cu ,Cpw}, com w ∈ {u1, u2, u3, p}, u = (u1, u2, u3),
satisfazendo

λG∇xdivxCuw(x, t; y, τ)I + 2µGdivxEx(Cuw(x, t; y, τ))−∇xCpw(x, t; y, τ)

= −divx

{
CTw(x,y, τ)

[
λGdivu(0)I + 2µGE(u(0))

] }
,

divx
∂Cuw(x, t; y, τ)

∂t
− divx∇xCpw(x, t; y, τ) =

−KGdivx

[
CY w(x, t; y)∇p(0)(x, t)

]
com
Cpw(x, t; y, τ) = 0,

Cuw(x, t; y, τ) = 0,

Cσw(x, t; y, τ)n = 0, sobre Γ1,

Cqw(x, t; y, τ) · n = 0, sobre Γ2,
divxCuw(x, t; y, τ) = 0 em Ω, t = 0.

Problema u2p2: Dados KG, λG, µG, {u(0), p(0)}, {CTu ,CTp},
e {CY u ,CY p} achar {

〈
u(2)
〉
,
〈
p(2)
〉
}, satisfazendo

λG∇div
〈
u(2)
〉
(x, t) + µGdivEx(

〈
u(2)
〉
)−∇

〈
p(2)
〉

= −[
divx

(
λGdivyCTuI+2µGEx(CTu(x; y, t))

)]
y=x

− σ2
T

2
div
[
λGdivu(0)I+2µGE(u(0))

]
,

div
∂
〈
u(2)
〉

∂t
−KG

〈
∇
〈
p(2)
〉
(x, t)

〉
=[

divxKG∇yCY p(x; y, t)
]
y=x

+KG
σ2
Y

2
div∇p(0)(x, t),

com〈
p(2)
〉

= 0,
〈
σ(2)

〉
(x, t)n = 0, sobre Γ1〈

u(2)
〉

= 0,
〈
q(2)
〉
(x, t) · n = 0 sobre Γ2

div
〈
u(2)
〉
(x, t) = 0 em Ω, t = 0.
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6.3 Reprodução do modelo fracamente acoplado

Nesta seção fazemos a comparação entre as equações efetivas obtidas nos

modelos totalmente e fracamente acoplados. Neste sentido o nosso objetivo prin-

cipal é elucidar as hipóteses necessárias para reproduzir o sistema de equações

efetivas fracamente acoplado a partir do sistema de equações efetivas totalmente

acoplado.

6.3.1 Equação fracamente acoplada para a média de p

No presente contexto adotamos o mesmo procedimento proposto no Caṕıtu-

lo 3 [Gutierrez e Lewis (2002)] para a reprodução do modelo fracamente acoplado

a partir do modelo totalmente acoplado. Considerando a média do tensor total〈
σT
〉

:=
〈
p
〉
I +

〈
σ
〉

dado pela soma das componentes em ordem O(σ0) e O(σ2)

em (6.12) e (6.14)
(〈
σT

〉
= σ(0)

T +
〈
σ2
T

〉)
, tomando o traço, obtemos

tr
〈
σT

〉
=(dλG + 2µG)trE(u(0))− dp(0) + (dλG + 2µG)trE

〈
u(2)
〉
− d
〈
p(2)
〉
+

(dλG + 2µG)
[
trE(CTu)

]
y=x

+ (dλG + 2µG)
σ2
T

2
trE(u(0)), d = 1, 2, 3.

Derivando em relação ao tempo e usando as relações (4.5)-(4.7) e entre as médias

geométricas (4.10) [SG = d/(dλG + 2µG)], obtemos

SG
d

∂
〈
trσT

〉
∂t

=
∂divu(0)

∂t
− SG∂p

(0)

∂t
+
∂div

〈
u(2)
〉

∂t
−
SG∂

〈
p(2)
〉

∂t
+[∂divCTu

∂t

]
y=x

+
σ2
T

2

∂div(u(0))

∂t

(6.37)

Por outro lado, temos que a derivada temporal do traço do tensor total σ(0)
T =

σ(0) − p(0)I, em (6.12) é dada por

SG
d

∂trσ(0)
T

∂t
=
∂divu(0)

∂t
− SG

∂p(0)

∂t
, (6.38)
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e a derivada temporal do traço da covariância CTσT
:= CTσ − CTpI em (6.23) é

dada por

SG
d

∂trCTσT

∂t
=
∂divCTu

∂t
+
∂divu(0)

∂t
CT − SG

∂CTp

∂t
. (6.39)

Usando (6.38) na equação acima temos

∂divCTu

∂t
=
SG
d

∂trCTσT

∂t
− SG

d

∂trσ(0)
T

∂t
CT − SG

∂p(0)

∂t
CT + SG

∂CTp

∂t
. (6.40)

Introduzindo as relações (6.38) e (6.40) em (6.37), obtemos

∂divu(0)

∂t
+
∂div

〈
u(2)
〉

∂t
=
SG
d

∂tr
〈
σT

〉
∂t

+ SG
∂
〈
p(2)
〉

∂t
+ SG

∂p(0)

∂t

−
[SG
d

∂trCTσT

∂t
− SG

d

∂trσ(0)
T

∂t
CT − SG

∂p(0)

∂t
CT + SG

∂CTp

∂t

]
y=x

− σ2
T

2

[SG
d

∂trσ(0)
T

∂t
+ SG

∂p(0)

∂t

]
. (6.41)

Fazendo uso das relações σ2
T = σ2

R, CT = −CR, CTp = CRp e CT |x=y = σ2
T , a

equação acima pode ser escrita da forma

∂divu(0)

∂t
+
∂div

〈
u(2)
〉

∂t
=SG

[
∂
〈
p(2)
〉

∂t
+
∂p(0)

∂t
+
∂CRp

∂t
+
σ2
R

2

∂p(0)

∂t

]

+
SG
d

[
∂tr
〈
σT

〉
∂t

+
∂trCTσT

∂t

∣∣∣
y=x

]
.

(6.42)

Por outro lado, a média do balanço de massa total é dada pela soma dos balanços

de massa de O(σ0) em (6.12) e O(σ2) em (6.14)

∂divu(0)

∂t
+
∂div

〈
u(2)
〉

∂t
+ div

[
q(0) +

〈
q(2)
〉]

= 0. (6.43)

Substituindo (6.42) em (6.43) temos

SG

[
∂
〈
p(2)
〉

∂t
+
∂p(0)

∂t
+
∂CRp

∂t
+
σ2
R

2

∂p(0)

∂t

]
+ div(q(0) +

〈
q(2)
〉
) =

−SG
d

[
∂tr
〈
σT

〉
∂t

+
∂trCTσT

∂t

∣∣∣
y=x

]
. (6.44)
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O resultado acima é de suma importância e introduz nova f́ısica ao problema. Ao

compararmos a média do balanço de massa em (6.44) com a soma da média dos

balanços de massa em (5.32) e (5.36) podemos observar o surgimento do termo

adicional

∂tr
〈
σT

〉
∂t

+
∂trCTσT

∂t

∣∣∣
y=x

.

Consequentemente, a reprodução do modelo fracamente acoplado requer hipótese

de invariabilidade no tempo do tr
〈
σT

〉
e trCTσT

. O presente critério de invari-

abilidade no tempo baseado nos momentos estat́ısticos de σT generaliza o crité-

rio descrito em Gutierrez e Lewis (2002) para modelos poroelásticos homogêneos

(Secção 3.2). A validade desta aproximação esta fortemente relacionada com a

natureza das heterogeneidades presentes na permeabilidade e módulo de Young.

Resultados computacionais serão apresentados posteriormente para ilustrar estas

hipóteses.

6.3.2 Equação fracamente acoplada para a autocovariância de p

Para finalizar a análise adotamos o mesmo procedimento para reproduzir as

equações de covariância de p. Tomando o traço do tensor total CσT p := Cσp−CpI

em (6.35) temos

trCσT p = (dλG + 2µG)trEx(Cup) + CTp(dλG + 2µG)trEx(u(0))− dCp,

Derivando em relação ao tempo e usando a relação do traço do tensor total de

ordem zero (6.38), obtemos

SG
d

∂trCσT p

∂t
=
∂divxCup

∂t
+ CTp

SG
d

∂trσ(0)
T

∂t
+ CTpSG

∂p(0)

∂t
− SG

∂Cp

∂t
,

usando (6.38) e a relação CRp = −CTp, segue que

∂divxCup

∂t
= SG

[
∂Cp

∂t
+ CRp

∂p(0)

∂t

]
+
SG
d

[
∂trCσT p

∂t
− CRp

∂trσ(0)
T

∂t

]
.
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Fazendo uso do resultado acima no balanço de massa (6.35), fornece

SG
∂Cp

∂t
+ CRpSG

∂p(0)

∂t
+ divxCqp =

SG
d

[
CRp

∂trσ(0)
T

∂t
− ∂trCσT p

∂t

]
. (6.45)

Adotando as hipóteses de Gutierrez e Lewis (2002) no caso determińıstico temos

∂trσ(0)
T

∂t
= 0. Analogamente ao caso anterior, a equação acima reproduz o balanço

de massa (5.35) com a exceção do termo de fonte envolvendo o termo trCσT p.

Este resultado é de suma importância pois elucida as hipóteses necessárias para

a reprodução do momento de segunda ordem da pressão no modelo fracamente

acoplado.

Os resultados (6.44) e (6.45) proporcionam uma nova forma para validar

o modelo fracamente acoplado em formações geológicas heterogêneas. Tal como

ilustrado nas simulações computacionais adiante, o cômputo dos termos de fonte

dados acima fornece a correta escolha do modelo poroelástico a ser adotado.

Tabela 6.5: Métrica para os modelos fracamente e totalmente acoplados

Métrica no caso homogêneo

∣∣∣∣∂trσT

∂t

∣∣∣∣

Métrica no caso heterogêneo

Média:

∣∣∣∣∣∂tr
〈
σT

〉
∂t

+
∂trCTσT

∂t

∣∣∣
y=x

∣∣∣∣∣
Covariância:

∣∣∣∣∣CRp
∂trσ(0)

T

∂t
− ∂trCσT p

∂t

∣∣∣∣∣
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Caṕıtulo 7

Discretização dos modelos poroelásticos

Neste caṕıtulo apresentamos a formulação variacional e a aproximação por

elementos finitos das equações efetivas obtidas nos Caṕıtulos 5 e 6, bem como para

as equações determińısticas advindas de cada realização no contexto do método de

Monte Carlo.

7.1 Notação unificada para as equações efetivas

Com o objetivo de representar os sistemas de equações efetivas de forma

compacta e facilitar a notação subsequente, introduzimos os seguintes conjuntos

cujos elementos surgem nas equações efetivas do modelo fracamente acoplado [ver

Tabela 5.1]:

(i) Incógnitas

P(x, t; y, τ) =
{
p(0)(x, t),CY p(x; y, τ),CRp(x; y, τ),Cp(x, t; y, τ),

〈
p(2)
〉
(x, t)

}
,
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(ii) termos de fonte

G(x, t; y, τ) =

{
0 , KGdivy

(
CY (x,y)∇p(0)(y, τ)

)
,−SG

∂p(0)(y, τ)

∂τ
CR(x; y),

SG
∂p(0)(y, τ)

∂τ
CRp(x; y) +KGdivy

(
CY p(x,y, τ)∇p(0)(x, t)

)
,

−SG
∂CRp(x, t; x)

∂t
+KGdivy

(
CY p(x,y, τ)∇xp

(0)(x, t)
)

−SG
σ̂R

2

2

∂p(0)

∂t

}
,

(iii) condições iniciais, PD(x) =
{
pD(x), 0, 0, 0, 0

}
,

(iv) o conjunto dos tempos caracteŕısticos t = {t, τ, τ, t, t},

(v) e conjuto de subscritos z = {x, y, y, x, x}.

Fazendo uso da notação acima podemos representar a sequência de equações efe-

tivas da Tabela 5.1 de forma unificada como:

Problema P : Dados SG, KG, PD e G, encontrar P tal que:

SG
∂P
∂t
−KGdivz (∇zP) = G, em Ω× (0, T ], (7.1)

com condições de contorno e inicial

P =0, sobre Γ1,

∇zP · n =0, sobre Γ2,

P =PD, em Ω, t = 0.

(7.2)

De forma análoga, para o sistema de equações efetivas do modelo poroelás-

tico completamente acoplado [ver Tabelas 6.2.3 e 6.4] introduzimos os conjuntos

compostos por:
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(i) Variáveis potenciais do modelo poroelástico

{U ,P}(x, t; y, τ) =
{
{u(0), p(0)}(x, t), {CY u,CY p}(x; y, τ), {CTuCTp}(x; y, τ),

{Cuz,Cpz}(x, t; y, τ), {
〈
u(2)
〉
,
〈
p(2)
〉
}(x, t)

}
,

onde o par {Cuz,Cpz} representa as quatro colunas da matriz de covariâncias CM
up,

com z = u1, u2, u3 e p, sendo u = (u1, u2, u3).

(ii) Termos de fonte das equações de equiĺıbrio

G1(x, t; y, τ) =

{
0 ,0 ,−divy

(
CT (x,y)

[
λGdivu(0)I + 2µGE(u(0))

] )
,

−divx

(
CTz(x,y, τ)

[
λGdivu(0)I + 2µGE(u(0))

] )
,[

divx

(
λGdivyCTuI + 2µGEx(CTu(x; y, t))

)]
y=x

−σ
2
T

2
div
[
λGdivu(0)I+2µGE(u(0))

]}
.

(iii) Termos de fonte das equações de conservação de massa

G2(x, t; y, τ) =

{
0 ,−KGdivy

[
CY (x,y)∇p(0)(y, τ)

]
, 0,

−KGdivx

[
CY z(x, t; y)∇p(0)(x, t)

]
,[

divxKG∇yCY p(x; y, t)
]
y=x

+KG
σ2
Y

2
div∇p(0)(x, t)

}
.

(iv) Condição de Neumann para as tensões efetivas

H(x) =
{

h(x), −CT (x,y)h(x), 0, −CTz(x,y; τ)h(x),
σ2
T

2
h(x)

}
.

(v) O conjunto de variáveis temporais t = {t, τ, τ, t, t, t t, t},

(vi) e o conjuto de subescritos z = {x, y, y, x, x, x, x, x}.

Fazendo uso da notação acima podemos representar a sequência de equações efe-

tivas das Tabelas 6.2.3 e 6.4 de forma unificada como
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Problema UP : Dados λG, µG, G1, G2 e H, encontrar {U ,P}, satisfazendo

λG∇zdivzU + 2µGdivzEz(U)−∇zP = G1,

divz
∂U
∂t
−KGdivz∇zP = G2,

em Ω× (0, T ], (7.3)

com condições de contorno

P = 0, [λGtrEz(U)I + 2µGEz(U)]n = H, sobre Γ1,

U = 0, −KG∇zP · n = 0, sobre Γ2,

(7.4)

e condição inicial

divz U = 0, t = 0. (7.5)

7.2 Notação adotada para o método de Monte Carlo

Antes de apresentar as formulações variacionais das equações efetivas, a se-

guir discutimos a notação utilizada para o método de Monte Carlo. Considerando

a subdivisão do domı́nio Ω em Nb blocos Ωb (b = 1 2, . . . , Nb), dadas as médias e

covariâncias estat́ısticas do log da condutividade hidráulica e do módulo de Young,

são geradas M realizações com distribuição de probabilidade uniforme Kk(Ωb) e

Ek(Ωb) (k = 1, 2, . . . ,M ,b = 1 2, . . . , Nb), onde o tamanho do bloco é escolhido da

mesma ordem da escala de heterogeneidade de tal forma que assumimos Kk e Ek

constantes em cada bloco Ωb. Fazendo uso de (4.5)-(4.7) podemos gerar em cada

bloco as constantes de Lamé λk, µk bem como a compressibilidade Sk para cada

realização. Desta forma, para cada k = 1, . . . ,M , os problemas determińısticos

para o modelo fracamente acoplado, posto em termos de pk são dados por:

Problema MCp: Dados Kk e Sk, k = 1, . . . ,M , encontrar pk : Ω× (0, T ]→ IR

para cada k, tal que

Sk
∂pk
∂t
− div(Kk∇pk) = 0, (7.6)

90



com condições de contorno e inicial

pk = 0, sobre Γ1,

∇pk · n = 0, sobre Γ2,

pk = pD, em Ω, em t = 0.

(7.7)

Da mesma forma temos os problemas determińısticos do modelo totalmente

acoplado em termos de {uk, pk}, da forma:

Problema MCup: Dados Kk, λk e µk, para cada k = 1, . . . ,M , encontrar

uk : Ω× (0, T ]→ IRd e pk : Ω× (0, T ]→ IR, satisfazendo

∇(λkdivuk) + div
[
µk(∇uk +∇uTk )

]
−∇pk = 0,

div
∂uk
∂t
− div(Kk∇pk) = 0,

(7.8)

com condições de contorno e inicial

pk = 0, σkn = h, sobre Γ1,

uk = 0, qk · n = 0, sobre Γ2

divuk = 0, em Ω, t = 0.

(7.9)

Após a construção do conjunto de soluções {pk} e {uk, pk} k = 1, . . . ,M em

cada formulação, os momentos estat́ısticos das incógnitas são calculados numeri-

camente usando (4.19)-(4.21).

7.3 Formulação variacional

Para apresentarmos a formulação fraca das equações apresentadas na seção

anterior introduzimos a notação usual. Seja L2(Ω) o espaço de funções escalares
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quadrado integráveis munido do produto interno e norma induzida:

(f, g) ≡
∫
Ω

fgdΩ, ||f || = (f, f)1/2, ∀f, g ∈ L2(Ω), (7.10)

Seja H1(Ω) o espaço de Hilbert

H1(Ω) ≡ {f ∈ L2(Ω),∇f ∈ L2(Ω)}. (7.11)

com produto interno e norma induzida

(f, g)1 ≡ (f, g) + (∇f,∇g) ||f ||1 = (f, f)
1/2
1 , ∀f, g ∈ H1(Ω). (7.12)

Para as condições de fronteira (7.2) e (7.4), adotadas neste trabalho, introduzimos

os espaços U e V

U =
{

w ∈
[
H1(Ω)

]d
, w = 0, sobre Γ2

}
, (7.13)

V =
{

v ∈ H1(Ω), v = 0, sobre Γ1

}
. (7.14)

Multiplicando (7.1) por uma função v ∈ V, integrando por partes e usando as

condições de contorno obtemos a formulação variacional do problema fracamente

acoplado Problema P da forma o seguinte problema:

Problema PV : Dados SG, KG, PD e G para cada t ∈ (0, T ] , achar P(t) ∈ V,

tal que

SG

(
∂P(t)

∂t
, v

)
+KG(∇zP(t),∇zv) =(G, v), ∀v ∈ V,

(P(0), v) =(PD, v), ∀v ∈ L2(Ω).

(7.15)

De forma análoga, para obter a formulação variacional do prolema totalmente

acoplado Problema UP multiplicamos (7.3) por (w, v) ∈ U×V, integramos por

partes e utilizamos as condições de contorno (7.4), obtendo desta forma o seguinte
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problema

Problema UPV : Dados λG, µG, G1, G2 e H, para cada t ∈ (0, T ], achar

{U(t),P(t)} ∈ U× V , tal que



λG(divzU , divzw) + 2µG(Ez(U),Ez(w))

−(P , divzw) = F(w) + (G1,w), ∀w ∈ U,(
divz

∂U
∂t

, v

)
+KG(∇zP ,∇zv) = (G2, v), ∀v ∈ V,

(7.16)

com

F(w) =

∫
Γ1

H ·w dΓ,

e

(divzU , v) = 0, ∀v ∈ L2(Ω), (7.17)

Devido à condição inicial de incompressibilidade para o problema de poroelasti-

cidade totalmente acoplado, a formulação variacional Problema UP no instante

inicial se reduz ao seguinte problema de elasticidade incompresśıvel com restrição

interna:

Achar o par (U(0),P(0)) ∈ U× L2(Ω), tal que


2µG(Ez(U)(0),Ez(w))− (P(0), divzw) = F(w) + (G1,w), ∀v ∈ U,

(divzU(0), v) = (G2, v), ∀v ∈ L2(Ω).

(7.18)

De forma análoga são apresentadas as formulações variacionais dos problemas

(7.6) e (7.8) indexados para cada realização no contexto do método de Monte Carlo:

Problema MCpV: Dados Kk, Sk e pD, para cada t ∈ (0, T ] e k = 1, . . . ,M ,
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encontrar pk(t) ∈ V, tal que

(
Sk
∂pk(t)

∂t
, v

)
+ (Kk∇pk(t),∇v) = 0, ∀v ∈ V,

(pk(0), v) = (pD, v), ∀v ∈ L2(Ω),

(7.19)

Problema MCupV: Dados Kk, λk, µk e h, para cada t ∈ (0, T ] e k = 1, ...,M ,

achar o par {uk(t), pk(t)} ∈ U× V tal que:


(λkdivuk, divw) + (2µkE(uk),E(w))− (pk, divw) = f(w), ∀w ∈ U,(

div
∂uk
∂t

, v

)
+ (Kk∇pk,∇v) = 0, ∀v ∈ V,

(7.20)

com

f(w) =

∫
Γ1

h ·w dΓ,

e os dados iniciais uk(0) e pk(0) satisfazendo o problema de ponto de sela:

Achar {uk(0), pk(0)} ∈ U× L2(Ω), tal que


(2µkE(uk(0)),E(w))− (pk(0), divw) = f(w), ∀w ∈ U,

(divuk(0), v) = 0, ∀v ∈ L2(Ω).

(7.21)

Existência e unicidade da formulação fraca (7.19)-(7.21) foram discutidas por Ze-

nisek (1984).

7.4 Aproximação por elementos finitos

Consideramos agora a discretização dos problemas variacionais pelo método

de Galerkin. É importante ressaltar que os espaços aproximantes para o deslo-

camento e pressão respectivamente não podem ser escolhidos independentemente,

pois algumas combinações de interpolação (incluindo as de igual ordem) são instá-
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veis devido à restrição de incompresibilidade imposta ao deslocamento no instante

inicial [Murad e Loula (1994)]. A análise de estabilidade mostra que os espaços

aproximantes devem satisfazer a condição de Babŭska-Brezzi [Brezzi (1974)]. Na

solução numérica do problema de Stokes, o qual corresponde ao problema de Biot

em t = 0, modos espúrios no campo de pressão podem ser evitados adotando os ele-

mentos Taylor-Hood [Taylor e Hood. (1973)], com interpolação polinomial cont́ınua

com grau menor para a poro pressão em relação à interpolação do deslocamento.

Por outro lado, Murad et al. (1996) mostraram que as oscilações presentes no

campo de poro-pressão devido à adoção de funções aproximantes de mesma ordem

para u e p acontecem apenas por um curto peŕıodo de tempo e tendem a decair

rapidamente logo após o ińıcio do processo de drenagem do fluido intersticial. Nos

instantes subseqüentes o campo de pressão tende a regularizar rapidamente com

ausência de oscilações espúrias. Desta forma nas simulações numéricas adotamos

interpolações da mesma ordem para u e p.

7.4.1 Formulação semidiscreta

Consideramos Ω um domı́nio poligonal discretizado por uma malha de Ne

elementos, tais que

Ω̄ =
Ne⋃
e=1

Ω̄e com
Ne⋂
e=1

Ω̄e = ∅ (7.22)

onde Ωe denota o interior de um elemento e Ω̄e o seu fecho. O parâmetro de malha

é dado por h = maxhe, 1 ≤ e ≤ Ne, com he = diâmetro de Ωe.

Sejam Sl0h (Ω) e Sl1h (Ω) ⊂ H1(Ω) espaços de funções polinomiais de elementos

finitos de classe C0 de graus l0 e l1. Definimos os subespaços de elementos finitos

de V e U, como

Vh = Sl0h ∩ V, Uh = (Sl1h )3 ∩U.

A formulação semidiscreta de Galerkin para a problema Problema PV é dada

por :
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Problema PVh : Para t ∈ (0, T ] encontrar Ph(t) ∈ Vh, tal que

SG

(
∂Ph(t)

∂t
, vh

)
+KG(∇zPh(t),∇zvh) =(G, vh),

(Ph(0), vh) =(PD, vh),
∀vh ∈ Vh.

A formulação semidiscreta para o Problema UPV é dada por:

Problema UPVh : Para cada t ∈ (0, T ], achar o par {Uh(t),Ph(t)} ∈ Uh×Vh,

tal que

λG(divzUh, divzwh) + 2µG(Ez(Uh),Ez(wh))−

(Ph, divzwh) = F(wh) + (G1,wh),
∀vh ∈ Uh

(
divz

∂Uh
∂t

, vh

)
+KG(∇zPh,∇zvh) = (G2, vh), ∀vh ∈ Vh

com Uh(0) e Ph(0) satisfazendo

2µG(Ez(Uh(0)),Ez(wh))−(Ph(0), divzwh)=F(wh)+(G1,wh), ∀vh ∈ Uh

(divzUh(0), vh) =0, ∀vh ∈ Vh

No contexto do método de Monte Carlo, para cada realização k as aproxi-

mações de Galerkin das formulações variacionais dos modelos poroelásticos (7.19)-

(7.20), são dados por:

Problema MCph: Para t ∈ (0, T ] e k = 1, 2, . . .M , encontrar pkh(t) ∈ Vh,

tal que

Skh

(
∂pkh(t)

∂t
, vh

)
+ (Kkh∇pkh(t),∇vh) = 0,

(phk(0), vh) = (pD, vh),

∀vh ∈ Vh.

Problema MCuph: Para t ∈ (0, T ] e k = 1, 2, . . .M , achar o par
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{ukh(t), pkh(t)} ∈ Uh × Vh tal que:

(λkhdivukh, divwh) + (2µkhE(ukh),E(wh))

−(pkh, div wh) = f(wh), ∀wh ∈ Uh,

(divukh, vh) + (Kkh∇pkh,∇vh) = 0, ∀ vh ∈ Vh,

com uh(0) e uh(0) satisfazendo

(2µkhE(ukh),E(wh))− (pkh, div wh) = f(wh), ∀wh ∈ Uh,

(
∂

∂t
divuh(0), vh) = 0, ∀vh ∈ Vh,

onde Xkh, denota a projeção de Xk (Xk ∈ {Kk, Sk, λk, µk}) no espaço P 0
h (Ωe)) de

funções constantes por partes sobre cada bloco geológico Ωe (e = 1, . . . , Ne).

7.4.2 Formulação completamente discreta

Consideramos agora as aproximações no espaço e tempo dos problemas (7.1),

(7.3), (7.6) e (7.8). Seja ∆t o intervalo de tempo e seja Pm a aproximação de P(t)

no instante tm = m∆t, (m ≥ 1). O esquema de Euler impĺıcito aproxima a

derivada temporal da forma

∂Pm

∂t
≈ P

m − Pm−1

∆t
(7.23)

As formulações completamente discretas dos problemas (7.1) e (7.3) são dadas por:

Problema PV m
h : Para cada t = tm = m∆t e τ = tm = m∆t (m ≥ 1) achar

Pmh ∈ Vh, tal que

SG(Pmh , vh) + ∆t(∇zPmh ,∇zvh) =∆t(G, vh)− (Pm−1
h , vh)

(Pmh (0), vh) =(PD, vh),
∀vh ∈ Vh.

e
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Problema UPV m
h : Para cada t = tm = m∆t e τ = tm = m∆t (m ≥ 1) achar

o par {Um
h ,Pmh } ∈ Uh × Vh tal que



λG(divzUm
h , divzwh) + 2µG(Ez(Umh ),Ez(wh))

−(Pmh , divzwh) = F(wh) + (G1,wh) ∀wh ∈ Uh

(divzUm
h , vh) + ∆tKG(∇zPmh ,∇zvh) = (divzUm−1

h , vh)

+∆t(G2, vh), ∀vh ∈ Vh

com (U0
h,P0

h) satisfazendo

2µG(Ez(U0
h),Ez(wh))− (P0

h, divzwh) =F(wh) + (G1,wh), ∀w ∈ Uh

(divzU0
h, vh) =0 ∀vh ∈ Vh

As formulações completamente discretas dos problemas determińısticos para

cada realização no contexto do método de Monte Carlo são dados por:

Problema MCpV m
h : Para cada t = tm = m∆t (m ≥ 1) e k = 1, . . . ,M achar

pmkh ∈ Vh, tal que

(Skhp
m
kh, vh) + ∆t(Kkh∇pmkh,∇vh) =(Skhp

m−1
kh , vh),

(P0
kh, vh) =(PD, vh),

∀vh ∈ Vh.

Problema MCupV m
h : Para cada t = tm = m∆t (m ≥ 1) e k = 1, . . . ,M

encontrar o par {umkh, pmkh} ∈ Uh × Vh, tal que:

(λkhdivumkh, divwh) + (2µkhE(umkh),E(wh))− (pmkh, divwh) = f(wh) ∀wh ∈ Uh

(divumkh, vh) + ∆t(Kkh∇pmkh,∇vh) = (divum−1
kh , vh) ∀vh ∈ Vh,
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com u0
kh e p0

kh satisfazendo

(2µkhE(u0
kh),E(wh))− (p0

kh, div wh) = f(wh), ∀wh ∈ Uh,

(divu0
kh, vh) = 0, ∀vh ∈ Vh.

Após o cômputo dos campos potenciais {Un
h,Pnh}, a velocidade e as tensões

efetivas podem ser calculadas por um esquema de pós-processamento, considerando

as formas discretas da lei de Darcy e da lei de Hooke.
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Caṕıtulo 8

Simulações Numéricas

Neste caṕıtulo apresentamos as simulações numéricas dos modelos discretos

na resolução do problema de extração primária de oléo em reservatórios de petróleo,

onde a produção de óleo deve-se, exclusivamente, a diferença de pressão entre o

poço recém aberto e o fluido inicialmente confinado e submetido a alta pressão

devido ao peso das camadas geológicas superiores. A geometria do reservatório é

ilustrada na Figura 8.1.

Primeiramente verificamos a qualidade dos campos gerados pelo método de

decomposição LU para sua utilização na simulação de Monte Carlo. Em seguida,

ilustramos a deterioração da solução das equações efectivas obtidas pelo método

de expansão assintótica para variâncias elevadas. Finalmente ilustramos numeri-

camente os resultados obtidos via teoria de pertubação estocástica, em particular

a performance dos modelos fracamente e totalmente acoplados.

Denotando por {x, y} as coordenadas retangulares bidimensionais, o pro-

blema consiste de um reservatório produtivo, delimitado por uma parede riǵıda

impermeável na base (y = 0), sujeito ao carregamento devido ao peso das forma-

ções geológicas situadas acima dele (y = H). Na fronteira superior carregada é

introduzido um poço horizontal que conecta a poro pressão com a pressão atmós-

ferica (po). As fronteiras laterais são consideradas impermeáveis e com tensões de

cisalhamento nulas.

Denotando as componentes cartesianas do deslocamento e da tensão efetiva
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como u = (u, v) e σ = {σx, σy, τxy}, denotando hy a densidade de carregamento

na direção y, as condições de contorno são dadas por

σy = hy, p = 0, em 0 ≤ x ≤ L y = H,

u = 0, K
∂p

∂x
= 0, em x = 0, x = L, 0 ≤ y ≤ H,

u = v = 0, K
∂p

∂y
= 0, em y = 0 0 ≤ x ≤ L.

(8.1)

e condição inicial

∂u

∂x
+
∂v

∂y
= 0, em [0, L]× [0, H], t = 0. (8.2)
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Figura 8.1: Exemplo utilizado para validação da teoria bidimensional
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Os valores adotados para as propriedades do reservátorio são apresentados

na Tabela 8.1

Média Geometrica do módulo de Young EG=17600 MPa

Coeficiente de Poisson ν = 0

Média Geométrica da compressibilidade SG = 5.13× 10−5/MPa

Média Geométrica da condutividade hidráulica KG = 0.0484m2/ MPa dias

Expoente de Hurst β = 0.5

Faixa de variância da heterogeneidade σ2 ∈ [0.04, 4]

Faixa de comprimento de correlação λY ∈ [1, 15m]

Carragamento aplicado hy = 50Mpa

Dimensões do domı́nio utilizado L×H=30m× 90m

Tabela 8.1: Propriedades do reservatório

8.1 Geração dos campos aleatórios

Como mencionamos anteriormente, neste trabalho utilizamos o método de

decomposição LU para geração dos campos aleatórios correspondentes aos parâme-

tros envolvidos na modelagem estocástica. Nesse sentido, admitimos a estaciona-

riedade dos campos de tal forma que a matriz de covariâncias dependa somente da

distância entre os pontos onde a variável aleatória é definida. Sendo assim, subdi-

vidimos o domı́nio geológico em Nb blocos, que denotaremos como Ωb e respectivos

centros xb, com b = 1, 2, . . . , Nb, salientando que a os campos aleatórios assim

gerados são constantes em cada elemento Ωb da malha geológica. Desta forma, a

matriz de covariâncias de ordem Nb×Nb é construida em relação a distância entre

os centros dos blocos e segue uma lei de decaimento exponencial ou polinomial,

esta última também chamada fractal.
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O parâmetro envolvido na taxa de decaimento na função de covariância ex-

ponencial ou fractal está associado ao “comprimento de correlação” que representa

fisicamente a distância sobre a qual as correlações prevalecem. Desta forma, um

reservatório que apresente baixa variabilidade nas suas propriedades mecânicas cor-

responde a comprimentos de correlação altos e em geral são representados por um

função de covariância exponencial. Na Figura 8.2(a) apresentamos uma realização

de um campo aleatório da permeabilidade governado por uma lei de covariância ex-

ponencial na qual observamos regiões bem definidas de valores do campo gaussiano.

Por outro lado, a alta variabilidade dos parâmetros nos reservartórios heterogêneos

corresponde a pequenos valores de comprimento de correlação, em geral modela-

dos por leis fractais com exponente de Hurst baixos. Na Figura 8.2(b) temos um

exemplo no qual a função de covariância é fractal, exibindo regiões pouco ńıtidas

dos valores da permeabilidade como campo aleatório.

0 0.5 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1  

x/L

 

y/H

−5

−4.5

−4

−3.5

−3

−2.5

(a) Campo Y com covariância exponencial
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(b) Campo Y com covariância fractal

Figura 8.2: Realizações do campo Gaussiano Y = lnK com mY = −3.028, (a)
covariância exponencial σY = 1 e λY = 10 e (b) covariância fractal σY = 1 e
β = 0.5
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Para verificar a qualidade dos campos gerados com a técnica de fatoração

LU plotamos as covariâncias de Y = lnK em função da distância entre dois pontos

nas direções x e y. Nas Figuras 8.3 e 8.4 os pontos mostram os valores discretos

computados com 8000 realizações e a linha continua o ajuste da curva por mı́nimos

quadrados.

(a) Direção x (b) Direção y

Figura 8.3: Covariância exponencial dos campos gerados com a factoração LU

A Figura 8.3 mostra o decaimento exponencial nas direções x e y. Podemos

notar que as curvas de ajuste mostram que as covariâncias foram aproximadas com

precisão. A Figura 8.4 mostra o decaimento da covarian̂cia fractal nas direções x e

y. Da mesma forma, podemos observar uma boa aproximação das curvas de ajuste

para a lei de potência (“ power-law”). Notamos que o decaimento da covariância

fractal para β = 0.5 é bem mais lento quando comparado ao caso exponencial.
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(a) Direção x (b) Direção y

Figura 8.4: Covariância fractal dos campos gerados com a factoração LU
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As figuras seguintes ilustram o efeito da variabilidade da condutividade hi-

dráulica Y = lnK e do módulo de Young T = lnE sobre os campos de pressão,

velocidade de Darcy, deslocamento e tensão efetiva. As simulações apresentadas

são o resultado de considerar realizações com covariância exponencial e fractal. Os

campos Y e T com covariância exponencial têm variância σ2
Y = σ2

T = 1 e compri-

mentos de correlação λT = λY = L/5. Para os campos fractais Y e E consideramos

o expoente de Hurst βT = βY = 0.5 e σY = σT = 1.

(a) Campos de pressão e velocidade, para covariância exponencial
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(b) Campos de pressão e velocidade, para covariância fractal
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Figura 8.5: Campos de pressão normalizado pelo carregamento vertical e da se-
gunda componente da velocidade para t=2 dias
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(a) Campos de pressão e velocidade, para covariância exponencial
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(b) Campos de pressão e velocidad, para covariância fractal
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Figura 8.6: Campos de pressão normalizado pelo carregamento vertical e da se-
gunda componente da velocidade para t=36 dias

A Figura 8.5 mostra os campos de pressão e da segunda componente da

velocidade de Darcy no ińıcio do processo de produção para t = 2 dias. Podemos

observar nos instantes iniciais que os campos apresentam uma região de camada

limite junto ao poço, onde a condição de contorno de Dirichlet é imposta. Podemos

observar também que a heterogeneidade do meio poroso dá origem a formação de

caminhos preferenciais para o escoamento fazendo com que a velocidade apresente

valores acentuados em certas regiões do domı́nio. A presença destes caminhos

preferencias é mais pronunciada no caso de geologia fractal com correlações longas
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possuindo influência significativa nas taxas de produção de óleo, antecipando a

chegada do fluido no poço de produção em relação ao caso homogêneo.

A Figura 8.6 mostra os campos de pressão e da segunda componente da

velocidade de Darcy para t = 36 dias. Podemos notar o avanço dos caminhos

preferenciais e uma gradual dissipação do campo da pressão, t́ıpica do processo de

consolidação.

(a) Campos uy e σy, para covariância exponencial
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(b) Campos uy e σy, para covariância fratal
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Figura 8.7: Campo das componentes do deslocamento vertical e da tensão normal
para t = 2 dias

A Figuras 8.7 e 8.8 mostram os campos das componentes vertical do desloca-

mento uy e normal da tensão efetiva σy, no ińıcio da produção t = 2 dias e para o
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tempo t = 36 considerando covariâncias exponencial e fractal. Tal como podemos

observar o deslocamento vertical do sólido é bem mais acentuado na vizinhança do

poço, onde exibe forte camada limite e se anula próximo a base ŕıgida [Figura 8.7].

A tensão efetiva normal exibe comportamento semelhante com fortes gradientes

junto ao poço. À medida que o tempo evolui ocorre um processo de regularização

no campo de deslocameno e o incremento da tensão efetiva é propagado ao longo

do domı́nio [Figura 8.8].

(a) Campos uy e σy, para covariância exponencial
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(b) Campos uy e σy, para covariância fractal
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Figura 8.8: Campo das componentes do deslocamento vertical e da tensão normal
para t = 36 dias
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8.2 Estudo numérico da convergência estat́ıstica

Para ilustrar numericamente a convergência estat́ıstica do método de Monte

Carlo plotamos a evolução do erro relativo da média e variância da pressão como

função do número de realizações. Para uma tolerância prescrita ε o critério de

convergência é dado por: |Er(mM+1
p )− Er(mM

p )| < ε, onde o erro relativo é dado

por

Er(mM
p ) :=

||mM
p −mM−1

p ||
||mM

p ||
, (8.3)

com ||.|| designando a norma do máximo.
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Figura 8.9: Convergência estat́ıstica do primeiro momento da pressão para cova-
riância exponencial
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Figura 8.10: Convergência estat́ıstica do segundo momento da pressão para cova-
riância exponencial

As Figuras 8.9-8.12 ilustram a convergência estat́ıstica da média e variância
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da pressão no ponto (x, y) = (L/2, H/2) para dois tempos, com covariância expo-

nencial [Figuras 8.9 e 8.10] e covariância fractal [Figuras 8.11 e 8.12]. Tal como

esperado, após um certo número de realizações o erro relativo dos momentos con-

verge para zero. Podemos observar que tempos maiores demandam maior número

de relizações para atingir a convergência estat́ıstica. Tal evidência deve-se ao fato

que a solução para a realização k = 1, ..,M no tempo tn herda a aproximação

dos tempos anteriores via esquema de Euler regressivo. Notamos também que o

segundo momento da pressão demanda maior número de realizações para atingir

convergência estat́ıstica.
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Figura 8.11: Convergência estat́ıstica do primeiro momento da pressão para cova-
riância fractal
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Figura 8.12: Convergência para o segundo momento da pressão para covariância
fractal
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8.3 Deterioração da solução das equações efetivas para

variâncias elevadas

A próxima seqüência de Figuras objetiva ilustrar numericamente a conjectura

inerente ao problema de fechamento da técnica de expansão assintótica, a qual

restringe a teoria para meios com baixo grau de heterogeneidade. Para este fim,

consideramos el moldelo fracamente acoplado y adotamos como solução “exata” ou

padrão a obtida pelo método de Monte Carlo e calculamos o erro relativo na norma

do máximo para o primeiro momento da pressão.
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Figura 8.13: Evolução temporal do erro relativo da média da pressão entre os
métodos de Monte Carlo e expansão assintótica, para diferentes variâncas.

As Figuras 8.13 e 8.14 mostram o erro relativo entre as soluções obtidas via

Monte Carlo e expansão assintótica para campos com covariância exponencial em

função do tempo. Observamos em ambas figuras que o método perturbativo diverge

à medida que o tempo evolui. Primeramente fixamos o valor de comprimento de

correlação λY = 10m e variamos σ em uma faixa de valores [0.3, 2] [ver Figura

8.13]. Em seguida fixamos um valor baixo da variância σ2
Y = σ2

T = 0.09 e variamos

o comprimento de correlação da forma λT = λY ∈ [1m, 15m] [ver Figura 8.14].
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Além da evolução no tempo analisamos o efeito do comprimento de corre-

lação e da variância sobre a acurácia do método perturbativo. Na Figura 8.13

analisamos a sensibilidade do erro com diferentes valores da variância dos campos

Y e T . Tal como esperado, podemos observar que o erro relativo é menor para

variâncias baixas. Em particular, quando σ < 1 o erro relativo permanece limi-

tado. Por outro lado, notamos que para σ > 1 o erro cresce substancialmente com

o tempo. Este resultado ilustra a deterioração das soluções das equações efetivas

na faixa σ > 1.
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Figura 8.14: Erro relativo da média da pressão com o tempo, para diferentes escalas
de correlação.

Na Figura 8.14 os gráficos são plotados para diferentes valores do compri-

mento de correlação. Podemos observar que o erro relativo é menor para com-

primento de correlações grandes e aumenta quando o comprimento de correlação

diminui. Porém para variâncias baixas o erro permanece limitado na faixa de 0 a

10%.

A seguir, apresentamos as comparações dos momentos das variáveis poroe-

lásticas obtidos pelos métodos de expansão assintótica e Monte Carlo.
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A Figura 8.15 mostra a dependência espacial da média do campo de pres-

são para dois tempos obtida pelos métodos perturbativo e de Monte Carlo. Nos

instantes iniciais (t = 2 dias) os perfis apresentam uma região de camada limite

junto ao poço, onde a condição de contorno de Dirichlet é imposta. À medida

que o tempo evolui o perfil tende a regularizar, caracteŕıstica t́ıpica da solução de

problemas parabólicos. Para variância baixa (σ = 0, 4) os perfis obtidos pelos dois

métodos estão próximos, em oposição ao comportamento para variâncias altas. Os

valores da média da pressão obtido via método de expansão assintótica tendem a

superestimar a magnitude da pressão.

A Figura 8.16 ilustra a dependência espacial do desvio padrão da pressão para

dois tempos distintos t = 2 dias e t = 68 dias. Os perfis se anulam no poço onde

é imposta condição de Dirchlet determińıstica. Nos instantes iniciais, a solução

exibe gradientes elevados junto ao poço e um “plateau” próximo de zero devido à

forte influência dos dados iniciais determińısticos. À medida que o tempo evolui

a influência dos dados iniciais diminui e, consequentemente, os valores do desvio

padrão aumentam. Para tempos longos o erro decresce novamente tendendo para

o caso estacionário quando a pressão se anula. Podemos notar também diferenças

acentuadas entre os perfis obtidos por cada método quando a variância é alta.

A Figura 8.17 ilustra os perfis da esperança matemática da componente ver-

tical da velocidade de percolação obtida pelos dois métodos. A função se anula

próximo à base ŕıgida impermeável onde é imposta a condição de Neumann ho-

mogênea e possui valor máximo na vizinhança do poço, onde os gradientes de

pressão são elevados. À medida que o tempo evolui os perfils tendem a decair

assintoticamente para a solução nula estacionária.

Na Figura 8.18 apresentamos a evolução do desvio padrão da velocidade

Darciana vertical. De forma análoga à média da velocidade, a função se anula

no contorno onde a condição de Neumann homogênea é imposta e também exibe

valor máximo na vizinhança do poço. A evolução temporal conduz à solução nula

associada ao perfil estacionário, cuja média é também identicamente nula.
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(a) Pressão normalizada σ = 0.4, λY = 6
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(b) Pressão normalizada σ = 0.7, λY = 6
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(c) Pressão normalizada σ = 1.5, λY = 6
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Figura 8.15: Comparação entre os perfis da média da pressão normalizada obtidas
via método de Monte Carlo e expansão assintótica para dois tempos com diferentes
graus de heterogeneidade
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(a) Desvio padrão da pressão
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(b) Desvio padrão da pressão
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(c) Desvio padrão da pressão
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Figura 8.16: Comparação entre os perfis do desvio padrão da pressão obtidas via
método de Monte Carlo e expansão assintótica para dois tempos com diferentes
graus de heterogeneidade
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(a) Velocidade de Darcy na direção y
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(b) Velocidade de Darcy na direção y
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(c) Velocidade de Darcy na direção y
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Figura 8.17: Comaparação entre os perfis médios da segunda componente da velo-
cidade de Darcy obtidos via método de Monte Carlo e expansão assintótica para
dois tempos com diferentes graus de heterogeneidade
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(a) Desvio padrão da velocidade de Darcy na direção y
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(b) Desvio padrão da velocidade de Darcy na direção y
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(c) Desvio padrão da velocidade de Darcy na direção y
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Figura 8.18: Comparação entre os perfis do desvio padrão da segunda componente
da velocidade de Darcy obtidos via método de Monte Carlo e expansão assintótica
para dois tempos com diferentes graus de heterogeneidade
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A Figura 8.19 mostra a dependência espacial da média do deslocamento

vertical do meio poroso para dois tempos. No ińıcio do processo a deformação

do meio é mais pronunciada próximo ao poço do reservatório onde é imposto o

carregamento. À medida que o tempo evolui a deformação avança até alcançar

a base ŕıgida onde os deslocamentos são nulos. Tal como nos casos anteriores os

métodos de Monte Carlos e perturbação exibem resultados próximos somente para

faixas de variância baixa.

Finalmente, a Figura 8.20 ilustra o perfil da componente normal do tensor

efetivo na direção y normalizada pelo carregamento vertical. No ponto de apli-

cação do carregamento o valor se mantém constante durante todo o processo de

compactação do reservatório. À medida que o processo de consolidação evolui a

dissipação da pressão é transferida para a tensão efetiva, a qual aumenta tendendo

assintoticamente para o caso estacionário governado pela elasticidade linear.

Os resultados numéricos apresentados nesta seção objetivaram ilustrar o com-

portamento dos momentos estat́ısticas das variáveis poroelásicas bem como a acu-

rácia das soluções numéricas das equações efetivas tomando como soluções “exatas”

os momentos obtidos pelo método de Monte Carlo. Observamos que o método de

perturbação exibe boa aproximação somente na faixa de variâncias baixas e a me-

dida que a variância aumenta produz resultados inferiores.

Os resultados numéricos apresentados a seguir confirmam a principal conjec-

tura deste trabalho relacionada com a acurácia dos modelos fracamente o total-

mente acoplados em meios altamente heterogêneos
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(a) Deslocamento vertical
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(b) Deslocamento vertical
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(c) Deslocamento vertical
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Figura 8.19: Comparação entre os perfis médios do deslocamento vertical obtidos
via método de Monte Carlo e expansão assintótica para dois tempos
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(a) Tensão vertical
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(b) Tensão vertical
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(c) Tensão vertical
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Figura 8.20: Comparação entre os perfis médios da tensão vertical obtidos via
método de Monte Carlo e expansão assintótica para dois tempos
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8.4 Comparação entre os modelos totalmente e fraca-

mente acoplados

A seguir ilustramos numericamente o principal resultado deste trabalho que

consiste em analisar a performance do modelo fracamente acoplado na presença de

heterogeneidades geológicas. Para atingir este objetivo o exemplo numérico e as

condições de contorno foram escolhidas de tal forma que o problema se reduz ao

problema de Terzaghi no caso homogêneo onde os dois modelos produzem o mesmo

resultado. Nesta situação unidimensional de homogeneidade do meio o divergente

da tensão total se confunde com o gradiente e portanto σT é constante e igual

a carga externa aplicada. Consequentemente o termo de fonte na equação (3.18)

envolvendo a derivada temporal de σT se anula

(
∂

∂t
(trσT ) = 0

)
e as respostas

dos modelos coincidem.

A sequencia de Figuras a seguir mostra o cômputo do termo de fonte
∂ < σT >

∂t

em (6.44) para diversos valores de σY , σT e λY = λT . Ilustramos a influência da

variabilidade dos coeficientes sobre a dependência espacial da derivada temporal

do traço da média do tensor total
〈
σT

〉
para tempos distintos.

Figura 8.21: Dependência espacial da derivada do traço da média do tensor total
para três tempos: t1 = 2 dias, t2 = 36 dias e t3 = 68 dias. Meio é homogêneo
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(a) Traço da média do tensor total, meio heterogêneo

(b) Traço da média do tensor total, meio heterogêneo

(c) Traço da média do tensor total, meio heterogêneo

Figura 8.22: Dependência espacial da derivada do traço da média do tensor total
para três tempos: t1 = 2 dias, t2 = 36 dias e t3 = 68 dias. Meio heterogêneo, E
determińıstico e K aleatório, covariância exponencial
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Traço da média do tensor total, meio heterogêneo, covariância fractal

Figura 8.23: Dependência espacial da derivada do traço da média do tensor total
para três tempos: t1 = 2 dias, t2 = 36 dias e t3 = 68 dias. Meio é heterogêneo E
determińıstico e K aleatório, covariância fractal

Tal como esperado, o perfil se anula no caso homogêneo [Figura 8.21], En-

quanto que, para K aleatório exibe flutuações em torno de zero para covariâncias

fractais [ver Figuras 8.23] tais flutuações são amplificadas para covariâncias expo-

nenciais [Figura 8.22]. À medida que a variância aumenta a flutuação em torno

de zero se amplifica, ilustrando um regime de inacurácia do modelo fracamente

acoplado mesmo no caso onde o módulo de Young é determińıstico.

Finalmente a Figura 8.24 mostra os efeitos da variabilidade do módulo de

Young sobre ∂
∂t

〈
σT

〉
. Tal como esperado o desvio com relação ao caso homogê-

neo é amplificado substancialmente mostrando a completa deterioração do modelo

fracamente acoplado em predizer o comportamento das tensões totais atuantes no

reservatório.

124



(a) Traço da média do tensor total, meio heterogêneo, covariância expo-
nencial

(b) Traço da média do tensor total, meio heterogêneo, covariância expo-
nencial

(c) Traço da média do tensor total, meio heterogêneo, covariância fractal

Figura 8.24: Gráfico da dependência espacial da derivada do traço da média do
tensor total para três tempos: t1 = 2 dias, t2 = 36 dias e t3 = 68 dias, quando
K e E são aleatórios 125



A seguir, as consequências dos resultados obtidos anteriormente para os mo-

mentos da tensão total os quais espelham a performance do modelo fracamente

acoplado, são agora ilustrados através de comparações entre os momentos das va-

riáveis poroelásticas obtidos pelos dois modelos.

As Figuras 8.25 e 8.26 mostram a evolução dos perfis do primeiro momento

da pressão para diversos graus de heterogeinidade obtidos pelas duas formula-

ções. Tal como esperado os perfis coincidem quando o meio é homogêneo [Figura

8.25(a)]. Quando consideramos a condutividade hidráulica K aleatório as soluções

dos modelos fracamente e totalmente acoplados ainda mostram-se próximas [Fi-

gura 8.25(b) e 8.25(c)]. Entretanto, quando incorporamos variabilidade também

no módulo de elasticidade E, os modelos fracamente e totalmente acoplados não

fornecem resultados próximos, aumentando a disparidade entre eles quando a va-

riabilidade de E aumenta. Na Figura 8.26 mostramos os perfis da pressão para

alguns valores da variância de E. Embora a compressibilidade do modelo fraca-

mente acoplado (parâmetro obtido a partir de E) possa ser tratada aleatoriamente,

tal fato mascara as informações provenientes dos efeitos da componente desviadora

sobre a porosidade produzindo resultados inacurados. Podemos observar que, de-

vido a não inclusão da tensão desviadora, o modelo fracamente acoplado tende a

retardar o processo de compactação.

As Figuras 8.27 e 8.28 mostram a comparação entre os modelos fracamente e

totalmente acoplados para os perfis da média da velocidade na direção y. De forma

análoga à pressão observamos também a proximidade entre os modelos quando

o meio é homogêneo [Figura 8.27(a)] ou quando somente K é considerado ale-

atório [Figura 8.27(b), 8.27(c)]. Novamente quando consideramos aleatoriedade

nos parâmetros elásticos, os resultados obtidos pelos modelos divergem entre si,

distanciando-se cada vez mais quando a variabilidade dos parâmetros elásticos au-

mentam [Figura 8.28].
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(a) Pressão, meio homogêneo
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(b) Pressão, E determinist́ıco e K aleatório, covariância exponencial
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(c) Pressão, E determinist́ıco e K aleatório, covariância fractal
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Figura 8.25: Comparação dos perfis da média da pressão normalizada obtidos pelos
modelos totalmente e fracamente acoplados para três tempos
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(a) Pressão, E e K aleatórios, covariância exponencial
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(b) Pressão, E e K aleatórios, covariância exponencial
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(c) Pressão, E e K aleatórios, covariância fractal
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Figura 8.26: Comparação entre os perfis da média da pressão normalizada obtidos
pelos modelos totalmente e fracamente acoplados para dois tempos
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(a) Velocidade de darcy na direção y, meio homogêneo
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(b) Velocidade de darcy na direção y, E determinist́ıco e K aleatório co-
variância exponencial

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

2d

33d

68d

y/H

q
2
 

σ
Y
=2, λ

Y
=6

 

 

Tot. Acopl.
Frac. Acopl.
 Hom

(c) Velocidade de darcy na direção y, E determinist́ıco e K aleatório co-
variância fractal
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Figura 8.27: Comparação entre os perfis da velocidade de Darcy na direção y
obtidos pelos modelos totalmente e fracamente acoplados para três tempos

129



(a) Velocidade de darcy na direção y, E e K aleatórios, covariância expo-
nencial
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(b) Velocidade de darcy na direção y, E e K aleatórios, covariância expo-
nencial
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(c) Velocidade de darcy na direção y, E e K aleatórios, covariância fractal
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Figura 8.28: Comparação entre os perfis da velocidade de Darcy na direção y
obtidos pelos modelos totalmente e fracamente acoplados para dois tempos
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As Figuras 8.29 e 8.30 mostram a comparação entre os perfis da média do

deslocamento vertical obtidos pelas duas formulações. Novamente para meios ho-

mogêneos [Figura 8.29(a)] e para K aleatório [Figuras 8.29(b) e 8.29(c)] os perfis

encontram-se próximos não exibindo disparidade significativa entre eles de forma

que possa comprometer a cofiabilidade das simulações numéricas. Para meios he-

terogêneos com K e E aleatórios, notamos que devido a incorporação das tensões

de cisalhamento sobre a compactação da matriz porosa a média do deslocamento

obtido pelo modelo totalmente acoplado está sempre a frente do perfil obtido pelo

modelo fracamente acoplado [Figura 8.30].

As Figuras 8.31 e 8.32 mostram a comparação entre os perfis da componente

normal da média da tensão efetiva < σT > obtidos pelos modelos de poroelas-

ticidade para diferentes ńıveis de heterogeneidade. Da mesma forma que no caso

anterior, quando K e E são considerados aleatórios, ao desprezarmos os efeitos dis-

torcionais do esqueleto sobre a porosidade no modelo fracamente acoplado obtemos

um atraso na evolução da tensão quando comparada com o caso completamente

acoplado.
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(a) Deslocamento vertical, meio homogêneo
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(b) Deslocamento vertical, E determinist́ıco e K aleatório covariância ex-
ponencial
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(c) Deslocamento vertical, E determinist́ıco e K aleatório covariância frac-
tal
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Figura 8.29: Comparação entre os perfis da médias do deslocamento vertical do
sólido obtidos pelos modelos totalmente e fracamente acoplados para três tempos
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(a) Deslocamento vertical E e K aleatórios covariância exponencial hete-
rogeneidade baixa
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(b) Deslocamento vertical E e K aleatórios covariância exponencial hete-
rogeneidade alta
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(c) Deslocamento vertical,E e K aleatórios covariância fractal heteroge-
neidade alta
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Figura 8.30: Comparação entre os perfis da médias do deslocamento vertical do
sólido ao longo do entre os modelos totalmente e fracamente acoplados para dois
tempos
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(a) Componente vertical da tensão efetiva, meio homogêneo
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(b) Componente vertical da tensão efetiva, E determinist́ıco e K aleatório
covariância exponencial
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(c) Componente vertical da tensão efetiva, E determinist́ıco e K aleatório
covariância fractal
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Figura 8.31: Comparação entre os perfis da média da tensão efetiva vertical obtidos
pelos modelos totalmente e fracamente acoplados para três tempos
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(a) Componente vertical da tensão efetiva, E e K aleatórios, covariância
exponencial
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(b) Componente vertical da tensão efetiva, E e K aleatórios, covariância
exponencial
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(c) Componente vertical da tensão efetiva, E e K aleatórios, covariância
exponencial
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Figura 8.32: Comparação entre os perfis da média da tensão efetiva vertical do
sólido obtidos pelos modelos totalmente e fracamente acoplados para dois tempos
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Finalmente, mostramos a comparação entre os perfis da vazão de petróleo

no poço de produção. No ińıcio do processo, a vazão é afetada pela camada limite

da velocidade junto ao poço ocorrendo um pico de produção [ Figura 8.33] seguido

de uma queda rápida e à medida que o tempo evoluia produção tende para zero.

0 10 20 30 40 50 60 70
0

5

10

15

20

25

30

35

dias

va
za

o 
(m

3 /d
)

 

 

Total. Acoplado
Frac. Acoplado

Figura 8.33: Comparação entre as curvas médias de produção de óleo obtidas pelos
modelos fracamente e totalmente acoplados em meios homogêneos

Podemos observar a diferença entre as curvas de produção obtidas pelos mo-

delos fracamente e totalmente acoplados quando o módulo de Young é aleatório

[Figura 8.34]. Notamos que à medida que a variância aumenta o atraso do modelo

fracamente acoplado que não incorpora os efeitos desviadores que retardam a cap-

tura da compactação gerando curvas de produção que superestimam a vazão do

petróleo.
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(a) Curvas de Produção de óleo, heterogeneidade baixa
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(b) Curvas de Produção de óleo, heterogeneidade alta, covariância expo-
nencial
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(c) Curvas de Produção de óleo, heterogeneidade alta, covariância fractal
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Figura 8.34: Comparação entre as curvas médias de produção de óleo obtidas pelos
modelos fracamente e totalmente acoplados em meios heterogêneos
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Caṕıtulo 9

Conclusões

Considerando formações geológicas altamente heterogêneas, neste trabalho

estabelecemos um critério de comparação entre os modelos de poroelasticidade

fracamente acoplado, baseado na compressibilidade da rocha, e totalmente aco-

plado proposto por Biot, os quais são caracterizados por diferentes intensidades de

acoplamento entre a hidrodinâmica e a poromecânica.

Nesta direção fizemos uso das técnicas de perturbação estocástica e elucida-

mos como se comportam as soluções dos momentos dos modelos poroelásticos na

presença de variabilidade e incerteza dos parâmetros de entrada tais como condu-

tividade hidráulica e constantes elásticas.

Neste sentido, exploramos a técnica de expansão assintótica para a derivação

de equações poroelásticas efetivas para descrever meios heterogêneos. Embora a

técnica de perturbação forneça resultados fortemente dependentes da natureza do

problema de fechamento, exibindo acurácia somente para variâncias baixas, ela

pode ser fortemente explorada para a construção de novos critérios de acurácia

para a validação de diversos modelos poroelásticos.

A metodologia adotada neste trabalho permitiu caracterizar precisamente a

validade dos modelos fracamente e completamente acoplados de poroelasticidade,

analizando a precisão destes em reservatórios poroelásticos heterogêneos. Como

resultado principal foi derivada uma generalização do critério proposto por Gutier-

rez e Lewis (2002) para meios heterogêneos, baseado nos momentos estat́ısticos da
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derivada temporal da média da tensão total. O resultado obtido é ilustrado atra-

vés de termos adicionais nas equações efetivas obtidas, cuja ordem de magnitude

estabelece precisamente a acurácia do modelo poroelástico empregado.

Formulações variacionais e aproximação por elementos finitos foram propos-

tos na discretização dos modelos. A validação do critério foi ilustrada em diversas

simulações numéricas de um problema oriundo da prospecção primária do óleo fa-

zendo uso do método de elementos finitos em conjunção com o algoritmo de Monte

Carlo. Os resultados apresentam aspectos inovadores que podem futuramente ser

explorados na escolha do modelo poromecânico apropriado para simular Reserva-

tórios de Petróleo com acoplamento Geomecânico.

Os resultados obtidos neste trabalho podem ser explorados para propor um

novo critério de validade para o modelo fracamente acoplado em meios porosos alta-

mente heterogêneos. O novo critério é bastante promisssor e surge baseado somente

nos momentos estat́ısticos da derivada temporal da tensão total. O cômputo desta

grandeza mesmo no caso de condições de carregamento externo uniformemente dis-

tribuido, onde é bem conhecido que os dois modelos coincidem exatamente para

meios homogêneos, fornece a acurácia do modelo fracamente acoplado. Observa-

mos que, à medida que a variabilidade do módulo de Young aumenta, a precisão

do modelo fracamente acoplado deteriora-se. Em particular no caso de formações

geológicas com alta variabilidade das constantes elásticas, o modelo fracamente

acoplado apresenta resultados pobres sendo necessário a utilização do modelo to-

talmente acoplado na resolução do problema. O critério baseado no cômputo dos

momentos estat́ısticos da derivada de σT é inovador e pode ser incorporado aos

simuladores de reservatório que descrevem o acoplamento hidrogeomecânico em

meios altamente heterogêneos.

A utilização do método de Monte Carlo pode se tornar inviável devido ao

elevado custo computacional. Em vista disto o método de Colocação Estocástica

[Babŭska et al. (2007), Nobile et al. (2008)] surge como uma alternativa promissora

para este tipo de problema. A proposta de um trabalho futuro consiste em agregar
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conhecimento à metodologia já desenvolvida através da resolução do problema

estocástico via método de Colocação Estocástica.
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Márcio A. Murad, Vidar Thomée, e Abimael F. D. Loula. Asymptotic behavior

of semidiscrete finite-element approximations of biot’s consolidation problem.

SIAM J. Numer. Anal., 33(3):1065–1083, 1996. ISSN 0036-1429.

Sholmo P. Neuman e Sholmo Orr. Prediction of steady state flow in n onuniform

geologic media by conditional moments: Exact nonlocal formalism, effective

conductivities, and weak approximation. Water Resouces Research, 29(2):

341–364, Febraury 1993.

F. Nobile, R. Tempone, e C. G. Webster. A sparse grid stochastic collocation

method for elliptic partial differential equations with random input data. SIAM

J. Numer. Anal., 46(5):2309–2345, 2008.

H. Osness. Stochastical analysis of head patial variabality in bounded rectangular

heterogeneous aquifers. Water Resouces Research, 31:2981–2990, 1995.

G. M. Paice, D. V. Griffiths, e G.A. Fenton. Finite element modeling of settlements

on spatially random soil. Water Resouces Research, 122(9):777–779, 1996.

A Papoulis. Probability, Random Variables and Stochastic Processes.

McGraw-Hill Kogakusha, 1965.

E. Parzen. Stochastic Processes. San francisco Holden day, 1962.
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89–102, 2006.

G. Samorodnitsky e Murad S. Taqqu. Stable Non-Gaussian random processes

Sochatic Models with Infinite Variance. Chapman & Hall, 2000.

A. Settari e F.M. Mourits. A coupled reservoir and geomechanical simulation

system. SPE Journal, páginas 219–226, 1998.
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