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QUANTIFICACAO DE INCERTEZAS POR METODOS DE
PERTURBACAO ESTOCASTICA EM MEIOS POROELASTICOS
HETEROGENEOS

Rosa Luz Medina Aguilar
Dezembro , 2008

Orientador: Marcio Arab Murad, D.Sc

No contexto das teorias de perturbacao estocéastica, analisamos a acuracia
de dois modelos poroelasticos lineares aplicados a meios porosos altamente hete-
rogéneos sujeitos as incertezas na permeabilidade e nas constantes eldsticas. Os
modelos poroelédsticos completamente e fracamente acoplados analisados surgem
caracterizados pelo grau de intensidade de acoplamento entre a hidrodinamica go-
vernante da percolacao do fluido e a poromecanica que rege as deformagoes da
matriz porosa. Novas equagoes efetivas para os momentos das solugoes sao obtidas
fazendo uso de técnicas de expansao assintética. A luz da teoria de perturbacao,
sao estabelecidas hipoteses simplificadoras que elucidam o dominio de validade do
modelo fracamente acoplado, amplamente utilizado nos simuladores de Reserva-
torios de Petréleo, na presenca de heterogeneidades e correlagao nos coeficientes
poroelasticos. Simulacoes computacionais do processo de extracao primaria de
petroleo sao realizadas utilizando técnicas de Monte Carlo em conjunc¢ao com mé-
todos de elementos finitos. Resultados numéricos obtidos confirmam claramente a
conjectura estabelecida pela teoria de perturbagao relacionada com a inacuréacia do
modelo fracamente acoplado na presenca de variabilidade nas constantes elasticas.
A metodologia empregada permite quantificar a distancia entre os dois modelos
poroelésticos, e consequentemente, propor a escolha do modelo apropriado para

diferentes condicoes de carregamento e variabilidade da formacao geoldgica.
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December, 2008

Advisor: Marcio Arab Murad, D.Sc

In the context of the stochastic perturbations theories we analyze the ac-
curacy of two linear poroelastic models applied to highly heterogeneous porous
media subject to uncertainties in the permeability and the elastic constants. The
poroelastic models completely and weakly coupled analized arise characterized by
the degree of intensity coupling between the hydrodinamics, governor of the perco-
lation of the fluid and poromechanics which governs the deformation of the porous
matrix. New equations for the moments of effective solutions using techniques
of asymptotic expansion. In light of the perturbation theory are set simplifying
assumptions that clarify clearly the domain of validity of weakly coupled model,
widely used in simulation of oil reservoirs in the presence of heterogeneities and
correlation in poroelastic coefficients. Computational simulations of the primary
extraction of oil process are carried out using Monte Carlo techniques in conjunc-
tion with finite element methods. Results obtained clearly confirm the conjecture
established by the perturbation theorie related with the inaccuracy of the weakly
coupled model in the presence of variability in the elastic constants. The metho-
dology used allows to quantify the distance between the two poroelastics models
and therefore propose the appropriate model for different conditions of loading and

variability of the geological formation.
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Capitulo 1

Introducao

Fenomenos caracterizados pelo acoplamento hidromecanico em meios porosos
envolvem dois processos termodinamicos bésicos: o movimento do fluido através
dos poros e a deformacao da matriz porosa, os quais interagem mutuamente. Va-
riagoes na pressao do poro produzem alteracoes no estado de tensoes efetivas do
esqueleto poroso provocando a deformacao da matriz porosa que por sua vez induz
perturbagoes no escoamento do fluido devido a variacoes nas propriedades da rocha
tais como permeabilidade e porosidade.

A modelagem computacional deste tipo de acoplamento possui inimeras apli-
cacoes em diversas areas do conhecimento, tais como engenharia de petréleo, meio
ambiente, geologia, hidrologia, mecanica dos solos, e biomecanica [Bear (1979),
Wang (2000), Fung (1990)]. Em particular, nas aplicagbes na drea de engenha-
ria de petroleo o correto entendimento do acoplamento entre a hidrodinamica e
a geomecanica é de suma importancia na andlise dos fenomenos de subsidéncia e
compactacao de reservatorios durante prospeccao do éleo. Devido ao peso das for-
macoes residentes na parte superior da camada geoldgica produtiva, esta encontra-
se sob intensas solicitacoes mecanicas que sao equilibradas por tensoes no sélido
e pela pressao do fluido intersticial (pressao do poro). O processo evolutivo de
producao é caracterizado pela dissipacao da pressao do fluido intersticial que por
sua vez transfere solicitacdo para a matriz porosa que sofre um processo de com-

pactacao [Lewis et al. (1991)]. Desta forma, torna-se imprescindivel desenvolver



uma modelagem precisa e realista destes fenomenos acoplados para que possamos
descreveé-los com acuracia, melhorando as predigoes da resposta do meio poroso.

Historicamente, o primeiro modelo de acoplamento hidromecanico surgiu da
teoria de consolidagao unidimensional proposta por Terzaghi (1925) o qual intro-
duziu o importante conceito de tensoes efetivas através da diferenca entre o carre-
gamento total aplicado sobre o meio porosos e a pressao do poro. Generalizagoes
da teoria de Terzaghi para trés dimensoes baseadas na equagao de difusao para a
poro pressao foram propostas por Rendulic em 1936 e Terzaghi e Frolich em 1943,
os quais introduziram o conceito de compressibilidade da matriz porosa, definida
pela derivada da porosidade em relacdo a pressao [Terzaghi e R. (1962), Shiffman
et al. (1969)]. Tais modelos negligenciam os efeitos das tensoes de cisalhamento
sobre a mudanga de porosidade da matriz (dilatancia) uma vez que incorporam
somente deformagoes volumétricas do esqueleto poroso induzidas por variagoes da
poro pressao [Shiffman et al. (1969), Lewis e Schrefler (1987)].

O conceito de meio poroelastico generalizado surge posteriormente incorpo-
rando a influéncia da componente desviadora das tensoes efetivas sobre a hidro-
dindmica [Biot (1941)]. Baseando-se no principio das tensoes efetivas e na lei de
Hooke da teoria de elasticidade, Biot(1941) propés um modelo tridimesional geral
para descrever o acoplamento hidromecéanico em formagoes geoldgicas. Subseqiien-
temente, efeitos de anisotropia e viscoelasticidade da matriz foram incorporadas a
teoria poromecanica [Biot (1955), Biot (1956a), Biot (1956b), Biot e Willis (1957)].
Posteriormente, diversos autores [Shiffman et al. (1969), Lewis e Schrefler (1987),
Gutierrez e Lewis (2002)] mostraram que a teoria simplificada baseada no conceito
de compressibilidade pode ser reproduzida como caso particular da teoria geral
de poroelasticidade ao desprezar os efeitos da componente desviadora da tensao
efetiva sobre as deformagoes volumétricas da formacao geoldgica.

A teoria de poroelasticidade é o pilar que sustenta a modelagem do acopla-
mento hidrogeomecanico em reservatérios de petréleo. Atualmente o modelo de

Biot, concebido na época para descrever processos de consolidacao de solos, vem



sendo amplamente utilizado em diversas aplicagoes relacionadas com a geomeca-
nica de reservatérios de petréleo [Lewis et al. (1991), Longuemare et al. (2002)].
Teorias poromecanicas mais realistas baseadas em modelos constitutivos nao line-
ares (poroplasticidade, poroviscoplasticidade) tém sido largamente utilizadas em
geomecanica de rochas [Chen e Han (1988), Coussy (2004)].

Apesar dos avancos significativos obtidos na area de geomecanica de reser-
vatérios de petréleo persiste ainda o paradigma de quando se faz necessario a uti-
lizagao de modelos geomecanicos mais complexos. Os simuladores de reservatérios
ainda incorporam efeitos geomecanicos somente através da compressibilidade, con-
duzindo a um acoplamento fraco entre as equagoes da hidromecanica e das tensoes
efetivas levando a uma reducao substancial de esforco computacional [Gambolati
et al. (2000), Gutierrez e Lewis (2002)].

Mesmo com a crescente disponibilidade de recursos computacionais, softwa-
res mais robustos e de metodologias de discretizagao mais acuradas e computaci-
onalmente eficientes na resolucao de problemas praticos, a utilizacao do modelo
poromecanico totalmente acoplado ainda encontra resisténcia. Tal fato se deve a
maior complexidade e intensidade no acoplamento quando comparado com os mo-
delos simplificados, o que induz aumento do esforco computacional na simulacao
de problemas em grande escala [Settari e Mourits (1998)]. Para evitar a resolugao
simultanea das equagoes da poromecanica e da hidrodinamica, estratégias basea-
das em algoritmos numéricos iterativos de desacoplamento vém sendo estudadas
por varios investigadores [Lewis et al. (1991), Longuemare et al. (2002), Main-
guy e Longuemare (2002), Settari e Mourits (1998), Dean et al. (2006), Samier
et al. (2006), Samier e Gennaro (2007)]. Como resultado das diversas formas de
abordar o problema as diferentes metodologias computacionais foram classificadas
em diferentes grupos de acordo com o grau de acoplamento. Consequentemente,
surgiram modelos denominados: fracamente acoplado, explicitamente acoplado,
iterativamente acoplado e totalmente acoplado. A escolha do procedimento ade-

quado depende das peculiaridades de cada problema [Settari e Mourits (1998)].



O procedimento implicito ou totalmente acoplado resolve as equagoes de con-
servacao de massa e momento linear simultaneamente nas variaveis deslocamento
da rocha e pressao do fluido. Embora esta formulacao seja capaz de incorporar
elevado grau de acoplamento, a resolucao simultanea do sistema linear advindo
da técnica de discretizacao empregada conduz a um modelo computacionalmente
caro quando utilizado em grandes escalas [Dean et al. (2006)]. Um procedimento
alternativo consiste em resolver seqiiencialmente as equagoes da hidrodinamica e
das tensoes iterativamente em cada passo de tempo até atingir um determinado
grau de convergeéncia. Tal procedimento iterativo permite acomodar diferentes
metodologias numéricas na resolugao de cada equac@o [Samier et al. (2006)]. Ex-
perimentos computacionais reportados na literatura ilustram a proximidade entre
a solugdo do modelo iterativo com a do modelo totalmente acoplado [Mainguy
e Longuemare (2002), Longuemare et al. (2002), Gutierrez e Lewis (2002)]. Por
outro lado, o procedimento iterativo pode elevar substancialmente o tempo com-
putacional causando a perda de competitividade quando comparado com o modelo
completamente acoplado [Samier e Gennaro (2007)].

A forma mais simples de tratar o problema explora o conceito de compressi-
bilidade, levando ao surgimento do modelo fracamente acoplado caracterizado pelo
acoplamento unidirecional entre as equagoes (“one-way coupling”). Mais precisa-
mente, a poromecanica influencia a hidrodinamica somente através da compressi-
bilidade da rocha o qual desacopla o sistema em uma equacao de difusao e outra
de elasticidade. A equacao da poromecanica é resolvida mediante um esquema de
pos-processamento onde o gradiente da poro pressao, previamente calculado na dis-
cretizacao da equagao de difusao, entra como termo de forca de corpo no problema
de elasticidade da matriz porosa. Isso significa que mudancas na poro pressao
alteram o estado de tensoes efetivas e o inverso nao acontece. A vantagem deste
método reside na nao necessidade de resolucao simultanea do sistema, facilitando
o uso de diferentes metodologias numéricas apropriadas para cada equagao do sis-

tema. Por outro lado, dependendo da aplicacao a captura do acoplamento exibe



menor precisao, uma vez que os efeitos de dilatancia devido as tensoes de cisalha-
mento sao mascarados pela resolugdo desacoplada da hidrodindmica [Mainguy e
Longuemare (2002)].

Algumas conclusoes parciais reportadas na literatura sobre a necessidade da
utilizagao de modelos hidrogeomecanicos mais complexos residem fortemente na
geometria do reservatorio e nas condicoes de contorno de Neumman induzidas pelo
carregamento devido as interagoes com as camadas superiores, inferiores e laterais
vizinhas a formacao geoldgica produtiva. Tais efeitos macroscépicos estao forte-
mente relacionados com a natureza das deformagcoes e da componente desviadora
da tensao efetiva do reservatério. Em cada exemplo as condigoes de carregamento
que invalidam o modelo fracamento acoplado baseado em compressibilidade sao
ilustradas mais adiante no Capitulo 3 e estao associadas a geometrias curvas do
reservatorio, presenca de falhas e anisotropia [Lewis et al. (1991), Gutierrez e Lewis
(2002), Samier et al. (2006)].

Apesar dos avangos recentes na area de Geomécanica de reservatorios, pode-
mos observar na literatura a auséncia de comparagoes entre os modelos fracamente
e totalmente acoplados no caso de meios porosos altamente heterogéneos. Na mo-
delagem cléssica dos problemas de poroelasticidade, as equagoes que governam o
acoplamento hidromecanico sao dadas na escala de laboratério (m), e os coefici-
entes poromecanicos que surgem nas equagcoes sao calculados experimentalmente
nesta escala. Entretanto, em quase todos os casos praticos envolvendo extracao
de fluidos de reservatorios, os problemas geomecanicos sao postos na escala de
campo (km). A Figura 1.1 mostra o espectro de escalas tipico envolvido na mode-
lagem hidrogeomecanica em uma formacao geoldgica heterogénea. Uma maneira
simplificada de prever o comportamento geomecanico do reservatério na escala de
campo é admitir homogeneidade do meio poroso adotando valores experimentais
dos parametros obtidos na escala de laboratorio. Embora a hipdtese de homoge-
neidade na escala macroscopica seja amplamente adotada, observacoes de campo

mostram que raras vezes tal homogeneidade existe [Freeze (1975), Gelhar (1993),



Dagan (1989)]. Meios porosos naturais exibem heterogeneidade em um amplo es-
pectro de escalas espaciais e temporais. Conseqiientemente, adotar um modelo
puramente deterministico que mascare os efeitos da variabilidade das propriedades
nao é realista. Uma alternativa, seria descrever o meio poroso detalhadamente, o
que implica em estimar um nimero extraordinariamente grande de medidas, pro-
cedimento inviavel na pratica. A forma erratica das variagoes das propriedades
associada a distribuicao irregular destes inviabiliza também o uso de interpolacao

continua entre os pontos de medigao [Gelhar (1993)].
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Figura 1.1: Espectro de escalas espaciais em um Reservatorio de Petréleo

Para obtermos uma descricao mais realista do acoplamento hidrogeomecanico
na escala de campo é necessario incorporar a variabilidade espacial das proprieda-
des do material e também a incerteza devido a escassez de conhecimento detalhado
da geologia (nimero limitado de amostras). Neste contexto, a teoria de campos ale-
atorios fornece uma ferramenta adequada para descrever os parametros do modelo
[Dagan (1989), Gelhar (1993), Christakos (2005)]. A representacao matematica
dos coeficientes da geologia é dada pelo uso de funcoes aleatérias da posicao, as
quais expressam a variabilidade e a incerteza associadas a estas propriedades [Ru-

bin (2003)]. Ao considerarmos os parametros de entrada do modelo como campos



aleatorios, as equacgoes poroelasticas tornam-se equacoes diferenciais estocasticas
com solugoes dadas por campos aleatorios parametrizados pela posicao e o tempo.
O tratamento estocastico dado aos coficientes conduz ao problema caracterizado
por: conhecidas as distribuigoes de probabilidade dos parametros de entrada encon-
trar os momentos estatisticos das incégnitas do problema por resolucao numérica
das equacoes diferenciais parciais estocasticas. Na pratica as informacgoes prove-
nientes dos dois primeiros momentos estatisticos das solu¢oes (média, covariancia),
ja sdo suficientes para as aplicagdes na engenharia de reservatérios [Gelhar (1993),
Zhang (2002), Christakos (2005)].

Diversas técnicas de discretizagao de EDP’s estocasticas tém sido propos-
tas na literatura [Freeze (1975), Dagan (1989), Gelhar (1993), Zhang (2002)]. A
mais tradicional, conhecida como método de Monte Carlo, envolve geracao de um
conjunto de amostras (realizagoes) dos coeficientes do modelo, de acordo com as
estruturas estatisticas postuladas e a subsequente solucao deterministica do mo-
delo para cada realizacao obtendo um conjunto de diferentes solugoes com a mesma
probabilidade estatistica. A vantagem deste método é sua simplicidade robustez e
facilidade para lidar com qualquer teor de heterogeneidade [Dagan (2002)]. Este
método pode ser aplicado a problemas lineares e nao lineares, nao exibindo qual-
quer restri¢cao quanto a magnitude da flutuacao dos coeficientes (meios altamente
heterogéneos). Sua limitagao reside no elevado custo computacional [Zhang (2002)]
associado a sua implementacao.

Um outro procedimento adotado na literatura consiste no uso de técnicas
perturbativas para a derivacao de equacoes efetivas deterministicas para os mo-
mentos estatisticos. Exemplos desta técnica sao os métodos de Expansao Assinté-
tica e Truncamento Euleriano [Dagan (1989), Gelhar (1993), Rubin (1990), Keller
(2001), Osness (1995), Bonilla e Cushman (2000), Li et al. (2003), Zhang (2002)].
Esta classe de métodos adota a hipotese de pequenas perturbagoes implicando na
linearizagao do modelo através de um problema de fechamento (“closure problem”).

Técnicas de solucao das equagoes efetivas envolvem transformadas de Laplace no



tempo e Fourier no espago [Cushman et al. (2002)], Fungoes de Green [Bonilla e
Cushman (2000)], andlise espectral [Gelhar (1986)], diferencas finitas e elementos
finitos [Zhang (2002)]. Esta classe de métodos fornece aproximagoes acuradas para
os problemas estocasticos quando a variabilidade dos parametros é pequena. Além
desta restri¢ao, em geral, somente os dois primeiros momentos estatisticos das solu-
¢oes podem ser calculados e a aproximacao destes momentos pode se tornar muito
cara computacionalmente quando o nimero de varidveis envolvidas no sistema for
elevado.

Por outro lado, métodos com notoriedade recente tém sido propostos, basea-
dos na discretizacao do espaco estatistico. Campos aleatorios podem ser represen-
tados usando a expansao de Karhunen-Loeve (quando sua funcdo de covariancia é
conhecida) [Beran (1969)], expansoes de Polinémios de Caos (“Chaos Polinomial”)
[Ghanem e Spanos (1991)] ou generaliz¢oes destes polinomios [Xiu e Karniadakis
(2002)]. A selegao de fungoes de base aleatérias para a aproximacao do espago
estatistico da origem a diferentes técnicas onde podemos salientar o método de
Elementos Finitos Espectrais, desenvolvido por Ghanem e Spanos [Ghanem e Spa-
nos (1991), Ghanem (1998), Roy e Grilli (1997), Zhang e Lu (2004), Lu e Zhang
(2004)], onde os coeficientes de entrada sao representados como uma série de Fou-
rier usando expansao de Karhunen-Loeve e as incognitas do problema representadas
usando polinomios de Hermite. Esta abordagem transforma o problema estocéstico
em um problema deterministico com dimensao maior (a incerteza é considerada
uma dimensao a mais, além do tempo e espac¢o). Quando esta técnica é associ-
ada ao método de Elementos Finitos, o nimero de graus de liberdade necesséarios
para a solucao do problema é dado pelo produto do niimero de graus de liberdade
espaciais e o nimero de coeficientes do Polinomio de Caos, aumentando conside-
ravelmente o custo computacional [Nobile et al. (2008)]. O método de Colocagao
Estocastica consiste em uma outra forma de aproximacao que permite o desaco-
plamento existente no método de Elementos Finitos Espectrais gerando equacgoes

deterministicas que podem ser resolvidas em cada ponto da colocagao [Babtiska



et al. (2007), Nobile et al. (2008)].

Embora a modelagem estocastica esteja bem desenvolvida para escoamentos
e transporte em meios porosos rigidos [Dagan (2002)], avan¢os modestos tém sido
alcangados no caso de meios porosos deforméaveis heterogéneos [Frias et al. (2004)].
Desta forma, o objetivo deste trabalho é preencher esta lacuna. Nesta direcao,
pretendemos elucidar como se comportam as solugoes dos modelos poroelasticos
fracamente e totalmente acoplados na presenca de incertezas nos parametros de
entrada, andlise ainda nao abordada na literatura. Em particular, analisamos a
acuracia do modelo baseado na compressibilidade na presenca de variabilidade e
incerteza na permeabilidade e constantes elasticas fazendo comparagoes com as
solugoes do problema de Biot. Fazemos uso da teoria de perturbagao estocastica
para ilustrar as diferencas entre os dois modelos devido somente a presenca de
heterogeneidade através de termos adicionais que surgem nos sistemas de equagoes
efetivas. Mais precisamente, considerando aleatoriedade tanto na condutividade
hidraulica quanto nas constantes elasticas do esqueleto poroso analisamos deta-
lhadamente a generalizacao da teoria de poroelasticidade para meios heterogéneos
a luz da modelagem estocéastica no contexto da expansao assintotica com o obje-
tivo de derivar equacoes efetivas para os momentos estatisticos das variaveis dos
modelos fracamente e totalmente acoplados.

Neste contexto, nosso resultado principal é a derivacao de um critério preciso
para a validacao do modelo fracamente acoplado baseado na estacionaridade dos
momentos estatisticos da tensao total atuante na mistura sélido-fluido. O critério
proposto neste trabalho generaliza o derivado por Gutierrez e Lewis (2002) para
geologias homogéneas. Para ilustrar numericamente os resultados obtidos na ana-
lise assintética, formulacoes variacionais e aproximacoes por elementos finitos sao
propostas e exemplos numéricos do problema de compactacao de uma formagao
geologica heterogénea durante o processo de extragao do fluido sao realizadas em
conjuncao com o método de Monte Carlo.

Apresentamos, inicialmente no Capitulo 2 uma revisao da teoria de campos



aleatorios. No Capitulo 3 apresentamos a teoria de poroelasticidade de Biot na es-
cala de laboratorio bem como a versao simplificada desta teoria, onde os efeitos da
componente desviadora da tensao efetiva sobre a hidrodinamica sao desprezados,
resultando em um problema fracamente acoplado, onde a geomecanica influencia a
percolacao do fluido somente através da compressibilidade da rocha. No Capitulo 4
apresentamos os modelos estocésticos dos problemas de poroelasticidade resultan-
tes do tratamento estatistico dado aos coeficientes, bem como alguns métodos de
resolucao utilizados na computacao dos momentos estatisticos das solugoes. Nos
Capitulos 5 e 6 aplicamos o método de expansao assintética aos modelos fraca-
mente e totalmente acoplados estocdsticos, obtendo sistemas de equagoes efetivas
para os momentos estatisticos das variaveis poroelasticas. Em seguida, fazemos
uma comparacao entre as equacoes efetivas derivadas obtendo uma nova forma de
validar o modelo fracamente acoplado. No Capitulo 7 apresentamos a discretizagao
das equacoes efetivas obtidas nos Capitulos 5 e 6 bem como para as equacoes deter-
ministicas obtidas para cada realizacao no contexto de Monte Carlo. O Capitulo
8 é dedicado as simulagoes numéricas. Finalmente no Capitulo 9 sao apresentadas
as conclusoes resaltando o aspecto inovador deste trabalho assim como sugestoes

de trabalhos futuros.
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Capitulo 2

Nocoes basicas de campos aleatodrios

Neste capitulo apresentamos os principais conceitos que fundamentam a te-
oria de campos aleatérios que utilizaremos no decorrer deste trabalho. De uma
forma geral, para cada posicao espacial x e instante de tempo ¢, um campo ale-
atério atribui uma varidavel aleatoria governada por uma funcao de distribuicao.
Neste contexto identificamos comumente os conceitos de campos aleatérios e pro-
cessos estocasticos, onde este ltimo é tradicionalmente utilizado para descrever
funcoes dependentes do tempo, governadas por equacoes diferenciais ordinérias
estocdsticas [Parzen (1962), Papoulis (1965)]. No presente contexto, os proces-
sos estocasticos envolvidos apresentam também dependéncia espacial sendo entao
governados por equagoes diferencias parciais estocasticas [Dagan (1989), Gelhar
(1993), Zhang (2002), Christakos (2005)].

Para caracterizar apropriadamente a estrutura estatistica que sustenta os
campos aleatérios em questao introduzimos a seguir alguns conceitos fundamentais:
O espaco de probabilidade é caracterizado por uma tripla (S, F, P), onde S # (), é
o espaco amostral formado por todos os resultados possiveis w de um experimento,
F uma o-algebra de subconjuntos de &, onde cada elemento de F é denominado
evento aleatério de § e P uma medida de probabilidade definida sobre o espaco
mensuravel (S, F).

Uma varidvel aleatéria real X := X (w), discreta ou continua, é uma funcao

X : S — IR que associa a cada elemento w € S um unico valor X (w). A maneira
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usual de mensurar estatisticamente os valores da variavel X consiste em definir

sua funcao de distribuigao acumulada F' da forma

F(z):=PweS: X(w) <z]=P(X <x).

a qual denota a probabilidade dos valores da variavel aleatéria X serem menores do
que algum valor z fixado. Podemos notar que F'(x) é uma fungdo nao decrescente
de x com imagem no intervalo [0, 1]. Se F'(z) admite diferenciabilidade entdao X é

necessariamente uma variavel aleatoria continua e podemos definir sua funcao de

densidade de probabilidade

Pelo teorema fundamental do calculo dado f(z) podemos definir F'(x) da forma

F(z):= P(X <) = / " Fydy.

Em muitas aplicagoes os modelos matematicos que representam fenoémenos fisi-
cos admitem como dados de entrada um conjunto de parametros suceptiveis a
incerteza. Assim, fazendo uso da modelagem estocdstica, para cada par (x,t) os
parametros fisicos sao tratados como variaveis aleatorias continuas sendo atribuido
a estas uma funcao de densidade de probabilidade.

A esperanca matematica ou valor médio de uma variavel aleatoria X é definida

por
E[X] := / vdF(z) = / v f(z)dz, (2.1)

e a variancia de X é definida por
Var(x) == 0% := E [(X — E[X])’] =E [X?] - E*[X]. (2.2)

O desvio padrao de X é definido como oy := y/0%. O valor médio de X, denomi-

nado também de primeiro momento, objetiva capturar o “centro” da distribuicao
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dos possiveis valores de X e a variancia mede a dispersao ou espalhamento destes
valores em torno da média. Se myx := E[X]| # 0, o grau de incerteza de X é
medido pelo coeficiente de variacao

ov =X, (2.3)

mx

O modelo mais amplamente utilizado na caracterizagao de uma variavel ale-
atoria é a distribuicao normal. Uma varidvel aleatoria ¥ é Gaussiana ou normal-

mente distribuida, se sua funcao de densidade de probabilidade é dada por:

fr(y) = . exp [—

2moy

o 2
%] . —so<y<oo (2.4)
Y

onde os parametros my e i designam o valor médio e a variancia de Y. Neste
caso particular a varidvel aleatéria normal denotada por Y := N(my,0%) é com-
pletamente caracterizada pela sua média e covariancia.

Um conceito de grande importancia nas aplicagoes deste trabalho é o de variavel
aleatdria log-normal [Freeze (1975), Dagan (1989), Gelhar (1993)]. Considerando a
fungao nao linear da forma X = exp Y, cujainversaéY =1In X,seY = N(my, o),
X é chamada de variavel aleatéria log-normal e sua funcao de densidade de pro-

babilidade é dada por

1
fx (@) = = —exp [—T} . x>0 (2.5)

As médias e as variancias das varidavels aleatorias Y e X = expY satisfazem as

relagoes [Gelhar (1993)]:

oy
mx =exp | my + - ) (2.6)
0% =exp <2my + a%) [exp (032,) — 1], (2.7)
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a flutuacao de X em torno da média é dada por
~ ~ g2
X =X —mx =exp (my) | exp(Y) — exp (%) ], (2.8)

e o coeficiente de variacao de X admite a representagao

2

o
(CVx)? = m—); = exp(ov) — 1. (2.9)
X

Finalmente definimos as médias geométrica e harmonica de X da forma [Dagan
(1989)]:
mg =exp(my), (2.10)
2

1
mpy = exp [my — —052,} : (2.11)

As defini¢oes anteriores sao associadas a estatistica de um ponto. Quando
duas ou mais variaveis aleatorias sao definidas simultaneamente em um espaco de
probabilidade torna-se necessario a sua caracterizacao conjunta. Para estender as
defini¢oes anteriores neste cendrio definimos a distribuicao cumulativa conjunta de

duas varidveis aleatérias X e Y como
ny(ﬂf,y) = F(l’,y) = P(X <z, < y)

Da mesma forma, Fyy é monotonicamente crescente em cada uma das variaveis
admitindo valores entre 0 e 1. A diferenciagao de F'(x,y) com respeito a = e y

fornece a funcao de distribuicao de probabilidade conjunta

82
fxy<l’,y) = %;/y) (212)

As funcgoes de densidade de probabilidade marginais sao definidas por:

Ix(x) = /°° fxv(z,y)dy; fr(y) = /°° fxv(z,y)dz.
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Duas variaveis aleatoérias continuas X e Y com densidades fx e fy sao ditas inde-

pendentes se

f@y) = fx (@) fy(y).

Denotando my = E[X]| e my = E[Y] as médias de X e Y, a covariancia entre as

variaveis aleatorias X e Y é definida por:

Cov(X,Y) = E[X,Y] = E[(X —mx)(Y —my)] = E[XY] —mxmy. (2.13)

A funcao de covariancia desempenha papel fundamental neste trabalho, uma vez
que ¢ uma medida de associacao linear entre variaveis aleatorias indicando o grau de
correlagao entre elas [Christakos (2005)]. Valores positivos da covariancia indicam
que Y cresce quando X incrementa e vice-versa para valores negativos. Definimos
também a correlagao entre duas variaveis aleatorias X e Y pela razao

Cov(X,Y)

Pxy = ————————-
Ox 0Oy

onde |pxy| < 1e Cov(X,Y) < ox - oy [Papoulis (1965)]. Se X e Y sdo varidveis
aleatorias independentes entao pxy = 0 e, conseqiientemente, nao existe correlacao
entre elas.

Nas aplicagoes na area de meios porosos, parametros fisicos tais como per-
meabilidade, porosidade e constantes elasticas admitem variagoes erraticas com
incertezas descritas através de campos aleatorios com fungoes de covariancia pres-
critas. A seguir apresentamos a generalizacao das defini¢coes acima para campos
aleatorios:

Seja (S, F, P) um espaco de probabilidade e Q C IR, d = 1,2,3, ..., um dominio

espacial. Um campo aleatorio escalar X (x,w) é definido pela fungao

X:OxS— R
(2.14)

(x,w) — X(x,w),
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a qual pode ser interpretada como uma colecao de varidveis aleatérias indexadas
por x € €. Fixando um evento w € S, a fungdo X (x) é denominada realizacdo do
processo estocastico. Para cada x € (), a dependéncia X (w) define uma varidvel
aleatéria do processo estocastico.

A extensao dos conceitos acima para campos aleatérios vetoriais € feita apli-
cando as definigdes acima a cada componente. Um campo aleatério vetorial X (x,w)
é um conjunto de campos aleatoérios escalares X (x,w), Xo(x,w), ... Xi(x,w), de-
notado por

X(x,w) = [X1(x,w), Xa(x,w), . .., Xp(x,w)]". (2.15)

No contexto de campos aleatérios a extensao das definicoes dos momentos
estatisticos ¢ imediata sendo apenas indexada pela posi¢ao. Definimos assim, as

funcoes média e covariancia da forma:

mx(x) = E[X (x)] Vx € Q, (2.16)

=F [X(X) ’ X(Y)] - mX(X)mX(Y)’ \V/X, y € Q? (217)

onde X (x) = X(x) — mx(x) é a flutuacao do campo X (x). Quando a covariéncia

é conhecida definimos a variancia como

0% (x) := Cx(x,%) Vx € Q, (2.18)

e a funcao de correlacao espacial da forma

Cx(x,y)

—JX(X) ox ) (2.19)

px(x,y) =

Para analisar o grau de correlacao entre dois ou mais campos aleatorios
definimos um momento estatistico adicional denominado de funcao de covariancia

cruzada. Denotando X e Y dois campos aleatérios e x # y € €, a funcao cova-
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riancia cruzada é definida da forma

Cxy (x,y) i= E[(X (x) —mx (x)) (Y (y) —my (y)) |- (2.20)

De forma andloga a (2.19), podemos definir a fungao de correlagao cruzada espacial,

da forma

CXY (Xa Y)

ox09 ov(y) 220

pXY(X7 Y) =

Os conceitos acima podem ser estendidos para campos aleatorios vetoriais. As-
sim, a matriz das funcoes de covariancias cruzadas entre as componentes do vetor

aleatdrio X(x) = [X;(x), X2(x), ..., Xk(x)]T, é definida por

CX (X7Y) = [CXqu (X7Y)]7 b,q = 1727"'7k (222)
Por exemplo, para k = 2, temos

Cx, (x, Cx,x, (%,
Cx (x.y) = X( Y) XX( Y)

CX2X1 (X7 y) CX2 (X7 Y)

Para descrever completamente a estrutura probabilistica de um campo alea-
tério X (x,w) é necessdrio especificar as func¢oes de densidade de probabilidade
conjunta para todas as variaveis aleatorias em cada ponto x € (), o que con-
siste numa tarefa impraticavel. Para simplificar a estrutura de dados adota-se,
freqiientemente a hipdtese de homogeneidade estatistica (estacionaridade), onde
postula-se que a distribuigao estatistica dos coeficientes de entrada no modelo sao
independentes da posicao. Na maioria das aplicacoes praticas a hipotese de esta-
cionaridade de segunda ordem ou estacionaridade fraca é adotada [Gelhar (1993),

Christakos (2005)]. Logo, postulando que a média ¢ constante e a covariancia
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depende somente do vetor r = x — y temos

mx(x) = my, x € (),

Cx(X,Y):Cx(X—Y):Cx(r), X’yEQ,

Alguns processos naturais podem também ser aproximados por campos aleatorios
isotrdpicos, onde a fungao de covariancia depende somente da distancia r = |x —y|
e nao da orientacao do vetor r, implicando em equivaléncia em todas as direcoes.

O comportamento da covariancia com a distancia r é determinada pela or-
ganizacao ou grau de correlacao entre as heterogeneidades geoldgicas. Dentre as
funcoes de covariancia freqiientemente utilizadas para descrever formacgoes geolo-

gicas, temos por exemplo a fungao de covariancia Gaussiana

Cy (r) = o e 4 (2.23)
r) = 0% ex .
e a funcao de covariancia exponencial,
9 —r
Cx(r)=o0xexp|—]. (2.24)
Ax

A funcao exponencial é bastante usada na hidrodinamica em meios porosos, onde
Ax denota o comprimento de correlacao interpretado como a distancia sobre o
qual as correlagoes prevalecem. As relagoes (2.23) e (2.24) sao definidas para
meios isotrépicos e podem ser estendidas para meios anisotrépicos [Dagan (1989),
Christakos (2005)].

Quando as geologias estudadas sao caracterizadas por correlagoes longas,
tipicas de formacoes sedimentares, a covariancia é descrita por um lei de poténcia
[Mandelbrot e Wallis (1968)]

Cx(r) = cr™?, (2.25)

onde ¢ é uma constante e 3 > 0 é o expoente de Hurst. O grau de heterogenei-

dade nas diversas escalas envolvidas é determinado pelo fator de escalonamento
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(. Valores grandes de 3 correspondem a campos onde as heterogeneidades nas pe-
quenas escalas de comprimento sao enfatizadas. Por outro lado, valores pequenos
de [ enfatizam heterogeneidades nas grandes escalas [Glimm e Sharp (1991)]. A

auto-similaridade de Cx é dada por

Cx(ar) = a’Cx (1),

onde a é o fator de escala. A relacao acima mostra que a estrutura da Cx é
preservada com uma mudanca de escalas, dando origem a os campos denominados
fractais caracterizados por processos estocdsticos auto-similares [Gelhar (1993),
Samorodnitsky e Taqqu (2000)].

No contexto de formacgoes geoldgicas heterogéneas diversos processos naturais
sao bem aproximados por campos aleatérios com distribuicao log-normal. Neste
trabalho, os parametros fisicos de entrada do modelo poroeldstico em particular
a condutividade hidraulica e o moédulo de Young, considerados constantes nos
modelos deterministicos na escala de laboratério, sao representados como campos
aleatérios estaciondrios com distribuigao log-normal na escala de campo (Capitulo

4).
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Capitulo 3

Modelagem da poroelasticidade na

escala de laboratorio

Neste capitulo apresentamos uma revisao das equacoes que modelam o aco-
plamento hidromecanico baseado na formula¢ao de Biot (1941). Estas equagoes
descrevem a interacao entre a deformacao da matriz porosa e o escoamento do
fluido. A deformacao da matriz porosa é governada pelas equacgoes da elasticidade
linear enquanto que o movimento do fluido pela lei de Darcy com a velocidade de
percolacao tomada relativa ao movimento da fase sélida. Em seguida apresentamos
uma versao simplificada desta teoria, onde os efeitos da componente desviadora da
tensao efetiva sobre a hidrodinamica sao desprezados, resultando em um problema
fracamente acoplado, onde a geomecanica influencia a percolagao do fluido somente

através da compressibilidade da rocha.

3.1 Equacoes da poroelasticidade linear

Para apresentar as equacoes que regem o modelo poroelastico linear consi-
deramos uma janela observacional da rocha que compoe o reservatério na escala
de laboratdrio O(10°m). Nesta escala de resolugao, observamos o meio poroso ho-
mogeneo, deformavel e saturado por um unico fluido, onde em cada ponto as fases
sélida e fluida coexistem [Bear (1979), Coussy (2004)]. Como hipéteses simplifica-

doras supomos a auséncia de efeitos gravitacionais e inerciais, incompressibilidade
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da fase fluida e do sélido que compoe o esqueleto poroso e a matriz porosa é
assumida elastica linear e isotrépica sofrendo pequenas deformacgoes a partir de
uma configuracao livre de tensbes. A seguir apresentamos o conjunto de equacoes

propostas por Biot (1941).

3.1.1 Equilibrio da mistura sélido-fluido

Sob a auséncia de efeitos inerciais e gravitacionais a equagao do balanco de

momento linear da mistura sélido-fluido se reduz a condicao de equilibrio:

divey = 0, (3.1)

onde O é a tensao total que atua na mistura solido-fluido. Para sélidos microsco-
picamente incompressiveis, onde o volume dos graos que compoem a matriz porosa
permanece inalterado durante a deformacao, o principio de Terzaghi é representado

matematicamente pela decomposicao

or=0 —pl (3.2)

onde O é a tensao efetiva, p a poro pressao e I o tensor identidade. A relagao (3.2)
pode ser interpretada como uma decomposicao da tensao total em uma parcela
responsavel pela deformagao da matriz porosa (), a qual governa a transmissao
dos esforgos por contato direto entre os graos, e outra (pI) dada pela pressao
atuante no fluido. Combinando o principio das tensoes efetivas (3.2) com a equagao
do balanco (3.1), obtemos

dive — Vp = 0. (3.3)
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3.1.2 Equacao constitutiva para as tensoes efetivas

Considerando a matriz porosa elastica linear, isotrdpica, temos a seguinte
relacao Hookeana

o = Mr€(u)l + 2u€(u), (3.4)

onde u representa o deslocamento do meio poroso, £ o tensor de deformacoes,
divu = tr€(u) a deformagao volumétrica da matriz e A e p as constantes eldsticas

de Lamé definidas como

Ev FE

‘Maoa—my M aarw

(3.5)

onde F é o médulo de Young ou de elasticidade longitudinal e v o coeficiente de
Poisson. Para estabelecer uma relacao linear entre a deformacao e o gradiente dos
deslocamentos adotamos a condicao de compatibilidade geométrica no regime de

pequenas deformacgoes

£(u) = % (w + VuT) | (3.6)

3.1.3 Balango de massa global

Sendo o fluido e o s6lido microscopicamente incompressiveis, as equagoes de

continuidade sao dadas por

% + div(¢vy) = 0, (3.7)
o1—9) . Ju
0 + div <(1 - ¢)E) =0, (3.8)

: ou . : 1 .
onde ¢ ¢ a porosidade e vy e — as velocidades do fluido e do sélido respectiva-

ot
mente. Somando (3.7) e (3.8), obtemos

9 9
div {(p(v - 8—?)} + diva—? ~ 0. (3.9)
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0
Definindo q = ¢ (Vf — 8_?) a velocidade Darciana de percolagao do fluido, o

balanco de massa total é dado por

divg + divaa—lt1 = 0. (3.10)

3.1.4 Lei de Darcy

Na auséncia de efeitos gravitacionais a equagao de momento da fase fluida ¢é

representada pela lei de Darcy
q=—KVp, (3.11)

a qual estabelece uma relacao linear entre a velocidade de percolagao e o gradiente
da pressao onde K é a condutividade hidraulica do meio.
A seguir, formulamos o problema de poroelasticidade adotando os campos

potenciais de deslocamentos e pressao como varidveis primarias [Biot (1941), Lewis

e Schrefler (1987), Wang (2000)].

3.1.5 Formulacao do modelo totalmente acoplado

Seja (0, 7] um intervalo de tempo e Q@ C IR¢(1 < d < 3) um dominio com
fronteira regular I' e n o vetor unitdrio normal exterior, ocupado por um meio
poroeléstico, isotrépico, homogéneo, microscopicamente incompressivel e saturado
por um fluido Newtoniano. O problema de poroelasticidade totalmente acoplado

¢é dado por:

Problema 3.1 Dados os parametros K, A e u, determinar os deslocamentos do

meio poroso u : Q x (0,7] — IR? e a pressio no poro p : Q x (0,7] — IR,
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satisfazendo

V(Adivu) + div[p(Vu + Vu')] — Vp =0,

o em (2, (3.12)
diva — div(K'Vp) =0,
com condig¢oes de contorno
p=0, on=h, sobre I, (3.13)
u=0, q-n=0, sobre I}, (3.14)

onde'' NIy, =0, 'y UT, =T com I'y denotando um segmento de fronteira rigido
e impermeével e ['; uma subfronteira drenante com vetor de tragao prescrito h im-
posto pelo carregamento externo. Como o fluido e o s6lido que constituem a matriz
sao assumidos incompressiveis, no instante inicial onde nao ocorre a drenagem do

fluido, o meio poroso responde de forma incompressivel

diva = 0, em €, t=0. (3.15)

Apés o computo dos campos potenciais {u, p} a velocidade q e a tensao efetiva o
sao calculadas dos esquemas de pds-processamento considerando as leis de Darcy

(3.11) e Hooke (3.2), respectivamente.

3.2 Modelo fracamente acoplado

O modelo de poroelasticidade totalmente acoplado implica em resolver simul-
taneamente as equagoes de equilibrio e massa. Embora linear, quando utilizado
na resolucao de problemas de grande porte, que surgem por exemplo na mode-
lagem do acoplamento geomecanico em reservatérios de petrdleo, pode se tornar
computacionalmente custoso e inviavel na pratica. Uma forma de simplificar a for-
mulagao é enfraquecer o acoplamento de tal forma que para cada passo de tempo

calcula-se primeiramente a pressao do poro e depois o deslocamento do meio poroso
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usando a equagao de equilibrio (3.1), através de um esquema de pds-processamento,
no qual o gradiente da pressao atua como forca de corpo conhecida. Tal versao
simplificada da teoria de poroelasticidade vem sendo amplamente utilizada nos si-
muladores convencionais de reservatérios [Fjaer et al. (1992), Lewis et al. (1991),
Settari e Mourits (1998)]. Embora mascare algums efeitos importantes, tais como a
dilatancia da rocha induzida por cisalhamento, a vantagem de adotar a formulacao
desacoplada ¢ a sua simplicidade matematica e computacional [Verruijt (2006)].
A seguir adotamos o procedimento descrito em Gutierrez e Lewis (2002), o
qual elucida as simplificacoes necessarias para a obtencao do modelo simplificado a
partir da teoria geral de poroelasticidade. O modelo fracamente acoplado baseia-
se na definicao da compressibilidade da matriz porosa, desprezando os efeitos da
componente desviadora da tensao efetiva sobre o balanco de massa. Tais hipdteses
sao ilustradas a seguir. Tomando o traco na decomposicao de Terzaghi (3.2) e

usando a lei eldstica linear da tensao efetiva (3.4), temos
tror = (d\ + 2p)tr€(u) — dp.

onde d = 1,2,3 denota a dimensao do problema. Denotando Ky = (d\ + 2u)/d
o moédulo de deformacgao volumétrica da fase solida, derivando a equacao acima
em relagao ao tempo e assumindo regularidade suficiente para que as derivadas

espacial e temporal comutem obtemos

ddivu  10tror  Jp

Definindo a compressibilidade da rocha por S := 1/Kq e usando a relacao (3.5)
a compressibilidade S pode ser calculada como funcao do moédulo de Young e do

coeficiente de Poisson, da forma

d 1+ v)(1-2v)
5= d\+2u  (dv—2v+1)E’ (8.17)
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Usando (3.16) em (3.10) e a lei de Darcy (3.11) o balango de massa pode ser

reescrito da forma
dp

S 8tI'O'T
ot '

—div(KVp) = —

5 d ot

(3.18)

Podemos observar claramente que sob a hipdtese de invariabilidade no tempo do
atI‘O'T
ot

um modelo de difusao classica desacoplado para a pressao. Para ilustrar a vali-

trago da tensao total atuante no sistema ( = 0), a equagao acima fornece
dade desta hipdtese consideramos a decomposicao 0 como a soma de um tensor
referente a tensao hidrostatica e uma componente desviadora, referente ao cisalha-
mento puro

1
Or = L—itI"O'TI—i—D,

onde D é o desviador da tensao efetiva (trD = 0). Derivando a equagao de equili-
brio (3.1) em relagdo ao tempo e usando a decomposi¢ao acima, temos
1otr(or)I 0D
aiv (L9w(@n) T 0D
d ot ot
Considerando a formulacao variacional do resultado acima, multiplicamos por uma

funcao teste v em um espaco apropriado, integramos por partes e usamos a condi-

¢ao de contorno (3.13) para obter

1 8tr0'T oD 80’T oh
— Jdivey | + | —,&(v) | = vndl' = [ —v,dl';. 3.19

(d ot ) (at ()) r ot ot (3.19)
Podemos verificar na equagao acima que, na auséncia de efeitos transientes na
componente distorcional D e no carregamento externo h temos d(tror)/0t = 0.
Usando esta hipdtese em (3.18) obtemos a equagao desacoplada para a pressao da
forma

ap

S(‘?t —div (K'Vp) = 0.

A acuracia do resultado acima esta fortemente associada as condi¢oes de contorno
externas ao carregamento imposto nas rochas vizinhas ao reservatério produtivo.

Nas situagoes onde o carregamento é uniformemente distribuido em uma subfron-
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teira, levando a um problema unidimensional (ex. problema de Terzaghi) ou uni-
forme sobre todo o contorno do reservatorio, o efeito da componente desviadora é
desprezivel [Lewis et al. (1991), Gutierrez e Lewis (2002), Mainguy e Longuemare
(2002)]. Por outro lado, nas demais situagoes a parcela 0Otrop/0t pode nao ser
desprezivel e seu efeito deve ser analizado caso a caso, sendo fortemente influenci-
ado pela natureza de condicoes de contorno que descrevam o carregamento externo

imposto sobre o reservatorio.

3.2.1 Formulacao do modelo fracamente acoplado

Sob as hipéteses mencionadas anteriormente podemos enunciar o problema

hidrogeomecanico fracamente acoplado da forma:

Problema 3.2 Seja (0,7] um intervalo de tempo e Q2 C R? d = 1,2,3 com
fronteira I'. Dados os parametros K e S, encontrar a pressao p : Q x (0,7] — IR,

tal que
0
qP

i div(KVp) =0 em €, (3.20)

com condicoes de contorno

p=0, sobre I,
(3.21)

Vp-n=0, sobre I,

e condigao inicial

p=p, em S, (3.22)

onde MUy =Tel'; NIy = 0.

Uma vez computada a pressao, o deslocamento e a tensao efetiva podem ser cal-

culados resolvendo o seguinte problema poés-processado de elasticidade:

Problema 3.3 Dadas as constantes de Lamé \ e p e a pressao p(x,t) solugdo do

Problema 3.2, achar o campo de deslocamentos u : 2 x (0,T] — IR¢, satisfazendo

V(Adivu) + div[p(Vu+Vu')] = Vp, em Q. (3.23)
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sujeito as condicoes de contorno

on=h, sobre I},
(3.24)

u=0, sobre I5.

Neste capitulo, apresentamos os modelos poroelasticos totalmente e fracamente
acoplados. Nosso interesse particular neste trabalho é comparar tais modelos con-
siderando agora a presenca de heterogeneidades geoldgicas que influenciam a hidro-

dindmica e a poromecanica introduzindo variabilidade nos coeficientes (K, A, u).
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Capitulo 4

Modelagem estocastica de meios

poroelasticos heterogéneos

Na modelagem poroelastica apresentada no capitulo anterior as equagoes
que governam o acoplamento hidromecanico sao postas na escala de laboratério
(metros) e os coeficientes do modelo avaliados experimentalmente nesta escala.
Porém, em muitas aplicagoes envolvendo simulacoes de reservatorios de petréleo
ou aqiiiferos sdo postas na escala de campo (quilometros). Neste cendrio geoldgico
formagoes naturais (solos e rochas) sdo genuinamente heterogéneas na escala de
campo e suas propriedades fisicas variam de forma irregular ao longo de distancias
maiores do que as da escala de laboratério somada a escassez de dados experi-
mentais das propriedades. Desta forma a teoria de campos aleatérios constitui
uma ferramenta apropriada para caracterizar tais propriedades fisicas sujeitas a
variabilidades e incertezas.

Neste capitulo apresentamos os modelos estocasticos poroelasticos resultan-
tes do tratamento estatistico dado aos coeficientes, bem como alguns métodos de

resolucao utilizados na computacao dos momentos estatisticos das solugoes.

4.1 Representacao estocastica dos coeficientes

Para introduzirmos variabilidade e incerteza nos coeficientes hidromecanicos,

em particular na condutividade hidrdulica K(x) e no médulo de Young FE(x),
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consideramos tais parametros como campos aleatorios. Por outro lado, dada a
faixa reduzida de valores do coeficiente de Poisson 0 < v < 0.5, os efeitos da
variabilidade sdo despreziveis quando comparados aos de K e E [Beacher e Ingra
(1981), Zeitoun e Baker (1992)]. Assim desta forma, no desenvolvimento a seguir,
v sera tratado deterministicamente.

Dados de campo justificam a utilizacao da distribuicao log-normal para a
condutividade hidrdulica [Freeze (1975), Dagan (1989), Gelhar (1993)] e o médulo

de Young [Lumb (1966), Paice et al. (1996)]. Definindo os campos Gaussianos
Y(x) =: In K(x), T(x) =:In E(x), (4.1)

sendo K(x) > 0 e E(x) > 0, adotando a hipétese de estacionaridade e isotropia
para Y (x) e T'(x), as médias e as covariancias sao dadas por

my = cte, Cy(x,y) = Cy(r), (4.2)

mp = cte, Cr(x,y) = Cr(r),
onde r = |x —y|, com x, y€ Q. Os modelos de covariancia utilizados neste
trabalho para os campos Y e T sdo os de covariancia exponencial (2.24) e fractal
(2.25) descritas no Capitulo 2. Além disto, consideramos a hipdtese que os campos
Y (x) e T'(x) sdo independentes entre si.
Denotando X = {K, E'} e Z = {Y, T}, considerando X campo aleatério Gaussiano

com fungao de densidade de probabilidade univariada e usando (2.6)-(2.8) e (2.10)

temos as relagoes:

mx(x) =exp (mZ + Z(X)) = exp(myz) exp (Z(x))

0.2
=Xgexp (72) , (4.3)

— X2 exp (7 [eXp(CZ(X, y))] (4.4)

30



onde X¢ ¢ a média geometrica do campo X.
Na auséncia de incerteza no coeficiente de Poisson em (3.5) e (3.17), temos

as seguintes relacoes entre as constantes de Lamé, compressibilidade e o médulo

de Young
Ax) = E(x), ¢ = Y , (4.5)
(1+v)(1—-2v)
1(x) = e E(x), 6 :ﬁ, (4.6)
S(x) = EC&) 3 z(dch%Q). (4.7)
Definindo R := In S e tomando o logaritmo em (4.7) temos as seguintes

relagoes entre os momentos dos campos R e T associados ao mdédulo de Young e

compressibilidade respectivamente

(

mpr = Incg — mrp,

\ Cr(x,y) = —Cr(x,y), (4.8)

2 . 2
Or =07,
\

e para um campo escalar X qualquer temos a seguinte relacao

Crx(x,y) = —Crx(x,y). (4.9)

Alem disto, temos também as relagoes entre as médias geométricas de A\, e S e

E [Eg = exp(mr)]

C3

Aa¢ = b, ta = cabg, Sa = E_
G

(4.10)

Estabelecida a estrutura estatistica dos parametros de entrada, formulamos a seguir

o modelo poroeléstico estocastico.
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4.2 Formulacao estocastica

Seja (S, F, P) um espago de probabilidade, onde S é o espago amostral, F
a o-dlgebra e P a medida de probabilidade. Denotando I = (0,7] um intervalo
de tempo e Q@ C IR? (d = 1,2,3), com fronteira I suave e vetor unitario normal
externo n, um dominio macroscépico ocupado por um reservatorio poroeldstico

heterogéneo. Entao temos o seguinte problema:

Problema 4.1 Sejam {w,x,t} € S x Q2 x [ um evento bdsico, a posi¢ao espacial
e o tempo do processo estocastico respectivamente. Dadas as estruturas estatisti-
cas das varidveis aleatérias com distribui¢ao log-normal K (x,w) e E(x,w), achar
os momentos estatisticos dos campos aleatérios de deslocamento u(x,t,w), pres-
sao de poro p(x,t,w), tensao efetiva o(x,t,w), e velocidade de Darcy q(x,t,w)
satisfazendo

\

dive — Vp =0,

diva—u + divq = 0,

ot em Q xS, tel0,T] (4.11)
q= _Kvp7

o = Mr€(u)l + 2u€(u),
V
sujeito as condigoes de fronteira e inicial

p=0, on=h, sobre I'y xS,
(4.12)

u =0, qn=0, sobre I'yxS,
divu=0, em Qx8, t=0, (4.13)

onde o carregamento imposto h é assumido como uma fun¢ao deterministica.

De forma analoga podemos enunciar a formulacao estocastica do problema

fracamente acoplado da forma:

Problema 4.2 Sejam {w,x,t} € S x ) x I um evento basico, a posi¢ao espacial e

o tempo do processo estocastico, respectivamente. Dadas as estruturas estatisticas
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com fungao de distribuigao log-normal de K (x,w) e S(x,w), encontrar os momentos
estatisticos dos campos pressao de poro p(x,t,w) e velocidade de Darcy q(x,t,w)

satisfazendo 5
S—ZZ + div(q) = 0,

0 em Q xS, te0,T], (4.14)
q= _Kvp7

sujeito as condicoes de fronteira e inicial

p=po, sobrel; xS8,
(4.15)

q-n=0, sobrely xS,
p=0, em QxS8, t=0, (4.16)

onde pg ¢é considerada uma fungao deterministica.

Uma vez computados os momentos da pressao, o esquema de pds-processamento

dos momentos do campo de deslocamento é dado por:

Problema 4.3 Dados os momentos do campo aleatério p(x,t,w), solugdo do Pro-
blema 4.2, a estrutura estatistica com fungao de distribui¢ao log-normal de F(x,w),

achar os momentos do campo de deslocamentos u(x,¢,w), tal que
div[p(Vu+ Vu')] + V(Adivu) = Vp, em Q xS, (4.17)
sujeito as condicoes de contorno

on=h, sobre I'; xS,
(4.18)

u=0, sobre I'yxS&S.

Ao tratarmos os parametros de entrada do modelo como campos aleatorios, as
equacoes poroelasticas tornam-se estocasticas com solugoes dadas por fungoes ale-
atérias dependentes de (x,t,w). O problema fundamental consiste em, dada uma
distribuicao de probabilidades para os coeficientes encontrar procedimentos para

computar as distribuicoes de probabilidade das variaveis poroelasticas. De forma
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geral, tal nivel de informacao é muito sofisticado e custoso computacionalmente.
Na pratica computar os dois primeiros momentos estatisticos, os quais fornecem
informagoes sobre a média e a variancia, ja é suficiente para as aplicagoes que
desejamos [Gelhar (1993), Zhang (2002), Christakos (2005)].

A seguir apresentamos alguns métodos tradicionais de resolucao para o com-

puto dos momentos estatisticos das solugoes.

4.3 Método de Monte Carlo

O método de Monte Carlo é uma técnica tradicional de simulacao numérica
direta amplamente usada para computar os momentos estatisticos das variaveis
dependentes. Em muitos casos as solugoes numéricas obtidas por este método sao
tratadas como solugbes exatas para testar a precisao de outros métodos [Dagan
(1989), Zhang (2002)]. O procedimento de implementagao do método é dividido
em trés etapas: A primeira consiste na geracao de um conjunto de realizagoes dos
coeficientes de entrada do modelo, em nosso caso a condutividade hidraulica K e
o médulo de Young E. Em seguida as equacoes deterministicas sao resolvidas nu-
mericamente para cada realizagao k gerando um conjunto de possiveis solugoes do
problema (pressao, deslocamentos, tensao e velocidade). Finalmente, ap6s a obten-
¢ao do conjunto das solugoes gr = {pk, Ak, Uk, Ok, } do problema indexadas para
cada realizacao k = 1,2,3,... M, os dois primeiros momentos estatisticos, média

M

m> | covariancia C;V[ e variancia oM

g 5 associadas as M realizagoes, sao calculados

numericamente da seguinte forma:

i (x) = 2 > i), (119)
M 1 - M M

€ () = 27 2 (9)ge(y) = m) (m) (v) ). (4.20)

7200 = 23 ([0 — ! (0)?). (4.21)
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Sob a hipotese de convergéncia estatistica, quando M — oo, os momentos com-
putados numericamente convergem para os momentos da solugao do problema
continuo. Para o computo de M adotamos o critério de convergéncia de Cauchy,
avaliando o erro relativo Er para duas realizagoes sucessivas. Por exemplo, para a

média temos

[Imy" —my"|
Er(mM) = —¢ g (4.22)
! [Img'll
onde || - || é a norma do méximo. Para uma tolerancia prescrita € o critério de
convergencia é dado por:
|Er(m;\/[+1) - Er(mg/[)| < e. (4.23)

De forma andloga, definimos os critérios de convergéncia para a variancia e cova-
riancia.

Uma grande vantagem do método de Monte Carlo é sua simplicidade e robus-
tez [Dagan (2002)]. Os momentos de ordem mais alta da solu¢do também podem
ser computados numericamente. Além disto, ao contrario dos métodos perturbati-
vos apresentados a seguir, a acuracia do método de Monte Carlo nao estd restrita
a pequenas flutuacoes dos coeficientes, podendo ser aplicado a meios altamente
heterogéneos. Sua limitacao reside no elevado custo computacional, sendo neces-
sario em alguns casos um grande ntmero de realizagoes para se obter convergéncia

estatistica [Dagan (1989), Zhang (2002)].

4.3.1 Geracgao de campos aleatoérios

A geracao e a qualidade dos campos aleatdrios associados aos parametros fi-
sicos de entrada do modelo possui papel decisivo na precisao do método de Monte
Carlo. O objetivo das diversas técnicas de geragao de campos aleatorios propostos
na literatura é a construcao de mapas geoldgicos que reflitam de forma precisa a
estrutura estatistica postulada para os coeficientes. Dentre os métodos mais utili-

zados podemos destacar: Método das bandas rotativas ( Turning bands) [Mantoglou
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e Wilson (1982)], Método espectral [Christakos (2005)], Método da decomposi¢ao
LU da matriz de covariancias [Harter (1994), Zhang (2002), Christakos (2005)].
Neste trabalho adotamos o método de decomposicao de matrizes LU, o qual,
segundo Christakos (2005) é o que exibe melhor qualidade para campos aleatérios
Gaussianos. A aplicagdo desta técnica consiste basicamente em trés passos: No
primeiro, dado um modelo de covariancia Cx(x;,x;)(¢,7 = 1,2,...,m) calculamos

a correspondente matriz de covariancias discreta de dimensao m x m

Cx(Xl,Xl) Ce Cx(Xl,Xm)

Cx(Xg,Xl) e Cx(X27Xm)

Cx(xm,Xx1) - Cx(Xpm, Xm)

Sendo C} uma matriz simétrica e positiva definida, o segundo passo consiste na
decomposi¢ao em matrizes triangulares superior L e inferior U (Decomposic¢ao de
Cholesky), da forma

cY = LU,

onde U = LT. Finalmente, um campo correlacionado X, de média zero e covariancia
CY ¢ obtido tomando o produto da matriz triangular superior com um vetor V de

m variaveis aleatorias Gaussianas independentes de média zero e variancia unitaria.

X =1V,

onde XT = [X(x1),...,X(x,,)]. De fato a covariancia de X é dada por (XX") =
LVVTU = LIU = C¥. Como X possui média nula, um campo aleatério Y (YT =
Y (x1),...,Y(xm)]), com média E[Y(x)] # 0 pode ser gerado fazendo uso da
relagao

Y = LV + M,

onde M™ = E[Y (x1),..., Y (xn)].

A limitagao deste método esta no requerimento de memoria para armazenar
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a matriz covariancias [Zhang (2002)]. Conforme Bruining et al. (1997), alguns
cuidados devem ser tomados quando se utiliza o método de decomposicao para

geracao de campos aleatérios com leis de poténcia.

4.4 Métodos de perturbacao

Na &area de transporte e escoamento em meios porosos heterogéneos uma
técnica alternativa, amplamente discutida na literatura, consiste na derivagao de
equacoes efetivas deterministicas para os momentos estatisticos das incognitas do
problema [Bakr et al. (1978), Dagan (1989), Neuman e Orr (1993), Gelhar (1993),
Osness (1995), Tartakovsky e Neuman (1999), Bonilla e Cushman (2001), Gua-
dadnini e Neuman (2001), Keller (2001), Li et al. (2004)]. Esta classe de métodos
basseia-se em perturbar o problema deterministico por intermédio de um para-
metro, usualmente tomado como o desvio padrao de Y = In K, para gerar uma
hierarquia de modelos perturbados. O estabelecimento do truncamento e da or-
dem da acuracia do esquema perturbativo implica na linearizacao do modelo dando
origem ao chamado problema de fechamento (“closure problem”) que surge devido
ao fato de existir mais incégnitas do que equacoes. O computo dos momentos es-
tatisticos no sistema de equacoes perturbadas da origem as equagoes efetivas que
gorvernam as médias e as covariancias das incégnitas [Zhang (2002)].

Na classe de métodos perturbativos a técnica de truncamento Euleriano tem
sido amplamente utilizada na derivacao de equagoes efetivas [Gelhar (1993), Keller
(2001), Li et al. (2004)]. Neste contexto, cada varidvel estocéstica é decomposta
em um termo da média e flutuacao, da forma Y = <Y> +Y. As decomposicoes sao
introduzidas nas equagoes estocdasticas obtendo-se duas equagoes acopladas, uma
referente a média e outra as flutuacoes. A partir deste sistema, equagoes efeti-
vas para os momentos das incognitas sao derivadas fazendo uso do problema de
fechamento, assumindo que as perturbacoes sao relativamente pequenas quando
comparadas com o valor da média de tal forma que termos contendo produtos

de perturbagoes de terceira ordem sao desprezados [Gelhar (1993), Keller (2001)].
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Este tipo de perturbacgao gera um forte acoplamento nas equacoes efetivas resul-
tantes, tornando custosa sua resolugao [Li et al. (2004)].

Ainda no contexto das técnicas perturbativas, um procedimento alternativo
consiste em postular uma expansao assintética da forma Y =Yy +Y; 4+ Y5... com
cada componente Y; da ordem i do desvio padrao oy. Introduzindo as expansoes
no modelo estocastico e agrupando em poténcias da mesma O(of) n = 0,1,...,
obtemos um sistema de equagoes hierarquicas. A equacao em ordem zero corres-
ponde ao modelo deterministico que governa o meio homogéneo [Dagan (1989)].
Uma vantagem deste método é que as equacgoes efetivas resultantes podem ser
resolvidas sequencialmente.

Na resolucao dos problemas estocasticos de ordem superior diversas técnicas
podem ser empregadas, onde destacamos as técnicas de fungao de Green determi-
nistica e aleatdria [Tartakovsky e Neuman (1999)]. Neste contexto, os momentos
das variaveis dependentes sao representados por equagoes integro-diferenciais, onde
a fungao de Green surge como nucleo. A analise espectral também pode ser empre-
gada [Bakr et al. (1978), Gutjhar e Gelhar (1981)], onde as equagoes perturbadas
sao transformadas para um dominio de freqiiencia usando o teorema da respre-
sentacao de Fourier-Stieltjes, para obter o espectro das incégnitas como fungao do
espectro do parametro de entrada do modelo. Em seguida, os momentos estatisti-
cos sao obtidos fazendo uso da transformada inversa de Fourier.

Quando a variabilidade dos parametros é pequena as técnicas de perturba-
¢ao fornecem aproximagoes acuradas para os problemas estocasticos [Dagan (1989),
Zhang (2002), Li et al. (2004)]. Mais uma vez salientamos que, em geral somente os
dois primeiros momentos estatisticos das solugoes sao calculados e a aproximagcao
destes momentos podese tornar extremamente complexa e muito custosa compu-

tacionalmente quando o nimero de variaveis envolvidas no sistema for elevado.
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4.5 Técnicas de discretizacao do espago estatistico

Nesta secao destacamos uma classe de métodos basseados na discretizacao
do espaco esatistico que vém recebendo notoriedade recentemente. Campos aleaté-
rios podem ser representados usando expansao de Karhunen-Loeve [Beran (1969)],
expansao em Polinoémio de Caos (“Chaos Polinomial’) [Ghanem e Spanos (1991)]
ou generaliz¢oes destes polindomios [Xiu e Karniadakis (2002)].

A expansao de Karhunen-Loeve representa os campos aleatorios como com-
binag¢ao linear de um nimero infinito de variaveis aleatorias nao correlacionadas,

por exemplo Y = In K, pode ser representado da forma

Y (x,0) = my (%) + 3 VA€ (@) fulx)

onde {&,(w)} é um conjunto de varidveis aleatérias Gaussianas nao correlacionadas
de média zero E[¢,(w)] e covariancia E[&,(w)&,(w)] = dpmn. As fungdes {f,(x)}
denotam o conjunto de autovetores ortogonais deterministicos sobre o dominio €2
e os escalares {\,} denotam os autovalores do niicleo Cy(x,y), satisfazendo a

equagao integro-diferencial

Ammwmwszmw.

A expansao de Polinomio de Caos representa os campos aleatérios como combina-
¢ao linear infinita de polinomios de Hermite no caso de serem construidos a partir
do conjunto ortonormal Gaussiano {&,(w)} com coeficientes deterministicos.

A aplicagao destas expansoes em conjuncao com métodos numeéricos foi pro-
posta originalmente por Ghanem e Spanos [Ghanem e Spanos (1991)] para equagoes
elipticas com coeficientes aleatérios. A técnica de discretizagao é denominada de
método Espectral de Galerkin e envolve uma expansao Karhunen-Loeve do para-
metro de entrada e uma expansao de polinomios de Hermite para a solucao do
problema. Os coeficientes da série sao determinados num esquema tipo Galerkin.

Esta técnica transforma o problema estocastico em um problema deterministico
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com dimensao maior. Este método vem sendo aplicado na modelagem de escoa-
mentos em meios porosos rigidos [Ghanem (1998), Roy e Grilli (1997), Zhang e Lu
(2004) e Lu e Zhang (2004)]. Esta abordagem para a resolugao de equagoes elipticas
estocasticas foi desenvolvida e generalizada recentemente por diversos pesquisado-
res [Babuska e Chatzipantelidis (2002), Matthies e Keese (2005)]. Em particular,
Xiu e Karniadakis [Xiu e Karniadakis (2002)] adotaram uma versao generalizada
da expansao de polinémios de Hermite incluindo outros polinomios ortogonais.

Uma outra técnica numérica alternativa recente é o método estocéastico de
colocagao [Babuska et al. (2007), Nobile et al. (2008)]. Nesta aproximagcao sao usa-
das as raizes dos polindmios de aproximacao de ordem maior como pontos onde sao
construidas as aproximagoes. Este método apresenta menor custo computacional
comparado com o do método Espectral de Galerkin.

Nos capitulos seguintes exploramos uma técnica de perturbacao. Mais pre-
cissamente a de expansao assintotica, para tentar esclarecer as diferencas adicionais
que possam surgir entre os modelos fracamente e totalmente acoplados na presenca

de heterogeneidades e incertezas.
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Capitulo 5

Método de expansao assintética aplicado
ao modelo poroelastico fracamente

acoplado

Com o objetivo de elucidarmos as hipdteses que sustentam os modelos fraca-
mente e completamente acoplados descritos anteriormente no caso de meios hetero-
géneos, neste capitulo fazemos uso da técnica de expansao assintética no sentido de
Zhang (1999), aplicando o método ao problema estocdstico resultante do modelo
fracamente acoplado. Tal método vem sendo amplamente utilizado para descrever
a hidrodinamica e transporte de solutos em meios porosos heterogéneos, particu-
larmente no estudo da macrodispersao de solutos onde a técnica é capaz de prover
relagoes de fechamento para a macrodispersividade do meio explorando sua re-
lagdo com as flutuagoes do campo de velocidades [Dagan (1989), Osness (1995),
Alvarado et al. (1998), Tartakovsky e Neuman (1998), Zhang (1999), Bonilla e
Cushman (2001), Cushman et al. (2002), Zhang (2002), Hu et al. (2002)]. Por ou-
tro lado, a aplicagao do método a meios porosos deformaveis ainda se encontra em
estado embrionario. Dada a forma deterministica do resultado obtido pelas técni-
cas de perturbacao, representada por meio de equagoes efetivas para os momentos,
este método pode ser explorado na melhor compreensao da disparidade entre os
dois modelos de acoplamento geomecanico (fracamente e totalmente acoplados) na

presenca de heterogeneidades.
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No contexto perturbativo, as variaveis aleatérias sao decompostas em mé-
dias e flutuacoes em torno da média e depois expandidas em séries de poténcias
em termos de um parametro que quantifica a variabilidade da formagao geolégica
(comumente tomado como o desvio padrao dos coeficientes de entrada do modelo).
Em seguida, as equagoes diferenciais nas diferentes ordens da escala hierarquica sao
obtidas coletando poténcias idénticas do parametro na expansao. O problema de
fechamento que surge naturalmente, consiste em estabelecer uma ordem da apro-
ximacao e truncar a série, desprezando os termos de mais alta ordem assumindo
que o parametro de perturbacao seja pequeno.

Salientamos que, diferentemente de Dagan (1989), Zhang e Winter (1999),
além de introduzir variabilidade na condutividade hidraulica, o presente trabalho
incorpora incerteza na compressibilidade da rocha tratando este parametro como
um campo aleatorio. Para facilitar a exposicao, revisitamos o problema estocéstico

do modelo fracamente acoplado nos campos de pressao e velocidade.

Problema 5.1 Dadas as estruturas estatisticas de Y = In K e R = In S, assumi-
dos campos aleatérios Gaussianos estacionarios, isotréopicos e independentes entre
si, encontrar os momentos estatisticos da pressao do poro p e velocidade de Darcy

q, satisfazendo

S@%—divq: 0,
ot em QxS tel0,T), (5.1)

q-= _Kvp7
sujeito as condigoes de fronteira

p=0, sobrel'y xS,

q-n=0, sobrely xS,

e condigao inicial

p=pp, em QxS8, t=0, (5.3)

onde pp é considerada uma funcao deterministica.
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5.1 Equacoes hierarquicas

Seguindo a metodologia proposta por Zhang (1999), escolhemos como pa-
rametros de perturbacao os desvios padrao dos campos aleatérios Y e R, de-
notados por oy e op respectivamente, ambos assumidos da mesma ordem de
magnitude. Sob esta hipotese definimos o parametro de perturbacao o como
0 = O(oy) = O(og). Ao adotarmos ¢ como parametro de perturbagao, o pro-
blema estocéstico tende para o deterministico a medida que oy e og tendem a zero.
Porém, ha que ressaltar que além de o, as estruturas de correlacao dos parametros
fisicos, o tamanho do dominio do escoamento em relagao a escala de correlacao e as
condigoes de fronteira podem também desempenhar um papel importante na acu-
racia das aproximagoes das solugoes [Zhang e Winter (1999), Bonilla e Cushman
(2001)].

A seguir desenvolvemos o conjunto de equagoes hierdrquicas. Para isto de-

compomos aditivamente os campos In K e In .S nas suas médias e flutuagoes

mK=my+Y, e InS=mz+R. (5.4)

Usando a definigdo de média geométrica em (5.4), os campos K e S podem ser

expandidos em torno de Kqg e Sg respectivamente, da forma

~

K:KG<1+37+};—!2+--'>, (5.5)
(S ~
S:SG(1+R+}2%—!2+~~). (5:6)

Em seguida, postulamos a expansao assintotica para a poro pressao e para a velo-

cidade
(5.7)
q=q9 +qP +q®+...,

p(+D)

onde p™ = O(c™), e o)

— 0, quando ¢ — 0. Substituindo as expansoes (5.5),
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(5.6) e (5.7), em (5.1) temos

~

R? 0
S<+R+2|+ )8t(p(o>+p<1>+p<2>+ ) +div (qO+ qV+ g2 4---) =0,

Y
q<0>+q<1>+q(2>+~-:—KG<1+Y+7+.~~>v(p<0>+p<1>+p<2>+,._)_

(5.8)

Agrupando os termos de mesma ordem e utilizando a hipétese de estacionaridade

de segunda ordem dos campos R e Y obtemos o seguinte sistema de equacgoes

hierarquicas:
o0
Se 2" 4 divg® = 0,
n =0, ot (5.9)
q(O) — —KGVP(O)
op) _opt
SG b —i—divq(l) = —SgR p y
n=1, ot ot (5.10)
qV = — Ko |[Yvp© 4+ vp ]
op2 - OpD R2 op©
Se L~ +divg® = —SgRE— — 5oL
n=2, ot ot 2 Ot (5.11)

1~ N
q? = —Kg [§Y2Vp(0) +Yvph + Vp@)].

Aplicando o mesmo procedimento para as ordens mais altas podemos escrever

recursivamente para n > 1,

p() n) n-1 Rn i ap
ot " _SGE; n—z)' ot

o (5.12)
a" = Ko (Vo +Z V).

Podemos notar que a equagao (5.9) possui a mesma forma da equacdo determi-

nistica no modelo (3.20), com as médias geométricas Kg e S desempenhando o
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papel de coeficientes efetivos. Além disto, pela a hipdtese de estacionaridade, o
lado esquerdo de (5.10)-(5.12) preserva a mesma estrutura do problema determi-
nistico, o que é conveniente do ponto de vista numérico. A medida que evoluimos
na escala hierdrquica aumenta a complexidade dos termos de fonte que surgem do
lado direito de cada equacao.

Podemos observar também que a velocidade em O(c”) (q'?) representa a
velocidade deterministica. Para n > 1, ™ nao admite mais uma relacdo linear
com Vp™ devido ao surgimento dos termos adicionais contendo produtos entre as
flutuagoes de Y e p.

Finalmente, expandindo as condigdes de contorno (5.2), obtemos

p™ =0, sobreI; xS,
n >0, (5.13)

N q™ -n=0, sobrely xS,
e da condigao inicial (5.3)

n =0, p(o):pD, em (), t=0, (5.14)
, p™ =0, em QxS8, t=0.

Podemos observar que apenas o sistema (5.9) (n = 0) herda o dado inicial determi-
nistico nao homogéneo. Para n > 1, as equagoes estao sujeitas a condigoes inicial e
de fronteira homogéneas. A diferenca entre a solucao trivial é advinda dos termos
de fonte dependentes das solugoes das equacoes nas ordens inferiores. Condigoes
de fronteira e inicial ndo deterministicas sao tratadas em Zhang (2002) e Bonilla e

Cushman (2000).

5.2 Equacoes efetivas

A partir dos conjuntos de equagoes hierarquicas construidos na se¢ao anterior,
derivamos a seguir as equagcoes efetivas que governam os dois primeiros momentos

dos campos de pressao p e velocidade q.
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5.2.1 Equacoes efetivas para as médias

Tomando a média no conjunto de equagoes (5.9)-(5.11) e nas condigoes de
fronteira (5.13) e inicial (5.14) (para n = 0,1,2), notando que E[Y] = E[R] = 0,
obtemos os seguintes sistemas:

( op©
S
<ot

q(O) _ _Kva(O)7

+ divqg® =0,

p©@ =0, sobre Ty, (5.15)

( (1)
SG% +div(g") =0,

(aV) = —KeV{p'V),

(qV) n=0, sobre I\,

(pVy =0, em Q, t=0,

\

C 9@ 0 2 5,0
Sa <gt >+div<q(2)>:_SG<R gt >_ G%R gt ’

~ 1
<q(2)> = —Kg [V<p(2)> + <YVp(1)> + §U%Vp(0)},
(p®») =0, sobreIY, (5.17)

(@) -n=0, sobreIs,

\ (pP)=0, em Q, t=0,

onde o simbolo <> := E-] denota a média estatistica. Na auséncia de termos de
fonte e com condigoes de contorno e inicial homogéneas o sistema (5.16) admite

a solucao trivial <p(1)> = 0, <q(1)> = 0. Portanto, as aproximagoes de segunda
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ordem para a média da pressao e da velocidade sao dadas por

(p)(x,t) = pO(x,1) + (pP)(x,1),

(5.18)
(a)(x, 1) = aV(x,1) + (a®)(x,1),
e as aproximagoes das flutuacoes de p e q na primeira ordem sao dadas por
ﬁ(X, t) = p(l)(x7 t);
(5.19)

a(x.t) = g (x,1).

Podemos notar que para obter as médias de {p, q} é necessario computar { p0, q(o)}
e em seguida {<p(2)>, <q(2)>}. O sistema (5.15) que governa o comportamento de
{p©,q?} ¢ de facil resolugao. Entretanto, o sistema (5.17) para {(p®), (¢®)}
contém termos de fonte envolvendo produtos das flutuacoes entre Y e p) e R e
pM| portanto, demanda antes o computo destes termos. Para este fim, introdu-
zimos as aproximacoes de segunda ordem para as covariancias cruzadas entre os

coeficientes e a pressao da forma:

Cyp(xiy,7) = (Y(x),p0V(y, 7)) Crlxsy. 7) = (Rx),pM(y, 7). (5.20)

e das covariancias cruzadas entre os coeficientes e a velocidade que representam o

fluxo associado a Cy, e Cg, respectivamente

Cyq(x;y,7) = (Y(x),q"(y,7)).  Crqlxy.7) = (R(x),qM(y, 7). (5.21)

Nosso objetivo aqui ¢ derivar as equagoes efetivas que governam {Cy,, Cyq} e
{Crp, CRrq}, as quais surgem como termos de fonte nas equagoes (5.17) acima.
Para este fim representamos as equagoes da pressao e da velocidade em (5.10) em

~ ~

termos de (y,7) € Q x (0,T] onde y # x € , as multiplicamos por X (x) (X =Y
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ou X = R) e tomamos a esperanga matematica para obtermos

op(y, )

or ’

o (X600 2T 4 (g (5.7 =~ (XG0

~

(5.22)
Das condigdes de fronteira (5.13) e inicial (5.14), segue que
<X<X) p(l)(yaT» =0, sobrelIYy,
(X(x)a"(y,7)) - n =0, sobreT,, (5.23)

<X(x) p(l)(y,7)> =0, em €, 7=0.

Lembrando que pela hipétese de campos independentes Cyr = Cry = 0. Logo
tomando X =Y em (5.22) obtemos as equagoes efetivas que governam a aproxi-
macao de segunda ordem das covariancias cruzadas Cy,(x;y,7) e Cyq4(x;y,7), da
forma

oC 'Y, )

9Cvy(x3y,7) + divy Cyq(x;y,7) =0,

or (5.24)
Cyq(x;y,7) = —KaVyCyp(x;y,7) — KoCy (x,y) VPO (y, 7).

Sa

Utilizando (5.23) e as condiges de contorno de (5.10) segue que as condigoes de

fronteira e inicial para (5.24) sdo dadas por :

(
Cyp(x5y,7) =0, Vy sobre I'y,

qu(x;y,T)-n:[—K(;VyCyp(x;y,T)—i—Cy(X; y)q(o)(y,T) -n=0, Vy sobre I'y,

Cyp(x;y,7) =0, Vy sobre 2, 7 =0.

De forma semelhante, tomando X =R obtemos a equacao que governa a aproxima-

¢ao de segunda ordem para as covariancias cruzadas Cry(X;y,7) ¢ Crq(X;y,7),
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da forma

op9(y,1)

OCRy(X;y, T :
M + KGdlvyCRq(X;y,T) = —SGTCR<X; y),

Sa or

(5.25)
CRq(X; Yy, T) = _KGvyCRp(X; Yy, T):

também suplementada por condigoes de contorno e inicial homogéneas.

Podemos notar que, devido a hipdétese de estacionaridade dos campos Y
e R, o lado esquerdo de (5.24) e (5.25) preserva a mesma forma parabdlica do
problema deterministico (5.15). Os termos de fonte que surgem no lado direito
destas equacoes dependem da solucao p(® e das covariancias cruzadas dos campos
aleatérios Y e R.

Retornando ao sistema (5.17), e utilizando as defini¢oes (5.20) e (5.21), po-

demos reescrever a equacao para as médias da pressao e velocidade em O(c?), da

forma
o(pP)(x,t) OCp,(x;%,1) a2 op¥
SGT + d1v<q(2)>(x, t) = _SG—pat - SagR ot
2
o
() (1) = ~Ka[V(p?)(x,1) + T, Oy, y.1) T,

(5.26)

Usando as condicdes de fronteira e iniciais dos problemas para p® e Cyp o sistema
acima é suplementado por condicoes de fronteira e inicial homogéneas.

De (5.18) e (5.26) escrevemos a média da velocidade como

(@)(x.t) = —Ka | V(p)(x.1) + %V@(O)Xx 1)+ VyCrp(xiy,1)

:,j . (5.27)

E importante salientar que a média da velocidade nao obedece mais uma relacao
linear com a média do gradiente da pressao. Em particular, a percolacao do fluido
nao obedece mais uma lei local, uma vez que efeitos nao locais sao herdados pelo

surgimento da componente da covariancia cruzada Cy, em (5.27).
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5.2.2 Equacoes efetivas para as autocovariancias

Para completar a derivacao das equacoes efetivas que governam os momentos
estatisticos da velocidade e pressao resta obtermos o modelo para as covariancias C,,
e Cq. Usando (5.19), temos a covariancia de segunda ordem de p e autocovariancia

cruzada de segunda ordem entre q e p dadas por

Co(x, b1y, 7) = <p(”(x, t),p(”(y, 7)),

Cap(x, 5y, 7) = (q'V( Ny, 7).

De forma andloga, para derivarmos as equacoes efetivas para as covariancias C, e
Cqp, representamos (5.10) em fungao de (x,t) € Q x (0,7] e multiplicamos esta

equacdo por pM(y,7), (y,7) € Q x (0,7T], x # y, para obter

IpW(x, t . O (x.t
%p(l)(% 7) + divgM(x, )pM(y, )= —S¢ R()Q%ZQ(D (v, 7)

o x, )pMy. 7) = —Ke |V () VP (e, )y, ) + VP e, ) (3. 7).

(5.28)

Sa

e das condigbes de fronteira (5.13) e inicial (5.14), segue

p(l) (X7 t)p(l) (ya 7-) - 0, sobre Fl,
qV(x,7)pM(y,7) - n =0, sobreTy, (5.29)

p(l)(x, O)p(l)(y,T) =0, em €, 7=0.

Tomando a esperanga matemadtica em (5.28) obtemos as equagoes efetivas para

Cp(x,t;y,7) e Cqp(x,t;y,7)

0C,(x,t;y, op© (x,t
p( a y T) P a( >CRp(X;y,7'),
t t (5.30)

Cypx,t;y,7) = —KaVxCy(x,t;y, 7) — KcCyp(x, y,T)Vp(O)(x, t)

SG + diVqup(X, ty, ’7') = —SG

suplementada por condigoes de fronteira e inicial homogéneas.

Da mesma forma que (5.26), para resolver o problema (5.30), necessitamos calcular
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as covariancias cruzadas Cy,, Cg, que surgem como termos de fonte.
Finalmente, de (5.19) a aproximacao de segunda ordem da covariancia da
velocidade q é dada por Cq(x,t;y,7) = <q(1)(x7 t),qM(y, T)> Logo, usando a lei

de Darcy em (5.10) e tomando a média temos que

Calx 1y, 7) = K3 |Vp (x, ) Vp (y, 7)Cy (x,¥) + Vp (x, )V Cr (3, 7)
+ vp(O) (Y7 T)VXCYP(Xa ta Y) + VX ’ Vpr(X, t’ Y T) ’

(5.31)

5.2.3 Sistema de equagoes efetivas

Coletando as equagoes (5.15), (5.24), (5.25), (5.26) e (5.30) das subsegoes
anteriores obtemos um sistema de equagcoes efetivas formulado da forma: Dados

os momentos {my,mg,Cy,Cgr} dos coeficientes Gaussianos Y e R, calcular os

pares de varidveis {p'”), @7}, {Cyy, Cyq}, {Crps Cra} {Cp: Cap}, {(p?), (a®)},
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satisfazendo

op®)
(x,t) + divg® (x,t) = 0,
ot (5.32)

q(O) (Xu t) = _KGVP(O) (X7 t)u

Sa

0C ;
S yp(X;y,7) + divyCyq(x;y,7) =0,

or (5.33)
Cyq(x;y,7) = —KaVyCyy(x;y,7) — KaVypO(y, 7)Cy (x;y),

Crp(x3y,7) | . op(y, )
SG or + 1Vy Rq(xa Yy, T) SG or CR(X7 Y)v (534)
t; O (x, ¢
5o 2.5 7) + divkCop(x, 5y, 7) = g bl )CRp(X;y,T),
ot ot (5.35)

qu(X, Yy, T) = _KGVxCp(Xa ta Yy, T) - Kvap(O) (X7 t)CYp(X; Yy, 7-)7

8<p(2)> OCpp(x,t; %)
ot ot

(a®)(x,t) = —Ka | V(p®)(x.8) + VyCrylxi . )

o2 0p 0 (x, )

2 ot
2

9Y 7,,0)
+5 Vp (x,t)].

Sa

(x,t) + div<q(2)>(x, t) = —S¢ — S

{CRQ(X; y,7) = —KeVyCry(x;y,7)

y=x

(5.36)

Na Tabela 5.1 as equacoes efetivas acima sao reapresentadas somente nos campos
potenciais {p©, Cy,, Cg,, Cp, (pP)}.

Ao contrario da técnica de truncamento Euleriano [Zhang (2002)], as equa-
¢oes (5.32)-(5.36) podem ser resolvidas seqiiencialmente. Inicialmente resolvemos
o problema deterministico (5.32) para p©@. Com p©® conhecido em seguida re-
solvemos (5.33) e (5.34) para achar as covariancias cruzadas entre as varidveis
dependentes e independentes, as quais sdo usadas finalmente como fonte em (5.35)
e (5.36) no computo de C, e <p(2)>, respectivamente.

Em algumas formagoes geoldgicas a variabilidade da compressibilidade é con-
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Problema py: Dados K¢ e Sg, achar p© tal que:

ap (x, 1)

S5,

— Kediv (VpO(x,1)) =0, em Q,t€[0,T]

com

pO(x,t) =0, sobre I},
q9(x,t)-n =0, sobre I,
pO(x,t) =py, em Q, t=0.

Problema Cy,: Dados K¢, S, p@ e Cy, achar Cy, satisfazendo:

aCYp (X; Yy, 7—)

56 or

— K(;divy (vyCyp(X; Yy, T)) = KG’diVy (CY(Xa Y)VP(O) (ya T))

com condigoes de contorno e inicial homogéneas

Problema CF,: Dados K¢, Sq, p© e Cg, achar Cry tal que:

aCRp(X; Yy, T)
or

op9(y, 1)

56 or

— Kgdivy (VyCry(xy, 7)) = =S¢ Cr(x;y)

com condigoe de contorno e inicial homogéneas

Problema C),: Dados K¢, Sg, p©), Crp e Cyyp, achar C, tal que:

0C,(x;y,7)

56 or

— Kedivy (VxCp(x, 3y, 7)) = Kadivy (Cyp(x,y, 7) VPO (x, 1))

op(y, ) ,
_SGTCRP(X’ Y)

com condigoes de contorno e inicial homogéneas

Problema p,: Dados K¢, Sg, p© , Cg, e Cy,, achar (p?) tal que:

o) : 2) i
SG—<X7 t) — Kqdiv (V<p( >) = Kgdivk (VyCYp(Xa Yy, T)) ‘x:y

ot
aCRp(X,t;X) _g (O-_%B n i) 8p(0)

—d ot 2 "2 ) ot

com condigoes de contorno e inicial homogéneas

Tabela 5.1: Sistema de equacgoes efetivas do modelo fracamente acoplado
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siderada pequena quando comparada com a da condutividade hidraulica de tal
forma que este parametro pode ser tratado como deterministico e consequente-
mente Cr = 0 e Cg, = 0. Neste caso, o sistema se reduz ao problema descrito em
[Zhang (2002)]: Dados os momentos {my, Cy } do log da condutividade hidraulica

calcular os pares {p¥), ¢}, {Cy,, Cyq}, {Cp, Cqp}, {(p®), (a?)}, satisfazendo

op©)
S=—(x,t) + divq®(x,t) = 0,
ot (5.37)

q(O) (Xa t) = _KGVp(O) (X7 t)a

9Cyyp(%;y,7)

S + divyCyq(x;y,7) =0,

or (5.38)
Cyq(x;y,7) = —KaVyCyy(x;y,7) — KaVyp O (y, 7)Cy (x;y),

ot (5.39)

qu<X7 Yy, 7—) = _KGVXC]J(XJ ta Yy, T) - Kvap(O) (X7 t)CYp(X; Yy, T)7

(2)
Sa<gt >(x, t)+ div<q(2)>(x, t) =0,

<q(2)>(x, t)=—Kg [V<p(2)>(x, t)+ VyCyp(x:y, 1)

oY <
+ 2 VpO(x, t)] :
y=x 2

(5.40)

5.3 Equacoes efetivas para o deslocamento

Uma vez computada a pressao e a velocidade, adotamos em seguida o mesmo
procedimento da técnica de expansao assintotica no problema de pds-processa-
mento (4.17)-(4.18), para derivar o sistema de equagoes efetivas que governam os
dois primeiros momentos estatisticos do deslocamento da matriz sélida e da tensao
efetiva. Para atingir este objetivo reapresentamos o problema de elasticidade linear

que governa os campos {u, o }.

Problema 5.2 Dada a estrutura estatistica de 7" = In F e os primeiros momentos
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estatisticos de p(x,t,w) solu¢do do Problema 5.1, achar os momentos estatisticos

dos campos aleatérios {u, o}, tal que

divo = Vp,
em xS, (5.41)

o = M\divul + 2p€(u),

sujeito as condigoes de contorno

on=h, sobre I'y xS,
(5.42)

u=0, sobre I'yxS,

Estabelecemos inicialmente, as relagoes entre os momentos estatisticos da compre-
ssibilidade S = exp(R) e o médulo de Young F = exp(T), as quais serao de
gram utilidade no seguite capitulo para a comparagao dos modelos fracamente e
totalmente acoplados.

De acordo com o exposto no Capitulo 4 temos 0% = 02 e C7 = —Cg. O mais
natural é tomar como parametro de perturbacao o desvio padrao o assumido da
mesma ordem de magnitude que oy, 0 = O(or). Usando as relagoes (4.5), (4.6) e

(4.10), as constantes de Lamé estocasticas admiten as representagoes

A=cE=ciexp(mp +T) = e Egexp(T) = Ag exp(T),
(5.43)

~

(=B = cyexp(mp +T) = coEqexp(T) = pg exp(T),

onde A\g, pug e Eg, sao as médias geométricas de A\, p e E, respectivamente.
Fazendo uso das decomposicoes (5.43), expandimos as constantes de Lamé

em torno de suas respectivas médias geométricas, da forma

A

. T?
png(l—i-T—i-?—i—---),
A:Ag<1+T—|—?+"->.

(5.44)
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Postulamos que os deslocamentos da matriz porosa u e a tensao efetiva podem ser

expandidos em série de poténcias de ¢ da forma

u:u(0)+u(1)+u(2)+...,

(5.45)
0_:0_(0)+0_(1)+0_(2)+”"
Substituindo as expansoes (5.5), (5.7), (5.44) e (5.45) em (5.41), obtemos
(
div (0.(0) +oW+o0@ .. ) = V(p(o) +pM 4+ p® 4 )7
R 712
lo ARERY, JONTY, (C e )\G<1 +T+ 5+ -~->div<u(0) +u® +u® 4 . .)I
712
i 0 1 2
| +2uc<1+T+7+---><8(u(>)+£(u<))+8(u<>)+--->.

1
onde €(u™) = 3 [Vu™ 4+ V(u™)T].
Seguindo o procedimento formal, agrupamos os termos de mesma ordem,

para obter o sistema hierarquico:

dive® = vpl?,
n=0: (5.46)

o9 = \odivu T + 24 E (),

dive™ = vp,
n=1: (5.47)

oW = \odivuT 4 2pE W) + Ta©,

(

dive® = vp?,

n=2: @ — \divu®T + 26E(u®) (5.48)

R K
+ T [Aediva® T + 2u6E(uV)] + 70'(‘)),
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Aplicando o mesmo procedimento para as ordems mais altas podemos escrever

recursivamente o modelo para n > 1, da forma

dive™ = vp™,
0 e (5.49)

o =adivu™I+2ucE ™)+ ol Nediva™ D T+2p6E (™ )] .
i=1 )

Podemos observar que o tensor (®) em (5.46) é dado constitutivamente pelo mo-
delo deterministico linear. Da mesma forma que na lei de Darcy, para n > 1,
a relagio entre ™ e £(u™) torna-se nao linear devido aos termos adicionais
contendo produtos entre flutuagoes de T' e das tensoes nas ordems anteriores.

Finalmente, a partir de (5.42) derivamos as respectivas condigoes de contorno

hierarquicas
n=0: o®n=h, sobre I},
n>1: o™n= 0, sobre Iy xS, (5.50)
n>0: u™ = 0, sobre Iy xS.

5.3.1 Equacoes efetivas para as médias

Para obtermos as equacoes efetivas para as médias das varidveis u e o to-

mamos a esperanga matematica no conjunto de equagoes (5.46)-(5.47) em desloca-
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mento e tensdo efetiva bem como nas condigbes de contorno (5.50), para obter:

n=20:
n=1
n=2

(
dive® = vp®,

0 = \adivu I + 2p6E (u?),

(5.51)
oc®n=h, sobre T},
\ u® =0, sobre Ty,
p
div<0'(1)> — V<p(1)> =0,
(o) = Agdiv(uD) T+ 246 ((u)), (5.52)
(cM)n =0, sobre Iy,
{ <u(1)> =0, sobre Iy,
(
div(a®) = v{p?),
(0@) = Aadiv(u)I + 2ucE((u?))+
r 2 5.53
<T[)\Gdivu(1)1 + 2M05(u(1))}> N 0'2_T g0 35

<a'(2)>n:0, sobre Iy,

\ <u(2)>:0, sobre Iy,

Da mesma forma que na hidrodinamica, na auséncia de termos de fonte e condig¢oes

de contorno homogéneas, o sistema (5.52) admite solugdo trivial <u(1)> =0e

<0'(1)> = 0. Portanto, as aproximacoes de segunda ordem para as médias de

{u, 0} dadas por

u)(x =u%(x u@)(x
(u)(x,1) (x,) + (u®)(x, 1), (5.54)

(o)(x,t) =00(x,t)+{c?)(x,t),

e suas respectivas flutuaces de primeira ordem sio dadas por uV)(x,t) e ™ (x, t).
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Podemos notar também que para computar as médias de u e o é necessa-
rio calcular primeiramente {u®, o©} e em seguida {<u(2)>, <0'(2)>} no sistema
(5.53), o qual contém termos de fonte envolvendo produtos entre flutuagoes de T
e u. Para derivar as equagoes efetivas que governam estes momentos definimos as

covariancias cruzadas entre os campos {7, u} e {T, o}, da forma

Cru(xy, ) =(T(x),u(y, 7)), Crolxiy,7)=(T(x),0V(y,7)). (555)

A seguir, derivamos as equagoes efetivas que governam as aproximagcoes de segunda
ordem das covariancias cruzadas {Cry, Cro}. Para este fim avaliamos o sistema
de equagodes estocésticas (5.47), no par (y,7) € Q x T. Em seguida, multiplicamos

por T(x), x £y € (Q, para obtermos

T(x)divye M (y, ) = T(x)Vyp(y, ),
T(x)oM(y,7) = AT (x)divyu® (v, 7)I + 2ucT(x)Ey(uM (v, 7)) (5.56)

A

+T(x)T(y)o ) (y, 7).

Da mesma forma tomando n = 1 nas condigoes de contorno (5.50), temos

T(x)eW(y,7)n =0, sobre T\,
(5.57)

T(x)u(y,7) =0, sobre T.

Definindo
1
Ey (Cru)(x5y,1)] = 5 [VyCTU(XS y,t)+ vyc:ﬁu(x? Y7tﬂ ) (5.58)

tomando a esperanga matematica das equagoes (5.56) e (5.57) e lembrando a rela-

cao Cpp, = —Cpgyp, obtemos o sistema de equagoes efetivas que governa as varidveis
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{Cru, Crs} da forma

(
diVyCTo-<X; Yy, T) = _vyCRp(X; Yy, T)a

Cro(x;y,7) = AadivyCra(x; ¥, T)I + 216Ey (Cru(x:y, 7)) (5.59)

+CT (Xa y)a-(O) (X; Yy, T)a

suplementada por condicoes de contorno homogéneas.
Da mesma forma, devido a hipétese de estacionaridade do campo T', o lado es-
querdo do sistema (5.59) exibe a mesma forma do problema deterministico com a
covariancia Cr influenciando a lei de Hooke associada a Cr.

Retornando agora ao problema (5.53) para {u®, o®}, usando (5.55) e

(5.58) segue que

(

div(o@)(x,t) = V(p®?)

(D) (x,1) = Acdiva(u®)(x, t)I+2uG£x(<u(2)>)—|—%U(O)(X, H o (560

+ [AadiveCra(x;y, DT + 2416Ex(Cru(x:, 1)
y=x

Logo, usando o resultado acima em (5.54), podemos escrever a média da tensao

efetiva da forma

(0)(x,t) = Aadive () (x, )]+ 2ucEx({(u))(x, t) + %%0'(0) (x,1)

+ [Aadivchu(x; V. + 206E (Cra(x; y, t))] . (5.61)

y=x

Salientamos que a média da tensao efetiva nao é mais regida por uma lei constitu-
tiva linear e exibe propriedades nao locais. A nao localidade de <0‘> ¢ advinda do

termo envolvendo a covariancia cruzada Cry,.

5.3.2 Equacoes efetivas para as autocovariancias

Para fecharmos o sistema de equagoes efetivas do problema de pds-proce-

ssamento resta obtermos equagoes deterministicas para as covariancias de {u, o }.
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Sejam {u;},7 = 1,2,3 componentes de u em uma base ortonormal. Escrevendo a
flutuacdo de u da forma u® = (ugl), ug ), ugl)), no caso tridimensional a matriz de

covariancias cruzadas de u admite a definicao
Culx,5;Y,7) = |Cuy (%, 155, 7)| (5.62)

OndeZ]—ngeCqutY7 <u ly’ )>

Definimos também a covariancia cruzada entre o e u

CG’U(XJ ta y, T) - <U(1)(X7 t)u(l)(Y7 7—)>

A obtencao das equagoes efetivas que governam as componentes da matriz C,
é feita coluna por coluna da seguinte forma: Denotando z(!) = ugl), a primeira
componente de ul"), escrevemos (5.47) em termos do par (x,t), para em seguida

multiplicarmos por 2! (y,7) com x # y. Apés tomarmos a média, obtemos

(

(divxa M (x, )2V (y, 7)) = (VapM (x, )20 (y, 7))
<a'(1) (x,t)2W(y, T)> = <Agdivxu(1) (x, 1)z (y, HI+2ucEx(uM(x, 1)) 2V(y, T)>

- <T(X)a(0) (x,t)2zM(y, T)> )

(5.63)
Analogamente, tomando n = 1 nas condicoes de contorno temos que
2N (x,t)(y, 7)oeMn) =0, sobreTy,
(210 x.t)y. 7)) 1 6
(u(x,t)zW(y, 7)) =0, sobre I'y.
Introduzindo as definicoes
1
Ex(Cuc)(x, 15y, 7) = 5 [VyCuz(X, t;y. 7) + VxCo.(x, 11y, T)] , (5.65)
Cpe(x, 1y, 7) = (P Y (. 7)) (5.66)
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em (5.63) obtemos o sistema de equagoes efetivas que governa a covariancia cruzada
C.. correspondente a primeira coluna da matriz C, e a covariancia cruzada C,.,

da forma

.

diviCo(x, 1y, 7) = VxCp.(x, 1y, 7),
Co.(x,t;y,7) = AadiviCoz (%, 13y, T)I 4+ 206 Ex (Cuz (%, 1y, 7)) (5.67)

+CTZ <X7 Yy, T)O-(O) (X7 Yy, T)7

sujeito as condi¢oes de contorno homogéneas.

De forma andloga, as equagoes efetivas que governam as covariancias cruzadas
da segunda e terceira colunas da matriz C, sao obtidas tomando 20 = yy e
2(1) = y3, respectivamente e adotando o mesmo procedimento.
As equacoes efetivas obtidas para cada coluna da matriz C, também preservam
no lado esquerdo a mesma estrutura do sistema deterministico. Entretanto a lei
de Hooke em (5.67) é afetada pelas covariancias cruzadas Cp,. Observamos que o
termo de fonte que envolve flutuagoes entre p e u necessita ser calculado antes. Para
este fim avaliamos o sistema de equagdes estocasticas (5.47), no par (y,7) € QxT.

Em seguida, multiplicamos por p™M(x,t), (x,t) € €, para obter

(

pW(x, t)divyoW(y, 1) = pM (x,t)Vyp D (y, 1),
PO (x,)oW(y,7) = AepW (x, t)divyu (y, 7)I + 2ucpM (x, ) Ey (0 (y, 7))

+p(x, )T (y)aO(y, 1),

(5.68)
com condi¢oes de contorno (5.50),
T(x)o® , /)M =0, sobre I’y
A( ) (v, 7) 1 (5.69)
T(x)uM(y,7) =0, sobre T\.
Definindo
1
gy [(CPU)(Xv t; Yy, T)] - 5 [V}’CPU(X7 t; Yy, T) + vycgu(xa t; Yy, 7—)] ) (570)
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tomando a esperanca matematica das equagoes (5.68) e (5.69) obtemos o sistema

de equagoes efetivas que governa as variaveis {C,,, Cpo} da forma

(

diVprU(X; Yy, 7') = _vpr(X; Yy, T)a

Cop(x.t;y,7) = Agdivy Cyup(X, 6y, T)I 4+ 2ucEy (Cup(X, t;y, 7)) (5.711)

+CTP(X7 Y)U(O) <y7 T)a

suplementado com condic¢oes de contorno homogéneas.
Finalmente, definimos a covariancia de segunda ordem do tensor de tensoes
efetivas o como

Co(x,tiy,7)= (oW (x,1),0V(y, 7)),

e tomando o quadrado na lei de Hooke (5.52) e a média, obtemos

Colx,t:y,7) = 43 [ Crlx, ) Ex(u®)E, (0) + Ex(u®)E, (Cr) -

+E,(u)Ex(Cru) + (Ex(u)E, (u)) .

A seguir coletamos as equagoes efetivas elasticas lineares resultantes. De
uma maneira geral podemos formular o pés-processamento para {u, o} da forma:
Dados os momentos do coeficiente Gaussiano {my, Cr} e da pressao { P Cryp, Cp,
(p®)} achar os pares {uQg®} {Cry,Cro}, {Cu:, Civ} e {(u@), (@)},

(z = ;i = 1,2,3), satisfazendo o sistema,

dive® = vp©,

(5.73)
o = \adivu @I + 2ucE(u?),
divCre(x;y,7) = —VyCry(x;y, 7),
Cro(x;y,7) = Acdivy Cru(x;y, )1 + 206Ey (Cru(x;y, 7)) (5.74)

+Cr(x,y)o O (x;y, 7),
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¢

divCps(x,t;y,7) = =V, Co(x, 8y, 7),
Coo(x,t;y,7) = Aadivy Cpu(x, 1y, T)I + 206E (Cpu(x, £y, 7)) (5.75)

_CpR(Xa Y)O.(O) (X7 Y, T)7

p

divCe,(x,t,y,7) = VyCpo(x, Yy, 7),
Co.(x, 1y, 7) = AadivyCu. (%, ;y, T)I + 20GEy (Cua (x, 1y, 7)) (5.76)

+Cr.(x,y)oO (x;y, 7),

[ div(o®) (x, 1) = V(u®)

(@) (x.8) = Aadiva(p®) e, )1 + 2ucEn((u®)) + DoOxt) (.77

+ [/\GdivxCTu(:x; VO + 206Ex(Cra(x: y, 1))

y=x

Eliminando as varidveis que envolvem os momentos da tensao efetiva (o),
na Tabela 5.2, sao reapresentadas as equacoes efetivas acima somente nos campos
{u®, Cry, Cuz, ()}, (2 =w4,i = 1,2,3),

Embora a técnica de derivagao das equacoes efetivas sofra severas restrigoes
oriundas do truncamento necessario para o problema de fechamento, o qual res-
tringe a sua validade para geologias caracterizadas por ¢ << 1, ela pode ser de
grande utilidade na andlise de comparacao entre os modelos fracamente acoplados
de poroelasticidade. Sob esta tica o sistema de equagdes efetivas (5.32)-(5.36)
serd usado posteriormente para comparacao com o sistema de equacoes efetivas do
modelo de poroelasticidade de Biot no Capitulo 6. Ao elucidarmos as hipdteses
envolvidas para sua reproducao a partir do modelo poroelastico completamente
acoplado estaremos aptos a compreender o papel que a heterogeneidade desempe-

nha sobre a proximidade entre os dois modelos.

64



©) achar u® tal que:

Problema uy: Dados A\g, ug e p
peAu® + (\g + pe)Vdivu® = vpl©),

sujeito as condigoes de contorno
on® =h, sobre I, u® =0, sobre TI.

Problema Cr,: Dados \g, pa, Cr, u® e Crp achar Cpy, tal que:

A6 VydivyCra(x1y, 7) + 2pcdivy €y (Cru(x;y, 7)) = —VyCry(x;y, 7)
+ diVy{CT(X, y) [Agdivu(o)l + 2MG8(U(O))] }7

com condigoes de contorno homogéneas.

Problema C,,: Dados g, iia, Cpr, Cp € ul®, achar Cpu tal que:

AaVydivyCpu (%Y, 7) 4 2p6divy €y (Cpu(x;y, 7)) = VyCp(x3y, 7)
+ diVy{CpR(X7 y) [Agdivu(o)l + 2#6'5(11(0))] }’

com condigoes de contorno homogéneas

Problema Cy: Dados Ag, ug, u®, Cpry e Cpu achar Cyy, w = uy, ug, us,
tal que:

Ao VxdiviCuw (X, 1y, 7) + 2ucdiveEx(Cuw (X, £y, 7)) = VxCpu(x, t;y, 7)
— diVx{CTw<X, y,T) [)\Gdivu(o)I + ZMGS(U(O))] },

com condigoes de contorno homogéneas

Problema u,: Dados Ag, pg, Cry e u®, achar (u®) tal que:

A Vdiv(u®) (x, ) + pedivEx((u®)) = V(p®)—
[divx </\(;diVyCTuI+2,u(;8x(CTu(x; Y, t)))]

y=x

2
- %div [Agdivu(o)l—l—ngé'(u(o))] :

com condigoes de contorno homogéneas

Tabela 5.2: Sistema de equagoes efetivas do pos-processamento baseado em elasti-
cidade linear
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Capitulo 6

Método de expansao assintética aplicado

ao modelo totalmente acoplado

Neste capitulo, deduzimos as equacgoes efetivas do modelo completamente
acoplado de poroelasticidade linear considerando a condutividade hidraulica e cons-
tantes de Lamé como campos aleatérios. Seguindo a mesma metodologia apre-
sentada no Capitulo 5, aplicamos o método de expansao assintética ao modelo
estocastico totalmente acoplado. Primeiramente, derivamos o sistema de equa-
¢oes hierdrquicas e em seguida as equacoes efetivas até segunda ordem. Uma vez
deduzidas as equacoes efetivas para o modelo totalmente acoplado elucidamos as
hipoteses necessarias para a reproducao das equagoes efetivas do modelo fraca-
mente acoplado obtidas no capitulo anterior.

O modelo estocastico poroelastico completamente acoplado é dado por:

Problema 6.1 Dadas as estruturas estatisticas dos coeficientes T' =1InE eY =
In K, assumidos campos aleatorios estaciondrios de sequnda ordem, isotropicos e
independentes entre si, e os valores deterministicos do coeficiente de Poisson e do
vetor tracao prescrito h, achar os momentos estatisticos dos campos aleatorios:

deslocamento u, pressao do poro p, tensao efetiva @ e velocidade de Darcy q,
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satisfazendo

dive — Vp =0,

diva—u + div(q) = 0,
ot emQ xS, tel0,T] (6.1)
q=—KVp,

o = Mr&(u)l + 2u€(u),
Vs

sujeito as condicoes de fronteira

p=0, on=h, sobre I'i xS, (6.2)

u=0, q-n=0, sobre I'y xS, (6.3)
e condi¢ao inicial de incompressibilidade

divu=0 em QxS§, t=0. (6.4)

6.1 Equacoes hierarquicas

De forma analéga ao capitulo anterior, tomamos como os parametros de per-
turbacao os desvios padrao oy e or. Como ambos sao assumidos da mesma ordem
de magnitude definimos 0 = O(oy) = O(or). Postulamos que os deslocamentos
da matriz porosa u, a poro pressao p, a velocidade de Darcy q e a tensao efetiva

o podem ser expandidos em série de poténcias de o da forma

(
u:u(0)+u(1)+u(2)+...,

p=pO 44 p@ 4
(6.5)

lo=00+0W+eo®+ |

com {u® a® p© qO1 determiisticos e {u™, o™ p™ q™}(n > 1), solugdes

estocdsticas em O(c").
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Substituindo as expansoes (5.5), (5.44) e (6.5) nas equagoes (6.1), obtemos

dw( ) oW L g® )—V(p(0)+p(1)—|—p(2)+"'>:0,

0
div_<u<o> Ta® @ g ) +le< )+ qV 4 q®4.) =0,

ot
Y2
q(°>+q(1>+q<2>+...:—KG<1+Y+7+---)V(p(°)+p(”+p(2)+...),
. T2
a<0)+0(1)+a(2>+...:)\G<1+T+7+ )dw( © —|—u()—|—u(2)+...>l

A

2

+2MG<1+T+T7+---><5(U(O))+8(u(1))+8(u(2))+--->.

1
onde £(u) = 5 [Vu™ + V(u™)T].
Seguindo o procedimento formal, agrupamos os termos de mesma ordem,
para obter o sistema hierarquico:

n =20,

(

dive® — vpl® = 0,

ou®

di
1v ot

+divg® =0

(6.6)
q(O) _ _Kva(O)7

o = \odivu @I + 2E (),

\

;

dive™ — vp) =0,

ou®

di
1v ot

+ divq® =0,

(6.7)
q( )= —Kg [YVp + Vp(l)(x t)],

oW = \odivuVI 4 24 E (W) + To©

\
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n =2,

;

diver® — vp? =0,
ou®

ot X

q® = K, [ﬁyzva) Ly vp + vp(m] 7

div + divq® =0,

(6.8)

A

o T?
o? = M\adivu®T+2ucE(u?) +T [Aadivu T+ 2ucE (V)] + 70@

\

Aplicando o mesmo procedimento para as ordens mais altas podemos escrever

recursivamente o modelo poroelédstico hierarquico para n > 1, da forma

(

dive™ — vp =0,

ou™
div gt + divg™ = 0,
YR (6.9)
) — _[ (v (n) vy z))

i

o™ = )\Gdivu(")1+2ug8(u(”))+z ol

\ i=1

[Aedivu™ T+2p6E ()] .

Da mesma forma que no Capitulo anterior, na obtencao das equagoes hierarquicas
(6.6)-(6.9) usamos a hipé6tese de estacionaridade de segunda ordem dos campos T’
e Y. Tal hipétese implica que o lado esquerdo das equagoes poroelédsticas preserva
a mesma forma do caso deterministico com as médias geométricas Ag, ug, e Kg
desempenhando o papel de constantes efetivas. Por outro lado, a direita das equa-
¢oes surgem termos de fonte adicionais contendo produtos entre as flutuacoes de
T,uepeY,uenp. E importante salientar que as formas lineares das leis de Darcy
e Hooke nao sao preservadas nas ordens mais altas da expansao.

Finalmente, a partir de (6.2) e (6.3) derivamos as respectivas condigoes de

contorno hierarquicas:

n=0, p» =0 oc@n=h,
sobre I'y x 8,

n>1, p™ =0, o™n=0, (6.10)

n >0, u™” =0, q™.-n=0, sobre TIyxS,



e de (6.4) as condigoes iniciais
n>0 divu” =0, em QxS8, t=0. (6.11)

Da mesma forma que no caso fracamente acoplado, no caso de h deterministica, as

condigbes de contorno para os problemas estocésticos (n > 1) sdo homogéneas.

6.2 Equacoes efetivas

A seguir, adotando a mesma metodologia do capitulo anterior, derivamos o
sistema de equagoes efetivas que governa os dois primeiros momentos estatisticos
das variaveis poroelasticas. Os calculos sao feitos simultaneamente para os quatro

campos {u, p, O, e q}.

6.2.1 Equacoes efetivas para as médias

Para obtermos as equagoes efetivas para as médias das varidaveis poroelasticas
tomamos a esperanc¢a matematica no conjunto de equagoes (6.6)-(6.9) em desloca-
mento, pressao, velocidade e tensao efetiva bem como nas condigoes de contorno
(6.10) e inicial (6.11). Lembrando que <1>> = <T> = 0, obtemos:

Para n =0,

diver® — vp® =0,

ou©®
divZE— 4+ divq® = 0,

q® = —KoVp©,
o© = \odivu©@TI + 2 E(u©), (6.12)
p(o) =0, ocOn = h, sobre I,

u® =0, q©®.-n=0, sobre I,
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n=1,

[ div(e®) - V(M) =0,
a<u(1)>
ot
(qV) = —KaV(pm),

(M) = Agdiv(u)T + 246 ((uD)), (6.13)

div + div(q) =0,

(p) =0, (eW)n=0, sobre Iy,
(uP) =0, (qV) -n=0, sobre Ty,

div(u®) =0, em Q, t=0.

n=2,

( div(e®) — V(p@) =0,
div 3<g )
(@?) = —~KaV{(p?) — Ka(YVp) + _q( )

() = gdiv(u®) T+ 2u6E (u®Y) + <T()\Gd1vu T+ 2u6E (1 ))>+70<0>,

+ d1V<q 2)> =0,

(p?P) =0, (e@)n=0, sobre Iy,
(u?) =0, (q?)-n=0, sobre Ty,

iviu®@)\ = _
\ d1v<u >—0, em € t=0.

(6.14)

Na auséncia de termos de fonte e com condic¢oes de contorno e inicial homogéneas, o
sistema (6.13) admite solugao trivial (p) =0, (uV) = (qP) =0e (W) = 0.

Portanto, as aproximagoes de segunda ordem para as médias de {u, p, q, O} sdo

dadas por
(u)(x,t) = u®(x,t) + (u?@)(x, 1),
X X @) (x
(p)(x,t) = pV(x,) + (p?)(x,1), (6.15)
<q>(x O(x,t) + (q?)(x,1),
(o) (x, U(O)(x t)+ (o) (x,1),

e suas respectivas flutuacoes sao: uM(x,t), pM(x,t), qV(x,t) e oM (x,1).
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Podemos observar que as leis de Darcy e Hooke nao preservam a mesma
forma do caso homogéneo, contendo termos de fonte que dependem das covarian-
cias cruzadas entre as variaveis dependentes e independentes, os quais devem ser
computados antes da sua resolucao. Para derivar as equacgoes efetivas que gover-
nam estes momentos, definimos as covariancias cruzadas entre os coeficientes e as

variaveis poroeldsticas, da forma

~

Cxu(xy,7)= <X(x), u(y, ’7')> ., Cxoxy,7)= <X(X), oWy, T)> , (6.16)

A~

Cxp(x;y,7) = <X(x),p(1)(y,7')> , Cxq(x3y,7) = <X(x),q(1)(y,7')>. (6.17)

onde X =Y ouX="T.

6.2.2 Equacgoes efetivas para as covariancias cruzadas

A seguir, derivamos as equagoes efetivas que governam as aproximagcoes de
segunda ordem para as covariancias cruzadas {Cxy, Cxe, Cxp, Crq}. Para este

fim, avaliamos o sistema de equagoes estocasticas do sistema (6.7), no par (y,7) €

Sy
I
~»
@)
(wrl
Sy
I
'~<

Q x T. Em seguida, multiplicamos por X(x), x #y € (2, sendo

Apdés tomarmos a esperanca matematica obtemos

< x)divy o) > < (x)VypW(y, )> 0,

(%00 ivya““ 2T 4 (K 0divya®(y,7)) =0

(X(x)a >— K (X () Vyp®(y, ) + (X ()Y () Vya® (v, 7))
(X, T>> (A6X () divgn) (y, 7T + 216X ()€, (VD (y, 7))

~

+(XTy)e Oy, 7).

(6.18)
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adotando o mesmo procedimento nas condigdes de contorno (6.10) e inicial (6.11),

tomando n =1

<X(x)u(1)(y,7)> =0, <X(X)q(1)(y’7) .n> — 0, sobre Iy,  (6.19)

Definindo
1
Ey [(Cxu)(xy,1)] = 5 [VyCxu(x;y,t) + VyCxy (x5, 1)] , (6.20)

tomando X =Y, em (6.18) e (6.19) e usando a hipStese de independéncia entre os
campos Y e T (Cyr = 0) derivamos o sistema de equagoes efetivas que governan

as covariancias cruzadas {Cyy, Cyy, Cyq, Cye}, da forma

.

diVyCYU(X; Yy, T) - vyCYp(X; Yy, T) - 07

Cyu(x;y, :
OCvu(x;y, ) + divy, Cyy(x;y,7) =0,
or (6.21)

Cyy(x:y,7) = —KcVyCyy(x:y,7) + Cy(x,y)dQ (x;y, 7),

divy

L CYa'(X; Yy, 7-) = )\GdiVyCYu(X; Yy, T)I =+ 2:uGgy(CYu(X; Yy, 7-))
com as condicoes de contorno e inicial dadas por
Cyp(x;y,7) =0, Cyo(x;y,7)n =0, sobre I'q,

Cyu(x;y,7) =0, Cyq(x;y,7) -n =0, sobre Ty, (6.22)

divCyy(x;y,7) =0, em €, 7=0.

Resta agora derivar as equagoes efetivas para as covariancias cruzadas {Cry, Cryp,
Creo, Crq}. Tomando X = T em (6.18) e (6.19) e usando a hipétese de indepen-

déncia entre os campos Y e T (Cry = 0) o sistema de equagbes que governa as
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variaveis {Cry, Crp, Cro, Crq} € dado da forma

divyCre(x;y,7) — VyCrp(x;y,7) = 0,

ac u 7 9 .
divyw + divyCry(x;y,7) = 0.
Cry(x;y,7) = —KaVyCry(x;y, 7), (6.23)

Cro(x;y,7) = Aadivy Cru(x;y, ) + 206Ey (Cru(x; y, 7))

_'_CT(X? y)O'(O) (Xa Yy, T)a
com condigoes de contorno e inicial dadas por

Crp(x5y,7) =0, Cro(x;y,7)n =0, sobre IV,
Cru(xy,7) =0, Crq(x;y,7) -n=0, sobre Iy, (6.24)

divCryu(x;y,7) =0, emQ 7=0.

Da mesma forma que no problema fracamente acoplado, devido a hipdtese de esta-
cionaridade dos campos Y e T, o lado esquerdo dos sistemas (6.21) e (6.23) exibe
a mesma forma do problema deterministico. Devido a hipotese de independéncia
entre os campos Y e T as covariancias Cy e Cp influenciam somente as leis de
Darcy e de Hooke, respectivamente. Os termos de fonte adicionais que surgem sao
dados pelo produto entre a solucao do problema deterministico e a covariancia de
YouT.

Estabelecidos os sistemas de equacoes deterministicas para as covariancias
cruzadas, retornamos agora ao problema para {u®, o® p® q®1. Os termos
de segunda ordem das médias da velocidade e da tensao efetiva do sistema (6.14),

podem ser reescritos da forma

(@®)(x,1) == KoV (p®)(x,t) = Ka|VyCrylx;y,1)| 4“—2’2”q<0>(x, 1), (6.25)

y=x

2
(@) (x,1) = Aadive (U ) (x, ) + 2ucEx((u?)) + %U(O) (x,1)

+ [AadivxCTu(X; Y. I+ 2u6E«(Cru(x;y, t))} : (6.26)

y=x
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Salientamos que as médias da velocidade e da tensao efetiva nao sao regidas por
leis constitutivas lineares e exibem propriedades nao locais. As nao localidades de
<q> e <0'> sao ditadas pelos termos de covariancia cruzada Cy, e Cry, respecti-

vamente.

6.2.3 Equacoes efetivas para as autocovariancias

Para fecharmos o sistema de equacoes efetivas poroeldsticas resta obtermos
equagoes deterministicas para as autocovariancias de {u, p, o, e q}.
Definimos Cﬁfp como a matriz de covariancias cruzadas de segunda ordem entre o
deslocamento e a pressao.

Cll X7t7y77— Cu X7t7Y77—
CcM = ( ) Coul ) : (6.27)

Cpu(xat;va) Cp(xvt;Y7T)
onde C,, ¢ a matriz de covariancias entre as componentes de u, Cy, o vetor de
covariancias entre as componentes de u e p, C,, o vetor de covariancias entre p e
as componentes de u, e C, a covariancia de p. Quando d = 3, a matriz é escrita

da seguinte forma

Cui(%,8y,7)  Copuwe(X, 1y, 7) Cupus (X, 5y, 7) Cupp(x, 1y, 7)
Cu2u1(xvt;y77—) Cuz(xat;y77—) Cuzug(xat;y>7—) Cqu(Xat;yaT)

Cuzus (X, 1Y, 7) Cugua(X, 85y, 7)) Cuy(x, 15y, 7)  Cupp(x,t;y,7)

Cou (X, 13y, 7)) Cpup(x,t3y,7)  Cpu(x,ty,7)  Cp(x,t;y,7)

A obtencao das equacoes efetivas que governam as componentes da matriz
C{‘é também ¢é feita coluna por coluna: Denotando z(1) = ugl), a primeira compo-

nente de u'!); escrevemos (6.7) em termos do par (x,t), para em seguida multipli-
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carmos por 2 (y, 7) com x # y. Apés tomamos a média temos

[ (divao®(x,1)20(y, 7)) — (VopD (x,8)20(y, 7)) = 0,
divxwz@(y, 7))~ (v 0= (5,) = 0.
(@120 (v, 7)) = =Ko (VapD (36, 7)2 0y, 1)+ (¥ (x)a ¥ (x. )20 (3. 7))
(oM (x, 7)) = Oadiveu® (x, 1) 20 (y, 7)I+2p6Ex (1 (x, 1)) 2D (y, 7))
\ + <T(x)0'( (x,0)20(y, 7))
(6.28)

Analogamente para as condig¢oes de contorno (6.10) e inicial (6.11) segue que

<p(1)(x,t)z(1)(y,7')> =0 <z(1)(x, t)(y,T)O'(l)n> =0, sobrel
<u(1)(x, )2 (y, 7')> =0 <q(1)z(1) (x,t)(y, T)> ‘n =0, sobrel’y (6.29)

(divuM(x, )z (y,7)) =0, emQ, ¢t =0.

Da mesma forma que na subsecao anterior, introduzimos as seguintes defini¢oes

Ca:(x, 1y, 7) = (qV(x, 1)z (1)(y77)>, (6.30)
CO'Z X t7ya - <U Y7 )>7 (631)
gx(cuz)(xa Ly, T) = 5 [vycuz(X> Ly, T) + VXCEZ (X, Ly, T) ) (632)

Logo, de (6.28) e (6.29) obtemos o sistema de equagoes efetivas que governam as
covariancias cruzadas C,,, e C,, correspondentes a primeira coluna da matriz C%} e

as covariancias cruzadas Cq. e Cs, da velocidade e tensao efetiva, respectivamente

diVxCa-z<X7 t,y, T) - Vxsz (X7 Ly, T) = O?

0Cu.(x,t;y,7)
ot

Cq:(x,t;y,7) = —KaVyCpa(x, 15y, 7) + Cy.(x, £y, 7)) (x, 1), (6.33)

divy + divxCqu(x, t;y,7) = 0,

Co:(x,t;y,7) = A\gdivyCyz (%, t;y, T)I + 2ucEy (Cus(x, 5y, 7))

+CTZ (Xa Yy, 7_)0-(0) (X; Yy, 7-)7
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sujeito as condigoes de contorno e inicial

CPZ(X7t;Y7T> = O? Co’z(Xat;Y7T)n =0 sobre Fl;
CUZ (X’ t’ Yy, T) - Oa qu (X, t, Yy, 7—) N = O, SObI'e FQ, (634)
divC,,(x,0;y,7) = 0, em .

De forma anéloga, as equagoes efetivas que governam as covariancias cruzadas da
segunda e terceira colunas da matriz C%D sdo obtidas tomando 2" = uy e 20V = us,
respectivamente e adotando o mesmo procedimento. A obtencao das equagoes
efetivas das covariancias cruzadas C,, e autocovariancia C,, referente a quarta
coluna, também segue procedimento andlogo. Neste caso tomamos z1) = pM) para

obter

/

divkCop(x,t;y,7) — VxCp(x,t;y,7) = 0,

ICup(x,t;y,T)
* ot

1 Cap(x, 8y, 7) = =K VyCp(x, £y, 7) + Cyp(x, 15y, T)q 0 (x, 1), (6.35)

div

+ divxCqp(x, 8y, 7) = 0,

Cop(x,t;y,7) = Agdivy Cru(x, t; ¥, T)I + 20ucEy (Cru(x, t;y, 7))

+CTp(X7 Yy, T)O-(O) (X7 Yy, T):

sujeito as condig¢oes de contorno e inicial

Cp(x,t;y,7) =0, Cop(x,t;y, 7)n =0, sobre I7},
Cuwp(x,t;y,7) =0,  Cgqlx,t;y,7)-n=0, sobre T} (6.36)
divcup(xy t, Yy, T) = 0, em Q, t=0.

As equagoes efetivas obtidas para cada coluna da matriz CuMp também preservam no
lado esquerdo a mesma estrutura do sistema deterministico. Entretanto, as leis de
Darcy e Hooke sao afetadas pelas covariancias cruzadas Cy-, e Cp, respectivamente,
sendo representadas por equacoes nao locais devido aos termos de fonte que surgem
dados por produtos das solugoes deterministicas com as covariancias cruzadas Cr,,

€ Cyu.
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Finalmente, as covariancias de segunda ordem da velocidade de Darcy Cq €
do tensor de tensoes efetivas C, sao otidas da mesma forma que em (5.31) e (5.72)
respectivamente.

O sistema de equacoes efetivas estd agora completamente estabelecido. Entao
coletamos os resultados obtidos de equacoes efetivas nas Tabelas 6.2.3 e 6.2. De
uma maneira geral, ele pode ser formulado da seguinte forma: Dados os momentos
{my, mr, Cy, Cr} dos coeficientes Gaussianos achar as varidveis {p®, u®, q©,
o}, {Cyu, Cyyp, Cyqs Cyo}, {Cru, Crp, Crqs Croty {Cuzy Cpey Ciq,Cuol e
{(a@), (p®), (q@), (@)} (2 = w1, us, us,p), através da resolugao sequencial
dos sistemas apresentados nas Tabelas 6.2.3 e 6.2.

Nas Tabelas 6.2.3 e 6.4 apresentamos a formulacao do sistema somente nas
variaveis potenciais u e p. Para isto eliminamos as variaveis envolvendo q e O

fazendo uso das suas respectivas leis constitutivas.
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Tabela 6.1: Sistema de equagoes efetivas para as variaveis poroelésticas estendidas

Problema Ay: Dados K¢, A¢ e pig achar {u® p© q©@ oa©1,
satisfazendo

dive® — vp» =0, ]
ou®
di divg” =0
Yo +divg ’ em  x (0,77,
q” = —KaVp!
o© = \odivu®I + 24E (), |
com:
p® =0, o®n=h, sobre Ty,
u® =0, q@.-n=0, sobre I,
divu® =0, em Q, t=0.

Problema Ay,,: Dados K¢, A\, g, Cy e {u® p@ q© o©}
achar {Cyy, Cy,, Cyq, Cyo}, satisfazendo

diVyCyg(X; Yy, 7_) - VyCYp(X; y, T) = 07
. aCYu(X; Yy, 7—)
d - N v 7
Wy or
Cyq(%;¥,7) = =KaVyCyp(x;y,7) + Cy (x,¥)d O (y, 7),
Cyo(x;y,7) = Aadivy Cyu(X;y, T)I+2u6Ey (Cyu(x;y, 7).

+ divy Cy(x;y,7) = 0. em Q x (0,7],

com

CY;D(X; Yy, T) = 07
Cyu(x;y,7) =0,
diVyCYu(X; Yy, T) = Oa

CY0'<X; Yy, T)l’l = 07

Cyq(xy,7) - n =0,
em 2 7=0.

sobre I'y,
FQv

sobre

diVy aCjTuéX; Yy, T)
T

divy Cro(x;y, 7) — VyCrp(x;y,7) = 0,

+ divyCry(x;y,7) =0,

Problema Ar,,: Dados Kg, Ag, fig, Cr e {ul® p©@ q©@ O},
achar {Cry , Crp, Crq, Cre}, satisfazendo

em Q x (0,77,

CTq(X; Yy, T) = _KGvyCYp<X; Yy, T)a
CT0'<X; Yy, 7—) = AGdiVyCTu(X; Yy, T)I + 2”G£y(CTu(X; Yy, T))

diVyCTu(X; Yy, T) = 07

+ CT<X7 Y>a-(0) (ya T)7 )
com
Crpy(x;y,7) =0, divCre(x;y,7)n =0, sobre Iy
CTU(X; Y, 7—) = 07 CTq(X; Yy, T) N = O, sobre F27

em {2 para 7 =0.
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Tabela 6.2: Sistema de equacoes efetivas para as variaveis poroeldsticas estendidas

Problema A,,: Dados K¢, Ag, pg, {u®, p@} {Cry,Crp},
e {Cyu,Cyyp, Cyy, Cyqs} achar {Cy,Cpy, Cqu: Cou}
com w € {uy,ug, us,p}t, u = (uy, us, us), satisfazendo

divkCou(x,t;y, 7 — Vi Cpu(x, 1y, 7) = 0, )
ww(X, 6 Y, .
dianC (}Z;t y.7) + divkCqu(x, t;y,7) = 0,
Cqu(x, 1y, 7)= —KeVxCpu(x, 1y, 7) + Cyu(x, t;y)ad (x, 1), ( T (0,71,
Couw(X,t;y, 7) =AadivyCuw (%, t; ¥, T) I+ 2UcEx (Cuw (X, t;y, 7))
+ CTw(vaaT)o-(O)(y77—) V,
com
Cpuw(x,t;y,7) =0, Couw(x,t;y, 7)n =0, sobre I,
Cuw(x,t;y,7) =0, Cqu(x,t;y,7) -1 =0, sobre I,
divyCuw(X,t;y,7) =0 em Q, t=0.
Problema A,: Dados K¢, A, pa, {u®,p® q@, o©@},
{CTU ) CTp7 CTQ7 CTO'}7 € {CYu ) CYp7 CY(]J CYO'} aChar
{(a@), (p@),(q?), (@)}, satisfazendo
div(o®@) — v {p®) =0, ‘
o(u®
div% +(q®) =0,
(a®)(x,1) = —KaV(p?)(x.1) = Ka [V, Crp(xiy,t)]|
Y em 2x (0,77,

2
+ 5V 1),

2
(@) (x, 1) = Aadiva () (x, )T+ 206 Ex ((u?)) + (%TO'(O) (x,1)

+ [/\GdiVxCTu(X; Yy, t)I‘I'Q,Ung(CTu(X; Yy, t))] )

com T
<p(2)> —0 <O'(2)>(X, t)n =0, sobre I
(u®) = (qP)(x,t) - m=0 sobre I

0,
div(u®?)(x,t) =0 em Q, t=0.
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Tabela 6.3: Sistema de equacoes efetivas poroelasticas formulado nos campos po-
ténciais

Problema wugpy: Dados K¢, Ag e e achar {u® p©},

satisfazendo
AaVdiva® + 2u6dive (u®), ~vp® = o,
div 81(;;0) — KeVp =0,
com:
p© =0, o®n = h, sobre T'q,
u® =0, q? - n=0, sobre I'y,
divu® =0, em €, t=0.

Problema Cy,,: Dados K¢, A\g, i, Cy e {u® pO}
achar {Cyy, Cy,}, satisfazendo

A Vydivy Cyyu(x;y,7) + 2pedivy €y (Cyu(x:y, 7)) — VyCyp(x;y, 7) = 0,
ICyu(x;y,7)

divy 5
-

—KGdiVVyCYp(X; Yy, T) =
— Kedivy [Cy (x,y)Vp(y,7)] ,

com

Cyp(xsy,7) =0,
Cyu(x;y,7) =0, Cyq(x;y,7)-n =0, sobre I,
divyCyy(x;y,7) = 0, em € 7=0.

Cyo(x;y,7)n =0, sobre T,

Problema Cr,,: Dados K¢, Ag, ta, Cr e {u® pO}
achar {Cry , Crp}, satisfazendo

A Vydivy Cry (%Y, 7) + 2uadivy €y (Cru(x;y, 7)) — VyCrp(x3y, 7) =
- divy{CT(X, y) [Agdivu(o)l + 2,uc;8(u(0))] },
aCTu<X; Yy, 7_)

div
Y T

— Kgdivy VyCyp(x;y,7) = 0,

com
Crp(x;y,7) =0, divyCre(x;y, 7)1 =0, sobre I'
CTu(X; Yy, T) =0, CTq(X; Yy, T) ‘n=0, sobre F2>

divyCru(x;y,7) =0, em €} para 7=0.
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Tabela 6.4: Sistema de equacgoes efetivas poroelasticas formulado nos campos po-
tenciais

Problema C,,: Dados K¢, \g, fig, {ul®, p@} {Cyy, Cy,},

€ {CYu ) CYp}7 achar {Cu ) pr}u com w € {ulu U27U3,p}, u= (u17u27 Ug),
satisfazendo

( A VdivyCuw (%, 85y, T)I + 206diveEx(Cuw (X, 6y, 7)) — Vi Cpu (X, 85y, T)

— —diVx{CTw(X7y7 T) [)\Gdivu(o)I + 2#@5(11(0))} },

div. OCuw(X,t;y,7)

— divy Vi Cpu (%, 1y, 7) =

ot
. - KGdiVx [CYU) <X7 4 Y)vp(O) (X7 t)]
com
CP’LU<X7t;yaT) = 07 Caw(x7t;Y77-)n = O, sobre F17

Cu(x,t;y,7) =0, Cqu(x,t;y,7) -n=0, sobre I,
divyCuw(x,t;y,7) =0 em €, t=0.

Problema uspy: Dados Kg, A, pa, {u@,p”}, {Cry, Cry},
e {Cyu,Cy,} achar {{(u@), (p)}, satisfazendo

(AeVdiv(u®)(x,t) + pedivEx((u?)) — V{(p@) = —
[divi (Agdivy Cral +2u6E(Cru(x;y,1)) ) |

0.2

- TTdiV [Agdivu(O)I—l—ZuGg(u(O))] :

y=x

u®
a0 Ke(v o) ) =

[divxKGvyCyp(x; y, t)}

2
+ KG%diva(o) (x,1),

\ y=x

com

(p®) =0, (o) (x,t)n =0, sobre I
<u(2)> =0, <q(2)>(x, t)-n=0 sobre I
diV<u(2 >(x, t)y=0 em Q, t=0.
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6.3 Reproducao do modelo fracamente acoplado

Nesta secao fazemos a comparacao entre as equacoes efetivas obtidas nos
modelos totalmente e fracamente acoplados. Neste sentido o nosso objetivo prin-
cipal é elucidar as hipdteses necessarias para reproduzir o sistema de equacoes
efetivas fracamente acoplado a partir do sistema de equacoes efetivas totalmente

acoplado.

6.3.1 Equacao fracamente acoplada para a média de p

No presente contexto adotamos o mesmo procedimento proposto no Capitu-
lo 3 [Gutierrez e Lewis (2002)] para a reproducao do modelo fracamente acoplado
a partir do modelo totalmente acoplado. Considerando a média do tensor total
<0’T> = <p>I + <0’> dado pela soma das componentes em ordem O(c") e O(c?)

em (6.12) e (6.14) <<0'T> = 0‘5,9) + <0‘2T>>, tomando o trago, obtemos

tr(or) =(dAg + 2uc)tr€(u®) — dp® + (drg + 2ug)tr£<u(2)> — d<p(2)>+

2
(g + 2u0) [trS(CTU)} + (g + Q,u(;)%tré'(u(o)), d=1,2,3.

y=x

Derivando em relagao ao tempo e usando as relagoes (4.5)-(4.7) e entre as médias

geométricas (4.10) [Sg = d/(dA¢ + 2ue)], obtemos

Sq d(tror) _odivu®  Seop® | adiv(u®)  Seo(p®)

d ot ot ot ot ot (6.37)
[adiVCTu:| 4 ﬁ ad1V<u(0))
ot y=x 2 ot

Por outro lado, temos que a derivada temporal do traco do tensor total Ug] ) =

o —pO1, em (6.12) é dada por

Sq otray)  adivu® S op®

d ot ot “Tot

(6.38)
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e a derivada temporal do traco da covariancia Crg, := Cre — Cppl em (6.23) é

dada por
SG 0trCTC,T 8diVCTu Gdivu(o) GCTp
— = Cr—=S . 6.39
d ot o e T (6.39)
Usando (6.38) na equacao acima temos
8divCry  Sg 0rCro,  Sg Otray op©) OCr,
_—=———a Cr—=S Cr+S : 6.40
ot d ot d ot TRy TRy (6.40)
Introduzindo as relagoes (6.38) e (6.40) em (6.37), obtemos
diva®  adiv(u® dirlo 9(p@ (0)
i () _ Sqoulor) o o) o o
ot ot d ot ot ot
S¢ 0trCro,  Sg Otra op(© dCr,
[d ot q o TPy Cr STy ]yx
2 (0) (0)
07 [Sq Otro Op
- —|— . 41
Q[d ot +SGat] (6.41)
Fazendo uso das relacoes U% = 0}2%, Cr = —Cgr, Crp = Cpp € Cr|x—y = 0%, a
equacao acima pode ser escrita da forma
odivu® N ddiv(u®) s (p®) N op®  9Cgr, o%op¥
ot o 9| ot ot a2 ot
(6.42)

& atI‘<0'T> n 8131"CT0-T
d ot ot

-

Por outro lado, a média do balanco de massa total é dada pela soma dos balangos

de massa de O(c") em (6.12) e O(c?) em (6.14)

Adiva® N 3div<u(2)
ot ot

) + div [q<°> - <q<2>>] = 0. (6.43)

Substituindo (6.42) em (6.43) temos

a<p(2)> N op®  9Cg, 0_12% op®)
ot ot ot 2 Ot

Sg | otr(or) | 0uCry,
d ot ot

Sa

+ div(q® + <q(2)>

) ] . (6.44)

84



O resultado acima é de suma importancia e introduz nova fisica ao problema. Ao
compararmos a média do balan¢o de massa em (6.44) com a soma da média dos
balangos de massa em (5.32) e (5.36) podemos observar o surgimento do termo

adicional
8tI<O'T> n 8trCTaT
ot ot

-
Consequentemente, a reproducao do modelo fracamente acoplado requer hipdtese
de invariabilidade no tempo do tr<0’T> e trCrq,.. O presente critério de invari-
abilidade no tempo baseado nos momentos estatisticos de o generaliza o crité-
rio descrito em Gutierrez e Lewis (2002) para modelos poroeldsticos homogéneos
(Secgao 3.2). A validade desta aproximagao esta fortemente relacionada com a
natureza das heterogeneidades presentes na permeabilidade e médulo de Young.
Resultados computacionais serao apresentados posteriormente para ilustrar estas

hipéteses.

6.3.2 Equacao fracamente acoplada para a autocovariancia de p

Para finalizar a analise adotamos o mesmo procedimento para reproduzir as
equacoes de covariancia de p. Tomando o trago do tensor total Cs,, := Cgqp — Cp1

em (6.35) temos
t1Cq,p = (dAg + 21c)trE4(Cup) + Crp(dAg + 26 )trEx (u?) — dC,,

Derivando em relacao ao tempo e usando a relagao do trago do tensor total de

ordem zero (6.38), obtemos

S 0trCorp  OdivyCuyp Sg OtraY ap© aC,
2¢ P Crp, 28221 4 O, S ~ S
d ot or TG T T TOeT T RC Ty
usando (6.38) e a relagdo Cg, = —Cryp, segue que
ddiv,Cy,, . [0C, op©1  Sg | ouC,,, otro Y
o oe [W Bl I e bt

85



Fazendo uso do resultado acima no balango de massa (6.35), fornece

oC 8p(0) . SG
SGa_tp + CRpSGW + leXqu = 7 CRp

8tr0’§9) ~ 0uCayyp
ot ot

(6.45)

Adotando as hipdteses de Gutierrez e Lewis (2002) no caso deterministico temos
8tr0‘§9 )
ot

de massa (5.35) com a excecao do termo de fonte envolvendo o termo trC,.,.,.

= 0. Analogamente ao caso anterior, a equagao acima reproduz o balango

Este resultado é de suma importancia pois elucida as hipoteses necessarias para
a reproducao do momento de segunda ordem da pressao no modelo fracamente
acoplado.

Os resultados (6.44) e (6.45) proporcionam uma nova forma para validar
o modelo fracamente acoplado em formagoes geoldgicas heterogéneas. Tal como
ilustrado nas simulacoes computacionais adiante, o computo dos termos de fonte

dados acima fornece a correta escolha do modelo poroelastico a ser adotado.

Tabela 6.5: Métrica para os modelos fracamente e totalmente acoplados

ro s ~ otror
Métrica no caso homogéneo

ot

otr(or) | 0uCro,

Média:
edia ot ot

y=x

Meétrica no caso heterogéneo

A otro)  otrC
Covariancia: |Cpg, I — orP

ot ot
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Capitulo 7

Discretizacao dos modelos poroelasticos

Neste capitulo apresentamos a formulacao variacional e a aproximagao por
elementos finitos das equacgoes efetivas obtidas nos Capitulos 5 e 6, bem como para
as equacgoes deterministicas advindas de cada realizacao no contexto do método de

Monte Carlo.

7.1 Notacao unificada para as equagoes efetivas

Com o objetivo de representar os sistemas de equagoes efetivas de forma
compacta e facilitar a notacao subsequente, introduzimos os seguintes conjuntos
cujos elementos surgem nas equagoes efetivas do modelo fracamente acoplado [ver
Tabela 5.1]:

(1) Incégnitas

P(Xa tv Yy, T) = {p(O) (X7 t)a CYp(X; Yy, 7-)7 CRp(X; Yy, T)a Cp<xa t? Yy, 7—)7 <p(2)>(X7 t)}a
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(1) termos de fonte

' op O (y,
Gl t:y. ) = {o Kodivy (Cy (6, y) V0. 7).~ 56 P D),

Ip O (y, T '

%CRP(X; y) + KGdIVy <CYP(X7 Yy, T)vp(o) (X7 t)) )

—S 8CRp(x, t; X)
“T ot

Sa

+ KGdiVy (CYp(X7 Yy, T)vxp(o) (X> t))
O'AR2 8p(0) }

T

(731)  condigbes iniciais, Pp(x) = {pD(x), 0, 0, 0, 0},
(tv) o conjunto dos tempos caracteristicos t = {t, 7, 7, t, t},
(v) e conjuto de subscritos z={x, y, y, X, x}.

Fazendo uso da notacao acima podemos representar a sequéncia de equacgoes efe-

tivas da Tabela 5.1 de forma unificada como:
Problema P : Dados S, K, Pp e G, encontrar P tal que:

Sgaa—f — Kgdiv, (V,P) =G, em € x (0,7], (7.1)

com condi¢coes de contorno e inicial

P =0, sobreI'y,
VP -n =0, sobrely, (7.2)

P =Pp, em €, t=0.

De forma andloga, para o sistema de equagoes efetivas do modelo poroelas-
tico completamente acoplado [ver Tabelas 6.2.3 e 6.4] introduzimos os conjuntos

compostos por:
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(7) Variaveis potenciais do modelo poroeldstico

{U,P}x,t;y,7) = {{u(o),p(o)}(x, 1), {Cyu; Cyp }(x; ¥, 7), {CruCrp }(x;y, T),

{Cuz, Cpo (%, 1y, T {<u 2)> <p >} X, t) }

onde o par {Cy., C,. } representa as quatro colunas da matriz de covariancias Cup,
com z = uj, U, uz € p, sendo u = (uq, ug, ug).
(77) Termos de fonte das equagoes de equilibrio

Gi(x, t;y,7) = {O .0, —divy (CT(X, y) [)\Gdivu(o)I + ZMGS(U(O))] ),

—divy (CTZ(X, Y, T) [Agdlvu T+ 2,u08( )] ),

[divx (AgdiVyCTuI + 2ucEx(Cru(x;y, t))) ]

y=x

2
—C%Tdiv [Aedivu®@T+246E ()] }
(77i) Termos de fonte das equagoes de conservacao de massa

gz(X, ta Yy, T) :{0 ) _KG'diVy [CY(Xa Y)vp(O) (ya 7—)} ) 07
— Kqdivy [CYZ(x,t;y)Vp(O) (x,t)],

2
[divxK(;VyCyp(x; v, t)] + Kg%ydivvp@ (x, ) }

y=x

(1v) Condigao de Neumann para as tensoes efetivas
or
H(x) = {h(x), ~Cr(x,y)h(x), 0, ~Cr-(x,y; Dh(x), Th(x)}.

(v) O conjunto de varidveis temporais t = {t, 7, 7, t, t, t t, t},
(vi) e o conjuto de subescritos z = {x, y, y, X, X, X, X, X}.

Fazendo uso da notacao acima podemos representar a sequéncia de equacoes efe-

tivas das Tabelas 6.2.3 e 6.4 de forma unificada como
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Problema UP : Dados \g, a, G1, G2 e H, encontrar {U, P}, satisfazendo

AoV div,U + 2ucdiv,E,(U) — V,P =G,

divzaa—z:: — Kqdiv,V,P = G,

em Qx (0,7, (7.3)

com condicoes de contorno

P=0, [Aetr& (U +2ugE,(U)ln ="H, sobre Ty,

Uu=0, —KsV,P-n=0, sobre Iy,

e condicao inicial

div,U =0, t=0. (7.5)

7.2 Notacao adotada para o método de Monte Carlo

Antes de apresentar as formulagoes variacionais das equacoes efetivas, a se-
guir discutimos a notacao utilizada para o método de Monte Carlo. Considerando
a subdivisao do dominio €2 em N, blocos €, (b =12,...,N,), dadas as médias e
covariancias estatisticas do log da condutividade hidraulica e do médulo de Young,
sao geradas M realizagbes com distribuicao de probabilidade uniforme Kj(€),) e
Ev() (E=1,2,...,Mb=12,...,N,), onde o tamanho do bloco é escolhido da
mesma ordem da escala de heterogeneidade de tal forma que assumimos Kj e Ej
constantes em cada bloco €. Fazendo uso de (4.5)-(4.7) podemos gerar em cada
bloco as constantes de Lamé A\, pp bem como a compressibilidade S; para cada
realizacao. Desta forma, para cada k = 1,..., M, os problemas deterministicos

para o modelo fracamente acoplado, posto em termos de p; sao dados por:
Problema MCp: Dados Ky e S, k=1,..., M, encontrar py : Q x (0,T] — IR

para cada k, tal que
Opy,
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com condigoes de contorno e inicial

pr =0, sobre Iy,
Vpr-n=0, sobre Iy, (7.7)

pr =pp, em €2 em t=0.

Da mesma forma temos os problemas deterministicos do modelo totalmente

acoplado em termos de {ug, px}, da forma:
Problema MCup: Dados Ky, A\ e pg, para cada k =1,..., M, encontrar

u, Q% (0,T] — R e pp : Q x (0,T] — IR, satisfazendo

V (Axdivuy) + div [,uk(Vuk + Vu;‘:)] — Vpr =0,

ou, (7.8)
div— — dlv(KkVpk) = O,
ot
com condi¢coes de contorno e inicial

pe =0, om=h, sobre Ty,
u; =0, qr-n=0, sobre I'y (7.9)

divug = 0, em €2, t=0.
Apés a construgao do conjunto de solugoes {pi} e {us,pr} k=1,..., M em

cada formulagao, os momentos estatisticos das incognitas sao calculados numeri-

camente usando (4.19)-(4.21).

7.3 Formulacao variacional

Para apresentarmos a formulacao fraca das equacoes apresentadas na secao

anterior introduzimos a notagao usual. Seja L%*(2) o espago de fungoes escalares
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quadrado integraveis munido do produto interno e norma induzida:
(fo)= [ 1o WI=(N" VhgelXQ), (110
Q
Seja H'(Q) o espago de Hilbert
HI(Q) ={fe LQ(Q),Vf € L2(Q)}. (7.11)
com produto interno e norma induzida

(f.9)1 = (f.9) + (V£ Vg Iflh= (£ 0% YigeH(Q). (7.12)

Para as condigoes de fronteira (7.2) e (7.4), adotadas neste trabalho, introduzimos

os espacos U e V

d

U= {W e [H'(Q)]", w=0, sobre Fg} ) (7.13)

V={ve H(Q), v=0, sobre I}. (7.14)

Multiplicando (7.1) por uma fungao v € V| integrando por partes e usando as
condicoes de contorno obtemos a formulacao variacional do problema fracamente

acoplado Problema P da forma o seguinte problema:

Problema PV : Dados Sg, K¢, Pp ¢ G para cada t € (0,T] , achar P(t) € V,

tal que

SG (87;55) s V) + KG(VZP(t), VZV) :(g, V), Vv < V,

(7.15)
(P(0),v) =(Pp,v), Yo L*Q).

De forma analoga, para obter a formulagao variacional do prolema totalmente
acoplado Problema UP multiplicamos (7.3) por (w,v) € U x V, integramos por

partes e utilizamos as condigoes de contorno (7.4), obtendo desta forma o seguinte
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problema

Problema UPV : Dados g, pa, G1, Go € H, para cada t € (0,T], achar

{Ut),P(t)} € UxV, tal que

(

Aa(divld, divaw) + 2uc(E,(U), E4(w))

—(P,div,w) = F(w) + (G1,w), Vw e U,

(divzaa—z;{,v> + Kg(V,P,V,v) = (Ga, V), Vv eV,
\
(7.16)
com
F(w)= [ H-wdl,
I't

e

(div,U,v) =0, Vv e L*(9Q), (7.17)

Devido a condigao inicial de incompressibilidade para o problema de poroelasti-
cidade totalmente acoplado, a formulacao variacional Problema UP no instante
inicial se reduz ao seguinte problema de elasticidade incompressivel com restricao
interna:

Achar o par (U(0),P(0)) € U x L*(Q), tal que

2/’LG(£Z<U) <0)7 8z(w)) - (P(0>7 dinW) = F(W) + (gh W)v Vv € U7
(div 4(0),v) = (Ga,v), Vo € L2(9).

(7.18)

De forma analoga sao apresentadas as formulagoes variacionais dos problemas

(7.6) e (7.8) indexados para cada realizagao no contexto do método de Monte Carlo:

Problema MCpV: Dados Ky, Sy e pp, para cadat € (0,T] ek=1,...,M

Y )
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encontrar py(t) € V, tal que

(SkapaLt(t),v> + (KxVpi(t),Vv) =0, VveV,

(7.19)
(pr(0),v) = (pp,v), Vv € L*Q),

Problema MCupV: Dados Ky, A, . € h, para cadat € (0,T) ek =1,..., M,

achar o par {ug(t),pr(t)} € U x V tal que:

(Aedivug, divw) + (2up€ (ug), E(w)) — (pi, divw) = f(w), VYw € U,
(div%,v) + (K Vpg, Vv) =0, VYveV,
(7.20)

com

f(w) :/ h-wdl,
I
e 0s dados iniciais ug(0) e pr(0) satisfazendo o problema de ponto de sela:

Achar {u(0),pr(0)} € U x L*(Q), tal que

(2ur€ (ug(0)), E(w)) — (pr(0), divw) = f(w), vw e U,
(7.21)

(divug(0),v) =0, Vv € L3(9).

Existéncia e unicidade da formulagao fraca (7.19)-(7.21) foram discutidas por Ze-

nisek (1984).

7.4 Aproximacgao por elementos finitos

Consideramos agora a discretizacao dos problemas variacionais pelo método
de Galerkin. E importante ressaltar que os espacos aproximantes para o deslo-
camento e pressao respectivamente nao podem ser escolhidos independentemente,

pois algumas combinagdes de interpolacao (incluindo as de igual ordem) sao insté-
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veis devido a restricao de incompresibilidade imposta ao deslocamento no instante
inicial [Murad e Loula (1994)]. A andlise de estabilidade mostra que os espagos
aproximantes devem satisfazer a condi¢ao de Babuska-Brezzi [Brezzi (1974)]. Na
solugao numérica do problema de Stokes, o qual corresponde ao problema de Biot
em t = 0, modos espurios no campo de pressao podem ser evitados adotando os ele-
mentos Taylor-Hood [Taylor e Hood. (1973)], com interpolagao polinomial continua
com grau menor para a poro pressao em relagao a interpolacao do deslocamento.
Por outro lado, Murad et al. (1996) mostraram que as oscilagoes presentes no
campo de poro-pressao devido a adocao de fungoes aproximantes de mesma ordem
para u e p acontecem apenas por um curto periodo de tempo e tendem a decair
rapidamente logo apés o inicio do processo de drenagem do fluido intersticial. Nos
instantes subseqiientes o campo de pressao tende a regularizar rapidamente com
auséncia de oscilagoes espurias. Desta forma nas simulagoes numéricas adotamos

interpolacoes da mesma ordem para u e p.

7.4.1 Formulacao semidiscreta

Consideramos 2 um dominio poligonal discretizado por uma malha de N,

elementos, tais que
N. Ne

Q= U Q°  com ﬂ Q=10 (7.22)

e=1 =1

onde Q¢ denota o interior de um elemento e ¢ o seu fecho. O parametro de malha
¢é dado por h = maxh,, 1 <e< N, com h, = diametro de Q°.

Sejam S°(Q) e SH(Q) c HYQ) espagos de fungoes polinomiais de elementos
finitos de classe C° de graus Iy e [;. Definimos os subespacos de elementos finitos

de V e U, como
Viy=8Snv, U,=(S")nU.

A formulacao semidiscreta de Galerkin para a problema Problema PV é dada

por :
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Problema PV, : Parat € (0,T] encontrar Pp(t) € Vy,, tal que

OPy(t
Sa (%,Vh) + Kq(V,Pr(t), Vavy) =(G,vp),
VVh - Vh.

(Pn(0), vi) =(Pp; va),

A formulacao semidiscreta para o Problema UPV é dada por:
Problema UPV,, : Para cadat € (0,T), achar o par {Up(t), Pr(t)} € Up X Vy,

tal que

Ag(divzuh, dinWh) + ZMG(SZ(Uh), gz (Wh))—
Vv, € Uy
(Pr, divywy) = F(wp) + (G1, W),

O
(divz%vvh) + Ka(VoPr, Vaovy) = (G2, V1), Vv, € Vy,

com U(0) e Pn(0) satisfazendo

2uG(SZ(Z/{h(O)), gz (Wh)) - (Ph(O), diVZWh) :f(Wh)—F(gl, Wh), VV}L c Uh

(divzuh(()), Vh) =0, Vv, € Vy,

No contexto do método de Monte Carlo, para cada realizacao k as aproxi-
magoes de Galerkin das formulagoes variacionais dos modelos poroelasticos (7.19)-

(7.20), sao dados por:
Problema MCp;: Parat e (0,T] ek =1,2,... M, encontrar pg,(t) € Vp,

tal que

Open(t
Skh ( pgi;( ),Vh) + (Ken Vpia(t), Vvy) = 0,
Vv, € Vy,.

(Pri(0),v1) = (Pp, V1),

Problema MCupy,: Parat e (0,T] ek =1,2,... M, achar o par

96



{uin(t), pen(t)} € Up X Vi, tal que:

()\khdivukh, diVWh) + (2ukh£(ukh), g(Wh>>
—(pkh, div Wh) = f(Wh), Yw,, € U,

(divugn, vi) + (KknVpen, Vvy) =0, V' vy € Vy,

com uy(0) e uy(0) satisfazendo

(Q,ukhg(ukh), S(Wh)) — (pkha div Wh> = f(Wh), VWh € Uh,
(%divuh(()),vh) =0, Vv, € Vy,
onde Xjy, denota a projecao de X, (Xi € {Kx, Sk, Ak, x}) no espago PP(Q°)) de

fungdes constantes por partes sobre cada bloco geolégico Q¢ (e = 1,..., N,).

7.4.2 Formulacao completamente discreta

Consideramos agora as aproximagoes no espago e tempo dos problemas (7.1),
(7.3), (7.6) e (7.8). Seja At o intervalo de tempo e seja P™ a aproximagcao de P(t)
no instante t,, = mAt, (m > 1). O esquema de Euler implicito aproxima a
derivada temporal da forma

87)771 ~ Pm _ Pm—l
ot At

(7.23)

As formulagoes completamente discretas dos problemas (7.1) e (7.3) sao dadas por:
Problema PV,™: Para cada t =t,, = mAt e 7 = t,, = mAt (m > 1) achar

Pt e Vy, tal que

Sc(Py,vi) + AV, P, Vovi) =AHG, vi) — (P vy)
Vv, € V.

(Py"(0),vi) =(Pp, vn),
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Problema UPV,™: Para cada t =t,, = mAt e T =t,, = mAt (m > 1) achar

o par {U}', P"} € Uy x V, tal que

/

Ac(div Uy, divywy) + 2uc(EL(UT™), EL(Wh))
—(’P;Ln, dinWh) = .’F(Wh) —+ (gl, Wh) VWh € Uh

(div U}, vi) + AtK(V,Pr, Vovy) = (divad ™ vi)

+At(Ga,vy), Vv, €V,

com (U3, PY) satisfazendo

2uc(EL,(UY), EL(Wh)) — (P, div,wy) =F (wp) + (G1, wr), Yw e U,

(divzug, Vh) =0 Vv, € Vy,

As formulacGes completamente discretas dos problemas deterministicos para

cada realizacao no contexto do método de Monte Carlo sao dados por:
Problema MCpV;": Para cadat =t,, =mAt (m>1) ek=1,...,M achar

iy, € Vi, tal que

(Sknpi vi) + AUK e Vg, Vvy) =(Senpi ' va),
Vv, € V.

(Pin: i) =(Pp, va),

Problema MCupV,": Para cadat =t,, =mAt (m>1)ek=1,...,M

encontrar o par {up}, pin} € Up x Vy, tal que:

(AkhdivuZ}L, diVWh) + (2/ubkhg<llz2), g(Wh)) — (pzlh, diVWh) = f(Wh) Vwy, € Uy,

(divuzz, Vh) + At(Kkhva;p VVh) = (divuZ}L_l, Vh) Vv, € Vy,
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com uy, e p?, satisfazendo

(2un€ (Wyy), E(W)) — (P, divwy) = f(wy),  Vwy, € Uy,

(divugh,vh) =0, Vv, €V,

Apéds o computo dos campos potenciais {U},, Py}, a velocidade e as tensoes
efetivas podem ser calculadas por um esquema de pos-processamento, considerando

as formas discretas da lei de Darcy e da lei de Hooke.
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Capitulo 8

Simulacoes Numéricas

Neste capitulo apresentamos as simulagoes numéricas dos modelos discretos
na resolucao do problema de extragao priméaria de oléo em reservatoérios de petréleo,
onde a producao de éleo deve-se, exclusivamente, a diferenga de pressao entre o
poco recém aberto e o fluido inicialmente confinado e submetido a alta pressao
devido ao peso das camadas geoldgicas superiores. A geometria do reservatério é
ilustrada na Figura 8.1.

Primeiramente verificamos a qualidade dos campos gerados pelo método de
decomposi¢ao LU para sua utilizagao na simulagao de Monte Carlo. Em seguida,
ilustramos a deterioracao da solucao das equacoes efectivas obtidas pelo método
de expansao assintotica para variancias elevadas. Finalmente ilustramos numeri-
camente os resultados obtidos via teoria de pertubagao estocéstica, em particular
a performance dos modelos fracamente e totalmente acoplados.

Denotando por {z,y} as coordenadas retangulares bidimensionais, o pro-
blema consiste de um reservatério produtivo, delimitado por uma parede rigida
impermedavel na base (y = 0), sujeito ao carregamento devido ao peso das forma-
goes geoldgicas situadas acima dele (y = H). Na fronteira superior carregada é
introduzido um pocgo horizontal que conecta a poro pressao com a pressao atmos-
ferica (p,). As fronteiras laterais sao consideradas impermedaveis e com tensoes de
cisalhamento nulas.

Denotando as componentes cartesianas do deslocamento e da tensao efetiva
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como u = (u,v) e @ = {0,,0,, Ty}, denotando h, a densidade de carregamento

na direcao y, as condigoes de contorno sao dadas por

oy="hy, p=0, em 0<zs<L y=H,

0

u =0, Ka—p:(), em =0, r=L 0<y<H, (8.1)
x

u=1v=0, K@:O, em y=0 0<zx< L.
dy
e condigao inicial

ou  Ov

—+—=0 0, L 0,H|, t=0. 8.2

Reservatorio

base rigida impermeavel

L

Figura 8.1: Exemplo utilizado para validacao da teoria bidimensional
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Os valores adotados para as propriedades do reservatorio sao apresentados

na Tabela 8.1

Média Geometrica do médulo de Young Eq=17600 MPa
Coeficiente de Poisson v=>0
Média Geométrica da compressibilidade Se =5.13 x 1075 /MPa

Média Geométrica da condutividade hidraulica | Kg = 0.0484m?/ MPa dias

Expoente de Hurst 6=0.5

Faixa de variancia da heterogeneidade o? €[0.04, 4]

Faixa de comprimento de correlacao Ay € [1,15m]
Carragamento aplicado hy = 50Mpa
Dimensoes do dominio utilizado L x H=30m x 90m

Tabela 8.1: Propriedades do reservatério

8.1 Geracao dos campos aleatérios

Como mencionamos anteriormente, neste trabalho utilizamos o método de
decomposicao LU para geracao dos campos aleatorios correspondentes aos parame-
tros envolvidos na modelagem estocédstica. Nesse sentido, admitimos a estaciona-
riedade dos campos de tal forma que a matriz de covariancias dependa somente da
distancia entre os pontos onde a variavel aleatéria é definida. Sendo assim, subdi-
vidimos o dominio geolégico em N, blocos, que denotaremos como €2, e respectivos
centros x;, com b = 1,2,..., N, salientando que a os campos aleatérios assim
gerados sao constantes em cada elemento {2, da malha geolégica. Desta forma, a
matriz de covariancias de ordem N, X N, é construida em relacao a distancia entre
os centros dos blocos e segue uma lei de decaimento exponencial ou polinomial,

esta ultima também chamada fractal.
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O parametro envolvido na taxa de decaimento na funcao de covariancia ex-
ponencial ou fractal esta associado ao “comprimento de correlagao” que representa
fisicamente a distancia sobre a qual as correlacoes prevalecem. Desta forma, um
reservatorio que apresente baixa variabilidade nas suas propriedades mecanicas cor-
responde a comprimentos de correlagao altos e em geral sao representados por um
fungao de covariancia exponencial. Na Figura 8.2(a) apresentamos uma realizac¢ao
de um campo aleatério da permeabilidade governado por uma lei de covariancia ex-
ponencial na qual observamos regioes bem definidas de valores do campo gaussiano.
Por outro lado, a alta variabilidade dos parametros nos reservartérios heterogéneos
corresponde a pequenos valores de comprimento de correlacao, em geral modela-
dos por leis fractais com exponente de Hurst baixos. Na Figura 8.2(b) temos um
exemplo no qual a funcao de covariancia é fractal, exibindo regides pouco nitidas

dos valores da permeabilidade como campo aleatorio.

1 - e 3] e s — 2.5
0.9 0.9} e -
i 2.5 F 4% |
o.8| os| . . iy » 3
A i _§ " -
c * @
0.7 > Ll _3 0.7 “qi;n g o
H = ey - [ 35
0.6 0.6 . “L. o
y/H - 1 Ll lss y/H S e
0.5
B2g FT4
4.5
5

(o] 0.5 0.5 a1
x/L x/L

(a) Campo Y com covariancia exponencial (b) Campo Y com covariancia fractal

Figura 8.2: Realiza¢oes do campo Gaussiano Y = In K com my = —3.028, (a
covariancia exponencial oy = 1 e Ay = 10 e (b) covariancia fractal oy = 1 e
6=0.5
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Para verificar a qualidade dos campos gerados com a técnica de fatoracao
LU plotamos as covariancias de Y = In K em funcao da distancia entre dois pontos
nas direcoes x e y. Nas Figuras 8.3 e 8.4 os pontos mostram os valores discretos

computados com 8000 realizacoes e a linha continua o ajuste da curva por minimos

quadrados.
12 : computadas 12 5 computados
| Gy l)=100e T | Gy () =100e 7T |
R*= 100 R*= 100
0.8 0.8
Cy(r) Cy(r)
0.6 0.6
04 04
0.2 ‘ - 0.2 ‘ .
0 5 10 15 0 5 10 15
T T
(a) Diregao z (b) Direcao y

Figura 8.3: Covariancia exponencial dos campos gerados com a factoracao LU

A Figura 8.3 mostra o decaimento exponencial nas diregoes = e y. Podemos
notar que as curvas de ajuste mostram que as covariancias foram aproximadas com
precisao. A Figura 8.4 mostra o decaimento da covariancia fractal nas dire¢oes x e
y. Da mesma forma, podemos observar uma boa aproximacao das curvas de ajuste
para a lei de poténcia (“ power-law”). Notamos que o decaimento da covariancia

fractal para = 0.5 é bem mais lento quando comparado ao caso exponencial.
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0 computados

T oy ()= 0osgyrt0
R¥= 100

. computados
Gy (r)=Loo7py"
R*= 100

0 5 1I0 15 0 2 40
r T

(a) Diregao x (b) Direcao y

Figura 8.4: Covariancia fractal dos campos gerados com a factoragao LU
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As figuras seguintes ilustram o efeito da variabilidade da condutividade hi-
draulica Y = In K e do médulo de Young 7' = In F sobre os campos de pressao,
velocidade de Darcy, deslocamento e tensao efetiva. As simulacoes apresentadas
sao o resultado de considerar realizagoes com covariancia exponencial e fractal. Os
campos Y e T com covariancia exponencial tém variancia 02 = 0% = 1 e compri-
mentos de correlagdo A\r = A\y = L/5. Para os campos fractais Y e E consideramos

o expoente de Hurst 8y = By = 0.5 e oy = o7 = 1.

(a) Campos de pressao e velocidade, para covaridncia exponencial

pressao velocidade de Darcy qy
1 “‘
. (‘
08 |
04 ) /‘\\\\\"M‘
06 e
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04 .‘\\\ﬁ\‘\\‘ Al
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Pl ||\\\.‘4“||\m||\\‘ 0

(b) Campos de pressao e velocidade, para covariancia fractal

pressao velocidade de Darcy a
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Figura 8.5: Campos de pressao normalizado pelo carregamento vertical e da se-
gunda componente da velocidade para t=2 dias
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(a) Campos de pressao e velocidade, para covaridncia exponencial

pressao

velocidade de Darcy qy

X

Al e “
A c&?\\\\‘\!ﬁ\@&\\.\\ ‘
%@W‘“\k@&\\“‘“ﬁi\‘\{{« ) Y
A R

(b) Campos de pressao e velocidad, para covariancia fractal

pressao velocidade de Darcy qy

0.8

.6
p/r?y

0.4

0.2

OO ST,
ST
=

0.5

yH x/B

Figura 8.6: Campos de pressao normalizado pelo carregamento vertical e da se-
gunda componente da velocidade para t=36 dias

A Figura 8.5 mostra os campos de pressao e da segunda componente da
velocidade de Darcy no inicio do processo de producao para t = 2 dias. Podemos
observar nos instantes iniciais que os campos apresentam uma regiao de camada
limite junto ao poco, onde a condi¢ao de contorno de Dirichlet é imposta. Podemos
observar também que a heterogeneidade do meio poroso da origem a formacao de
caminhos preferenciais para o escoamento fazendo com que a velocidade apresente
valores acentuados em certas regioes do dominio. A presenca destes caminhos

preferencias é mais pronunciada no caso de geologia fractal com correlagoes longas
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possuindo influéncia significativa nas taxas de producao de odleo, antecipando a
chegada do fluido no poco de producao em relacao ao caso homogéneo.

A Figura 8.6 mostra os campos de pressao e da segunda componente da
velocidade de Darcy para t = 36 dias. Podemos notar o avango dos caminhos
preferenciais e uma gradual dissipacao do campo da pressao, tipica do processo de
consolidagao.

(a) Campos u, e 0,, para covaridncia exponencial

delocamento uy

-0.02
y

-0.04
-0.06

-0.08+

(b) Campos u, e o,, para covaridncia fratal

delocamento uy

-0.02+

Uy-0.04

-0.06+

-0.08+

04 0.6

08 1 1 T06 08 T

Figura 8.7: Campo das componentes do deslocamento vertical e da tensao normal
para t = 2 dias

A Figuras 8.7 e 8.8 mostram os campos das componentes vertical do desloca-

mento u, e normal da tensao efetiva 0, no inicio da producao ¢t = 2 dias e para o
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tempo t = 36 considerando covariancias exponencial e fractal. Tal como podemos
observar o deslocamento vertical do sélido é bem mais acentuado na vizinhanca do
pogo, onde exibe forte camada limite e se anula préximo a base rigida [Figura 8.7].
A tensao efetiva normal exibe comportamento semelhante com fortes gradientes
junto ao poco. A medida que o tempo evolui ocorre um processo de regularizacao
no campo de deslocameno e o incremento da tensao efetiva é propagado ao longo
do dominio [Figura 8.8].

(a) Campos u, e 0,, para covaridncia exponencial

delocamento uy

Tensao

(b) Campos u, e o,, para covariancia fractal

delocamento uy

-0.05

uy -0.14

e
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SF—

_0.2;

0.4 06 08 1

Figura 8.8: Campo das componentes do deslocamento vertical e da tensao normal
para t = 36 dias
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8.2 Estudo numérico da convergéncia estatistica

Para ilustrar numericamente a convergéncia estatistica do método de Monte
Carlo plotamos a evolucao do erro relativo da média e variancia da pressao como
funcao do nimero de realizagoes. Para uma tolerancia prescrita € o critério de

convergéncia é dado por: |Er(m,)*') — Er(m)")| <€, onde o erro relativo é dado

p
por
M M-1
|l —myp |
Er(m)') = —2% T , (8.3)
[lmp]|
com |[|.|| designando a norma do méximo.
-4
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(a) t=2 dias (b) t=68 dias

Figura 8.9: Convergéncia estatistica do primeiro momento da pressao para cova-
riancia exponencial
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Figura 8.10: Convergéncia estatistica do segundo momento da pressao para cova-

riancia exponencial

As Figuras 8.9-8.12 ilustram a convergéncia estatistica da média e variancia
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da pressao no ponto (z,y) = (L/2, H/2) para dois tempos, com covariancia expo-
nencial [Figuras 8.9 e 8.10] e covariancia fractal [Figuras 8.11 e 8.12]. Tal como
esperado, apds um certo nimero de realizacoes o erro relativo dos momentos con-
verge para zero. Podemos observar que tempos maiores demandam maior niimero
de relizagoes para atingir a convergéncia estatistica. Tal evidéncia deve-se ao fato
que a solucao para a realizacao k = 1,.., M no tempo t, herda a aproximacao
dos tempos anteriores via esquema de Euler regressivo. Notamos também que o
segundo momento da pressao demanda maior nimero de realizacoes para atingir
convergéncia estatistica.
-4

10x‘lO

(Erro relativo)
(Erro relativo)

1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000
Numero de Realizacoes Numero de Realizacoes
(a) t =2 dias (b) t=68 dias

Figura 8.11: Convergéncia estatistica do primeiro momento da pressao para cova-

riancia fractal
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Figura 8.12: Convergéncia para o segundo momento da pressao para covariancia
fractal
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8.3 Deterioracao da solucao das equacoes efetivas para

variancias elevadas

A préxima seqiiencia de Figuras objetiva ilustrar numericamente a conjectura
inerente ao problema de fechamento da técnica de expansao assintotica, a qual
restringe a teoria para meios com baixo grau de heterogeneidade. Para este fim,
consideramos el moldelo fracamente acoplado y adotamos como solucao “exata” ou
padrao a obtida pelo método de Monte Carlo e calculamos o erro relativo na norma

do maximo para o primeiro momento da pressao.

0.5

erro relativo

Figura 8.13: Evolugao temporal do erro relativo da média da pressao entre os
métodos de Monte Carlo e expansao assintotica, para diferentes variancas.

As Figuras 8.13 e 8.14 mostram o erro relativo entre as solugoes obtidas via
Monte Carlo e expansao assintética para campos com covariancia exponencial em
funcao do tempo. Observamos em ambas figuras que o método perturbativo diverge
a medida que o tempo evolui. Primeramente fixamos o valor de comprimento de
correlacdo Ay = 10m e variamos o em uma faixa de valores [0.3,2] [ver Figura
8.13]. Em seguida fixamos um valor baixo da variancia 0% = 0% = 0.09 e variamos

o comprimento de correlagdo da forma Ay = Ay € [Im, 15m] [ver Figura 8.14].
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Além da evolucao no tempo analisamos o efeito do comprimento de corre-
lagao e da variancia sobre a acurdcia do método perturbativo. Na Figura 8.13
analisamos a sensibilidade do erro com diferentes valores da variancia dos campos
Y e T'. Tal como esperado, podemos observar que o erro relativo é menor para
variancias baixas. Em particular, quando ¢ < 1 o erro relativo permanece limi-
tado. Por outro lado, notamos que para o > 1 o erro cresce substancialmente com
o tempo. Este resultado ilustra a deterioracao das solugoes das equacoes efetivas

na faixa o > 1.

Erro relativo para 0=0.3

0.08

—_—Y

0.07 —e— A,
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Y —

1
=
[§)]
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0.04F 1

Erro relativo

0.03} 1

0.02

0.01

Figura 8.14: Erro relativo da média da pressao com o tempo, para diferentes escalas
de correlacao.

Na Figura 8.14 os graficos sao plotados para diferentes valores do compri-
mento de correlacao. Podemos observar que o erro relativo é menor para com-
primento de correlagoes grandes e aumenta quando o comprimento de correlagao
diminui. Porém para variancias baixas o erro permanece limitado na faixa de 0 a
10%.

A seguir, apresentamos as comparagoes dos momentos das varidaveis poroe-

lasticas obtidos pelos métodos de expansao assintética e Monte Carlo.
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A Figura 8.15 mostra a dependéncia espacial da média do campo de pres-
sao para dois tempos obtida pelos métodos perturbativo e de Monte Carlo. Nos
instantes iniciais (¢ = 2 dias) os perfis apresentam uma regiao de camada limite
junto ao pocgo, onde a condi¢ao de contorno de Dirichlet é imposta. A medida
que o tempo evolui o perfil tende a regularizar, caracteristica tipica da solugao de
problemas parabdlicos. Para variancia baixa (o = 0,4) os perfis obtidos pelos dois
métodos estao préximos, em oposicao ao comportamento para variancias altas. Os
valores da média da pressao obtido via método de expansao assintotica tendem a
superestimar a magnitude da pressao.

A Figura 8.16 ilustra a dependéncia espacial do desvio padrao da pressao para
dois tempos distintos ¢t = 2 dias e t = 68 dias. Os perfis se anulam no pogo onde
¢ imposta condi¢ao de Dirchlet deterministica. Nos instantes iniciais, a solugao
exibe gradientes elevados junto ao poco e um “plateau” préximo de zero devido a
forte influéncia dos dados iniciais deterministicos. A medida que o tempo evolui
a influéncia dos dados iniciais diminui e, consequentemente, os valores do desvio
padrao aumentam. Para tempos longos o erro decresce novamente tendendo para
0 caso estacionario quando a pressao se anula. Podemos notar também diferencas
acentuadas entre os perfis obtidos por cada método quando a variancia é alta.

A Figura 8.17 ilustra os perfis da esperanga matemética da componente ver-
tical da velocidade de percolacao obtida pelos dois métodos. A funcao se anula
préoximo a base rigida impermeavel onde é imposta a condi¢cao de Neumann ho-
mogénea e possui valor maximo na vizinhanca do poco, onde os gradientes de
pressao sao elevados. A medida que o tempo evolui os perfils tendem a decair
assintoticamente para a solucao nula estacionaria.

Na Figura 8.18 apresentamos a evolucao do desvio padrao da velocidade
Darciana vertical. De forma analoga a média da velocidade, a funcao se anula
no contorno onde a condi¢cao de Neumann homogénea é imposta e também exibe
valor maximo na vizinhanca do poco. A evolucao temporal conduz a solucao nula

associada ao perfil estacionario, cuja média é também identicamente nula.
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Figura 8.15: Comparacao entre os perfis da média da pressao normalizada obtidas
via método de Monte Carlo e expansao assintotica para dois tempos com diferentes
graus de heterogeneidade
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Figura 8.16: Comparacao entre os perfis do desvio padrao da pressao obtidas via
método de Monte Carlo e expansao assintotica para dois tempos com diferentes
graus de heterogeneidade
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(a) Velocidade de Darcy na direcao y
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Figura 8.17: Comaparacao entre os perfis médios da segunda componente da velo-
cidade de Darcy obtidos via método de Monte Carlo e expansao assintotica para
dois tempos com diferentes graus de heterogeneidade
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(a) Desvio padrao da velocidade de Darcy na direcao y
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Figura 8.18: Comparacao entre os perfis do desvio padrao da segunda componente
da velocidade de Darcy obtidos via método de Monte Carlo e expansao assintética
para dois tempos com diferentes graus de heterogeneidade
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A Figura 8.19 mostra a dependéncia espacial da média do deslocamento
vertical do meio poroso para dois tempos. No inicio do processo a deformacao
do meio é mais pronunciada proximo ao pog¢o do reservatorio onde é imposto o
carregamento. A medida que o tempo evolui a deformacao avanca até alcangar
a base rigida onde os deslocamentos sao nulos. Tal como nos casos anteriores os
métodos de Monte Carlos e perturbacao exibem resultados proximos somente para
faixas de variancia baixa.

Finalmente, a Figura 8.20 ilustra o perfil da componente normal do tensor
efetivo na direcao y normalizada pelo carregamento vertical. No ponto de apli-
cacao do carregamento o valor se mantém constante durante todo o processo de
compactacao do reservatorio. A medida que o processo de consolidagao evolui a
dissipacao da pressao é transferida para a tensao efetiva, a qual aumenta tendendo
assintoticamente para o caso estacionario governado pela elasticidade linear.

Os resultados numéricos apresentados nesta segao objetivaram ilustrar o com-
portamento dos momentos estatisticas das variaveis poroelasicas bem como a acu-
racia das solugoes numéricas das equagoes efetivas tomando como solugoes “exatas”
os momentos obtidos pelo método de Monte Carlo. Observamos que o método de
perturbacao exibe boa aproximagcao somente na faixa de variancias baixas e a me-
dida que a variancia aumenta produz resultados inferiores.

Os resultados numéricos apresentados a seguir confirmam a principal conjec-
tura deste trabalho relacionada com a acuracia dos modelos fracamente o total-

mente acoplados em meios altamente heterogéneos
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(a) Deslocamento vertical
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Figura 8.19: Comparacao entre os perfis médios do deslocamento vertical obtidos
via método de Monte Carlo e expansao assintética para dois tempos
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(a) Tensao vertical
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Figura 8.20: Comparagao entre os perfis médios da tensao vertical obtidos via
método de Monte Carlo e expansao assintotica para dois tempos

121



8.4 Comparacao entre os modelos totalmente e fraca-

mente acoplados

A seguir ilustramos numericamente o principal resultado deste trabalho que
consiste em analisar a performance do modelo fracamente acoplado na presenca de
heterogeneidades geoldgicas. Para atingir este objetivo o exemplo numérico e as
condigoes de contorno foram escolhidas de tal forma que o problema se reduz ao
problema de Terzaghi no caso homogéneo onde os dois modelos produzem o mesmo
resultado. Nesta situacao unidimensional de homogeneidade do meio o divergente
da tensao total se confunde com o gradiente e portanto o1 é constante e igual
a carga externa aplicada. Consequentemente o termo de fonte na equagao (3.18)
envolvendo a derivada temporal de or se anula (% (tror) = O> e as respostas

dos modelos coincidem.
o< or >
ot

em (6.44) para diversos valores de oy, opr e Ay = Ap. Ilustramos a influéncia da

A sequencia de Figuras a seguir mostra o computo do termo de fonte

variabilidade dos coeficientes sobre a dependéncia espacial da derivada temporal

do traco da média do tensor total <0’T> para tempos distintos.
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Figura 8.21: Dependéncia espacial da derivada do trago da média do tensor total
para tres tempos: t1 = 2 dias, t2 = 36 dias e t3 = 68 dias. Meio é homogéneo
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(a) Trago da média do tensor total, meio heterogéneo
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Figura 8.22: Dependéncia espacial da derivada do trago da média do tensor total
para tres tempos: t1 = 2 dias, t2 = 36 dias e t3 = 68 dias. Meio heterogéneo, F
deterministico e K aleatorio, covariancia exponencial
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Trago da média do tensor total, meio heterogéneo, covariancia fractal
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Figura 8.23: Dependéncia espacial da derivada do trago da média do tensor total
para trés tempos: t1 = 2 dias, t2 = 36 dias e t3 = 68 dias. Meio ¢é heterogéneo F
deterministico e K aleatoério, covariancia fractal

Tal como esperado, o perfil se anula no caso homogéneo [Figura 8.21], En-
quanto que, para K aleatério exibe flutuagoes em torno de zero para covariancias
fractais [ver Figuras 8.23| tais flutuagdes sdo amplificadas para covariancias expo-
nenciais [Figura 8.22]. A medida que a variancia aumenta a flutuacao em torno
de zero se amplifica, ilustrando um regime de inacuracia do modelo fracamente
acoplado mesmo no caso onde o médulo de Young é deterministico.

Finalmente a Figura 8.24 mostra os efeitos da variabilidade do mddulo de
Young sobre %<O'T>. Tal como esperado o desvio com relagao ao caso homoge-
neo é amplificado substancialmente mostrando a completa deterioracao do modelo
fracamente acoplado em predizer o comportamento das tensoes totais atuantes no

reservatorio.
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(a) Trago da média do tensor total, meio heterogéneo, covaridncia expo-
nencial
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Figura 8.24: Gréfico da dependéncia espacial da derivada do traco da média do
tensor total para tres tempos: t1 = 2 dias, t2 = 36 dias e t3 = 68 dias, quando
K e F sao aleatoérios 125



A seguir, as consequéncias dos resultados obtidos anteriormente para os mo-
mentos da tensao total os quais espelham a performance do modelo fracamente
acoplado, sao agora ilustrados através de comparagoes entre os momentos das va-
ridveis poroelasticas obtidos pelos dois modelos.

As Figuras 8.25 e 8.26 mostram a evolugao dos perfis do primeiro momento
da pressao para diversos graus de heterogeinidade obtidos pelas duas formula-
¢oes. Tal como esperado os perfis coincidem quando o meio é homogéneo [Figura
8.25(a)]. Quando consideramos a condutividade hidréulica K aleatério as solugoes
dos modelos fracamente e totalmente acoplados ainda mostram-se proximas [Fi-
gura 8.25(b) e 8.25(c)]. Entretanto, quando incorporamos variabilidade também
no modulo de elasticidade E, os modelos fracamente e totalmente acoplados nao
fornecem resultados proximos, aumentando a disparidade entre eles quando a va-
riabilidade de F aumenta. Na Figura 8.26 mostramos os perfis da pressao para
alguns valores da variancia de E. Embora a compressibilidade do modelo fraca-
mente acoplado (parametro obtido a partir de F) possa ser tratada aleatoriamente,
tal fato mascara as informagoes provenientes dos efeitos da componente desviadora
sobre a porosidade produzindo resultados inacurados. Podemos observar que, de-
vido a nao inclusao da tensao desviadora, o modelo fracamente acoplado tende a
retardar o processo de compactacao.

As Figuras 8.27 e 8.28 mostram a comparacao entre os modelos fracamente e
totalmente acoplados para os perfis da média da velocidade na direcao y. De forma
analoga a pressao observamos também a proximidade entre os modelos quando
o meio é homogéneo [Figura 8.27(a)] ou quando somente K é considerado ale-
atério [Figura 8.27(b), 8.27(c)]. Novamente quando consideramos aleatoriedade
nos parametros elasticos, os resultados obtidos pelos modelos divergem entre si,
distanciando-se cada vez mais quando a variabilidade dos parametros elasticos au-

mentam [Figura 8.28].
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Figura 8.25: Comparacao dos perfis da média da pressao normalizada obtidos pelos
modelos totalmente e fracamente acoplados para trés tempos

127



(a) Pressao, F e K aleatédrios, covariancia exponencial
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Figura 8.26: Comparacao entre os perfis da média da pressao normalizada obtidos
pelos modelos totalmente e fracamente acoplados para dois tempos
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(a) Velocidade de darcy na direcao y, meio homogéneo
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Figura 8.27: Comparacao entre os perfis da velocidade de Darcy na diregao y
obtidos pelos modelos totalmente e fracamente acoplados para trés tempos
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(a) Velocidade de darcy na direcao y, E e K aleatérios, covariancia expo-
nencial
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Figura 8.28: Comparacao entre os perfis da velocidade de Darcy na direcao y
obtidos pelos modelos totalmente e fracamente acoplados para dois tempos
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As Figuras 8.29 e 8.30 mostram a comparacao entre os perfis da média do
deslocamento vertical obtidos pelas duas formulagoes. Novamente para meios ho-
mogéneos [Figura 8.29(a)] e para K aleatério [Figuras 8.29(b) e 8.29(c)] os perfis
encontram-se proximos nao exibindo disparidade significativa entre eles de forma
que possa comprometer a cofiabilidade das simulacoes numéricas. Para meios he-
terogéneos com K e E aleatérios, notamos que devido a incorporagao das tensoes
de cisalhamento sobre a compactacao da matriz porosa a média do deslocamento
obtido pelo modelo totalmente acoplado esta sempre a frente do perfil obtido pelo
modelo fracamente acoplado [Figura 8.30].

As Figuras 8.31 e 8.32 mostram a comparacao entre os perfis da componente
normal da média da tensao efetiva < & > obtidos pelos modelos de poroelas-
ticidade para diferentes niveis de heterogeneidade. Da mesma forma que no caso
anterior, quando K e F sao considerados aleatorios, ao desprezarmos os efeitos dis-
torcionais do esqueleto sobre a porosidade no modelo fracamente acoplado obtemos
um atraso na evolucao da tensao quando comparada com o caso completamente

acoplado.
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(a) Deslocamento vertical, meio homogéneo
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Figura 8.29: Comparacao entre os perfis da médias do deslocamento vertical do
solido obtidos pelos modelos totalmente e fracamente acoplados para trés tempos
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(a) Deslocamento vertical F e K aleatérios covaridncia
rogeneidade baixa

exponencial hete-

0Y=1,cr_|_=0.4, )\T=)\Y=6

(0] —

-0.05} s

—0.1} Sos \~‘~\ h

\\ ~ X \\
—-0.15f oy o N -
\\ iy ~
~ ~
— L N ~ 33d |
uy 0.2 \\l\\ \\\
-0.25} 68d N ~J~ .
Ris ..
-0.3f Ts NS
~ ~
~
| - ~
—0.35 —— Tot. Acopl. ‘\\
—— - ~
—o0.4al Frac. Acopl. ~o
-------- Hom S
_0.45 1 1 1 1
0] 0.2 0.4 0.6 0.8 1
y/H

(b) Deslocamento vertical E e K aleatérios covaridncia
rogeneidade alta

0'Y=1,cr_|_=1, )\T=)\Y=6

o]
—0.05
-0.1
-0.15
-0.2
uy—0.25
-0.3
-0.35
-0.4
-0.45

—0.5

—— Tot. Acopl.
- == Frac. Acopl.
Hom

68d < o .

o

(c) Deslocamento vertical,E e K aleatdrios covariancia fractal
neidade alta

o)
—0.05
-0.1
-0.15
-0.2
uy—0.25
-0.3
-0.35
-0.4
-0.45

—0.5

Figura 8.30: Comparacao entre os perfis da médias do deslocamento vertical do
solido ao longo do entre os modelos totalmente e fracamente acoplados para dois

tempos
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(a) Componente vertical da tensao efetiva, meio homogéneo
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Figura 8.31: Comparacao entre os perfis da média da tensao efetiva vertical obtidos
pelos modelos totalmente e fracamente acoplados para trés tempos
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(a) Componente vertical da tensao efetiva, £ e K aleatdrios, covariancia
exponencial
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Figura 8.32: Comparacao entre os perfis da média da tensao efetiva vertical do
solido obtidos pelos modelos totalmente e fracamente acoplados para dois tempos
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Finalmente, mostramos a comparacao entre os perfis da vazao de petréleo
no poco de producao. No inicio do processo, a vazao é afetada pela camada limite
da velocidade junto ao pogo ocorrendo um pico de produgao [ Figura 8.33] seguido

de uma queda rapida e a medida que o tempo evoluia producao tende para zero.
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S
©
N 15r R
>
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Figura 8.33: Comparagao entre as curvas médias de producao de éleo obtidas pelos
modelos fracamente e totalmente acoplados em meios homogeéneos

Podemos observar a diferenca entre as curvas de producao obtidas pelos mo-
delos fracamente e totalmente acoplados quando o moédulo de Young é aleatério
[Figura 8.34]. Notamos que a medida que a variancia aumenta o atraso do modelo
fracamente acoplado que nao incorpora os efeitos desviadores que retardam a cap-
tura da compactacao gerando curvas de producao que superestimam a vazao do

petroleo.
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(a) Curvas de Producgao de 6leo, heterogeneidade baixa
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Figura 8.34: Comparagao entre as curvas médias de producao de 6leo obtidas pelos
modelos fracamente e totalmente acoplados em meios heterogéneos
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Capitulo 9

Conclusoes

Considerando formagoes geologicas altamente heterogéneas, neste trabalho
estabelecemos um critério de comparagao entre os modelos de poroelasticidade
fracamente acoplado, baseado na compressibilidade da rocha, e totalmente aco-
plado proposto por Biot, os quais sao caracterizados por diferentes intensidades de
acoplamento entre a hidrodinamica e a poromecanica.

Nesta direcao fizemos uso das técnicas de perturbacao estocastica e elucida-
mos como se comportam as solugoes dos momentos dos modelos poroelasticos na
presenca de variabilidade e incerteza dos parametros de entrada tais como condu-
tividade hidraulica e constantes elasticas.

Neste sentido, exploramos a técnica de expansao assintotica para a derivacao
de equagoes poroelasticas efetivas para descrever meios heterogéneos. Embora a
técnica de perturbacao forneca resultados fortemente dependentes da natureza do
problema de fechamento, exibindo acuracia somente para variancias baixas, ela
pode ser fortemente explorada para a construcao de novos critérios de acurécia
para a validagao de diversos modelos poroelasticos.

A metodologia adotada neste trabalho permitiu caracterizar precisamente a
validade dos modelos fracamente e completamente acoplados de poroelasticidade,
analizando a precisao destes em reservatorios poroelasticos heterogéneos. Como
resultado principal foi derivada uma generalizacao do critério proposto por Gutier-

rez e Lewis (2002) para meios heterogéneos, baseado nos momentos estatisticos da
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derivada temporal da média da tensao total. O resultado obtido é ilustrado atra-
vés de termos adicionais nas equacoes efetivas obtidas, cuja ordem de magnitude
estabelece precisamente a acuracia do modelo poroelastico empregado.

Formulagoes variacionais e aproximacao por elementos finitos foram propos-
tos na discretizacao dos modelos. A validacao do critério foi ilustrada em diversas
simulagoes numéricas de um problema oriundo da prospeccao primaria do 6leo fa-
zendo uso do método de elementos finitos em conjunc¢ao com o algoritmo de Monte
Carlo. Os resultados apresentam aspectos inovadores que podem futuramente ser
explorados na escolha do modelo poromecanico apropriado para simular Reserva-
torios de Petroleo com acoplamento Geomecanico.

Os resultados obtidos neste trabalho podem ser explorados para propor um
novo critério de validade para o modelo fracamente acoplado em meios porosos alta-
mente heterogéneos. O novo critério é bastante promisssor e surge baseado somente
nos momentos estatisticos da derivada temporal da tensao total. O computo desta
grandeza mesmo no caso de condig¢oes de carregamento externo uniformemente dis-
tribuido, onde é bem conhecido que os dois modelos coincidem exatamente para
meios homogéneos, fornece a acuracia do modelo fracamente acoplado. Observa-
mos que, a medida que a variabilidade do médulo de Young aumenta, a precisao
do modelo fracamente acoplado deteriora-se. Em particular no caso de formacoes
geolégicas com alta variabilidade das constantes elasticas, o modelo fracamente
acoplado apresenta resultados pobres sendo necessario a utilizacao do modelo to-
talmente acoplado na resolucao do problema. O critério baseado no computo dos
momentos estatisticos da derivada de o é inovador e pode ser incorporado aos
simuladores de reservatério que descrevem o acoplamento hidrogeomecanico em
meios altamente heterogéneos.

A utilizagdo do método de Monte Carlo pode se tornar invidvel devido ao
elevado custo computacional. Em vista disto o método de Colocacao Estocastica
[Babuska et al. (2007), Nobile et al. (2008)] surge como uma alternativa promissora

para este tipo de problema. A proposta de um trabalho futuro consiste em agregar
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conhecimento a metodologia ja desenvolvida através da resolucao do problema

estocastico via método de Colocacao Estocastica.
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina
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Baixar livros de Meio Ambiente
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Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar
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Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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