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em equacoes diferenciais parciais com coeficientes altamente oscilatérios. O trata-
mento numérico mediante o uso dos métodos tradicionais exige um alto custo
computacional ou é invidvel. No presente trabalho pretendemos estender o método
residual free bubbles com o intuito de gerar um procedimento de homegeneizagao
numérica para o estudo de uma classe de problemas elipticos nao lineares com co-
eficientes que tém um comportamento altamente varidvel (problemas multiescala).
Mostramos que a formulagao numérica decorrente da metodologia residual free
bubbles permite aproximar o problema multiescala e, portanto, o problema efe-
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The behavior of heterogeneous materials leads to the study of PDEs with
highly oscillatory coefficients. Traditional methods demand high computational
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Capitulo 1

Introducao

Problemas centrais da fisica e das ciéncias da engenharia estao associados
a processos fisicos que ocorrem em escalas diferentes de tempo e/ou de compri-
mento. Estes processos sao usualmente referidos como fenomenos multiescala.
Nesta classe se situam os fenomenos em meios porosos, que sao frequentes na
natureza, tais como escoamentos através de formagoes porosas (aquiferos, reser-
vatérios de petrdleo). Outro fendmeno importante que esté na classe dos fenomenos
multiescala é o processo de difusao de calor através de materiais compédsitos. Os
fenémenos (em regime permante) acima citados estao relacionados a problemas
elipticos lineares e nao lineares. A estrutura heterogénea do meio é refletido nos
coeficientes da equacao diferencial parcial que governa o fenomeno, dando lugar a
problemas elipticos com coeficientes oscilatorios.
Nestes ultimos anos tém surgido um interesse crescente em desenvolver méto-
dos numéricos especificos para o tratamento de modelos que apresentam feno-
menos de escalas multiplas. Estes métodos sao usualmente referidos como méto-
dos multiescala. Podemos citar, em particular, os trabalhos de: Hou e Wu (1997),
Y. E. Efendiev e Ginting (2004), Chen e Savchuk (2008) vinculados ao MsFEM
(Multiscale Finite Element Methods); E e Engquist (2003), e W. E e Zhang (2004)
associados com o HMM (Heterogeneous Multiscale Methods); com a metodologia
RFB (Residual Free Bubbles) cabe destacar os trabalhos de Brezzi (2000), Franca

e Russo (1996), e Sangalli (2003). Todos os métodos acima mencionados sao basea-



dos num procedimento de duas escalas, onde a idéa geral consiste em derivar uma
equacao sobre a escala maior que incorpore a influéncia das variagoes da escala
menor no coeficiente eliptico. Para este fim, calculos na escala menor sao realiza-
das como parte do método multiescala para estimar como estas variagoes da escala
fina influenciam a solugao na malha grosseira.

Muito recentemente, para problemas elipticos lineares em duas dimensoes com coe-
ficientes periddicos, em Versieux e Sarkis (2006) e Sarkis e Versieux (2006) propoem
um novo método numeérico baseado em aproximacgoes dos termos da expansao as-
sintotica da solugao. No presente trabalho ensaiaremos uma extensao do método
RFB para uma classe de problemas elipticos nao lineares com coeficientes alta-
mente oscilatorios. Isto serd feito em cima do seguinte modelo matematico ao qual

nos referiremos como problema modelo multiescala nao linear:

—div]ac(z, ue, Vu)] = f em Q, uc =0 sobre 99, (1.1)

onde o fluxo a.(x, u, Vu), num primeiro projeto, sera considerado da forma:

ae(x, e, Vo) = ae(x)b(ue) V. (1.2)

Este modelo representa uma extensao natural do problema eliptico linear com co-
eficientes oscilatérios, quando o fluxo em (1.1) é dado por a.(z)Vu.. Para este
problema linear, Hou e Wu introduzem um esquema de elementos finitos multi-
escala (MsFEM) Hou e Wu (1997) ad hoc, onde a ideia fundamental deste método
consiste em incorporar a informagao local do problema em questao nas funcoes de
base do novo espaco de elementos finitos a ser considerado. E assim, mediante esta
base modificada e a formulacao de elementos finitos correspondente que a influéncia
da escala menor sobre a escala maior é capturada de maneira correta. Uma de-
scri¢ao bem detalhada deste método encontra-se em Rochinha e Madureira (2004).
A analise de convergéncia deste esquema numérico é estabelecido em T. Y. Hou

e Cai (1999). A extensdo do MSFEM para problemas nao lineares é introduzido



em Y. E. Efendiev e Ginting (2004) para o caso em que o operador diferencial as-
sociado ao membro esquerdo de (1.1) é pseudo-monétono. Neste mesmo trabalho,
Efendiev e colaboradores mostram, considerando a hipétese de periodicidade, que
a solucao numérica relativa a formulacao numérica multiescala converge para a
solucao efetiva. Além disso, determinam a taxa de convergéncia para a solugao
MsFEM no caso em que o fluxo depende unicamente do gradiente da solugao de
(1.1), isto é, quando o fluxo é da forma: a.(z, Vu).

Ainda no espirito da metodologia MsFEM, muito recentemente, Chen (2006) re-
formula o MsFEM mediante uma modificacao na forma bilinear da formulacao de
elementos finitos do problema em questao. Desta forma, ao invés de utilizar o
espaco de elementos finitos multiescala, esta nova versao do MsFEM faz uso do
espaco do elementos finitos classico. Com esta nova versao, sao tratados os pro-
blemas multiescala linear Chen (2006) e nao linear Chen e Savchuk (2008). Neste
ultimo caso os autores realizam o estudo de andlise numérica para o caso peridédico
quando o fluxo em (1.1) é ac(z,ue, Vu.) com hipdtese de coercividade uniforme.
Desta forma, a nao linearidade considerada recae numa classe diferente ao tratado
em Y. E. Efendiev e Ginting (2004).

Em E e Engquist (2003), os autores introduzem uma metodologia diferente para o
tratamento de problemas multiescala lineares e nao lineares: Método Multiescala
Heterogéneo (HMM). Para uma breve descrigdo do método HMM, veja Ming e
Yue (2006). Assim com o MsFEM, esta nova metodologia se manifesta eficiente
na captura do comportamento macroscopica da solucao do problema multiescala
considerado. Isto é feito a partir de um esquema numérico sobre o espago de ele-
mentos finitos cldssico. Analise numérica desta nova proposta de esquema numérico
para o caso nao linear é dado em W. E e Zhang (2004) para um fluxo da forma
ae = be(z,ue)Vue.

O uso da metodologia residual free bubble para o tratamento de problemas elipticos
lineares com coeficientes oscilatérios foi sugerido em Brezzi (2000). Este método

foi recentemente implementado para o estudo desta classe de problemas lineares



multiescala por Sangalli (2003). No presente trabalho sera detalhado o procedi-
mento numérico decorrente deste método (RFB).

Em cada uma das metodologias acima mencionadas foi destacado a eficiéncia na
procura de aproximacoes numéricas para a solu¢ao multiescala quando o parametro
da malha (h) é muito maior que o parametro fisico (¢), ao mesmo tempo, neste
caso, foi verificado a falta de precisao quando utilizado o método de elementos
finitos usual. Dai a importancia destes procedimentos numéricos modernos.

Ao contrario do método RFB, as técnicas MsFEM e HMM foram extendidas para
o estudos de certos problemas elipticos multiescala nao lineares, como explicitado
acima. Uma vez que o RFB funcionou com exito para o caso linear multiescala
(ver Sangalli (2003)), resulta natural sua extensdo para o tratamento do caso mul-
tiescala nao linear, pois, como mostra a equagao (4.27), para o modelo (1.1), a
metodologia RFB sugere um procedimento de homogeneizagao numérica. Por
outro lado, no estudo do modelo nao linear, a diferenca dos métodos acima men-
cionados, a metodologia RFB utilizada no presente trabalho permite de maneira
natural a proposta de diferentes formulagoes numéricas para responder a questao
do problema de homogeneizac¢ao numérica associado ao problema modelo (1.1) que
tomaremos como referéncia.

O acima dito serve de motivagao para a presente proposta de trabalho de tese.
Assim, como um primeiro projeto, mediante a metodologia RFB, focaremos nossa
atencdo no problema modelo (1.1). Para este, temos como objetivo realizar as

seguintes tarefas:

1) Rever o problema de Cauchy para o correspondente problema de contorno

(1.1);

2) Rever, mediante um procedimento formal, o célculo do problema efetivo

associado ao modelo nao linear (1.1);

3) A partir da metodologia RFB, introduzir duas formulagoes de elementos

finitos para o problema continuo multiescala nao linear, os quais serao



denominados, respectivamente, RFB completo e RFB reduzido;
4) Estabelecer a existéncia de solugao para o esquema RFB reduzido;

5) Validar o esquema RFB completo mediante um resultado de melhor aprox-

imacao tipo Lema de Céa;

6) Conduzir uma andlise de erro para a solugdo de elementos finitos RFB
reduzido e, assim, resolver o problema de homogeneizacao numérica asso-

ciado ao problema continuo (1.1).

7) Implementagao do procedimento numérico reduzido para o caso unidimen-

sional.

As tarefas acima citadas serao distribuidas nos capitulos que passamos a descrever.
No capitulo 3, mediante pequenas adaptacoes dos resultados em Boccardo e Murat
(1982) e Artola e Duvaut (1982), formulamos um resultado de existéncia e unici-
dade de solugao fraca (u.) para nosso problema modelo (1.1); em seguida, imitando
o procedimento formal seguido para o caso linear em conjunto com as idéias encon-
tradas nos artigos Allaire (1992) e Tokarzewski e Adrianov (2001), determinamos
o problema efetivo associado a nosso problema modelo multiescala nao linear .
No capitulo 4 ensaiaremos uma extensao da metodologia residual free bubble para
o estudo de nosso problema modelo multiescala nao linear e, a partir dai, pro-
por dois procedimento de elementos finitos. O primeiro deles (RFB completo)
de cardter tedrico; o segundo (RFB reduzido), associado as metodologias de tipo
Galerkin generalizado. Para esta ultima formulagao numérica sera estabelecido um
resultado de existéncia para o correspondente problema discreto.

O capitulo 5 estard reservado para a fundamentagao matematica exigida no capi-
tulo 4. Para este fim, tomaremos como referéncia os trabalhos de Chen e Savchuk
(2008), W. E e Zhang (2004) e Xu (1996).

Uma analise de erro é elaborada no capitulo 6 para as duas formulacoes acima
citadas. Para a formulagao RFB completo apresentamos um resultado de melhor

aproximacao; ja para a formulacao RFB reduzido, mostraremos que a respectiva
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solugao numérica converge para a solu¢ao homogeneizada associada ao problema
modelo multiescala nao linear .
Resultados numéricos, no caso unidimensional, conclusoes e trabalhos futuros serao
discutidos no capitulo 7.

A seguir iremos detalhar algumas notagoes que serao de uso comum no pre-

sente trabalho.

1. Utilizaremos a letra C' sem ou com indice (Cy, Cy, Cgq, ...etc) para repre-
sentar uma constante que independe de h e e. Também indicam constantes
as letras do alfabeto grego com ou sem indice (v, (3,...), a ndo ser que seja

especificado o contrario.

2. A letras maitsculas em negrito serao utilizadas para indicar os tensores (
A K,...). As letras mintdsculas com ou sem indice, em negrito, servirdo

para representar os vetores (n, ej,...).

7

3. No presente trabalho, a notacao “+ ...” indicard que o que vem a seguir,
a partir do simbolo “+ 7, sao termos de ordem superior a poténcia de €

presentes na expressao.

1.1 Motivagao Fisica

Os processos estaciondrios (em regime permanente), isto é, fenomenos invari-
antes com o tempo, de diversa natureza fisica sao descritos por equagoes diferenciais
de tipo eliptico.

Nesta primeira parte, para efeitos de uma motivagao fisica, estudaremos o problema
relativo a distribuicao estacionaria de calor num corpo sélido ocupando uma regiao
Q) C R3 com superficie 0. A lei de Fourier de conducao de calor estabelece que o
calor flui em diregao oposta ao gradiente de temperatura u = u(x),x = (1, g, x3),

com uma razao proporcional a magnitude do gradiente. Isto é, o fluxo de calor



(W), em qualquer posi¢ao é dado por
W = —aVu, (1.3)

onde «(z) é o coeficiente de condutividade térmica. (Usualmente av é um escalar,
mas se o material é termicamente anisotrépico, quer dizer, possui direcoes prefer-
enciais de fluxo de calor, como poderia ser num material fibroso ou laminado, «
pode ser um tensor.)

A seguir iremos escrever a equacao de balango térmico para uma regiao arbitraria
V' C ) delimitada pela superficie S. Assumindo que no interior de V' ha uma fonte
de calor com densidade f(x), entdo f(x)dV representa o calor gerado na regiao

dV. Portanto, a quantidade total de calor gerada na regiao V' sera

/Vf(x) dx.

Se n é a normal exterior a superficie S, entao o fluxo de calor neto passando através

da superficie S é dado por

/W.n ds.
s

A equacao de balango térmico estabelece o seguinte:

/SW.ndS:/Vf(x)dx.

Se aplicamos o teorema da divergéncia no membro esquerdo da equacao acima,

tem-se

/VdideV:/Vf(x)dx.

Como esta igualdade é valida para qualquer V C (2,

divW = f(x) sobre €.



Ou, de acordo com (1.3), a equac@o acima pode ser dada como segue:
—div(aVu) = f(z).

Os processos de difusao de uma substancia sao muitos semelhantes aos pro-
cessos de conducao de calor. A lei de Fourier tem seu andlogo dado pela lei de
Fick

W = —DVu,

onde D = D(x) é o coeficiente de difusao(dispersao) e u = u(z) é a concentragao.
Os problemas relacionados com a distribuicao estacionaria dos campos elétrico e
magnético estao relacionados a equagoes do mesmo tipo das consideradas acima.
Tais problemas estao regidos pelas equagoes de Maxwell, que no caso estacinario

tém a forma:

VxE=0, diveE = 4np;

4
VxH=""j divuH=0.
C

onde

E: vetor intensidade de campo elétrico,
H: vetor intensidade de campo magnético,

j: vetor de densidade volumétrica de corrente elétrica,
p: densidade volumétrica das cargas elétricas,

€: coeficiente de permisividade dielétrica,

i: coeficiente de permeabilidade magnética.

Do estudo da distribuicao estacionaria de corrente elétrica num meio condutor

surge, a partir das equacoes de Maxwell, a lei de conservacao da carga elétrica

divj =0,
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e a condicao de potencialidade do campo elétrico dado por

E=-—Vu.

Os vetores densidade de corrente j e densidade de campo elétrico estao relacionados
via lei de Ohm

j=0oE,

onde ¢ é o coeficiente de eletrocondutividade(condutividade elétrica).
Outra equagao do mesmo tipo dos considerados acima é obtido a partir do modelo

para um escoamento monofasico saturado dado através das relagoes:

V =-K(z)Vp, (1.4)

divV = f(z), (1.5)

onde (1.4) define a velocidade de Darcy V e (1.5) é uma equagao de balango de
massa que relaciona a pressao p e o termo de fonte f(x). A permeabilidade K =
K(z) (a qual também pode ser interpretadada como a mobilidade, condutividade
hidraulica, ou difusividade).

Das relagoes (1.4) e (1.5) temos a seguinte equagao:

— div[K(2)Vp] = f(2).

Se cada problema eliptico, acima descritos, independe, por exemplo, da variavel
x3 (fica claro que esta situacao pode acontecer se o termo de fonte, o coeficiente,
as condigoes de contorno independem de z3 e no caso de regioes particulares), os
modelos acima podem ser tratados como problemas bidimensionais.

No presente trabalho iremos tratar com problemas no plano.

Todas as equacoes acima descritas podem ser representadas através da seguinte



equacgao diferencial parcial:

—div[A(z)Vu] = f em Q, (1.6)

onde  C R? é um subdominio aberto convexo e limitado, e A(z) = (A;;(z)).
Muitos materiais utilizados na industriais e na engenharia assim como os encon-
trados na natureza sao nao homogeéneos (ou também denominados heterogéneos),
isto é, sao formados por distintos constituintes ou fases que sao distinguiveis uni-
camente a partir de uma certa escala de comprimento.

Em particular, um compdsito é um material constituido por dois ou mais com-
ponentes, onde cada uma delas apresenta caracteristicas proprias. Os materiais
compdsitos sao amplamente utilizados em funcao das propriedades adicionais que
os referidos materiais possuem. Exemplos destes sao as ceramicas, o concreto, a
fibra de vidro, e outros. Num bom compdsito, quanto menores sao as heterogenei-
dades, melhor é a propriedade do material em relacao as propriedades individuais
dos constituintes. Portanto, tomando como referéncia o modelo

(1.6), um processo de difusao linear num material com natureza heterogénea pode

ser representado mediante o seguinte modelo matematico:

—div[A(x)Vu ] = f em Q, (1.7)

onde € é um parametro que representa a escala menor presente no fenomeno, e
A (z) o tensor de condutividade. Um modelo particular para o mesmo fenémeno
num meio com estrutura periédica serd induzido no segundo capitulo do presente
trabalho.

Quando o processo de conducao de calor os parametros presentes no fenomeno
dependem fortemente da temperatura, tal como o tensor de condutividade, tem

lugar o seguinte modelo nao linear correspondente ao modelo (1.7):

—div[Ac(z,u)Vu] = f em Q. (1.8)
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Um modelo dinamico associado a (1.8) é a equag@o de Richards, que rege o escoa-
mento de dgua num meio poroso parcialmente saturado. Passamos a uma breve
descrigao do referido modelo.

A equagao de continuidade que descreve a conservacao de massa de no meio con-

dutor é:

@ — _div(pV) + pf, (1.9)

onde cada uma das varidveis presentes nesta equacao representa:
0 contetido de agua por unidade de volume;
p massa de agua por unidade de volume;
t tempo;
V velocidade de Darcy;
f fonte ou sumidouro de agua.

Considerando um meio condutor isotérmico, sendo a pressao do ar igual a pressao
atmosférica, por exemplo, o movimento da agua no meio condutor é dado pela
lei de Darcy generalizada a meios nao saturados, a diferenca de (1.4), de acordo

COImo segue.

V =K(z,p)V(p+ z3), (1.10)

onde V é o vetor velocidade, a matriz K é denominada condutividade hidraulica
nao-saturada, e a variavel x3 estd associada ao fluxo devido a gravidade.

Considerando a agua e o meio incompressiveis, conjugando a equacao de con-
tinuidade com a equacao dinamica, equagoes (1.9) (com p = constante) e (1.10),

obtém-se a equagao que descreve o escoamento no meio poroso:

O VK )Vt )] = em € (1.11)
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onde € representa o dominio ocupado pelo meio poroso, e 8 = 6(p). Relagoes
constitutivas entre 6 e p, e entre K e p sao dadas de maneira apropriada, que
colocam em manifesto o cardter nao linear da equagao (1.11). A equagao (1.11) é
conhecida como equagao de Richards na forma acoplada.

Da relagao 6 = 0(p), e considerando df/dp = C(p) (C: capacidade de mistura
especifica), a equagao de escoamento pode ser expressa apenas em termos de p na

seguinte forma:

C’(p)% —div[K(z,p)V(p+z3)] = f em Q. (1.12)

Observagao 1.1.1 Em relacao a (1.12) faremos as seguintes consideragoes:

e Uma relagao entre constitutiva entre K e p é dado no caso em que a
nao linearidade e a heterogeneidade de K(z,p) sdo separaveis, através do
modelo de Haverkamp (ver R. Haverkamp e Vachaud (1977), para uma

descricao dos parametros presentes no modelo):

K(z,p) = KS(x)%W’ (1.13)
O‘(‘gs - ‘97")

0(p) =

alpl?

e Desconsiderando o efeito da gravidade (z3 = 0) e o termo de fonte, da

relagdo constitutiva (1.13) temos uma versao parabdlica do modelo (1.8).

e Uma situagao especifica para a decomposicao (1.2) é dada através do mo-

delo real (1.13).

1.2 Espacos Funcionais

A seguir iremos definir algums ingredientes tedricos bésicos assim como es-
tabeleceremos as notagoes que serao de uso continuo no decorrer da exposicao do

trabalho.
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Definicao 1.2.1 Um conjunto aberto e conexo {2 C R" serd denominado dominio;
se além disso, a fronteira de €2 é poligonal, €2 serd chamado de dominio poligonal.

O fecho de Q serd denotado com €; 9 indicara sua fronteira.

Utilizaremos a seguinte notacao:

X = (21,29, ..., 14) € R%,

r=(ry,ro,..1q) € Z‘i representa um multi-indice

Dada uma fungao u : Q@ — R, denotaremos sua derivada de ordem |r| com

Ir|
Dru= 20
- 1 T2 T4
oxi'xy’...x)

onde r| = 25:1 T

Em particular,

ou Ou  Ou 4. ou X
= /2
VU (axlvax27“'7axd ) |V’U/’ ;‘81,1

Definicao 1.2.2 Para cadap € [1,00), LP(Q2) indicara o espaco linear das fungoes

mensuraveis u(x) em € tal que a norma

oo = ( / ()P da)?

é finita. Denotaremos com L*(2) o espago das fungoes essencialmente limitadas

no conjunto §2.

Sobre L>*(Q2) define-se a norma

[tl[oo,0 = €sssup |u(z)],
€
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onde

esssup |u(x)| = inf{C; |u| < C, quase sempre em Q}.
e

Sabe-se que os espagos LP(Q2), 1 < p < oo, acima definidos, com suas respectivas
normas, sao espacos de Banach.

Em particular, para p = 2, o espago L?*(€2) é um espaco de Banach com produto
interno (espaco de Hilbert), onde o produto interno (.,.) : L*(Q) x L*(2) — R é

dado através da relagao

(u,v):/ﬂuvdx.

Neste caso, convencionaremos em denotar a respectiva norma para LZ(Q) com

lullo.o = (/Q lu(x)[? da)/2.

Definigao 1.2.3 C™(Q) representa o espaco de Banach das funcoes u em ) tal

que u e D"u com |r| < m sdo uniformemente continuas em €2 e a norma

lullene = 3 sup |DFu(

e[<m e

é finita. Para o caso m = 0, é comum considerar C°(Q) = C(Q).

Definigao 1.2.4 C™(Q2) é a classe de fungoes u definidas em €2 tal que u e D*u,

0 < |r| < m s@o continuas em (.

Definicao 1.2.5 C§°(Q2) é a classe das fungoes u(x) em  tal que
i) u(x) admite derivadas de todas as ordens;

ii) u(x) tem suporte compacto; isto é, o suporte (supp u) de u é um subcon-

junto compacto de €).

Esta classe de fungoes pode ser caraterizada simbolicamente como segue:

weCE) & welC™(Q) e suppuC i
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O ambiente natural para o estudo dos problemas continuos sao os espacos de
Sobolev. Por este motivo, daremos uma breve descricao destes espacos funcionais

e, enunciaremos alguns resultados relativos a eles.

Defini¢ao 1.2.6 Suponha que u € LP(2) e que possua derivada fraca D"u para

cada r com |r| < m, tal que
D'u e LP(QY), |r| < m.

Entao diremos que u € W™P(Q).

O conjunto W™P(Q2) dotado com a norma

lalloper = (3 1D 0[f,0)"? paral<p< oo,

0<|r|<m
|tu]|mocoo = max [[D"0|wq para p = +00
0<|r|<m

é um espaco de Banach, denominado espaco de Sobolev.

Pode-se mostrar que: a norma > .., [[D"u|r(o) ¢ equivalente & norma acima
definida.

Para p = 2 ¢ usual a notagao H™(Q) em lugar de W™?2(Q); isto é,

Wm2(Q) = H™(Q).

De igual maneira para a respectiva norma, é comum o uso da seguinte notacao:

|l m20 = ||u]|ma, ou simplesmente ||y,
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quando nao ha lugar a confusao em relacao ao dominio de integragao. Por outro

lado, H™(2) é um espago de Hilbert em relagdo ao produto interno

(u,v) = Z /QDruDrvd:v.

r|<m

Definigao 1.2.7 O fecho de C§°(2) com respeito a norma de W™?(Q)) é denotado
por WP (Q).

Desta maneira, W;""(€2) resulta ser um subespago de W™?(Q).

Para m = 1 e p = 2, adotaremos a notacao usual: W,?(Q) = H}(Q).

Observagao 1.2.1 Para a seminorma de H'(£2), usa-se a notagio

fufrq = (/ V2 dz) 2.
Q

Teorema 1.2.1 (Desigualdade de Poincaré) Se 2 ¢ um dominio em R?, entao para

qualquer u € W;""(Q) tem-se
ullo.e < diam(€2)||Vulloq- (1.14)

Demonstragao. Como C§°(€2) é denso em H{(2), basta verificar a desigualdade
de Poincaré para elementos em C§°(€2). Com este fim, consideremos um elemento
qualquer u € C§°(2). A menos de uma translagdo, pode-se localizar o dominio
Q1 C R? no primeiro quadrante do sistema cartesiano. Desta maneira existe um
quadrado @ = [0, L] x [0, L], tal que Q2 C Q.

Como, para cada (z,y) € @,

' ou

x,t)dt
i ay( )

u(r,y) =
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entao, da desigualdade de Cauchy Schwarz, temos

iz, )] < ( / ' |‘§—Z<x,t>\2dt>m< / "y

Entao

e, ) < </Oy |§—Z<x,t>|2dt></oy i)
< </Oy |§—;<x,t>|2dt><L>.

Integrando em ambos os membros sobre ()

/|uxy|dxdy<L//|—xt|2dtdxdy

<L /Q ( / 5 @)l dy)dady
L (L oL gy,

:L/// —(x,vy)|* dydz)d
L) gyl dydaldy
L ou

:L/ /—x,y 2 dydx)dy
([ 15
L ou

= [ ([ 15 dyda)dy

<1 [ 024w+ 15 ) gy

L
—L [ (I9uloa)dy
0

= L2||VU||07Q

Dai segue o resultado. m

Observacao 1.2.2 Em particular, para (2 igual a um triangulo retangulo isésceles

(K) com catetos de tamanho h temos o seguinte:

Vo € HYy(K), |vllox < hl|Vvllox. (1.15)

17



No presente trabalho, denotaremos com Y o cubo em R% dado como segue:
Y =|0,1[x...x]0, 1[.

Faremos referéncia a Y como a célula unitéria.

Definicao 1.2.8 Seja Y a célula unitaria, e seja f uma funcao definida quase

sempre em R?. Diz-se que f é Y —periédica quando
f(x+ke;)) = f(x) quase sempre em R Vk € Z,Vi=1,....d

onde {e;}%_, representa a base canonica de R
Definicao 1.2.9 Define-se
a) L2, (V) ={¢ Y-periddica; [, |¢(y)|* dy < +oo};
b) H,.(Y) ={¢ € L3, (Y); V¢ € [Ly.(Y)]}.

Definigao 1.2.10 O espago quociente W, (Y) = H' (Y)/R é definido como o

per

espaco das classes de equivaléncia respeito da relacao

u =~ v < u — v constante,Yu,v € HY, (V).

per

Usaremos o simbolo u para denotar a classe de equivaléncia representada por wu.

1.3 Problemas Elipticos Lineares

Nesta se¢ao relembraremos resultados relativos a existéncia, unicidade e reg-
ularidade da solucao fraca associada ao problema de Dirichlet gerado a partir da
equagao (1.6) mais condigbes de contorno homogéneas. A forma fraca correspon-

dente a este problema consiste em determinar u € HJ(f2) tal que

/a(x)Vu.Vvdx:/f(x)vdx Vv € Hy (). (1.16)
Q Q
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O teorema a seguir serd necessario para estabelecer o resultado de existéncia e

unicidade de solugao para o problema variacional (1.16).

Teorema 1.3.1 (Lax-Milgram) Seja H um espago de Hilbert com o produto es-
calar < .,. > e a norma respectiva ||.||g = /< .,. >.

Seja a: H x H — R uma forma bilinear que satisfaz (i) e (i7):

(i) a é continua, isto é, existe uma constante positiva M tal que

la(u, )| < Mlullullvll,  Yu,v e H;

(ii) a é coerciva, isto é, existe uma constante a > 0 tal que
a(v,v) 2 alfv].

Entao para qualquer L € H* (L funcional linear continuo em H) existe um

unico u € H tal que

a(u,v) = L(v) Yve€ H.

Demonstracao. A demostracao deste resultado pode ser encontardo em véarios

textos, ver por exemplo Brenner e Scott (1994). =

1.4 Elementos Finitos

Nesta subseccao relembraremos algumas definicoes e resultados da teoria de

elementos finitos que invocaremos no decorrer do presente trabalho.

Definicao 1.4.1 Um conjunto 7}, é uma triangulacdo (malha) da regiao plana

com fronteira poligonal €2 se seus elementos sao triangulos fechados K tais que

(ii) dois elementos quaisquer Ky, Ky € T}, sado disjuntos ou tém em comum um

lado ou um vértice.
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Nesta defini¢ao, h é um numero positivo dado como segue

h = max hy,
KETh

onde hg representa o diametro do elemento K. O ntumero h serd referido como

parametro da malha 7j,.

Definicao 1.4.2 Uma triangulacao é denominada regular se existe uma con-
stante o tal que

h
Ko VKeT,
PK

e se o parametro da malha (h) se aproxima de zero, onde pg ¢é o diametro da maior

circulo inscrito em K.

T}, satisfaz a hipétese da inversa se existe uma constante v tal que

ﬁgy \V/KGTh.
hr

Definicao 1.4.3 Uma malha regular 7}, é dita quase-uniforme se verifica a hipdtese

da inversa.

Associado a triangulagao T}, definiremos o seguinte espaco:

Vi = {v e C(Q);v]x € P(K),YK € T}}, (1.17)

onde P;(K) o espago dos polinémios de grau no maximo 1 sobre o elemento K.

Associado ao espago Vj, temos a seguinte propriedade de aproximacao:

Teorema 1.4.1 Dado v € H}(Q2) N W*P(Q), tem-se
inf {|lv = xllo0 + Allv = Xllgn} < CH* P2 v]y 0,
XEVh

para 1 < p < q < o0.
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Demonstracao. Uma demonstracao deste resultado classico de aproximacao

encontra-se em Ciarlet (1978). m

Lema 1.4.2 (Desigualdade Inversa) Seja T}, uma triangulacao quase-uniforme.
Entao, para cada v € V), e cada K € Ty, existe uma constante C' > 0 independente

de h > 0 tal que
i)
[olloo,ic < CR™*7|0]|

onde p € [1, 00].
i)

IVollo.c < Ch™H[llox-

Demonstracao. Este resultado ¢ uma versao particular da estimativa estabelecida

no lema 4.5.3 de Brenner e Scott (1994). m
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Capitulo 2
Problema Multiescala Linear

2.1 Modelo Linear Multiescala

Seja um material compésito condutor de calor que ocupa uma regiao 2 C R2,
onde as heterogeneidades estao distribuidas em forma periédica com periodo e.
Para fixar as ideias consideraremos o compésito constituido por duas fases isotrépi-
cas, onde a condutividade de cada fase é especificada através das constantes a; e
as. Na célula unitaria (célula de referéncia) Y = (0,1) x (0, 1) é definida a fungao
caracteristica associada a fase 1 e denotada com y; e, em seguida, estendida peri-

odicamente com periodo Y. Assim,

1, se x estdnafasel
xi(z) =

0, se x estana fase 2

Analogamente é definida y,. Temos, assim, a descricao da condutividade na célula

de referéncia dada pela funcao Y —periédica seccionalmente constante

a(r) = arx1(z) + azxa(z).

Reescalonando a célula unitaria Y mediante o fator e, obtém-se uma familia de
e—periddica de compdsitos condutores de duas fases. As regides ocupadas pelos
materiais 1 e 2 serao denotadas com (2{ e €25 e a respectiva condutividade é dada

pela relagao ae(r) = a(%). Se denotamos com I'“ a fronteira entre as fases, por
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construcao, a regiao ocupada pelo compdsito tem a seguinte distribuicao:

Q=0 UQUT*

Com u, sera denotado o campo de temperatura para o compdsito e—periddico e
iremos supor u. = 0 sobre a fronteira do dominio compdsito €2. Por outro lado,
admitiremos que ha um contato perfeito entre as fases. Entao as hipoteses fisicas
usuais de continuidade da temperatura v e da componente normal do fluxo na

interface sao validas, isto é

u; =uZ sobre I
qi-n; = q5.ny sobre I

onde q; = o;Vu!, i=1,2 é o fluxo e, n; é o vetor normal unitdrio apontando para
fora da fase i, onde i = 1,2. Dai segue que, n; = —ny sobre I'“.
Finalmente estamos em condigoes de formular o problema e conducao de calor na
descricao periddica feita para o dominio €2 ocupado pelo material compdsito.
Dado um termo de fonte f € L*(Q2), para cada €, a temperatura u, verifica o
seguinte problema de contorno

—div]ae(z)Vu] = f(z) em (2,

(2.1)
u. =0 sobre 0f.

Temos como resultado um problema de Dirichlet com coeficiente oscilatorio descrito
através da funcdo a.(z).

A construcao do modelo matemaético acima indica que a temperatura u, depende
de duas escalas, as quais podem ser descritas pelas varidveis x e y = Z. A primeira
destas, denominada varidavel "macroscopica’ou variavel lenta, e ela determina a

posicao em ); a segunda, denominada varidavel "microscopica’ou variavel rapida,
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determina a posicao relativa a fase na célula de referéncia. Desta forma

No caso de materiais anisotropicos, o coeficiente a, nao é mais um escalar e
sim um tensor, denominado tensor de condutividade. Neste caso, utiliza-se o
simbolo A, em lugar de o, para indicar o tensor de condutividade. Desta maneira,
em geral, o problema acima tem a seguinte forma:

—div(Ac(x)Vu,) = f em £,
(2.2)

ue =0 sobre 0f2.

Cabe destacar que, o problema de Dirichlet (2.2) pode ser, também, associado a
outros fenomenos fisicos. De fato, o coeficiente A, pode representar outras carac-
teristicas do material. Por exemplo, em eletricidade o potencial elétrico u satisfaz
a mesma equacao, onde A, é a condutividade elétrica e f representa a distribuicao
de cargas elétricas.

O problema acima também pode ser apresentado na seguinte forma:

) O,
_Zawi((Ae)ij(x)a—%):f(x) em  Q,

4,j=1

ue = 0 sobre 0.

Observagao 2.1.1 Se A.(x) = a.(x)] onde I representa a matriz identidade e
a.(z) é um escalar, (2.2) serd denominado problema modelo linear multi-

escala.

Quando um determinado material é descrito por um tensor de condutividade
Y —periddico A, definido sobre R?, onde Y —periodicidade significa que A;;(y;) =
A,;;(y2) sempre que y; e yo tenham a mesma posigdo nas células correspondentes,
em particular temos que, numa célula Y, as fungoes Y -periddicas tomam sobre a

mesma fronteira valores duplos, mas com normais exteriores opostas n.
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Assim, para f(y) e A(y) campos escalar e tensorial, respectivamente, Y -periédicos,
com A (y) uniformemente definido positivo, isto é, existe um nimero oy > 0, que

independe de ¢, tal que
ETA(Y)E > aoll€]®, VyeY,VEeR (2.3)

tem-se os resultados a seguir.

Lema 2.1.1 Para f(y) e A(y) suficientemente diferencidveis e periédicas,

/Y ag—i’) dy = 0. (2.4)

/Ydiv A(y)dy = 0. (2.5)

Demonstragao. A identidade (i7) é resultado do teorema de Gauss para tensores.

Lema 2.1.2 Seja f € L*(Y) uma fungao Y —periédica. O problema

—divy[A(y)V,¢] = f na célula unitéria Y, (2.6)

o(y) Y — periddica,

possui uma tnica solugdo em Wy, (Y) se, e somente se, [, f(y)dy = 0.

Demonstragao. Ver Lema 2.3 de Allaire (September 5, 2006) m

2.1.1 Procedimento Formal de Homogeneizacao: Expansao Assin-

totica

O fenomeno de difusao linear sobre meios heterogéneos com estrutura per-
iddica tem sido amplamente estudado durante as ultimas décadas. Da literatura

classica podemos citar A. Bensoussan e Papanicolaou (1978), Sanchez-Palencia
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(1980) e V. V. Jikov e Oleinik (1994), e textos mais recentes Holmes (1995), Hor-
nung (1997), Cioranescu e Donato (1999) e Pavliotis e Stuart (2008).

O problema modelo linear (2.2) é associado a uma familia de problemas relativa a
cada valor de e. E de interesse pratico averiguar o comportamento assintético da

solucao do referido problema. Isto é, determinar o seguinte limite:

lim u, (em algum sentido).

e—0

Esta andlise assintética é dada através da metodologia matematica denominada
teoria de homogeneizacao. Supondo que a matriz (tensor) A (z) = A(y),y =
£, ¢ Y —periddica, e uniformemente positiva definida, a referida teoria permite con-
cluir de maneira sistematica ( A. Bensoussan e Papanicolaou (1978) ou V. V. Jikov
e Oleinik (1994)) que a fungao limite u (solugao efetiva) acima esta caracterizado
como segue.

—div(AVu) = f em Q (equagao efetiva),

(2.7)
u=0 sobre 0,

onde
_ 1
A = m/ A(y)T+V,x"(v))dy (coeficiente efetivo), (2.8)
Y
e(x= 2]2:1 Xjej) x’ funcao Y —periédica tal que

—div,[A(y)V, '] = divy(Ae;), j=1,2 emY (problema de célula).
(2.9)
Mediante um procedimento formal, é possivel chegar a mesma caracteri-
zacao da solugao efetiva. Esta forma de tratamento sera a motivacao para o estudo
de nosso problema modelo multiescala nao linear. Dai a importancia de refaz-
ermos todas as contas para o presente caso. Este procedimento formal consiste em

admitir que a solugao do problema multiescala com estrutura periédica u. pode ser
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representada mediante uma expansao assintética da forma (para uma justificativa,

ver A. Bensoussan e Papanicolaou (1978)):

ue = ug(,y) + eur (2, y) + €ua(z,y) + ..., (2.10)
onde os u;(x,y),i =0,1,2,..., sdo assumidos Y —periddicos na variavel y, com
x
y=-
€

Ou, em forma compacta dada como segue:
+00 T
(x) = iz, =), 2.11
ule) = 3 dule, ) (211)

1=0

Adotaremos as seguintes regras de derivagao:

Y (u(z, %)) = (7'Vu; + Vou) (@, %), (2.12)
x & T
Vue(z) = e 'V, u(z, E> + ; €'(Vyuis1 + Vou,)(z, E)’ (2.13)
e
. T 1 - . x
div(w;(x, —)) = (e divy, u; + div, w;)(x, —). (2.14)
€ €

Utilizando as regras (2.13) e (2.14) na equagao (2.2), tem-se
+00 )

—(e7" divy + divy) [Ac(@) (e Vyuo + Y €(Vyuier + Vouw))] = f. (2.15)
=0

Em seguida, coletando os termos do membro esquerdo de (2.15) e tomando em

consideracao a ordem crescente das poténcias do €, resulta

— ¢ 2div, (A (2)V,yuo) — € divy (A () V,up)

—div,{A () [Z Ei_l(Vyui+1+vxui)]}_diVI{AG(x>[Z ei(vyui+1+vxui)]} =/
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onde

+-00 +oo
Z e"’l(Vyul-H—l—qui) = efl(Vyu1+vzu0)+6°(vyu2+vmu1)—|—Z eiil(VyuiH—l—Vmui),
=0 =2
(&
+oo A +o0 ‘
D (Vyuin + V) = ©(Vyur + Vatg) + Y € (Vytigr + Vaus).
=0 =1
Entao,

—e 2 divy, (A (2)V, up) — € ' div, (A () V,up)

400
- diVy{AE(x)[e_l(vyul + Veug) + €*(Vyuz + Vour) + Z Ei_l(vyui—kl + Vou)}
1=2
+oo '
— div { A (2)[(Vyur + Vaug) + > € (Vyuip + Vo)) = f. (2.16)

=1

Coletando os termos da relagao (2.16), considerando a ordem crescente das potén-

cias do €, segue que

—e 2div, (A (2)V,up) — € Hdiv (A (2)V,uo) + divy[Ac(z) (Vw1 + Vaug)]}

div, [Ac(2)(Vyus + Vauy)] — divy[Ac(x) (Vyur + Vaug) + - = f. (2.17)

[gualando as poténcias de € temos que

divy[Ac(2)Vyuo) =0 e divy[A(z)(Vyus + Vyug)+] + divy [Ad(x)Vyu] = 0,

e o termo associado & poténcia de ordem zero (€°) deve ser igual f. Em resumo
temos, deconsiderando as expressoes relativas as poténcias de € maiores ou iguais
a 1, as seguintes equacoes:

Equacao associada a ¢ 2

div,[Ac(2)V,ug] = 0, (2.18)

Equacao associada a ¢!
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div, [Ac(2)(Vyur + Vau)] + dive[Ad(2)V, uo] = 0, (2.19)

Equacao associada a ¢’

— divy[Ac(z)(Vyus + Vouy)] — dive [Ac(z)(Vyur + Vaug)] = f. (2.20)

Multiplicando a equagao (2.18) por sua solucao ug, integrando por Y, usando a

férmula de integracao por partes, e a hip6tese de positividade uniforme (2.3):

0= / div, [A(y)V uolug dy = / A(y)|Vuo)* dy > ao/ IV uo|? dy.
Y Y Y
Esta desigualdade é valida se, e somente se,
VyUQ =0.

Isto é, uy ndo depende da variavel y. Entao consideraremos ug = u(x).
Em relacdo a equacao (2.19) temos o seguinte: uma vez que u independe de y entao

a equagao (2.19) se reduz a

—divy [A(y)Vyu))] = divy[(A(y)V,u)] em Y. (2.:21)

Integraremos o membro direito de (2.21) sobre a célula Y para verificar se é satis-
feita a condigao necessaria, de acordo com o lema 2.1.2, para existéncia de solugao

no problema (2.21):

/ divy [(A(y)Vu)] dy = / (div AT".V,u)dy (Teorema de Gauss para tensores)
Y

Y

= qu(/ div A dy)
Y

=0,
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onde fY divAdy = 0 porque estamos considerando a matriz A Y-periddica e
simétrica.

Como u; é considerada periddica na variavel y, basta resolver a equacao (2.21) sobre
uma célula periddica e em seguida pode ser extendida periodicamente. Assim, é
formulado o problema de encontrar uma solugdo Y-periddica u,(x,.) de (2.21),
onde x entra como parametro e supondo que o membro direito (2.21) é conhecido.
Note-se que a hipdtese de Y-periodicidade de u; introduz a equagao (2.21) uma
condicao de fronteira. Usando o fato que u independe de y, a expressao equivalente

para (2.21) seré:

— div,[A(y)Vyu)] = divy AV,u em Y, (2.22)

Observe-se que a equacao resultante para u; é linear e, além disso, a seguinte
identidade ¢é verdadeira:

divy(Aej) = diVy Ae] (223)

Isto sugere introduzir, para cada j, o seguinte problema auxiliar (usualmente de-

nominado problema de célula) : achar x’, fungao Y —periddica, tal que
—div,[A(y)V,x’] = div,(Ae;) em Y. (2.24)

Logo x(y).V,u(x), com x = Zij x’e;, serd uma solugao para (2.22). De fato,

2
— div[A(y)V, (x. V)] = — div[A(y)V, > (5 8x
j=1 J

= 3 I (AW 5“
= Z(divy(Aej)g—;) por (2.24)

1

<.
Il

=div, A.V,u por (2.23).
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E evidente que uma solucio geral para (2.22) é da forma:
u(z,y) = x-Vau(z) + c(x). (2.25)
Além disso, reescrevendo (2.20) como segue

divy [A(y)Vyuo] = div,[A(y)) Vi ] + div,[A(y) Vul+

+dive[A(y) Vyw] + f, (2.26)

e mais uma vez usando o Lema 2.1.2, temos que (2.26) possui uma solugao Y —periddica

se, e somente se,
/(divy[A(y)qul] + div, [A(y)Vu] + divy [A(y)Vyua| + f)dy = 0. (2.27)
Y

A seguir analisaremos separadamente cada uma das integrais envolvidas na relagao

(2.27). Para a primeira parcela de (2.27) temos:

/ div, [A(y) V] dy = A(y)V,ui.nds
Y oy

=0 (porque o integrando é Y — periddico).
Assim, a equagdo (2.27) podemos reescrevé-la como

- /Y div[A(y) (Vou + Vyur)] dy = /Y f@)dy = VIf@).  (228)

Mas,

Vyur =V, (x(y)-Vou(z)) = (Vyx" (1) Vou(@).

Portanto, (2.28) serd equivalente a

~divill [ A+ VX0 = fo) (2.20)
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Para completar a demostragao, basta considerar

A= [ AW+ 6) i (2:30)

2.1.2 Formulacao Fraca para o Problema de Célula

Para determinar o coeficiente homogeneizado, dado através de (2.30), hd
necessidade de resolver o problema de célula (2.24). Com este objetivo, iremos

introduzir uma formulacdo fraca para (2.24). Para tal, note-se que, para y =

> Y€,
[div, (A(y)Vy)]y; = —divy[A(y)VijL J=12. (2.31)
De fato,

[div, (A(y)Vy)]y; = div, (A(y)V,yy;)
= div,(A(y)e;)

= —div,[A(y)V,X’] por (2.24).

Assim, o problema de célula (2.24) pode ser apresentado em forma equivalente

como segue:
divy (A(y)V, (X! +4;)) = 0,7 =1,2. (2.32)
Seja a forma ay : Wie, (V) X Wpe, (Y) — R,

ay (1, ¢) = /Yavw.Vqﬁdy, Vih, p € Wpe (V).

Logo, a forma fraca em W), (Y") do problema (problema de célula equivalente, para
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cada j=1,2) (2.32) é dado na seguinte forma: encontrar x* € W,.(Y) tal que
ay () +yj, @) = 0,V¢ € Wy (Y), (2.33)
ou, achar x? € Wy, (Y) tal que

ay(xX?,0) = ay (y;,6) Yo € Wpyer(Y),

onde

ay (4, 6) = / A(y)V,e;. Yoy,
Yy

A seguir provaremos algumas propriedades associadas ao tensor efetivo.

Teorema 2.1.3 Se no problema (2.2), A.(z) um tensor simétrico e positivo definido,

entao, o respectivo tensor efetivo A é, também, simétrico e positivo definido.

Demonstracao. Primeiramente verificaremos a simetria. Para tal, calculemos

A, =e;.Ae;

— el [ AT+ X dile

= /Y(ei.Aej +e,.AVx'e;) dy

— /Y(V Yi AV, y; + Vi AV, ) dy, ( Vx'e; = V)
- /Y (V0 A (T, (5 + X) dy))

= ay (y; + X7, vi)-

Entao

A =ay(y; + X\ vi). (2.34)

Agora, utilizando (2.33) com ¢ = x* resulta

ay(x’ +y;,x") =0.
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Dai segue que

Ai,j = Ai,j +0= ClY(Z/j + Xj7yi> + CLY(Xj + Yy, Xi)

e, portanto,

Aij=ay(X +yi X + ). (2.35)

Portanto de (2.35) concluimos que A é simétrico quado A, é simétrico.

Resta verificar que A ¢ definida positiva. Para tal, seja & € R? e seja 0 := &.(x +y).

Entao
- 2 —
€TAE =3 GAL
ij=1
2 . .
= Z Cay (X! +yj, X" +vi)§; (por (2.35))
ij=1
= ay(&.(y +x),€(y + x))
= / aVO.VOdy > ao||VO|5y  (por (2.3)).
Y
Portanto,

ETAE > ao|| VO[5 - (2.36)

Assim, €7 A€ > 0. Resta mostrar que nesta tltima inequacao a igualdade é vélida

unicamente quando £ = 0. Suponhamos que, para algum &,
ETAE =0.

Entao de (2.36) resulta necessariamente que V,0 = 0, o que implica que 0 =

C'(constante); ou de maneira equivalente,

£y=C—E&x (onde C éuma constante).
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Como o membro direito é Y-periodico entao €.y também deve ser Y -periddico.

Mas isto serd verdadeiro unicamente no caso em que £ =0. m
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2.2 Método Residual Free Bubbles

2.2.1 Introducao

Muitos dos fenomenos presentes em ciéncia e engenharia exibem um compor-
tamento multiescala. Por exemplo, podemos citar: transporte turbulento com alto
nimero de Reynolds, escoamento em meios porosos, difusao de calor em materi-
als compositos, etc. A maioria destes fendomenos sao descritos por equacoes com
derivadas parciais com coeficientes oscilatorios. Resolver de maneira acurada os
correspondentes problemas mediante as metodologias numéricas cléssicas exige um
alto custo computacional ou é inviavel. Entao ha necessidade de sugerir esquemas
numéricos que levem em consideracao a informacao da microestrutura do problema.
Isto é, a influéncia das escalas menores devem ser incorporadas através da formu-
lacao numérica a ser proposta. Uma das metodologias que permite a construcao de
procedimentos numéricos com estas caracteristicas é o método residual free bub-
ble (RFB). O método residual-free bubbles é um técnica de elementos finitos
de dois niveis introduzido por Brezzi, Franca e Russo através dos artigos Brezzi
e Russo (1994) e Franca e Russo (1996), inicialmente proposto para a procura de
solugoes numéricas estaveis e acuradas em problemas de difusao-convecgao com a
parte convectiva dominante. Mais tarde, o método RFB foi utilizado para o trata-
mento de outros tipos de equagoes, tais como a equacao de difusao linear com co-
eficientes altamente oscilatérios, como sugerido por Brezzi (2000), e desenvolvido
por Sangalli (2003). A seguir faremos uma breve descrigao do referido método,
tendo como objetivo induzir um procedimento de homogeneizagao numérica para
nosso problema modelo multiescala linear (2.1), de acordo com o artigo de Sangalli

(2003).

36



2.2.2 Descrigcao do Método RFB

Dado um operador deferencial linear L, definido no espago Hj(2), com Q C

R2, consideremos o seguinte problema de Dirichlet homogéneo :

Lu=f em Q,
(2.37)
uw =0 sobre 0f).

A forma variacional associada ao problema (2.37) é dada como segue: achar u € V
tal que,
a(u,v) = (f,v) Yov € Hy(). (2.38)

Sob hipdteses convenientes, admitiremos que este problema (2.38) é bem posto no
espaco H} ().
Seja V C HE(€) um subespago de elementos finitos finitos correspondente a uma
particao regular 7}, do dominio computacional €. Desta maneira podemos definir
uma solu¢ao numérica para o problema variacional (2.38). Isto ¢é feito restringindo
(2.38) ao subespago V. Temos assim o seguinte problema discreto: achar u, € V
tal que

a(up,vp) = (f,on) Vo, € V. (2.39)

Por simplicidade, consideraremos V como sendo o espaco de elementos finitos clés-
sico formado por fungdes continuas lineares por partes (se cada elemento de T}, for
um triangulo) ou as fungdes seccionalmente bilineares para o caso de quadrildteros;
isto é, seja V =V}, (1.17). Entao (2.39) ¢ nada menos que o método classico de
Galerkin para determinar uma aproximacao para a solucao fraca do problema con-
tinuo (2.37) dado através de (2.38). Situagoes em que os coeficientes do operador
L possuem um comportamento altamente variavel, tomando uma malha grosseira,
o método de Galerkin produz uma solucao numérica nada aceitdvel Rochinha e
Madureira (2004). Para melhorar o resultado ha necessidade de um refinamento
consideravel do dominio computacional (2. Isto equivale a considerar o parametro

h suficientemente pequeno. Uma maneira de produzir uma soluc¢ao numérica acu-
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rada para o problema (2.38), considerando uma malha grosseira, usa-se antes do
enriquecimento do espaco de elemento finitos tradicional V},. Isto pode ser feito
introduzindo novos graus de liberdade no interior do elemento da particao T},.
No procedimento a ser descrito na seqiiéncia, os novos graus de liberdade serao
definidos elemento a elemento de maneira que possam se eliminados (formalmente)
via um procedimento denominado condensacao estatica. Para tal, é considerado
um novo subespaco de H{(f2), e passaremos a denomind-lo subespago de bolhas,

dado como segue:

V, ={v e V;v|x € Hy(K),VK € T),}. (2.40)

Note que, para cada K € T,

Hy(K) = {v € Hy(Q);supp(v) C K}.

Assim, consideremos o espago enriquecido V, definido como a soma direta do
espaco das funcgoes seccionalmente lineares e o subespaco de bolhas, definido acima.
Isto é,

V, =V, @V (2.41)

Desta maneira temos um novo espaco de elementos finitos, usualmente denominado
espaco de elementos finitos residual-free buble ou, também, espaco de elementos
finitos enriquecido com bolhas.

A partir do espago definido em (2.41), é determinado uma aproximagao

numérica para (2.38) em V, de acordo como segue: achar u, € V, tal que

a(up,v.) = (f,v,) Y. €V, (2.42)

Como V, é dado como soma direta dos subespacos V}, e V;, , entao, tanto u, como
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v, podem ser representados de maneira tinica como segue:

Uy = up + up, com uy € Vi, up € Vp,

Vp =Up + U, com v, € Vy, vy € V.
Para cada K € T}, a restricao de cada v, € V, ao elemento K serd denotado como
Ub|K = Up,K,

de tal forma que vy € H3(K). Assim, restringindo (2.38) a V}, e em seguida a V},
resulta que (2.38) é equivalente ao seguinte sistema: determinar u, = uy +up € V;.
tal que:

Problema Global:

a(up,vn) + > ax(wic,vn) = (f,on) Yoy € Vi (2.43)

KeTy,

Problema Local:

aK<ub7Ub,K) = —aK(uh,Ub’K) + (f, Ub,K) \V/U(LK c H&(K) e VK €1y, (244)

onde ag(.,.) indica que as integrais envolvidas na forma bilinear sao calculadas no
elemento K.

Como cada bolha se anula sobre a fronteira de cada elemento da particao, entao,
é posivel o uso do procedimento de condensagao estatica. Este processo é de-
terminado resolvendo o problema (2.44) e em seguida substituindo o resultado em
(2.43).

Como (2.44) deve ser vélido para cada v € Hj(K) entdao uy ;¢ deve ser uma
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solugao forte para o problema local

Luy g = —(Lup, — f) em K,
(2.45)

upx =0 sobre OK.

Se, por exemplo, ak(.,.) é uma forma bilinear continua e coerciva sobre Hj(K) x
H}(K), entdo, para cada v, € V}, o problema (2.44) possui uma tnica solugao
em H}(K). Isto permite considerar o operador linear limitado L' : H '(K) —
H}(K) como o operador solugao para o problema (2.45).

Dai, podemos reescrever a parte bolha da solucao u, como segue

Up, K = Ll_(l(f — Luh)\K VK €1y (246)
e, portanto,
up = Lg'(f — Lup)|k. (2.47)
KeTy

Assim temos uma expressao “analitica” para u, em termos de uy; dado por (2.47).
Entao, substituindo (2.47) no problema global (2.43) podemos reformular este

problema na seguinte maneira: determinar u;, € V} tal que

a(un,v) + Y ar(Li (f = Lup) |, on) = (f.on) Yoy € Vi (2.48)

KeTy,

A formulac¢do numérica (2.48) é nada menos que o método de Galerkin classico
perturbado. A perturbacao tem o compromisso de capturar os efeito das escalas
menores que sao ignoradas pela malha computacional quando ¢ utilizado o método
usual de Galerkin.

A solugao da bolha (2.46) junto com (2.48) determinam o método residual free

bubbles.
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2.3 Método RFB Aplicado ao Modelo Linear

A seguir vamos aplicar o método residual free bubbles ao problema linear
multiescala (2.1), com o intuito de rever cada uma das etapas envolvidas na referida
metodologia e, a0 mesmo tempo, mostrar como este método sugere um procedi-
mento de homogeneizacao numérica. Para este fim, antes que nada, retomamos as

notacoes:
. Tj: triangulacao uniforme do dominio {2 com parametro de malha h;

. Espaco polinomial

Vi, ={veVivlg € Py(K),VK € Ty };

. O espacgo das bolhas

Vy, ={v € V;v|x € HY(K),VK € T},};

. Espaco enriquecido

Vi=Via @ V.

A forma variacional associada ao problema modelo linear multiescala (2.1),
definida a seguir, serd tomada em consideragao para aplicar o método RFB e
colocar em evidéncia que a referida metodologia induz um procedimento de homo-
geneizagao numeérica.

O problema fraco associado a (2.1) consiste em determinar u® € V tal que

a(u,v) = (f,v) Y v € V,onde

(2.49)
a(ue,v):/gae(m)Vue.Vvda:, e (f,v):/vada: em .

Para dar inicio a metodologia RFB, restrigiremos a formulagao variacional (2.49)

ao espaco V, = V;, & Vj,. Assim temos o seguinte problema: determinar w, = wuy + uy
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em V, tal que u, € Vj, e u, € Vj, com

a(up,v) = (f,v)VoeV, (2.50)

onde o termo de fonte f serd considerado constante por partes com respeito a
triangulacao Tj. Neste caso, quando haja necessidade de explicitar esta hipotese,

utilizaremos a notacao a seguir.

Notacgao 2.3.1

flx = fx  (fx indica o valor constante de f associado ao elemento K € T},.)

(2.51)
Entao, a equagao (2.50) é equivalente ao sistema:
a(up,vp) + alup,vp) = (f,on) Y op € Vp, (2.52)
a(up, vp) + a(up, vp) = (f,0p) ¥V vp € V. (2.53)
Seja L o operador diferencial dado por
Lw = — div]a.(z)Vw]. (2.54)

Logo, de (2.53), em termos do operador L, conclui-se que w;, é solucao forte da

equacao

Lu, = f—Lupem K

= =Y gle@ (2.59

Como uy, € linear por partes, fx é constante e, por definicao, o operador L é linear,

a forma do membro direito da equagao (2.55) sugere definir, em cada K € Ty, os
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seguintes problemas auxiliares:

X' € HY(K), L’ =1em K, (2.56)
(&
,  da,
X' € HY(K), L = — g(m) em K. (2.57)
L

Em funcéo disto, vamos reescrever a relagao (2.55) como

2
Oup(x) 8uh
Luy = frLx® — —
up = frLx ; oz, X —I—Z
Logo
= fix” + x-Vun, onde x =Y ¥e;. (2.58)

Agora, substituindo (2.58) na segunda parcela de (2.52) e, em seguida, integrando

por partes , vemos que

a(up,v) = Z fx / divjva (2) VX dx—/Kv div]e ()VX°]) dz  (por 2.56)

T Z/O‘e(x)(vx)TVuh.Vvdx

KeT, Y K

= Z vaae($)Vx0.nds~l—/fvdx (2.59)
KeT, VK

+ Z / a () (Vx) Vuy,. Vv dz. (2.60)
KeTy,

Portanto, substituindo (2.60) em (2.52), temos

Z/ae YVup.Vodr + Z/O‘E (Vx) TVuh Vuodr = — Z/ frvae(z VX .nds.

KeTy, KeT, KeTy,
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Ou,

Z / o (z) I+ (VX)) Vup.Vode = — Z vaaE WWx’nds. (2.61)

KEeTy, KET),

Por um lado, podemos reescrever cada parcela do membro direito de (2.61), a partir

da identidade

div][fo(a.(z)VXO)]|x = fxVv.ae(2)VX° 4+ frv div]e(z) VY]
—— —
=1 pOr (2.56)

e do teorema da divergéncia aplicado sobre cada K € Ty, de acordo como segue.

freva(x)Vx° nds—/ vadx—/ frad(r)Vo.Vy° dz. (2.62)

oK

Por outro lado, para o membro direito de (2.61), temos:

Z / ac(x) I+ (Vx)")Vu,. Vo dr = Z

KeTy, KeTy, |

e | oo+ (7" V(K[ 9
(A

/AVuh Vudzr (com |K|= / dx).

KET, K

(2.63)

Portanto, considerando (2.62) e (2.63) em (2.61) podemos concluir que

/AVuh Vvdx—/fvdx— Z / fra(x)Vo. VY dx. (2.64)

KeTy, KeT,

Observagao 2.3.1 A introducao da metodologia RFB permite estabelecer as seguinte

conegoes com a homogeneizagao:

e Considerando «.(.) periddico, com periodo €, e o parametro da malhaTy},
(h) multiplo de €, A no integrando do membro esquerdo de (2.64) sugere

o coeficiente efetivo para o problema modelo linear multiescala (2.1).

e H& uma estreita relagao entre u; (dado por(2.25) ) e u;, (dado por (2.58)).
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2.3.0.1 Caso unidimensional

Uma vez que o caso unidimensional permite resolver em forma analitica o
problema local, repetiremos o procedimento acima com o intuito de explicitar a

matriz de rigidez e exibir numericamente o observado na conclusao acima.

d du
——la(r) —|=1eml,
a0 (2.65)
u(0) = u(l) =0,

onde I = (0,1).

No que vem a seguir admitiremos que o coeficiente a.(z) possui propriedades que
garantem a existéncia e a unicidade de solugao para o problema de contorno (2.65).
Para este problema, no correspondente espaco enriquecido V,, temos a seguinte

formulacao numérica: encontrar u, = u, + u, € V, tal que
a(u,,v) = (f,v),Yv €V, (2.66)

onde

Entao a equagao (2.66) serd equivalente ao seguinte sistema:

a(un, vn) + aluy, vp) = (f,vn), You € Vi, (2.67)

a(up, vp) + alup, vp) = (f,vp), Vv € V. (2.68)

Seja {xj};:zév o conjunto de nés de uma particao uniforme do intervalo I, onde

I; = (z;_1, x;) representa o i-ésimo elemento da partigao.

Proposicao 2.3.1 A solugao de (2.67) em V}, é dado por uj, = Zi\sl Uy, onde

{®; ?io ¢ a base nodal associada & particao {:Uj};:ZéV, eU=(U(),U2),..,UN—-
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1))T ¢ determinado a partir do sistema linear a seguir.

U;_1 Ui Ui z+1 / /
— + + fvdr —
[Pl iy g iy e Z

I7,+1 ae

i=1,..,N—1.
(2.69)

Demonstracao. De (2.68) resulta que u;, é solugao forte do problema local

w1, € Hy(1;) tal que

d duy d duy,

—%[Oée(x) %] =1+ %[CME(:E) %] em [, (2'70)

wp(@j-1) = 0 = uy(x;).

Se {1, }j 1’ 6 a base nodal associada & particio {z;}’=5 , entdo a solugio analitica

=0

do problema de bolha (2.70) é determinado a partir dos seguintes subproblemas:

wl "t € HY(I;) tal que
d dul”'.  d o Wi

u, 1(373*1) =0= ui 1(331)7
ul € Hy(I;) tal que
d dil. d dp,
o) 28y = Lo (@) 2] e 272
up(xj-1) = 0 = uj(x;),
e
uyslr, € Hy(1;) tal que
@) M 2 em, (2.73)
dr dx ! '

up(rj-1) =0=us(r;).
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As solugoes de (2.71) e (2.72) sao, respectivamente,

onde ¢ = ﬂj
Tj—1 ae

Dai segue que

J Jj=1 _
uy +uy,  =0em [

(2.74)

Uma vez que uy, = Zl]\gl Uiy e, portanto, up|r, = U;_19;_1 + Ui, obtém-se

ub|1j = UjfllLZil + Ujui
A equagao (2.67) em termos da base nodal é dada por

ZUm,wz +Zaj up, i) = (f,), i=1,.., N — 1.

=

ZUZ/IQEd@Dz ¢Z+Z/ 1be+UUb) Cf;?:
/fU_Z/ I % Vi=1,..,N —1.

(2.75)
(2.76)

(2.77)

(2.78)

Trataremos em forma separada cada uma das parcelas das expressoes acima.

N-1

1
dyy
A = ZUl/ &e%%

=1

d i— d T d 1 !
= Ui—l/ w @Z) +U / ﬁ@bz_’_UH—l/ (6% w+l¢i
I;
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% AUyl Usud) dib
B = J b I TV
Z/x ) e dz dx

Utilizaremos a relagao local (2.74) para reescrever a expressao definida por B.

- d(uf) dj;
B = ;<Uj B Uj_l)/lj Qe dr dx
_ d(up) di;
= (Ui=Ui) /Iz Qe dr dx
( z+1) dwz

Ui _Uz €
b (Ui >/IMO‘ s ) oW

= (Ui—Ui_l)/anb +f1
I; ae

+ (Uip1 — Uz)/ Yiq + ).
Liva f]z_,_l Qe

Somando A e B temos que

w/

wop - U—Us Uwi-U
fI‘OtLe fli-}—lc%e

Uz 1 U Uz Ui—i— 1

7
I; ac fl Qe f]H—l Oéie fIi+1 CYL&.

Finalmente, a equacao (2.67) podera ser dada como segue.

U1 U,

i— ) U’L ’L+1 / / d’l/}'L :
— + + fu— 1=1,...,N—1.
f[i aie f[i 0%5 f[i+1 Qe fL,Jrl Qe Z :U

Temos desta maneira comprovado a validade da relacao (2.69). m

Observacao 2.3.2 Em relacao ao resultado estabelecido na proposicao 2.3.1, pode-

mos comentar o seguinte:

e Se a.(x) é periédico com periodo € e h miltiplo de €, entao

/11. ozia:) dv = h/()l ozjy) dy. (2.79)

Basta mostrar a relacao acima para o elemento I; = [0, h]. Isto pode ser

confirmado mediante o raciocinio logo abaixo.
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Para y = % temos,

h 1 h/e 1
—~dr = 6/ —dy
/0 04(;) o a(y)

- h(%)/oh/eﬁ y

_ h(%/okﬁdy), -t

- h[%(/ol@dw[@dw..f:lﬁdw]
_ %(k/olﬁdy).

e Sabe-se que, no caso em que o coeficiente a.(x) é periddico, o problema

homogeneizado relativo ao problema multiescala (2.65) é:

d  _du

u(0) = u(0),

onde @ = ———

Jo i3y 4y
e Note-se que, no caso em que «.(x) é peridédico, o membro esquerdo de
(2.69) coincide com a matriz de rigidez resultante ao introduzir os ele-
mentos finitos cldssicos de Galerkin (V},) a equac¢do homogeneizada (2.80)

correspondente ao problema (2.65).

49



Capitulo 3

Problema Multiescala Nao Linear

Continuaremos a utilizar como referéncia o fenomeno de difusao de calor
em materiais compositos para introduzir nosso problema modelo nao linear. Num
processo de conducao de calor onde ha uma forte dependéncia em relagao ao tipo
do material condutor, o coeficiente de difusao passa a depender, também, do campo
de temperatura. Todavia, se consideramos um material compdsito, no coeficiente
de difusao estard presente, a0 menos, um parametro (€) que relaciona as diferentes
fases. Neste caso as propriedades térmicas estarao dadas através do tensor de
condutividade A = A(z,u¢), onde u° representa a distribuigdo de temperatura.
Portanto, o modelo que melhor descreve o fenomeno de conducao de calor com

condicao de Dirichlet homogénea seria o seguinte modelo matematico nao linear:

—div[A®(z,u)Vu] = f em £,

u® =0 sobre 0f).

No presente trabalho, como um primeiro projeto, consideraremos A(z,.) = a(x)b(.)1,
I € R**? representa a matriz identidade, com «.(.) e b(.) campos escalares. Esta
decomposicao para A(x,u) é bem razodvel fisicamente, como observado em ...

O correspondente problema, ao qual nos referiremos como problema modelo
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multiescala nao linear, sera:

—div]oe(z)b(u)Vu] = f em €,

(3.1)
u® =0 sobre 0f).
Para os coeficientes a.(.) e b(.) admitiremos as condigdes a seguir.
Hipoteses H1:
e Para cada €, a.(.) :  — R é mensuravel;
e Existem constantes positivas ag e ay tais que
0<ay<alfr)<a; Vre. (3.2)

Hipdteses H2:

e 0(.) : R — R suficientemente diferenciavel e, com a derivada de primeira

ordem limitada;

e Existe uma constante positiva by tal que

0<by<b(t) VteR. (3.3)

Observacao 3.0.3 Das hipdteses H1 e H2 resulta que: para cada x € €2, e todo

t e R,

o (2)b(t)€.€ > aphol|€]]* V€ € R? (hipétese de coercividade uniforme).

(3.4)

O problema variacional associado a (3.1) consiste em: achar u® € H} () de maneira
que

a(ut,v) = (f,v) Vv € Hi(Q), (3.5)
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onde

a(t), 6) = /Q 0 (2)b(4) V.V 6 . (3.6)

3.1 Problema Continuo: Existéncia e Unicidade

Nesta se¢ao faremos uso das idéias apresentadas nos artigos Boccardo e Mu-
rat (1982) e Artola e Duvaut (1982), para, mediante pequenas adaptagoes, rever
o problema de Cauchy associado a nosso problema modelo multiescala nao linear.
Visando formular um resultado de existéncia de solugao fraca para (3.1), resgata-

mos a seguinte versao do teorema de ponto fixo de Schauder:

Teorema 3.1.1 (Ponto Fixo de Schauder) Seja £ um espaco normado, A C
E um conjunto convexo nao vazio, e C C A compacto. Entao cada aplicagao

continua T : A — C' tem pelo menos um ponto fixo.

Demonstracao. O enunciado e a citacao para uma demostracao deste resultado
encontra-se em Diaz e Naulin (2006). m
A seguir formularemos o seguinte teorema que diz respeito da existéncia e unicidade

de solugao para o problema variacional (3.5).

Teorema 3.1.2 Sejam a.(.) e b(.) nas hipdteses (3.2) e (3.3), respectivamente. En-
tao, para cada f € L*(), o problema variacional (3.5) admite uma tnica solugao

no espago Hg ().

A demonstragao do teorema 3.1.2 serd dada mediante o uso dos lemas a seguir.
Com o propésito de formular o resultado de existéncia de solugao fraca para (3.1),

a forma (3.6) sugere definir o seguinte operador:

T¢: L*(Q) — Hi(Q), (3.7)
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onde, para cada w € L*(Q), T¢ associa w® em HJ(Q) (T¢(w) := w® ) através da
equacao:

/ae(x)b(w)Vwe.Vvdx—/fvdx Vv € Hy ().
Q Q

Note que o operador o T estd bem definido, uma vez que, a partir das hipéteses
impostas sobre os coeficientes a. e b, a forma bilinear dada no membro esquerdo

de (3.5) estd nas hipdteses do lema de Lax-Milgram 1.3.1.

Lema 3.1.3 Nas hipéteses do teorema 3.1.2, o operador T dado por (3.7) é con-

tinuo.

Demonstragao. De fato, seja {w,,} uma seqiiéncia em L*(2) tal que
w,, — w nanorma de L*(f2).
Consideremos T (wy,) := w, e T¢(w) := we. Entao, respectivamente, tem-se

/a(f)b(wm)wan.Vvdx:/fvda: Vv € Hy ()
Q ¢ Q

/a(z)b(w)Vwe.Vvdx:/fvdx Vv € Hy(9).
Q ¢ Q

Subtraindo membro a membro as equagoes acima, segue que

/Qa(%)b(wm)wan.Vv dx — / Oz(z)b(w)Vwe.Vv dr =0 Yv e Hy(Q).

Q €
Dai, somando e subtraindo w€, resulta

/Qa(%)b(wm)V(wfn — w4 w).Vvdr = /QCz(%)b(w)VwE.Vv dx Vv € Hy(Q).
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Ou de maneira equivalente, reagrupando convenientemente, para cada v € H}(Q)

temos
/ &(%)b(wm)V(wfn — wﬁ).Vv = / ae(g;)(b(w) _ b(wm))vwe.Vv dor.
& Q
Entao, em particular, para v = w;, — w* temos:

aobo|V (wh, — w)llg.0 < cnllb]l /Q |w = win| V||V (w — wp)| do

< o[t |l (w = wi) Vorllo.ol|V (wy,, — w)llog.
Logo

IV (wy, —w)

00 < Cl[(w — wn) Vo

Portanto, do teorema da convergéncia dominada de Lebesgue, o membro direito

da inequagao logo acima converge para 0 quando m — oco. m

Lema 3.1.4 seja F uma fungao de classe C'(R) tal que F(0) = 0 e |[F'(t)| < L
para cada t € R. Seja  um subconjunto aberto em R?, e seja 1 < p < co. Entao,

tem-se o seguinte:

a) para cadav € W'?(Q), Fov € W'P(Q), 52 (Fov) = F'(v) 2%, sempre que

1<i<d;
b) se v € W,P(Q), entdo F owv € WyP(Q).
Demonstragao. Ver a proposigao IX.5 de Brezis (1983). =

Lema 3.1.5 Nas hipdteses do teorema 3.1.2, se (3.1) possui uma solugao, ela é

Unica.

Demonstracao. Seja



Das hipdteses assumidas para b temos em particular que b € C'(R) e, isto é suficiente
para concluir que be CH(R). Além disso, a derivada de bé positiva e, portanto, b
resulta ser uma bijecao em R. Fazendo U := b(u¢), como b estd nas hipéteses do
lema 3.1.4, entao

VU = b(uf)Vus
Uce Hy(Q).

Logo o problema (3.1) serd equivalente ao problema linear

—div[a(2)VU] = f em Q,
€ (3.8)
U*¢ = 0 sobre 0f).

isto é, u® é solucao de (3.1) se, e somente se, U¢ for solu¢ao do problema (3.8).
Portanto, como a forma bilinear associada ao problema de Dirichlet (3.8) estd nas
hipéteses do lema de Lax-Milgram, entao, (3.1) admite uma tnica solugdo. m
Finalmente, provaremos o teorema 3.1.2.

Existéncia. Se no teorema 3.1 consideramos A = E = L?(Q), C = H}(Q), e
o operador T, definido em (3.7), entao, do lema 3.1.3 podemos concluir que 7
possui um ponto fixo. m

Unicidade. Segue diretamente do lema 3.1.5. m

3.2 Homogeneizacao: Problema Multiescala Nao Linear

Solugao para um problema que apresenta um comportamento altamente var-
iavel quando observado num nivel microscépico exige que todas as escalas presentes
no problema devem ser resolvidas. Podemos citar como exemplos: a mecanica dos
meios de dispersao, filtragao, escoamento em meios porosos, conducao de calor em
materiais compositos, etc. Devido ao alto custo computacional e a complexidade

numérica, o uso do método classico de elementos finitos considerando uma malha

95



do tamanho comparavel a menor escala presente na estrutura seria inviavel. Mas,
em muitas aplicagoes praticas os detalhes da escala fina da solugao nao sao de inter-
esse, e sim uma solugao na escala grossa. Portanto, em muitos casos, um modelo
aproximado que capture a influéncia das escalas nao resolvidas é suficiente. O
método de homogeneizagao ¢ uma das metodologias utilizadas para a obtengao

de modelos aproximados.

A seguir, fazendo uso das ideias encontradas Auriaul e Lewandrouwska (1993)
e Tokarzewski e Adrianov (2001), retomaremos o procedimento formal utilizado na
procura da equacao efetiva associada ao problema linear multiescala (2.2), para
determinar de forma didatica a equagao homogeneizada correspondente a nosso
problema modelo multiescala nao linear (3.1).
De acordo com o teorema 3.1.2, para cada € fixado, a solucao u¢ do problema
modelo multiescala nao linear, sob certas hipdteses, existe e é tinica. Como

observado no caso linear, admitiremos que u, é dado na forma

u = u(z,y) + eur(x,y) + 62u2(x,y) +.. Y= % Vo € (, (3.9)

onde cada u;(z,y) é funcdo das variaveis x e y, e Y-periédica em y porque vamos

supor que «.(.) é periddica, ou, em forma compacta dada na forma :

o3 x
€ — N =
u(z) = ;e ui(x, 6).
A partir disto, continuaremos a adotar as regras de derivacao dadas em (2.12)-
(2.14).
Por comodidade, usaremos a notagao u em lugar de uy. Logo, como temos admitido

que u¢ = > % €'u;, consideraremos uma expansdo para b(u€) em torno de u. Temos
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assim,

+oo
b(u) =b(u+ Y €'uy)
i=1
1
= b(u) + eb (u)uy + (b (u)ug + §b”(u)u%) + ... (3.10)
Teorema 3.2.1 Seja a.(x) limitada uniformemente por baixo por uma constante
positiva e Y —periddica, e seja b : R — R suficientemente diferenciavel e limitada

inferiormente por uma constante positiva. Entao, o problema efetivo correspon-

dente ao problema modelo multiescala nao linear (3.1) é dado por

—div,[b(u)AV,u] = f x €,

(3.11)
u=0 x€df,
com
- 1
A= [ at)a+ VX, (3.12)
Y1 Jy
e(x = 2]2‘:1 x’e;) X’ fungao Y —periddica tal que
, 0
div, [ay)V,x'] = — g;y) emY, j=1,2 (3.13)
J

Demonstracao. Utilizando as regras (2.13) e (2.14), assim como a identidade

(3.10), na equagao (3.1), temos

— (et divy, + divy ) {ac(z)[b(u) + b (u)uy + (b (u)ug + %b"(u)u%) + . eV ut

+o0
> E(Vyuio + Vow)|} = f. (3.14)

1=0

Em seguida coletando os termos do membro esquerdo de (3.14) tomando em con-
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sideragao a ordem crescente das poténcias de €, tem-se

— (et divy, + div, ) {ac(z)[b(u) + b (u)uy + (b (u)ug + %b”(u)uf) + . eV ut

+oo
Vyur + Vou + €(Vyus + Vour ) + Z € (Vyui + Vo) }

1=2

= —e 2 div, (o (7)b(u)Vyu)—e {div]ae (b(u) (Vyu +V u)+b (w)u; Vu) ] +dive[ac (2)b(u) V., u] } —
" {div, [ae () (b(u) (Vug+Vpuy) +b (w)uy (Vyug +Veu) + (b (w)ug + %b"(u)u%)vyu)]

+ divg[ae () (b(u)(Vyur + Veu) + ' (w)u Vyu)} + ...

Note-se que as duas primeiras parcelas da iltima equacao acima sao singulares.

Entao, necessariamente, devemos ter

divy[ae(2)b(u)Vyu] =0,

div, [ (@) (b(u) (Vyur + Vu) + b (u)us Vyu)] + dive[oae(@)b(u) Vyu] = 0,

e, portanto, o termo associado & poténcia € deve ser igual f. Em resumo temos,
desconsiderando as expressoes relativas as poténcias de € maiores ou iguais a 1, as

seguintes equacoes:

Equacao associada a ¢ 2

divy e (2)b(u) V] = 0. (3.15)

Equacao associada a ¢!

div,, [ore (2) (0(w) (Vyur + Vu) + b (w)uy Vyu)] + dive[a(2)b(u)V,u] = 0. (3.16)

Equacao associada a ¢’

o8



1
—divy{oze(x)[b(u)(Vyu2+vmu1)—|—b'(u)u1(Vyuﬁ—vmu)—i—(b’(u)url—ib"(u)uf)vyu]}
+ divg[ae(2) (b(u)(Vyur + Veu) + 8 (w)u Vyu)) = f. (3.17)
Multiplicando a equacao (3.15) por u, integrando por Y, usando a férmula de

integracao por partes, e as hipoteses de limitacao inferior introduzidas para os

coeficientes «, e b:

0= —/ divy[a(y)b(u)Vulu dy

Y

— [ ato)pla),up dy

Y

> C'o/ IV, ul? dy.

Y
Entao

/ IV, ul*dy < 0.
Y

Esta desigualdade ¢é valida se, e somente se,
Vyu=0.

Isto é, u nao depende da varidvel y e escrevemos u = u(z).
Em relacao a equagao (3.16) temos o seguinte: uma vez verificado que u independe

de y entdo a equagao (3.16) se reduz a

divy[ac(2)(b(w)Vyu))] = = divy[(ae(2)b(u)Vew)] - em Y. (3.18)

A expressao equivalente para (3.18), utilizando o fato que b(u) é positivo e inde-
pende y, seré:

div, [oy) Vyur)] = =Vya(y).V,u  em Y. (3.19)

Como u, é considerada periédica na variavel y, basta resolver a equagao (3.18) sobre
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uma célula peridédica e em seguida pode ser extendida periodicamente. Assim é
formulado o problema de encontrar uma solu¢ao Y-periédica uq(x,.) para (3.18),
onde z entra como parametro e é assumido que o membro direito (3.18) é conhecido.
Note-se que a hipétese de Y-periodicidade de u; introduz na equagao (3.18) uma
condicao de fronteira.

Observe-se que o problema resultante para u; ¢é linear. Isto sugere introduzir,
para j = 1,2, o seguinte problema auxiliar (usualmente denominado problema de

célula):

da(y)
0y,

div, [ )V, x] = — em Y. (3.20)

A solugao x? em W, (Y) para o problema variacional correspondente a (3.20) é

determinado através do problema: achar x7 € W,..(Y) tal que

da(y) ”

— 0y Yo €Wy (Y),j=1,2.
v ayj P ( )

/ a(y)Vyx!.Vody =
Y

Entao

2
ur(z,y) = x(y).-Vou(z) + ¢(z), com x =) xej,
j=1

serd a solugao fraca do problema (3.19), onde ¢(z) é a constante aditiva.
Agora, integrando sobre uma célula em relacao a y ambos os membros da equagao

(3.17), resulta

- /Y {Clivy {0 () () (7 + V)10 () (74 V)4 (8 ()i 5 () )

+ divg[a(y) (b(u)(Vyur + Vyu) + ' (w)uy Vyu) |} dy = /Yf dy. (3.21)

Utilizando a hipétese de periodicidade e tomando e levando em consideracao que

u nao depende da variavel y, a relacdo acima (3.21) é reduzida para

/Y diva[a(y)b(w) (Vyur + Vou)] dy = fIY]. (3.22)
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Como uy(z,y) = x.Vzu + ¢(x) entdo (3.22) pode ser reescrita como segue

1 t B
—div (g [ o)X+, = 1 (3.23)
Fazendo
A- % /Y a(y) (T + V,x')dy. (3.24)

temos a equagao efetiva associada ao problema modelo nao linear multiescala (3.1)

—div,[b(u)AV,u] = f € Q,
(3.25)
u=0 z¢cd.

Observacgao 3.2.1 Note-se que A é um tensor constante porque x depende uni-
camente de y. Por outro lado, de acordo com o resultado estabelecido para o caso

linear (teorema 2.1.3), A é simétrico e positivo definido.
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Capitulo 4

Formulacoes Numéricas RFB

Na primeira parte do presente capitulo, fazendo uso da metodologia resid-
ual free bubble, iremos induzir formulagoes de elementos finitos que sejam capazes
de incorporar detalhes da escala menor presentes no modelo em estudo, de tal
maneira que seja possivel tratar o problema de homogeneizagao numérica decor-
rente do modelo multiescala nao linear (3.1).

Como veremos a seguir, a partir do método RF'B sera possivel sugerir, em termos
gerais, duas formulagoes numéricas, que denominaremos RFB completo e RFB
reduzido, respectivamente. Por sua vez, o raciocinio seguido para a obtencao do
RFB simplificado permitira sugerir mais um esquema numérico.

Uma vez definido o procedimento numérico RFB simplicado, o passo seguinte serd
o estudo de existéncia de solucao para o problema discreto associado a formu-
lacao numérica sugerida na etapa prévia. A existéncia serda formulado mediante o

teorema 4.3.7.

4.1 Formulacao RFB Completa

Guiados pelo procedimento seguido no caso linear, e da estrutura do espaco

residual free bubbles V,., dado que é valida a seguinte decomposicao

Vi =V & W,

62



vamos introduzir uma formulagdo numérica (extensao natural do correspondente
caso linear) que permita determinar uma aproximagao em V, para a solugdo do
problema variacional correspondente ao modelo multiescala nao linear (3.1). Com
este propdsito em mente, restrigiremos a formulagao variacional (3.5) ao subespago
V.. Como resultado temos, em forma explicita, o que passaremos a denominar
RFB completo:

Achar u, € V, de maneira que,

> ak(un,v) = (f,v) YweV, (4.1)

KeTy,

onde

ax (Y, ¢) = / o (2)b(¢) V.V da.

K

Observacgao 4.1.1 A nao ser que seja especificado, no que vem a seguir, nao

consideraremos a hipétese de periodicidade para o coeficiente a(.).

Como consequéncia da representagao dos elementos de V., a formulagao (4.1) é
equivalente ao seguinte sistema acoplado:

Encontrar u, = up, +up € V, =V, &V}, onde
. Problema Global Completo:

up €V, é tal que

> axc(un +up,vn) = (f,vn) Vo, € Vi, (4.2)

KeTy

e u, € V3 é determinado localmente ao resolver o problema a seguir.

. Problema Local Completo:

aK(uh + ub,vb) = (f, Ub) Yo, € H&(K),VK e Ty. (43)
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Desta forma, associado ao problema local (4.3), tem-se

/Kae(af)b(uh—I—ub)V(uh—i-ub).Vvd:c:/Kfvd:c Yo € Hy(K). (4.4)

Entao wup|k € solucdo forte do seguinte problema de contorno local

— div]oe(z)b(up, + up)V(up +up)] = f em K, (4.5)

up, =0 sobre OK. (4.6)

Observagao 4.1.2 Note-se que (4.5), devido ao coeficiente b(.), conduz a um
problema nao linear. Portanto, o procedimento de condensacao estatica nao pro-

cede como o correspondente caso linear.

4.2 Formulacao RFB Reduzida

Motivados pela impossibilidade de aplicar a condensacao estatica no prob-
lema local (4.5), entdo, para uy, e uy definidos, respectivamente, através dos prob-

lemas (4.2) e (4.3), definiremos a seguinte func¢ao:
n(t) .= b(up + tuy), t€[0,1]. (4.7)
Logo, para b suficientemente diferenciavel, temos a seguinte férmula:
1
o) =n(0) + (0 + [ (1= 00 e (18)
0

Como resultado da identidade (4.8) segue a seguinte expansao para o coeficiente b

em torno uy:
b(up + up) = b(up) + 0 (up)up + [/0 (1 — )" (up, + tuy)dt] (up)?. (4.9)

Neste ponto do raciocinio faremos uma primeira escolha, consideraremos unica-

mente a apro-
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ximagao de ordem zero da expansao (4.9). Assim, o problema local (4.3) pode ser
reformulado em termos da parte bolha (u;) através de um problema linear. Isto é,
Problema Local Reduzido ou Problema Local Linearizado:

Achar u, € H}(K) tal que

— div]ae(z)b(up) Vuy) = diviae(x)b(up)Vup] + f em K, (4.10)

up = 0 sobre 0K.

Desta maneira, agora, podemos reescrever o problema global (4.2) de acordo com
o novo problema local (4.10) associado a cada elemento da malha (problema local
reduzido) como segue.

Encontrar wuj, € Vj, de maneira que

Z /K ae(2)b(uy, + i) Vup. Vo +

KeTy,

> / e ()b (1, + 1) Viip. Vo = / fovYoveW,
K Q

KeTy,

(4.11)

onde 1, € H}(K) é solucao do problema local reduzido sobre o elemento K:

— div]ae(z)b(un)Viy) = f + div]ae(z)b(up) Vi, em K, (4.12)
1 = 0 sobre 0K.
Observagao 4.2.1 Em relagao a (4.10) e (4.11) podemos comentar o seguinte:

e A aproximagao de ordem zero (4.10) é razodvel. Esta afirmagcao é justifi-

cada através da relacao (4.27) estabelecida mais para frente.

e Da decomposicao iy, = uy+uy, e da propriedade de linearidade do problema
(4.10), o calculo da bolha wu;, pode ser reduzido a solugao dos subproblemas

relativos a u; e uy, respectivamente, de acordo como segue.

65



Achar @, € H}(K) tal que

— div[ae(z)b(up) V] = div]a(x)b(uy) V] em K, (4.13)

up = 0 sobre 0K,
e determinar uy € Hg(K) de maneira que

—div]oe(z)b(up)Vus] = f em K, (4.14)

us =0 sobre OK.

e Admitindo a hipétese de coercividade uniforme, o procedimento de con-

densacao estatica é possivel.

Retomaremos a formulagao (4.11) para, a partir de um raciocinio descrito a seguir,
colocar em evidéncia as possibilidades de aproximacoes numéricas RFB que pode-
MoOS propor.

Com este objetivo em mente, consideraremos, desta vez, a funcao 7 definida a

partir de uy, e 1, determinados através de (4.11) e (4.12), respectivamente, como
N(t) := b(up, + t ).

Assim, a identidade correspondente a (4.9) seré:

b(aiy, + i) = b(adn) + b (adp )iy + | /O (1 — )" (i + t ) dt] (1) (4.15)
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Introduzindo (4.15) na equagao (4.11), temos o seguinte problema: dado 4y € V,

achar uy, € V}, tal que

> /K ae()b(tin) Vi Vo de + /K e ()b (1) V. Vo da+

KGT}L KeTh
Z / ae ()b (up,) iy Vi Vo dr + Z / ae ()b (up,) iy V. Vo do+
Kety, 7 K Kety, 7 K

/{[/ (1 — )b (aiy, + t 1) dt] (10) Vi Vo Y da+
o Jo

/Q{[/O (1 — )b (aiy, + t 1) dt] (10)* Vi Vo tda = /vadac. (4.16)

Observacao 4.2.2 Note que:

1. A expressao acima deixa claro que temos mais de uma escolha para um

modelo de aproximac¢ao numérica no ambiente RFB.

2. Se escolhemos como membro esquerdo unicamente a primeira parcela da
igualdade acima, a respectiva formulagao numérica recai no classico método

de elementos finitos de Galerkin.

3. Outras escolhas podem ser: a primeira mais a segunda; outra, as trés

primeiras parcelas. Assim por diante.

4.2.1 Formulacao RFB Reduzida

Terminamos a presente secao apresentando a formulacao RFB reduzida.
Esta serd induzida a partir da relagao (4.16), tomando em consideracao as duas
primeiras parcelas desta relacao. A referida formulagao de elementos finitos sera
utilizada para resolver o problema de homogeneizacao numérica associado a nosso

problema modelo multiescala nao linear.
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Determinar u, € V}, tal
ar(up,v) = (f,v) Vv eV, (problema global), (4.17)

onde

(up, v Z / ae(z)b(up)Vu,. Vo dz, (4.18)

KeTy

e U = up+up+us, com u, e uy solugoes, respectivamente, do problemas locais

reduzidos:

— div]ae(z)b(up)Vup) = diviae(z)b(up)Vup] em K, (4.19)

up, =0 sobre 0K,

—div]oe(z)b(up)Vus| = f em K, (4.20)

ur =0 sobre OK.

Agora, utilizando a decomposigao u, = up, + u, + uy, definiremos as formas

b(Un, v Z / e (2)b(up)V (up + up).Vo de (4.21)

KeTy

flup,v Z / ae(2)b(up)Vuyp.Vode. (4.22)

KeTy,

Desta forma, podemos redefinir a formulacao RFB reduzida como segue.

Achar u, € V), tal que
ap(up,v) = (f,v) —ap(up,v) Yo €V, (4.23)
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com @ € ay dados através dos problemas locais (4.19) e (4.21), respectivamente.

Observacao 4.2.3 Em relacao ao esquema numérico apresentado acima, temos

0s seguintes comentarios:

1. Resulta evidente que os problemas globais e locais estao acoplados;
2. O problema global é nao linear em relacao a wy;

3. Para baratear o método podemos seguir a idéia sugerida no trabalho de
Y. E. Efendiev e Ginting (2004), considerando b( [, us(x)dz) em lugar
de b(up) nos problemas locais reduzidos (4.19), (4.21). Desta forma, por
exemplo, (4.19) se reduz a uma equagao bem mais simples, porque, por
hipétese, o coeficiente b é nao nulo (positivo) e constante em cada elemento.

Portanto,

—div]oe(z)Vup) = diviae(z)Vu,) em K. (4.24)

Assim, da linearidade da equagao, o célculo da bolha local (u;) é deter-
minado resolvendo os correspondentes problemas associados aos nés do

elemento;

4. Seguindo o raciocinio do item 3, uma outra simplificagao seria a utilizada
no artigo de Chen e Savchuk (2008), onde o coeficiente b é calculado num

ponto interior do respectivo elemento (b(un(zk))).

5. Destacaria como fundamental no presente trabalho o racicocinio a seguir.

Definindo o operador linear L¢ = div[a(z)b(up(x))V¢], introduzindo os
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4.2.2

problemas auxiliares:

L=1 emK, (4.26)

e mediante um procedimento semelhante ao elaborado na se¢ao (2.3) (Método

RFB Aplicado ao Modelo Linear), a formulagdo RFB reduzida conduz a
uma relagdo semelhante a (2.61) (determinado no caso linear) desta vez

dado por.

Z/(xe b(up)(I+ (Vx) )Vuthdx—/fvdx— Z/fK()z6

KeTy, KeT,

(4.27)

Esta relacao coloca em evidéncia, mais uma vez, a relacao entre metodolo-

gia RFB e o processo de homogeneizacao.

e Ginting (2004) e Chen e Savchuk (2008), mencionadas nos itens acima.

Algoritmo Numérico

Uma proposta de esquema numérico para implentagao seria:

P1) Dado uj = upy—1 € Vi, determinar @ ,—1 = Upn—1 + Usn—1 sobre cada el-

emento K resolvendo os respectivos problemas (4.19) e (4.20). Esta parte
do algoritmo esta bem definido. Caso uma das aproximagoes sugeridas nos
itens 3,4 da observacao acima seja seguida, este passo € executado apenas

uma vez.

P2) Um vez calculado @, ,—1, achar uy,, € V} tal que
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Z / ae(2)b(up n—1)Vup,.Vodr+
K

KeTy,

/ ae(2)b(upn-1) Viig 1. Vodr = / fodx Vv € Vy;
K Q

P3) Voltar ao passo P1, com uy,, calculado no passo P2, e determinar o corre-
spondente uy,,,. Continuar o ciclo até verificar o erro de tolerancia definido
a priori para

Upn — Uhn—1-
4.3 Formulacao RFB Reduzido: Existéncia

Nesta secao realizaremos o estudo da existéncia de solugao para o esquema
numérico RFB reduzido proposto no presente trabalho. Com este intuito, numa
primeira etapa, seguindo a estratégia sugerida em Xu (1996), reescreveremos a for-
mulagdo numérica (4.17) em termos da forma linearizada em torno da solugao do
problema variacional associada ao problema efetivo correspondente ao problema

modelo multiescala nao linear (3.1).

Seja entao u a solugao fraca do problema efetivo. Entao
a(u,0) = (f,0) Vo€ HY(Q), (4.28)
onde a(u,v) = [, b(u)Vu.Vodz, e b(.) = b(.)A, sendo
_ 1 T
A= [ aly)I+V,x")dy,
Y1 Jy
o tensor estabelecido na equagao (3.24). Denotaremos com A(u;.,.) : H}(Q) x
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H}(Q) — R a forma bilinear relativa a lineariza¢ao da forma af(.,.) em torno da

solugao efetiva u. Entao
Au;v,w) = /(b(u)Vv.Vw + b (u)vVu.Vw) dx. (4.29)
Q

Para esta forma bilinear A(wu;.,.) temos a seguinte propriedade, a qual seré crucial

na procura de estimativas que nos conduzem ao resultado de existéncia.

Proposicao 4.3.1 Seja b(.) nas hipdteses (3.3). Para u suficientemente pequena

na norma W1°°(Q), a forma bilinear A(u;.,.) é coerciva em H} ().

Demonstragao. De fato, para A(u;v,v) = [,,(b(u)Vv.Vo + b (u)vVu.Vo)dz,
com b(.) inferiormente limitada por uma constante positiva e como tensor A é um

tensor positivo definido, a primeira parcela verifica o seguinte:
/ b(u)Vo.Vo > Col|[ Vol o (4.30)
Q
Por outro lado, uma vez que

]/(b'(u)vVu.Vv)dx| < / ' (w)| |v] |AVu.Vo|dw
Q Q
< ||b'||oo||u!|1,oo7Q!|A||/(lvvaDdl‘ (JIA]]: norma da matriz)
Q

< [Vl llull oo llAH T l00lVollog
< callt|lcllullicollallVollo  (Poincaré)

< CillulloonlVolg . com Cr = collt|lllal,

/(Z_)'(U)UVU.VU)da: > —Ch|ull1,00,0l| VO[5 0- (4.31)
Q

Combinando as relagdes (4.30) e (4.31) resulta

Ausv,v) = CollVollgg = Cillulli el VUG -
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Portanto, considerando ||u||1 .« suficientemente pequeno (de maneira que: Cp —

Ch||ull1,000 seja positivo) conclui-se que a forma bilinear A(u;.,.) é coerciva em
1

Hi(©2). m

A seguir definiremos a projecao de Galerkin relativa a forma bilinear A(u;.,.),

P, : H}(Q2) — V4, dada por

A(u; Pyo,w) = A(u;v,w)  Yw € V. (4.32)

Como para u pequeno A(u;.,.) é coerciva em H}(Q) entdo P, estd bem definida.

Lema 4.3.2 Nas hipdteses da proposicao 4.3.1, seja Pj, a projecao sobre V}, definida
por (4.32). Entao
||Ph?J — 'U||1’007Q S Ch. (433)

Demonstragao. Esta estimativa é uma situagao particular de um resultado mais
geral que é encontrado no texto de Brenner e Scott (1994). m
Para a solugdo numérica uy,, u solu¢gdo homogeneizada, a forma a(.,.), e para cada

v € Vj, definimos n,, (t) := a(u + t(up — u),v), t € [0,1]. Por definigao,

My, (1) = /Qb(u + t(up — u))V(u+ t(uy, — u)).Vode. (4.34)
Entao
My, (1) = /Q(uh — )b (u+ t(up, — u))V(u+ t(u, —u)).Vodr
+ /Q b(u + t(up, — u))V(up — u).Vodr,

ngh (t) = /Q(uh —u)?b" (u 4 t(up — u))V(u+ t(up —u)).Vode

+2 /Q(uh — )b (u + t(up, — u))V(up —u)).Vodz.
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A partir de uma expansao em torno de ¢t = 0, tem lugar a seguinte identidade:

o (1) = 1, (0) + 1, (0) + / (1~ el (1) dt. (4.35)
onde

Ny (1) = @(un,v), 14, (0) = a(u,v) e n, (0) = A(u;up—u,v) (de acordo com 4.29)
(4.36)

Agora, fazendo

1
/0 (1 —t)n,, (t)dt == R(u,up,v), (4.37)
e considerando (4.36) em (4.35), obtém-se
a(up,v) = a(u,v) + A(u; up, — u,v) + R(u, up,v)

= (f,v) + A(u; up, — u,v) + R(u, up,v)

= a,(up,v) + A(u; up, — u,v) + R(u, up, v), (4.23)

onde a,(up,v) = ap(up,v)+as(up, v). Portanto, a solucao numérica uy, (4.23) pode

ser caraterizada em termos da forma linearizada A(u, .,.) como segue.

Proposicao 4.3.3 u;, € V}, é solucao de (4.23) se, e somente se,

Aw; up, w) = A(u; u, w) + alup, w) — ap(up, w) — ay(up, w) — R(u, up, w) Yw € Vj,.

(4.38)

Para estabelecer a existéncia de uma solugao u; para a formulacao numérica

(4.23), a identidade (4.38) sugere introduzir o seguinte operador (nao linear)

q)ZVh—>Vh,
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onde para cada v € V}, temos ®(v) dado por

A(u; ©(v), w) = A(u; w; w) — E(v,w) — ap(v,w) — R(u,v,w) Yw e V), (4.39)

onde E(.,.) : V), x V}, — R é dado por

E(v,w) = ap(v,w) — a(v, w). (4.40)

com af(.,.) definido em (4.28), e ap(.,.) como (4.21).

Observagao 4.3.1 Seguindo a ideia de W. E e Zhang (2004), definiremos sobre
(ViAW) x V,

_ E

E= sup _E@wl e oy, (4.41)

vevr Awtee @ ey [[Vlne [wlhie’

Dai segue, em particular, que
E(up,v) < Ellunlle |v]i0. (4.42)

Proposicao 4.3.4 Nas hipdteses da proposicao 4.3.1, o operador ¢ estd bem
definido.

Demonstragao. De fato, para cada v € Vj e ¢; (elemento da base de V},),
admitindo ®(v) = Zf\il Cyp;, o sistema
N

ZCzA(uv Pis 90]) = A(u7ua @j) - E('U,SOJ') - af(”?@j) + R('LL,’U, 90]')7 .7 = 17 ) N7

i=1

tem solugdo tnica porque o membro direito ¢ finito e a matriz (A(u; ¢;, ¢;)) é
definida positiva porque A(u;.,.) é coerciva. m

4.3.1 Resultado de Existéncia para o RFB Reduzido

Note que, de acordo com a proposicao 4.3.3, a existéncia de um ponto fixo

para ® equivale a existéncia de u;, em (4.23). Sendo assim, de acordo com o teorema
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de Brouwer (ver Conway (1985), pagina 153), basta comprovar que o operador ®
dado através de (4.39) tem a propriedade de ser continuo e invariante. Isto serd

dado como consequéncia do teorema 4.3.5 e a proposicao 4.3.6 formuladas a seguir.

Teorema 4.3.5 ® é continuo sobre
B ={v e Vi |Pat — v|l1oo0 < VE + V). (4.43)

Observacao 4.3.2 A demonstracao deste teorema, em razao a identidade (4.39),
estd associado a uma certa propriedade de continuidade verificada pelas corre-
spondentes parcelas E, ay e R da referida identidade. Esse estudo sera elaborado
no proximo capitulo, em vista das tecnicalidades que envolvem as demonstragoes

desta proposicao.

Proposicao 4.3.6 Se existe hy > 0 tal que para cada 0 < h < hyg, \/§| Inh| é

limitado, entao ® é invariante no conjunto B dado por (4.43).

De igual maneira ao resultado acima, a demonstracao desta proposicao sera poster-
gada para o proximo capitulo.
O resultado a seguir é uma consequéncia imediata do teorema 4.3.5 e da proposicao

4.3.6.

Teorema 4.3.7 Nas hipdteses da proposicao 4.3.1, seja P, a projecao definida
através da forma bilinear A(u;.,.) dada por (4.32). Entao, se existe hy > 0 tal que
para cada 0 < h < hg, VE|Inh| ¢ limitado, a formulacdo numérica (4.23)(RFB

reduzido) admite uma solugao no conjunto B acima definido.
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Capitulo 5

Analise Matematica da Formulacao

Numérica

Reservamos este capitulo para tratar da demonstragao do teorema 4.3.5 e
da proposicao 4.3.6, ao mesmo tempo que serao introduzidos os pré-requisitos
necessarios para conduzir tais demonstracoes.

Da definigdo do operador nao linear ®, dado através da relacdo (4.39), a con-
tinuidade deste operador sobre o conjunto B C Vj, dado por (4.43) esté direta-
mente relacionado a uma certa propriedade continuidade das aplicagoes R, af e E,
presentes na equagao (4.39). Desta forma, como veremos a seguir, a demonstragao
do teorema 4.3.5 serd uma consequéncia imediata das trés primeiras proposicoes
que passamos a formular na sequéncia, cujas demonstracoes serao dadas em forma
separada em cada uma das trés préximas segoes do presente capitulo.

Finalmente, a demonstracao da proposicao 4.3.6 sera dada na ltima secao do pre-
sente capitulo. Alguns preliminares necessarios para conduzir esta demonstragao

foram colocados no apéndice A4.

Proposigao 5.0.8 (Continuidade do R) Para cada v,w, ¢ € V), com ||[v||1.00 < M,

e b nas hipdteses (3.3), tem-se
|R(u; v,¢) = R(u; w, @)| < CIV (v —w)lloal[Veloe, (5.1)

onde u ¢é a solugao efetiva do problema (3.1).
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Proposicao 5.0.9 (Continuidade do ay) Para cada v,w € V,, e cada elemento

K € Ty, tem-se

las(v,9) = ap(w, )|k < ClV(v = w)loalVellox VYoeVi,  (52)

onde ag(v, p)|x = [, ae(z)b(v)Vvs.Veodr e vy é dado através do problema local

(5.19), e respectivamente af(w, ¢).

A partir de (4.23) e (4.40), por conveniéncia, definiremos a aplicagdo numérica
E(.,.):=E(.,.)+as(.,.). (5.3)

Em seguida, formalizaremos a estimativa associada a esta aplicagdo (E) medi-
ante a proposicao a seguir, que como consequéncia dard lugar a propriedade de
continuidade da aplicagdo E como serd destacado mediante a relagao (5.5) mais

abaixo.

Proposicao 5.0.10 Sejam a.(.) e b(.) nas hipdteses (3.2) e (3.3), respectivamente.

Para v, w, ¢ € V, tal que ||v||1,00.0 + ||w]1,000 < M, e para cada K € T}, tem-se

E(v, ¢)—E(w, )| < C(M \f \fh+ 1)(fo—wll s i) [o—wlo.) [0l

(5.4)

Observacao 5.0.3 No caso em que f = 0, tem-se o seguinte:
1. E=F.
2. E(0,¢) =0 VoeV,.
3. Continuidade da aplica¢ao E(.,.):

B(0.6) ~ Blw. )l < CONY £ (5 + £+ Dllo — wlhlohe, K €T

(5.5)
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Corolario 5.0.11 Nas hipéteses da proposicao 5.0.10, segue que

M)\/%(\/%JF%H). (5.6)

Demonstracao. De fato, dos items (2) e (3) da obsevagao logo acima resulta

Bl < CO 5 (5 + 5+ Do, K €T
s
Fhaidin Ry

Assim, (5.6) segue da definicio de F (4.41). m

Entao

Os resultados acima sao suficientes para verificar a continuidade do operador @,
enunciada no teorema 4.3.5.
Demonstracao. (do teorema 4.3.5) Segue imediato das proposi¢oes 5.0.8 e

5.0.9, e da estimativa (5.5). =

5.1 Continuidade e Estimativas relativas a R

Nesta secao temos como objetivo principal verificar a propriedade de con-
tinuidade relativa ao resto R como anunciada na proposicao 5.0.8. Na primeira
parte desta secao, determinaremos algumas estimativas relativas a R que serao
invocadas no que vem a seguir do presente trabalho. Em seguida, trataremos da

demonstracao da proposicao 5.0.8.

5.1.1 Estimativas para R

Antes de dar inicio a procura de estimativas para o resto R, introduziremos

algumas notagoes.

e note-se que, para uma constante positiva M, e para cada wu,v tal que

l|u]|1,00.0 + ||| 1.00,0 < M, usando a desigualdade triangular, 6 := u+t(v —
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u),0 <t <1 élimitado por 3M. Isto é,

0]l 0 < 3M.

e Dada a fungao real b suficientemente diferenciavel, sejam

by := maxV'(s) e  by:= max?b’(s).
|s|<3M |s|<3M

Lema 5.1.1 Para cada u,v,w € Hj(Q) tal que ||ull1.000 + [|V]1.000 < M, € b nas

hipdteses (3.3), tem-se
[R(u, v, w)| < Cllu—lff 40 [wh.e (5.7)

Demonstracao. De fato,

|R(u v, )| s=/ (1-1 {/ P10+t = ) AN] Y+ to = ) [V do

:9

2 / 1V (u+ (0 — w)| (= 0)|[|A ]| [V (u — 0)] [Veo| dac}t
Q
<A, / (1= 0){ ] (u=0)I96] Vo] do
+2)allby / (= )| |V (= )| Vo] der Yt

:3\|A||Mbg{/9(u—v)Q\Vw|d:c+2b1/Q \u—v||V(u—v))|]Vw|dx}(/O (1-1)),
onde fo (1—1t) =21,

< ”lg—HmaX {3Mb2,251}[/9(u —v)? V| dx +/ |(u = 0)| [V (u =) [Vw| dz]

SC[(/Q(u—v)‘*cia:)l/2 (/Q|Vw]2dx)1/2 (/ u — 0|2V (u 2)1/2( /| 2)1/2]

< Cllu = vlLsq) + 1w = v)V(u = v) [ 2(@)) w0
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Desta maneira temos
|R(u, v, w| < C([lu—v]|Faiq) + [(u = 0)V(u = v)|l2@) wh g (5.8)

Como

(= )V = )|y < ( / fu— o) /%( / V(w2

entao

I(w =)V (u = v)l[20) < [lu =0l IV (e =)L)

1
< 5 llu = ol + V(e = 0)[14g)

< llu—vlisq (5.9)

Portanto, de (5.8) e (5.9) temos a estimativa (5.7). m

Observagao 5.1.1 Para cada v € H}(2) N WH>(Q), tem-se a desigualdade
[vll1.0 < Cllvl100.0- (5.10)

Lema 5.1.2 Seja M uma constante positiva. Para quaisquer u,v € H}(Q) N

W (Q) tal que ||ull1co0 + [V]l1con < M e w € H} (), tem lugar a estimativa
|[R(u,v,w)] < Cllu— ][} o olwh.e. (5.11)
Demonstragao. De fato, da estimativa (5.7) estabelecida no lema (5.1.1) temos
|[R(u,v,w)] < Cllu =l 40 [w]ie- (5.12)
Por outro lado, por interpolacao

lu = vl 40 < llu— vl colle —vlie (5.13)
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Logo, de (5.13) e (5.12) tem-se
IR, 0,0)] < Cllu = vl smpllu — oo el (5.1

Conclui-se a validade da etimativa (5.11) a partir da relacao (5.10). m

5.1.2 Continuidade de R

Para v, w, ¢ € V}, definamos 7, e 1,, como em (4.34) (trocando, por exemplo,
up, por v ). Associados a v e w temos os respectivos restos R(u;v,.) e R(u;w,.),
de acordo com (4.37). Passamos, entao, a verificar a propriedade de continuidade
para o resto R.
Demonstracao da proposicao 5.1:

Demonstracgao. De fato,
1
Rlusv,9) - Rlusw,o) = [ (1= 00 — (o] de
0

(integrando por partes o membro direito)

- / (L= Ol(t) — i, (0)] dt
= (L= B)l(E) — ()] + / ((6) — r,(0)) de

= —(1,(0) = 7, (0)) + [(m0(1) = 1(1)) = (12(0) — 7(0))],

onde 7,(0) — 7,,(0) = 0. Entao

R(u;v, ) = R(usw, ) = =(1,(0) = 11,,(0)) + (1o(1) = 1 (1)) (5.15)
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Em primeiro lugar estimaremos a primeira parcela do membro direito de (5.15)

17.,(0) — n.,(0)] = | [/Q(U —u)V (u)AVu.Vdr + /Q b(u)V (v — u). Vo dr]
— [/Q(w —u)b' (u)AVu.Vpdr + /Q b(u)V(w — u). Ve d]|
<| Q(U —w)b' (u)AVu.Vodr| + | /Ql_)(u)V(v —w).Vydz|
< ||A||||b'||oo||u||1,oo,Q/Q|U —w||Ve|dr + ||A||||b||oo/Q|U — wl||Ve|dx

< Clfjo —wlloallVelloa + C2[V (v = w)loal Veloeo

< V(v —w)|oallVelloa (Poincaré). (5.16)
Por outro lado,

1N, (1) — 1y (1)| = |/[b(v)AVv.Vg0 — b(w)AVw. V| dz
= | / v)AV0.Vo — b(w)AVv.Vo + b(w)AVv.V + b(w)AVw. V] dz

< |/ ))AVv.Vdz| +/ b(w)AV (v — w). Ve dx|

Q

< IIAIIIIb’IlooHvHLoo/QIv—wl|V<p|dfv+I|AH Hb||oo/Q|V(v—w)|!Vsoldx

< ANV lsollvlhoollv = wloalVellog + AT 1]V (0 = w)llog IVelloe.

Da desigualdade de Poincaré, conclui-se

[7:(1) = nw(D)] < CM)[[V (v = w)lloallVeloo- (5.17)

Portanto, (5.1) segue das estimativas (5.16) e (5.17). =
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5.2 Continuidade da Aplicacao af

Uma vez comprovada a propriedade de continuidade para o resto R, faremos

um estudo semelhante para af(.,.) : Vj, x Vj, — R, onde

af(v,w) = Z /Kae(x)b(v)va.Vw, (5.18)

KeTy

com vy € Hy(K), K € Tj, definido através do problema local

—div[a.(x)b(v)Vvs] = f em K. (5.19)

5.2.1 Estimativas para ag(.,.)

A seguir estabeleceremos algumas estimativas relativas a forma a;(v, w), que

faremos referéncia no presente trabalho.
Lema 5.2.1 Sejam a.(.) e b(.) nas hipdteses (3.2) e (3.3), respectivamente, e seja

f € L>*(Q2). Entao, para cada (v,w) € V}, x Vj,

ap(v,w) < Ch(Y [[Vw|lf )72, (5.20)

KeTy

onde as é dado por (5.18).

Demonstragdo. Dado v € V}, seja vy € H}(K) a solugao do problema local
(5.19). Multiplicando por vy ambos os membros da equagio do referido problema

local e integrando por partes, tem-se

e (z)b(v)| Vs de = | foyda.
Js J,
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Logo, da hip6tese de coercividade dada por (3.4), e da desigualdade de Cauchy

Schwarz no membro direito, segue que

aobol|Vurllg e < I1F el K2 ogllo.x-

Usando a desigualdade de Poincaré no membro direito da desigualdade acima,
obtém-se

1ol K12 lvglos < CR?[[ Vv o,

Entao
1
by || Vusl[§ - < Ch?(|Vugllox < C*AR* + ﬁ”vfog,K (para A a escolher).

A dltima desigualdade foi obtida fazendo uso da desigualdade de Young ( r,s >
OZT’SS)\T’Q—F% VA > o).
Logo

(b — IVl e < ACPH.

Agora, escolhendo A\ de maneira que agbg — ﬁ = 1/2, obtém-se
e (5.21)
Portanto,

lag(v,w)l < Y IVvsllorl I Vewllox

KGTh

< (X IVl ) 20X 1wl )2
KeTy, KeTy,

< (3 WY Vel )2 onde (0 BV < Ch.
KETh KGTh KGTh

Assim chegamos a desigualdade (5.20). =

Lema 5.2.2 Sejam «.(.) e b(.) nas hip6teses (3.2) e (3.3), respectivamente. Entao,
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para quaisquer v,w € Vj,, e K € T},
[y = willox < CIV (v —w)loe, (5.22)

onde vy e wy sdo definidas como em (5.19).

Demonstracao. Subtraindo, membro a membro, as equagoes associados a v, w €

Vi, dadas através de (5.19), resulta
— div[a.(x)(b(v)Vvy — b(w)Vws] =0 em K.
Logo, somando e subtraindo b(w)Vvy a esta tltima relacdo temos
— divla(#)b(w)V(v; — wy)] = divla.(@)(b(v) — b(w)) Vo).

Se multiplicamos por vy — wy e integramos sobre K
[ adalw)tos — wpldo = [ a(a)be) o) Ve Ves ~ wy)da
K K
< ¥l [ o=l Vo] |V(es — )l da
(agora usando a desigualdade de Holder generalizada com ; + 3 +3 =1, )

< an|V'lloollv = wlloa IV oglloa x|V (vy = wp)llox

Mas [|[v —wljosx < ||v — w040, entdo

aobo||V (v — wy)[I§ i < ]t [|oollv — wloael VuslloaelV(vy —wy)llox,

36



onde o membro esquerdo é resultado da hipé6tese de coercividade uniforme (decor-
rente das hipdteses impostas sobre os coeficientes a. e b). Como H'(£2) estd imerso

continuamente em L*(2) para Q C R? (resultado andlogo para L*(K)), entdo

lv = wlloae < lv—wlho e [[Vurlloar < [Voslir. (5.23)
Da estimativa local para vy estabelecida em (5.21), temos

Vvslloe < Ch2. (5.24)

Por outro lado, do resultado cldssico de regularidade eliptica, ||vf|la.x < Cll fllok-

Entao ||Vuy|lox + [|Avsllo.x é limitado. Logo,

[V(vy —wy)

aobo|V (v — wp)[I§ i < ]|t [|sollvf]looll — wllo 0.K

< Cllvgllell V(v = w)lloallV (v = wp)llox  (Poincaré).

Dalf segue o resultado (5.22). m

5.2.2 Continuidade de ay:

Para verificar a continuidade da forma ay, basta estimar af(v, p) — ar(w, ¢)
sobre cada elemento K da particao Tj.

Demonstragao. ( da proposic¢ao 5.0.9). De fato,

lay(v, ) — ap(w, )|k < /

K

< ] /K v — w|| Vol [Vl da + au b /K 1V (0y — w))||Vep| da

aula)lb(e) = bw)]|Ver[ Vil +

Q
K

(@) [b(w)|[V (v = wy)[[ V| dz

< arlt'lloollv — wlloax IVoslloax I Vellox

+ar|[blloo IV (vy = wp)llox [IVllore

< a1t lloollv = wlloagllVorlloaxVellox (v —wloax < llv —wloae)

+ a[[blloo IV (v = wp)llox IV lloxe
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das estimativas (5.23) e (5.21) conclui-se que ||Vv¢||g4 x € limitado
£110,4,

< Cyllv—w

0.2l Vellox + ColV(vy —wy)lloxl|Veollox

< C|V(v —w)|loallVellox (Poincaré + (5.22)).

Temos, assim, chegado a relacao (5.2). m

5.3 Continuidade da Aplicacao E

Para tratar da demonstracao da proposicao 5.0.10, pela quantidade de detal-
hes técnicos, vimos por conveniente trata-la com resultados prévios formulados em
forma de proposigoes, e para estabelecer as mesmas introduziremos alguns lemas
que em principio terao uma dependéncia sequencial.

Em concreto, a demonstragao da proposicao 5.0.10 sera dada através das proposicoes
5.3.1, 5.3.2, 5.3.3 e 5.3.4, que passaremos a enuncid-las. Por sua vez, a demon-

stracao cada uma destas proposicoes serao dadas em forma separada em cada uma

das seguintes partes desta secao.

Seja K € T}, T), triangulacao do dominio {2, e para cada v € V},, seja v, = v + vy,

com v, € H}(K) tal que

— div]a.(2)b(v)Vu,] = div]a.(x)b(v)Vu] + f em K,

(5.25)
v, =0 sobre 0K.
Para cada v € V},, facamos
ve :=v(z) + ex(y).Vu(x), com x dado por (3.20) e y= % (5.26)
A partir dai, seja
Ve = Uy — Ue. (5.27)
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Para cada v,¢ € Vj,, e K € T}, do Teorema do Valor Médio para integrais, existe

ri € K tal que

1
—/ ay(x)Vo.Vodr = a,(xx)Vu.Vo, (5.28)
K] Jx
onde
ay(7) == b(v(x))A, A é o tensor efetivo definido em(3.24). (5.29)

Sem perda de generalidade podemos supor que K € T} é representado por o
triangulo K7 descrito no apéndice Al, assim como seu correspondente conjunto

K., também, descrito no mesmo apéndice.

Proposicao 5.3.1 Para v,¢ € V},, tem-se

/Ka_v(xK)Vv.Vqﬁda:: |—f§|/ a(v)Vo.Vodz, (5.30)

Kol Jk.

com a,(z) através de (5.28).

Proposigao 5.3.2 Sejam a.(.) e b(.) nas hipdteses (3.2) e (3.3), respectivamente.
Dados v,w € V},, sejam os correspondentes v, e w, definidos através de (5.26). Se

lv]|1.00 + |W|l1.00 < M, e I := (a(v)Vv, — a(w)Vwe, Vo), entao
€
1] < CONI+ S = wl + bl = wlowd] YK €T (531

Proposicao 5.3.3 Sejam a.(.) e b(.) nas hipéteses (3.2) e (3.3), respectivamente.
Para cada v, w € Vj tal que ||v]/oo + ||w]1,00 < M, sejam, respectivamente, v, w.,

definidos através da relacao (5.26). Se I := (a(v)Vve — a(w)Vwe, Vo) g\ k., entao

€ €
1 < N0+ Dl = wlhae + b0 = wlloalldl VK €T (532)

Proposicao 5.3.4 Sejam a.(.) e b(.) nas hipéteses (3.2) e (3.3), respectivamente.

Para v,w € Vj, tal que ||v||1.000 + [|[0]|1,000 < M, sejam, respectivamente, 0, W,
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definidos através de (5.27). Se I3 := (a(v) V0, — a(w) Vi, ¢) i, entao
€
‘[3‘ < O(M)[\/%H’U - wHLK + h”’l) - w|]07K]\¢|1,K VK €Ty, Vo eV, (533)

Finalmente estamos com os elementos necessarios para demonstrar a estimativa
associada a aplicagao E(., .) e, portanto, a propriedade de continuidade da aplicagao
E dada por (4.40).

Demonstragao. (proposigao 5.0.10:) Para cada v,w € V}, e os correspondentes
ve € w,, definidos em (5.26), da decomposi¢ao v, = v, + 0. (w, = w. + W) dada

em(5.27), segue que

[E(v, )i — E(w, §)|x = [(a(v)Vor, V) x — (a(v)Vv, Vo)k]
— [(a(w)Vw,, Vo) — (a(w)Vw, Vo) ]
= (a(v)Vue — a(v) Vv, Vo) — (a(w)Vwe — a(w)Vw, Vo) k
+ (a(v) V0, — a(w)Vie, Vo) k
= (a(v)Vve, Vo) — (a(v) Vv, Vo) — (a(w)Vwe, Vo) k + (a(w)Vw, Vo) k

+ (a(v)Vo, — a(w)Ve, Vo) k.
Agora, de acordo com a identidade (5.30),

(a(v)Vu, Vo) = ’|[I(i|‘ (a(v)Vu,Vo)k. e (a(w)Vw, Vo) = | |(a(v)Vw€,V¢)KE.
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Entao

maum—mum¢nK=[mwﬁmmva—{ﬁjmwﬂmavaJ
— [(a(w)Vwe, Vo) — ]|[[(i|\ (a(w)Vwe, Vo)k. ] + (a(v)Vi, — a(w)Vwe, Vo) i
= (a(v)Vve—a(w)Vwe)K—%(a(v)Vve—a(w)Vwe)KE—i—(a(v)Vﬁe—a(w)Vﬁje, Vo)k
= (a\v Ve—alw w, —mav Ve—alw w mav Ve—alw w,
— (00) Ve ~a0) V) 0(0) V() Vi al0) P 0 V)
—[QVMMVm—awﬁmu&+wmwvm—awnwava
_ | K| | K|
=(1- ‘K€|)£a(v)VvE ;;(w)Vwe)@+ K| \(a(v)VvE _ %;w)vwe)K\Ks
+ (a(v)Vo, — ci(w)u?e, Vo)k
h 1, K]
<I|1- m| || + K| || + |15].

Assim, das estimativas obtidas para |I;|, |I2] e |I3], nas proposigoes 5.3.2, 5.3.3 e

5.3.4, respectivamente, temos que

|ﬁ@¢»—ﬂw@mASCMﬂu—’mnu+v€mv—mhK+Mw—wmmth+

K|
K] e

ABL )i+ [0 = wlhae + Bl = o+

€
CON Sl = il + hllo = ool

Por outro lado, sabe-se que

K]
K|

K]
K|

| < C(E) (por (A.5) e (A.9), respectivamente).

< 1-—
<3 e | h

Como consequéncia,

(0, 0)-E(w, 9] < CODIY 5 (554 Dllo-wlhsct (e o-llollohx

Portanto, chegamos a relacao (5.4). m
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5.3.1 Demonstracao da Proposigcao 5.3.1

Demonstracao. Dado v € V}, seja o correspondente v, dado por (5.26).

Entao

Vv, = Vv + (ny)th. (5.34)
Assim, para chegar ao resultado esperado, basta calcular

1 1 t
]y, om0 Vo = geplatan) [ a@lFe+ (3, Vil Vo (por (530)
B b(v(m){ﬁ/ ac(@)[I + (x,)]dz}Vo.Vo dz

= b(v(zk))AVVL.V$ (de (3.24)).
Portanto, (5.30) conclui-se a partir de (5.28). =

5.3.2 Demonstracao da Proposicao 5.3.2

Lema 5.3.5 Sejam «(.) e b(.) nas hipdteses (3.2) e (3.3), respectivamente. Para
cada v € Vj,, e cada K € Ty, seja v, = v+, dado através do problema local (5.25).
Se f ¢ limitado, entao

1, < C(Jo]1, i + 7). (5.35)

Demonstragao. Da equagao (5.25) temos

(acb(v)V,, Vo) = (f,9) V¢ € Hy(K),
(5.36)
V=0 sobre 0K.

Logo, tomando em particular ¢ = v, — v = v, € H}(K), resulta

(aeb(v)Vu,, Vo) = (ab(v)Vo,., V) + (f,vp).
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Assim, da hipotese de coercividade uniforme, no membro esquerdo, e da desigual-

dade de Schwarz, no membro direito, obtém-se

Oéobo|Ur’iK < aq|ve|1xv]k + || flloxl|vs]lo

< aqlvp|1x|vlik + Cib| fllo.x|vs|1x (desigualdade de Poincaré )

Lilvlue + Cik®|ugle (porque || fllox < Clf|loch )

S allvr

< Alvli  + (a3 /(AN)ofi ¢ + CLh® vl k-

Entao (apbo — A)|ve|] x < (af/(4N)|v]] x + C1h?|vp|1 k. Agora,

para A = (1/2)agby podemos concluir que

ol i < o[l i + h¥[vnl k). (5.37)

Por outro lado, multiplicando (5.25) por v, € H}(K) e integrando por partes,

temos a seguinte identidade:
(aeb(v)Voy, Vo) = —(aeb(v)Vo, Vo) + (f,vp).
Entao,

aoboluy|? ¢ < ald|vly g |vsl1,k + I|.f]lo,x || vellox

< al)y kl|vplix + Cih*|vp|1 ke (Poincaré e f limitado).

Logo

‘Ub|1,K S Cg(lU’LK—i-hz). (538)
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Substituindo (5.38) em (5.37),

[0:[f ke < Ca([vl i + C3h*([vl1x + h7))

< Cullofi x + PPlvlig +hY)
————

W2 o 4
K bt
S 2 + 2

2 vliK h4 4
< Cu(Jv]f g + — t3t h*)
)

Portanto, tirando a raiz quadrada em ambos os membros da desigualdade logo
acima, tem-se a relagao (5.35).
[or1x < C|v]uk + 12).

Desta maneira temos verificado a relagao (5.35). =

Lema 5.3.6 Associada a triangulcao T}, de ), seja V;. o espago enriquecido (definido

em (2.41)). Entao, para cada v, = v + v, € V,. é vélida a seguinte desigualdade:
|U|1’K < |Ur|1,K' (539)

Demonstragao. Seja v, um elemento qualquer do espaco V,. Como div|(v, —
v)Vu| = V(v,—v).Vo, pois Vu|k é constante, entdo, integrando ambos os membros

sobre K € T}, esta igualdade, resulta
(V(v, —v),Vu)g =0
ou

(Vu,, Vu)g = (Vv, Vu)k. (5.40)
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Em funcao disto,

(V(v, —v),V(v, —0)g = (Vu,, Vo) k — 2(Vu,, Vo) + (Vo, Vo) g
= (v, V) — 2(v,0) g + (v,0) g (5.40)

= (v, )k — (V,0) k.

Logo (Vv,, Vv, )k = (Vu, V) + (V(v, —v), V(v, — v))k e, portanto,

(Vu,, Vo, )k > (Vu, Vo)k.

Dai temos (5.39). m

Observacao 5.3.1 Em particular, para u, = v, — w, tem-se

|v—w|1,K S |U7»—U}T|17K. (541)

Por comodidade iremos convencionar o uso da seguinte notacao simplificadora:

a(v) = a.(x)b(v). (5.42)

Lema 5.3.7 Sejam a.(.) e b(.) nas hipdteses (3.2) e (3.3), respectivamente. Para

v,w € Vj, tem-se

Uy — w,n|1,K S O(”U — 1U||OO7K(|’U|1,K + |1U|17K + h2) -+ |U — @U|17K) VK € Th.
(5.43)
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Demonstracao. Da hipotese de coercividade uniforme temos que,

aobolv, — wrﬁ,K < (a(v)V(v, —w;), V(v, —w;))
= (a(v)Vu,, V(v, —w,)) — (a(v)Vw,, V(v, — w,))
= (a(v)Vv,, V(v, —w,)) — ([a(v) — a(w) + a(w)|Vw,, V (v, — w,))

= (a(v)Vu,, V(v,—w,))—(a(w)Vw,, V(v,—w,))—((a(w)—a(v)) Vw,, V(v,—w,))

Denominaremos cada uma das parcelas do membro direito da desigualdade logo
acima com o E;,1 = 1,2,3, e em seguida, agrupando convenientemente, iremos
determinar uma limitacao superior para elas. Antes, porém, vamos reescrever a

expressao correspondente para F; de acordo com o raciocinio a seguir,

By = (a(v)Vuy, V(v, — w,))
= (a(v)V(v, — w;), Vu,)
= (a(v)Vu,, Vv,) — (a(v)Vw,, Vv,)
= (a(v)Vv,, Vo,) — (a(v) Vo, Vw,)
= (a(v)V(v, — v +0), Vv,) = (a(v)Vo,, V(w, — w +w))

= (a(v)V (v, —v), Vv,) + (a(v)Vv, Vo,) — (a(v)Vu,, V(w, —w)) + (a(v)Vo,, Vw)

=Up =wy

= (a(v)V(v,), Vp) + (a(v)Vo,, Vv) = (a(v)Vu,, V(w)) + (a(v)Vu,., Vw)

= [(f, ) + (a(v)Vor, VO)] = [(f, ws) + (a(v) Vv, Vw)].

Portanto

Ey =[(f,vp —wp) + (a(v)Vv,, V(v —w))]. (5.44)

De maneira completamente analoga, também podemos reescrever Fy como

Ey = [(f, wy — vp) + (a(v)Vw,, V(w —v))]. (5.45)
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Assim, na soma de (5.44) e (5.45), as parcelas relativas ao termo de fonte se

cancelam e, portanto,

Ei1 4+ Ey = (a(v)Vu, — a(w)Vw,, V(v — w)). (5.46)

Agora, com o intuito de encontrar uma estimativa para (5.46), iremos reformular

a expressao dada para E15 = Fy + F, a partir do raciocinio logo abaixo

Es = ((a(v) — a(w) + a(w)) Vv, — a(w)Vw,, V(v — w))
= ((a(v) — a(w))Vv,, V(v —w)) + (a(w)V (v, — w,), V(v — w))

= P91 + Eqo.

Como a(v) — a(w) = a(z)(b(v) — b(w)), de acordo com (5.42), entao

la(v) — a(w)] < o [[tflec|v — w] < Cllv = wlloo,ic-

Logo

|E191| < Cllv — wloo,x|vr|1,x [v — w1 k-

Por outro lado,

| E122| < [(ae(2)b(w)V (v, — w,), V(v —w))|
< an|[blloo|vr — w1,k [v — w1k

< C|Ur - wr|1,K |U - w|1,K-

As estimativas acima, para Fio e Fjoo, permitem a seguinte conclusao parcial:

|[Ena| < C([Jo = wlloo,re[vr| + [or = wr k)0 = wh ik

= C[Jo = wlloo g |vrllv = wh, i + [0r — w1 k|0 = Wl K)-
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Agora, das relagoes (5.35) e (5.41),

|Era| < C(lv = wlloo,x (Jv]1,x + h?) + [0 — wl1k) [or — wr |1 k-

Finalmente, para a parcela F3 = ((a(w) — a(v)Vw,, V(v, —w,))), resulta evidente,

em razao as idéias acima utilizadas, a seguinte limitagao:

|E3| S CHU - w||oo,K|wr|1,K|vr - wr|1,K

(5.47)
< Cllv = wlloo x (W, + ) |vr — w1,k

Portanto, a desigualdade (5.43) segue das estimativas estabelecidas para Eis e Fs.

[ ]
Lema 5.3.8 Para cada v € V} e cada elemento K € T),, é véalida a seguinte

identidade:

V| = (|IV(.)] indica a norma vetorial do gradiente de (.)).

1
TR
(5.48)

Demonstracao. Com efeito, basta calcular

ok = ( / Vol2dz) 2
K
= ]Vv](/ dx)Y/?
K

= Vol K2

Lema 5.3.9 Dado K € Ty, T), particao de €2, existe uma familia de fungoes &,

e > 0, com as seguintes carateristicas:
a) & € CF°(K);

b) 0<¢ <1lem K;
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c) & =1 fora de uma e—vizinhanga de 0K, que denotaremos com V,(0K);
d) €|VE&| < Cem K, onde C é uma constante que independe de .

Demonstragao. Para uma demontracao, veja V. V. Jikov e Oleinik (1994) m

Para cada v,w € Vj,, e &, seja

X

pe = ¢€(1 = &) (x(y) Vv —x(y). Vw), y= = (5.49)

onde cada componente de x satisfaz o correspondente problema de célula (3.20).

Lema 5.3.10 Dados v,w € V}, , e supondo x € Wh>(Q), para o correspondente

¢ dado por (5.49), tem-se

€
ok < c\/%w —whk, VK € Th (5.50)

Demonstracao. Como Vo, = (1 —&)(V,x)'V(v —w) — ¢[x.V(v — w)]VE,,

/K Vo Vo, = /K{(l —&)(Vyx)' V(v —w) — e[x.V(v —w)|VE S Ve,

- /K (1 - £)(V,x)' V(0 — w).Vp, / XV (0 - w)]VE} Ve

K

< IVl /K (1— &) V(0 — w)] Vel + x|l /K (Ve V(0 —w)| [V

<1 <1

<19 V=0 [ Vel + V-0 [ Vel
Ve(0K) V. (0K)

< Il V(0 — w) Ve

|
Ve(OK)
< x|V (0 = ) VeQE) V2 [V lo,v. o)

< X100l V(0 = w) [ V@) 72 [ Veoello i

‘/E oK 1/2
< Ixl1.00l V(v — w) |1 i % IVeellox  (de acordo com(5.48)).
Portanto
V.(OK)|Y/?
196 s < Il 0 = )l 5 i (5.51)
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Mas, da definigao de V.(OK) resulta que |V.(OK)| < Cieh e, por outra parte,

sabe-se que | K| > Cyh?. Logo
Rl <oy (5.52)

De (5.51) e (5.52) segue (5.50). m

A seguir passaremos a determinar algumas estimativas relativas a 0. (5.27).

Lema 5.3.11 Sejam «.(.) e b(.) nas hipdteses (3.2) e (3.3), respectivamente. Para

0. dado por (5.27), e f limitado, tem-se a seguinte estimativa:

~ €
[Oe1,e < C \E(MLK + h?). (5.53)

Demonstragao. Como o, € H'(K) satisfaz o problema (A.17) entao considera-
remos a decomposicao v, = 07 + Uy, onde U1 e Uy sao solucoes, respectivamente, dos

problemas

—divja(v)V0] =0 em K, (5.54)

. = —ex.Vv sobre 0K

—div[a(v)Vie] = f em K, (5.55)

v =0 sobre OK.

Para 0, sabe-se que ( ver V. V. Jikov e Oleinik (1994))

R €
|U1|1,K S C\/%|U|17K. (556)
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Resta, entao, determinar uma estimativa para |0s]1 . Para tal, multiplicaremos

(5.55) por 0o € H'(K) e integraremos por partes o membro esquerdo. Assim,

(a(v)Vﬁg, VTA)Q) = (f, @2)
aol2[5 i < N fllox[|02llo,x
< (I fllse P)|1021]0, 5

< [ flloo B*|02)1.c  (Poincaré).
Entao
|Da]1,6 < Ch?| 2|1,k (5.57)

De (5.56) e (5.57) segue (5.53). m

Lema 5.3.12 Sejam a.(.) e b(.) nas hipéteses (3.2) e (3.3), respectivamente. Da-
dos v,w € V} e os correspondentes v, e w, definidos através da relacao (5.27), e

para cada K € K}, tem-se

~ ~ €
o= e < O 5 1 = e+ ol + ) + o =] (6559

Demonstracao. De fato,

aobolie — Wel? i < (a(v)V (i — ), V(i — ) (hipdtese de elipticidade uniforme)
= (a(v) Vo, V(b — i) — (a(v) Vi, V(0 — b))
= (a(v) Ve, V(b — b)) — (a(w)Vide, V(0. — 1))
+ (a(w) Vi, V(e — 1)) — (a(v) Vi, V(i — )
= (a(v)Vie — a(w) Vi, V(6 — @) + ((a(w) — a(v))Vide, V(b — @)

= J1+4 J2.

Entao
agbo|de — W] < |J1| +]J2]. (5.59)
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Inicialmente estimaremos J1 = (a(v)Vo, — a(w)V,, V(0. — we)). Subtraindo
membro a membro as respectivas equacoes associadas a v e w, dadas através de

(A.17), obtém-se
(a(v)Vi, — (a(w)Vid, Vo) =0, Vo e Hy(K).

Agora, tomando em particular ¢ = Vo, — Vi, + en(1 — &), com n = x(y).Vv —
x(y).Vw, e & dado do lema 5.3.9, resulta

(a(v)V0, — a(w) Ve, V(0 — w,)) = —(a(v) Vo, — a(w) Vi, V(en(l — &))).
Assim, J1 pode ser reescrito como segue
J1 = (a(v)Voe — a(w)Vib., —Vp,),

onde ¢, é dado por (5.49).

A partir dai,

J1 = ((CL(U)V@€7 VQOE) - (CL(w)vwe? _VQOE)
= ((a(v) = a(w) + a(w)) Vi, Vo) = (a(w)Vibe, V)
= ((a(v) — a(w))Voe, Vo) — (a(w)V (0 — e), =Vee)

= J11 4+ J12.
Por uma parte temos,

J11] < / la(v) — a(w)||Vé.| [Ved de
K
< 'l / v — w| |6 [Vipe| da
K
< Cllv— wllxme / Vi [Ved de
K

< Cllo = wll kool Voello.x [[Vepello.x
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Isto é,

J11 S CHU_w||K,oo|V@e|1,K|VSDe|1,K~ (560)
Por outro lado,

IﬂﬂSAMme@—wMW%Mx

<ar [ (96~ @) Vel do
K
e, entao,

|J12] < Cloe — Wel1,k |@el1.x- (5.61)
De (5.60) e (5.61) temos a seguinte estimativa parcial para J1:
J1 < C(flv = wlloo i |Vl + [0 = Wel1 k) [pel1,-
Dai,

|J1| < C(Jv — oo, x| Vel 1,5 |@el 1,5 + [0 — Wel1, 1 [Pe|1,5)

1 . 1 . .
< Cllo = wliZ o} + 5l ) + Cloc — el i

Entao

~

1
11| < C(llv — wllZ k|03 & + leli i) + C2Aﬁ|v€ — |7 g (com A >0 a ser escolhido).

(5.62)
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A seguir determinaremos uma estimativa para J2 = ([a(w)—a(v)|Vib,, V(0 —.)),

/2| < Oéll!b'lloo/K [w = v [Vide] [V (0 — )| da

< Cllw = V|0, i |We|1,5|0e — Wel|1,5

1 .
< C?AMv — w2, K’w6’1K+4)\‘ — We %,K'

Entao
2 1 S 12
172) < OO0 = wlschiel? e+ o1 — (5.69)
Agora, considerando (5.62) e (5.63) na desigualdade (5.59) segue,

aoboldc = ild e < Cllo = wli sl + Lo

+02)\|906|1K+ 41)\| weﬁ,K

+ O — wll el i + 51— i

< Ofllo = w12 + i) + (14 Wl + o5
Dai

1

(aobo = 510 = @eli e < Clllo = WS g (106t s + Al )] + (14 Nepeli e

No caso especial em que A = a desigualdade correspondente serd

ab’
N

[0 — el} k¢ < Colllv — WG s (10l ke + [0l se) + |l i)

Tirando a raiz quadrada em ambos os membros na desigualdade logo acima, obtém-

se.

U — We|1,x < Clljv — W0,k (|0e|1,5 + |Wel|1,x) + |0el1 k]
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Finalmente, das estimativas estabelecidas para |pe|1 k € |0e|1,x (analogamente para

|We|1.x ), respectivamente, em (5.50) e (5.53), resulta (5.58). =

Lema 5.3.13 Sejam a.(.) e b(.) nas hipdteses (3.2) e (3.3), respectivamente. Para
cada v,w € Vj tal que ||v]joc + [Jw|100 < M, sejam, respectivamente, v, w,

definidos através da relagao (5.26). Entao

|U€—w€ 1,K—|—h||1)—’[U||07K]. (564)

1Kscwmu+¢§m—w

Demonstracao. Dado v € V},, de acordo com (5.27), entdao v, = v, — 0, se, e

somente se, v, = v, — U.. Analogamente, w, = w, — w,. Assim,
Ve — We = (UT - wr) + (we - @e) = |UE - we‘l,K < |Ur - wr‘l,K + |’lI)€ - @e 1,K -
Entao, dos lemas (5.3.7) e (5.3.12) segue que

[ve = el < Clllv = wlloo (vl + [wl i +h%) + v = w]i k]

+Oy 2l = ol + o

1,K + h2) + |’U — wll,K]'

Logo

LK+ h2||v — W0,k + [v — w1 k]

A €
e = e < O+ Dl = wlheurlehs + o = vl

(5.65)

Agora, utilizando a desigualdade inversa (1.4.2), temos que [|[v — w||oo,x|V]1,x <

(h~ v = wllo.) (hl|v]l1.00.5) €, portanto,

[0 = wlloo e [vh,xc < Cllv = wllo g [|v]|100,x- (5.66)
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O mesmo raciocinio permite concluir o seguinte:

[0 = wlleo e |wl,x < Cllo = wllokllwlieon e (5.67)

h2||v—w||007K < hllv — wl|o.x- (5.68)

Considerando (5.66),(5.67) e (5.68) em (5.65), obtém-se

€
[ve—wel1x < C(1+\/%)[(I|v||1,oo7f< + [ wll,o0,x) [o=wllo, g+ v—w|1, x+hlv—w]lo,x]-

v

<M

Portanto

€
e = el < OO0+ 9l = wile + bl = wloe]

Lema 5.3.14 Nas hipéteses dos lemas (5.3.5), (5.3.11) e (5.3.13), tem-se
[0 = wloo i [wel1, i < C(M)[(1+ \/%)HU —wlik +hllv—wlok].  (5.69)
Demonstragao. Para w. = w,—w., mediante a desigualdade triangular, obtém-se
\wel|1,x < |wel1,x + |We|1, k-
Mas, dos lemas (5.3.5) e (5.3.11) , respectivamente, temos

) €
ol < Clwlg +572) e |iex < c<\fﬁ s+ 12).
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Entao,

€
[0 = wlloo, i [wel1 i < C[\/%Hv — W Wl i + v = wllocsclwli s + B0 = wlloe x]

€
< Ol 5  — vl [l e+l wload
———
<M

< CODI -+ Dl = wlhue + Al ~ wlo]

Desta forma temos chegado a relagao (5.69). m Finalmente, mediante os lemas
acima descritos, a seguir provaremos a proposi¢ao 5.3.2.

Demonstracao. De fato, dado que

I = (a(v)Vv, — a(w))Vw,, Vo) k
= (a(v)Vv. — a(v)Vw, + a(v)Vw, — a(w))Vw,, Vo)
= (a(v)V(ve — we), Vo) ((a(v) — a(w))Vwe, Vo)

= I + L.
Entao
1| < 1] + [112]. (5.70)

A seguir estimaremos cada uma das parcelas do membro direito de (5.70).

Para I1; = (a(v)V(ve — we), V@) i resulta evidente a seguinte limitagao:
11| < Clve — wel1,k| D15 (5.71)

Mas, utilizando em (5.71) a estimativa para |v. — w.|1 i estabelecida em (5.64),

obtém-se

[In| < C(M)[(1+ \/%)IIU — wllvx + hllo = wlo.k]d]1k- (5.72)
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Por dltimo, para I12 = ([a(v) — a(w)]|Vw,, V@) temos,

| hz| < o[V ][oo(Jv = wl[Vwe|, VI[@])

< Clv = w|oo.i |We|1.5| P11 -

Dal, fazendo uso da estimativa para ||v — w||« x|we|1,x dada em (5.69), tem-se

€
ol < CONIA -+ /Dl = wlhe + bl = wloadidh. 67
Portanto, das relagoes (5.72), (5.73) e (5.70), segue o resultado (5.31). m

5.3.3 Demonstracao da proposicao 5.3.3

Lema 5.3.15 Para cada v € V}, e seu correspondente v, dado por (5.26), tem-se

€
IVoellos k. < c\@vm, VK € Th, (5.74)

com K. definido no apéndice A.

Demonstragao. Multiplicando ambos os membros de (5.34) por Vu, e integrando

o resultado sobre K \ K.,

/ Vv |? dz = / VeI + (Vyx) Vo dz
K\K. K\K.
<+ (Vyx) ool Ve dz). Vv (Vu|gconstante)
K\K.

< C|Vo| HUEHO,K\K€</ dz)Y?*  (Schwarz)
K

€

v
< 01!!1172 IV 0ello, i [ K\ K['? - (lema 5.3.8)

K\ K.
<oy ol Vedose

€
< c\/%|v|1,K||we||o,K\K€.
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Dai segue a relagao (5.74). m
Na sequéncia faremos a demonstragao da proposicao 5.3.3.
Demonstracao. Somando e subtraindo a(v)Vw, na expressao para Iy e asso-

ciando convenientemente os termos, temos

I = (a(v)V(ve — we), VQS)O,K\KE + ([a(v) = a(w)Vw,, V¢])07K\K€

= Iy + Igo.
Agora estimaremos I; de acordo como segue

mnsc/ V(0 — wo)] V| da
K\K.

= a1vel [ 19— w)lds
K\Ke
=C 9. |V (ve —w,)| dz (lemab.3.8)
VIE] Tk
)11 B 1/2
< JEEIV — wlose K\ K (Schwarz)
K\ K.
= oy /P I = el

< C\/% |V (ve — we)|o,x\k. |¢]1,5 (por(A.2))

Isto é,

€
il < O£ 1900 = wlos o

mas, por sua vez, do lema 5.3.15 com v — w em lugar de v, temos

€
19 = wlloses, < Oy o= e

Assim

€
1] < C(EN'Ue — We|1,K-
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Agora utilizando a relagao (5.64), segue

€ €

21 = C(M)[(5 + (h)g/Z)Hv — wllx + hllo = wllo k] (5.75)
Para I = ([a(v) — a(w)|Vwe, Vo) k. ,

[I22] < Cllv = wljoo i [[Vewelo,r\x.

Vollo.x\x.
< Ol — w|loo i (\/%|ws|1,l<)(\/%’¢‘171() ( por (5.74))

€
< O = wlloo,re[welvre) |0l x

sc@na+v€mv—MnK+mw—wmawnK (‘por (5.69)).

Entao

€

€
1l < IO+ Dl = il + bl wlosdliohr.— 676)
Portanto, de (5.75) e (5.76), segue a estimativa (5.32). m

5.3.4 Demonstragao da proposicao 5.3.4

Por tultimo, a demonstragao da proposicao 5.3.4 é dada como segue.

Demonstracao. Com efeito,

I3 = (a(v)Vo, — a(v) Vi, + a(v) Vi, — a(w)Vibe, ¢) k

= (a(v)V (e — W), V) + ([a(v) — a(w)| V., V@) k. (5.77)
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Mas,

[(a(v)V (0 — We), Vo) k| < ar[bllos|0e — We|1,i[ 1,5
a estimativa (5.64) =

< C(M)[(1+ \/%)Hv — w4+ hllv = wloklld k-

(5.78)

Por outra lado,

|([a(v) = a(w)]Vibe, VO) | < o[V [[oo ([0 — w] [Vide], [V]) i
< Ol = wlloo x ([Vie|, [Vl 1

S C”U - wHoo,K’vuAje‘l,K |¢’1,K
€
< Cllo = wllouely sl + P2l (559

(desiguladade inversa (1.4.2)) =

€
= Oy o = wlhecloluss + (R ~ sl

<llv—wllo, x lwll1,00,5 <llv—wllo,x

€
< Ol o + Wl = wloal e (ol < M)

Logo

|([a(v) = a(w)]Vide, Vo) k| < C(M)[(\/% +h)llv —wllox]lohx (5.79)

De (5.78) e (5.79) em (5.77), resulta (5.33). m

5.4 Propriedade Invariante do Operador ¢

Finalizamos o presente capitulo, formalizando a demonstracao da proposicao
4.3.6, que faz referéncia da propriedade do operador ¢ (4.39) ser invariante sobre
o conjunto B (4.43). Antes que tudo, introduzimos o lema a seguir. No que vem

a seguir, a notagao C'(M) indicard que C depende de M.
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Lema 5.4.1 Para quaisquer v € Vj, N WH°(Q) com |[v]|1,000 < M, é vélida a

estimativa a seguir.

la(v, gi) — as(v, g;)| < C(M)E|Inh]. (5.80)

Demonstracao. Da definigao de E(.,.) dada por (4.40) segue em particular que

la(v, g) — a(v, gi)| < Ellvll1allghll.o-

Mas, sabe-se de (5.10) que ||v|l1.0 < C|v[1,000 € por outro parte, como por

hipdtese estamos considerando ||v||1,000 < M, entao

el < C(M).

Do lema A.4.1 temos

95 ll1.0 < Cy/llgh

1,1,0-

Entao
|a(vagz) - a’b(vvg}f” < CE\/ ||gia;||1,179'

Agora, utilizando a rela¢ao (A.20) no membro direito da desigualdade logo acima

resulta

‘a(vagﬁ - ab(%ﬂﬁ)‘ < OE V |lnh‘

Mas, para h < 1, sabe-se que /| Inh| < |Inh|. A partir dai chegamos ao resultado
esperado em (5.80). m
Finalmente estamos com os pré-requisitos necessarios para poder demonstrar

a proposicao 4.3.6.

Demonstracao. (Proposicao 4.3.6) Com o intuito de chegarmos a este

resultado, usaremos o operador projecao definido em (4.32) para redefinir o oper-
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ador @ (4.39). Isto é, dado que

A(u; ©(v), w) = A(w; u, w) + a(v,w) — ay(v, w) — ag(v, w) — R(u,v,w),Vw € V},

A(u;u,w) = A(u; Pyu,w)  Yw € Vy,

entao, ® pode ser explicitado, também, mediante a relagao:

A(u; @(v) — Pyu,w) = a(v, w) — ap(v,w) — ar(v,w) — R(u,v,w),YVw € V.

(5.81)

Considerando em particular w = ¢g¥ no membro membro esquerdo de (5.81), tem-se
A(u; (v) = Pou, gip) = 0(®(v) — Pru)(z).

De outra parte, a partir das estimativas (5.80) e (5.20), o membro direito de (5.81)
¢ limitado por

C(M)(E|Inh| + hl[Vg;llon + [R(u, v, g;)]).

onde, de acordo com a relagao (A.21), ||g7|l1.o < C|Inh| e, por outro lado, sabe-se
de (5.11) que

|[R(u, v, g;)| < C(M)|Ju = vl llgk .0

Entao

O(®(v) — Pau)(x) < C(M)(Ju = vlf} oo + B+ )| A,

Da desigualdade triangular, tem-se

[ =0l o0 < 2(lu = Prull] w0+ [[Pru = vlff o 0)-
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Em resumo temos
1®(v) = Poull1 000 < CM)(lu—Poull? o o+ |1 Pru—2|7 oo g+ E+h) | Inh|. (5.82)

Devemos mostrar que o membro direito desta ltima inequacao deve ser limitado

por VE + Vh. Para tal, usaremos os seguinte fatos:

i) Por construgao: Para cada v € B (4.43),

1Pt — vl 1000 < VE + VE;

ii) Em particular: P, : V — V,,  A(w; Pyu,w) = A(u;u;w)  Yw € Vy,

| Pru — ulj1,000 < Ch  de acordo com (4.33).

Considerando os fatos (i) e (ii) em (5.82), obtém-se

1(v) — Pote]li o < C(M)(h2 + (VE +Vh)? + E + h)|ln k|
< 3C(M)(h+ E)|Inh

< BCMVE | AV E + [3C(M)VE| In h||Vh.
Como limy,_o h'/?|In k| = 0, existe hy > 0 tal que
3C(M)RY?Inh| <1, 0<h < hy.

Por outro lado, admitindo que VE|Inh| < 1/[3C(M)], entdo, o membro direito

de (5.82) serd limitado superiormente por VE +Vh. Isto é,
[@(v) = Phf[1,00,0 < \/E+ Vh.

Temos assim confirmado que aplica¢do ® é invariante sobre B: ®(B) C B. ®
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Capitulo 6

Analise de Erro

O presente capitulo esta reservado a andlise de erro associada as formulagoes

RFB completo e RFB reduzido introduzidos no quarto capitulo.

6.1 Resultado de Melhor Aproximacao para a Formulacao RFB
Completo

A seguir vamos estabelecer um resultado de aproximagao em V, tipo o clas-
sico lema de Céa para nosso problema modelo multiescala nao linear. Este
resultado sera dado através da proposicao 6.6 a ser formulado mais abaixo. Para
tal, restringindo o problema variacional (3.5) ao espaco V., tem-se o seguinte prob-

lema: achar u, € V, tal que
a(up,v) = (f,v.) Y. €V, (6.1)

Em seguida determinaremos uma estimativa de erro para u® — u, na norma de
Hi(2). A estratégia a seguir serd considerar a linearizagao da forma (6.1) em
torno da solugao no espaco enriquecido u,, a qual serd denotada com A(u,;.,.).
Temos, desta forma, o seguinte problema linear: determinar w € H} () de maneira
que

Auy;w,v) = (f,v) Yo € Hy(Q), (6.2)
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onde
A(up;w,v) = /Q[Oze(:v) b(u,)Vw.Vu + a(z) b' (v, )wVu,. Vo] dz. (6.3)

Para a forma linear (6.3) introduzimos a propriedade de coercividade uniforme

através do lema a seguir.

Lema 6.1.1 Sejam «(.) e b(.) nas hipdteses (3.2) e (3.3), respectivamente. Para
u, suficientemente pequena na norma de Wh*°(Q), a forma bilinear A(u,;.,.) é

uniformemente coerciva em V.

Omitiremos a demonstracao deste lema, pois para sua prova, em linhas gerais,
basta trocar u, por u na demonstragao da proposicao 4.3.1.
A identidade a seguir serd grande utilidade na demostracao da proposicao que vem

mais adiante.

Lema 6.1.2 Para cada v, € V,., tem-se a seguinte identidade:

A(up; ut—uy, v,) = /Qoze(a:)[b(ur)—b(ue)]Vue.VvT dm—l—/Q ae ()0 (u, ) (u —u, ) Vu,. Vo, dz.
(6.4)

Demonstracao. De fato,

Ay uf = up, vp) = Alup; u,vp) — Ay uy, vy)

:/ae(:c)b(ur)Vue.erdx+/ae(x)b’(ur)uEVur.er dx
Q

Q

—/ozg(x)b(ur)Vur.erdx—/ae(m)b'(ur)uTVur.er dx
Q Q

(o)
/ ae(x)b(u, ) Vus. Vo, de — / fo,dx —|—/ ae(x)V (u,)(u — u,)Vu,.Vo, dr
Q Q Q

a(us,vr)

/oze(x (ur)Vus.Vu, da:—/ ae(2)b(u)Vu.Vu, dx—i—/ ae ()0 (u,) (u—u, ) Vu,. Vo, de
Q Q Q

)b
/Qae(a:)[b(ur) — b(u)|Vu.Vo, dx + / (o) (u,)(u — u,)Vu,.Vou, dz. (6.5)

Q

116



[ ]

Finalizamos a presente secao formulando o seguinte resultado de melhor aproxi-
macao no espaco enriquecido V,; isto é, apresentamos um lema do tipo Céa para
nosso problema modelo nao linear multiescala.

Para u, solugdo do problema variacional (3.5) e u,, solu¢do do problema (6.1),

segue.
Proposigao 6.1.3 Sejam a.(.) e b(.) nas hipdteses (3.2) e (3.3), respectivamente.
Entao, para u, e u¢ suficientemente pequenos na norma de W1, tem-se

IV (u —u) oo < ClV(u —w)loa Yw, € V,. (6.6)

Demonstracao. Seja w, um elemento qualquer de V,.. Com o propédsito de veri-

ficar a estimativa (6.6), calculemos

A= Alup;u —up,u —u,) = Alup;u — up, v’ —w, +w, — uy)

= A(up;u® — up,u —w,) + A(up; u — up, wp — ).

Assim, aplicando a identidade (6.4), na segunda parcela da ultima igualdade acima,

temos

A = /Qoz6 b(u,)V(u® —u,).V(u® —w,)dr + /Q ac b (u)(u® — u)Vu,.V(u —w,) de

+ /Q ae (b(u,) — b(u))Vu.V(w, — u,) dr + /Q ac b (u,)(u€ — u, ) Vu,.V(w, — u,) dz.

(6.7)
Entao

A= /Qoz6 b(u,)V(u® —u,).V(u® —w,)dr + /Qoz6 V(u)(u — u,)Vu,.V(u® — u,) de

+ /Q ae (b(u,) — b(u))Vus.V(w, — u,) dz. (6.8)
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Agora denominaremos com I, Iy e I3 a primeira, segunda e terceira parcelas, re-
spectivamente, da equacao (6.8). Em seguida, estimaremos em forma separada

cada uma das correspondentes expressoes .

I = /Qae b(u,)V(u —u,).V(u® —w,)dz

< a1 I [ 19 =) 90— w)

= L] < al V(@ —u)loalV(u —w)loo, (6.9)
onde ¢; :=ag ||V |- Em forma semelhante serd tratada a estimativa para Io.

I, = / ac b (u) (v — u,)Vu,.V(u —u,) de
Q
< cl/ 0 — | [V | [V (0 — u,)] da
Q

< allwli [ = ul [V - ) ds (6.10)
Como u¢ — u, esta nas hipéteses do teorema de Poincaré entao
[u = urfloge < ca [V (u® = u)oo-
Dai segue que

12| < ealfurlleolV(u = u)l5 o (c2 = crca). (6.11)
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Por ultimo, determinaremos a estimativa para ultima parcela de (6.8)

I; = /Q(Jz6 (b(u,) — b(u))Vu.V(w, — u,) dz

<l [l =] 90 90, = ) do

< erflune / e — ) [V (0, — )]

< cl||u€||1,oo/ﬂ\ur—u€||V(wr—uﬁ+u6—ur)|dx
<l | o= (9000 = )|+ VG =) de

(6.12)

Tomando em consideracao as desigualdade de Cauchy-Schwarz e, em seguida, a de

Poincaré, em cada uma das parcelas da inequagao acima, obtém-se
3] < ealluf oo |V (u = un)l[5.0 + colluloe IV (u = up) o [V (uf = wp)log.
Do lema 6.1.1, existe # > 0, independente de €, de maneira que
Alups u® = up,u® = up) > BV (0 = )5 0

e, além disso, considerando as estimativas obtidas para Iy, Is e I3 na relagao (6.8),

resulta

BIVE —u)lge < allV(u —u)lloel V(e —w)l

0.0+ €2 [t 100 |V (u — ) l[5

+eallu 1ol [V (0 — )5 0 + calluloo| V(= ) ol V (u = w,)[lo.0-

Entao

(8 = calllurllioe + 1oV (S = w) 50 < allV(u = up)lloalV(u = w)og

Fea|[u ool [V (1 = ur) ol V(4 = wr) o
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Portanto

IV (u =)o < a1+ [[ulr,00) IV (1 = wr)lloa/ (5 = callurllico + l[ul1,00));

onde ¢z := max{cy,ca} e, desde que ||u,|]1 00 + [|u]|1,00 seja suficientemente pe-
queno.

Dai conlui-se o resultado (6.6). m
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6.2 Convergéncia do RFB Reduzido

Nesta parte do trabalho iremos estudar a convergéncia do esquema numérico
RFB reduzido proposto a partir da metodologia residual free bubble. Isto é,
mostraremos que uy, (solu¢ao do problema discreto (4.23)) converge para u (solugao
fraca do problema efetivo (4.28)). Este resultado serd formulado mediante o teo-

rema a seguir.

Teorema 6.2.1 Seja u € H}(Q) N W3>(Q) a solucao fraca do problema efetivo
associado ao problema multiescala nao linear dado em (3.25), seja u; a solugao
de (4.17), e sejam «.(.) e b(.) nas hipdteses (3.2) e (3.3), respectivamente. Entao,

para h suficientemente pequeno, existe uma constante C', que independe de h, tal

lu = willio < CONIG/ ()P + 7 + \/%)w. (6.13)

Demonstragao.

que

Para cada v € V},, via expansao de Taylor, tem-se

a(un,v) = a(u+ (up — u),v)
= a(u,v) + A(u; up, — u,v) + R(u, up, v)
= (f,v) + A(u; up, — u,v) + R(u, up,v)

= a,(up,v) + A(u; up — u,v) + R(u, up, v).

Ou, de maneira equivalente

A u—up, v) = ap(up, v)—a(up, v)+R(u, up, v) = ap(up, v)+ap(up, v)—alup, v)+R(w, up, v)
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A partir de E(.,.) : V;, xV}, — R, dado por (4.40), A(u; u—uyp,v) pode ser reescrito

COomo segue

A(u;w — up,v) = E(up,v) + ap(up, v) + R(u, up, v).

Como A(u; Pou — u,v) =0 Yv € V), entao

A(u;u — up, v) + A(u; Pou — u,v) = E(up, v) + ap(up, v) + R(u, up,v) Yo € V.
—0
Assim,

A(u; Pyu — up,v) = E(up,v) + ap(up, v) + R(u, up,v) Yo € Vi, (6.14)

Do resultado de coercividade estabelecido em 4.3.1, para o membro esquerdo de

(6.14), com v = Pyu — uy, temos que
A(U; Phu—uh,Phu—uh) Z CHPhu_uhHiQ- (615)

Ja, para o membro direito de (6.14), a partir das estimativas para |R| e |as|, dadas

em (5.7) e (5.20), respectivamente, e como, em particular,
E(up, Pou — up) < Ellup|liol|Pou — upllio  (4.42),
obtém-se
1Pyu — upllro < C(E + h+ [u—unlli 40)- (6.16)
Como

||lu — uh||i479 < Cllu — upll100l|t — un|l1.0  (desigualdade de interpolacao)
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entao

| Pou— unllie < C(llu — unllieo)lu — unllie + E + h).

Uma vez que

v — w1000 < | Pht — ul|1,00.0 + | Prte — upll1,00.0,

e como uy, € B (4.43), e por outra parte sabe-se que ||Pyu — u||1.00.0 < Ch (4.33),

entao, existe hg > 0 tal que para cada 0 < h < hy podemos supor

Cllu — upl|1,000 <

DN | —

Logo
1 _
| Pru — up 10 < §Hu—uh|]17Q+C(E—|—h). (6.17)
Em seguida, somando ||P,u — ul|; o em ambos os membros de (6.17) resulta

1 _
||Phu — UhHI,Q + ||Phu - u| 1,Q S HPhU - uHLQ + §||U - uhHLQ + C(E + h)

(6.18)

Mas, por desigualdade triangular temos
lu = upllie < ||Pow — unllro + [|Pau — ull10.
Dai (6.18) resulta
1 _
lu = unllie < 1Pou = ullie + 5llu —unllie + C(E + h).
Entao
1 _
Sl —unllve < | Phu = ulluo + C(E + h).
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Agora, como ||Pyu — ul|1,0 < Ch entao
|lu—uplio < C(h+ E).

Finalmente, do corolario 5.0.11 conclui-se com a demostragao do teorema. m

Observacao 6.2.1 Para € < h, tem-se:

@+%+ﬁ<0ﬁ. (6.19)
e de (6.19) e (6.13),

lu —upll10 < C(M)[\/%—i—h]. (6.20)
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Capitulo 7

Resultados Numéricos, Conclusoes e

Futuros Trabalhos

No presente capitulo, na secao 7.2, serao exibidos os resultados numéricos
relativos a versao unidimesional do problema modelo multiescala nao linear, para
uma escolha particular do coeficiente a, e o termo de fonte f a ser especificado
mais adiante. Estes resultados estao relacionados aos graficos das aproximacgoes
numeéricas correspondentes as metodologias Galerkin e residual free bubble.
Também neste capitulo, nas secoes 7.3 e 7.4, respectivamente, iremos discutir con-

clusoes e os futuros trabalhos referente a esta tese.

7.1 Implementacgao

Nesta se¢ao exibiremos o procedimento seguido para a implentagao do método
de elementos finitos proposto a partir da metodolgia residual free bubble, para o

modelo multiescala nao linear unidimensional

d adus
) 2 = e 1 71
u(0) = u(1) =0, (7.2)

onde [ representa o intervalo aberto (0, 1).
Como veremos mais adiante, a implementacao via Galerkin para (7.1) serd uma

situacao particular deste procedimento.
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Em seguida faremos uma comparacao, via exemplos numéricos, das duas metodolo-
gias com o intuito de colocar em evidéncia que a metodologia residual free bubble
mantém sua eficiéncia no tratamento numérico de problemas nao lineares com co-
eficientes altamente oscilatérios.

Os resultados numeéricos que mostraremos a seguir serao dados para uma situacao
particular do problema modelo multiescala ndo linear em uma dimensao (7.1).

Para tal, no modelo (7.1) consideraremos

1
2+ 1.8sin(%2)’

f@) =1, adlz) b(t) =2 +sin(t).  (7.3)

A solugao exata para o correspondente problema (7.1) é dado através da relagao

seguinte:

cos(u) —2u® — 1 = g(z), (7.4)
onde

2 2 18¢ 2 0.9

g(x) = 2* + 1.8%[—x cos(%x) + % sin(%w)] —a(2z — 27: cos( 7;1:) N WE)
e
a=a2/al,
0.9¢ 2 0.9 2 5
al =2 — Tecos(?ﬁ) e a2=1+ TE(_ cos(?ﬁ) + % sin(?ﬂ)),

A seguir serao exibiremos alguns os graficos das solugoes u¢ do problema
modelo multiescala unidimensional nao linear (7.1) correspondentes aos coeficientes

e termo de fonte dados por (7.3).

Observagao 7.1.1 Os graficos (7.1)-(7.4), das solugoes da sequéncia de problemas
(7.1), correspondentes a € = 1/4,¢ = 1/8,¢ = 1/16,¢ = 1/32, respectivamente,
colocam em evidéncia a influéncia do cardter oscilatério do coeficiente a.(-) em

relacao a solugao do respectivo problema.
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0.04-

Figura 7.1: Graficos do coeficiente a.(-) e da solucao exata u(-) para ¢ = 1/4.

0.04

Figura 7.2: Gréaficos do coeficiente a.(+) e da solugao exata u(-) para e = 1/8.
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Figura 7.3: Gréficos do coeficiente a.(-) e da solucao exata u‘(-) para € = 1/16.
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Figura 7.4: Gréficos do coeficiente a.(-) e da solucao exata u‘(-) para € = 1/32.

7.1.1 Procedimento de Implementagao via Método de Newton

A seguir detalharemos o sistema linear decorrente do uso do Método de New-
ton a ser utilizado para determinar solucoes aproximadas de acordo com as duas
metodologias de elementos finitos antes anunciadas: Galerkin e RFB.

Seja n o numero de elementos e seja zn = [zn(1),zn(2),...,zn(n + 1)] os respec-
tivos nds associados a particao do intervalo I = [0, 1]. Admitiremos uma parti¢ao

uniforme com parametro de malha h. Desta maneira,

zn(l) =0,2n(2) = h,..,2n(n+1) = 1.

Definiremos o i-ésimo elemento (subintervalo) com

I; = (zn(i),zn(i+ 1)), i=1,..,n.

A respectiva base para o espaco de elementos finitos das fungoes lineares por partes

(V) a denotaremos com {1 ?Ill,
onde, para j = 2,3,...,n,
—an(j—1)
% se x €1y,
Yi(z) =
G+1)-
LS se x e,
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sobre I;_q,

=

Wy _

dz
sobre I;.

=

Entao a solu¢ao numérica associada a (7.1), via metodologia proposta no presente

trabalho (RFB), poder expressa como

n+1

un =Y UG, (7.5)

para alguma U = (U(1),U(2),...,U(n+1)), onde cada U (i) depende do parametro

€. A incégnita U é determinada através da solucao do sistema
F(U) =0, (7.6)

onde cada componente da aplicacao nao linear F : R**! — R"*! ¢ dado por

n

F;(U) = Z[/ ae(2)b(uy + ub)%% dx

=1

I;
T / acalblun+ ) G ] = [ f@us()de = 12ns 1 (@)

Para estimar a solugao do problema numérico discreto (7.6), faremos uso do método
de Newton classico. Com este intuito, iremos explicitar o sistema linear correspon-

dente ao referido método.

Para cada j fixo, a equagao (7.6) é reduzida para

duy, di; / duy, dip;
/1_1 ae(2)b(up, + up) i + g ae(2)b(up + up) T dn

dub d’gb] dub dV,D]
+/1v1 ae(z)b(up, + up) . —|—/Ij ae(z)b(up + up) T i

| Z/Ij¢j—1+/lj¢j>
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onde, a partir de (7.5),

Uh|1j,1 =U(j - 1)%'*1 + UU)%’

up|r; = U () + U + 1)

Entao

1 du 1 du
H /I e b(un + ub) T /Ij ()b + ub)
—A1 A2
1 dup, 1 duy,
— (z)b b)— — — (z)b b)— = h,
+h/lj_1oz(a:) (u;ﬁ—u)dx h/}ja(x) (uh+u)dx
—B2 B2
com wy|r,_, € Hj(I;—1) solugao da equagao local

d dub . d duh

—lac(@)b(un) =] = —[ac(@)b(un) =] +1 em Iy,

e uma equagao local correspondente para u|;, € Hg(1;).

Uma vez que up|r,_, = U(j — 1)¢;_1 + U(j);, entao

1

Al = —
n2

ae(@)bup +ub)[=U(j = 1) + U(5)];

-1

ou, de maneira equivalente,

- .
an=-T aapin +uy + 52 [ oot + )
2 . w2
Em forma analoga, tem-se
a2 =T [ ooyt +u) - D [ o aypiun -+ un)
Ij Ij
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Resta explicitar as expressoes para Bl e B2. Para tal, usando a linearidade de

(7.11) e representacao de u;, dada em (7.8), mostra-se que

uplr,_, = U(j — 1)u{,’71 + U(j)ui + ujfl,

onde

i) wl =t € Hi(I;_,) verifica

d duy/~'  d dib; 4
—%[ae(x)b(uh)% | = %[ae(f)b(uh) dz |, em Ij ;.
i) u) € HY(I;_)) é tal que
d duy’,  d di;
dl' [aE(x)b(uh) dl' ]_ dl‘ [Oés(x)b(Uh) dﬂf ]7 €1rl ].7_

I: Desconsiderando o termo de fonte.

Entao, (7.12) é reduzida para
wlyy = UG =) + UGy
Resolvendo o problema local (7.13), obtém-se

ug_l(x) = j(z) + C77! /x ! dt,

zn(j—1) Qe (t)b(uh (t))
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com CV~1 = —1/ f] 1 oe(x b(“h z)) dz.

De igual maneira, a solugdo do problema local (7.14) é dador por

. . z 1
up(z) = —;(x) + C7 / —— dt,
’ ’ wn(j—1) Xe(t)b(un(t))
onde Cj == 1/fI . mdl‘
Entao, substituindo (7.17) e (7.18) em (7.16), obtém-se
. U(j—1) “ 1
wpl;,_, = U(g — 1)y(x / ———dt
ol (7 = Dbj(z) — S iy 4 Janggory @ (Db(un (D))
. U(]) e 1
U(i)s(x) + [ s
T atee 42 Jengn ae(t)b(un(?)
e
du, UG- U(j - 1) 1
dr 1 h f[ L x)b(u oy da ae(x)b(up(x))

U(j) U (J) 1
no T dz ac(@)b(un(z))’

f[ —1 ac(z)b(up(z))

De igual forma, para u|;; dado por (7.9), temos

wlr, = U()ug + UG+ Du ™

UG le) - [

ij ae()b(un(z))

+ UG+ D[=jm(x) +

1 /m 1 i
flj,l ae(x)b%uh(a;)) dx Jun(j) ac(t)b(un(t))

5 dup
e a correspondente expressao para T | I;-
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Agora, substituindo A;, Ay, By, e By em (7.10), tem-se

b(up+up) . (uptu b(up+us) .
ff b?uh } U(J - 1) 4 ff huh . ff' b(hUh)b U(])

( +— T )

Ty @) REITE)

blup+up) .
J1, Tty )U(J+1)

1
fI ae(z)b(up(x)) dz h

=h j=2,..,n.

Se de b(up+up) = b(up)+b'(up)up+... consideramos unicamente a primeira parcela,
recaimos na formulagao apresentada no presente trabalho para o correspondente

caso unidimensional. Assim, o sistema acima ¢é simplificado para

1 U(j—1 1 1 Uy
B : dx (]h ) * L dx * édas) >
T, ) el T,y @@ T @bt )
1 U(j+1) .
— =h =2,...
1 da:) h ] ’ 7n

J1; e(@)blun(x))

II: Contribuigao do termo de fonte.

A solugao do problema local associado ao termo de fonte (7.15) é dada por

IRV v -1 (" __
up () = /xn(j—l) ae(t)b(un(t)) d+ ¢ /xn(j—l) ac(t)b(un(t)) o

onde C’J 1 - L f; t dt.

(f, _y acpay @) JLi-1 ce(t)b(un(t))
Entao,
Jj—1 j—1
duf _ x N Cf Ceel.
de " a(Ob(un) T ad®b(wn) j

Uma expressao equivalente ¢ dada para uy|;, e dai

dur’ x 4
A n . zel,
dx ac(t)b(up) e (t)b(uy)

dt.

com C =
- (fz ae(t)b(uh(t)) fI ac(t)b(un(t))

Agora, seja uy|r,_, dado através de (7.11), e seja a correspondente expressao para
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|7, dada por

wlr, = UG)up + UGG+ Dup™ + ).

Com os dados acima estamos em condicoes de determinar a contribuicao do termo

de fonte no sistema (7.6). Para tal, calculemos

1 duit 1 — it
1 . ;1 . /
h /Ij1 ucbluun) dx h /Ijl “ (Uh)[aeb(uh) - aeb(uh)]

1 -
:E/I‘J_l<—$+cjc )dl‘
zn(j) +an(j — 1)

_ j—1
= 5 + O

De maneira analoga,

1 dufy 1 — 4
-5 b G =7 [ adlogis + s

_anG A Dbnl)
- ) ;

Assim, a contribucao do termo de fonte é dada por

1 dufi b1 du}  an(j) + an(j — 1) :
- eb f — eb f — Cj—l
h /, oblm) =g " /,j abun) 7, 2 i
N zn(j+1) +an(j) o
2 f
an(j+1)+an(—1)
= 5 +C4 =Gy
i—1
—h+ i
Assim, o sistema resultante sera:
& 1 i —1 1 1
F(U) = - L dx U<Jh : + L dx * —dx
=2 Ji,_, ac@blun(@)) Ji,_, ac@blun(@) J1; ae(@)b(un(z))
1 UG+1) - :
- le) h + C} t— C}]eﬁ U= (U(2)7 U(n))
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Logo, cada componente de F é dado por

)= L L )UU)
T, acGbm @) T, oGt (@) T; e (@) ban (@)
. ~ . ~ .
- 1 ) UG+Y it _
T ac@i(un@) 4% h —
~ g ’

A matriz Jacobiana associada a F estd dada por

OF;
DF = (=—)2.
(U) (8Uj )2,]:27
onde
OF;  0A; 831- oC; N oD;
oU; — U, 8U 8U ouU;’

onde, para K(i,7) := gg , entradas desta matriz sdo dadas como segue.

. . 1 (up () (K (i—1,5);—1+K (3,5)1;)
04, _ KO-V, sopmey @+ UG- i, o imlenr &

an f]z 1 ae(x) uh(:r)) d{E)2 7

0B; _ _ / b (un(@)(K (=1, )i + K@ j)v)
an I fll L mdl‘) dx
MR G ),
I flz 1 ae -’E uh(x dm)
1 1 o
+( 1 d$+ 1 dIL’)K(Z’])’
Tr,_, ac@b(un(@) T, e @p(un (=)
(up(z))(K (i i+ K (i+1 4
oc; K (i, )y, sty %) + U f] 5 )gée((xj(g;é}u:( )(); D) dy

. 2 ,
an f]i ae(x)b(uh(a:)) dx )
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t

R ppge—— o (@) (b(un(z)))?

1 / 2 b (up () (K (i — 1, )by + K (i, §))

o s O ac(2)b(up(x)) dar)?
oC} _ 1 / O (un () (K (i, )¢ + K (i + 1, )tis1) da:/ r
0U; ~ ([, sy 4202 1, () (b(up()))? 1 e (2)b(un ()

1 / b (up(2)) (K (i, 7)) + K(i+ 1, 7))
I ae(7)b(up(z)) dr)? '

1
fI e (2)b(up) uh)

Portanto, com os elementos acima, estamos em condicoes de explicitar o sistema
linear associado ao método de Newton: dada uma aproximagao para (7.6) (com
b(up) em lugar de b(uy + up)), o corretor de Newton 0U é determinado a partir do

sistema:

DF(U)§U = —F(U) (7.19)

7.2 Testes Numéricos: Galerkin e RFB reduzido

Da formulacao numérica introduzida mediante o uso da metodologia RFB, as
solugbes numéricas para o problema multiescala (7.1) sdo determinadas mediante
um processo iterativo a partir do sistema (7.19) de acordo com o método cléssico
de Newton. Usaremos estas aproximagoes para estabelecer uma comparagao, via
exemplos numeéricos, com as solugoes obtidas por meio da metodologia de elementos
finitos classica (Galerkin).

Os gréficos que serao exibidos a seguir representam as aproximacoes para
o problema modelo nao linear (7.1), com coeficientes e termo de fonte sdo dados
por (7.3), que resultam de introduzir o método de Galerkin com elementos finitos
lineares por partes e o a formulagao numérica RFB reduzido. Estes graficos serao
comparados ao correspondente grafico da solugao exata de nosso problema modelo,
tomando em consideracao diferentes valores para os parametros € e h.

Trataremos os casos h < € e € < h em forma separada.
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Caso 7.2.1 (h<e¢)

0.14 T 0.14 T

+  Ugal +  Urfb
Ue > Ue

012 1 o012t

0.1r 4 01f
0.08 < 0.08
0.06 4 0.06
0.04F 4 0.04F
0.02 4 0.02

0 I I I I I I I I I 0 I I I I I I I I I
[ 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
(a) h=1/8 (b) h=1/8
0.14 T T 0.14 T T
+  Ugal +  Urfb
Ue = Ue

0.12 4 0.12f :

01r 4 01f
0.08 < 0.08
0.06 4 0.06
0.04F | 4 0.04F
0.02[ 4 0.02-

0 I I I I I I I I I 0 I I I I I I I I I
[ 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 [ 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

(c) h=1/16 (d) h=1/16

Ugal : Solucao Galerkin. Ue : Solucao exata. Urfb: Solucao RFB.

Figura 7.5: Comparacao entre as solucoes exata e as aproximacoes via Galerkin

RFB com ¢ = 1/4.
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014 T 0.14 :
+ Ugal «  Urfb
Ue < Ue

0.12f 4 oa2f : 4

01 4 oaf ,

0.08f -+ o.o08F ,

0.06f : . 4 006} g

0.04f -+ oo0aF ,

002 : 4 002f . ,
o . . . . . . . . . o . . . . . . . . .

0 01 02 03 04 05 06 07 038 09 10 01 02 03 04 05 06 07 038 09 1
0.14 T T 014 . :

+ Ugal - Urb
Ue Ue

012 1 o012 - - B

01 : 4 oip a ,

0.08f -+ o8 ,

006 + o8 ,

0.04f -+ oo0aF ,

0.02f . H o002 . H
o . . . . . . . . . o . . . . . . . . .

0 01 02 03 04 05 06 07 038 09 10 01 02 03 04 05 06 07 038 09 1

(c) h=1/64 (d) h=1/64
Ugal : Solucao Galerkin.
Ue : Solugao exata.

Ugal : Solugao RFB reduzido.

Figura 7.6: Comparacao entre as solucoes exata e as aproximacoes via Galerkin e
RFB com € = 1/4.
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0.14 T 0.14 T
+ Ugal «  Urfb
Ue Ue
0.12f 4 oa2f 4
0.1F 4 o1f 4
0.08 ~ 0.08[ 4
0.06 - 0.06f 4
0.04 < 0.04f 4
0.02 4 0.02f 4
0 . . . . . . . . . 0 . . . . . . . . .
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0.14 T T 0.14 T T
© Ugal < Uurb
Ue Ue
0a2f 4 oa2f g g
0.1 c 4 01f Y B
0.08~ ~ 0.08[ 4
0.06 - 0.06f 4
0.04 < 0.04f 4
0.02 <4 0.02f 4
0 Il Il Il Il Il Il Il Il Il . 0 Il Il Il Il Il Il Il Il Il
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

(c) h=1/32 (d) h=1/32
Ugal : Solucao Galerkin.
Ue : Solugao exata.

Ugal : Solugao RFB reduzido.

Figura 7.7: Comparacao entre as solucoes exata e as aproximacoes via Galerkin e
RFB com € = 1/8.
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0.14 T 0.14 T
+ Ugal «  Urfb
Ue Ue
o12- e 4 o012t E
0.1 4 o1f E
0.08[- 4 o0.08f B
0.06 4 - 0.061 q
0.04 4 o0.04f E
0.02f . 4 0.02f . B
o . . . . . . . . . o . . . . . . . . .
0 0.1 0.2 03 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1 [ 0.1 0.2 03 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0.14 T T 0.14 T T
-+ Ugal < urb
Ue Ue
ot2f & 4 o012t T E
01F 1 o0ir q
0.08[- 4 o.08f B
0.6 4 0.06f E
0.04 4 o004t E
0.02 : 4 o002t A
0 L L L L L L L L L i 0 L L L L L L L L L
0 0.1 0.2 03 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 03 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1

(c) h=1/128 (d) h=1/128
Ugal : Solucao Galerkin.
Ue : Solugao exata.

Ugal : Solugao RFB reduzido.

Figura 7.8: Comparacao entre as solucoes exata e as aproximacoes via Galerkin e
RFB com € = 1/8.
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0.14 T 0.14 T
+ Ugal «  Urfb
Ue Ue
0.12 4 0.12f q
01r 4 01f q
0.08 4 0.08 il
0.06 < 0.06 . q
0.04 < 0.04F q
0.02 - 4 0.02 il
0 I I I I I I I I I . 0 I I I I I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0.14 T T 0.14 T T
~ Ugal - Urfb
Ue Ue
0.12 4 0.12f q
01 . . 4 oaf ,
0.08 4 0.08 il
0.06 < 0.06 q
0.04 - - 0.041- b
0.02F 4 0.02f N oA
0 I I I I I I I I I c- 0 I I I I I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

(c) h=1/64 (d) h=1/64
Ugal : Solucao Galerkin.
Ue : Solugao exata.

Ugal : Solugao RFB reduzido.

Figura 7.9: Comparacao entre as solucoes exata e as aproximacoes via Galerkin e
RFB com ¢ = 1/16.
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0.14 T 0.14 T
+ Ugal «  Urfb
Ue Ue
0.12 4 0.12f q
01r 4 01f q
0.08 4 0.08 il
0.06 . .. < 0.06 q
0.04 < 0.04F q
0.02F - 0.02f NI
0 I I I I I I I I I - 0 I I I I I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0.14 T T 0.14 T T
~ Ugal - Urfb
Ue Ue
0.12 4 0.12f q
0.1F 4 o1f 4
0.08 4 0.08 il
0.06 < 0.06 q
0.04 - - 0.041- b
0.02F 4 o0.02F \ A
0 I I I I I I I I | - 0 I I I I I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

(c) h=1/64 (d) h=1/64
Ugal : Solucao Galerkin.
Ue : Solugao exata.

Ugal : Solugao RFB reduzido.

Figura 7.10: Comparacao entre as solucoes exata e as aproximacoes via Galerkin
e RFB com € = 1/32.
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0.06

0.02

+ Urfb
Ue

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 01 02 03 04 05 06 07 038 09 1
(a) h=1/64 (b) h=1,/128
014 ! . 014 ! :
+  Ugal +  Urfb
Ue Ue
012F 4 oa2f P B
\'\ .-"./ =
KN :.4‘ e
0.1 "-\' 4 o1f P 4
3 J
0.08f ~ 1 oosft ,
\.
0.06 - = - 0.06F 4
0.04f 2 -+ oo0aF ,
2 5
002 N 0o \
o . . . . . . . . . o . . . . . . . . .
0 01 02 03 04 05 06 07 038 09 10 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
(c) h=1/256 (d) h=1/256

Ua : Solucao aproximada.

Ue : Solucao exata.

Figura 7.11: Comparagao entre as solucoes exata e a aproximada via Galerkin com

e=1/32.

Nos graficos acima, para efeitos de comparar as metodologias consideradas,
estao presentes a melhor aproximacao via Galerkin e a correspondente via RFB
reduzido.

Em relacao aos graficos 7.5 - 7.11 acima mostrados, podemos destacar o seguinte:

(a) A medida que o coeficiente a, se torna mais oscilante, isto é, quando con-
sideramos valores do parametro e cada vez menores (¢ = 1/4,...,1/32),
as correspondentes aproximagoes numéricas via método de Galerkin para

(7.1) resultam cada vez piores.
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(b) Nota-se nestes graficos que, a melhora na aproximagao Galerkin sé acon-
tece quando refinamos a malha, como pode observar-se, em particular, nos
graficos (7.10)-(7.11), quando fixamos o valor € = 1/32 e consideramos os

diferentes valores para o parametro da malha: h = 1/64, ..., 1/256.

(c) Observa-se nos graficos 7.5 - 7.11 que a formulacao RFB reduzido se mani-
festa mais acurado, quando comparado com o respectivo caso tratado com

a metodologia de elementos finitos classica.

(d) As duas formulagbes numéricas tém o mesmo comportamento para o caso
em que h é muito menor que €, como fica evidente nos graficos (c) e (d) de

(7.6) e(7.8).

Caso 7.2.2 (¢ < h). Nos graficos (7.12) e (7.13), para efeitos de comparar as
metodologias consideradas, estao presentes a melhor aproximacao via Galerkin e a

correspondente via RFB reduzido.

Como o indicam as figuras logo abaixo, este caso é totalmente favoravel a formulcao
RFB reduzido. Isto é, o processo de homogeneizagaop numérica é dado através

desta formulagao.
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0.14 T 0.14 T
Ua O Urfb
Ue Ue
012 1 o012l
0.1r- -4 01f
0.08 - 0.08
0.06 - 4 0.06
0.04F - 0.04F
0.02- < 0.02-
0 I I I I I I I I I o I I I I I I I I I
[ 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
1 1
( 32 32
0.14 T T 0.14 T T
Ua O Urfb
Ue Ue
0.12 -4 0.12f
0.1r- : 4 01f
0.08- - 0.08
0.06 - 4 0.06
0.04 + 0041
0.02- < 0.02-
0 I I I I I I I I I I I I I I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
1 1
64 64

Ua: Solucao aproximada via Galerkin.
Ue: Solucao exata.

Urfb: Solucao aproximada via RFB.

Figura 7.12: Comparacao entre as solugoes exata e as aproximadas via Galerkin
RFB, com h = 1/8, respectivamente.
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0.14 T 0.14 T
Ua O Urfb
Ue Ue
012 1 o012l
0.1r- -4 01f
0.08 - 0.08
0.06 - 4 0.06
0.04F - 0.04F
0.02- < 0.02-
0 I I I I I I I I I o I I I I I I I I I
[ 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
1 1
( 64 64
0.14 T T 0.14 T T
Ua O Urfb
Ue Ue
0.12 -4 0.12f
0.1r- : 4 01f
0.08- - 0.08
0.06 - 4 0.06
0.04 4 0.04
0.02- < 0.02-
0 I I I I I I I I I I I I I I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
1 1
128 128

Ua: Solucao aproximada via Galerkin.
Ue: Solucao exata.

Urfb: Solucao aproximada via RFB.

Figura 7.13: Comparacao entre as solugoes exata e as aproximadas via Galerkin
RFB, com h = 1/16, respectivamente.
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7.3

Conclusoes

Nesta secao comunicaremos algumas das conclusoes relativas ao presente

trabalho, as quais serao destacadas de acordo com o correspondente capitulo.

Antes, porém, cabe destacar que embora nosso modelo tenha sido estudado com

as metodologias multiescala MSFEM e HMM em Chen e Savchuk (2008) e W. E

e Zhang (2004), respectivamente, nao hé relatos na literatura especializada de al-

guém ter tratado nosso modelo nao linear com o método RFB. Além disso, os

autores antes citados partem do presuposto que o operador nao linear associado

ao problema efetivo em questao, quando linearizado em torno da solucao homo-

geneizada, é um um isomorfismo de H}(2) em Hy'(€2). No presente trabalho esta

esta hipdtese é substituida pela hipotese de solugao suficientemente pequena

na norma W1H,

a)

c)

No capitulo 3, sob certas hipdteses em relacao ao coeficiente oscilatério
., formalizamos o problema de Cauchy associado ao problema (3.1) que
foi o objeto de estudo. Revemos em particular a questao de existéncia de
solugao. Em seguida, utilizando ideias clésicas, determinamos de maneira
didatica o problema efetivo correspondente ao modelo nao linear (3.1).
Isto é corroborado com o resultado obtido mediante um procedimento
matematico rigoroso dado em Boccardo e Murat (1981). Nao podemos
deixar de mencionar que, mediante um procedimento formal semelhante,

Tokarzewski e Adrianov (2001) chegam & mesma equagcao efetiva.

No capitulo 4 mostramos como diversas versoes do RFB podem ser obti-
das de forma matematicamente consistente para o tratamento numeérico
de nosso problema modelo multiescala ndo linear (3.1) e propomos um
algoritmo numérico. Também, neste capitulo, analisamos a questao de
existéncia de solugao numérica correspondente a formulacao de elementos

finitos RFB que propusemos.

Através da identidade (4.27), estabelecemos a conexao entre a metodologia
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7.4

RFB e o processo de homogemogeneizacao para nosso problema modelo
nao linear multiescala. A mesma identidade permite justificar a nossa

proposta de formulacao numérica RFB reduzida.

No capitulo 6 temos introduzido uma analise de erro correspondente as
formulagoes numéricas no ambiente da metodologia RFB: RFB completo
RFB reduzido apresentados no presente trabalho. Isto é dado através da
proposicao 6.1.3 e teorema 6.2.1, respectivamente. A taxa de convergéncia
obtida para a formulagao reduzida permite recuperar a taxa determinada
em Chen e Savchuk (2008) e W. E e Zhang (2004) para nosso modelo nao

linear, como explicitado na obsevagao (6.19).

O teorema 6.2.1 é uma resposta afirmativa, via metodologia RFB, ao pro-
blema de homogeneizacao numérica que pode ser formulado a partir do
problema nao linear (3.1) tratado . Para este objetivo temos exigido a

hipétese de periodicidade sobre o coeficiente a.

Futuros trabalhos

Analisar cada uma das outras possiveis formulagoes numéricas sugeridas a

partir de (4.16).

Estender o mesmo estudo para uma classe maior de problemas elipticos

nao lineares com coeficientes oscilatérios.

Realizar estudo semelhante com o correspondente problema de evolugao
associado ao problema modelo multiescala nao linear tratado no presente

trabalho.

Implentagao numérica para o problema modelo multiescala bidimensional

nao linear tratado no presente trabalho.
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Apéendice A

Al Apéndice Al

Seja © = [0,1] x [0,1] o dominio computacional e seja T} uma parti¢do
uniforme de ) em triangulos cujos catetos tém tamanho h. Sejal = [%] e, portanto,
le < e(l4+1). A seguir tomaremos como referéncia o primeiro elemento 7}, denotado
com K e, cujos vértices sao (0,0), (h,0) e (h,h)). Também consideraremos o

elemento acima de K, o qual o denotaremos com Ky, com vértices (0,0), (h,h) e

(0,h). A partir destes elementos, formamos o quadrado @ = K; U K.

Proposicao A.1.1 No interior de K; ha um nimero finito de células de lado €

tal que
area(K;) — area(K,) < che, (A.1)

onde K, representa a uniao das células interiores ao Ky

Demonstracao. Consideremos uma particao uniforme do quadrado ) em células
cujos lados tém tamanho e. Agora, partindo de (0,0), na horizontal (assim como
vertical) teremos [ quadradinhos de tamanho e. Caso seja le < h, a direita da
ultima coluna de quadradinhos, se forma uma parte de K; com o formato de um
quadrilatero que pode-se decompor num retangulo, de base b e altura h — b, e um
triangulo retangulo de cateto b, com b < e. Este quadrilatero o denotaremos com
KV. Logo, em relacao a sua area temos
b? b?

[KVI=b(h =)+ 5 <bh— 5 =bh < ch.
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O numero de quadradinhos interiores(Ni) a K é dado por

I(1— 1)

Ni=(l-1D)+(1-2)+..+1= 5

A partir dai, seja
1(1-1)/2

i=1
com I (z%) =zt +e€l, [ = [0,1] x [0,1], e x% representa o centro da i-ésima célula
no interior de Kj.

Note-se que, o nimero de quadradinhos sobre a diagonal de K; coincide com o
nimero [ (quantidade de quadradinhos na horizontal). Desta maneira, devemos
retirar de K, [ triangulos com catetos de tamanho € para, asssim, destacar as
células interiores a K. Denotaremos com K D a uniao destes triangulinhos. Entao

a area de KD sera:
2

KD|=1(5).

Como €l < h entao
Dai,

Em conclusao temos:

2
K\ K| = |KDUKV| = |KD| +|KV| < Seh. (A.2)
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A.2 Apéndice A2

Proposicao A.2.1 Se | = [%], entdo (£

) é limitado.

Demonstragao.

Como (1+7)? < (14 7)" VI > 2 entao de (A.3) segue que

h 1
1< ()2 <(1+3)
< (1)< (14 7)
Por outro lado, como
1
llim(l + 7)1 =e
entao
h
1< ()< 3.

= e

Temos com isto confirmado a validade da proposicao. m

Observacao A.2.1 Em particular temos a seguinte limitagao:

onde K representa o quadrado formado por dois elementos triangulares.

Proposicao A.2.2

(A.3)



Demonstracao. De fato,

| K| (le)?
1-— =1-

K| h?

e h %
“nle R
Seja t =2 e seja g(t) =t — % Entao

t+10)(t—1
oty - 000

— (14 %)(t — 1),

Como [ <t<l+1 entao

0<%§1 e O<t—-1l<1.

Logo

e, portanto,

g(t) < 2.

De (A.8) e (A.7) segue (A.6). m

Proposicao A.2.3
1— <6(=).
| ]KE\| - (h)

Demonstracao. E evidente o seguinte:

K] | K|
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De acordo com a obsevacao feita na proposicao A.2.1:

K]
1< <3
| Ke|
entdo de (A.10) segue que
K] | K|
—1<3(1- =4
K| K]

e, por outro lado, da estimativa (A.6) resulta

€
—1<6(-). A1l
16 (A1)
Mas,
€ K]
—6(= 1—
W=tk
K| . K|
< 1 pois (1 ) <0,
| K| | K|
entao
e, _ IK|
—6(—) < 1~ — 1. (A.12)
| K|

Portanto, de (A.11) e (A.12) concli-se a validade da limitacao (A.9). =

A.3 Apéndice A3

Os trés lemas a seguir sao necessarios para caraterizar v, mediante o prob-
lema de Dirichlet (A.17) formulado na proposi¢ao A.3.4. O mesmo servird como
estratégia na procura de estimas para ¥, as quais, por sua vez, Servirao como

recurso para nossa analise de erro.
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Lema A.3.1 Para cada v € V}, tem-se a seguinte identidade:

ov Ox?
X V'U Z 81}]' a—xiei, (A13)

onde x ¢ dado mediante (3.20).

Demonstracgao. De fato,

Observacao A.3.1 Em forma compacta a identidade (A.13) pode ser dada me-
diante a equacao

1
V(x.Vv) = E(Vyx)th.

Lema A.3.2 Para cada v € V},

divia(v)V(x :——Z 8x, axj (A.14)
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onde x é dado através de (3.20).

Demonstracao. De acordo com (A.13) temos que

ov (9)(3
V(x-V) Z Oz 8:1:1

Entao,

0
1 ov . , oy |
e g a—x] le[ (U)va‘]L Onde VX.] — gva]

_ 1 a—vj div,[a(v)V,X], onde div,[a(v)V,X/] = — Z 8@(1‘})

1 ov da(v)
N €2 (%cj(_; 8yl )

1 v (Z 8@(1})), wma vez que da(v) . da(v)

0y Ox;

Desta maneira temos verificado a igualdade (A.14). =

Lema A.3.3 Seja v um elemento qualquer do espaco V},. Entao

Ov Oda(v
div[a Z@x] axz . (A.15)

2Y)
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Demonstracao. De fato,

divia(v)Vo] =) % div{a(v)ey]

=5 2 (Ga(v).e; + a(v) div(e;)

da(v)
= 8_%[2 6—@(61‘-61‘)]’ onde e;.e; =0,

Entao segue a identidade (A.15). m

Observagao A.3.2 A partir das identidades (A.14) e (A.15), conclui-se que

— div[a(v) Vo] = ediv]a(v)V(x.Vv)] (A.16)

Temos, assim, os elementos necessarios para demonstrar a seguinte proposicao:

Proposicao A.3.4 Para cada v € V}, 0, definido em (5.27), satisfaz

—div[a(v)Vo ] = f em K, (A.17)

. = —ex.Vv sobre O0OK.

Demonstracao. Com efeito,

—div[a(v)Vo, = —div]a(v)V (v, — v)]]
= —div[a(v)Vv,] + div][a(v)Vu,]
= f 4+ div[a(v)Vu,]

= f 4 div[a(v)(v + ex.Vv)], a segunda parcela é nula por (A.16).

Dai segue (A.17). =
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A4 Apéndice A4

Seja A(u;.,.) dada por (4.29) a forma bilinear coerciva de acordo com a

proposicao 4.3.1.
Definicao A.4.1 Dado z € , diz-se que g; € V}, é funcao de Green discreta

associada a forma bilinear A(u;.,.) se

A(u; g7, v) = (0v)(x), Vv € Vp, (A.18)

0 0
onde O representa a7 OU 52—

Lema A.4.1 Para cada fungao de Green discreta tem-se a seguinte relacao:

lgrllue < Cy/ligh

1,1,0- (A.19)

Demonstracao. Se em particular tomamos v = gy e ao mesmo tempo consider-

amos a hipétese de coercividade na relagao (A.18), entao
97115 0 < (0g7) ().
Logo, integrando sobre {2 temos que
(|2 1 T
6720 < o5 [ 1065 (0)lde
2 Jo

Dai segue a desigualdade (A.19). m

Lema A.4.2 Para cada funcao de Green gy,
gk ll11.0 < [Inhl. (A.20)

Demonstragao. Uma prova da relagdo (A.20) pode ser encontrada em Rannacher

e Scott (1982). m
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Observacao A.4.1 Dos lemas A.4.1 e A.4.2 com w = g7, conclui-se

IVailloo < Cy/|Inh| < C|lnh|,para  h < 1. (A.21)
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