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Resumo da Tese apresentada ao LNCC/MCT como parte dos requisitos necessarios

para a obtengao do grau de Doutor em Ciéncias (D.Sc.)

MODELAGEM MATEMATICA E METODOS NUMERICOS PARA
SIMULACAO DA CONDUCAO DO CALOR NO HELIO LIQUIDO

Erasmo Senger

Abril , 2008

Orientadores: Prof. Abimael Fernando Dourado Loula, D.Sc.

Prof. Marco Antonio Raupp, PhD.

Programa: Modelagem Computacional

Modelos matematicos e computacionais sao apresentados para o problema de
transferéncia de calor no hélio liquido. Inicialmente, comentam-se as caracteristicas
fisicas do hélio (*He) no estado liquido (0 a 4.2K). Uma das suas caracteristicas
mais releventes é a mudanca de fase a 6, = 2.17K, quando o hélio deixa de ser
um liquido comum e torna-se um superfluido. Dois modelos mateméticos sao de-
senvolvidos. O primeiro modelo, considerando apenas movimentos macroscopicos,
¢é derivado com base nas leis constitutivas de Fourier e de Gorter-Mellink. O se-
gundo modelo, baseado nas técnicas de Fremond, inclui movimentos microscépicos
e pode ser visto como uma regularizacao do primeiro modelo. Os dois modelos sao
governados por equacoes diferenciais fortemente nao lineares resultantes da nao
linearidade da lei de Gorter-Mellink e da mudanga de fase. Modelos numéricos
baseados em aproximacoes por elementos finitos no dominio espacial combinadas
com aproximacoes por diferencas finitas no tempo sao propostos para resolver os
problemas matematicos associados. Experimentos numéricos sao realizados para
testar a eficiencia dos modelos numeéricos propostos bem como dos algoritmos de-
senvolvidos para resolver os sistemas de equacoes algébricas nao lineares resultates

das aproximacoes por elementos finitos. Resultados de estudos de convergéncia
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com malhas uniformes e nao uniformes adaptativas sao apresentados, mostrando
taxas de convergéncia Otimas ou quase 6timas, comparaveis as das interpolantes.
Resultados de testes de validagao e exemplos de possiveis aplicacoes dos modelos

numéricos sao também relatados.
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Abstract of Thesis presented to LNCC/MCT as a partial fulfillment of the

requirements for the degree of Doctor of Sciences (D.Sc.)

MATHEMATICAL MODELING AND NUMERICAL METHODS
FOR SIMULATION OF THE HEAT CONDUCTION IN LIQUID
HELIUM

Erasmo Senger

April , 2008

Advisors: Prof. Abimael Fernando Dourado Loula, D.Sc.

Prof. Marco Antonio Raupp, PhD.

Program: Computational Modeling

Mathematical and computational models are presented for the heat trans-
fer problem in liquid helium. Initially, the physical characteristics of the helium
(*He) in its liquid state (0 to the 4.2K) are commented. One of the more relevant
characteristics is the phase change which occurs at #, = 2.17K, when the helium
switches from a common liquid to a superfluid. Two mathematical models are
developed. The first model, considering only macroscopic movements, is derived
based on Fourier and Gorter-Mellink constitutive laws. The second model, based
on Fremond’s techniques, includes microscopic movements and can be viewed as a
regularization of the first model. Both models are governed by strongly nonlinear
differential equations coming from the nonlinear Gorter-Mellink law and the phase
change. Numerical models based on finite element approximations in the spacial
domain combined with finite difference approximations in the time domain are pre-
sented to solve the corresponding mathematical problems. Numerical experiments
are performed to test the efficiency of the proposed numerical models as well as
the algorithms developed to solve the nonlinear systems algebraic equations com-

ing from the finite element approximations. Results of convergence studies with
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both uniform and non uniform adaptive meshes are presented showing optimal
or quasi optimal rates of convergence comparable with the corresponding inter-
polants. Validation tests and examples of possible applications of the numerical

models are also reported.
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Capitulo 1

Introducao

De acordo com Vinen [1989], o elemento hélio foi descoberto, de forma inde-
pendente, pelo francés Pierre Janssen e pelo inglés Norman Lockyer em 1863, ao
analisarem o espectro da luz do sol durante um eclipse do sol ocorrido na India.
Eduard Frankland confirmou o resultado e propos a esse novo elemento o nome he-
lium, pois, inicialmente, acreditava-se que este novo elemento fosse metalico. Dai
o nome helium: “helios” (sol em grego), acrescido do sufixo “ium”associado aos
metais. Em 1895, William Ramsay isolou o hélio do mineral clevite, descobrindo
que este elemento nao é metalico. Entretanto o nome original foi preservado. Na
mesma época, os quimicos suecos Nils Langlet e Per Theodor Cleve conseguiram
também isold-lo. Em 1908 o fisico alemao Heike Kamerlingh Onnes (Onnes [1913])
produziu pela primeira vez hélio liquido, resfriando-o até 0.9K através do processo
de “resfriamento em cascata” (Figura 1.1), e em 1926, seu discipulo Willem Hen-
drik Keesom conseguiu pela primeira vez solidificar o hélio, com o aumento da
pressao. Sabe-se que o hélio é o segundo elemento mais abundante no universo,
atras apenas do hidrogénio. Constitui em torno de 20% da matéria das estrelas.
Na atmosfera terrestre, existe na ordem de 5 p.p.m. (partes por milhao). O hélio é
encontrado também como produto de desintegracao em diversos minerais radioa-
tivos. Além disso, estd presente em algumas dguas minerais, em gases vulcanicos
e em alguns depdsitos de gas natural. A principal reserva de hélio esta nestes

depositos de gas natural, de onde provém quase todo hélio usado comercialmente.
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Figura 1.1: Esquema do aparato utilizado por Onnes [1913] para obter hélio liquido.

O hélio tem dois isétopos, o *He e o “He. O mais comum e o mais utilizado
é o *He, cujo ntcleo é constituido por dois prétons e dois néutrons. O *He, com
dois prétons e um néutron, é praticamente inexistente na terra. Neste trabalho,
estuda-se apenas o “He, que de agora em diante serd chamado apenas de hélio.

O ponto de ebuligao do hélio é de 4.22K. E o tnico elemento conhecido
que permanece no estado liquido, mesmo a temperaturas muito préximas do zero
absoluto, s6 passando para o estado sélido quando ha um consideravel aumento
na pressao, conforme diagrama de fase apresentado na Figura 1.2.

Na forma liquida, o hélio apresenta ainda duas fases distintas, chamadas de
hélio I e de hélio II, entre as quais ocorre uma brusca transicao. Essa transicao
da-se a uma temperatura chamada de “ponto lambda” e denotada por 6. A de-
nominagcao, “ponto lambda”, deve-se ao fato do grafico do calor especifico do hélio

liquido (Figura 1.3) assemelhar-se com a letra grega lambda. Essa temperatura
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Figura 1.2: Diagrama de fase do “He (Wilks [1982]).

de transicao foi investigada em vérios estudos. Podemos citar Tisza [2004] onde
é encontrada 0, = 2.17 e Song et al [1991], onde é encontrado 0, = 2.1768. O
hélio liquido com temperatura acima de 6, é denominado de hélio I e com tem-
peratura abaixo de #, é denominado de hélio II. Neste trabalho, denota-se o hélio
I e o hélio II por He I e He II, respectivamente. O He I comporta-se como um
liquido normal, porém o He I nao se parece com nenhuma outra substancia con-
hecida, convertendo-se em um superfluido com caracteristicas incomuns. O He II
tem viscosidade nula, fluindo com facilidade através de capilares muito finos e tem,
além disso, condutividade térmica muito maior do que qualquer outra substancia
conhecida.

Em funcao das caracteristicas apresentadas, o hélio liquido tem varias apli-
cagoes. Uma das principais aplicagoes ¢ como agente refrigerante em supercondu-

tores, uma vez que a unica maneira de manter estes supercondutores a temperat-
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Figura 1.3: Calor especifico do *He (Wilks [1982]).

uras proximas do zero absoluto é através do hélio liquido. Como exemplo, pode-se
citar o maior acelerador de particulas, LHC (“Large Hadron Collider”), que esta
sendo construido pelo CERN (“Conseil Européen pour la Recherche Nucléaire”),
onde as bobinas supercondutoras devem ser mantidas a uma temperatura abaixo
de 2K. Outro exemplo sao os aparelhos de ressonancia magnética, que também
utilizam o hélio liquido como agente refrigerante, permitindo que as bobinas eletro-
magnéticas tornem-se supercondutoras, produzindo grande densidade de corrente
e, consequentemente, campos magnéticos mais intensos. O hélio liquido é também
utilizado para manter constante a temperatura no interior de satélites artificiais,
aumentando o tempo de vida 1til dos equipamentos.

Problemas envolvendo mudanca de fase sao conhecidos como problemas de
Stefan, que podem ainda ser divididos em problemas de Stefan de uma fase e

problemas de Stefan de duas fases. Resultados sobre o problema de Stefan de uma
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e duas fases sdo encontrados em Popov et al [2005], Grzymkowski & Slota [2007],
Kravchuk & Kravchuk [1971], Bonnerot & Jamet [1974], Senger et al [2003], etc.
Neste trabalho, sao deduzidos dois modelos para a transferéncia de calor no
hélio liquido; um ja apresentado em Senger et al [2004], considerando apenas movi-
mentos macroscopicos, é deduzido a partir das leis de Fourier e de Gorter-Mellink,
e outro, baseado nas técnicas de Frémond, considerando-se também movimentos
microscopicos. O primeiro modelo da origem a um problema com mudanca de
fase, onde em uma das fases o transporte de calor é governado pela equacao do
calor linear e na outra fase pelo problema conhecido como p-laplaciano. O segundo
modelo d& origem a um problema acoplado, onde além da variavel temperatura, é
calculada uma variavel de saturacao da fase He I. Neste modelo, o fluxo de calor é
governado por uma equacao diferencial que coincide com as equacoes do primeiro
modelo em cada uma das fases, com a diferenca de que no segundo modelo a
mudanca de fase é suavizada pela variavel de saturagao, que num caso limite da
variacao de parametros, coincide com o primeiro modelo. Ambos os modelos sao
exemplos de problemas de Stefan de duas fases, sendo que em uma das fases o
fluxo de calor é governado pela equagao nao linear do p-laplaciano, com p = 4/3.
Como ambos os modelos envolvem o problema do p-laplaciano, neste tra-
balho, sao também desenvolvidas técnicas para resolver de forma eficiente o prob-
lema do p-laplaciano, com p > 1, tanto para valores grandes de p, p > 2, quanto
para valores de p proximos a 1. Para tanto, além de um algoritmo de ponto fixo, sao
propostos outros dois métodos iterativos simples e computacionalmente eficientes,
um baseado no método de Newton, com termo de relaxacao e, outro usando a de-
composi¢ao de Helmholtz, gerando, no problema discretizado por elementos finitos,
um sistema de equacgoes cujas matrizes sao constantes, o que diminui significativa-
mente o custo computacional. A eficiéncia e as taxas de convergéncia para estas
técnicas sao testadas tanto para o problema p-laplaciano, para diferentes valores
de p, como para o problema com mudanca de fase que governa a conducao do calor

no hélio liquido, utilizando-se casos particulares de solugoes analiticas conhecidas.
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Para o problema com mudanca de fase, devido a descontinuidade do gradiente
da temperatura sobre a interface que separa as duas fases do hélio liquido, taxas
otimas de convergéncia sao obtidas somente com o uso de malhas adaptativas.

Os resultados numéricos também mostram que os dois modelos sao equiva-
lentes em um caso limite de variacao de parametros, ou seja, o primeiro modelo é
um caso limite do segundo modelo.

Utilizando resultados experimentais para o calor especifico, condutividade
térmica e densidade para o hélio liquido, encontrados em Wilks [1982], Sciver
[1986], Wilks [1970] e Bennemann & Ketterson [1975], sdo também apresentados
testes de validacao do modelo e exemplos de possiveis aplicacoes. Nos testes de
validacao do modelo, os resultados numéricos sao comparados com dados experi-
mentais para a conducgao do calor no hélio liquido, na fase superfluida, encontrados
em Lottin & Sciver [1983], mostrando a coeréncia do modelo com os dados exper-
imentais. Os exemplos de aplicacoes simulam situagoes em que o resfriamento por

hélio liquido pode ser usado para tornar o cobre um supercondutor.



Capitulo 2
Modelagem Matematica

2.1 Introducao

Neste capitulo, sao apresentados dois modelos matematicos para a conducao
do calor no hélio liquido, levando-se em conta algumas hipdteses. No primeiro
modelo considera-se que a regiao ocupada por hélio é regular e fixa. Durante todo
o processo, o hélio encontra-se na fase liquida, ou seja, nao sao previstas situacoes
em que ha mudanca para o estado gasoso ou para o estado solido. Considera-se
ainda que o transporte de calor se da apenas por difusao e que a mistura de He
I e He II é totalmente heterogénea. O fluxo de calor para o He II é dado pela
lei nao linear de Gorter-Mellink (Bennemann & Ketterson [1975], Sciver [1986]).
Na interface entre o He I e o He II, considera-se continuidade na temperatura e
a condicao sobre o fluxo de calor nessa interface sera deduzida a partir da lei de
conservagao da energia, levando em conta o calor latente da mudanca de fase.

Seguindo as idéias de Frémond [2002], desenvolve-se um segundo modelo
onde sao considerados movimentos microscépicos, introduzindo assim uma nova
variavel no problema, que representa a saturacao da fase He I em cada ponto
do dominio, ou seja, admite-se uma certa homogeneidade que, do ponto de vista
matematico, resulta em uma maior regularidade da solugao. Serao consideradas
basicamente as mesmas hipoteses adotadas no modelo I, exceto a heterogeneidade.
Variando os parametros da equacao que governa essa nova variavel, obtém-se uma

mudanca de fase menos ou mais abrupta. Conforme exemplos numéricos apresen-
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tados, este modelo coincide com o primeiro modelo em um caso limite de variacao
dos parametros. Aqui também considera-se que a regiao ocupada por hélio é reg-
ular e fixa, e durante todo o processo o hélio encontra-se na fase liquida, ou seja,
o modelo nao preve situagoes em que hd mudancga para o estado gasoso ou para o

estado sélido.

2.2 Modelo 1

Considera-se 2 C R", 1 < n < 3, uma regiao regular e fixa ocupada por
hélio liquido. Admitindo que a mistura de He I e He II é heterogénea, denotemos
por Q,(t) a porgao do dominio ocupada por He I, por €2,,(¢) a porgao do dominio
ocupado por He II e por I'(¢) a interface entre §2,(t) e ©,,(¢). Assim, se T'> 0 ¢é o

tempo de duracao do processo, tem-se, para cada instante de tempo ¢ € [0, 7],

Q=0,0)vaQ, ) VL),

onde

O,() = {xeQ|0x1t) >0} (2.1)

¢é a porcao do dominio ocupada por He I,

O,(t) = {xeQ|0(xt) <6} (2.2)

é a porcao do dominio ocupada por He II, e

T(t) = {xeQ|0x1t) =0, (2.3)

é a curva que separa o He I e o He II no instante de tempo ¢. A varidvel 0(x,t) é a
temperatura do ponto x no instante de tempo t e 6, é a temperatura de transicao
de fase.

Como o He I se comporta como um liquido normal, na regiao ocupada por
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He I, o fluxo de calor ¢ dado pela lei linear de Fourier, ou seja, em €2, o fluxo de

calor é dado por

q = —kiV0, (2.4)

onde ky é a constante de condutividade térmica para o He 1.
Na regiao ocupada por He II, considera-se o fluxo de calor dado pela lei nao

linear de Gorter-Mellink (Bennemann & Ketterson [1975], Sciver [1986]),

an = —ku(0)|VO|73Ve, (2.5)

onde ki(#) é um parametro de condutividade térmica para o He II.
Admitimos que a densidade, p(f), é uma fungao analitica, e que o calor

especifico (Figura 1.3) seja dado analiticamente por

c(0) = cu(0)H (0 — 0) + X5(0 — 6)) + cr(0)H (O — 65) (2.6)

onde H é funcao de Heaviside,

1 sef&>0
H() = : (2.7)
0 seé<0

d é o funcional delta de Dirac, c1(6) e c(f) sdo, respectivamente, as fungoes do
calor especifico para o He I e para o He II, e A é o calor latente da mudanca de fase

em 6. O seguinte lema fornece as equacoes que governam a conducao do calor em

cada uma das fases.

Lema 2.1 Se €2 é um aberto limitado e fixo, com contorno continuo Lipschitz 0f2,

contendo hélio liquido, entao a temperatura em () satisfaz:

,0(9)01(9)% —div(k;V0) =0  em Q,(¢) (2.8)
p(@)cn(é)% - d1V<k11(9)|V9|_2/3V0) =0 em QH (t) (29)

ot



2 Modelagem Matemadtica 10

Demonstragao: Usando (2.6) na equagao da energia, que é dada por

E(0) = / p(€)el€)de.

obtém-se

0
E9) = /0 p(&en(é)dE  se 0< 0 <0y (2.10)

'N 0
E(6) = / P(E)en ()A€ + pOA + / )€ sef> 0. (211)

Derivando as fungoes (2.10) e (2.11) em relagao a varidvel temporal, temos

o)) a0

i p(@)cn(e)a se 0 < 0, (2.12)
e

oF _ p(@)cl(e)% se >0, . (2.13)

ot ot
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Pela lei da conservacao da energia, temos que

d
— | E(x,t)dx = —/ q -7 do, (2.14)
dt Jp oB

para qualquer volume de controle B C 2, onde ¢ é o fluxo de calor. Como (2.14)
é vélido para qualquer volume de controle B C ,(t), dos teoremas de Leibnitz e

da divergencia, obtém-se

OF
i divg; =0 em Q,(2). (2.15)

Analogamente, como (2.14) é valido para qualquer volume de controle B C (%),

obtém-se

oF
5 T divgqy =0 em Q,(t). (2.16)

Substituindo (2.4) e (2.13) em (2.15), conclui-se que

,0(0)61(9)% —div(k;V0) =0 em Q).

Substituindo (2.5) e (2.12) em (2.16), temos que

00 ) _
ch(H)E — div(ky(0)| V) 2/3V0) =0 em Q.(t),

confirmando assim as equagoes (2.8) e (2.9).
[
Estabelece-se, assim, as equagoes que governam a temperatura em cada uma
das fases, €, (t) e Q,(t), ou seja, para o He I, a condugao do calor é governada
pela equacao do calor linear (2.8) e para o He II, pela equagao (2.9), que é um

caso particular do problema conhecido como p-laplaciano, que no caso transiente
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¢é dado por

C% — div(k|VO[P2V0) = f

sendo que para o caso do hélio liquido, temos p = 4/3.

Notamos que as equagoes (2.8) e (2.9) sao acopladas pela interface I'(¢) que
separa o He I e o He II nao é conhecida a priori.

Estudaremos agora com mais detalhes, o fluxo de calor na interface I'(t), a
fim de estabelecer quais condigoes o fluxo de calor deve satisfazer sobre I'(¢). Este

estudo é apresentado no proximo lema.

Lema 2.2 Com as hipéteses do lema anterior e 6(x,t),, e 6(z,0) conhecidos,

descrevendo a curva I'(t) pela fungao implicita

O(x,t) :=0(x,t) — 0\ =0, (2.17)
o fluxo de calor satisfaz
[qly - VO = —p(Q,\)/\E sobre  T'(¢), (2.18)

onde [qf; = 7 — -

H
Demonstragdo: Denotemos por N (Figura 2.1), a normal unitéria a I'(¢), apon-

tando para o interior de Q,(t) , que de (2.17) é dada por

- Vo

dd
Como ®(x,t) = 0 sobre I'(t), temos que - = 0 sobre I'(t), ou seja,

dx 00
V(I) . E + E =0 sobre F(t) (2.20)



2 Modelagem Matemadtica 13

Figura 2.1: Dominio ocupado por hélio liquido.

Dividindo (2.20) por |V®|, obtemos

0P

x © o
— N = ———=—, 2.21
t Vo (221)

Consideremos agora um volume de controle B contendo cada uma das fases,

e definimos, conforme ilustrado na Figura 2.2, os conjuntos

Bi(t)=Q,(H)N B

Br(t) = Q,(t)N B.

(1)

anl

Figura 2.2: Volume de controle B contendo cada uma das fases.



2 Modelagem Matemadtica 14
Temos entao,
B = B/(t)U B (t) U(I'(t) N B).
Como I'(t) N B ¢ um conjunto de medida nula, temos que
T /E( Bax + 2 / B(x, t)d (2.22)
— x,t)dx = — X, t)dx + — x, t)dx. :
dt ' dt ’ dt ’
B Br(t) Brr(t)
Agora, do teorema de Leibnitz, temos
d oF dx _,
‘ / E(x, t)dx / e )+ / B T (2.23)
B (t) Br(t) OB(t)
e
d OF d
o / B(x, t)dx = / S (x, t)dx + / Ed—’t‘ - T do, (2.24)
Brr(t) Bri(t) 0B11(1)
onde 7 é a normal a 99, ou seja,
OFE oF
E .E'<X7 t)dX = / E(X, t)dX+ / E(X, t)dX+
B B[(t) B[](t)
/ B o+ / X 54 (2.25)
— - ndo — - ndo . :
dt dt
8Bl(t) OBy (t)
De (2.15), (2.16) e do teorema da divergéncia, temos
)
/ E(X,t)dx = — / divqy (x, t)dx
Bi(t) Bi(t)
= - / q - ndo (2.26)

0B (1)
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/ %—E;(x,t)dx = /dlvqnxt

B][(t) B]](t)

= / a - mdo . (2.27)

Substituindo (2.26) e (2.27) em (2.25), temos

% E(x,t)dx = — / q - ndo — / ap - mdo +
B By (t) 0B11(t)
/ P ndo + / ol (2.28)
dt dt
0B;(t) 0By(t)

Como

OB;(t) = (0B;(t) N OB) U (I'(t) N B),
(0B(t)NoB) N (T'(t) N B) = 0,

H
e a normal unitdria a I'(¢) apontando para fora de B;(t) é — N, temos

/ T Wdo = / T Tdo + / T (—N)do. (2.29)

OBy (t) OB (t)NdB r(t)nB

Considerando que
OBy (t) = (0B (t) noB) U (I'(t) N B),

(0B (t)NOB) N (T(t)N B) =0,

ﬁ
e que a normal unitéria a I'(t) apontando para fora de By;(t) é N, analogamente,

temos

/qﬁ.ma: / @, o + / @, - Ndo. (2.30)

8B[](t) aB[[(t)ﬂaB F(t)ﬁB
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Por outro lado, considerando que
(0B;(t) N IB) U (0B (t)NOB) = dB

e observando que

(aB[(t) N GB) N (aB[[(t) N OB) - @,

resulta,

T Tdo+ / T wdo = [ 5 Tdo. (2.31)
B

OB (t)NOB OBy (t)NOB 1o}

Somando (2.29) e (2.30), obtemos

/ T o + / O wdo = [§ do+
0Bg(t) 0Br1(t) OB
— =\ a7
(ChI - QI) - Ndo. (232)
r(t)NB

Substituindo (2.32) em (2.28), resulta

% B(x,t)dx = _/ama_ /(qT}—Ef)~ﬁda+
B B T(t)NB
/Ed—x-ﬁda—k / B Hao (2.33)
dt dt
9B (t) 0Br1(t)

Como 0B (t)U0By(t) = 0BU(I'(t)N B) e observando que a normal unitaria

a I'(t) apontando para fora de By(t) é Ne apontando para fora de By(t) é ﬁ,
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temos,

/Ed—x-ﬁda+/Ed—x~ﬁ>do _ /Ed_x.ma+

dt dt dt
0B; 0Br1 B
dx —
I(H)NB
dx
r'(H)NB
Como B nao varia com o tempo, temos
d
/Ed—’; Tdo =0, (2.35)
oB
ou seja,
dx _, dx _, / dx —
E— - nd E— - -ndo = Ejp— - (N)do —
/ dtn0+/ i Hdt()a
0By (t) OBy (t) I'(t)nB
d
/ B, Ndo . (2.36)
dt
r'(H)NB
Substituindo (2.36) em (2.33), obtemos
d
E/E(x,t)dx _ _/ama_ / (@ — ) - Ndo +
B OB r'(tH)NB

dx — dx —

r(H)NB r(H)NB
Portanto, de (2.37) e da igualdade dada em (2.14), temos

— dx —
/(al)_(l—H))'NdU"i‘ /(EH_EI)E'NdO':O,

I(t)NB I'(t)nB

e assim, quando med(B) — 0, de (2.10) e (2.11), obtemos que E;; — E; —



2 Modelagem Matemadtica 18

p(0))A, e portanto,

dx\ —
((Ef — ) — p(QA)AE> N =0, (2.38)
ou seja,
— dx —
(a —an) N = (p(%)%d—t> N . (2.39)

Substituindo (2.19) e (2.21) em (2.39) conclui-se que

0P
Vo Y
[ - Vo] —p(6>) |Va—fﬂ sobre (1),

ou seja,

[ql - Vo = —p(Q,\)/\%—(f sobre  I'(t).

o que demonstra a igualdade dada em (2.18) e o Lema 2.2.
[ |
Com os Lemas 2.1 e 2.2 estabelece-se o sistema de equagoes que governa o
problema da conducao do calor no hélio liquido, com mudanca de fase, apresentado

no teorema seguinte.

Teorema 2.3 Seja (2 C R", 1 < n < 3, um aberto limitado e fixo, com contorno

continuo Lipschitz 02, ocupado por hélio liquido. Se (x,t),, ¢ 6(x,0) sao con-

hecidos, entao a temperatura 0(x,t) e a interface ['(¢) satisfazem:
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00 :

p(Q)CI(H)E —div(k;Ve) =0 em  Q/(t); (2.40)

p(6)011<9)% — div(ky(0)|VO]723V0) =0 em Q,(1); (2.41)

[q}; - Vo = —p(@,\)/\aa—(f sobre  I'(t); (2.42)

0),, =g  sobre 9 (2.43)

0(x,0) = Oy(x) (2.44)

Demonstragdo: Do Lema 2.1 temos as equagoes (2.40) e (2.41) e do Lema 2.2

temos (2.42), demonstrando assim o Teorema 2.3.

Se definirmos as fungoes

pe(6) = p(@)cr(0)  se 6 > 6,
p(Q)CH(Q) se 0 < 0)\

k; se 0 > 0,
k(0,V0) =

kH(Q)]V9|_2/3 se 0 < 0
o sistema (2.40) (2.44) pode ser escrito como

00

pc(@)a —div(k(0,VO)VO) =0  em
[qf - VO = —p)\aa—(f sobre  T'(¢) ;

0),, =g sobre 9Q ;

0(x,0) = Op(x) .

(2.45)

(2.46)

(2.47)
(2.48)
(2.49)

(2.50)

Com o objetivo de simplificar o sistema (2.47)—(2.50), a condi¢do para o

fluxo de calor sobre a curva I'(t) é modificada, transformando o problema em uma

formulacao equivalente, conforme o teorema seguinte.
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Teorema 2.4 Nas mesmas hipdteses do Teorema 2.3, o sistema (2.47)-(2.50) é
equivalente ao problema:

Encontrar 0(x,t) satisfazendo:

09 OH,(6)

pc(@)a —div(k(6,VO)VE) = —p/\T em (2.51)
0,, =g sobre 90 (2.52)
0(x,0) = Oy(x) (2.53)

onde pc(f) e k(0, V) sao definidos em (2.45) e (2.46), respectivamente, e

HA(0) = H(0 — 0,), (2.54)

onde H é a fungao de Heaviside, definida em (2.7).

Demonstracao: Considerando os conjuntos

Q = {(xt) | xeQte€|0,T[}
QI {(X7 t) € Q | Q(Xv t) > 0>\}
Qu = {(x1) e | 0(x1) <O}

Y o= {(X7t) €Q | Q(Xat)ZHA}

e uma funcdo vetorial, ¥ : Q — R"™ onde ¥ = (¥}, ¥,), com ¥; € R" e

U, € R, sendo n a dimensao de €2, definimos o operador

ov,
divs¥ = div(¥ —.
ivs iv(Wy) + T
Considerando agora uma funcao escalar ¢ definida em (), define-se também o
operador

grad3g0 = (8_907 R a_gpa 8_80)
oy dx,, Ot
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Assim, o vetor unitério

grad,;®
== 3 2.55
: |grad;®| ( )

é o vetor normal a ¥ apontando para fora de Qy, onde ® é definido em (2.17).
Denotemos por D(Q) o conjunto das fungoes testes para distribuigdes em @),

ou seja
D(Q) = {v € C>®(Q) : v tem suporte compacto em @},

e por ( , ) a dualidade entre D(Q) e D(Q), onde D(Q) é o espago das
distribuicoes em Q.

Considerando a func¢ao de Heaviside definida em (2.7), temos
OH(0) Jyp
= H,(0),
- / H(6 ‘Zf dxd

= / a—(pdxdt (2.56)

0
Como ¢|,, =0 e e _ divs(0, ¢), do teorema da divergéncia, temos

ot
/a—gpdxdt = /@(_Vn+1)d0—
2

= —/gpl/anJ. (2.57)
2

Substituindo (2.57) em (2.56) temos

<a]?t(9),¢> _ /E o1y rdo (2.58)

para toda ¢ € D(Q).
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Consideremos agora a funcao
U= (q,0) (2.59)

onde

— qf(x7 t) se (Xu t) S QI
q

q—I;(Xu t) se (X, t) € QII

De (2.4), (2.5), (2.8) e (2.9), temos
: a0
divs¥ = —pc(Q)a em Q. (2.60)
Usando (2.60) e o teorema da divergéncia, para toda ¢ € D(Q), temos

(divgW,p) = — / U - grad,pdxdt
Q
- _/ ‘I"gfadgdedt—/ U - gradspdxdt
1 11
= —/(Ef,o)-(—v)wdo+/ divsUpdxdt
% Q
_/(@70)'1/906%%-/ divyWedxdt
2 Qn
- /(af — qrp, 0) - VSOdU-F/ divsWpdxdt
= Q

00
— / ([(JHI . (I/]_7 . + Ol/n+]_) <,0d(f + / e)agpdxdt
z
Vo 00
1
= T T A .61
/z <[Q]“ |grad3<1>!) pdo - | pell)Gppdxdt. (2.61)

Usando agora (2.18) e (2.55), temos

o0d
Vo E
I
/EO I |grad3q>r)*” o | PO s | ¢

— /E(_p(HA)/\) PYVpi1do . (2.62)



2 Modelagem Matemadtica 23

Substituindo (2.62) em (2.61), temos

. o0
(divsW, ) = / (—p(O)A) vy 1do — / pc(@)ggodxdt . (2.63)
by Q
Substituindo (2.58) em (2.63), temos
: OH (6 a0
(diva¥, ) = <—p<em o >,¢> " <—PC(9)§,¢> | (2.61)

para toda ¢ € D(Q). Assim, de (2.59) e (2.64) tem-se

OH, (6 00
<div§> + p(Or)A (%( ) + pc(9)5,¢> =0, (2.65)

para toda ¢ € D(Q), portanto,

OHAB)

06
pel(0) 55 + divd = —p(O)A—

at mQ?

e assim, o problema (2.47)—(2.50) pode ser apresentado na forma:

Encontrar 0(x,t) satisfazendo:

pc(e% — div(k(0)V0) = —p(6,) Aa}?t(e)

0,, =g sobre 90

em €

Q(X, O) = 90(X)

o que demonstra o Teorema 2.4.
|
Dessa forma, resolvendo-se a equagao (2.51), a curva I'(t) é dada diretamente

da varidvel 0(x,t).
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2.3 Modelo 2

Considerando 2 € R", 1 < n < 3, uma regiao regular e fixa ocupada
por hélio liquido e seguindo as idéias de Frémond [2002], onde as equagbes sao
derivadas da energia livre e do pseudo—potencial da dissipagao, que levam em
conta também os movimentos microscépicos, considerando-se para isso uma nova
variavel 3, que representa a fracao de volume de He I sobre o volume total de hélio
liquido, e consequentemente (1 — [3) representa a fragao de volume de He II. Assim,
a variavel [ que representa a saturacao do He I é tal que 5 € [0, 1].

Para o caso do hélio liquido, a energia livre é dada por
A
U(0,3,VB) = —pchlog 6 — %(9 — 038+ K| VB + 0. (B) (2.66)

e o pseudo—potencial da dissipacao por

Vol
2

0(3.v6.0,5) = 5o+ 5 (ko5 + @ -9 T8 ) 2en

onde p é a massa especifica, ¢ o calor especifico, A o calor latente da mudanca
de fase em 6,, k um coeficiente de interacdo, ¢ = p — 1 com p = 4/3, pu > 0,
k; o coeficiente de condutividade térmica para o He I, kii(f) um parametro de
condutividade térmica para o He II, e Ijo 1) é a funcao caracteristica em [0, 1].

Neste caso, a equagao que governa o parametro de fase § é dada por

-
divH — B =0 em (; (2.68)
H -7 =0 sobre 09; (2.69)
onde
ov 0P
B = — 12 2.70
o5 o 270
- 9 (2.71)

v 3’
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— s el s . .
e m ¢é a normal unitaria em 0f, exterior a 2.
A equacao que governa a temperatura 6 é dada pelo balanco de energia, que

neste caso fica

e, +div(q) = BB, + H -V, (2.72)
onde

e = U40s; (2.73)

ov
= 2 2.74

N —

7 = 60 (2.75)

— 0P
Q = “ove’ (2.76)

Lema 2.5 O parametro de fase (3 satisfaz a equacao

1By — 26AB + 0l (B) 2 7= (0 — 0)) em (2.77)

= 0 sobre 0f. (2.78)

Qo
3|

Demonstragao: Substituindo (2.66) e (2.67) em (2.70) e (2.71) e derivando,

tem-se

A
B = G660+ 05on(0) + ubs (2.79)

H = 2:V5. (2.80)

Substituindo (2.79) e (2.80) em (2.68) e (2.69), obtém-se

A
B — 26A8 + 0y (B) > %(9 —0,) em ; (2.81)
op

= 0 sobre 012, (2.82)

demonstrando assim o Lema 2.5.
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|
O sinal > em (2.81) deve-se ao fato da subdiferencial 91 1(3) nao ser uma

funcdo, e sim um conjunto de R?, conforme Figura 2.3.

O (5) :

Figura 2.3: Subdiferencial Ol 11(3).

Lema 2.6 Se 0(x,1),,, 0(x,0), 8(x,0) e g—ﬁ sao conhecidos, entao 6 e (3 sat-
n |o0

isfazem
A0
pcf, + 'Oe—ﬁt — div(kSVO + k(1 — B)|VO|723V0) = plB,2 em Q. (2.83)
A

Demonstragdo: Substituindo (2.66) e (2.67) em (2.73) — (2.76) e derivando,

tem-se

e = pAB+KIVEP +Tpy(6) + peb; (2.84)

q = —(BkVO+ (1 - B)ku|VO|2V0). (2.85)
Substituindo (2.84), (2.85), (2.79) e (2.80) em (2.72), obtém-se
A0 ' —2/3 2
pCet + gﬁt - le(ﬂklve + (1 — ﬂ)kn(eﬂve‘ V@) = /~L|ﬁt‘ em Q, (286)

demonstrando assim o Lema 2.6
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Definindo a func¢ao
k(3,0,V0) = Bl + (1 — B)knu(0)[V6] >, (2.87)

temos o seguinte teorema.

Teorema 2.7 Seja 2 C R", 1 < n < 3, um aberto limitado e fixo, com con-
torno continuo Lipschitz 02, ocupado por hélio liquido. Admitindo pequenas

perturbacoes, ou seja, considerando 6 ~ 0 e 3| = 0, se 0(x,1),,,, 0(x,0), 5(x,0)
op

€ —=
on |oa

o seguinte sistema de equacoes nao-lineares acoplado:

sao conhecidos, entao a temperatura # e o parametro de fase (3 satisfazem

a0 0
PCor div(k(B,6V0)Vo) = —p)\a—f em ) ; (2.88)
uaa—ﬁ — 2kAB 4 0l 1(6) 2 @(9 —0)) em € ; (2.89)
t O
0(x,0) = bo(x) ; (2.90)
B(x,0) = Bo(x) ; (2.91)
0 = g sobre 09 x (0,77 ; (2.92)
0
% = 0 sobre 092 x (0,77 , (2.93)

onde 0y(x), Bo(x), g e h sdo fungoes dadas.

Demonstragao: Da hipétese de pequenas perturbagoes admite-se |3;|*> = 0 e de

0
0 ~ 0y, tem-se o~ 1. Assim, a equagao (2.86) torna-se
A

pcly; — div(Bk VO + (1 — B)ky(0)|VO]|~2/3V0) = —pAB; em Q | (2.94)
ou seja,
pc% —div(k(8,0V0)V0) = —p)\% em () . (2.95)

Portanto, de (2.81), (2.82), (2.95) e das condigoes iniciais e contorno dadas,

obtém-se o sistema (2.88)-(2.93), o que demonstra o Teorema 2.7.
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|
Observe que o sistema (2.88)-(2.93) equivale ao sistema (2.51)-(2.53) se sub-

stituirmos (2.89) por
B(x,t) = HO(x,t) —0)) . (2.96)

A seguir, usaremos uma aproximacao da subdiferencial 91y 1(3), e mostraremos
que a solucdo de (2.89) ¢ dada por (2.96), quando p = £ = 0. A subdiferencial
01jp,1)(3) nao ¢ uma funcao e sim um grafico, conforme apresentado na Figura 2.3.

Aproxima-se entao a subdiferencial 91y 1(3) pela fungao S(3), dada por

g se <0
S(B)=4 0 se0<fB<1 (2.97)
B

se 3>1

cujo grafico é apresentado na figura 2.4.

S(8) I

Figura 2.4: Aproximacao da subdiferencial Ol 11(3).

Reescrevendo a fungao S(3) por
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onde
0 sel<p<1
o) =1 | (2.98)
- cc
£
e
1 se >1
P =1 ° , (2.99)
0 cc
temos o problema
pc% —div(k(8,60,V0)Ve) = —p)\g—f em () ; (2.100)
ap pA
e —26AB+C(B) = 9—(9—9,\)4—}7’(5) em () ; (2.101)
A
0(x,0) =6y ; (2.102)
B(x,0) = Bo ; (2.103)
6 = g sobre 092 x (0,7 ; (2.104)
% = 0 sobre 092 x (0,77 . (2.105)

Conforme ja comentado, a equagao (2.100) ¢ equivalente a equagao (2.51) se
substituirmos (2.101) por §(x,t) = Hx(0(x,t)), onde H,(-) é definido em (2.54).
Mostraremos agora, que a solugao da equagao (2.101) coincide com a fungao H,(0),

quando =0 e k = 0. O resultado é apresentado no lema seguinte.

Lema 2.8 Tomando os parametros © = k£ = 0, a solugdo da equagdo (2.101)

converge para a fun¢ao H,(f), definida em (2.54), quando € — 0, ou seja,

1 sef >0,
B — (2.106)

0 sef <6,

quando € — 0.
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Demonstracao: Considerando a funcao
0 se0< <1
S(8) = g se B<0 (2.107)
—1
& se #>1
€
e definindo a funcao
A
9(0) = 7-(0 = 63), (2.108)
A

a equagao (2.101) se reduz a equagao S(3) = ¢g(#). Temos entdo os seguintes casos:

1 Se g(f) < 0 entao, de (2.107), S(5) = g, ou seja, g(0) = g, logo B = €g(0),

que converge para zero quando € — 0 pois g ¢ limitada.

2 Se g() > 0 entao S(F) = f-

1 —1
ouseja, 9(0) = 2= logo 8 = g(6) +1,
g

que converge para 1 quando € — 0 pois g ¢é limitada.
3 Se g(0) = 0 entao S(B) =0, logo S € (0,1).

Portanto (2.106) é solucao de (2.89) quando p = k = 0 e ¢ — 0, ou seja,
B = H\(0).
[
Mostramos assim, que tomando os parametros 4 = 0 e k = 0, o sistema
(2.100)-(2.105) ¢é equivalente ao sistema (2.51)-(2.53). No Capitulo 5, verificaremos,
através de exemplos numéricos, que o sistema (2.100)-(2.105) é equivalente ao
sistema (2.51)-(2.53) quando p — 0 e K — 0.
No Capitulo 5, exemplos numéricos mostram também que o sistema (2.88)-

(2.93) ¢ equivalente ao sistema (2.51)-(2.53) quando y — 0 e kK — 0.



Capitulo 3
Modelos Numeéricos

3.1 Introducao

Neste capitulo sao apresentados métodos numéricos para discretizacao e al-
goritmos para resolucao dos problemas associados aos modelos matematicos pro-
postos no capitulo anterior. Inicialmente sao estabelecidas formas fracas para o
problema correspondente ao Modelo I, visando a aplicacao de métodos de elementos
finitos na variavel espacial seguidos por uma discretizagao da variavel temporal pelo
método de diferencas finitas. Sao propostos algoritmos de ponto fixo para solucao
dos problemas algébricos nao lineares resultantes destas discretizagoes. De modo

similar sao construidas aproximacoes e algoritmos de resolucao para o Modelo II.

3.2 Modelo Numérico I

3.2.1 Formulacao Variacional

Para estabelecer a forma variacional do problema (2.51) — (2.53), considere-

mos o espago de Sobolev (Adams [1975]):

definimos o conjunto
U = {ve WL%(Q) : v = g sobre 00}

31



3 Modelos Numéricos 32

€ 0 espaco
V = {veW"i(Q) : v=0sobre d0}.

Multiplicando a equagao (2.51) por uma fun¢ao v € V' e integrando sobre 2,

do teorema de Green e do fato de que v = 0 sobre 0f2, o primeiro termo fica

/ div(k(6, VO)VO)v dQ = — / k(6,VO)VO - Vo dS. (3.1)
Q Q

A escolha do espaco Wl’%(Q) foi feita justamente para que a integral em (3.1)
tenha sentido. Integrando também os outros termos de (2.51), temos a seguinte

forma fraca do problema (2.51) — (2.53):
Para cada instante de tempo ¢ € (0,7, encontrar (t) € U satisfazendo

(pc(@)%,v) + (k(e,ve)ve,w) — —p(O)X (ahgt(e)’o YoeV, (32)

onde (u,v) = [uv dQ.
Q

3.2.2 Aproximagao por Elementos Finitos e Diferencas Finitas

Considera-se agora Q" C Q um dominio poligonal que aproxima £, dis-
cretizado por uma malha de elementos finitos, ou seja, Q" = (J§. onde os
subdominios €2, satisfazem as condicoes de uma particao por eler;entos finitos
(Ciarlet [1987], Hughes [1987]). Considera-se aqui, os subdominios {2, como inter-
valos reais no caso em que  C R, tridngulos no caso em que Q C R? e tetraedros
no caso em que  C R

Define-se o conjunto aproximado U" C U e o espaco aproximado V" C V,

por

U'={v e UNC°(Q) : vj, é um polinémio linear em cada varidvel}
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Vi={v e VNC"Q) : vgq, é um polindmio linear em cada varigvel}.

Aaproximacgao de Galerkin para o problema (3.2) consiste em:

Para cada instante de tempo ¢ € (0, T, encontrar 6,(t) € U" satisfazendo

< pc(@h)%,vh) + (k(eh, V0,)V 0, wh) - (3.3)
—p(O0\)A <8H3—i9h)’vh> Yo, €V, . (3.4)

Para a discretizacao temporal, usaremos o método de Euler implicito, con-
siderando tg,t1,...,ty,, onde to = 0,ty, = T" e t; < t;41, e definindo as seguintes

aproximacoes por diferencas finitas:

90, . 0(t,) —6(t, 1)

o (tn) = A (3:5)
OH,(0) _HA(0(t,)) — Hx(0(tn1))
3 () ~ AL (3.6)

onde At, =t,, —ty_1.
Considerando At constante e substituindo (3.5) e (3.6) em (3.4) e usando a

notagao 6y = 6,(t,), obtém-se o problema totalmente discretizado:

Dado 609 = 0y(x), paran = 1,..., N, encontrar 67 € U" tal que:

(pc(0)05, ) + Dt (k(8, VOV, V) = (3.7)

—p(e)\))\ (H)\(GZ) — HA(Gﬁ_l),vh) + (pC(QZ)@Z_l,Uh) Vvh S Vh

onde N, é o niimero de passos no tempo e At = N
p
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3.2.3 Método de Ponto Fixo

O algoritmo mais simples que propomos para resolver o sistema (3.7) esta
baseado em um método de ponto fixo, onde os termos c(6}) e k(0}, VO}) sao

atrasados, fornecendo assim o seguinte algoritmo:

Dado 69 = 6y(x), paran=1,..., N

Dado 02(0) =0"! para k =1,...,N,, encontrar Qz(k) € U", satisfazendo:
<pc(92(k_l))92(k), vh> + At (k(e;j(’“‘”, Vot yygr®), wh) _

(B3 <HA(9;‘('“_1)) NG vh> + ( pe(6n¢EDygn-1, vh) Yoy, € Vh

onde k(-,-) e pc(+) sao definidos em (2.45)e (2.46), respectivamente, N, é o nimero
T

de passos no tempo e At = N e N,, é o nimero de corregoes no passo de tempo n,
P

que pode ser determinado, por exemplo, pela condicao [|87* —67F V| /]167W)| < e,

onde € é uma tolerancia fixada.

3.3 Modelo Numérico I1

Para o Modelo II, antes de aplicarmos o método de elementos finitos e
diferencas finitas, devemos aproximar a subdiferencial 9l 1(3), o que é feito a
seguir, usando penalizagao.

3.3.1 Formulacao Variacional

Para estabelecer a forma variacional do problema penalizado (2.100)—(2.105),

consideram-se novamente os espacos de Sobolev

Whi(Q) = {vel3i(Q) : Vve (Li(Q)?},
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Wh(Q) = {ve L*Q) : Vve (L*Q))?}.
Define-se entao o conjunto
U = {veW"3(Q) : v=g sobre 00}
€ 0s espacos

V = {ve Wl’%(Q) : v =0 sobre 002}

W= WhQ)

Multiplicando a equagao (2.100) por uma funcao v € V e a equagao (2.101)
por uma fungao w € W, integrando por partes e usando o teorema de Green,

tem-se a seguinte formulagao variacional do sistema de equagoes (2.100)—(2.105):

Para cada instante de tempo ¢ € (0, T, encontrar 6(t) € U e §(t) € W satisfazendo:

<pc(9)%,v> + (k(ﬁ,e, ve)ve,w) = —pA (g—f,v) Voev (3.9)

(u%,w) + 2K (Vﬂ, Vw) + (C(ﬂ)ﬁ,w) =

%((9—99,10) + (F(ﬂ),w) YweW  (3.10)
0(z,0) = Oy(x) (3.11)
B(x,0) = Bo(z) (3.12)

onde (u,v) = [quv dQ, k(5,0,V0) é definido em (2.87), p é uma constante

positiva e o coeficiente pc(f) é definido em (2.45).
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3.3.2 Aproximagao por Elementos Finitos e Diferencas Finitas

Como anteriormente, considera-se Q" C  um dominio poligonal que aprox-

ima (2, discretizado por uma malha de elementos finitos, ou seja, Q" = [ J . onde
e

os subdominios €2, satisfazem as condi¢oes de uma particao por elementos finitos.
Por simplicidade, consideram-se aqui, os subdominios {2, como intervalos reais no
caso em que € C R, triangulos no caso em que  C R? e tetraedros no caso em
que  C R?, embora discretizacdes com quadrildteros e hexaedros sdo também
admitidos.

Define-se entdo o conjunto aproximado U”" C U e os espacos aproximados

VhcVeW"cW, por

U'={v e UNC’Q) : vgq, é um polinémio linear em cada varidvel} ;

Vi={v e VNC"Q) : vjq, é um polindmio linear em cada variavel} ;

Wh={v e WNCQ) : v, é um polinomio linear em cada varidvel} .

Com estas aproximagoes o problema (3.9)—(3.12) consiste em:

Para cada instante de tempo ¢ € (0,7T], encontrar 0"(t) € U" e gh(t) € Wh
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satisfazendo:

h
( pc(eh)aait,vh> + (k(@h,eh,veh)veh, Vvh) -
h
—pA (aait,vh> Vot e VM (3.13)
(3.14)

(w5 t) s (9 90) = () -

(0" = onut) + (F@)0) vt ew" (315)
0"(x,0) =6, (3.16)

B"(x,0) = By (3.17)

Para a discretizacao temporal usaremos novamente o método de Euler implicito,
considerando tg,y,...,tn,, ondety = 0,ty, = T et; < t;11, e definindo as seguintes

aproximagoes por diferencas finitas:

0" 0"(t,) — 0" (tn1)

W(tn) ~ At (3.18)
e

opt , \  B"tn) — 8" (tu-1)

W(tn) ~ At (3.19)

onde At, =t, —t,_1. Assim, considerando /At constante, o problema totalmente

discretizado consiste em:
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Dado 0 = 6y(z) e By = Bo(z), para cadan =1,..., N, encontrar 6" € U" e
B e Wh tal que:

(pe(6m)0h vM) + At (k(BE, 6%, VOr) Ve, Vul) =

n)»’n’

—pX (B = Bl o) + (pe(0)0h o) Vot eV

(3.20)

£ (B ut) + 26 (VB Tut) + (CT ") =

At n’
(01— 03),wh) + (F(B),wh) + 24 (B, wh) Vol e W

onde N, é o ntimero de passos no tempo, At = N
p

3.3.3 Método de Ponto Fixo

Para resolver o problema (3.20) podemos usar novamente o método de ponto

fixo, onde os termos em k, F' e C' sao atrasados, fornecendo o seguinte algoritmo:

Dado 0} = 6y(x) e 35 = Bo(z), paran=1,..., N,

Dado 0 =0}, e iy =B}y, para k =1,..., N, encontrar 6, € U" e

n—1

B, € Wh satisfazendo:

(pC(GZ,k_l)HZ,k, V") + At (K(B) O o1 VO VO Vo) =
—pA (Bl = Bl ) + (pe(0R)6h_, 0h) W ot e VP

(3.21)

yivs ( Z,k’ wh) + 2K ( Vﬁ,}f,k, th) + (C( Z,k—l)ﬁg,kawh) =

% ( (eﬁk - 9/\)’wh) + (F( Z,k—l)awh) + & ( Z—l?wh) vV wh e Wh

h _ ph h _ h
en_en,NTn ﬁn - Mn,Ny,
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onde N, é o numero de passos no tempo, At = N N,, é o numero de corregoes

P
no passo de tempo n, que pode ser determinado por ||0) , — 0%, | [|/]|6% || < &1 e

||ﬁﬁk — £k71||/||ﬁgk|| < &9, onde €1 e gy SA0, respectivamente, as tolerancias para
0 e By

Neste capitulo, foi apresentado como técnica de resolugao dos problemas re-
sultantes dos modelos I e II, o método de ponto fixo, apresentando, conforme
Capitulo 4, convergéncia para os modelos aqui desenvolvidos. Porém, para o
caso do problema p-laplaciano, com o método de ponto fixo nao se consegue con-
vergéncia para valores de p préximos a 1 ou para valores de p > 2. Assim,
no capitulo 4 sao desenvolvidos métodos eficientes para solucao do problema do p-

laplaciano, que podem também ser usados para os modelos descritos neste capitulo.



Capitulo 4
Estudos de Convergéncia

4.1 Introducao

Neste capitulo sao apresentados resultados de experimentos computacionais
sobre convergéncia das aproximacoes por elementos finitos introduzidas nos mode-
los numéricos propostos no capitulo anterior, bem como dos algoritmos de solucao
dos sistemas de equagoes algébricas nao lineares resultantes destas aproximagoes.
Antes de prosseguirmos no estudo dos modelos numéricos, observamos que a lei
nao linear de Gorter-Mellink que governa a difusao de calor no hélio II, aplicada a
uma so fase, resulta em um problema de difusao nao linear que corresponde a um

caso particular do problema mais geral

—div(|Vul|P?Vu) = f em Q (4.1)

u = 0 sobre 02 (4.2)

1 < p < oo, normalmente referido como o problema do p-laplaciano. Visando
o desenvolvimento de algoritmos numéricos eficientes e suficientemente robustos,
apresentamos a seguir um estudo especifico de aproximagoes por elementos finitos
para o problema do p-laplaciano para valores elevados da poténcia p, ou seja p > 2,
bem como para valores de p préximos a 1, que constituem importantes desafios

numéricos.

40
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4.2 Métodos de Elementos Finitos para o p-Laplaciano

Neste estudo, o dominio € considerado é um conjunto limitado de R? com
contorno I' = 0f2 regular, e serao utlizadas aproximacoes por elementos finitos
baseadas em formulacoes classicas de Galerkin.

Conforme apresentado no capitulo 2, o operador p—laplaciano é usado na
modelagem da conduc¢ao do calor no hélio liquido na fase de superfluido, associado
a poténcia p = 4/3. Este operador é frequentemente usado também em diversos
modelos mateméticos, como glaciologia (Glowinski & Rappaz [2003] e Picasso et al
[2004]), processamento de imagens (Kuijper [2007]), difusao nao linear em geral,
filtragem, fluéncias em sélidos (Loula & Guerreiro [1990] e Loula & Zhu [2001]),
escoamentos lentos (“creeping flows”) em sélidos ou fluidos ndo newtonianos, etc.

Observamos que o problema do p-laplaciano (4.1)—(4.2), acima proposto, é
equivalente ao problema de minimizacao:

Encontrar u € W, () tal que
J(u) < J(v) Yo e WyP(Q) (4.3)
com
1
J(v) = —/ |Vv|de—/fde, (4.4)
D Ja Q

ou na sua correspondente forma fraca:

Encontrar u € Wy (Q) tal que
(IVulP=2Vu, Vo) = (f,v) Yo e WyP(9Q), (4.5)
onde (-, ) denota a dualidade

mmzémm. (4.6)
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A construcao de aproximacoes por elementos finitos para este problema nao
apresenta dificuldades especificas. Introduzindo os espacos de elementos finitos
lagrangianos de classe C°, Vj, C H}(Q), da formulagao fraca (4.5) resulta natural-
mente a seguinte aproximagao de Galerkin:

Encontrar u, € V), tal que

(|Vuh|p*2Vuh, V?]h) = (f, Uh) Yo, € V), . (47)

Do ponto de vista numérico, o desafio é resolver eficientemente o problema
nao linear em dimensao finita assim gerado. Para tanto tém sido propostos difer-
entes métodos iterativos, como por exemplo, o método do gradiente conjugado
hibrido pré-condicionado (Zhou et al [2005]), métodos multigrades (Bermejo &
Infante [2000]), técnicas de penalizagao (Glowinski & Marrocco [1975]), além de
inuméros outros baseados em formulagoes mistas, como por exemplo em Glowinski
[1984], Baranger et al [1996], Guerreiro [1988], Guerreiro et al [1991], Bortoloti &
Karam [2005], Bortoloti & Karam [2006], etc.

Visando a resolver com eficiéncia o problema discreto associado ao p-laplaciano
(4.1), tanto para valores grandes de p, p > 2, quanto para valores de p préximos
a 1, propomos dois métodos iterativos simples, um baseado em um método quase-
Newton, com termo de relaxagao e, outro através de uma decomposicao do vetor
o = |Vu[P~?Vu como

o =V¢+roty,

~ 1 .
onde ¢ e 1) sdo campos escalares em W, (Q) e W149(Q), respectivamente, gerando
um sistema de equacoes cujas matrizes sao constantes, o que diminui significativa-

mente o custo computacional.

4.2.1 Método Quase-Newton com Relaxacao

Nesta secao estabelecem-se parametros de relaxacao para o método quase-

Newton, com o objetivo de resolver eficientemente o problema nao linear (4.7).
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O método quase-Newton para o problema (4.7) consiste em, a partir de

u) € Vj, dado, encontrar, para k =0,1,--- | N,

uytt =g + & (4.8)

onde &) satisfaz a parte linear do desenvolvimento em série de Taylor do problema

(|Vuf + VEP2(Vul + VEE, V) = (f,on) Yo, € V. (4.9)

Desenvolvendo a equacio em série de Taylor, em relagao a varidvel VEF, em

torno de VEF(0,0), e tomando a parte linear, temos

IV [P2VEr, Vo) + ((p — )V P~ (Vi - VBVl V) =

—(|Vuf|P2Vul, Voy) + (f,vn) Yo, € Vi (4.10)

Assim, a cada iteragao, £ é dado pela solugao do problema linear (4.10).
Usando este algoritmo, nao se consegue convergéncia para p > 2 ou para
valores de p proximos a 1. Consideremos entao o seguinte algoritmo, em que se

acrescenta um termo de relaxagao:

Dado u) € V},, para k= 0,1,--- , N, encontrar
k k ek
uh+1 = U’i +p €h>

onde & € V, tal que

(IVup P2V, Vo) + ((p — 2)[Vup P~ (Vuy, - VE) Vg, Vo) =

—(|Vu’fb|p_2Vqu, Vvh) + (f, Uh) Yo, € V), (4.11)

. uk —yF1 A .
onde N = min {k eN: % < € ¢, sendo € uma tolerancia.
h

Para que (4.11) tenha solugao tinica quando k = 0, a solugao inicial u deve

satisfazer Vui) # 0, assim, uma boa escolha é adotar como u a solu¢ao de (4.7)
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com p = 2, ou seja,
(Vul), Vo) = (f,vn) Yo, €V, (4.12)

0 que apresenta também a vantagem de deixar o algoritmo livre da escolha da
solucao inicial e, ainda, de ser um resultado relativamente préximo da solucao
quando p ~ 2.

Para encontrar o valor ideal de p* foram ralizados varios testes, onde a escolha
mais eficiente foi a que minimiza o funcional da energia, dado em (4.4), ou seja,

p* é tal que
J(uy + p&F) = min J(uj + p&f). (4.13)
0<p<l

Com esta escolha de u) e p* o algoritmo converge de forma eficiente para
1.05 < p < 5. No caso de p > 2 o algoritmo nao converge ou converge de forma
insatisfatéria, porém, observou-se que se a solugao inicial u estiver relativamente
proxima da solucao, o algoritmo converge rapidamente. Assim, como a solugao
nao apresenta grandes variagoes com relagao a variacao de p quando p > 2, basta
acrescentar ao algoritmo um aumento gradativo de p quando p > 2, ou seja,
resolve-se o problema para py = 2, usa-se a solu¢ao como condigao inicial para o
problema com p; = dpg, e assim sucessivamente para ps = 0p1, -+ ,Pym = OPm—1,
onde § > 1 e pyy = p. Como o numero de iteracoes para cada problema p;-
laplaciano é bem pequeno e como M cresce em fungao de log(p), o algoritmo

torna-se eficiente para p > 2. Resumindo, para p > 2 temos o seguinte algoritmo:
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Encontrar u) € Vj, tal que
(Vul), Vup) = (f,vn) Yo, € V. (4.14)

Dados Uh,ozug, p0:27 para ¢ = 1’ ’M:

Dado u?”- = Up,—1, para k = 0,--- , IV;, encontrar
k+1 _  k k ¢k
upy = Uy +Pih;
onde &, € V}, é solucdo de

(IVuh 1772V &5 5 Von) + (0 = 2|V [P~ (Vg - VE) Vg, Vuy) =

—(|Vu’,§7i|p’2Vui7i, Vup) + (f,on) Yo, €V, (4.15)
com p¥ definido por
J(“fm + pféfm) = 01<npi£11 J(“Zz + 055,1)7

1
pi = Opi_1, 0 = (g) M onde M é o numero de incrementos necessarios para se
chegar a p, N; é o nimero de iteracoes do método quase-Newton para cada pro-

plema p;-laplaciano, determinado por

b — k!
N; = min kGN:Hh’Z—kh’lH<6 ,
[l ]

sendo € uma tolerancia.

Varios testes mostraram que o valor 6timo para ¢ fica em torno de 1.8, assim,

M é dado por

M = round (PEIE).

Agora, para o caso em que 1 < p < 2, usaremos outro termo de relaxacao,

conseguindo assim um aumento, embora nao muito significativo, na eficiencia do
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algoritmo quando 1 < p < 2. Trata-se do relaxamento do termo nao simétrico do

problema (4.10), ou seja, para p < 2, considera-se o seguinte algoritmo:

Encontrar uj, € V} tal que
(Vuy), Vo) = (f,vn) Yo, € Vi (4.16)
Para k=0,---, N, encontrar
w, =g+ Pt
onde &F € Vj, é solugao de

(IVup P2V, Vo) + 78 (0 = 2| Vuy "~ (Vg - VE) Vi, Vop) =

—(|VuF[P2Vuy, Vor) + (f,on) Yo, € Vi, (4.17)

com
k keky oo k k
J(up, + p"&) = Oglplgl J(up, + &),
™ = min{k/5, 1},

ko, k=1
N:min{k’EN:M<e},

1Al
sendo € uma tolerancia.
Aqui o valor de 7% também foi escolhido através de varios testes de forma a
minimizar o nimero de iteragoes.
Apresentam-se a seguir, resultados numéricos e testes de convergéncia usando

os algoritmos aqui descritos.
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4.2.1.1 Testes de Convergéncia

Problema 4.1 Encontar u € W tal que

—div(|Vul’"?Vu) = f em (4.18)

u = 0 sobre 0f) (4.19)

onde W = WJ(Q), Q = {(x,y) € R* | /22 +y2 < 1}

O Problema 4.1, com termo de fonte constante, possui solucao analitica dada

por

(4.20)

u(z,y) = (E) (g)(plﬂ (1_ (\/m)(p%l))

p

Usaremos esta fungao para testar a convergéncia do algoritmo (4.16)-(4.17) e do
algoritmo (4.14)-(4.15), com f = 1, para diferentes valores de p, cujos resultados
sao apresentados nas Tabelas 4.1, 4.2, 4.3, 4.4 e 4.5, onde u; é a interpolante linear
da solucao exata. Em todos os casos é usada a tolerancia de ¢ = 10=7 e h é um
dividido pelo nimero de elementos na diregao radial.

Tabela 4.1: Resultados de convergéncia para o Problema 4.1, com p = 1.2, usando
o algoritmo (4.16)-(4.17).

| h=02 | h=01 | h=005 | h=0.025
Num. Iter. 17 17 19 21
W TATAx 102 | 1.878 x 102 | 4.995x 103 | 1.257 x 10~3
Ul| 2
m’_‘—““” 2524 x 1071 | 1.273x 1071 | 6.685x 1072 | 3.351 x 102
U|gt
% 4923 %1072 | 1.261 x 1072 | 3410 x 103 | 8.542 x 104
Ul|r2
WI_'—“’Hl 2503 % 10! | 1.277x 107! | 6.703 x 102 | 3.356 x 102
U1
T (u) —2.050 x 103 | —2.050 x 103 | —=2.050 x 103 | —2.050 x 103
T(up) 1889 x 103 | —2.006 x 1073 | —2.035 x 103 | —2.043 x 103
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Tabela 4.2: Resultados de convergéncia para o problema 4.1, com p = 4/3, usando
o algoritmo (4.16)-(4.17).

| h=02 h=01 | h=005 | h=0.025
Num. Iter. 11 11 11 11
W 4247 %1072 | 1.051x 1072 | 2757 x 1073 | 6.938 x 104
U\ 12
|uh|_|—u|H1 1637 x 101 | 8148 x 10! | 4.263 x 102 | 2.137 x 102
U1
[ui — ul[2 2 3 3 4
R 3.198 x 10 8.040 x 10 2.148 x 10 5.373 x 10
U\ 12
’“f% 1635 x 1071 | 8198 x 1072 | 4282 x 1072 | 2.141 x 102
Ul 1
(1) 1638 x 102 | —1.638 x 10 2 | —1.638 x 102 | —1.638 x 102
T(up) | —1.563 x 102 | 1618 x 102 | —1.632 x 102 | —1.635 x 102

Tabela 4.3: Resultados de convergéncia para o problema 4.1, com p = 6, usando o
algoritmo (4.14)-(4.15).

| h=02 h=01 [ h=005 [ h=0.025
Num. Iter. 12 12 13 15
W 1656 x 102 | 4.335x 102 | 1.113x 103 | 2.863 x 1074
Ul|r2
m’_‘—““” 9782 x 1072 | 5229 x 1072 | 2.744x 102 | 1.415 x 10~2
U|gt
lwi —ullee | 185102 | 4341 x 1072 | 1165 x 10-* | 2.998 x 10~
]|z ' ' ' '
|ui|_| U [ 0100 x 100 | 5310 x 102 | 2.785 x 10-2 | 1.430 x 10-2
U1
T (u) 7122 x 1077 | =712 x 10T | —7.122 x 10T | —=7.122 x 101
J(un) | —7.003x 10" | —7.092 x 10" | —7.115 x 10" | —7.120 x 10"

Tabela 4.4: Resultados de convergéncia para o problema 4.1, com p = 20, usando
o algoritmo (4.14)-(4.15).

| h=02 h=01 | h=005 | h=0.025
Num. Iter. 21 23 24 26
W”‘I_T“”” 2410 x 102 | 7.138x 1073 | 1.985x 1073 | 5.468 x 10~
U\ 12
‘“"|_|—“’Hl 1.096 x 107! | 6.125 x 1072 | 3.348 x 1072 | 1.784 x 1072
Ul 1
[[ui — ullz 1.607 x 1072 | 4500 x 1073 | 1.255 x 1073 | 3.347 x 1074
W . X . X . X . X
m’_‘—”“” 1.144 x 107! 6.292 x 1072 3.421 x 1072 1.815 x 102
U|gt
J(u) —0427 x 1071 | —=9.427 x 10T | —9.427 x 1071 | —9.427 x 10!
J(up) 09214 x 1071 | —9.370 x 1071 | —9.412 x 107! | —9.423 x 101




4 Estudos de Convergéncia

49

Tabela 4.5: Resultados de convergéncia para o problema 4.1, com p = 50, usando
o algoritmo (4.14)-(4.15).

h=02 h =01 h=0.05 h = 0.025

Num. Iter. 25 28 26 29

W 3208 x 10-2 | 1.118 x 10~2 | 3.392 x 103 | 9.978 x 10~4
U2

|“"|_|—“|H1 1144 x 1071 | 6.490 x 102 | 3.594 x 102 | 1.934 x 102
U|gt

% 1.604 x 102 | 4543 x 1073 | 1.280 x 103 | 3.452 x 104
U\ 1.2

‘“f# 1.186 x 10~1 | 6.587 x 10~2 | 3.619 x 10~2 | 1.938 x 10~2
Ul 1
(1) ~1.005 x 1070 | —1.005 x 107 | —1.005 x 1070 | —1.005 x 1070
T(un) 9741 x 10-L | —9.057 x 10-L | —=1.003 x 1070 | —1.004 x 10+0

Das Tabelas 4.1, 4.2, 4.3, 4.4 e 4.5, observa-se que o numero de iteragoes

praticamente nao muda com o refinamento da malha, tanto para valores de p
proximos a 1 quanto para p > 2, o que demonstra a robustez e eficiéencia do
algoritmo. As solucbes aproximadas para os problemas apresentados nas Tabelas
4.1, 4.2, 4.3, 4.4 e 4.5, usando h = 0.025, e as taxas de convergéncia com relacao a
h, sao apresentados nas Figuras 4.1, 4.2, 4.3, 4.4 e 4.5, onde sao observadas taxas

otimas, idénticas as das interpolantes.
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log( |erro|Lz @ )

4 Estudos de Convergéncia

23

(a) Soluca@o aproximada uy,.

\ -1

Aproximada
ot Interpolante

log( |err0|H1 @ )

- 8 L 1 i

Aproximada|
Interpolante] |

3 . 4 1.5 2 2.5
-log(h) —log(h)

(b) Teste de convergéncia na norma L?(€2). (c) Teste de convergéncia na

Figura 4.4: Solugao aproximada (h = 0.025) do problema 4.1, com p = 20,

de convergéncia do algoritmo (4.14)-(4.15), nas normas L?(Q) e H' ().

3.5 4

norma L?(2).

e testes



log( |erro|Lz @ )

4 Estudos de Convergéncia 54

(a) Soluca@o aproximada uy,.

\ -1

Aproximada|
| -2} Interpolante| |

Aproximada
ot Interpolante

log( |erro|H1 @ )

3 .
-log(h) —log(h)

(b) Teste de convergéncia na norma L?(€2). (c) Teste de convergéncia na norma H* ().

Figura 4.5: Solugao aproximada (h = 0.025) do problema 4.1, com p = 50, e testes
de convergéncia do algoritmo (4.14)-(4.15), nas normas L?(Q) e H' ().
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Problema 4.2 Encontar u € W tal que

—div(|Vul’"?Vu) = f em (4.21)

u = g sobre 0f2 (4.22)
onde W = {u € WP(Q) | ugo = g}, Q= {(z,y) eR* | —1<z,y <1},

g = (=42’ ") 5, (4.23)

fl(xay) + f3(37y)

f(z,y) = 4.24
onde
1
filz,y) = —§2(2/3)3:26_x4_y4(—3x6 + 420 4 42ty® — 9y%), (4.25)
1 4 4
falw,y) = =320 yPe™ 7V (=3y° + 4y™" + dy'a® — 92°), (4.26)
e
(20 + ¢0)¥/3
Fa(@y) = S parm (4.27)
O Problema 4.2, com p = 4/3, possui solugao analitica dada por
u(z,y) = —daPe”™ V' (4.28)

Os resultados de convergéncia para o algoritmo (4.16)-(4.17) s@o apresenta-

dos na Tabela 4.6.
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Tabela 4.6: Resultados de convergéncia para o problema 4.2, com p = 4/3, f
definida em (4.24), usando o algoritmo (4.16)-(4.17).

h =025 h=0125 = 0.0625

Num. Iter. 11 11 11

W 5872 x 1072 | 1.534x 10~2 | 3.906 x 10-3
|12

’“h|_|—“|Hl 2.069 x 10°1 | 1.070 x 10~* | 5.395 x 102
U| 1

% 3531 x 1072 | 9276 x 1073 | 2.347 x 1073
u||r2

lwi —ul |5 006 10-1 | 1.068 % 1071 | 5.303 x 10-2
|ul
Ul 1
7 (u) T1.640 x 1070 | —1.640 x 1070 | —1.640 x 1070
T(up) | —1.605 x 1079 | —1.638 x 1070 | —1.640 x 107°

Novamente se observa que o nimero de iteracoes nao muda com o refina-

mento. O grafico da solugao aproximada para h = 0.0625 e os resultados de con-
vegéncia com o refinamento h, sao apresentados na Figura 4.6, onde observam-se

novamente taxas da mesma ordem da interpolante.
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Problema 4.3 Encontar u € W tal que

—div(|Vul’"?Vu) = f em (4.29)

u = g sobre 0f) (4.30)

onde W = {u € WP(Q) | upn = g}, @={(z,y) e R* | ~1 <2,y <1},

2 2

g=1(e"""")pa, (4.31)
f(z,y) = (filz,y) + [3(3,9)) (falz, ) (4.32)
onde
fi(x,y) = —=52* +102° + 202%y? — 62%y* + 102%y* — ¢*, (4.33)
fa(z,y) = —=5y* + 10y° + 202%y* — 62%y* + 102*y* — 2, (4.34)
e
falw,y) = =32¢757 %, (4.35)

O Problema 4.3, com p = 6, possui solucao analitica dada por

2

u(z,y) =e Y (4.36)

Os resultados de convergéncia para o algoritmo (4.14)-(4.15) s@o apresenta-

dos na Tabela 4.7.
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Tabela 4.7: Resultados de convergéncia para o problema 4.3, com p = 6, f definida
em (4.32), usando o algoritmo (4.16)-(4.17).

H =025 ‘ h=0.125 \ h = 0.0625

Num. Iter. 21 30 38

HuTI _||uHL_2 1.099 x 1072 | 2.929 x 103 | 7.436 x 1073
U2

o —ulir ) 169 101 | 5,891 x 1072 | 2,951 x 102
|U|H1

i = ullee | 5619 103 | 2163 %1073 | 5.411 x 104
||| 2

% 1.165 x 107 | 5.839 x 1072 | 2.921 x 102
Ul 1
J(u) —9.866 x 1071 | —9.866 x 10~ | —9.866 x 10~}
J (up) —9.728 x 1071 | —9.830 x 10~L | —9.857 x 10~

Novamente se observa que o nimero de iteracoes nao muda com o refina-
mento. O grafico da solucao aproximada para h = 0.0625 e os resultados de con-
vegéncia com o refinamento h, sao apresentados na Figura 4.7, mostrando taxas

de convergeéncia idénticas as da interpolante.
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4.2.2 Método de Decomposicao

Nesta se¢ao é proposto um novo método para resolver o problema (4.5) us-

ando a decomposicao de Helmholtz. Definimos inicialmente o vetor

o= |Vulf*Vu. (4.37)

Como u € WP(Q), temos que o € [LY(2)]* onde g = p—f 1

Com o vetor o definido em (4.37), o problema (4.5) é equivalente ao seguinte
problema de minimizacao:

Encontrar o € L}(Q) = {7 € [LY(Q)]*, —divr = f em Q} tal que
G(o) <G(r) V7ell{Q)P, (4.38)

co1m

G(r) = é/ﬂ|7’|qd§2. (4.39)

Este problema de minimizacao, por sua vez é equivalente ao problema de ponto de

sela do lagrangiano
L(7,v) = G(7) + (divr + f,v). (4.40)

Como o = |Vu|P~?Vu, temos que Vu = |07 %0, e assim, (4.40) d4 origem a
seguinte formulagao mista:

Encontrar o € [LY(Q)]? e u € W, ?(Q) tal que

(|o|9%0,7) = (Vu,7) ¥V 7€ [WP(Q)? (4.41)

(0,Vv) = (f,v)  VYwveW,PQ). (4.42)
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Para campos vetoriais em [L?*(Q2)]* a decomposi¢ao de Helmholtz,

o= V¢ + curly, (4.43)

com ¢ € HY(Q) = W *(Q) ep € H(Q)/R = WH%(Q)/R pode ser encontrada em
Raviart & Girault [1986], Ladyzhenskaya [1969] e Temam [1977]. Para vetores em

[L7(Q)]?, com 1 < ¢ < 00, esta mesma decomposigao

o= V¢ + curly, (4.44)

é demonstrada em Fujiwara & Morimoto [1977] para ¢ € W, 9(Q) ey € WH4(Q)/R.

Substituindo (4.44) em (4.42) obtemos a equacao variacional linear

(Vo, Vw) = (f,w) Yw e W(Q), (4.45)

para o potencial ¢. Substituindo (4.44) em (4.41) obtemos a equagao variacional

para a variavel u:

(Vu, Vo) = (Vo + curly|!2(Ve + curly), Vo) Vo € WyU(Q) . (4.46)

Considerando a equagao (4.41) na forma inversa,

(o,7) = (|VulP~2,7) V7 e [WYQ)]?, (4.47)

e usando (4.44) obtemos a equagao variacional para a variavel 1:

(curly, curly) = (|VulP*Vu, curly)  Vne Wh(Q) . (4.48)
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Para as variaveis u e 1, temos entao o sistema acoplado

(Vu, Vo) = (V¢ + curly|*2(Vep + curly), Vo) Yo € W(Q) (4.49)

(curly, curly) = (|VulP2Vu, curly)  Vn € WH4(Q). (4.50)

Para resolver este sistema nao linear em ¢ e u propomos o seguinte algoritmo:

(Vu™1 Vo) = (,(Vu", Vu)+
(1 =G|V + curly|?2(Ve + curly™), Vo) Yo € Wy'(Q)  (4.51)
(curly"™ curly) = p,(curly)™, curly)+

(1 — p) (VU P2Vu™ ! curly) vn e WH(Q)  (4.52)

com 0 < (, <1le0< p, <1. Chamaremos este método de resolucao do problema
do p-laplaciano de “Método da Decomposicao do Fluxo”.

Com escolhas apropriadas dos parametros de relaxacao ¢, e p, consegue-se
resolver de forma eficiente o problema do p-Laplaciano, inclusive para p > 2 e

para p proximo de um, como serda mostrado a seguir.

4.2.2.1 Testes de Convergéncia

Usaremos agora o Problema 4.1, com f = 1, para testar a convergéncia do
algoritmo (4.51)-(4.52), para diferentes valores de p, cujos resultados sao apresen-
tados nas Tabelas 4.8, 4.9, 4.10, 4.11 e 4.12, onde u; ¢é a interpolante linear da

solucao exata. Em todos os casos é usada a tolerancia de ¢ = 1077,
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Tabela 4.8: Resultados de convergéncia para o problema 4.1, com p = 1.2, usando
o algoritmo (4.51)-(4.52) com p,, = ¢, = 0.95.

| h=02 | h=01 | h=005 | h=0.025
Num, Tter. 326 326 326 326
W 6.936 x 10~2 | 1.754 x 102 | 4.710 x 10-% | 1.186 x 10~3
Ul| 2
|”’1|_|—“|H1 2514 x 1071 | 1271 x 107> | 6.684x 1072 | 3.351 x 102
U|gt
Huz - UHL2 ) 9 -3 4
R 1.923 x 10 1.261 x 10 3.410 x 10 8.542 x 10
U\ 12
"LLZ' — U| g1 -1 1 -2 —2
T 2,503 x 10 1.277 x 10 6.703 x 10 3.356 x 10
Ul 1
T (u) —2.050 x 103 | —2.050 x 103 | —=2.050 x 103 | —2.050 x 103
T(un) | —1.889 x 102 | —2.006 x 103 | —2.035 x 10 | —2.043 x 103

Tabela 4.9: Resultados de convergéncia para o problema 4.1, com p = 4/3, usando
o algoritmo (4.51)-(4.52) com p,, = ¢, = 0.6.

| h=02 | h=01 | h=005 | h=0.025
Num. Iter. 35 35 35 35
W 4095 x 1072 | 1.014 x 1072 | 2.671 x 1073 | 6.725 x 10~
Ul|r2
m’_‘—““” 1.635 x 107! | 8145 x 1072 | 4263 x 102 | 2.137 x 102
U|gt
Hufl_H“HLQ 31908 x 102 | 8.040x 1073 | 2.148 x 1073 | 5.373 x 10~
Ul|r2
|ui|_| U [ 635 x 101 | 8108 x 102 | 4.282 x 10-2 | 2.141 x 10-2
U1
T (u) 1638 x 102 | —1.638x10 2| —1.638 x 102 | —1.638 x 10 2
J(up) | —1.563 x 102 | —1.618 x 102 | —1.632 x 102 | —1.635 x 102

Tabela 4.10: Resultados de convergéncia para o problema 4.1, com p = 6, usando
o algoritmo (4.51)-(4.52) com p, = (¢, = 0.2.

| h=02 | h=01 | h=005 | h=0.025
Num. Iter. 11 11 12 11
W”‘I_T“”” 1.430 x 1072 | 3.655 x 103 | 9.447 x 10~* | 2.402 x 10~*
U\ 12
‘“’“‘|_|—“’Hl 9758 x 1072 | 5213x 1072 | 2.738 x 1072 | 1.413 x 102
Ul 1
% 1618 x 10~2 | 4.341 x 103 | 1.165 x 10~% | 2.998 x 10~*
Ul|r2
% 1.000 x 10! | 5310 x 102 | 2785 x 102 | 1.430 x 102
U|gt
T (u) 7122 x 10T | —7122 x 10T | —7.122 x 10T | —7.122 x 101
T(un) | —7.002%x 10" | —7.092x 10T | —7.115 x 1071 | —7.120 x 10~
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Tabela 4.11: Resultados de convergéncia para o problema 4.1, com p = 20, usando
o algoritmo (4.51)-(4.52) com p,, = ¢, = 0.5.

| h=02 | h=01 | h=005 | h=0.025
Num. Iter. 24 23 29 29
||Uh - UHL2 ) -3 -3 4
R 1.663 x 10 4.337 x 10 1.358 x 10 3.420 x 10
Ul| 2
|”h|_|—“|H1 1.096 x 10! | 6.096 x 102 | 3.328 x 102 | 1.774 x 102
U|gt
Huz - UHL2 ) -3 -3 4
R 1.607 x 10 4,500 x 10 1.255 x 10 3.347 x 10
U\ 12
‘”f% 1144 x 1071 | 6292 x 1072 | 3421 x 102 | 1.815 x 102
Ul 1
J(u) 0427 x 1071 | —9.427 x 10 L | —9.427 x 10~ * | —9.427 x 101
T(up) 0196 x 10T | —9.367 x 10 L | 9412 x 10 L | —9.423 x 10!

Tabela 4.12: Resultados de convergéncia para o problema 4.1, com p = 50, usando
o algoritmo (4.51)-(4.52) com p,, = ¢, = 0.72.

| h=02 | h=01 | h=005 | h=0025
Num. Iter. 104 108 103 86
W 3.065 x 102 | 8.080 x 103 | 2.447 x 103 | 6.267 x 10~*
Ul|r2
|“h|_|—“|H1 1152 x 1071 | 6.508 x 1072 | 3.579 x 102 | 1.924 x 102
Ul gt
||Ui - U||L2 9 -3 -3 —4
S 1.604 x 10 4.543 x 10 1.280 x 10 3.452 x 10
U\ 12
% 1,186 x 101 | 6.587 x 102 | 3.619 x 102 | 1.938 x 102
U1
J(u) ~1.005 x 1070 | —1.005 x 1070 | —1.005 x 1070 | —1.005 x 1070
T(up) 0705 x 101 | —9.947 x 10 L | —1.002 x 107 | —1.004 x 1070

Das Tabelas 4.8, 4.9, 4.10, 4.11 e 4.12, observa-se que o nimero de iteracoes
praticamente nao muda com o refinamento da malha, tanto para valores de p
proximos a 1 quanto para p > 2, o que mostra a eficiéncia do método. As solugoes
aproximadas, u, e ¢y, para os problemas apresentados nas Tabelas 4.8, 4.9, 4.10,
4.11 e 4.12, usando h = 0.025, e as taxas de convergéncia com relacao a h sao
apresentados nas Figuras 4.8, 4.9, 4.10, 4.11, 4.12, onde observam-se taxas étimas,
similares as da interpolante.

Comparativamente com o método de Newton estudado anteriormente, observa-

se que o método de decomposicao do fluxo apresenta normalmente um nimero
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maior de iteracoes para atingir igual precisao. Este fato fica mais evidente na
Tabela 4.8 correspondente ao estudo de convergéncia com p = 1.2, onde o niimero
de iteracoes para convergéencia do método de decomposicao ¢ uma ordem de grandeza
maior. Ressalva-se que o custo computacional de cada iteracao do método de
decomposi¢ao é muito menor, uma vez que neste método as matrizes sao con-
stantes. Observamos ainda que os parametros de iteracao usados no método de
decomposi¢cao do fluxo nao sao necessariamente 6timos. Para ilustrar este fato,
resolvemos o mesmo problema com outros parametros e invertendo a ordem de
resolucao dos sistemas associados as variaveis ¢ e u. Os resultados deste estudo

estao apresentados no final desta secao.
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Usaremos agora o Problema 4.2, com p = 4/3, f definida em (4.24), cuja
solucdo analitica é dada por (4.28) e o Problema 4.3, com p = 6, f definida em
(4.32), cuja solucao analitica é dada por (4.36), para testar a convergéncia do
algoritmo 4.51-4.52. Os resultados sao apresentados nas Tabelas 4.13 e 4.14.

Tabela 4.13: Resultados de convergéncia para o problema 4.2, com p = 4/3, usando
o algoritmo (4.51)-(4.52).

[ h=025 [ h=0125 | h=0.0625

Num. Tter. 11 11 11

o = ullez |y 534 5 1072 | 3.906 x 103 | 9.815 x 10~
[lull 2

ol 70 w1071 | 5.395 % 1072 | 2,704 x 1072
|ul g

Hu|i|_||uHL‘2 9.276 x 1073 | 2.347 x 1073 | 5.886 x 10~
U2

qu‘|_| it | 068 x 101 | 5,393 x 1072 | 2703 x 10-2
U|gt
J(u) —1.640 x 1070 | —1.640 x 107 | —=1.640 x 10*°
J (up) —1.638 x 1070 | —1.640 x 1070 | —1.640 x 107°

Tabela 4.14: Resultados de convergéncia para o problema 4.3, com p = 6, f

definida em (4.32), usando o algoritmo (4.51)-(4.52).

| h=025 | h=0125 | h=0.0625

Num. Iter. 21 30 38

Hun —ulle |1 099 % 102 | 2,020 x 10-* | 7436 x 10-2
|||

T —ulm [ 6o 1070 | 5.801 x 1072 | 2.951 x 10-2
|U|H1

i —ullee [ 6105 10 | 2163 10-3 | 5411 x 104
]|

’Ui — U|g1 -1 ) -2

T 1.165 x 10 5.839 x 10 2.921 x 10
U|gt
() —9.866 x 10T | —9.866 x 101 | —9.866 x 10~1
T(un) | —9728x 107 | —9830x 101 | —9.857 x 10!

Mais uma vez se observa que o nimero de iteracoes praticamente nao muda
com o refinamento da malha. O grafico das solugoes aproximadas, uy, ¢ € Uy,
para h = 0.0625 e os resultados de convegéncia em funcao de h sao mostrados nas

Figuras 4.13 e 4.14.
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A decomposicao de Helmholtz aplicada ao problema do p-laplaciano apre-
senta importantes propriedades que foram exploradas na construcao do algoritmo

proposto:

1. D4 origem a aproximagoes de mais simples resolugao do que a resultante
da formulacao original envovendo apenas o campo u. Como podemos ob-
servar, a aproximacao em u apenas nao apresenta qualquer termo linear,
equanto que as aproximacoes resultantes da decomposicao de Helmholtz
consistem, como vimos, em um problema variacional linear e em um sis-

tema nao linear contendo naturalmente termos lineares.

2. Permite a construcao de algoritmos para solugao do sistema nao linear em
u e 1) com matrizes globais constantes, independentes da iteracao, como o
proposto, o que resulta em importante reducao dos custos computacionais

por iteracao.

3. A decomposicao de Helmholtz, quando aplicada ao problema unidimen-
sional, se reduz a ¢ = 01 + 09, com 07 = V¢ e g9 = cte. Assim, com a
escolha adequada das condicoes de contorno, em uma dimensao o problema

do p-laplaciano pode ser resolvido com apenas uma iteracao.

4. O Problema 4.1, pela sua simetria, também pode ser resolvido em uma
dimensao (radial). Portanto, na decomposigao de Helmholtz o = V¢ +
curly, o curly se anula. Deste modo, todos os casos apresentados nas
Tabelas 4.8—4.12 podem ser resolvidos com apenas uma iteracao. Con-
sideramos como exemplo o caso em que p = 1.2, apresentado na Tabela
4.8, usando o mesmo algoritmo de decomposicao, com p, = ¢, = 0 e
resolvendo-se primeiro a equagao para a variavel u, a convergéncia ¢é al-
cangada em apenas uma iteracao. Os correspondentes resultados estao

apresentados na Tabela 4.15.

Na Tabela 4.16 apresentamos uma comparacao entre o método de Newton

com relaxacao e o método de decomposicao do fluxo, com relacao ao tempo com-
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Tabela 4.15: Resultados de convergéncia para o problema 4.1, com p = 1.2, usando
o algoritmo (4.51)-(4.52), com ¢, = p, = 0.

| h=0.2 h=0.1 h=005 | h=0.025
Num. Iter. 2 2 2 2
||ul|1|_||UHL2‘ 6.978 x 1072 | 1.754 x 1072 | 4.712x 1073 | 1.187 x 107°
Ul| 2
|UhI _| Lo 2.514 x 1071 | 1.271 x 1071 | 6.684 x 1072 | 3.351 x 1072
U|gt
Hu!Z'I_I|UH—L2 4.923 1072 | 1.261x 1072 | 3.410x 107 | 8.542x 107"
U\ 12
s — ulm 2.503 x 1071 | 1.277 x 1071 | 6.703 x 1072 | 3.356 x 1072
[ul
Ul 1
J(u) —2.050 x 1073 | —=2.050 x 1073 | —2.050 x 10~* | —2.050 x 1073
J(up) —1.888 x 1072 | —2.006 x 1072 | —=2.035 x 103 | —=2.043 x 103

putacional, usando a malha com h = 0.025 e usando os mesmos parametros de

relaxacao apresentados nas Tabelas 4.8—4.12.

Tabela 4.16: Comparacao entre o método de Newton com relaxacao e o método

de decomposicao do fluxo, com relacao ao tempo computacional.

p | Método de Newton | Método de decomposicao
104 seg 129 seg

1.2 21 iteracoes 326 iteracgoes
105 seg 21 seg

20 26 iteracoes 29 iteracoes
136 seg 46 seg

50 29 iteracoes 86 iteracoes
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4.3 Convergéncia do Modelo Numérico 1

Consideram-se casos particulares em uma e duas dimensoes, onde é possivel

encontrar a solucao exata de (2.47)—(2.50).

4.3.1 Caso Estacionario em uma Dimensao

Problema 4.4 Encontrar 0(x) e I tais que

—div(kV0) = f em Q (4.53)
—div(kn|VO|"*3V0) = f em Q (4.54)
[q]}; = 0 sobre T (4.55)
0(0) =1 (4.56)
0(1) =3 (4.57)

ondef:22, k[zl, kH:10, (9)\:2,GQIUQH:Q:[O,1].

A solugao exata do problema (4.53)—(4.57) é dada por I' = 0.4258526914065251

e
( f3<1' -+ C21)4
—_——+ e |0,I
43, ¢z 2 €[00
0(z) = (4.58)
2
T
\ —];TI—I—[L'CH—FCH x € (F, 1]
onde

cnn = 17.42609289931226
cr2 = —3.426092899312259
co1 = —0.7920951317869212

Cop = 2.047894178428973
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Usando o algoritmo (3.8) com malhas uniformes de 8, 16, 32, 64, 128,
256 e 512 elementos lineares, critério de parada dado por N = min{k € N
|08 — 607 || < 1077}, e 64(z) = 0, temos, na Figura 4.15(a) o gréifico da solucao
aproximada para a malha de 512 elementos e na Figura 4.15(b) o decaimento do
erro na norma de L?(2).

Observa-se que a decaimento do erro nao é uniforme, devido a mudanca de
fase considerada no problema. Para atingir uma convergéncia uniforme, usou-se

uma sequencia de malhas adaptativas, geradas da seguinte maneira:

e Resolve-se o problema com uma malha regular e fixa na primeira

iteragao (k =1);
e Para k > 1:

* Identifica-se o ponto z,%, definido por 07, (z,}) = 0,;

* Move-se 0 n6 da malha regular inicial mais préximo de ! até 7.

* Resolve-se o problema usando essa nova malha;

Sendo I' o ponto tal que O(I') = 6, a sequéncia 2,7 — T se 6} — 0, e assim,
no limite, temos uma malha com um né coincidindo com I', capturando melhor a
descontinuidade no gradiente da temperatura sobre I'; conforme Figura 4.16, onde
¢é apresentada a solugao exata e as solugoes aproximadas para a malha uniforme
de oito elementos e para a malha adaptativa de oito elementos. As taxas de
convergéncia usando as malhas adaptativas estao apresentadas no grafico da Figura

4.17. Taxas 6timas de convergéncia foram recuperadas.
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3.5

l L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

X

(a) Solucao aproximada 6y,.

_2 T
= = = Aproximada
Interpolante

log( |erro|Lz @ )

~log(h)

(b) Testes de convergéncia na norma L?((2).

Figura 4.15: Solugao aproximada (512 elementos) do Problema 4.4 e estudos de
convergéncia do algoritmo (3.8), na norma L*((2).
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3.5
sl
25F 4
2t i
15 4
1 ‘ ‘ ‘ ‘
0 0.2 04 06 08 1
(a) Solucao exata.
4
asf |
sl
25F 4
2t i
15 4
1 ‘ ‘ ‘ ‘
(0] 0.2 0.4 0.6 0.8 1
(b) Solugao aproximada (malha regular).
3.5
sl
251 4
2t i
15 4
lO 0‘2 0t4 0‘6 0‘8 1

(¢c) Solugao aproximada (malha adaptativa).

Figura 4.16: Solucao exata e solugoes aproximadas para a malha uniforme de 8
elementos e para a malha adaptativa de 8 elementos.
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N = = = Aproximada
. Interpolante
_4 L
—~ _6 i
e
s g
<
2 1o}
_12 L
-14
1
Figura 4.17: teste de convergéncia em L?
4.3.2 Caso Estacionario em duas Dimensoes
Problema 4.5 Considera-se o problema de encontrar 6(z,y) e I tais que
—div(k;V0) = f em (4.59)
—div (k| V8| 7?3V0) = f em Q, (4.60)
Oion = g (4.61)
[qJi; = 0 sobre T (4.62)
ondekj =1, ky=10e Q= {(z,y) € R* | 1 < /22 +¢y2 < 2}.
O problema 4.5, com f =1,
se /a2 +y?=1
g(z,y) = : (4.63)

se \/z? +y? =2
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possui solucao analitica dada por

4 3 2 3 2 1 3 3
o 4 6217?: 96 I;(T) o 62213 4+ co0, ser < 1
32ki; 16ky; 8l 167%kyy
ey — (4.64)
| s enlnlr) + e er=m

onde

r =%+ y? (4.65)

c12 = —6.392734418817485
x; = 1.853422680950755
c B 1-— Clgkl + 3k1
e kin(2)

co1 = 2ciiky

—6cy1 4 2¢3, + 32k,
Ca2 = 3

32k,

Usaremos esta fungao para testar a convergéncia do algoritmo de ponto fixo
(3.8). O resultado é apresentado na Figura 4.18, onde foram usadas malhas uni-

formes de 320, 720, 1280, 2880, 3920, 6480 e 8000 elementos.
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log( |erro|Lz @ )

I

i
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(a) Solucao aproximada 6y,.

Aproximada

Interpolante | |

1.5 2 2.5
-log(h)

(b) Testes de convergéncia na norma L?(£2).

Figura 4.18: Solugao aproximada (malha com 8000 elementos regulares) do Prob-

lema 4.5 e estudos de convergéncia do algoritmo (3.8), na norma L*().
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Como no caso unidimensional, para malhas uniformes nao se verifica uma
convergéncia monotonica, as taxas de decaimento do erro oscilam. Para contornar
este problema, novamente utilizaremos malhas adaptativas, construidas da seguinte

maneira:

e Resolve-se o problema com uma malha regular e fixa na primeira

iteragao (k =1);
e para k > 1:

* identifica-se o conjunto de pontos

Fg,k = {(xﬁ,my;,k) : 91@—1(5E§,k, ?J’,\lk;) =0\};

* projeta-se o conjunto Fﬁ}k na malha regular;

x para cada elemento {2, da malha regular, se 2, N Fﬁyk # (), move-se o

né de Q. mais préximo de I'?,, ao né mais préximo de Q. NT% ;

A solucao aproximada e as taxas de convergéncia usando esta malha adap-
tativa sao apresentadas na Figura 4.19, onde mais uma vez se pode observar taxas
otimas de convergencia.

Deve-se observar que as oscilagoes das taxas de decaimento do erro, usando
malhas uniformes, ocorrem tanto para a solucao aproximada quanto para a in-
terpolante. Este problema ocorre, nao pela falta de estabilidade do método de
elementos finitos adotado, mas sim devido ao fato da solugao apresentar uma de-
scontinuidade do gradiente na interface entre as duas fases. Com a malha adapta-
tiva, este problema é contornado pois esta malha adaptativa, no limite, possui um
conjunto de ndés ao longo da interface, capturando melhor esta descontinuidade.
Na Figura 4.20 apresentam-se as malhas uniformes e adaptativas de 320 elementos,

onde se pode observar o conjunto de nds longo da interface.
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(a) Solucao aproximada 6y,.

Aproximada
Interpolante
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log( |erro|Lz @ )
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-log(h)
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(b) Testes de convergéncia na norma L?((2).

Figura 4.19: Solucao aproximada (malha com 8000 elementos adaptados) do Prob-
lema 4.5 e estudos de convergéncia do algoritmo (3.8), na norma L*().
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2,

1.5F

1,

0.5¢

> 0

(b) Malha com 320 elementos adaptados.

Figura 4.20: Malha uniforme e adaptada de 320 elementos.



Capitulo 5
Exemplos de Validacao

5.1 Introducao

No Capitulo 4 testamos o desempenho dos algoritmos de ponto fixo, New-
ton com relaxacao e decomposicao de fluxo aplicados ao problema do p-laplaciano
e problemas de mudanga de fase estacionarios. Verificamos as propriedades de
convergencia destes algoritmos e observamos as taxas de convergéncia h das dis-
cretizacgoes por elementos finitos propostas. Neste capitulo comparamos reultados
de simulagoes computacionais obtidas com o modelo matemédtico (2.47)—(2.50)
com dados experimentais, a fim de verificar/validar o modelo matemético em
questao. Como o He I se comporta como um liquido normal, a énfase maior
serd dada a condugao do calor no He II, que é normalmente usado como fluido
refrigerante. Para comparar o modelo com dados experimentais, os parametros
p(0),c(0),k; e kyp(0) foram escolhidos o mais préximo possivel dos valores reais.
Dados experimentais para o coeficiente de densidade, p(6), e para o calor especifico,
c(f), sao encontrados em Wilks [1970], cujas interpolagdes lineares desses dados
estao apresentadas nos graficos das Figuras 5.1 e 5.2. Para o coeficiente de calor

especifico, ¢(6), consideramos a fungao
C(Q) = CH(G)H<9/\ - 6) + )\5(6 — 0)\) + C[(@)H(Q — 9)\) y (51)

com A = 0.005.

87
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0.15

0.1454

0.147

0.135¢

0.137

0.125 ; : : —9

Figura 5.1: coeficiente de densidade

10

[es)

(2]

\

N

Figura 5.2: coeficiente de calor especifico

Para kj e ky, temos, de acordo com Wilks [1982] e Bennemann & Ketterson

[1975], k; = 0.05 e ky1(6), com erro de £10%, dada pela funcao

kuu(6) = £(8/63)°7(L — (6/61)°7) . (5.2)

com ¢ = 100, apresentada na Figura 5.3.
Dados experimentais para a conducao do calor no He II sao encontrados em
Lottin & Sciver [1983], onde ¢é descrito um experimento utilizando um duto de

230 cm de comprimento e 6 mm de largura, com temperatura mantida constante



5 Fxemplos de Validagao 89

30

257

207

101

0.5 1 15 2

Figura 5.3: Parametro de condutividade térmica k()

nos extremos, e velocidade variando de 6cm/s & 15cm/s. Um esbogo do aparato

utilizado pelos autores é exibido na Figura 5.4. Chamando de x; o comprimento

T,

Figura 5.4: Esbogo do aparato usado por Lottin & Sciver [1983] para obtencao de
dados experimentais para a condugao de calor no He II

do tubo, 6; a temperatura prescrita em 0, e #, a temperatura prescrita em xy, os

resultados encontrados por Lottin & Sciver [1983], para o regime estacionério, sao
0 — Ql xZ

*

exrt = —.
0y — 0, XL

Para comparar estes dados com resultados numéricos, acresentamos, no Mod-

apresentados na Tabela 5.1, onde * =

elo I, o termo de convecgao, obtendo assim o seguinte sistema:
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Tabela 5.1: Dados experimentais para a conducao de calor no He II, encontrados
por Lottin & Sciver [1983]

x* | 6% (v=6 cm/s) | 6% (v=15 cm/s)
0.127 0.0595 0.0170
0.250 0.1246 0.0425
0.326 0.1629 0.0496
0.482 0.2479 0.0921
0.593 0.3229 0.1275
0.819 0.4958 0.2408
0.879 0.5567 0.2890

Encontrar 0(zx,t) satisfazendo:

pc(@)% + div(k(0, VO)VO) + 7 - VO = —p(@,\)/\al——g\t(e) em §(5.3)
0,, =g sobre 90 (5.4)
O(x,t =0) =b(x) (5.5)

No experimento apresentado na Tabela 5.1 o hélio se encontra somente na
fase II, e em regime estacionario. Podemos entao usar qualquer um dos métodos
apresentados no Capitulo 4, ou entao o método de ponto fixo, apresentado no

Capitulo 3. Optamos por usar o método de ponto fixo, que neste caso fica:

Dado 0 = 0y(z), paran =1,...,N,:

h

Dado 0] = 0!_,, para k = 1,..., N,, encontrar 0, € U", satisfazendo:

(pe(8” )0 o) + At (KO, VO VO VoP) + (v- Ve, o) = (5:6)
—p(03)A ( H(Qz,kq) — H(0_,), Uh) + (C(ez,k—l)%—hvh) Vot e VP

h _ ph
en - en,Nn

onde pc(-) e k(-, ) sdo definidos em (2.45) e (2.46), respectivamente, usando agora
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as fungoes p(0), c1(0), ci1(0), ky e ky(6) apresentadas nas Figuras 5.1, 5.2 e 5.3.

5.2 Comparacao com Dados Experimentais

Visando a comparacao com os dados experimentais, apresentados na Tabela

5.1, com o Modelo I, usamos o algoritmo (3.8) para resolver o problema:

Problema 5.1 (Comparagao com dados experimentais) Encontrar 6(x) tal

que

—div(k(0)| VO] 7*3V0) + ¥ - VO =0 em Q = [0,230] (5.7)
0(0) = 1.8 (5.8)
0(230) = 2.15 (5.9)

onde k() é a fungao cujo grafico é apresentado na Figura 5.3.

O problema é entao resolvido pelo algoritmo (5.6) com At = 1s, 6(0,t) = 1.8,

0.35
0(230,1) = 2.15, 6(x,0) = 230x

167 — 6" ||| <1077}, e N, = min{k € N :

+ 1.8, com uma malha de 64 elementos lineares,

N, = min{n € N : ||92k — 027,%1“ <
1077} corregoes a cada passo do tempo.
Resolvendo o problema para v = 6ecm/s e vV = 15cm/s, temos o resultado

apresentado na Figura 5.5, (a) e (b), respectivamente.

—t=0s

—1t=0s

2.1t —t=1s 21f|—t=1s
—t=2s —t=2s
——1t=100s ——1t=100s
Dados Exp. o Dados Exp.
2r (v=6cm/s) 2r (v=15cm/s)
@
1.9¢ 1.9+ a
o
18 ‘ ‘ : ‘ 18 ‘ ‘ ‘ ‘
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200

Figura 5.5: Solu¢ao do Problema 5.1 com: (a) V=6cm/s (b) V=15cm/s
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Em Sciver [1985], é apresentada uma comparacao semelhante, onde os
parametros ki p e ¢ sao considerados constantes, e onde também ¢é feito um
“ajuste’na velocidade, a fim de que a solucao se aproxime o maximo dos dados
experimentais. Esse “ajuste”é justificado em Sciver [1985] pela imprecisdo com
que podem ter sido medidas as velocidades. O resultado obtido por Sciver [1985]

¢é apresendo na Figura 5.6

' T

')
o8 4 —
4.0 —-—

Q (W) LOTTIN & VAN SCIVER H

af,2 08F 085 o 4
s h

1 L]

- |,E 437 . .

o

"
[ e el Ly
-1.0 ~0.8 ~0.6 ~0.4 0.2 °
X* e x/L

Figura 5.6: Comparagao feita por Sciver [1985] com os dados experimentais de
J.C. Lottin Lottin & Sciver [1983]

Usando agora os mesmos argumentos, ajustamos a velocidade de tal forma
que a solucao do problema 5.1 melhor se aproxime dos dados experimentais apre-
sentados na Tabela 5.1, obtendo, para v = 5cm/s e v = 18cm/s, os resultados
apresentados na Figura 5.7, (a) e (b), respectivamente.

Como se pode observar, os ajustes nos moédulos das velocidades propor-

cionaram resultados numéricos bem mais préximos dos resultados experimentais.
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—1=0s —1=0s
24| —t=1s 24 —1=1s
—1=2s —1=2s
—1=100s —1=100s
o Dados Exp. o Dados Exp.
2r {v=6cm/s) 2r (v=15cm/s)
[==] fe=]
1.9r 1.9r o
1.8 . : . : 1.8 ' : . :
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
X X

Figura 5.7: Solugao do Problema 5.1 com: a) V=5cm/s b) V=18cm/s

5.3 Relagao entre os Modelos I e 11

Visando a comparar numericamente os dois modelos, mais especificamente,
para mostrar que quando pu,x — 0, o Modelo I é equivalente ao Modelo II,

resolvemos primeiramente o Problema 5.2, apresentado a seguir.

Problema 5.2 (Comparagao entre os Modelos: Modelo I) Considere o
problema (2.47)—(2.50) em uma dimensao, onde 2 = [0,3], T" = 0.05s, k; = 1,
ki = 10, ¢; = 0.1, ¢y = 0.2 e 0, = 2, condigao inicial dada por 6(z,0) = %m +1,e

condigbes de contorno dadas por 6(0,¢) =1 e 6(3,t) = 3.

Aplicando o algoritmo (3.8) com uma malha de 256 elementos lineares, 150 passos
no tempo, e N, = min{100, min{k € N : [0} —6), ||| < 107*}} correcdes a cada
passo do tempo, obtemos o resultado apresentado na Figura 5.8, para diferentes

instantes de tempo.
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T T
t=0.0004 s
t=0.006s
t=0.012s
t=0.024s
t=0.042s
t=0.06s

25F

15r

Figura 5.8: Solu¢ao numérica, em regime transiente, usando o algoritmo (3.8), do
problema apresentado no Problema 5.2

Também resolvemos o Problema 5.3, com os coeficientes cy, ¢, kg e kyp iguais
aos do Problema 5.2, variando apenas os valores dos coeficientes i e x, conforme

apresentamos a seguir.

Problema 5.3 (Comparagao entre os Modelos: Modelo II) Considere o
dominio ) = [O, 3], T = 0.06$, k[ = 1, kH = 10, Cl = 01, Cit = 0.2 e 9)\ = 2,

condigao inicial dada por 6(z,0) = 2z + 1,

0 sex<3/2
B(x,0) = , e condigoes de contorno dadas por 6(0,t) = 1,
1 sex>3/2
op
0(3,t) =3,e — =0.
( ? ) 7e an

Aplicando o algoritmo (3.21) com uma malha de 256 elementos lineares, 150
passos no tempo, e N, = min{k € N : ||6%, — 6, || < 107®}} corregdes a
cada passo do tempo, € = 0.00001, obtém-se, respectivamente, para = x = 1073,
w=r=10"7" =k =10"1%¢ 4 = K = 10715, os resultados apresentados na

Figura 5.9.
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2.5

Figura 5.9: Soluc¢ao do problema 5.3 para diferentes parametros de u e k.
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Pode-se observar que para g = k = 1071°, a solucao coincide graficamente

com a solucao encontrada no Exemplo 5.2, conforme Figura 5.10.
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t=0.0004 s
t=0.006s
t=0.012s
t=0.024s
t=0.042s
t=0.06s

(a) Problema 5.2.

25

25

15

t=0.0004 s
t=0.006s
t=0.012s
t=0.024s
t=0.042s
t=0.06s

(b) problema 5.3.

25

Figura 5.10: Comparacao do problema 5.2 (a) com o Problema 5.3 com p = k =

1015 (b).




Capitulo 6

Exemplos de Possiveis Aplicacoes

Neste capitulo sao apresentados resultados de simulagoes de possiveis aplica-
¢oes do hélio liquido como agente refrigerante em supercondutores. Mais especi-
ficamente, apresentam-se situagoes onde o cobre é resfriado, tornando-o um su-
percondutor. O cobre a baixas temperaturas é utilizado no projeto LHC (“Large
Hadron Collider”) do CERN (“Conseil Européen pour la Recherche Nucléaire”),
como supercondutor. Para se tornar supercondutor o cobre deve ser mantido a
uma temperatura abaixo de 1.9K (Lantz [2007], CERN [2008]).

Os exemplos apresentados a seguir estao definidos em dominios cilindricos
contidos em R?, com condicbes iniciais e de contorno que tornam o problema
simétrico em relagao ao raio do cilindro. Assim, usando coordenadas cilindricas,
o problema se reduz a duas dimensoes (modelo axissimétrico). Os exemplos sao
portanto resolvidos em R?, usando elementos axissimétricos, associados ao modelo
transiente com mudanca de fase e utilizando o seguinte algoritmo de ponto fixo,

correspondente ao modelo I em coordenadas cilindricas:

97
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Dado 6} = 0y(x), paran=1,..., N,:

-

h

n,

Dado 6270 =@, parak=1,...,N,, encontrar ¢

11 e € U", satisfazendo:

(7’ pC(ﬁﬁ,k_l)GZ,k, Uh) + At (7’ k(GZ,k_l, Vﬁﬁ,k—l)vez,kv VUh) + (7’ v W,’i,k, Uh) =
—p(Ba)A (r H(O%,, ) = rH(BL_,), o) + (r o8, )6y, 0t) Vol € VP

eh: h

n n,Np,

onde para a regiao ocupada por hélio liquido, pc(-) e k(+,-) s@o definidos em (2.45)
e (2.46), respectivamente, usando as fungoes p(0), c1(0), ci(0), ki e ky(0) apresen-
tadas nas Figuras 5.1, 5.2 e 5.3. Para o cobre sao adotados os valores constantes
p=10,c=1e k = 1. Sobre a interface cobre/hélio, a temperatura e o fluxo sao

supostos continuos.

Exemplo 6.1 Neste exemplo, consideremos um fio de de cobre de 0.5cm de raio
e 150cm de comprimento, resfriado pelo hélio liquido, que circula ao longo do fio,
confinado a um duto com raio 1,5cm (ver Figura 6.1). Admite-se como condigao
inicial a temperatura constante de 4K em todo o dominio e condigoes de contorno
dadas por O, = 1.5 e 22 = 0 sobre (02 —T). A velocidade do hélio é considerada
constante e igual a 10m/s somente na diregao axial. O termo de fonte é zero nas

duas regioes.

(6.1)
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150

z Cobre Hélio

Figura 6.1: Dominio computacional dos Exemplos 6.1 e 6.2.

Usando uma malha com 9200 elementos triangulares, sendo 1600 elementos
uniformes na regiao cobre (8 na diregao radial e 200 na direcao axial) e 7600
elementos uniformes na regiao ocupada por hélio (38 na dire¢ao radial e 200 na
direcao axial), temos os resultados apresentados na Figura 6.2, para diferentes
instantes de tempo. Estes resultados mostram claramente o resfriamento produzido
pelo hélio liquido que é injetado no duto contendo o fio de cobre que supostamente
deve ser mantido a baixa temperatura para se tornar um supercondutor. Pode-se
observar que para as condigoes iniciais e de contorno admitidas, e para a velocidade
de injecao de 10 m/s propostas, apés 36 s todo o sistema atinge a temperatura

desejada.
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(1) Legenda.

Figura 6.2: Solucao do Exemplo 6.1 (transiente), para diferentes instantes de
tempo, onde se pode observar o efeito de resfriamento do hélio liquido.
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Exemplo 6.2 Consideremos a mesma geometria apresentada no Exemplo 6.1,
com condicao inicial de 1.5K em todo o dominio, acrescentando-se um termo de

fonte, dado por f = 0.3 na regiao que corresponde ao cobre.

Na Figura 6.3, apresentemos somente a solucao em regime estaciondrio, para

diferentes valores da velocidade ¥ do hélio, na direcdo axial.

150

100

50

o.-

0 05 1 15
r r r

(a) v =1.0 m/s. (b) v =2.0 m/s. (¢) v =4.0 m/s.

150

100

0
0 05 1 15

(f) v =10.0 m/s.

1516 18 1.8 217 2.4 2.6 2.8 3

(g) Legenda.

Figura 6.3: Solucao, em regime estacionario, do Exemplo 6.2, com fonte de calor
no cobre, para diferentes velocidades do hélio liquido.
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Estes Exemplos 6.1 e 6.2 se complementam pois simulam a seguinte situacao:
Deseja-se usar o referido fio de cobre como um supercondutor. No momento em que
uma corrente elétrica atravessar o fio, este deve estar a uma temperatura inferior
ou igual a 1.9K. Este processo de resfriamento foi simulado no Exemplo 6.1. A
partir do momento em que uma corrente elétrica é conduzida pelo fio, ele passa
a emitir calor, sendo necessério saber em que condigdes (velocidade, temperatura,
volume) o hélio liquido serd capaz de manter o cobre abaixo de 1.9K. Esta nova
situagao ¢ simulada no Exemplo 6.2.

Estudos semelhantes sao apresentados nos Exemplos 6.3 e 6.4, onde a geome-
tria adotada foi inspirada na geometria dos supercondutores utilizados no LHC,

do CERN.

Exemplo 6.3 Neste exemplo, consideremos o caso em que um cilindro oco de
cobre com raio interno de 2.5cm e raio externo de 7.5cm e 200cm de altura é
resfriado, usando hélio liquido, fluindo axialmente no interior do fio oco com uma
velocidade de 10m/s (Figura 6.4). Supbe-se como condigao inicial a temperatura
constante de 4K em todo o dominio e condigoes de contorno dadas por O, = 1.5

e % = 0 sobre (02 — I'y).

200

z Helio Cobre

1y

0 25 75
r

0

Figura 6.4: Dominio computacional do Exemplo 6.3

Usando uma malha com 17280 elementos triangulares, sendo 12160 elementos
uniformes na regiao ocupada por hélio (38 na diregao radial e 320 na diregao axial) e
5120 elementos uniformes na regiao do cobre (16 na diregao radial e 320 na diregao
axial), temos o resultado apresentado na Figura 6.5, para diferentes instantes de

tempo.
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(1) t =1335.0 s.

Figura 6.5: Solugao do Exemplo 6.3 (transiente), para diferentes instantes de
tempo, onde se pode observar o efeito de resfriamento do hélio liquido.
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Exemplo 6.4 Consideremos a mesma geometria apresentada no Exemplo 6.3,
com condicao inicial de 1.5K em todo o dominio, acrescentando-se um termo de

fonte, dado por f = 0.3 na regiao que corresponde ao cobre.

Na Figura 6.6, apresentemos somente a solucao em regime estaciondrio, para

diferentes valores da velocidade ¥ do hélio.

o
0 25 5 75

r r r

(a) v=1.0m/s. (b) v =2.0 m/s. (¢) v=4.0m/s.

0 25 5 75 0 25 5 75
r r r

(d) v=16.0 m/s. (e) v=28.0 m/s. (f) v =10.0 m/s.
15 1.6 1.8 1.9 217 2.4 2.6 2.8 3

(g) Legenda.

Figura 6.6: Solucao, em regime estacionario, do Exemplo 6.4, com fonte de calor
no cobre, para diferentes velocidades do hélio liquido.

Pode-se observar que o primeiro processo de resfriamento simulado nos ex-
emplos 6.1 e 6.2, com hélio liquido fluindo externamente ao longo do fio, apresentou

maior eficiéncia com relagao ao processo simulado nos exemplos 6.3 e 6.4. Como



6 Fxemplos de Possiveis Aplicagoes 105

se nota na Figura 6.5, o esperado resfriamento do sistema dé-se agora apds 1335
s comparados com 36 s do exemplo 6.1. Em ambas as simulagoes admitiu-se a
velocidade axial do hélio de 10 m/s. Esta maior eficiéncia deve-se ao maior volume
do hélio e a maior area de contato do hélio com o cobre nos Exemplos 6.1 e 6.2

comparados aos Exemplos 6.3 e 6.4.



Capitulo 7
Conclusoes e Trabalhos Futuros

7.1 Conclusoes

O hélio é o segundo elemento mais abundante no universo, atras apenas
do hidrogénio, e é o tinico elemento conhecido que permanece no estado liquido,
mesmo a temperaturas muito proximas do zero absoluto, s passando para o estado
solido quando ha um consideravel aumento na pressao. Na forma liquida o hélio
apresenta ainda duas fases distintas, chamadas de hélio I e de hélio 11, entre as quais
ocorre uma brusca transicao. O He I comporta-se como um liquido normal, porém
o He II nao se parece com nenhuma outra substancia conhecida, convertendo-
se em um superfluido com caracteristicas incomuns. O He II tem viscosidade
nula, fluindo com facilidade através de capilares muito finos e tem, além disso,
condutividade térmica muito maior do que qualquer outra substancia conhecida.
Em funcao destas caracteristicas, o hélio liquido tem véarias aplicagoes. Uma das
principais aplicacoes é como agente refrigerante em supercondutores, uma vez que
a Unica maneira de manter estes supercondutores a temperaturas proximas do zero
absoluto ¢é através do hélio liquido.

Neste trabalho desenvolvemos modelos para transferéncia de calor no hélio
liquido, incluindo a mudanca de fase, com calor latente diferente de zero. Estes
modelos originam problemas de fronteira livre, de duas fases, com um termo nao
linear em uma das fases, e condicao diferente de zero sobre o fluxo de calor na

fronteira livre. Mostrou-se que os dois modelos sao equivalentes em um caso limite
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de variacao de parametros, ou seja, o primeiro modelo é um caso limite do se-
gundo modelo. Abordamos numericamente o problema de transferéncia de calor
no hélio liquido, aplicando um algoritmo de ponto fixo juntamente com o método
de elementos finitos na variavel espacial e diferencas finitas na variavel temporal.

Para o problema do p-laplaciano, foram desenvolvidas técnicas capazes de
resolver eficientemente o problema do p-laplaciano, com p > 1, tanto para valores
grandes de p, p > 2, quanto para valores de p préximos a 1. Para tanto, foram de-
senvolvidos dois métodos iterativos simples e computacionalmente eficientes, um
baseado no método de quase-Newton, com termo de relaxacao e, outro usando
a decomposi¢ao de Helmholtz, gerando, no problema discretizado por elementos
finitos, um sistema de equagoes cujas matrizes sao constantes, o que diminui signi-
ficativamente o custo computacional. A eficiéncia e as taxas de convergéncia para
estas técnicas foram testadas tanto para o problema p-laplaciano, para diferentes
valores de p, como para o problema com mudanca de fase que governa a conduc¢ao
do calor no hélio liquido, utilizando-se casos particulares de solucoes analiticas
conhecidas. Para o problema com mudanca de fase, devido a descontinuidade
do gradiente da temperatura sobre a interface que separa as duas fases do hélio
liquido, taxas 6timas de convergéncia sao obtidas somente com o uso de malhas
adaptativas.

Utilizando resultados experimentais para o calor especifico, condutividade
térmica e densidade para o hélio liquido, foram apresentados testes de validagao
do molelo e exemplos de possiveis aplicacoes. Nos teste de validagao do modelo, os
resultados numéricos sao comparados com dados experimentais para a conducao
do calor no hélio liquido, na fase superfluida, mostrando a coeréncia do modelo
com o problema fisico. Os exemplos de aplicagoes mostram que com o modelo
proposto, é possivel simular situacoes em que o resfriamento por hélio liquido pode

ser usado para tornar o cobre um supercondutor.
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7.2 Trabalhos Futuros

Em continuidade a este trabalho pretendemos desenvolver novos modelos
incluindo efeitos de acoplamento do escoamento com a transferéncia de calor.
Do ponto de vista numérico entendemos ser relevante a inclusao de ferramentas
numéricas para geracao automatica de dados (malhas adaptativas) e de visual-
izacao.

De forma resumida, propomos:
e Estudos de casos reais de resfriamento pelo hélio liquido;

e Otimizacao dos parametros de iteracao associados ao método de decom-

posicao do fluxo;

e Modelo termo-hidraulico acoplando o escoamento do hélio liquido com o

problema térmico;

e Aperfeigoar a andlise do problema de mudanca de fase em 2 e 3 dimensoes
com o uso de malhas adaptativas em problemas transientes, visando cap-

turar precisamente a superficie de transicao de fase.
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