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Resumo

Neste trabalho apresentaremos um recente resultado, devido a D. Pellegrino e E. V.
Teixeira, que caracteriza os operadores lineares continuos entre espacos [, que atingem
a norma. Para tanto, vamos desenvolver alguns tépicos da teoria de bases em espacos
de Banach e também mostrar alguns importantes resultados da teoria de espacos de
Banach, tais como o Teorema de Banach sobre bases, o Principio de Selecao de Bessaga-
Pelczyniski e o Teorema de Pitt.

Palavras-Chave:

Bases de Schauder, Sistema Biortogonal, Bases FEquivalentes, Critério de
Grymblyum-Nikol’skii, Sequéncia Bésica, Principio de Selecao, Teorema de Pitt,
operadores que atingem a norma.
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Abstract

In this work we present a recent result, due to D. Pellegrino and E. V. Teixeira,
that characterizes the continuous linear operators between [, spaces which attain their
norms. To this end, we firstly explore some topics from the Banach space theory,
such as Banach’s Theorem for basis, Bessaga-Pelczynski Selection Principle and Pitt’s
Theorem.

Key-Words:

Schauder basis, Biorthogonal system, Equivalent basis, Grymblyum-Nikol’skii
criterium, Basic sequence, Bessaga-Pelczynski Selection Principle, Pitt’s Theorem,
norm attaining operators.
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Introducao

Em 1961, com a publicacdo do trabalho de Bishop e Phelps [2] tem-se inicio dentro
da Andlise Funcional - ramo da Andlise Matematica surgido por volta de 1920 - o estudo
de operadores lineares que atingem a sua norma, suas caracterizagoes e aplicacoes nos
mais diferentes contextos da teoria dos espacgos de Banach. Na realidade, o resultado do
artigo refere-se a funcionais lineares mas, no mesmo trabalho, vemos especulagoes sobre
uma possivel extensao para os operadores. O resultado de Bishop e Phelps provocou,
principalmente devido as suas aplicagoes, uma busca por solucoes das mais diversas
questoes relacionadas aos operadores que atingem a norma.

Nesse contexto, esta dissertagao acrescenta um resultado recentemente desenvolvido.
Tal resultado é uma caracterizacao do conjunto dos operadores entre espacos [, que
atingem a norma. Para tanto, nossa proposta pretende apresentar alguns tépicos
da teoria de espagos de Banach, demonstrando resultados clédssicos (as vezes pouco
conhecidos), e criar condigoes de, a partir de um curso introdutério de Anélise Funcional,
podermos entender os resultados dessa linha de pesquisa.

Em um contexto mais amplo podemos também estudar propriedades geométricas do
conjunto dos operadores que atingem a norma dentro do conjunto de todos os operadores
lineares continuos entre espagos l,,, conforme aparece em [13], em relacdo a questoes de
lineabilidade. Historicamente essa via de estudo foi utilizada, por exemplo, no préprio
Teorema de Bishop-Phelps (3.1.2) e no Teorema de Lindenstrauss (3.1.5), que estudam
a densidade do conjunto dos operadores que atingem a norma. Entretanto, esse nao
¢ o objetivo de nosso trabalho, pois optamos por construir um elo de ligacao entre
resultados classicos da teoria de espagos de Banach e o o resultado central de nosso
trabalho.

Apresentaremos, a seguir, a estrutura dos tépicos apresentados em nosso trabalho,
notacoes bédsicas e terminologia.

Estrutura dos Tépicos Apresentados

No Capitulo 1, apresentamos os resultados introdutérios da teoria de bases em
espagos de Banach, através de tépicos importantes para construcao dos conceitos que
nos sao tteis no decorrer do trabalho. Nossas principais referéncias neste capitulo foram
11, [6], [11-

No Capitulo 2, apresentamos alguns resultados essenciais sobre bases e operadores
lineares compactos. Enunciamos e demonstramos resultados importantes, destacando
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o Principio de Selecao de Bessaga-Pelczynski e o Teorema de Pitt. Para este capitulo
nossas principais referéncias foram [1], [11] e [15].

No Capitulo 3 chegamos ao resultado principal de nosso trabalho, mas também
descrevemos um itinerdrio de desenvolvimento da teoria com atencao especial aos
resultados relevantes da mesma, e apontamos algumas diregoes nas quais é possivel
ainda expandir mais os resultados do trabalho. Evidentemente nossas referéncias neste
capitulo sdo acerca de teoria, sendo a principal delas, [13].

Notacao e Terminologia

Neste trabalho, faremos o uso da seguinte simbologia:

K denotard corpo, geralmente R ou C.

Geralmente, X,Y, E, F, G, ... denotarao espagos de Banach sobre K. A norma
serd usualmente denotada por ||.||; quando for necessdrio, usaremos ||.||, para
nos referirmos a norma no espaco X.

Bx ={z e X;|z|| <1} e Sx = {zx € X;||z|| = 1}.
X* indica o conjunto de todos os funcionais lineares continuos de X em R.

o (E, E*) denota a topologia fraca no espago E e o (E*, FE) denota a topologia
fraca estrela em E*.

~ w w . . .
A notagdo — ou = indica convergéncia fraca.
int(X) indica o interior do conjunto X.

Graf (f) = {(z,y) € D(f) x Im(f);y = f(x)}, onde D(f) denota o dominio da
funcao f, é o grafico do funcional f.

dim (X) é a dimensao do espago X.

[X] indica o espaco vetorial gerado pelo conjunto X.

d;j =0sei# jed; =1sei=j,échamada a funcao delta de Kronecker.
X" indica o fecho do conjunto X na topologia fraca.

C ([a, b]) é o conjunto das fungoes de valores reais continuas em [a, b|.

L (X;Y) é o conjunto dos operadores lineares continuos de X em Y.

o0

I, (1 < p < o0)éo espago das sequéncias ()., tais que Z |z;|” < oo, com

i=1
norma. [|(zn), 4[|, = (Zlﬂlep)

=



Capitulo 1

Bases em espacos de Banach

Ao trabalharmos com espacos vetoriais, mesmo sendo estes espacos de Banach, sem
maiores dificuldades nos remetemos a Algebra Linear, onde temos o conceito de base.
Neste ambito, uma base é um conjunto linearmente independente de vetores tais que
qualquer vetor do espago ¢ escrito de modo tnico como combinagao linear (finita) de
elementos deste conjunto. As bases da Algebra Linear sio denominadas de bases de
Hamel.

Nosso trabalho considera um conceito de base distinto, que sera definido na primeira
secao deste capitulo e que utiliza séries para substituir as combinagoes lineares finitas,
pois estamos trabalhando com espagos de dimensao infinita (segundo o conceito de
dimensao da Algebra Linear) e que possuem, por serem normados, uma nocao de
convergeéencia.

Além disso, neste capitulo vamos estudar as bases nos espacos de Banach a fim de
que possamos compreender o comportamento de alguns espacos de Banach que iremos
trabalhar ao estudar operadores que atingem a norma, a saber, os espacos [,. Bem
como, desenvolveremos o estudo das bases para entender os resultados que nos darao
alicerce para desenvolvermos os teoremas acerca de operadores que atingem a norma.

1.1 Conceitos Introdutorios

Antes de partirmos para nossa definicao de base, vejamos, pela proposicao abaixo,
como nos seria dispendioso trabalharmos com o conceito de bases de Hamel nos espacos
de Banach com dimensao infinita.

Proposicao 1.1.1 Nenhum espag¢o normado de dimensao infinita com base de Hamel
enumerdvel é completo.

Demonstracao. Suponha que X seja um espago de Banach com dimensao infinita
e seja ¥ uma base de Hamel enumeravel de X. Assim, enumeramos os elementos de



o
¥ como vy, vy, ...; € claro que X = UF”’ onde F,, = [vq,...,v,]. Como cada F), tem
n=1
dimensao finita e é fechado, pelo Teorema 4.2.1 (de Baire), existe nyg € N tal que
int(F,,) # &, o que é uma absurdo, pois um subespaco préprio de um espago vetorial
normado tem interior vazio. m
Portanto, segundo a Proposicao 1.1.1, para trabalhar com espacos de Banach, ou
seja, espacos completos, terfamos que considerar uma base nao-enumerdvel para estes
espagos, e isso seria muito inconveniente. Portanto, vejamos os conceitos de base que
utilizaremos em nosso trabalho.

Definigao 1.1.2 Seja X um espago de Banach e (x,)2° , uma sequéncia de elementos
de X. Dizemos que (x,)2, é uma base fraca de X quando dado qualquer x € X,

existe uma representacgdao tnica de x na forma v = g anTy, onde (a,); € KN e a

n=1
série converge na topologia fraca.

Definigao 1.1.3 A sequéncia (x,)32, em X é dita base de X quando para cada x € X

tem-se uma representacao unica da forma x = g anTpn, onde (@), € KN, e a série

n=1
converge na topologia da norma.

Se (x,)%°, ¢ uma base (ou base fraca) de X, os funcionais f, : X — K dados por

o0
fn E a;xj | = an
j=1
sao chamados de funcionais coeficientes.

Defini¢ao 1.1.4 Uma base de Schauder (ou base de Schauder fraca) (x,),., de
um espaco de Banach X é uma base em que os funcionais coeficientes sao continuos.
Pela unicidade da representacao, temos que os funcionais coeficientes devem ser

lineares; logo, para uma base ser Schauder, temos que f, € X* para todo n € N.

Vejamos agora que os conceitos de base (e base fraca) e base de Schauder (e base de
Schauder fraca) sdo semelhantes nos espagos de Banach. O seguinte resultado elementar
sobre topologia fraca serd utilizado na Proposigao 1.1.6 e no Teorema 2.2.7 (de Pitt).
Para detalhes da demonstragao veja a Proposigao II1.5 em [4].

Lema 1.1.5 Seja (x,,).., uma sequéncia de um espago vetorial normado X . Entdo:
(i) z, — x se, e somante se f (x,) — f (x) para todo f € X*.
(ii) Se x, — x, entdo x,, — .
(iii) Se x, — x, entdo (||z,||)o, € limitada e ||z| < liminf|z,] .
(iv) Se x, — x e f, — [ em X*, entdo f, (v,) — f(x).



Proposicao 1.1.6 Toda base fraca de um espaco de Banach X é uma base de Schauder
fraca.

Demonstracgdo. Sejam (z,).., uma base fraca de X e L o espago vetorial das

sequéncias de escalares (a,)>, tais que anX, €xiste na topologia fraca. Entao
n=1 )

;nEN}

n
é real nao-negativo. De fato, considere B = {Zaimi; neN } Temos que
i=1

f(B) = {f <Zazml> in € N}

é limitado para todo f € X*, pois

n=1

n
E Q;T;
i=1

dado a = (a,),—, € L,
pla) := sup {

E a,, converge na topologia fraca para um certo z

n

<= lim f (Zaimi) = f(x) para todo f € X".

i=1

Logo, pelo Corolario 4.2.4 (do Teorema de Banach-Steinhaus) segue que
sup{||z||;z € B} < oc.

Além disso, note que p é norma em L. De fato, se p(a) = 0, entdo

n
Ozsup{ Zaixi ;nEN} > ||layzy|| = a1 =0.

=1

0 = sup { Zaiaji in € N} > ||arzy + agzs|| = ag = 0.

=1

Repetindo o procedimento, temos que a; = 0 para todo ¢ € N. Temos ainda que

p(Aa) = sup{ Z)\aixi in € N} = sup{ )\Zaixi in € N}
i=1 i=1

> aii|sn e N} = [Al p(a),

i=1

= IMSup{




para todo escalar . Por fim,

n

pm+ﬁ)=$m{ > (4 + b

=1

= sup { iaixi

=1

+

in € N} < sup{ Zaixi
i=1

in e N} —l—sup{ Zbixi
i=1

Agora, para a = (a,),-, € L, defina T : L — X por

=1

;neN}—M®+M®

o0

T(a) = Zan:ﬁn.

n=1

Como (z,),, € base fraca e a representacao de T'(a) € unica, temos que T & linear e
bijetiva. Além disso, se a = (a,),-, € L, entao,

(Lema 1.1.5 (iii))
1T (a)] < lim inf

n—-—uo0

< p(a).

n
E anTnp

j=1

Logo T' é continua.
Agora vamos mostrar que (£, p) ¢ Banach. Com efeito, seja (¢x),., uma sequéncia

de Cauchy em L e suponha que, para todo k£ € N, tenhamos ¢, = (aﬁ)zo:l. Assim,

n n—1

|af — al | lzall = | (af — al)wi = > (aF — al)z;

< >t - e

i=1
< 2p(cx — ¢;).

Logo, para cada n € N fixado, (afj)lil ¢ uma sequéncia de Cauchy de escalares, e
portanto convergente. Agora, sejam, para cada n natural,

a’ = lim o”
k—o00
e
0\
Co = (an)nzl .
A seguir, veremos que ¢y € L e
lim p(cop—cx) = 0. (1.1)
k—so00

De fato, seja ¢ > 0. Como (¢),-, ¢ uma sequéncia de Cauchy, existe 7. € N tal que

kl>r. = pley,—¢q) <

Wl ™

4



Agora, pela definicao de p, vemos que

kl>r. = Z(af —da|| < =
i=1
para todo n natural. Dai, fazendo k — o0, temos
= €
[ >r. = ;(a? —al)|| < 3 (1.2)

para todo n natural. Como T é continuo e operadores lineares continuos preservam
sequéncias de Cauchy, (T(cx)),, ¢ de Cauchy em X; logo, existe zp € X tal que
|lto — T (ci)|| — 0 e portanto, para algum ¢. > r., temos

lzo =T (cq )| < 3 (1.3)

w| ™

Agora mostremos que ¢y € L e que vale (1.1) e isso garantira que (£, p) ¢ Banach.

[e.e] 2

Considere z* € X* com |[z*|| < 1. Como (z,),_, é base fraca, existe n. € N
(dependendo de z* e de ¢.) tal que

(St
=1

Segue que, se ||z*|| <1 en > n., entdo
n
x* (Za?mi — ZE0> |
i=1
n n
< |z* (Z(ag — a'f):z:i> x” (Zaf%i -T (cqs)>
; i=1
n
St -t | (St 7))
; i=1

por (1.2), (1.3) e (1.4).
Segue que

n>n., = < g. (1.4)

+ + |2 (T (cq.)) — 2" (o)

< + + T (cq.) —woll <€

w 0
To = QT

n=1
e portanto ¢ € L. Por (1.2), temos ainda que llim p(co —¢) = 0 e concluimos que
(L, p) ¢ Banach.
Pelo Teorema 4.2.5 (da Aplicagao Aberta) temos que 7' é um isomorfismo topolégico.
Assim, se o = (7;)2, € L e x = T(a) temos, para todo n € N, e cada funcional



coeficiente f,,,

| fa(@)| |lznll = Zfz T Zfz(ﬂi)xi
< Zfi(xﬁ’?

< 2p ) < 2|77 ||x||
27| Il

[

= |fulz)] <

Concluimos, portanto, que cada funcional coeficiente f,, é continuo; logo (z,,) -, ¢ base
de Schauder fraca. m

Proposicao 1.1.7 Toda base de um espaco de Banach X é base de Schauder.

Demonstracao. SeJam (z,,);-, base de X e L o espago formado pelas sequéncias

E Q;;

n=1 i=1
que isso define uma norma em £ (conforme na proposi¢do anterior). Vamos mostrar
que (L, p) ¢ Banach.
Para todo k € N, seja (cx);, uma sequéncia de Cauchy em L£; assim, para cada
k € N, seja ¢ = ( fl)zozl Como antes, para todo n € N,

a = (a,),~, tais que Zanxn existe. Defina p(a) := sup{ in € N} e note

n—1
|ak — al | lznll = || ) (af — al)a; = > (af —al)w;
] =1

< Z(a —a Zla—a

i=1
<2p(cr — ¢;).

Entao (aﬁ)zozl é de Cauchy, e portanto convergente. Novamente, sejam

a, = lim ak

k— 00

e co = (a);~, para todo n € N. Vejamos que, cg € L e p(co—¢;) — 0 quando
k — oo.
De fato, seja ¢ > 0. Entao por (cj),, ser de Cauchy, existe r. € N tal que
€

kl>r. = pley,—¢) < 3

Logo, para todo n € N, temos

n

S (et — e

=1

kl>r, = <§

6



Como antes, fazendo k — oo,

- £
[ >r. = ;(a? — ;|| < 3 (1.5)
para todo n € N. Mas, como ¢,. = (al*)>" | € L, existe n. € N tal que
£
m>n>n, = T §§. (1.6)
Dai,
m>n>ne = ;agl‘i = ;(a? —a;*)i| + ;a?% < §+§ <e

o0
Assim, (Za xl> é de Cauchy em X e portanto Zagxn converge na norma (pois
n=1

X ¢é completo). Segue que ¢o € L; por (1.5), temos

lim p(co —¢) =0.

[—00

Como na demonstragao da Proposi¢ao 1.1.6, pelo Teorema 4.2.5 (Aplicagao Aberta)
temos que T': X — L é isomorfismo. Segue, analogamente a demonstragao anterior,
que os funcionais coeficientes sao continuos; logo (x,).., ¢ base de Schauder. m

Proposigao 1.1.8 Sejam (z,,),-, base do espago de Banach X e (f,),—, 0s funcionais
coeficientes associados. Entao f, 6 X*, para todon € N e existe M > 1 tal que

L< [ full llnll < M,
para todo n € N. Consequentemente, temos
(i) inf{||x,|| ;n € N} > 0 se, e somente se, sup{||f.||;n € N} < o0
(i1) sup{||z,||;n € N} < oo se, e somente se, inf{]|f,||;n € N} > 0.

Demonstracao. A continuidade dos f,, foi provada na Proposi¢ao 1.1.7. Considere a
norma
|z]|, = sup{ ;nEN}

oo
em X, onde X = Zanxn. Note que hd uma isometria natural entre (£, p) e (X, ||.||,);

n

E a;x;

=1

como T : (L,p) — (X,].]|), definido na demonstracdo da Proposicao 1.1.7, ¢ um

7



isomorfismo, segue que as normas ||.||; e ||.|| s@o equivalentes. Pelo Corolario 4.2.6 (do
Teorema da Aplicagdo Aberta), existe ¢ > 0 tal que ||z||; < c||z||. Agora, sejam z € X
e n fixo; entao

> hle)oi - z fi(@)z

 lfal@)aall
= ol
Logo
n n—1 n n—1
filw)z =Y filw)w > filw)zi|| + > filx)a
| fol)] = i=1 i=1 < =1 i=1 2||1’||1 < 20||x||
[ - [ =zl T ]
Dat, )
c
Il < 2

para todo n € N e, se M = 2¢, segue da unicidade da representagao que f,(x,) =1 e
assim
L= [fal@a)] < [ fall llzall < 2¢ = M.

As conclusdes (i) e (ii) seguem facilmente. =

1.2 Sistema Biortogonal e Bases de Schauder

Nesta secao consideraremos os conceitos de sistema biortogonal e de sequéncia
bésica, com o objetivo de mostrar que os conceitos de base que definimos na secao
anterior, em espacos de Banach, sao os mesmos. Esse resultado ¢ devido a Banach e
tem, em sua homenagem, o nome de Teorema da Base Fraca de Banach. Além disso,
nesta se¢cao vamos exibir algumas caracterizacoes relacionadas a bases de um espaco de
Banach (Teorema 1.2.5 e Teorema 1.2.8).

Definicao 1.2.1 Sejam (z,),, e (x}), sequéncias de elementos de X e X*,

respectivamente. Dizemos que (x,, %) ", é um sistema biortogonal quando z}(x;) =

dij, para quaisquert, j € N. Neste caso, dizemos que, para cadan € N, o operador linear
n

U, : X — X, dado por u,(z) = zjlxj(a:)x] ¢ o operador expansao do sistema
j=

o0

biortogonal (x,,x}), ;.

Observagao 1.2.2 Note que, se ()., é base de X e (f,).~, é a sequéncia dos

funcionais coeficientes associados a (), |, entao (Tn, fr)re, € um sistema biortogonal
(a Proposicao 1.1.8 garante a continuidade). Além disso, estes funcionais coeficientes
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associados a (x,),-, sao unicos. De fato, se (x,,x%) ", formam wm outro sistema
biortogonal, entao

T (Tm) = Onm = fu(Tm)
para todo n,m € N. Logo seque facilmente que x;, = f,, para todo n € N.

7

Observagao 1.2.3 Como (x,)72, é uma base de Schauder para X e up(x,) = x,,

., | ]
" (Han) ‘ T 1 @l =2

Definigao 1.2.4 Chamamos (z,).., de sequéncia bdsica em X quando ().
base (de Schauder) de [(x,),], onde [(zn),—,] denota o espago gerado por ()"

entao ||u,| > 1, pois ||u,| >

z

nle

n=1"

Teorema 1.2.5 Seja (x,,x}).., um sistema biortogonal no espago de Banach X.
Entao as sequintes condigoes sao equivalentes:

(i) (xn).—, € base de X ;

(i) lim, o up () =z Vo € X;

(1ii) [( n)eeq] = X esup{|jun(z)|;n € N} < oo Vz e X;

(i) [(2,)°,] = X e sup{||un||;n € N} < oo.

Demonstragao. (i) = (i) :
Sabemos que se z € X, entao

v =@,

e, da Observagao 1.2.2 sabemos que f;(x) = zj(x) para todo j € N.
Entao

i (o) = Tim S a5y = lim 3 £ =
j=1

(id) = (iii) :
Seja x € X. Note que

r= lim u,(z)= lim fo(m)x

Logo, x € [(xn).~,], e assim X = [(x,,).~,]. Como (u, ())5°, é convergente, entdo ¢
limitada; logo
sup {[|un(z)[|;7 € N} < o0,

para todo x € X.
(1ii) = () :



Segue diretamente do Teorema 4.2.3 (Banach-Steinhaus), pois (u,),- , ¢ uma familia
de operadores tal que, para todo x € X, existe C, < co com

sup ||un, (2)|| < Cs.
neN

Assim, segue que sup {||u,||;n € N} < oco.
(iv) = (di) :

Para cada m € N fixo, se z = Zajxj, note que u,(x) = x, para todo n > m. Desse

Jj=1
modo, como o conjunto

{Zajxj ceX;meN, q; €K, j= 1,...,m}

J=1

é denso em X, temos que lim u,(x) = z, para todo z num subespago denso em X.
n—mao

Agora, suponha zo € X e ¢ > 0 dado. Escolha z € [(x,),~,] com ||z — || < e. Entao
existe ng € N tal que
n>nyg = u,(z) = .

Assim, temos
n>mng = |lun (x0) = ol| < [un (20) — un ()| + [Jun () — || + |l2 — 20|

S(prN>W—wﬂ+ﬂx—%H

JEN

< (1+sulul )«
JeN

Desse modo,
ro = lim wu, (z).

Por (7i) temos que para todo z € X,

(e o] e, °]
— 3 — — * —
= lim u,(z) = lim E o | = g ri(z) x5 = 5 a;z;,
n—aQo n—maQo
j=1 j=1

onde a; = x (r) para todo j € N.

o0}

De fato, os elementos a; sao tnicos, pois se Zx’; (x)z; = ijxj, entao,
Jj=1 j
o0
Z — b = 0. Assim, para cda z; temos que x} (Z x} (z) — b ) ) = 0,
Jj=1 J=1

10



logo, Z (:z:}k (z) = b;) (=7 (z;)) = Z (x;‘ (z) — b;) 6;; = 0, ou seja, zi(z) — by = 0,
j=1 j=1
donde z7 (x) = b; para todo j € N.
Portanto, (z,),, ¢ base de X. =

o0 o0

Coroldrio 1.2.6 Se (z,, %) ", é um sistema biortogonal no espago de Banach X e
sup {[|un| ;7 € N} < oo,
entao (x,) -, € uma sequéncia basica em X .

Demonstracdo. Tome Y = [(z,),.,] em X. Do Teorema 1.2.5 (iv) aplicado a Y,

o0 2

temos que (z,).-, € base de [(z,),—,], e o resultado segue. ®
Corolario 1.2.7 Seja (z,, %), um sistema biortogonal em X com
sup {|z" (u, ())|;n € N} < o0, (1.7)
para todo x € X e para todo x* € X*. Entdo (x,,),., € uma sequéncia bisica em X.
Demonstragao. Pelo Teorema 4.2.3 (Banach-Steinhaus) e por (1.7), temos
sup {||z* o u,||;n € N} < o0

para cada x* € X*.
Defina S, : X* — X*, dada por S, (z*) = z* ou,, para cada n € N. E claro que S,
é linear e continua. Além disso,

5,11 = sup (S, (%) ;2" € By+)
= sup {sup {|z* (u, (2))|;2 € Bx};x* € Bx+}
= sup {sup {|z" (u, (v))|;2" € Bx-};z € Bx}
= sup {|lun (2)[|; 2 € Bx}

= [lunll -

Agora, como sup {||S, (z*)||,n € N} = sup{||z* o u,|| ;n € N}, para todo z* € X*,
segue do Teorema 4.2.3 que

sup {||S,|| ,n € N} < o0

e como ||u,|| = ||Sy||, para todo n € N, segue que

sup{||un|;n € N} < 0.

Pelo Coroldrio 1.2.6, (z,,),-, ¢ uma sequéncia basica em X.

11



o0 2

Teorema 1.2.8 Uma sequéncia (z,,),., € base do espago de Banach X se, e somente

se, existe (x3) 2, em X* tal que (x,,x}) ", é um sistema biortogonal em X com
u, (r) — = para todo v € X.

*

n n

o) 2

Demonstracao. Se (z,),_, ¢ base de X, sabemos que ¢ base de Schauder de X. Tome
x) = fn, € X*. Nesse caso,

lim w, (z) = lim <Zfz (x) %) (12:5) x,

para todo z € X.
Reciprocamente, seja (z,,, z) - um sistema biortogonal em X tal que

Uy, (7) — (1.8)

para todo x € X. Entao, se x € X e x* € X*, segue da convergéncia fraca que

(1.8)
sup {|z* (u, (z))];n € N} < oc.

Pelo Corolério 1.2.7, (x,),~, € base de [(z,),-,]. Agora vejamos que de fato (x,)
base de X.
Seja z € X. Por hipétese, temos que

o
n—

1 €

o W

2 € [(wn),]

n=1

Do Teorema 4.2.9 (Teorema de Mazur) sabemos que

[(@n)nza] = [(@n)nzy],
pois, [(z,).~,] é convexo. Logo
2 € [(wn) 2]

e segue que X = [(z,),~,] e o resultado segue. m

Teorema 1.2.9 (da Base Fraca de Banach) Se (z,).~, é uma base fraca de um

espago de Banach X, entao (x,),., € uma base de Schauder de X .

o0 2. o9}

Demonstracao. Se (z,),._, é base fraca de X entao, pela Proposicao 1.1.6, (z,),,
¢ base de Schauder fraca de X. Desse modo, os funcionais coeficientes (z7) ",
correspondentes (da base de Schauder fraca) estdo em X*. Note que mesmo estando
no contexto de bases fracas, os funcionais coeficientes satisfazem z}(x;) = 0;; e
%\ 00 , . . 0o ,
consequentemente (z,,x}) ~, é um sistema biortogonal em X. Como (z,), ., é base
fraca de X, temos que u, () — z para todo z € X. Assim, pelo Teorema 1.2.8,
(z,),-, € base de X. Portanto, (z,) ., € base de Schauder de X, pela Proposigao

1.1.7. m
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1.3 Bases Equivalentes

Iniciamos esta secao com um resultado que caracteriza sequéncias bdsicas de
espacos de Banach. Esse resultado serd bastante utilizado a posteriori. Ainda nesta
secao vamos definir e caracterizar equivaléncia entre bases de espagos distintos. O
conceito de equivaléncia é importante para entendermos o enunciado do Principio de
Selegao de Bessaga-Pelczynski.

Um resultado importante desta secao mostrarda que todo subespaco denso de um
espaco de Banach possui uma base desse espaco; esse resultado, creditado a Krein,
Rutman e Milman, é notdvel na teoria de espacos de Banach.

Teorema 1.3.1 (Critério de Grymblyum-Nikol’skii) Uma sequéncia (z,),., de
vetores nao-nulos de um espago de Banach X é basica se, e somente se, existe M > 1

tal que
m n
E ;T E ;T
i=1 i=1

para toda sequéncia de escalares (a,) ., € para quaisquer m,n € N tais que m < n.

<M (1.9)

Demonstracao. Se (x,).-, ¢ base de [(x,),~,] e, denotando por z os funcionais

coeficientes de (z,,),- ,, entdo, para todo n natural, o operador expansao

up(z) == fo(m)xz,

converge em [(z,)," ], logo (u, (z)) é limitada para todo = € [(z,),-,]. Entéo, pelo
Teorema de Banach-Steinhaus (veja Teorema 4.2.3), temos que

M := sup {||u,|| ;n € N} < oc.
Assim, para quaisquer escalares a;, com j € N, temos

n n n m m
n>m= U, (Z%‘%) = Zaium () = Zain; (x;) = Zaixi,

=1 =1 =1 j=1 =1

pois i = m + 1, ...,n, temos que Zx;‘ (x;) =0 e daf Z aum (x;) = 0.
j=1 i=m+1

n
U, E a;T;
i=1

para todom € Nen > m.

Portanto,

m

g Q;T;

=1

n

g Qi T;

=1

n

g Q;T;

=1

< || <M

)

13



Reciprocamente, seja F' = [(z,),—,] C [(xn),—;]. Por (1.9), temos que (z,). -, ¢

n=1 n=1

n
linearmente independente. De fato, se Zaixi = 0, entao
i=1

|larz1|| < M ||a121 + ... + anZy|
= |1z | <0
= a; =0, pois x; # 0.

Procedendo de forma andloga, temos que ay = ... = a,, = 0.
Agora defina
fon: F—K

k
E )\jI]‘HAn
j=1

T,: F — [(z,)2,].

n=1
k n
ZAjIjl—)Z)\jCD]'
j=1 j=1
Novamente, por (1.9), se
k
xr= Z)\jxj eF
j=1

e n é um natural, temos

> N

i=1

1T ()] = <Mz, sen <k

1T (2)[| = [l se n > k.

Logo, qualquer que seja o caso, existe C' > 1 tal que
1T < C

para todo n natural.
Note ainda que, para x dado por (1.10), temos

falx)=0sen >k

e, se n < k, temos

()] = |An] -

14
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Assim, para o caso n < k, obtemos

[ Fa(@) [2n]l = [An] lzn]l =

n
E A
=1

<2M |e].

n n—1
E )\jl’j— E )\jxj
Jj=1 Jj=1
n—1
> A
=1

< +

Logo, segue que, em qualquer caso,

2M |||

2

[fn(2)] <

para todo z € F'en € N. Como F ¢ denso em [(x,)._,], cada f, e cada T, tem uma

unica extensdo continua a todo [(z,),]. Denotemos tais extensoes por f, e ﬁ
m
Agora, dados x € [(z,),—,] e > 0, seja y = Z)\jxj € F tal que ||z —vy| < e.

j=1
Entao, para todo n > m, temos

lo=Tn@)| < e =l + |y - Ta )] +|

T.(y) - T @)

< llo =yl + ly —vll + ||

lz =yl
<(1+0)e.
Portanto . -
v= lim T, (2) = lim » fi(@)a; =) fi(@)a;.
j=1 j=1
Por fim, vamos mostrar que
d Naj=0= X =0 (1.11)

j=1
para todo n € N. Note que de 1.11 segue a unicidade da representacao dos vetores de
(0. ]

[(zn).2,] sob a forma Z/\jxj.

j=1
De fato, dado ¢ > 0, existe ng € N tal que, para todo

> Nz

j=1

n > ny = <e. (1.12)

15



Por (1.9) e (1.12), temos

< Me

m
E A
=1

para todo m € N. Assim,

Al lzall = < 2Me

n n—1
E )\j‘xj — E )\le’j
Jj=1 Jj=1

para todo n natural. Como os x,, sao nao-nulos, temos que A\, = 0 para todo n € N.

Portanto, (z,),, ¢ base de Schauder de [(z,),.,], ou seja, (z,),., € sequéncia bésica
de X. m

Observagao 1.3.2 Note que se M € R satisfaz (1.9) entao, dado wu, um operador
exrpansao e r = Zajxj € X, temos que para todo m > n € N,

=1

[n () = <M

n
E :ajmj
j=1

m

E :aa‘%‘
j=1

m

E :aj%'

Jj=1

< M lim =M |z| .

Portanto, ||u,|| < M, ou seja,
sup {||un||;n € N} < M.

Agora, a demonstragio da primeira parte do Teorema 1.5.1 nos mostra que (1.9) é
vdlida para sup {||u,||;n € N}. Logo, M = sup {||u,| ;n € N} é a melhor constante que
satisfaz (1.9).

Definigao 1.3.3 O numero M = sup{||u,||;n € N}, onde (u,).., € a sequéncia
de operadores expansio associada ao sistema biortogonal (x,,x%)>>,, é chamado
constante da base (1,)>"

n=1"

Definigao 1.3.4 Sejam (z,),., wma base de um espago de Banach X e (y,).., uma

base de um espago de Banach Y. Dizemos que (x,),., é equivalente a (y,).., €
denotamos por
0 0
(‘Tn)nZI ~ (yn>n=1 )
o0
A . o0 P
quando dada qualquer sequéncia de escalares (ay),_,, @ série E a, T, converge quando,
n=1
o0
e apenas quando, a série E anYn CONVETGE.
n=1

16



[e.o]

Teorema 1.3.5 Sejam X e Y espacos de Banach com bases (x,),—, € (Yn)ry
respectivamente. Entao (x,),_; =~ (yn), Se, € somente se, existe um isomorfismo
T:X —Y tal que T (x,) = y, para todo n € N.

Demonstracao. Suponha que ().~ ~ (yn),.,. Da demonstracdo da Proposi¢ao
1.1.7, sabemos que X ¢é isomorfo a

Lx = {(an) ~, em K; Zanxn converge}

n=1
nEN}

e Y é isomorfo, de modo andlogo, a (Ey;py). Mais ainda, sejam Tx : X —
Lx eTy :' Y — Ly os isomorfismos, dados pelos inversos dos isomorfismos da
Proposigao 1.1.7, entre tais espagos. Como (x,).~; & (yn),—,, entdo os conjuntos
Lx e Ly coincidem. Seja i : Lx — Ly a aplicagao identidade, queremos mostrar que
T=1T, 1oioTyx : X — Y é um isomorfismo. Claramente, basta-nos mostrar que i ¢
um isomorfismo.

Vamos mostrar que i é continua. O Teorema 4.2.7 (do Gréfico Fechado) garante que

¢ suficiente mostrar que o conjunto

graf(i) = {(z,y) € Lx x Ly;y = i(x) = v}

é fechado em Lx x Ly. Considere uma sequéncia em graf(i), entdo ela é da

forma (c,,¢,),—,, onde ¢, = (¢,),—, € Lx, e suponha que (¢, c,) -, converge para

(a,b) € Lx x Ly, onde a = (a,),, e b= (b,),—,, isto &,

munido com a norma

px ((an),Zy) = sup {

lim px (¢, —a)=0= lim py (¢, —b).

Queremos mostrar que b = i(a) = a, ou seja, (a,b) € graf(i).
Dado € > 0, existe n. € N tal que

para todo n > n.. Como
max {px (¢, — a); py (¢, —b)} < e para todo n > n.,

segue da definicao de px e py, que

m
n>n. = SUP{ (= a)

;mEN}gae

;mEN}Ss

n>n. = sup{ Z(cﬁ—bi)yi




Mas, para todo m natural, temos

m m—1

e — | ol = || Y (= ai) 2 = Y (6 — @) mif| < 2,
i=1 i=1
m m—1

e = bl gl = || D (= bi)yi — Y (6= = bi) || < 2¢
i=1 =1

€ segue que
|y — by | = [am — ¢ + ¢ = bi| < e — aml| + |7 — b

2¢e 2e
<o F +—.
[zl Nymll

Assim, a,, = b,, para todo m € N, e segue que a = b. Logo o gréfico de i é fechado e o
Teorema 4.2.7 (do Gréfico Fechado) garante que i é continua. Pelo Teorema 4.2.5 (da

Aplicagao Aberta), i tem inversa continua; logo é um isomorfismo.
o0
o0 A

Reciprocamente, seja (a,), ., uma sequéncia de escalares com Zanxn convergindo
n=1

para algum z € X. Como T é um isomorfismo e T (z,) = Ty' oio Tx (x,) =

T,'0i(0,0,..,1,0,0,...) = 7' (0,0, ...,1,0,0, ...) = Oyy + ... + 19 + 0yps1 + ... = Yy,

temos que

o0 o0

T(x)=T (Z%ﬂn) = ZT (anzy) = ZanT (z,) = Zanyn.

n=1 n=1

o0 o0

Logo g a,y, converge. Analogamente, concluimos que g an,T, converge quando
n=1 n=1

[e.9]

oo

n=1"

g anyn, for convergente. Assim temos que (), ~ (yn)
n=1
Os trés proximos lemas serao titeis adiante.

Lema 1.3.6 Seja X e Y espacos de Banach. Se existem Cy, Cy > 0 tais que

n n n
E a;T; E a;Y; E ;T
i=1 i=1 i=1

para todo n natural, r1,%s,...x, € X, ay1,a2,...;a4, € K € y1,Y2, ...y, € Y, entao

4 < < Oy

[e.9] o0
g an, converge, se e somente se, E anlYn converge.
n=1 n=1
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o0

Demonstragao. Se Zanxn converge, entao, dado € > 0, existe n. tal que

n=1

n m
n>m>n., — Zazyz — Zazyl
i=1 i=1

Z a;r;|| <€

n

Z a;Yi

i=m-+1

Logo (Zaiyi) é de Cauchy e, portanto, Zanyn converge. Analogamente, vemos

=1 n=1 n=1
00 00

que se E any, converge entao E anx, converge. H
n=1 n=1

Lema 1.3.7 Sejam (x,)°, uma base de X, (yn)5, uma sequéncia basica de X e
T : X — X um isomorfismo tal que T(x,) = y, para todo n. Entao (y,)S>, é
base de X.

(o]
Demonstracao. Se y € X, entdo existe x = ) a;z; € X tal que
j=1

T(z)=T (Z ajxj> =y.

Logo

o0

y = Z%‘T (x) = > a;y,

e assim, [(yn),—1] =X e (yn),—, ¢ base de X. m

Lema 1.3.8 Se T" : X — X ¢é um operador linear tal que ||T|| < 1, entdo
d—T : X — X é um isomorfismo.

Demonstracgao. De fato, id — T € injetiva, pois

(id=T)(z) = (id=T)(y) =2 —T(x) =y —T(y)
—r—y=Tx)-Ty) =T(x—-y)=z—y.

Suponha que z # y, entao x — y # 0 e dai,
[z =yl =T (@ =yl < [T lx =yl < llz =yl
pois ||T'|| < 1, o que é um absurdo. Logo = = y.

19



Além disso, id — T é sobrejetiva, pois dado y € X, tome

2=y +T(y) +T%) ZT’

Note que ZT “(y) converge, pois
i=0

ST W) < STyl < oo,
1=0 1=0

pois ||T'|| < 1. Entao

(id — T)(z) = (id — T(ZTZ )zzd T) <y+ZTZ )

= (y + ZTi(y)> —T(y) - ZT“(@/) =

Logo, pelo Teorema da Aplicacao Aberta, id — T : X — X é um isomorfismo. =

Teorema 1.3.9 Sejam X um espago de Banach e (x,,).-, uma sequéncia basica em
X, com (fn).2, 0s funcionais coeficientes associados. Se (yn).—, € uma sequéncia em
X com

lexn—yn\l Ifall =A<, (1.13)

entio (Yo, € uma sequéncia bisica em X e ().~ &~ (Yn)re - Mais ainda, se (z,)-
for base de X entdo (y,),, também serd base de X

n

Demonstragao. Para cada n € N, seja x = E a;T;, e observe que
i=1

Zfz i)

<Z|fz )i = will
< [l=| Z il llzs = will
i=1

n

g Qi T;

i=1

n

D i

i=1

(1.14)

<A
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Note ainda que

n
iYi < i T; — Zaiyi
i=1
(1.14) n
S A Zaixi
i=1
e
n
iYi < i — Zaiyi
i=1
(1.14) n
S A Zaixi
i=1
Consequentemente,
(1—=2X) Zaixi Z:a,yZ (1+X) Zaixi (1.15)
i=1 =1
para todo n € N. Logo, por (1.15) e pelo Lema 1.3.6, temos
Zanxn converge, se e somente se,Zanyn converge. (1.16)
n=1 n=1

Como (xz,),”, € sequéncia bésica segundo o Teorema 1.3.1 que, existe M > 1 tal
que

m

Zaz‘yi

i=1

(1.15)

1/\M
< 14 (L+X)

(I+M)M —_
(1+ = AN

n
m>n — Zaiyi

i=1

E a;T; E ;T

Logo, novamente pelo Teorema 1.3.1, (yn) _, ¢ sequéncia bésica de X. A equivaléncia
() = (yn),—, € consequéncia de (1 16).
Agora suponha que (,)%°; é uma base de X. Defina

T7:X—X
r) =) fil@)(z,
j=1
Entao, de (1.13), segue que ||T’|| < 1. Logo, pelo Lema 1.3.8 segue que

(id—T):X—>X

¢ um isomorfismo. Note ainda que (id — T')(x,) = y, para todo n natural. Logo, pelo
Lema 1.3.7 segue que (y,,)5>, ¢ base de X. m
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Corolario 1.3.10 (Krein-Milman-Rutman) Sejam X um espaco de Banach com
base de Schauder e D um subconjunto denso de X. Entao existe uma base de X formada
apenas por elementos de D.

Demonstracao. Seja (z,)5°, uma base de Schauder de X e sejam (f,) ~, os seus
funcionais coeficientes. Para cada k € N, escolha y, € D tal que

1
— <
o=l =

Logo,

z e — il £l < Z—QM <1

Pelo Teorema 1.3.9, (yn)n:1 ¢ uma base de X e (z,),; ® (Yn)rey. W
Segue agora uma definicao que serd relevante para a compreensao do Principio de

Selecao de Bessaga-Pelczynski.

Definigao 1.3.11 Sejam (z,,).-, uma base de um espago de Banach X e (k,) -, uma
sequéncia estritamente crescente de inteiros positivos com kg = 0. Entao, a sequéncia
nao-nula (y,).—, em X definida por

k"L
Yn = g a;x;, para todon =1,2, ...
i:kn—1+1

¢ dita uma sequéncia de blocos basica relativa a (x,), ;.
O préximo resultado justifica a terminologia “sequéncia de blocos béasica”:

Proposigao 1.3.12 Se (z,),-, é uma base do espa¢o de Banach X e (y,),—, é uma
sequéncia de blocos bdsica com rela¢io a ().~ |, entdo (y,).—, é uma sequéncia basica
em X.

n=1’

Demonstracgao. Sejam (u,) -, a sequéncia dos operadores de expansdo de ().~ ;,
M = sup {||uy| ;n € N}, m e p inteiros positivos e by, ba, ..., by, escalares dados. Entao,
temos

ibiyi Zblalxﬁ Z bea;w; + ... + Z b a;;
=1

i=k1+1 i=km-1+1
(1.3.1) k1 km Fntp
S M E blaia:i + ...+ E bmaixi + ...+ E bm+pa,~x,~
1=1 i=km_1+1 1=km4p—1+1

Logo, pelo Teorema 1.3.1, (y,,) -, ¢ uma sequéncia bdsica. m
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Observacao 1.3.13 Note que, pelo resultado anterior, a constante da base M que
satisfaz o Critério de Grymblyum-Nikol’skii para a base ()., também satisfaz o
mesmo Critério para a sequéncia de blocos basica (yn). ;.
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Capitulo 2

Principio de Selecao de
Bessaga-Pelczynski e o Teorema de
Pitt

O teorema de Pitt, cujo enunciado garante a compacidade de operadores entre
espacos [, e l,, para certos pardmetros p e ¢, em nosso trabalho ¢ demonstrado como
consequéncia do Principio de Selecao de Bessaga-Pelczyniski. Nosso trabalho, como dito
anteriormente, atinge um resultado desenvolvido recentemente por D. Pellegrino e E.
Teixeira que apresenta uma caracterizagao dos operadores que atingem a norma entre
0s espagos lp; o teorema de Pitt ¢ usado na demonstracao do resultado de Pellegrino e
Teixeira.

Os principais resultados contemplados neste capitulo sao o Principio de Selecao de
Bessaga-Pelczyniski, o Teorema de Banach, o Teorema de Schur e o préprio Teorema
de Pitt. Para tanto, também desenvolveremos resultados auxiliares que nos levam a
demonstracao destes.

2.1 Principio de Selecao de Bessaga-Pelczynski e
suas consequéncias

Como foi dito anteriormente, o Principio de Selecao de Bessaga-Pelczynski é um
resultado central da Teoria dos Espacos de Banach e fundamental para desenvolvermos
o Teorema de Pitt e assim chegarmos ao resultado principal desta dissertacao. Esse
Principio de Selecao determina condicoes sob as quais uma sequéncia de um espago de
Banach contém uma sequéncia bésica deste espaco. Outra consequéncia do Principio de
Selegao de Bessaga-Pelczynski, que serd apresentada ja nesta segao, é o famoso Teorema
de Banach, que garante que todo espaco de Banach de dimensao infinita contém um
subespaco de dimensao infinita com uma base.
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Definicao 2.1.1 Seja X um espago de Banach. Um subconjunto N C X* é dito
normante se a norma de cada x € X é tal que

[zl = sup{|f(x)]; f € N e |fl <1}.

O proximo lema, embora bastante técnico, serd til adiante.

Lema 2.1.2 Sejam N um subconjunto normante de X* e () -, wma sequéncia em
X tais que
0 < inf {||z,]|;n € N} <sup{||z,|;n € N} < 00

lim f(z,) =0 (2.1)

n—-m:uo0

para todo f € N. Entao, para cada 0 < e < 1, cada inteiro positivo k e cada subespago
de dimensao finita Y C X, existe um n > k tal que

ly +az, | > (1 —e) |yl
para todo y € 'Y e para todo escalar a.

Demonstracao. Note que basta provar o resultado para vetores y de norma 1. De

fato, se z € Y, z # 0, e o resultado vale para y com ||y|| = 1, entao
z
— +bx,|| > (1 —¢)
‘ 1]

para todo escalar b. Portanto,
12+ 2]l ban]] = (1 =€) [|2]
para todo escalar b e daf segue que
12 + azn|| = (1 —¢)

para todo escalar a.

Vamos, portanto, considerar o enunciado do lema com ||y|| = 1. Suponha que o
lema fosse falso. Entao existem 0 < e <1,k € Z' eY C X com dimY < oo tais que
para todo n > k existem y, € Y e um escalar a, tais que ||y,|| =1e

[Yn + anaal] < (1 —¢). (2:2)

Agora, pela compacidade de Sy = {y € Y} ||y|| = 1}, podemos supor (passando a uma
subsequéncia, se necessdrio) que existe yo € Sy tal que y, — yo. Note que

|an] |Zall = lanzall < llynll + (1 —€) =2 —c.
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Entao, para todo n > k, temos que

< 2—¢ 2—¢
= lwall T inf {flall ;i > kY

Logo, a sequéncia (a,,) -, ¢ limitada e segue facilmente de (2.1) que

lim f(a,x,) =0

n—-aoo

para todo f € N; portanto
nh_r)noof (yn + anxn) =f (yO) (2'3)

para todo f € N. Como N é normante e existe ||yo|| = 1, existe fo € N tal que || fol| =1
e

fo(yo) >1—e. (2.4)

Por outro lado,
(2.2)
L—¢& > |[lyn + an®ull > [fo (Yn + anv,)|
para todo n > k. Assim

. (2.3)
L—e> lim [fo(yn+anza)l =" 1fo (w0)l,
o que é um absurdo, devido a (2.4). =

Teorema 2.1.3 Sejam X um espaco de Banach, N C X* um subconjunto normante,
(z,),2, uma sequéncia em X tal que

0 < inf {||z,]|;n € N} <sup{||z,|;n € N} < 00

lim f(z,) =0

n—a;o
para todo f € N. Entao (z,),., contém uma sequéncia bdsica (x,, )y, COM Tp, = T1.

o0 A

Demonstracao. Seja (¢,),_, uma sequéncia de nimeros reais com 0 < ¢, < 1 para

todo n € N, satisfazendo
(e.0)

(5::H(1—5n) > 0.
n=1
Sejam n; = 1, Y = [x,,], k = n; e € = £1. Pelo Lema 2.1.2, podemos escolher ny > ng
tal que
Ha133n1 + (IgiEnQH > (1 - 51) Halme

para quaisquer ai, as escalares. Agora, suponha que n; < ny < ... < ny sao inteiros tais
que
la1xn, + ... + apxn, || > (1 — €x-1) Halxm + ..+ ak,laznkflﬂ
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para quaisquer escalares aj, ..., ag. Entao, sendo Y = [z, ..., Zp,] ,€ = €k, k = ng, pelo
Lema 2.1.2, existe ng1 > nx tal que

Halxm + o Q1T H > (1 —ep) |larxn, + ... + agxn, || -

Continuando deste modo construimos, por indugdo, (z,,);., subsequéncia de
o0 .
(xn),-, satisfazendo

Halxnl +...+ akera:nHmH > (1= ekim-1) Halxnl + o 1Ty, H :

Resta-nos mostrar que (z,, ),-, € sequéncia bésica. De fato, se para quaisquer k,m € N
sao dados escalares ag, ..., g1, €ntao,

k+m

E A;Tn,

=1

k+m—1

§ aixni

=1

Z (1 - 6k+m—1)

k+m—2

E ATy,
i=1

k

E Qi T,

=1

> (1 = epym—1) (1 = €bgm—2)

Z (1 - 5k+m—1) (1 - 514:)

k
E aixni
i=1

>0

1
Tomando M = 5 pelo Teorema 1.3.1, temos que (z,, ), , € sequéncia bésica. ®

Teorema 2.1.4 (Principio de Sele¢ao de Bessaga-Pelczynski) Seja (n)2 4
uma base para um espago de Banach X com funcionais coeficientes (x}) > ,. Se (y,)

o
n=1
é uma sequéncia em X tal que

inf {||yn[l;n € N} >0

. *
lim 27 (y,) =0
n—-m~o
. ~ o0 , A . L, . . A .
para todo i € N, entao (y,),_, contém uma sequéncia basica equivalente a uma sequéncia
de blocos basica relativa a (), ;.

Demonstracdo. Sejam (u,), ., a sequéncia dos operadores de expansao de (), e
seja M = sup {||u,|| ;7 € N}. Pelo Teorema 1.2.5 e pela Observagao 1.2.3, sabemos que
0 < M < . Note que

[t — up—1]]

2]l =
" 2]
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e isto nos da
1 =a;, (zn) < [Jap ]| |znll = [Jun — wna || < [Junll + Jun-| < 2M. (2.5)

Agora sejam ¢ = inf {||y,|| ;n € N} e ny = 1. Escolha m; € N tal que
AM e ’
5 2)
Nés escolhemos agora um inteiro ny > n; tal que
AMN [N 1\*
€ P 2

Isso é possivel, pois lim,, ., 27 (y,) = 0 para todo ¢ € N (em particular para todo
i=1,...,mp). Assim, podemos escolher ny > n; tal que

1\’ ¢ 11
et < (3) Ty7oct

onde L = max{||z;||;j =1,...,m1}. Dai segue que

my
i=1

o0

DBEANES

i=mi+1

mi
< D1 (o) i
i=1

L1\ e 11
< ) S T
—;(2) 0 my 1 1l

1\* ¢
< a _7
—\2/) 4M
e percebemos que (2.6) é possivel.
Entao selecionamos um my > my tal que

(%) <(3)-

Continuando esse processo, obtemos sequéncias crescentes (ny),-, € (my),—, de inteiros

positivos tais que
AM - 1)
- ! n il < a )
()] X atma] < (3)

i <[ = .

o0

Z x;k (ynz) i

i=mo+1

mi
(i)
T; ynk+1 Ly
=1
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Para cada k € N, seja

mME41
2 = Z 2F (Ynpy) @
1=mp+1
Entao, temos
Ynpsr = Z:c (Yng,r) i + 25 + Z “(Ynps) @ (2.7)
i=mp41+1
Logo
mi [oe]
=1 i=mpy1+1
€ €
R VT Ry VT
€ € € €

Sy g g Ty

onde a peniltima desigualdade se deve a (2.5). Assim z, # 0 e (2x),.; ¢ uma sequéncia
de blocos bésica com relagao a (), ;.
Agora, sejam (2;),-, os funcionais coeficientes associados a (z),-,, € seja

M = sup {[|wn||;n € N},

onde (wy,);~ , é a sequéncia dos operadores expansao de (zx),-,. Entao, pela Observacao
1.3.13, M" < M e, pelo mesmo argumento usado em (2.5), temos

1<zl llaell < 2M" < 2M

Agora temos,

o0

e.0) (2.7) o0 4M mp
k=1 k=1 i=1

i:mk+1+1
[e'e) k+2 k+3
Szcﬁ)i(S +i(%
— € AM \ 2 A4M \ 2
0o 1 k+2 . 1 k+3 o
2 2 '
k=1

Como aplicacao do Teorema 1.3.9, temos (ynkﬂ):o:1 A (%), W

IN
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Corolario 2.1.5 Sejam X um espago de Banach e (y,),., uma sequéncia em X com
inf {||yn||;n € N} > 0 ey, — 0. Entdo existe uma subsequéncia de (y,)>>, que é
sequéncia bdsica.

Demonstracgao. Faremos a demonstracao para o caso real.
Seja [(yn),-;] em X. Vejamos que [(y,),,] € separdvel. De fato, seja

D= {quyj;neNeqj E@paratodojEN}.

j=1

Temos que D C [(yn),—,]. Além disso, D é enumerdvel, pois D = UD”’ com

n=1
D, = {quyj;qj € Q} ;
=1

que é claramente enumerdvel. Assim, se z € [(y,),—,] € € > 0, existe y € [(yn),—,] tal
que

o=yl < 5

=3

n

com y = Zajyj, a; € R para todo j =1, ...,n. Contudo, como Q é denso em R, existe

j=1
deD,d= quyj tal que
j=1
€
—d|| < =.
Iy —dl < 5
Assim,
€ €
o= dll < llo —yll + g —dl < S+ 5 =<

Portanto [(y,),- ] é separdvel.

Logo, pelo Teorema 4.2.8 (Banach-Mazur), [(y,)..,] € isometricamente isomorfo a
um subespago de C ([0, 1]) (que possui uma base; [6],exemplo (iv), pag 164). Digamos
que (z,),~, seja a base de C([0,1]) com funcionais associados (z})>>,. Agora,
identificando y,, com a imagem pelo isomorfismo, ou seja, como elemento de C ([0, 1]),
temos que y, SN 0, enquanto

inf {||y.|| ;n € N} > 0.
Contudo, ¥, — 0 implica que

lim 3 (y,) =0

n—:o~oo
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para todo k € N. Pelo Teorema 2.1.4, existe uma subsequéncia (yy, ), de (yn),—, que
é bédsica. m

Como consequéncia do Principio de Sele¢cao temos um resultado importante, devido
a Banach, sobre espacos de dimensao infinita.

Coroldrio 2.1.6 (Teorema de Banach) Todo espaco de Banach X de dimensao
infinita contém um subespaco de dimensao infinita com uma base.

Demonstragao. Sem perda de generalidade podemos assumir que X é separdvel (caso
contrario nos restringimos aos subespacos separaveis de X e aplicamos os argumentos
que seguem). Entao, pelo Teorema 4.2.8 (Banach-Mazur), X ¢é isometricamente
isomorfo a um subespago de C([0,1]). Como no Coroldrio anterior, denotamos por
(z,),-, uma base de C([0,1]) e por (), os funcionais coeficientes associados a
(@n)per-
Agora, seja
Ny :={z € X;zj(x) =0}.

E facil ver que N, é um subespaco fechado de dimensao infinita de X; seja y; € Ny com
|ly1]] = 1. Considere
Ny :={z € X;z] (z) = a5 (x) =0}.

Novamente, Ny é um subespacgo fechado de dimensao infinita de X; seja y2 € Ny com
ly2ll = 1 e y2 # y1. Desta maneira, obtemos uma sequéncia (y,) -, de elementos
distintos de X tais que

yp €E{r e X;af () =0,i=1,...k}

lysll =1

para todo k € N. Segue que
lim z (yx) =0

k—s 00
para todo n € N. Pelo Teorema 2.1.4, existe uma subsequéncia (bdsica) (Y, )., de

(Yn)ory- Logo [(yn,)re,] & o subespago (com base) de dimensdo infinita de X. m
2.2 O Teorema de Pitt

O Teorema de Pitt versa sobre compacidade de operadores entre espagos {,. Como
mencionamos, ele serd 1til no desenvolvimento dos resultados sobre operadores (entre
espacos [,,) que atingem a norma.

Proposicao 2.2.1 Se X for reflexivo, entdo toda sequéncia limitada em X possui
subsequéncia fracamente convergente em X.
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Demonstracdo. Seja (z,)72; uma sequéncia limitada em X; seja F' = [(z,),-,].
Entao F' é separdvel e, como todo subespaco fechado de um espaco reflexivo é reflexivo
([6, Proposicao 3.33, p. 75]), F' é reflexivo. Logo, F* é reflexivo e separavel ([4,
Cor II1.24]), pois F ¢é reflexivo e separdvel. Portanto, Br = {zx € X;|z| <1} &
metrizavel na topologia fraca ([4, Teo II1.25’]). Como (z,),., € limitada, podemos
considerar uma nova sequéncia (%):il, onde L é cota superior para (z,)52 ;. Além
disso, Br (na topologia fraca) ¢ compacta, pois F' ¢ reflexivo ([4, Teo II1.16]). Logo,
Br é sequencialmente compacta e assim (%")Zozl possui uma subsequéncia fracamente
convergente para um certo ro € Bp. Isso claramente implica que (z,)3° ; possui uma

subsequéncia fracamente convergente. m

Corolario 2.2.2 Se X for reflexivo, (v,)°, for limitada em X e nao com;ergzr
fracamente para zero, entao existe uma subsequencza (Yn)2, de (z,,)50, tal que y, —

u # 0.

Demonstragao. Podemos claramente nos restringir a uma subsequéncia de (x,)3
com todos vetores nao nulos (entretanto, nao alteraremos a notagao da sequéncia).
Usando a notagao da proposi¢ao anterior, (727);2, estd no conjunto (Bp,o(F, F*)),
que é compacto e metrizavel (portanto sequencialmente compacto). Como a sequéncia
(II£ZH ), nao converge fracamente para zero, € como estamos num espago métrico, é
facil ver que existe uma subsequéncia que nao converge fracamente para zero. m
Agora iremos falar sobre compacidade de operadores lineares. Para tanto, no
capitulo 4, secao 4.1, desta dissertagao definimos estes operadores e colocamos alguns

resultados auxiliares acerca destes.

Proposicao 2.2.3 Sejam X reflexivo e T € L(X;Y). Entao T é compacto se, e
somente se
T, — 0 = T(z,) — 0.

Demonstracgao. Se T é compacto e (x,) -, em X é tal que x, 5 0, entéo, pelo
Teorema 4.1.5, segue que T'(z,) — 0.

Reciprocamente, suponha que (z,),., seja limitada. Como X ¢é reflexivo, (z,),-,
possui uma subsequéncia (y,), -, fracamente convergente. Entao, para (n])j Le(m );’il
sequéncias crescentes de mtelros positivos, temos (ynj — ymj) — 0. Usando nossa
hipétese, segue que T' (ynj — ymj) — 0. Logo (T (yn)),—, ¢ de Cauchy em Y, portanto
convergente. Segue que 7' é compacto. m

Definicao 2.2.4 Nos espagos l,,, sequéncia (e,,),—,, come; = (0,0,...,0,1,0,...) com 1
aparecendo na i-ésima coordenada, serd chamada base candénica do espaco.

Proposigao 2.2.5 Seja X um espago l,, com1 < p < 00, e seja (y,),-, uma sequéncia
de blocos basica com relagdo a base (e,,) ., de X. Entdo:

(i) [(yn)n =Y € isometricamente zsomorfo aX;
(ii) Se 0 < inf {||y,|l;n € N} <sup{||ya|;n € N} < oo, entdo (yn),—, =~ (en) -

n=1"
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Pj+1
Demonstracao. Sejam y; = Z Aie; para todo j € N. Entao
1=p;+1

1/p
m y m Pji+1 m  Pj+1
jijaj” {” jg:” I j{: Aieil| = 2{: EE: Iy Hp| (2.9)
= Y = Wi S i=timp+1 193
w22\
- ZH ].”p Z Al
j=1 Y i=p;+1
1
m m
o o)’
= (Xl ) = |
=1 193 J=1

Entao, pelo Lema 1.3.6 segue que

(en), ~ (y—”>; . (2.10)

llynl

Note ainda que 7' : Y — X dada por T (Zajyj> = Zaj |y, e; € uma isometria

j=1 j=1
de Y em X.
(ii) Suponhamos
0 < a:=inf{||y,|;n € N} <sup{|lya];n € N} := 5 < 0. (2.11)
Se Zajyj converge, entao como
j=1

> ayi =Y a; |yl m,
j=1 j=1 Yi
por (2.10) segue que

> ag " flys)l” < oo (2.12)
j=1

De (2.11) e (2.12) segue que Zajej converge.
j=1

oo
Por outro lado, se Zajej converge, entao Z laj|” < oco. Logo, por (2.11), temos
j=1 j=1

[e.9]
Z laj|” [|y;]|” < oo. Portanto
j=1

o0
> aillyille
j=1
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converge. Novamente, por (2.10), segue que

E : J ||yj|| || || E :ajyj
= Yi =1
converge. Logo, (Yn)r ~ (€,) ;. ®

A Proposicao 2.2.5 serd utilizada na demonstragao do Teorema de Pitt, resultado
central desta secao. Além dela, também usaremos um resultado bastante importante
da Anslise Funcional, chamado Teorema de Schur, que iremos enunciar e demonstrar a
seguir.

Visando evitar dividas acerca da notacao, na demonstracao a seguir, denotaremos
os elementos de [, com a seguinte notacao: z" € l,, onde 2" = (z}),—, € I,.

Teorema 2.2.6 (de Schur) Seja (2™)0°, wuma sequéncia em 1. Se (2"), for

fracamente convergente, entao (x™)2°, é convergente em ;.
Demonstracao. Note que é suficiente mostrar-mos que
" 50 = 2" — 0. (2.13)

De fato, sendo (2.13) valido, entao

n

" = (" —1) 50 = (2" —2) —0 = 2" — 1.

Suponha que a sequéncia (z")$° ; convirja fracamente para zero e nao convirja para
zero em [y. Assim (2™)92, possui uma subsequéncia (y™)5 ; tal que, para algum ¢ > 0,
temos

(0.0
E ’yﬂ = |ly"|l, > 5e, para todo n € N.
Jj=1
Como essa sequéncia converge fracamente para zero e o dual de [; é equivalente a [,

temos que
o

n@wZa]yj = 0 para todo a = (a;);2; € lo. (2.14)

7j=1

Tomando e; no lugar de a, temos

lim y" = 0 para todo j fixo. (2.15)
n—>=aoQ
Defina ng = 1 e a sequéncia estritamente crescente (ny),., da seguinte forma:

ng = |nk_1] (menor inteiro maior que ng_1) de modo que

mEg—1

Z | <e. (2.16)
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Isso é possivel, pois sendo n; o menor inteiro maior que 1 tal que
1
E ‘y}“‘ <eg, istoé, |y <e
Jj=1

e, por (2.15), existe n;. Agora definamos my = 1 e a sequéncia crescente (my);., da
seguinte forma: my = |my_1 |, satisfazendo

o0

>yt < (2.17)

J=my
De modo anélogo, isso é possivel, pois sendo m; é o menor inteiro maior que my = 1

tal que
> Iy <e

Jj=mi

Como y;* € Iy, entao m, existe.
Suponha que nao exista ns tal que

mi
> Iy <e
j=1

Entao, para todo ns > nq, temos

2+ 2| > e

Logo, para algum j = 1,2, ..., m, temos

Deste modo, para algum j € {1,...,m;}, fixo, temos que

lim y # 0,

n—-m~o
o que é uma contradigao, por (2.15). Como y3* € Iy, entdo existe my € N, menor inteiro

maior que mq, tal que
o
ng
> | <
Jj=mz2

. . N . A . o0 o0
Garantimos a existéncia das sequéncias (ny) peq © (my) v, belos mesmos argumentos de
modo sucessivo.
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Seja a = (a]) € l dado por: para my_; < j < my, tome a; = 0, se y;* =0, e

ni
Y;

aj = T J’“| se y;* # 0. Note que |a;| < 1 para todo j. Logo
5e — < Z 5| -
= Zly?k} Z%
< (‘yk‘ — 45Y; )
=1
mE—1 mp
= 1> (y*l—am )+ > (] —aw) Z (7] = as9;*)
Jj=1 Jj=mg_1+1 Jj=mp+1
mg—1 00
=12 (vl —ay) + > (o] - aw™)
Jj=1 J=mg+1
mE_1
< D (g5 ]+ lagyie]) + Z (7] + [asy;*])
j=1 j=mp+1
< 2e+4+2e=4¢

Portanto, para todo k € N, temos

oo
"k
>_aiy;
=1

o que ¢ uma contradicdo devido a (2.14). =
Agora estamos prontos para demonstrar o Teorema de Pitt.

Teorema 2.2.7 (de Pitt) Se 1l < ¢ < p < o0, entao todo operador linear continuo de
l, em [, é compacto.

Demonstracao. Seja T € L (l;1,). O caso T' = 0 ¢é trivial. Suponhamos que 7" seja
nao-nulo.

Seja (2™)°° | uma sequéncia em [, com 2" — 0. Vamos mostrar que T (z") — 0.
Como [, é reflexivo, a Proposi¢ao 2.2.3 garantird que 7' ¢ compacto.

Note que, se ¢ = 1, entao o resultado é claro. De fato, como T é continuo,
entdao T(2") —— 0, pois todo operador linear continuo ¢ ainda continuo com as
topologias fracas. Mas, nesse caso, o Teorema 2.2.6 (Teorema de Schur) garante que
essa convergéncia também ocorre em norma. Assim, podemos considerar o caso ¢ > 1.
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Suponha que (7" (z"))$2; nao convirja para 0. Entao, utilizando, se necessdrio, uma
subsequéncia apropriada, podemos assumir, sem perda de generalidade,

inf {||7" ()| ;» € N} > 0. (2.18)

Logo
inf {||z"||;n € N} > 0. (2.19)
Como 7" —= 0 e vale (2.19), pelo Teorema 2.1.4 (Principio de Selecio de Bessaga-

, . n\ 00 ~ . n1.\ 00 ~ . L, . .
Pelczyniski), (z"),_, tem uma subsequéncia (™), (sequéncia bésica) equivalente a

uma sequéncia de blocos bésica (y"))~, com relacdo a base canonica (e,). ., de l,,.
Note ainda que T (z™) —— 0. Assim, de (2.18) e do Teorema 2.1.4, segue que
(T (™)), tem uma subsequeéncia (T (z™))7Z, equivalente a uma sequéncia de blocos
bésica (") ", com relacdo a base canodnica (e,), -, de l,.
Note que de (2.19) e do Teorema 1.3.5 segue que

0 < inf {||y"| ;n € N}.
Além disso, como 2™ — 0, o Lema 1.1.5(#ii) nos garante que (z") é limitada e
sup {||z"||;n € N} < o0.
Pelo Teorema 1.3.5 segue que
sup {[|y";n € N} < oc.
Pela Proposigao 2.2.5, segue que (y"). -, ~ (e,),-, em [, e assim
()2~ () (2.20)

Analogamente, (2™)°7 | ~ (e,),-, em [, e portanto
(Txnkj)j ~ ()% (2.21)

Seja <ank,)oo1 € l, — l,. Entdo, de (2.20), temos
i/ j=

o0
g Oy, Ty, € lp.
=1

Logo

> a4, T (M) — T (ia% xnk]) el (2.22)

J=1 Jj=1

o0

De (2.21) e (2.22) segue que <ankj) - €ly, 0 que é uma contradicao. m
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Capitulo 3

Operadores que atingem a norma

Neste capitulo chegamos aos resultados centrais de nossa dissertacao. Vamos definir
o que sao operadores que atingem a norma e descrever brevemente, na secao inicial,
os resultados classicos da teoria, como o Teorema de Bishop-Phelps. Daqui em diante,
exceto quando for mencionado contrério, tomaremos K = R.

Na secao seguinte, vamos estudar os operadores entre espagos [, que atingem a
norma; demonstraremos um resultado que caracteriza estes operadores (Teorema 3.2.3)
e algumas consequéncias obtidas a partir desta caracterizagao.

Por fim, vamos mostrar uma aplicacao simples do resultado e apontamentos de
problemas em abertos que podem dar direcoes para investigacoes futuras.

3.1 Funcionais que atingem a norma

Veremos, de modo breve e sistemético, nesta secao, como se deu o desenvolvimento
do problema dos operadores que atingem a norma. Para isso, vamos definir o que sao
estes operadores e enunciar, sem demonstracao, os principais resultados que dizem
respeito a essa teoria.

Definigao 3.1.1 Um operador linear entre espagos de Banach T € L (X;Y) atinge a
norma se existe v € X, ||z|| = 1, tal que

1T (z)lly = Tl := sup{||T" (xo)|| ;w0 € Bx}-

Denotamos por NA(X;Y) o subconjunto de L (X;Y') formado por todos os operadores
lineares limitados que atingem a norma.

Um resultado fundamental na linha de investigagao sobre funcionais que atingem a
norma ¢é devido a E. Bishop e R.R. Phelps, que provaram que o conjunto N'A (X;R) ¢
denso em L£(X;R). Em seus estudos E. Bishop e R.R. Phelps ainda conseguiram um
resultado mais abrangente; eles provaram seu resultado em um caso mais geral que fora
proposto por V. Klee. O resultado de Bishop-Phelps foi:
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Teorema 3.1.2 (de Bishop-Phelps) Seja C' um subconjunto convero, limitado e
fechado de um espago de Banach X. A colegio de todos os funcionais que atingem
o supremo em C é denso em X*. Em particular, N A(X;R) é denso em L(X;R).

A demonstracao do Teorema 3.1.2 é bastante delicada e necessita do Lema de Zorn.
Essencialmente, sao utilizados os seguintes resultados técnicos para sua demonstragao:

Lema 3.1.3 Seja C' um subconjunto convexo e fechado de um espa¢o de Banach X.
Se x* € X*, x* é limitado em C' e M > 0, entao, para cada z € C, existe xo € C' com
zo — 2z € {x € X;||z|| < Mz*(z)}, tal que

Cn{wo +{r € X;|lzf] < Ma™ (2)}} = {wo}-

Lema 3.1.4 Sejam x*,y* € Sx+. Se0 <e <1, M >1+2! ey*(x) > 0 para todo
v e {z e X;|z|| £ Mz*(2)}, entdo

2" =yl <e.

Posteriormente ao Teorema 3.1.2, a pesquisa sobre operadores que atingem a norma
buscou respostas para o caso em que se considera outros espacos de Banach, distintos
de R. De modo mais preciso: Se X e Y sdo espagos de Banach, quando NA(X;Y) é
denso em L (X;Y)?

Em 1963, J. Lindenstrauss [10] apresentou uma resposta negativa para o caso geral.
Contudo, para alguns casos particulares, que ainda nao haviam sido considerados,
a resposta era positiva. Para mostrar isso, Lindenstrauss define propriedades que
particularizam o problema proposto por Bishop e Phelps em seu artigo. Tais
propriedades sao:

e X tem a propriedade A se N A(X;Y) é denso em L (X;Y), para todo espago de
Banach Y.

e X tem a propriedade B se N A (Y; X) é denso em L (Y; X), para todo espago de
Banach Y.

Lindenstrauss construiu um exemplo de um espaco de Banach Z que nao tem a
propriedade A, nem a propriedade B. Ele estabeleceu um critério para que um espaco
de Banach tenha a propriedade B, e ainda provou que espacos reflexivos possuem a
propriedade A. Precisamente, este seu tultimo resultado foi:

Teorema 3.1.5 (de Lindenstauss) Para quaisquer espagos de Banach X e Y,
Lo(X;Y) = {TeLl(X;Y);T*eNAX™ Y™} é denso em L(X;Y). Em
particular, todo espago reflexivo X é tal que NA(X;Y) é denso em L(X;Y), para
todo espacgo de Banach'Y .

Para mostrar seu resultado, Lindenstrauss utilizou-se do seguinte lema:
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Lema 3.1.6 Um operador linear continuo T : X — Y pertence a Lo(X;Y) =
{T e L(X;Y); T € NA(X*™;Y*)} se, e somente se, existem (z,),- em X e (fn)or,
em Y™ tais que:

(1) lzall = I full = 1,n € N;

(2) |5 (T (z))] > ||T] - % j<mneN

O resultado de Lindenstrauss foi estendido por J. Bourgain [3], em 1977, quando este
mostra que se um espaco Y possui a Propriedade de Radon-Nikodyn entdo N A(X;Y)
¢ denso em L(X;Y).

Em 1990, W.T. Gowers [7] mostrou a existéncia de um espago de Banach com o qual
os espacos [, (1 < p < 0o) nao satisfazem a propriedade B definida por Lindenstrauss.

Definigao 3.1.7 Seja G o conjunto das sequéncias de nimeros reais a = (a,,).-, tais
que
lim ¢, (a) =0,

onde

Sn(a):sup{2|aj|;JCN,#J:n},

jed

onde #.J é a cardinalidade do conjunto J, e

H,=> i
i=1
Considere também a fungao ||.|| : G — R definida por
Jall := max {6, (@)}

Prova-se que (G,|.||) é um espago de Banach [veja, para uwma referéncia em
portugués, [5]], chamado de espag¢o de Gowers.

Desse modo, podemos enunciar o resultado de Gowers da seguinte forma:

Teorema 3.1.8 O espagol, (1 < p < o) é tal que N A(G;1,) nao é denso em L(G}1,).
Em outras palavras, [, nao tem a propriedade B.

Para entendermos a demonstracao de Gowers precisamos estudar os espacos de

Gowers e, principalmente, uma propriedade que mostra como é inusitada sua geometria,
a saber, que a bola unitdria nestes espacos nao tem pontos extremos, isto €,
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Proposicao 3.1.9 Seja G o espago de Gowers. Para todo a € S, existem um nimero
real m e um namero real § > 0, tais que ||a £ Xex|| = 1, para todo k > m e para todo
escalar \ tal que 0 < \ < 9.

Além da Proposigao 3.1.9, a demonstragao do Teorema 3.1.8 utiliza como resultados
auxiliares os seguintes lemas:

Lema 3.1.10 A fungdo inclusao T : G — 1, (1 < p < o0) é um operador linear
continuo.

Lema 3.1.11 Seja X um espaco de Banach estritamente convexo. Se T : G — X
¢ um operador que atinge a norma, entao existe n € N tal que T (ex) = 0 para todo
k>n.

O Lema 3.1.11 mostra-nos um comportamento singular dos operadores de G em
l, que atingem a norma; deste comportamento podemos obter o resultado de Gowers
enunciado no Teorema 3.1.8.

3.2 Operadores entre espacos [, que atingem a
norma

Nesta secao apresentaremos um resultado recente sobre operadores que atingem a
norma, devido a D. Pellegrino e E. Teixeira, no artigo [13], que caracteriza operadores
entre espacos [, que possuem essa caracteristica. Aqui retomaremos K =R ou C

Visando evitar dividas acerca da notagao, novamente nesta secao denotaremos os
elementos de [, com a seguinte notacdo: 2" € l,, onde 2™ = (24);—, € I, conforme foi
feito na demonstragao do Teorema de Schur.

Definicao 3.2.1 Uma sequéncia maximizante nao-fracamente nula de T' é uma
sequéncia (x,),., em X, com ||z,||y =1 para todo n,

1T (za)lly — 1Tl
o0 ~
e (z,),_, ndo converge fracamente para zero.

Proposicao 3.2.2 Se X é um espago de Banach reflexivo e T : X — Y é compacto,
entao T' atinge a norma.

Demonstracao. Seja (z,),., em Sy tal que ||T (z,)|| — ||T||. Pela Proposicao
2.2.1, (xn)oi1 possui uma subsequéncia fracamente convergente z,, — zo. Logo,
Ty, — T — 0. Pela Proposicio 2.2.3, T (:L“nj — xo) — 0. Logo T (:zzn ) — T ().
Portanto HT ) || — 1T (wo)]]- Assnn T (zo)|l = ||T|-

O proximo teorema é o resultado central dessa se¢ao; nele sex €lye fe(l,),
entdo f(x) é denotado por (f, ).
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Teorema 3.2.3 Sejam 1 < p < oo, 1 <qg<ooeT :1l, — [, um operador linear
limitado, nao nulo. Entdao T atinge a norma se, e somente se, existe uma Sequéncia
maximizante nao-fracamente nula de T'.

Demonstragao. Se 1" atinge a norma, existe z € 5, tal que || T (z)[|, = [|T; entao
tomando a sequéncia constante (), temos a sequéncia maximizante nao-fracamente
nula de 7.

Reciprocamente, se p > ¢, pelo Teorema 2.2.7 (Teorema de Pitt) e pela Proposicao
3.2.2, temos que 1" atinge a norma, pois [, ¢ reflexivo. Vejamos o caso 1 < p < gq.

Considere (en)zo:l a sequéncia de vetores unitdrios canonicos dos espacos em questao.
Seja (u™);, uma sequéncia maximizante nao-fracamente nula de 7. Passando, se
necessario, para uma subsequéncia, podemos assumir que u" — u, com u # 0 em lp
(veja o Coroldrio 2.2.2). Note que T (u™) € [, ~ (I,)", onde

1 1 1 1 q¢—1

q q q q q q—1

Aqui estamos considerando e; € [_o«_, para todo i € N. Observe que existe (v")

q
q—1
subsequéncia de (u™) tal que
[e.e]

=1

lim (T (v"), ) — (T (u) a€i>|q71)

n—-—uoo

—0 (3.1)

na topologia fraca de [ . De fato, note que a sequéncia
=

(T ) ) = (T @) el ™))

n=1

é limitada em l% pois, para cada n natural, temos
e

IN

(Z 7 (o) ,ei>|q>q + (Z (7 (w) ,ei>|Q)q

i=1

(17 eyl + iz )
< (Wl el + 0 el )
(

q—1
< (W70 + 17 el )"
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Assim, pela Proposigao 2.2.1, como [_a_ & reflexivo, existe (v™) subsequéncia de (u")
tal que
. n —1\ 0
lim (|(T ("), e;) — (T (u),e)]? )i:l =fe lﬁ’ (3.2)

n—:ao0

na topologia fraca de [_«_. Como v" — u, temos que T (v") — T (u) . Logo usando
=
os funcionais coordenados f; : [, — K dados por f; () = z;, concluimos que

lim (T (v"),e;) = (T (u),e;)

n—-uoo

para todo ¢ € N. Assim, para todo:=1,2, ...,

lim [(T ("), e) — (T (u),e)|" " =0 (3.3)

n—--uo0o

De (3.2) e (3.3), temos f = 0 e obtemos (3.1).
Seja r > 1 e considere ¢, : R\ {1} — R dado por
el = -1 = 1

|.7} . 1,7‘—1

or ()
Note que | |lim o (z) = .
Entao, dado € > 0 existe C. > 0 tal que
o] = o =1 =1 < Celz =177, (3.4)

sempre que |z — 1| > e.
Por outro lado, se |z — 1] < &, temos que

o] = |z =1 = 1] < Jz =1 +|Ja] = 1] <"+ (), (3.5)
onde _
5(e)= sup |l —1].
jt—1|<e
Assim, de (3.4) e (3.5), segue que
2| = |z —1]" =1 < Celz =1 43 (e), (3.6)

para todo z € R e

Agora, aplicamos (3.6) parar =g e x; = —g(:;> ’:Z;, onde (T (u),e;) # 0, temos
(T e [T, _|"_ (@), e) [
H (T (u), e;) ‘ (T (u),e;) 1 1‘ < C (T (u), e;) 1 +4 (¢)




Logo

(T ("), el = KT ("), ei) = (T (u) e | = [(T'(u) , &) ||
(T@).e) |

< C- (T (u) , ;)| T (u), &)

€ segue que
(T ") e = (T (v") ) = (T () e)|" = (T (u) , €5)["]
< Co (T (u) , en)| (T (") s es) — (T (u) €)™+ () (T (u) ,e3)|”.

Note que a desigualdade acima vale mesmo quando (T (u) ,e;) = 0. Fazendo a soma em
1, segue que,

YT @) e = KT (") e) = (T (u) e[ = (T (), e)|]
< Coy T (), e)|[(T (0") &) = (T (u) e +6.(2) Y (T (u) ,e:)|”
Logo
Z (T (") e = [{T"(v") &) = (T (u) , e)|" — (T (w) , &) || (3.7)

< CLBL+ 6 () T2

onde

Ay = Z (T (u) s e (T (v") &) — (T () en)] " .

Como T (u) € [Z#} , temos que

A = (T (W), ({T (") ) = (T (w) )77, )
Portanto, por (3.1), temos

lim A, = (T (u),0) =0.

n—--auoo

Fazendo n — oo em (3.7), temos, para todo € > 0,

lim sup Z (KT ("), e = KT ("), ei) = (T (u) , e)|* = (T (u) , &) |")

<3@IT W,
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Agora, fazendo ¢ — 0", temos

lim sup fj (KT (), el = [T ("), e0) = (T () eq)| = [(T () ,e)|")| = 0. (3.8)
Portanto o limite em (3.8) existe e podemos escrever
lim_ i (KT @) el = KT (0) ) = (T (w) ,e)|* = (T (u) ,€]")| = 0.
Em particula;,
17 @) = (1T @l + 17 @ = )l +o(1)) (3.9)

onde o(1) — 0 quando n — oo.
Como v,, — u, com u # 0 em [,, observe que existe (w") subsequéncia de (v") tal

que
<=0 (3.10)

=1

lim (|(w",e;) — (u,e) ")

n—:o0

na topologia fraca de [ 2 De fato, note que a sequéncia

<(|<Un’ ei) — (u, ei>|p71)zl>oo

n=1

¢é limitada em lLl pois, para cada n natural, temos
=

(Z (1o, es) — (u, e»\p—l)fl) p

[\
VR
[~
=
.3
D
=
N~
— D =
+
VR
[~
=
D
=
N~
=

.

= (e, + lull, )
p—1

< (1 -+l )

Assim, pela Proposicao 2.2.1, como [_»_ & reflexivo, existe (w™) subsequéncia de (v™)
—

lim ([(w",e;) — <u,ei>]p_1)io; =g€lr, (3.11)

n—--auoo

tal que
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na topologia fraca de [_»_. Como w"™ —— u, temos que, para todo i = 1,2, ...,

p—1

lim [(w", e;) — (u,e) [P =0 (3.12)

n—aoo

De (3.11) e (3.12), temos g = 0.

Usando r = p em (3.6) e aplicando nos pontos onde y; = <<u; ’;;>, com (u,e;) # 0,
temos ,
n .\ |P n . p n . p—1
<w 76'L> <w 76'L> o 1 _ 1 S CE <w 76'L> . + 5(5)
<uvei> <u7€i> <uvei>
Logo

[[{w", e — [{w", ei) = (u, ex) " — [(u, e[|
+0.(e) [{u, e)[”

(W™, e;)

< )P
< Ol el |\

e segue que
[[{w", )" = [(w", &) = (u, e[ — [{u, e:) "]
< O [ )| [{w", e0) — {w,e)|"™" +6 () [{u, )"

Novamente, é facil ver que a desigualdade acima vale mesmo quando (u,e;) = 0.
Fazendo a soma em 1, segue que,

i [(w™, e |” — [(w", e5) — (u, e)|” — [, €:)[]
o1
f; u, ex)| [(w", e;) — <Ua€i>|p_l+5(€)§;|(u,ei>|p.
Logo
i [[{w", e [" — [(w", eq) — (u, e)” — [(u, e)[P| < CeRn + 0 (e) [Jully, , (3.13)
onde N

n -1
= [u e [(w,e) = (u,e)
i=1
Como u € [l%] , temos que
-

Ro = (u (10" e) = (we)P ™), ).
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De (3.10) segue que
lim R, = (T (u),0) = 0.

Logo

Tim 3w e~ (W, ) — {us e — (e | = 0
=1

e, por maior razao,

Tim (Y7 e [ e — (e [ e)P| = 0.
=1

Logo
lw™ = wlly, =1 = ull;, + o(1),

para alguma subsequéncia (w™) de (v").
Como 1 < p < g, por (3.9) e (3.14), temos que

QI

1T @2 < (1T @+ 17 " =l +o(1)
<IT @), + 1T (" = )}, + o(1)
<IT @), + ITIP ™ = wlf, + o(1)
<T@, + TP (1= Jullf, + o(1)) + o(1).

Nas desigualdades acima, usamos que
(01 + 02+ 03)° < 07 + 05 + 03

sempre que 0 < s <1left; >0,j=1,2,3.
Fazendo n — oo, temos

170 < I @), + 17)P (1= lul?)

e daf segue que
1T ()lly, = (T ull,

Como [T (w)ll,, < [Tl {ull,,, segue que

I ()

= [T}
lq
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Exemplo 3.2.4 O teorema anterior nao é vdlido para p = 1. De fato, se 1 =p < q <
00, entdo o operador T € L({,;,) dado por

T(z) = ( n )OO (3.16)

n+1) _,

nao atinge a norma. A base candnica (ej)})'i1 é uma sequéncia maximizante para T,
que nao é fracamente nula quando p = 1. Esse exemplo, embora apareca em [15], é

creditado a Richard Aron.

Teorema 3.2.5 Sejam T : [, — [, um operador nao identicamente nulo que atinge
anorma el <p<oo,1<q<oo,p#q. Entio toda sequéncia maximizante nao
fracamente nula de T tem uma subsequéncia convergente na norma.

Demonstracao. Sejam 7" : [, — [, um operador nao-nulo que atinge a norma e
(") uma sequéncia maximizante de S;, que nao converge fracamente para zero. Pelo
Corolario 2.2.2, passando a uma subsequéncia se necessdrio, podemos supor que (z")
converge fracamente para um ponto xy # 0. Note que o mesmo raciocinio que nos levou
a (3.14), na demonstragao do teorema anterior, agora nos fornece

|2 = olly, = 1 — [lwolly, + o(1)- (3.17)

E valido mencionar que a referida passagem, no teorema anterior, que leva a (3.14), nao
necessita da hipétese 1 < p < gq.
Basta-nos mostrar que z € S;,. Com efeito, se 7o € Sj,, entao de (3.17) segue que

2" = zolly, = o(1),

isto &,

T, > Lo

e daf segue que
[Txol| = Tim T2 = [T
n—-aoo

Vamos, portanto mostrar que xg € S;, .
Se p > ¢, o resultado segue do Teorema 2.2.7 (Teorema de Pitt) e da Proposigao
2.2.3 pois, como T' é compacto, entao

T(z") — T(x0) (3.18)
em [,. Além disso, por propriedades de convergéncia fraca, sabemos que ||zo|| < 1. Mas
17 (") [l,, — 7] (3.19)

e, de (3.18) e (3.19), temos
171 = 11T (o),
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e consequentemente ||zo||, = 1.
. P N .
Se p < ¢, considere xy # 0. No nosso caso, passando a uma subsequéncia, se
necessario, vale uma desigualdade similar a (3.15). Logo, elevando ambos os membros

a d , obtemos
p

SRS

IT @I < IT o)l + TN (1= laoll, +0(1)” +0(1).  (3.20)

Como
1T ("), = [Tl + o(1)

e, pela demonstracao do Teorema 3.2.3,
1T (zo)ll,, = Il [loll,, -

de (3.20) segue que

[IS]

I+ o(1) < TN o, + 1T (1 = llzollf, + 0(1))” +o(1).
Fazendo n — oo, temos
I < 1T ool + 171 (1 = llzolly )

e finalmente

b

1< ool + (1= lleoll) " (3.21)
Como 1 > 1, de (3.21) temos que
1 — [Jzo|” = 0.

De fato, se fosse 1 — ||xo]|” > 0, terfamos

)

g aq
1= [lwoll, + (1= lleolly ) |* > lleolly, + (1 = llzoll? )"
e essa ultima desigualdade contradiz (3.21). m

Exemplo 3.2.6 O teorema anterior nao é vdlido para p = q. Com efeito, a sequéncia

1 1 1 1
un:: —70707--.7_707... = ——¢ +_6n
<V§ 2 > V2R

nao é fracamente nula, é maximizante para a aplicagao identidade Id: ¢, — (,, mas
nao tem subsequéncia convergente. Assim, fica claro que a hipdtese p # q, no teorema
acima, é essencial.
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3.3 Aplicagao

Recentemente, em sua tese de doutorado [8], Janice Kover estudou a relacao entre
perturbagoes compactas de operadores e operadores que atingem a norma em espacos
de Hilbert. O seguinte resultado foi demonstrado:

Teorema 3.3.1 (Kover) Sejam H um espaco de Hilbert e T € L(H,H). Se K €
L(H,H) é um operador compacto e

1T < [T+ K1},
entao T+ K atinge a norma.

Em comunicagao privada, Richard Aron comentou com D. Pellegrino e E. Teixeira
que o resultado de Kover poderia ser obtido no contexto de espagos [,,, usando o Teorema
3.2.3. A seguir veremos as consequéncias do Teorema 3.2.3 nesse contexto.

Proposicao 3.3.2 Seja T € L(ly;1,) comp > 1 e seja K : 1, — |, um operador linear
compacto. Se
1T+ K| > [T,

entao T'+ K atinge a norma.

Demonstracao. Suponha que 7'+ K nao atinja sua norma. Logo, pelo Teorema 3.2.3,
toda sequéncia maximizante (x,) ., para T + K ¢é fracamente nula. Logo, como K ¢
compacto, temos K (z,) — 0. Logo,

1T () + K (zn)|| — 1T + K},
pois (z,),., ¢ maximizante, mas

1T+ K| = Tim [T (z) + K (2)]| < sup [T ()| < [T < [T+ K],

o que é uma contradicao. m

Proposicao 3.3.3 Sep > 1 eT € L(l,;1,) ndo atinge a norma, entio
1T < |IT" + K]

para todo K compacto.

Demonstracao. De fato, como T nao atinge a norma, toda sequéncia maximizante
2 w .
(z,);2, de T & tal que x,, — 0. Assim

(T + K) () || < |7 + K]

20



e, como K é compacto, K (z,) — 0 e dai segue que
1T (zn) | = (1T (20) + K (20) = K (@) < T (2n) + K (20) [|[F[ K (@n)]| < |17 (20) [+2 1K (20)]] -

Portanto,
1T () + K (z)[| + [ K (2a) | — [IT]]-

Como ||K (x,)|| — 0, entéo
(T + K) (zn)l| = IT (2n) + K (20)[] — T

Logo
1T < [IT + K]

Proposicao 3.3.4 Se T' € L(I,;1,) e T+ K € L(l,;1,) ndo atingem a norma, para
algum K compacto, entdo
1T =T+ K-

Demonstracgao. De fato, pelo resultado anterior, temos
T[] < |7+ K]
Mas, como T'+ K nao atinge a norma, temos ainda
1T+ K[ < [[(T+ K) + (=K)[ = I,

pois —K é compacto. Logo
1T = [T+ K|
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Capitulo 4

Apéndice

4.1 Operadores Compactos em Espacos Normados

Sejam X e Y espagos normados. Um operador linear continuo 7': X — Y é dito
operador compacto se para todo subconjunto limitado M C X, a imagem T(M) C Y
for relativamente compacta, isto &, T'(M) for compacto em Y.

Lema 4.1.1 Sejam X e Y espacos normados. Entdo, se dim X = oo, o operador
tdentidade Id : X — X nao é compacto.

Demonstracao. Sabemos que a bola fechada B = {x € X ||z|| < 1} ¢ limitada. Como
X tem dimensao infinita, B nao é compacta. Logo

Id(BY=B =B

nao é compacto. =

Teorema 4.1.2 (Critério de Compacidade) Sejam X e Y espagos normados e
T : X — Y um operador linear continuo. Entao T é compacto se, e somente se,
T leva sequéncias limitadas de X em sequéncias em Y com subsequéncias convergentes.

Demonstracao. Suponha 7" compacto e seja (z,)5°; uma sequéncia limitada em X.
Entao, {T'(z,);n € N} é compacto em Y. Assim, (T(x,))2% ; possui uma subsequéncia
convergente em Y.

Reciprocamente, considere B C X limitado e (y,,)%%, uma sequéncia em T(B).
Se existem infinitos n tais que y, € T(B), nos restringimos a uma subsequéncia
(Yne)22y = (T, )72, em T(B). Por hipétese, (T'x,, )72, possui uma subsequéncia
convergente, e portanto (y,)>° ; possui uma subsequéncia convergente.

Caso s6 existam finitos indices n tais que y,, € T'(B), nao ha perda de generalidade
se supusermos que todos os elementos da sequéncia estdo em T'(B)\T(B). Para cada
y;j, considere z; € B tal que

1
I7s) = yill < =
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Como (T'z;)52, possui uma subsequéncia convergente, segue que (y;)52; também possui.

Logo, T'(B) ¢ compacto. m

Corolério 4.1.3 Sejam T, T : X — Y dois operadores compactos. Entao T + T :
X — Y é compacto. Além disso, Ty : X — 'Y é compacto

Demonstragao. Da hipétese, segue que dada uma sequéncia limitada (z,)5°; em
X, existe uma subsequéncia (z,, )7, tal que (Thz,, )32, é convergente; como (z,, )52,
¢ limitada, segue que (Th7,,)%>; possui uma subsequéncia convergente (752,)5% ;.
Portanto

(Th + T2)zn )0y

¢ subsequéncia convergente de ((77 + T5)x,,)5 . Logo, pelo Teorema 4.1.2, Ty + Ty ¢
compacto.

O caso de o7 é similar. m

O corolério anterior prova que o conjunto dos operadores compactos entre espagos
normados é um espaco vetorial.
Teorema 4.1.4 (Sequéncia de operadores compactos) Seja (T5)2 uma
sequéncia de operadores compactos, T, : X — Y, onde X é um espaco normado e
Y um espago de Banach. Se (T,,)2°, é tal que | T,, — T|| — 0, entao o operador limite
T é compacto.

Demonstracao. Seja (z,,)5°_; uma sequéncia limitada em X. Pelo Teorema 4.1.2
basta mostrar que (7'(x,,))%_, possui uma subsequéncia convergente em Y. Como T}
¢ compacto, existe uma subsequéncia (x1,,)%_; tal que (71(x1,,))5_, ¢ convergente
(portanto de Cauchy).

Analogamente, (71,,)%_; possui uma subsequéncia (zs,,)>_; tal que (T5(x2m))oe_;
é de Cauchy. Procedendo da mesma forma, a sequéncia diagonal

(ym)%oﬂ = (901,1,552,2, ---)

¢ uma subsequéncia de (z,,)%_; tal que (7, (ym))5_, ¢ de Cauchy, para cada n.
Como (z,,)5°_; € limitada, existe ¢ > 0 tal que ||y,,|| < ¢ para todo m € N.
Seja ¢ > 0. Como T,, — T, existe p tal que

€
T-T,| < 5.
17T < 2
Como (T},(ym))se_; € de Cauchy, existe nyg € N tal que

3

Jik>mny = ||Tp<yj) - Tp(%)” < 3
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Logo, para j, k > ng, temos que

17 Cyz) = T Cyn)ll < 1T (yz) = To(up) | + 1T (y5) = Tp ()l + 11 Tp(ur) = Tl
< N7 =Tl lysll + % T =Tl el

Assim, (T(y,,))5e_, € de Cauchy e converge, pois Y é de Banach. Como (y,,)50_, &
subsequéncia de uma sequéncia limitada qualquer, entao 7' é compacto. m

Teorema 4.1.5 (Convergéncia Fraca) Sejam X eY espacos normados eT : X —
Y um operador compacto. Suponha que (,)52, em X é fracamente convergente para
x em X. Entdo (T'x,), converge (em norma) para Tx em Y .

Demonstragao. Sejam
Yo =T(x,) ey="Tx.

Considere g € Y*e defina f, € X* por
fo(2) =9 (T(2)).

Claramente f, ¢ linear. Além disso, f, ¢ limitado, pois 1" ¢ continuo e

[fo()| = 1g(T )] < MlglITIH=1] -

Assim,
Ty — & = fo(wn)ny — fo(@)
= g(T ()i — 9(T'(x))
= 9(Wn)nzs — 9(v).
Como g é arbitrario, entao
Yn — Y (4.1)
Vamos mostrar que
Yn — Y-
De fato, suponha o contrario; logo (y,)3%, tem uma subsequéncia convergente

(Yny )72 tal que
1Yy —wll = € (4.2)

para algum ¢ > 0 dado. Como (z,)3, ¢é fracamente convergente, (z,)5°,; ¢ limitada,
donde (z,,)52, também ¢é limitada. Como T é compacto, entao (T'z,, )7, tem uma
subsequéncia convergente (em norma), digamos

Y — Y. (4-3)
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Logo, por maior razao,
~ w ~

Yi — Y (4.4)
De (4.1) e (4.4), segue que

Logo, de (4.2) segue que
19— yll = €
e de (4.3) e (4.5) temos y; — y (contradi¢do). Portanto y, — y. m

4.2 Teoremas Classicos da Analise Funcional

Nesta secao vamos enunciar, sem demonstracao, alguns resultados cldssicos da
Teoria da Analise Funcional que sao utilizados no decorrer de nosso trabalho.

Teorema 4.2.1 (de Baire) Seja M um espago métrico completo, nao-vazio. Entao
M ndao pode ser uma uniao enumerdvel de conjuntos cujo fecho tem interior vazio.

Teorema 4.2.2 (de Hahn-Banach) Seja G um subespago de um espago normado E
e seja g : G — K um funcional linear continuo. FEntao existe um funcional linear
continuo T : E — K cuja restri¢io a G coincide com g e ||T'|| = ||g]|-

Teorema 4.2.3 (de Banach-Steinhaus) Sejam E um espa¢o de Banach e F um
espago vetorial normado. Seja (T5),., uma familia de operadores em L (E; F) tais que,
para todo x € E, existe C,, < oo tal que

sup{||7; (z)]| ;i € A} < C,.

Entao
sup {|| 73] ;7 € A} < 0.

Coroldrio 4.2.4 Sejam G um espa¢o normado, B C G e suponha que f(B) seja
limitado para cada f € G*. Entao B é limitado.

Teorema 4.2.5 (da Aplicagao Aberta) Sejam E e F espacos de Banach e T :
E — F linear, continua e bijetiva. Entdo T~ é continua.

Corolario 4.2.6 Sejam X; = (X, ||.||;) e Xo = (X, ||.]l,) espagos de Banach tais que
|zall, — 0 sempre que ||z,||, — 0, entdo a convergéncia em Xy sempre implica em
convergéncia em Xy e vice-versa. Além disso, existem a,b € R tais que, para todo
re X,

allzlly < flzfly < bl -

95



Teorema 4.2.7 (do Grafico Fechado) Sejam E e F espagos de Banach. Se T :
E — F é um operador linear fechado, ou seja

Graf (T) == {(,y) ;7 € E ey =T (1)}
¢ fechado em E x F', entao T é continuo.

Teorema 4.2.8 (de Banach-Mazur) Todo espaco  normado  separdvel — é
isometricamente isomorfo a um subespaco de C ([0, 1]).

Teorema 4.2.9 (de Mazur) Se S é um conjunto convero num espago normado X,
entao o fecho de S na topologia da norma coincide com o fecho de S na topologia fraca,
—w

ou seja, S =5
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