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Resumo

Neste trabalho provamos o Teorema algebro-geométrico de Gaffney, o qual
caracteriza completamente as condi¢oes de Whitney de familias de espagos analiticos
complexos com singularidades arbitrarias em termos do fecho integral de modulos
naturalmente associados a estas familias.

Palavras-chaves: condi¢oes de Whitney, fecho integral, médulo Jacobiano.



Abstract

In this work we prove Gaffney’s algebro-geometric theorem, which completely
characterizes the Whitney’s conditions of families of complex analytic spaces with
arbitrary singularities in terms of the integral closure of modules naturally associated
with these families.

Keywords: Whitney’s conditions, integral closure, Jacobian module.



Introducao

A teoria de equisingularidade trata do estudo de familias de espacos analiticos
complexos. Procura condi¢coes que garantam que os membros da familia tenham
o mesmo tipo de singularidade num certo sentido.  Muitas das condi¢oes de
equisingularidade, tais como as condigoes (a) e (b) de Whitney, a condi¢io w de
Verdier, a condicao Ay de Thom e a condicao relacionada a Wy, podem ser formuladas
em termos de limites de espagos lineares. As condicoes (a) e (b) de Whitney foram
introduzidas por ele mesmo em [16] com o intuito de encontrar condigbes geométricas
suficientes no par (X,Y’), onde X é um espaco analitico complexo e Y é um subespago
nao-singular de X, que garantam a trivialidade topologica de X ao longo de Y. Ele
mostrou através de um exemplo que a condi¢do (a) ndo é suficiente para este proposito.
Entdo ele propos a condicao (b) e conjecturou que as duas condigbes garantem a
trivialidade topologica. Esta conjectura é agora um teorema, conhecido como 1°
Teorema de Isotopia de Thom-Mather.

Em [6], H. Hironaka introduziu uma versido modificada das condigbes de Whitney,
chamada de condi¢ao (a) estrita com expoente e, e provou que as condigoes (a) e (b)
de Whitney implicam na condi¢ao (a) estrita com expoente nao preciso e. A condigao
(a) estrita com expoente 1 foi chamada por J. Verdier em [15] de condigdo w e ele
provou que esta condigao implica nas condigbes (a) e (b) de Whitney. B. Teissier em
[13] provou a reciproca.

No inicio dos anos 70, Teissier comegou a trabalhar numa teoria algébrica sobre
as condicoes de Whitney. Seu ponto de partida foi no caso em que X é uma
hipersuperficie em C™. Em [12], ele desenvolveu a teoria infinitesimal e a teoria de

invariantes geométricos necessaria para estudar a equisingularidade de Whitney de
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familias de hipersuperficies analiticas complexas X; com singularidades isoladas. O
fecho integral de um ideal I, denotado por I, no anel local de X, na origem, é o
ingrediente infinitesimal principal desta teoria. Para ideais de co-comprimento finito
I, o Teorema de Rees (veja [10]) garante que o invariante que controla o fecho integral
de I é a sua multiplicidade, denotada por e(I). Os invariantes geométricos envolvidos
no trabalho de Teissier é a sequéncia dos nimeros de Milnor x*, onde i* é o ntimero de
Milnor da intersecao de X; com um k-plano genérico. O vinculo entre as duas teorias é
proporcionado pela descri¢do, dada por Teissier em [12], da multiplicidade do produto
do ideal maximal com o ideal jacobiano relativo em termos da seqiiéncia dos nimeros

de Milnor. As idéias de Teissier culminaram no seguinte resultado:

Teorema 1 Suponha que F : (C x C""1,0) — C define uma hipersuperficie X com
estrutura reduzida, fiy(z) = F(t,z) define X;, uma hipersuperficie reduzida em C"*!
com singularidades isoladas na origem e que X — T € liso, onde T = C x {0}. Entao,

sao equivalentes:

1. X — T satisfaz as condi¢oes de Whitney ao longo de T’

2. 1" (Xy) sao independentes de t

OF OF )

OF
3. ot € mn+1(821 Y Baped

4. e(m,11J(f1); Ox,0) € constante.

Este trabalho de Teissier foi generalizado por T. Gaffney para familias de
intersecoes completas com singularidades isoladas em [4], substituindo a sequéncia dos
niameros de Milnor p* de X; pelas multiplicidades polares m(X;), o fecho integral de
ideais pelo fecho integral de submoédulos de moédulos livres e a multiplicidade de um
ideal pela multiplicidade de Buchsbaum-Rim de submoédulos de co-comprimento finito

num moédulo livre, denotada por egr(M). O teorema de Gaffney é o seguinte:

Teorema 2 Suponha que F : (C x C",0) — C"? define uma intersecio completa X
com estrutura reduzida, fi(z) = F(t,z) define X;, uma intersecio completa reduzida
em C" com singularidades isoladas na origem e que X — T € liso, onde T = C x {0}.

Entao, sao equivalentes:

1. X — T satisfaz as condi¢oes de Whitney ao longo de T

2. as multiplicidades polares my(X;) sao independentes de t



oF OF OF
3. Bt € mn(a_zl""782n)

4. egr(m, J(f); Ox,0) € constante, onde m,, J(f;) € olhado como um submddulo de

0%

A demonstracao do resultado acima aparece na literatura como segue: a
equivaléncia 1. < 2. em (3], a equivaléncia 1. < 4. em [4] e a equivaléncia 1. & 3.
em [2|. Neste trabalho provaremos somente a tultima equivaléncia, que se encontra
em [2]. De fato, a versao feita por Gaffney em |2| sobre esta equivaléncia é mais
geral do que a apresentada acima pois diz respeito a familias a t-parametros de
espacos analiticos complexos de dimensao pura com singularidades arbitrarias, nao
necessariamente intersecoes completas com singularidades isoladas como estabelece o
teorema acima.

A seguir faremos um breve resumo do contetido desta dissertacao.

No Capitulo 1 definimos, na primeira secao, reducao e fecho integral de ideais,
estabelecendo no final uma relacao entre estes conceitos. Na secao seguinte provamos
o teorema que inspirou a teoria desenvolvida no capitulo seguinte.

No Capitulo 2 desenvolvemos a teoria de fecho integral de moédulos no caso
analitico complexo e provamos diferentes caracterizacoes deste conceito.

No Capitulo 3 apresentamos o teorema algebro-geométrico de Gaffney que
caracteriza completamente as condigoes de Whitney em termos de fecho integral de
modulos.

No Apéndice estabelecemos as principais nocgoes e resultados da teoria de

esquemas, que serao utilizados no decorrer deste trabalho.



Capitulo 1

Fecho Integral de Ideais

Para melhor compreendermos uma teoria de fecho integral de modulos é
importante entendermos a teoria que a precedeu. Neste capitulo desenvolveremos os
conceitos e principais resultados sobre fecho integral de ideais.

Na primeira secao faremos um tratamento puramente algébrico sobre reducoes e
sua relacdo com fecho integral de ideais para na secao seguinte tratarmos do que nos

interessa: o caso analitico.

1.1 Reducao e Fecho Integral

E muito estreita a relacdo entre fecho integral e reducéo, tanto no caso de ideais,
quanto no de moédulos. Por isso, ao tratarmos de fecho integral é importante falarmos
sobre reducao.

Comecaremos com reducgao, e em seguida definimos o fecho integral. No Teorema
1.2 obtemos tal relacgao.

A referéncia principal para esta teoria é o livro de Vasconcelos [14].

Ao longo deste trabalho, todos os anéis sdo noetherianos, comutativos e com

unidade.

Definicao 1.1 Considere A um anel e J, I ideais de A tais que J C I. Dizemos que
J € uma reducao de I se "' = JI™, para algum inteiro positivo n. O menor inteiro
[ tal que isto acontece é chamado numero de redugcao de I com relacao a J, sendo

denotado por ry(I).
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Exemplo 1.1 Sejam I = (22, 4%, zy) e J = (2%,y?). E fdcil verificar que 1> = JI e,
além disso, r;(I) = 1.

A seguir um exemplo mostrando que o nimero de reducao depende do ideal
menor.
Exemplo 1.2 Seja [ = (27,25, 2%y5 y") C Klx,y]. Considerando J = (z7,y7) e
L= (2", 2% +y7), ambas redugoes de I, temos r;(I) =4 e r;(I) = 3.

Observacao 1.1 Quando A ¢ um anel local, cujo inico ideal mazimal é m e o corpo
residual k = A/m € infinito, seque por [8, Teorema 8.6.6] que todo ideal I de A possui

reducoes em abunddncia.
Agora, considere I ideal do anel A. Dizemos que h € A é inteiro sobre I se existe
um polindémio monico P(z) = z¥ + a12* 1 + ... + ag, com a; € I*, tal que P(h) = 0.

Definicdo 1.2 O fecho integral de I, denotado por I, consiste de todos os elementos

de A que sdo inteiros sobre I. Se I = I, dizemos que I € integralmente fechado.

Note que se J C I, entdao J C J C I. Também, se h é inteiro sobre I, entdo, pela
definicéo, h é zero de um polinémio moénico de grau k, assim k* € I, portanto T C /1.
Seja A[T] o anel de polinomios na variével T' e com coeficientes em A. Definimos
a algebra de Rees de I, denotada por R(I), como sendo o subanel @,en/"T™ de A[T]

e obtemos o seguinte resultado:
Proposicao 1.1 Sejam h € A e I um ideal de A. Entao temos que:

1. h € inteiro sobre I se, e somente se, hT ¢é inteiro sobre o anel R(I), no sentido
usual (ver [17, Cap. V]);

2. 1 € um ideal de A;

=1

~ill

3.

Demonstracao:

1. Se h € I, entdio h* + ath* ' + ...+ a; = 0, com a; € I'. Logo
(RT)* + (@, T)(RT)* 1 + ... + (axT*) = 0 ¢ uma relagdo de dependéncia inteira
de hT sobre R(I).
Se hT & inteiro sobre R(I), entao (hT)* + by (RT)*1 + ... + b, = 0, com

b; € R(I). Desta igualdade concluimos que o coeficiente da poténcia T* deve ser

zero e, assim, obtemos uma relagao de dependéncia inteira sobre I.
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2. Sea € Aeh € I, segue imediatamente que ah € I. Sejam g, h € I. Como o fecho
integral de R(I) em A[T] ¢ um subanel de A[T], temos que g + h também esté

em 1.

3. Seja h € T. Entio hT ¢é inteiro sobre R(I), uma subélgebra de @,enI"T". Logo

hT também é inteiro sobre I. [ |

O lema a seguir nos da uma condigao suficiente para um elemento estar no fecho

integral de um ideal.

Lema 1.1 Sejam A um anel e I um ideal de A. Se existe M um A-mddulo finitamente
gerado e fiel tal que hM C IM, entdo h € 1.

Demonstracao: Suponha M um A-modulo finitamente gerado e fiel tal que hM C
I'M. Considere e, . . ., e, um sistema de geradores de M. Entao h-e; = Z§:1 Aij€j, com
Aij € 1. Assim, Z§:1(h5ij — Xij)e; = 0, onde §;; é o delta de Kronecker. Multiplicando
a esquerda pela adjunta da matriz (h-Id — A) segue que det(h-Id— A)- M = 0, onde
A é a matriz ()\;;). Por hipotese, M ¢é fiel, o que nos da det(h - Id — A) = 0, e isto é

uma relacao de dependéncia inteira. ]

Agora obtemos uma condicao necessaria para um elemento estar no fecho de um
ideal. Primeiro precisaremos que A seja um dominio. Em seguida faremos o caso em

que A é apenas reduzido, isto é, ndo possui elementos nilpotentes.

Lema 1.2 Sejam A um dominio de integridade e I wm ideal de A. Se h € I, entdo
existe M um A-mdodulo finitamente gerado e fiel tal que hM C I M.

Demonstracio: Se h € I, entdo satisfaz uma relacdo de dependéncia da forma
h* = a h*t + ...+ ay, com a; € I'. Note que cada a;h*~¢ estd em I(1 + hA)*~1, logo
h* € I(I + hA)k=1. Por fim,

k-1 k-1
h(I+hAP =R 4 RFA Y T =T I"Ph 4 hFA Y T 1M0Re,
a=2 a=2

onde cada uma destas tltimas parcelas estd contida em [(I + hA)*!

h(I + hA)k=t C I(I + hA)*~1. Claramente M = (I + hA)*~! ¢ finitamente gerado
e fiel. u

. Portanto,
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Finalmente obtemos uma caracterizacao da definicdo de fecho integral. Aqui
temos o caso de ideais numa visao algébrica. No préximo capitulo obtemos algo similiar

para modulos no caso analitico, veja Teoremas 2.1 e 2.2.

Teorema 1.1 Sejam A um anel reduzido e I um ideal deste anel. Entio h € I se, e

somente se, existe M um A-mddulo finitamente gerado e fiel tal que hM C I M.

Demonstracao:

Se h € I, entdo h+p € I +p em A/p, para todo ideal primo p, em particular
para todo p € Ass(A) = {p1,...,ps}

Segue do Lema 1.2 que para cada p; existe um A/p,-modulo M (p;) finitamente
gerado e fiel tal que (h+p;)M(p;) € (I + p;) M (p;).

O homomorfismo sobrejetivo 7 : A — A/p; induz uma estrutura de A-modulo
no modulo M (p;), que denotaremos por M(p;)a. Definimos o seguinte A-modulo
finitamente gerado.

MZZM(}JI)AX...XMQJS)A.

Se aM = 0 entdo aM (p;) 4 = 0 para todo i. Entao (a+p;) M (p;) = 0, o que resulta
em a+ p; = 0 em A/p;, pois M(p;) é fiel. Disto temos que a € Np; = Rad(0) = {0},
pois A é reduzido. Portanto M é fiel.

Por fim,

hM = (h4p1)M(p1) x...x (h+ps)M(ps) € ([4+p1)M(p1)X...x ([ +ps)M(ps) = IM.

Segue do Lema 1.1. |

O seguinte lema mostra uma propriedade transitiva da noc¢ao de reducao. Com

ele obtemos o resultado cujo corolario nos da a relagao entre reducao e fecho integral.

Lema 1.3 Sejam K C J C I ideais do anel A. Se K € reducao de J e J € reducao de
I, entao K € reducao de I.

Demonstracio: Temos por hipotese J'™! = KJ! e IPT! = JIP, para alguns
[ e p. Por inducdo temos I[P = J"[P, para todo inteiro positivo n. Portanto,

et — JiFie — K JUP = K TP mostrando que K ¢ uma reducao de 1. [ |
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Proposicao 1.2 J € uma reducao de I se, e somente se, todo elemento de I € inteiro

sobre J.

Demonstragao:

Suponha que I"™! = JI", para algum r. Para cada = € I, temos xI" C JI".
Considere eq,...,e, um sistema de geradores de [". Entao = - e; = Z?Zl Aij€j, com
Aij € J. Assim, Z?Zl(xéij — \ij)e; = 0, onde 6;; é o delta de Kronecker. Multiplicando
a esquerda pela adjunta da matriz (z - Id — A) segue que det(z - Id— A)-I" =0, onde

A é a matriz ()\;;). Obtemos o elemento z na forma

z=a"4+ax" ' +.. . +a, a €J

r+1 _ r

que estd em Ann(/") N I, logo z zz" = 0. Disto, obtemos uma relacao de
dependéncia inteira para x sobre J.

Suponhamos que I C J. Seja = € I, entdo z* + a;z* ' + ...+ ax = 0. Logo
J(J+xA)r 1 = (J+ 2A)k, isto é, J é uma redugdo de J + xA. Como J C I, existem

T1,..., T, € I tais que [ = J + (x1,...,%m,), 0 que nos da a cadeia
Jg (J7x1) g (Jwrl"rQ) g g I?

onde (J,x1,...,x;_1) é uma redugao de (J, z1,...,x;). Pelo Lema 1.3, J é uma redugao

de I. [ |

Segue entao,

Teorema 1.2 J ¢ uma reducdo de I se, e somente se, J = 1.

A ultima caracterizagao é pelo critério valuativo de dependéncia inteira. Apenas
enunciaremos sua forma algébrica, porém na préoxima se¢ao demonstraremos o caso

analitico. Neste teorema abaixo, A nao é necessariamente noetheriano.

Teorema 1.3 Seja A um dominio de integridade e I um ideal do anel A. Entdo
I=ANn(NI-V), ondeV percorre os anéis de valoracdo de A.
Se A ¢ noetheriano, entdo h € I se, e somente se, p(h) € @(I)V para todo

homomorfismo ¢ : A — V, onde V é um dominio de valoragao discreto.

Demonstragao: Veja [14, 1.39).

Finalizamos esta se¢ao com o seguinte lema 1til para a proxima se¢ao.
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Lema 1.4 Seja A um anel normal (reduzido e integralmente fechado sobre o seu corpo
total de fragoes). Seja I inversivel, isto €, principal, gerado por um elemento g ndo-

divisor de zero. Entao I = 1.

Demonstracio: Seja h € I. Como I é principal, a equacdo h*+a1h* ' +.. .+a, =0
pode ser reescrita assim h¥ +a;gh* '+ ...+ apg® = 0, onde a; € A, para todo i. Como
g nao é divisor de 0, temos (%)k + Ozl(g)k_l +...+ a3 = 0, uma relacao de dependéncia
inteira sobre A de um elemento de Tot(A). Por hipotese, A é normal, entdo g €A o

que implica h € I e, portanto, I = I, ja que a outra inclusdo é trivial. [ |

1.2 Caso Analitico

Na secao anterior tivemos um tratamento puramente algébrico do fecho integral
de um ideal. Agora trabalharemos no caso em que A é o anel local de uma variedade
analitica complexa reduzida, isto é, A = Ox,. Isto nos d& algumas propriedades
interessantes, além, claro, daquelas vistas na secao anterior.

Aqui precisaremos dos conceitos de Geometria Algébrica tais como feixes,
esquemas e resultados desta teoria. Para quem nao estd familiarizado com a teoria
de esquemas, no Apéndice apresentamos estes pré-requisitos.

Agora segue o resultado que motivou aquilo que veremos no capitulo seguinte,
obtendo um analogo para o caso de modulos.

Teorema 1.4 Sejam X um espaco analitico complexo reduzido e T um feixe coerente

de ideais sobre X definindo um subespaco Y fechado e préprio. Dada uma func¢ao

holomorfa h sobre X ey € X, sao equivalentes:
1. h, €71,

2. (Condigao de crescimento) Para cada conjunto de geradores (g;) de I, existe uma

vizinhangca U de y e uma constante C' > 0 tais que:

[h(2)[| < C-sup|lgi(2)l], ¥V zel.

3. (Critério Valuativo) Para toda ¢ : (D,0) — (X, y), temos ¢*(h,) € p*(T) - O;.

4. Existe L um Ox ,-mddulo finitamente gerado e fiel tal que h- L C 7 - L.

Demonstragao:
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Seja (m,7%) : (X', Ox7) — (X, Ox) a normalizacdo do blowing-up de X ao
longo de Z. Temos que Z - O« é um feixe inversivel sobre um espago normal

(Proposicao A.4). Assim, segue do Lema 1.4 que Z- O =71 - O

Seja hy, € I_y, entao temos a seguinte relacao de dependéncia

hy4+aihy ™+ . +a,=0, a €T,

Como h, é um germe de fungoes, podemos estendé-lo para uma vizinhanga U de

y em X, isto é, podemos obter h € HO(U,Z) C H°(U,Ox) tal que
<Uh>=h, e hF+ah" '+ . +a,=0,

e isto implica que (h o ), ¢ inteiro sobre (Z - Ox)., para todo 2/ € 7 1(U).
Mais ainda, (hom), € (Z - Ox7)., pois este é integralmente fechado. Portanto
h € H'U,7.(Z - Ox) N Ox). Como I - O é localmente principal (¢ um
feixe inversivel), para todo ponto 2/ € 7! (U) existe uma vizinhanga V,, e uma

constante ¢,y € RT tal que

|hom(w)|| <cw - llgiom(w)]|, Vw €Vpyei=1,..p.

Desde que 7 ¢ um morfismo proprio sobrejetivo, podemos cobrir 77 (y) por um
nimero finito de abertos V,, com y; € 77 (y), tais que 7~ '(V) C |, V,;, onde V

¢ uma vizinhanga de y em Y. Colocando C' = sup; ¢, obtemos a desigualdade

[p@)| <C- sup [[gi(@)]|, YVzeV.
1<i<p

Supondo agora que tal desigualdade é satisfeita para todo x € V, entao
a mesma é satisfeita para hom e g; o em 7 !(V). Entretanto, Z - Or1(v) €
inversivel, entao se (g1, ..., gp) sdo os geradores do ideal Z, temos para cada ponto
y' € 7 !(y) uma vizinhanga V, tal que Z- O, = (g; 0 T)w O » Para algum g

e para todo w' € V.

A fungao (hom),s ser limitada pelos elementos de Z-Ox7,,, ¢ equivalente a fungao

meromorfa ((:ZZ))W’, ser limitada numa vizinhanca de 3. Desde que X’ ¢ normal,
implica % ser holomorfa, ou seja, (hom), € Z-Ox7,, =1 - O . Portanto,

h, € T,.
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Se h, € T,, entdao ¢*(h,) € ¢*(Z,) - O1. Mas ¢*(Z,) - O é principal e O; é

normal, portanto ¢*(Z,) - O é integralmente fechado.
Assim, ¢*(hy) € ©*(Z) - O;.

Seja 7 : (X',y') — (X,y). Temos as seguintes equivaléncias:

hy€ZI,<=horel -Ox , <hon="n-g IeOx,

hom
g

— é holomorfa numa vizinhanga de 7/.

hom

Suponhamos, por absurdo, que nao é holomorfa, ou ainda, nao é limitada.

Considere um morfismo de tipo finito p : (X’,3/) — (C%0). Assim, h;”
¢ algébrica sobre K(C%0) = Q(Ocay), isto &, existe um polindmio monico

P(t) € Q(Ocay)[t] que se anula em T

hom\" hom\™*
p +p1 p +... 40, =0, p € Q(Ocayp).

e, entdo, existe ¢ : (D,0) — (C%,0) tal que (p; o ¢)(t) — oo, quando

t — 400 e para algum i. E obtemos o seguinte diagrama comutativo pelo

Critério Valuativo de Aplicagdes Proprias (Proposigao A.3)

(X".y) (1.1)
S0/77 7 J/p

(D, 0) —= (C*,0)
Assim (p; opo ¢')(t) — 400, t — 400, 0 que nos da uma relacdo anédloga ao

diagrama (1.1) para ho”o“"

Agora, como hom“” € Q(0,), temos ho’r;*o = us"™, e se esta fun¢ao nao é holomorfa

temos v(h o7 o gp) < v(goy), entdo homo ¢ €< goy > -0O;. Portanto,
@*(hom) & ¢*(T-Ox,), 0 que é absurdo.

o . & 4.

Segue do Teorema 1.1. |



Capitulo 2

Fecho Integral de Mo6dulos

Neste capitulo trataremos do fecho integral de modulos. No capitulo anterior
fizemos um tratamento algébrico e analitico para ideais. Aqui, porém, faremos o
tratamento analitico para modulos. Existe também uma teoria algébrica sobre fecho
integral para modulos desenvolvida principalmente por David Rees [11]. O que iremos
apresentar aqui foi desenvolvido por Terence Gaffney em |[2].
Comecamos este capitulo com uma definicao de fecho para modulos inspirada no
critério valuativo mencionado no capitulo anterior (Teoremas 1.3 e 1.4). E partindo
dai apresentamos propriedades analogas ao caso de ideais, encerrando com o Teorema

2.4, que é o analogo ao Teorema 1.4 para o caso de mddulos.

Ao longo deste capitulo e do seguinte, (X,z) denotard um germe analitico
complexo reduzido.

Seja M um submodulo de O% . Dizemos que h € O% , ¢é inteiro sobre M se
para toda ¢ : (C,0) — (X, ), temos ho ¢ € (¢*(M))O;.
Definicdo 2.1 O fecho integral de M, denotado por M, consiste de todos os

elementos de O% . que sao inteiros sobre M.

Como no caso de ideais também temos M C M, M = M e M é um submodulo.

O exemplo a seguir ilustra melhor esta definicao.

Exemplo 2.1 Sejam X = C* e M C O3 gerado por {(x,0),(0,y), (y,z)}. Entdo
M:mgOg
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Demonstragdo: Considere ¢ : (C,0) — (C%0) tal que ¢(t) = (¢1(t), p2(t)) =
(an, t™ + .. an,t™ + ...) = (t™A,t"B), onde A e B sao elementos inversiveis.
Assim ¢*(2,0) = (¢1,0) = (t",0), ¢*(0,y) = (0,92) = (0,t™), ¢*(y,x) =
(p2,01) = (pat™, uit™). Note entao que (¢*(M))O; é gerado por {(t",0),(0,t™)},
onde n = min{ny, ny}.

Por outro lado, myO? é gerado por {(z,0), (y,0), (0, ), (0,y)} e dai (¢*(m2)O03)O,

é gerado também por {(¢",0), (0,¢")}.
Portanto, myO2 C M. Como a outra inclusdo ¢ vélida, temos, por fim, que

Agora comecaremos a desenvolver a teoria tendo em vista obter resultados
similares ao Teorema 1.4. A primeira propriedade é uma generalizacao do Lema de

Nakayama, como é facil perceber.

Proposicdo 2.1 Sejam N C M submddulos de O% . e m, ideal mazimal de Ox,.
Entao

(i) Se myM + N = M, entio N = M.
(ii) Se M Cm,M + N C M, entdo N = M.
Demonstracgao:

(i) Seja ¢ : (C,0) — (X, z). Entao

(P*(M))Or = (¢*(m,M + N))O,
= (¢"(my)* (M) + ¢*(N))O
= (p*(my)p* (M) + ¢*(N))Ox, poisﬁzﬂ
= (mp*(M))O1 + (¢*(N))Oy, pois p*(m,) =my

Pelo lema de Nakayama temos (¢*(M))O; = (¢*(N))Oy, isto ¢ M = N.

(ii) Pela hipotese temos m, M + N = M. |

A seguir demonstraremos uma generalizacao da Regra de Cramer. Antes,

explicaremos alguns conceitos.
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Observacao 1

Considere M um submoddulo de OPXJC gerado pelos elementos h', ... h* onde
W=, . ., hl), entdao a matriz [M] associada ao modulo M sera definida por
hi .- h§
[M] — . .
hll? e h;

Também denotaremos por Ji(M) o ideal gerado pelos menores k x k de [M].
Do ponto de vista algébrico, este ideal corresponde ao (p — k)-ésimo ideal de
Fitting de O% /M, garantindo a independéncia da escolha dos geradores [1,

20.2|. Assim, definimos o posto do submoédulo M como sendo o maior inteiro
k tal que Jx(M) # 0. Por fim, (h, M) denota o submodulo gerado por h e M.
Observacao 2

Dadas as matrizes-colunas = = (2;) e C' = (¢;) e a matriz A = (a;;)kxx, temos o

sistema linear abaixo

a1x - Qi 1 1

Q1 0 Qg Tk Ck

e pela regra de Cramer
det A(xq,...,zx) = (det[C, Ay],. .., det[C, A]),

onde [C, A;] denota a matriz obtida a partir de A pela substituicao da j-ésima

coluna da matriz A pela matriz-coluna C.

Agora enunciamos e demonstramos o seguinte resultado:

Lema 2.1 Sejam h € O%, e M C O, um submddulo. Suponha Jy1((h,M)) =0 e

que nenhum elemento de Ji,(M) € um divisor de zero em Ox . Entao
Je(M) -h C M- Jp((h, M)).
Demonstragao: Sejam A uma submatriz k x k de [M] e hs a k-upla obtida pela

eliminacdo dos elementos de h correspondentes as linhas deletadas de [M] na obtengao

de A.
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O sistema linear A -z = det A - ha, onde hy é vista como matriz-coluna, pela
Regra de Cramer (Observagao 2) tem como solugdo a seguinte k-upla de elementos de

Tr((ha, AO% ;)
q=(x1,...,25) = (det[ha, A1), ..., det[ha, Ax]).

Agora, sejam b = det A e B a submatriz p X k de [M] obtida pela eliminacao
das mesmas colunas de [M] que foram eliminadas na obtencdo de A. Definimos
g = (bh — Bq) e afirmamos que g = 0.

Suponha, por absurdo, que algum g; # 0. Considere g o elemento obtido de g
deletando os mesmos elementos que nos deram hy, porém, mantendo o i-ésimo termo,
e By a submatriz de B obtida pela eliminagao das linhas correspondentes. Assim, por
hipotese

det[g, By] = £g;det A = 0,

mas det A ndao é um divisor de zero, logo g; = 0, o que é absurdo. Portanto, g = 0. E

disto segue o que queriamos mostrar. [ |

Na Proposicdo 2.2 mostraremos uma relacao entre M, fecho de um modulo, e
W, fecho do ideal associado a este modulo. A seguir apresentamos alguns lemas
que resultarao em tal relagao.

Para os lemas a seguir consideraremos M um submoédulo de O% , X irredutivel
e heO%,.

Lema 2.2 Seja ¢; : (C,0) — (X, z) tal que:
1. py(t) estd num aberto de X, set # 0, onde o posto de (h,M) ék e

2. @1 (Je((h, M))) € @1 (Jx(M)).
Entao ¢i(h) € pi(M).

Demonstragao: Como ¢f(Ji(M)) é um ideal principal e pela inclusdo da hipotese
temos @i (Ji((h, M))) = ¢1(Jx(M)) = (s).
Pelo Lema (2.1) temos s - (h o ¢1) € (p5(M))O1 - (©5(Je((h, M))))Os.
Portanto, sendo ¢f(Ji((h, M))) = (s), temos h o p; € (¢5(M))O;. [ |

Para o lema seguinte utilizaremos um resultado, do qual omitiremos a

demonstracao.
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Lema 2.3 Seja (A,m) um anel local. Entao, para M um A-mddulo finito e N C M
um submodulo, temos
(N +m"M) = N.

n>0

Demonstragao: Veja Cap. 3, secao 8 de [9]. [

Lema 2.4 Sejam X suave ¢ ¢ : (C,0) — (X, z) tal que:
1. Im(p) € V(Ji((h, M))) e
2. " (Jr((h, M))) € " (Ju(M)).
Entio ¢*(h) € o*(M).

Demonstragao: Suponha que ¢*(h) ¢ ¢*(M), isto é, o*(M) C ¢*((h, M)). Entao

segue do Lema (2.3) que existe kqy tal que para todo k > kg
" ((h, M))O1 # ¢*(M)O; (mod miOY).

(caso contrario, nao teriamos a inclusao estrita).
Agora, trunque ¢ até o nivel [, com [ > kg e considere ¢; = j'p (mod mi™OP)

satisfazendo as mesmas hipoteses do Lema 2.2. Entao,
(£1(M))Oy (¢*(M))O1 (mod my™'OY);
(@i ((h, M))O1 = (¢*((h, M)))O; (mod mHOF);
pi((h, M)) = ¢i(M).
Logo, (¢*(M))O; = (o*((h, M)))O; (mod m!™OP), o que é uma contradicio.
Portanto, p*(h) € p*(M). |

Antes da proposicao a seguir faremos um breve comentario sobre resolucao suave
de uma variedade. Assim, seja X uma variedade analitica, uma resolucao suave de X
consiste no par ()?, ) tal que X ésuave e 7 : ()A(:, T) — (X, z) é uma aplicac¢do propria
e birracional, isto é, existem u C Xel C X abertos densos tais que 7| : U—Ué
um isomorfismo. No caso analitico, tal resolugdo sempre existe, [7].

Dada ¢ : (C,0) — (X, z) obtemos pelo Critério Valuativo de Aplica¢des Proprias

(Proposi¢ao A.3) o seguinte diagrama comutativo
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(X,7) (2.1)

ey
(C,0) —= (X.x)

Note que ¢ = mo © e, portanto, ©* = ©* o ",

Vamos agora a demonstracdo da proposicao que relaciona M e J,(M).

Proposicao 2.2 Sejam X irredutivel, M um submddulo de O% , e h € O% .. Entdo
h € M se, e somente se, Ju((h, M)) C J(M), onde k é o posto de (h, M).

Demonstragao:

Seja ¢ : (C,0) — (X, z), entdo

(" (Jr((h, M)))O1 = Ji

Pelo critério valuativo do Teorema 1.4 obtemos Ji((h, M)) = Jp(M).

Novamente seja ¢ : (C,0) — (X, z). Entao temos dois casos:

(1.) ¢(t) esta num aberto de X, onde o posto de (h, M) é k, para t # 0;

(2.) Im(p) € V(Ji((h, M))).

O caso (1.) segue do Lema 2.2. O caso (2.) divide-se em duas situagoes. Se
X for suave, o Lema 2.4 garante o resultado. Se X for singular, consideremos uma

resolucio suave (X, m) de X. O diagrama (2.1) é valido e como ¢(t) € V (Ji((h, M)))
temos G(t) € V(m*(Je((h, M) =V (Ju((h, M))).

Além disso, & (Je((h, M) = F (@ (Jel((h, M) = ¢"(J((h, M) C
@" (Je(M)) = & (m* (J(M))) = &" (Ju(M)).
Pelo Lema 2.4 3*(h) € 3*(M). Logo ¢*(h) € ¢*(M). |

Observe que a hipotese de k ser o posto de (h, M) nao foi utilizada na implicagao
[=] Isto é, h € M resultando em Ji((h, M)) C Jy(M) vale para todo k. Isto nos dé

um corolério imediato.
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Corolario 2.1 Sejam X um germe analitico complexo com componentes irredutiveis
(Vi) € M um submddulo de O% .. Entao h € M se, e somente se, Jy,((h,M;)) C
Ji;(M;), onde M; € o submddulo de O, , induzido de M e k; é o posto de (h, M;) em
Vi. Se k; € independente de i, entdo h € M se, e somente se, Jy, ((h, M)) C Jy,(M).

Agora estamos prontos para desenvolvermos caracterizagoes para fecho integral

de modulos andlogas ao Teorema 1.4.

Teorema 2.1 Sejam M um submddulo de O% , e h € O% . Entio h € M se, e

somente se, em cada componente V;,x de X,z existe um ideal I C Oy, ,, I # 0, tal que
I-hCI-M emOf,ix.

Demonstracido: Note que h € M < h € M;, onde M; é o submédulo em Of,i’z
induzido por M. Assim, podemos assumir que X é irredutivel, ou equivalentemente,
Ox ¢ um dominio.

Pela caracterizagao no Teorema 1.2 existe [ tal que

(D)™ = (T,(1)" - J(M), (2.2)

onde k é o posto de M. Supondo h € M,

(Je(MD)* b = (Jp(M))"- Jp(M) - h
(Je(M))" - (M - Ji((h, M)))
(Je(M))*L . M, pela Proposigio 2.2.

N

N

Na primeira inclusdo aplicamos a Regra de Cramer (Lema 2.1) pois, sendo Ox
um dominio, nenhum elemento de Ji(M) é divisor de zero, e o posto de (h, M) também
é k por h € M e k ser o posto de M.

Claramente (J,(M))+1 #£ 0.

Suponha que exista um ideal I, I # 0, tal que I -h C I - M. Consideremos o
seguinte conjunto S*(h) = {menores kx k de [(h, M)] que envolvem h}, onde k é o posto
de (h,M). Se a € I, entdao aS*(h) = S¥(ah) e S*(ah) C I - Jy(M), pois I - h C I - M.

Como vale para todo a € I, temos que S*(h) C Jy(M), conforme o Teorema 1.4. Os

outros menores k x k que nao envolvem h ja estdo contidos em Ji (M), isto significa

que Jp((h, M)) C Jp(M). Portanto, segue da Proposicio 2.2 que h € M. |




24

Rigorosamente, o teorema acima difere daquele sobre ideais pois o resultado
garante a existéncia de ideais. Abaixo temos um resultado mais proximo daquele,

porém precisamos de uma hipotese sobre o posto de M em cada uma das componentes.

Teorema 2.2 Sejam h € O%

componente de X. Entdo h € M se, e somente se, existe I um submddulo fiel de Ox
tal que I -h C I - M.

Yo € M um submddulo de O% , de posto p ou 0 em cada

Demonstragao:

Seja (g;) o ideal de funces que se anulam nas componentes de X onde o
posto de M; é p. Considere I = (W)IH + (g;), onde [ é tomado como na equagio
(2.2). Como o posto de M; é p e h € M; o posto de (h, M;) também & p. Entdo
Jp(M)-h C M - Jy((h, M)), pois podemos aplicar a Regra de Cramer sem precisar de
hipoteses sobre divisores de zero.

Pelo fato de h ser um elemento do fecho integral de M, segue que as fungoes
componentes de h anulam-se naquelas componentes de X onde o posto de M; é zero.

Entao

I-h= (00 ht () -h = (GOD) - (M) -h

C (S(M))"- M- Jp((h, M))
C (H(M) - M
C I-M

Seja g € Ox., tal que gI = 0. Por um lado, g - (J,(M))"*"' = 0 resulta em g ser
zero em todas as componentes de X onde o posto de M; é p. Por outro lado, g-(g;) =0
resulta em g ser zero naquelas componentes onde o posto é zero. Logo, g=0em X, e
segue que [ é fiel.

Basta utilizar o mesmo argumento que no teorema anterior, afinal temos a

mesma inclusao. |

A seguir apresentamos a tltima caracterizacao de fecho integral, neste caso, uma
condicao de crescimento. E esta caracterizacao que utilizaremos na demonstracao do
teorema principal do proximo capitulo.

I'(Hom(CP?,C)) denotara segoes do fibrado vetorial Hom(C?, C).
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Teorema 2.3 Sejam h € O%, e M um submddulo de O% ,. Entio h € M se, e

somente se, para cada conjunto de geradores {s;} de M existe uma vizinhan¢a U de x

33

e uma constante C' > 0 tais que para toda ¢ € I'(Hom(CP, C)) temos
le(2)(h(2)[l < Csup[l(2)(si(2)ll, VzelU

Demonstracao: Podemos assumir que X é irredutivel e que o posto de M é k.
Além disso, um conjunto de geradores {s;} de M nos da um conjunto de geradores {S;}
de Ji(M). Por fim, escolhemos uma vizinhanga U de x tal que ||g(2)|| < C-sup; [|Si(2)]],
C > 0, para todo z € U se, e somente se, g € J,(M).

Suponha h € M. Entdo o posto de (h, M) também é k. Para ||S(2)| =
sup; ||Si(2)]| temos Sh = 7, s;a;, com a; € Jy,((h, M)) C J(M). Lembrando que X é
irredutivel & Ox, é um dominio, logo podemos aplicar o Lema 2.1,

Inicialmente, consideremos z € U — V(Ji(M)) e ¢ € I'(Hom(C?,C)). Logo

z

H@@XM@N|::H§: é
(

§¢ >w
a2
< ¥ RGO < N st

onde N é o ntimero de geradores de M.

Como todas as funcoes sao continuas em U e esta desigualdade é valida num
aberto denso de U, entao é valida em todo o aberto U.

Fixe S uma submatriz de ordem k x (k — 1) de M (digamos que i =
i1,...,1r denote as linhas escolhidas). Dado w = (wy,...,w,) € CP denotamos
por w; = (w;,...,w;) € CF Dada f = (fi,...,[f,) € 0%, denotamos por
fii=(fis-- 0 fi) € Ok,

Agora definimos g € I'(Hom(C?, C)) do seguinte modo: dado z € X,z

ps(z): C» — C
w +—  det(wi, S(2)),
onde (wj, S(z)) denota a matriz k X k cuja primeira coluna é o vetor w; e o resto é a

matriz S aplicada no vetor z.

Note que pg(2) é linear, para todo z € X, x, e que

vs(2)(h(z)) = det(hi(2),5(z)) é um tipico elemento de Ji((h, M))(2)
e ws(2)(s(z)) = det(si(z),S(z)), onde s & um gerador de M.
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Pela desigualdade da hipotese aplicada a ¢g € I'(Hom(CP, C)) obtemos

les(2)(h(2))]| < C- Sup los(2)(s(2))]l
e entao
| det(hi(2), S(2))|| = || det(hi, S)(2)[| < C- sup [[det(si, S)(2)[| = || det(si(z), S(2))][-

SE1S;

Como det(hs, S) e det(s;, S) sao tipicos elementos de Jx((h,M)) e Jx(M),

respectivamente, segue do Teorema 1.4 que Ji((h,M)) C Jg(M). Portanto, pelo
Teorema 2.2, h € M. [ |

O seguinte teorema para modulos é o analogo ao caso de ideais (Teorema 1.4), o

qual segue da definicao 2.1 e dos Teoremas 2.1 e 2.3.

Teorema 2.4 Sejam X,x um germe analitico complexo, M um submddulo de O%x e

h € O% . Entdo sio equivalentes as afirmagoes:

1. he M

2. (Condigao de crescimento) Para cada conjunto de geradores {s;} de M eziste uma
vizinhanca U de x e uma constante C' > 0 tais que para toda ¢ € I'(Hom(C?, C))

temos

le(2)(h()] < Csup[le(2)(si(2))[l, ¥V zeUd
3. (Critério Valuativo) Para toda ¢ : (C,0) — (X, z), temos ho @ em (p*(M))O;.

4. Em cada componente V;,x de X,z existe um ideal I C Oy, ,, I # 0, tal que
I-hCI-M em@z‘}i,m.

O resultado a seguir mostra que a relacao entre M e J,(M) da origem a um feixe
coerente. Para isto, usaremos uma descricio de M em termos do blowing-up.
Este resultado nao serd utilizado no decorrer da dissertacao, portanto, apenas

faremos um esboco da demonstracao destacando os pontos principais.

Proposicao 2.3 Seja M um feize coerente de submddulos de O%. Entao existe um

tinico feive coerente M em X tal que para cada x € X, temos (M), = M, em Oﬁ}m
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Demonstracao: Primeiro suponhamos que M tem posto & em cada componente.
Consideremos N B, (1)(X) a normalizacao do blowing-up de X ao longo de Ji(M),
com projecao 7. Pela demonstracao do Teorema 1.4, equivaléncia 1. < 2. temos que

Ji((h, M)) C Ji(M) se, e somente se, 7 (Ji((h, M))) @ Onpx) = 7*(Jx(M)) @ Onp(x)-
Consideremos, também, o feixe em NB(X) gerado por 7*(M).

o ((mu(m*(M) ® Onp(x))) NO% ,)e = M,

Se h € M,, entao m*(Ji.((h, M))) ® Onpx) = 7 (J(M)) ® Ong = Jx(7* (M) @
Ong). Como Ji1(7*(M)® Ong) = 7 (Jp1(M) @ Ong) = 0, em NB(X), segue
do Lema 2.1 que how € (M) ® Onp. Isto significa que em cada ponto de
V(r*(Jp(M)) ® Ong), ™ (Jx(M)) @ Onp € principal, entdo podemos dividir.

Se hom € (M) ® Onp, entao

™ (Ji((h, M))) © Onp = Ji(7*((h, M)) @ Onp) = Ji(m"(M)Onp).

E disto resulta que o posto de (h, M) também ¢é k e Ji((h,M)) C Jp(M). Por
fim, a igualdade desejada segue do Corolario 2.1. Este feixe é coerente pelo fato

de 7 ser uma aplicagao propria.

Para o caso geral, denote por V; a uniao das componentes de X nas quais o posto
é1i.Sei >0, em V;, pela construcdo acima temos um feixe coerente M, C (’)"'/i onde
MW = M_m Neste caso, M;, ¢ o submodulo de Of/i induzido de M,. Caso 7 = 0,
definimos M, = 0.

Sejam ﬁ o ntcleo do morfismo de feixes O% — O&/ﬁj e M = ﬂﬁ, entao

he (M), < h € M,,, para todo i < h € M,. [ |

Finalizamos este capitulo com uma observacao ttil para o préximo capitulo,

baseada na demonstragao acima.

Observacao 3

Suponha que o posto de M; seja k em cada componente V; de X. Segue da
descricdo de M acima que se h € M,, entdo existe uma vizinhanca U de
x e um representante h de h tal que numa vizinhan¢a de cada z € (U —

V(Ju(M))) — SingX, h(2) = Y, ai.()s:(2) e |Jai.(3)] < C, C dependendo
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apenas de U e dos geradores s;. Isto se deve ao fato de 7 ser uma equivaléncia
sobre (U — V(Ji(M))) — SingX, e U poder ser escolhido de forma que estas

desigualdades sejam satisfeitas em 7 (U).



Capitulo 3

Condicoes de Whitney

Uma vez desenvolvida a teoria de fecho integral de modulos podemos relaciona-
la com a noc¢do de equisingularidade de Whitney. A importancia do teorema deste
capitulo estd em estabelecer uma relagao entre o conceito algébrico de fecho integral
de modulos e o conceito analitico de equisingularidade via condi¢oes de Whitney.

Antes de demonstrarmos este teorema apresentamos algumas defini¢oes

relacionadas a equisingularidade e provamos um lema.

Definigcao 3.1 Sejam A e B subespacos vetoriais de C", definimos o distdncia entre

A e B do sequinte modo:

dist(A, B) = sup |(u,v)|
weBL—{0} Jullflv]l
veA—{0}

Observe que nem sempre dist(A, B) = dist(B, A). Também, se C' C B, entao
B+ C C*, logo dist(A, B) < dist(4, C), entretanto dist(C, A) < dist(B, A).
Segue diretamente da desigualdade de Schwarz que dist(A, B) < 1.

Definicao 3.2 Sejam X C CV um espaco analitico complero de dimensdo pura d e
Y C X um fechado préprio nao-singular. Denotemos por X = X — SingX a parte
nao-singular de X. Dizemos que o par (X°,Y) satifaz as condicées (a) e (b) de
Whitney em 0O se:

(a) para toda seqiiéncia de pontos r; € X° convergindo para 0 € Y e tal que
as diregoes dos espagos tangentes Ty, X" convergem para um d-plano T, temos
Y CT.
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(b) dadas as seqiiéncias de pontos v; € X° ey; € Y, com x; — 0 e y; — 0, tais que
T,, X% converge para um d-plano T e a dire¢io da secante y;z; C CN converge

para uma reta l, temos | C T,

Definigao 3.3 Dizemos que o par (X°,Y) satifaz a condi¢cdo w em 0 se existe uma

constante C' > 0 e uma vizinhangca U de 0 tal que:

dist(TyY, T, X ) < Cdist(x,Y), para todo v € U N X°.

No contexto analitico complexo Verdier em [15] e Teissier em [13] provaram a
equivaléncia entre a condi¢cdo w em 0 e as condi¢oes (a) e (b) de Whitney em 0.

O seguinte lema nos sera util na demonstracao do teorema principal.

Lema 3.1 Sejam (Ox ., my) o anel local da variedade analitica compleza irredutivel
X,z e N C M submddulos de O% . Entdo

1. posto(m,M) = posto(M);

2. Se N = M, entdo posto(N) = posto(M).
Demonstragao:

1. Suponha que posto(M) = k. Como m,M C M, temos posto(m,M) < k. Por
outro lado, note que Ji,(m,M) = mkJ.(M). Como X,z é irredutivel (Ox, é um

dominio) temos que posto(m,M) > k. Portanto, posto(m,M) = k.

2. Por um lado, posto(N) < posto(M) = k. Como N C M, entdo M = N +
(hi,...,hs), assim podemos supor sem perda de generalidade que M = N + (h).
Disto segue que h € M = N. Assim J,(M) = Jp((h, N)) C Jp(N). A inclusio

segue da Proposi¢ao 2.2. Por fim, se posto(/V) < k, obtemos Jx(M) =0, o que é
absurdo. Portanto, posto(N) = k. |

Agora podemos demonstrar nosso principal resultado. Primeiro fixemos notacdes.
Seja I : (C' x CV,0) — (CP,0) cujas coordenadas sao escolhidas de modo que
C'x{0} =Y e F defina X (de dimensao pura d) com estrutura reduzida (X = F~1(0)).

Seja my = (z1,...,2y) o ideal que define Y em C! x CV.
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Teorema 3.1 Suponham wvdlidas as condigoes acima, entio (X°,Y) satisfaz as

condicoes de Whitney em 0 se, e somente se, € (mYJzF)O’;(O para todo vetor

5 s
tangente 55 ¢ C' x {0}.

Demonstracao:
Suponhamos que (X° C' x {0}) satifaz a condigao w em 0.

Seja 7 : C! x CN — C! a projecao sobre C!. Pela hipotese, existe uma vizinhanca

U da origem tal que para todo z € Y N X°

dist(C* x {0}),7.X) < Cdist(z,C") < 1. (3.1)

A principio, essa vizinhanca nao garante a tltima desigualdade, porém podemos
redefinir U por V = {z € U | dist(z,C") < £}, mas neste caso manteremos a mesma
notacao.

Considere 7|7, x : T.X — Ty, C! = C, logo ker(w|r, x) = {0} x CN¥ NT,X. Note

que
7|7 x € submersao < dim(C! x {0} N (T.X)1) =0
e sup (. v)] 1< (T.X)"nC' # {0}.
UG(TZX>JE*}{O} [[ul[[[v]]
veCt—{0

Segue destas observagoes e da desigualdade em (3.1) que 7|7, x é submersao e,

portanto, 771(0) N T, X ¢ subespago linear de codimensao t.
0

Denote por V. o vetor em T.X ortogonal a 7~ (0) N T, X que se projeta em z>-.

Sejam [, e [; as retas determinadas por V, e %, respectivamente. Assim

dimctchlj':t+N—1 e
It =(@"Y0)NT.X)® (T.X)* & (o resto da base de C?).

lembrando que C! ~ (771(0) N T, X)*.

Entao novamente pela desigualdade (3.1)
dist(l;, 1) = dist(l;, T. X)) < dist(C", T, X) < Cdist(z, C"),

(a igualdade ocorre porque s precisamos considerar os vetores u € [ tais que
u € (T,X)4).
Uma outra base de vetores ortogonais a [, é {w;}, formada do seguinte modo:

considere V, = (0,...,1,...,0,0411,...,vtsn), com 1 na i-ésima coordenada. Entao w;
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serd o vetor obtido pela substitui¢ao de 1 por —v;, v; por 1 e as outras entradas zero.

Entao das desigualdades acima temos
dist(l;, 1) < sup [Jvg]| < Cdist(2,C"), zelUnN X0

Como V., ¢ um vetor tangente, DF(z) - V. = 0 o que resulta em
OF oF
e l?) = L )

Seja gp( ) € Hom(Cp,C), entao

oo (@) = [ a0)]

< CNdist(z,C' Jsup| (= )(gij( )>H

oo

o
) e myJ F.

Provaremos que (X% Y) = (X% C' x {0}) satifaz a condigao w em 0.
Como my J,F C J,FF C JF e dimX = d temos

= (CN sup
2

Portanto, segue do Teorema 2.3 que

posto(my J,F') < posto(J,F') < posto(JF)=t+ N —d

e %—FemszFgJZF:JzF:J_F
S

Segue do Lema 3.1 que posto(myJ,F) =t + N — d em cada componente de X.

Também

Sing(X) = V(Jyun—a(JF)) CV(Jixn_a(my J.F)),

pOiS myJ,FFCJF = Jt+N_d(mszF) - JH_N_d(JF).
Recordando a observacao feita no final do capitulo anterior, existe uma vizinhanga

U de 0 tal que numa vizinhanga de cada z € (U — V(Jipy_a(my J.F))) temos
ask N) Z )z N)Zga (2) e llaf; .l < Cy, O independente de z.

Considere o campo de vetores tangentes a T, X dado por

0 )
‘/zk—a_Sk_ZCLZJZ Z]az

2V}
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e denotamos por S, o espago de dimensao ¢ gerado por (V, ). O conjunto de vetores

ortogonais a S, é gerado por {8
Zj

+ E ar j ZEj—a , que sao N vetores linearmente
W Sk
k.j

independentes. Observe que

2

k=
E Q; ;%5

J

k
sup < sup 2
N . _ 0 0 3
E a; — ar. =,
0z; L1279 Ag ||| Ospe 1+ Z @i j2%j
kg \ j
2
—k =
sup a; ;. %
_ J
= 2
1+su E at. z
p ,],% J
\ ;
_k —
< SupHZjai,j,zzj :
Assim,

dist(C' x {0}, S.) < C"sup [|Z,]| < C'dist(2,C"),
J

onde C' = N sup,, Cj.
Portanto,

dist(C" x {0}, T, X) < C'dist(z, C").



Apéndice A
Feixes e Esquemas

O objetivo deste apéndice é de apenas resumir os conceitos e resultados utilizados
nos capitulos anteriores. Por isso apenas enunciaremos as proposicoes e teoremas sem

demonstragoes. A principal referéncia é [5].

A.1 Feixes

Comecamos com as definicoes de pré-feixes e feixes, essenciais para a teoria de

esquemas.

Definicao A.1 Seja X um espaco topologico. Um pré-feixe F de anéis em X

consiste dos objetos:

e para todo aberto U C X, temos um anel F(U) e

e para toda inclusao V. C U de abertos de X, temos um morfismo de anéis
puv : F(U) — F(V),

satisfazendo as condicoes:

2. puu € a aplicacao identidade de F(U) — F(U);

3. se W CV CU sao trés abertos, entao puyw = pvw © puv-
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Se F & um pré-feixe em X, nos referimos a F(U) como as segées do pré-feixe
F sobre o aberto U, e algumas vezes usaremos a notagao ['(U, F) para denotar o anel
F(U). Chamaremos as aplicagbes pyy de restrigoes e algumas vezes escreveremos sy

no lugar de pyy(s), para s € F(U).
Definicao A.2 Um pré-feixe F num espaco topologico X é um feixe se:

1. para todo aberto U, {V;} cobertura aberta de U e s € F(U) tal que s|y, = 0 para

todo i, entao s = 0;

2. para todo aberto U, {V;} cobertura aberta de U e s; € F(V;), para cada i, tais que

para cada v, 7, vale a igualdade s; vinv;, entao existe um unico elemento

Vv, = 8;
s € F(U) tal que s|y, = s; para cada i. (a unicidade vem da condigao (1.)).

Definicao A.3 Se F ¢ um pré-feize em X e p é um ponto de X, definimos o stalk
F, de F em p sendo o limite direto dos anéis F(U) para todos os abertos U contendo

p, por meio das restrigoes p.

Convém fazermos uma observacao importante sobre esta tltima definicao. Um
elemento de F, é representado pelo par (U, s), onde U é uma vizinhan¢a de p e s é um
elemento de F(U). Portanto, dois pares (U, s) e (V,t) definem o mesmo elemento de
F, se, e somente se, existe uma vizinhanga aberta W de p, com W C U NV, tal que
s|lw = tlw. Deste modo, podemos falar dos elementos de F,, como germes de secoes de
F no ponto p. No caso de uma variedade X e seu feixe de fungoes holomorfas Oy, o

stalk O, no ponto p é exatamente o anel local de p em X, denotado por Ox,,.

Definicao A.4 Se F e G sao pré-feizes em X. Um morfismo de pré-feixes ¢ :
F — G consiste em uma familia de morfismos de anéis o(U) : F(U) — G(U) para

cada aberto U, tais que para qualquer V- C U o diagrama

e(U)

F(U) g(U)
FOv)— - gv)

comuta. Se F e G sao feires em X, usamos a mesma definicao para um morfismo de

feirxes. Um isomorfismo é um morfismo com inversa a direita e a esquerda.

Abaixo o nosso primeiro resultado.
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Proposicao A.1 Seja ¢ : F — G um morfismo de feixes em um espaco topoldgico X.
Entao ¢ € um isomorfismo se, e somente se, a aplicacao induzida p, : F, — G, € um

1somorfismo para todo p € X.

A proposicao seguinte nos da a definicao de feixe associado a um pré-feixe.

Proposicao A.2 Dado um pré-feize F, existe um feize F+ e um morfismo 0 : F —
Ft, com a propriedade de que para qualquer feize G e qualquer morfismo ¢ : F — G,
existe um unico morfismo ¢ : F* — G tal que ¢ = 1p o 6. F* é chamado de feize

assoctado ao pré-feize F.

Finalizamos esta se¢ao com a seguinte definicao.

Definicao A.5 Seja f: X — Y uma aplicagao continua entre espacos topologicos.
Para qualquer feize F em X, definimos o feixe de imagem direta f.JF em Y
por

(fF)V) = F(f7H(V))
para qualquer aberto V C Y.
Para qualquer feize G em Y, definimos o feixe de imagem inversa f~'G em
X como sendo o feize associado ao pré-feive U — limyspwyG(V), onde U é um aberto

em X e o limite é tomado sobre todos os abertos V de Y contendo f(U).

A.2 Esquemas afins e arbitrarios

Sabemos que dado um anel A temos um espaco topologico SpecA. Agora iremos
definir o sprectrum de A. Antes, definiremos o feixe de anéis O em SpecA.

Para um aberto U C SpecA, definimos O(U) como o conjunto de fungoes
s:U—1]]

pely A, tal que s(p) € Ay, para cada p, e tal que s é localmente o quociente

de elementos de A.

Definicao A.6 O spectrum de A € o par (SpecA, O),

Um espago anelado é um par (X, Ox) consistindo do espago topologico X e do
feixe de anéis Ox em X. Um morfismo de espagos anelados de (X, Ox) em (Y, Oy)
¢ um par (f, f*), onde f : X — Y & uma aplicacdo continua e f*: Oy — f.Ox é um
morfismo de feixes de anéis em Y. O espago anelado (X, Oyx) é dito espago anelado
localmente se para cada ponto p € X, o stalk Ox, é um anel local. Um morfismo

de espagos anelados localmente ¢ um morfismo de espacos anelados (f, f) tais que
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para cada ponto p € X, a aplicacao induzida de anéis locais flg : Oy ) — Oxp € um
homomorfismo local de anéis locais.

Agora podemos definir esquemas.

Definigao A.7 Um esquema afim é um espaco anelado (X, Ox) isomorfo (como
espago anelado localmente) ao spectrum de algum anel. Um esquema é um espago
anelado localmente (X,Ox) no qual todo ponto tem uma vizinhanca U tal que o
espaco topoldgico U, juntamente com o feize restrito Ox|y, € um esquema afim. Um
morfismo de esquemas é um morfismo de espagos anelados localmente. Dizemos
que um esquema (X, Ox) € reduzido se para todo aberto U de X o anel Ox(U) nao

possui elementos nilpotentes.

Denotaremos apenas por X o esquema (X, Ox).
Definiremos morfismo proprio e enunciaremos um importante resultado: o

Critério Valuativo de Propriedade.

Definicao A.8 Um morfismo f : X — Y ¢é proprio se é separado, de tipo finito e

universalmente fechado.

Proposicao A.3 Seja f : X — Y um morfismo de esquemas de tipo finito, onde
X € noetheriano. FEntdao [ € propria se, e somente se, as condigoes sequintes $aGo
validas. Para qualquer corpo K e qualquer anel de valoracao R com corpo quociente
K, denotemos por i : SpecK — SpecR o morfismo induzido pela inclusao R C K.
Dados um morfismo de SpecR em Y e um morfismo de SpecK em X que formam um

diagrama comutativo

SpecK =X
T
SpeCR/ Y,

entao existe um unico morfismo de SpecR em X fazendo todo o diagrama comutar.

Observacao A.1 X ¢ noetheriano se pode ser coberto por um numero finito de abertos

afins SpecA;, onde cada A; € um anel noetheriano.

Finalizamos esta se¢ao com a definicao:

Definicao A.9 Um esquema é nmormal se todos os seus anéis locais sao dominios

integralmente fechados.

Observagao A.2 Seja X um esquema integral (isto é, reduzido e irredutivel). Para
cada aberto afim U = SpecA de X, seja A o fecho integral de A no seu corpo de
fracdes, e seja U = SpecA. E possivel provar que os esquemas U podem ser grudados
para obtermos um esquema integral normal X, chamado de normalizacao de X. Além

disso, se X ¢é de tipo finito
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A.3 Feixe de Mo6dulos

Definigao A.10 Seja (X,Ox) um espaco anelado. Um feize de Ox-mddulos é um
feize F em X tal que, para cada aberto U C X, F(U) é um Ox(U)-mddulo, e para cada
inclusio de abertos V- C U o homomorfismo restrito F(U) — F (V) € compativel com
a estrutura de mddulo via o homomorfismo de anéis Ox(U) — Ox (V). Um morfismo
de feixes de modulos F — G é um morfismo de feizes tal que, para cada aberto
U C X, a aplicagio F(U) — G(U) € um homomorfismo de Ox(U)-mddulos.

Sejam A um anel e M um A-moédulo. Definimos o feixe associado a M sobre
SpecA, denotado por M, como segue. Para um aberto U C SpecA, definimos O(U)
como o conjunto de fungdes s : U — [] oy M, tal que s(p) € M, para cada p, e tal
que s é localmente o quociente de elementos de M por elementos de A.

Definicao A.11 Um feixe de Ox-mddulos F é quasi-coerente se X pode ser coberto
por abertos afins U; = SpecA; tais que para cada i existe um A;-mddulo M; com

Flu, ~ ]\Z Se cada M; pode ser tomado como um A;-mddulo finitamente gerado,

dizemos que F € coerente.

Definicao A.12 Um feixe de ideais em X é um feize de modulos I que é um subfeixe
de Ox, isto €, para cada aberto U, Z(U) é um ideal em Ox(U).

Seja f : (X, O0x) — (Y, Oy) um morfismo de espacos anelados. Se F é um feixe de
Ox-modulos, entdo f,F éum feixe de f,Ox-modulos. O morfismo f*: Oy — f,.Ox da
a f.JF uma estrutura natural de feixe de Oy-moédulos, é o que chamamos de imagem
direta de F pelo morfismo f.

Seja G um feixe de Oy-modulos. Entdo f~'G é um feixe de f~'Oy-modulos.
Temos o morfismo f~1O0y — Ox de feixes de anéis em X. Definimos f*G pelo produto
tensorial f~1G ®s-10, Ox. Portanto f*G é um feixe de Ox-modulos e o chamamos de
imagem inversa de G pelo morfismo f.

Por fim, sejam f : X — Y um morfismo de esquemas e Z C Oy um feixe de
ideais em Y. Considere f como uma aplicacao continua entre espacos topologicos e seja
f71T o feixe de imagem inversa, como na Definicao A.5. Entao f~!'Z é um feixe de
ideais no feixe de anéis f~1Oy sobre o espaco topologico X. Existe um homomorfismo
natural f~'Oy — Ox de feixes de anéis em X.

Definicao A.13 O feixe de ideais de imagem inversa € o feize de ideais em Ox

gerado pela imagem de f~1I, denotado por f~'I - Ox ou simplesmente por I - Ox.
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Observacao A.3 Considerando I como um feize de Oy -mddulos, nem sempre f*1 €

igual a f~'7 - Ox.

Finalizamos com o seguinte resultado:

Proposicao A.4 Sejam X um esquema noetheriano, I um feixe coerente de ideais em
X em: X' — X o blowing-up de X ao longo de . Entao o feixe de ideais de imagem

inversa ' = 7Y - Oxr € um feize inversivel em X'.
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