UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARA
INSTITUTO DE CIENCIAS EXATAS E NATURAIS
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM FiSICA

Fenomeno de Interferéncia na Densidade de Energia
em Cavidades com Duas Fronteiras Oscilantes

Wagner Pinheiro Pires

Belém-Para

2009



Livros Gratis

http://www.livrosgratis.com.br

Milhares de livros gratis para download.



Fenomeno de Interferéncia na Densidade de Energia
em Cavidades com Duas Fronteiras Oscilantes

Wagner Pinheiro Pires

Dissertacao de Mestrado apresentada ao Programa de Pos-
Graduacao em Fisica da Universidade Federal do Para
(PPGF-UFPA) como parte dos requisitos necesséarios para
obtengao do titulo de Mestre em Ciéncias (Fisica).

Orientador: Prof. Dr. Danilo Teixeira Alves

Banca Examinadora

Prof. Dr. Danilo Teixeira Alves - UFPA (Orientador)

Prof. Dr. Carlos Farina de Souza - UFRJ (Membro Externo)

Prof. Dr. Paulo Américo Maia Neto - UFRJ (Membro Externo)

Belém-Para

2009



Resumo

Fenomeno de Interferéncia na Densidade de Energia
em Cavidades com Duas Fronteiras Oscilantes

Wagner Pinheiro Pires

Orientador: Prof. Dr. Danilo Teixeira Alves

O primeiro objetivo do presente trabalho é calcular a for¢a quantica exata que atua
sobre as fronteiras de uma cavidade, bem como o comportamento exato da densidade
de energia numa cavidade nao estatica, onde ambas as fronteiras executam movimentos
prescritos arbitrarios. O modelo considerado é o do campo escalar nao massivo em 1 + 1
dimensoes, sendo que o campo obedece a condicao de Dirichlet em cada uma das fronteiras.
Considerando o vacuo como estado inicial do campo, nés mostramos que a densidade de
energia em um dado ponto do espaco-tempo pode ser obtida através do tracado de uma
sequéncia de linhas nulas, conectando o valor da densidade de energia nesse ponto a um
certo valor conhecido da densidade de energia em um ponto das “zonas estaticas”. O se-
gundo objetivo é mostrar que para movimentos especificos das fronteiras, particularmente
para os quais ambas voltam as suas posicoes iniciais em instantes multiplos do compri-
mento inicial da cavidade, o método exato por nds obtido permite encontrar solucoes
analiticas escritas como uma expansao em série na variavel que controla as amplitudes
de movimento das fronteiras. Os resultados analiticos por nds obtidos sao aplicaveis a
uma vasta classe de movimentos, a qual inclui a grande maioria dos casos ressonantes
estudados na literatura. O terceiro objetivo do presente trabalho é investigar, através dos
métodos de calculos desenvolvidos aqui, o fenomeno da interferéncia na energie e na den-
sidade de energia em cavidades com duas fronteiras moéveis, obtendo férmulas genéricas

para os termos de interferéncia respectivos.
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Abstract

Fenomeno de Interferéncia na Densidade de Energia
em Cavidades com Duas Fronteiras Oscilantes

Wagner Pinheiro Pires

Orientador: Prof. Dr. Danilo Teixeira Alves

We consider a real massless scalar field inside a cavity with two moving mirrors in a
two-dimensional spacetime, satisfying Dirichlet boundary condition at the instantaneous
position of the boundaries, for arbitrary and relativistic laws of motion. Considering
vacuum as the initial field state, we show that the exact value of the the energy density
in the cavity can be obtained by tracing back a sequence of null lines, connecting the
value of the energy density at the given spacetime point to a certain known value of
the energy density at a point in the region where the initial field modes are not affected
by the boundaries motion. We obtain formulas for the energy density of the field and
the quantum force acting on the boundaries. We also show that for a large class of
movements, including resonant cases found in the literature, the exact method proposed
here enable us to find analytical solutions written as series in the parameter that controls
the amplitudes of the movements. Using these analytical solutions, we investigate the

interference phenomena in the energy density and total energy stored in the cavity.

Belém-Pars

2009

1



1l

“Para meus pais:
Adonias e Maria

E meu irmao: Adonias”



v

“Quanto maiores sao as dificuldades a vencer,
maior serd a satisfacdo.”

Marcus Tullius Cicero



Agradecimentos

Gostaria de agradecer:

A Deus.

A minha familia: meus pais, Adonias e Maria e meu irmao, Adonias. Sem eles, eu nada

seria e nada teria conseguido.
A minha mae, Nilma: pela vida. Que Deus a abengoe e acompanhe sempre.
A minhas irmas: Tanya, Tayana e Tayza, e a toda a nossa familia, por tudo.

A Patricia Gabrielly Silva, por todo o amor (e todos os puxoes de orelha), e toda a sua

familia pelo carinho e apoio.

A Danilo Alves (e a sua familia!), Edney Granhen, Hector Okada, Mateus Lima e aos
demais integrantes do Grupo de Casimir - UFPA pelos anos de trabalho e principalmente

amizade e paciéncia.

Aos professores: Silvana Perez, Van Sérgio Alves, Sérgio Vizeu Pinheiro, Joao Felipe
Medeiros e Carlos Farina, pelos intimeros bons exemplos de profissionalismo e dedicacao

a0 ensino e a ciéncia.

A Andreson Rego, Thiago Caramés e Soraya Maciel: meus amigos, meus irméos; por todo

apoio e amizade.

Aos amigos da eterna “salinha do provedor”: Shyrsley Santos, Tamires Ribeiro, Elaine

Palheta, Marcus Danilo Borges e Camila Silveira.
Ao PET - Fisica UFPA, sempre e em todo lugar!

A Barbara Paes e sua familia, assim como ao Grupo de Casimir - UFRJ, pelo apoio
imprescindivel e inesquecivel nos primeiros dias no Rio de Janeiro, sem os quais essa tese

teria tido mais dificuldades do que o (a)normal.

Aos amigos desses caminhos: Eder Cruz e Mariliicia Bezerra (e Lael, bem vindo ao
mundo!), Tayla Ferreira, Luciana Neves, Aline Silva, Bruna Cordeiro e Andreia Pelais.

Me faltam palavras para descrever toda a importancia que vocés tiveram nesse processo.



Sumario

Introducgao

1 Abordagem exata para o calculo da densidade de energia
1.1 Discussoes iniciais sobre a energia na cavidade . . . . . . . .. ... ... ... ..
1.2 Aplicando o método de Cole-Schieve para a cavidade com duas fronteiras méveis
1.3 Processos de Reflex@o . . . . . . . . . . . . ..
1.3.1 Reflex0es para fg . . . . . . e
1.3.2 ReflexOes para fr . . . . . . .. e
1.4 Aplicago . . . . . . . e e

2 Resultados analiticos para densidade de energia
2.1 Reescrita das funcées Ag e Ap . . . . ...

2.2 Reescrita das funcdes Bg € Br . o oo v i i

3 Aplicacao dos métodos ao fen6meno de interferéncia
3.1 Termos de interferéncia para movimentos genéricos . . . . . . . . . ... .. ...
3.2 Aplicacdo . . . . ..
3.2.1 Energia de interferéncia . . . . . . ... oo

3.2.2 Analise Grafica . . . . . . . ...
Consideracoes Finais

Referéncias Bibliograficas

vi

13
13
16
18
18
22
25

28
29
38

44
44
48
52
54

61

64



Introducao

Na década de 70 foram publicados os primeiros trabalhos investigando a radiacao emitida
por fronteiras em movimento no vicuo quantico (ver Refs. [1, 2, 3, 4]). O problema da radiagao
gerada em cavidades nao estaciondrias foi primeiramente investigado por Moore [1], tomando
como modelo o campo escalar sem massa em 1+ 1 dimensoes. Considerando uma das fronteiras
estatica e a outra descrevendo um movimento prescrito, ambas impondo ao campo condigao de
Dirichlet, Moore obteve a solugao exata para o campo na cavidade dada em termos da solucao
de uma equacao funcional conhecida como “equagao de Moore”. Fulling e Davies [2] mostraram
que particulas podem ser geradas por uma unica fronteira nao uniformemente acelerada, en-
fatizando a correlagao deste efeito (considerando o vdcuo como estado inicial do sistema) com
processos de criacao de particulas em modelos cosmoldgicos, e ainda calcularam o valor esper-
ado renormalizado da densidade de energia no interior da cavidade oscilante, escrito em termos
das derivadas da solucao da equacao de Moore. A abordagem ao problema feita por Moore e
Fulling-Davies, embora produza resultados exatos em 1+ 1 dimensoes (inclusive para movimen-
tos relativisticos, nao-oscilatérios e com larga amplitude), possui limitagdes para uso prético.
Uma delas é que estender a abordagem para dimensoes mais altas esbarra no problema de que os
artigos de Moore e Fulling-Davies baseiam-se em transformagao conforme (apliciveis a espaco-
tempos bidimensionais); outra é que poucas solugoes exatas analiticas da equagao de Moore
sao conhecidas. Para a equacgao de Moore, de fato nao existe técnica geral para a obtengao de
solucoes analiticas.

Em 1982, Ford e Vilenkin [5] apresentaram um método para encontrar a solugao perturbativa
para o problema do campo na presenca de fronteiras moveis, supondo a fronteira oscilando em
movimento prescrito, nao-relativistico, com pequena amplitude ao redor de uma posicao fixa.

O ponto chave estd em considerar, a priori, 0 campo como sendo constituido da solugao do
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problema estatico correspondente mais uma perturbacao, sendo essa perturbagao no campo da
mesma ordem da amplitude de oscilagao da fronteira. Nessa aproximacao eles obtiveram para
um campo escalar real sem massa em um espaco-tempo bidimensional que a forca de radiagao
sobre uma fronteira é proporcional a terceira derivada no tempo da posicao da fronteira, sendo
este o limite nao relativistico do resultado obtido na Ref. [2]. Este método tem a vantagem de ser
aplicavel a problemas envolvendo fronteiras que se movem em espagos com dimensoes mais altas.
Ford e Vilenkin o aplicaram para o caso de um campo escalar sem massa, em 3 + 1 dimensoes,
na presenga de uma fronteira plana em movimento [5]. Esse mesmo método foi aplicado por
Maia Neto e colaboradores ao caso do campo eletromagnético na presenga de uma tnica placa
metalica em movimento e de uma cavidade formada por duas placas metdlicas paralelas sendo
uma em movimento [6, 7, 8]. Embora o método utilizado por Ford e Vilenkin seja eficiente e
generalizavel para dimensoes mais altas, no caso do campo em cavidades os resultados perdem
precisao a medida que o tempo de durac¢ao de movimento da fronteira cresce (ver, por exemplo,
discussao na Ref. [9]).

Dodonov e colaboradores [10] utilizaram a solugao da equagao de Moore como sendo uma
perturbagao da solugao do problema estatico correspondente (cuja solucao é conhecida). Con-
sideraram - de modo semelhante ao feito por Ford-Vilenkin - a perturbacao da mesma ordem
da amplitude de oscilagao da fronteira. Da mesma maneira que no método de Ford-Vilenkin,
a solucao perturbativa proposta nesse caso para a solucao da equacao de Moore perde precisao
com o crescimento do tempo de movimento da fronteira. Nas Refs. [11, 12], Dodonov e colabo-
radores divulgam solugoes analiticas para a equacao de Moore valendo para o limite assintético
de tempo longo.

Em paralelo a busca por solugoes analiticas perturbativas para a equacao de Moore, Law
[13] propde, no contexto do campo escalar em 1+1D, um movimento da fronteira basicamente
senoidal com frequéncia ressonante igual ao dobro da menor auto-frequéncia da cavidade, en-
contrando a solugao exata para a equacao de Moore, dado esse movimento especifico. Usando
a solugao obtida para a equacao de Moore na férmula para a densidade de energia na cavidade
obtida por Fulling e Davies [2], Law, entao, verifica o comportamento do valor esperado do
tensor densidade de energia do campo no interior da cavidade oscilante, obtendo que a variagao
espacial e temporal da densidade de energia do campo se da através da propagacao de dois
pacotes de onda que sao refletidos pelas fronteiras, podendo a forca atrativa de Casimir ser

amplificada. SolucOes analiticas e exatas para movimentos particulares da fronteira, ou classes
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de movimento também foram discutidos nas Refs. [13, 14, 15].

Ravazy e Terning [16], e ainda outros autores [17, 18, 19] buscaram abordar o problema do
campo numa cavidade dinamica através da expansao do campo em série com respeito a bases
instantaneas. O campo expandido em série e substituido na equagao de onda, gera um conjunto
infinito de equagoes diferenciais acopladas para os coeficientes da expansao. Essa técnica tem a
vantagem de ser aplicada em 1+ 1 [20] e dimensoes mais altas [21].

Cole e Schieve [9] obtiveram recursivamente uma forma de expressar a solugao exata para
a equacao de Moore, para um movimento arbitrario da fronteira, em termos da solucao ja
conhecida para o problema da cavidade considerada inicialmente estatica. Baseados no mesmo
método recursivo, obtiveram uma relagao de recorréncia para a densidade de energia, com a
qual expressaram a estrutura da solucao exata da densidade de energia da cavidade em termos
de seu valor estético conhecido [22]. O método de Cole-Schieve tem a vantagem de ser simples
e elegante e de permitir atacar problemas fora do alcance dos métodos perturbativos. Por outro
lado é considerado na literatura como um método capaz apenas de prover resultados numéricos.

A investigagdo da forca de reagdo de radiacao, da criagdo de particulas e da densidade de
energia em cavidades em que ambas as fronteiras sao dinamicas comegou a ser divulgada na
literatura na década de 90, e ainda existem relativamente poucos trabalhos publicados sobre o
tema [23, 24, 25, 26]. Ji e colaboradores adaptaram o método de expansao do campo em bases
instantaneas para o problema do campo escalar em 1 + 1 dimensoes em que duas fronteiras
executando movimentos prescritos impoem condicao de Dirichlet ao campo. Eles mostraram
que o nimero de particulas produzidos cresce quadraticamente com o tempo, e que o niimero
de particulas é igual ao numero de particulas que seriam produzidas se apenas a fronteira
da esquerda se movimentasse, mais o nimero de particulas que seria produzido se apenas a
fronteira da direita se movimentasse, mais um termo de interferéncia, que pode ser construtiva
ou destrutiva dependendo das condigoes de movimento das fronteiras. A abordagem de Ji,
entretanto, estava restrita a tempos curtos. Dalvit e Mazzitelli [26] estenderam o trabalho de
Moore [1], escrevendo a solu¢ao do campo na cavidade com duas fronteiras méveis em termos
de duas fungoes que sao solugoes de duas equagoes funcionais acopladas que eles chamaram de
“equacoes de Moore generalizadas”. Usando esta forma de expressar o campo, eles calcularam
a média do tensor energia-momentum e obtiveram a densidade de energia renormalizada que
generaliza para o caso de duas fronteiras a férmula obtida por Fulling-Davies [2]. Para o caso de

movimentos especificos, do tipo oscilagoes ressonantes, Dalvit-Mazzitelli resolveram as equagoes
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generalizadas de Moore usando um procedimento de grupo de renormalizagao, obtendo solugoes
vélidas para pequenas amplitudes de oscilagdo, tanto para tempos curtos quanto para longos.
Ja Li e Li [27] estenderam o método de Cole e Schieve [9], e propuseram solugoes numéricas
baseadas em um método geométrico para a equagao generalizada de Moore definida em [26]
utilizando a aproximagao proposta para o caso da cavidade com uma fronteira oscilante feita
em [9].

Dada esta breve revisao sobre os trabalhos encontrados na literatura, ressaltamos os seguintes

pontos:

1. Até onde sabemos nao hé na literatura qualquer trabalho que calcule a forga de reacao de
radiacao exata sobre fronteiras que compoem cavidades com duas fronteiras moveis, nem

que analise a solugao exata para a densidade de energia na cavidade.

2. Os trabalhos na literatura, quando fazem referéncia ao método desenvolvido por Cole e
Schieve [9, 22] consideram este método como sendo apenas capaz de produzir resulta-
dos numéricos. Até onde sabemos, ndo hé na literatura trabalhos que tenham usado a

abordagem de Cole-Schieve para produzir resultados analiticos.

3. Existem poucos trabalhos na literatura sobre o fenémeno de interferéncia em cavidades
com duas fronteiras moveis (ver Refs. [23, 24, 25, 26]). Os formalismos usados nos
trabalhos existentes sao validos para movimentos oscilatérios de pequenas amplitudes e

desenvolvidos em torno de movimentos especificos.

O presente trabalho tem trés objetivos. O primeiro deles é calcular (até onde sabemos pela
primeira vez na literatura) a forca de reagao de radiagdo exata sobre as fronteiras, bem como
o comportamento exato da densidade de energia numa cavidade nao estatica, onde ambas as
fronteiras executam movimentos prescritos arbitrarios, sujeitos apenas & tipica restricao de que
as fronteiras encontram-se estéticas (cavidade de comprimento Lj) até um certo instante - comu-
mente escolhido ¢t = 0 - a partir do qual elas comegam a movimentar-se. O modelo considerado
¢é 0 do campo escalar nao massivo em 1+ 1 dimensoes, sendo que o campo obedece a condicao de
Dirichlet em cada uma das fronteiras da cavidade. Considerando o vacuo como estado inicial do
campo, nés mostramos que a densidade de energia em um dado ponto do espaco-tempo pode ser
obtida através do tracado de uma sequéncia de linhas nulas, conectando o valor da densidade
de energia em um dado ponto do espaco-tempo a um certo valor conhecido da densidade de

3

energia em um ponto das “zonas estaticas”. As zonas estaticas sdo regioes do espaco-tempo nas

10
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quais os modos do campo, que se propagam sobre linhas nulas contidas nessas regioes, ainda nao
foram afetados pela perturbacao causada pelos movimentos das fronteiras. Deduzimos, entao,
uma férmula que permite obter exatamente a densidade de energia na cavidade. Para movimen-
tos genéricos das fronteiras, a formula por nds obtida permite encontrar resultados numeéricos,
ressaltando que ela é aplicavel inclusive a movimentos de amplitude grande os quais usualmente
estao fora de alcance dos métodos perturbativos encontrados na literatura.

O segundo objetivo do presente trabalho é mostrar que para movimentos especificos das
fronteiras, particularmente para os quais ambas voltam as suas posi¢Oes iniciais em instantes
multiplos de Ly (ao longo do trabalho consideramos i = ¢ = 1), o método exato obtido no
contexto do primeiro objetivo do presente trabalho permite encontrar solugoes analiticas escritas
como uma expansao em série no parametro €, a qual - como serd visto mais adiante - controla as
amplitudes de movimento das fronteiras. Os resultados analiticos por nés obtidos sao aplicaveis
a uma vasta classe de movimentos, a qual inclui a grande maioria dos casos ressonantes estudados
na literatura. Em comparacao com as solucoes analiticas encontradas nos artigos, as vantagens

do método analitico aqui desenvolvido para a o calculo da densidade de energia sao as seguintes:

e Os métodos aproximados usualmente encontrados na literatura, requerem como parte
de seus procedimentos de célculo que € seja muito pequeno (¢ < 1), sendo que nestes
casos somente a correcio de ordem €2 para a densidade de energia pode ja ser suficiente
para uma descricao proxima ao resultado exato. Entretanto, para o caso de amplitudes
maiores € < 1, levar em conta termos relacionados com ordens mais altas de € pode vir
a ser necessario. O método aqui apresentado permite obter resultados para amplitudes
maiores, sendo que a densidade de energia pode ser escrita diretamente em qualquer ordem
de expansdo na amplitude de movimento, fornecendo um resultado tao exato quanto se

queira.

e Os calculos analiticos encontrados na literatura usualmente sao desenvolvidos sobre leis
especificas de movimento da fronteira e, em geral, a obtencao de resultados para outras
leis de movimento requerem que sejam refeitos os calculos muitas vezes desde o ponto de
partida. Com o presente método, é possivel obter toda a descricao analitica para uma
forma genérica de lei de movimento. Ou seja, é possivel reobter os resultados para leis de

movimento diferentes sem custos adicionais de célculo.

O terceiro objetivo do presente trabalho é investigar, através dos métodos de calculos de-

11
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senvolvidos no contexto dos objetivos 1 e 2 mencionados acima, o fenémeno da interferéncia na
densidade de energia em cavidades com duas fronteiras moéveis, obtendo férmulas genéricas para
o termo de interferéncia na densidade de energia. Aplicamos nossas expressoes aos movimentos
mencionados na Ref. [24], e obtemos férmulas para a densidade de energia.

O trabalho estd organizado da seguinte forma: no Capitulo 1 calculamos a forga de radiacao
exata sobre as fronteiras, bem como expressamos o comportamento exato da densidade de energia
numa cavidade nao estatica, no modelo do campo escalar nao massivo em 1 + 1 dimensoes,
sendo que o campo obedece a condi¢ao de Dirichlet em cada uma das fronteiras da cavidade.
No Capitulo 2 mostramos que para movimentos para os quais ambas as fronteiras voltam as
suas posigoes iniciais em instantes multiplos de Ly, o método exato (obtido no contexto do
primeiro objetivo do presente trabalho) permite encontrar solugoes analiticas escritas como uma
expansdo em série na varidvel e. Calculamos, entdo, solucoes analiticas até ordem €2 para a
forca de radiagao e para a densidade de energia. No capitulo 3 investigamos e obtemos formas
analiticas para o fenomeno da interferéncia na densidade de energia em cavidades com duas
fronteiras méveis. Aplicamos nossas férmulas aos movimentos mencionados na Ref. [24], e

relacionamos nossos resultados com os encontrados nessa referéncia.

12



Capitulo 1

Abordagem exata para o calculo da

densidade de energia

1.1 Discussoes iniciais sobre a energia na cavidade

Consideremos o campo escalar real, ndo massivo, em um espago-tempo bidimensional, con-

finado numa cavidade inicialmente estatica (para ¢ < 0) e tendo o vacuo como estado inicial,

mas que para t > 0 pode ter ambas as fronteiras, a da esquerda e a da direita, movendo-se de

acordo com as leis de movimento x;, = L (t) e xg = R (t), respectivamente, sendo que ambas

fronteiras impoem a condicao de Dirichlet. O campo na cavidade, em termos dos operadores de

criac@o e aniquilacao ¢ dado, de acordo com a referéncia [26]:

6(1) =3 ot (o) + i (@)

k=1

onde os modos na cavidade sao:

z,t) = [e—zkﬂG(t+x) o e—zkﬂrF(t—a:):| ’
Ve (@0) Ak
sendo:

v=t+uzx,

u=1t—ux,

13
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1.1 Discussoes iniciais sobre a energia na cavidade 14

e G e F fungbes que contém a informagao completa sobre a energia na cavidade. As funcoes G

e F obedecem as chamadas leis de Moore generalizadas:

Glt+L(t)—-F[t—L(t)] = 0 (1.5a)
Gt+R(t)—F[t—R({t)] = 2. (1.5b)
Notemos que para o caso em que a fronteira da esquerda estd parada (L (t) = 0) recaimos sobre

a equagao de Moore descrita para o caso de apenas uma fronteira oscilante: G [t + R (t)] —

Gt — R (t)] = 2 [1]. Para duas fronteiras méveis, a densidade de energia pode ser calculada da

(Too (2,1)) = 3 K (§t¢<t,x>)2> + <(§;¢<t,x>>2>] , (16)

de onde podemos obter que [26]:

seguinte maneira:

(Too (. 1)) = —fa (v) — fr (u), (1.7)
sendo
1 ek 3 /q" 2 2 o
e = o G’_2<G’> N E (1.82)
1 [F" 3(F"\* = ,
r = S F’_2<F’> T (1.8b)
Notemos que para situagoes estaticas temos:
s
fa(v) = fr(u) = fest = 48L(2)’ (1.9)

o que corresponde a —1/2 vezes a densidade da energia de Casimir que para as condigoes de

Dirichlet vale:
T

Tcas - —ng-

(1.10)

Percebemos, portanto, a partir de (1.7), que a densidade de energia pode ser calculada a partir
de duas fungoes, uma que se propaga para a direita (caso das retas u = t — x) e outra para
a esquerda (caso das retas v = t + x). Ou seja, para calcular a densidade de energia em um
ponto (f, 5;) da cavidade, devemos calcular os valores da funcdo fg na linha nula v =t + %, e
de fr na linha nula u =t — #. Porém, hé pontos da cavidade nos quais a densidade de energia
ainda é a estdtica (de Casimir). Ou seja, mesmo considerando um tempo ¢ > 0 no qual as

fronteiras ja se encontram em movimento, nesses pontos a densidade de energia é a da situacao

14



1.1 Discussoes iniciais sobre a energia na cavidade 15

estatica, dada por (1.10). Isso acontece por esses pontos ainda nao terem recebido a informagao
do movimento das fronteiras, uma vez que a velocidade na qual essa informacao é propagada
¢é limitada pela velocidade da luz. Existem portanto regides estdticas dentro da cavidade onde
ainda nao hé informacao do movimento da fronteira ou da esquerda, ou da direita, ou mesmo

simultaneamente do movimento das duas fronteiras (ver Fig. 1.1). Se (tN, 55) pertencer a uma

t

N

Figura 1.1: Trajetérias das fronteiras sao mostradas pelas linhas cheias. As linhas trace-

jadas sao linhas nulas separando as regioes I, II, III e IV.

regiao da cavidade tal que v < Lg e u < 0, pelo principio da causalidade, a densidade de energia
nessa regiao nao é afetada pelo movimento de nenhuma das duas fronteiras, sendo entao uma
regido estatica comum para as duas fungoes, F' e G, que compoem a densidade de energia, (a
densidade de energia corresponde & densidade estatica). Chamaremos essa regiao de regiao I
(veja Fig.(1.1)). Na regiao IT ( v > Lg e u < 0), as partes que se propagam para a direita
continuam nao sendo afetadas pelos movimentos das fronteiras, porém as que se propagam para
a esquerda ja podem ter sido afetadas. Entao a regido Il ainda é uma regido estdtica para os
modos que se propagam para a direita. De maneira similar, na regiao III (v < Ly e u > 0) a parte
da solucao do campo que se propaga para a esquerda ainda nao foi afetada pelos movimentos
das fronteiras, enquanto a parte que se propaga para a direita pode ja ter sido alterada pela

fronteira da esquerda, sendo essa regiao estatica apenas para os modos que se propagam para a

15
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esquerda. E, finalmente, na regiao IV (v > Ly e u > 0), tanto a parte que se propaga para a
esquerda quanto a que se propaga para a direita ja podem ter sido afetadas pelos movimentos

das fronteiras.

1.2 Aplicando o método de Cole-Schieve para a cavi-

dade com duas fronteiras moveis

No contexto do método de Cole-Schieve [9] para resolver recursivamente a equacao de Moore
para a cavidade com apenas uma fronteira oscilante, nds estendemos para o nosso problema a
relagdo de recorréncia para a densidade de energia encontrada na Ref. [22]. Essa generalizagao
nos permite obter recursivamente a densidade de energia para um ponto arbitrario (f, :i) da cavi-
dade em termos dos valores conhecidos da densidade de energia calculados nas regioes estaticas

ja mencionadas.

Figura 1.2: Exemplo de ponto (f, :i) (nesse caso pertencente a regiao IV) para o qual
calcularemos a densidade de energia recursivamente. As linhas cheias representam as
linhas u e v para as quais serao calculadas as funcoes fr e fg, respectivamente, e as

linhas tracejadas delimitam as mesmas regioes estaticas mostradas na Fig. 1.1.

16
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Para tanto, precisaremos deduzir como a funcdo fr em uma linha nula u se relaciona com a
funcao fe em uma linha nula v e vice-versa. Para isso, tomando a primeira derivada de (1.5a)

com relacao ao seu argumento, temos:

Gt+Rt))=F'[t—R() E:};Eg] : (1.11)
¢ de maneira similar para (1.5b):
CU+L#H)]=Ft— L) E;ﬁ Eg] (1.12)
Caleulando a segunda derivada das expressdes acima, encontraremos:
Gt + R(8) = F" [t — R (1) “ - gﬂ PR RW) {[l_fg ((;)]3 } SENCRE)
G+ L) = F' [t — L ()] E ; ﬁ Z;r b - L(8)] {M} . (1.14)

Com relagao as terceiras derivadas de (1.5a) e (1.5b):

_ R 3
i n Z, Em +3F" [t — R(t)] {
—2R" (t)[1 + R’ ()] + 6R" (t) }
[+ R (1) ’

a" [t—l—R(t)] - g [t—R(t)]|: —2R" (t) [1*R/ (t)]}+

[+ R (1)

+F' [t — R(t)] { (1.15)

1" _ AT 1-L (t) ’ "y —2L" (t) [1 - L (t)]
G"[t+ L(t) = F"[t—L(t)] [1+L’(t)} +3F" [t L(t)]{ AL }+
'y —2L" (1) [1+ L' (t)] + 6L (1)
+F [t — L (1) { T T Or } . (1.16)
Agora, substituindo (1.12), (1.14) e (1.16) em (1.8a), teremos:
B B 1-R@®]° 1 R" (t)
felt+R@)] = [frlt—R()] [1 Y (t)} 2rl+ R OF[1- R (1)] +
1 R (t) R (t)
CAn [+ R (@) - R (O o
B 1+L' )] 1 L (t)
fF [t — L (t)] - fG [t + L (t)] |:1 I/ (t):| 127 [1 + I/ (t)] [1 I (t)]3
i L//2 (t) L (t)
TP O e
Invertendo (1.17) e (1.18), encontramos fr [t — R (t)] e fa [t + L (t)]. Definindo:
_[1-¢®)]
Aq (1) = [1+q’(t)] : (1.19)

17
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L 1 q/// (t) B i q//2 (t) q/ (t)
R e T Ty R e s
sendo que ¢ (t) pode representar tanto R (t) quanto L (t). Podemos escrever, portanto:

falt+ R(@t)] = fr[t—R(t)]Ar(t)+ Br(t), (1.21a)
falt+ L) = frlt—L(t)]AL(t)+ Br(t), (1.21b)

. 1 Br (1)
frlt=RW] = sfalt+ ROI- 750 (1210

B 1 By (t)
frlt=LO] = gofolt+LO1- 355, (1.214)

Note em (1.19) que A, (t) # 0 Vt, o que faz com que nao haja termos nulos no denominador de
fr. Veremos na proxima sessao como essas expressoes nos ajudarao no célculo da densidade de

energia, através de processos de reflexao.

1.3 Processos de Reflexao

Para um ponto (f, :i‘) no espaco-tempo no interior da cavidade, a densidade de energia
(Too (t,&)) é conhecida se fg (v)|,—i;5 € fr (u)],—;_; sdo conhecidos. A seguir, mostraremos
que os valores destas fungoes podem ser obtidos tra(;ando—se uma sequéncia de linhas nulas em

direcao a uma das zonas estaticas, onde valores de fg ou fr sdo conhecidos.

1.3.1 Reflexoes para fg

Vamos supor por generalidade que o ponto (f, 55) pertenca a regiao IV mostrada na Fig.
(1.1), e que a linha nula v = z; intercepte a linha de mundo da fronteira da direita no ponto

(t1, R(t1)) (ver Fig. 1.3). Temos, entao:

fo (t+E) = faltr+ R ()] (1.22)

Usando a Eq. (1.21a), temos:

falti+R(t1)] = frti — R(t1)] Ag (t1) + Br (t1) . (1.23)

18
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Figura 1.3: A linha nula v = ¢ 4+ & corresponde a linha nula ¢, + R(¢;).

Caso a linha nula v = t; — R(t1) < 0, ou seja, a linha nula pertence as regioes I e II que sao

zonas estéaticas para a fun¢ao fr, podemos substituir em (1.23), de acordo com a Eq. (1.9), que:

frlti— R(t1)] = fest, (1.24)

obtendo que:
Ja (t+E) = fest Ar(t1) + Br (t1) . (1.25)

Dizemos assim que o ntimero de reflexdes ng necessario para acessarmos uma regiao estatica foi
tal que ng = 1. Caso u = t; — R (t1) > 0, entdao deveremos fazer uma nova reflexao. Antes disso,
vamos definir (t2, L(t2)) como sendo o ponto no qual a linha nula v = ¢; — R (1) intercepta a
linha de mundo da fronteira da esquerda, o que resulta em que u = t; — R (t1) = to — L (t2) (ver

Fig. 1.4) e consequentemente:

falti+ R(t)] = frta — L (t2)] Ar (t1) + Br (t1) - (1.26)
Usando a Eq. (1.21d),temos:

1 By (t2)
L(t2)  Ap(t2)
R (t1)

= {fat2+ L (t2)] — B (t2)} ALEZ)

felti+R(t)] = {fc[t2+L(t2)]A }AR(t1)+BR(t1)

+ Br (t1) - (1.27)
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1.3 Processos de Reflexao 20

(2, L(t2)g

Figura 1.4: O valor da fungao f¢ calculada na linha nula v = ¢, + R(t1) pode ser mapeada
no valor da fungao fr calculada na linha nula u = ¢; — R(t1) que por sua vez corresponde

a linha nula u =ty — L(t5).

Caso a linha nula v = t9 + L (t2) < Lo, ou seja, pertenca a zona estatica para a fungao fg (as

regides I e III), podemos substituir em (1.27) a Eq. (1.9), obtendo:

fof+7) = {fou— By (1)} fxf EB + Br(t), (1.28)

sendo que ng = 2. Se, por outro lado, v = t9 + L (t3) > Lo, teremos de fazer nova reflexao (ver

Fig. 1.5). Da mesma forma temos, caso ng = 3, obtemos a seguinte equagao:

20



1.3 Processos de Reflexao 21

t t, 1)
(t1, R(t1))
7}
7
e
4
7
7
\ ,
4
e
/>\
N
(CACY) SRR
7/ N
& T
N,
QX{
EMN

Figura 1.5: O valor da fungao fr calculada na linha nula u = ty — L(t3) pode ser mapeada
no valor da funcao fg calculada na linha nula v = ¢5 + L(t3) que se encontra na regiao

estatica e conclui, portanto, o processo de reflexoes.

for (F43) = fuu PGSR (B e) < B ) G 4 Brl). (129)

Caso ng = 4, temos:

Ag (t3) Ag (t1)
Ap (ta) Ar (t2)

Ar (t1)

+{Br (t3) — Br (t2)} A, ()

fG (t~+ -%) = {fest - BL (t4)} + BR (tl) . (130)

E assim sucessivamente. Todo o processo de reflexdes descrito acima pode ser resumido da

seguinte forma:

fa (2) = festAc (2) + Ba (2) (1.31)
onde: . ( |
. T 3 AR (tok—1 e () par a
Aot =TT [0 0w s + ] o ) oo (1.322)
ng()-1
= T AR (torq1) ]
A (2) = H [(1 “ono) A;(:ﬁ;lk) " 5k,0] , ng (z) impar, (1.32b)
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ng(2)
= RS B Br (tak—1) A (t2x)
BG (Z) = 2 {(1 6k,0) |: AR (t2k_1) BL (tgk):| X
5 AR (t2j-1)
X jl;[o [(1 —dj0) m + 53'70} , ng (z) par, (1.33a)
nG(;)fl
Ba(z) = {[Br (tok+1) — (1 = dx,0) Br (tar)] x
k=0
i AR (t2j-1) ,
X jl;[o [(1 di0) A1 (i) +0j0]| ¢, ne (z) Impar, (1.33b)

onde 9y, , representa a delta de Kronecker.

Nas equagoes (1.32a) a (1.33b), introduzimos a notacao ng () para explicitar que o nimero
de reflexdes depende do ponto do espaco tempo que estd sendo considerado. Enfatizamos que
ng (z) é o numero de reflexdes, nas duas fronteiras, que temos de fazer a partir da linha nula
v =t +R(t1) = t+7 até chegarmos em uma das regides estaticas, ou seja, quando o argumento
u ou v da funcao f no processo de reflexoes for u < 0, para fr ou v < Lg para fg. Vemos que
ng (z) par se refere ao término do processo de reflexdes na regiao estitica de G (que na fig. (1.1)
corresponde as regioes I e III) e se ng (z) for impar, estamos nas zonas estaticas I e II, referentes

ao argumento da funcao F.

1.3.2 Reflexoes para frp

De maneira similar ao que fizemos na se¢éo anterior, para o mesmo ponto (f, ;%), pertencente
A regido IV, temos outra reta que passa por ele, u = t — &, que deverd ter suas reflexdes
analisadas até chegarmos na regiao estatica. Podemos escolher um ponto (t1, L(t1)) sobre a
linha de mundo da fronteira da esquerda (note-se que t; aqui em geral nao é o mesmo ¢; que

ocorre para as reflexdes de fg) tal que teremos u = t; — L (t;) =t — Z. Com isso, temos:
fr(t—=2)=frlti— L(t)]. (1.34)

Usando a equagao (1.21d), teremos:

frliti—L(t)] ={fclti + L(t1)] — BL(t1)} (1.35)

1
Ap (t1)
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Caso a linha nula v = ¢; + L (t1) < Lo, ou seja, a linha nula pertence as regioes I e III, que sao

zonas estaticas para a funcao fg, podemos substituir em (1.35) que

falti+ L(t)] = fest, (1.36)

obtendo que
1

Ap (t)

Neste caso, dizemos que o nimero de reflexdes np para acessarmos uma regiao estatica foi tal

fF (i_ -%) = [fest - BL (tl)] (137)

que np = 1. Se t; + L (t;) > Lo precisaremos fazer mais uma reflexdo, agora na fronteira da
direita. Para tanto, podemos calcular t tal que o ponto (t2, R (t2)) sobre a linha de mundo da
fronteira da direita pertenca a reta v = t; + L (t1), ou seja, t; + L (t1) = t2 + R(t2). Entao

teremos:

frlti = L(t)] = fa [tz + R (t2)] ALl(tl) ~ A ) (1.38)

e, usando (1.21a), obtemos:

feltr=L(t)] = Urlta— R An(t) + Ba ()} s — oo
= frlta — R(t2)] jlz Ezi; + {Br (t2) — B (t1)} ALl(tl). (1.39)

Com isso completamos essa reflexdo. Se to — R (t2) < 0 entramos numa zona estatica da funcao

fr, tendo portanto np =2 e fr [ta — R (t2)] = fest, resultando em:

AR (t2)
Ar (t1)

fF (E*j) = fest +{BR (t2) - By, (tl)} (140)

Ar (t)’

o que completa essa reflexao.
Se a reta u = ta — R(t2) > 0, deveremos fazer nova reflexdo, dessa vez na fronteira da

esquerda e o processo continua de forma andloga. Da mesma forma, para nyp = 3 temos:

AR (t2)

fr(t—2) = {fest —Br(t3)} AL (ts) AL (01) +{Br (t2) — B (t1)} AL (L) (1.41)
De maneira geral, temos:
fr (2) = festAp (2) + Br (2) (1.42)
sendo:
n1?2(2) y (t )
ip(2) = — Op0) D2k np(z) par 43a
Ap (2) = kHO {(1 040) A, gy T Ok0| - 7 (2) par (1.43a)

23



1.3 Processos de Reflexao 24

np(z)—1
_ 2 1— Apg (t
Ap (2) = H [( Or0) Ar (ba1) + 5k’0} , nr (z) impar, (1.43b)
Py Ar (tok+1)
"FQ(Z)
~ Ag (t
Br(z) = {(1 — 0k0) j(%H) [Br (ta) — Br, (tag—1)] X
Py R (tak)
k
(1 —3d50) Ar (t25) +9; 0]
X : : , ng (z) par, 1.44a
g[ Ar (taj+1) ¢(#p ( )
"F(;)*l
~ A tos
Br(z) = { [(1 —0k0) WBR (tor) — B (tak41)| %
P R (t25)
(1 —=1950) Ar (t25) + 950 ,
X H [ AL (tayo1) , ng (z) impar. (1.44b)
7=0

Nas equagoes (1.43a) a (1.44b), introduzimos a notagao ng (z) para explicitar que o niimero
de reflexoes depende do ponto do espaco tempo que estd sendo considerado. Como dissemos
anteriormente, np (2) é o nimero de reflexdes nas duas fronteiras partindo da reta v = t; —
L(t;) =1 — &. As reflexdes sio feitas até encontrarmos uma reta que esteja na zona estética
de uma das fungoes componentes da densidade de energia, e com isso substituirmos o valor
da funcdo f calculada na referida reta pelo valor dado em (1.9). Vemos que, para ng (z) par,
entramos na zona estdtica das retas que sao argumento da fungao F' (a reta u < 0)e, para np
impar, entramos na das retas que sdo argumento da fungao G (v < Ly).

Com os resultados anteriores, podemos escrever:

(Too) = — fost [AG (v) + Ap (u)| = Be (v) — Br (u), (1.45)

0 que nos permite calcular a densidade de energia na cavidade explicitamente em fungao de
movimentos arbitrdrios das fronteiras. A forca quantica atuando sobre a fronteira da direita é

dada por:
Fr(t) = — fest [Ac (0 + B() + Ap (t = R()| ~ Bo (t+ R() ~ Be (1 R()) . (1.46)
Para a fronteira da esquerda temos

Folt) = fos [ (6 + L) + Ar (t = L)] + Bo (t+ L) + Br (1~ L) (1.47)

24



1.4 Aplicacao 25

1.4 Aplicacao

Nesta se¢ao calculamos a forgca quantica atuando sobre fronteiras em uma cavidade, tomando
como base as féormulas obtidas na secdo anterior. Conforme ji comentado, para movimentos
genéricos das fronteiras a férmula por nds obtida permite encontrar resultados numéricos e
exatos, ressaltando que ela é aplicavel inclusive a movimentos de amplitude grande os quais
usualmente estao fora de alcance dos métodos perturbativos encontrados na literatura. Para
ilustrar tal aplicacao vamos considerar os seguintes conjuntos de leis de movimento, que resultam

em cavidades que se expandem:

R(t) = 1+ 0.11n[cosh(t)],
L(t) = —0.11n[cosh(t)], (1.48)
R(t) = 1+ 0.1ln[cosh(t)],
L(t) = 0, (1.49)
R(t) = 0,
L(t) = —0.11n[cosh(t)]. (1.50)

As fungoes movimento das fronteiras acima foram elaboradas tomando-se como base a trajetéria
proposta por Haro [28] para simular o colapso de buracos negros. Foquemos na for¢a Fr(t) que
atua sobre a fronteira da direita. Usando as equacoes (1.32a) a (1.33b), (1.43a) a (1.44b), e
(1.46), obtemos na Fig. 1.6 a forca Fr(t) para as leis de movimento dadas pela Eq. (1.49)
(linha cheia), e pelas leis dadas na Eq. (1.50) (linha pontilhada). Notemos que a linha cheia
comega a se alterar desde o instante ¢t = 0, como esperado visto que a fronteira da direita percebe
instantaneamente o efeito de seu préoprio movimento. Ja a linha pontilhada comeca a se alterar
para t = 1, o que é esperado pois nesse caso a fronteira da direita estd parada e leva um tempo
t = Ly = 1 para receber a influéncia da alteracao no campo causada pelo movimento da fronteira
da esquerda. Na Fig. 1.6 podemos ver descontinuidades nas derivadas. Essas descontinuidades
sempre ocorrem quando a frente de onda da densidade de energia encontra a fronteira da direita.
No caso da linha cheia, para t = 0 a fronteira da direita comeca a se movimentar e interage com
o campo de vécuo, gerando uma onda na densidade de energia que se propaga até ser refletida
pela fronteira da esquerda, retornado e reencontrando a fronteira da direita. Os instantes dos

reencontros sao os instantes das descontinuidades nas derivadas.
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A Fig. 1.7 mostra a for¢a Fr(t) para o caso dado pela Eq. (1.50) (linha cheia), e a forga
de Casimir estatica —m/(24(R(t) — L(t))?) (linha pontilhada) que atuaria sobre a fronteira da,
direita se ela e a fronteira da esquerda estivessem paradas em cada ponto das trajetorias dadas

na Eq. (1.48).

Fr(t)

Figura 1.6: A linha cheia mostra a forca atuando sobre a fronteira da direita, para o caso
em que esta encontra-se em movimento R(¢) = 1+40.1 In[cosh(#)], sendo que a fronteira da
esquerda estda em repouso. A linha pontilhada mostra a forca atuando sobre a fronteira
da direita, para o caso em que esta estd em repouso, sendo que a fronteira da esquerda

estd em movimento L(t) = —0.1In[cosh(t)].
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Figura 1.7: A linha cheia mostra a forca atuando sobre a fronteira da direita, para o caso
em que esta encontra-se em movimento R(t) = 1 + 0.11In[cosh(¢)], sendo que a fronteira
da esquerda estd em movimento L(t) = —0.1In[cosh(¢)]. A linha pontilhada mostra a
forca de Casimir que agiria sobre a fronteira da direita, caso a fronteira da direita e da

esquerda estivessem em repouso em cada ponto das trajetérias descritas nas FEqgs.(1.48).

27



Capitulo 2

Resultados analiticos para densidade

de energia

Vimos no capitulo anterior que é possivel calcular exatamente a densidade de energia uti-
lizando os processos de reflexdes descritos em [9, 27]. Obtemos com isso uma expressao em
fungdo dos movimentos das fronteiras, dada pela equagao (1.45), na qual utilizamos fungoes
auxiliares (1.32a-1.33b) e (1.43a-1.44b). O que faremos nesse capitulo é partir das férmulas por
noés obtidas e chegar a resultados analiticos.

Vamos adotar para as leis de movimento R (t) e L (t) as seguintes estruturas:

R(t) = Lo[1+¢eAr (agt)] (2.1)

L(t) = eLoAL(art), (2.2)
onde Ay (arpt) e Ap (art) obedecem a seguinte condigao:
Ap (0) = Ag(0) =0, (2.3)
para que tenhamos as seguintes condigoes satisfeitas:

LO) = 0 (2.4)
R(0) = Lo. (2.5)
Com as leis de movimento escritas dessa forma, vamos obter uma estrutura geral para a

densidade de energia. Vamos fazer esse calculo para cada termo A (z) e B (z) deduzido no

capitulo anterior.
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2.1 Reescrita das funcoes Aq e Ay

Nessa secao vamos reescrever as equagoes (1.32a), (1.32b), (1.43a) e (1.43b) levando em
consideracao o novo formato para as leis de movimento mostrado em (2.1) e (2.2). Comecamos

reescrevendo as equagoes para Ay, (t) e Ag (t), que integrarao as expressoes das fungoes A (2):

2
AR (t) _ [1 — 6L0%AR (OéRt)}
[1 + 5LQ%AR (OéRt)} 27

(2.6)
[1 - {:‘Lo%AL (aLt)]Q

A = .
g (t) [1 + €L0%AL (OéLt)]Q

(2.7)

Com isso poderemos substituir (2.6) e (2.7) em cada uma das fungoes A. Especificaremos aqui
o cdlculo feito para a expressao de Ag (z) no caso em que o numero de reflexdes é par, sendo
que a determinacao dos outros termos é similar.

Substituindo (2.6) e (2.7) em (1.32a), temos:

nG(QZ,E) 1 I d A ( t)| 9
i — Loy AR(AR)[i—ty, (2,
ie) = I {a-é0 i 2 W] .
k=0 1 + gLOE AR (aRt) |t:t2k,1(z,€)

2

1+ €L0i Ap (apt)|,—
i ( )‘t—tgk(Z,E) + 5k;70 (28)

X d
1-— 6L0% Ar (aLt)‘t:tQk(z,s)

Na equacao acima introduzimos a notagdo t = to (2,€) para expressar que os instantes de
reflexao dependem do ponto (f,i“) no qual escolhemos calcular a densidade de energia e da
amplitude dos movimentos das fronteiras, controlados pelo parametro €. Quanto ao niimero de
reflexdes ng(z), introduzimos uma nova notagao que é ng (z,¢), a fim de indicar que para uma
lei de movimento genérica o nimero de reflexdes depende também da amplitude de movimento
das fronteiras. O fato de haver essa dependéncia é compreensivel uma vez que, se mudamos a

amplitude de oscilagdo de uma fronteira, a linha nula refletida por ela vai mudar (ver Fig. 2.1).
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Figura 2.1: Variagao das linhas nulas na cavidade para diferentes € do movimento da fron-
teira da direita. As linhas cheias representam os movimentos e as linhas nulas originais.
As linhas tracejadas, o movimento com o parametro alterado e a linha nula que resultou

dessa mudanca na lei de movimento.

Pela figura Fig. 2.1 podemos perceber que para certas leis de movimento os nimeros de
reflexGes nas fronteiras, bem como os instantes de reflexdo, mudarao. Nesse caso, a linha nula
u =t — x ja se encontra na zona estatica enquanto que a u’ =t — x’ ainda terd que fazer mais
uma reflexao para entrar na zona estatica.

Uma vez que o préximo passo é expandir (2.8) com relagao a e, devemos encontrar uma
maneira de manter os nimeros de reflexdes independentes dos movimentos das fronteiras. Para

tanto, adotamos as seguintes condi¢oes adicionais as leis de movimento das fronteiras:

L(NLy) = 0 (2.9a)

R(NLy) = Lo, (2.9b)

onde N é um nimero inteiro. Em outras palavras, as leis de movimento devem estar em suas

posicoes iniciais nos instantes que sao multiplos de L.
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Figura 2.2: Variagao das linhas nulas na cavidade para diferentes ¢ do movimento da
fronteira da direita. Nesse caso, a fronteira respeita a condi¢ao (2.9b). As linhas cheias as
linhas nulas e suas trajetérias quando interceptam uma das fronteiras, representadas pelas
linhas tracejadas. As linhas pontilhadas delimitam as zonas estaticas I e II e marcam o

tempo t = L.

Com essas condigoes temos ng (z,¢) = ng (z,0), ou seja, o numero de reflexdes independe da
amplitude do movimento das fronteiras. Em outras palavras, ¢ o mesmo do problema estatico
correspondente, cuja solucao para ng é conhecida. Passamos entao a representar novamente
ng dependente apenas do ponto do espago-tempo, ou seja, ng(z). A mesma andlise vale para
np. Com isso ainda podemos encontrar uma forma geral para os nimeros de reflexdes, como

podemos ver na Fig. 2.3:

nt (f) ,8e z> Lo
ng(z) = 0 (2.10)
0,se z< Ly

) int(fo)+1, se z>0 (2.11)
ng(z) = .
0, se z <0,

Ressaltamos que essa consideracao é um dos pontos fundamentais do presente trabalho.
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> Lo

Figura 2.3: Valores de (ng,np) para a cavidade estética

Varias leis de movimento que constam da literatura seguem as condicoes acima, tais como:

7t
Lo — esin? [ —
0 — €Ssm <L0)7

que sao citadas em [13];

Iy
—
o~
SN—

Il

h
—~
~
~
I

0,

eLopar sin (Qpt + @),

Lo - Loe’;‘CLR sin (QRt) s

que sdo citadas em [24], com Q, = 74t/ Ly, sendo ~, inteiro;

que sao citadas em [9, 22J;

que sdo citadas em [26].

R(t) =

. ymt
ear, S | ——
L LO ’

Ly — eapsin (¢) + eag sin <

32

27t
Lo —elgsin | —
0 €0$1H<L>,

0

t
SAL ¢>> , para 7y par,
Lo

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)
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Sendo assim, vamos expandir (2.8) até a ordem &2

nGT(Z)
Ao = 1aaetn 3 {000 [ % AL @By — o AnlamDln, o] b+
oy 2
WEIY {(1—5k,0) [;2 Ar (@28) gy o) d%t% o)+
d? . d

S d2? Ar (aRt)|t:t2k_1(z,0) %tqu (z,¢)

e=0
ng(2)
2

d d

+82LG 4 Y (1= dgo) [dt Ar(@Lt)limtyy (ze=0) = 35 A (QRt>’t:t2k_1(z,0):|
k=0

(2.20)

Percebemos, na expressao acima, que precisamos conhecer os termos

d
t(z,0) e %t (z,¢€)

e=0

Conseguiremos deduzir t(z,0) conforme o que foi descrito na segdo 1.3.1. A partir do ponto

(f, i’) podemos calcular t1 tal que:

z=t+3=1t(z,¢)+ R[t1 (2,¢)]. (2.21)
Usando a equagao (2.1):
z=t1(z,e) + Lo{l + cAgr[art1 (z,¢)]}, (2.22)
para € = 0:
z=11(2,0)4+ Lo — t1 (2,0) = z — L. (2.23)

Caso tenhamos que continuar com o processo de reflexGes, o préximo passo é, com o t; calculado

previamente, encontrar ¢t tal que:
t1— R(t1) =t2 — L (t2) (2.24)

que, usando (2.2) e (2.23) e substituindo € = 0, temos:

t1(2,0) — Lo = t2 (2,0) (2.25)
entao:
te (2,0) = z—Lo— Lo
= 2z — 2Ly, (2.26)
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e assim em diante. O que encontraremos, no fim das contas, é que:
tk (Z, 0) =z — kLo. (2.27)

Para encontramos o segundo termo que necessitamos, partimos da derivada das relacao (2.21)

com relacao a €, o que nos da:

0 0 0
%tl (z,e) + LoAR [apty (2,€)] + eaLg [&tl (z, 5)} {&AR [agt: (2, 8)]} =0. (2.28)
Tomando € = 0:
0
8—151 (z,€) = —LoAR[art: (2,0)], (2.29)
= e=0
onde, usando a equagao (2.23):
0
872&1 (Z, E) = —L(]AR [aR (Z - Lo)] . (2.30)
€ e=0

Para encontrarmos -2 Lty (z,¢)| .o derivamos (2.24) e, usando (2.23), (2.26) e (2.30), obtemos:

ggtl (z,e) — LoAR [aty (z,6)] = ;)EtQ (z,e) — LoAp [ata (2, )]
gtl (Z, E) — L(]AR [at1 (Z, 0)] = §t2 (Z 5) — LOAL [OétQ (Z, O)]
€ e=0 € e=0
*QL()AR [O[ (Z - Lo)] = %tg (Z, 8) — L[)AL [a (Z - 2L0)]
e=0
(,itg (z,¢) » = —2LoAg[a(z— Lo)] +
+LoAj [Oz (Z — 2L0)] . (2.31)

E assim por diante, para encontrarmos as derivadas dos outros valores dos tempos. Podemos
escrever portanto que:

Ng (k)

Th(ne)| = 2 3. (0= o) {Asfes (= = 23L0)] = Ao (2= (25 = D Lol +
e=0

—L091 (k‘) AL [OéL (Z — ]{/‘Lo)} — L() [1 — 91 (k‘)] AR [aR (Z — kLo)] y (2.32)

onde k se refere ao indice do tempo em questao e:

%, se k é par
N¢ (k) = (2.33)
%, se k é impar,

1, se k é par
01 (k) = (2.34)
0, se k é impar.
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Portanto, com esses resultados, substituindo (2.27) e (2.32) em (2.20), encontramos:
ng(2)
- 2 d d
Ao~ 1+ teto Y 0= 000) [ AL (@Ol o, — 5 A antlice iy }+
k=0
nG(z)
2 d?
+4e° Ly Z { 1 — 61@0 |:dt2 A (O‘Lt)‘t:zfmcLo X
k
x Q2L0 Y (1= 80){AL oL (2 = 2iLo)] — Arlar (2 — (2§ — 1) Lo)]} +
=0
d2
—LoArlar (2 = 2kLo)l} — -5 Ar (Rl (26-1)L, *
k—1
2Lo p (1= dj0){Ar[ar (z = 2jLo)] — Ar lar (2 — (27 — 1) Lo)]} +
7=0
—LoAR[ r(z—=(2k=1) Lo)[}]} +
G () 2
9.9 & d d
+8e°Lg (1= 0k0) | 7 Ar(@rt)li—s_orr, — 7 Ar (@R 2114
k=0
(2.35)

De maneira andloga, substituindo as leis de movimento (2.1) e (2.2) em (1.19) para a fungao

1.32b e usando as relacdes (2.27) e (2.32), encontramos Ag (z) para ng fmpar expresso da

seguinte maneira:

ng(z)—1

2
A (z) = 1+4elo Z [(1 5k,0)d A (art)] z=2kLo ~ g3 Ag (ar?t)],—, 2%+1)Lo | T
k=0
ng(z)—1

2 d2

2

+4e“Lo kz—o [(1—5k,0)dt2 Ap (art)|i—, —orr,

d2
—LoAplar (2 = 2kLo)l} — -5 Ar (ORt)|i—o—(2041)2,

k
{2L0 Z (1 =650 {AL[ar (2 —2jLo)] — Ag[ar (2 — (25 — 1) Lo)|} +
7=0

d
- AR (rt) | 241y L0

(2.36)
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Da mesma maneira podemos calcular Ap (z) para np (z) par e Ap (z) para np (z) impar,
que consiste em substituir as relagoes (2.6) e (2.7) nas equagoes (1.43a) e (1.43b) e expandir
em ordens de €, chegando portanto a um resultado similar ao da Eq. (2.20). E preciso notar
que as férmulas de t; e d%tk (z, 5)‘510 para as funcoes Ap (z) sio diferentes das usadas para as
fungoes Ac (z). Usando o processo de reflexdes descrito na se¢ao 1.3.2, partindo do ponto (f, 53)

podemos calcular ¢; tal que:

z=t—3 =1t (2,6) — L[t (2,¢)] (2.37)
onde, usando a equagao (2.2), temos:

z=11(z,e) —eLoAr [apt(z,¢)]. (2.38)

Substituindo € = 0, temos

t1(2,0) = z. (2.39)

Assim como fizemos anteriormente, o préximo passo é, usando o t; previamente calculado,
calcular to tal que:

t1+L(t) =ts+ R (t2) (2.40)
onde, usando as equagoes (2.1), (2.2) e (2.39) e tomando € = 0:
t1(2,0) =t2(2,0) + Lo — t2(2,0) = z — Lo, (2.41)
e assim em diante. Podemos entao dizer que:
tp =2z — (k—1) Lo. (2.42)

Por processo similar ao feito na secao anterior, podemos encontrar uma relagao para as derivadas
do tempo. Assim como feito anteriormente, partindo da derivada de (2.37), usando as equagoes
(2.6), (2.7) e (2.42) e tomando € = 0 teremos:

gh (Z, E)

o = —L()AL (aLz) . (2.43)

e=0

Para encontrarmos a derivada do tempo t3, devemos partir de (2.43) e das equagoes mencionadas

acima, encontrando:

= —LoAR [OéR (Z — Lo)] + 2LoAp (aLz) , (2.44)
e=0

0
%tQ (Za 5)
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e assim por diante. Podemos generalizar esses resultados da seguinte maneira:

Np(k)
d%tk (2,¢) = 2Ly {Apar(z—2jLo)] = (1= dj0) Arfar (z = (25 — 1) Lo))} +
e=0 j=0

—Lob1 (k) Ag [ag (z — (k — 1) Lo)] +

—Lo[1 =61 (k)] AL [, (2 — (K —1) Lo)], (2.45)
onde 6 segue a equacao (2.34) e

%—1,sek:épar

2

(2.46)

se k é impar.

Com isso, podemos obter as expressoes de Ap (z) para np(z) par e Ap(z) para np (2)
fmpar, usando as relagoes (2.6), (2.7), (1.43a) e (1.43b), bem como as expressoes (2.42) e (2.44).

Teremos, portanto, para ng (z) par:

np(z)
- 2 d d
Ap(2) ~ 1+4el Z {(1 — 0k0) [dt Ap (aLt)‘t:z—z(k—l)Lo 7 AR (OéRt)|tz—(2k:—l)Lo} } +
k=0
np(z)
) 2 d2
+4e%Lo Y {(1 — Okp) [dtg AL (art)ie,—og—1y1, %
k=0

k-1

X {2L0 Z {AL[ar (2 — 2jLo)] — (1 = dj0) Ar [ar (2 — (27 — 1) Lo)]} +
j=0 »

—LoArlar (z=2(k = 1) Lo)l} = =5 Ar (aRt)|i—.—(2-1)1, X

k—1
X {2L0 Z {AL [aL (Z — 2jL0)] — (1 — 5]',0) AR [OéR (Z — (2] — 1) Lo)]}+

7=0
—LoAR [QR (Z - (2k - 1) LO)]}]} +
np(z) ’
- 2 d d
+8¢ LO (]_ — 6k,0) a AL (aLt)’t:z—Q(k;—l)Lo - a AR (aRt)|t:z—(2k—1)L0 ’
k=0

(2.47)
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e para o caso em que np (z) é impar:

np(z)—1

- 2 d d
Ap (Z) ~ 14+4elg Z |:dt Ag (aLt)|t:z—2kLo — (1 — (5&0)

k=0
np(z)—1

2 d2
+4£2 Ly Z [dtz Ap (apt)|i—, o, ¥

k=0

k
X 2L()Z {AL [aL (Z - 2]L0)] - (1 - 5]‘,0) AR [aR (z - (2] - 1) Lo)]} +

Jj=0

_LoAy [ar, (2 — 2kLo)]} — (1 = 5p0) 2

k-1

X § 2L Z {AL[ar (2 = 2jLo)] — (1 = 6j0) Ar [ar (2 — (2 — 1) Lo)]} +

=0

—LoAg[ar (2 — (2k — 1) Lo)|}] +
(

np(z)—1

2

822 -

+8¢” Ly 7
k=0

d
Ap (apt)ly—s—opr, — (1 = 6k0)

AR (rt) |y 2k-1)1 ¥

Ar (@rt)i—s—(26-1)L0

AR (@Rt |i— s (2k—1)10 | T+

(2.48)

Conseguimos assim deduzir todas as expresses para as fungoes Ag (2) e Ap (z). Essas fungdes,

além de comporem a descri¢ao da densidade de energia, nos ajudarao na obtengao das expressoes

das funcoes Bg e B, uma vez que as funcoées B possuem em sua estrutura as funcdes A segundo

as equagoes (1.44a) e (1.44b).

2.2 Reescrita das fungées Bg e Bp

O céalculo das funcdes Bg (2) e Br (z), para as leis de movimento (2.1) e (2.2), é feita da

mesma maneira que a mostrada na secao anterior para as fungoes Ag(z) e Ap(z): vamos

substituir as referidas leis de movimento nas equagoes (1.33a), (1.33b), (1.44a) e (1.44b), vamos

expandir o resultado em ordens de ¢ e usar as relagoes (2.27), (2.32), (2.42) e (2.45).

Vamos especificar o caso da funcio B (2) para ng (z) par. As demais funcdes tem deducdes

semelhantes.
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Loe LA (agt)
~ D) 1 0 dt3 R _ »
BG (Z) _ - t=tor_1(2,€) 3+

127 d d
k=0 {1 — Loe EAR (aRt) ‘t:tgkq(z,s)] {1 + Loz %AR (Oth) ‘t=t2k71(zﬁ)}
2
33 4
1 Lym [dt2 Ar (art) ‘t:tzkl(z,f)] ihr (o) ’t:t%il(z’d X
A4 d ? d '
[1 — Loe 7 AR (aRt)‘t:tzk—l(Z,ﬁ)} {1 *Los (aRt)‘t:tQ’“_l(z’a)}
2
1 + ELO dt AR ( )‘t:t%_l(z,a) 1 - ELO% AL (aLt)’t:tQk(z’a) +
— e’-:LOE AR (O‘R )‘t:t2k 1(2 €) 1+ ELO% Az (aLt)’t:t%(Z’e)
+i Loe 25 SAL (aLt)’t:tQk(z,s) N
127 d d ’
[1 — Loe %AL (aLt)|t:t2k(z,6)} [1 + Loz %AL (@Lt)}t:t%(zﬁ)}
2
33 d
T d 2 d 7] 0 ome)
[ — Loe AL (aLt)’tthk(Z,€):| [1 *Los ghe (aLt)}t:t”“(z’s)}

2

1 ELO(?t AR ( )|t:t2j_1(2,€) 1 + ELO% AL ( )t:tgj(z,€)> + 6

k,0
1+ ELOC?,: AR (ar )|t:t2j_1(z,a) 1—clog @ A (ar )‘t:tzj(zﬁ)

Ao

7=0
(2.49)
Expandindo o resultado acima em ordens de € encontramos que:
nG2(2> 5 .
~ ELU d d
Bg(z) ~ — {(1 — 5k,0) — Az (apt) — —ARr (agt) } +
127 =% dt? t=top(z0) A t=tar_1(2,0)
2 nG2(Z> 3 3
3 Lo d d
+ (1 — 5k,0) 4L0 (AL (Oth) — 7AR (OéRt) > X
127 kz_: { dt? t=tar(z0) 4P t=tar_1(2,0)
i d d
X Z {(1 (5],0) aAL (aLt) - aAR (aRt) } +
j=0 t=to; (Z,O) t:t2j_1(z,0)
d3 d d
+2Lg 73AR (aRt) 2 EAL (Oth) — EAR (aRt) +
dt t=tar—1(2,0) L t=tax(2,0) L t=tax—1(2,0)
a3 d 4
—2L0 ﬁAL (OéLt) EAL (OéLt) + ﬁAL (C!Lt) 7t2k (Z, E) -+
t t=ton(2,0) Ot t=to(z,0) O t=ta(2,0) e=0
d4
— —Ar (agt) pRE! (z,€) - (2.50)
dt t=top— 1(2 0) e=0
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Usando as equagoes (2.27) e (2.32), encontramos que:

ng(z)

Be (2) clo (1= 1) “ ) (art) A\ (agt) +
G ~ oo —0k0) | 0L (aL ——=Ar(ar
127 k=0 dt? t=2—2kLo dt? t=2—(2k—1)Lo
3 3
(1-9¢ —A t —A t
{ o) [ (dt3 pln) t=zokL, 9 r(ani) t_z(2kl)Lo> g

k
d d
X (1 7AL (aLt) — 7AR (Ozpj) } +
j_zo { dt t=z—2j5Lo dt t=2z—(2j—1)Lo
2 © A p(ant) 2 LA, (ant) L\ n (ant) 4
2R R . AL L - AR R
dt? (2k—1) dt t=z—okL, t=2—(2k—1)Lo
a3 d 4
-2 —Ap (aLt) —A7 (aLt) + —Ap (aLt) X
dtS t=z—2kLo dt t=z—2kLo dt4 t=z—2kLo
k
{22 (1 =050) {AL[or (2 = 2jLo)] — Ar[ar (2 — (25 — 1) Lo)]} +
J
d4
—AL [OéL (Z — 2]€L0)]} — %AR (Oth) X
t:z7(2k71)L0
k—1
x$2> (L—=4d0){Arfar (= —2jLo)] — Ar[ar (2 — (25 — 1) Lo)|} +
7=0
Ag[ag (2 — (2k = 1) Lo)][}} - (2.51)

De maneira similar podemos conseguir os outros termos B (z).
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Para a funcao Be (z) para ng impar, temos:

ng(z)—1
~ Ly & d3 a3
BG (2’) ~ (1 — (5]@,0) fAL (aLt) - 7AR (Oth) +
127 ;) dt5 t=z—2kLg dt?) t=Z7(2k+1)L0
272 nalp=t 3 3
e“Lj d d
+ 4 (1 — 5]@,0) —Aq (CtLt) —Agp (aRt) X
127 ;) [ < dt3 t=z—2kLg dt3 t=Z7(2k+1)L0
i d d
XZ{(l_(Sj’O) @AL (aLt) il — $AR(OARt) i }+
Jj=0 =z=2jLo =z—(2j—1)Lo
3 d
+2 73AR (aRt) —Ag (aRt) +
dt t=2—(2k+1)Lo U t=2—(2k+1)Lo
2(1— b10) L AL (art) 4L (art) +
- — 0k,0) 7z AL (oL —Ap (o
dt’ t=z—2kLo dt t=z—2kLog
d4
+ (1 — 6k,0) ﬁAL (OéLt) X
t t=2—2kLg

4

—Ap[ap (2 —2kLg)]} — P

X < 2
j:

—Agrlag (2 — (2k+1) L)}

AR (agt)

] =

o

41

t227(2k‘+1)L0

k
X {2 (1—=6j0){AL[ar (2 —2jLo)] — Ag[ar (2 — (25 — 1) Lo)|} +
J=0

X

(1 —d50) {AL [or (2 = 2jLo)] — Ar o (2 — (25 — 1) Lo)]} +

(2.52)
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Para Bp (z) para np par temos:

np(2)
~ 5L0

2
BF(Z) ~ m {(1—5&0)
k=0

3

d
dt3 AL (Oth)

d3
— 7AR (Oépj)
t—em2(h-1)Ly O

{1—(5k0 [ (j;AL(aLt)

} .
X
tzzf(Qkfl)Lo

tzzf(Qkfl)Lo

3

— —s AR (ar?)
t—em2(h-1)Ly O

k
d
Z{ AL aLt —(1—(5]'70) %AR (OéRt) } +
0 t=z—2j5Lo t=2—(2j—1)Lo
3 d d
2 73AR (Oth) 2 —Ap (aLt) — —Ap (OéRt) +
dt t=am(2k—1)Lo | Ot tmz—okL, t=2—(2k—1)Lo
d? d 1 d
—4 7AL (OéLt) AL (OéLt) + = 7AL (Oth> +
dt? t=2—2(k—1)Lo | 9 t—e—okL, 2 4t t=2—2(k—1)Lo
d 4
— —Agr (OéRt) + —Ap (Oth) X
dt tms (k1)L | At t=z—2(k—1)Lo
k—1
2> {Apan (z—2jLo)] — (1 = 650) Ar [ar (2 — (25 — 1) Lo)l} +
=0
d4
—AL [OéL (Z—Q(k)—l) Lo)]}— @AR (aRt) X
t=Z7(2k71)L0
k—1
x 32 {Arfar(z—2jLo)] = (1= 8j0) Arlar (z — (2j — 1) Lo)]}
=0
—Ar[ar (z = (2k — 1) Lo)]}]} - (2.53)
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Para Bp (z) para np {mpar obtemos:

np(z)—1
el < a3 a3
—— —= A (art) — (1 =96k0) 53AR (arl) +
127 Z:: { dt3 t=z—2kLg dt3 tzzf(Qk‘fl)Lo
272 REQI 3 3
e“Lg d d
+ 4| —=Ap (aLt) — (1 — (5k,0) —Ag (aRt) X
127 g [ <dt3 t=z—2kLg dt3 t=zf(2k71)L0
k d d
X (1 — (5]‘70) @AL (Oth) — %AR (aRt) +
=0 t=z—2jLo t=2—(2j—1)Lo
d3 d
+2(1 = 0k0) —3Ar (art) 2 —Ap (art) +
dt t:z—(2k+1)L0 dt t=2—2kLg
d
— 7AR (OéRt) +
dt t=z—(2k—1)Lo
AL () ? Ay (ant) A ()
-2 —Ar (apt —Ap (art + —Ar (apt X
dtg t=z—2kLo dt t=z—2kLg dt4 t=z—2kLo
k
x 42 {Apor (2 = 2jLo)] — (1= 850) Ar [ar (2 — (25 — 1) Lo)]} +
j=0
d4
—AL [OéL (Z — QkLo)]} — (1 — 5k,0) @AR (Ozpj) X
t=Z7(2k71)L0
k—1
x 42> {Arfar (2 = 2jLo)] — (1 = §j0) Ar [ar (= — (25 — 1) Lo)]} +
j=0
Aplan (2 — 2k — 1) L)} (2.54)

Com isso temos todas as fungbes que descrevem a densidade de energia na cavidade em

funcao dos movimentos das fronteiras (2.1) e (2.2). Destacamos nas expressoes aqui deduzidas

que, como podemos perceber na estrutura comum das fungoes A (z) e B (z), na situacao estatica

(pelos movimentos das fronteiras cessarem ou por calculando a densidade de energia na zona

estdtica na qual ng (2) = np (z) = 0) recuperamos a densidade de energia estética de Casimir,

uma vez que para esses casos qualquer uma das fungoes A serd igual a 1, segundo as equagoes

(2.35), (2.36), (2.47) e (2.48), e qualquer uma das funcdes B serd igual a 0, segundo (2.51),
(2.52), (2.53) e (2.54).

Outro fato que merece destaque é que o procedimento descrito nesse capitulo pode ser

diretamente estendido para ordens maiores de g, nos garantindo valores cada vez mais exatos

para a densidade de energia.
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Capitulo 3

Aplicacao dos métodos ao fenomeno

de interferéncia

Vimos nos capitulos anteriores como calcular a densidade de energia na cavidade com duas
fronteiras oscilantes usando as leis de movimento das fronteiras. Isso nos traz uma possibilidade
de aplicagao direta: a andlise do fenémeno de interferéncia na densidade de energia. FEsse
problema foi tratado na Ref. [24] com relagao a taxa de produgao de particulas. Nosso objetivo
é analisar o mesmo fenémeno, mas do ponto de vista da densidade de energia e posteriormente
da energia na cavidade e correlacionar com as conclusoes obtidas em [24]. Para tanto, o primeiro
passo é extrair as equacoes dos termos de interferéncia para a densidade de energia, a partir do

que foi encontrado nas segoes 2.1 e 2.2.

3.1 Termos de interferéncia para movimentos genéricos

O termo de interferéncia pode ser obtido da seguinte maneira:

(To0)int = (Too) — (Too)r, — (Too) g + Tcass (3.1)

onde (7o) representa a densidade de energia quando as duas fronteiras estao se movimentando,
(Too); ¢ a densidade de energia quando apenas a fronteira da direita estd se movimentando e

(Too) € a densidade de energia quando apenas a fronteira da esquerda estd se movimentando.
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3.1 Termos de interferéncia para movimentos genéricos 45

Sendo assim, os termos de interferéncia sao aqueles que sao fungoes das leis de movimento L (t)
e R(t), simultaneamente. Consequentemente, nao havera termos de interferéncia de primeira
ordem em €.

Cada um dos termos A e B também pode ser escrito dessa forma:

A= Ap+ Ap + A, (3.2)
B:BR+BL+Bint‘ (3.3)

Assim sendo, podemos escrever:
(T} = —Fest | A8 (v) + A" (u)| - BE (v) = B (u), (3.4)

Para o termo Ag (2) para ng (z) par:

ng(z)
~. 2 42 k .
AR (z) ~ —82LG Y { (1—6kp) g2 Az (art)l. o, > (=650 Arlar(z— (25 — 1) Lo)] +
— =0
d2 k—1
+om Ar (@Rt e-1r, 2 (1= 8j0) Arlar (2 = 2jLo)]| o +
=0
ng(2) nG(2)
979 2 d 2 d
—16eL3 | Y (1 —dko) P (@)l imsopr | | D (1= ko) 7 \r (art)|i—.— (2h—1)L0
k=0 k=0
(3.5)
Para o termo Ag (z) para ng (z) fmpar:
nG(z)fl
_ 2 2 k
AF(2) ~ —8°L§ Y |(1—dko) a2 A (ant)l._air, > (1 =650 Arlor (z— (25 — 1) Lo)l +
k=0 =0
2 d
+ton AR (Rrt)] = (2k41)L0 Z dj0) Arfar (2 =2jLo)] | +
7=0
ng(z)—1 ng(z)—1
9.9 2 d 2 d
—16eL3 | Y (1= dro) g Az (art)l. o, > 7 Ar (@Rl ki
k=0 k=0
(3.6)
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3.1 Termos de interferéncia para movimentos genéricos 46

Para Ap (z) para np (z) par:

np(z)

~in 2 2 k—1 -

Apt(2) = —852[/3 Z {(1 — 0k,0) |:dt2 Ar (aLt)’t:z—Q(k—l)Lo (1=6j0)Arlar (z — (2 — 1) Lo)| +
k=0 §=0

d2 k—1 .
T Ar (art)|i—._(2k-1)L, Z Aplap (2 — 2]L0)]] } +
=0

np(z) np(2)

2 d 2 d

—16e°L | > (1= ko) o AL (art)l——a(k—1)L, [ (1 = drp) e (art)|i—.—(2h—1)Lo
k=0

(3.7)

Para Ap (z) para np (z) impar:

np(z)—1
Ain - d2 a
AR (z) =~ —8°L§ {dﬂ Ap (art)ly—s—or, {Z —3j0) Ar|ar (z — (25 — 1) Lo)]

(1
k=0 7=0
d2 k—1
+ (1= dk0) 75 Ar (OR)|ims(2h-1)L jZoAL ar (2 =2jLo)] p | +
np(z)—1 np(z)—
. d 2 d
—16¢°L§ Z i Ar (aLt)‘t:zfﬂeLo (1 = dky0) dt AR (aRt)‘t:zf(Qkfl)Lo
k=0 k=0

(3.8)

De maneira similar podemos deduzir os termos de interferéncia nas fungdes B (z). Para a

funcéo Bg (z) para ng (z) par:

Hint e2L} & d® k
BE'(2) = —— > Q1= ko) |2 T (art) > (1—60) AR (art) | +
k=0 t=z—2kLg =0 (2j—1)Lo
a3 u
2 %AR (art) Z (1—-4650) 7 Ap (art) +
t=2—(2k—1)Lo =0 t=2z—2jLg
d? d*
2 7AR (aRt) A (aLt) — 7AL (OéLt) X
dts t:Z—(zk—l)Lo dt t=z—2kLg dt4 t=z—2kLg
k o
XY (1=06;0)Arlar(z— (25 — 1) Lo)] - —7hr (art) X
J=0 t=2—(2k—1)L
k—1
X (1 — 5j70) AL [aL (Z — 2jL0)] . (39)
j=0
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3.1 Termos de interferéncia para movimentos genéricos 47

Para Bg (2) para ng (z) fmpar:

Sint 52L% nG(ZZ}il d3 i
B¥(2) ~ — > 201 - dko) T (art) Z AR (aupt) +
6mr o~ ¢ t=2—2kLo j— t=2—(2j—1)Lo
43 i
2 —5 AR (ant) > AL (art)
t t=2—(2k+1)Lo j—o t=2—2jLo
d* r
+ (1= ko) 7 A (art) Z 1—68,0)Arlar (z— (25 — 1) Lo)] +
t=z—2kLg j=
d* r
+ %AR (agt) (1-— (5]"0) Ap[ar (z—=27Lo)]| - (3.10)
t=2—(2k+1)Lo j—0

Para By (z) para np (z) par:

np(z)
272" 2 3 k d
Blm( ) =~ —670 (1_5k,0) 2 7AL (aLt) 1— ]0) AR (Oth) +
67 kz::o dt? t=2—2(k—1)Lo JE: dt t=2—(2j—1)Lo
3 k d
+2 @AR (agrt) @AL (apt)
t=2—(2k—1)Lo =0 t=z—2jLo
d? d
-2 7AR (aRt) 7AL (OéLt) +
dt? t=2z—(2k—1)Lo dt t=2z—2kLo
d? d
-2 73AL (aLt) 7AR (O(Rt) +
dt t=2—2(k—1)Lo At t=2—(2k—1)Lo
d4 k—1
+ —— AL (art) > (1=650)Arlar (z— (2§ — 1) Lo)] +
dt t=z—2(k—1)Lo j=0
d4 k—1
+ <7 AR (art) > Apfan(z=2jLo)]| ¢ (3.11)
t t=z—(2k—1)Lo =0
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3.2 Aplicagao 48

E para Br (z) para np (z) fmpar:

B (2) EQL(Z)WiZH > T Ap (art) (1= 6,0 L (ant)
P(2) ® ——— ——= AL (art 45,0 R (apt +
L — dt? t=2—2kLo j— dt t=2—(2j—1)Lo
a3 i
+2 (1 _5k,0) ﬁAR (OéRt) Z(l —5]"0) d A (OéLt) +
t t=Z—(2k—1)L0 j=0 t=2z—2j5L¢g
3
—2(1 = 6k,0) S 5AR (arl) —Ap (art) +
dt? t=2—(2k—1)Lo dt t=2z—2kLg
4 k
+ FAL (art) (1—=9,0)Ar[ar(z— (2§ —1) Lo)| +
t=z—2kLg =0
d4 k—1
+ (1 — 5]970) %AR (Oth) Ap [OzL (Z — QjLo)] . (3.12)

t=2—(2k—1) Lo =0

Com isso temos todos os termos de interferéncia relacionados a densidade de energia para
movimentos genéricos. Como era de se esperar, as equagoes acima sao tais que, caso qualquer
uma das fronteiras esteja em repouso, ou ainda se tivermos ng (z) = np (2) = 0 (o que corre-
sponde & situacao estatica), os termos de interferéncia serao nulos. O que faremos na préxima

secdo é aplicar as equagbes acima as leis de movimento estudadas em [24].

3.2 Aplicacao

Vimos na secao passada a deducao dos termos de interferéncia na densidade de energia.
Podemos, a partir dessas expressoes, obter os termos de interferéncia no contexto das leis de
movimento propostas na Ref. [24]. Nessa referéncia os autores consideraram leis de movimento

dadas pelas equagoes (2.14) e (2.15). Comparando com (2.1) e (2.2) temos:

Ap (t) = arsin (QLt + ¢) (3.13&)

AR (t) = CLRSin (QRt), (313b)

onde ay, e ar as amplitudes de oscilacao das fronteiras da esquerda e da direita, respectivamente;
Q, = 47/ Lo a frequéncia de oscilagao das fronteiras, com 7, sendo um inteiro que indica quantas
vezes a frequéncia de vibragao das fronteiras é multiplo da frequéncia de vibragao natural do
campo na cavidade, e ¢ a diferenca de fase entre os movimentos, que deve ser multipla inteira

de 7 e identificamos ar = Qg e ay, = Q.
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3.2 Aplicagao 49

Na Ref. [24], os autores encontraram a seguinte relagdo para Qp = Qp:

Ny = Nif + N — (=1)7y/NFNF cos ¢, (3.14)

onde Ny é o numero de particulas produzidas no modo k quando as duas fronteiras estdao se
movendo; N, kL e N ,f sao os numeros de particulas criados quando apenas a fronteira da esquerda
ou a da direta estd em movimento, respectivamente. Os autores resumem as suas conclusoes com
relagao ao fendmeno de interferéncia da seguinte maneira: quando a frequéncia de vibracao das
fronteiras é um multiplo par da frequéncia fundamental de vibragdo do campo e ¢ = 0 ha uma
interferéncia construtiva maxima na producao de particulas. Se a frequéncia de vibracao das
fronteiras é um multiplo par da frequéncia fundamental e ¢ = m ha uma interferéncia destrutiva
maxima. Quando a frequéncia de vibracao é um multilplo impar, e ¢ = 7, teremos interferéncia
construtiva maxima e quando ¢ = 0 teremos interferéncia destrutiva méxima.

Vamos obter flic?t (z) para ng (z) par para as leis de movimento descritas na Ref. [24],
mencionadas acima.

Partindo da equagao (3.5) e substituindo (3.13a) e (3.13b) temos:

ng(z)
2 2
. —2kL
An(z) = —82L2 (1 - 80) | —ar <'m> sin [WT (2= 2kLo) 4 4
k=0 Lo Lo
k .
. [yrm(z = (25 — 1) Lo)]
X 1—4:0)apsin +
]ZZ:O( j,0) AR [ T
2
_ap <’yR7T> sin [’YRT(' (Z — (2]€ — 1) Lo):| %
0 Lo
k—1 .
—27L
<37 (1 = 8,0) ap sin (W N ¢> N
i=0 0
7LG2(Z)
— 2kL
—162L32 Z (1- 5k,0)aL7LLTr cos [VLW (zL ) + 4 X
— 0 0
”GQ(Z)
YRT YT (z — (2k — 1) LO)}
X 1—4ro)a cos ) 3.15
> (1= ko) on, el (3.15)
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3.2 Aplicagao 50
Usando:
sin [ 12T (=2 =DLl)| _ (—1)"% sin RrE , (3.16)
Lo ] Ly
—(2k —1) Lg) |
cos |:7R7r (Z ( k ) 0) — (_1)'YR cos <7R7rz> ’ (317)
LO ] LO
“in ['W—Z?Lo) vo] = sim (%m . ¢> | (318
Lo | Lo
cos {’W_QkLO) +¢| = cos ('yyrz + gb) , (3.19)
Lo l Lo
temos:
ng(2) 5
Aint Q.2 _ _ LT LT
AR (2) = —8%L2 Z{l 9k.0) aL<LO)81[LO —I—gb}x
xapg (—1)"" sin [Wg Z] k+
Lo
2
g (1ETY Ly i [2272
CLR<LO> (—1) sm[ T ]x
Xar, sin <VL7TZ + ¢) (k — 1)} } +
Ly
nc2(z)
—1652[1% aLl |:7L7TZ -+ (ﬁ:| (1 — Ok 0) X
Ly ’
k=0
"GQ(Z)
x { ap BT (Z1Y7R cos [WR”} (1= d10) (3.20)
Lo Lo prd
Usando:
nG(2)
: ne (2)
> (=) = =5 (3.21)
k=0
nG2(z
Y k(l-6) = “C (2) [”G (=) 4 1} (3.22)
’ 4 2
k=0
nc;2(z)
(k—1)(1 - ko) = "G4(z) [”Gz(z) - 1} (3.23)
k=0
chegamos em:
ARt (2) = &*r’apag(—1)""sin <WZ7TZ) sin ( i ) (Vi + %) n& (2) +
0
+2e2n%araR (—1)% sin ( > < > —YR) G (2) +
—4e*r%apap (—1)7% cos ( > ( > YLYRNE (2) . (3.24)
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3.2 Aplicagao 51

Conseguimos assim a expressao do termo de interferéncia para A (z) para ng (z) par. De
modo andlogo conseguimos as demais expressoes para A™ (z) e B ().

Para o termo ALt (2) para ng (z) fmpar:

At (2) = &rn’apag (—1)""sin <WZ> sin < Tn > 7?4+ 'yR nZ (z) — 1]+
0

—4e*m%apag (—1)"" cos ( > ( > YR [nE (z) — 1] . (3.25)

Para o termo At (2) para np (z) par:

fliﬁt (z) = e2rlarar (—1)" sin (T) sin ( Lo > (7% + 712[?) n% (2) +

> (vi = v&) nr (2) +

—4e’*m*arag (—1)"% cos <WZZZ> ( + ¢) YLYRNE (2) - (3.26)
Para o termo At (2) para np (z) fmpar:
ARt (2) = &*r’apag (—1)""sin <WZO> sin ( Ic ) (vi + %) [nF (2) — 1] +

—4e*m%apap (—1)7% cos (fYRWZ) (

Para o termo B (z) para ng (2) par:

) YLYR [n% (2) — 1] . (3.27)

» 23
Bt (2) = ;22 arag (—1)7% cos (7127(:2) cos (727;2 + <75> YLYR X
1 1
['mnc <2nc ) +7ine (2) <2nc (2) + 1)] +
. YLTZ
1 X
24L2 aLaR( . < Lo > o ( Lo ¢>
1 1
X [ YrnG (2 <2nG ) +7ina (2) <27’LG () + 1)] : (3.28)
Para BJ' (2) para ng (2) fmpar:
in 62 s YRTZ VLT
B t (2) = 24L2 apar (~1)"" cos <LO> o ( " ¢> T (7% " 7%%) [HQG (=)= 1] "

2273 . T\
_48L2 arar (—1)"% sin <WZO> sin (72 ) (vi +7%) [n& (2) —1]. (3.29)
0
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3.2 Aplicagao 52

Para Bt (z) para np (z) par:

2.3

- e°m RTZ LTz

Bp'(z) = 1972 LR (—1)7" cos <7Lo) cos <7Lo + ¢> YLYR X
0

2
52773 YRTTZ YLTZ
—TI%CLLGR —1)’YR Sin <[4)> Sin < LO + (,b) X

e @) (e 0 +1) + ke @) (e () -1) (3.30)

X -ﬁ%np (2) (;np (2) + 1) +2np (2) <1TLF (2) — 1) I
(

E, para Bt (2) para np (z) fmpar:

23
Bi e Tz Tz
Bp'(z) = a2 arar (—1)7F cos <WZO ) cos <7LLO + (b) vryL (0 +%) [n (2) —1] +
0
23
em . YRTZ \ . YLTZ
“aspgerer (1T sin <LO> sin < L, " ¢) (V2 +%) 03 () = 1] . (3.31)

O que serd feito na préxima secao é calcular a energia através da integral de (1.45) em toda

a cavidade.

3.2.1 Energia de interferéncia

Nesta se¢cao vamos calcular a parte da energia armazenada na cavidade associada ao termo
(3.1). Faremos os calculos para instantes t = NLg, onde N > 1 é um inteiro. Para esses
instantes as fronteiras voltam as suas posicoes iniciais e podemos separar diretamente a energia
das particulas criadas da energia de Casimir.

Para N = 1, durante a integragao envolvendo ng(v), v =t + z ird variar de Ly a 2Lg. De
um modo geral, para N > 1, v > Ly. Durante as integragoes envolvendo ng(u), o argumento
u =t — x ird variar de 0 a Lg. De um modo geral, para N > 1, v > 0. Para fins praticos

podemos substituir as equagoes (2.10) e (2.11) por:

ng(z) = int <Lo> (3.32)
ng(z) = int <Z)+1. (3.33)

Para o caso em que as frequéncias de oscilagao das fronteiras sao diferentes, integramos a
Eq. (3.24) em x de (0 a Ly) e encontramos uma expressao nula. E isso acontece com todos

os termos de interferéncia. Portanto, para frequéncias das fronteiras diferentes, a energia de
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3.2 Aplicagao 53

interferéncia é zero, o que estd em acordo com os resultados obtidos na Ref. [24]. Apesar disso,
para esses casos, mostramos aqui que a densidade de energia nao é identicamente zero, apenas
sua integral.

Mas, para o caso em que as frequéncias sao iguais, ou seja, quando temos vr, = Ygr = 7,
encontramos, ao fazer as consideragoes acima mencionadas, resultados diferentes de zero. Para

a fungao Al (2) para ng (z) par, temos:

ABYN) = /OLO AR (N Lo 4 z) de = —Loarage®n®~? (—1)7 (N? 4+ 2N +1) cos ¢. (3.34)

Para Al (2) para ng (z) fmpar:
ABY(N) = —Loarage*n®y* (1) (N? + 2N) cos ¢. (3.35)

Para AlZ (2) para ng (z) par:

ALY (N) = —Loapare®my% (=1)7 N? cos ¢. (3.36)

Para AR (2) para np (2) fmpar:
A (N) = —Loapare®n®y? (—1)? (N? —1) cos ¢. (3.37)

Para BJ' (2) para ng (2) par:

- 2.3
BgE' (N) = ;;2 arary* (1) (N? + 2N + 1) cos ¢ (3.38)
0
Para BJ' (2) para ng (2) fmpar:
Rint 627{_3 4 5 2
BAY(N) = 18I, “LORY (—=1)7 (N? +2N) cos ¢ (3.39)
Para Bt (z) para np (z) par:
_ 23
Byt (N) = aragy* (—1)" N?cos ¢ (3.40)
48Lg
Para Bt (z) para np (z) impar:
=i 23
Bg“lt (N) = 48TCLLCLR’V4 (_1)7 (N2 — 1) cos ¢ (3,41)
0

As equagbes acima podem ser combinadas, seguindo (3.4), o que nos d4 a seguinte expressao:

Lo
B (N) = / (Too) s
0

e2m?

= 48LOaLaR72 (-1)" {2N2 + 2N + (_1)N} (48L(2)fest _ sz) co8 ¢,

(3.42)

Com a equagao acima, podemos concluir o seguinte:
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e Para frequéncias iguais e que sejam multiplos pares da frequéncia de oscilagao natural
da cavidade, teremos interferéncia construtiva quando a diferenca de fase for ¢ = 7 e

destrutiva quando ¢ = 0;

e Para frequéncias iguais e que sejam multiplos impares da frequéncia de oscilagao natural
da cavidade, teremos interferéncia construtiva quando a diferenca de fase for ¢ = 0 e

destrutiva quando ¢ = 7;

O que faremos a seguir é visualizar graficamente os nossos resultados.

3.2.2 Analise Grafica

Com os resultados anteriores podemos obter de forma direta graficos para a densidade e
energia para o termo de interferéncia. Em todos os casos adotamos o comprimento inicial da

cavidade como sendo Ly = 1.

(T00) 1
o
-

—0.2

—0.6 \‘
Figura 3.1: Termo de interferéncia na densidade de energia na cavidade para v, = vy = 2

e ¢ = 0, calculada na posi¢ao z = Ly/2 em funcao do tempo.

Nas Fig. 3.1 mostramos o termo de interferéncia na densidade de energia na cavidade para
YL = Yr = 2 e ¢ = 0, calculada na posicao x = Ly/2, sendo Ly = 1. Na Fig. 3.2 mostramos o
termo de interferéncia na densidade de energia na cavidade para vy = ygr = 3 e ¢ = 7, calculada
na posicdo = = Lg/2, sendo Ly = 1. Em ambas as figuras observamos que a parte negativa
da funga@o se acentua mais rapidamente do que a parte positiva, o que corresponde ao caso de

interferéncia destrutiva. Se integrarmos as correspondentes densidades de energia na cavidade

o4



3.2 Aplicagao

55

M
|
h I

Hp
|

i
AAVAVAN

Figura 3.2: Termo de interferéncia na densidade de energia na cavidade v, = yg = 3 e

¢ = 7, calculada na posi¢do x = Ly/2 em funcdo do tempo.

veremos que a energia de interferéncia vai tendendo a valores cada vez mais negativos, tal como

visualizado na Fig. 3.9.

0.6 ..

0.4+

Figura 3.3: Termo de interferéncia na densidade de energia na cavidade para v, = yg = 2

e ¢ = 7, calculada na posicao x = Ly/2 em funcdo do tempo.

Na Fig. 3.3 mostramos o termo de interferéncia na densidade de energia na cavidade para
YL = YR = 2 e ¢ = m, calculada na posicdo x = Ly/2, sendo Ly = 1. Na Fig. 3.4 mostramos o

termo de interferéncia na densidade de energia na cavidade para v, = vgr = 3 e ¢ = 0, calculada

1. Em ambas as figuras observamos que a parte positiva

na posicao x = Lo/2, sendo Ly
da funcao se acentua mais rapidamente do que a parte negativa, o que corresponde ao caso de
interferéncia construtiva. Se integrarmos as correspondentes densidades de energia na cavidade

veremos que a energia de interferéncia vai tendendo a valores cada vez mais positivos, tal como

95



3.2 Aplicagao 56

<TUU>int

Figura 3.4: Termo de interferéncia na densidade de energia na cavidade para v, = vg = 3

e ¢ = 0, calculada na posi¢ao z = Ly/2 em funcao do tempo.

visualizado na Fig. 3.8.

Na Fig. 3.5 temos o caso em que as frequéncias de vibragao das fronteiras sao diferentes.
Nesse caso nao hé efeitos de interferéncia. Isso pode ser visualizado pela simetria do grafico entre
as partes positivas e negativas da funcao, sendo que nds ja mostramos que a energia de interacao
correspondente a esse caso € nula. Ou seja, apesar da densidade de energia de interferéncia nao
ser nula, a energia é.

Nas Fig. 3.6 e 3.7 comparamos os termos de interferéncia da densidade de energia para
o caso de frequéncias diferentes através dos dois métodos desenvolvidos no presente trabalho:
o método exato numérico descrito no capitulo 1 e o método analitico descrito no capitulo 2.
Primeiramente percebemos que a integral dos graficos pontilhados em x sao nulos, como ja
mostramos para esse caso. Além disso, chamamos atencao ao fato de que, com o passar do
tempo, os resultados obtidos pelos dois métodos tornam-se cada vez mais diferentes uma vez
que, no método analitico, nés consideramos apenas até a segunda ordem de aproximacao em
€. Mais ordens de aproximacao na energia fardo com que o resultado analitico se aproxime do
resultado numérico.

Nas figuras 3.8 e 3.9 comparamos a energia de interagao obtida pela equagao (3.42) com a
obtida usando a equagao 3.14 que foi retirada da Ref. [24]. Mostramos que os resultados da

literatura estao em boa concordancia com oS nossos.
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Figura 3.5: Termo de interferéncia na densidade de energia na cavidade para vy, = 2,

vr = 1 e ¢ = 7, calculada na posicao = = Ly/2 em fungao do tempo.
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Figura 3.6: Termo de interferéncia na densidade de energia na cavidade para v, = 2,
vr = 1 e ¢ = m, calculada no instante ¢ = 2Ly em funcao da posicao x na cavidade.
A linha cheia representa o célculo feito através do método numérico, enquanto a linha

pontilhada representa o calculo feito da maneira analitica.
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Figura 3.7: Termo de interferéncia na densidade de energia na cavidade para vy, = 2,
vr = 1 e ¢ = 7, calculada no instante t = 10Ly. A linha cheia representa o calculo feito
através do método numérico, enquanto que a linha pontilhada representa o cédlculo feito

da maneira analitica.
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Figura 3.8: Comparagao entre a energia de interferéncia obtida em [24] (linha cheia) e

pelo nosso método analitico (linhas tracejadas). Os parametros sdo yg = 2, 7, = 2 e

o=
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Figura 3.9: Comparagao entre a energia de interferéncia obtida em [24] (linha cheia) e

pelo nosso método analitico (linhas tracejadas). Os parametros sdo yg = 5, 7, = 5 e

o=
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Consideracoes Finais

Neste trabalho calculamos o comportamento exato da densidade de energia em uma cavidade
em 141 dimensoes, com duas fronteiras que executam leis de movimento prescritas, que impoem
ao campo que se encontra inicialmente no estado de vacuo, condigoes de contorno de Dirichlet.
Obtivemos uma expressao para a densidade que é composta por termos que possibilitam o cédlculo
numérico direto para quaisquer leis de movimento que respeitem as condigoes iniciais tipicas de
estarem estaticas até um tempo t = 0. A obtencado dessa expressao foi possivel através de um
tragado de linhas nulas a partir de um ponto (¢, z) da cavidade, até as chamadas regioes estéticas,
por um processo de reflexao dessas linhas nulas nas fronteiras. Com isso, essa expressao é funcao
desse nimero de reflexdes, tanto para a reta v =t +x quanto para a u = t — z, que passam pelo
ponto inicial (¢,z). Esses termos nos possibilitaram o tratamento numérico exato da densidade
de energia, bem como a obtencao do comportamento grafico da forca quantica exata sobre as
fronteiras. Sendo um procedimento geométrico, ele é vélido para qualquer lei de movimento
que respeite as condigoes de contorno citadas acima, inclusive as que estao fora de alcance dos
métodos perturbativos encontrados na literatura.

Com essas expressoes exatas, particularizamos nosso estudo para o caso de leis de movimento
em que as fronteiras sao condicionadas a retornarem a suas posicoes iniciais em tempos multiplos
de Lg. Essa particularizacdo permitiu obter expressoes analiticas para a densidade de energia
bem como os termos de interferéncia genéricos para essa classe de leis de movimento, aplicaveis a
um grande grupo de problemas. A densidade de energia para essas leis de movimento genéricas
foi expandida em série de um parametro €, que controla a amplitude nas leis de movimento.
Uma vantagem clara do método é que ele tem aplicagao direta a diversos problemas, uma vez
que nao é necessario que se recomece a calcular resultados desde o inicio do processo, caso se

queira trabalhar com outras leis de movimento. Esse método analitico teve boa concordancia
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com o método numérico exato por nés desenvolvido, sendo que essa concordancia é tanto melhor
quanto menor o tempo considerado para os movimentos das fronteiras. Destacamos que o nosso
método analitico foi desenvolvido através de um processo que até entao os trabalhos da literatura
tratavam como passivel apenas de obtencao de resultados numéricos.

Na ultima parte deste trabalho aplicamos nossas férmulas analiticas as leis de movimento
propostas na Ref. [24] para analisar os efeitos de interferéncia na densidade de energia e comparar
com os resultados obtidos na mesma referéncia para a interferéncia na criacao de particulas.
Concluimos que, quando a combinacao de parametros das leis de movimento causa interferéncia
destrutiva na producao de particulas, o termo de interferéncia na densidade de energia tende a
ficar negativo com o passar do tempo. A consequéncia desse fato para a energia de interferéncia
na cavidade é o decréscimo dela conforme o tempo passa. No caso de interferéncia construtiva
na producao de particulas, ocorre o contrario: com a densidade de energia se tornando cada
vez mais positiva e a energia de interferéncia crescendo com o passar do tempo. No caso em
que as frequéncias de vibragao sao diferentes, os resultados encontrados na Ref. [24] indicam
que nao ha interferéncia na producao de particulas. Para esse caso obtivemos uma energia de
interferéncia que realmente é nula para todos os instantes e para qualquer diferenca de fase entre
os movimentos das fronteiras. Porém existe fenémeno de interferéncia na densidade de energia
na cavidade, cuja integral em todo o espago da cavidade (ou seja, a energia) se anula.

Entre as imediatas extensoes deste trabalho esta a correcao de nossas férmulas levando em
conta termos proporcionais a € elevado a poténcias maiores do que 2, para as forcas sobre as
fronteiras, a densidade de energia, a energia, e seus respectivos termos de interferéncia. Como
j& mencionado, uma das vantagens do nosso método é permitir direta extensao (com relativo
baixo custo de cdlculos) para ordens seguintes. Essa andlise em ordens maiores pode trazer
informacdes novas, por exemplo, quanto ao problema da interferéncia.

Outra extensao desse trabalho, que ja encontra-se em andamento, consiste em levar em conta
condicoes de contorno de Neumann nas fronteiras. Temos uma forma preliminar (sujeita ainda

a confirmagao) da densidade de energia para esse caso dada por:

1 G/// 3 G//
fe = <

2 1 ,
e i O IR FREICRI

1 [P 3(F"\* L1 |
Ir = me‘a<FJ‘“TL‘3W‘5ﬂF

a qual estende as equagdes (1.8a) e (1.8b) deste trabalho. Nessa expressao, se f = 0 temos
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condigoes de contorno de Neumann ou de Dirichlet nas duas fronteiras. Para 8 = 1/2, temos o
condi¢ao de Dirichlet em uma fronteira e Neumann na outra. Substituindo o resultado acima

na equacao (1.45) temos:

(Too) = —fest |Ac (v) + Ar (u)| = Be (v) = Br (u),

onde, para esse caso:

1
ot = 3112 [2 —3(5—ﬂ2)}

Com isso podemos ver claramente que toda a informacao relativa as condigoes de contorno esta
armazenada no coeficiente fost, enquanto os termos restantes da densidade de energia dependem
apenas das leis de movimento.

Outra extensao direta é encontrar a expansao das funcoes G e F' e, através de procedimento
analogo ao feito aqui, escrever o proprio operador de campo perturbativamente a qualquer ordem
de expansao em e.

Mais uma extensao possivel é levar em conta outros estados iniciais na cavidade que nao
o vacuo a fim de verificar as forcas sobre as fronteiras, a densidade de energia, a energia, e
seus respectivos termos de interferéncia levando em conta esses estados iniciais. Seria interes-
sante estudar estados coerentes porque o problema em 3 4+ 1 dimensoes para esses estados, com
particulas com momentos perpendiculares a placa é equivalente ao caso unidimensional.

Também temos interesse em estender o método apresentado nessa tese para contemplar
uma variedade maior de leis de movimento para as fronteiras. A dificuldade atual é conseguir a
descricao dos nimeros de reflexoes nas fronteiras em funcao de e. Uma vez obtidas as expressoes
de ng (z,e) e np(z,¢), a limitagdo de que as fronteiras retornem a posigao inicial em tempos
miultiplos de Ly nao precisaria mais ser levada em consideracao.

Acreditamos, ainda, que é possivel estender o método a condigoes de contorno mais realistas

para as fronteiras.
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Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica
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Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica
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Baixar livros de Saude Coletiva
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Baixar livros de Turismo



http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1

