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obtenção do t́ıtulo de Mestre em F́ısica.

Orientador: Prof. Ardiley Torres Avelar

Co-orientador: Prof. Basilio Baseia

Goiânia
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Resumo

Um esquema fact́ıvel de geração de superposição de estados comprimidos deslocados em cavi-

dades supercondutoras é apresentado. As caracteŕısticas e propriedades, em especial as não-

clássicas, são estudadas por meio da função de Wigner e parâmetro Q de Mandel. A probabil-

idade de sucesso de geração de tal superposição também são consideradas.
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Caṕıtulo 1

Introdução

Por definição estados não-clássicos possuem uma função P (α) que apresenta singular-

idades mais fortes que uma função delta, como derivadas de uma função delta, ou apresentam

valores negativos [3–5]. Estes estados apresentam uma variedade de efeitos posśıveis apenas de-

vido à natureza quântica dos mesmos. Entre esses efeitos, podemos citar o anti-agrupamento [6],

inibição de fotocontagem [7], estat́ıstica subpoissoniana [8] e a compressão quântica [9].

Estes efeitos não-clássicos podem ser obtidos através da Óptica Quântica por meio de

estados, também não-clássicos do campo eletromagnético. Apesar da relativa juventude da

Óptica Quântica, que pode ser considerada como nascida, ao menos como teoria necessária,

em 1977 com o efeito de anti-agrupamento descoberto por Kimble, Dagenais e Mandel. Há

várias propostas e realizações experimentais de tais estados, entre eles [10]: estado de Fock |n〉

, estado comprimido |z, α〉 [11], estado de número comprimido |z, n〉 [12,13], estado de número

deslocado |α, n〉 [14], estado de fase |θ〉 [15], et caetera.

Além dos estados quânticos propriamente ditos, há também as superposições de estados

quânticos. Estas superposições podem apresentar outras caracteŕısticas ou efeitos que suas

componentes não demonstram isoladamente, graças à interferência entre os estados, podendo

ser considerada uma das conseqüências mais marcantes da Mecânica Quântica.

A geração destes estados pode ser feita através de ondas eletromagnéticas viajantes,

1



1. Introdução 2

interagindo com meios não-lineares, divisores de feixe e fotodetectores. Também podem ser

obtidos por meio da interação de átomos de Rydberg com campos eletromagnéticos aprisionados

em cavidades supercondutoras e detectores atômicos.

O estudo da geração e caracterização desses estados tem sua importância não só nas

posśıveis aplicações, mas também no esclarecimento de questões básicas para a F́ısica como

um todo, ao testar prinćıpios, postulados e limites das teorias em F́ısica. Entre as posśıveis

aplicações podemos citar: computação quântica [16], comunicação quântica [17] e detecção de

ondas gravitacionais [18].

Neste trabalho é proposto um esquema de geração de superposição de estados com-

primidos deslocados em cavidades supercondutoras. No Caṕıtulo 2 é feita uma breve introdução

sobre a quantização do campo eletromagnético, e a apresentação de alguns estados não-clássicos

importantes para o melhor entendimento do trabalho: estados de Fock, estados coerentes e es-

tados comprimidos. Em seguida são descritas algumas propriedades e caracteŕısticas destes

estados. No Caṕıtulo 3 apresentamos o processo de geração da superposição descrevendo ini-

cialmente o aparato experimental necessário. Na Seção seguinte a interação envolvida no pro-

cesso de geração é discutida. Na última seção as propriedades não-clássicas da superposição

são estudadas. Finalmente, no Caṕıtulo 4 são apresentadas as conclusões deste trabalho.



Caṕıtulo 2

Estados não-clássicos - conceitos
básicos

A quantização do campo eletromagnético foi realizada primeiramente por Born, Heisen-

berg e Jordan em 1926 [19] e em 1927 por Dirac [20]. No entanto, até 1977, era apenas uma

formulação alternativa, mas dispensável, para a explicação dos fenômenos luminosos conheci-

dos, tendo em vista que a teoria semi-clássica, onde o átomo é tratado quanticamente e a luz

sendo um campo obedecendo as equações de Maxwell, com fase e amplitude bem definidas,

fornecia os mesmo resultados. Em 1963 Glauber desenvolve a teoria quântica da coerência

óptica [3–5], inspirada pela realização experimental do laser, tornando posśıvel a previsão de

novos fenômenos que não poderiam ser explicados pela teoria semi-clássica1. O antiagrupa-

mento de fótons (photon antibunching) é um exemplo de tais efeitos, cuja explicação não é

obtida classicamente. Verificado experimentalmente em 1977, por Kimble, Dagenais e Man-

del [6], esse efeito marcou o efetivo nascimento da Óptica Quântica como teoria necessária para

a correta descrição de tais fenômenos [21, 22]. Neste caṕıtulo discutiremos a quantização no

caso de uma cavidade unidimensional, além de apresentarmos os estados de Fock, coerente e

coerente comprimido, necessários para um melhor entendimento deste trabalho.

1Se as singularidades de uma certa função P (α) forem mais fortes que funções delta, como derivadas de
funções delta por exemplo, o campo representado não terá análogo clássico. [4]

3



2.1 Quantização do campo eletromagnético 4

2.1 Quantização do campo eletromagnético

O campo eletromagnético em uma cavidade poder ser descrito em termos dos infinitos

modos normais de vibração de ondas estacionárias. Considerando o campo eletromagnético, sem

fontes de radiação, como cargas e correntes, linearmente polarizado na direção x e de freqüência

ω, confinado numa cavidade unidimensional de largura L formada por paredes perfeitamente

condutoras [23]. O campo elétrico satisfaz as equações de Maxwell e as condições de contorno

(campo elétrico nulo nas paredes da cavidade), sendo dado por

Ex(z, t) =

(
2ω2

Lε0

)1/2

q(t)sen(kz). (2.1)

onde o vetor de onda k, a freqüência ω são relacionados por k = (ω/c) e ε0 é a permissividade

elétrica do vácuo. A amplitude do campo é descrita pelo fator dependente do tempo q(t).

O campo elétrico pode ser um tipo de posição canônica já que o fator q(t) tem dimensão de

comprimento. Do mesmo modo, o campo magnético é descrito por

By(z, t) =
(µ0ε0
kz

)(2ω2

Lε0

)1/2

p(t)cos(kz) (2.2)

sendo a amplitude do campo magnético controlada pelo análogo de um momento canônico

p(t) = q̇(t). A hamiltoniana descrevendo esse modo único do campo eletromagnético é então:

HCE =
1

2

∫
dz(ε0 | ~E(z, t) |2 +

1

µ0

| ~B(z, t) |2). (2.3)

Substituindo as equações. (2.1) e (2.2) em (2.3) obtemos

HCE =
1

2
(| ~p |2 +ω | ~q |2). (2.4)

A quantização é imediata [23], já que ela é efetuada substituindo as variáveis canônicas q e

p, pelos seus correspondentes operadores q̂ e p̂, obedecendo à regra de quantização canônica

[q̂, p̂] = i~. Os operadores de campo elétrico e magnético assumem então as seguintes formas:

Ê =

(
2ω2

m

Lε0

)1/2

q̂(t)sen(kz)., (2.5)

B̂ =
(µ0ε0
kz

)(2ω2

Lε0

)1/2

p̂(t)cos(kz) (2.6)
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e, assim, o hamiltoniano descrevendo o campo eletromagnético resulta

ĤCE = p̂2 + ω2q̂2. (2.7)

Se definirmos os operadores â e â† como

â =
1√
2~ω

(ωq̂ + ip̂), (2.8)

â† =
1√
2~ω

(ωq̂ − ip̂) (2.9)

podemos reescrever o hamiltoniano como

Ĥ = ~ω
(
â†â+

1

2

)
. (2.10)

O hamiltoniano 2.10 nesta forma facilita a obtenção dos ńıveis e estados de energia, como vere-

mos a frente. Este hamiltoniano comporta-se como um oscilador harmônico simples. Podemos

isolar o operador q̂m através das relações (2.8) e (2.9) análogas para âm e â†m, reescrevendo o

operador campo elétrico como

Ê =
(
â ~E + â† ~E∗

)
, (2.11)

onde ~E =
√

~/2ωsen(kz) pode ser considerado como o campo elétrico devido a um único fóton.

Na próxima seção mostraremos que os estados de Fock são autoestados de energia do

operador hamiltoniano (2.10).

2.2 Estados não-clássicos

2.2.1 Estados de Fock

Os estados de número, também conhecidos como estados de Fock, são autoestados

do operador de número n̂ = â†â, sendo â um operador qualquer que satisfaz a relação de

comutação [â, â†] = 1 [24]. A condição de hermiticidade n̂ = n̂† garante a existência de

autovalores reais e autoestados ortonormalizados formando uma base completa. Se |γ〉 é um
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autoestado normalizado tal que â†â|γ〉 = γ|γ〉, então os autovalores γ serão todos números reais

não-negativos pois

γ = 〈γ|â†â|γ〉 = ‖â|γ〉‖2 ≥ 0. (2.12)

Usando a relação de comutação e a identidade [AB,C] = A[B,C] + [A,C]B obtemos,

[n̂, â] = [â†, â]â = −â (2.13)

[n̂, â†] = â†[â†, â] = â† (2.14)

A partir da equação. (2.13) vemos que

(â†â)â|γ〉 = â(â†â− 1)|γ〉 = â(γ − 1)|γ〉 = (γ − 1)â|γ〉, (2.15)

assim â|γ〉 e â†|γ〉 são autoestados de â†â com autovalores γ − 1 e γ + 1, respectivamente. A

norma de â|γ〉 é dada por ‖â|γ〉‖ =
√
γ pois ‖â|γ〉‖2 = 〈γ|â†â|γ〉 = γ. Como podemos atuar â

n vezes, é necessário postular que se n ≥ γ, então ân | γ〉 = 0, para todo n não-negativo. Se

esta condição não for satisfeita, teŕıamos a possibilidade de γ−n < 0, o que seria contraditório

pois

â | γ〉 =
√
γ | γ − 1〉

â2. | γ〉 =
√

(γ)(γ − 1) | γ − 2〉

...

ân | γ〉 =
√

(γ)(γ − 1) · · · (γ − n) | γ − n〉.

A atuação sucessiva do operador de criação â† leva a

â† | γ〉 =
√
γ + 1 | γ + 1〉

â†2. | γ〉 =
√

(γ + 1)(γ + 2) | γ + 2〉

...

â†n | γ〉 =
√

(γ + 1)(γ + 2) · · · (γ + n) | γ + n〉.
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A atuação do operador de número n̂, do operador de criação â†, e do operador de

aniquilação â sobre os estados de Fock resulta em:

n̂|n〉 = n|n〉, (2.16)

â†|n〉 =
√
n+ 1|n+ 1〉, (2.17)

â|n〉 =
√
n|n− 1〉, (2.18)

tornando clara as suas denominações. No entanto vale ressaltar que os operadores de criação â†

e aniquilação â podem não criar ou aniquilar fótons [25], pois como veremos adiante, o operador

â não destruirá fótons de um estado coerente. De fato a denominação de tais operadores só é

válida para estados subpoissonianos, como o estado de Fock.

Para o hamiltoniano do campo eletromagnético de um modo, os estados de Fock serão

autoestados, com autovalores ~ω(n + 1
2
), formando uma base ortonormal completa, já que

satisfazem as condições

〈n|m〉 = δn,m (2.19)

e
∞∑

n=0

|n〉〈n| = 1. (2.20)

2.2.2 Estados coerentes

Apesar de terem sido propostos primeiramente por Schrödinger [10, 26], os estados

coerentes ganharam notoriedade com os trabalhos de Glauber e Sudarshan [3–5, 27]. Sendo os

estados coerentes autoestados do operador de aniquilação [28], ou seja:

â|α〉 = α|α〉, (2.21)

com |α〉 a representação do estado coerente na notação de Dirac e α = reiθ. Podemos obter
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tais estados a partir da atuação do operador de deslocamento

D̂(α) = exp(αâ† − α∗â), (2.22)

D̂(α)|0〉 = |α〉. (2.23)

Na base de Fock, representamos os estados coerentes como

|α〉 = e−
1
2
|α|2

∞∑
n=0

αn

√
n!
|n〉. (2.24)

Com esta expansão na base de Fock, podemos demonstrar a não-ortogonalidade dos estados

coerentes:

〈β|α〉 = exp(−|β|2/2)exp(−|α|2/2)
∞∑

j=0

∞∑
k=0

β∗j
√
j!

αk

√
k!
δjk

= exp
[
−(|β|2 + |α|2)/2

] ∞∑
j=0

(β∗α)j

j!

= exp
[
β∗α− (|α|2 + |β|2)/2

]
. (2.25)

No entanto, os estados tornam-se ortogonais quando |α − β| � 1, pois neste caso |〈β|α〉|2 =

e−|α−β|2 ' 0.

Para que os estados coerentes formem uma base, não é necessário que estes sejam

ortogonais [4], apesar de ser conveniente em alguns casos, basta apenas que ela seja completa.

Demonstramos a completeza dessa base utilizando a expansão 2.24:∫
|α〉〈α|d

2α

π
=

1

π

∫ ∞

0

|α|d|α|exp(−|α|2)
∞∑

j=0

∞∑
k=0

|α|j+k

√
j!k!

∫ 2π

0

dθexp[i(j − k)θ]|j〉〈k|

=
∞∑

j=0

|j〉〈j|
j!

∫ ∞

0

d|α|2exp(−|α|2)|α|2j

=
∞∑

j=0

|j〉〈j| = 1. (2.26)

Como consequência da não-ortogonalidade, um estado coerente pode ser representado em ter-

mos de outros estados coerentes:

|α〉 =
1

π

∫
d2α′|α′〉〈α′|α〉

=
1

π

∫
d2α′|α′〉 exp

(
−1

2
|α|2 + α′∗α− 1

2
|α′|
)
, (2.27)
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ou seja, os estados coerentes são supercompletos. Assim, o operador densidade ρ̂ de qualquer

estado possui representação diagonal em termos dos estados coerentes:

ρ̂ =

∫
P (α)|α〉〈α|d2α, (2.28)

onde P (α) é a distribuição de Glauber-Sudarshan. Glauber definiu que “se as singularidades

de P (α) são de tipos mais fortes que funções delta, i.e. derivadas de uma função delta, o campo

representado não terá nenhum análogo clássico”. Se observarmos a distribuição P (α) do estado

coerente , dada por uma função delta bidimensional:

P (α) = δ(2)(α− α0), (2.29)

está no limite da definição, ou seja, são os mais clássicos dos estados quânticos.

2.2.3 Estados comprimidos

Proposto inicialmente por Kennard [29], os estados comprimidos como são conhecidos

hoje, foram apresentados por Infeld e Plebański [10, 30]. Assim como os estados coerentes,

eles apresentam mı́nima incerteza. No entanto, uma das quadraturas, que são análogas ao

momento e posição canônicos, possui valor na incerteza menor que o observado nos estados de

vácuo, enquanto a outra possui maior valor, não violando assim o prinćıpio da incerteza. Essa

propriedade de compressão de uma das quadraturas, para um valor da dispersão, menor do

que o apresentado pelo vácuo, torna o estado comprimido de grande relevância para sistemas

onde esse ńıvel de precisão é requerida. Sistemas de detecção de ondas gravitacionais [18]

e comunicação quântica [31] são exemplos de potenciais aplicações tecnológicas deste estado

quântico.

Os estados comprimidos podem ser obtidos, basicamente, de duas maneiras. Em uma

delas aplicamos o operador de deslocamento D̂(α) = exp
(
αâ† − α∗â

)
sobre o estado de vácuo,

aplicando em seguida o operador de compressão propriamente dito:

|z, α〉 = Ŝ(z)D̂(α)|0〉, (2.30)
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com

Ŝ(z) = exp
(
z∗â2 − zâ†2

)
(2.31)

sendo z = εeiφ, onde ε é o chamado parâmetro de compressão e φ/2 , o ângulo entre o menor eixo

da elipse X2, enquanto X1indica a direção em que o estado será comprimido, como mostrado

na figura 2.1 pois uma rotação de π, no ângulo φ, leva à mesma elipse.

Figura 2.1: Significado de φ.

Outra forma de obter estados comprimidos é aplicar

o operador de compressão Ŝ(z) sobre um estado de vácuo

| 0〉 e em seguida o operador de deslocamento D̂(α), ob-

tendo | α, z〉. Obtidos dessa forma, é chamado de estado

comprimido ideal. Como os operadores D̂(α) e Ŝ(z) não

comutam, o estado comprimido difere, fisicamente, do es-

tado ideal. Esta diferença é apresentada nas figuras 2.2(a)

e 2.2(b).

X1

X2
Estado comprimido

0>

S(z)
^

D( )a
^

0>

b

arg( )b

0>D( )a
^

(a)

X1

X2

a

q

Estado comprimido ideal

S(z)
^

0>

0>

D( )a
^

S(z)
^

0>

(b)

Figura 2.2: Representação no espaço de fase dos estados: (a) comprimido e (b) comprimido
ideal.
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Podemos ver a não-comutação através da trans-

formação unitária realizada pelo operador de compressão sobre o operador deslocamento:

Ŝ(z)D̂(α)Ŝ†(z) = D̂(µα− να∗) ,

Ŝ†(z)D̂(α)Ŝ(z) = D̂(µα+ να∗), (2.32)

pois o operador Ŝ(z) satisfaz às seguintes propriedades

Ŝ†(z) = Ŝ(−z) = Ŝ−1(z), (2.33)

Ŝ(z)Ŝ†(z) = Ŝ†(z)Ŝ(z) = 1̂, (2.34)

Ŝ(z)âŜ†(z) = µâ+ νâ†, (2.35)

Ŝ(z)â†Ŝ†(z) = µâ† + ν∗â, (2.36)

com µ = coshε e ν = eiφsenhε. Da equação 2.32 podemos concluir que

Ŝ(z)D̂(α) = D̂(µα− να∗)Ŝ(z) ,

D̂(α)Ŝ(z) = Ŝ(z)D̂(µα+ να∗). (2.37)

Com as relações dadas por 2.37 podemos igualar o estado comprimido ao estado ideal:

|α, z〉 = |z, β〉, (2.38)

com β = µα+ να∗.

2.3 Propriedades dos Estados não-clássicos

Para caracterizar a natureza não-clássica de um estado, certas propriedades são úteis.

As funções de quase-probabilidade, distribuição estat́ıstica de fótons [32], parâmetro Q de

Mandel [8], e profundidade não-clássica [8, 33–39], são algumas delas.
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2.3.1 Distribuição do número de fótons

Um estado quântico | ψ〉 pode ser escrito como uma soma de autovetores de uma base

na forma

| ψ〉 =
∑

i

Ci | ψi〉 (2.39)

onde Ci é a amplitude de probabilidade e | Ci |2=| 〈ψi | ψ〉 |2 é a probabilidade do sistema

descrito por | ψ〉 ser encontrado no estado | ψi〉. Dessa maneira, a distribuição de número de

fótons é definida como

Pn = |〈n|Ψ〉|2, (2.40)

e fornece a probabilidade de encontrar n fótons no estado puro |Ψ〉.

Estados de Fock

Para o estado de Fock |m〉 a probabilidade é

Pn = δm,n, (2.41)

obviamente devido à ortogonalidade do mesmo.

Estados Coerentes

Utilizando a expansão do estado coerente | α〉 na base de Fock, dada pela equação 2.24,

a distribuição do número de fótons do estado coerente é dada pela estat́ıstica de Poisson :

Pn =
|α|2ne−|α|2

n!
. (2.42)

A figura 2.3.1 apresenta a distribuição do número de fótons para o estado coerente para alguns

valores de α.
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P
n

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

n
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

α=0,5

α=1,0

α=1,5

α=2,0

Figura 2.3: Probabilidade Pn para um estado coerente para α = 2, 0, α = 1, 5, α = 1, 0 e
α = 0, 5 .

Estados Comprimidos

Expandindo na base de Fock o estado comprimido [11], obtemos:

| z, β〉 =
∞∑

n=0

(2nn!µ)−
1
2

(
ν

µ

)n
2

e−
|β|2
2

+ ν∗
2µ

β2

Hn

(
β√
2µν

)
|n〉. (2.43)

Conseqüentemente a distribuição de número de fótons é

Pn =
|ν/(2µ)|n

2nn!µ
exp

[
ν∗

2µ
β2 − |β|2

] ∣∣∣∣Hn

(
β√
2µν

)∣∣∣∣2 . (2.44)

A figura 2.4 apresenta a distribuição de número de fótons para α = 2 e alguns valores do

parâmetro de compressão ε.

2.3.2 Parâmetro Q de Mandel

O parâmetro Q de Mandel caracteriza as propriedades estat́ısticas comparadas com a
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(a)

Pn

0,2

0

0,6

0,4

n

15
0

5 2010

(b)
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(c)

Pn

0,2
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0,6
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n

15
0
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Figura 2.4: Distribuição de fótons do estado coerente comprimido |z, α〉, com α = 2, e (a)
ε = 0; (b) ε = 0, 5; (c) ε = 1, 0 e (d) ε = 1, 5.

estat́ıstica de Poisson, sendo definido por:

Q =
(∆n̂)2 − 〈n̂〉

〈n̂〉
, (2.45)

com 〈n̂〉 o número médio de fótons do estado e (∆n̂)2 = 〈n̂2〉 − 〈n̂〉2. Os posśıveis valores deste

parâmetro, que vão de −1 a ∞, definem a estat́ıstica como:

• Q > 0 =⇒ superpoissoniana (clássica);

• Q = 0 =⇒ poissoniana (limite entre clássica e quântica);
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• Q < 0 =⇒ subpoissoniana (quântica).

Ou seja, a flutuação do número de fótons maior que o número médio de fótons (Q > 0) é

normalmente observada em estados clássicos, como o estado térmico. No caso Q = 0 temos

que a variância é igual ao número médio de fótons, coincidindo com o esperado de um sistema

descrito pela estat́ıstica de Poisson. Já um estado com número de fótons bem definido terá

flutuação menor ( (∆n̂)2 < 〈n̂〉) que um estado poissoniano terá Q < 0.

Estados de Fock

Para estados de Fock temos que

〈m | n̂ | m〉2 = 〈n̂〉2 = m2

〈m | n̂2 | m〉 = 〈n̂2〉 = m2

(2.46)

resultando em (∆n̂)2 = 0, e Q de Mandel para os estados de Fock:

Q =
−〈n̂〉
〈n̂〉

= −1. (2.47)

Ou seja, os estados de Fock são os mais subpoissonianos posśıveis.

Estados Coerentes

Sendo os estados coerentes autoestados do operador â [4]

â | α〉 = α | α〉,

〈α | â† = 〈α | α∗, (2.48)

obtemos o parâmetro Q de Mandel:

〈n̂〉 = 〈α | n̂ | α〉 = 〈α | â†â | α〉 =| α |2⇒ 〈n̂〉2 =| α |4,

〈n̂2〉 = 〈α | n̂2 | α〉 = 〈α | â†ââ†â | α〉 =| α |2 + | α |4,

Q =
(| α |2 + | α |4 − | α |4)− | α |2

| α |2
= 0. (2.49)
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O valor nulo do parâmetro Q de Mandel indica que o estado coerente segue a estat́ıstica sub-

poissoniana, a qual descreve a probabilidade de n ocorrências de um dado evento discreto, num

intervalo de tempo, desde que ocorram numa taxa média | α |2 previamente conhecida e não

dependam do tempo em que o último evento ocorreu.

Estados Comprimidos

O parâmetro Q de Mandel para o estado comprimido ideal é dado por:

Q =
| α |2 [e−2εcos2(φ− 2θ) + e2εsen2(φ− 2θ)] + 2senh2(ε)cosh2(ε)

| α |2 +senh2(ε)
− 1, (2.50)

onde o número médio de fótons é

〈n̂〉 =| ν |2 + | α |2, (2.51)

e a variância:

(∆n̂)2 =
| α |2 [1 + 2senh2 (| α |) − senh2 (2ε) cosh (φ− 2θ)] + senh2 (2ε)

2
. (2.52)

É interessante notar que para r = 0, ou seja, quando o deslocamento é nulo, há apenas con-

tribuição do operador de compressão para o número médio de fótons, sendo portanto um estado

de vácuo comprimido. Este estado de vácuo comprimido possui número médio de fótons não-

nulo, não sendo um estado de vácuo para o operador de aniquilação â. Para um dado valor

de α e ε, o parâmetro Q será minimizado quando φ = 2θ e obterá seu valor máximo quando

φ = 2θ − π.

2.3.3 Variância nas quadraturas

Os operadores de quadratura são, por definição:

X̂1 =

√
ω

2~
q̂ =

â+ â†

2
, (2.53)

X̂2 =

√
1

2ω~
p̂ =

â− â†

2i
. (2.54)
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Eles são hermitianos e adimensionais, e análogamente aos operadores de posição e

momento canônicos, satisfazem a relação de comutação:

[
X̂1, X̂2

]
=
i

2
. (2.55)

X

X

1

2

Figura 2.5: Representação pic-
tográfica no espaço de fase do es-
tado de Fock.

Apesar da analogia, os operadores de quadratura não rep-

resentam a posição e momento do fóton, representados no

espaço real. Operadores de quadratura são representados no

espaço de fase, medido pela amplitude complexa do campo

eletromagnético.

Sendo a variância dada por (∆Xi)
2 ≡ 〈X̂2

i 〉−〈X̂i〉2,

a relação de incerteza dos operadores de quadratura é

(∆X̂1)
2(∆X̂2)

2 > 1

16
. (2.56)

Estados de Fock

Para os estados de Fock não há compressão nas quadraturas. De fato a sua variância

é como se segue:

〈X̂1〉 =
1

2
(〈n | â | n〉 + 〈n | â† | n〉) = 0,

〈X̂2
1 〉 =

1

4
(〈n | â2 | n〉〈n | â†2 | n〉 + 〈n | ââ† | n〉 + 〈n | â†â | n〉)

=
1

4
(2n+ 1) ,

(∆X̂1)
2 = 〈X̂2

1 〉 =
1

4
(2n+ 1),

〈X̂2〉 =
1

2i

(
〈n | â | n〉 − 〈n | â† | n〉

)
= 0,

〈X̂2
2 〉 =

−1

4

(
〈n | â2 | n〉 + 〈n | â†2 | n〉 − 〈n | ââ† | n〉 − 〈n | â†â | n〉

)
=

1

4
(2n+ 1) ,

(∆X̂2)
2 = 〈X̂2

2 〉 =
1

4
(2n+ 1). (2.57)
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Representado no espaço de fase, um plano complexo com eixos especificados pelas quadrat-

uras, o estado de Fock é representado como um coroa circular, correspondendo à projeção

bidimensional da função de Wigner, que será definida adiante.

Estados Coerentes

X 2

X 1

θ

α

Figura 2.6: Representação pictográfica do estado coerente no espaço de fase.

O estado coerente é um estado de mı́nima incerteza, isto é, (∆X1)
2 = (∆X2)

2 = 1/4.

A figura 2.3.3representa o estado coerente no espaço de fase. Por meio dessa representação fica

clara a denominação do operador D̂(α) como operador deslocamento, pois ele desloca o estado

de vácuo no espaço de fase.

Estados Comprimidos

A incerteza nas quadraturas do estado comprimido é dada por [11]

(
∆Ŷ1

)2

=
1

4
e−2ε, (2.58)(

∆Ŷ2

)2

=
1

4
e2ε, (2.59)

onde os operadores Ŷ1 e Ŷ2 são análogos aos operadores de quadratura X̂1 e X̂2 obedecendo a

propriedade:

Ŷ1 + iŶ2 = (X̂1 + iX̂2)e
iφ/2. (2.60)
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Os estados comprimidos apresentam o efeito de compressão, que é observado na variância das

quadraturas, quando uma delas é menor que 1/4. No entanto o produto da variância das

quadraturas dos estados comprimidos mantém-se idêntico ao da equação 2.56.

2.3.4 Função de Wigner

A função de Wigner foi a primeira forma de representações de estados quânticos no

espaço de fase a ser apresentada [40]. A utilidade principal para nós dessas representações

advém da transformação de funções de correlação de operadores em integrais clássicas [41]. A

função de Wigner é definida como:

W (β) =
1

π2

∫
exp(η∗β − ηβ∗)Tr

[
ρ̂eηâ†−η∗â

]
(η)d2η. (2.61)

que fornece uma descrição completa do estado. Apesar da semelhança com uma distribuição

de probabilidade, a função de Wigner não pode ser interpretada como tal, pois pode apresentar

valores negativos para alguns estados, algo que não faz sentido para uma distribuição clássica

de probabilidade. Ou seja, valores negativos desta função caracterizam um estado não-clássico.

Estados de Fock

A função de Wigner para o estado de Fock |n〉 é dada por:

W (x, y) =
2

π
(−1)nLn(4r2)e−2r2

, (2.62)

sendo r2 = X2
1 +X2

2 , onde X1 e X2 são as quadraturas, e Ln(z) o polinômio de Laguerre. Os

gráficos das funções de Wigner, para os estados de número |0〉, |1〉, |2〉 e |3〉, são mostrados na

figura 2.7. Alguns gráficos apresentam valores negativos, indicando a natureza não-clássica dos

estados.

Estados Coerentes
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Figura 2.7: Função de Wigner para os estados de Fock (a) |0〉; (b) |1〉; (c) |2〉 e (d) |3〉.

Figura 2.8: Função de Wigner para o
estado coerente com α = 2.

A função de Wigner do estado coerente |α〉 é

dada por:

W (β) =
2

π
exp

[
−1

2
|α− β|2

]
. (2.63)

A Figura. 2.3.4 exibe o gráfico da Função de Wigner

de um estado coerente, para α = 2.
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Estados Comprimidos

Utilizando a identidade∫
e[−A|η|2+Bη+Cη∗+Dη2+Eη∗2]d2η =

πe

h

ABC+B2E+C2D
A2−4DE

i

√
A2 − 4DE

, (2.64)

podemos obter a função de Wigner do estado comprimido | z, α〉, definido em 2.30) :

W (β) =
2

π
exp

{
−2cosh (ε) | α∗cosh (ε) − αe−iφsenh (ε) − β∗ |2

− 2 Re
[
α∗cosh (ε) − αe−iφsenh (ε) − β∗]2 eiφsenh (ε)

}
(2.65)

A figura 2.9 apresenta a função de Wigner para alguns valores dos parâmetros de

deslocamento α e compressão ε.
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Figura 2.9: Função de Wigner de estados coerente comprimidos |z, α〉, com α = 2 e ε = 0, 5
para (a) φ = 0 e (b) φ = π e com α = 2 e ε = 1, 0 (c) φ = 0 e (d) φ = π.



Caṕıtulo 3

Geração e propriedades de
superposição de estados comprimidos
deslocados

Neste caṕıtulo apresentaremos o método de geração e propriedades da superposição

de estados comprimidos deslocados (SECD) em Eletrodinâmica Quântica de Cavidades. Na

primeira seção detalhamos o aparato experimental necessários para a geração da superposição.

Na segunda seção tratamos do modelo Jaynes-Cummings usado para descrever a interação

entre átomos de Rydberg com um modo do campo eletromagnético aprisionado numa cavidade

supercondutora. Na última seção investigamos as propriedades não-clássicas da superposição, a

saber: oscilação na distribuição do número de fótons, parâmetro Q de Mandel, função de Wigner

e profundidade não-clássica. Calculamos também a probabilidade de sucesso de obtenção da

superposição desejada.

3.1 Aparato experimental

A geração de estados não-clássicos do campo eletromagnético estacionário em eletrodinâmica

quântica de cavidades [42] é realizada utilizando de elementos e dispositivos apresentados nesta

seção. Na figura 3.1 é apresentado o esquema experimental para obter a SECD. No forno

F o feixe de átomos é emitido com uma distribuição de velocidades de Maxwell-Bolztmann,

23
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De     DgC
GM

SVF R

Figura 3.1: Esquema experimental para geração de SECD em cavidade.

com velocidades variando no intervalo 20 < va < 700 m/s. A velocidade dos átomos é um

parâmetro importante na preparação de estados em cavidades, tendo em vista que determina o

tempo de interação átomo-campo. O seletor de velocidades V filtra os átomos com uma técnica

de bombeamento óptico por seleção Doppler [43, 44], que permite selecionar a velocidade do

átomo com uma incerteza menor que 2m/s [45]. Na região R os átomos são transformados via

uma seqüência de lasers [46] em átomos de Rydberg [47], caracterizados pelo fato que o número

quântico principal N do último elétron seja maior ou igual a 15, que podem ser considerados

de maneira aproximada como hidrogenóides. Assim, os átomos de Rydberg são normalmente

preparados com átomos alcalinos, como Rub́ıdio (Rb) ou Potássio (K). Usualmente, em exper-

imentos de Óptica Quântica em cavidades, os átomos de Rydberg são preparados com número

quântico principal N = 50 para o estado fundamental | g〉 e N = 51 para o estado excitado | e〉,

sendo as cavidades preparadas para que apenas um modo do campo interaja com estes ńıveis.

Com estas caracteŕısticas podemos obter algumas propriedades do átomo de Rydberg:

• Raio atômico: para o átomo de Hidrogênio, o raio médio é dado por r̄ = N2a0, com

a0 = 0, 5Å. Para N = 50, o átomo de Rydberg terá um raio 2500 vezes maior que o

estado fundamental do átomo.

• Momento de dipolo: sendo o momento de dipolo aproximado por d = e · r̄ = e · a0N
2, há
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forte interação do átomo com campos eletromagnéticos.

• Tempo de vida: os átomos de Rydberg circulares com N ∼ 50 possuem tempo de vida

da ordem de 30 ms.

Figura 3.2: Representação esquemática da cavidade supercondutora, onde: R = 4 cm é raio
de curvatura de cavidade; L = 5 cm é o comprimento da cavidade; d = 2 cm é a altura da
cavidade.

A cavidade C, representada na figura 3.1 é uma cavidade supercondutora de nióbio de alta quali-

dade 1 (Q ∼ 108) para campos na faixa de microondas. Nessa faixa de freqüência as imperfeições

das paredes da cavidade são menos percept́ıveis ao campo. A cavidade é resfriada a aproximada-

mente 0,6 K, por um criostato de hélio, a fim de diminuir o número médio de fótons térmicos

para 0,02. Adicionalmente, um campo eletrostático pode ser aplicado na cavidade com o intu-

ito de controlar a interação do átomo com o campo eletromagnético através do alargamento dos

ńıveis de energia por efeito Stark.

Os detectores De e Dg utilizam um campo elétrico entre placas metálicas para ionizar o átomo.

A figura 3.3 apresenta o esquema de detecção. São usados dois detectores para distinguir os

estados | g〉 e | e〉. No detector De há um campo elétrico intenso o suficiente para ionizar o

átomo caso este se encontre no estado excitado | e〉, mas não é capaz de ioniza-lo se estiver

no estado fundamental | g〉. No detector Dg o campo é suficientemente intenso para ionizar o

1O fator de qualidade é definido como Q = ωτv, com ω sendo a freqüência do campo e τv o tempo de vida
deste campo na cavidade
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átomo no estado fundamental | g〉. Portanto, a ordem dos detectores é importante para evitar

erro na detecção do estado do átomo.

D gD e

E EΨ A

Figura 3.3: Esquema para a de-
tecção atômica.

Resumindo, um feixe de átomos de Rub́ıdio emi-

tido pelo forno F atravessa o seletor de velocidade SV, per-

mitindo que apenas os átomos com a velocidade desejada

continuem. Na região R os átomos do feixe são preparados

em átomos de Rydberg. Na cavidade supercondutora C o

feixe de átomos interage com um modo do campo eletro-

magnético, atravessando posteriormente o gerador de mi-

croondas GM usado para produzir um estado coerente no modo utilizado. Os estados dos

átomos são medidos pelos detectores De e Dg.

3.2 Interação átomo-campo

Nesta seção trataremos da interação do campo eletromagnético quantizado na cavidade

supercondutora na faixa de freqüência de microondas, com um átomo de Rydberg presente na

mesma.

Hamiltoniana de acoplamento mı́nimo

Como tratamos de um átomo de Rydberg que possui um único elétron na camada de

valência e os demais elétrons fortemente ligados ao núcleo, formando um caroço em repouso,

podemos aproximar este modelo como um elétron de massa m e carga e submetido a um

potencial V (r), determinado pelo caroço. O campo eletromagnético externo é descrito pelo

potencial vetor ~A(~r, t) e o potencial escalar U(~r, t), sendo a interação átomo-campo prescrita

pela hamiltoniana de acoplamento mı́nimo [48]:

Ham =
1

2m

[
~p− e ~A(~r, t)

]2
+ eU(~r, t) + V (r) (3.1)
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onde ~p é o momento linear do elétron.

Aproximação de dipolo elétrico

A hamiltoniana 3.1 pode ser simplificada utilizando a aproximação de dipolo elétrico, que

consiste em desprezar a variação espacial do potencial vetor sobre a dimensão atômica. Deste

modo o potencial vetor pode ser eliminado por uma transformação de calibre. Note que os novos

potenciais servem apenas para descrever o efeito do campo sobre o átomo e não para descrever

o campo no interior da cavidade como um todo que se encontra no calibre de Coulomb. Apesar

dos átomos de Rydberg serem 103 vezes maiores que os átomos normais, a aproximação de

dipolo elétrico ainda pode ser aplicada, já que na faixa das microondas o comprimento de onda

é λ = 1cm, levando a ~k · ~r ∼ 10−5 � 1 para | ~r | da ordem das dimensões atômicas. Assim

podemos escrever o potencial vetor ~A(~r, t) sobre o átomo como:

~A(~r, t) = ~A(t)ei~k·~r0 , (3.2)

com ~r0 sendo a posição do núcleo. Realizando uma transformação de calibre [49], obtemos os

potenciais2:

~A = 0 e (3.3)

U = −~r · ~E(~r0, t) (3.4)

Levando em conta estas aproximações, a equação 3.1 resulta em

Ham =
1

2m
p2 + V (r) − e~r · ~E(~r0, t). (3.5)

Modelo de Jaynes-Cummings

Neste ponto, tomamos as grandezas canônicas como operadores e utilizamos o modelo

de Jaynes-Cummings [50] para simplificar o sistema, tratando de apenas dois ńıveis atômicos in-

teragindo com apenas um modo do campo.
2Estes potenciais são válidos apenas se os efeitos do campo magnético atuando sobre o átomo puderem ser

desprezado.
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ω ω ω0 0 =

...
...

}

Figura 3.4: Diagrama dos ńıveis de energia do
átomo, com a freqüência de transição ω0 resso-
nante com a freqüência do campo ω.

A geração de estados emaranhados em cavidades

de microondas [44] e efeitos quânticos como anti-

agrupamento de fótons [8] podem ser obtidos do

modelo de Jaynes-Cummings na aproximação de

onda girante, que descreveremos a seguir.

Primeiramente consideramos dois ńıveis

atômicos, | e〉 e | g〉, com energias Ee Eg e

freqüência de transição ω0. Podemos ajustar

a geometria da cavidade de tal maneira que a

freqüência ω de um dos modos do campo esteja

próxima de ω0, e que nenhum outro par de estados atômicos satisfaça essa propriedade, como

ilustrado na figura 3.4. Assumindo σij =| i〉〈j | com i, j = g, e o operador momento de dipolo

é escrito como:

d̂ = er̂ =
∑

i,j=g,e

~dij|i〉〈j| =
∑

i,j=g,e

~dijσ̂ij, (3.6)

com ~dij = e〈i | ~r | j〉 o elemento de matriz de dipolo. No entanto, o operador momento de

dipolo d̂ é ı́mpar e os elementos diagonais dgg = 〈g | ~r | g〉 e dee = 〈e | ~r | e〉 são nulos pois os

estados | g〉 e | e〉 têm paridade definida. Utilizando as equações 2.11 e 3.6, podemos escrever

o hamiltoniano referente à interação átomo-campo, obtido do último termo da equação 3.5,

como:

ĤI = −~
[(
~deg + ~dge

)
· ~Eâ+

(
~d∗eg + ~d∗ge

)
· ~E∗â†

]
. (3.7)

Já o hamiltoniano atômico é descrito pelos dois primeiros termos da equação 3.5. Fazendo a

substituição por operadores temos

ĤA =
1

2m
p̂2 + V (r̂), (3.8)

com | g〉, | e〉 sendo os autoestados de ĤA, com autovalores Eg e Ee, respectivamente. Podemos
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reescrever ĤA utilizando seus autoestados e autovalores:

ĤA =
∑
i=g,e

Ei|i〉〈ı| =
∑
i=g,e

Eiσ̂ii = Eg | g〉〈g | +Ee | e〉〈e | . (3.9)

Assim, no modelo de interação de Jaynes-Cummings o hamiltoniano do sistema átomo-campo

é:

ĤJC = ~ωâ†â+ Egσ̂gg + Eeσ̂ee + ~Ω(σ̂ge + σ̂eg)(â+ â†), (3.10)

sendo Ω = −~dge · ~E um parâmetro que descreve o acoplamento do átomo com o campo.

Definindo σ̂eg = σ̂+, σ̂ge = σ̂− e σ̂z =| e〉〈e | − | g〉〈g |, podemos reescrever o hamilto-

niano 3.10 como

ĤJC = ~ωâ†â+
1

2
~ω0σ̂z + ~Ω(âσ̂+ + â†σ̂−) + ~Ω(âσ̂− + â†σ̂+), (3.11)

evidenciando o caráter f́ısico do mesmo. O terceiro termo da equação 3.11 representa o que se

espera da interação átomo-campo: excitação do átomo (σ̂+) com a aniquilação de um fóton do

campo (â), e vice-versa, decaimento do átomo (σ̂−) com a criação de um fóton no campo. O

quarto termo apresenta o assim chamado comportamento contra-girante, ou anti-ressonante: o

decaimento do átomo (σ̂−) com a aniquilação de um fóton no campo (â) e a excitação do átomo

(σ̂+) com a criação de um fóton no campo. Escrevendo o hamiltoniano 3.11 na representação

de interação, usando Û0 = e−iωâ†âte−i~ω0σ̂zt/2, e

V̂ = Û †
0ĤJCÛ0 − i~Û †

0

∂Û0

∂t
. (3.12)

obtemos

V̂ = ~Ω(â†σ−e
−i δ t + âσ+e

−i δ t) + ~Ω(â†σ+e
i(ω0+ω)t + âσ−e

−i(ω0+ω)t), (3.13)

com δ = ω − ω0 sendo a dessintonia entre o campo e a freqüência de transição do átomo.

Realizando uma média temporal sobre 3.13 percebemos que os termos girantes con-

tribuem mais que os termos contra-girantes. Na verdade, quando Ω/ω � 1, podemos usar

a aproximação de onda girante, que consiste em ignorar os efeitos contra-girantes. Com esta
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aproximação, o hamiltoniano de Jaynes-Cummings, na representação de interação, torna-se

V̂JC = ~Ω(â†σ̂−e
−i δ t + âσ̂+e

−i δ t). (3.14)

No caso ressonante (ω = ω0), temos

V̂JC = ~Ω(âσ̂+ + â†σ̂−). (3.15)

O operador de evolução temporal é dado por

ÛJC(t) = e
−iV̂JCt

~ . (3.16)

Utilizando a equação 3.15 obtemos(
V̂JC

~

)2

= Ω2[ââ†|e〉〈e| + â†â|g〉〈g|], (3.17)(
V̂JC

~

)2k

= Ω2k[(ââ†)k|e〉〈e| + (â†â)k|g〉〈g|], (3.18)(
V̂JC

~

)2k+1

= Ω2k+1[(ââ†)kâ|e〉〈g| + (â†â)kâ†|g〉〈e|], (3.19)

onde k é um numero inteiro positivo. Com esse resultado podemos escrever o operador de

evolução temporal na forma

ÛJC(t) = cos(Ωt
√
â†â+ 1)|e〉〈e| + cos(Ωt

√
â†â)|g〉〈g|

− i
sen(Ωt

√
â†â+ 1√

â†â+ 1
â|e〉〈g| − i

sen(Ωt
√
â†â)√

â†â
â†|g〉〈e|. (3.20)

Modelo de Jaynes-Cummings com bombeio

Agora consideramos a dinâmica do modelo de Jaynes-Cummings quando o átomo está

submetido a um intenso campo clássico gerado por um laser. Este modelo foi usado por Solano et

al. para geração de estados emaranhados átomo-campo e superposição de estados de campo [51],

e por Zou et al. para reconstruir um estado quântico desconhecido através da função de Wigner
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caracteŕıstica [52]. Enquanto o átomo interage com o campo eletromagnético no interior da

cavidade ele é bombeado por um laser. O hamiltoniano de interação átomo-laser é dado por:

Ĥl = }λ(σ̂−e
iφ+iωLt + σ̂+e

−iφ−iωLt), (3.21)

onde λ e φ são, respectivamente, a amplitude e a fase do campo clássico com freqüência ωL.

Levando em conta a interação com o laser no interior da cavidade, o hamiltoniano do modelo

de Jaynes-Cummings com bombeio é dado por:

Ĥ =
}ω0

2
σ̂z + }ωâ†â+ }λ(σ̂−e

iφ+iωLt + σ̂+e
−iφ−iωLt) + }Ω(â†σ̂− + âσ̂+). (3.22)

Num referencial que gira com freqüência ωL, que é conectado a um sistema de referencial

inercial pelo operador unitário û(t) = exp(−iωLσ̂z + â†ât), o hamiltoniano associado a Ĥ é:

û(t)Ĥû†(t) = ĤL =
}∆

2
σ̂z + }δâ†â+ }λ(σ̂−e

iφ+it∆ + σ̂+e
−iφ−it∆) + }Ω(â†σ̂− + âσ+), (3.23)

onde ∆ = ωL − ω0 e δ = ω − ω0. Considerando o caso ressonante (ω = ω0 = ωL) obtemos

ĤL = }λ(σ̂−e
iφ + σ̂+e

−iφ) + }Ω(â†σ̂− + âσ+). (3.24)

Para analisarmos como a dinâmica é afetada por um forte campo clássico, mudamos para o for-

malismo de estados vestidos, através de uma rotação dos estados atômicos com a transformação

R̂ = exp
[π
4
(σ̂+ − σ̂−)

]
exp

(
iφ

2
σ̂z

)
. (3.25)

Reescrevendo exp[(π/4)(σ̂+ − σ̂−)] como

e[
π
4
(σ̂+−σ̂−)] =

∞∑
n=0

[
π
4

(σ̂+ − σ̂−)
]n

n!
=

| e〉 〈e | + | g〉 〈g | + | e〉 〈g | − | g〉 〈e |√
2

, (3.26)

o operador 3.25 pode ser expresso na forma:

R̂ =
1√
2

(| e〉〈e | + | g〉〈g | + | e〉〈g | − | g〉〈e |) exp
(
iφ

2
σ̂z

)
. (3.27)

Utilizando a relação

R̂σ̂±R̂
† =

1

2
[σ̂z ± (σ̂+ − σ̂−)] exp (±iφ) , (3.28)
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o hamiltoniano 3.24 torna-se

Ĥ ′ = R̂ĤLR̂
† = }λσ̂z +

}Ω

2
{â†e−iφ[σ̂z − (σ̂+ − σ̂−)] + âeiφ[σ̂z + (σ̂+ − σ̂−)]} (3.29)

O hamiltoniano na representação de interação é obtido com o operador unitário T̂ = exp(i~λσ̂zt):

Ĥ ′′ = T̂ Ĥ ′T̂ † =
}Ω

2
{â†e−iφ[σ̂z −

(
σ̂+e

i2~λt − σ̂−e
−i2~λt

)
] + âeiφ[σ̂z +

(
σ̂+e

i2~λt − σ̂−e
−i2~λt

)
]}.

(3.30)

Como estamos considerando um campo clássico intentso quando comparado ao acoplamento

do átomo com o campo da cavidade (λ� Ω), podemos ignorar os termos que oscilam com alta

freqüência e, assim obter o hamiltoniano efetivo clássico e o operador de evolução temporal

efetivo:

Ĥef =
Ωt

2

(
â†e−iφ + â†eiφ

)
σ̂z (3.31)

Ûef (t) = exp

[
−iΩt

2

(
â†e−iφ + â†eiφ

)
σ̂z

]
. (3.32)

Podemos descrever a evolução temporal do sistema na representação de Schrödinger, devemos

reverter a mudança de representação no operador de evolução efetivo 3.32:

Û = R̂†T̂ †(t)Ûef T̂ (0)R̂. (3.33)

Agora apresentamos outra aplicação para a geração da superposição de estados com-

primidos deslocados. Para este fim o átomo inicialmente no estado (| e〉+ | g〉)/
√

2, entra na

cavidade previamente preparada com um estado de vácuo comprimido | 0, z〉 [53,54]. Aplicando

o operador R̂ dado pela equação 3.28 sobre o estado inicial, com φ = 2θ, obtemos:

R̂
| e〉 + | g〉√

2
| 0, z〉 = [cosθ | e〉 + senθ | g〉] | 0, z〉 (3.34)

A aplicação de 3.32 em 3.34 resulta em

cosθ | α, z〉 | e〉 − isenθ | −α, z〉 | g〉 , (3.35)

e aplicando o conjugado do operador T̂ , encontramos

| φ〉 = e−iλt
[
cosθ | e〉 | α, z〉 − iei2λtsenθ | g〉 | −α, z〉

]
. (3.36)
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Neste ponto, podemos escolher 2λt = π/2 e ignorar a fase global e−iλt. Assim a aplicação do

conjugado hermitiano do operador 3.25 nos leva ao estado do sistema como um todo

R̂† | φ〉 = | ψ〉 = [cosθ | α, z〉 − senθ | −α, z〉] e−iθ | e〉 (3.37)

+ [cosθ | α, z〉 + senθ | −α, z〉] eiθ | g〉 . (3.38)

Finalmente, a detecção do átomo no estado | g〉 ou | e〉 completa a operação, criando a super-

posição de estados comprimidos deslocados,

| ψ±〉 = N± (cosθ | α, z〉 ± senθ | −α, z〉) , (3.39)

onde N± é o fator de normalização e ignoramos a fase global e∓iθ.

N± =

[
1 ± sen2θexp

(
−1

2
| α |2 e2|z|

)]−1/2

. (3.40)

A taxa de obtenção da superposição | ψ+〉 (par) ou | ψ−〉 (́ımpar) é igual à probabili-

dade de detectar o átomo no estado | g〉 ou | e〉, respectivamente, ou seja,

P± =| 〈± | ψ〉2AF |= 1

N±2 , (3.41)

onde os sinais (+) e (−) representam a detecção do átomo em | g〉 ou | e〉, respectivamente. A

figura 3.5 mostras os resultados de P+ e P− em função de α e alguns valores do parâmetro de

compressão. Note que o valor de P+ pode ser maior que 0,5 , a probabilidade de se detectar

o átomo no estado fundamental | g〉. Como a detecção atômica nos estados | g〉 e | e〉 são

complementares, a probabilidade P− de obter-se a superposição ı́mpar | ψ−〉 é o complemento

de P+ obter a superposição par | ψ+〉.

3.3 Propriedades não-clássicas

Para obtermos as propriedades não-clássicas do estado | ψ±〉, mostrado na equação

(3.39), utilizamos a expansão, na base de Fock, do estado comprimido 2.43 e a propriedade
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Figura 3.5: Probabilidade de sucesso em função do parâmetro de deslocamento α para geração
da superposição de estados comprimidos deslocados com ε = 0, 5 e: (a) θ = π/4 e (b) θ = π/3.
O sinal (+) representa a superposição par e o sinal (◦) indica a superposição ı́mpar.

2.38, obtendo

Cn =
1√
µn!

(
ν

2µ

)n/2

e−
|β|2
2

+ ν∗β2

2µ

[
cos(θ)Hn

(
β√
2µν

)
± sen(θ)Hn

(
− β√

2µν

)]
, (3.42)

com β = µα+ να∗.

Oscilação na estat́ıstica do número de fótons

A equação 3.42 fornece a distribuição estat́ıstica do número de fótons P±
n = | 〈n|ψ±〉F |2 =

|C±
n |2, de modo que:

Pn =
1

µn!

∣∣∣∣ ν2µ
∣∣∣∣n e−|β|2+R

„

ν∗β2

µ

« ∣∣∣∣cos(θ)Hn

(
β√
2µν

)
± sen(θ)Hn

(
− β√

2µν

)∣∣∣∣2 . (3.43)

As figuras 3.6(a) e 3.6(b) mostram os gráfico de P±
n em função de n para θ = π/4, α = 2, 5 e

ε = 0, 5. Notamos nas figuras as oscilações em P±
n , o que constitui um efeito não-clássico, como

apresentado na referência [32].

Estat́ıstica subpoissoniana

Sabendo que
〈
n̂k
〉

=
∑

n n
kPn, k = 1, 2, utilizamos as equações 2.45 e 3.43 para o
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Figura 3.6: Distribuição estat́ıstica do número de fótons em função de n com α = 2, 5 e ε = 0, 5
para: (a) superposição par P+

n com θ = π/4; (b) superposição ı́mpar P−
n com θ = π/4; (c)

superposição par P+
n com θ = π/3; (d) superposição ı́mpar P−

n com θ = π/3.

cálculo do parâmetro Q de Mandel. As figuras 3.7(a) e 3.7(b) exibem o parâmetro Q como

função de θ, para ε = 0, 5 e α = 1, 0 e ε = 0, 21 e α = 1, 2. Já as figuras 3.7(c) e 3.7(d)

apresentam o parâmetro Q em função de α com ε = 0, 21 e θ = π/4 e θ = π/3, respectiva-

mente. A figura 3.7(c) demostra o interessante efeito subpoissoniano na superposição ı́mpar

para qualquer valor de α, enquanto que para a superposição par, o efeito ocorre apenas para

α > 1.1. Onde α & 1, 7 o efeito coincide para ambas superposições.
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Figura 3.7: (a) Parâmetro Q de Mandel em função de θ, para α = 1, 0 e ε = 0, 5; parâmetro Q
de Mandel em função de α com ε = 0, 21 para (b)θ = π/4 e (c) θ = π/3. O sinal (+) representa
a superposição par e o sinal (◦) indica a superposição ı́mpar.
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Função de Wigner e efeitos de interferência

Assim como no caso do estado comprimido, utilizamos a identidade 2.64 para obter a

função de Wigner. Como estamos interessados nos efeitos da superposição, calculamos a função

de Wigner para θ = π/4, valor para o qual o peso estat́ıstico de cada estado na superposição

é o mesmo. No caso da superposição de estados comprimidos deslocados (SECD) obtemos a

expressão:

W (β) =
2

π
√

(µ2 + |ν|2)2 − 4µ2|ν|2
{

[W1(β) + W2(β)] ± [W3(β) + W4(β)] e−2[(µ2+|ν|2)|α|2+µ(ν∗α2+να∗2)]
}

,

(3.44)

W1(β) = exp

{
2

(µ2 + |ν|2)2 − 4µ2|ν|2
[
−(µ2 + |ν|2)|

(
µ2 − |ν|2

)
α − β|2 (3.45)

− µν
[(

µ2 − |ν|2
)
α∗ − β∗]2 − µν∗ [(µ2 − |ν|2

)
α − β

]2]}
,

W2(β) = exp

(
2

(µ2 + |ν|2)2 − 4µ2|ν|2
{
−(µ2 + |ν|2)|

(
µ2 − |ν|2

)
α + β|2 (3.46)

− µν
[(

µ2 − |ν|2
)
α∗ + β∗]2 − µν∗ [(µ2 − |ν|2

)
α + β

]2})
,

W3(β) = exp

(
2

(µ2 + |ν|2)2 − 4µ2|ν|2
{
(µ2 + |ν|2)

[
|(µ2 + |ν|2)α∗ + 2µν∗α|2

− β∗ ((µ2 + |ν|2)α + 2µνα∗)+ β
(
(µ2 + |ν|2)α∗ + 2µν∗α

)
− |β|2

]
− µ

[
ν
(
(µ2 + |ν|2)α∗ + 2µν∗α − β∗)2 + ν∗ ((µ2 + |ν|2)α + 2µνα∗ + β

)2]})
,

W4(β) = exp

(
2

(µ2 + |ν|2)2 − 4µ2|ν|2
{
(µ2 + |ν|2)

[
|(µ2 + |ν|2)α∗ + 2µν∗α|2

+ β∗ ((µ2 + |ν|2)α + 2µνα∗)− β
(
(µ2 + |ν|2)α∗ + 2µν∗α

)
− |β|2

]
− µ

[
ν
(
(µ2 + |ν|2)α∗ + 2µν∗α + β∗)2 + ν∗ ((µ2 + |ν|2)α + 2µνα∗ − β

)2]})
.

As figuras 3.8(a), 3.8(b), 3.8(c) e 3.8(d) mostram a função de Wigner para a SECD,

com β = x + iy. As figuras 3.8(a) e 3.8(b) são para as SECD ı́mpares com α = 2, 0, ε = 0, 8,

para φ = 0 e φ = π, respectivamente. As figuras 3.8(c) e 3.8(d) referem-se às SECD pares,

com α = 1, 2, ε = 1, 0, com φ = 0 e φ = π, respectivamente. A figura 3.8(d) coincide com
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a função de Wigner para o estado de vácuo comprimido |z〉, com ε = 1.2 e φ = π, o que

significa que estes dois estados aparentemente distintos são, de fato, o mesmo estado, tendo

em vista que a função de Wigner é univocamente determinada pelo operador densidade. Um

resultado similar é encontrado nas referências [55, 56], onde uma superposição conveniente de

vários estados coerentes de modo circular no espaço de fase, coincide com um estado de Fock

|N〉, como predito em [57].
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Figura 3.8: Função de Wigner para: SECD ı́mpar para α = 2, 0 e ε = 0, 8 com: (a) φ = 0 e (b)
φ = π; SECD par para α = 1, 2, ε = 1, 0 para (c) φ = 0 e (d) φ = π.
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Figura 3.9: Efeito de interferência
no espaço de fase para SECD par
com ε = 0, 8, α = 2, 0 e φ = 0.

A figura 3.9 representa um corte no plano (x, y) da

função de Wigner da figura 3.8(a) obtida de W (x, y) = 0,

mostrando o efeito de interferência no espaço de fase. De

acordo com Schleich e Wheeler [58], este efeito está asso-

ciado à ocorrência de oscilações na distribuição de fótons,

mostrada nas figuras 3.6(a) e 3.6(b).

É interessante observar que nas figuras 3.8(b) e

3.8(d) estes efeitos de interferência são anulados pois o es-

tado é comprimido na quadratura y, onde a interferência ocorre.
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Figura 3.10: Profundidade não-clássica para SECD par com φ = 0 em função de α.

Várias propostas foram feitas na literatura a fim de quantificar o caráter não-clássico

de um estado: por Mandel [8], Hillery [33], Dodonov et al. [34], Marian et al [35], Cahill e

Glauber [36], C.T.Lee [37], Lutkenhaus e Barnett [38] e referências neles contido. Seguimos o

procedimento apresentado na referência [39], usando a medida da não-classicalidade definida
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como

dm = 1 − πmax{QH(β)} (3.47)

que mede o quão não-clássico é o estado. A função QH é a função de Husimi, obtida da função

de Wigner [21].

A figura 3.10 mostra a medida dm como função do parâmetro de deslocamento α, para

vários valores do parâmetro de compressão ε. Note que neste intervalo dm aumenta quando α

cresce, até se estabilizar a partir de α ≈ 1.2, próximo do valor de estabilização do parâmetro

Q de Mandel apresentado na figura 3.7(c). O valor de estabilização de dm aumenta quando ε

aumenta. Devemos observar que, quando a profundidade não-clássica aumenta, ou seja, fixando

α e aumentando ε, os valores negativos da função de Wigner e os efeitos de interferência no

espaço de fase também aumentam, como pode ser observado nas figuras 3.11.
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Figura 3.11: Função de Wigner para: SECD par com α = 1, 75, φ = 0 para: (a) ε = 0, 2; (b)
ε = 0, 5; (c) ε = 0, 8; (d) ε = 1, 0.



Caṕıtulo 4

Conclusões

Estudamos alguns estados não-clássicos e suas propriedades: estado de Fock, estado

coerente e estado comprimido. As seguintes propriedades destes estados foram apresentadas:

distribuição do número de fótons, parâmetro Q de Mandel, variância nas quadraturas e função

de Wigner.

Propusemos a geração de superposição de estados comprimidos deslocados em cavi-

dades supercondutoras. Um feixe de átomos de Rub́ıdio, emitido por um forno atravessa um

seletor de velocidade, permitindo que apenas os átomos com a velocidade desejada continuem.

Os átomos do feixe são preparados em átomos de Rydberg. Na cavidade supercondutora o feixe

de átomos interage com um modo do campo eletromagnético enquanto o gerador de microon-

das é usado para produzir um estado coerente no modo desejado. Quando os átomos saem da

cavidade, seus estado são medidos pelos detectores atômicos. O modelo de interação do átomo

de Rydberg, sob bombeio de um campo clássico, interagindo com um modo do campo eletro-

magnético, na faixa de microondas, é investigado. A probabilidade de geração da superposição

é calculada para um caso ideal e verifica-se que as probabilidades de obter uma superposição

par ou ı́mpar são complementares.

Algumas propriedades não-clássicas da superposição são estudadas: distribuição do

número de fótons, onde se observa oscilação na estat́ıstica; parâmetro Q de Mandel, apresen-

42



4. Conclusões 43

tando estat́ıstica superpoissoniana, subpoissoninana e poissoniana em função dos parâmetros

de deslocamento e compressão; função de Wigner, com a constatação de efeito de interferência

no espaço de fase e valores negativos da função de quase-probabilidade, indicando a natureza

quântica da superposição [58]; a profundidade não-clássica é verificada, para vários parâmetros

de compressão e deslocamento, com resultado condizente com o parâmetro Q de Mandel, um

aumento do caráter não-clássico do estado com o aumento nos parâmetros de compressão e

deslocamento, até atingir um patamar, onde a profundidade não-clássica estabiliza.

Como perspectiva de trabalho futuro da influência da temperatura, tanto no estado

inicial presente na cavidade, quanto sobre a superposição obtida, utilizando o formalismo de

dinâmica de campo térmico.
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quadratic hamiltonians in two-mode cavity quantum electrodynamics. Physical Review A,

73:043803, April 2006.
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