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Resumo

Neste trabalho foram estudados aspectos cléssicos e semicléssicos de teorias
de segunda ordem. Primeiramente foi feita a formulacao da teoria de gauge
para sistemas em que a Lagrangiana do campo de gauge depende de suas com-
ponentes e de suas derivadas primeira e segunda e aplicagoes desta estrutura
para os casos U(1) - a eletrodinamica generalizada de Podolsky - e SU(N) - La-
grangiana efetiva de Alekseev, Abuzov e Baikov. O uso desta estrutura para o
caso do grupo de Lorentz SO(3, 1) foi feito em separado e uma anélise da solugdo
estética e isotropica no regime linear foi conduzida para um caso particular. Na
sequéncia, analisou-se como a teoria de Podolsky poderia ser vinculada de trés
maneiras distintas, a partir de dados experimentais disponiveis na literatura.
Finalmente, estudou-se regimes nao relativisticos da eletrodinamica de Podol-
sky, utilizando-se o formalismo galileano em 5 dimensoes. Os limites elétrico e
magnético da teoria foram analisados.

Palavras Chaves: Teoria de gauge, Teorias de Segunda Ordem na Derivada,
Gravitacao, Eletrodindmica Generalizada de Podolsky, Covariancia Galileana.

Areas do conhecimento: Teoria de Campos, Gravitacao.
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Abstract

In this work, classical and semiclassical aspects of second order theories were
analyzed. First the formulation of a gauge theory for systems whose Lagrangian
for the gauge field depends on the field itself and its first and second derivatives
was proposed. Applications of this structure for the U(1) group - Podolsky gen-
eralized electrodynamics - and for SU(N) - Alekseev, Abuzov e Baikov effective
Lagrangian - were made. The Lorentz group SO(3,1) was also analyzed and
an isotropic and static solution in linear approximation was obtained for a par-
ticular case. Next it was analyzed how Podolsky theory could be constrained
in three different ways using experimental data available on the literature. Fi-
nally the non-relativistic limits of Podolsky electrodynamics were analyzed on
the 5-dimensional galilean formalism. The electric and magnetic limits were
obtained.
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Capitulo 1

Introducao

E comum se dizer que os dois pilares da Fisica Moderna desenvolvida ao longo do século XX sio a
Teoria Quantica de Campos (TQC) e a Relatividade Geral (RG). A primeira descreve com bastante
propriedade a Fisica em escalas microscopicas, desde seus constituintes mais elementares e suas
interacoes, sendo um dos grandes sucessos o0 Modelo Padrao da Fisica de Particulas Elementares.
A segunda, sendo uma teoria de gravitacdo, descreve bem os fendmenos em escalas macroscopicas,
dando conta de fendmenos que ocorrem em dimensoes da ordem de centimetros a escalas césmicas,
sendo o Modelo Padrao da Cosmologia um do grandes frutos desta teoria. Tanto a TQC, quanto
a RG, tiveram seus desenvolvimentos associados ao estudo de um outro conceito, que se tornou
paradigma da Fisica do século XX: Simetria.

Duas simetrias normalmente correm por tras de uma teoria de campos. Uma é a simetria do
grupo cinematico, que diz respeito a simetria do espago-tempo em que o sistema fisico é considerado,
sendo este tltimo normalmente descrito por campos que sejam representagoes irredutiveis do grupo
cinematico [1]. Esta simetria geralmente é suficiente para descrever campos livres, sem interagao
com outros campos, como por exemplo o campo de Dirac, Proca, Klein-Gordon, sem interacao
com campos como o eletromagnético, gravitacional, etc..

Ao longo do século XX, a construcdo das teorias de campos foi feita com o grupo de Lorentz
sendo o grupo cinematico na grande maioria das vezes. Esta escolha se justifica uma vez que
a simetria de Lorentz é aquela que descreve adequadamente sistemas em regimes relativisticos;
deve-se considerar ainda que, com esta simetria, é possivel também se analisar os regimes nao
relativisticos, o que normalmente é feito quando se considera o limite ¢ — oo. Foi apenas em 1967
[1], cerca de 60 anos depois que a Relatividade Restrita havia sido apresentada por Einstein, que
o questionamento sobre esta prescrigdo para o estudo de regimes nao relativisticos (i.e. ¢ — 00)
foi feita por Lévy-Leblond. Em sua opinido, a forma adequada de estudar estes regimes deveriam
levar em conta a simetria de Galilei como o grupo cinematico no lugar da simetria de Lorentz. Em

[1] Lévy-Leblond mostrou, por exemplo, que é possivel descrever um campo de Dirac com simetria



de Galilei (levando ao questionamento sobre o spin ser uma propriedade puramente re

lativistica) e mais tarde, em 1973 [2], em um trabalho com Le Bellac, verificou que existem dois
limites nao relativisticos para o eletromagnetismo contemplando a simetria de Galilei. Estes lim-
ites foram chamados de limite elétrico e limite magnético e se caracterizam pelas dominancias
dos efeitos elétrico e magnético, respectivamente. Estes trabalhos abriram caminho para novos
desenvolvimentos, em particular para o estudo da simetria de Galilei em 5 dimensées, como os tra-
balhos desenvolvidos por Takahashi [3, 4] na década de 1980, recuperando uma idéia ja proposta
pelo menos 20 anos antes [5]. Este formalismo galileano em 5 dimensdes possui uma caracteristica
interessante, que consiste em apresentar uma estrutura covariante para as equagoes, as quais se
assemelham muito em forma aquela obtida no caso lorentziano. Esta semelhanca permitiu a con-
stru¢do de um algoritmo para o estudo de regimes nao relativisticos de diversos sistemas fisicos, a
partir das equagOes nas suas formas relativisticas [6, 7].

A simetria do grupo cinematico, seja ela a do grupo de Lorentz ou Galilei, seja em 4 ou 5 di-
mensoes, no entanto, nao é suficiente para descrever sistemas em interacao com um campo externo,
como, por exemplo, a interacao de um campo escalar complexo com um campo eletromagnético.
Para isso, um outro grupo de simetria é necessario: o grupo de simetria de calibre, ou simetria
de gauge. As teorias de gauge foram um dos tépicos mais importantes para o desenvolvimento
da Fisica Moderna no século XX. Sua construgdo teve inicio com trabalhos de Weyl [8], quem,
inspirado pelos trabalhos de Einstein em Relatividade Geral, acreditava que a interacdo eletro-
magnética estaria associada a substitui¢do de uma simetria de fase global por uma local. A forma
final para a teoria de gauge [9] foi apresentada por Utiyama [10], quase 30 anos depois do trabalho
de Weyl, e incorporava os dois casos de teoria de gauge conhecidos a época, quais sejam a teoria de
Maxwell e a de Yang-Mills [11], e ainda apresentava a gravitacdo na forma de uma teoria de gauge.
Esta ultima, por sua vez, possui uma caracteristica interessante: une em uma mesma estrutura as
simetrias do grupo cinematico e de interagao.

E interessante perceber que as teorias de grande reconhecimento na comunidade cientifica séo
aquelas construidas com Lagrangianas de primeira ordem na derivada dos campos envolvidos'.
Isto possui suas razoes, pois teorias cujas Lagrangianas sao de ordem superior apresentam sérios
problemas, dentre os quais se destacam a nao unitariedade da teoria e a presenca de estados
fantasmas com norma negativa [13]. Por outro lado, boas propridades destas teorias também foram
obtidas, o que ainda motiva o seu estudo hoje em dia - veja referéncias em [14]. O que é importante
atentar € que a escolha por Lagrangianas de primeira ordem ndo sdo amparadas/motivadas por
argumentos de simetria, ou seja, é possivel construir teorias com derivadas de ordem superior que
preservem as simetrias sobre o grupo cinematico e o grupo de interacao.

Teorias de ordem superior possuem seu interesse em Fisica, particularmente do ponto de vista

1A Relatividade Geral é uma excessio, no sentido de que a Lagrangiana depende de termos de segunda derivada
do tensor métrico; todavia estes termos podem ser agrupados na forma de um termo de superficie - a chamada
Lagrangiana "Gama-Gama" [12], de forma que as equagbes de campo continuam sendo de segunda ordem.



de teorias efetivas, que sdo aquelas que exploram a existéncia de escalas em sistemas fisicos [15].
Sdo teorias que servem para descrever um determinado sistema em uma dada escala de ener-
gia/comprimento/momento. Este tipo de construcio geralmente nao é adequado para descrever
o sistema em qualquer situacdo. Considere-se um exemplo retirado de Ref.[16] para ilustrar esta
situacao, qual seja o de dois corpos interagindo gravitacionalmente, sendo um dos corpos muito
maior do que o segundo - e.g. uma maga interagindo gravitacionalmente com a Terra, em sua
superficie. Para escalas de distdncias que variam muito pouco, comparadas ao raio da Terra, um
potencial gravitacional que mostra-se bastante adequado para descrever o movimento desta maca
é dado por

Vegy = mgh, (L.1)

em que m é a massa da maca, h é a altura com respeito a superficie terrestre e g é aceleracao da
gravidade, sendo esta uma quantidade que pode ser determinada experimentalmente. A medida
em que h comeca a tomar valores cada vez maiores, o potencial acima precisa ser corrigido, por

exemplo pela soma de um termo do tipo

h2
Vers =mgh —mgR—g, (1.2)
em que R é o raio da Terra. E sabido que o potencial mais fundamental para descrever esta situacio

é aquele dado pelo potencial newtoniano,

GM

V=-miTR

(1.3)

em que M é a massa da Terra e G a constante universal da gravitacao. Porém, os potenciais de
Eq.(1.1) e Eq. (1.2) acima descrevem com boa exatidao diversos casos e podem facilitar muito a
descricdo do sistema. Na verdade, dependendo dos valores de M e R (aqui ndo mais para o caso
da Terra, mas para algum outro corpo celeste), o potencial dado por Eq.(1.3) ainda poderia ser
visto como um potencial efetivo, em que a teoria mais fundamental seria a Relatividade Geral.

E em contextos como o do exemplo acima que as teorias de ordem superior possuem interesse,
ou seja, problemas em que existem escalas de energia bem definidas. Nestes casos, os problemas
ja citados, como a nao unitariedade da teoria, nao possuem tanta relevincia como para uma
teoria fundamental, uma vez que elas nao seriam adequadas para descrever todo o espectro de
energia, mas apenas parte dele. O interesse neste trabalho estd voltado para as teorias cujas
Lagrangianas dependem da segunda derivada do campo, e em particular para as Lagrangianas
que descrevem o campo de gauge. Exemplos deste caso sao encontrados na literatura, dentre
os quais destacam-se a Lagrangiana efetiva de Alekseev, Arbuzov e Baikov [17], que descrevem
o regime infravermelho do glion na QCD, as teorias de gravitacio do tipo R2Z, motivadas pela
nao renormalizabilidade da Relatividade Geral (no contexto da quantizacdo da teoria) [18], e a
EletrodinaAmica Generalizada de Podolsky [19], que foi proposta como uma forma para se controlar

as divergéncias ultravioletas do eletromagnetismo, em uma época em que a renormaliza¢ao ainda



nao era um procedimento estabelecido em teoria de campos, entre outras [20]. A Eletrodinamica
de Podolsky possui particular interesse aqui, por ser a teoria de segunda ordem no campo de gauge
mais simples que pode ser construida e a que mais possui mais resultados conhecidos [14, 21] e,
por esta razao, seré revisitada nos diferentes estudos realizados aqui.

A intencdo aqui é explorar aspectos relacionados as simetrias do grupo cinematico e do grupo
de gauge para teorias de segunda ordem, focando aplicagbes como teorias efetivas. Na primeira
parte desta tese serd feita uma revisdo da teoria de gauge para o caso em que a Lagrangiana
do campo de gauge depende apenas da derivada de primeira ordem deste, como estudado por
Utiyama. Em seguida, serd apresentada a generalizacao desta estrututra para o caso de uma
teoria de segunda ordem no campo de gauge. Como exemplos, a EletrodinAmica de Podolsky e a
Lagrangiana de Alekseev, Arbuzov e Baikov serdo analisadas, com o intuito de se verificar se elas
atendem os requisitos de teorias de gauge. Na sequéncia, considerar-se-4 a aplicagao desta estrutura
de segunda ordem para o grupo de Lorentz homogéneo, no estudo do campo gravitacional, que é
0 caso em que a simetria do grupo cinemaético e a do grupo de interagao se interligam. Neste caso
serao analisadas algumas Lagrangianas invariantes de gauge e dentre elas, uma sera escolhida como
estudo de caso - as equagoes de campo serao obtidas e obter-se-4 uma solugao para o regime linear
no caso estatico e isotrépico. Um dos problemas das teorias efetivas é determinar as constantes
introduzidas nos termos efetivos que, essencialmente, determinam as escalas de energia de validade
da teoria. Isso normalmente é feito por ajustes a dados experimentais [16]. Na sequéncia do estudo
do campo gravitacional, serdo analisadas trés formas diferentes de vincular a constante de Podolsky
a partir de dados experimentais.

Na segunda parte desta tese, a intencao é estudar regimes nao relativisticos da Eletrodinamica
de Podolsky, nao pela prescrigao usual de se tomar o limite ¢ — co, mas pela mudanca do grupo
cinemético, do grupo de Lorentz para o grupo de Galilei. O formalismo galileano em 5 dimensdes
sera entao introduzido e, para efeito de comparacao, os resultados de Le Bellac e Lévy-Leblond para
os limites ndo relativisticos do eletromagnetismo em 4 dimensdes [2] e os resultados equivalentes
obtidos no formalismo em 5 dimensoes [7] também serdo apresentados, os quais servirdo de guia
para o estudo do caso de Podolsky.

Por fim, serdo apresentadas as conclusoes e as perspectivas de futuros desenvolvimentos.

A notacdo empregada no capitulo 1 sera: indices do grupo de gauge serao identificadas por
indices latinos; indices de espago-tempo (4 dimensoes) sdo dados por letras gregas. No capitulo
2, os indices de espago-tempo sao identificados por letras gregas (u, v = 1,2,...,5) e letras latinas
(i, =1,2,3).
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Capitulo 2

Teorias de gauge a la Utiyama

O desenvolvimento das chamadas teorias de gauge ocorreu ao longo de praticamente 60 anos, tendo
este duas fases bem definidas [1]. A primeira fase, que culminou com o que se chama hoje de teoria
de gauge abeliana, foi construida ao longo de cerca de 11 anos por Weyl. Inspirado pelo trabalho de
Einstein em Relatividade Geral [2], em que 0o mesmo, ao substituir transformagoes de Lorentz por
transformagcdes gerais de coordenadas, era capaz de descrever a interagao gravitacional, Weyl tentou
mostrar que a interacao eletromagnética também poderia ser introduzida com a substituicao de
uma outra simetria global por uma simetria local - no caso, a de transformagao de fase. O primeiro
trabalho nesta linha de pesquisa foi publicado por Weyl em 1918 [3], mas ainda ndo contemplava os
objetivos de forma satisfatoria. O estudo foi sendo amadurecido até que, em 1929 [4], uma forma
final para a intencao de Weyl foi atingida, encerrando a primeira fase de construcao das teorias de
gauge.

O uso de simetrias para descrever interagdes nucleares, que marca o segundo periodo de de-
senvolvimento, foi ocorrer 25 anos mais tarde, com o trabalho de Yang e Mills [5]. A idéia deles
era tornar local a simetria de isospin, de uma maneira analoga ao procedimento de Weyl em seu
artigo de 1929. Este foi o primeiro trabalho em teoria de gauge nao abeliana, que na mesma época
estava sendo investigada, em contextos diferentes, por Pauli [6] e Shaw [7]. Neste mesmo periodo,
Utiyama também fazia seus estudos no tema, tentando estabelecer relagdes entre a gravitagdo na
formulacao de tetradas e o eletromagnetismo. Porém, ao entrar em contato com o trabalho de Yang
e Mills durante uma visita a Princeton, Utiyama engavetou seu trabalho, em funcdo das semel-
hancas de seus resultados com os do primeiro. Foi s6 algum tempo depois que Utiyama percebeu
que sua construgdo era valida para um grupo de Lie qualquer, diferentemente do caso de Yang e
Mills, e que ainda contemplava o caso gravitacional. Este trabalho foi publicado em 1956 [8] e é
considerado por alguns autores [1] como a forma final para o tratamento de teorias de gauge. E
esta construcao que serd mostrada a seguir.



2.1 A formulagao de Utiyama - o caso de primeira ordem

Em seu trabalho de 1956 [8], Utiyama queria entender a relacdo entre campos em interacdo e a
exigéncia de invaridncia da Lagrangiana associada a esses campos, sob tranformagoes a parametros
dependentes do ponto. Para isso ele estabeleceu o seguinte conjunto de hipéteses: considere-se um
sistema de campos Q“(x) invariante sob um grupo de transformacdo G (de Lie) dependente de
n pardmetros €°; suponha-se que o grupo G seja substituido por um outro grupo G’ em que os
parametros ¢¢ (do grupo G) sao trocados por um conjunto de fungoes arbitrarias e(x); considere-se
ainda que o sistema permanega invariante por este grupo mais geral G’ através da introdugao de
um novo campo A(x). A partir destas consideragdes, cinco perguntas deveriam ser respondidas:

(1) Que tipo de campo A(x) deve ser introduzido para garantir a invaridncia?

(2) Como este campo se transforma sob G'?

(3) Que forma toma a interagdo entre o campo A(x) e o campo original Q“ (z)?

(4) Como determinar a nova Lagrangiana L'(Q, A) a partir da Lagrangiana original L(Q)?

(5) Que tipo de equagdes de campo sdo permitidas para A?

Este foi o roteiro proposto por Utiyama e as respostas para estas peguntas seguem abaixo.

2.1.1 Invariancia Local e o Campo A

Considere-se um sistema fisico descrito por um conjunto de campos Q*(x), (A =1,2,..., N), e por
A
uma densidade Lagrangiana L(Q%, GMQA), em que 6HQA = %?;u , € cujas equagoes de campo sao

oL oL
-0 =0. 2.1
s~ (smam) 20
Postule-se que integral de acao, I = fQ Ld*z, seja invariante sob a seguinte transformacao infinites-
imal:
Q* — Q*+sQ%,
6QA = T(a),ABeaQB7 (22)

em que € sdo parametros infinitesimais independentes de x (a = 1,2,...,n) e T(a)AB sdo coeficientes
constantes (geradores do grupo). Assuma-se ainda que a transformagao (2.2) é um grupo de Lie G
dependente dos n parametros €*. Assim, deve haver um conjunto de constantes f.’., as “constantes

de estrutura”, definidas por
A _ A c A C _ sc A
Ty Tyl 5 = Ty’ c Ty s = Ty 0Tty B = fisT(e) B> (2.3)
as quais satisfazem as seguintes propriedades

farrlzfviLc+be 7£La+fcrg rlnb:O7 (24)



facb = _fbccm (25)
esta tltima vinda da propria definicdo (2.3), enquanto a anterior segue da identidade de Jacobi
para o comutador.

Assumindo-se que a agao I seja invariante pela transformacao infinitesimal no campo (2.2) em

qualquer dominio 2 do espaco-tempo ! e levando-se em conta que os €* sio independentes, tem-se

(SL = 0 = WT(a)vBQ + WT(G)’BGHQ = 0 (26)
Aqui admite-se licita a troca da ordem na operagdo variagdo pela deriva¢ao ordinéaria.
A condi¢do §L = 0 pode ser escrita, utilizando-se a regra de Leibniz, de forma a se obter a lei

de conservagao de uma corrente J#,

_ oL A B
OuJh =0, Jh = 8(8#QA)T(“)’BQ , (2.7)
que é valida quando a equacdo de campo é satisfeita.

Agora considere-se a transformacao infinitesimal, com pardmetro dependente do ponto:

QM (x) = T, pe()Q”, (2.8)

€*(x) = fungdo arbitraria infinitesimal(a = 1,2, ...,n),
em que T(a) f‘B permanecem como coeficientes constantes. Neste caso,

L= {00+ 50T 5@ 0 @) (2.9
Admitindo-se que a expressao Eq.(2.6) permaneca valida mesmo quando e* = €%(x), i.e. {(2.6)}, =
0, entdao 6L nao se anula devido & presenca do ultimo termo da expressao acima e, portanto, o
sistema perde sua invariancia.
Uma forma de preservar a invaridncia da Lagrangiana sob (2.8), forcando 6L = 0, é introduzir
um novo campo

A (), J=1,2,... M,
que se transforme como
SAY = Uy AN e (x) + CT1O,e, (2.10)

na esperanca de que este procedimento cancele o segundo termo do segundo membro de Eq.(2.9).
Na Eq. (2.10), os coeficientes U e C' sdo constantes a serem determinadas.

Postule-se agora que a agdo I' = [, d*z L' (Q4,0,Q4, A'), seja invariante sob a transformagio
de Eq.(2.10) e de Eq.(2.8). Usando-se o fato de que as fun¢bes €*(x) sdo arbitrarias, e por isso

1Esta relacio independe do comportamento de Q4 e OHQA, ou seja §L = 0, qualquer que seja o carater do campo
(escalar, vetorial, espinorial, etc.).



assume-se que €*(x) e suas derivadas 0,e* sdo independentes, cada coeficiente de €*(z) e 0,e* deve

se anular independentemente, o que leva a:

or’ oL’ or’

B B K _
8QAT(EL BQ WT(Q) BaﬂQ 814/‘] U(a) KA/ (2]‘1)
oL’ 5, O L
50, @ B pa O = 212

O ntimero de componentes de A’/ deve ser igual ao ntimero de equacdes® de Eq.(2.12), no caso,
M = 4n. Esta exigéncia é necessaria para que se determine univocamente a dependéncia de L'
com relacdo a A",

Com o intuito de tornar explicita a dependéncia de L’ com relacio a A’ exige-se que C:] B seja

nao-singular, de forma que exista uma inversa de C' tal que

0{5(071)1,1( = Ok
()50l = o

Esta inversa de C é usada para se definir

com o qual se reescreve Eq.(2.12):

o, ov
942 " 9(9,Q%)

A
T/ 5Q" =

Esta equacdo é satisfeita se a dependéncia de L’ em relagio a QLQA e AY, ocorrer através da

combinacao

VuQt = 0,01 =T,y Q7 A%, = 0,Q" — Q7 (C )# SAY (2.13)

Agora a nova Lagrangiana tem a forma

LI(QA78HQA7A/J) _ L/I<QA,V#QA).

. ~ " . . ~ .
e a sua variacdo, 6L = BQA + avLQA 5V#QA, considerando-se a independéncia de ¢ (z) e a

lei de transformagao para A9, leva a

8L// A B 8L// A B
907 L B9 T 57 aa T BVaQ" F
aL// B
+3VMQAQ AL {[T(a Tw))B0: = S35 s } =0, (2.14)

2Quatro equacdes para os indices de espaco-tempo, para cada um dos n indices que rotulam as funcdes da

transformacéo (2.8).
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A lei de transformacio para A9, é obtida a partir da Eq.(2.10),

SAS, = S(a)c;féA’Le“(J;) + 0,¢°, (2.15)

onde se definiu
Stay vy = (C_1>CV,J Uta) /e CT"
Note-se que os termos com 0,e* anularam-se exatamente em Eq.(2.14), conforme desejado quando
se introduziu o campo A",
Para se compreender melhor o resultado obtido em Eq.(2.14) é importante analisar o compor-

tamento de L” quando se toma o limite do campo A nulo. Nessa circunstancia,
L/I(QA,V#QA) _ L//(QA,QU,QA)

Fisicamente espera-se que, ao tomar o campo A igual a zero, a situagdo original, em que a La-
grangiana do campo era L(Q%,9,Q%), seja recuperada. Conclui-se assim que L”(Q4,0,Q%4) =
L(Q*,0,Q%), motivando a identificagio

L"(Q"4,V,uQ") = L(Q", V,.Q™).

Dessa expressao vé-se que, ao se introduzir o campo A, deve-se substituir a derivada ordinaria na
Lagrangiana de partida L(Q4, 5‘uQA) pela “derivada covariante”, V#QA. O carater covariante deste
objeto sera verificado adiante. Este tipo de construcao é conhecida como prescricao do acoplamento
minimo, semelhante & que aparece em Relatividade Geral (RG). Na RG, o acoplamento minimo
é empregado para a descricao da interacao do campo gravitacional com o campo de matéria. No
presente caso, esta prescri¢do descreve a interacdo entre o campo ) e o campo A.

Fazendo uso do acoplamento minimo, 9, — V,,, deve-se exigir que a Eq. (2.6), que agora se

torna oL oL
7 AnB,L __“7
QA (a), @7+ GV#QA

continue vélida. Confrontando-se esta expressao com Eq.(2.14), fazendo L” = L, conclui-se que

T(a)quVMQB =0,

oL b A sv c, v A
WQBAV {[T(a),T(b)] 35# — S(a) ,U.,bT(C),B} =0,

e os coeficientes S(a)i’b ", ficam determinados®

S(a)c;l,ub = fau0p (2.16)

Nesta ultima expressao utilizou-se a definicao das constantes de estrutura.

30Observe-se que ao trabalhar com A%, em lugar de A’Y, troca-se o problema de se encontrar as contantes U(a>JK
c, v

e C{(b“ pelo problema de determinar apenas S(a) b
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A partir da determinagao de S, a lei de transformagao de A9, torna-se
§AC = 4 AL e (x) + D, €, (2.17)
e dai fica explicito o cardter covariante da derivada VHQA, cuja lei de transformacao é

0V, QY =T, BV, Q e (x).

2.1.2 Equacgoes de campo para A livre

Para discutir quais equagoes sao permitidas para o campo A, admite-se, na construcao de Utiyama,
que a Lagrangiana para A livre contenha somente derivadas de primeira ordem, i.e.

a
0AS,

Lo(A3,0,43), 0,45 = -2,

e que esta Lagrangiana seja invariante pela transformacdo dada por Eq.(2.15). Assim, a variagao

de Lo, oL
_ 0

dLy
- 5
A,

oL
’ 2 (0, A7)

SA® + (9,4%) =0,

leva ao seguinte conjunto de equacdes, quando se considera a independéncia de € e suas derivadas*:

0Lo ., . dLo

- I S ) b —

3A‘L fchu + 3 (&/A’L) fcb&,AH = 0, (2.18)
oLy 0L ,
<A = 2.1
8A7L+8(3MA$,)fab v 07 ( 9)
0L 0Ly

= 0. 2.20
9(0,A%) * 9 (0,A%) (2.20)

A partir da Eq.(2.20) conclui-se que a dependéncia de Lo com respeito & derivada de A ocorre
através da combinacao

Tuw) = OuAS, — 0, A, (2.21)
Com este resultado, a Eq.(2.19) é reescrita como sendo®:
L L
OLo OLo 2£.5,A% = 0. (2.22)

043, 5 (Ac[y,p])

A partir desta equacdo, conclui-se que a dependéncia da Lagrangiana com respeito a A%

[1,v]
deve ocorrer através de um novo objeto:
2
4Para escrever Eq.(2.20) emprega-se a propriedade de simetria de %.
5Entenda-se aqui que Lo (A‘L, 8,,A‘L) — Ly, (A‘L, A%u V]). No entanto, para nao carregar a notacao, a linha sera

omitida. Esse mesmo tipo de construcao seré feito adiante.
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Fi, = 0uAY = ,A% — o fit (A%, 45 — A7,4L) (2.23)
Finalmente, ao substituir Eq.(2.19) em Eq.(2.18) obtém-se

1 0Ly ,,
20r%, o, =0. (2.24)
Para obter este resultado é necessario o uso da identidade de Jacobi para as constantes de estrutura
(Eq.(2.4)). A expressao Eq.(2.24) define como deve ser a dependéncia de Lo com respeito a FY, -
somente as lagrangianas que satisfazem esta condicao sao consistentes com a condi¢ao de invariancia
da Lagrangiana. Porém, ainda pode existir uma dependéncia de Ly com respeito a A, Lo(A‘L, Fzy)
Para se determinar como deve ser esta dependéncia, deve-se conhecer a lei de transformacao de

Fa

ous @ qual € obtida utilizando-se Eq.(2.17):
SF%, = € (x) f4FD,. (2.25)
A variagdo da Lagrangiana,

0Ly

L,
oar| A+

F a(Fs,)

leva ao seguinte par de equagdes quando se considera a independéncia de 0, e €°(x), respectiva-

§Lg 5 (F3,) =0,

A

mente:
0L

DA,

=0

F

0Lg

0 (Fzy)

0Lg

a oAb
aA(L fch,u,—’_

F

a b
fc bF/,LV =0.
A
A primeira dessas equagbes informa que Ly ndo deve ter dependéncia explicita com relagao a

A - toda dependéncia em A deve ocorrer somente através de F. A segunda equagdo nada mais é
do que a Eq.(2.24), quando se leva em conta o resultado da primeira.

2.1.3 Campos em Interacao
O sistema completo, composto dos campo A e Q) agora passa a ser descrito pela Lagrangiana total:
Ly = LY + LG 4 LMerest® = Lo(F) + L(Q, VQ).
Considerando-se que a integral de acao deve ser invariante pelas transformacoes em A e @) , segue
que
0L

oL 0L
_ A T ra bgc _ T a
0 = GgatQ + e i A =0, (M(L)e +

aLT A aLO 5LT
5 §5A a 9.9
+0u {(‘NMQA Q7+ oFa, v T 5A4e ¢ } ’ (2.26)
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9(8,Q%) a(a,Ae,)
valida para qualquer regido de espago-tempo, conclui-se que o termo de superficie em Eq.(2.26)

5LT — 6LT _ BLT §LT — OLT _ 8LT =
em que 5k = 554 Ou (7)6614% = GAs, 0, < > Como esta expressao deve ser

deve se anular independentemente do termo volumétrico, portanto,

5LT A 5LT b 6LT
— cePAS — — | e = 2.2
5QA0Q" g fied A5 = O (G ) ¢ =0 (2.27)
8LT A 6L0 5LT
AS + —€* b = 2.2
a“{&‘V#QA(SQ +8Ffw6 ”+5A¢L€ } 0 (2.28)

Explicitando-se as variacoes de Eq.(2.28), e considerando-se a independéncia de ¢ e suas derivadas

segue o seguinte conjunto de equagoes:

——T AS = 2.2
8#« {avMQA (a),BQ + 8FZV acttv 514% 07 ( 9)
OLr pa vy OLo b g Ot _ (2.30)

ov,QA (). B OFt, " v T 0Ae
Ly 9Ly

ore,  OFy,

Esta tltima expressio (proveniente do termo proporcional & segunda derivada de €) é um triviali-
dade em funcao da antissimetria de F. Defina-se a corrente

OLr
= (2.31)
0A9,
Substituindo-se esta definicdo em Eq.(2.30), encontra-se
0Lt Ly
J =~ =—=T,5 pQ° bAS ). 2.32
a (av#QA (a),BQ +8Fzyfac v ( )

E usando-se este resultado em Eq.(2.29), conclui-se que a corrente J* é uma quantidade conservada,
0L
Ho= — 5 = 2.
OuJh 8#{614%} 0, (2.33)

quando a equagao de campo para A é satisfeita.
A partir deste ponto, Utiyama passa a considerar os casos do campo eletromagnético (U (1)),
do campo de Yang-Mills (spin isotrépico - SU (2)) e o caso do campo gravitacional (SO(3,1)).

Apenas este ultimo serd mostrado aqui.
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2.1.4 O grupo de Lorentz e o campo gravitacional

O caso da interagao gravitacional é bastante interessante do ponto de vista do estudo das simetrias,
pois é o caso em que a simetria do grupo cinemético mistura-se com a simetria do grupo de
interacao. Este serd o topico tratado a seguir e que também foi considerado por Utiyama.

Seja I a integral de acao
I= /L(QAﬁkQA) d*z
invariante sob transformacdes de coordenadas de Lorentz z* (k = 1,2,3,4),

k

ks l‘k + Eklxl kl __ Lk

identificadas por letras latinas. Note-se que apenas as transformagdes homogéneas (i.e. rotagoes
no espago-tempo) estdo sendo consideradas.

Para o caso do grupo de Lorentz, além do sistema z, Utiyama introduz um sistema de coor-
denadas curvilineas u* (u = 1,2,3,4), descritos por letras gregas. Um campo de tetradas, hkﬂ e
h)*, deve ser introduzido para estabelecer uma relacao® entre o espaco de coordenadas curvas e o
espago plano de coordenadas x, de forma que as métricas g, e gj;, (95, = diag{1,1,1,—1}) dos
dois espacos se relacionem por

o (0) = gih" 15, (2.34)
i = Guhi"hy, (2.35)
e, de onde segue que
hShE, =6, (2.36)
Rt hY =6, (2.37)

A relagdo g = det (g,,) = —h?, em que g = det (g,,) e h = det (h¥,), segue das expressées acima.
O significado geométrico das tetradas é: a cada ponto do espago curvo, chamado a seguir também
de ponto de mundo, o conjunto de quatro vetores de mundo hy", k!, hy, h, fixa um referencial
local de Lorentz. Reciprocamente, ao se fixar o indice de mundo, tem-se quatro vetores de Lorentz,
ht, k2, b3, k. O espago-tempo plano pode ser interpretado, portanto, como sendo o espago
tangente a cada ponto de mundo.

6 A construcio mostrada aqui difere daquela apresentada por Utiyama, quem introduz as tetradas como sendo
hk“ (u) = g%ﬁ, Rt (u) = ?)HT:' Porém, com esta defini¢do, a relacdo Ol,hku = 0uh*, deve ser necessariamente
satisfeita e as tetradas nado seriam, portanto, campos independentes. Para contornar este problema, Utiyama
estabelece todas as relacoes que lhe interessam, com sua definicdo de tetrada, e depois a abandona para garantir a
independéncia dos campos. Aqui as tetradas serao introduzidas a priori como campos independentes. Em outros
desenvolvimentos como aquele feito por Kibble [11], a tetrada é introduzida como sendo um campo de gauge, advindo

da simetria de translagdo - Kibble considera o grupo de Poincaré, ao invés do grupo homogéneo de Lorentz.
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Por conta das propriedades geométricas discutidas, tensores de mundo podem ser transformados
em tensores do espago tangente utilizando-se as tetradas; a reciproca também é verdadeira. Por

exemplo para um campo vetorial,
QF (x (u)) =AY, (u) Q¥ (u), QY (u) = by (u) Q* (u),

de forma que Q¥ (u) é o correspondente de QF (u) = QF (x (u)) no espaco-tempo curvo. E im-
portante perceber que uma correspondéncia deste tipo nao pode ser estabelecida para qualquer
campo, como e.g. 0 campos espinoriais. Por esta razdo, o indice de Lorentz no campo Q* sera
preservado.

A densidade Lagrangiana L (Q4,9,Q") é reescrita como sendo

L(Q%(2),0:Q" (2)) = L(Q"(u),h!0,Q" (u)),

e a integral de acao torna-se
1= [L@"0.0" ds = [ £(Q" (w).h/0,Q" () d'u

onde
L£=L(Q"(u),h9,Q" () h. (2.38)

A agdo é, agora, invariante por dois tipos de transformacoes:

(1) transformacoes de Lorentz no espaco tangente,

5hku (u) = eklhl# (u), ¥ constantes,
1
0Q% () = STy pQ " (2.39)
ut = fizo
onde T, A= Ty 4 € o elemento (A, B) da matriz (N x N) T}y, a qual é a representacéo do

gerador do grupo de Lorentz. A constante de estrutura agora possui seis indices

1 a
i I;nnT[ab];

[Ty Tomnl] = 5

(2) transformagoes gerais de coordenadas (TGC) na variedade de mundo’

ut — u't = ut + N (u), M (u) € fungdo arbitrdria de u,
ou” o\
1k _ k _ 1k 11k 1k k
h#_au//LhV_h#+5h#’ §'h", = —&Mhl,,

7Como dito, Q4 é um campo sob transformacées de Lorentz e, portanto, um invariante com respeito a transfor-
magoes gerais de coordenadas.
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QM (u) = QY (u) = Q" (u) = 0.
Para descrever a interacdo gravitacional, os parametros ¢* devem passar a ser dependentes do

ponto de mundo, ou seja, €% — €* (1) em Eq.(2.39). Portanto, os campos Q@ e h¥, transformam-se
como

1
sQ* (u) = §fkl () T[kl] gQB
5hk“ (u) = €5 (u) hlw (2.40)
sob Lorentz e estas leis de transformacao serao chamadas de transformacoes de Lorentz genera

lizadas.

Para manter a invaridncia da teoria, o campo
Kl _ Ik
A m (u) =-A m (u) ’

cuja antissimetria nos indices de Lorentz decorre da antissimetria nos indices de €, deve ser

introduzido, obedecendo & seguinte lei de transformagao:

1
OAM, = - Fap, g€ (u) A", + O™,

A constante de estrutura do grupo de Lorentz é
Kl w« slsk _ % slsk
fav, g = 4 (95004 04" = 95,0.6,") , (2.41)
e sua insercao em 5Akl# da

aekl

P (2.42)

ki k ml ! km
0A M:em(u)A MJrem(u)A wt+

A derivada covariante pela transformagao do grupo de Lorentz (e ndo por transformacoes gerais
de coordenadas) do campo Q4 é

1
VMQA = 6MQA - §AkluT[kl]7 g b, (2.43)
Com a prescricao do acoplamento minimo, a densidade Lagrangiana passa a ser dada por

L£(Q*v,.Q" ) =hL{Q", (h"V,.Q")}. (2.44)

Geometrizacao

Até este ponto nada foi mencionado sobre o tipo de espaco curvo. Ao tratar da geometrizacao da
teoria, constatar-se-a que a variedade mais conveniente é aquela de Riemann-Cartan. Isto é feito
ao se estabelecer uma relacao entre a derivada covariante associada as transformacées de Lorentz

generalizadas e a derivada covariante por transformacaées gerais de coordenadas na variedade curva.
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Para isso, considere-se o caso em que o campo Q* éum tensor de segunda ordem, Q4 — Q" (u),

cuja derivada covariante, explicitando-se T[mn] b’

qukl — aqul o Akn;@ﬂi o AlnLka'

é dada por

Expressando-se Q¥ como h! Q" segue
[Vuh',] QY + 1, V,.Q" =1, [0,Q" — AMQ,Y + (hY;0,h7, — hugh, A™,) Q"] .

Impondo-se o anulamento da derivada covariante da tetrada,

V,.h, =0, (2.45)
e definindo-se
IV =h,0.h, — high,A™, (2.46)
tem-se
VMQkV _ aMQkV Aka + Fl v ka (247)

Note-se que a “derivada covariante” de um objeto com indices mistos opera como a derivada

covariante no contexto de transformacoes gerais de coordenadas de um tensor de segunda ordem,
pv __ pv POV v po
0,Q" =0,Q™ + T,/ +T,,

com a excecao de que, para indices latinos, insere-se o campo auxiliar Akmu no lugar da conexao
afim I', 7, e, para indices gregos, Ffw” deve ser usado no lugar de I,/

Para um tensor com vérios indices é possivel verificar que

k il.“pa'... 1 k-i.“po-.“
HQab aﬂ 9 Qab aﬁ —A i,uQabwaﬁm —A luQabaﬁ -

i kl---po--- i kl---po---

+A2a,¢Qib...§g... + AleQai...gg... + e
’ El-Ao-s o Akl pAee-

+F p ab---af--- + F/,\N ab.../;g“. +o

—PI )\ kl--po- W /\le...pg... o (2 48)

ab--AB-- B Yab---a--- . .

Em particular, se o tensor for a métrica do espaco plano, segue
vug*kl — a“g*kl o Akm“g*ml o Almp,g*km — 0’

uma vez que 3ug*kl = 0 e que o campo auxiliar é antissimétrico em seus indices de Lorentz. Por
outro lado, considerando-se Eq. (2.45), segue que

Vg™ =V, (W50 ,g") = h* BV ,g" = 0= Vg7 = 0. (2.49)
Esta expressao pode ser reescrita como

Vg™ = 0ug™ + 15, 97" +15,9" =0, (2.50)
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e, a partir dela, é possivel mostrar que
U ={ul} = (B + B+ Bl') (2.51)

em que

1
{1} = 59 Ougop + Ouguo — Do gyu) (2.52)

é o simbolo de Christoffel e B/, ? =T P A identificacio desta conexdo I com a conexdo afim

[va]

de mundo, Fiwﬁ = FWB , implica na identificagdo da relagdo Eq.(2.49) como sendo a condicdo de
metricidade,

5,9”" = 0. (2.53)

Esta condigio caracteriza a variedade como sendo de Riemann-Cartan. Com esta escolha, Eq.(2.46)

estabelece uma relagao entre a conexao de Riemann-Cartan I'_ ", a tetrada h”; e o campo auxiliar

ops J

A“’L. Observa-se ainda que a derivada covariante V,, é covariante sob os dois tipos de transfor-

magoes em questdo, quais sejam, transformacgoes de Lorentz no tangente e TGC no espago curvo.
Se, em particular, o tensor de tor¢ao, Buf , for tomado como sendo nulo, a variedade passa a ser

um espaco riemanniano e a conexao é completamente determinada em termos do tensor métrico,

via simbolos de Christoffel. Note-se todavia que esta é uma escolha feita “a mao” e ndo surge por

nenhum argumento de simetria.
A Lagrangiana £y do Campo A Livre
A Lagrangiana do campo de gauge livre agora é do tipo
_ k 7kl Kl
Lo =Ly (h AT 0 A M) .

A presenca de h* é necessaria para que se possa construir uma verdadeira densidade escalar.
N

De acordo com o desenvolvimento feito por Utiyama, Ly deve depender de A e 0A apenas na

forma
Lo= Lo (hF,, F* )
onde F' é
F¥ = 0,4, —9,AM + Ak Al — AR AT (2.54)
expressao esta obtida quando usada a forma explicita da constante de estrutura, e Ly deve obedecer
a condicao:
SaFa (o =0

E interessante observar que o tensor F*  esta relacionado ao tensor de curvatura de mundo
nv ’

RP

oy Dela expressao

kl  _ 1l pko
e Y L (2.55)

ouv)
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onde
Rf, =00, = 0,0, +T, /T, =T, TP (2.56)

opv

Conclui-se assim que, do ponto de vista geométrico, a Lagrangiana do campo de gauge livre deve
ser uma densidade escalar determinada pela tetrada e pela curvatura.

Campos em Interagao

Tomando-se o espaco-tempo curvo como sendo uma variedade riemanniana, a prescricao do acopla-
mento minimo implica que a Lagrangiana Total, ou seja, a Lagrangiana que descreve o campo de

matéria em interacao, é do tipo
‘CT (QA7 VHQAa h> ahu a2h) =L (QA7 VMQA7 h) + £0 (h7 F) .

Atente-se para o fato de que a escolha da variedade riemanniana implica na dependéncia da La-
grangiana total com a derivada segunda da tetrada, o que acontece tendo em vista que em R
ocorrem derivadas de I', que é funcao de Oh.

A variagdo da Lagrangiana total pode ser escrita como a soma de um termo volumétrico e um

termo de superficie, os quais devem se anular independentemente

0Lt . a , OLT oy
(SQ—A(SQ + 5hiu(5h u =0, (2.57)
oM =0, (2.58)
onde MH* é
oLt A oLT , oLt . oLt )
MHP = 0 —O0h* ———— 5 (0,h*) — Oy | ————— | 0R",. (2.59
ov,.Q4 @7+ 1o} (@thp) ot 0 (8#81,111,)) ( p) (8 (Qﬂvh’p)) p ( )

A primeira destas equagdes € identicamente satisfeita quando se considera as equagoes de campo. Ja
a segunda, Eq.(2.58), quando explicitadas as varia¢oes em termos do parametros da transformagao
de Lorentz, leva a um conjunto de equagdes, devido & independéncia de € e suas derivadas. O

termo proporcional & segunda derivada de €* implica em:

8ET aCT

by, - Ry, = 0.
0 (0,0,h7,) """ 0(0,0.01,) "

Este resultado permite escrever as outras duas expressoes, proporcionais a € e Je, respectivamente,

como sendo

9 M", =0, (2.60)
M*, =0,
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onde

0L
Mt = L AQE
il GV#QA [¢l] B

oLy OLy oLy .
— T, + R P, N < S ¢ p— ]
0 (Ouhi,) " 0 (0uduhi,) (8(@1&)%)) ’ ]

Note-se que M* pode ser escrito como sendo

+

1 il
MM = 56 MH:LI

Perceba-se que 9, M",, = 0 ¢é trivialmente satisfeita, considerando-se que M";, = 0. Note-se
também que, neste desenvolvimento, ndo se fez uso das equagoes de campo, o que significa que
essas nao desempenham nenhum papel na derivacao da corrente, diferentemente do que ocorre com

outros grupos de simetria.

Aplicagao: a Lagrangiana de Einstein-Hilbert

Considere-se, em particular, a densidade Lagrangiana para o campo auxiliar
Lo =hR,

onde
Ny vkl
R=y¢ RW:hk”hl FW

é o escalar de curvatura da variedade Riemanniana.
A variacdo de Ly = Ly (hkﬂ, Fkll“,) pode ser feita em termos da tetrada ou da métrica, uma

vez que

3L
ohi,,

. 0Ly i
5h m == @hzﬂéh v + 28p {

0Ly
9(9p00 gpurr)

(80h@u)6hiy}. (2.61)
Para o caso particular £y = hR,

0L
m

1
=—h (R‘“’ - 2g‘“’R> -
ou

oL

o, — e
Definindo-se
7= -2
i 5h
segue
T =06y,
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ou simplesmente
BPT = TP,

Note-se que o objeto do lado esquerdo desta equacao é uma densidade tensorial simétrica, o que
implica na simetria da densidade tensorial energia-momento T*?. Isto pode ser verificado quando
se leva em conta o anulamento de Eq. (2.57) e o fato de que 6£/6Q“ = 0, de onde tem-se

oL oL
—%y = bin = 55 b = —ii-
n

obt,, b
Na sequéncia, serd apresentada a construcao em que a Lagrangiana do campo livreL, depende
também da segunda derivada do campo de gauge.

2.2 Teoria de gauge de segunda ordem

Nesta secao é considerado o caso em que a Lagrangiana do campo de gauge livre possui dependén-
cia com o campo A9, e com a primeira e segunda derivadas do mesmo. Como ji mencionado
anteriormente, o uso de Lagrangianas de primeira ordem na derivada nao advém de nenhum reg-
uisito de simetria, mas apenas por questdes de conveniéncia. Ao longo do século XX algumas
teorias considerando a derivada segunda do campo de gauge foram desenvolvidas, como a Eletrod-
inamica Generalizada de Podolsky [9], cuja intencdo era eliminar divergéncias ultravioletas do
eletromagnetismo, ou a Lagrangiana de Alekseev, Arbuzov e Baikov [10], que procurava descrever
o comportamento infravermelho da QCD. Ambas as teorias podem ser entendidas hoje no contexto
de teorias efetivas, que procuram descrever um regime especifico de um dado sistema fisico.

E interessante observar que estes dois casos exploram a invariancia de gauge das teorias, mas até
recentemente nao havia uma formalizacao da estrutura de uma teoria de gauge de segunda ordem
para o campo de gauge, como a desenvolvida por Utiyama. A intenc¢do desta se¢do é mostrar esta
estrutura, que foi desenvolvida em Ref. [12].

A construgao feita a seguir explora a mesma estrutura do trabalho de Utiyama, como mostrado
acima. Como a intenc¢ao é analisar a dependéncia de segunda ordem no campo de gauge, e nao no
campo de matéria, é imediato perceber que a prescricao do acoplamento minimo nao se altera, i.e.
a interacao entre o campo de matéria e o campo de gauge é a mesma do caso de primeira ordem.

Para a Lagrangiana do campo de gauge livre, verifica-se que, além da introdugdo do campo
F,,, que no caso de primeira ordem contém toda a dependéncia do campo e de sua derivada,
deve-se introduzir um outro objeto, G, que contém a segunda derivada de A‘;. Seguindo ainda
a proposta de Utiyama, uma corrente conservada é obtida, mas ao comparar com a corrente de
Noether, observa-se que ela difere desta por termos topolégicos (também chamados de correntes im-
proprias). E importante ressaltar que estes termos topologicos ndo sio propostos por conveniéncia,

mas surgem de maneira natural, na construcao feita aqui.
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A aplicagao para o caso U (1) mostra que a Eletrodindmica de Podolsky possui todos os reg-
uisitos de uma teoria de gauge de segunda ordem e que todas as Lagrangianas do tipo Lp ~ G?
diferem daquela proposta por Podolsky por termos de superficie. Neste sentido, mostrou-se que
a teoria de Podolsky ¢ tnica (para teorias de segunda ordem), no sentido de preservar o caréter
linear das equacoOes de campo. A partir da nova defini¢do de corrente, uma estimativa para a massa
do modo massivo de Podolsky foi obtida, mas este resultado s6 sera mostrado na proxima secdo.

A andlise do grupo SU (N) permite concluir que a Lagrangiana efetiva obtida por Alekseev,
Arbuzov e Baikov para o estudo do regime infravermelho da QCD também satisfaz os requisitos
de uma teoria de gauge.

O caso gravitacional ndo é analisado neste capitulo, e sera apresentado mais adiante.

Nesta se¢do a assinatura n = diag (1, —1,—1 — 1) para o tensor métrico é adotada.

2.2.1 A Lagrangiana do campo de gauge livre em segunda ordem

Considere-se que a Lagrangiana do campo livre é da forma
Lo(A%,,0,A%,,000,A%,),

e que a mesma ¢ invariante pelas transformagoes do campo A, dadas por Eq.(2.17). Como no caso
de primeira ordem, a indepedéncia entre os parametros da transformacao e suas derivadas implica
em um conjunto de equagdes que devem ser resolvidas de forma hierarquica, primeiramente por
aquela que advém do termo com a mais alta ordem de derivada para a menor, de forma decrescente.

O conjunto de equacoes para o caso de segunda ordem é:

0L .o b dLo dLo

Y A =0 aayAb = aaaayAb —0, 9,62
945, 7t a4 AT G a0, a5 O 202)

OLo 9Lo b JLo 0Ly .
b4 %0a A%, =0, 2.63
fM%+3@Amﬁb”+<M@%AQ+8@@Am>ﬂb " (2.63)

8L0 aLO aLO aLO b
GA”, =0 2.64
9 (0,A%,) " 9(9.4<,) * <6 (8,044, 3 (aaavA‘L)> fHA, =0, (2.64)

aLO aLO 8L0

=0. 2.65
0 (0a0,A%)  0(0,0,4%) " 0(0,0aA7,) (2.65)

A ultima equacdo, que envolve apenas as variacoes da Lagrangiana em func¢ido da segunda

derivada de A, deve ser resolvida primeiro. Esta equacao implica que a dependéncia de Ly com
00A deve ser através de um objeto R, satisfazendo uma condigao de ciclidade,

Raauu + Rayua + Ra,uau =0. (266)
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Um objeto que satisfaz esta condigao é
R, = 0000 A%, — 0,0,A%,. (2.67)

Ly é, portanto, uma funcao do tipo L(()l) (A,0A, R), que deve ser usada para reescrever Eq.(2.64):

aL(l) 8L(1) aL(l)
00 (1)412 a a fcabAbH+
( v a) 6(R yau) 8(R uMV)
oL oL oL
o) o m ) T ae) | AR =0
( @ u) (R auu) (R Vp,a)

Esta equacgao possui uma simetria pela troca v < a, que deve usada para se construir a solucao,
que agora deve envolver um objeto contendo R, A e A. Como este novo objeto envolvera R, a
combinacao deve satisfazer a ciclidade da equacao anterior. Conclui-se assim que esta combinacao

deve ser através de
Yoo = R0 — [.4[A%,0,A% — A0, A%] . (2.68)
Assim passa-se de Lgl) (A,0A, R) para Lé2) (4,0A4,Q). A dependéncia de ng) com O0A leva a

equacdo Eq.(2.64) a ser escrita como

oL oL
0(0,4%) ~ 9(0a4%) ],

:O7

que implica que a dependéncia de Ly com JA deve ocorrer através da combinagao

= 0,A°, — 0, A,

ua] =

Assim, vai-se de L(()2) (A,0A4, Q) para L(()S) = L(()S) (Aa Afap @ gpa) A equagao Eq.(2.63) torna-se

oLl oLl

0A“ OA“
v [po]
aL(3)

0 vpc v pcC v pcC d e b sv _ pb sv drc | _
+ anﬁpa [(50/1[95] +5ﬁA[p0] +5PA[50]> fac+Aﬁ(A cr‘sp AP(SU) fo'etd e} 0,

(éwp(s(; - 5’{76%) fadeAea+

e a solucao desta equacgao sugere que a Lagrangiana deva ser da forma L( ) = L(4) (Fp i Gd[3 oo A ) ,

em que
Fi, = Al + f0A A%, (2.69)

e Bpo = dﬁpa o {(5;\‘4695 + 55\ [po] + 5)\‘4[501) fqchgA+
— (A%, 60 — A 5%) L f S A% A% ) (2.70)
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A dependéncia em A é eliminada pelo uso de L(()4) na propria Eq.(2.63), que implica:

LY (F,G, A)
dAa

v

=0.
F.G

Com esta forma para a Lagrangiana, a equacgdo Eq.(2.62) torna-se

o , [oFr OF!?
A d__9,A° 2.71
aF(;"’fsb 5T 6(6 Ah)a |+ (2.71)
virg
() oG oG oG,
+ aLd £ i”" A, + oo 9, A% + —— 7 _9:0,A% | =0,
9G,, 0A o (9,4%) o (9co,A")
que estabelece que a Lagrangiana deve satisfazer a seguinte condicao:
0Ly q o, OLg”
BFd f h 6Gdﬁ f hG Bpo — Y- (272)
po

E possivel verificar que o objeto G nada mais é do que a derivada covariante de F:
G%po = OpF e + [eAGE e = DegFy,, (2.73)
que, como se sabe, satisfaz a identidade de Bianchi
G%poe + G%op + Ghp, = Degl, + D Fos+ D F, =0, (2.74)

em acordo com o requisito exigido por Eq.(2.65). Este objeto é covariante pelo grupo de Lie, como
verificado pela sua lei de transformagao

6G%,, = € (2) f.G % 0 (2.75)

A corrente de segunda ordem

Para analisar a corrente pelo procedimento estabelecido por Utiyama, deve-se considerar a variacao
da Lagrangiana total, composta pelo campo de matéria em interacao com o campo de gauge, dada
por

Lt (QY, V,Q4, A,04,0°A) = L (Q*,V,.Q") + Lo (F,G).

A variacdo possui um termo volumétrico e um termo de superficie, que devem se anular inde-
pendentemente:

o 6LT a b ¢ 6LT a 5LT A l/
oLt = | 5an, febAue 8“(6%)6 + (g% ) 0 +anir
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em que
1
M" =N, 4+ 0,10, + §Pa‘”’“6p8uea ,

com
N = T
c SAc, + d(V,Q4) (e) p@°+
oLl 4 o (oS oLl
A 0 0 ©AC 2.76
+ oF¢ +fab P 8Gd +8Gd fce u+ ( )
[vu] plvu] v(pu]
4 4 4 4
_18 aLé) + aLé) faAe _"_1 aLé) + 8LE)) faba Ab .
P a a ce a a cbY ;
2 6GV[W] aGp[w] b2 an{pu] 8GP[”#] g
8L(4) aL(4) aL(4)
0, "= o=+ L54% | 550 ol s (2.77)
8F[”N] G 9G
1, oLy’ or$" | 1[ ary’ oLl e
277 0Ge G 2 |9G© dGe abTe
vlpp] plvu] v[pp] wlvpl
1 7@ 7@
P =5 ( aaGao - 8(2;@0 : (2.78)
plvu] wlvel
A nulificacdo do termo de superficie implica em uma hierarquia de equagoes
o,N.” =0, (2.79)
N,”+0,0}" =0, (2.80)
0,"M +9,P, P =0, (2.81)
PPPH 4 P VEP P BPY = (), (2.82)

sendo que as duas ultimas sao trivialmente satisfeitas, em funcdo das simetrias de F' e G, enquanto
as duas primeiras estabelecem a defini¢do da corrente e a lei de conservagao.
Duas defini¢bes de corrente sdo feitas a seguir. A primeira, chamada aqui de corrente quasi-

conservada, é motivada pela defini¢do feita por Utiyama no caso de primeira ordem:

4 4
Jv_ OLr _ 0Ly TAQB_aLg> . e_aLg>deb+
© T oA, T 0(V,QA) T WEY T oFy et oG, et o
oLy aLyY
DY —0 | fragb _9 0 __fapb 2.83
+< dpagi[yu] cb‘tp 4 ang[U#] fcb 7 ) ( )
que, substituida em Eq.(2.79), leva a
, SLr 1 oL oL
0yJ." =0y Af ~ 5000y ( 6Gd0 6Gd0 saa ) (2.84)
v vlpp] plvu]
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Sob equacoes de movimento, obtém-se uma quasiconservagao da corrente, no sentido de que a inte-
gral desta quantidade se anula sob condigoes de contorno apropriadas, sendo esta uma conservacao
global. Esta defini¢do de corrente no caso de primeira ordem coincide com a corrente de Noether,
mas nao aqui no caso de segunda ordem.

A segunda corrente definida aqui, e chamada de corrente conservada, é também inspirada
pelo trabalho de Utiyama, e define-se como sendo a derivada funcional uma ordem inferior ao do
caso considerado (no caso de primeira ordem, a derivada funcional de ordem “zero” é a expressao

utilizada na primeira defini¢do):

-, OLp oLr
I = a0, ~Ongaany T
ILr 4 op LYY oL .y
= _7710 BQ - a caeAe - fch +
9 (V,Q4) (e) 8F[wt] Iz 3G[f,p# an
aL(4) aL(4) 8L(4)
d 0 a Ab 0 d Ab 0
+ (Da pW chp,_all« aFic—’_fcb Yl (285)
plvp] (] pluv]

Esta corrente é estritamente conservada,
- 0Ly
v o__ J—
s =0 (55t ) =0
quando as equacgoes de campo sao levadas em conta.
Nenhuma das duas defini¢bes acima coincide com a corrente de Noether em segunda ordem.

Isto fica evidente quando elas sdo reescritas na forma

8LT A B 3L0
gV =T T 9k
© T 00N @Y T 5(9,0,4%)

5 0Ly 9L
’9(0,0,4%) 9 (d,A%,)

fcabapAbu +

0Lg

fe Abu + 8“6?(8(“146”)),

_|_

= 8LT A B 3L0
JV=—_"2"_T 7=
c 90,00 © 29 "5 (0,0,A7,)

5 0Ly 0L
70 (0,0,4%,) 9 (9,A%,)

fcabapAbﬂ+

0Lg

f4A%, — ‘%W

+

que sao imediatamente comparéveis & corrente de Noether
0L 0Lyg
9(9,Q4) 9 (0,0,A4,)
JLg 0Ly
0 (8,)8,,14‘1 ) 0 (8,,14‘1”)

(JN)CV = T(c)f‘BQB - fcabaP‘Ab,u+

fc abAb,u .
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Comparando-se .J com .Jy é imediato ver que elas diferem apenas pela presenca de um termo
topologico (também chamada de corrente impropria), i.e. um termo de divergente nulo, que nao
faz diferenca do ponto de vista da lei de conservacao, mas que pode fazer diferenca na defini¢ao
das cargas conservadas. A comparacdo de J com Jy mostra a presenca de um termo extra na
definicao da primeira, o qual é o responsavel pela sua quasiconservacao.

O caso SU (N)- a Lagrangiana efetiva AAB

A Lagrangiana efetiva construida por Alekseev, Arbuzov e Baikov [10] para o estudo do regime
infravermelho da QCD ¢ dada por

1

G Apv
a7t 6.M2

Leff = fbach)\#Fa;L— CT)\a

1 a
4M2 T
onde M estad associada a um modo massivo do campo de gauge no regime de validade da teoria
efetiva. Em [10] os autores fazem o estudo para o grupo SU (N), apesar do interesse ser voltado
para o grupo SU (3). A expressdo acima mostra apenas os termos efetivos, os quais devem ser
somados com a Lagrangiana usual de primeira ordem, Li,.q = —iF‘W”FaW, para o tratamento
da teoria (efetiva) completa. Esta Lagrangiana L., satisfaz os requisitos mostrados aqui de s
depender do campo de gauge e de suas derivadas através das combinacoes F' e G. O passo seguinte
consiste em verificar se a condigdo Eq.(2.72) é satisfeita, o que é prontamente verificado, quando
se utiliza a propriedade de total antissimetria das constantes de estrutura dos grupo SU (N).
A corrente J.yy, obtida com a Eq.(2.85), para L.ss ¢ dada por :

7 v 1 a v eut v 1 v
(Jeff)c = chb <Al;4 [Daddep ! +faaiF a FdT ] - §FZuGa pﬂ) +

1

b Fh (AL, F ).

Esta corrente é conservada e difere daquela obtida em [10], que é a corrente de Noether, apenas
por termos topolégicos.

O grupo U (1) - a Eletrodinamica generalizada de Podolsky

A Eletrodinamica generalizada de Podolsky foi proposta em 1942 [9] com o objetivo de eliminar
divergéncias ultravioletas. Na época, o procedimento de renormalizacao das teorias de campo nao
era conhecido e, na opiniao de Podolsky, as divergéncias eram indicio de que termos com derivadas
de ordem superior deveriam ser considerados. A generalizacdo mais simples consistia em incluir
termos uma ordem acima, portanto, termos de segunda ordem, de forma que o cardter linear da
teoria fosse preservado. Podolsky propés a Lagrangiana:
1 a?
Lo = 7ZFWFW + ?G” are, (2.86)

pv
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em que
F, =0,A, - 0,A,, Ggpo = 03F .

Esta Lagrangiana satisfaz a condicdo necessaria para uma teoria de gauge de segunda ordem,
uma vez que ela s6 depende de F e G. No caso U (1), diferentemente dos outros grupos, a condi¢do
Eq.(2.72) é trivialmente satisfeita, uma vez que o grupo é abeliano e possui, portanto, constante de
estrutura nula. O termo na Lagrangiana de Podolsky que depende apenas de G, LE = %QG‘;“,G[)‘”,
possui ainda uma propriedade interessante: qualquer outra combinacdo quadratica envolvendo G

difere de LY’ por termos de superficie. Por exemplo, a contracio

2
Lg = bGP Gy, = 4%L§ +2b° [0, (0°F*°F,5) — 0° (0, F" Fp)]

mostra o que foi afirmado. Essa propriedade ocorre em fungao da identidade de Bianchi e da
antissimetria nos dois ultimos indices de G, de forma que qualquer outra contracao de indices,
como e.g. Gﬂp"Gpgg, recai neste caso. Isso prova que a unica generalizagao da teoria de Maxwell
em segunda ordem a preservar a linearidade das equagoes de campo é dada pela Lagrangiana de
Podolsky.

2.2.2 Teoria de segunda ordem- o caso gravitacional

Finalmente, para completar o estudo de teorias de gauge de segunda ordem, um tultimo caso é
estudado, qual seja o do campo gravitacional. Aqui o grupo de invariancia considerado é o grupo
de Lorentz homogéneo, no contexto de uma descricdo riemanniana para o campo gravitacional,
nos moldes do que foi mostrado no caso de primeira ordem.

Modificages na teoria da Relatividade Geral (RG) sdo propostas desde a sua concepgio por
Einstein em 1916 [2], passando pela introducio da constante cosmoldgica [13], as teorias do tipo R?
[14] (quadraticas no tensor de curvatura e motivadas por problemas na quantizagdo da RG) e as
teorias f (R) [15] (fungbes do escalar de curvatura). Atualmente muitas destas propostas tentam
explicar alguns dos problemas da RG, como a expansao acelerada do Universo, que possui fortes
evidéncias experimentais, ou ainda o problema de curvas de rotacao de galdxias. Dentre estas
modificacdes, as do tipo R? e f (R) ja sdo teorias de segunda ordem quando se considera a métrica
como campo fundamental da teoria. Porém, quando analisadas do ponto de vista da conexao, estas
teorias sao na verdade de primeira ordem. Do ponto de vista de uma teoria de gauge, ao menos
nos moldes como visto aqui, o campo de gauge introduzido no caso gravitacional é a conexao e nao
a métrica e é a imposicao de condicoes feitas & mao que possibilita a fixacdo da conexao em termos
do tensor métrico®. A proposta feita a seguir considera a teoria em segunda ordem na derivada da,

conexao, o que a diferencia completamente das teorias supracitadas.

8Como visto, sem a imposi¢do da nulificacdo da torcdo, a variedade de mundo seria uma variedade de Riemann-
Cartan e nao de Riemann.
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A intencao a seguir é identificar os entes geométricos envolvidos e prosseguir com a contagem das
Lagrangianas quadraticas possiveis de serem construidas com F' e G e que preservem a invaridncia
de gauge. Como estudo de caso, as equagdes de campo serdo obtidas para uma Lagrangiana que
difere daquela de Einstein-Hilbert por um termo de segunda ordem anélogo ao termo de Podolsky.
Para estas equagoes estudar-se-4 a solugao para o caso estatico e isotrépico em uma aproximacao
linear. Este resultados foram apresentados em Ref. [16].

A Lagrangiana do campo de gauge livre
A Lagrangiana para o campo de gauge considerada aqui ¢ do tipo
LO = LO (wi{, 8,,w€lf, 8p81,wel{) y

porém, para estar em consonancia com o principio de invaridncia de gauge, ela deve poder ser

reescrita como

LO = LO (F7 G) )
em que
Fa/lil/ = Hw(;b - Vw?Lb - ndeac,uwdbu + ndeacywdbp.ﬂ (287)
G,y = DgF ", = 05F, — npqw® F%, +npqw’ F*, . (2.88)

Com as mesmas hipoteses feitas no caso de primeira ordem com respeito & geometrizacao da
teoria, é possivel associar os objetos F' e G a entes geométricos. Para o caso do tensor F', a
identificacdo é a mesma do caso de primeira ordem,

eg __ _.gcp ape Y
F Bo N h’c ’YRO'ﬁOt ’
emque R _;, 7 ¢ o tensor de curvatura de Riemann; ja G ¢ mapeado na derivada covariante (sobre
TGC) do tensor de Riemann
ab _1a 1.b ra ”w
G Bpo = h ,U'h vg 56R0'p04 .

A condi¢do Eq.(2.72) em termos das variaveis de gauge torna-se

0Ly a “ 0Ly . .
o ea®h = WaBS Ffit g Beadh = mg0%] G =0, (289)
po po

ou, em termos das variaveis geométricas,

dLyg
0
IR, 4

ey dLo dLo

6 A A
B _ -0 (2
R o 791/)\] Rgpﬁ + ) (5ﬁRUpoc 'y)gu)\ P (551_-{ Gyx 6,3Rgpa 0 ( 90)

opa U)
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As Lagrangianas invariantes de gauge

A seguir sdo analisadas quais sdo as Lagrangianas invariantes de gauge possiveis de se construir
com combinagbes quadraticas (com excessdo da Lagrangiana de Einstein-Hilbert) do tipo F'F e
GG; nenhuma combinacao do tipo F'G é considerada.

Em principio todas as combinagoes possiveis sao consideradas. No entanto, devido as antissime-
trias de F' (F“ﬁu = —FbZl, e F“}ZU = —F“ll,’#) ede G (G“gw = —Gb‘ZW e G“ZW = —G“gw) e devido
as identidades de Bianchi, R7XP8 4 RXxroB 4 RPoXB — () ¢ §HROXPP 4 §7 RXHPB L §XRHOPB = () que
valem em funcao da variedade ser riemanniana, o ntimero de invariantes independentes se reduz a
apenas 7, os quais sao resumidos na tabela abaixo:

Lagr. | Forma de Gauge | Forma Geométrica

L (Fp)" R, n=1,2

L(()R2) Fab#aFcb,uc R;,LIIR#V

LT PR | R o
LgGl) GabgaGcbﬂuc 6P R, 8, RHX )
L™ | G0oGo” | 53R RTX

LEJGB) Gabe aoc Gdelflg 55RUX6X RUB

L8G4) Gab/_w)\Gabl”/)\ 55RO'PX&55RUPXH

Entenda-se acima que a aparicdo de um indice de Lorentz, onde em principio deveria ser um indice
de mundo, representa uma contragao do indice de mundo com uma tetrada, e.g. F“é’a = F“fjl,hlfha”.
Qualquer outra combinacao de contragao de indices se reduz a uma das formas acima, as quais, por
sua vez, satisfazem individualmente a condigdao Eq.(2.89), ou equivalentemente Eq.(2.90). Assim
sendo, qualquer funcao dos invariantes acima que admita expansao em série de Taylor satisfaz
o0s requisitos para ser considerada teoria de gauge. Note-se, todavia, que as quantidades acima
sao todas escalares e que, para se compor a integral de acao, cada um destes invariantes deve ser
multiplicado por h = /—g e entdo integrado.

Equagoes de campo

Considere-se agora um caso particular em que a teoria é descrita por uma Lagrangiana que é a

combinagao da Lagrangiana usual de Einstein-Hilbert com a Lagrangiana L(()Gl) dada acima, escrita

na forma 1 1
(G1) _ a v Bo eb _
Ly = ihh ohe Gops G = ghdpRé,JR.
Note-se que E(()Gl), escrita como EéGl) = Lhé*R,\ 6, R** , é andloga ao termo extra proposto

por Podolsky na sua eletrodindmica generalizada, Lpodoisky X 0P Fpy 0, F#X. A escolha por esta
Lagrangiana é motivada por esta analogia, mas quando escrita em termos da derivada do escalar

de curvatura, este invariante pode ser interpretado como um termo cinético para R, sendo também
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analogo ao termo cinético dos campos escalares usuais. Além disso, esta Lagrangiana, a menos de
um termo de superficie, aparece na acdo efetiva proposta por Schwinger e De Witt no estudo do
campo escalar em espagos curvos [17].

As equagoes de campo obtidas para a acao

ST - /dnl’ <_hR - é‘c(()Gl) + hﬁmatter)
2x X

sao
1 1 1
R)W — §g>\l,R + ﬂ {5)51, (<>R) -+ §5AR5VR — R)\VOR — g>\l,<> (OR) — 4g>\l,5pR5pR] = XT)W s

onde & = 555ﬁ e Ty, = %% é o tensor energia-momento. Estas equagoes sao obtidas

fazendo-se variagdes com respeito & métrica, mas equagoes equivalentes seriam obtidas tomando-se
variacoes com respeito as tetradas:
Gb + BH®, = XT" (2.92)
v v X v .
com

1 1
H® = h"6,6, [OR] + 5hbwﬂ%(s,,z% — RYOR — h*,656° [OR] — ZhbyapR(spR : (2.93)

b — b 1 - )
em que G, = n"*ht (R;w — Egle)- Note-se que estas equagoes sao de sexta ordem na derivada
da métrica.

A conservacdo covariante do tensor energia-momento pode ser verificada. Ao se tomar o diver-
gente covariante da equagao de campo,

6DGVOL + ﬁéyHuoz = X(S”Tuou

verifica-se que
0"Gpa =0,

como ja conhecido do caso de primeira ordem. Ainda pode-se constatar, a se utilizar a relagio
[6,,00] AT = R, A¢ e a segunda identidade de Bianchi, que

1 1
6" Hyo = Ragd®OR — Ryo0”OR + 50 R0" 60 R — S0P RoaG, R = 0.
Desta forma, a conservacao covariante de T}, é obtida

" (G + BH,) = 0 = 6T}, = 0.

32



A solugao estatica e isotrdopica
Considere-se a métrica estética e isotropica
ds? = e’Mde? — M ar? — r2d6% — 12 sin® 0d?,

analoga aquela proposta por Schwarzchild no contexto da Relatividade Geral. Tomando-se as
equacoes de campo em aproximacao linear, tem-se

2
Ay
T

45 (v® 18,0 _ 2\ _ 2 @ B 2 ﬁ)\/_ ﬁA _0,
r T r2 r3 r4

1 /N AV

= 7_27 _ 1!

2< r2+ r V)+

v )\” N /\>

n
-B ( © + - S0 12,0 125 7/\<5> + - /\(4) +875 — 4875 +9675 — 9675 ) =0,
r2 re r

onde a notacao (™ = z:f é utilizada.

Por serem consideradas em aproximacao linear, o método de Frobenius pode ser aplicado:
=S A = S

A solugao encontrada é dada por

3 0o
r) = Z V™1 (1 + chm> ,
m=0 n=0

3
m— (An+m—-2)4n+3+m
= mZ::O)\mT Z UmT ! Z 4714)‘(1 T m) )Cnm ,
com .
A\t (m+1D! @n+m+D)M  (m— )M
Com = | ——
e 23 (n+m+4)!  (m+DM (dn4m— )My
(a+4)M=(a+4).allll.
Note-se a escolha por s = —1; ela se justifica quando se escolhe que o comportamento newtoniano

do potencial deve ser resgatado. Nas solu¢des encontradas, vy, € A,,, m € {0,1,2, 3}, sdo constantes
de integracdo a serem determinadas por condigoes de contorno. Note-se que a solugao para A é
determinada em termos das constantes para v, sendo isto decorréncia do acoplamento das equacoes
de campo. A convergéncia da série pode ser verificada pelo teste da razao e verifica-se que ela possui
raio de convergéncia infinito.
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A solu¢do, em primeira ordem em r*/3 ¢ dada por
1Z0) 1 4 1 4
=— (14— 1—— 2.94
v =73 ( +245T>+”1< o5 )" (2.9

1y 2o, 1 4 42
+ vor (1 3605r ) + vgr (1 105067‘ ) +0 ((r /B) ) )
A(r) = —? T dar 4 Agr? (—@ﬁ A P25 ﬁﬁ) +0 ((7“4/6)2) .

60 4 10 60 175
Note-se que, para pequenas distancias, o comportamento dominante ¢ dado pelo termo “%, que
¢ do tipo newtoniano, conforme esperado pela escolha s = —1, o que leva a identificar vy =

2G M /c?. Asoutras constantes, vy, Vo, v3, multiplicam termos representando corregoes ao potencial
newtoniano e cada uma delas estabelece a escala de distancia onde as contribuigcoes constante,
linear e quadratica em r, comegam a ser significantes. A constante v; pode ser entendida como
um potencial constante; o pode ser interpretada como uma forca constante; e v3 pode representar
o "gradiente"de uma forga. A partir da poténcia terceira de r, quem estabelece a magnitude da
contribuicdo é a constante (3. A fixacdo completa destas constantes deve ser feita por meio de
dados experimentais.

2.3 Vinculando-se a Eletrodinidmica de Podolsky

Um dos problemas em teorias efetivas, que, como mencionado, seria o caso das teorias de segunda
ordem, é fixar as constantes introduzidas na Lagrangiana, as quais essencialmente estabelecem
as escalas de energia/distancia onde as teorias possuem validade. Este processo de vinculagao
dos parametros é feito assumindo-se que a teoria efetiva é valida em uma dada escala de ener-
gia, na qual é possivel se realizar medi¢oes. Nesta secao a intencao é tomar como estudo de
caso a Eletrodinamica de Podolsky [9] e ver como o parametro a pode ser vinculado por dados
experimentais ou experimentos ja existentes. A escolha pela teoria de Podolsky se justifica pela
simplicidade da mesma, comparada as demais estudadas aqui, e pela quantidade de dados experi-
mentais/experimentos existentes no eletromagnetismo.

Trés estimativas para a serao feitas a seguir e é importante observar que os resultados indepen-
dem um dos outros. Essencialmente, estes testes sao realizados em diferentes escalas de energia,
de forma que os resultados obtidos nao sdo comparaveis entre si, mas apenas indicam quais seriam
os valores permitidos para a, caso a teoria fosse véilida na referida escala de energia.

Antes de prosseguir com os célculos, é importante fazer algumas observacoes. A Lagrangiana
de Podolsky,

1 ny 0’2 P o4
L= _EFMVF + 5 0, FP 0, F°,,
conduz a um conjunto de equagoes de campo,

(14 a*0) 9, F"" =0,
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as quais, sob a condigdo de Lorenz generalizada® 18],
(1 + a2D) 0 A" (z) =0,

e sob uma transformada de Fourier, podem ser expressas como
p’(1—a’p®) A, (p) =0= )

em que p? = pupt. Esta expressao permite a identificacdo de dois modos para o campo A,, um
modo massivo e um nao massivo. Isto torna-se claro quando as duas relagoes sao dadas em termos

do trivetor momento e da energia:

E? —p® =0,
1 1
2 __ 2 —
E°=p +a2’m75' (2.95)

Esta dltima, por sua vez, mostra explicitamente a relacao entre a massa do modo massivo na teoria

de Podolsky e a constante a. Perceba-se que esta relacao so existe para a # 0.

2.3.1 A corrente de segunda ordem e a massa do féton

Na teoria geral para Lagrangianas de segunda ordem no campo de gauge, duas formas para a
corrente foram propostas, dadas por Eq.(2.83) e Eq.(2.85), sendo esta tltima a satisfazer uma
verdadeira lei de conservacdo. Para o grupo U (1), Eq. (2.83) coincide com a corrente do caso de

primeira ordem, j”,
J' = =——c—-=T ,
J a (VVQA) BQ

enquanto Eq.(2.85) difere desta por um termo topologico (improprio),

— ¥ — 0, F"".

No caso de um campo estatico na presenca de uma carga puntual, a equacao de campo sob

uma condicao de Lorenz generalizada torna-se
— (1-a®V?) V2o (r) = 4mp(r),
p(r)=—ed (r).

Esta equacao pode ser resolvida, por exemplo via transformada de Fourier, e, dada a simetria

esférica do sistema, encontra-se:

9A condicido de Lorenz OuA* = 0 também conduz & mesma identificagdo dos modos massivo e ndo massivo.
Todavia, esta escolha implica na transversalidade do campo e de seu momento, que pode nao ser necessariamente
a mais apropriada para a teoria, em funcdo da existéncia do modo massivo. Veja Ref.[18] para uma discussdo mais
aprofundada.
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Esta solucao é a combinacao de um potencial do tipo coulombiano com um potencial do tipo
Yukawa.

Com esta solugdo encontra-se a seguinte expressao para a corrente:
JO(r) = —e(6(r)+ Le_g , JP=0.
a’r

A integracio da componente J° em todo o espaco permite a obtencio de uma carga conservada,
dada por
qg=—e(l—4nm),

que representa uma renormalizacao da carga “nua”, e. No entanto, a teoria quantica de um elétron
nao relativistico estabelece um corte (cutoff ) natural em distancias muito pequenas, cuja magnitude
é da ordem do comprimento de onda Compton, ¢ [19]. Com esta idéia em mente, a integracao de
JO deve ser feita ndo a partir de r = 0, mas a partir de r = £, o que leva & seguinte carga efetiva:

Gep = —¢ <1—47r [al_gexp (—Z)D (2.96)

Esta expressao pode ser reescrita como

—e a—+ée €
ol = Gt e g O EE o (L5

Esta quantidade pode ser interpretada como sendo a incerteza relativa da carga do elétron. Desta

rel

7¢, tem-se uma equacgdo transcedental para a, a qual pode ser resolvida

forma, conhecendo-se o

numericamente. Utilizando-se dados experimentais disponiveis em Ref.[20] e usando uma propa-

rel

Te¢t, & possivel fazer uma estimativa de a

e da massa do foton correspondente, através da relacdo m = 2:

ac”

gacao de incertezas simples e ignorando as incertezas de o

a=1,105868617 (14) x 10~ em,

MeV
c?

m = 3,18091340(16) x 1073%kg = 1,784 361 72 (92)

No contexto de uma teoria classica efetiva, esta massa nao deve ser interpretada como sendo
uma massa de repouso do féton, mas como caracterizando a escala de energia em que a teoria se
torna relevante, de uma maneira analoga ao modo como o fonon caracteriza as vibragoes em um
cristal [21]. Note-se ainda que duas condigbes sdo necessarias para a obtengao do resultado acima:
o uso de uma regiao blindada e o uso da corrente Eq.(2.85). Se a corrente de Noether tivesse sido

utilizada, esta estimativa nao seria obtida.

2.3.2 Interferometria de ions

Nesta secao, propoe-se a medi¢ao da constante de Podolsky no contexto de um experimento que
faz uso de interferometria de ions. O experimento foi proposto originalmente em [22] para medir

a massa do foton no contexto do modelo de Proca.
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E importante observar que a maioria dos experimentos que se propoem a medir a massa do
foton, normalmente o fazem através da procura por desvios da lei de Coulomb - em geral um

149 & proposto e § é avaliado a partir de dados experimentais. No entanto,

potencial do tipo 1/r
este tipo de potencial é posto & mao nas equagoes, ou seja, ele nao é deduzido a partir uma teoria
ou modelo mais fundamental, como e.g. o potencial de Coulomb, que pode ser derivado na teoria
de Maxwell, ou como o modelo de Proca. A idéia dos autores em [22] é justamente evitar este
tipo de problema e, desta forma, eles assumem que, se o fo6ton possui massa, ela deve manifestar-se
dentro do contexto do modelo de Proca. Para realizar a medicao desta massa, um experimento foi
proposto, em que um feixe de ions passa por um tubo, no qual diferentes tensoes sao aplicadas, e,
se o foéton possui massa, espera-se uma diferenca de fase em um interferdmetro, que se encontra ao
fim do tubo.

A existéncia de uma massa do foéton é um problema para os fisicos tedricos, pois, como ja visto
anteriormente, as teorias de gauge preveem que a massa do campo de gauge, como é o caso do
féton, seja nula. Caso seja verificada a existéncia desta massa, no contexto do experimento acima
com o modelo de Proca, entao teorias como a EletrodinAmica Quéantica, que faz uso da estrutura
de gauge, terdo de ser revistas, ou pelo menos reinterpretadas a luz de novos mecanismos (como é
o caso do mecanismo de Higgs em teorias ndo abelianas).

Todavia, se a teoria subjacente for considerada como sendo a de Podolsky, a existéncia de um
modo massivo para o féton poderia explicar o desvio no interferometro, sem ter que se abrir méao
do uso de uma teoria de gauge. Esta é a idéia que serd desenvolvida a seguir: como se medir a
Eletrodinamica generalizada de Podolsky no contexto do experimento de interferometria de ions.

No experimento proposto em [22], uma tensdo variavel é aplicada a um cilindro condutor, o
qual se encontra alojado dentro de um segundo cilindro, que por sua vez esta aterrado. Um feixe
de ions passa pelo cilindro interno através de trés grades igualmente espagadas, formando um
interferometro Mach-Zehnder. O feixe inicialmente entra no condutor por uma cavidade na base
do cilindro e passa a viajar paralelamente ao eixo deste. Apos passar pela primeira grade, o feixe
é separado em dois bracos, um dos quais continua a se mover em paralelo ao eixo a uma distancia
ro deste, enquanto o outro passa a viajar em diagonal (i.e. com um componente de sua velocidade
na dire¢do axial e outro na dire¢do radial). Ao atingir a segunda grade, o brago que viajava na
direcao axial passa a viajar em diagonal, enquanto o que viajava diagonalmente passa a se propagar
paralelo ao eixo a uma distancia 79+ s do mesmo. Quando os dois bragos chegam na terceira grade,
os feixes sao unidos em um unico feixe, que por sua vez passa a viajar na direcao axial até atingir

o interferémetro, conforme a figura Fig.1.
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Fig. 1 - Representac¢ao do experimento com feize de fons. A linha superior representa o feize

de fons (a ionizacdo do feize ocorre dentro do sequndo cilindro com uwm laser, representado pela

flecha,).

Se houver campo elétrico dentro do cilindro, entao os segmentos do feixe que viajaram parale-
lamente ao eixo (em 7 e 7os) passam por potenciais diferentes, de forma que se espera que haja
uma diferenca de fase no interferometro. Os bragos que viajam em diagonal, por sua vez, nao
induzem uma diferenca de fase, pois ambos passam pelos mesmo potenciais, uma vez que as grades
sao equidistantes. Note-se que a diferenca de fase no interferémetro nao é esperada na teoria de
Maxwell, uma vez que o cilindro interno é condutor, e portanto o potencial deveria ser constante
em qualquer ponto interno a este tubo.

A equacdo de campo para o potencial, na situacdo estatica, é
(1-a*V?) V?¢ =0.

A solugdo desta equagdo em coordenadas cilindricas é dada por

¢ (f) = a2Al, (f) +a2BK, (f) +DInl +C, (2.97)
a a a a

em que se admite que o problema possui simetria angular e que a aproximacao de tubo infinito
é aplicavel, dadas as dimensbes do cilindro. Nesta expressao, [y e Ky sao funcoes de Bessel
modificadas de primeiro e segundo tipo, respectivamente. Para determinar as quatro constantes
de integragdo (numero esperado para uma equagido de quarta ordem), sdo fixadas condigoes de
contorno. A primeira é a de que o potencial no limite » — 0 seja finito. Com as formas assintéticas
de Iy e Ko |24, 23|, conclui-se que D = a?B. Outra condi¢do de contorno consiste em utilizar o
potencial em r = R, em que R é o raio do cilindro interno. Se V; é a diferenca de tensao aplicada
entre o tubo interno e o externo, cuja tensao desconhecida é V,, entao

Vo +V, =d’A [IO (f) + g (a) [Ko <§) +lnlj] +f(a)] ,

em que as constantes B e C sdo redefinidas como B = g (a) Ae C = f (a) a®?A. Com esta expressao
pode-se fixar A em funcao de f e g. Uma terceira condicao a ser empregada consiste em tomar
o campo elétrico E em r = 0, como sendo nulo. Esta escolha se justifica, pois do contrario,
haveria uma discontinuidade do campo elétrico, sem uma razao fisica, pois nao ha cargas no eixo
do cilindro. Todavia esta condicao é imediatamente satisfeita, e com ela ndo se pode fixar nenhuma,

constante. No entanto, se o mesmo argumento for aplicével ao divergente do campo elétrico, entao
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fixa-se g (a) = 0. Finalmente, para se definir a constante f (a), utiliza-se uma medi¢do que nao
é prevista em Ref.[22], que consiste na medigdo do potencial em r = 0. Assumindo-se que esta

medigao fornega uma expressao do tipo ¢ (0) = (Vo + V) €, com 0 < e < 1, conclui-se que'?

_ <l (%)
f(a) - (176) .

O potencial finalmente é dado por
Lo (5)
Io ()

A fase induzida no interferdmetro, devido & diferenca de potencial A¢ entre r = rg e r = rg + s,

¢(2):(VE]+VQ) (1—€)+e

é dada por

Io () — 1o ()
Io (%)

em que ®y é a fase indicada no interferémetro quando Vo + V, = 0, e é a carga do fon, e 7

eT

T

o= %TA@H%: Vo +V,)

‘|(1€)+(I)0’

é o tempo gasto pelos ions para percorrerem os segmentos horizontais. E possivel eliminar as
constantes desconhecidas V; e ®g se duas diferengas de potenciais entre os tubos, Vp e Vo + AV,

forem tomadas, de modo que

AP = —AV

h(m2) -5 ()]
o (E) ]“ !

Esta expressao pode ser invertida para fornecer a em termos das quantidades mensuraveis. Para

tanto, admitir-se-a que a constante de Podolsky é muito pequena comparada as dimensoes envolvi-

das no problema, de forma que a forma assintética para Iy possa ser utilizada, Iy (z) ~ \/2lT$eI, o)

que conduz a

a= R=(ro+s) . (2.98)

In(1—¢)—In (%ﬁ%\/@)

Para proceder com estimativas numéricas, usam-se dados fornecidos em Ref.[22] para ions de

LH* e 133Cs™. Estes fons viajam a velocidades v de 311m/s e 27m/s respectivamente, e, como
a separacao entre as grades é de 1m, obtém-se 7, 7 = L /v para cada um dos fons. A diferenca de
potencial AV pode ser fixada em 400 kV e os valores de R, ry e s sao fixados como R = 27 cm,
ro (*HT) = 24,4cm, ro (33CsT) = 24,9cm, e s(*HT) = 6,4mm, s(**3Cs™) = 0,56 mm.
Utiliza-se ainda a resolucdo do interferometro como sendo da ordem de 10~* e o fato de que,
com multimetros comerciais disponiveis atualmente, uma precisio de no maximo 10~% possa ser

10Note-se que o caso € = 1 corresponde, fisicamente, ao caso em que teoria subjacente é a Eletrodinamica de
Maxwell, em que a = 0. Assim o limite ¢ — 1 deve ser feito concomitantemente com o limite a — 0, de forma que

a divergéncia em f (a) pode ser controlada.
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atingida para a medicio de e. E possivel fazer estimativas numéricas para a tomando-se diferentes
valores para ¢, A®, e o que se obtém sdo vinculos sobre os valores de a: age+ > 0,033 ¢m no
caso do feixe de 3Cste apy+ > 0,069 cm para o feixe de fons de ' HF. Valores desta magnitude
justificam o uso da forma assintotica da funcdo de Bessel empregada anteriormente. As estimativas

70T < 1,06 x 10739 kg = 5,98 x 1074 &Y

para as massas do modo massivo ficam vinculadas: m.,

em 7" <510x 1071 kg =2,85x 107* <.

E importante perceber que o valor de a ndo depende do fon utilizado e que a notacio usada acima
apenas ilustra os valores de a acessiveis por cada um dos ions utilizados. Com relacgao as previsoes
numéricas de a, deve-se notar que se a fosse de fato da ordem de centésimos de centimetros, como é
o melhor caso obtido aqui, entao ela ja teria sido observada por outros experimentos. A conclusao
é que, embora do ponto de vista da formulacdo do experimento seja possivel estimar valores para
a, as ordens de energia e distancias envolvidas neste problema, inviabilizam uma medicao de a que
seja compativel com o esperado de que a Eletrodinamica de Podolsky represente pequenos desvios
com relacao a teoria de Maxwell. Com isso justifica-se, de maneira quantitativa, a inadequabilidade
deste experimento para a medicao da teoria de Podolsky.

2.3.3 O atomo de Hidrogénio

Uma outra forma de vincular a constante de Podolsky serd apresentada a seguir e consiste em
assumir que esta teoria seja valida em escalas atomicas. O caso mais simples para ser analisado é
o estado fundamental do atomo de Hidrogénio, como descrito pela Mecinica Quantica. Para tanto
o potencial eletrostatico coulombiano sera substituido pelo potencial eletrostatico de Podolsky,

e _r

¢(T):77 (176 a)a
r
~ ~2

na Hamiltoniana, H = 2 4-e¢ (r), e o método variacional serd aplicado para se obter uma solugao

perturbativa aquela normalmente obtida. Considerar-se-4 i = 1 durante o desenvolvimento, mas,
quando necessério, as unidades serao restauradas. A solucao tentativa é

¥ (r) = Ne ™,

3
com N? = L sendo uma constante de normalizagao da fungao de onda e v uma constante a ser
determinada pelo método variacional. A energia, dada por

; 7 4y’
E= /de/J* (M HyY(r) = =— —e*y+ e ——,
2m (2v+3)
deve ser minimizada, levando a condicao
OE  8a® 12a? 6
— = iv‘l + —a’y?’ + —Ubfy2 — 6ae*y + T = (2.99)
oy m m m m
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Se a é assumido ser muito pequeno, entdo, em primeira ordem em a, tem-se vy = me? e y_ = —é.

As energias obtidas com estes valores de v sao

2 9 2+1
() = —"o-¢* (1-2(2mae’)’) + O (a*),  E(r-)= 2o

A energia F (v_) é positiva e torna-se muito grande para pequenos valores de a, inviabilizando a
descri¢do de um estado ligado. Portanto, esta solucao dever ser excluida. Ja F (y4) s6 pode ser
avaliada para um dado valor de a. Porém, se a for muito pequeno, o termo proporcional a a? na

energia torna-se apenas uma perturbagio na energia do estado fundamental, como previsto quando

. . 4 L .
do uso do potencial coulombiano, em que E = —™. Para dados compativeis com resultados
. . . . 2 . R
experimentais dados na literatura, o termo pertubativo 2 (2ma62) deve ser menor ou igual a

incerteza relativa da energia do estado fundamental do atomo de H, ou seja,

B OE,
< ——
“=90\ 2B

em que rg = ﬁ é o raio de Bohr. Usando dados disponiveis na literatura [25], encontra-se

MeV
2

a<556fm or m,>6,33x 1072 kg = 35,51 (2.100)
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2.4 Artigos e preprints

A seguir sdo apresentados os artigos e preprints em que foram publicados, ou estdo em via de

publicacao, os resultados mostrados anteriormente neste capitulo.

2.4.1 Teoria de gauge de segunda ordem

Uma teoria de gauge de segunda ordem nas derivadas do campo auxiliar é construida, seguindo-se
o programa de Utiyama. Um novo campo de for¢a, G = OF + fAF, surge ao lado daquele de
primeira, FF = 0A — 0A + fAA. A corrente conservada associada é obtida, e ela possui uma nova
caracteristica: termos topoldgicos sdo determinados a partir de requisitos de invariancia local. A
Eletrodinamica generalizada de Podolsky é derivada como um caso particular em que a Lagrangiana
do campo de gauge é do tipo Lp o< G2. Nesta aplicacdo, estima-se a massa do foéton. O regime

infravermelho do caso SU (N) é analisado por meio da Lagrangiana de Alekseev-Arbuzov-Baikov.
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Abstract

A gauge theory of second order in the derivatives of the auxiliary field is constructed following
Utiyama’s program. A novel field strength G = 0F + fAF arises besides the one of the first order
treatment, F' =04 — 04 + fAA. The associated conserved current is obtained. It has a new feature:
topological terms are determined from local invariance requirements. Podolsky Generalized Eletro-
dynamics is derived as a particular case in which the Lagrangian of the gauge field is Lp « G°. In this
application the photon mass is estimated. The SU(N) infrared regime is analysed by means of Alek-
seev—Arbuzov-Baikov’s Lagrangian.
© 2006 Elsevier Inc. All rights reserved.
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1. Introduction

Symmetry is one of the most important concepts in physics. Group theoretical methods
are used to find complete solutions for many systems, particles were found by symmetry
arguments, from Noether’s work we learn how to relate symmetries to conservation laws.
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In this context a natural question is: by imposing to a system a generalized version of some
previous existent symmetry, would it be possible to determine new features? In particular,
starting from a kinetic Lagrangian with a global symmetry, would it be possible generate
interactions via localization of the symmetry? In other words, could local kinematical sym-
metries also imply dynamics?

The general answer to these questions is yes, if the local symmetry is represented by a
general Lie group, and it was found by Utiyama [1]in 1956 showing that it is possible to
keep the action invariant under point dependent transformations of the matter field if one
introduces a new field, the gauge potential, and derives a minimal coupling prescription
which determines the fundamental interactions. Some years later, Ogievetski and Polu-
barinov [2] presented a criticism to this gauge principle by means of what is known today
as B-Field formalism [3,4]. Notwithstanding, gauge principle remains as a cornerstone of
modern physics.

On the other hand, if one assumes that the equations of motion are derivable from some
Lagrangian, a natural way to generalize a given theory is to suppose that the Lagrangian
of the field contains terms involving derivatives of higher order. Poincaré in 1901, when
discussing the law of inertia, already called our attention to the importance of higher order
equations [5]: “(...) the law of inertia (. ..) is not imposed on us a priori (.. .). If a body is not
acted upon by a force, instead of supposing that its velocity is unchanged we may suppose that
its position or its acceleration is unchanged. (. ..) In the second case, [we may suppose] that
the variation of the acceleration of a body depends only on the position of the body and of
neighbouring bodies, on their velocities and accelerations, or, in mathematical terms, the dif-
ferential equations of motion would be of (...) third order (...).” The non-singular Hamil-
ton—-Lagrange theory was extended to arbitrary order by Ostrogradsky [6] in 1850,
generalizing the form of canonical momenta. Following this reasoning, Bopp [7] and Pod-
olsky [8] independently proposed a generalization of electrodynamics containing second
order derivatives. Quantization of the theory resulted in finite energies in 1-loop approx-
imation. This leads to the idea that some quantum field corrections would be simulated by
the Podolsky’s effective term. This generalized electrodynamics was able also to explain the
4/3 factor in Abrahaam-Lorentz theory [9] as an electromagnetic mass term by means of
an appropriate gauge choice and a Lorentz invariant cutoff induced by quantum effects.
This cutoff provides an natural mechanism to estimate the photon mass in the Podolsky
generalized electrodynamics, as we will show in Section 5.2—the presence of this massive
mode does not violate the gauge invariance as it occurs in the first order approach, and it is
an intrinsic feature of the second order gauge theory. Inspired by Podolsky’s work, Green
[10] included another term involving the second derivative obtaining a generalized meson-
field theory with finite energies at 1-loop. The relative success of these achievements moti-
vated some authors to propose finite extensions of Quantum Chromodynamics (QCD) [11]
and also to advocate that higher order terms would be able to explain the quark confine-
ment. The undesired feature of the Podolsky’s theory is the lack of unitarity at 1-loop for
its quantum version, and it is an open question if this characteristic can be ruled out in a
nonperturbative scheme. Besides all these motivations we emphasize that, from a theoret-
ical point of view, higher order theories have many interesting features that justify their
study by itself.

The scope of the present work is to construct a gauge theory for Lagrangians of second
order on the auxiliary field, following Utiyama’s procedure. Section 2 is devoted to fixing
the notation, to reviewing how the gauge potential 4 appears and why it ensures the
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invariance of the action integral. In the next section, we assume a Lagrangian of the type
L(A,04,0%A4) for the gauge potential and show that this Lagrangian must depend on A
and its derivatives only through the usual field strength F =04 — 04 + f4A and a second
field strength G = OF + fAF, a new quantity that naturally turns up in the second order
theory. The covariance of F and G under the gauge transformation is proved in the same
Section 3 and the Bianchi identities for these two objects are also deduced.

After settling the basis of the general theory, we proceed to the analysis of the current
derived from the total Lagrangian—the matter one plus the gauge Lagrangian—in Section
4. If Utiyama’s definition of current is kept, one obtains a quasi conserved current instead
of a conserved one. An alternative choice is to define the current in a different fashion to
enforce conservation.

As an application, in Section 5.1, it is demonstrated that the Podolsky Generalized
Electrodynamics can be derived from the second order gauge theory from a Lagrangian
of the type Lp x G*. Section 5.3 deals with a particular non-abelian case.

2. Local invariance and the gauge field

Let 0%(x) (4=1,2,...,N) be a general matter field whose Lagrangian density is
0
100,0Y). 0,0 -2

with equation of motion given by

o oA
o0 "9(s,0")

We postulate the action integral

I:/Ld4x,
Q

to be invariant under the global infinitesimal transformation

o' — 0"+ 40",
5QA = TaABEaQB7
where € is an infinitesimal parameter independent of x (¢ = 1,2, ...,n) and T *; are con-

stant matrices. In what follows, we assume that the transformation (2) belongs to a Lie
group G dependent on n parameters €. Then the structure constants f.° are defined by

a c

~0. (1)

(2)

7o, Tl = 15T 5 (3)
satisfying
S Se H I S + 1 oSy =0, (4)
which is the same as Jacobi identity, and
av="N'w (5)

in accordance with (3).
From the invariance of the action under (2) in any spacetime volume €, it results
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oL oL
5LE@5QA NQA

Using the independence of the parameters we find,
oL oL
— T —T40,0°=0. 7
aQA aBQB—I_a(a#QA) aBHQB ()

In order to write (7) we consider a variation ¢ which is strictly functional, i.e., the space-
time point is not changed.
Rewriting (6) by using Leibniz rule,

oL } oL
3 0"+ 0 ( QA) 0.
{6Q”' a(d Q“ 0,0")
The field equation (1) must be satisfied, so that

oL

TA,0° (8)
0(B,0" “°

Now let us consider the following infinitesimal transformation with a point dependent
parameter ¢“(x) (a=1,2,...,n):

00" (x) = T, pe" (x) 0,

50,0 = 0. (6)

3", =0, J', =

o 3 9)
g = constant coefficients.
In this case,
SL = { T, QB+ T/ aQB} x)+ T,",0%0,€ (x (10)
@QA B HQA B HQA B
or
oL
o= T, 4,080, (11)

0(0,0")

We see in this case that 0L does not vanish—still assuming that (7) is valid even when
€’ = €e“(x).

If one wants to preserve invariance of the Lagrangian under (9), it is necessary to intro-
duce a new field [1], called gauge potential, 4;(x), which transforms as

04, = fachze“(x) + 0,€°, (12)
appearing in a new Lagrangian L'(Q, aﬂQA,AZ) through the combination

V.0 =0,0' - T, ,0°45. (13)
This new object is covariant, since it transforms exactly as the original field, i.e.,

VHQA) =T/,V,0°x)

and it substitutes the ordinary derivative in the original Lagrangian, in a prescription
named minimal coupling for description of the interaction,

L’(QA,G#QA,AZ) :L(QA7VNQA)-
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Usual derivatives are replaced, in the original Lagrangian, by the covariant derivative given
by (13).

3. Gauge field second order Lagrangian

Let us take a Lagrangian for the auxiliary field as a functional kernel dependent up to
second order derivatives

a a a _a H
Ly(4°,,0,4° ,8,0,4°), 04", =—".

Ox"
We will impose that this kernel is invariant under (12), so
0Ly I GI
Ly = 04", + ==~ 0(8,4° +— 5(0,0,4° ) =
oL = 4, 6(6/1”)5( Wt 3(2,0,4° ) ( W =0

Substituting the transformation law for the gauge potential in this equation and since €“
and its derivatives must be functionally independent, we are led to:

0Ly oL, . \

“A° 04"+ o £.50.0,47 = 14
aA“uf" T BEA,) >f "3, aAa )f =0, (14)
0Ly 0Ly b 0Ly OLg

‘4 @ 9,4° = 1
aAcv + a(a"Aau) ¢ bt + <6(6v6a/1“ ) a(a a VL )>f a O ( 5)
OLo OLo 0Ly 0Ly a b —

a(a"Aca) " a(a“Ac‘) i <a(avaan,u> * a(aaavAa,u)>f\c bA 8 - 07 (16)

oLy oLy o
0(0,0,4%) " 9(0,0,4%,) ' 0(3,0,4%)

0. (17)

This set of equations forms a hierarchy informing us about the dependence of the
Lagrangian with respect to the gauge potential and its derivatives. To solve this hierarchy
is the main aim of Utiyama’s general program. The solution of the above system gives the
covariant objects of the theory as well as the functional dependence of the Lagrangian on
these objects.

3.1. Hierarchical equations solution

3.1.1. Solution of Eq. (17)

Once Eq. (17) involves only the dependence of the Lagrangian density on the second
derivatives of the gauge potential, one may propose that this dependence appears through
an object R?, ~which must have a cyclic permutation symmetry

o

R"W + R+ R"W =0. (18)

o
The most general linear object constructed from 9?4 with this property is given by
R, =00,4", —0,0,4°,, (19)

where we chose 4 =1 without loss of generality.
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3.1.2. Solution of Eq. (16)
Let us consider now the Eq. (16) written in terms of L(()l)(A, 0A4,R):

7 LW 70 7 LW 70

¢ OC [ 0 ao - 0 aO -fcabAbu + ¢ . c + 0 ao - 0 aO -fcabAbu
a(a"A oc) a(R voz,u) a(R o:,uv) a(afo v) a(R owy) a(R vucx)

=0.

This equation shows a symmetry in v <> «, which must be present in its solution. Also,
the solution will be construct from R and then it must respect the cyclic symmetry as
dictated by (17). Therefore, the solution for this functional partial differential equation
is such that the functional dependence of L(()l) with respect to R shall be through the
object

Qd/;,m = Rdﬁpa’ _fcdb[AbcraPAcﬂ - AbpaaAc/;]- (20)
With this new quantity we pass from Lf)l)(A, 04,R) to (Léz) (4,04, Q).
A second independent solution to (16) can be found if one rewrites it in terms of
L§(4,04,0), ie
oL oL®
YR
0047 " 8@.A7),

Il
e

In this case, the dependence on the second derivative is eliminated and the dependence on
the first derivative can figure only via the combination

A =0,4°, — 0,4,

Thus, when we construct Q we are actually selecting a sector of the gauge potential
Lagrangian. Here we have 1ntroduced the antisymmetric operation Op,,1= O, — O,, for
a general O,,. So, one goes from L (A 04, Q) to

3 3 a c
L(() ) = L(() >(A y’A[vx]’ Qdﬁpo')‘

3.1.3. Solution of the Eq. (15)
Our next step is to rewrite the Eq. (15) in terms of the new functional dependence of the
Lagrangian, Ly = L( (4,4),0)
oL oLl oL
+ 00 — 0.0 A%, +
aAa aA[pG ( p )fa e an

+A€ (Ah 5‘ _Ah 5‘ )fb cJa e] _O

[(5014 [pB] + 5[5 [pa] + J, A [Ba] )f;zdc

Ppo

The solution of this equation utters that the functional form of the Lagrangian density
depends on three objects:

Fd = ﬁ()()’] +f;tdeAepAa0'7 (21)
A qc A qc A d b A b s d c e

ﬁpo Qd/fpa o {(50{4[1)!?] + 5/3‘4 +0 A ﬂﬂ])fg cAgi o (Aa(sp o Ap56>fb cfg eAiA/i}

(22)
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and 47 itself. Keeping in mind L, = (F ,Gy,pnA”,), we reexpress (15)
4)
oLYW(F,G,A)

oz =0

Due to this, the Lagrangian kernel cannot be explicitly dependent on the gauge potential
A, which is the real reason why gauge fields are massless. Therefore, the presence of mas-
sive terms is only possible if the gauge symmetry is broken.

3.1.4. Solution of Eq. (14)—condition on the Lagrangian
After all that, we must put the Eq. (14) in terms of the new objects F and G

aL oF%” . OF' .
_ A+ 0,4%
oF", A (aA’; ! a(a\,A’g) :

oLy 4 (G s o O e o 0G, b
+ A A"+ oAb, +—— 17 _d.5.4°. | =0, (23)
0G" b( oA, o@4") " - (804" ;
or, applying the Leibniz rule and the Jacobi identity
aL 6L
JEGF" o + f4.6" =0 (24)
d c g d c ﬁ Vi
OF, ” oGy, P

This is a condition on the Lagrangian of the gauge potential which must be satisfied for the
local symmetry to hold.

3.2. New expression for G and the Bianchi identity

In order to reduce the number of independent objects in the expressions above we will
write G in terms of F and 4. To do so, let us consider initially that, from (19) and (21), we
get

Ry, =0pF"  + ), 05(d4,4" ).

Bpo

Using these informations to evaluate G it results

h _ h h c b b c h b yc b 4c
G o = OpFh, + £ [ADpAL + A 20| + 1.1, (A7 + A 5, )
h f b 4c b y4c
T Jg bfcng /3(’4 A P —4 pA 0)’
that, with (21) and the Jacobi identity, conduct us to
G”ﬂpg = GﬂFZG —l—fC“eAeﬂF =D F;G, (25)

where Dg is a kind of Fock—Ivanenko derivative [12]
cﬁ = 0,05 — Zﬁ? w?/f = feacAeﬁ- (26)

This kind of structure in terms of a Fock—Ivanenko-like derivative is exhibited also by F
when written as
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Fo,=Dj A% — Do A% = Dy Az, (27)

ap“’o ac“’p
in which
d d _1pd ge
5 a —(Dap7 (,Uap :%f‘e aA 0’ (28)

with a factor 1/2 in the spin connection a) , different from Eq. (26). This difference refers
to the fact that A is a connection and not a vector like F7.

With this new expression for G we immediately verify that it is antisymetric in its last
two spacetime indices. This is consistent with the antisymetry property required by Eq.
(16). On the other hand, Eq. (17) stablises that a cyclic property must be present in those
objects containing the second derivative of the gauge field. In fact, starting from (25) and
with the expression of F” and the Jacobi identity we find

Gy + Gy + G g, = DYF  +DEFop+ DiFy =0, (29)

Bpo cp” ap

the so called Bianchi identity.

Thereafter, the Bianchi identity (29) is a natural consequence of the local symmetry in
the second order formalism as dictated by the hierarchical equations (14)—(17), and not
just an a priori equality constructed with F.

This identity and the manifest skew-symmetry of F7 in its spacetime indices, allow us to
rewrite G as

Gy, = DY, (30)

Bpa cle” plp?

in the same suggestive form as (27) for F. This kind of structure will be explored below in
Section 6.1.

3.3. Transformation laws

Next, we construct the transformation law for G. Remembering [1], we have

a a c aea
A u :f‘c bAhHE ()C) + Ot
and
OF, = € (x)f. ", F),. (31)
Therefore

6Gy,, = e”’fd"gaﬁFﬁ(T + edfc“efdcheﬁFig +fd"gFﬁaaﬁed + £, 04°F,
and, applying the transformation law for the gauge potential and the Jacobi identity
oG, , = ed(x)fd“CG"’ﬁpa. (32)
Then just like F, G is also covariant under the action of the local Lie group,' i.e., it trans-
forms like a vector under the action of the Lie group.

! We could have arrived at the same conclusion with a glance at (24), aF fcth f 4 Gh

d
, BF% bF

=0,

aG ’ Bpo

which is nothing but the invariance condition of the Lagrangian é)L =0 5Gd =0, and so,

aG/ Bpo
OF4, = e f.Fh s 6G o = £, G" ., where we have used the fact that the Ldgrangldn is a kernel functional

of F and G alone.
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4. Second order current

From the minimal coupling prescription the total Lagrangian is
Lr(Q',V,0",4,04,0°4) = L(Q",V,0") + Ly(F, G).

Observe that the total Lagrangian is a function of the second derivatives of 4, by means of
G in Lo.
From the variational calculus:

oL  OLr oLy

- - av )
o' 00" T2(0,0")
oLy 0Ly ( oL, ) ( oL, )
=2 0|\ aaga | T s ma |
04", oA, 2(0,4° ) 0(0,0,4")

The vanishing of the variation of the total Lagrangian results in an equation composed of
two terms: a volumetric and a surface one, which must be null independently, in a devel-
opment similar to Noether theorem.

4.1. The variation of the total Lagrangian

The variation of Ly = L(0?,00%,4,0 4,0°A4) is

5LT:[5Aafchu 6<5Aa>e+(5QA)5QA +0,M",
where
SLy oLy oL | ., ( oLt oLl
MV a a QA + a +fa b d + d 5Aa
04", o(v.Q") aF[W oG plvi) 9G, [on] !
1 (ol oLl 1ol oLl
- 6 a + a 5Aa a _'_ a a (5Aa)7
277 10GY,, 0G| " ) oGy, 0G|l
or

M =N + 0,70, + 1P 7,0,¢"

with
0Ly  OLr oL (oLl oLl
Nc‘ = c + BQB + fa bA d + d fcaeAe
oA4°,  o(V,0") Fm P\oGy,, 9Gy,, :
1 (ol oLl oLy aL<4
- a a a f;aeAe + a ao chaba/)Ab; (33)
2 aG v[pu] aGp[w g 210G vip] aGﬂ[Vﬂ] g
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oLy ot  orW 1ol oLl

0, = 0y it [ Sy T ) o, | oy S
Fl;l aGp[v,u] an[p,u] G" o] GP["H]

oLt oLy
+ c c fachb; (34)
2 |9 G ’
and

1 (oLl 6L(4)>

P (7 (35)
2 <6G vl GGMW

4.2. Hierarchical equations for the current

The vanishing of the volumetric term in 6L= 0 gives the equations of motion

L L
obr 4 OLr _,

5ot oA,

By the same way from the vanishing of the surface term

oM =0, (36)
we have the following set of hierarchical equations:
o,N," =0, (37)
N,"+0,0" =0, (38)
0, +9,P,"™ =0, (39)
P/ 4P 4P =0. (40)

These equations constitute a hierarchical set of equations which governs the conservation
law associated to the local symmetry, in a similar way that Eqs. (14)—(17) determined the
functional form of the Lagrangian L.

4.3. Solution of the hierarchical equations for the current

Egs. (40) and (39) are automatically satisfied by virtue of the symmetries in /7 and GZ v
Condition (38) will be used to define the current, while the Eq. (37) sets the conservatlon

law.

4.3.1. Quasiconserved current
Let us define, as done by Utiyama,

oLy
J' =
c aAcv
oLy oLty oLl oLy
:——TAQB_—O a g¢ fd D? faAb
(c)B a c e u d d d c b
G(VVQA aF[W] L aG\pu " oG plva] g

oL,
-9, (aGa £ A”) (41)
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This definition is inspired by the most direct experimental sense of current, as a measure of
the response of the system under a variation of the field.
The condition (37) now gives

L oL 1
0., = a"(sva_ia"ap<

aL(4) aL(4)
d d
oGt T aG

f;z,Az). w)

plvi]

On the mass shell it follows the quasiconservation of the current J. The term “quasi” is
understood in the sense that if one takes the integral of (42) and chooses boundary con-
ditions such that

oLy oLl

)
da,0 4% =0,
/@9 ’ p( G,y 0Gy, e #>

the conservation of J, is globally recovered. For instance, this kind of boundary condition
occurs when 4 and its first derivative are null on the boundary 0Q.

It is interesting to notice that in the case of an abelian group this conservation is also
achieved. The same occurs in the first order approach, and that is because Utiyama’s def-
inition coincides with Noether’s current. This does not happen in the second order theory,
as one can immediately see from the non-conservation of J. In order to establish a con-
served current in the second order approach, we must build another one based on Utiy-
ama’s proposal, which is later compared with the standard Noether’s current. This is
done in the following section.

vipy]

4.3.2. Conserved current
An alternative definition for the current is

- OLy OL;
J' = -0,
¢ oA ! 0(0,4°))
oL, aL 4) oL
= C QB Ae fd /)
a(vaA B [‘H] M aGiip‘u b W
oL oLy oLy
+(D, = )fc“bAb Oy |zpe— + 1544, - (43)
( ’ aGP[W} g aF[N‘ g aGp[,u\
Therefore

oLy
0.J! =09, =0
(55)
under the equations of motion, showing that the current (43) is strictly conserved.
4.4. Concerning the Utiyama and Noether’s currents
In the current (41) the first two terms are the current obtained by Utiyama in the first

order formalism [1], the third and fourth terms are of second order, and the last one is the
quasiconservation term.
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On the other hand the current (43) is composed by first two terms of the first order cur-
rent, plus second order terms involving G, and the last is a topological term [13], in the
sense that it is conserved independently of the equations of motion.

It is worth to remember that these topological terms cannot have their origins explained
by the dynamics, but the general local invariance scheme brings them with it.

We can evaluate the transformation laws for (41) and (43):

A (2 55)
a a h d d
aF oG plvy] oG ulvp)

[vy]

6L
oGy,

oJ ) = —€f1 T, + S O + 2= 1.7 0, 0ue’

plvy]

_ oLl el oLy
5JCV = _eefeact]av + a# < + f;acapee + aO ﬁaca#apee‘
aGﬂ[m aGu[m aGP[uV]

As expected from J! = 2= and J¥ = £ — 9, %1 both currents are not covariant. How-

= o, =, Yna@a)
ever, one can deﬁne a covariant current:
0L(0,VQ) OL7 4 B
jc'u = ¢ = - Tc Q ) (44)
6A u a<vthA) g
which is not strictly conserved, but only covariantly conserved
DS jt =0. (45)

We conclude that covariance and conservation never can be obtained simultaneously; in
order to maintain one we must sacrifice the other.
To compare the proposed currents J), and J) with Noether’s one, we rewrite them as

. aLT A 0Ly ; b 0Lg 0L b
7= a0y 0 T aEa e T | agaa,) s [
OLg
+0 =
"0(0(,4 v>)
and
- @LT A aL b GLO aLQ b
v A — a A

Jc QA) QB a(a a 44 )f 6 ap a(apa‘)Aa[) a(a‘,Aau)]fc bt

_ aHL‘)C’

é(a[ﬂAv])

which are directly comparable with the Noether’s second order current
OLr

Un). =— 0.0" T 50" - ch »0,4°,

I 0Ly

_ b
+ ap a(apavAau) a(a Aa )]f A

Then, one easily sees that the expressions of J and J differ between them only by the pres-
ence of topological terms, while in J there is a quasiconservation term, au 50, AL , which
does not contribute in the first order case.
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Therefore, in the first order approach, Utiyama and Noether’s currents coincide, but in
the second order case it is necessary to perform a generalization in order to accomplish the
conservation, giving rise to the presence of topological currents. These topological factors

oLy

are naturally introduced by the presence of the additional term 0, W] in J_", which can
ety

be interpreted as a flux of gauge potential, extending the usual definition of current as a
variation of “energy” L, with respect to the external field 4°, gjf .

Another way to see how to implement this generalization is to remember that the con-
servation law of the current is intimately related to the last of the hierarchical equations.

For instance, in the first order approach
oL oL
J ' = cT = a# Oc )
¢ aA v a(ﬁﬂA v)

where we have used the equations of motion, and from where follows the conservation as a
direct consequence of the equation:
I n 0Ly
0(0,4°%,) ~ 9(0:4°,)

0.

Analogously, in the second order case we extract from the equation of motion

_, 0Ly oLy oLy
Je =ar T a“a(auAc‘,) B _apaﬂa(aﬂaum‘,) ’

v

which again is conserved by virtue of Eq. (17).

On the other hand, Noether’s procedure for the calculation of the current imply exactly
the first of our hierarchical equations, (37), giving the Noether’s current in terms of F and
G as just the N — gff quantity. We observe again that this, up to topological terms and a
global signal, is the conserved current .J!. Therefore, we see that the Utiyama’s systematic
method leads to the expected result and gives the bonus of finding topological currents.
We conclude that far from being arbitrary, this topological current is induced by the struc-
ture of the hierarchical equations, arising from the local gauge invariance principle and
has direct observable consequences for the charges. This will be illustrated in the next
section.

5. Applications
5.1. U(1) group: Podolsky’s generalized electrodynamics

Usually in the literature [9] Podolsky’s electrodynamics is supposed to be the simplest
generalization of Maxwell theory whose Lagrangian, containing second-order derivatives
of the electromagnetic potentials, is gauge and Lorentz invariant and still leads to linear
local field equations. In fact, here we will show that the second order gauge theory is able
to prove that Podolsky’s electrodynamics is the unique theory which has such properties.

Podolsky’s second order theory for the electromagnetism consider the Lagrangian den-
sity [8]

1

2
Lo = =g FuF" + S 0F 0. (46)
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We will check that the Podolsky’s theory fulfills the condition for a second order gauge
theory. The equations to be satisfied are (14)—(17). The first equation is automatically ver-
ified for the U(1) group by virtue of the nullification of the structure constants. Therefrom,
for this group any scalar constructed with the tensors F and G is a possible Lagrangian, in
principle.

The next two equations are identical to the first order ones

oLy
=0,

oL, oL,
o) o)

and consequently hold in the case of Podolsky Lagrangian (46).
It remains to be verified the last of the hierarchical equations. From (46)

0Ly 2
0 Py (0°0°A, — 0°0,4%) — :
30,0, <1004 —00A) mr oo
and by cyclic permutation
0Ly 0Ly oLy,
306,0,4,) T 3(8.0.4,) T 30,4,

and we see that the Podolsky’s theory is in fact a second order gauge theory a la Utiyama.
Alternatively, one can start straight ahead from the second order gauge theory for the
U(1) group and write the G tensor (25)

Gﬂpa = aﬁF pos
from which we can construct a vector, e.g.,

3
G'Bpﬁ = a[Fpﬂ =G,

and obtain a second order Lagrangian equivalent to the additional term proposed by Pod-
olsky
a2 612

Lg :Egpgp - D)

Notwithstanding, there are other possible Lagrangians densities. For instance, consider”

Lo = B*G"° Gy,y = DO FP704F

aﬂFpﬂaAFﬂ;'.

which satisfies all the hierarchical equations by the same arguments given before.
Using the Bianchi identity (29) one concludes

GP° Gy, = 200 FP0,F 5.

Perceive that this is the Podolsky Lagrangian apart from a surface term
P FP70,F 5 = 0,(PFPF ,5) — 0P (3,F"F ,p) + 0,F" ' F 5.

Then Lg is equivalent to Podolsky’s taking 2b* = i

7.

2 Of course the complete Lagrangian for the gauge field is the Maxwell one plus the term under discussion.
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We can explore another order of contraction to the indices of G
Lc = chﬁp"Gp/;G = czﬁﬁF“"G,,Fgﬁ.
By the cyclicity symmetry (29)
Lg = COFP3,F .

Again, this is Podolsky Lagrangian, except by a surface term, with ¢? = %

Therefore we can infer that a/l the quadratic Lagrangian in G are reducible to the Pod-
olsky’s form since there are only two possible cases for indices contractions with respect to
the derivative of F: or the indices in the derivatives are contracted between them or they
are contracted with one of the FF. In the first case one uses the Bianchi identity, which
reduce all contractions to the second case. But the second case is just Podolsky’s, or
can be put in this form by an adequate surface term.

For these reasons, we see that the most general Lagrangian for the U(1) group in a the-
ory a la Utiyama is

| - a’
Ly= 3 F"Fpt>
which is the Podolsky Electrodynamics Lagrangian.

This proves that Podolsky Lagrangian is the unique linear second order generalization
from Maxwell theory compatible with the gauge principle.

o'F 40, F*

5.2. U(1) currents and the mass of the photon

With (41) for the case U(1),

) .y aLT A
J =) =e——2L_T
I = 5w

and this means that the second order formalism has no effect on the current if the symme-
try is U(1).
Now if we employ (43),

- 0L,
S =7 -0,—=j" —-0,F*
/ aF[u"] / m

which differs from J¥ by a topological term.
The equation of motion, in vacuum, for Podolsky’s electrodynamics is

(14 a*0)0,F*(x) = 0,

which, with the Lorentz gauge condition, 0,4" = 0, reduces to

(14 a*0)04"(x) = 0. (47)
Extracting the Fourier transform, we find two possible dispersion relations:
P =0,
1
P —=0.
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The first one corresponds to a massless mode, E — p2 = 0, while the second is a massive
solution:

1 1
2 2 _

In the case of a static isolated point charged particle, Eq. (47) gives:
—(1 = a*V*)V2o(r) = 4np(r),
p(r) = —ed(r).
We have selected a Lorentz gauge such that A*= (¢, 0), and used the signature
n=diag(l, —1, —1, —1). Via Fourier transform, we find
e

or) = —S(1 - e%).

The finite reach of the massive mode suggests the presence of a shielded region around the
point particle.
The conserved current is given by

_ 1, _
J(r) = —6(5(1‘) —i—ﬁe_a), JE=0.

Integrating this density over the whole space, we obtain the conserved charge
g = —e(l —4n)

which is just a simple renormalization of the naked charge. However, following Moniz and
Sharp [14], the quantum theory of the nonrelativistic electron provides a natural cutoff at
short distances whose magnitude is of the order of the Compton length ¢. Employing this
idea of a shielded region, the effective conserved charge obtained is

Geir = —e(l —4n [a : ¢ exp (— E)D (49)

a

This effective charge can be applied to estimate the mass of the photon, according to (48).
Eq. (49) can be rewritten as

s — € a+e s
o ="~ —4g exp(——).
e a a

This quantity can be interpreted as the relative uncertainty of the electron charge. Solving
this transcendental equation for Podolsky’s parameter a, we find a measure of mass for the
massive photon

m=—.
ac
With experimental data from [15] and a simple propagation of errors neglecting the uncer-
tainty in ¢™, we obtain

a=1.105 868617(14) x 107" cm,
m = 1.985 37021(17) x 107 eV.

This estimative cannot be ruled out in accordance with experimental data reported
in [15,16] considering null tests of Coulomb law. These references give m <
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(9.0 + 8.1)x 107" eV. In the context of an effective classical theory, this mass must be
interpreted as an energy scale characterizing the regime where the Podolsky’s electrody-
namics becomes relevant, in a similar way as the phonon mass characterizes the effects
of particle excitations in a crystal [17]. It is meaningless to think of a rest mass for a pho-
non, since it is an excitation of the vibrations in a crystal. The same interpretation can be
applied for the photon in Podolsky’s theory.

We emphasize that these results were derived using a completely classical approach and
not following a construction of effective classical theories from their quantum versions.
This is the reason why the renormalized charge is found and no estimative for the photon
mass can be made in the absence of a shielded region. Even taking a shielded region, if
Noether’s current was considered, the effective charge would be just e and, again, no mass
for the photon could be found, as well no renormalization for the charge would be
obtained.

5.3. SU(N) group: The Lagrangian AAB

As a non-abelian example we apply the second order gauge theory to the description of
Alekseev—Arbuzov-Baikov’s effective Lagrangian [18] proposed to eliminate infrared
divergences in SU(N) theories. In our notation, it is

1 a Ay 1 a bl T e
Leff = MGiqua ! +mfb cF HFa,u F A7
where M is the mass scale of the infrared gluon. This scalar density satisfies the condition
(24), a fact verified after using the total antisymmetry of the structure constants.

The conserved current for this theory can be obtained from (43)

T v 1 a v eut v 1 v
(Jeff)c = Wﬁ b <AZ |:Daddep g +fadeF ! Fdr ] - EFbpuGa P,U)

1 ' ,
+ A?fcdb@u (Abp G, " + F'°F dr‘> ;

which differs from the current in [11] only by topological terms.

The equivalence of 1-loop infrared regime and the second order gauge theory shows
that an analysis of high order gauge theories could give more information about higher
loop expansions.

6. General remarks

In this work we saw how Utiyama’s approach to gauge theory can be extended to
include second order derivatives of the gauge potential. The development showed the need
for the introduction of a new object Gy, as well as the already familiar field strength /7.
Both are covariant and have a Bianchi identity associated with it, which was derived from
hierarchical equations for the auxiliary field Lagrangian.

The nullification of the variation of the total Lagrangian conducted us to conserved
currents that have two possible definitions. The first one was defined as in the first order
treatment, but it is only quasi conserved. Conversely, we could define a new current, which
differs structurally from the one proposed by Utiyama, but is characterized by its conser-
vation. Another advantage of the general Utiyama’s procedure is the obtainment of
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topological currents from a local invariance. It is a new tool to study topological aspects of
gauge theories from their local symmetry, and must be better investigated in the future.
These topological currents are not arbitrary, but rather implied by the very structure of
the field and hierarchical equations, as will be better discussed in the Section 6.1.

We also saw how the second order development can be implemented in the case of the
U(1) group leading to the well-known Podolsky Generalized Electrodynamics, whose
Lagrangian was demonstrated to be the unique possible extension up to surface terms.
As an example for the more complicated case of a non-abelian theory, we applied the sec-
ond order gauge theory to the Alekssev—Arbuzov-Baikov effective Lagrangian valid in the
infrared regime, demonstrating that the conserved current (43) and the one obtained in
[11] differ by surface terms. In this way, we have shown that 1-loop effective terms in
the action can be found from first-principle calculations imposing the gauge symmetry
to second order Lagrangians. In addition, an extension of Utiyama’s method to higher
orders derivatives could give important information about higher loop expansions.

The conserved current laws were used to estimate the energy scale of the photon
massive mode, in the electrostatic regime, and the result is in accordance with the pres-
ent observed limits. This massive mode was engendered by the topological terms in the
conserved current (43) in accordance with the known fact that topological terms are
responsible for dynamic mass generation mechanisms [19]. Besides, the conserved cur-
rent J gives the renormalized charge, which is quite natural in view of the equivalence
among second order gauge theory and I-loop expansions. On the other hand, the Noe-
ther’s current only gives bare charges. Notice that in the U(1) case both J and J are
conserved.

Among the perspectives opened by this work we can cite another natural extension to
Utiyama’s work allowing the Lagrangian to depend also on the second derivative of the
matter field 8°Q, which is presently under study. Other possibilities are commented in
the next sections.

6.1. Generalization for higher order theories

In order to get a generalization to higher orders, we note that some structures appar-
ently repeat themselves in the first and second order formalisms. For example, the intro-
duction of the gauge potential as a compensator to achieve the local invariance and the
hypothesis Ly = Ly(A4,0A4) leads to conclude that the derivative of 4 must respect the
symmetry

aL() 6L0

30,4 ) + 6(6‘,14”#) =0. (50)

In the second order extension one finds that the second derivative accomplishes
GI 0L 0Ly

a(aaa"AaP) + a(a"aﬂAaoc) + a(auaanv) O (51)

Therefore, it seems natural to suppose for a nth-order theory the higher order derivative
appearing only in an object

R .= > Ctemly, 0, A8

0] ...0p
P{‘xls-“:‘xn}
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carrying a cyclic permutation symmetry

Z R, =0,

Pcyc]{”l }

where P{ay, ... ,,} is to denote the permutation of indices and Pcyq{oy, ... ,o,} the cyclic
one. This identity might be understood as a generalization of the Bianchi identity.

Other recurrent structures are as follows. Introduced the auxiliary field 4, the tensor F
can be written as (27)

Fy = Dyl

In the second order case a new object comes into place (30)

Gy, = DYFe,

In time, we may conjecture for a third order theory the emerging of a new object whose
functional form is

Ha

a C
afps =D clu

Blpa?

respecting, as said before, a Bianchi identity
Hey A+ HS, A+ H+H =0

uBpo Bpou oufp —

Remembering that for a general Lie group vector,

c[,uGc [DP”Dﬁ] fd cFe FZO'?
one finds
HZBW + Hﬁpou + Hatwﬁ + chﬁp D?[uG Blpo + DC[ﬁGC] + Da[ Gc]ul? + D¢ Gu]ﬁp
:fa' eF;ﬂFd +fd eFLp ou fd eFiUFZﬁ fd eFLo{;tFe

=0

and the structure is in fact consistent. It is important to note that this is not a rigorous
proof of the third order structure, but a significant indication of its form.
We have seen that the local gauge invariance condition on the first order Lagrangian is

(1]
oL,
aFd

d —
fch pa:

and we have proved for the second order theory the generalization
0Ly

+—" 16", =0.
d Jc h' po d Ppo
oF",, aG $po
Therefore, it appears natural to expect the restriction
0Lo fd d d =0
d Jc h prT d c [ipo' d c ocﬂpo -
oFd, aG 5o GHWG

on the third order Lagrangian of the auxiliary field.
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The structures identified until now indicate that for still higher order theories one can
hope for objects given in terms of Fock—Ivanenko derivatives of the quantities of the form-
er order. Another feature is that the higher order objects also are supposed to satisfy a
Bianchi-like identity.

Regarding conservation laws, Utiyama defined the current

Ju_ O
a _aAaH

which is a conserved quantity for the first order theory, Ly = Ly(A,0A4), under the equa-
tion of motion

oLy _ Ly Ly
o4~ 04" "0(0,4°)

1 I

We have seen that this definition of current is not appropriate for the second order ap-
proach, Ly = Ly(A4,04,0°A4), since it is not a conserved object. To solve this problem we
defined

oLy Oy
o4t~ (0,4

u

J

as the expression of the conserved current valid on mass shell, which in this case reads

oLy  OLr OLr oLy
oA —oar oAy T 80,040y

1 I

Notice that in each case we have just isolated the last term in the Euler—Lagrange equation
and defined the remaining terms as the conserved current. The conservation is, in fact, as-
sured by the symmetry imposed by the last of the hierarchical equations in each case,
namely (50) and (51), respectively.

This reasoning may be applied to extended theories: in a n-order theory Ly = Lo(4,
04, ...,0"A4) the current may be defined as the first n terms of the Euler-Lagrange equa-
tion. The currents constructed following this recipe would differ from the Noether’s one by
topological terms, a fact that reflects upon the values of the charges. Which values is the
correct one stands to be selected by experience.

6.2. Geometrical aspects

Geometrical aspects are not evident in the Utiyama’s approach since it is essential-
ly an algebraic implementation of the local symmetry principle. A geometrical inter-
pretation of G could help one to understand the recurrent emergence of the Fock—
Ivanenko derivative and the general structure of higher orders Lagrangians outlined
above.

Moreover, the comprehension of the geometry seems to be fundamental if one wants to
describe higher order gravitation as a direct application of Utiyama’s second order proce-
dure, a work now under construction by the authors. This could also illuminate some fea-
tures of the nonrenormalizability problem in gravitation.
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6.3. Application to QCD

Besides the analysis of the AAB Lagrangian, it would be interesting to perform an
I-loop calculation and check if the cancelling present in Podolsky Electrodynamics [8] is
also manifested in QCD.

However, one must consider which quadratic form in G will be explored. Due to the
nonlinearity of the theory, it is possible that a/l combinations be necessary in order to
obtain a renormalizable theory. Another probable feature is the impossibility of closing
the number of derivatives (counterterms), as in the case of gravitational field. Some tenta-
tive works in this direction were undertaken in [11].

An additional point is to investigate if higher order terms gives more information about
the confinement phenomenon using, for example, Wilson criterion, as noted in [11]. Once
more, to recognize the geometrical connection which defines the holonomies would be a
good guide.

6.4. Constraint analysis

The local gauge symmetry imply the existence of constraints in any order of derivatives
which require a special attention in order to construct the Hamiltonian description.

The analysis of the constraints for a second order Lagrangian can be implemented using
several approaches, such as that in [20] for Podolsky Electrodynamics. Nevertheless, the
study of an specific Lagrangian for non-abelian groups is interesting in view of the appli-
cations for QCD and gravitation. This study is presently under implementation by means
of Hamilton-Jacobi technique [21].
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2.4.2 Formulagao de gauge para gravidade de ordem superior

Este trabalho é uma aplicagdo da teoria de gauge de segunda ordem para o grupo de Lorentz, onde
uma descri¢do da interacao gravitacional é obtida, a qual inclui derivadas da curvatura. Analisamos
a forma do segundo campo de forca, G = OF + fAF', em termos de varidveis geométricas. Todas as
Lagrangianas independentes possiveis de se construir com contragoes quadraticas de F' e contracoes
quadraticas de G sdo analisadas. Calcula-se as equag¢oes de movimento para uma Lagrangiana
particular, a qual é analoga ao termo de Podolsky em sua Eletrodindmica generalizada. Encontrou-
se a solucao estatica e isotropica na aproximagao linear, a qual exibe o comportamento Newtoniano

usual a pequenas distancias, bem como modificacoes a médias e grandes escalas de distancias.
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Abstract. This work is an application of the second order gauge theory for the Lorentz group, where a de-
scription of the gravitational interaction is obtained that includes derivatives of the curvature. We analyze
the form of the second field strength, G = 0F + fAF, in terms of geometrical variables. All possible in-
dependent Lagrangians constructed with quadratic contractions of F' and quadratic contractions of G are
analyzed. The equations of motion for a particular Lagrangian, which is analogous to Podolsky’s term of
his generalized electrodynamics, are calculated. The static isotropic solution in the linear approximation
was found, exhibiting the regular Newtonian behavior at short distances as well as a meso-large distance

modification.
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1 Introduction

Nowadays there are many proposals to modify gravitation
in order to solve several problems, as the present day accel-
erated expansion of the universe [1-6], or to accommodate
corrections of a quantum nature that arise from the clas-
sical effective backreaction of quantum matter in a curved
background [7—-10]. The effective action is widely used in
quantum field theory as a powerful method of calculation.
Podolsky generalized electrodynamics, for instance, can be
viewed as an effective description of the quantum correc-
tion to the classical Maxwell Lagrangian [11-13].

For gravitation, usually higher orders terms are intro-
duced by means of Lagrangian contributions quadratic in
the Riemann tensor and their contractions [14, 15]. This is
inspired by one-loop corrections in the Einstein—Hilbert ac-
tion in the quantized weak field approximation, or in the
equivalent Feynman construction of a spin-2 field on a flat
Minkowski background [16]. Besides this, at the quantum
level, the S matrix for the Einstein theory is finite at one-
loop level but diverges at the two-loop order [17], which
motivates the introduction of derivative terms in the Rie-
mann tensor for the action [18,19].

On the other hand, recently was proposed a second
order construction of gauge theories based on Utiyama’s

a e-mail: rodrigo@ift.unesp.br

b e-mail: cassius.anderson@gmail.com
¢ e-mail: leo@ift.unesp.br

d e-mail: pompeia@ift.unesp.br

approach [20], which gives exactly the same correction
terms as in Podolsky’s electrodynamics, but now arising
from the principle of local gauge invariance [21]. There-
fore, a connection between quantum corrections and higher
order gauge terms in the action was conjectured, which was
proved be fulfilled also for the effective Alekseev—Arbuzov—
Baikov Lagrangian of the infrared regime of QCD [22].

Here, we analyze the gauge formulation of the gravi-
tational field based on the framework of the second order
gauge theory. The simplest gauge group is given by the
Lorentz homogeneous group in the context of a Rieman-
nian description of the gravitational field. Since the gauge
field is given in such a case by the local spin connection,
a higher order in the gauge field naturally involves the
derivative of the curvature tensor. In this sense, the ac-
tual higher order gravitational Lagrangian should be con-
structed from invariants using the covariant derivative of
the Riemann tensor instead of the usual quadratic terms in
the curvature.

The relationship between the algebraic gauge descrip-
tion and the geometrical one is settled by means of the
introduction of the tetrad field, and the construction of
the covariant derivatives associated with both symmetries:
local Lorentz and global diffeomorphic coordinate trans-
formations. We use Latin indexes, a, b, . . ., for the internal
Lorentz group and Greek indexes for the tangent space of
the space-time manifold.

The paper is structured as follows. In Sect. 2 we re-
view some results relating gauge invariance and gravita-
tion. The field strengths F' and G of the second order treat-



ment are introduced in Sect. 3, where they are also written
in their geometrical counterparts: the Riemann curvature
tensor and its covariant derivative.

Section 4 deals with the possible quadratic invariants
of the type F? and G?2. All the possible contractions are
studied and only the independent invariants are kept. This
counting is made in the same spirit as the systematic selec-
tion of the independent Riemann monomials done in [23,
24]. In the following section, Sect. 5, these invariants are
shown to satisfy the identity which restricts the theories
that may be called of gauge type.

Among all invariants, we select Lp = ;hé"Rpx(SuR“X,
the Podolsky-like Lagrangian, for calculating the equation
of motion of the gravitational field. This higher order grav-
ity application is done in Sect. 6. For this Lagrangian, we
calculate the static isotropic solution in the linear regime
at Sect. 6.2, finding the regular Newtonian potential at
short scales, but with a modified potential at intermediary
scales.

Final remarks are given in Sect. 7.

2 Gauge interaction and covariance

In 1956 Utiyama [20] has shown how to implement a gauge
description for the gravitational interaction with matter
fields Q“ () transforming according to

1

Y= @) (Ea) 3P 1)

5Q* (z) =
as an implementation of the local invariance exigency of
the action under continuous proper Lorentz transform-
ations, which are characterized by the generators X, sat-
isfying the operation of a typical Lie group,

1
[Zaba Ecd] = 2f;licd26f ) (2)

where the

et ca = {[Me0S — 1505 — [moads —naads) 6L} —e < f

are the structure constants, obeying the Jacobi identity.
€ = —gb are the parameters of the local transformation.
The capital Latin indexes are for the components of the
matter field.

It was clearly shown that one needs to introduce the
compensating field w’(x) transforming as a connection,

Leabayfel el 4 9,69 (a). (3)

ef _
60‘”# - 4 ab,cd™

To ensure the covariance under coordinate transform-
ations it was necessary to define a space-time connection
whose behavior under infinitesimal diffeomorphisms is

o5z
Oz~

o6z>

v J—
At Ao

y 9?6z

odz”
r A dgrdpe

e = T

The invariance of the theory implies that the com-
pensating field must appear through the gauge covariant
derivative

1
DMQA = 6MQA - szb(Eab)gQB ) (4)
ie.,
1
5DMQA = QEab(Eab)gDuQB ’ (5)

and the space-time connection must appear through the
space-time covariant derivative,

6;/.@)\” = ap,Q/\V _1_12\5@31/_‘_[)5&@)\04 , (6)
and the total covariant derivative:
V#Qiu — auQiu _ w;bnkakv +F:aQia . (7)

This total derivative must commute with the mapping to
the tangent space of the manifold,*

Q*=h'QY, QV=hnQ", (8)
VuQ" =h/V,.QY, (9)
where we have introduced the tetrad field h:
hinl = ot hihy =6,
Guv =nihy, ), g = hi b G
h=Vdethi = /—g.

The definition (9) implies the absolute parallelism of the
tetrad:

V,.hi =0, (10)
which can be solved for the compensating field,
wl, = h (8,h)
or for the space-time connection,
I, =hY(Duhl) . (11)

We will restrict our analysis to a symmetric space-time
connection in order to approach the Riemannian descrip-
tion. The extension to the Riemann—Cartan case is quite
natural, but it would imply different types of invariants as
admissible Lagrangians (see discussion below).

3 Gauge field Lagrangian

The basic hypothesis we will assume is that the La-
grangian for the free gauge potential depends on the

! Note that the action of the total derivative on a tangent
space field is defined by V., Q" = D, Q".



field, its first and second order derivatives and Lg =
Ly (wﬁf , 0w, 8,,8,,wa ) obeys local invariance under (3).
This enables us to use the results presented elsewhere [21]
to construct a gauge formulation for higher order gravita-
tion theories.

3.1 The field strengths

According to [21], we can re-express

1 3L0 1 aLO
0Lg = swel + L we!
T 2aw T T 20(00F)
1 0L
+ ®  00,0,u5f
8(8,0,w)
=0,

splitting it into a set of four hierarchical equations after
substituting (3) and claiming the independence of the pa-
rameters €% and their derivatives. Three of these func-
tional equations are used to conclude that

0Lg

Lo = Lo(F,G); ot =0, (12)
where
Fib = 8,08’ — 9,wi’ — 1eqwiwi’ + neqwiwil’  (13)
and
G4y =DpFo = 0 Fg — nfdwng;lol') +77fdefF,fg . (14)

The remaining hierarchical equation put in terms of the
gauge fields F' and G,

oLy ,, 0Ly ., h
HFad fbcd,gthgah + 8Gad fbcc,lghG%pcr =0 ’ (15)
po Bpo

imposes restrictions upon the functional form eventually
chosen for Lg. Substituting the structure constants, this
condition can be explicitly written as

0Ly a a
aFgg [chéb - nb!](;c:lF;)]g
0Ly “ a
+ G [Neg 0 — nbgéc]G%‘fw =0. (16)
Bpo

3.2 Geometrical variables

In this section we will show how to interpret all objects and
conditions of the previous sections in terms of a geometri-
cal point of view. From (10) we read

w9 =n°he (d,hz —-rr he)

oo v

and therefore the field strength F' is written as
F;g =n°h2hs [&,Fga =0l )+ T3, 17, — F(’,’afgy] ,

where werecognize the expression of the Riemann tensor [26],

R}y, = 0,17, — 05100+ T, 00, — T2, T

ov oa” By
ie.,

F59 = nhhE R

c 'y loBat

(17)

The easiest way to find the geometrical counterpart of
G is to apply the geometrizing relations (6) and (8):
hihy G, = Ryl DaFpg = 65 Fhy ;
o

and use (17). We arrive at

Gab

e = h;h’;gméﬁRﬂ

opa )

(18)

which is the most natural equation one would expect in
view of the relation (14) between F' and G.

By means of the geometrical descriptions (17) and (18),
we are able to find

aLOd = 860 aRzBda = 8‘50 nbdhghga

OF 4 8Rma OF 4 ORJ pa

8L0 . aLgl) 8(6AR:I/0¢) o a-LO g hEhY
0G4, B(0xRhva) 0GYL, 8(35Rlpa) Y

With these derivatives, the condition (15) for the gauge
Lagrangian is put in the form

oL
oy, 00— 89 By
ap
dLo dLo N
v T 5 R EO
T L0(3sR20) 7 T 0(85R2,,) T v

(19)

This is a fundamental restriction upon the Lagrangians
tentatively proposed for the theory, and it is quite useful in
order to choose a specific suitable invariant.

4 Quadratic Lagrangian counting

Our goal here is to determine all possible independent
quadratic Lagrangians constructed with the field strength
tensors F' and G considering their various symmetries. By
quadratic Lagrangians we mean invariants of the type F'F'
or GG, but not mixed terms like F'G (obviously with the
proper contraction of indices). We will also compute the
linear case of the Einstein—Hilbert Lagrangian.

4.1 First order invariants

The symmetries to be considered in the construction of
the invariants of the type FF' are those inherited from
F. Thus we have skew-symmetry in each pair of indices:



Fib = —Fl¢ and F3) = —F2. Besides these, there is an-
other one, Wthh 1s unvelled by the geometrlcal form of
F, (17), namely

RZBQ + R’Yozo + Rlaﬁ =0 )

the familiar first Bianchi identity, met with in the context
of the general relativity.

Once algebra and space-time indices can be trans-
formed into each other by means of a tetrad, we will
consider a compact representation for F':

F3b — Fhkh = (abed) .

Since the Lagrangians are all of the form F? with all al-
lowed orders of contractions, it is always possible to rename
dummy indices in such a way that the first F' will keep its
indices in alphabetic order. In the table below follow all
available permutations for the second F":

Fix.a Fix.b Fix.c¢ Fix. d

(abed)  (bacd)  (cabd)  (dabe)

cyclic (acdb)  (beda)  (cbda)  (dbca)
(adbc)  (bdac) (cdab)  (dcab) (20)

(abdc)  (badc)  (cadb)  (dach)

non-cyclic  (acbd)  (bead) (cbad) (dbac)

(adcb)  (bdea) (cdba)  (dcba)

By means of a change in one pair of indices, one can
see that the non-cyclic permutations are all proportional to
the cyclic ones. Considering only the cyclic permutations
and changing two pairs of indices, the table is reduced to

Fix. a Fix. b Fix.c¢ Fix.d

(abed) — — _
cyclical ~ (acdb)  (beda) - -

(adbc)  (bdac)  (cdab) -

The skew-symmetries of the first F' (which has been
taken in alphabetic order) leads one to restrict once more
the possible contractions to the three quadratic invariants:

I = (abed)(abed)
= (abcd)(acdd) ,

IF = (abed) (cdab) . (21)

We now analyze the invariants constructed with one
trace of F'. The only non-null type of trace concerns those
obtained by contracting one index of the first pair with one
index of the second pair, in view of the skew-symmetry of
this object. All possibilities are proportional to

TrF — hYFSihy = (-ab-) or (oabo).

c pv
The quadratic invariants are given by
(-ab-)(oabo),
(-ab-)(obao).

ITrF _

ITI‘F (22)
Still, one can construct a linear invariant taking a dou-
ble trace of F":

ITrTrF hchah”_('OO-).

ctpv!ta —

4.2 Second order invariants

Let us introduce a notation similar to the one used in the
caseof F, i.e.,

G4, — hERGhIGE), = [abede]

where we identify the following symmetries:

(i) antisymmetry by permutation of indices in the first
pair and the last,

[abede] = [bacde] = — [abced];

(ii) the Bianchi identity for the last three indices,

[abede] + [abdec] + [abecd] =0 .

4.2.1 Invariants of GG kind

The quadratic combinations are now in a larger amount
than in the F? case. In fact, we have five tables like (20),
one to each letter labeling, since we can associate

[abede] = c(abde) .

Using the symmetries cited above, one finds that the 5!
G? invariants are reduced to just two kinds:

I = [abede] [abede]
I = [abede] [debac] .

The detailed and cumbersome calculations are made in
Appendix A.

4.2.2 Invariants involving traces

There are three independent types of traces for G:
= hyGoe hoh =[-a-be],
TG = hG% hIR =[-ab-d],
TG = g% Gab  hT = [ab- -]

a

abc

(23)

Again using symmetries (see Appendix A) we arrive at

TrGs =[-ab-c][-a-bc], TrGyy =[-ab-c][-bc-a],
TrGs =[-ab-][-c-ab], TrGa=[-ab-][-ab-],
TrGs =[ab- -c][-a-bc], TrGiz=][ab--c|[ab- -],
TrGio=[-ab-c][-ba-c], TrGig=[ab- c]lac--b],
(24)
while for double traces we have
TYTg, = [ ob- o][- ob- o],
TrTrGs = [0b- - o][0b- - o],
TrTrGs = [- ob-o][ob- - o] (25)



4.3 Bianchi identities
As we already said, until now we have not used the first
Bianchi identity:

RoXxPB +RXP05 +RPUX5 =0. (26)

In geometrical variables, the cyclic property of G is
translated to the second Bianchi identity:

6;1,R0'Xp,8 + 5URXHPﬁ + 5XR“UPB =0.

These identities reduce the number of independent invari-
ants, since F' o« R and G < 0 R.

4.3.1 Reducing invariants

Let us begin by invariants of form F?2. The first three
are (21)

If = Ropyn R7PX"

IF = Ry pyn RXPF

IF = R,y RXFOP .

As a consequence of the first Bianchi identity (26) and
the skew-symmetries, the curvature tensor obeys

Ro‘pxn = RXHUp . (27)

Then
I?F = RGPXKRXWP = RUPXNRGPXK = If )
while for I one finds
I2F = RUPXKRUXM = *(Rpxrm + RxopH)RUXM
= =R pon RX7P" + R, 5 pu RX7P"
= _IQF + IlF )
2IF = 1T,

which leaves us with only one invariant of this kind, I{".

Now, we translate the trace-like invariants (22) in a ge-
ometrical form:

TrF _ pp Hvo
Il - Rp;U/RU ’
TrF _ pp Vo
L™ =Ry, R

Since the Ricci tensor R, = Rz;w is Symmetric,2 we have

in fact only one invariant, I = R, R*.
At last, the only invariant of double traced form in F
is
" =R,
Analogously, in view of the Bianchi identities, only four

invariants of the type G2 remain (see Appendix A):

I¢ = 6Rypyn 0P RIPXE
TrGio = 65 Ry OXRP

TeTrGs = 6 Ry 0, R
TrGis = 63 Roy 6" R7X.

2 This is a consequence of the first Bianchi identity.

5 Gauge invariance condition

With the invariants constructed above we collect seven
types of Lagrangians for the gravitational field:

Lagr. Inv. Gauge Form Geom. Form
LéRl) (ITrTrF)n (Fgab)” R", n=1,2
LT R RuRe
L™ If FiFly Ry RO
LY TG, Gl Gee 87 Ry, 6, RMX
L% TrGra Gl Gly” dpRox 07 ROX
L) TGy Gobede, 3Ry 0XRP
LI GBAGEY GyRepd RO
(28)

We are considering Lagrangians only up to quadratic
order in F' and/or G, which also includes the linear in-
variant IT"™F = R and the square R%. Actually, one can
observe that if any invariant fulfills the gauge invariance
condition, then any of its powers will, since this condi-
tion is linear in the derivatives 0Lo/OF and 0Ly/0G. For
instance,

n OLo 01
Lo=1", OF =nl OF -
Therefore,
ol B dLy B
aF[...]F—0:> aF[...}F—O,

and the same follows for G.

Using the skew-symmetry v <+ v of (19) and the sym-
metry properties of the Riemann tensor, one can easily
verify that all Lagrangian densities listed in (28) accom-
plish the gauge invariance condition. Then, any function of
these invariants expressible in a Taylor series also will fulfill
the gauge invariance condition.

6 Equations of motion

Here we will concentrate our attention on the effect of the
term
(G)il apvpBo cbi1
Ly = 2hhgthabﬁwa‘ = 8h5pR5pR

on a gravitational theory based on the Einstein—Hilbert
action plus the L(()Gl) term. This Lagrangian density is
equivalent, by the Bianchi identity, to the form Lp =
%h(WRpX(SHR“X, which is clearly analogous to Podol-

sky’s second order term for electrodynamics (Lpodolsky
O0PF,, 0, F"X). The choice of the particular Lagrangian

LGV g mainly motivated by this analogy. Besides this, the

LgGl) term also can be viewed as a kind of kinetic term
for the scalar curvature, which approximates such a de-
scription to the usual scalar fields. Moreover, this scalar



is, up to a surface term, present in the Schwinger—DeWitt
renormalized effective action for a scalar field on a curved

background [27]. Therefore, the field theory constructed on

the basis on LéGl)

tional theory.

Taking a functional variation of the tetrad field, one
finds

can be considered an effective gravita-

1
h = \/_97 0h = th)\yégku = thl/ inab(shg
and

SLE = |0, (h0 RSR) — | GR3,(h0°R)

1

) g’ RO,R — g" g** 0, RO, R | h4napOhY .

1
h
+4

On calculating the equations of motion, we must give spe-
cial attention to the last term, involving

SR = —2R,39"" 9" h§nabohs)
1 v (e} ro
—|—h6a [h(g“ 5FW—g 51“53)] ,

which will include several integrations by parts. After these
integrations and some cumbersome calculations, one finds

1 1 1
SLCY = QY+ b |:5>\6V[<>R] + R R— Ry )R

1
— g (L0 R] - 49,\V5PR5PR} honshy

where
1 1
0 = v s vl s B 9
Vi= 9 (g“ 5Fuu -9 5FUB)8p(hapR) - Qha R6R
1
+ (g 9% = g"g"")a[ O R]
X (800,64 + 610307 — 650067) 69 ,
and

) =d50°

is the Laplace—Beltrami operator on the Riemannian
space.

Therefore, the second order contribution to the equa-
tion of motion will be

1

HY = h"6,6,[0R] + ) h*6\R6,R— R:OR
1

—hbos6P ()R] — 4hl;5f’R<spR. (29)

Furthermore, if we include the usual first order Einstein—
Hilbert and matter Lagrangian densities,

ST = / d"x ( - hE - ﬁL(()Gl) + hﬁmatter) )
2x  x

the field equations become

G+ BH), = XT,

or, in geometrical form,
1 1
R)\V - 29)\1/R+,8 JA(SV(OR) + 26)\R(SVR7 R)\VQR
1
_g/\uo(QR) - 4g>\u5pR5pR =xTh,

where GY is the Einstein tensor and

2 6(h£matter)
T =
A h 6g)\u

is the energy-momentum tensor of the matter fields written
in terms of the metric field.

By analogy to the Alekseev—Arbuzov—Baikov case [22],
one could expect that the higher order terms, which can be
up to sixth derivative order, would be related to infrared
corrections to general relativity, giving observable physical
effects at large scales.

6.1 Covariant conservation of T3,
Taking the covariant divergence of (30), we have
0" Gra +ﬁ5UHuoz = X(SVTua .
Now, from the first order case, we know that
0"GLa=0.
Applying the divergence to (29), one finds
1
5VHVO¢ = 5V5u5a<>R - gua(sl’O[OR} + 25VR5V5QR
1
+ 25”51,R5QR —0"Rya(R— Ryad” (R
1 v
— 4g,,a5 (5"R5,,R) .

Using the commutation relation
[0,,00]AT = RTS A¢
and the second Bianchi identity, we arrive at
6"Hyo = Ragd® )R — Ryad” O R
+ ;6VR5”5QR— ;5"R5Q5PR
=0.
Then the covariant conservation of T}, is established:
MGuw+PH,)=0=6"T,, =0,
as expected from the coordinate invariance of the La-
grangian density.
6.2 Static isotropic solution

In the case of a static isotropic metric,

ds® ="M dr? — e dr? —12d6% — r? sin? 0d ¢>



in the vacuum, the equations of motion (30) are reduced,
in the linear approximation, to the following coupled linear
equations:

v+ 21/—|—ﬂ v® 4 61/(5) — 2)\(5) _ 2 A4
r r r r2

4 4
Sy 8)\> =0,

8 " 24 "
+T3)‘ _r4>\ +r5 r6

v® 4 31/(5) — 131/(4) + 121/;: — 2)\(5)
T r r

)\ll/ Al/ )\/ )\
+ >\(4)+8 48, +96 5 —96 6)—0.
r r

To solve this system, we use the Frobenius method, based
on a series expansion:

= E Ut = E AprSTT
n n

From the first terms in the series, we find s = —1, and the
recursion relations above become

)\n+4: Vn(n_Q)
4B(n+4)(n+2)(n+1)(n—3)"
Z/n+4=_2ﬁ(n+4)(n+3)(n+2)(n—é) )

so that the solution can be written as

ml (1 + i Cnm) )
n=0

(An+m—2)(4n+3+m)
2(4n+14m)

Cnm )

where v, and A, with m € {0,1,2,3}, are the inte-
gration constants specified by the boundary conditions,
and

_ " (m+1)!

C”’":<_25> (4n+m+4)!
(An+m+1)M (m— )
(m+1)M (4n+m— 1)

The notation a!!!! stands for

(a+4)M = (a+4)-alll.

The convergence of the series, tested by the ratio test,

n : 1
lim [ =] | lim D, —0,
n—oo | Uy 23| n—o0 " (An+m+T)
. )\n+1
1
ninéo‘ An
4
=" | tim (Do
2ﬂ n— 00
« lim (dn+m+2)(dn+m+1)
n—oo | (4n+m+5)(4n+m+3)(dn+m —2)
i()v
1
Dpm =

(A4n+m+8)(4n+m+6)(dn+m+1)’

shows that both are convergent with an infinite radius of
convergence.
Therefore, in the first order approximation for 3, we

have
o 1 4 1 4
=" (1 1—
v(r) . ( —|—24ﬂ7" >—|—I/1< 60[3T
1 1
1— 4 2(1_ 4 2
+V2r( 36067“)—1-1/37‘ ( 1050ﬁr>—|—(’)(ﬂ)
A(r) = —Z;O + A1+ Ao+ Azr?
1 _1/0 3 %1 4 V3 2
+6ﬁ< 4" 1OT+6 " >+O(ﬂ)‘
(31)

An analysis of the solution (31) reveals the expected
weak field behavior at short scales, vp/r, and the devia-
tion from this for the meso-scale, since we are dealing only
with the linear approximation. Correspondingly, we find
vo = 2GM /c? where M is the mass of the central body.

The remaining integration constants set scale distances
where modifications of the Newtonian behavior appear.
For instance, consider the Einstein—Hilbert theory with
cosmological constant. The static spherically symmetric
solution is

2GM1 A,
v(ir)=—-A(r)=1 2 oy 3"
where the cosmological constant sets a scale distance given
by the de Sitter pseudo-radius.

Analogously, in our case, the 11 constant sets a con-
stant potential, which can be a mean nonlocal value of
the effective Lagrangian proposed, v» sets a scale distance
where a constant mean force appears, and vs represents
a gradient of force, in the same way as the cosmological
constant in the example above. A similar reasoning can be
developed for the other constants in the model.

The contribution of each constant to the net force could
be fixed by requiring that it fits the observational data for
the tests of the gravitation. This task deserves a careful
investigation of its own and is presently under investiga-
tion by the authors by means of the study of galaxy rota-
tion curves, geodesic motion, perihelion shift, gravitational
lenses and redshift.



7 Conclusion

We have applied second order gauge theory [21] to local
gauge theory for the homogeneous Poincaré group. It was
found that the geometrical counterparts of the usual field
strength F' and of the second order field strength G = DF
are the Riemann tensor R and its (space-time) covariant
derivative §R. There followed an analysis of the second
order invariants composed with geometrical entities.

We demonstrate — employing the symmetry properties
of the curvature tensor — that the only independent La-
grangian densities for the gravitational field in a Rieman-
nian manifold of arbitrary dimension are the seven ones
listed in (28). Linear combinations of terms proportional to
powers of R, as the familiar quadratic term in the curva-
ture, are of first order in the gauge potential w; therefore, in
the context of the second order gauge theory, the contribu-
tions of second order in the Lagrangian density, which are
those including second derivatives of the gauge potential,
are of type dR.

We derived equations of motion using a particularly sim-
ple choice for the second order gauge Lagrangian inspired
in Podolsky’s proposal for generalized electrodynamics. We
found the static isotropic solution of these equations in the
linear approximation, showing that at short distances the
gravitational field behaves exactly as Newton’s law, but
at meso-large distance scales the higher order contribution
dominates, exhibiting a modified potential.

In the future, we will study other solutions of these field
equations, searching for massive modes that do not vio-
late local gauge symmetry. Our guide in these calculations
shall be the treatment given in [21] to the U(1) case, where
an effective mass for the photon was derived. To do this,
one naturally must concern oneself with the determination
of the conserved current associated with the local Lorentz
symmetry and the relationship to the global diffeomorphic
invariance of the theory.

Another perspective is to apply the second order equa-
tions of motion (30) to a Friedmann-Robertson—Walker
metric. The goal is to seek for accelerated regimes of the
cosmological model arising from the higher order terms.
This proposal is now under investigation.
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Appendix: Counting second order invariants

A.1 Counting GG invariants

First, let us analyze how many possible contractions there
are of the kind GG. This is done by means of tables as in

Sect. 4.1. The first one is constructed fixing, for instance,
the last index:

Fix. e Fix.a Fix.b Fix.c¢ Fix. d
(abed)  (bacd)  (cabd)  (dabe)

cyclic (acdb)  (beda)  (cbda)  (dbca)
(adbc)  (bdac)  (cdab)  (dcabd)

(abdc)  (bade)  (cadb)  (dacd)

non-cycl.  (acbd) (bcad) (cbad) (dbac)
(adeb)  (bdca)  (edba)  (dcba)

Analogous tables result when we fix the indices d, ¢, b
and a. For each table, non-cyclic permutations are equiva-
lent to cyclic ones, giving:

Fix.e Fix.a Fix.b Fix.c¢ Fix. d
(abed) - - -

cyclic  (acdb)  (beda) — -
(adbc)  (bdac)  (cdab) -

and similarly for the other four tables.

Using the cyclic permutation symmetry, one can iden-
tify elements of different tables, reducing the number of
invariants. By the skew-symmetry in the first G, and re-
naming dummy indices, there follows

abcdel|abede] , abcdel|cdbeal ,

Go = |abede]|beacd] , abcdel|adbec] ,
= |abcdel|aecbd abcdel|acdebd] ,

)

= [abede]
[abede]
= [abcde]
[abede]
= ] abede][abdce

[abede] = [abede][cdbeal
[beacd] = |abede][adbec]
[adced] , = [abcde][acbde] ,
[aechd] = [abede][acded]
abede][debac] , = I ].

One can further apply the cyclic permutation symme-
try to the first G in these remaining invariants and reduce
even more the number of independent quantities. Begin-
ning with Gig:

G10 = —([abdec] + [abecd))[abdce] =

G1—Gi10=>2G10=01.

On the other hand, for Gy:

Gg = —([abdec] + [abecd])[acdeb] = 2G4+ Gy = G4 =0

Proceeding in the same way, one finds the following
identities:

2G10=0G1;
Go=G03 =

2G6 =0s;
Gi=Gr=Gs =Gy =

which give two independent invariants,

I¢ = [abcde] [abede], IS = [abede][debac] .



A.2 Counting (TrG)? invariants

Starting with the three independent traces listed in (23),
and considering the skew-symmetries, the possible quad-
ratic combinations are:

TGy =[-a-bc][-a-bc], TrGio=][-ab-c][-ba-c],
TrGy =[-a-bc][-b-ac], TrGi1 =[-ab-][-bc-a],
TrGs =[-ab-c|[-a-bc], TrGiz=[-ab-c|[-ca-b],
TrGy=[-ab-c|[-b-ac], TrGiz=[-ab-c][-cb-a],
TrGs = [-ab-c|[-c-ab], TrGiy=[-ab-c]lab--c],
TtGe = [ab- -c|[-a-bc], TrGis=|[-ab-c|lac--b],
TrGr = [ab- -c][-c-ab], TrGig=[-ab-c|[bc--a],
TrGs = [-ab-c|[-ab-c], TrGiy = [ab- -c][ab- -],
TrGy = [-ab-c|[-ac-b], TrGig = [ab- -c][ac- -b].

The last two invariants cannot be converted into any
other ones using the symmetries at our disposal. Each one
of the preceding TrG must be analyzed, case by case, in
a search for an eventual interdependence.

Take, for example, the 16th term, and rewrite it as

TrGig = —[-acb-][bc- -a] —[-a-cb][bc- - a]
= 2Trg16 = Trg7.

Repeat the reasoning for, say, the 15th invariant:

TrGy5 = —[-acb-][ac- -b] —[-a-cb][ac- - b]
=TrG14 — TrGs .

As soon as we perform this same check for all the above
invariants, only eight of them are kept:

Trgg_[.ab-c][.a.bc]’ Trgllz[ ab'CH'bC‘CL],
TrGs =[-ab-c|[-c-ab], TrGiqa=][-ab-c|[-ab-c],
TrGs = [ab- -c|[-a-bc], TrGi7=[ab--c]lab- -],
TrGio=[-ab-c|[-ba-c], TrGis=[ab--]lac--b].
(A1)
A.3 Counting (TrTrG)? invariants
From Té;g =[-a-bc| one can take a trace again:
Tc(l)E[- o - oc].
From Tﬁg =[-ab-c|one finds T. = [- o o - ¢], which can

be reduced to T, 0(1) using the G skew-symmetry in the first
two indexes and changing dummy indexes. Another pos-

sible trace is constructed from Té:g:

T =] 0b-o]. (A.2)

But it also is not independent of Tc(l):

TP =[-0b-o]=—[-0-ob]—[-00b:]
=-TM —[o-0-b=—2T",

Let us set Tb(2) as the independent double trace.
There is an internal double trace of Tézg = [ab- -],
which is independent of TC(Z):

T® =[ob--o]. (A.3)

The other double trace of Ta(;:’) is

C
Ty =[bo- o] =T,

Then we have the following set of independent double
traces:

TrTrG; = [- ob-o][- 0b- o],

TrTrG, = [Ob . o][ob. . O]’

TrTrGs = [ ob- o][ob- - o].

A.4 Reducing the G? invariants
using Bianchi identities

Consider the reduction of the number of quadratic invari-
ants in G by means of the Bianchi identities. Using the
geometric form, the first two invariants are

I¢ = 65Rypyn0PRIPXE | TG = 65 Ry pyn0XRPHP .

Applying the second Bianchi identity to IS’ we have

I§ = 05 Ry pyr (X RFPPT 4 §P RXRPO) =TT [E
=2I§ =IY,
therefore, it is sufficient to consider only I.

Let us analyze now the trace invariants in G, (24):
TrGs = 03RS, 6, R7*
TrGs = 63 RY,,, 6, ROXH

TrGs = 6 Ry pyc 0 RTXF
TrGio = 0pRor X R77 |

TrG11 = 05 Ryy 07 RXP
TrGi4 = 65 R,y 0P RX
TrGi7 = 0 Ropy 0 R7HX"
TrGig = 0° Ro pyr 0, X7 .
Comparing TrG;o with TrG;1 one sees that these two are

the same invariant, due to the symmetry of Ricci tensor.
Using the second Bianchi identity, it follows that

TrGs = 05 Roy Gup(6° RPTXH + 57 ROPXHY = Tr Gy — TrGao

and in the same way

1
TrGs = TrGs = — 2Trg17 = —TrGig = —TrGs.

This shows that only TrGi4 and TrG;¢ can hold indepen-
dently.
We apply the same technique to the double traced in-
variants (25):
TrTrG, = 65R6PR,
TrTrGe = 0° Ry 0, RIX,
TrTrGs = —65R6, R*° .



The second Bianchi identity shows us that we have only

on

e invariant in such a case:

TrTeGs = 6297 (6, RS, + 0,

aﬁx) 6NRHI8

1
—2TrTrGy, = — 2TrTrgl .
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2.4.3 Como investigar a Eletrodindmica de Podolsky?

Investigamos a possibilidade de se detectar a constante a da Eletrodinamica generalizada de Podol-
sky. Primeiro, analisamos um aparato de interferometria de ions proposto por B. Neyenhuis et al.
(Phys. Rev. Lett. 99, 200401 (2007)), que olharam para desvios da lei do inverso do quadrado
de Coulomb no contexto do modelo de Proca. Nossos resultados mostram que este experimento
nao possui precisao suficiente para medi¢oes de a. Para estabelecer limites para a, investigamos a
influéncia do potencial eletrostatico de Podolsky no estado fundamental do 4tomo de Hidrogénio.
O valor da energia do estado fundamental do atomo de Hidrogénio estabelece que a constante de

Podolsky deva ser menos do que 5,6 fm, ou em termos de energia, maior do que 35,53 MeV /c2.
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I. INTRODUCTION

The inference of the mass of the particles is a key problem in Physics. The Higgs mechanism is
the most simple and popular way to generate massive particles from an originally gauge invariant
massless theory. From the theoretical point of view the existence of a massive photon, usually
considered in the context of Proca model, has many implications. One of the most important is
the fact that interactions between particles are commonly described in terms of gauge theories
and, as it is well known, the gauge field is supposed to be massless [1]. Since the electromagnetic
interactions are described in terms of the U (1) symmetry group, all Quantum Electrodynamics,
which is constructed on a gauge framework, should be reviewed if a mass for the photon was
verified. The same occurs for instance in Atomic Physics, where the energy spectrum is supposed
to be different if a non-Coulomb potential is considered.

Although it is widely accepted by physicists (especially by the theoreticians) that the photon is
a massless particle, this is not an affirmation that can be easily done from the experimental point
of view since all experiments are subject to uncertainties — the experimentalists basically establish
upper limits for the photon mass.

Many experiments have been proposed to measure the mass of the photon [2] and among them,
several try to accomplish this by using the fact that the electric field produced by a point charge
is not the one predicted by Coulomb law if the photon is supposed to be massive. They try to
verify the existence of a photon mass by looking for small deviations from the Coulomb law [3] —

149 i5 tested, and § is evaluated. However, as mentioned in [5], the problem

usually a potential 1/r
with this type of potential is that it does not come from any underlying theory and usually many
assumptions regarding the measurement of § are done, so that its evaluation is strongly dependent
on these hypothesis. In order to avoid these problems the authors of [5] proposed an experiment
where an ion interferometry is used to measure the photon mass. The idea of the experiment
consists, roughly speaking, in using interferometry of an ion beam that passes through a tube
where different voltages are applied — if the mass of the photon is non-null then a difference in
the interferometer phase is expected. According to the authors of [5], the experiment will be very

50 o «9 orders of magnitude smaller

accurate, predicting a sensitivity to the (Proca) mass of 9 x 10
than the limit in [4]”. In their case the underlying theory is the Proca model.
However, if instead of using the Proca model, the Podolsky Generalized Electrodynamics [6]

is taken into account, it is still possible to find a mass for the (massive mode of the) photon and

preserve gauge symmetry. In a recent paper [7], a gauge theory for systems depending on the second



order derivative of the gauge field was developed and it was verified that the gauge Lagrangian
3 . . . . . b
should depend on the usual field strength, Fy,, and on its covariant derivative, G}, = D‘ple w1

particular, for the U (1) group it was verified that the Podolsky Lagrangian!,

1

L
4

2
a
Fu P + S 0,F"0,F,,  Fuy = 0,4, = 0,4y,

fulfills all the requirements of a second order gauge theory with an important feature: all La-
grangians of the type G2 for the U (1) group differs from Podolsky Lagrangian only by a total

divergence. The (fourth-order) field equations obtained from this Lagrangian are
(1+a’0) 9, F"" =0,

and under a generalized Lorenz condition [8], (1 + a?0) 8, A* (z) = 0, massive and massless modes

for A, are identified:
p? (1 — a2p2) Ay(p)=0=

The massless mode should be understood as the usual photon, while the massive mode was
tentatively interpreted by Podolsky as being a neutrino. This interpretation is of course outdated.
Since its original formulation, several aspects of this theory have been analyzed, including its
canonical structure [8, 9], quantization [10], and others [11]. Several problems of this theory have
been pointed out, such as unitarity violation and the presence of ghost states with negative norm,
typical of theories with higher derivatives [12], but on the other hand good properties were also
obtained (see references in [10]), what motivates the study of systems of this kind nowadays,
specially in the context of an effective field theory (EFT). It is as an EFT that Podolsky theory
should be understood and in this sense the parameter a sets the length scale where the theory is
valid. We also emphasize that only classical aspects of the Podolsky theory will be considered, so
that some problems typical of the quantization procedure should not be a concern here.

Since Podolsky electrodynamics predicts the existence of a massive mode for the photon, if the
experiment proposed in [5] finds a deviation in the interferometer phase, then this could be either
an indicative of the existence of the photon mass in the context of the Proca model or of the
existence of a non-null value for Podolsky constant, giving support to the Podolsky theory. One

of the purposes of the present work is to analyze how the Podolsky constant can be determined

! To preserve the correct units of the Lagrangian, the constant a, henceforth referred as the Podolsky constant, has
unit %, where [ stands for length; the metric signature (+ — ——) is considered.



or constrained by the ion interferometry experiment proposed in [5]. This is discussed in Section
II, where the analytical solution for the problem will be analyzed and numerical estimations for
Podolsky constant will be made.

On the other hand, if Podolsky theory is to be verified, then many implications in other known
results are expected. As an example, the energy spectrum of the Hydrogen atom as described by
Quantum Mechanics is to be altered, since the Coulomb potential should be substituted by the
potential predicted by Podolsky Electrodynamics. This is the second point to be studied here. A
perturbative solution for the Quantum Mechanics wave function of the electron will be obtained —

see Section III — and another constraint on a will be made. Section IV presents our conclusions.

II. ION INTERFEROMETRY EXPERIMENT

In the experiment proposed in [5] a time-varying voltage is applied to a conducting cylinder
that is nested inside a grounded second cylinder. A beam of ions pass through the inner conductor
through three gratings, forming a Mach-Zehnder interferometer — for more details see the original
paper. If there is an electric field inside the cylinder, i.e. if the ions go through different potentials,
then an interferometer phase shift is expected. Notice that this is not what is predicted by Maxwell
equations for a conducting shell, according to which the potential inside the apparatus should be
constant.

After passing through the first grating the ion beam is split in two arms: one travels horizontally
(parallel to the cylinder axis), while the second goes diagonally. When the two arms reach the
second grating, the one that was advancing horizontally begins to travel diagonally while the
second starts to go horizontally, until they reach the third grating, where they become one single
beam travelling horizontally. Since the distance between the gratings is the same, the diagonal
segments of each arm travel through the same potentials and they induce the same phase shift.
However, the segments of the arms that go horizontally pass through different potentials; if there is
a phase shift in the interferometer it is caused by the difference of potentials between the horizontal
segments (see Fig. 1). We consider that the distances of the horizontal segments from the center
of the cylinder are rg and rg + s. This way, what the interferometer actually does is to measure a
phase shift induced by the potential difference between these horizontal segments of arms the split
beam.

The first information required is the equation for the potential inside the cylinder as predicted

by the theory. In [5] the authors considered the Proca model. Here we will analyze Podolsky



Electrodynamics [6], where the equation for the electrostatic potential is given by
(1-a’V?*) V29 =0

To solve this equation, let us define

U= V3.
First we solve the homogeneous equation for U

(1-a®V*) U =0, (1)

and then consider the non-homogeneous equation for ¢,

V2¢ = Uy, (2)

where Uy, is a solution of (1). In view of the symmetry of the problem, cylindrical coordinates are
considered and no angular dependence is expected. Also, since the inner cylinder has an elongated
geometry, the infinite tube approximation can be done and no longitudinal dependence exists. The

solution for (1) is found under these assumptions, and Eq. (2) becomes

rdr < Zf) Alo < ) +BKo (2) ’ (3)

where Iy and K are the modified Bessel functions of the first and second kind.

The integration of Eq. (3) gives us
¢<£>—Q2AI0< )+a2BK0( )+D1n7+C (4)

This solution carries a desirable feature: the homogeneous part is the usual Maxwell term and the
particular solution is the Podolsky contribution. In fact, this split always occurs in the electrostatic
case of Podoslky theory when vacuum is assumed.

Four integration constants appear in the solution (4), as expected from a fourth-order equation,
and boundary conditions are used to fix them. First we consider that the potential in the limit
r — 0 should be finite. Using the asymptotic form for Iy and Ky [13, 14], we conclude that
D = a?B. Another boundary condition that is used is the value of the potential at r = R, where
R is the radius of the inner tube. If Vj is the voltage applied to the inner tube relative to the outer

tube, whose unknown (ground) potential is V, then

Vo+ Vg —aA[I()(R)—i-g( ){K()(R)-i-lnR]—l—f( )}



where B and C were redefined as B = g(a) A and C = f (a) a®?A, and A is supposed to be non-
null. This expression is used to determine A in terms of the other constants. Yet another expected
boundary condition is that the electric field E at » = 0 is null (otherwise it would be discontinuous
without a physical reason). Actually with the redefinitions of B and C' above, it is verified that this
condition is already satisfied, so that no other constant is fixed with this condition. However, if we
claim that the divergent of the electric field is finite at » = 0,2 then we must set g (a) = 0. At last,
in order to fix f (a) we assume that the potential at 7 = 0 can be measured — this is an additional
step in the experimental procedure proposed in [5] where no measurement of the potential at r = 0
is suggested; in our case this is essential for determining the last integration constant. We suppose
that the measured ¢ (0) is expressed as ¢ (0) = (Vo + V) €, with 0 < e < 1. This fixes f (a) as

<l ()
(1-¢°

fla) =
Finally the potential is written as

Io (%)
Io (%)

Notice that if no Podolsky term is supposed to exist, then the potential inside the inner tube will

¢(2>2(V0+Vg) (1—¢)+e

be the same everywhere, i.e. Vp 4V, which means that ¢ = 1.
Now the potential difference between the horizontal segments of the arms of the split beam can

be evaluated as

A¢—¢<r°+s>—¢(’$)—<%+%>

a

Io (%) = 1o (%)
Io(%) 1(1—6).

The interferometer phase is given by

Io (") — 1o ()
Io (%)

where e is the charge of the ion (in the present case e is the electron charge), 7 is the time that

©=TA6+00 =T (Vo+V,)

](1—6)4‘@0,

the ion takes to travel lengths of the horizontal segments and ®( is the phase indicated by the
interferometer when Vg +V; = 0. In order to eliminate the two unknown constants ®q and Vj,
two potential differences V) and Vy + AV can be applied to the inner tube. The difference in the
phases due to this change will be

2 What makes the electric field flux finite at the origin.



This expression is inverted in order to obtain the Podolsky constant a as a function of the experi-
mental parameters. This will be done under some assumptions. First we expect that the value of
Podolsky constant is small, so that only small differences from Maxwell equations can be detected.
.. AT 1 .
If this is the case, then the asymptotic limit for Iy can be used [13, 14], Iy (z) ~ me? This

allows us to estimate the Podolsky constant as

o— R—(ro+s) . (5)

=01 (230/57)

Notice that lim,_,; @ = 0, which means that Electrodynamics reduces to the Maxwell one.

We shall obtain numerical estimations for a considering ion beams composed by 'H* and
133Cs+. According to [5], these ions can travel at a speed v of 311 m/s and 27 m/s respectively; the
length of the horizontal segments are fixed in 1m so that 7 = L/v is determined for both cases. The
potential difference AV can be fixed as 400 £V and the values of R, rg and s are set to R = 27 c¢m,
ro ("HY) = 24.4cm, ro (*33CsT) =24.9cm, and s (*HT) = 6.4mm, s (**3Cs*) = 0.56 mm. Fig.
2 shows the numerical estimations for a for different values of ¢ and A® for 'H*. The range of
values for e was established considering the fact that a precision of 10™® could be achieved with
the available commercial multimeters (in the best case). Concerning A®, it was considered that
phase shifts as small as 10~* rad can be detected [5].

According to these numerical evaluations, the experiment would be able to detect values of the
Podolsky constant acg+ > 0.033 cm in the case of 3Cst ion beam and ag+ > 0.069 cm if the
LH* ion beam is used. These values seem consistent with the asymptotic limit taken for Iy; indeed,

they are small when compared to the values of R and ry and therefore the ratios that appear in

Iy — namely, £~ = 391.3, £ = 810.81, - = 353.62, "> = 732.73 — are all of order of
aH+ aCs+ aH+ a‘Cs+

102 — 103.

The mass of the photon is evaluated using these values for a and the expression

my = - (6)

As the mass scales with the inverse of the Podolsky constant, the smallest value of a that can be
measured will give the greatest measurable value for the photon mass. Each ion beam will predict
a different upper limit: m. " = 1.06 x 1073 kg = 5.98x 105 eV and m " = 5.10x 10~ kg =
2.85 x 1078 eV/.

Although Proca and Podolsky approaches predict a massive mode for the photon, there is some
important difference between them. First, Podolsky Electrodynamics is a gauge theory, while Proca

model explicitly break such symmetry, what could have implications for the charge conservation.



Second, in the Proca context it is expected that the photon mass, if it exist, should be very small.
Conversely, the Podolsky’s massive model would be very large once it is the inverse of the scale
of length where the generalized theory is effective, cf. Eq. (6). That is, Proca (Podolsky) model
predicts deviations from Maxwell electrodynamics in very low (high) energy regimes.

It is important to emphasize that the photon mass in independent of the nature of the ion
composing the beam in the experiment. The different values for m., for 133Cs™ and 1HT express
only the different values of a accessed by the experiment.

One could argue that the values of a that can be measured by the ion interferometer are very
high in absolute terms. In fact, one would say that if a were of order of 1072 as indicated here,
the deviations from the Maxwellian electromagnetism would have been detected long ago. In
face of this, the conclusion would be that the experiment proposed in [5] is not appropriate for
measuring the Podolsky constant and therefore the photon mass in this theory. This is indeed a
strong argument, but we would like to give a quantitative justificative for ruling out the ion beam
apparatus as an appropriate set to find the Podolsky mass.

In the next section we will make the hypothesis that Podolsky electrodynamics hold at the
atomic scale® and see the implications for the elementary physics of the Hydrogen atom; in partic-

ular, we will analyze the energy of the fundamental state.

IIT. HYDROGEN ATOM

Now we turn to the problem of considering the Hydrogen atom, as treated by Quantum Me-
chanics, where the electromagnetic potential is the one described by Podolsky Electrodynamics.
The goal of this section is to analyze the effects of a non-null Podolsky constant and verify what
are the implications of the values found for a. We consider & = 1 to simplify the notation, but the
units are restored when numerical evaluations are done.

The electrostatic potential is given by [6, 7]

o(r)=—=(1-77),

r
and the Hamiltonian operator reads H= % + e¢ (r). The variational method will be employed
so that a perturbative solution for the wave function of the ground state, 1 (r) may be found. The

tentative solution is

¢ (r) = Ne™",

3 This is not mandatory once Podolsky’s theory for the electromagnetism is an effective theory.



where N is a normalization constant set as N2 = 773; v is a parameter that will be determined by
the variational method, according to which the energy, given by
R 2 4 3
B= [ave nHem) = -y el
" (27 +32)

should be minimized:

OE  8a? 12¢2 , 6a
— = —'+ =+ =% —6ae’y +
0 m m m

v
— —e
m

2=0. (7)

Now suppose that the value of the Podolsky constant is actually small, then Eq. (7) can be

solved considering only terms up to first order in a. The solution found for v is v, = me? and

Y- = —6%. The energies evaluated with these solutions are
2 2
me 2 9ame” + 1
E(yy) = 5 e? (1 -2 (2ma62) ) +0 (a3) , E(y.)= T

The value of E (y-) gives a positive energy and for small values of a it becomes too high, therefore

this result should be excluded. E (4 ) can only be calculated with a given value of a, but for small

a it is only a perturbation on the known result given by Quantum Mechanics, F = —mTeQeQ. If

we want to find a value for a that is compatible with the known results given in the literature we

should expect the perturbation 2 (2ma62)2 to be smaller than the relative experimental uncertainty

of the energy of the ground state. Proceeding this way it follows

T g
a<£ Eo

= 2\ 2]Ey’

where rp = ﬁ is the Bohr radius. Restoring the units and using values given in the literature

[15] we should expect
a<556fm or m,>3551MeV (8)
Clearly these values for a and m., are not compatible with the possible values that can be found

in the interferometry experiment.

IV. CONCLUSIONS

We have discussed how the ion interferometry experiment proposed in Ref. [5] could be used
to measure the value of Podolsky constant a and the massive mode of the photon in the context
of Podolsky Electrodynamics. The minimum value of a that could be detected — a = 0.033 cm

with the ¥3Cst ion beam — is too large as an admissible effective scale, and would lead to a mass



my < 1.06 x 10739 kg = 5.98 x 10~® eV for the photon which is excluded by current experimental
data [15].

We might think of improving the accuracy of the measurements of the phase shift and/or of
the potential at r = 0 (for instance, using some better technology in the apparatus). But the
logarithmic behavior of (5) in terms of these quantities makes this possibility unlikely: great
improvements in the detection of A® and AV would lead to small changes in a [see Eq. (5)].
Therefore, this rules out the interferometric ion beam experiment as a suitable one for testing
Podolsky Electrodynamics.

Besides gauge invariance, Podolsky Electrodynamics has another peculiar feature that distin-
guishes it from the Proca field: the smaller the characteristic constant a the greater the mass
associated to the photon. Hence we are strongly constrained: the Maxwellian electromagnetism
must hold until small scales of length, and therefore a has to be small, otherwise the additional
Podolsky term in the Lagrangian for the electromagnetic field would be significant and the result-
ing modifications in the ordinary theory would be easily detected. These scales of length are set,
for instance, by the spectroscopy of Hydrogen atom. So, we tested Podolsky’s theory calculating
the value of a that would be consistent with the experimental error in the energy of the funda-
mental level of the Hydrogen. The result, a < 5.56 fm, clearly shows that the ion interferometer
experiment does not have enough precision to measure a Podolsky constant that is this small.

The constraint a < 5.56 fm coming from Quantum Mechanics considerations set a high energy
scale for the photon mass: 35.51 MeV. This way, if Podolsky model is correct, it is expected to

engender deviations from Maxwell Electrodynamics only in high energy scales.
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FIG. 1: Cartoon of the ion interferometry experiment. A cutaway of the cylinders is shown.

11



log,,(1-¢€)

FIG. 2: Values of a (cm) for different values of & (from 0.001 to 0.999) and A® (rad) (from 10~% to 1072)

using ' HT ion beam. The graph for the 33Cs™ ion beam is very similar.
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Capitulo 3

Formalismo covariante de Galilel

Um dos primeiros trabalhos envolvendo o formalismo covariante galileano para Teorias de Campos
foi apresentado em 1967 por Lévy-Leblond [1]. Na época, a relatividade einsteiniana ja comple-
tava 60 anos e toda Teoria Quantica de Campos era construida de forma a preservar o Principio
da Relatividade (de Einstein). Nesse contexto, o estudo do comportamento ndo-relativistico de
sistemas fisicos era feito tomando-se o limite de baixas velocidades, ou o limite ¢ — co. A moti-
vacao de Lévy-Leblond neste trabalho era mostrar que, se sistemas relativisticos sao aqueles que
possuem invariincia/covarincia pelo grupo de Lorentz, os sistemas ndo-relativisticos devem ser
aqueles que possuem invariincia/covariancia pelo grupo de Galilei. Em sua opinido, esta seria a
forma correta de se aproveitar todo o arcabougo ferramental de Teoria de Grupos para descrever
regimes nao-relativisticos. Também esta seria uma forma consistente de se passar de uma descri¢ao
nao-relativistica para uma relativistica de um mesmo sistema fisico, em particular no contexto da
Mecéanica Quantica.

Tendo isso em mente, Lévy-Leblond construiu teorias de campo que possuiam invaridncia de
Galilei e, para o campo de Schréodinger, mostrou que a invariancia de Galilei manifesta-se na forma
de uma transformacao de fase. Mostrou ainda que é possivel escrever uma equacao de Dirac neste
contexto, a partir de onde a interpretacao de que o spin é um efeito puramente relativistico pode
ser questionada.

Posteriormente, em 1973 em um trabalho com Le Bellac [2], Lévy-Leblond voltou-se para uma
analise cuidadosa do caso eletromagnético. Motivados pelo fato de que, quando as equagoes de
Maxwell sao consideradas em diferentes sistemas de unidades, o limite ¢ — oo pode nao ser trivial,
e que uma analise nao cuidadosa pode levar a resultados equivocados, os autores mostraram que
existem duas formas de se construir teorias covariantes pelo grupo de Galilei, como sera visto mais
adiante. Estes limites foram chamados de limite elétrico e limite magnético e se caracterizam
pela dominéancia dos efeitos elétrico e magnético, respectivamente. A existéncia destes dois limites
mostra a nao trivialidade de se tomar o limite nao relativistico da teoria de Maxwell, uma vez que
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o limite ¢ — oo &, aparentemente, um so.

Mais tarde, em 1988, Takahashi retomou o estudo de sistemas com invariancia galileana, desta
vez considerando uma formulacdo em 5 dimensoes, resgatando uma idéia proposta por Pinski [3], 20
anos antes. Em dois artigos [4] (e em outro com outros autores [5]), Takahashi reconsiderou o campo
de Schrodinger e aplicagdes em hidrodindmica. Estes trabalhos inspiraram o estudo sistematico de
diversas Lagrangianas explorando o formalismo covariante de Galilei em 5 dimensdes [7], trabalho
este realizado recentemente, e cuja estrutura serd a mesma utilizada aqui.

Um dos grandes beneficios de se trabalhar em um formalismo covariante, com uma métrica
invariante, é que varias similaridades com o caso lorentziano podem ser feitos. No entanto, nao
existe uma métrica quadridimensional invariante sobre tranformagodes de Galilei. Isso pode ser
visto quando se analisa transformacoes de galilei, por exemplo, em um sistema de coordenadas

cartesianos, em que

Supondo-se que a métrica no sistema original seja dada por g, no sistema de coordenadas trans-
formadas tem-se

/
Imn = Gmn;
,  Oxt Oz , ;
po ox'r Ox'o v = Ima = Gma + UV Gmi,

Ghs = gaa + gijv'07 4 207 gy,

e, portanto, verifica-se que a métrica nao é invariante para g, 7# 0, g4; # 0.

Uma das solugoes encontradas para esse problema consiste na adigao de coordenadas extras
ao espago-tempo quadridimensional, de forma que o espago newtoniano (3,1) esteja, de alguma
forma, imerso neste espaco estendido. Uma das motivacoes para o uso de coordenadas extras [5]
consiste na analise da Lagrangiana de uma particula livre sob transformacgoes de Galilei usuais, i.e.
transformacoes do tipo

2 = Rial — vt +d,
i (3.1)
t =t+b,
com R, v', a’ e b constantes. Neste caso, a Lagrangiana da particula livre, L = imi?, ¥ = &1

se transforma como

1 d X 1 .
L' = imaic’2 =L+ %f, f=-mRipv's™ + imvivlt +C,

em que C' é uma constante, que pode ser tomada nula, sem perda de generalidade. Observa-se
assim que esta Lagrangiana ndo ¢ invariante pela transformacdo de Galilei dada por Eq.(3.1). Para

torné-la invariante, pode-se definir um grau de liberdade extra, s, tal que uma nova Lagrangiana
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- C . . T - - . . .
L = L — msé satisfaz a condicao de invaridncia, L = L. Para isso s deve ter a seguinte lei de
transformacao:

s' =5 — Ripv'z™ + ivivzt. (3.2)

Note-se que, de acordo com a expressao para L, o momento canonicamente conjugado a s seria
a massa da particula, m. Por outro lado, motiva-se também o estudo de uma formulacido em 5
dimensbes quando se analisa a lei de transformacido induzida por Eq.(3.1) nas contrapartes no

espaco dos momentos, ainda para o caso da particula livre, em que

p;  =R/pi—uvm,
m' =m, (3.3)
E' =FE - RM™vip, + %vivim.

Aqui vé-se que a lei de transformacdo para o momento e a massa possui uma estrutura andloga
aquela de Eq.(3.1), enquanto E possui uma lei de transformagao similar & dada por Eq.(3.2). Ou
seja, a introducao de um grau de liberdade extra ao espago das coordenadas j& possui um analogo
no espaco dos momentos quando se considera apenas quantidades ja conhecidas em 4 dimensoes.
A proposta mais simples para a extensao do espaco-tempo consiste, portanto, em adicionar uma
coordenada extra, de forma que o mesmo passe a ser descrito em 5 dimensoes. Nesta estrutura

espaco-temporal é possivel encontrar um tensor métrico, que é tnico [5], dado por

100 0 0
010 0 0

(Mw)=100 1 0 0 [. (3.4)
000 0 -1
000 -1 0

o qual é invariante pela seguinte transformacao de coordenadas:

't = Ria?) — vizd,
xl4 = 1}47 (35)
2 =% — RMu,a' + %vzx‘l.

Também é possivel se definir a estrutura de tensores galileanos, em que, por exemplo, vetores
A* transformam-se como
At = RLAT — ¢yt A4,
A/u( /) ox'H AY ( ) = { g1 Ai
') = x =
ozv ’ ‘
A = A® — RMv,, A" + %v2A4.
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O produto escalar entre dois vetores A e B é realizado com a métrica dada por Eq. (3.4),
chamada aqui de métrica de Galilei, resultando (A|B) = A -B — A4B5 — A5 B4, onde o negrito faz
referéncia aos trivetores A’ e B,

O espaco agora é chamado de G, , e trata-se de uma variedade de Minkowski. Isso torna-se
mais claro quando se considera a transformacao do tipo cone de luz [6, 7],

T =z,
14 _ r4+m5
ot =, (36)
5 _ 2t —2b
z? = 7
em que a métrica toma a forma
1 0 0 0
010 0 O
(my)=100 1 0 0 (3.7)
0 00 -1 0
0 00 0 1

Note-se que a expressao acima é uma extensao 5-dimensional da métrica de Minkowski utilizada
em teorias com invaridncia de Lorentz, com a quinta coordenada sendo do tipo espaco.

Essa relagdo entre as métricas dadas por Eq.(3.4) e Eq.(3.7) motiva a unificacio dos tratamentos
relativisticos (com simetria de Lorentz) e ndo-relativisticos (com simetria de Galilei) em um mesmo
cenério. Isso é feito da seguinte forma (para maiores detalhes, veja Ref. [7]): conhecendo-se uma
Lagrangiana em 5 dimensoes com simetria de Galilei, aplica-se a transformacao do tipo cone de
luz dada por Eq. (3.6) e toma-se z/> = 0. Essencialmente, o que se faz ¢ tomar o espago-tempo

quadridimensional como uma imersao no espaco 5-dimensional:

(21) © (a2t 2%) = <x\;§ ji) |

O argumento pode ser revertido: partindo-se de uma Lagrangiana conhecida em 4 dimensoes
com invariincia de Lorentz, estende-se a mesma para 5 dimensoes (5D) preservando-se a sua forma,
a métrica quadridimensional, no entanto, deve ser substituida pela métrica 5-dimensional de Galilei
e os 4-tensores/campos lorentzianos por 5-tensores/campos galileanos. Esse procedimento pode
ser usado para se conhecer aspectos nao-relativisticos de uma teoria, partindo-se da sua forma
relativistica. Neste ponto é importante perceber que a tranformacao do tipo cone de luz dada por
Eq.(3.6) tranforma equagoes de segunda ordem nas derivadas temporal e da quinta coordenada
em equacdes de primeira ordem nestas variaveis, i.e. 9,04, 0505 — 0405. E isso que permite que a
prescricao acima de partir da forma relativistica para a nao relativistica possa apresentar resultados
coerentes, como se verificard adiante em alguns exemplos. Também é importante ressaltar que a
transformacao do tipo cone de luz, apesar de linear, ndo é uma transformagao do tipo de Lorentz

[8], tampouco de Galilei.
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No caso galileano, a imersao do espaco-tempo quadridimensional é feita como mostrado abaixo:
(xi,t) — (xi,x4,x5) = (xi,t,s).

A quinta coordenada, acima chamada de s, é interpretada como um quantidade canonicamente
conjugada & massa, como j& antecipado, de forma que o 5-momento (no contexto de uma transfor-

mada de Fourier) ¢ identificado como sendo:
pu = —10, = (—iV, —i0y, —ids) = (p, —E, —m),

sendo p o trivetor momento linear, F a energia e m a massa'. A partir da invariancia da norma do
5-momento, " p,p, = k2, é possivel obter a relacdo de dispersdo nio relativistica, £ = % + m,
para uma escolha conveniente? de k2. Outros invariantes da teoria sdo ps e W5, W', em que W,
é o tensor de Pauli-Lubanski [13].

Neste formalismo, normalmente um ansatz para a dependéncia do campo com a quinta coor-
denada é utilizado. Para ilustrar o procedimento acima, considere-se, por exemplo, o caso de um
campo escalar complexo. A Lagrangiana em 4 dimensoes, com simetria de Lorentz, e as equacgdes
de campo sao dadas por

L = ng’/ H¢*8V¢+V(|¢|)ﬂ M,V = 1a"'a47
1% 9 5 &V . oV
\:‘ = — = D —_— =
¢+5¢* Vg 8t¢+5¢* 0, ¢>+5¢ 0,

em que n;" refere-se & métrica de Minkowski usual em 4D. Para se estudar o caso galileano, toma-se
a Lagrangiana

L = n"0,0"0,0+V (o), mv=1,.5,

em que n*¥ agora se refere & métrica de Galilei e considera-se o seguinte ansatz para a dependéncia
com a quinta coordenada, ¢ = e~™31)(x,t), em que m corresponde & massa do campo. As equagoes
de campo obtidas sao:

5 5 5
Y _ 24 2imoe+ 2V~ 0. D¢*+%:

36" 5p

que sdo equacgdes do tipo Schrodinger. E importante observar que a escolha deste ansatz é feita

O¢ +

0,

de forma que o campo ¢ seja um escalar, uma vez que a funcao de onda v possui uma fase em sua

lei de transformacao [1], ndo configurando, portanto, um escalar verdadeiro sob as transformagoes

1Note-se que as quantidades na expressio Eq.(3.3) correspondem a um 5-vetor contravariante, p* = n*¥p, =

(p,m, E)
2Qutras escolhas de k2 levam a outras relagdes de dispersio. Por exemplo, em Ref.[5] é feita a opgdo por k2 = 0,
2
p

que conduz a B = 5.
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de Galilei, o qual deveria ser invariante®. Neste exemplo, é possivel perceber que é a escolha deste
ansatz que torna possivel a obtencdo de uma equacgio do tipo Schrodinger - sem ele, a equagdo
original permaneceria com uma derivada com respeito & quinta coordenada ainda a ser resolvida.

Outros ansdtze sdo usados em outros casos. Por exemplo, para o campo eletromagnético [7],
que é um campo ndo-massivo, o ansatz utilizado ¢ A, = A, (z%,t), ou seja, assume-se que o
potencial de gauge independe da quinta coordenada, como seré visto mais adiante.

Diversas aplicagoes do formalismo covariante de Galilei em 5 dimensées podem ser encontradas
na literatura [9, 10, 11, 12, 13|, como por exemplo o estudo da quantizagdo de campos, da es-
trutura algébrica da teoria e aplicacoes a sistemas hidrodindmicos. Outros trabalhos, explorando
também a formulacdo 5-dimensional, foram elaborados e.g. por Kiinzle e Duval [14], estes, porém,
relacionados mais ao estudo de espacos curvos e seus aspectos formais. Ainda é possivel encontrar
formulagoes galileanas de teorias de campo em dimensoes maiores do que 5, como por exemplo
Ref.[15] , em que o teorema CPT foi analisado.

O estudo de sistemas de segunda ordem no formalismo galileano, pelo menos no que é de
conhecimento do autor, ainda ndo foi apresentado na literatura. Assim, é interessante considerar
um caso particular e, neste contexto, a Eletrodindmica de Podolsky mostra-se como o exemplo
mais apropriado para este fim. De fato, poucas sao as aplicacoes nao relativisticas desta teoria
encontradas na literatura, porém resultados importantes sao obtidos, como por exemplo o problema
do fator 4/3 da equacao de Abraham-Lorentz no modelo eletromagnético para a estrutura do elétron
[16]. Este resultado justifica o interesse pelo estudo de regimes ndo relativisticos da Eletrodinamica
de Podolsky e a inten¢do no que se segue é se estudar esta teoria neste formalismo galileano 5-
dimensional e, de forma andloga ao que é feito no caso da teoria de Maxwell, estudar os limites
elétrico e magnético da teoria. Alguns dos resultados importantes obtidos aqui dizem respeito
& escolha de gauge - se na teoria de Maxwell a escolha do gauge de Lorenz mostra-se bastante
conveniente em diversos casos (a condi¢do 9, A" = 0 é um escalar sobre transformacoes de Lorentz),

aqui verifica-se que o gauge generalizado de Lorenz [17] mostra-se como a op¢do mais natural.

3.1 Os limites nao relativisticos da teoria de Maxwell

3.1.1 A abordagem de Lévy-Leblond

No trabalho de 1973 [2], Le Bellac e Lévy-Leblond fizeram uma andlise cuidadosa da invariancia
galileana do caso eletromagnético, usando uma abordagem em 4 dimensodes. Uma das motivagoes

dos autores consiste na analise do limite ndo relativistico das transformacoes de Lorentz dos campos

3Segundo Ref.[5], ¢ &€ uma representagdo projetiva e ndo uma representagao irredutivel do grupo de Galilei. Nesta
formulacdo em 5D & possivel trabalhar com um verdadeiro escalar.
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elétrico e magnético. A lei de tranformagao sob o grupo de Lorentz para estes campos é dada por

E = ’}/(E+VXB)+(1—’}/)V(VU.72E),
B - y@}—%xE)+u—va£m,

com v sendo a velocidade relativa entre os referenciais. A abordagem usual na época (indicadas
pela referéncia (2) em Ref. [2]) sugeriam que o limite ndo relativistico fosse tomado como sendo

uma aproximacao em baixas velocidades, o que levaria a

E - E+vxB,
B - B-— xE
C

Esta expressao apresenta um problema quando analisada do ponto de vista de teoria de grupos,
pois ela nao satisfaz a lei de composicao de grupos, como visto a seguir:

1
E' = E+v xB' =E+(v+Vv)xB- 5V xvxE,
C
! !
1
B’ — B’—%XE’:B—MXE——QWXVXB,
C C C

ou seja, duas transformacoes sucessivas nao conduz a uma transformacao do mesmo tipo. Poderia-
se argumentar que o ultimo termo de cada expressao é quadratico na magnitude das velocidades e
por esta razao poderia ser desprezado, o que levaria a uma lei de composicao correta. Todavia, isto
pode levar ser um equivoco. Considere-se, por exemplo, a lei de transformacio do campo elétrico
como dada acima. O termo C—l2v’ x v x E, apesar de “quadrético” em v nao é necessariamente menor
do que o termo (v + v’) x B, pois pode ocorrer que |E| > |¢B|, de forma que ’c%v’ X V X E| >
|(v 4+ v’) x BJ. Este é um dos pontos levantados por Le Bellac e Lévy-Leblond, de que os limites
nao relativisticos nao devem apenas levar em conta apenas a magnitude das velocidades entre
referenciais, mas também a magnitude dos campos envolvidos.

Le Bellac e Lévy-Leblond mostraram que existem dois limites nao relativisticos para as equagoes
de Maxwell que preservam a invariancia de Galilei da teoria. Para tanto, eles verificaram inicial-
mente que a lei de transformagdo para um quadrivetor de Lorentz (ug,u) admite dois limites

galileanos /nao relativisticos consistentes, os quais sdo dados por

uy = up, (3.8)
u =u- %vuo,

e
uy =up—iv-u, (3.9)
u =u, .

sendo v a velocidade de transformagao entre os sistemas de coordenadas. O primeiro par de leis
de transformacao vale para os casos em que|v/c| < 1 e |u|] < |ug|, enquanto o segundo é adequado

para as situagoes em que |v/c| < 1 e |u| > |ug).
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O limite elétrico

Aplicando-se as leis de transformacao de Eq.(3.8) para o quadrivetor corrente (¢p,J), no caso em
que |ep| > |J|, espera-se que o campo elétrico seja muito mais intenso do que o campo magnético,
ou seja, |E| > |cB|, o que conduz ao que os autores chamaram de limite elétrico, em que as
equagoOes de campo invariantes por Eq.(3.8) sao dadas por

V-E ==,
VxB =pgdJ+ 04E,
Ho Ho€004 (3.10)
vV-B =0,
VxE =0

Aqui as equagdes sdo consideradas em um sistema de unidades dos SI (ressalte-se que pgegc® = 1).

As leis de transformacao dos campos E e B sdao dadas por
E = E,
B = B — v x E,
que sao compativeis com a derivacdo dos mesmos a partir de potenciais,

E = -V,
B = VxA,

contanto que ¢ e A - o quadrivetor potencial é (¢, cA) - transformem-se como Eq.(3.8) , i.e.

(b/ = ¢7
A = A — ugevo.

Além das equacgoes de campo, a teoria deve ter uma equacao de forca para particulas-teste, a
qual é tomada como sendo a forga de Lorentz (na forma relativistica, F = [ d3r [p (r) E (r) + J (r) x B (r)]);
para se ter uma forga invariante por Eq.(3.8), a for¢a magnética deve ser desprezada, de forma que

F= /dgrp (r)E(r).

Este resultado, além de invariante, é consistente com as condi¢des |cp| > |J| e |E| > |¢B].

Algumas observagoes podem ser feitas aqui: primeiramente nota-se que, ao comparar Eq.(3.10)
com as equacoes de Maxwell, o termo de indugao de Faraday é ausente na ultima destas equacoes;
isso juntamente com a auséncia da forca magnética faz com que nao haja corrente induzida na
presenca de campos magnéticos varidveis - transformadores, por exemplo, ndo podem ser bem
descritos neste limite. E possivel verificar que neste limite o quadrivetor corrente é localmente
conservado,

dp

J+L =0
Vdt oo =0,

assim a corrente J pode ser interpretada como uma corrente associada ao transporte de cargas.
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O limite magnético

Tomando-se a outra lei de transformagio para a quadricorrente, Eq. (3.9), que deve ser valida
quando |ep| < |J|, o campo magnético deve ser bem mais intenso do que o campo elétrico, |E| <
|cB], e Le Bellac e Lévy-Leblond obtiveram com isso o limite magnético. As equagbes de campo

invariantes por Eq. (3.9) sdo

V-E =2,
VxB =pugd,
po (3.11)
V.B =0,
VxE :784]3,
com
E = E+vxB,
B = B.

Em termos de potenciais, os campos elétrico e magnético sao dados por

0A
E = —V¢— —
(b 8t )
B = VxA
com ¢ e A transformando-se como
(b/ = ¢ — V- A7
A = A

A forca de Lorentz agora reduz-se a

F:/fM@MB@L

para garantir a invariancia sob Eq.(3.9), mantendo também a consisténcia com o fato de que
|E| < [eB] e |cp| < |T].
Neste caso, percebe-se a auséncia da corrente de deslocamento na segunda das equacoes de

Eq.(3.11); a corrente, em vista disso, deve ser estacionaria, uma vez que
V-J=0,

e J nao pode ser associada ao transporte de cargas. Em funcao disso, sistemas como capacitores
nao podem descritos neste limite, uma vez que nao hé relacdo entre a corrente de um fio e a

variacao da carga elétrica armazenada no capacitor.
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Um outro resultado bastante interessante obtido em Ref. [2] consiste na anélise da covariancia
galileana das equagoes de Maxwell usando a forma em que elas sdo apresentadas em termos dos
vetores E, B, D, H,

V-D =y,
VxH =J+ 04D,
V-B =0,
VxE =-0,B.

Eles mostraram que, escritas com estes campos, as equagoes sao invariantes por Galilei, contanto

que estes campos, assim como p e J, tenham leis de transformacao adequadas, quais sejam

D =D, B =B,
E —E+vxB, H —H-vxD,
p=p J =J—vp.

A invariincia é quebrada quando as equacoes constitutivas, D = ¢E e H = B, sdo consideradas,

pois as leis de transformacao entre os campos relacionados por estas equagoes sdo incompativeis.

3.1.2 A abordagem 5-dimensional

Na abordagem 5-dimensional, a Lagrangiana, como é conhecida na sua forma 4-dimensional com
invariancia de Lorentz, é estendida para 5 dimensoes com a simetria de Lorentz substituida pela

simetria de Galilei. No caso da teoria de Maxwell,
L v po iz
L = _Zn n FHPFVO' +AM‘] B

em que o campo A, e a corrente J, possuem cinco componentes, identificadas como A, =
(A, ~Pm,—¢¢), Ju = (J,—pm,—pe). E importante mencionar que nestas expressoes, A repre-
senta o potencial vetor, ¢,, e ¢, sao potenciais escalares, J é a densidade de corrente, enquanto
Pm € pe sao densidades de carga elétrica. O tensor F),, ¢ dado por F,, = d,A, — 0, A, e satisfaz
a identidade de Jacobi, 0,F},, + 0, F,, + 0,F,, = 0.

Estas identidades, juntos com as equagoes de campo,

9P = —J¥,

ou em termos das componentes,
V xB-0,E, =J,
V- E. = pe,

V- -E;, — 8484¢e = Pm;
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compoem o conjunto completo de equagoes da teoria.

(()5) = ,u(()5) = ¢®) =1, pois a intengdo & verificar

Aqui escolhe-se um sistema de unidades em €
os aspectos formais dos limites ndo relativisticos entre os resultados obtidos em 5 dimensdes e
aqueles encontrados na se¢do anterior. O indice (5) deve-se ao fato de que estas quantidades sdo
definidas em 5 dimensdes e, por esta razao, nao necessariamente possuem a mesma magnitude que
os seus correspondentes em 4 dimensdes. Todavia, de alguma forma, seja tomando-se as imersoes,
seja através de alguma reducgdo dimensional, estas quantidades definidas em dimensdes superiores
devem se reduzir aos valores de seus correspondentes em quatro dimensoes.

Os limites elétrico e magnético obtidos por Le Bellac e Lévy-Leblond em Ref.[2] sdo reproduzidos
neste formalismo em 5D quando se fixa convenientemente as densidades de carga e os potenciais
escalares. Antes, porém, é preciso fixar o ansatz que descreve a dependéncia do campo A, com
respeito & quinta coordenada. Neste caso, devido ao carater ndo massivo do campo A, o ansatz
utilizado ¢ A, = A, (¢',t), ou seja, o campo independe da quinta coordenada.

O limite magnético

O limite magnético é encontrado quando se toma ¢, = p. = 0 e as equacoes de campo encontradas

Sao

V- Em = Pm;

VxB =17

(3.12)

V-B =0,

V x Em = —(94B7
onde

B = VxA,
E, = —-V¢, —04A.

As leis de transformagio, considerando-se que rotacgoes nio sido aplicadas (Rz = 5;), para os

potenciais sao dadas por

A; = Ail(j)E:Oa
oy = [om— UiAz‘]¢€:0,
JU= pe=0"’
o = lpm=vid'],
o que implica:
E:n:[Em—i—va]d)E:O, B’:B¢E:0.

Perceba-se que tanto as equacgoes de campo, como as leis de transformacao, coindidem na sua

forma com os resultados de Lévy-Leblond. Como consequéncia, a andlise sobre a lei de conservagao
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da corrente procede de maneira analoga. E importante observar que a lei de transformacao para

G, ¢, = ¢ = 0, da consisténcia para as leis de transformagdo acima.

O limite elétrico

O limite elétrico é obtido fixando-se ¢,, = p,, = 0, de onde segue:

V-E. = Pe;
VxB =J+04E,
! (3.13)
V-B =0,
VxE., =0,
0=04(V-A+040¢), (3.14)
em que B é o mesmo do caso anterior e E, = —V¢,; as leis de transformacao aqui sdo

A; = Ai_vi¢ea

¢>’e = ¢ey
JU = g =,
ple = Pe
implicando em
E, = E., B'=B -v xE,.

Observa-se acima que os resultados obtidos por Le Bellac e Lévy-Leblond para o limite elétrico
sao completamente recuperados acima, tanto do ponto de vista das equagoes de campo, quanto do
ponto de vista das leis de transformacao. Desta forma, as consideragoes sobre a lei de conservacao
da corrente é igual ao discutido anteriormente. A unica diferenca que surge, ao comparar os
resultados acima com os de Le Bellac e Lévy-Leblond, refere-se a expressdo Eq.(3.14), a qual
sugere que o gauge de Lorenz seja fixado neste limite, V- A 4+ 040, = 0; em Ref.[2], ndo ha mengao
sobre a fixacao de gauge, uma vez que o foco da discussao dos autores recai mais sobre a andlise
dos campos E e B do que os potenciais vetores. E interessante observar que o gauge de Lorenz se
preserva sob transformagoes de Galilei

V' -A'+ 0,4, =V - A+ 0s¢e.
Um resultado que chama a atengdo e que ndo ¢é discutido em Ref.[7] é a lei de transformacao de
Pm:

. 1
/ % 2
¢m: |:_’UAZ+2’U ¢€ )
¢m=0
que néo preserva a sua forma, assim como pp,, pl, = [—v'J; + %vzpe]pmzo.
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A forca de Lorentz

A anélise sobre a forga de Lorentz nio é mencionada na Ref. [7], uma vez que o foco do trabalho é
em teoria de campos. Uma possivel generalizacao para a forca de Lorentz em 5D é feita a seguir.
Assuma-se que a forca de Lorentz possa ser escrita como

. / BeF (2) ], (),

em que .J, = (j s —Pms fﬁe) é um corrente de cargas que sofre a acdo do campo elétrico produzido
pela corrente J,, a qual compoe as equagoes de campo. Em termos dos campos elétricos, E., E,,,
e magnético, B, as componentes da forca sao

F

I
IS
w
8
"o
&
X
o)
—
8
S—
+
=
®
—~
8
S—
s
3
—~
8
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+
=
3
—
&
]l
o
&

F / &z [B, (@) - 3 (x) — duse (2) pe ()]

P / Bz [En () -3 (@) + 016e () P ()]

Limite magnético O limite magnético é obtido, além da fixacdo de ¢, = p. = 0, pela imposi¢ao

de p. = 0, o que conduz a

F = d*zJ (z) x B (z),
F* = /

07
o= / BB () T (2),

Perceba-se que as componentes triespaciais se reduzem & mesma expressao obtida por Le Bellac
e Lévy-Leblond para o limite magnético. A interpretacio das componentes F* e F° pode ser feita
pensando-se a for¢a como a varia¢do temporal do 5-momento, F* = %p“. Com isto em mente, F°
estaria associada & variacdo temporal da energia do sistema, enquanto F* representaria a variacio
temporal da massa do sistema, que neste limite seria considerada como sendo nula. Observe-se
ainda que, na expressao para a forca, o integrando é invariante sobre as transformagoes de Galilei,
resultado que segue imediatamente das leis de transformacio de J e de B.

Limite elétrico O limite elétrico é obtido a se escolher ¢,, = py, = pm = 0, de onde segue

F

/d?’(E [j (x) x B (1') +E, (.’E) Pe ((E)] )

F* = /d?’;v [Ec (z) - J () — 040 (%) pe ()],



Em principio, com esta forma, a expressdo para a for¢a se mantém com a mesma forma que a
forca de Lorentz usual e ndo corresponderia, portanto, ao resultado de Le Bellac e Lévy-Leblond.
Todavia, se a corrente J for pensada como uma quantidade associada a p,, pela expressao J = p,,, v,

entdo a escolha p,, = 0 implicaria J = 0, e af seguiria
F o= [ @B, @) ).

—/%@m@m@,
= 0.

B
~
Il

Neste caso, a expressao para a forca tornar-se-ia mais parecida, em forma, com aquela proposta
por Le Bellac e Lévy-Leblond, mas com o fato de que o campo elétrico presente na forca tem
o indice que identifica o regime magnético. Perceba-se que neste limite E,, (x) = —04A e, por-
tanto, ndo existiria forga eletrostatica. Para as outras componentes, seguindo a mesma linha de
raciocinio do caso anterior, para se interpretar as componentes F* e F°, a variacio temporal da
energia, F°, seria nula (adotando-se J = p,,v — 0), enquanto a variacio da massa, F*4, seria em
principio nao nula, conforme a expressao acima. Perceba-se que se p. nao variar no tempo, tem-se
F* = — [ d3204 [$e (z) pe (2)], 0 que permite interpretar a variacdo temporal da massa como uma
quantidade associada & variacdo temporal da energia eletrostatica - em certo sentido, a energia
eletrostatica estaria associada a uma “massa eletrostatica”.

Todavia, em nenhum dos casos considerados acima, obtém-se a forca do limite elétrico, como
considerado por Le Bellac e Lévy-Leblond. Isso seria obtido caso a forca no limite elétrico se

reduzisse, de alguma forma, a
P = [ B, (2) pe (x),
FH = / BrFrt (z) J' (z) = { F4 =0,
F5 =— [ x84 (z) pe () .

Neste caso as componentes triespaciais corresponderiam aquelas desejadas, enquanto a variacao
da densidade de massa seria nula e, para p. independente do tempo, a variacao da densidade de
energia seria dada pela variagdo da densidade de energia tipo eletrostatica, d4 [¢. (z) pe (z)]. Neste
caso, o integrando da expressdo da forga também é invariante sobre transformacgoes de Galilei,
como ocorre no limite magnético, mas de forma diferente do que ocorre quando do uso da outra

expressao.

O campo de Proca

Antes de se analisar o caso da Eletrodinamica de Podolsky é importante analisar o caso do campo
de Proca, como estudado em Ref.[7], cuja Lagrangiana é estendida em 5 dimensoes como

L =-%1 p"nwF,,F,,+kAA" +A,J"
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O campo e a corrente 5-dimensionais sdo A, = (A, —¢m, —¢Pe), Ju = (I, —pm, —pe) € F =
0uA, —0,A,, tensor este que satisfaz a identidade de Jacobi, 0,F},, + 0, F,, + 0, F,, = 0. Note-se
que em Ref.[7] ndo ha a presenca da corrente, a qual foi introduzida aqui, em vista da andlise que

serd conduzida mais adiante. A equacgdo de campo é dada por

O P + K2AY = —J",

a qual se reduz a
0, 0" A + K2AY = —Jv,

em virtude da condi¢ao de Lorenz, 0,A4* = 0, que segue da equagdo de campo, caso haja
conservacao da corrente J”. Por se tratar de um campo massivo, em analogia ao campo de
Schrédinger, o ansatz para a dependéncia do campo A, com z° foi escolhida em Ref.[7] como
sendo A, (z) = e‘imstu (2, x*). Com esta escolha, a equagdo de campo torna-se

(V2 4 2imdy) A” + K2A” = —J,

ou em termos das componentes,

(V2 +2imdy + k) A = -7,
(VQ + 22m(94 + k2) ¢e - *Pe,
(V2 + 21m54 + k2) Qs’m = —Pm-

A condigado de Lorenz é, em termos das componentes,
VA + 04 —imao,, =0.
E possivel se definir campos elétricos e magnético,
B=VxA,
E. =imA — Vo,
E, =-0,A -V,

e escrever as equacoes de campo em termos deste objetos. Estes resultados sao apresentados
em Ref.[7]. Para a analise que se pretende realizar adiante no caso de Podolsky, ¢ interessante
considerar as equagoes em termos das componentes do campo.

O limite magnético, em analogia ao caso do eletromagnetismo é obtido quando se considera

qbe =0, Pe = 0,
em que as equacoes de campo tornam-se simplesmente

(V?+2imds + k) A = -7,
(V2 + 2imds + k) ¢,

_pm7
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e a condicao de Lorenz é lida como
V-A—im¢o, =0.

No limite elétrico,
¢m =0, Pm = 0,
e neste caso,
(V*+2imdy + k) A = -7,
(v2 + 2im0, + k2) P = —pe,

VA+84¢6:0

3.2 A Eletrodinamica generalizada de Podolsky e seus limites

nao relativisticos

O estudo dos limites ndo relativisticos da Eletrodinamica generalizada de Podolsky sera feito de
acordo com o procedimento descrito acima, como no caso do campo eletromagnético. A La-
grangiana de Podolsky,

1
L= =S FuF" + J" A, = ap0,F'70,F,°, (3.15)

passa a ser considerada agora em 5 dimensdes, com as mesmas identificagdes do caso maxwelliano,
ie. Ay = (A, —bm, —¢¢), J = (I, —pm, —pe) e Fy = 0,4, — 0, A,. Recorde-se que ¢, e ¢
representam potenciais escalares e que p,, e p. descrevem densidades de carga elétrica. As equagoes
de campo obtidas a partir desta Lagrangiana sao:

J* = 8,F° + 2a% (V2 — 20,05) 8, F* = 0. (3.16)
Definam-se os campos
B=VxA, (3.17)
E. = —9;A — V¢, (3.18)
E, = —04A — V. (3.19)

Acima, B representa o campo magnético, enquanto E. e E,, serdo identificados como campos

elétricos. Perceba-se que aqui, diferentemente do caso de primeira ordem, o campo E, incorpora

5

a derivada de A com respeito a z° em sua definicao.
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As equagoes de campo Eq.(3.16) podem ser reescritas como

J—[1—2a}(V? = 20405)] [V x B=04E, — 8;E,,] = 0, (3.20)
pe — [1 = 2a} (V? = 20405)] [V - Ec — 05 (—04e + O5¢)] = 0, (3.21)
pm — [1 =203 (V? = 20405)] [V - Eyp + 04 (—0s¢pe + O561m)] = 0. (3.22)

para o = i, 4, 5, respectivamente.

O tensor F),, ainda deve satisfazer a identidade de Jacobi,
8aF;w + &/Fau + a/LFl/Oé = 0,

a qual pode ser reescrita em termos dos campos B, E,,, E., ¢, e ¢,

V-B=0. (3.23)

V xE,, +0,B=0, (3.24)

V x E.+0;B =0, (3.25)

V (=04¢e + O5¢m) + O5E,;, — 04E. = 0. (3.26)

A primeira das equacoes acima é a lei de Gauss magnética; a segunda é a lei de Faraday para
o campo elétrico E,,; a terceira ¢ uma lei do tipo Faraday para E. e a tltima nao possui analogo
nas leis de Maxwell. A titulo de completeza, a Lagrangiana de Podolsky pode ser também escrita

em termos dos campos elétricos e magnético e dos potenciais:

L=-%(B)’+Ep Ec+ § (—0aoe + 056m)” — a% [(V x B — 0B, — 04Ec)’
-2 (V : Ee - 85 (_84¢e + 85¢7n)) (v . E’m + 84 (_84¢e + 85¢m))] + (327)
+ (A -J - Pe¢m - pm¢e) .

3.2.1 O limite magnético

Como no caso do eletromagnetismo, o limite magnético é obtido quando se fixam

¢e = 0; Pe = 0. (328)

Com esta escolha, as equagoes de campo Eq.(3.20), Eq.(3.21), Eq.(3.22) tornam-se respectiva-
mente
J —[1—2a} (V? = 20405)] [V x B+ 0,105A — 85E,,] = 0, (3.29)

95 ([1—2a% (V? —20405)] [V - A + 05¢,,]) =0, (3.30)

106



Pm — [1 — 2&?3 (V2 - 28485)] [V B, + 8485¢m] =0. (331)

Havendo dependéncia do campo A, com a quinta coordenada, a segunda das equagoes sugere
uma fixacao de gauge. Ela seria a versao galileana do gauge generalizado de Lorenz, definido pela
primeira vez em Ref.[17]:

{1-2030} 9, A" =0 — {1 —2a} [V* = 20,05] } [V - A+ 056m],,_o = 0.

Nao havendo a dependéncia com z°, esta expressdo se tornaria uma identidade trivial. O mesmo
aconteceria com duas das identidades de Jacobi,

05 [-VxA+B]|=0, 05[Epn + Vo, +0s1A] =0.

Mas neste caso, mesmo havendo a dependéncia com z°, elas continuam sendo apenas trivialidades,
pois recuperam a definicdo de B e E,,,.

As outras duas identidades de Jacobi sdo a lei de Gauss magnética e a lei de Faraday:
V-B=0, VxE, +3dB=0.

Como era de esperar, por virem da identidade de Jacobi, estas duas expressoes sao as mesmas do
caso de primeira ordem.

Apenas para dar uma possivel interpretacao para o termo adicional advindo da teoria de Podol-
sky, considere-se o caso em que A, ndo depende da quinta coordenada. Neste caso, as equagoes
de campo e identidades de Jacobi nao triviais podem ser escritas como

V-B=0,

V><Em+84B:O,

VxH=1J,
VD = pm-
em que H =B -M M = 24%3V?’B e D,, = E,, + P,,, P,, = —2a%V?E,,, e tal que sob

uma transformacio de Galilei, H' = H e D], = [D,, + v x H|; _;. Estas expressoes sugerem a
identifica¢do dos termos de ordem superior, M e P,,, como uma magnetiza¢ao e uma polarizagao,
respectivamente. Desta forma, do ponto de vista de uma teoria classica, a Eletrodinamica de
Podolsky pode ser util para descrever, por exemplo, os campos elétrico e magnético dentro de
materiais nao homogéneos. Escritas em termos destes objetos, estas equacgoes possuem a mesma
forma daquelas do caso de primeira ordem, ficando assim imediato verificar, por exemplo, que
V -J = 0. Assim, a corrente neste limite ndo pode ser associada a um transporte de cargas,
como no caso de Le Bellac e Lévy-Leblond. A anélise da forca de Lorentz, neste caso em que os

campos independem de z°, é a mesma do que a estudada no limite magnético em 5D, uma vez
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que a prescricdo de acoplamento minimo permanece a mesma do caso de primeira ordem [18] -
como pode ser visto no outro capitulo, a teoria depende da derivada segunda apenas no campo de
gauge - ou seja, apenas a forca magnética, F = [ d®xJ (z) x B (z), contribui efetivamente para o
movimento de particulas neste campo.

Retornando ao caso geral (em que A,, pode em principio depender de x%), é possivel se reescrever
as equagoes de campo Eq.(3.29) e (3.31) em termos dos potenciais, as quais, sob a condigdo

generalizada de Lorenz (como sugerido por Eq.(3.30)), se tornam

[1 — 2(112) (V2 — 26435)] (*Vz + 23435) A[L (z) = jﬁ (),
onde a seguinte notagio foi adotada: Ay (z) = (A (z),—dm (), Ja(z) = (I (), —pm (), i =
1,..,4. E possivel obter, por exemplo por transformadas de Fourier, uma solucio para 151,1 (z), a

qual é dada por

It 7 —ip(x— 1 1
Ap(z) = / d®yJz (y) / dPpe~PE=Y) ( —~ :

2
P* — 2paps) ﬁ +(p? - 2]?4275)}

emquep(z—y) =p,(a* —y*), p=1,...,5. Nesta expressdo constata-se que a solu¢do é separada

em duas partes distintas,

~ “(NM “(M
Ap (@) = AN (@) - A7 (@),
@) = [ e w6 @),
AN @) = [ @i )6 @),
em que
M —in(z— 1
GO (w—y) = [ dopeirte 7
[p2 — 2paps + ﬁ}
. 1
Ggr]LVM) r—y) = /dspeﬂp(zfy) —
( ) (P? — 2paps)
sao fun¢oes de Green. Perceba-se que GSnM) (x—y)e G%VM) (z — y) coincidem com as fungdes de
Green dos operadores OM = — (V2 — 28485) + ﬁ e ONM = — (V2 - 28485), respectivamente,
i.e.

OuGID (@ —y)=6(x—y),
OANMG%VM)@—ZJ):M?U—Z/)-

A versdo relativistica de Oy (O ~NM ), obtida pela transformagio do tipo cone de luz, Eq.(3.6), seria

um operador para um campo massivo (ndo massivo), com massa m? = 5 (m? = 0). Neste sentido
P
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afirma-se que, na versao galileana da teoria de Podolsky, a solu¢do também se separa em um modo
. ~ . M . ~ ~
‘massivo’ e um ’'nao massivo’. No caso de G( ) (z —y), esta seria a funcdo de Green da versao

galileana do campo de Proca, como analisada em Ref.|7|, com a identificacio k? = no limite

1
Qaﬁ, ’
- NM . ~ .
magnético. Por outro lado, ng ) (x — y) seria a func¢do de Green do campo eletromagnético no
limite magnético, como em Ref.[7], caso fosse considerada a dependéncia do campo com respeito a

Is.
Em funcao desta separacao em dois modos, um ansatz interessante para o campo seria

A (2%, 2%, 2%) = AELNM) (z*,2") — e*imIsfif}M) (z',2%),

em que o modo 'ndo massivo’ teria a dependéncia com a quinta coordenada igual ao do campo
eletromagnético, e a dependéncia com z° do modo 'massivo’ seria a mesma proposta para o campo
de Proca, ambos os ansatz retirados de Ref.[7]. Neste caso, esperar-se-ia que cada um dos modos

satisfizesse
~VZANM = J; (w), (3.32)
1 —ima® § 7 T
52 — (V2 +2imdy) | e A (2, 2%) = J; (x) . (3.33)

Perceba-se, todavia, que na primeira equacio, a corrente ndo deve depender de z°, por consisténcia
com o fato de que A,gNM) = AELNM) (:L‘i,{LA), enquanto que na segunda expressao, a dependéncia
de J; com z° deve ser da forma Jj; () = e—ima® Jz (z%,2%). Ainda, a titulo de completeza, note-se
que se 0 modo 'ndo massivo’ satisfizer a condigdo Eq.(3.32), entdo o modo 'massivo’ iria satisfazer
a equacao

(V2 + im20,) — (V2 4 im20y) | e " AN = w2,

— (M)
2a§ H

M)

S . . ~ F(NM) . . .
Revertendo-se o raciocinio se 0 modo 'massivo’ satisfizesse Eq.(3.33), ent&o A,(1 iria satisfazer

— (12292 V2AMM) = [1 4 242 (V2 — 20,05)] Ji ().

O desenvolvimento acima mostra que a escolha de ansdtze diferenciados para os modos 'massivo’ e
'nao massivo’, como conhecidos na literatura, ndo conduz a equagoes consistentes com a separagao
da solucao nos modos massivo e nao massivo.

Para completar a andlise, se o ansatz para dependéncia com z° for

flﬂ (xi,x4,x5) = g~ ima’ [A(NM ( ¢ ) A(M) (x x )}7 (3.34)

M)

M) A
Aﬂ e Aﬁ

entao satisfazem as equacoes

efim:r5 (_V2 — 2im84) AE;NM) = jﬂ (z),

1

2a2 —(V?+ 21m84)] *imxf)/i/gM) (2%, 2") = Jz (2).
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Note-se que flflM) satisfaz uma equagao do tipo Proca, como estudado em Ref.[7], enquanto A;NM)

obedece a uma equagdo do tipo Schrédinger ndo homogeénea para particula livre. Portanto, com
este ansatz, AELNM) nao satisfaz a mesma equacao obtida para o campo eletromagnético. Neste
caso, a dependeéncia de J; com z° deve ser da forma J; (z) = e‘imrsjg (z',x%), sendo esta uma
solucao consistente nas duas equagoes.

3.2.2 O limite elétrico

O limite elétrico é obtido quando se faz as mesmas restri¢des do caso de primeira ordem, ou seja,
quando se toma

As equagoes de campo Eqs.(3.20), (3.21) e (3.22) sao reduzidas a

J —[1—2a} (V? = 20405)] [V x B — 4E. + 0,05A] = 0, (3.35)
pe — [1 —2a} (V? = 20,05)] [V - E¢ + 05040.] = 0, (3.36)
- [1 — 203:) (V2 - 264(95)] [—84V A — 8484¢e] =0. (337)

Perceba-se que o campo E,, foi substituido por —9;A. As identidades de Jacobi nao triviais
tornam-se

~04 [Ec + V. +05A] =0, 94[-V x A+B] =0,
VXxE,+3:B=0, V-B=0.

Note-se que as duas primeiras identidades nada mais sao do que as definicoes de E, e B, enquanto
as outras duas fornecem uma equacao do tipo lei de Faraday, com a derivada temporal substituida
pela derivada com respeito & quinta coordenada, e a lei de Gauss magnética. A Eq.(3.37), por

outro lado, sugere a fixacdo do gauge generalizado de Lorenz, na versao galileana:
{1 - 2&%3 [Vz — 28485}} [V A+ 64¢e] =0.

Como no limite anterior, considere-se o caso em que o campo de gauge nio depende de z°. As
equagoes de campo e identidades de Jacobi tornam-se

V-B=0,
V x E, =0,
VxH-04D,=1J,
VD, = pe,
em que H=B-M, M =23a%2V?Be D, =E, +P,, P, = —2a%4V2E,, com leis de transformagao

dadas por HH = H—v x D, e D, = D,.. Como estudado no outro limite, os termos de ordem
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superior, M e P, podem ser entendidos como sendo uma magnetizagao e uma polarizacao. Também
como antes, as equagoes possuem a mesma forma do caso de primeira ordem. Destas equagdes

seguem a conservacgao local da corrente,
V-J+ (94/7@ =0,

e J pode aqui ser associada a um transporte de carga, como no caso de primeira ordem. A
forca de Lorentz, para campos independentes de z°, contribui apenas com o termo elétrico, F =
[ d*zE,, (z) pe (z), se assumida a hipotese de que a corrente que sofre a agdo dos campos for
composta por cargas do tipo p,,, de maneira idéntica ao caso de primeira ordem. Essa hipdtese
sobre a relacao entre a corrente e p,, pode ser ignorada, caso seja adotada a outra expressao para
a forca no limite elétrico, F = [ d*2E, () pe (z).

Retornando ao caso geral, em func¢io da fixacdo do gauge generalizado de Lorenz, as equagoes

de movimento podem ser escritas apenas em termo das componentes do potencial de gauge,

[1— 202 (V2 = 20,05)] (V2 + 20405) Ay = J; (x),

em que /Al,l () = (A(x),—¢e (x)) e JAﬂ () = (I (x),—pe (z)) (1 =1,..,4). Como no caso anterior,
a solucao separa-se em duas partes

Ap(z) = AN (2) - ADD (),
AM (@) = /d5yj,z () GAY (z —y),
AT (2) = / dyJa (y) GO (@ —y),

em que G (x—y)e GINM) (z — y) s@o definidos como no limite magnético, sendo estes objetos
as fungoes de Green dos operadores O e Oy M, como definidos anteriormente. De forma anéloga
ao visto anteriormente, pode-se dizer que a solugao também possui um modo ’massivo’ e outro
'nao massivo’. Como a equacao acima possui a mesma forma que a do caso magnético, a anélise
de diferentes ansdtze conduz as mesmas conclusoes obtidas no limite magnético, quais sejam de
que a escolha de diferentes ansdtze para os modos 'massivo’ e 'ndo massivo’ nao leva a equacoes
condizentes com a definicdo destes modos; por outro lado, adotando-se um ansatz para flﬂ (z)
semelhante aquele de Eq.(3.34), concluir-se-ia que o modo 'massivo’ satisfaz uma equagao do tipo
Proca, enquanto o modo nao massivo satisfaria uma equacao do tipo Schrédinger nao homogénea.
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Capitulo 4

Conclusoes

No primeiro capitulo foi visto como o procedimento de Utiyama pode ser estendido para sistemas
cujas Lagrangianas dependam da derivada segunda do campo de gauge. Foi verificado que a
dependéncia da Lagrangiana com o campo de gauge e suas derivadas deve ocorrer apenas através
dos tensores F'j oy
covariante de F'j;,, e satisfaz a identidade de Jacobi. Ambos os tensores sdo objetos covariantes pelo

j& conhecido do caso de primeira ordem, e G o qual esta associado a derivada
grupo de gauge. A partir da hipotese de invaridncia da Lagrangiana total, formada pelo campo de
matéria em interacao com o campo de gauge, foi possivel obter duas correntes distintas. A primeira
delas, definida como a variacdo da Lagrangiana total com respeito ao campo de gauge, como
proposto por Utiyama para o caso de primeira ordem, leva a uma quantidade que é quasiconservada
(no sentido de que o divergente desta corrente iguala-se a um divergente). A segunda corrente,
definida como a derivada funcional de primeira ordem da Lagrangiana total com respeito ao campo
de gauge, trata-se de fato de uma corrente conservada e caracteriza-se pela presenca de termos
topoldgicos, i.e. vetores que sao os divergentes de tensores antissimétricos e que possuem, portanto,
divergente nulo. Como estudos de caso, verificou-se que a Lagrangiana AAB para o grupo SU (N),
proposta no estudo do regime infravermelho da QCD, satisfaz os requisitos de uma teoria de
gauge de segunda ordem, assim como a Eletrodinamica generalizada de Podolsky - grupo U (1).
Esta ultima em particular ainda possui uma caracteristica importante: todas as Lagrangianas
que diferem da Lagrangiana de Maxwell por um termo quadratico no tensor G,,, se reduz &
Lagrangiana de Podolsky, a menos de um termo de superficie. Ou seja, a Eletrodinadmica de
Podolsky ¢ de fato a tnica extensao de segunda ordem do eletromagnetismo que preserva o carater
linear das equagdes de campo. Em particular, o procedimento construido para o caso de segunda
ordem da indicios de como fazer a generalizagdo para sistemas com derivadas de ordem superior.

A estrutura de gauge em segunda ordem foi aplicada também para o caso do grupo de Lorentz.
A geometrizagdo da teoria mostra que o tensor F' é mapeado no tensor de curvatura de Riemann,
resultado ja conhecido do caso de primeira ordem, enquanto o tensor G' é mapeado na derivada
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covariante, por transformacoes gerais de coordenadas do espaco-tempo, do tensor de curvatura.
A construcao de invariantes de ordem no maximo quadratica no tensor de curvatura e quadréatica
na derivada covariante da curvatura, i.e. invariantes tipo (R)® e (§R)” (mas ndo RR), mostra
que existem apenas sete combinacoes independentes. Como aplicagao desta estrutura, um destes
invariantes foi escolhido para se somar & Lagrangiana de Einstein-Hilbert, na presenca de um campo
de matéria, a partir da qual as equagoes de campo forma obtidas. Para estas equagoes verificou-se
que os termos de ordem superior ainda corroboram com a conservagao do tensor energia-momento.
Uma solucao para o caso estético e isotropico foi obtida na aproximacao linear, mostrando que
a lei de Newton é obtida para distancias curtas, o qual passa a ser modificado pela adicao de
outros termos em escala de distancias intermediarias. A magnitude destas distancias é dada pelas
constantes de integragao obtidas no processo de resolucao das equacgoes de campo e sao quantidades
que podem ser determinadas experimentalmente.

No contexto de teorias de segunda ordem como teorias efetivas, a fixacdo dos parametros
introduzidos na Lagrangiana, multiplicando os termos considerados “efetivos” - no caso, aqueles
que envolvem as derivadas segundas do campo de gauge - deve ser feita por ajustes a dados
experimentais obtidos na escala de energia em que a teoria efetiva tem validade. Essa fixacao de
parametros foi feita para o caso da Eletrodindmica de Podolsky, supondo-se que ela seria valida
em diferentes escalas de energia. Devido ao fato da constante a de Podolsky estar associada a
uma massa de um modo massivo do foton, a estimativa desta massa também pode ser realizada.
Enfatize-se, todavia, o fato de que esta massa nao deve ser interpretada como sendo uma massa de
repouso do foton, mas como caracterizando a escala de energia em que a teoria se torna relevante.
A primeira estimativa para o parametro a foi feita para o caso eletrostatico gerado por um elétron,
em que a carga foi obtida a partir da integracio da componente J° da corrente conservada. Para
tanto admitiu-se que exista um corte natural da ordem do comprimento de onda Compton para a
regido de integragdo do termo proveniente do termo de Podolsky. Sem essa hipotese, a carga efetiva
obtida seria uma renormalizacao da carga do elétron e. Com ela, foi possivel vincular a constante a
a partir da incerteza experimental da carga do elétron, levando a um valor a = 1,105868 617 (14) x
1071t em, que corresponde a uma massa para o modo massivo m = 3,18091340(16) x 10~ 30kg =
1,784 36172 (92) eV

Na segunda proposta de se vincular a constante a, um experimento fazendo uso de um inter-

ferometro de ions foi sugerido, em que adotou-se a hipétese de que a eletrodindmica de Podolsky
deveria ser uma pequena perturbacgao a teoria de Maxwell, i.e. a deve ser pequeno. Com os dados
disponiveis na literatura sobre o experimento, o menor valor possivel de deteccdo para a foi de
0,033 cm, o que corresponde a uma massa m;CS+ < 1,06 x 10739 kg = 5,98 x 10~* ec—‘{ Note-se
que este valor de a inicialmente contraria a hipotese adotada de que a eletrodinamica de Podolsky
deveria ser uma perturbacado da teoria de Maxwell, pois ha diversos experimentos nesta escala de
comprimento que inviabilizam um valor de a desta magnitude. Embora do ponto de vista da for-

mulacdo do experimento, seja possivel estimar valores para a, verifica-se, de maneira quantitativa,
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a inadequabilidade deste experimento para a medicao da teoria de Podolsky.

Uma terceira forma de se avaliar a magnitude de a, analisou-se, utilizando teoria de perturbagao
em Mecanica Quantica, qual seria a influéncia do potencial de eletrostatico de Podolsky na energia
do estado fundamental do a&tomo de Hidrogénio. A partir da incerteza experimental da energia
deste estado, avaliou-se a constante como sendo a < 5,56 fm, ou, em termos de massa, m, >
6,33 x 1072 kg = 35,51 MV

c2

E importante observar-se que, se a teoria de Podolsky tivesse validade nas trés escalas de
energia consideradas, ela ji poderia ser descartada, uma vez que os dois ultimos resultados sao
mutuamente excludentes, i.e. a > 0,033 cm e a < 5,56 fm. Isso realmente reforca o fato da teoria
ter que ser considerada no contexto de uma teoria efetiva. Em particular, se esta teoria deve surgir
como uma perturbagao da teoria de Maxwell, entao devido & pequena magnitude que o parametro
a deve ter, espera-se que ela seja mensuravel em escalas de energia alta - como visto, a massa do
modo massivo é proporcional ao inverso de a e, portanto, um a pequeno implica em uma massa
grande.

Na segunda parte desta tese, analisou-se regimes nao relativisticos, chamados de limite elétrico
e magnético, da Eletrodindmica de Podolsky utilizando-se o formalismo galileano em 5 dimen-
soes. Inicialmente, com o intuito de se completar o estudo 5 dimensional dos limites nao rela-
tivisticos da teoria de Maxwell, foi apresentada uma forma covariante para a forca de Lorentz,
sendo este um resultado ndo apresentado anteriormente na literatura. A primeira sugestao, F'* =
fd?’acF‘“’ (x) J, (z), apresenta bons resultados para o limite magnético, recuperando a expressio
proposta por Le Bellac e Lévy-Leblond. Todavia, para o estudo do limite elétrico, esta expressao
falha ao nao apresentar uma forma consistente para o caso eletrostatico. Para se obter uma ex-
pressao que recuperasse os resultados de Le Bellac e Lévy-Leblond, uma outra expressao para
a forca, dada por F* = [ d3xFr* (z) J* (z), foi proposta, apenas para o limite elétrico. Desta
forma, ainda fica pendente encontrar uma expressao Unica que possa recuperar os dois limites
simultaneamente.

Feito isso, conduziu-se a andlise dos limites magnético e elétrico da Eletrodinamica de Podolsky.
Inicialmente, em cada um dos limites analisados, considerou-se o ansatz em que os campos nao
dependem da quinta coordenada. Neste caso, verificou-se que os objetos de ordem superior nas
equagoes de campo provenientes do termo de Podolsky poderiam ser interpretados como magne-
tizacao e polarizacao, em ambos os limites. Este tipo de interpretacdo mostra como a teoria de
Podolsky pode ser utilizada para a descricao de campos dentro materiais com propriedades pecu-
liares. Com esta proposta, as equagoes de campo apresentaram-se em uma forma completamente
similar ao do caso da teoria de Maxwell.

Em seguida, retornando as equacoes de campo, sem se considerar um ansatz especifico, verificou-
se que a solucao para os campos, tanto no limite elétrico, como no limite magnético, se separam
em duas partes, identificadas como modos 'massivo’ e 'ndo massivo’, de modo semelhante ao que

ocorre no caso relativistico - o modo 'massivo’ possui uma fun¢do de Green que é idéntica aquela

116



do campo de Proca, enquanto a do modo 'nao massivo’ é a mesma do campo eletromagnético, caso
neste tltimo a dependéncia com z° nio fosse ignorada. A partir desta separacio em dois modos,
verificou-se que a proposta de um ansatz, em que o modo nao massivo’ é independente de x° (em
analogia ao ansatz do campo eletromagnético) e o modo 'massivo’ satisfaz a mesma dependéncia
com z° que o campo de Proca, ¢ inconsistente com as defini¢cdes destes modos. Concluiu-se, assim,
que, apesar da separacao em dois modos sugerir que o modo 'nao massivo’ seja independente de
2° e que o modo 'massivo’ satisfaca o ansatz de Proca, ndo é possivel expressdes consistentes para
ambos os modos - se um deles satisfaz a expressao adequada, o outro nao satisfara. Esta andlise
vale em ambos os limites e cabe ressaltar que este é um problema obtido com os ansdtze ja pro-
postos na literatura, os quais foram considerados para analise aqui. Por fim, verificou-se que, a se
adotar o ansatz de Proca para ambos os modos, o modo ’'massivo’ satisfaz uma equacao do tipo
Proca, enquanto o modo 'nao massivo’ satisfaz uma equagao do tipo Schrédinger ndo homogénea
para particula livre.

Durante todo o desenvolvimento apresentado aqui, a Eletrodinamica de Podolsky foi constan-
temente revisitada, desde a proposta da estrutura geral de uma teoria de segunda ordem no campo
de gauge, como na anélise de como se vincular uma teoria efetiva de segunda ordem e no estudo
dos regimes nao relativisticos no formalismo galileano em 5 dimensoes. Esta escolha pela teoria de
Podolsky se justifica, uma vez que esta € a teoria de gauge mais simples que se pode construir, e que
ainda preserva o carater linear das equagoes de campo. A partir da compreensao desta estrutura é
possivel imaginar a andlise de casos mais complicados, como seria o caso das teorias nao abelianas.
Dentre as possibilidades abertas aqui, destacam-se a aplicacao do formalismo galileano para casos
nao abelianos, como uma versao nao abeliana da teoria de Podolsky, em que ja ha evidéncias de
que a mesma pode ser utilizada para explicar a existéncia de potenciais confinantes em pequenas
distancias - estes potenciais sao utilizados em Fisica Nuclear, mas geralmente sao introduzidos
de forma ad hoc. Outra possibilidade, j4 em investigagdo, é a aplicagdo do formalismo galileano
em gravitagdo. Destaca-se ainda a possibilidade de investigacao da estrutura de vinculos de sis-
temas de ordem superior, visando a quantizacao da teoria, usando, por exemplo, o formalismo de
Hamilton-Jacobi.

Um caso nao abeliano foi considerado aqui, qual seja o do campo gravitacional, em que a
solucao para o regime linear das equagoes para 0 caso estatico e isotrépico foi analisado. Como
futura aplicacao deste desenvolvimento, ja estd em andamento a analise de uma solucao do tipo
Friedmann-Robertson-Walker, bem como a procura por modos massivos na teoria gravitacional
que preservem a invariincia de gauge da teoria, em analogia ao que foi visto em Podolsky.
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