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Resumo

Neste trabalho foram estudados aspectos clássicos e semiclássicos de teorias
de segunda ordem. Primeiramente foi feita a formulação da teoria de gauge
para sistemas em que a Lagrangiana do campo de gauge depende de suas com-
ponentes e de suas derivadas primeira e segunda e aplicações desta estrutura
para os casos U(1) - a eletrodinâmica generalizada de Podolsky - e SU(N) - La-
grangiana efetiva de Alekseev, Abuzov e Baikov. O uso desta estrutura para o
caso do grupo de Lorentz SO(3, 1) foi feito em separado e uma análise da solução
estática e isotrópica no regime linear foi conduzida para um caso particular. Na
sequência, analisou-se como a teoria de Podolsky poderia ser vinculada de três
maneiras distintas, a partir de dados experimentais disponíveis na literatura.
Finalmente, estudou-se regimes não relativísticos da eletrodinâmica de Podol-
sky, utilizando-se o formalismo galileano em 5 dimensões. Os limites elétrico e
magnético da teoria foram analisados.

Palavras Chaves: Teoria de gauge, Teorias de Segunda Ordem na Derivada,
Gravitação, Eletrodinâmica Generalizada de Podolsky, Covariância Galileana.

Áreas do conhecimento: Teoria de Campos, Gravitação.
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Abstract

In this work, classical and semiclassical aspects of second order theories were
analyzed. First the formulation of a gauge theory for systems whose Lagrangian
for the gauge �eld depends on the �eld itself and its �rst and second derivatives
was proposed. Applications of this structure for the U(1) group - Podolsky gen-
eralized electrodynamics - and for SU(N) - Alekseev, Abuzov e Baikov e�ective
Lagrangian - were made. The Lorentz group SO(3, 1) was also analyzed and
an isotropic and static solution in linear approximation was obtained for a par-
ticular case. Next it was analyzed how Podolsky theory could be constrained
in three di�erent ways using experimental data available on the literature. Fi-
nally the non-relativistic limits of Podolsky electrodynamics were analyzed on
the 5-dimensional galilean formalism. The electric and magnetic limits were
obtained.
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Capítulo 1

Introdução

É comum se dizer que os dois pilares da Física Moderna desenvolvida ao longo do século XX são a

Teoria Quântica de Campos (TQC) e a Relatividade Geral (RG). A primeira descreve com bastante

propriedade a Física em escalas microscópicas, desde seus constituintes mais elementares e suas

interações, sendo um dos grandes sucessos o Modelo Padrão da Física de Partículas Elementares.

A segunda, sendo uma teoria de gravitação, descreve bem os fenômenos em escalas macroscópicas,

dando conta de fenômenos que ocorrem em dimensões da ordem de centímetros a escalas cósmicas,

sendo o Modelo Padrão da Cosmologia um do grandes frutos desta teoria. Tanto a TQC, quanto

a RG, tiveram seus desenvolvimentos associados ao estudo de um outro conceito, que se tornou

paradigma da Física do século XX: Simetria.

Duas simetrias normalmente correm por trás de uma teoria de campos. Uma é a simetria do

grupo cinemático, que diz respeito à simetria do espaço-tempo em que o sistema físico é considerado,

sendo este último normalmente descrito por campos que sejam representações irredutíveis do grupo

cinemático [1]. Esta simetria geralmente é su�ciente para descrever campos livres, sem interação

com outros campos, como por exemplo o campo de Dirac, Proca, Klein-Gordon, sem interação

com campos como o eletromagnético, gravitacional, etc..

Ao longo do século XX, a construção das teorias de campos foi feita com o grupo de Lorentz

sendo o grupo cinemático na grande maioria das vezes. Esta escolha se justi�ca uma vez que

a simetria de Lorentz é aquela que descreve adequadamente sistemas em regimes relativísticos;

deve-se considerar ainda que, com esta simetria, é possível também se analisar os regimes não

relativísticos, o que normalmente é feito quando se considera o limite c→∞. Foi apenas em 1967

[1], cerca de 60 anos depois que a Relatividade Restrita havia sido apresentada por Einstein, que

o questionamento sobre esta prescrição para o estudo de regimes não relativísticos (i.e. c → ∞)

foi feita por Lévy-Leblond. Em sua opinião, a forma adequada de estudar estes regimes deveriam

levar em conta a simetria de Galilei como o grupo cinemático no lugar da simetria de Lorentz. Em

[1] Lévy-Leblond mostrou, por exemplo, que é possível descrever um campo de Dirac com simetria
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de Galilei (levando ao questionamento sobre o spin ser uma propriedade puramente re

lativística) e mais tarde, em 1973 [2], em um trabalho com Le Bellac, veri�cou que existem dois

limites não relativísticos para o eletromagnetismo contemplando a simetria de Galilei. Estes lim-

ites foram chamados de limite elétrico e limite magnético e se caracterizam pelas dominâncias

dos efeitos elétrico e magnético, respectivamente. Estes trabalhos abriram caminho para novos

desenvolvimentos, em particular para o estudo da simetria de Galilei em 5 dimensões, como os tra-

balhos desenvolvidos por Takahashi [3, 4] na década de 1980, recuperando uma idéia já proposta

pelo menos 20 anos antes [5]. Este formalismo galileano em 5 dimensões possui uma característica

interessante, que consiste em apresentar uma estrutura covariante para as equações, as quais se

assemelham muito em forma àquela obtida no caso lorentziano. Esta semelhança permitiu a con-

strução de um algoritmo para o estudo de regimes não relativísticos de diversos sistemas físicos, a

partir das equações nas suas formas relativísticas [6, 7].

A simetria do grupo cinemático, seja ela a do grupo de Lorentz ou Galilei, seja em 4 ou 5 di-

mensões, no entanto, não é su�ciente para descrever sistemas em interação com um campo externo,

como, por exemplo, a interação de um campo escalar complexo com um campo eletromagnético.

Para isso, um outro grupo de simetria é necessário: o grupo de simetria de calibre, ou simetria

de gauge. As teorias de gauge foram um dos tópicos mais importantes para o desenvolvimento

da Física Moderna no século XX. Sua construção teve início com trabalhos de Weyl [8], quem,

inspirado pelos trabalhos de Einstein em Relatividade Geral, acreditava que a interação eletro-

magnética estaria associada à substituição de uma simetria de fase global por uma local. A forma

�nal para a teoria de gauge [9] foi apresentada por Utiyama [10], quase 30 anos depois do trabalho

de Weyl, e incorporava os dois casos de teoria de gauge conhecidos à época, quais sejam a teoria de

Maxwell e a de Yang-Mills [11], e ainda apresentava a gravitação na forma de uma teoria de gauge.

Esta última, por sua vez, possui uma característica interessante: une em uma mesma estrutura as

simetrias do grupo cinemático e de interação.

É interessante perceber que as teorias de grande reconhecimento na comunidade cientí�ca são

aquelas construídas com Lagrangianas de primeira ordem na derivada dos campos envolvidos1.

Isto possui suas razões, pois teorias cujas Lagrangianas são de ordem superior apresentam sérios

problemas, dentre os quais se destacam a não unitariedade da teoria e a presença de estados

fantasmas com norma negativa [13]. Por outro lado, boas propridades destas teorias também foram

obtidas, o que ainda motiva o seu estudo hoje em dia - veja referências em [14]. O que é importante

atentar é que a escolha por Lagrangianas de primeira ordem não são amparadas/motivadas por

argumentos de simetria, ou seja, é possível construir teorias com derivadas de ordem superior que

preservem as simetrias sobre o grupo cinemático e o grupo de interação.

Teorias de ordem superior possuem seu interesse em Física, particularmente do ponto de vista

1A Relatividade Geral é uma excessão, no sentido de que a Lagrangiana depende de termos de segunda derivada

do tensor métrico; todavia estes termos podem ser agrupados na forma de um termo de superfície - a chamada

Lagrangiana "Gama-Gama" [12], de forma que as equações de campo continuam sendo de segunda ordem.
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de teorias efetivas, que são aquelas que exploram a existência de escalas em sistemas físicos [15].

São teorias que servem para descrever um determinado sistema em uma dada escala de ener-

gia/comprimento/momento. Este tipo de construção geralmente não é adequado para descrever

o sistema em qualquer situação. Considere-se um exemplo retirado de Ref.[16] para ilustrar esta

situação, qual seja o de dois corpos interagindo gravitacionalmente, sendo um dos corpos muito

maior do que o segundo - e.g. uma maçã interagindo gravitacionalmente com a Terra, em sua

superfície. Para escalas de distâncias que variam muito pouco, comparadas ao raio da Terra, um

potencial gravitacional que mostra-se bastante adequado para descrever o movimento desta maçã

é dado por

Veff = mgh, (1.1)

em que m é a massa da maçã, h é a altura com respeito à superfície terrestre e g é aceleração da

gravidade, sendo esta uma quantidade que pode ser determinada experimentalmente. À medida

em que h começa a tomar valores cada vez maiores, o potencial acima precisa ser corrigido, por

exemplo pela soma de um termo do tipo

Veff = mgh−mgR h2

R2
, (1.2)

em que R é o raio da Terra. É sabido que o potencial mais fundamental para descrever esta situação

é aquele dado pelo potencial newtoniano,

V = −m GM

h+R
, (1.3)

em que M é a massa da Terra e G a constante universal da gravitação. Porém, os potenciais de

Eq.(1.1) e Eq. (1.2) acima descrevem com boa exatidão diversos casos e podem facilitar muito a

descrição do sistema. Na verdade, dependendo dos valores de M e R (aqui não mais para o caso

da Terra, mas para algum outro corpo celeste), o potencial dado por Eq.(1.3) ainda poderia ser

visto como um potencial efetivo, em que a teoria mais fundamental seria a Relatividade Geral.

É em contextos como o do exemplo acima que as teorias de ordem superior possuem interesse,

ou seja, problemas em que existem escalas de energia bem de�nidas. Nestes casos, os problemas

já citados, como a não unitariedade da teoria, não possuem tanta relevância como para uma

teoria fundamental, uma vez que elas não seriam adequadas para descrever todo o espectro de

energia, mas apenas parte dele. O interesse neste trabalho está voltado para as teorias cujas

Lagrangianas dependem da segunda derivada do campo, e em particular para as Lagrangianas

que descrevem o campo de gauge. Exemplos deste caso são encontrados na literatura, dentre

os quais destacam-se a Lagrangiana efetiva de Alekseev, Arbuzov e Baikov [17], que descrevem

o regime infravermelho do glúon na QCD, as teorias de gravitação do tipo R2, motivadas pela

não renormalizabilidade da Relatividade Geral (no contexto da quantização da teoria) [18], e a

Eletrodinâmica Generalizada de Podolsky [19], que foi proposta como uma forma para se controlar

as divergências ultravioletas do eletromagnetismo, em uma época em que a renormalização ainda
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não era um procedimento estabelecido em teoria de campos, entre outras [20]. A Eletrodinâmica

de Podolsky possui particular interesse aqui, por ser a teoria de segunda ordem no campo de gauge

mais simples que pode ser construída e a que mais possui mais resultados conhecidos [14, 21] e,

por esta razão, será revisitada nos diferentes estudos realizados aqui.

A intenção aqui é explorar aspectos relacionados às simetrias do grupo cinemático e do grupo

de gauge para teorias de segunda ordem, focando aplicações como teorias efetivas. Na primeira

parte desta tese será feita uma revisão da teoria de gauge para o caso em que a Lagrangiana

do campo de gauge depende apenas da derivada de primeira ordem deste, como estudado por

Utiyama. Em seguida, será apresentada a generalização desta estrututra para o caso de uma

teoria de segunda ordem no campo de gauge. Como exemplos, a Eletrodinâmica de Podolsky e a

Lagrangiana de Alekseev, Arbuzov e Baikov serão analisadas, com o intuito de se veri�car se elas

atendem os requisitos de teorias de gauge. Na sequência, considerar-se-á a aplicação desta estrutura

de segunda ordem para o grupo de Lorentz homogêneo, no estudo do campo gravitacional, que é

o caso em que a simetria do grupo cinemático e a do grupo de interação se interligam. Neste caso

serão analisadas algumas Lagrangianas invariantes de gauge e dentre elas, uma será escolhida como

estudo de caso - as equações de campo serão obtidas e obter-se-á uma solução para o regime linear

no caso estático e isotrópico. Um dos problemas das teorias efetivas é determinar as constantes

introduzidas nos termos efetivos que, essencialmente, determinam as escalas de energia de validade

da teoria. Isso normalmente é feito por ajustes a dados experimentais [16]. Na sequência do estudo

do campo gravitacional, serão analisadas três formas diferentes de vincular a constante de Podolsky

a partir de dados experimentais.

Na segunda parte desta tese, a intenção é estudar regimes não relativísticos da Eletrodinâmica

de Podolsky, não pela prescrição usual de se tomar o limite c → ∞, mas pela mudança do grupo

cinemático, do grupo de Lorentz para o grupo de Galilei. O formalismo galileano em 5 dimensões

será então introduzido e, para efeito de comparação, os resultados de Le Bellac e Lévy-Leblond para

os limites não relativísticos do eletromagnetismo em 4 dimensões [2] e os resultados equivalentes

obtidos no formalismo em 5 dimensões [7] também serão apresentados, os quais servirão de guia

para o estudo do caso de Podolsky.

Por �m, serão apresentadas as conclusões e as perspectivas de futuros desenvolvimentos.

A notação empregada no capítulo 1 será: índices do grupo de gauge serão identi�cadas por

índices latinos; índices de espaço-tempo (4 dimensões) são dados por letras gregas. No capítulo

2, os índices de espaço-tempo são identi�cados por letras gregas (µ, ν = 1, 2, ..., 5) e letras latinas
(i, j = 1, 2, 3).
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Capítulo 2

Teorias de gauge à la Utiyama

O desenvolvimento das chamadas teorias de gauge ocorreu ao longo de praticamente 60 anos, tendo

este duas fases bem de�nidas [1]. A primeira fase, que culminou com o que se chama hoje de teoria

de gauge abeliana, foi construída ao longo de cerca de 11 anos por Weyl. Inspirado pelo trabalho de

Einstein em Relatividade Geral [2], em que o mesmo, ao substituir transformações de Lorentz por

transformações gerais de coordenadas, era capaz de descrever a interação gravitacional, Weyl tentou

mostrar que a interação eletromagnética também poderia ser introduzida com a substituição de

uma outra simetria global por uma simetria local - no caso, a de transformação de fase. O primeiro

trabalho nesta linha de pesquisa foi publicado por Weyl em 1918 [3], mas ainda não contemplava os

objetivos de forma satisfatória. O estudo foi sendo amadurecido até que, em 1929 [4], uma forma

�nal para a intenção de Weyl foi atingida, encerrando a primeira fase de construção das teorias de

gauge.

O uso de simetrias para descrever interações nucleares, que marca o segundo período de de-

senvolvimento, foi ocorrer 25 anos mais tarde, com o trabalho de Yang e Mills [5]. A idéia deles

era tornar local a simetria de isospin, de uma maneira análoga ao procedimento de Weyl em seu

artigo de 1929. Este foi o primeiro trabalho em teoria de gauge não abeliana, que na mesma época

estava sendo investigada, em contextos diferentes, por Pauli [6] e Shaw [7]. Neste mesmo período,

Utiyama também fazia seus estudos no tema, tentando estabelecer relações entre a gravitação na

formulação de tetradas e o eletromagnetismo. Porém, ao entrar em contato com o trabalho de Yang

e Mills durante uma visita a Princeton, Utiyama engavetou seu trabalho, em função das semel-

hanças de seus resultados com os do primeiro. Foi só algum tempo depois que Utiyama percebeu

que sua construção era válida para um grupo de Lie qualquer, diferentemente do caso de Yang e

Mills, e que ainda contemplava o caso gravitacional. Este trabalho foi publicado em 1956 [8] e é

considerado por alguns autores [1] como a forma �nal para o tratamento de teorias de gauge. É

esta construção que será mostrada a seguir.
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2.1 A formulação de Utiyama - o caso de primeira ordem

Em seu trabalho de 1956 [8], Utiyama queria entender a relação entre campos em interação e a

exigência de invariância da Lagrangiana associada a esses campos, sob tranformações a parâmetros

dependentes do ponto. Para isso ele estabeleceu o seguinte conjunto de hipóteses: considere-se um

sistema de campos QA(x) invariante sob um grupo de transformação G (de Lie) dependente de

n parâmetros εc; suponha-se que o grupo G seja substituído por um outro grupo G′ em que os

parâmetros εc (do grupo G) são trocados por um conjunto de funções arbitrárias εc(x); considere-se
ainda que o sistema permaneça invariante por este grupo mais geral G′ através da introdução de

um novo campo A(x). A partir destas considerações, cinco perguntas deveriam ser respondidas:

(1) Que tipo de campo A(x) deve ser introduzido para garantir a invariância?

(2) Como este campo se transforma sob G′?

(3) Que forma toma a interação entre o campo A(x) e o campo original QA(x)?
(4) Como determinar a nova Lagrangiana L′(Q,A) a partir da Lagrangiana original L(Q)?
(5) Que tipo de equações de campo são permitidas para A?

Este foi o roteiro proposto por Utiyama e as respostas para estas peguntas seguem abaixo.

2.1.1 Invariância Local e o Campo A

Considere-se um sistema físico descrito por um conjunto de campos QA(x), (A = 1, 2, ..., N), e por
uma densidade Lagrangiana L(QA, ∂µQA), em que ∂µQA = ∂QA

∂xµ , e cujas equações de campo são

∂L

∂QA
− ∂µ

(
∂L

∂ (∂µQA)

)
= 0. (2.1)

Postule-se que integral de ação, I =
´

Ω
Ld4x, seja invariante sob a seguinte transformação in�nites-

imal:

QA → QA + δQA,

δQA = T A
(a), Bε

aQB , (2.2)

em que εa são parâmetros in�nitesimais independentes de x (a = 1, 2, ..., n) e T A
(a), B são coe�cientes

constantes (geradores do grupo). Assuma-se ainda que a transformação (2.2) é um grupo de Lie G

dependente dos n parâmetros εa. Assim, deve haver um conjunto de constantes f ba c, as �constantes

de estrutura�, de�nidas por

[
T(a), T(b)

]A
B

= T A
(a), CT

C
(b), B − T A

(b), CT
C

(a), B = f ca bT
A

(c), B , (2.3)

as quais satisfazem as seguintes propriedades

f mabf
l
m c + f mb c f

l
ma + f mcaf

l
m b = 0, (2.4)
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f ca b = −f cb a, (2.5)

esta última vinda da própria de�nição (2.3), enquanto a anterior segue da identidade de Jacobi

para o comutador.

Assumindo-se que a ação I seja invariante pela transformação in�nitesimal no campo (2.2) em

qualquer domínio Ω do espaço-tempo 1 e levando-se em conta que os εa são independentes, tem-se

δL = 0⇒ ∂L

∂QA
T A

(a), BQ
B +

∂L

∂ (∂µQA)
T A

(a), B∂µQ
B = 0. (2.6)

Aqui admite-se lícita a troca da ordem na operação variação pela derivação ordinária.

A condição δL = 0 pode ser escrita, utilizando-se a regra de Leibniz, de forma a se obter a lei

de conservação de uma corrente Jµa,

∂µJ
µ
a = 0, Jµa ≡

∂L

∂ (∂µQA)
T A

(a), BQ
B , (2.7)

que é válida quando a equação de campo é satisfeita.

Agora considere-se a transformação in�nitesimal, com parâmetro dependente do ponto:

δQA(x) = T A
(a), Bε

a(x)QB , (2.8)

εa(x) = função arbitrária in�nitesimal(a = 1, 2, ..., n),

em que T A
(a), B permanecem como coe�cientes constantes. Neste caso,

δL = {(2.6)}a εa(x) +
∂L

∂ (∂µQA)
T A

(a), BQ
B∂µε

a(x), (2.9)

Admitindo-se que a expressão Eq.(2.6) permaneça válida mesmo quando εa = εa(x), i.e. {(2.6)}a =
0, então δL não se anula devido à presença do último termo da expressão acima e, portanto, o

sistema perde sua invariância.

Uma forma de preservar a invariância da Lagrangiana sob (2.8), forçando δL = 0, é introduzir
um novo campo

A′J(x), J = 1, 2, ...,M,

que se transforme como

δA′J = U J
(a), KA

′Kεa(x) + CJ µ, a ∂µε
a, (2.10)

na esperança de que este procedimento cancele o segundo termo do segundo membro de Eq.(2.9).

Na Eq. (2.10), os coe�cientes U e C são constantes a serem determinadas.

Postule-se agora que a ação I ′ =
´

Ω
d4xL′(QA, ∂µQA, A′J), seja invariante sob a transformação

de Eq.(2.10) e de Eq.(2.8). Usando-se o fato de que as funções εa(x) são arbitrárias, e por isso

1Esta relação independe do comportamento de QA e ∂µQA, ou seja δL = 0, qualquer que seja o caráter do campo

(escalar, vetorial, espinorial, etc.).
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assume-se que εa(x) e suas derivadas ∂µεa são independentes, cada coe�ciente de εa(x) e ∂µεa deve
se anular independentemente, o que leva a:

∂L′

∂QA
T A

(a), BQ
B +

∂L′

∂ (∂µQA)
T A

(a), B∂µQ
B +

∂L′

∂A′J
U J

(a), KA
′K = 0, (2.11)

∂L′

∂ (∂µQA)
T A

(a), BQ
B +

∂L′

∂A′J
CJ µ, a = 0. (2.12)

O número de componentes de A′J deve ser igual ao número de equações2 de Eq.(2.12), no caso,

M = 4n. Esta exigência é necessária para que se determine univocamente a dependência de L′

com relação a A′J .

Com o intuito de tornar explícita a dependência de L′ com relação a A′J exige-se que CJ µ, a seja

não-singular, de forma que exista uma inversa de C tal que

CJ µ, a
(
C−1

)a
µ,K

= δJK
(
C−1

)a
µ,J

CJ ν, b = δab δ
ν
µ.

Esta inversa de C é usada para se de�nir

Aaµ ≡
(
C−1

)a
µ,J

A′J ,

com o qual se reescreve Eq.(2.12):

∂L′

∂Aaµ
+

∂L′

∂ (∂µQA)
T A

(a), BQ
B = 0.

Esta equação é satisfeita se a dependência de L′ em relação a ∂µQ
A e Aaµ ocorrer através da

combinação

∇µQA ≡ ∂µQA − T A
(a), BQ

BAaµ = ∂µQ
A −QB

(
C−1

)a
µ,J

A′J . (2.13)

Agora a nova Lagrangiana tem a forma

L′(QA, ∂µQA, A′J) = L′′(QA,∇µQA).

e a sua variação, δL′′ = ∂L′′

∂QA
δQA + ∂L′′

∂∇µQA δ∇µQ
A, considerando-se a independência de εa (x) e a

lei de transformação para Aaµ, leva a

∂L′′

∂QA
T A

(a), BQ
B +

∂L′′

∂∇µQA
T A

(a), B∇µQB +

+
∂L′′

∂∇µQA
QBAbν

{
[T(a), T(b)]ABδ

ν
µ − S c, ν

(a) µ, bT
A

(c), B

}
= 0, (2.14)

2Quatro equações para os índices de espaço-tempo, para cada um dos n índices que rotulam as funções da

transformação (2.8).
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A lei de transformação para Aaµ é obtida a partir da Eq.(2.10),

δAcν = S c, µ
(a) ν, bA

b
µε
a(x) + ∂νε

c, (2.15)

onde se de�niu

S c, µ
(a) ν, b ≡

(
C−1

)c
ν,J

U J
(a), KC

K µ
, b .

Note-se que os termos com ∂µε
a anularam-se exatamente em Eq.(2.14), conforme desejado quando

se introduziu o campo A′J .

Para se compreender melhor o resultado obtido em Eq.(2.14) é importante analisar o compor-

tamento de L′′ quando se toma o limite do campo A nulo. Nessa circunstância,

L′′(QA,∇µQA) = L′′(QA, ∂µQA).

Fisicamente espera-se que, ao tomar o campo A igual a zero, a situação original, em que a La-

grangiana do campo era L(QA, ∂µQA), seja recuperada. Conclui-se assim que L′′(QA, ∂µQA) =
L(QA, ∂µQA), motivando a identi�cação

L′′(QA,∇µQA) = L(QA,∇µQA).

Dessa expressão vê-se que, ao se introduzir o campo A, deve-se substituir a derivada ordinária na

Lagrangiana de partida L(QA, ∂µQA) pela �derivada covariante�, ∇µQA. O caráter covariante deste

objeto será veri�cado adiante. Este tipo de construção é conhecida como prescrição do acoplamento

mínimo, semelhante à que aparece em Relatividade Geral (RG). Na RG, o acoplamento mínimo

é empregado para a descrição da interação do campo gravitacional com o campo de matéria. No

presente caso, esta prescrição descreve a interação entre o campo Q e o campo A.

Fazendo uso do acoplamento mínimo, ∂µ → ∇µ, deve-se exigir que a Eq. (2.6), que agora se

torna
∂L

∂QA
T A

(a), BQ
B +

∂L

∂∇µQA
T A

(a), B∇µQB = 0,

continue válida. Confrontando-se esta expressão com Eq.(2.14), fazendo L′′ = L, conclui-se que

∂L

∂∇µQA
QBAbν

{
[T(a), T(b)]ABδ

ν
µ − S c, ν

(a) µ, bT
A

(c), B

}
= 0,

e os coe�cientes S c, ν
(a) µ, b �cam determinados3

S c, ν
(a) µ, b = f ca bδ

ν
µ. (2.16)

Nesta última expressão utilizou-se a de�nição das constantes de estrutura.

3Observe-se que ao trabalhar com Abν em lugar de A′J , troca-se o problema de se encontrar as contantes U J
(a), K

e CK µ
, b pelo problema de determinar apenas S c, ν

(a) µ, b
.
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A partir da determinação de S, a lei de transformação de Aaµ torna-se

δAcν = f ca bA
b
νε
a(x) + ∂νε

c, (2.17)

e daí �ca explícito o caráter covariante da derivada ∇µQA, cuja lei de transformação é

δ∇µQA = T A
(a), B∇µQBεa(x).

2.1.2 Equações de campo para A livre

Para discutir quais equações são permitidas para o campo A, admite-se, na construção de Utiyama,

que a Lagrangiana para A livre contenha somente derivadas de primeira ordem, i.e.

L0(Aaµ, ∂νA
a
µ), ∂νA

a
µ ≡

∂Aaµ
∂xν

,

e que esta Lagrangiana seja invariante pela transformação dada por Eq.(2.15). Assim, a variação

de L0,

δL0 =
∂L0

∂Aaµ
δAaµ +

∂L0

∂
(
∂νAaµ

)δ
(
∂νA

a
µ

)
= 0,

leva ao seguinte conjunto de equações, quando se considera a independência de ε e suas derivadas4:

∂L0

∂Aaµ
f ac bA

b
µ +

∂L0

∂
(
∂νAaµ

)f ac b∂νAbµ ≡ 0, (2.18)

∂L0

∂Aaµ
+

∂L0

∂ (∂µAcν)
f ca bA

b
ν ≡ 0, (2.19)

∂L0

∂
(
∂νAaµ

) +
∂L0

∂ (∂µAaν)
≡ 0. (2.20)

A partir da Eq.(2.20) conclui-se que a dependência de L0 com respeito à derivada de A ocorre

através da combinação

Aa[µ,ν] ≡ ∂µAaν − ∂νAaµ. (2.21)

Com este resultado, a Eq.(2.19) é reescrita como sendo5:

∂L0

∂Aaµ
− ∂L0

∂
(
Ac[ν,µ]

)2f ca bA
b
ν = 0. (2.22)

A partir desta equação, conclui-se que a dependência da Lagrangiana com respeito a Aa[µ,ν]

deve ocorrer através de um novo objeto:

4Para escrever Eq.(2.20) emprega-se a propriedade de simetria de ∂2εa

∂xν∂xµ
.

5Entenda-se aqui que L0

(
Aaµ, ∂νA

a
µ

)
→ L′

0

(
Aaµ, A

a
[µ,ν]

)
. No entanto, para não carregar a notação, a linha será

omitida. Esse mesmo tipo de construção será feito adiante.
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F aµν = ∂µA
a
ν − ∂νAaµ −

1
2
f ab c
(
AbµA

c
ν −AcµAbν

)
. (2.23)

Finalmente, ao substituir Eq.(2.19) em Eq.(2.18) obtém-se

1
2
∂L0

∂F aνµ
f ac bF

b
νµ = 0. (2.24)

Para obter este resultado é necessário o uso da identidade de Jacobi para as constantes de estrutura

(Eq.(2.4)). A expressão Eq.(2.24) de�ne como deve ser a dependência de L0 com respeito a F aνµ -

somente as lagrangianas que satisfazem esta condição são consistentes com a condição de invariância

da Lagrangiana. Porém, ainda pode existir uma dependência de L0 com respeito a A, L0(Aaµ, F
a
µν).

Para se determinar como deve ser esta dependência, deve-se conhecer a lei de transformação de

F aνµ, a qual é obtida utilizando-se Eq.(2.17):

δF aµν = εc(x)f ac bF
b
µν . (2.25)

A variação da Lagrangiana,

δL0 =
∂L0

∂Aaµ

∣∣∣∣
F

δAaµ +
∂L0

∂
(
F aµν

)
∣∣∣∣∣
A

δ
(
F aµν

)
= 0,

leva ao seguinte par de equações quando se considera a independência de ∂µεa e εc(x), respectiva-
mente:

∂L0

∂Aaµ

∣∣∣∣
F

= 0

∂L0

∂Aaµ

∣∣∣∣
F

f ac bA
b
µ +

∂L0

∂
(
F aµν

)
∣∣∣∣∣
A

f ac bF
b
µν = 0.

A primeira dessas equações informa que L0 não deve ter dependência explícita com relação a

A - toda dependência em A deve ocorrer somente através de F . A segunda equação nada mais é

do que a Eq.(2.24), quando se leva em conta o resultado da primeira.

2.1.3 Campos em Interação

O sistema completo, composto dos campo A e Q agora passa a ser descrito pela Lagrangiana total:

LT = LlivreA + LlivreQ + Linteração = L0(F ) + L(Q,∇Q).

Considerando-se que a integral de ação deve ser invariante pelas transformações em A e Q , segue

que

0 =
δLT
δQA

δQA +
δLT
δAaµ

f ab cε
bAcµ − ∂µ

(
δLT
δAaµ

)
εa +

+∂µ

{
∂LT

∂∇µQA
δQA +

∂L0

∂F aµν
δAaν +

δLT
δAaµ

εa
}
, (2.26)
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em que δLT
δQA

≡ ∂LT
∂QA

− ∂µ
(

∂LT
∂(∂µQA)

)
e δLTδAaµ

≡ ∂LT
∂Aaµ

− ∂ν
(

∂LT
∂(∂νAaµ)

)
. Como esta expressão deve ser

válida para qualquer região de espaço-tempo, conclui-se que o termo de superfície em Eq.(2.26)

deve se anular independentemente do termo volumétrico, portanto,

δLT
δQA

δQA +
δLT
δAaµ

f ab cε
bAcµ − ∂µ

(
δLT
δAaµ

)
εa = 0 (2.27)

∂µ

{
∂LT

∂∇µQA
δQA +

∂L0

∂F aµν
δAaν +

δLT
δAaµ

εa
}

= 0 (2.28)

Explicitando-se as variações de Eq.(2.28), e considerando-se a independência de ε e suas derivadas

segue o seguinte conjunto de equações:

∂µ

{
∂LT

∂∇µQA
T A

(a), BQ
B +

∂L0

∂F bµν
f ba cA

c
ν +

δLT
δAaµ

}
= 0, (2.29)

∂LT
∂∇µQA

T A
(a), BQ

B +
∂L0

∂F bµν
f ba cA

c
ν +

∂LT
∂Aaµ

= 0, (2.30)

∂L0

∂F aµν
+

∂L0

∂F aνµ
= 0.

Esta última expressão (proveniente do termo proporcional à segunda derivada de ε) é um triviali-

dade em função da antissimetria de F . De�na-se a corrente

Jµa ≡
∂LT
∂Aaµ

. (2.31)

Substituindo-se esta de�nição em Eq.(2.30), encontra-se

Jµa = −
(

∂LT
∂∇µQA

T A
(a), BQ

B +
∂L0

∂F bµν
f ba cA

c
ν

)
. (2.32)

E usando-se este resultado em Eq.(2.29), conclui-se que a corrente Jµa é uma quantidade conservada,

∂µJ
µ
a ≡ ∂µ

{
δLT
δAaµ

}
= 0, (2.33)

quando a equação de campo para A é satisfeita.

A partir deste ponto, Utiyama passa a considerar os casos do campo eletromagnético (U (1)),
do campo de Yang-Mills (spin isotrópico - SU (2)) e o caso do campo gravitacional (SO(3, 1)).
Apenas este último será mostrado aqui.
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2.1.4 O grupo de Lorentz e o campo gravitacional

O caso da interação gravitacional é bastante interessante do ponto de vista do estudo das simetrias,

pois é o caso em que a simetria do grupo cinemático mistura-se com a simetria do grupo de

interação. Este será o tópico tratado a seguir e que também foi considerado por Utiyama.

Seja I a integral de ação

I =
ˆ
L
(
QA, ∂kQ

A
)
d4x

invariante sob transformações de coordenadas de Lorentz xk (k = 1, 2, 3, 4),

xk → xk + εklx
l, εkl = −εlk,

identi�cadas por letras latinas. Note-se que apenas as transformações homogêneas (i.e. rotações

no espaço-tempo) estão sendo consideradas.

Para o caso do grupo de Lorentz, além do sistema x, Utiyama introduz um sistema de coor-

denadas curvilíneas uµ (µ = 1, 2, 3, 4), descritos por letras gregas. Um campo de tetradas, hkµ e

h µ
k , deve ser introduzido para estabelecer uma relação6 entre o espaço de coordenadas curvas e o

espaço plano de coordenadas x, de forma que as métricas gµν e g∗ik (g∗ik = diag {1, 1, 1,−1}) dos
dois espaços se relacionem por

gµν (u) = g∗ikh
i
µh

k
ν , (2.34)

g∗ik = gµνh
µ
i h

ν
k , (2.35)

e, de onde segue que

h ρ
k h

k
ν = δρν , (2.36)

hlνh
ν
k = δlk. (2.37)

A relação g = det (gµν) = −h2, em que g ≡ det (gµν) e h ≡ det
(
hkµ
)
, segue das expressões acima.

O signi�cado geométrico das tetradas é: a cada ponto do espaço curvo, chamado a seguir também

de ponto de mundo, o conjunto de quatro vetores de mundo h µ
1 , h µ

2 , h µ
3 , h µ

4 �xa um referencial

local de Lorentz. Reciprocamente, ao se �xar o índice de mundo, tem-se quatro vetores de Lorentz,

h 1
k , h

2
k , h

3
k , h

4
k . O espaço-tempo plano pode ser interpretado, portanto, como sendo o espaço

tangente a cada ponto de mundo.

6A construção mostrada aqui difere daquela apresentada por Utiyama, quem introduz as tetradas como sendo

hkµ (u) = ∂xk

∂uµ
, h µ

k (u) = ∂uµ

∂xk
. Porém, com esta de�nição, a relação ∂νhkµ = ∂µhkν deve ser necessariamente

satisfeita e as tetradas não seriam, portanto, campos independentes. Para contornar este problema, Utiyama

estabelece todas as relações que lhe interessam, com sua de�nição de tetrada, e depois a abandona para garantir a

independência dos campos. Aqui as tetradas serão introduzidas a priori como campos independentes. Em outros

desenvolvimentos como aquele feito por Kibble [11], a tetrada é introduzida como sendo um campo de gauge, advindo

da simetria de translação - Kibble considera o grupo de Poincaré, ao invés do grupo homogêneo de Lorentz.

15



Por conta das propriedades geométricas discutidas, tensores de mundo podem ser transformados

em tensores do espaço tangente utilizando-se as tetradas; a recíproca também é verdadeira. Por

exemplo para um campo vetorial,

Qk (x (u)) = hkν (u)Qν (u) , Qν (u) = h ν
k (u)Qk (u) ,

de forma que Qν (u) é o correspondente de Qk (u) = Qk (x (u)) no espaço-tempo curvo. É im-

portante perceber que uma correspondência deste tipo não pode ser estabelecida para qualquer

campo, como e.g. o campos espinoriais. Por esta razão, o índice de Lorentz no campo QA será

preservado.

A densidade Lagrangiana L
(
QA, ∂kQ

A
)
é reescrita como sendo

L
(
QA (x) , ∂kQA (x)

)
= L

(
QA (u) , h µ

k ∂µQ
A (u)

)
,

e a integral de ação torna-se

I =
ˆ
L
(
QA, ∂kQ

A
)
d4x =

ˆ
L
(
QA (u) , h µ

k ∂µQ
A (u)

)
d4u,

onde

L ≡ L
(
QA (u) , h µ

k ∂µQ
A (u)

)
h. (2.38)

A ação é, agora, invariante por dois tipos de transformações:

(1) transformações de Lorentz no espaço tangente,

δhkµ (u) = εklh
l
µ (u) , εkl constantes,

δQA (u) =
1
2
T A

[kl] BQ
Bεkl (2.39)

uµ = �xo

onde T A
[kl] B = −T A

[lk] B é o elemento (A,B) da matriz (N ×N) T[kl], a qual é a representação do

gerador do grupo de Lorentz. A constante de estrutura agora possui seis índices

[
T[kl], T[mn]

]
=

1
2
f ab
kl, mnT[ab];

(2) transformações gerais de coordenadas (TGC) na variedade de mundo7

uµ → u′µ = uµ + λµ (u) , λµ (u) é função arbitrária de u,

h′kµ =
∂uν

∂u′µ
hkν = hkµ + δ′hkµ, δ′hkµ = −∂λ

ν

∂uµ
hkν ,

7Como dito, QA é um campo sob transformações de Lorentz e, portanto, um invariante com respeito a transfor-

mações gerais de coordenadas.
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δ′QA (u) ≡ QA′
(u′)−QA (u) = 0.

Para descrever a interação gravitacional, os parâmetros εik devem passar a ser dependentes do

ponto de mundo, ou seja, εik → εik (u) em Eq.(2.39). Portanto, os campos QA e hkµ transformam-se

como

δQA (u) =
1
2
εkl (u)T A

[kl] BQ
B

δhkµ (u) = εkl (u)hlµ, (2.40)

sob Lorentz e estas leis de transformação serão chamadas de transformações de Lorentz genera

lizadas.

Para manter a invariância da teoria, o campo

Aklµ (u) = −Alkµ (u) ,

cuja antissimetria nos índices de Lorentz decorre da antissimetria nos índices de εkl, deve ser

introduzido, obedecendo à seguinte lei de transformação:

δAklµ =
1
4
f kl
ab, hgε

ab (u)Ahgµ + ∂µε
kl.

A constante de estrutura do grupo de Lorentz é

f kl
ab, hg = 4

(
g∗gaδ

l
h δ

k
b − g∗bhδ la δ kg

)
, (2.41)

e sua inserção em δAklµ dá

δAklµ = εkm (u)Amlµ + εlm (u)Akmµ +
∂εkl

∂uµ
. (2.42)

A derivada covariante pela transformação do grupo de Lorentz (e não por transformações gerais

de coordenadas) do campo QA é

∇µQA = ∂µQ
A − 1

2
AklµT

A
[kl], BQ

B . (2.43)

Com a prescrição do acoplamento mínimo, a densidade Lagrangiana passa a ser dada por

L
(
QA,∇µQA, hkµ

)
= hL

{
QA,

(
h µ
k ∇µQA

)}
. (2.44)

Geometrização

Até este ponto nada foi mencionado sobre o tipo de espaço curvo. Ao tratar da geometrização da

teoria, constatar-se-á que a variedade mais conveniente é aquela de Riemann-Cartan. Isto é feito

ao se estabelecer uma relação entre a derivada covariante associada às transformações de Lorentz

generalizadas e a derivada covariante por transformações gerais de coordenadas na variedade curva.
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Para isso, considere-se o caso em que o campoQA é um tensor de segunda ordem, QA → Qkl (u),
cuja derivada covariante, explicitando-se T kl

[mn], ab, é dada por

∇µQkl = ∂µQ
kl −AkmµQ l

m −AlmµQkm.

Expressando-se Qkl como hlνQ
kν segue

[
∇µhlν

]
Qkν + hlν∇µQkν = hlν

[
∂µQ

kν −AkmµQ ν
m +

(
hνj∂µh

j
σ − hlσh ν

mA
lm
µ

)
Qkσ

]
.

Impondo-se o anulamento da derivada covariante da tetrada,

∇µhlν = 0, (2.45)

e de�nindo-se

Γ′ ν
σµ ≡ hνj∂µhjσ − hlσh ν

mA
lm
µ, (2.46)

tem-se

∇µQkν = ∂µQ
kν −AkmµQ ν

m + Γ′ ν
σµ Q

kσ. (2.47)

Note-se que a �derivada covariante� de um objeto com índices mistos opera como a derivada

covariante no contexto de transformações gerais de coordenadas de um tensor de segunda ordem,

δµQ
ρν = ∂µQ

ρν + Γ ρ
σµQ

σν + Γ ν
σµQ

ρσ

com a exceção de que, para índices latinos, insere-se o campo auxiliar Akmµ no lugar da conexão

a�m Γ ρ
σµ , e, para índices gregos, Γ′ ν

σµ deve ser usado no lugar de Γ ν
σµ .

Para um tensor com vários índices é possível veri�car que

∇µQkl···ρσ···ab···αβ··· = ∂µQ
kl···ρσ···
ab···αβ··· −AkiµQ

il···ρσ···
ab···αβ··· −AliµQ

ki···ρσ···
ab···αβ··· − · · ·

+AiaµQ
kl···ρσ···
ib···αβ··· +AibµQ

kl···ρσ···
ai···αβ··· + · · ·

+Γ′ ρ
λµ Q

kl···λσ···
ab···αβ··· + Γ′ σ

λµ Qkl···ρλ···ab···αβ··· + · · ·
−Γ′ λ

αµ Q
kl···ρσ···
ab···λβ··· − Γ′ λ

βµ Q
kl···ρσ···
ab···αλ··· − · · · . (2.48)

Em particular, se o tensor for a métrica do espaço plano, segue

∇µg∗kl = ∂µg
∗kl −Akmµg∗ml −Almµg∗km = 0,

uma vez que ∂µg∗kl = 0 e que o campo auxiliar é antissimétrico em seus índices de Lorentz. Por

outro lado, considerando-se Eq. (2.45), segue que

∇µg∗kl = ∇µ
(
hkρh

l
νg
ρν
)

= hkρh
l
ν∇µgρν = 0⇒ ∇µgρν = 0. (2.49)

Esta expressão pode ser reescrita como

∇µgρν = ∂µg
ρν + Γ′ ρ

σµ g
σν + Γ′ ν

σµ g
ρσ = 0, (2.50)
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e, a partir dela, é possível mostrar que

Γ′ ρ
µν =

{
ρ

µν

}
−
(
B′ρνµ +B′ρµν +B′ ρ

µν

)
, (2.51)

em que
{

λ
µν

}
=

1
2
gλσ (∂νgσµ + ∂µgνσ − ∂σgµν) (2.52)

é o símbolo de Christo�el e B′ β
να ≡ Γ′ β

[να] . A identi�cação desta conexão Γ′ com a conexão a�m

de mundo, Γ′ β
µν = Γ β

µν , implica na identi�cação da relação Eq.(2.49) como sendo a condição de

metricidade,

δµg
ρν = 0. (2.53)

Esta condição caracteriza a variedade como sendo de Riemann-Cartan. Com esta escolha, Eq.(2.46)

estabelece uma relação entre a conexão de Riemann-Cartan Γ ν
σµ , a tetrada hνj e o campo auxiliar

Almµ. Observa-se ainda que a derivada covariante ∇µ é covariante sob os dois tipos de transfor-

mações em questão, quais sejam, transformações de Lorentz no tangente e TGC no espaço curvo.

Se, em particular, o tensor de torção, B β
µν , for tomado como sendo nulo, a variedade passa a ser

um espaço riemanniano e a conexão é completamente determinada em termos do tensor métrico,

via símbolos de Christo�el. Note-se todavia que esta é uma escolha feita �a mão� e não surge por

nenhum argumento de simetria.

A Lagrangiana L0 do Campo A Livre

A Lagrangiana do campo de gauge livre agora é do tipo

L0 = L0

(
hkµ, A

kl
µ, ∂νA

kl
µ

)
.

A presença de hkµ é necessária para que se possa construir uma verdadeira densidade escalar.

De acordo com o desenvolvimento feito por Utiyama, L0 deve depender de A e ∂A apenas na

forma

L0 = L0

(
hkµ, F

kl
µν

)

onde F é

F klµν = ∂µA
kl
ν − ∂νAklµ +AakµA

l
aν −AakνAlaµ, (2.54)

expressão esta obtida quando usada a forma explícita da constante de estrutura, e L0 deve obedecer

a condição:
1
8
∂L0

∂F abµν
f ab
ij klF

kl
µν = 0.

É interessante observar que o tensor F klµν está relacionado ao tensor de curvatura de mundo,

Rρσµν , pela expressão

F klµν = hlρh
kσRρσµν , (2.55)
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onde

Rρσµν = ∂νΓ ρ
σµ − ∂µΓ ρ

σν + Γ β
σµ Γ ρ

βν − Γ β
σν Γ ρ

βµ . (2.56)

Conclui-se assim que, do ponto de vista geométrico, a Lagrangiana do campo de gauge livre deve

ser uma densidade escalar determinada pela tetrada e pela curvatura.

Campos em Interação

Tomando-se o espaço-tempo curvo como sendo uma variedade riemanniana, a prescrição do acopla-

mento mínimo implica que a Lagrangiana Total, ou seja, a Lagrangiana que descreve o campo de

matéria em interação, é do tipo

LT
(
QA,∇µQA, h, ∂h, ∂2h

)
= L

(
QA,∇µQA, h

)
+ L0 (h, F ) .

Atente-se para o fato de que a escolha da variedade riemanniana implica na dependência da La-

grangiana total com a derivada segunda da tetrada, o que acontece tendo em vista que em R

ocorrem derivadas de Γ, que é função de ∂h.

A variação da Lagrangiana total pode ser escrita como a soma de um termo volumétrico e um

termo de superfície, os quais devem se anular independentemente

δLT
δQA

δQA +
δLT
δhiµ

δhiµ = 0, (2.57)

∂µMµ = 0, (2.58)

ondeMµ é

Mµ =
∂LT

∂∇µQA
δQA +

∂LT
∂
(
∂µhiρ

)δhiρ +
∂LT

∂
(
∂µ∂vhiρ

)δ
(
∂νh

i
ρ

)
− ∂v

(
∂LT

∂
(
∂µ∂vhiρ

)
)
δhiρ. (2.59)

A primeira destas equações é identicamente satisfeita quando se considera as equações de campo. Já

a segunda, Eq.(2.58), quando explicitadas as variações em termos do parâmetros da transformação

de Lorentz, leva a um conjunto de equações, devido à independência de ε e suas derivadas. O

termo proporcional à segunda derivada de εik implica em:

∂LT
∂
(
∂µ∂vhiρ

)hlρ −
∂LT

∂
(
∂µ∂vhlρ

)hiρ = 0.

Este resultado permite escrever as outras duas expressões, proporcionais a ε e ∂ε, respectivamente,

como sendo

∂µMµ
il = 0, (2.60)

Mµ
il = 0,
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onde

Mµ
il =

∂LT
∂∇µQA

T A
[il] BQ

B +

+

[
∂LT

∂
(
∂µhiρ

)hlρ +
∂LT

∂
(
∂µ∂vhiρ

)∂νhlρ − ∂v
(

∂LT
∂
(
∂µ∂vhiρ

)
)
hlρ − (i←→ l)

]
.

Note-se queMµ pode ser escrito como sendo

Mµ =
1
2
εilMµ

il.

Perceba-se que ∂µMµ
il = 0 é trivialmente satisfeita, considerando-se que Mµ

il = 0. Note-se

também que, neste desenvolvimento, não se fez uso das equações de campo, o que signi�ca que

essas não desempenham nenhum papel na derivação da corrente, diferentemente do que ocorre com

outros grupos de simetria.

Aplicação: a Lagrangiana de Einstein-Hilbert

Considere-se, em particular, a densidade Lagrangiana para o campo auxiliar

L0 = hR,

onde

R = gµνRµν = h µ
k h

ν
l F

kl
µν

é o escalar de curvatura da variedade Riemanniana.

A variação de L0 = L0

(
hkµ, F

kl
µν

)
pode ser feita em termos da tetrada ou da métrica, uma

vez que
δL0

δhiµ
δhiµ =

δL0

δgµν
hiµδh

i
ν + 2∂ρ

{
∂L0

∂ (∂ρ∂σgµν)
(∂σhiµ) δhiν

}
. (2.61)

Para o caso particular L0 = hR,

δL0

δgµν
= −h

(
Rµν − 1

2
gµνR

)
= −Gµν ,

ou

− δL
δhiν

= −Gµνhiµ.

De�nindo-se

T ν
i = − δL

δhi
ν

,

segue

T ν
i = −Gµνhiµ,
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ou simplesmente

Gρσ = −Tρσ.

Note-se que o objeto do lado esquerdo desta equação é uma densidade tensorial simétrica, o que

implica na simetria da densidade tensorial energia-momento Tρσ. Isto pode ser veri�cado quando

se leva em conta o anulamento de Eq. (2.57) e o fato de que δL/δQA = 0, de onde tem-se

−Tij =
δL
δhi

µ

hjµ =
δL
δhj

µ

hiµ = −Tji.

Na sequência, será apresentada a construção em que a Lagrangiana do campo livreL0 depende

também da segunda derivada do campo de gauge.

2.2 Teoria de gauge de segunda ordem

Nesta seção é considerado o caso em que a Lagrangiana do campo de gauge livre possui dependên-

cia com o campo Aaµ e com a primeira e segunda derivadas do mesmo. Como já mencionado

anteriormente, o uso de Lagrangianas de primeira ordem na derivada não advém de nenhum req-

uisito de simetria, mas apenas por questões de conveniência. Ao longo do século XX algumas

teorias considerando a derivada segunda do campo de gauge foram desenvolvidas, como a Eletrod-

inâmica Generalizada de Podolsky [9], cuja intenção era eliminar divergências ultravioletas do

eletromagnetismo, ou a Lagrangiana de Alekseev, Arbuzov e Baikov [10], que procurava descrever

o comportamento infravermelho da QCD. Ambas as teorias podem ser entendidas hoje no contexto

de teorias efetivas, que procuram descrever um regime especí�co de um dado sistema físico.

É interessante observar que estes dois casos exploram a invariância de gauge das teorias, mas até

recentemente não havia uma formalização da estrutura de uma teoria de gauge de segunda ordem

para o campo de gauge, como a desenvolvida por Utiyama. A intenção desta seção é mostrar esta

estrutura, que foi desenvolvida em Ref. [12].

A construção feita a seguir explora a mesma estrutura do trabalho de Utiyama, como mostrado

acima. Como a intenção é analisar a dependência de segunda ordem no campo de gauge, e não no

campo de matéria, é imediato perceber que a prescrição do acoplamento mínimo não se altera, i.e.

a interação entre o campo de matéria e o campo de gauge é a mesma do caso de primeira ordem.

Para a Lagrangiana do campo de gauge livre, veri�ca-se que, além da introdução do campo

F aµν , que no caso de primeira ordem contém toda a dependência do campo e de sua derivada,

deve-se introduzir um outro objeto, Gaρµν , que contém a segunda derivada de Aaµ. Seguindo ainda

a proposta de Utiyama, uma corrente conservada é obtida, mas ao comparar com a corrente de

Noether, observa-se que ela difere desta por termos topológicos (também chamados de correntes im-

próprias). É importante ressaltar que estes termos topológicos não são propostos por conveniência,

mas surgem de maneira natural, na construção feita aqui.
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A aplicação para o caso U (1) mostra que a Eletrodinâmica de Podolsky possui todos os req-

uisitos de uma teoria de gauge de segunda ordem e que todas as Lagrangianas do tipo LP ∼ G2

diferem daquela proposta por Podolsky por termos de superfície. Neste sentido, mostrou-se que

a teoria de Podolsky é única (para teorias de segunda ordem), no sentido de preservar o caráter

linear das equações de campo. A partir da nova de�nição de corrente, uma estimativa para a massa

do modo massivo de Podolsky foi obtida, mas este resultado só será mostrado na próxima seção.

A análise do grupo SU (N) permite concluir que a Lagrangiana efetiva obtida por Alekseev,

Arbuzov e Baikov para o estudo do regime infravermelho da QCD também satisfaz os requisitos

de uma teoria de gauge.

O caso gravitacional não é analisado neste capítulo, e será apresentado mais adiante.

Nesta seção a assinatura η = diag (1,−1,−1− 1) para o tensor métrico é adotada.

2.2.1 A Lagrangiana do campo de gauge livre em segunda ordem

Considere-se que a Lagrangiana do campo livre é da forma

L0(Aaµ, ∂νA
a
µ, ∂α∂νA

a
µ),

e que a mesma é invariante pelas transformações do campo A, dadas por Eq.(2.17). Como no caso

de primeira ordem, a indepedência entre os parâmetros da transformação e suas derivadas implica

em um conjunto de equações que devem ser resolvidas de forma hierárquica, primeiramente por

aquela que advém do termo com a mais alta ordem de derivada para a menor, de forma decrescente.

O conjunto de equações para o caso de segunda ordem é:

∂L0

∂Aaµ
f a
c bA

b
µ +

∂L0

∂
(
∂νAaµ

)f a
c b∂νA

b
µ +

∂L0

∂
(
∂α∂νAaµ

)f a
c b∂α∂νA

b
µ = 0, (2.62)

∂L0

∂Acν
+

∂L0

∂
(
∂νAaµ

)f a
c bA

b
µ +

(
∂L0

∂
(
∂ν∂αAaµ

) +
∂L0

∂
(
∂α∂νAaµ

)
)
f a
c b∂αA

b
µ = 0, (2.63)

∂L0

∂ (∂νAcα)
+

∂L0

∂ (∂αAcν)
+

(
∂L0

∂
(
∂ν∂αAaµ

) +
∂L0

∂
(
∂α∂νAaµ

)
)
f a
c bA

b
µ = 0, (2.64)

∂L0

∂
(
∂α∂νAaµ

) +
∂L0

∂ (∂ν∂µAaα)
+

∂L0

∂ (∂µ∂αAaν)
= 0. (2.65)

A última equação, que envolve apenas as variações da Lagrangiana em função da segunda

derivada de A, deve ser resolvida primeiro. Esta equação implica que a dependência de L0 com

∂∂A deve ser através de um objeto Raανµ satisfazendo uma condição de ciclidade,

Raανµ +Raνµα +Raµαν = 0. (2.66)
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Um objeto que satisfaz esta condição é

Raανµ = ∂ν∂αA
a
µ − ∂α∂µAaν . (2.67)

L0 é, portanto, uma função do tipo L(1)
0 (A, ∂A,R), que deve ser usada para reescrever Eq.(2.64):

∂L
(1)
0

∂ (∂νAcα)
+

[
∂L

(1)
0

∂
(
Raναµ

) − ∂L
(1)
0

∂
(
Raαµν

)
]
f a
c bA

b
µ+

+
∂L

(1)
0

∂ (∂αAcν)
+

[
∂L

(1)
0

∂
(
Raανµ

) − ∂L
(1)
0

∂
(
Raνµα

)
]
f a
c bA

b
µ = 0.

Esta equação possui uma simetria pela troca ν ↔ α, que deve usada para se construir a solução,

que agora deve envolver um objeto contendo R, ∂A e A. Como este novo objeto envolverá R, a

combinação deve satisfazer a ciclidade da equação anterior. Conclui-se assim que esta combinação

deve ser através de

Qdβρσ ≡ Rdβρσ − f d
c b

[
Abσ∂ρA

c
β −Abρ∂σAcβ

]
. (2.68)

Assim passa-se de L(1)
0 (A, ∂A,R) para L

(2)
0 (A, ∂A,Q). A dependência de L(2)

0 com ∂A leva a

equação Eq.(2.64) a ser escrita como
[

∂L
(2)
0

∂ (∂νAcα)
+

∂L
(2)
0

∂ (∂αAcν)

]

Q

= 0,

que implica que a dependência de L0 com ∂A deve ocorrer através da combinação

Ac[να] ≡ ∂νAcα − ∂αAcν .

Assim, vai-se de L(2)
0 (A, ∂A,Q) para L(3)

0 = L
(3)
0

(
Aaµ, A

c
[να], Q

d
βρσ

)
. A equação Eq.(2.63) torna-se

∂L
(3)
0

∂Aaν
+

∂L
(3)
0

∂Ad[ρσ]

(
δνρδ

α
σ − δνσδαρ

)
f d
a eA

e
α+

+
∂L

(3)
0

∂Qdβρσ

[(
δ νσA

c
[ρβ] + δ νβA

c
[ρσ] + δ νρ A

c
[βσ]

)
f d
a c +Aeβ

(
Abσδ

ν
ρ −Abρδνσ

)
f d
b cf

c
a e

]
= 0,

e a solução desta equação sugere que a Lagrangiana deva ser da forma L(4)
0 = L

(4)
0

(
F ρσd , Gdβρσ, A

a
ν

)
,

em que

F dρσ ≡ Ad[ρσ] + f d
a eA

e
ρA

a
σ, (2.69)

Gdβρσ ≡ Qdβρσ −
{(
δ λσ A

c
[ρβ] + δ λβ A

c
[ρσ] + δ λρ A

c
[βσ]

)
f d
g cA

g
λ+

−
(
Abσδ

λ
ρ −Abρδλσ

)
f d
b cf

c
g eA

g
λA

e
β

}
. (2.70)
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A dependência em A é eliminada pelo uso de L(4)
0 na própria Eq.(2.63), que implica:

∂L
(4)
0 (F,G,A)
∂Aaν

∣∣∣∣∣
F,G

= 0.

Com esta forma para a Lagrangiana, a equação Eq.(2.62) torna-se

∂L
(4)
0

∂F ρσd
f h
s b


∂F

ρσ
d

∂Ahν
Abν +

∂F ρσd

∂
(
∂νAhζ

)∂νAbζ


+ (2.71)

+
∂L

(4)
0

∂Gdβρσ
f h
s b


∂G

d
βρσ

∂Ahν
Abν +

∂Gdβρσ

∂
(
∂νAhζ

)∂νAbζ +
∂Gdβρσ

∂
(
∂ξ∂νAhζ

)∂ξ∂νAbζ


 = 0,

que estabelece que a Lagrangiana deve satisfazer a seguinte condição:

∂L
(4)
0

∂F dρσ
f dc hF

h
ρσ +

∂L
(4)
0

∂Gdβρσ
f d
c hG

h
βρσ = 0. (2.72)

É possível veri�car que o objeto G nada mais é do que a derivada covariante de F :

Gaβρσ = ∂βF
a
ρσ + f a

c eA
e
βF

c
ρσ = Da

cβF
c
ρσ, (2.73)

que, como se sabe, satisfaz a identidade de Bianchi

Gaβρσ +Gaρσβ +Gaσβρ = Da
cβF

c
ρσ +Da

cρF
c
σβ +Da

cσF
c
βρ = 0, (2.74)

em acordo com o requisito exigido por Eq.(2.65). Este objeto é covariante pelo grupo de Lie, como

veri�cado pela sua lei de transformação

δGaβρσ = εd(x)f a
d cG

c
βρσ. (2.75)

A corrente de segunda ordem

Para analisar a corrente pelo procedimento estabelecido por Utiyama, deve-se considerar a variação

da Lagrangiana total, composta pelo campo de matéria em interação com o campo de gauge, dada

por

LT
(
QA,∇µQA, A, ∂A, ∂2A

)
= L

(
QA,∇µQA

)
+ L0 (F,G) .

A variação possui um termo volumétrico e um termo de superfície, que devem se anular inde-

pendentemente:

δLT =
[
δLT
δAaµ

f ac bA
b
µε
c − ∂µ

(
δLT
δAaµ

)
εa +

(
δLT
δQA

)
δQA

]
+ ∂νM

ν ,
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em que

Mν ≡ N ν
c ε

c +O νµ
a ∂µε

a +
1
2
P ρνµ
a ∂ρ∂µε

a ,

com

N ν
c ≡

δLT
δAcν

+
∂LT

∂ (∇νQA)
T A

(c) BQ
B+

+

[
∂L

(4)
0

∂F a[νµ]

+ f d
a bA

b
ρ

(
∂L

(4)
0

∂Gdρ[νµ]

+
∂L

(4)
0

∂Gdν[ρµ]

)]
f ac eA

e
µ+ (2.76)

− 1
2
∂ρ

[
∂L

(4)
0

∂Gaν[ρµ]

+
∂L

(4)
0

∂Gaρ[νµ]

]
f ac eA

e
µ +

1
2

[
∂L

(4)
0

∂Gaν[ρµ]

+
∂L

(4)
0

∂Gaρ[νµ]

]
f ac b∂ρA

b
µ ;

O νµ
a ≡ ∂L

(4)
0

∂F a[νµ]

+ f d
a bA

b
ρ

(
∂L

(4)
0

∂Gdρ[νµ]

+
∂L

(4)
0

∂Gdν[ρµ]

)
+ (2.77)

− 1
2
∂ρ

[
∂L

(4)
0

∂Gaν[ρµ]

+
∂L

(4)
0

∂Gaρ[νµ]

]
+

1
2

[
∂L

(4)
0

∂Gcν[µρ]

+
∂L

(4)
0

∂Gcµ[νρ]

]
f ca bA

b
ρ ;

P ρνµ
a ≡ 1

2

(
∂L

(4)
0

∂Gaρ[νµ]

+
∂L

(4)
0

∂Gaµ[νρ]

)
. (2.78)

A nuli�cação do termo de superfície implica em uma hierarquia de equações

∂νN
ν
c = 0, (2.79)

N ν
c + ∂µO

µν
c = 0, (2.80)

O (νµ)
a + ∂ρP

νρµ
a = 0, (2.81)

P ρνµ
a + P νµρ

a + P µρν
a = 0, (2.82)

sendo que as duas últimas são trivialmente satisfeitas, em função das simetrias de F e G, enquanto

as duas primeiras estabelecem a de�nição da corrente e a lei de conservação.

Duas de�nições de corrente são feitas a seguir. A primeira, chamada aqui de corrente quasi-

conservada, é motivada pela de�nição feita por Utiyama no caso de primeira ordem:

J νc ≡
∂LT
∂Acν

= − ∂LT
∂ (∇νQA)

T A
(c) BQ

B − ∂L
(4)
0

∂F a[νµ]

f ac eA
e
µ −

∂L
(4)
0

∂Gdνρµ
f dc bF

b
ρµ+

+

(
Da

dρ

∂L
(4)
0

∂Gdρ[νµ]

)
f ac bA

b
µ − ∂ρ

(
∂L

(4)
0

∂Gaρ[νµ]

f ac bA
b
µ

)
, (2.83)

que, substituída em Eq.(2.79), leva a

∂νJ
ν
c = ∂ν

δLT
δAcν

− 1
2
∂ν∂ρ

([
∂L

(4)
0

∂Gdν[ρµ]

+
∂L

(4)
0

∂Gdρ[νµ]

]
f dc bA

b
µ

)
. (2.84)
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Sob equações de movimento, obtém-se uma quasiconservação da corrente, no sentido de que a inte-

gral desta quantidade se anula sob condições de contorno apropriadas, sendo esta uma conservação

global. Esta de�nição de corrente no caso de primeira ordem coincide com a corrente de Noether,

mas não aqui no caso de segunda ordem.

A segunda corrente de�nida aqui, e chamada de corrente conservada, é também inspirada

pelo trabalho de Utiyama, e de�ne-se como sendo a derivada funcional uma ordem inferior ao do

caso considerado (no caso de primeira ordem, a derivada funcional de ordem �zero� é a expressão

utilizada na primeira de�nição):

J̄ νc ≡
∂LT
∂Acν

− ∂µ
∂LT

∂ (∂µAcν)
=

= − ∂LT
∂ (∇νQA)

T A
(c) BQ

B − ∂L
(4)
0

∂F a[νµ]

f ac eA
e
µ −

∂L
(4)
0

∂Gdνρµ
f dc bF

b
ρµ+

+

(
D d
a ρ

∂L
(4)
0

∂Gdρ[νµ]

)
f ac bA

b
µ − ∂µ

[
∂L

(4)
0

∂F c[µν]

+ f d
c bA

b
ρ

∂L
(4)
0

∂Gdρ[µν]

]
. (2.85)

Esta corrente é estritamente conservada,

∂ν J̄
ν
c = ∂ν

(
δLT
δAcν

)
= 0,

quando as equações de campo são levadas em conta.

Nenhuma das duas de�nições acima coincide com a corrente de Noether em segunda ordem.

Isto �ca evidente quando elas são reescritas na forma

J ν
c = − ∂LT

∂ (∂νQA)
T A

(c), BQ
B − ∂L0

∂
(
∂ν∂ρAaµ

)f a
c b∂ρA

b
µ+

+

[
∂ρ

∂L0

∂
(
∂ρ∂νAaµ

) − ∂L0

∂
(
∂νAaµ

)
]
f a
c bA

b
µ + ∂µ

∂L0

∂
(
∂(µA

c
ν)

) ,

J̄ ν
c = − ∂LT

∂ (∂νQA)
T A

(c), BQ
B − ∂L0

∂
(
∂ν∂ρAaµ

)f a
c b∂ρA

b
µ+

+

[
∂ρ

∂L0

∂
(
∂ρ∂νAaµ

) − ∂L0

∂
(
∂νAaµ

)
]
f a
c bA

b
µ − ∂µ

∂L0

∂
(
∂[µA

c
ν]

) ,

que são imediatamente comparáveis à corrente de Noether

(JN ) νc = − ∂LT
∂ (∂νQA)

T A
(c), BQ

B − ∂L0

∂
(
∂ν∂ρAaµ

)f a
c b∂ρA

b
µ+

+

[
∂ρ

∂L0

∂
(
∂ρ∂νAaµ

) − ∂L0

∂
(
∂νAaµ

)
]
f a
c bA

b
µ.
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Comparando-se J̄ com JN é imediato ver que elas diferem apenas pela presença de um termo

topológico (também chamada de corrente imprópria), i.e. um termo de divergente nulo, que não

faz diferença do ponto de vista da lei de conservação, mas que pode fazer diferença na de�nição

das cargas conservadas. A comparação de J com JN mostra a presença de um termo extra na

de�nição da primeira, o qual é o responsável pela sua quasiconservação.

O caso SU (N)- a Lagrangiana efetiva AAB

A Lagrangiana efetiva construída por Alekseev, Arbuzov e Baikov [10] para o estudo do regime

infravermelho da QCD é dada por

Leff =
1

4M2
GaλµνG

λµν
a +

1
6M2

f a
b cF

bλµF τ
aµF

c
τλ,

onde M está associada a um modo massivo do campo de gauge no regime de validade da teoria

efetiva. Em [10] os autores fazem o estudo para o grupo SU (N), apesar do interesse ser voltado

para o grupo SU (3). A expressão acima mostra apenas os termos efetivos, os quais devem ser

somados com a Lagrangiana usual de primeira ordem, L1ord = − 1
4F

aµνFaµν , para o tratamento

da teoria (efetiva) completa. Esta Lagrangiana Leff satisfaz os requisitos mostrados aqui de só

depender do campo de gauge e de suas derivadas através das combinações F e G. O passo seguinte

consiste em veri�car se a condição Eq.(2.72) é satisfeita, o que é prontamente veri�cado, quando

se utiliza a propriedade de total antissimetria das constantes de estrutura dos grupo SU (N).
A corrente J̄eff , obtida com a Eq.(2.85), para Leff é dada por :

(
J̄eff

) ν
c

=
1
M2

f ac b

(
Abµ

[
D d
a ρG

ρνµ
d + f d

a eF
eµτF ν

dτ

]
− 1

2
F bρµG

νρµ
a

)
+

+
1
M2

f d
c b∂µ

(
AbρG

ρνµ
d + F bµτF ν

dτ

)
.

Esta corrente é conservada e difere daquela obtida em [10], que é a corrente de Noether, apenas

por termos topológicos.

O grupo U (1) - a Eletrodinâmica generalizada de Podolsky

A Eletrodinâmica generalizada de Podolsky foi proposta em 1942 [9] com o objetivo de eliminar

divergências ultravioletas. Na época, o procedimento de renormalização das teorias de campo não

era conhecido e, na opinião de Podolsky, as divergências eram indício de que termos com derivadas

de ordem superior deveriam ser considerados. A generalização mais simples consistia em incluir

termos uma ordem acima, portanto, termos de segunda ordem, de forma que o caráter linear da

teoria fosse preservado. Podolsky propôs a Lagrangiana:

L0 = −1
4
FµνF

µν +
a2

2
GνµνG

µρ
ρ , (2.86)
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em que

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ, Gβρσ = ∂βFρσ.

Esta Lagrangiana satisfaz a condição necessária para uma teoria de gauge de segunda ordem,

uma vez que ela só depende de F e G. No caso U (1), diferentemente dos outros grupos, a condição

Eq.(2.72) é trivialmente satisfeita, uma vez que o grupo é abeliano e possui, portanto, constante de

estrutura nula. O termo na Lagrangiana de Podolsky que depende apenas de G, LP0 = a2

2 G
ν
µνG

µρ
ρ ,

possui ainda uma propriedade interessante: qualquer outra combinação quadrática envolvendo G

difere de LP0 por termos de superfície. Por exemplo, a contração

LG = b2GβρσGβρσ = 4
b2

a2
LP0 + 2b2

[
∂σ
(
∂βF ρσFρβ

)
− ∂β (∂σF ρσFρβ)

]

mostra o que foi a�rmado. Essa propriedade ocorre em função da identidade de Bianchi e da

antissimetria nos dois últimos índices de G, de forma que qualquer outra contração de índices,

como e.g. GβρσGρβσ, recai neste caso. Isso prova que a única generalização da teoria de Maxwell

em segunda ordem a preservar a linearidade das equações de campo é dada pela Lagrangiana de

Podolsky.

2.2.2 Teoria de segunda ordem- o caso gravitacional

Finalmente, para completar o estudo de teorias de gauge de segunda ordem, um último caso é

estudado, qual seja o do campo gravitacional. Aqui o grupo de invariância considerado é o grupo

de Lorentz homogêneo, no contexto de uma descrição riemanniana para o campo gravitacional,

nos moldes do que foi mostrado no caso de primeira ordem.

Modi�cações na teoria da Relatividade Geral (RG) são propostas desde a sua concepção por

Einstein em 1916 [2], passando pela introdução da constante cosmológica [13], às teorias do tipo R2

[14] (quadráticas no tensor de curvatura e motivadas por problemas na quantização da RG) e às

teorias f (R) [15] (funções do escalar de curvatura). Atualmente muitas destas propostas tentam

explicar alguns dos problemas da RG, como a expansão acelerada do Universo, que possui fortes

evidências experimentais, ou ainda o problema de curvas de rotação de galáxias. Dentre estas

modi�cações, as do tipo R2 e f (R) já são teorias de segunda ordem quando se considera a métrica

como campo fundamental da teoria. Porém, quando analisadas do ponto de vista da conexão, estas

teorias são na verdade de primeira ordem. Do ponto de vista de uma teoria de gauge, ao menos

nos moldes como visto aqui, o campo de gauge introduzido no caso gravitacional é a conexão e não

a métrica e é a imposição de condições feitas à mão que possibilita a �xação da conexão em termos

do tensor métrico8. A proposta feita a seguir considera a teoria em segunda ordem na derivada da

conexão, o que a diferencia completamente das teorias supracitadas.

8Como visto, sem a imposição da nuli�cação da torção, a variedade de mundo seria uma variedade de Riemann-

Cartan e não de Riemann.
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A intenção a seguir é identi�car os entes geométricos envolvidos e prosseguir com a contagem das

Lagrangianas quadráticas possíveis de serem construídas com F e G e que preservem a invariância

de gauge. Como estudo de caso, as equações de campo serão obtidas para uma Lagrangiana que

difere daquela de Einstein-Hilbert por um termo de segunda ordem análogo ao termo de Podolsky.

Para estas equações estudar-se-á a solução para o caso estático e isotrópico em uma aproximação

linear. Este resultados foram apresentados em Ref. [16].

A Lagrangiana do campo de gauge livre

A Lagrangiana para o campo de gauge considerada aqui é do tipo

L0 = L0

(
ωefµ , ∂νω

ef
µ , ∂ρ∂νω

ef
µ

)
,

porém, para estar em consonância com o princípio de invariância de gauge, ela deve poder ser

reescrita como

L0 = L0 (F,G) ,

em que

F abµν = ∂µω
ab
ν − ∂νωabµ − ηcdωacµωdbν + ηcdω

ac
νω

db
µ, (2.87)

Gabβρσ = DβF
ab
ρσ = ∂βF

ab
ρσ − ηfdωafβ F dbρσ + ηfdω

af
β F

bd
ρσ . (2.88)

Com as mesmas hipóteses feitas no caso de primeira ordem com respeito à geometrização da

teoria, é possível associar os objetos F e G a entes geométricos. Para o caso do tensor F , a

identi�cação é a mesma do caso de primeira ordem,

F egβσ = ηgch α
c h

e
γR

γ
σβα ,

em que R γ
σβα é o tensor de curvatura de Riemann; já G é mapeado na derivada covariante (sobre

TGC) do tensor de Riemann

Gabβρσ = haµh
b
νg
ναδβR

µ
σρα .

A condição Eq.(2.72) em termos das variáveis de gauge torna-se

∂L0

∂F adρσ
[ηcgδab − ηbgδac]F gdρσ +

∂L0

∂Gadβρσ
[ηcgδab − ηbgδac]Ggdβρσ = 0, (2.89)

ou, em termos das variáveis geométricas,

∂L0

∂R θ
σρβ

[
δθνgγλ − δθγgνλ

]
R λ
σρβ +

[
∂L0

∂ (δβR
γ

σρα )
gνλ −

∂L0

∂
(
δβR ν

σρα

)gγλ
]
δβR

λ
σρα = 0. (2.90)
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As Lagrangianas invariantes de gauge

A seguir são analisadas quais são as Lagrangianas invariantes de gauge possíveis de se construir

com combinações quadráticas (com excessão da Lagrangiana de Einstein-Hilbert) do tipo FF e

GG; nenhuma combinação do tipo FG é considerada.

Em princípio todas as combinações possíveis são consideradas. No entanto, devido às antissime-

trias de F (F abµν = −F baµν e F abµν = −F abνµ) e de G (Gabρµν = −Gbaρµν e Gabρµν = −Gabρνµ) e devido
às identidades de Bianchi, Rσχρβ +Rχρσβ +Rρσχβ = 0 e δµRσχρβ + δσRχµρβ + δχRµσρβ = 0, que
valem em função da variedade ser riemanniana, o número de invariantes independentes se reduz a

apenas 7, os quais são resumidos na tabela abaixo:

Lagr. Forma de Gauge Forma Geométrica

L
(R1)
0

(
F abba

)n
Rn , n = 1, 2

L
(R2)
0 F abµaF

bµc
c RµνR

µν

L
(R3)
0 F abµνF

µν
ab RαβρσR

αβρσ

L
(G1)
0 G βa

abβ Gcbµµc δρRρχδµR
µχ

L
(G2)
0 GabµaσG

µcσ
cb δβRσχδ

βRσχ

L
(G3)
0 Gabe aσG

dσ
deb δβRσχδ

χRσβ

L
(G4)
0 GabµνλG

µνλ
ab δβRσρχκδ

βRσρχκ

(2.91)

Entenda-se acima que a aparição de um índice de Lorentz, onde em princípio deveria ser um índice

de mundo, representa uma contração do índice de mundo com uma tetrada, e.g. F abba = F abµνh
µ
b h

ν
a .

Qualquer outra combinação de contração de índices se reduz a uma das formas acima, as quais, por

sua vez, satisfazem individualmente a condição Eq.(2.89), ou equivalentemente Eq.(2.90). Assim

sendo, qualquer função dos invariantes acima que admita expansão em série de Taylor satisfaz

os requisitos para ser considerada teoria de gauge. Note-se, todavia, que as quantidades acima

são todas escalares e que, para se compor a integral de ação, cada um destes invariantes deve ser

multiplicado por h =
√−g e então integrado.

Equações de campo

Considere-se agora um caso particular em que a teoria é descrita por uma Lagrangiana que é a

combinação da Lagrangiana usual de Einstein-Hilbert com a Lagrangiana L(G1)
0 dada acima, escrita

na forma

L(G1)
0 =

1
2
hhaσh

ν
c G

βσ
abβ Gcbµµν =

1
8
hδρRδρR.

Note-se que L(G1)
0 , escrita como L(G1)

0 = 1
2hδ

ρRρχδµR
µχ , é análoga ao termo extra proposto

por Podolsky na sua eletrodinâmica generalizada, LPodolsky ∝ ∂ρFρχ∂µF
µχ. A escolha por esta

Lagrangiana é motivada por esta analogia, mas quando escrita em termos da derivada do escalar

de curvatura, este invariante pode ser interpretado como um termo cinético para R, sendo também
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análogo ao termo cinético dos campos escalares usuais. Além disso, esta Lagrangiana, a menos de

um termo de superfície, aparece na ação efetiva proposta por Schwinger e De Witt no estudo do

campo escalar em espaços curvos [17].

As equações de campo obtidas para a ação

ST =
ˆ
dnx

(
−hR

2χ
− β

χ
L(G1)

0 + hLmatter
)

são

Rλν −
1
2
gλνR+ β

[
δλδν (3R) +

1
2
δλRδνR−Rλν3R− gλν3 (3R)− 1

4
gλνδ

ρRδρR

]
= χTλν ,

onde 3 ≡ δβδ
β e Tλν ≡ 2

h
δ(hLmatter)

δgλν
é o tensor energia-momento. Estas equações são obtidas

fazendo-se variações com respeito à métrica, mas equações equivalentes seriam obtidas tomando-se

variações com respeito às tetradas:

Gbν + βHb
ν = χT bν , (2.92)

com

Hb
ν ≡ hbλδλδν [3R] +

1
2
hbλδλRδνR−Rbν3R− hbνδβδβ [3R]− 1

4
hbνδ

ρRδρR , (2.93)

em que Gbν ≡ ηbahµa
(
Rµν − 1

2gµνR
)
. Note-se que estas equações são de sexta ordem na derivada

da métrica.

A conservação covariante do tensor energia-momento pode ser veri�cada. Ao se tomar o diver-

gente covariante da equação de campo,

δνGνα + βδνHνα = χδνTνα,

veri�ca-se que

δνGνα = 0,

como já conhecido do caso de primeira ordem. Ainda pode-se constatar, a se utilizar a relação

[δν , δα]Aτ = R τξ
αν Aξ e a segunda identidade de Bianchi, que

δνHνα = Rαξδ
ξ3R−Rναδν3R+

1
2
δνRδ

νδαR−
1
2
δρRδαδρR = 0.

Desta forma, a conservação covariante de Tµν é obtida

δµ (Gµν + βHµν) ≡ 0 =⇒ δµTµν = 0.
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A solução estática e isotrópica

Considere-se a métrica estática e isotrópica

ds2 = eν(r)dt2 − eλ(r)dr2 − r2dθ2 − r2 sin2 θdφ2,

análoga àquela proposta por Schwarzchild no contexto da Relatividade Geral. Tomando-se as

equações de campo em aproximação linear, tem-se

ν′′ +
2
r
ν′+

+β
(
ν(6) +

6
r
ν(5) − 2

r
λ(5) − 2

r2
λ(4) +

8
r3
λ′′′ − 24

r4
λ′′ +

48
r5
λ′ − 48

r6
λ

)
= 0,

1
2

(
λ′

r
− 2

λ

r2
+
ν′

r
− ν′′

)
+

−β
(
ν(6) +

3
r
ν(5) − 12

r2
ν(4) + 12

ν′′′

r3
− 2
r
λ(5) +

4
r2
λ(4) + 8

λ′′′

r3
− 48

λ′′

r4
+ 96

λ′

r5
− 96

λ

r6

)
= 0,

onde a notação f (n) = dnf
drn é utilizada.

Por serem consideradas em aproximação linear, o método de Frobenius pode ser aplicado:

ν (r) =
∑

n

νnr
s+n, λ (r) =

∑

n

λnr
s+n.

A solução encontrada é dada por

ν (r) =
3∑

m=0

νmr
m−1

(
1 +

∞∑

n=0

cnm

)
,

λ (r) =
3∑

m=0

λmr
m−1 −

3∑

m=0

νmr
m−1

∞∑

n=0

(4n+m− 2) (4n+ 3 +m)
2 (4n+ 1 +m)

cnm ,

com

cnm ≡
(
− r

4

2β

)n+1 (m+ 1)!
(4n+m+ 4)!

(4n+m+ 1)!!!!
(m+ 1)!!!!

(
m− 9

2

)
!!!!(

4n+m− 1
2

)
!!!!
,

(a+ 4)!!!! = (a+ 4) .a!!!! .

Note-se a escolha por s = −1; ela se justi�ca quando se escolhe que o comportamento newtoniano

do potencial deve ser resgatado. Nas soluções encontradas, νm e λm,m ∈ {0, 1, 2, 3}, são constantes
de integração a serem determinadas por condições de contorno. Note-se que a solução para λ é

determinada em termos das constantes para ν, sendo isto decorrência do acoplamento das equações

de campo. A convergência da série pode ser veri�cada pelo teste da razão e veri�ca-se que ela possui

raio de convergência in�nito.
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A solução, em primeira ordem em r4/β é dada por

ν (r) =
ν0

r

(
1 +

1
24β

r4

)
+ ν1

(
1− 1

60β
r4

)
+ (2.94)

+ ν2r

(
1− 1

360β
r4

)
+ ν3r

2

(
1− 1

1050β
r4

)
+O

((
r4/β

)2)
,

λ (r) = −ν0

r
+ λ1 + λ2r + λ3r

2 +
1

6β

(
−ν0

4
r3 +

ν1

10
r4 +

ν2

60
r5 +

ν3

175
r6
)

+O
((
r4/β

)2)
.

Note-se que, para pequenas distâncias, o comportamento dominante é dado pelo termo ν0
r , que

é do tipo newtoniano, conforme esperado pela escolha s = −1, o que leva a identi�car ν0 =
2GM/c2. As outras constantes, ν1, ν2, ν3, multiplicam termos representando correções ao potencial

newtoniano e cada uma delas estabelece a escala de distância onde as contribuições constante,

linear e quadrática em r, começam a ser signi�cantes. A constante ν1 pode ser entendida como

um potencial constante; ν2 pode ser interpretada como uma força constante; e ν3 pode representar

o "gradiente"de uma força. A partir da potência terceira de r, quem estabelece a magnitude da

contribuição é a constante β. A �xação completa destas constantes deve ser feita por meio de

dados experimentais.

2.3 Vinculando-se a Eletrodinâmica de Podolsky

Um dos problemas em teorias efetivas, que, como mencionado, seria o caso das teorias de segunda

ordem, é �xar as constantes introduzidas na Lagrangiana, as quais essencialmente estabelecem

as escalas de energia/distância onde as teorias possuem validade. Este processo de vinculação

dos parâmetros é feito assumindo-se que a teoria efetiva é válida em uma dada escala de ener-

gia, na qual é possível se realizar medições. Nesta seção a intenção é tomar como estudo de

caso a Eletrodinâmica de Podolsky [9] e ver como o parâmetro a pode ser vinculado por dados

experimentais ou experimentos já existentes. A escolha pela teoria de Podolsky se justi�ca pela

simplicidade da mesma, comparada às demais estudadas aqui, e pela quantidade de dados experi-

mentais/experimentos existentes no eletromagnetismo.

Três estimativas para a serão feitas a seguir e é importante observar que os resultados indepen-

dem um dos outros. Essencialmente, estes testes são realizados em diferentes escalas de energia,

de forma que os resultados obtidos não são comparáveis entre si, mas apenas indicam quais seriam

os valores permitidos para a, caso a teoria fosse válida na referida escala de energia.

Antes de prosseguir com os cálculos, é importante fazer algumas observações. A Lagrangiana

de Podolsky,

L = −1
4
FµνF

µν +
a2

2
∂ρF

ρµ∂σF
σ
µ,

conduz a um conjunto de equações de campo,
(
1 + a2�

)
∂µF

νµ = 0,

34



as quais, sob a condição de Lorenz generalizada9 [18],
(
1 + a2�

)
∂µA

µ (x) = 0,

e sob uma transformada de Fourier, podem ser expressas como

p2
(
1− a2p2

)
Aµ (p) = 0⇒

{
p2 = 0
p2 − 1

a2 = 0
,

em que p2 = pµp
µ. Esta expressão permite a identi�cação de dois modos para o campo Aµ, um

modo massivo e um não massivo. Isto torna-se claro quando as duas relações são dadas em termos

do trivetor momento e da energia:

E2 − p2 = 0,

E2 = p2 +
1
a2

, m =
1
a
. (2.95)

Esta última, por sua vez, mostra explicitamente a relação entre a massa do modo massivo na teoria

de Podolsky e a constante a. Perceba-se que esta relação só existe para a 6= 0.

2.3.1 A corrente de segunda ordem e a massa do fóton

Na teoria geral para Lagrangianas de segunda ordem no campo de gauge, duas formas para a

corrente foram propostas, dadas por Eq.(2.83) e Eq.(2.85), sendo esta última a satisfazer uma

verdadeira lei de conservação. Para o grupo U (1), Eq. (2.83) coincide com a corrente do caso de

primeira ordem, jν ,

Jν = jν = − ∂LT
∂ (∇νQA)

TABQ
B ,

enquanto Eq.(2.85) difere desta por um termo topológico (impróprio),

J̄ν = jν − ∂µ
∂L0

∂F[µν]
= jν − ∂µF νµ.

No caso de um campo estático na presença de uma carga puntual, a equação de campo sob

uma condição de Lorenz generalizada torna-se

−
(
1− a2∇2

)
∇2ϕ (r) = 4πρ (r) ,

ρ (r) = −eδ (r) .

Esta equação pode ser resolvida, por exemplo via transformada de Fourier, e, dada a simetria

esférica do sistema, encontra-se:

ϕ (r) = −e
r

(
1− e− ra

)
.

9A condição de Lorenz ∂µAµ = 0 também conduz à mesma identi�cação dos modos massivo e não massivo.

Todavia, esta escolha implica na transversalidade do campo e de seu momento, que pode não ser necessariamente

a mais apropriada para a teoria, em função da existência do modo massivo. Veja Ref.[18] para uma discussão mais

aprofundada.
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Esta solução é a combinação de um potencial do tipo coulombiano com um potencial do tipo

Yukawa.

Com esta solução encontra-se a seguinte expressão para a corrente:

J̄0 (r) = −e
(
δ (r) +

1
a2r

e−
r
a

)
, J̄k = 0.

A integração da componente J̄0 em todo o espaço permite a obtenção de uma carga conservada,

dada por

q = −e (1− 4π) ,

que representa uma renormalização da carga �nua�, e. No entanto, a teoria quântica de um elétron

não relativístico estabelece um corte (cuto� ) natural em distâncias muito pequenas, cuja magnitude

é da ordem do comprimento de onda Compton, ε [19]. Com esta idéia em mente, a integração de

J̄0 deve ser feita não a partir de r = 0, mas a partir de r = ε, o que leva à seguinte carga efetiva:

qeff = −e
(

1− 4π
[
a+ ε

a
exp

(
− ε
a

)])
. (2.96)

Esta expressão pode ser reescrita como

σrele ≡ qeff − eel
e

= 4π
a+ ε

a
exp

(
− ε
a

)
.

Esta quantidade pode ser interpretada como sendo a incerteza relativa da carga do elétron. Desta

forma, conhecendo-se σrele , tem-se uma equação transcedental para a, a qual pode ser resolvida

numericamente. Utilizando-se dados experimentais disponíveis em Ref.[20] e usando uma propa-

gação de incertezas simples e ignorando as incertezas de σrele , é possível fazer uma estimativa de a

e da massa do fóton correspondente, através da relação m = ~
ac :

a = 1, 105 868 617 (14)× 10−11 cm,

m = 3, 180 913 40(16)× 10−30kg = 1, 784 361 72 (92)
MeV

c2
.

No contexto de uma teoria clássica efetiva, esta massa não deve ser interpretada como sendo

uma massa de repouso do fóton, mas como caracterizando a escala de energia em que a teoria se

torna relevante, de uma maneira análoga ao modo como o fônon caracteriza as vibrações em um

cristal [21]. Note-se ainda que duas condições são necessárias para a obtenção do resultado acima:

o uso de uma região blindada e o uso da corrente Eq.(2.85). Se a corrente de Noether tivesse sido

utilizada, esta estimativa não seria obtida.

2.3.2 Interferometria de íons

Nesta seção, propõe-se a medição da constante de Podolsky no contexto de um experimento que

faz uso de interferometria de íons. O experimento foi proposto originalmente em [22] para medir

a massa do fóton no contexto do modelo de Proca.
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É importante observar que a maioria dos experimentos que se propõem a medir a massa do

fóton, normalmente o fazem através da procura por desvios da lei de Coulomb - em geral um

potencial do tipo 1/r1+δ é proposto e δ é avaliado a partir de dados experimentais. No entanto,

este tipo de potencial é posto à mão nas equações, ou seja, ele não é deduzido a partir uma teoria

ou modelo mais fundamental, como e.g. o potencial de Coulomb, que pode ser derivado na teoria

de Maxwell, ou como o modelo de Proca. A idéia dos autores em [22] é justamente evitar este

tipo de problema e, desta forma, eles assumem que, se o fóton possui massa, ela deve manifestar-se

dentro do contexto do modelo de Proca. Para realizar a medição desta massa, um experimento foi

proposto, em que um feixe de íons passa por um tubo, no qual diferentes tensões são aplicadas, e,

se o fóton possui massa, espera-se uma diferença de fase em um interferômetro, que se encontra ao

�m do tubo.

A existência de uma massa do fóton é um problema para os físicos teóricos, pois, como já visto

anteriormente, as teorias de gauge preveem que a massa do campo de gauge, como é o caso do

fóton, seja nula. Caso seja veri�cada a existência desta massa, no contexto do experimento acima

com o modelo de Proca, então teorias como a Eletrodinâmica Quântica, que faz uso da estrutura

de gauge, terão de ser revistas, ou pelo menos reinterpretadas à luz de novos mecanismos (como é

o caso do mecanismo de Higgs em teorias não abelianas).

Todavia, se a teoria subjacente for considerada como sendo a de Podolsky, a existência de um

modo massivo para o fóton poderia explicar o desvio no interferômetro, sem ter que se abrir mão

do uso de uma teoria de gauge. Esta é a idéia que será desenvolvida a seguir: como se medir a

Eletrodinâmica generalizada de Podolsky no contexto do experimento de interferometria de íons.

No experimento proposto em [22], uma tensão variável é aplicada a um cilindro condutor, o

qual se encontra alojado dentro de um segundo cilindro, que por sua vez está aterrado. Um feixe

de íons passa pelo cilindro interno através de três grades igualmente espaçadas, formando um

interferômetro Mach-Zehnder. O feixe inicialmente entra no condutor por uma cavidade na base

do cilindro e passa a viajar paralelamente ao eixo deste. Após passar pela primeira grade, o feixe

é separado em dois braços, um dos quais continua a se mover em paralelo ao eixo a uma distância

r0 deste, enquanto o outro passa a viajar em diagonal (i.e. com um componente de sua velocidade

na direção axial e outro na direção radial). Ao atingir a segunda grade, o braço que viajava na

direção axial passa a viajar em diagonal, enquanto o que viajava diagonalmente passa a se propagar

paralelo ao eixo a uma distância r0 +s do mesmo. Quando os dois braços chegam na terceira grade,

os feixes são unidos em um único feixe, que por sua vez passa a viajar na direção axial até atingir

o interferômetro, conforme a �gura Fig.1.
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Fig. 1 - Representação do experimento com feixe de íons. A linha superior representa o feixe

de íons (a ionização do feixe ocorre dentro do segundo cilindro com um laser, representado pela

�echa).
Se houver campo elétrico dentro do cilindro, então os segmentos do feixe que viajaram parale-

lamente ao eixo (em r0 e r0s) passam por potenciais diferentes, de forma que se espera que haja

uma diferença de fase no interferômetro. Os braços que viajam em diagonal, por sua vez, não

induzem uma diferença de fase, pois ambos passam pelos mesmo potenciais, uma vez que as grades

são equidistantes. Note-se que a diferença de fase no interferômetro não é esperada na teoria de

Maxwell, uma vez que o cilindro interno é condutor, e portanto o potencial deveria ser constante

em qualquer ponto interno a este tubo.

A equação de campo para o potencial, na situação estática, é

(
1− a2∇2

)
∇2φ = 0.

A solução desta equação em coordenadas cilíndricas é dada por

φ
( r
a

)
= a2AI0

( r
a

)
+ a2BK0

( r
a

)
+D ln

r

a
+ C, (2.97)

em que se admite que o problema possui simetria angular e que a aproximação de tubo in�nito

é aplicável, dadas as dimensões do cilindro. Nesta expressão, I0 e K0 são funções de Bessel

modi�cadas de primeiro e segundo tipo, respectivamente. Para determinar as quatro constantes

de integração (número esperado para uma equação de quarta ordem), são �xadas condições de

contorno. A primeira é a de que o potencial no limite r → 0 seja �nito. Com as formas assintóticas

de I0 e K0 [24, 23], conclui-se que D = a2B. Outra condição de contorno consiste em utilizar o

potencial em r = R, em que R é o raio do cilindro interno. Se V0 é a diferença de tensão aplicada

entre o tubo interno e o externo, cuja tensão desconhecida é Vg, então

V0 + Vg = a2A

[
I0

(
R

a

)
+ g (a)

[
K0

(
R

a

)
+ ln

R

a

]
+ f (a)

]
,

em que as constantes B e C são rede�nidas como B = g (a)A e C = f (a) a2A. Com esta expressão

pode-se �xar A em função de f e g. Uma terceira condição a ser empregada consiste em tomar

o campo elétrico E em r = 0, como sendo nulo. Esta escolha se justi�ca, pois do contrário,

haveria uma discontinuidade do campo elétrico, sem uma razão física, pois não há cargas no eixo

do cilindro. Todavia esta condição é imediatamente satisfeita, e com ela não se pode �xar nenhuma

constante. No entanto, se o mesmo argumento for aplicável ao divergente do campo elétrico, então
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�xa-se g (a) = 0. Finalmente, para se de�nir a constante f (a), utiliza-se uma medição que não

é prevista em Ref.[22], que consiste na medição do potencial em r = 0. Assumindo-se que esta

medição forneça uma expressão do tipo φ (0) = (V0 + Vg) ε, com 0 ≤ ε ≤ 1, conclui-se que10

f (a) =
εI0
(
R
a

)

(1− ε) .

O potencial �nalmente é dado por

φ
( r
a

)
= (V0 + Vg)

[
I0
(
r
a

)

I0
(
R
a

) (1− ε) + ε

]
.

A fase induzida no interferômetro, devido à diferença de potencial ∆φ entre r = r0 e r = r0 +s,

é dada por

Φ =
eτ

~
∆φ+ Φ0 =

eτ

~
(V0 + Vg)

[
I0
(
r0+s
a

)
− I0

(
r0
a

)

I0
(
R
a

)
]

(1− ε) + Φ0,

em que Φ0 é a fase indicada no interferômetro quando V0 + Vg = 0, e é a carga do íon, e τ

é o tempo gasto pelos íons para percorrerem os segmentos horizontais. É possível eliminar as

constantes desconhecidas Vg e Φ0 se duas diferenças de potenciais entre os tubos, V0 e V0 + ∆V ,
forem tomadas, de modo que

∆Φ =
eτ

~
∆V

[
I0
(
r0+s
a

)
− I0

(
r0
a

)

I0
(
R
a

)
]

(1− ε) .

Esta expressão pode ser invertida para fornecer a em termos das quantidades mensuráveis. Para

tanto, admitir-se-á que a constante de Podolsky é muito pequena comparada às dimensões envolvi-

das no problema, de forma que a forma assintótica para I0 possa ser utilizada, I0 (x) ∼ 1√
2πx

ex, o

que conduz a

a =
R− (r0 + s)

ln (1− ε)− ln
(

~
eτ

∆Φ
∆V

√
r0+s
R

) . (2.98)

Para proceder com estimativas numéricas, usam-se dados fornecidos em Ref.[22] para íons de
1H+ e 133Cs+. Estes íons viajam a velocidades v de 311m/s e 27m/s respectivamente, e, como

a separação entre as grades é de 1m, obtém-se τ , τ = L/v para cada um dos íons. A diferença de

potencial ∆V pode ser �xada em 400 kV e os valores de R, r0 e s são �xados como R = 27 cm,

r0

(
1H+

)
= 24, 4 cm, r0

(
133Cs+

)
= 24, 9 cm, e s

(
1H+

)
= 6, 4mm, s

(
133Cs+

)
= 0, 56mm.

Utiliza-se ainda a resolução do interferômetro como sendo da ordem de 10−4 e o fato de que,

com multímetros comerciais disponíveis atualmente, uma precisão de no máximo 10−8 possa ser

10Note-se que o caso ε = 1 corresponde, �sicamente, ao caso em que teoria subjacente é a Eletrodinâmica de

Maxwell, em que a = 0. Assim o limite ε→ 1 deve ser feito concomitantemente com o limite a→ 0, de forma que

a divergência em f (a) pode ser controlada.
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atingida para a medição de ε. É possível fazer estimativas numéricas para a tomando-se diferentes

valores para ε, ∆Φ, e o que se obtém são vínculos sobre os valores de a: aCs+ ≥ 0, 033 cm no

caso do feixe de 133Cs+e aH+ ≥ 0, 069 cm para o feixe de íons de 1H+. Valores desta magnitude

justi�cam o uso da forma assintótica da função de Bessel empregada anteriormente. As estimativas

para as massas do modo massivo �cam vinculadas: m
133Cs+

γ ≤ 1, 06× 10−39 kg = 5, 98× 10−4 eV
c2

e m
1H+

γ ≤ 5, 10× 10−40 kg = 2, 85× 10−4 eV
c2 .

É importante perceber que o valor de a não depende do íon utilizado e que a notação usada acima

apenas ilustra os valores de a acessíveis por cada um dos íons utilizados. Com relação às previsões

numéricas de a, deve-se notar que se a fosse de fato da ordem de centésimos de centímetros, como é

o melhor caso obtido aqui, então ela já teria sido observada por outros experimentos. A conclusão

é que, embora do ponto de vista da formulação do experimento seja possível estimar valores para

a, as ordens de energia e distâncias envolvidas neste problema, inviabilizam uma medição de a que

seja compatível com o esperado de que a Eletrodinâmica de Podolsky represente pequenos desvios

com relação à teoria de Maxwell. Com isso justi�ca-se, de maneira quantitativa, a inadequabilidade

deste experimento para a medição da teoria de Podolsky.

2.3.3 O átomo de Hidrogênio

Uma outra forma de vincular a constante de Podolsky será apresentada a seguir e consiste em

assumir que esta teoria seja válida em escalas atômicas. O caso mais simples para ser analisado é

o estado fundamental do átomo de Hidrogênio, como descrito pela Mecânica Quântica. Para tanto

o potencial eletrostático coulombiano será substituído pelo potencial eletrostático de Podolsky,

φ (r) = −e
r

(
1− e− ra

)
,

na Hamiltoniana, Ĥ = p̂2

2m +eφ (r), e o método variacional será aplicado para se obter uma solução

perturbativa àquela normalmente obtida. Considerar-se-á ~ = 1 durante o desenvolvimento, mas,

quando necessário, as unidades serão restauradas. A solução tentativa é

ψ (r) = Ne−γr,

com N2 = γ3

π sendo uma constante de normalização da função de onda e γ uma constante a ser

determinada pelo método variacional. A energia, dada por

E =
ˆ
dV ψ∗ (r) Ĥψ (r) =

γ2

2m
− e2γ + e2 4γ3

(
2γ + 1

a

)2 ,

deve ser minimizada, levando à condição

∂E

∂γ
=

8a3

m
γ4 +

12a2

m
γ3 +

6a
m
γ2 − 6ae2γ +

γ

m
− e2 = 0. (2.99)
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Se a é assumido ser muito pequeno, então, em primeira ordem em a, tem-se γ+ = me2 e γ− = − 1
6a .

As energias obtidas com estes valores de γ são

E (γ+) = −me
2

2
e2
(

1− 2
(
2mae2

)2)
+O

(
a3
)
, E (γ−) =

9ame2 + 1
72a2m

.

A energia E (γ−) é positiva e torna-se muito grande para pequenos valores de a, inviabilizando a

descrição de um estado ligado. Portanto, esta solução dever ser excluída. Já E (γ+) só pode ser

avaliada para um dado valor de a. Porém, se a for muito pequeno, o termo proporcional a a2 na

energia torna-se apenas uma perturbação na energia do estado fundamental, como previsto quando

do uso do potencial coulombiano, em que E = −me42 . Para dados compatíveis com resultados

experimentais dados na literatura, o termo pertubativo 2
(
2mae2

)2
deve ser menor ou igual à

incerteza relativa da energia do estado fundamental do átomo de H, ou seja,

a ≤ rB
2

√
σE0

2 |E0|
,

em que rB = 1
me2 é o raio de Bohr. Usando dados disponíveis na literatura [25], encontra-se

a ≤ 5, 56 fm or mγ ≥ 6, 33× 10−29 kg = 35, 51
MeV
c2

. (2.100)
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2.4 Artigos e preprints

A seguir são apresentados os artigos e preprints em que foram publicados, ou estão em via de

publicação, os resultados mostrados anteriormente neste capítulo.

2.4.1 Teoria de gauge de segunda ordem

Uma teoria de gauge de segunda ordem nas derivadas do campo auxiliar é construída, seguindo-se

o programa de Utiyama. Um novo campo de força, G = ∂F + fAF , surge ao lado daquele de

primeira, F = ∂A− ∂A+ fAA. A corrente conservada associada é obtida, e ela possui uma nova

característica: termos topológicos são determinados a partir de requisitos de invariância local. A

Eletrodinâmica generalizada de Podolsky é derivada como um caso particular em que a Lagrangiana

do campo de gauge é do tipo LP ∝ G2. Nesta aplicação, estima-se a massa do fóton. O regime

infravermelho do caso SU (N) é analisado por meio da Lagrangiana de Alekseev-Arbuzov-Baikov.
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Abstract

A gauge theory of second order in the derivatives of the auxiliary field is constructed following
Utiyama’s program. A novel field strength G = oF + fAF arises besides the one of the first order
treatment, F = oA � oA + fAA. The associated conserved current is obtained. It has a new feature:
topological terms are determined from local invariance requirements. Podolsky Generalized Eletro-
dynamics is derived as a particular case in which the Lagrangian of the gauge field is LP / G2. In this
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seev–Arbuzov–Baikov’s Lagrangian.
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1. Introduction

Symmetry is one of the most important concepts in physics. Group theoretical methods
are used to find complete solutions for many systems, particles were found by symmetry
arguments, from Noether’s work we learn how to relate symmetries to conservation laws.
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In this context a natural question is: by imposing to a system a generalized version of some
previous existent symmetry, would it be possible to determine new features? In particular,
starting from a kinetic Lagrangian with a global symmetry, would it be possible generate
interactions via localization of the symmetry? In other words, could local kinematical sym-
metries also imply dynamics?

The general answer to these questions is yes, if the local symmetry is represented by a
general Lie group, and it was found by Utiyama [1] in 1956 showing that it is possible to
keep the action invariant under point dependent transformations of the matter field if one
introduces a new field, the gauge potential, and derives a minimal coupling prescription
which determines the fundamental interactions. Some years later, Ogievetski and Polu-
barinov [2] presented a criticism to this gauge principle by means of what is known today
as B-Field formalism [3,4]. Notwithstanding, gauge principle remains as a cornerstone of
modern physics.

On the other hand, if one assumes that the equations of motion are derivable from some
Lagrangian, a natural way to generalize a given theory is to suppose that the Lagrangian
of the field contains terms involving derivatives of higher order. Poincaré in 1901, when
discussing the law of inertia, already called our attention to the importance of higher order
equations [5]: ‘‘(. . .) the law of inertia (. . .) is not imposed on us a priori (. . .). If a body is not

acted upon by a force, instead of supposing that its velocity is unchanged we may suppose that

its position or its acceleration is unchanged. (. . .) In the second case, [we may suppose] that

the variation of the acceleration of a body depends only on the position of the body and of
neighbouring bodies, on their velocities and accelerations; or, in mathematical terms, the dif-

ferential equations of motion would be of (. . .) third order (. . .).’’ The non-singular Hamil-
ton–Lagrange theory was extended to arbitrary order by Ostrogradsky [6] in 1850,
generalizing the form of canonical momenta. Following this reasoning, Bopp [7] and Pod-
olsky [8] independently proposed a generalization of electrodynamics containing second
order derivatives. Quantization of the theory resulted in finite energies in 1-loop approx-
imation. This leads to the idea that some quantum field corrections would be simulated by
the Podolsky’s effective term. This generalized electrodynamics was able also to explain the
4/3 factor in Abrahaam–Lorentz theory [9] as an electromagnetic mass term by means of
an appropriate gauge choice and a Lorentz invariant cutoff induced by quantum effects.
This cutoff provides an natural mechanism to estimate the photon mass in the Podolsky
generalized electrodynamics, as we will show in Section 5.2—the presence of this massive
mode does not violate the gauge invariance as it occurs in the first order approach, and it is
an intrinsic feature of the second order gauge theory. Inspired by Podolsky’s work, Green
[10] included another term involving the second derivative obtaining a generalized meson-
field theory with finite energies at 1-loop. The relative success of these achievements moti-
vated some authors to propose finite extensions of Quantum Chromodynamics (QCD) [11]
and also to advocate that higher order terms would be able to explain the quark confine-
ment. The undesired feature of the Podolsky’s theory is the lack of unitarity at 1-loop for
its quantum version, and it is an open question if this characteristic can be ruled out in a
nonperturbative scheme. Besides all these motivations we emphasize that, from a theoret-
ical point of view, higher order theories have many interesting features that justify their
study by itself.

The scope of the present work is to construct a gauge theory for Lagrangians of second
order on the auxiliary field, following Utiyama’s procedure. Section 2 is devoted to fixing
the notation, to reviewing how the gauge potential A appears and why it ensures the
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invariance of the action integral. In the next section, we assume a Lagrangian of the type
L (A,oA,o2A) for the gauge potential and show that this Lagrangian must depend on A

and its derivatives only through the usual field strength F = oA � oA + fAA and a second
field strength G = oF + fAF, a new quantity that naturally turns up in the second order
theory. The covariance of F and G under the gauge transformation is proved in the same
Section 3 and the Bianchi identities for these two objects are also deduced.

After settling the basis of the general theory, we proceed to the analysis of the current
derived from the total Lagrangian—the matter one plus the gauge Lagrangian—in Section
4. If Utiyama’s definition of current is kept, one obtains a quasi conserved current instead
of a conserved one. An alternative choice is to define the current in a different fashion to
enforce conservation.

As an application, in Section 5.1, it is demonstrated that the Podolsky Generalized
Electrodynamics can be derived from the second order gauge theory from a Lagrangian
of the type LP / G2. Section 5.3 deals with a particular non-abelian case.

2. Local invariance and the gauge field

Let QA (x) (A = 1,2, . . . ,N) be a general matter field whose Lagrangian density is

L QA; olQA
� �

; olQA ¼ oQA

oxl

with equation of motion given by

oL

oQA � ol
oL

o olQA
� � ¼ 0: ð1Þ

We postulate the action integral

I ¼
Z

X
Ld4x;

to be invariant under the global infinitesimal transformation

QA ! QA þ dQA;

dQA ¼ T a
A

B�
aQB;

ð2Þ

where �a is an infinitesimal parameter independent of x (a = 1,2, . . . ,n) and T a
A

B are con-
stant matrices. In what follows, we assume that the transformation (2) belongs to a Lie
group G dependent on n parameters �a. Then the structure constants fa

b
c are defined by

½T a; T b�AB ¼ fa
c

bT c
A

B; ð3Þ
satisfying

fa
m

b fm
l

c þ fb
m

c fm
l

a þ fc
m

a fm
l

b ¼ 0; ð4Þ
which is the same as Jacobi identity, and

fa
c

b ¼ �fb
c

a; ð5Þ
in accordance with (3).

From the invariance of the action under (2) in any spacetime volume X, it results
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dL � oL

oQA dQA þ oL

oðolQAÞ
dðolQAÞ � 0: ð6Þ

Using the independence of the parameters we find,

oL

oQA T a
A

BQB þ oL

oðolQAÞ
T a

A
BolQB � 0: ð7Þ

In order to write (7) we consider a variation d which is strictly functional, i.e., the space-
time point is not changed.

Rewriting (6) by using Leibniz rule,

oL

oQA � ol
oL

oðolQAÞ

� �
dQA þ ol

oL

oðolQAÞ
dQA

� �
¼ 0:

The field equation (1) must be satisfied, so that

olJl
a ¼ 0; Jl

a �
oL

oðolQAÞ
T a

A
BQB: ð8Þ

Now let us consider the following infinitesimal transformation with a point dependent

parameter �a (x) (a = 1,2, . . . ,n):

dQAðxÞ ¼ T a
A

B�
aðxÞQB;

T a
A

B ¼ constant coefficients:
ð9Þ

In this case,

dL � oL

oQA T a
A

BQB þ oL

oðolQAÞ
T a

A
BolQB

� �
�aðxÞ þ oL

oðolQAÞ
T a

A
BQBol�

aðxÞ; ð10Þ

or

dL � oL

oðolQAÞ
T a

A
BQBol�

aðxÞ: ð11Þ

We see in this case that dL does not vanish—still assuming that (7) is valid even when
�a = �a (x).

If one wants to preserve invariance of the Lagrangian under (9), it is necessary to intro-
duce a new field [1], called gauge potential, Aa

lðxÞ, which transforms as

dAc
l ¼ fa

c
bAb

l�
aðxÞ þ ol�

c; ð12Þ

appearing in a new Lagrangian L0ðQA; olQA;Aa
lÞ through the combination

rlQA � olQA � T a
A

BQBAa
l: ð13Þ

This new object is covariant, since it transforms exactly as the original field, i.e.,

dðrlQAÞ ¼ T a
A

BrlQB�aðxÞ
and it substitutes the ordinary derivative in the original Lagrangian, in a prescription
named minimal coupling for description of the interaction,

L0ðQA; olQA;Aa
lÞ ¼ LðQA;rlQAÞ:
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Usual derivatives are replaced, in the original Lagrangian, by the covariant derivative given
by (13).

3. Gauge field second order Lagrangian

Let us take a Lagrangian for the auxiliary field as a functional kernel dependent up to
second order derivatives

L0ðAa
l; omA

a
l; oaomA

a
lÞ; omA

a
l �

oAa
l

oxm
:

We will impose that this kernel is invariant under (12), so

dL0 �
oL0

oAa
l

dAa
l þ

oL0

oðomA
a
lÞ

dðomA
a
lÞ þ

oL0

oðoaomA
a
lÞ

dðoaomA
a
lÞ � 0:

Substituting the transformation law for the gauge potential in this equation and since �a

and its derivatives must be functionally independent, we are led to:

oL0

oAa
l

fc
a

bAb
l þ

oL0

oðomA
a
lÞ

fc
a

bomA
b
l þ

oL0

oðoaomA
a
lÞ

fc
a

boaomA
b
l � 0; ð14Þ

oL0

oAc
m

þ oL0

oðomA
a
lÞ

fc
a

bAb
l þ

oL0

oðomoaAa
lÞ
þ oL0

oðoaomA
a
lÞ

 !
fc

a
boaAb

l � 0; ð15Þ

oL0

oðomA
c
aÞ
þ oL0

oðoaAc
mÞ
þ oL0

oðomoaAa
lÞ
þ oL0

oðoaomA
a
lÞ

 !
fc

a
bAb

l � 0; ð16Þ

oL0

oðoaomA
a
lÞ
þ oL0

oðomolAa
aÞ
þ oL0

oðoloaAa
mÞ
� 0: ð17Þ

This set of equations forms a hierarchy informing us about the dependence of the
Lagrangian with respect to the gauge potential and its derivatives. To solve this hierarchy
is the main aim of Utiyama’s general program. The solution of the above system gives the
covariant objects of the theory as well as the functional dependence of the Lagrangian on
these objects.

3.1. Hierarchical equations solution

3.1.1. Solution of Eq. (17)

Once Eq. (17) involves only the dependence of the Lagrangian density on the second
derivatives of the gauge potential, one may propose that this dependence appears through
an object Ra

aml which must have a cyclic permutation symmetry

Ra
aml þ Ra

mla þ Ra
lam � 0: ð18Þ

The most general linear object constructed from o2A with this property is given by

Ra
aml ¼ omoaAa

l � oaolAa
m; ð19Þ

where we chose A ” 1 without loss of generality.
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3.1.2. Solution of Eq. (16)

Let us consider now the Eq. (16) written in terms of Lð1Þ0 ðA; oA;RÞ:

oLð1Þ0

oðomA
c
aÞ
þ oLð1Þ0

oðRa
malÞ
� oLð1Þ0

oðRa
almÞ

" #
fc

a
bAb

l þ
oLð1Þ0

oðoaAc
mÞ
þ oLð1Þ0

oðRa
amlÞ
� oLð1Þ0

oðRa
mlaÞ

" #
fc

a
bAb

l

� 0:

This equation shows a symmetry in m M a, which must be present in its solution. Also,
the solution will be construct from R and then it must respect the cyclic symmetry as
dictated by (17). Therefore, the solution for this functional partial differential equation
is such that the functional dependence of Lð1Þ0 with respect to R shall be through the
object

Qd
bqr � Rd

bqr � fc
d

b½Ab
roqAc

b � Ab
qorAc

b�: ð20Þ

With this new quantity we pass from Lð1Þ0 ðA; oA;RÞ to ðLð2Þ0 ðA; oA;QÞ.
A second independent solution to (16) can be found if one rewrites it in terms of

Lð2Þ0 ðA; oA;QÞ, i.e.

oLð2Þ0

oðomA
c
aÞ
þ oLð2Þ0

oðoaAc
mÞ

" #
Q

� 0:

In this case, the dependence on the second derivative is eliminated and the dependence on
the first derivative can figure only via the combination

Ac
½ma� � omA

c
a � oaAc

m:

Thus, when we construct Q we are actually selecting a sector of the gauge potential
Lagrangian. Here we have introduced the antisymmetric operation O[lm] ” Olm � Oml for
a general Olm. So, one goes from Lð2Þ0 ðA; oA;QÞ to

Lð3Þ0 ¼ Lð3Þ0 ðAa
l;A

c
½ma�;Q

d
bqrÞ:

3.1.3. Solution of the Eq. (15)

Our next step is to rewrite the Eq. (15) in terms of the new functional dependence of the
Lagrangian, L0 ¼ Lð3Þ0 ðA;A½ �;QÞ

oLð3Þ0

oAa
m

þ oLð3Þ0

oAd
½qr�
ðdm

qd
a
r � dm

rd
a
qÞfa

d
eA

e
a þ

oLð3Þ0

oQd
bqr

½ðdm
rAc
½qb� þ dm

bAc
½qr� þ dm

qAc
½br�Þfa

d
c

þ Ae
bðAb

rd
m
q � Ab

qd
m
rÞfb

d
cfa

c
e� � 0:

The solution of this equation utters that the functional form of the Lagrangian density
depends on three objects:

F d
qr � Ad

½qr� þ fa
d

eA
e
qAa

r; ð21Þ

Gd
bqr � Qd

bqr � dk
rAc
½qb� þ dk

bAc
½qr� þ dk

qAc
½br�

� 	
fg

d
cA

g
k � Ab

rd
k
q � Ab

qd
k
r

� 	
fb

d
cfg

c
eA

g
kAe

b

n o
ð22Þ
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and Aa
l itself. Keeping in mind Lð4Þ0 ¼ Lð4Þ0 ðF

qr
d ;G

d
bqr;A

a
mÞ, we reexpress (15)

oLð4Þ0 ðF ;G;AÞ
oAa

m

¼ 0:

Due to this, the Lagrangian kernel cannot be explicitly dependent on the gauge potential
A, which is the real reason why gauge fields are massless. Therefore, the presence of mas-
sive terms is only possible if the gauge symmetry is broken.

3.1.4. Solution of Eq. (14)—condition on the Lagrangian

After all that, we must put the Eq. (14) in terms of the new objects F and G

oLð4Þ0

oF qr
d

fs
h

b

oF qr
d

oAh
m

Ab
m þ

oF qr
d

oðomA
h
fÞ

omA
b
f

 !

þ oLð4Þ0

oGd
bqr

fs
h

b

oGd
bqr

oAh
m

Ab
m þ

oGd
bqr

oðomA
h
fÞ

omA
b
f þ

oGd
bqr

oðonomA
h
fÞ

onomA
b
f

 !
� 0; ð23Þ

or, applying the Leibniz rule and the Jacobi identity

oLð4Þ0

oF d
qr

fc
d

hF h
qr þ

oLð4Þ0

oGd
bqr

fc
d

hGh
bqr � 0: ð24Þ

This is a condition on the Lagrangian of the gauge potential which must be satisfied for the
local symmetry to hold.

3.2. New expression for G and the Bianchi identity

In order to reduce the number of independent objects in the expressions above we will
write G in terms of F and A. To do so, let us consider initially that, from (19) and (21), we
get

Rh
bqr ¼ obF h

qr þ fe
h

bobðAe
qAb

qÞ:

Using these informations to evaluate G it results

Gh
bqr ¼ obF h

qr þ fc
h

b Ac
qobAb

r þ Ab
qorAc

b

h i
þ fc

h
b Ab

bAc
½qr� þ Ab

qAc
½br�

� 	
� fg

h
bfc

g
f Af

b Ab
rAc

q � Ab
qAc

r

� 	
;

that, with (21) and the Jacobi identity, conduct us to

Ga
bqr ¼ obF a

qr þ fc
a

eA
e
bF c

qr ¼ Da
cbF c

qr; ð25Þ

where Db is a kind of Fock–Ivanenko derivative [12]

Da
cb � da

cob � xa
cb; xa

cb � fe
a

cA
e
b: ð26Þ

This kind of structure in terms of a Fock–Ivanenko-like derivative is exhibited also by F
when written as
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F d
qr ¼ Dd

aqAa
r � Dd

arAa
q � Dd

a½qAa
r�; ð27Þ

in which

Dd
aq ¼ dd

aoq � xd
aq; xd

aq � 1
2
fe

d
aAe

q; ð28Þ

with a factor 1/2 in the spin connection xd
aq, different from Eq. (26). This difference refers

to the fact that Ae is a connection and not a vector like Fd.
With this new expression for G we immediately verify that it is antisymetric in its last

two spacetime indices. This is consistent with the antisymetry property required by Eq.
(16). On the other hand, Eq. (17) stablises that a cyclic property must be present in those
objects containing the second derivative of the gauge field. In fact, starting from (25) and
with the expression of F qr

d and the Jacobi identity we find

Ga
bqr þ Ga

qrb þ Ga
rbq ¼ Da

cbF c
qr þ Da

cqF c
rb þ Da

crF c
bq ¼ 0; ð29Þ

the so called Bianchi identity.
Thereafter, the Bianchi identity (29) is a natural consequence of the local symmetry in

the second order formalism as dictated by the hierarchical equations (14)–(17), and not
just an a priori equality constructed with F.

This identity and the manifest skew-symmetry of F a
lm in its spacetime indices, allow us to

rewrite G as

Ga
bqr ¼ Da

c½rF c
q�b; ð30Þ

in the same suggestive form as (27) for F. This kind of structure will be explored below in
Section 6.1.

3.3. Transformation laws

Next, we construct the transformation law for G. Remembering [1], we have

dAa
l ¼ fc

a
bAb

l�
cðxÞ þ o�a

oxl

and

dF a
lm ¼ �cðxÞfc

a
bF b

lm: ð31Þ
Therefore

dGa
bqr ¼ �dfd

a
gobF g

qr þ �dfc
a

efd
c

gAe
bF g

qr þ fd
a

gF g
qrob�

d þ fc
a

edAe
bF c

qr

and, applying the transformation law for the gauge potential and the Jacobi identity

dGa
bqr ¼ �dðxÞfd

a
cG

c
bqr: ð32Þ

Then just like F, G is also covariant under the action of the local Lie group,1 i.e., it trans-
forms like a vector under the action of the Lie group.

1 We could have arrived at the same conclusion with a glance at (24),
oLð4Þ

0

oF d
qr

fc
d

hF h
qr þ

oLð4Þ
0

oGd
bqr

fc
d

hGh
bqr � 0,

which is nothing but the invariance condition of the Lagrangian dLð4Þ0 � 0,
oLð4Þ

0

oF d
qr

dF d
qr þ

oLð4Þ
0

oGd
bqr

dGd
bqr � 0, and so,

dF d
qr ¼ �cfc

d
hF h

qr; dGd
bqr ¼ �cfc

d
hGh

bqr, where we have used the fact that the Lagrangian is a kernel functional

of F and G alone.
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4. Second order current

From the minimal coupling prescription the total Lagrangian is

LT ðQA;rlQA;A; oA; o2AÞ ¼ LðQA;rlQAÞ þ L0ðF ;GÞ:
Observe that the total Lagrangian is a function of the second derivatives of A, by means of
G in L0.

From the variational calculus:

dL

dQA ¼
oLT

oQA � om
oLT

oðomQ
AÞ
;

dLT

dAa
l

¼ oLT

oAa
l

� om
oLT

oðomA
a
lÞ

 !
þ omok

oLT

oðomokAa
lÞ

 !
:

The vanishing of the variation of the total Lagrangian results in an equation composed of
two terms: a volumetric and a surface one, which must be null independently, in a devel-
opment similar to Noether theorem.

4.1. The variation of the total Lagrangian

The variation of LT = LT (QA,oQA,A,o A,o2A) is

dLT �
dLT

dAa
l

fc
a

bAb
l�

c � ol
dLT

dAa
l

 !
�a þ dLT

dQA

� �
dQA

" #
þ omM m;

where

M m ¼ dLT

dAa
m

�a þ oLT

oðrmQ
AÞ

dQA þ oLð4Þ0

oF a
½ml�
þ fa

d
bAb

q

oLð4Þ0

oGd
q½ml�
þ oLð4Þ0

oGd
m½ql�

 !" #
dAa

l

� 1

2
oq

oLð4Þ0

oGa
m½ql�
þ oLð4Þ0

oGa
q½ml�

" #
dAa

l þ
1

2

oLð4Þ0

oGa
m½ql�
þ oLð4Þ0

oGa
q½ml�

" #
oqðdAa

lÞ;

or

M m � Nc
m�c þ Oa

mlol�
a þ 1

2
P a

qmloqol�
a

with

Nc
m � dLT

dAc
m

þ oLT

oðrmQ
AÞ

T A
ðcÞBQB þ oLð4Þ0

oF a
½ml�
þ fa

d
bAb

q

oLð4Þ0

oGd
q½ml�
þ oLð4Þ0

oGd
m½ql�

 !" #
fc

a
eA

e
l

� 1

2
oq

oLð4Þ0

oGa
m½ql�
þ oLð4Þ0

oGa
q½ml�

" #
fc

a
eA

e
l þ

1

2

oLð4Þ0

oGa
m½ql�
þ oLð4Þ0

oGa
q½ml�

" #
fc

a
boqAb

l; ð33Þ
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Oa
ml � oLð4Þ0

oF a
½ml�
þ fa

d
bAb

q

oLð4Þ0

oGd
q½ml�
þ oLð4Þ0

oGd
m½ql�

 !
� 1

2
oq

oLð4Þ0

oGa
m½ql�
þ oLð4Þ0

oGa
q½ml�

" #

þ 1

2

oLð4Þ0

oGc
m½lq�
þ oLð4Þ0

oGc
l½mq�

" #
fa

c
bAb

q; ð34Þ

and

P a
qml � 1

2

oLð4Þ0

oGa
q½ml�
þ oLð4Þ0

oGa
l½mq�

 !
: ð35Þ

4.2. Hierarchical equations for the current

The vanishing of the volumetric term in dLT = 0 gives the equations of motion

dLT

dQA ¼ 0;
dLT

dAa
l

¼ 0:

By the same way from the vanishing of the surface term

omM m � 0; ð36Þ
we have the following set of hierarchical equations:

omN c
m � 0; ð37Þ

Nc
m þ olOc

lm � 0; ð38Þ
Oa
ðmlÞ þ oqP a

mql � 0; ð39Þ
P a

qml þ P a
mlq þ P a

lqm � 0: ð40Þ

These equations constitute a hierarchical set of equations which governs the conservation
law associated to the local symmetry, in a similar way that Eqs. (14)–(17) determined the
functional form of the Lagrangian L0.

4.3. Solution of the hierarchical equations for the current

Eqs. (40) and (39) are automatically satisfied by virtue of the symmetries in F c
lm and Gd

lqm.
Condition (38) will be used to define the current, while the Eq. (37) sets the conservation

law.

4.3.1. Quasiconserved current

Let us define, as done by Utiyama,

J m
c �

oLT

oAc
m

¼ � oLT

oðrmQ
AÞ

T A
ðcÞBQB � oLð4Þ0

oF a
½ml�

fc
a

eA
e
l �

oLð4Þ0

oGd
mql

fc
d

bF b
ql þ Da

dq

oLð4Þ0

oGd
q½ml�

 !
fc

a
bAb

l

� oq
oLð4Þ0

oGa
q½ml�

fc
a

bAb
l

 !
: ð41Þ
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This definition is inspired by the most direct experimental sense of current, as a measure of
the response of the system under a variation of the field.

The condition (37) now gives

omJ c
m ¼ om

dLT

dAc
m

� 1

2
omoq

oLð4Þ0

oGd
m½ql�
þ oLð4Þ0

oGd
q½ml�

" #
fc

d
bAb

l

 !
: ð42Þ

On the mass shell it follows the quasiconservation of the current Jl
a . The term ‘‘quasi’’ is

understood in the sense that if one takes the integral of (42) and chooses boundary con-
ditions such that

Z
oX

drmoq
oLð4Þ0

oGd
m½ql�
þ oLð4Þ0

oGd
q½ml�

" #
fc

d
bAb

l

 !
¼ 0;

the conservation of J m
a is globally recovered. For instance, this kind of boundary condition

occurs when Ae
q and its first derivative are null on the boundary oX.

It is interesting to notice that in the case of an abelian group this conservation is also
achieved. The same occurs in the first order approach, and that is because Utiyama’s def-
inition coincides with Noether’s current. This does not happen in the second order theory,
as one can immediately see from the non-conservation of J m

a. In order to establish a con-
served current in the second order approach, we must build another one based on Utiy-
ama’s proposal, which is later compared with the standard Noether’s current. This is
done in the following section.

4.3.2. Conserved current

An alternative definition for the current is

�J m
c �

oLT

oAc
m

� ol
oLT

oðolAc
mÞ

¼ � oLT

oðrmQ
AÞ

T ðcÞ
A

BQB � oLð4Þ0

oF a
½ml�

fc
a

eA
e
l �

oLð4Þ0

oGd
mql

fc
d

bF b
ql

þ Da
d
q

oLð4Þ0

oGd
q½ml�

 !
fc

a
bAb

l � ol
oLð4Þ0

oF c
½lm�
þ fc

d
bAb

q

oLð4Þ0

oGd
q½lm�

" #
: ð43Þ

Therefore

om
�J m

c ¼ om
dLT

dAc
m

� �
¼ 0

under the equations of motion, showing that the current (43) is strictly conserved.

4.4. Concerning the Utiyama and Noether’s currents

In the current (41) the first two terms are the current obtained by Utiyama in the first
order formalism [1], the third and fourth terms are of second order, and the last one is the
quasiconservation term.
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On the other hand the current (43) is composed by first two terms of the first order cur-
rent, plus second order terms involving G, and the last is a topological term [13], in the
sense that it is conserved independently of the equations of motion.

It is worth to remember that these topological terms cannot have their origins explained
by the dynamics, but the general local invariance scheme brings them with it.

We can evaluate the transformation laws for (41) and (43):

dJ c
m ¼ ��efe

a
cJ a

m þ oLð4Þ0

oF a
½ml�
þ fa

d
hAh

q

oLð4Þ0

oGd
q½ml�
þ oLð4Þ0

oGd
l½mq�

 !" #
fe

a
col�

e þ oLð4Þ0

oGa
q½ml�

fe
a

coqol�
e;

d�J c
m ¼ ��efe

a
c
�J a

m þ ol
oLð4Þ0

oGa
q½lm�
þ oLð4Þ0

oGa
l½qm�

 !
fe

a
coq�

e þ oLð4Þ0

oGa
q½lm�

fe
a

coloq�
e:

As expected from J m
c � oLT

oAc
m

and �J m
c � oLT

oAc
m
� ol

oLT
oðolAc

mÞ
both currents are not covariant. How-

ever, one can define a covariant current:

jc
l � oLðQ;rQÞ

oAc
l

¼ � oLT

oðrlQAÞ
T c

A
BQB; ð44Þ

which is not strictly conserved, but only covariantly conserved

Dc
a
lja

l ¼ 0: ð45Þ

We conclude that covariance and conservation never can be obtained simultaneously; in
order to maintain one we must sacrifice the other.

To compare the proposed currents J m
c and �J m

c with Noether’s one, we rewrite them as

J c
m ¼ � oLT

oðomQ
AÞ

T ðcÞ;
A

BQB � oL0

oðomoqAa
lÞ

fc
a

boqAb
l þ oq

oL0

oðoqomA
a
lÞ
� oL0

oðomA
a
lÞ

" #
fc

a
bAb

l

þ ol
oL0

oðoðlAc
mÞÞ

and

�J c
m ¼ � oLT

oðomQ
AÞ

T ðcÞ;
A

BQB � oL0

oðomoqAa
lÞ

fc
a

boqAb
l þ oq

oL0

oðoqomA
a
lÞ
� oL0

oðomA
a
lÞ

" #
fc

a
bAb

l

� ol
oL0

oðo½lAc
m�Þ
;

which are directly comparable with the Noether’s second order current

ðJ N Þcm ¼ � oLT

oðomQ
AÞ

T ðcÞ;
A

BQB � oL0

oðomoqAa
lÞ

fc
a

boqAb
l

þ oq
oL0

oðoqomA
a
lÞ
� oL0

oðomA
a
lÞ

" #
fc

a
bAb

l:

Then, one easily sees that the expressions of �J and JN differ between them only by the pres-
ence of topological terms, while in J there is a quasiconservation term, ol

oL0

oðolAc
mÞ

, which
does not contribute in the first order case.
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Therefore, in the first order approach, Utiyama and Noether’s currents coincide, but in
the second order case it is necessary to perform a generalization in order to accomplish the
conservation, giving rise to the presence of topological currents. These topological factors

are naturally introduced by the presence of the additional term ol
oLT

oðolAc
mÞ

in �Jc
m, which can

be interpreted as a flux of gauge potential, extending the usual definition of current as a

variation of ‘‘energy’’ LT with respect to the external field Ac
m,

oLT
oAc

m
.

Another way to see how to implement this generalization is to remember that the con-
servation law of the current is intimately related to the last of the hierarchical equations.
For instance, in the first order approach

J c
m ¼ oLT

oAc
m

¼ ol
oL0

oðolAc
mÞ
;

where we have used the equations of motion, and from where follows the conservation as a
direct consequence of the equation:

oL0

oðolAc
mÞ
þ oL0

oðomA
c
lÞ
� 0:

Analogously, in the second order case we extract from the equation of motion

�J c
m ¼ oLT

oAc
m

� ol
oL0

oðolAc
mÞ
¼ �oqol

oL0

oðoqolAc
mÞ
;

which again is conserved by virtue of Eq. (17).
On the other hand, Noether’s procedure for the calculation of the current imply exactly

the first of our hierarchical equations, (37), giving the Noether’s current in terms of F and
G as just the N m

c � dLT
dAc

m
quantity. We observe again that this, up to topological terms and a

global signal, is the conserved current �J m
c. Therefore, we see that the Utiyama’s systematic

method leads to the expected result and gives the bonus of finding topological currents.
We conclude that far from being arbitrary, this topological current is induced by the struc-
ture of the hierarchical equations, arising from the local gauge invariance principle and
has direct observable consequences for the charges. This will be illustrated in the next
section.

5. Applications

5.1. U(1) group: Podolsky’s generalized electrodynamics

Usually in the literature [9] Podolsky’s electrodynamics is supposed to be the simplest
generalization of Maxwell theory whose Lagrangian, containing second-order derivatives
of the electromagnetic potentials, is gauge and Lorentz invariant and still leads to linear
local field equations. In fact, here we will show that the second order gauge theory is able
to prove that Podolsky’s electrodynamics is the unique theory which has such properties.

Podolsky’s second order theory for the electromagnetism consider the Lagrangian den-
sity [8]

L0 ¼ �
1

4
F lmF lm þ a2

2
omF lmobF lb: ð46Þ
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We will check that the Podolsky’s theory fulfills the condition for a second order gauge
theory. The equations to be satisfied are (14)–(17). The first equation is automatically ver-
ified for the U(1) group by virtue of the nullification of the structure constants. Therefrom,
for this group any scalar constructed with the tensors F and G is a possible Lagrangian, in
principle.

The next two equations are identical to the first order ones

oL0

oAm
�0;

oL0

oðomAaÞ
þ oL0

oðoaAmÞ
�0;

and consequently hold in the case of Podolsky Lagrangian (46).
It remains to be verified the last of the hierarchical equations. From (46)

oL0

oðoqorAsÞ
¼ a2gsqðor

o
eAe � o

e
oeA

rÞ � s$ r;

and by cyclic permutation

oL0

oðoqorAsÞ
þ oL0

oðorosAqÞ
þ oL0

oðosoqArÞ
¼ 0

and we see that the Podolsky’s theory is in fact a second order gauge theory a la Utiyama.
Alternatively, one can start straight ahead from the second order gauge theory for the

U(1) group and write the G tensor (25)

Gbqr ¼ obF qr;

from which we can construct a vector, e.g.,

Gb
qb ¼ o

bF qb ¼ Gq

and obtain a second order Lagrangian equivalent to the additional term proposed by Pod-
olsky

LP
0 ¼

a2

2
GqGq ¼

a2

2
o

bF qbokF qk:

Notwithstanding, there are other possible Lagrangians densities. For instance, consider2

LG ¼ b2GbqrGbqr ¼ b2obF qrobF qr;

which satisfies all the hierarchical equations by the same arguments given before.
Using the Bianchi identity (29) one concludes

GbqrGbqr ¼ 2obF qrorF qb:

Perceive that this is the Podolsky Lagrangian apart from a surface term

obF qrorF qb ¼ orðobF qrF qbÞ � obðorF qrF qbÞ þ orF qrobF qb:

Then LG is equivalent to Podolsky’s taking 2b2 ¼ a2

2
.

2 Of course the complete Lagrangian for the gauge field is the Maxwell one plus the term under discussion.
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We can explore another order of contraction to the indices of G

~LG ¼ c2GbqrGqbr ¼ c2obF rqoqF rb:

By the cyclicity symmetry (29)

~LG ¼ c2obF rqoqF rb:

Again, this is Podolsky Lagrangian, except by a surface term, with c2 ¼ a2

2
.

Therefore we can infer that all the quadratic Lagrangian in G are reducible to the Pod-
olsky’s form since there are only two possible cases for indices contractions with respect to
the derivative of F: or the indices in the derivatives are contracted between them or they
are contracted with one of the FF. In the first case one uses the Bianchi identity, which
reduce all contractions to the second case. But the second case is just Podolsky’s, or
can be put in this form by an adequate surface term.

For these reasons, we see that the most general Lagrangian for the U(1) group in a the-
ory a la Utiyama is

L0 ¼ �
1

4
F lmF lm þ

a2

2
obF qbokF qk;

which is the Podolsky Electrodynamics Lagrangian.
This proves that Podolsky Lagrangian is the unique linear second order generalization

from Maxwell theory compatible with the gauge principle.

5.2. U(1) currents and the mass of the photon

With (41) for the case U(1),

J m ¼ jm ¼ � oLT

oðrmQ
AÞ

T A
BQB

and this means that the second order formalism has no effect on the current if the symme-
try is U (1).

Now if we employ (43),

�J m ¼ jm � ol
oL0

oF ½lm�
¼ jm � olF ml;

which differs from Jm by a topological term.
The equation of motion, in vacuum, for Podolsky’s electrodynamics is

ð1þ a2
�ÞokF lkðxÞ ¼ 0;

which, with the Lorentz gauge condition, olAl = 0, reduces to

ð1þ a2
�Þ�AlðxÞ ¼ 0: ð47Þ

Extracting the Fourier transform, we find two possible dispersion relations:

p2 ¼ 0;

p2 � 1

a2
¼ 0:
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The first one corresponds to a massless mode, E2 � p2 = 0, while the second is a massive
solution:

E2 ¼ p2 þ 1

a2
; m ¼ 1

a
: ð48Þ

In the case of a static isolated point charged particle, Eq. (47) gives:

�ð1� a2r2Þr2uðrÞ ¼ 4pqðrÞ;
qðrÞ ¼ �edðrÞ:

We have selected a Lorentz gauge such that Al = (u, 0), and used the signature
g = diag (1, �1, �1, �1). Via Fourier transform, we find

uðrÞ ¼ � e
r
ð1� e�

r
aÞ:

The finite reach of the massive mode suggests the presence of a shielded region around the
point particle.

The conserved current is given by

�J 0ðrÞ ¼ �e dðrÞ þ 1

a2r
e�

r
a

� �
; �J k � 0:

Integrating this density over the whole space, we obtain the conserved charge

q ¼ �eð1� 4pÞ
which is just a simple renormalization of the naked charge. However, following Moniz and
Sharp [14], the quantum theory of the nonrelativistic electron provides a natural cutoff at
short distances whose magnitude is of the order of the Compton length e. Employing this
idea of a shielded region, the effective conserved charge obtained is

qeff ¼ �e 1� 4p
aþ e

a
exp � e

a

� 	h i� 	
: ð49Þ

This effective charge can be applied to estimate the mass of the photon, according to (48).
Eq. (49) can be rewritten as

rrel
e �

qeff � e
e
¼ 4p

aþ e
a

exp � e
a

� 	
:

This quantity can be interpreted as the relative uncertainty of the electron charge. Solving
this transcendental equation for Podolsky’s parameter a, we find a measure of mass for the
massive photon

m ¼ �h
ac
:

With experimental data from [15] and a simple propagation of errors neglecting the uncer-
tainty in rrel

e , we obtain

a ¼ 1:105 868617ð14Þ � 10�11 cm;

m ¼ 1:985 37021ð17Þ � 10�13 eV:

This estimative cannot be ruled out in accordance with experimental data reported
in [15,16] considering null tests of Coulomb law. These references give m <
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(9.0 ± 8.1) · 10�10 eV. In the context of an effective classical theory, this mass must be
interpreted as an energy scale characterizing the regime where the Podolsky’s electrody-
namics becomes relevant, in a similar way as the phonon mass characterizes the effects
of particle excitations in a crystal [17]. It is meaningless to think of a rest mass for a pho-
non, since it is an excitation of the vibrations in a crystal. The same interpretation can be
applied for the photon in Podolsky’s theory.

We emphasize that these results were derived using a completely classical approach and
not following a construction of effective classical theories from their quantum versions.
This is the reason why the renormalized charge is found and no estimative for the photon
mass can be made in the absence of a shielded region. Even taking a shielded region, if
Noether’s current was considered, the effective charge would be just e and, again, no mass
for the photon could be found, as well no renormalization for the charge would be
obtained.

5.3. SU(N) group: The Lagrangian AAB

As a non-abelian example we apply the second order gauge theory to the description of
Alekseev–Arbuzov–Baikov’s effective Lagrangian [18] proposed to eliminate infrared
divergences in SU (N) theories. In our notation, it is

Leff ¼
1

4M2
Ga

klmGa
klm þ 1

6M2
fb

a
cF

bklF al
sF c

sk;

where M is the mass scale of the infrared gluon. This scalar density satisfies the condition
(24), a fact verified after using the total antisymmetry of the structure constants.

The conserved current for this theory can be obtained from (43)

ð�J effÞmc ¼
1

M2
fc

a
b Ab

l Da
d
qGd

qml þ fa
d

eF
elsF ds

m
h i

� 1

2
F b

qlGa
mql

� �

þ 1

M2
fc

d
bol Ab

qGd
qml þ F blsF ds

m
� 	

;

which differs from the current in [11] only by topological terms.
The equivalence of 1-loop infrared regime and the second order gauge theory shows

that an analysis of high order gauge theories could give more information about higher
loop expansions.

6. General remarks

In this work we saw how Utiyama’s approach to gauge theory can be extended to
include second order derivatives of the gauge potential. The development showed the need
for the introduction of a new object Gc

bqr, as well as the already familiar field strength F e
br.

Both are covariant and have a Bianchi identity associated with it, which was derived from
hierarchical equations for the auxiliary field Lagrangian.

The nullification of the variation of the total Lagrangian conducted us to conserved
currents that have two possible definitions. The first one was defined as in the first order
treatment, but it is only quasi conserved. Conversely, we could define a new current, which
differs structurally from the one proposed by Utiyama, but is characterized by its conser-
vation. Another advantage of the general Utiyama’s procedure is the obtainment of

R.R. Cuzinatto et al. / Annals of Physics 322 (2007) 1211–1232 1227



topological currents from a local invariance. It is a new tool to study topological aspects of
gauge theories from their local symmetry, and must be better investigated in the future.
These topological currents are not arbitrary, but rather implied by the very structure of
the field and hierarchical equations, as will be better discussed in the Section 6.1.

We also saw how the second order development can be implemented in the case of the
U(1) group leading to the well-known Podolsky Generalized Electrodynamics, whose
Lagrangian was demonstrated to be the unique possible extension up to surface terms.
As an example for the more complicated case of a non-abelian theory, we applied the sec-
ond order gauge theory to the Alekssev–Arbuzov–Baikov effective Lagrangian valid in the
infrared regime, demonstrating that the conserved current (43) and the one obtained in
[11] differ by surface terms. In this way, we have shown that 1-loop effective terms in
the action can be found from first-principle calculations imposing the gauge symmetry
to second order Lagrangians. In addition, an extension of Utiyama’s method to higher
orders derivatives could give important information about higher loop expansions.

The conserved current laws were used to estimate the energy scale of the photon
massive mode, in the electrostatic regime, and the result is in accordance with the pres-
ent observed limits. This massive mode was engendered by the topological terms in the
conserved current (43) in accordance with the known fact that topological terms are
responsible for dynamic mass generation mechanisms [19]. Besides, the conserved cur-
rent �J gives the renormalized charge, which is quite natural in view of the equivalence
among second order gauge theory and 1-loop expansions. On the other hand, the Noe-
ther’s current only gives bare charges. Notice that in the U(1) case both J and �J are
conserved.

Among the perspectives opened by this work we can cite another natural extension to
Utiyama’s work allowing the Lagrangian to depend also on the second derivative of the
matter field o2Q, which is presently under study. Other possibilities are commented in
the next sections.

6.1. Generalization for higher order theories

In order to get a generalization to higher orders, we note that some structures appar-
ently repeat themselves in the first and second order formalisms. For example, the intro-
duction of the gauge potential as a compensator to achieve the local invariance and the
hypothesis L0 = L0 (A,oA) leads to conclude that the derivative of A must respect the
symmetry

oL0

oðolAa
mÞ
þ oL0

oðomA
a
lÞ
� 0: ð50Þ

In the second order extension one finds that the second derivative accomplishes

oL0

oðoaomA
a
lÞ
þ oL0

oðomolAa
aÞ
þ oL0

oðoloaAa
mÞ
� 0: ð51Þ

Therefore, it seems natural to suppose for a nth-order theory the higher order derivative
appearing only in an object

Ra
a1...an

�
X

Pfa1;...;ang
Cfa1;...;angoa1

. . . oan�1
Aa

an
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carrying a cyclic permutation symmetryX
P cyclfa1;...;ang

Ra
a1...an

� 0;

where P{a1, . . . ,an} is to denote the permutation of indices and Pcycl{a1, . . . ,an} the cyclic
one. This identity might be understood as a generalization of the Bianchi identity.

Other recurrent structures are as follows. Introduced the auxiliary field A, the tensor F
can be written as (27)

F e
br ¼ De

f ½bAf
r�:

In the second order case a new object comes into place (30)

Ga
bqr ¼ Da

c½bF c
q�r:

In time, we may conjecture for a third order theory the emerging of a new object whose
functional form is

Ha
abqr ¼ Da

c½lGc
b�qr;

respecting, as said before, a Bianchi identity

Ha
lbqr þ Ha

bqrl þ H a
qrlb þ H a

rlbq ¼ 0:

Remembering that for a general Lie group vector,

Da
c½lGc

b�qr ¼ ½Dl;Db�adF d
qr ¼ fd

a
eF

e
lbF d

qr;

one finds

Ha
lbqr þ Ha

bqrl þ H a
qrlb þ H a

rlbq ¼ Da
c½lGc

b�qr þ Da
c½bGc

q�rl þ Da
c½qGc

r�lb þ Da
c½rGc

l�bq

¼ fd
a

eF
e
lbF d

qr þ fd
a

eF
e
bqF d

rl � fd
a

eF
d
qrF e

lb � fd
a

eF
d
rlF e

bq

¼ 0

and the structure is in fact consistent. It is important to note that this is not a rigorous
proof of the third order structure, but a significant indication of its form.

We have seen that the local gauge invariance condition on the first order Lagrangian is
[1]

oL0

oF d
qr

fc
d

hF h
qr � 0

and we have proved for the second order theory the generalization

oL0

oF d
qr

fc
d

hF h
qr þ

oL0

oGd
bqr

fc
d

hGh
bqr � 0:

Therefore, it appears natural to expect the restriction

oL0

oF d
qr

fc
d

hF h
qr þ

oL0

oGd
bqr

fc
d

hGh
bqr þ

oL0

oH d
abqr

fc
d

hH h
abqr � 0

on the third order Lagrangian of the auxiliary field.
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The structures identified until now indicate that for still higher order theories one can
hope for objects given in terms of Fock–Ivanenko derivatives of the quantities of the form-
er order. Another feature is that the higher order objects also are supposed to satisfy a
Bianchi-like identity.

Regarding conservation laws, Utiyama defined the current

J a
l � oLT

oAa
l

which is a conserved quantity for the first order theory, L0 = L0 (A,oA), under the equa-
tion of motion

dL0

dAa
l

¼ oLT

oAa
l

� om
oLT

oðomA
a
lÞ
¼ 0:

We have seen that this definition of current is not appropriate for the second order ap-
proach, L0 = L0 (A,oA,o2A), since it is not a conserved object. To solve this problem we
defined

�J a
l � oLT

oAa
l

� om
oLT

oðomA
a
lÞ

as the expression of the conserved current valid on mass shell, which in this case reads

dL0

dAa
l

¼ oLT

oAa
l

� om
oLT

oðomA
a
lÞ
þ oqom

oLT

oðoqomA
a
lÞ
¼ 0:

Notice that in each case we have just isolated the last term in the Euler–Lagrange equation
and defined the remaining terms as the conserved current. The conservation is, in fact, as-
sured by the symmetry imposed by the last of the hierarchical equations in each case,
namely (50) and (51), respectively.

This reasoning may be applied to extended theories: in a n-order theory L0 = L0(A,
oA, . . . ,onA) the current may be defined as the first n terms of the Euler–Lagrange equa-
tion. The currents constructed following this recipe would differ from the Noether’s one by
topological terms, a fact that reflects upon the values of the charges. Which values is the
correct one stands to be selected by experience.

6.2. Geometrical aspects

Geometrical aspects are not evident in the Utiyama’s approach since it is essential-
ly an algebraic implementation of the local symmetry principle. A geometrical inter-
pretation of G could help one to understand the recurrent emergence of the Fock–
Ivanenko derivative and the general structure of higher orders Lagrangians outlined
above.

Moreover, the comprehension of the geometry seems to be fundamental if one wants to
describe higher order gravitation as a direct application of Utiyama’s second order proce-
dure, a work now under construction by the authors. This could also illuminate some fea-
tures of the nonrenormalizability problem in gravitation.
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6.3. Application to QCD

Besides the analysis of the AAB Lagrangian, it would be interesting to perform an
1-loop calculation and check if the cancelling present in Podolsky Electrodynamics [8] is
also manifested in QCD.

However, one must consider which quadratic form in G will be explored. Due to the
nonlinearity of the theory, it is possible that all combinations be necessary in order to
obtain a renormalizable theory. Another probable feature is the impossibility of closing
the number of derivatives (counterterms), as in the case of gravitational field. Some tenta-
tive works in this direction were undertaken in [11].

An additional point is to investigate if higher order terms gives more information about
the confinement phenomenon using, for example, Wilson criterion, as noted in [11]. Once
more, to recognize the geometrical connection which defines the holonomies would be a
good guide.

6.4. Constraint analysis

The local gauge symmetry imply the existence of constraints in any order of derivatives
which require a special attention in order to construct the Hamiltonian description.

The analysis of the constraints for a second order Lagrangian can be implemented using
several approaches, such as that in [20] for Podolsky Electrodynamics. Nevertheless, the
study of an specific Lagrangian for non-abelian groups is interesting in view of the appli-
cations for QCD and gravitation. This study is presently under implementation by means
of Hamilton-Jacobi technique [21].
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2.4.2 Formulação de gauge para gravidade de ordem superior

Este trabalho é uma aplicação da teoria de gauge de segunda ordem para o grupo de Lorentz, onde

uma descrição da interação gravitacional é obtida, a qual inclui derivadas da curvatura. Analisamos

a forma do segundo campo de força, G = ∂F +fAF , em termos de variáveis geométricas. Todas as

Lagrangianas independentes possíveis de se construir com contrações quadráticas de F e contrações

quadráticas de G são analisadas. Calcula-se as equações de movimento para uma Lagrangiana

particular, a qual é análoga ao termo de Podolsky em sua Eletrodinâmica generalizada. Encontrou-

se a solução estática e isotrópica na aproximação linear, a qual exibe o comportamento Newtoniano

usual a pequenas distâncias, bem como modi�cações a médias e grandes escalas de distâncias.
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CEP 12228-901, São José dos Campos, SP, Brazil

Received: 30 July 2007 / Revised version: 28 August 2007 /
© Springer-Verlag / Società Italiana di Fisica 2007

Abstract. This work is an application of the second order gauge theory for the Lorentz group, where a de-
scription of the gravitational interaction is obtained that includes derivatives of the curvature. We analyze
the form of the second field strength, G = ∂F +fAF , in terms of geometrical variables. All possible in-
dependent Lagrangians constructed with quadratic contractions of F and quadratic contractions of G are
analyzed. The equations of motion for a particular Lagrangian, which is analogous to Podolsky’s term of
his generalized electrodynamics, are calculated. The static isotropic solution in the linear approximation
was found, exhibiting the regular Newtonian behavior at short distances as well as a meso-large distance
modification.

PACS. 11.15.-q; 11.30.Cp; 04.20.Cv; 04.50.+h

1 Introduction

Nowadays there are many proposals to modify gravitation
in order to solve several problems, as the present day accel-
erated expansion of the universe [1–6], or to accommodate
corrections of a quantum nature that arise from the clas-
sical effective backreaction of quantum matter in a curved
background [7–10]. The effective action is widely used in
quantum field theory as a powerful method of calculation.
Podolsky generalized electrodynamics, for instance, can be
viewed as an effective description of the quantum correc-
tion to the classical Maxwell Lagrangian [11–13].
For gravitation, usually higher orders terms are intro-

duced by means of Lagrangian contributions quadratic in
the Riemann tensor and their contractions [14, 15]. This is
inspired by one-loop corrections in the Einstein–Hilbert ac-
tion in the quantized weak field approximation, or in the
equivalent Feynman construction of a spin-2 field on a flat
Minkowski background [16]. Besides this, at the quantum
level, the S matrix for the Einstein theory is finite at one-
loop level but diverges at the two-loop order [17], which
motivates the introduction of derivative terms in the Rie-
mann tensor for the action [18, 19].
On the other hand, recently was proposed a second

order construction of gauge theories based on Utiyama’s

a e-mail: rodrigo@ift.unesp.br
b e-mail: cassius.anderson@gmail.com
c e-mail: leo@ift.unesp.br
d e-mail: pompeia@ift.unesp.br

approach [20], which gives exactly the same correction
terms as in Podolsky’s electrodynamics, but now arising
from the principle of local gauge invariance [21]. There-
fore, a connection between quantum corrections and higher
order gauge terms in the action was conjectured, which was
proved be fulfilled also for the effective Alekseev–Arbuzov–
Baikov Lagrangian of the infrared regime of QCD [22].
Here, we analyze the gauge formulation of the gravi-

tational field based on the framework of the second order
gauge theory. The simplest gauge group is given by the
Lorentz homogeneous group in the context of a Rieman-
nian description of the gravitational field. Since the gauge
field is given in such a case by the local spin connection,
a higher order in the gauge field naturally involves the
derivative of the curvature tensor. In this sense, the ac-
tual higher order gravitational Lagrangian should be con-
structed from invariants using the covariant derivative of
the Riemann tensor instead of the usual quadratic terms in
the curvature.
The relationship between the algebraic gauge descrip-

tion and the geometrical one is settled by means of the
introduction of the tetrad field, and the construction of
the covariant derivatives associated with both symmetries:
local Lorentz and global diffeomorphic coordinate trans-
formations. We use Latin indexes, a, b, . . . , for the internal
Lorentz group and Greek indexes for the tangent space of
the space-time manifold.
The paper is structured as follows. In Sect. 2 we re-

view some results relating gauge invariance and gravita-
tion. The field strengths F andG of the second order treat-
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ment are introduced in Sect. 3, where they are also written
in their geometrical counterparts: the Riemann curvature
tensor and its covariant derivative.
Section 4 deals with the possible quadratic invariants

of the type F 2 and G2. All the possible contractions are
studied and only the independent invariants are kept. This
counting is made in the same spirit as the systematic selec-
tion of the independent Riemann monomials done in [23,
24]. In the following section, Sect. 5, these invariants are
shown to satisfy the identity which restricts the theories
that may be called of gauge type.
Among all invariants, we select LP =

1
2hδ

ρRρχδµR
µχ,

the Podolsky-like Lagrangian, for calculating the equation
of motion of the gravitational field. This higher order grav-
ity application is done in Sect. 6. For this Lagrangian, we
calculate the static isotropic solution in the linear regime
at Sect. 6.2, finding the regular Newtonian potential at
short scales, but with a modified potential at intermediary
scales.
Final remarks are given in Sect. 7.

2 Gauge interaction and covariance

In 1956 Utiyama [20] has shown how to implement a gauge
description for the gravitational interaction with matter
fields QA(x) transforming according to

δQA(x) =
1

2
εab(x)(Σab)

A
BQ

B , (1)

as an implementation of the local invariance exigency of
the action under continuous proper Lorentz transform-
ations, which are characterized by the generators Σab sat-
isfying the operation of a typical Lie group,

[Σab, Σcd] =
1

2
fefab,cdΣef , (2)

where the

fefab,cd =
{[
ηbcδ

e
a−ηacδ

e
b

]
δfd −

[
ηbdδ

e
a−ηadδ

e
b

]
δfc
}
− e↔ f

are the structure constants, obeying the Jacobi identity.
εab =−εba are the parameters of the local transformation.
The capital Latin indexes are for the components of the
matter field.
It was clearly shown that one needs to introduce the

compensating field ωabµ (x) transforming as a connection,

δωefµ =
1

4
εab(x)fefab,cdω

cd
µ +∂µε

ef (x) . (3)

To ensure the covariance under coordinate transform-
ations it was necessary to define a space-time connection
whose behavior under infinitesimal diffeomorphisms is

δ̄Γ νµα =
∂δxν

∂xλ
Γλµα−

∂δxλ

∂xµ
Γ νλα−

∂δxλ

∂xα
Γ νµλ−

∂2δxν

∂xµ∂xα
.

The invariance of the theory implies that the com-
pensating field must appear through the gauge covariant
derivative

DµQ
A ≡ ∂µQ

A−
1

2
ωabµ (Σab)

A
BQ

B , (4)

i.e.,

δDµQ
A =
1

2
εab(Σab)

A
BDµQ

B , (5)

and the space-time connection must appear through the
space-time covariant derivative,

δµQ
λν ≡ ∂µQ

λν +ΓλµβQ
βν +Γ νµαQ

λα , (6)

and the total covariant derivative:

∇µQ
iν = ∂µQ

iν −ωibµ ηbkQ
kν +Γ νµαQ

iα . (7)

This total derivative must commute with the mapping to
the tangent space of the manifold,1

Qiµ ≡ hµj Q
ij , Qij = hjνQ

iν , (8)

∇µQ
iν ≡ hνj ∇µQ

ij , (9)

where we have introduced the tetrad field h:

hjνh
µ
j = δ

µ
ν , hiνh

ν
j = δ

i
j ,

gµν = ηijh
i
νh
j
µ , ηij = h

µ
i h
ν
j gµν ,

h=
√
dethjµ =

√
−g .

The definition (9) implies the absolute parallelism of the
tetrad:

∇µh
j
α ≡ 0 , (10)

which can be solved for the compensating field,

ωjiµ ≡ h
α
i

(
δµh

j
α

)

or for the space-time connection,

Γ νµα ≡ h
ν
j

(
Dµh

j
α

)
. (11)

We will restrict our analysis to a symmetric space-time
connection in order to approach the Riemannian descrip-
tion. The extension to the Riemann–Cartan case is quite
natural, but it would imply different types of invariants as
admissible Lagrangians (see discussion below).

3 Gauge field Lagrangian

The basic hypothesis we will assume is that the La-
grangian for the free gauge potential depends on the

1 Note that the action of the total derivative on a tangent
space field is defined by ∇µQ

i ≡DµQ
i.
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field, its first and second order derivatives and L0 =
L0(ω

ef
µ , ∂νω

ef
µ , ∂ρ∂νω

ef
µ ) obeys local invariance under (3).

This enables us to use the results presented elsewhere [21]
to construct a gauge formulation for higher order gravita-
tion theories.

3.1 The field strengths

According to [21], we can re-express

δL0 =
1

2

∂L0

∂ωefµ
δωefµ +

1

2

∂L0

∂
(
∂νω

ef
µ

)δ∂νωefµ

+
1

2

∂L0

∂
(
∂ρ∂νω

ef
µ

)δ∂ρ∂νωefµ

≡ 0 ,

splitting it into a set of four hierarchical equations after
substituting (3) and claiming the independence of the pa-
rameters εab and their derivatives. Three of these func-
tional equations are used to conclude that

L0 = L0(F,G);
∂L0

∂ωabµ
≡ 0 , (12)

where

F abµν = ∂µω
ab
ν −∂νω

ab
µ −ηcdω

ac
µ ω

db
ν +ηcdω

ac
ν ω

db
µ (13)

and

Gabβρσ =DβF
ab
ρσ = ∂βF

ab
ρσ −ηfdω

af
β F

db
ρσ+ηfdω

af
β F

bd
ρσ . (14)

The remaining hierarchical equation put in terms of the
gauge fields F and G,

∂L0

∂F adρσ
fadbc,ghF

gh
ρσ +

∂L0

∂Gadβρσ
fadbc,ghG

gh
βρσ ≡ 0 , (15)

imposes restrictions upon the functional form eventually
chosen for L0. Substituting the structure constants, this
condition can be explicitly written as

∂L0

∂F adρσ

[
ηcgδ

a
b −ηbgδ

a
c

]
F gdρσ

+
∂L0

∂Gadβρσ

[
ηcgδ

a
b −ηbgδ

a
c

]
Ggdβρσ ≡ 0 . (16)

3.2 Geometrical variables

In this section we will show how to interpret all objects and
conditions of the previous sections in terms of a geometri-
cal point of view. From (10) we read

ωegσ = η
gchαc
(
∂σh

e
α−Γ

ν
σαh

e
ν

)

and therefore the field strength F is written as

F egβσ = η
gchαc h

e
γ

[
∂σΓ

γ
βα−∂βΓ

γ
σα+Γ

ν
βαΓ

γ
σν −Γ

ν
σαΓ

γ
βν

]
,

wherewerecognizetheexpressionoftheRiemanntensor [26],

Rγσβα ≡ ∂σΓ
γ
βα−∂βΓ

γ
σα+Γ

ν
βαΓ

γ
σν −Γ

ν
σαΓ

γ
βν ,

i.e.,

F egβσ = η
gchαc h

e
γR
γ
σβα . (17)

The easiest way to find the geometrical counterpart of
G is to apply the geometrizing relations (6) and (8):

hµah
ν
bG
ab
βρσ = h

µ
ah
ν
bDβF

ab
ρσ = δβF

µν
ρσ ;

Fµνρσ = h
µ
ah
ν
bF
ab
ρσ

and use (17). We arrive at

Gabβρσ = h
a
µh
b
νg
ναδβR

µ
σρα , (18)

which is the most natural equation one would expect in
view of the relation (14) between F and G.
By means of the geometrical descriptions (17) and (18),

we are able to find

∂L0

∂F adρσ
=
∂L0

∂Rγλβα

∂Rγλβα
∂F adρσ

=
∂L0

∂Rγσρα
ηbdh

b
αh
γ
a ,

∂L0

∂Gadβρσ
=

∂L
(4)
0

∂
(
δλR

µ
γνα

)
∂
(
δλR

µ
γνα

)

∂Gadβρσ
=

∂L0

∂
(
δβR

µ
σρα

)gαωhµah
ω
d .

With these derivatives, the condition (15) for the gauge
Lagrangian is put in the form

∂L0

∂Rθσρβ

[
δθνgγλ− δ

θ
γgνλ
]
Rλσρβ

+

[
∂L0

∂
(
δβR

γ
σρα

)gνλ−
∂L0

∂
(
δβRνσρα

)gγλ

]
δβR

λ
σρα ≡ 0 .

(19)

This is a fundamental restriction upon the Lagrangians
tentatively proposed for the theory, and it is quite useful in
order to choose a specific suitable invariant.

4 Quadratic Lagrangian counting

Our goal here is to determine all possible independent
quadratic Lagrangians constructed with the field strength
tensors F and G considering their various symmetries. By
quadratic Lagrangians we mean invariants of the type FF
or GG, but not mixed terms like FG (obviously with the
proper contraction of indices). We will also compute the
linear case of the Einstein–Hilbert Lagrangian.

4.1 First order invariants

The symmetries to be considered in the construction of
the invariants of the type FF are those inherited from
F . Thus we have skew-symmetry in each pair of indices:
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F abµν = −F
ba
µν and F

ab
µν = −F

ab
νµ. Besides these, there is an-

other one, which is unveiled by the geometrical form of
F , (17), namely

Rγσβα+R
γ
βασ+R

γ
ασβ ≡ 0 ,

the familiar first Bianchi identity, met with in the context
of the general relativity.
Once algebra and space-time indices can be trans-

formed into each other by means of a tetrad, we will
consider a compact representation for F :

F abµν → F
ab
µνh

µ
c h
ν
d ≡ (abcd) .

Since the Lagrangians are all of the form F 2 with all al-
lowed orders of contractions, it is always possible to rename
dummy indices in such a way that the first F will keep its
indices in alphabetic order. In the table below follow all
available permutations for the second F :

Fix. a Fix. b Fix. c Fix. d

cyclic
(abcd)
(acdb)
(adbc)

(bacd)
(bcda)
(bdac)

(cabd)
(cbda)
(cdab)

(dabc)
(dbca)
(dcab)

non-cyclic
(abdc)
(acbd)
(adcb)

(badc)
(bcad)
(bdca)

(cadb)
(cbad)
(cdba)

(dacb)
(dbac)
(dcba)

(20)

By means of a change in one pair of indices, one can
see that the non-cyclic permutations are all proportional to
the cyclic ones. Considering only the cyclic permutations
and changing two pairs of indices, the table is reduced to

Fix. a Fix. b Fix. c Fix. d

cyclical
(abcd)
(acdb)
(adbc)

−
(bcda)
(bdac)

−
−
(cdab)

−
−
−

The skew-symmetries of the first F (which has been
taken in alphabetic order) leads one to restrict once more
the possible contractions to the three quadratic invariants:

IF1 = (abcd)(abcd) ,

IF2 = (abcd)(acdb) ,

IF3 = (abcd)(cdab) . (21)

We now analyze the invariants constructed with one
trace of F . The only non-null type of trace concerns those
obtained by contracting one index of the first pair with one
index of the second pair, in view of the skew-symmetry of
this object. All possibilities are proportional to

TrF → hνcF
ca
µνh

µ
b ≡ ( ·ab · ) or (◦ab◦ ) .

The quadratic invariants are given by

ITrF1 = ( ·ab · )(◦ab◦ ) ,

ITrF2 = ( ·ab · )(◦ ba◦ ) . (22)

Still, one can construct a linear invariant taking a dou-
ble trace of F :

ITrTrF = hνcF
ca
µνh

µ
a ≡ ( · ◦ ◦ · ) .

4.2 Second order invariants

Let us introduce a notation similar to the one used in the
case of F , i.e.,

Gabβρσ → h
β
c h
ρ
dh
σ
eG
ab
βρσ ≡ [abcde] ,

where we identify the following symmetries:

(i) antisymmetry by permutation of indices in the first
pair and the last,

[abcde] =−[bacde] =−[abced] ;

(ii) the Bianchi identity for the last three indices,

[abcde]+ [abdec]+ [abecd] = 0 .

4.2.1 Invariants of GG kind

The quadratic combinations are now in a larger amount
than in the F 2 case. In fact, we have five tables like (20),
one to each letter labeling, since we can associate

[abcde] = c(abde) .

Using the symmetries cited above, one finds that the 5!
G2 invariants are reduced to just two kinds:

IG1 = [abcde][abcde] ,

IG2 = [abcde][debac] .

The detailed and cumbersome calculations are made in
Appendix A.

4.2.2 Invariants involving traces

There are three independent types of traces for G:

T
(1)
abc = h

β
dG
da
βρσh

ρ
bh
σ
c ≡ [ ·a · bc] ,

T
(2)
abc = h

ρ
dG
da
βρσh

β
b h
σ
c ≡ [ ·ab · c] ,

T
(3)
abc = g

βρGabβρσh
σ
c ≡ [ab · · c] . (23)

Again using symmetries (see Appendix A) we arrive at

TrG3 = [ ·ab · c][ ·a · bc] , TrG11 = [ ·ab · c][ · bc ·a] ,

TrG5 = [ ·ab · c][ · c ·ab] , TrG14 = [ ·ab · c][ ·ab · c] ,

TrG6 = [ab · · c][ ·a · bc] , TrG17 = [ab · · c][ab · · c] ,

TrG10 = [ ·ab · c][ · ba · c] , TrG18 = [ab · · c][ac · · b] ,
(24)

while for double traces we have

TrTrG1 = [ · ◦ b · ◦ ][ · ◦ b · ◦ ] ,

TrTrG2 = [◦ b · · ◦ ][◦ b · · ◦ ] ,

TrTrG3 = [ · ◦ b · ◦ ][◦ b · · ◦ ] . (25)
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4.3 Bianchi identities

As we already said, until now we have not used the first
Bianchi identity:

Rσχρβ+Rχρσβ+Rρσχβ ≡ 0 . (26)

In geometrical variables, the cyclic property of G is
translated to the second Bianchi identity:

δµRσχρβ + δσRχµρβ+ δχRµσρβ ≡ 0 .

These identities reduce the number of independent invari-
ants, since F ∝R andG∝ δR.

4.3.1 Reducing invariants

Let us begin by invariants of form F 2. The first three
are (21)

IF1 =RσρχκR
σρχκ ,

IF2 =RσρχκR
σχρκ ,

IF3 =RσρχκR
χκσρ .

As a consequence of the first Bianchi identity (26) and
the skew-symmetries, the curvature tensor obeys

Rσρχκ =Rχκσρ . (27)

Then

IF3 =RσρχκR
χκσρ =RσρχκR

σρχκ = IF1 ,

while for IF2 one finds

IF2 =RσρχκR
σχρκ =−(Rρχσκ+Rχσρκ)R

σχρκ

=−RχρσκR
χσρκ+RχσρκR

χσρκ

=−IF2 + I
F
1 ,

2IF2 = I
F
1 ,

which leaves us with only one invariant of this kind, IF1 .
Now, we translate the trace-like invariants (22) in a ge-

ometrical form:

ITrF1 =RρρµνR
µνσ
σ ,

ITrF2 =RρρµνR
νµσ
σ .

Since the Ricci tensor Rµν ≡ Rρρµν is symmetric,
2 we have

in fact only one invariant, ITrF1 =RµνR
µν .

At last, the only invariant of double traced form in F
is

ITrTrF =R .

Analogously, in view of the Bianchi identities, only four
invariants of the type G2 remain (see Appendix A):

IG1 = δβRσρχκδ
βRσρχκ , TrTrG2 = δ

ρRρχδµR
µχ ,

TrG10 = δβRσχδ
χRσβ , TrG14 = δβRσχδ

βRσχ .

2 This is a consequence of the first Bianchi identity.

5 Gauge invariance condition

With the invariants constructed above we collect seven
types of Lagrangians for the gravitational field:

Lagr. Inv. Gauge Form Geom. Form

L
(R1)
0 (ITrTrF )n

(
F abba
)n

Rn, n= 1, 2

L
(R2)
0 ITrF1 F abµaF

bµc
c RµνR

µν

L
(R3)
0 IF1 F abµνF

µν
ab RαβρσR

αβρσ

L
(G1)
0 TrTrG2 GβaabβG

cbµ
µc δρRρχδµR

µχ

L
(G2)
0 TrG14 GabµaσG

µcσ
cb δβRσχδ

βRσχ

L
(G3)
0 TrG10 Gabeaσ G

dσ
deb δβRσχδ

χRσβ

L
(G4)
0 IG1 GabµνλG

µνλ
ab δβRσρχκδ

βRσρχκ

(28)

We are considering Lagrangians only up to quadratic
order in F and/or G, which also includes the linear in-
variant ITrTrF = R and the square R2. Actually, one can
observe that if any invariant fulfills the gauge invariance
condition, then any of its powers will, since this condi-
tion is linear in the derivatives ∂L0/∂F and ∂L0/∂G. For
instance,

L0 = I
n ,

∂L0

∂F
= nIn−1

∂I

∂F
.

Therefore,

∂I

∂F
[. . . ]F = 0⇒

∂L0

∂F
[. . . ]F = 0 ,

and the same follows for G.
Using the skew-symmetry ν↔ γ of (19) and the sym-

metry properties of the Riemann tensor, one can easily
verify that all Lagrangian densities listed in (28) accom-
plish the gauge invariance condition. Then, any function of
these invariants expressible in a Taylor series also will fulfill
the gauge invariance condition.

6 Equations of motion

Here we will concentrate our attention on the effect of the
term

L
(G1)
0 =

1

2
hhaσh

ν
cG
βσ
abβG

cbµ
µν =

1

8
hδρRδρR

on a gravitational theory based on the Einstein–Hilbert
action plus the L

(G1)
0 term. This Lagrangian density is

equivalent, by the Bianchi identity, to the form LP =
1
2hδ

ρRρχδµR
µχ, which is clearly analogous to Podol-

sky’s second order term for electrodynamics (LPodolsky ∝
∂ρFρχ∂µF

µχ). The choice of the particular Lagrangian

L
(G1)
0 is mainly motivated by this analogy. Besides this, the

L
(G1)
0 term also can be viewed as a kind of kinetic term
for the scalar curvature, which approximates such a de-
scription to the usual scalar fields. Moreover, this scalar
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is, up to a surface term, present in the Schwinger–DeWitt
renormalized effective action for a scalar field on a curved
background [27]. Therefore, the field theory constructed on

the basis on L
(G1)
0 can be considered an effective gravita-

tional theory.
Taking a functional variation of the tetrad field, one

finds

h=
√
−g , δh=

1

2
hgλνδgλν = hg

λνhaληabδh
b
ν

and

δL
(G1)
0 =

1

4
∂ρ(h∂

ρRδR)−
1

4
δR∂ρ(h∂

ρR)

+
1

4
h

[
1

2
gλν∂ρR∂ρR− g

µνgρλ∂µR∂ρR

]
haληabδh

b
ν .

On calculating the equations of motion, we must give spe-
cial attention to the last term, involving

δR=−2Rµβg
µνgβλhaληabδh

b
ν

+
1

h
∂α
[
h
(
gµνδΓαµν − g

ναδΓ βνβ
)]
,

which will include several integrations by parts. After these
integrations and some cumbersome calculations, one finds

δL
(G1)
0 =

1

2
∂θV

θ+
1

2
h

[
δλδν [〈〉R]+

1

2
δλRδνR−Rλν〈〉R

− gλν〈〉[〈〉R]−
1

4
gλνδ

ρRδρR

]
hλaη

abδhνb ,

where

Vθ ≡−
1

2

(
gµνδΓ θµν − g

νθδΓ βνβ
)
∂ρ(h∂

ρR)−
1

2
h∂θRδR

+
1

4
h(gµνgαβ− gναgµβ)δα[〈〉R]

×
(
δθνδ

λ
µδ
η
β+ δ

θ
µδ
λ
βδ
η
ν − δ

θ
βδ
λ
ν δ
η
µ

)
δgλη ,

and

〈〉 ≡ δβδ
β

is the Laplace–Beltrami operator on the Riemannian
space.
Therefore, the second order contribution to the equa-

tion of motion will be

Hbν ≡ h
bλδλδν [〈〉R]+

1

2
hbλδλRδνR−R

b
ν〈〉R

−hbνδβδ
β [〈〉R]−

1

4
hbνδ

ρRδρR . (29)

Furthermore, if we include the usual first order Einstein–
Hilbert and matter Lagrangian densities,

ST =

∫
dnx

(
−
hR

2χ
−
β

χ
L
(G1)
0 +hLmatter

)
,

the field equations become

Gbν +βH
b
ν = χT

b
ν , (30)

or, in geometrical form,

Rλν −
1

2
gλνR+β

[
δλδν(〈〉R)+

1

2
δλRδνR−Rλν〈〉R

− gλν〈〉(〈〉R)−
1

4
gλνδ

ρRδρR

]
= χTλν ,

where Gbν is the Einstein tensor and

Tλν ≡
2

h

δ(hLmatter)

δgλν

is the energy-momentum tensor of the matter fields written
in terms of the metric field.
By analogy to the Alekseev–Arbuzov–Baikov case [22],

one could expect that the higher order terms, which can be
up to sixth derivative order, would be related to infrared
corrections to general relativity, giving observable physical
effects at large scales.

6.1 Covariant conservation of Tλν

Taking the covariant divergence of (30), we have

δνGνα+βδ
νHνα = χδ

νTνα .

Now, from the first order case, we know that

δνGνα ≡ 0 .

Applying the divergence to (29), one finds

δνHνα = δ
νδνδα〈〉R− gναδ

ν〈〉[〈〉R]+
1

2
δνRδ

νδαR

+
1

2
δνδνRδαR− δ

νRνα〈〉R−Rναδ
ν〈〉R

−
1

4
gναδ

ν
(
δρRδρR

)
.

Using the commutation relation

[δν , δα]A
τ =RτξανAξ

and the second Bianchi identity, we arrive at

δνHνα =Rαξδ
ξ〈〉R−Rναδ

ν〈〉R

+
1

2
δνRδ

νδαR−
1

2
δρRδαδρR

= 0 .

Then the covariant conservation of Tµν is established:

δµ(Gµν +βHµν)≡ 0 =⇒ δ
µTµν = 0 ,

as expected from the coordinate invariance of the La-
grangian density.

6.2 Static isotropic solution

In the case of a static isotropic metric,

ds2 = eν(r)dt2− eλ(r) dr2− r2dθ2− r2 sin2 θdφ2
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in the vacuum, the equations of motion (30) are reduced,
in the linear approximation, to the following coupled linear
equations:

ν′′+
2

r
ν′+β

(
ν(6)+

6

r
ν(5)−

2

r
λ(5)−

2

r2
λ(4)

+
8

r3
λ′′′−

24

r4
λ′′+

48

r5
λ′−

48

r6
λ

)
= 0 ,

1

2

(
λ′

r
−2
λ

r2
+
ν′

r
−ν′′
)

−β

(
ν(6)+

3

r
ν(5)−

12

r2
ν(4)+12

ν′′′

r3
−
2

r
λ(5)

+
4

r2
λ(4)+8

λ′′′

r3
−48

λ′′

r4
+96

λ′

r5
−96

λ

r6

)
= 0 .

To solve this system, we use the Frobenius method, based
on a series expansion:

ν(r) =
∑

n

νnr
s+n , λ(r) =

∑

n

λnr
s+n .

From the first terms in the series, we find s=−1, and the
recursion relations above become

λn+4 =
νn(n−2)

4β(n+4)(n+2)(n+1)
(
n− 12

) ,

νn+4 =−
νn

2β(n+4)(n+3)(n+2)
(
n− 12

) ,

so that the solution can be written as

ν(r) =
3∑

m=0

νmr
m−1

(
1+

∞∑

n=0

cnm

)
,

λ(r) =
3∑

m=0

λmr
m−1

−
3∑

m=0

νmr
m−1

∞∑

n=0

(4n+m−2)(4n+3+m)

2(4n+1+m)
cnm ,

where νm and λm, with m ∈ {0, 1, 2, 3}, are the inte-
gration constants specified by the boundary conditions,
and

cnm ≡

(
−
r4

2β

)n+1
(m+1)!

(4n+m+4)!

×
(4n+m+1)!!!!

(m+1)!!!!

(m− 92 )!!!!(
4n+m− 12

)
!!!!

The notation a!!!! stands for

(a+4)!!!! = (a+4) ·a!!!! .

The convergence of the series, tested by the ratio test,

lim
n→∞

∣
∣∣
∣
νn+1

νn

∣
∣∣
∣=
∣
∣∣
∣
r4

2β

∣
∣∣
∣ limn→∞

∣
∣∣
∣Dn,m

1

(4n+m+7)

∣
∣∣
∣= 0 ,

lim
n→∞

∣
∣
∣∣
λn+1

λn

∣
∣
∣∣

=

∣
∣
∣
∣
r4

2β

∣
∣
∣
∣ limn→∞

∣
∣
∣
∣Dnm

∣
∣
∣
∣

× lim
n→∞

∣∣
∣
∣

(4n+m+2)(4n+m+1)

(4n+m+5)(4n+m+3)(4n+m−2)

∣∣
∣
∣

= 0 ,

Dnm ≡
1

(4n+m+8)(4n+m+6)
(
4n+m+ 72

) ,

shows that both are convergent with an infinite radius of
convergence.
Therefore, in the first order approximation for β, we

have

ν(r) =
ν0

r

(
1+

1

24β
r4
)
+ν1

(
1−

1

60β
r4
)

+ν2r

(
1−

1

360β
r4
)
+ν3r

2

(
1−

1

1050β
r4
)
+O(β2)

λ(r) =−
ν0

r
+λ1+λ2r+λ3r

2

+
1

6β

(
−
ν0

4
r3+

ν1

10
r4+

ν2

60
r5+

ν3

175
r6
)
+O(β2) .

(31)

An analysis of the solution (31) reveals the expected
weak field behavior at short scales, ν0/r, and the devia-
tion from this for the meso-scale, since we are dealing only
with the linear approximation. Correspondingly, we find
ν0 = 2GM/c

2 whereM is the mass of the central body.
The remaining integration constants set scale distances

where modifications of the Newtonian behavior appear.
For instance, consider the Einstein–Hilbert theory with
cosmological constant. The static spherically symmetric
solution is

ν(r) =−λ(r) = 1−
2GM

c2
1

r
−
Λ

3
r2 ,

where the cosmological constant sets a scale distance given
by the de Sitter pseudo-radius.
Analogously, in our case, the ν1 constant sets a con-

stant potential, which can be a mean nonlocal value of
the effective Lagrangian proposed, ν2 sets a scale distance
where a constant mean force appears, and ν3 represents
a gradient of force, in the same way as the cosmological
constant in the example above. A similar reasoning can be
developed for the other constants in the model.
The contribution of each constant to the net force could

be fixed by requiring that it fits the observational data for
the tests of the gravitation. This task deserves a careful
investigation of its own and is presently under investiga-
tion by the authors by means of the study of galaxy rota-
tion curves, geodesic motion, perihelion shift, gravitational
lenses and redshift.
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7 Conclusion

We have applied second order gauge theory [21] to local
gauge theory for the homogeneous Poincaré group. It was
found that the geometrical counterparts of the usual field
strength F and of the second order field strength G=DF
are the Riemann tensor R and its (space-time) covariant
derivative δR. There followed an analysis of the second
order invariants composed with geometrical entities.
We demonstrate – employing the symmetry properties

of the curvature tensor – that the only independent La-
grangian densities for the gravitational field in a Rieman-
nian manifold of arbitrary dimension are the seven ones
listed in (28). Linear combinations of terms proportional to
powers of R, as the familiar quadratic term in the curva-
ture, are of first order in the gauge potential ω; therefore, in
the context of the second order gauge theory, the contribu-
tions of second order in the Lagrangian density, which are
those including second derivatives of the gauge potential,
are of type δR.
We derived equations ofmotionusing a particularly sim-

ple choice for the second order gauge Lagrangian inspired
in Podolsky’s proposal for generalized electrodynamics.We
found the static isotropic solution of these equations in the
linear approximation, showing that at short distances the
gravitational field behaves exactly as Newton’s law, but
at meso-large distance scales the higher order contribution
dominates, exhibiting amodified potential.
In the future, we will study other solutions of these field

equations, searching for massive modes that do not vio-
late local gauge symmetry. Our guide in these calculations
shall be the treatment given in [21] to the U(1) case, where
an effective mass for the photon was derived. To do this,
one naturally must concern oneself with the determination
of the conserved current associated with the local Lorentz
symmetry and the relationship to the global diffeomorphic
invariance of the theory.
Another perspective is to apply the second order equa-

tions of motion (30) to a Friedmann–Robertson–Walker
metric. The goal is to seek for accelerated regimes of the
cosmological model arising from the higher order terms.
This proposal is now under investigation.
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Appendix: Counting second order invariants

A.1 Counting GG invariants

First, let us analyze how many possible contractions there
are of the kind GG. This is done by means of tables as in

Sect. 4.1. The first one is constructed fixing, for instance,
the last index:

Fix. e Fix. a Fix. b Fix. c Fix. d

cyclic

(abcd)

(acdb)

(adbc)

(bacd)

(bcda)

(bdac)

(cabd)

(cbda)

(cdab)

(dabc)

(dbca)

(dcab)

non-cycl.

(abdc)

(acbd)

(adcb)

(badc)

(bcad)

(bdca)

(cadb)

(cbad)

(cdba)

(dacb)

(dbac)

(dcba)

Analogous tables result when we fix the indices d, c, b
and a. For each table, non-cyclic permutations are equiva-
lent to cyclic ones, giving:

Fix. e Fix. a Fix. b Fix. c Fix. d

cyclic

(abcd)

(acdb)

(adbc)

−
(bcda)

(bdac)

−
−

(cdab)

−
−

−

and similarly for the other four tables.
Using the cyclic permutation symmetry, one can iden-

tify elements of different tables, reducing the number of
invariants. By the skew-symmetry in the first G, and re-
naming dummy indices, there follows

G1 = [abcde][abcde] , G6 = [abcde][cdbea] ,

G2 = [abcde][beacd] , G7 = [abcde][adbec] ,

G3 = [abcde][adceb] , G8 = [abcde][acbde] ,

G4 = [abcde][aecbd] , G9 = [abcde][acdeb] ,

G5 = [abcde][debac] , G10 = [abcde][abdce] .

One can further apply the cyclic permutation symme-
try to the first G in these remaining invariants and reduce
even more the number of independent quantities. Begin-
ning with G10:

G10 =−([abdec]+ [abecd])[abdce] = G1−G10⇒ 2G10 = G1 .

On the other hand, for G9:

G9 =−([abdec]+ [abecd])[acdeb] = 2G4+G9⇒G4 = 0 .

Proceeding in the same way, one finds the following
identities:

2G10 = G1 ; 2G6 = G5 ;

G2 = G3 = G4 = G7 = G8 = G9 = 0 .

which give two independent invariants,

IG1 = [abcde][abcde] , I
G
2 = [abcde][debac] .
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A.2 Counting (TrG)2 invariants

Starting with the three independent traces listed in (23),
and considering the skew-symmetries, the possible quad-
ratic combinations are:

TrG1 = [ ·a · bc][ ·a · bc] , TrG10 = [ ·ab · c][ · ba · c] ,

TrG2 = [ ·a · bc][ · b ·ac] , TrG11 = [ ·ab · c][ · bc ·a] ,

TrG3 = [ ·ab · c][ ·a · bc] , TrG12 = [ ·ab · c][ · ca · b] ,

TrG4 = [ ·ab · c][ · b ·ac] , TrG13 = [ ·ab · c][ · cb ·a] ,

TrG5 = [ ·ab · c][ · c ·ab] , TrG14 = [ ·ab · c][ab · · c] ,

TrG6 = [ab · · c][ ·a · bc] , TrG15 = [ ·ab · c][ac · · b] ,

TrG7 = [ab · · c][ · c ·ab] , TrG16 = [ ·ab · c][bc · ·a] ,

TrG8 = [ ·ab · c][ ·ab · c] , TrG17 = [ab · · c][ab · · c] ,

TrG9 = [ ·ab · c][ ·ac · b] , TrG18 = [ab · · c][ac · · b] .

The last two invariants cannot be converted into any
other ones using the symmetries at our disposal. Each one
of the preceding TrG must be analyzed, case by case, in
a search for an eventual interdependence.
Take, for example, the 16th term, and rewrite it as

TrG16 =−[ ·acb · ][bc · ·a]− [ ·a · cb][bc · ·a]

⇒ 2TrG16 =TrG7 .

Repeat the reasoning for, say, the 15th invariant:

TrG15 =−[ ·acb · ][ac · · b]− [ ·a · cb][ac · · b]

= TrG14−TrG6 .

As soon as we perform this same check for all the above
invariants, only eight of them are kept:

TrG3 = [ ·ab · c][ ·a · bc] , TrG11 = [ ·ab · c][ · bc ·a] ,

TrG5 = [ ·ab · c][ · c ·ab] , TrG14 = [ ·ab · c][ ·ab · c] ,

TrG6 = [ab · · c][ ·a · bc] , TrG17 = [ab · · c][ab · · c] ,

TrG10 = [ ·ab · c][ · ba · c] , TrG18 = [ab · · c][ac · · b] .
(A.1)

A.3 Counting (TrTrG)2 invariants

From T
(1)
abc ≡ [ ·a · bc] one can take a trace again:

T (1)c ≡ [ · ◦ · ◦ c] .

From T
(2)
abc ≡ [ ·ab · c] one finds Tc ≡ [ · ◦ ◦ · c], which can

be reduced to T
(1)
c using the G skew-symmetry in the first

two indexes and changing dummy indexes. Another pos-

sible trace is constructed from T
(2)
abc:

T
(2)
b ≡ [ · ◦ b · ◦] . (A.2)

But it also is not independent of T
(1)
c :

T
(2)
b ≡ [ · ◦ b · ◦ ] =−[ · ◦ · ◦ b]− [ · ◦ ◦ b · ]

=−T
(1)
b − [◦ · ◦ · b] =−2T

(1)
b .

Let us set T
(2)
b as the independent double trace.

There is an internal double trace of T
(3)
abc ≡ [ab · · c],

which is independent of T
(2)
c :

T
(3)
b ≡ [◦ b · · ◦] . (A.3)

The other double trace of T
(3)
abc is

Tb ≡ [b◦ · · ◦] =−T
(3)
b .

Then we have the following set of independent double
traces:

TrTrG1 = [ · ◦ b · ◦ ][ · ◦ b · ◦ ] ,

TrTrG2 = [◦ b · · ◦ ][◦ b · · ◦ ] ,

TrTrG3 = [ · ◦ b · ◦ ][◦ b · · ◦ ] . (A.4)

A.4 Reducing the G2 invariants
using Bianchi identities

Consider the reduction of the number of quadratic invari-
ants in G by means of the Bianchi identities. Using the
geometric form, the first two invariants are

IG1 = δβRσρχκδ
βRσρχκ , IG2 = δβRσρχκδ

χRβκσρ .

Applying the second Bianchi identity to IG2 we have

IG2 =−δβRσρχκ(δ
χRκβρσ+ δβRχκρσ) = IG1 − I

G
2

⇒ 2IG2 = I
G
1 ,

therefore, it is sufficient to consider only IG1 .
Let us analyze now the trace invariants in G, (24):

TrG3 = δβR
ζ
σζχδµR

σβχµ , TrG11 = δβRσχδ
σRχβ ,

TrG5 = δβR
ρ
σρχδµR

βχσµ , TrG14 = δβRσχδ
βRσχ ,

TrG6 = δ
ρRσρχζδκR

σχζκ , TrG17 = δ
ρRσρχκδµR

σµχκ ,

TrG10 = δβRσχδ
χRσβ , TrG18 = δ

ρRσρχκδµR
χµσκ .

Comparing TrG10 with TrG11 one sees that these two are
the same invariant, due to the symmetry of Ricci tensor.
Using the second Bianchi identity, it follows that

TrG3 = δβRσχgµρ(δ
βRρσχµ+ δσRβρχµ) = TrG14−TrG10 ,

and in the same way

TrG5 =TrG6 =−
1

2
TrG17 =−TrG18 =−TrG3 .

This shows that only TrG14 and TrG10 can hold indepen-
dently.
We apply the same technique to the double traced in-

variants (25):

TrTrG1 = δβRδ
βR ,

TrTrG2 = δ
ρRρχδµR

µχ ,

TrTrG3 =−δβRδµR
µβ .
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The second Bianchi identity shows us that we have only
one invariant in such a case:

TrTrG3 = δ
ρ
ζg
σχ
(
δσR

ζ
βρχ+ δρR

ζ
σβχ

)
δµR

µβ

=−2TrTrG2 =−
1

2
TrTrG1 .
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2.4.3 Como investigar a Eletrodinâmica de Podolsky?

Investigamos a possibilidade de se detectar a constante a da Eletrodinâmica generalizada de Podol-

sky. Primeiro, analisamos um aparato de interferometria de íons proposto por B. Neyenhuis et al.

(Phys. Rev. Lett. 99, 200401 (2007)), que olharam para desvios da lei do inverso do quadrado

de Coulomb no contexto do modelo de Proca. Nossos resultados mostram que este experimento

não possui precisão su�ciente para medições de a. Para estabelecer limites para a, investigamos a

in�uência do potencial eletrostático de Podolsky no estado fundamental do átomo de Hidrogênio.

O valor da energia do estado fundamental do átomo de Hidrogênio estabelece que a constante de

Podolsky deva ser menos do que 5, 6 fm, ou em termos de energia, maior do que 35,53 MeV/c2.
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CEP 37701-100, Poços de Caldas, MG, Brazil

4Centro Brasileiro de Pesquisas F́ısicas.

Rua Xavier Sigaud 150, CEP 22290-180, Rio de Janeiro, RJ, Brazil

5Comando-Geral de Tecnologia Aeroespacial,

Instituto de Fomento e Coordenação Industrial. and

Praça Mal. Eduardo Gomes 50, CEP 12228-901, São José dos Campos, SP, Brazil.
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I. INTRODUCTION

The inference of the mass of the particles is a key problem in Physics. The Higgs mechanism is

the most simple and popular way to generate massive particles from an originally gauge invariant

massless theory. From the theoretical point of view the existence of a massive photon, usually

considered in the context of Proca model, has many implications. One of the most important is

the fact that interactions between particles are commonly described in terms of gauge theories

and, as it is well known, the gauge field is supposed to be massless [1]. Since the electromagnetic

interactions are described in terms of the U (1) symmetry group, all Quantum Electrodynamics,

which is constructed on a gauge framework, should be reviewed if a mass for the photon was

verified. The same occurs for instance in Atomic Physics, where the energy spectrum is supposed

to be different if a non-Coulomb potential is considered.

Although it is widely accepted by physicists (especially by the theoreticians) that the photon is

a massless particle, this is not an affirmation that can be easily done from the experimental point

of view since all experiments are subject to uncertainties – the experimentalists basically establish

upper limits for the photon mass.

Many experiments have been proposed to measure the mass of the photon [2] and among them,

several try to accomplish this by using the fact that the electric field produced by a point charge

is not the one predicted by Coulomb law if the photon is supposed to be massive. They try to

verify the existence of a photon mass by looking for small deviations from the Coulomb law [3] –

usually a potential 1/r1+δ is tested, and δ is evaluated. However, as mentioned in [5], the problem

with this type of potential is that it does not come from any underlying theory and usually many

assumptions regarding the measurement of δ are done, so that its evaluation is strongly dependent

on these hypothesis. In order to avoid these problems the authors of [5] proposed an experiment

where an ion interferometry is used to measure the photon mass. The idea of the experiment

consists, roughly speaking, in using interferometry of an ion beam that passes through a tube

where different voltages are applied – if the mass of the photon is non-null then a difference in

the interferometer phase is expected. According to the authors of [5], the experiment will be very

accurate, predicting a sensitivity to the (Proca) mass of 9×10−50 g, “2 orders of magnitude smaller

than the limit in [4]”. In their case the underlying theory is the Proca model.

However, if instead of using the Proca model, the Podolsky Generalized Electrodynamics [6]

is taken into account, it is still possible to find a mass for the (massive mode of the) photon and

preserve gauge symmetry. In a recent paper [7], a gauge theory for systems depending on the second
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order derivative of the gauge field was developed and it was verified that the gauge Lagrangian

should depend on the usual field strength, F aµν , and on its covariant derivative, Gaρµν = Da
ρbF

b
µν . In

particular, for the U (1) group it was verified that the Podolsky Lagrangian1,

L = −1
4
FµνF

µν +
a2

2
∂ρF

ρµ∂σF
σ
µ, Fµν = ∂µAν − ∂νAµ,

fulfills all the requirements of a second order gauge theory with an important feature: all La-

grangians of the type G2 for the U (1) group differs from Podolsky Lagrangian only by a total

divergence. The (fourth-order) field equations obtained from this Lagrangian are

(
1 + a2�

)
∂µF

νµ = 0,

and under a generalized Lorenz condition [8],
(
1 + a2�

)
∂µA

µ (x) = 0, massive and massless modes

for Aµ are identified:

p2
(
1− a2p2

)
Aµ (p) = 0⇒




p2 = 0

p2 − 1
a2 = 0

.

The massless mode should be understood as the usual photon, while the massive mode was

tentatively interpreted by Podolsky as being a neutrino. This interpretation is of course outdated.

Since its original formulation, several aspects of this theory have been analyzed, including its

canonical structure [8, 9], quantization [10], and others [11]. Several problems of this theory have

been pointed out, such as unitarity violation and the presence of ghost states with negative norm,

typical of theories with higher derivatives [12], but on the other hand good properties were also

obtained (see references in [10]), what motivates the study of systems of this kind nowadays,

specially in the context of an effective field theory (EFT). It is as an EFT that Podolsky theory

should be understood and in this sense the parameter a sets the length scale where the theory is

valid. We also emphasize that only classical aspects of the Podolsky theory will be considered, so

that some problems typical of the quantization procedure should not be a concern here.

Since Podolsky electrodynamics predicts the existence of a massive mode for the photon, if the

experiment proposed in [5] finds a deviation in the interferometer phase, then this could be either

an indicative of the existence of the photon mass in the context of the Proca model or of the

existence of a non-null value for Podolsky constant, giving support to the Podolsky theory. One

of the purposes of the present work is to analyze how the Podolsky constant can be determined

1 To preserve the correct units of the Lagrangian, the constant a, henceforth referred as the Podolsky constant, has
unit 1

l
, where l stands for length; the metric signature (+−−−) is considered.
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or constrained by the ion interferometry experiment proposed in [5]. This is discussed in Section

II, where the analytical solution for the problem will be analyzed and numerical estimations for

Podolsky constant will be made.

On the other hand, if Podolsky theory is to be verified, then many implications in other known

results are expected. As an example, the energy spectrum of the Hydrogen atom as described by

Quantum Mechanics is to be altered, since the Coulomb potential should be substituted by the

potential predicted by Podolsky Electrodynamics. This is the second point to be studied here. A

perturbative solution for the Quantum Mechanics wave function of the electron will be obtained –

see Section III – and another constraint on a will be made. Section IV presents our conclusions.

II. ION INTERFEROMETRY EXPERIMENT

In the experiment proposed in [5] a time-varying voltage is applied to a conducting cylinder

that is nested inside a grounded second cylinder. A beam of ions pass through the inner conductor

through three gratings, forming a Mach-Zehnder interferometer – for more details see the original

paper. If there is an electric field inside the cylinder, i.e. if the ions go through different potentials,

then an interferometer phase shift is expected. Notice that this is not what is predicted by Maxwell

equations for a conducting shell, according to which the potential inside the apparatus should be

constant.

After passing through the first grating the ion beam is split in two arms: one travels horizontally

(parallel to the cylinder axis), while the second goes diagonally. When the two arms reach the

second grating, the one that was advancing horizontally begins to travel diagonally while the

second starts to go horizontally, until they reach the third grating, where they become one single

beam travelling horizontally. Since the distance between the gratings is the same, the diagonal

segments of each arm travel through the same potentials and they induce the same phase shift.

However, the segments of the arms that go horizontally pass through different potentials; if there is

a phase shift in the interferometer it is caused by the difference of potentials between the horizontal

segments (see Fig. 1). We consider that the distances of the horizontal segments from the center

of the cylinder are r0 and r0 + s. This way, what the interferometer actually does is to measure a

phase shift induced by the potential difference between these horizontal segments of arms the split

beam.

The first information required is the equation for the potential inside the cylinder as predicted

by the theory. In [5] the authors considered the Proca model. Here we will analyze Podolsky
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Electrodynamics [6], where the equation for the electrostatic potential is given by

(
1− a2∇2

)
∇2φ = 0.

To solve this equation, let us define

U ≡ ∇2φ.

First we solve the homogeneous equation for U

(
1− a2∇2

)
U = 0, (1)

and then consider the non-homogeneous equation for φ,

∇2φ = Uh, (2)

where Uh is a solution of (1). In view of the symmetry of the problem, cylindrical coordinates are

considered and no angular dependence is expected. Also, since the inner cylinder has an elongated

geometry, the infinite tube approximation can be done and no longitudinal dependence exists. The

solution for (1) is found under these assumptions, and Eq. (2) becomes

1
r

d

dr

(
r
dφ

dr

)
= AI0

(r
a

)
+BK0

(r
a

)
, (3)

where I0 and K0 are the modified Bessel functions of the first and second kind.

The integration of Eq. (3) gives us

φ
(r
a

)
= a2AI0

(r
a

)
+ a2BK0

(r
a

)
+D ln

r

a
+ C. (4)

This solution carries a desirable feature: the homogeneous part is the usual Maxwell term and the

particular solution is the Podolsky contribution. In fact, this split always occurs in the electrostatic

case of Podoslky theory when vacuum is assumed.

Four integration constants appear in the solution (4), as expected from a fourth-order equation,

and boundary conditions are used to fix them. First we consider that the potential in the limit

r → 0 should be finite. Using the asymptotic form for I0 and K0 [13, 14], we conclude that

D = a2B. Another boundary condition that is used is the value of the potential at r = R, where

R is the radius of the inner tube. If V0 is the voltage applied to the inner tube relative to the outer

tube, whose unknown (ground) potential is Vg, then

V0 + Vg = a2A

[
I0

(
R

a

)
+ g (a)

[
K0

(
R

a

)
+ ln

R

a

]
+ f (a)

]
,
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where B and C were redefined as B = g (a)A and C = f (a) a2A, and A is supposed to be non-

null. This expression is used to determine A in terms of the other constants. Yet another expected

boundary condition is that the electric field E at r = 0 is null (otherwise it would be discontinuous

without a physical reason). Actually with the redefinitions of B and C above, it is verified that this

condition is already satisfied, so that no other constant is fixed with this condition. However, if we

claim that the divergent of the electric field is finite at r = 0,2 then we must set g (a) = 0. At last,

in order to fix f (a) we assume that the potential at r = 0 can be measured – this is an additional

step in the experimental procedure proposed in [5] where no measurement of the potential at r = 0

is suggested; in our case this is essential for determining the last integration constant. We suppose

that the measured φ (0) is expressed as φ (0) = (V0 + Vg) ε, with 0 ≤ ε ≤ 1. This fixes f (a) as

f (a) =
εI0
(
R
a

)

(1− ε) .

Finally the potential is written as

φ
(r
a

)
= (V0 + Vg)

[
I0
(
r
a

)

I0
(
R
a

) (1− ε) + ε

]
.

Notice that if no Podolsky term is supposed to exist, then the potential inside the inner tube will

be the same everywhere, i.e. V0 + Vg, which means that ε = 1.

Now the potential difference between the horizontal segments of the arms of the split beam can

be evaluated as

∆φ = φ

(
r0 + s

a

)
− φ

(r0
a

)
= (V0 + Vg)

[
I0
(
r0+s
a

)
− I0

(
r0
a

)

I0
(
R
a

)
]

(1− ε) .

The interferometer phase is given by

Φ =
eτ

~
∆φ+ Φ0 =

eτ

~
(V0 + Vg)

[
I0
(
r0+s
a

)
− I0

(
r0
a

)

I0
(
R
a

)
]

(1− ε) + Φ0,

where e is the charge of the ion (in the present case e is the electron charge), τ is the time that

the ion takes to travel lengths of the horizontal segments and Φ0 is the phase indicated by the

interferometer when V0 + Vg = 0. In order to eliminate the two unknown constants Φ0 and Vg,

two potential differences V0 and V0 + ∆V can be applied to the inner tube. The difference in the

phases due to this change will be

∆Φ =
eτ

~
∆V

[
I0
(
r0+s
a

)
− I0

(
r0
a

)

I0
(
R
a

)
]

(1− ε) .

2 What makes the electric field flux finite at the origin.
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This expression is inverted in order to obtain the Podolsky constant a as a function of the experi-

mental parameters. This will be done under some assumptions. First we expect that the value of

Podolsky constant is small, so that only small differences from Maxwell equations can be detected.

If this is the case, then the asymptotic limit for I0 can be used [13, 14], I0 (x) ∼ 1√
2πx

ex. This

allows us to estimate the Podolsky constant as

a =
R− (r0 + s)

ln (1− ε)− ln
(

~
eτ

∆Φ
∆V

√
r0+s
R

) . (5)

Notice that limε→1 a = 0, which means that Electrodynamics reduces to the Maxwell one.

We shall obtain numerical estimations for a considering ion beams composed by 1H+ and
133Cs+. According to [5], these ions can travel at a speed v of 311m/s and 27m/s respectively; the

length of the horizontal segments are fixed in 1m so that τ = L/v is determined for both cases. The

potential difference ∆V can be fixed as 400 kV and the values of R, r0 and s are set to R = 27 cm,

r0
(
1H+

)
= 24.4 cm, r0

(
133Cs+

)
= 24.9 cm, and s

(
1H+

)
= 6.4mm, s

(
133Cs+

)
= 0.56mm. Fig.

2 shows the numerical estimations for a for different values of ε and ∆Φ for 1H+. The range of

values for ε was established considering the fact that a precision of 10−8 could be achieved with

the available commercial multimeters (in the best case). Concerning ∆Φ, it was considered that

phase shifts as small as 10−4 rad can be detected [5].

According to these numerical evaluations, the experiment would be able to detect values of the

Podolsky constant aCs+ ≥ 0.033 cm in the case of 133Cs+ ion beam and aH+ ≥ 0.069 cm if the
1H+ ion beam is used. These values seem consistent with the asymptotic limit taken for I0; indeed,

they are small when compared to the values of R and r0 and therefore the ratios that appear in

I0 – namely, R
aH+

= 391.3, R
aCs+

= 810.81, r0
aH+

= 353.62, r0
aCs+

= 732.73 – are all of order of

102 − 103.

The mass of the photon is evaluated using these values for a and the expression

mγ =
~
ac
. (6)

As the mass scales with the inverse of the Podolsky constant, the smallest value of a that can be

measured will give the greatest measurable value for the photon mass. Each ion beam will predict

a different upper limit: m
133Cs+
γ = 1.06×10−39 kg = 5.98×10−8 eV and m

1H+

γ = 5.10×10−40 kg =

2.85× 10−8 eV .

Although Proca and Podolsky approaches predict a massive mode for the photon, there is some

important difference between them. First, Podolsky Electrodynamics is a gauge theory, while Proca

model explicitly break such symmetry, what could have implications for the charge conservation.
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Second, in the Proca context it is expected that the photon mass, if it exist, should be very small.

Conversely, the Podolsky’s massive model would be very large once it is the inverse of the scale

of length where the generalized theory is effective, cf. Eq. (6). That is, Proca (Podolsky) model

predicts deviations from Maxwell electrodynamics in very low (high) energy regimes.

It is important to emphasize that the photon mass in independent of the nature of the ion

composing the beam in the experiment. The different values for mγ for 133Cs+ and 1H+ express

only the different values of a accessed by the experiment.

One could argue that the values of a that can be measured by the ion interferometer are very

high in absolute terms. In fact, one would say that if a were of order of 10−2 as indicated here,

the deviations from the Maxwellian electromagnetism would have been detected long ago. In

face of this, the conclusion would be that the experiment proposed in [5] is not appropriate for

measuring the Podolsky constant and therefore the photon mass in this theory. This is indeed a

strong argument, but we would like to give a quantitative justificative for ruling out the ion beam

apparatus as an appropriate set to find the Podolsky mass.

In the next section we will make the hypothesis that Podolsky electrodynamics hold at the

atomic scale3 and see the implications for the elementary physics of the Hydrogen atom; in partic-

ular, we will analyze the energy of the fundamental state.

III. HYDROGEN ATOM

Now we turn to the problem of considering the Hydrogen atom, as treated by Quantum Me-

chanics, where the electromagnetic potential is the one described by Podolsky Electrodynamics.

The goal of this section is to analyze the effects of a non-null Podolsky constant and verify what

are the implications of the values found for a. We consider ~ = 1 to simplify the notation, but the

units are restored when numerical evaluations are done.

The electrostatic potential is given by [6, 7]

φ (r) = −e
r

(
1− e− r

a

)
,

and the Hamiltonian operator reads Ĥ = p̂2

2m + eφ (r). The variational method will be employed

so that a perturbative solution for the wave function of the ground state, ψ (r) may be found. The

tentative solution is

ψ (r) = Ne−γr,

3 This is not mandatory once Podolsky’s theory for the electromagnetism is an effective theory.
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where N is a normalization constant set as N2 = γ3

π ; γ is a parameter that will be determined by

the variational method, according to which the energy, given by

E =
∫
dV ψ∗ (r) Ĥψ (r) =

γ2

2m
− e2γ + e2

4γ3

(
2γ + 1

a

)2 ,

should be minimized:

∂E

∂γ
=

8a3

m
γ4 +

12a2

m
γ3 +

6a
m
γ2 − 6ae2γ +

γ

m
− e2 = 0. (7)

Now suppose that the value of the Podolsky constant is actually small, then Eq. (7) can be

solved considering only terms up to first order in a. The solution found for γ is γ+ = me2 and

γ− = − 1
6a . The energies evaluated with these solutions are

E (γ+) = −me
2

2
e2
(
1− 2

(
2mae2

)2)+O
(
a3
)
, E (γ−) =

9ame2 + 1
72a2m

.

The value of E (γ−) gives a positive energy and for small values of a it becomes too high, therefore

this result should be excluded. E (γ+) can only be calculated with a given value of a, but for small

a it is only a perturbation on the known result given by Quantum Mechanics, E = −me2

2 e2. If

we want to find a value for a that is compatible with the known results given in the literature we

should expect the perturbation 2
(
2mae2

)2 to be smaller than the relative experimental uncertainty

of the energy of the ground state. Proceeding this way it follows

a ≤ rB
2

√
σE0

2 |E0|
,

where rB = 1
me2

is the Bohr radius. Restoring the units and using values given in the literature

[15] we should expect

a ≤ 5.56 fm or mγ ≥ 35.51 MeV (8)

Clearly these values for a and mγ are not compatible with the possible values that can be found

in the interferometry experiment.

IV. CONCLUSIONS

We have discussed how the ion interferometry experiment proposed in Ref. [5] could be used

to measure the value of Podolsky constant a and the massive mode of the photon in the context

of Podolsky Electrodynamics. The minimum value of a that could be detected – a = 0.033 cm

with the 133Cs+ ion beam – is too large as an admissible effective scale, and would lead to a mass

9



mγ ≤ 1.06× 10−39 kg = 5.98× 10−8 eV for the photon which is excluded by current experimental

data [15].

We might think of improving the accuracy of the measurements of the phase shift and/or of

the potential at r = 0 (for instance, using some better technology in the apparatus). But the

logarithmic behavior of (5) in terms of these quantities makes this possibility unlikely: great

improvements in the detection of ∆Φ and ∆V would lead to small changes in a [see Eq. (5)].

Therefore, this rules out the interferometric ion beam experiment as a suitable one for testing

Podolsky Electrodynamics.

Besides gauge invariance, Podolsky Electrodynamics has another peculiar feature that distin-

guishes it from the Proca field: the smaller the characteristic constant a the greater the mass

associated to the photon. Hence we are strongly constrained: the Maxwellian electromagnetism

must hold until small scales of length, and therefore a has to be small, otherwise the additional

Podolsky term in the Lagrangian for the electromagnetic field would be significant and the result-

ing modifications in the ordinary theory would be easily detected. These scales of length are set,

for instance, by the spectroscopy of Hydrogen atom. So, we tested Podolsky’s theory calculating

the value of a that would be consistent with the experimental error in the energy of the funda-

mental level of the Hydrogen. The result, a ≤ 5.56 fm, clearly shows that the ion interferometer

experiment does not have enough precision to measure a Podolsky constant that is this small.

The constraint a ≤ 5.56 fm coming from Quantum Mechanics considerations set a high energy

scale for the photon mass: 35.51 MeV. This way, if Podolsky model is correct, it is expected to

engender deviations from Maxwell Electrodynamics only in high energy scales.
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using 1H+ ion beam. The graph for the 133Cs+ ion beam is very similar.
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Capítulo 3

Formalismo covariante de Galilei

Um dos primeiros trabalhos envolvendo o formalismo covariante galileano para Teorias de Campos

foi apresentado em 1967 por Lévy-Leblond [1]. Na época, a relatividade einsteiniana já comple-

tava 60 anos e toda Teoria Quântica de Campos era construída de forma a preservar o Princípio

da Relatividade (de Einstein). Nesse contexto, o estudo do comportamento não-relativístico de

sistemas físicos era feito tomando-se o limite de baixas velocidades, ou o limite c → ∞. A moti-

vação de Lévy-Leblond neste trabalho era mostrar que, se sistemas relativísticos são aqueles que

possuem invariância/covariância pelo grupo de Lorentz, os sistemas não-relativísticos devem ser

aqueles que possuem invariância/covariância pelo grupo de Galilei. Em sua opinião, esta seria a

forma correta de se aproveitar todo o arcabouço ferramental de Teoria de Grupos para descrever

regimes não-relativísticos. Também esta seria uma forma consistente de se passar de uma descrição

não-relativística para uma relativística de um mesmo sistema físico, em particular no contexto da

Mecânica Quântica.

Tendo isso em mente, Lévy-Leblond construiu teorias de campo que possuíam invariância de

Galilei e, para o campo de Schrödinger, mostrou que a invariância de Galilei manifesta-se na forma

de uma transformação de fase. Mostrou ainda que é possível escrever uma equação de Dirac neste

contexto, a partir de onde a interpretação de que o spin é um efeito puramente relativístico pode

ser questionada.

Posteriormente, em 1973 em um trabalho com Le Bellac [2], Lévy-Leblond voltou-se para uma

análise cuidadosa do caso eletromagnético. Motivados pelo fato de que, quando as equações de

Maxwell são consideradas em diferentes sistemas de unidades, o limite c→∞ pode não ser trivial,

e que uma análise não cuidadosa pode levar a resultados equivocados, os autores mostraram que

existem duas formas de se construir teorias covariantes pelo grupo de Galilei, como será visto mais

adiante. Estes limites foram chamados de limite elétrico e limite magnético e se caracterizam

pela dominância dos efeitos elétrico e magnético, respectivamente. A existência destes dois limites

mostra a não trivialidade de se tomar o limite não relativístico da teoria de Maxwell, uma vez que
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o limite c→∞ é, aparentemente, um só.

Mais tarde, em 1988, Takahashi retomou o estudo de sistemas com invariância galileana, desta

vez considerando uma formulação em 5 dimensões, resgatando uma idéia proposta por Pinski [3], 20

anos antes. Em dois artigos [4] (e em outro com outros autores [5]), Takahashi reconsiderou o campo

de Schrödinger e aplicações em hidrodinâmica. Estes trabalhos inspiraram o estudo sistemático de

diversas Lagrangianas explorando o formalismo covariante de Galilei em 5 dimensões [7], trabalho

este realizado recentemente, e cuja estrutura será a mesma utilizada aqui.

Um dos grandes benefícios de se trabalhar em um formalismo covariante, com uma métrica

invariante, é que várias similaridades com o caso lorentziano podem ser feitos. No entanto, não

existe uma métrica quadridimensional invariante sobre tranformações de Galilei. Isso pode ser

visto quando se analisa transformações de galilei, por exemplo, em um sistema de coordenadas

cartesianos, em que

x′i = xi − vix4,

x′4 = x4.

Supondo-se que a métrica no sistema original seja dada por gµν , no sistema de coordenadas trans-

formadas tem-se

g′ρσ =
∂xµ

∂x′ρ
∂xν

∂x′σ
gµν ⇒





g′mn = gmn,

g′m4 = gm4 + vigmi,

g′44 = g44 + gijv
ivj + 2vigi4,

e, portanto, veri�ca-se que a métrica não é invariante para gmn 6= 0, g4i 6= 0.
Uma das soluções encontradas para esse problema consiste na adição de coordenadas extras

ao espaço-tempo quadridimensional, de forma que o espaço newtoniano (3,1) esteja, de alguma

forma, imerso neste espaço estendido. Uma das motivações para o uso de coordenadas extras [5]

consiste na análise da Lagrangiana de uma partícula livre sob transformações de Galilei usuais, i.e.

transformações do tipo 


x′i = Rijx

j − vit+ ai,

t′ = t+ b,
(3.1)

com Rij , v
i, ai e b constantes. Neste caso, a Lagrangiana da partícula livre, L = 1

2mẋ
2, ẋ2 = ẋiẋ

i

se transforma como

L′ =
1
2
mẋ′2 = L+

d

dt
f, f = −mRimvixm +

1
2
mviv

it+ C,

em que C é uma constante, que pode ser tomada nula, sem perda de generalidade. Observa-se

assim que esta Lagrangiana não é invariante pela transformação de Galilei dada por Eq.(3.1). Para

torná-la invariante, pode-se de�nir um grau de liberdade extra, s, tal que uma nova Lagrangiana
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L = L − mṡ satisfaz a condição de invariância, L
′

= L. Para isso s deve ter a seguinte lei de

transformação:

s′ = s−Rimvixm +
1
2
viv

it. (3.2)

Note-se que, de acordo com a expressão para L, o momento canonicamente conjugado a s seria

a massa da partícula, m. Por outro lado, motiva-se também o estudo de uma formulação em 5

dimensões quando se analisa a lei de transformação induzida por Eq.(3.1) nas contrapartes no

espaço dos momentos, ainda para o caso da partícula livre, em que





p′i = R j
i pi − vim,

m′ = m,

E′ = E −Rm
i v

ipm + 1
2viv

im.

(3.3)

Aqui vê-se que a lei de transformação para o momento e a massa possui uma estrutura análoga

àquela de Eq.(3.1), enquanto E possui uma lei de transformação similar à dada por Eq.(3.2). Ou

seja, a introdução de um grau de liberdade extra ao espaço das coordenadas já possui um análogo

no espaço dos momentos quando se considera apenas quantidades já conhecidas em 4 dimensões.

A proposta mais simples para a extensão do espaço-tempo consiste, portanto, em adicionar uma

coordenada extra, de forma que o mesmo passe a ser descrito em 5 dimensões. Nesta estrutura

espaço-temporal é possível encontrar um tensor métrico, que é único [5], dado por

(ηµν) =




1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 −1
0 0 0 −1 0



. (3.4)

o qual é invariante pela seguinte transformação de coordenadas:





x′i = Rijx
j − vix4,

x′4 = x4,

x′5 = x5 −Rmi vmxi + 1
2v

2x4.

(3.5)

Também é possível se de�nir a estrutura de tensores galileanos, em que, por exemplo, vetores

Aµ transformam-se como

A′µ (x′) =
∂x′µ

∂xν
Aν (x)⇒





A′i = RijA
j − viA4,

A′4 = A4,

A′5 = A5 −Rmi vmAi + 1
2v

2A4.
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O produto escalar entre dois vetores A e B é realizado com a métrica dada por Eq. (3.4),

chamada aqui de métrica de Galilei, resultando (A|B) = A ·B−A4B5−A5B4, onde o negrito faz

referência aos trivetores Ai e Bi.

O espaço agora é chamado de G4,1 e trata-se de uma variedade de Minkowski. Isso torna-se

mais claro quando se considera a transformação do tipo cone de luz [6, 7],




x′i = xi,

x′4 = x4+x5
√

2
,

x′5 = x4−x5
√

2
,

(3.6)

em que a métrica toma a forma

(
η′µν
)

=




1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 −1 0
0 0 0 0 1



. (3.7)

Note-se que a expressão acima é uma extensão 5-dimensional da métrica de Minkowski utilizada

em teorias com invariância de Lorentz, com a quinta coordenada sendo do tipo espaço.

Essa relação entre as métricas dadas por Eq.(3.4) e Eq.(3.7) motiva a uni�cação dos tratamentos

relativísticos (com simetria de Lorentz) e não-relativísticos (com simetria de Galilei) em um mesmo

cenário. Isso é feito da seguinte forma (para maiores detalhes, veja Ref. [7]): conhecendo-se uma

Lagrangiana em 5 dimensões com simetria de Galilei, aplica-se a transformação do tipo cone de

luz dada por Eq. (3.6) e toma-se x′5 = 0. Essencialmente, o que se faz é tomar o espaço-tempo

quadridimensional como uma imersão no espaço 5-dimensional:

(
xi, t

)
↪→
(
xi, x4, x5

)
=
(
xi,

t√
2
,
t√
2

)
.

O argumento pode ser revertido: partindo-se de uma Lagrangiana conhecida em 4 dimensões

com invariância de Lorentz, estende-se a mesma para 5 dimensões (5D) preservando-se a sua forma;

a métrica quadridimensional, no entanto, deve ser substituída pela métrica 5-dimensional de Galilei

e os 4-tensores/campos lorentzianos por 5-tensores/campos galileanos. Esse procedimento pode

ser usado para se conhecer aspectos não-relativísticos de uma teoria, partindo-se da sua forma

relativística. Neste ponto é importante perceber que a tranformação do tipo cone de luz dada por

Eq.(3.6) tranforma equações de segunda ordem nas derivadas temporal e da quinta coordenada

em equações de primeira ordem nestas variáveis, i.e. ∂4∂4, ∂5∂5 → ∂4∂5. É isso que permite que a

prescrição acima de partir da forma relativística para a não relativística possa apresentar resultados

coerentes, como se veri�cará adiante em alguns exemplos. Também é importante ressaltar que a

transformação do tipo cone de luz, apesar de linear, não é uma transformação do tipo de Lorentz

[8], tampouco de Galilei.
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No caso galileano, a imersão do espaço-tempo quadridimensional é feita como mostrado abaixo:

(
xi, t

)
↪→
(
xi, x4, x5

)
=
(
xi, t, s

)
.

A quinta coordenada, acima chamada de s, é interpretada como um quantidade canonicamente

conjugada à massa, como já antecipado, de forma que o 5-momento (no contexto de uma transfor-

mada de Fourier) é identi�cado como sendo:

pµ = −i∂µ = (−i∇,−i∂t,−i∂s) = (p,−E,−m) ,

sendo p o trivetor momento linear, E a energia e m a massa1. A partir da invariância da norma do

5-momento, ηµνpµpν = k2, é possível obter a relação de dispersão não relativística, E = p2

2m +m,

para uma escolha conveniente2 de k2. Outros invariantes da teoria são p5 e W5µW
µ
5, em que Wµν

é o tensor de Pauli-Lubanski [13].

Neste formalismo, normalmente um ansatz para a dependência do campo com a quinta coor-

denada é utilizado. Para ilustrar o procedimento acima, considere-se, por exemplo, o caso de um

campo escalar complexo. A Lagrangiana em 4 dimensões, com simetria de Lorentz, e as equações

de campo são dadas por

L = ηµνL ∂µφ
∗∂νφ+ V (|φ|) , µ, ν = 1, ..., 4,

2φ+
δV

δφ∗
= ∇2φ− ∂2

t φ+
δV

δφ∗
= 0, 2φ∗ +

δV

δφ
= 0,

em que ηµνL refere-se à métrica de Minkowski usual em 4D. Para se estudar o caso galileano, toma-se

a Lagrangiana

L = ηµν∂µφ
∗∂νφ+ V (|φ|) , µ, ν = 1, ..., 5,

em que ηµν agora se refere à métrica de Galilei e considera-se o seguinte ansatz para a dependência

com a quinta coordenada, φ = e−imsψ(x, t), em quem corresponde à massa do campo. As equações

de campo obtidas são:

2φ+
δV

δφ∗
= ∇2φ+ 2im∂tφ+

δV

δφ∗
= 0, 2φ∗ +

δV

δφ
= 0,

que são equações do tipo Schrödinger. É importante observar que a escolha deste ansatz é feita

de forma que o campo φ seja um escalar, uma vez que a função de onda ψ possui uma fase em sua

lei de transformação [1], não con�gurando, portanto, um escalar verdadeiro sob as transformações

1Note-se que as quantidades na expressão Eq.(3.3) correspondem a um 5-vetor contravariante, pµ = ηµνpν =

(p,m,E)
2Outras escolhas de k2 levam a outras relações de dispersão. Por exemplo, em Ref.[5] é feita a opção por k2 = 0,

que conduz a E = p2

2m
.
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de Galilei, o qual deveria ser invariante3. Neste exemplo, é possível perceber que é a escolha deste

ansatz que torna possível a obtenção de uma equação do tipo Schrödinger - sem ele, a equação

original permaneceria com uma derivada com respeito à quinta coordenada ainda a ser resolvida.

Outros ansätze são usados em outros casos. Por exemplo, para o campo eletromagnético [7],

que é um campo não-massivo, o ansatz utilizado é Aµ = Aµ
(
xi, t

)
, ou seja, assume-se que o

potencial de gauge independe da quinta coordenada, como será visto mais adiante.

Diversas aplicações do formalismo covariante de Galilei em 5 dimensões podem ser encontradas

na literatura [9, 10, 11, 12, 13], como por exemplo o estudo da quantização de campos, da es-

trutura algébrica da teoria e aplicações a sistemas hidrodinâmicos. Outros trabalhos, explorando

também a formulação 5-dimensional, foram elaborados e.g. por Künzle e Duval [14], estes, porém,

relacionados mais ao estudo de espaços curvos e seus aspectos formais. Ainda é possível encontrar

formulações galileanas de teorias de campo em dimensões maiores do que 5, como por exemplo

Ref.[15] , em que o teorema CPT foi analisado.

O estudo de sistemas de segunda ordem no formalismo galileano, pelo menos no que é de

conhecimento do autor, ainda não foi apresentado na literatura. Assim, é interessante considerar

um caso particular e, neste contexto, a Eletrodinâmica de Podolsky mostra-se como o exemplo

mais apropriado para este �m. De fato, poucas são as aplicações não relativísticas desta teoria

encontradas na literatura, porém resultados importantes são obtidos, como por exemplo o problema

do fator 4/3 da equação de Abraham-Lorentz no modelo eletromagnético para a estrutura do elétron

[16]. Este resultado justi�ca o interesse pelo estudo de regimes não relativísticos da Eletrodinâmica

de Podolsky e a intenção no que se segue é se estudar esta teoria neste formalismo galileano 5-

dimensional e, de forma análoga ao que é feito no caso da teoria de Maxwell, estudar os limites

elétrico e magnético da teoria. Alguns dos resultados importantes obtidos aqui dizem respeito

à escolha de gauge - se na teoria de Maxwell a escolha do gauge de Lorenz mostra-se bastante

conveniente em diversos casos (a condição ∂µAµ = 0 é um escalar sobre transformações de Lorentz),

aqui veri�ca-se que o gauge generalizado de Lorenz [17] mostra-se como a opção mais natural.

3.1 Os limites não relativísticos da teoria de Maxwell

3.1.1 A abordagem de Lévy-Leblond

No trabalho de 1973 [2], Le Bellac e Lévy-Leblond �zeram uma análise cuidadosa da invariância

galileana do caso eletromagnético, usando uma abordagem em 4 dimensões. Uma das motivações

dos autores consiste na análise do limite não relativístico das transformações de Lorentz dos campos

3Segundo Ref.[5], ψ é uma representação projetiva e não uma representação irredutível do grupo de Galilei. Nesta

formulação em 5D é possível trabalhar com um verdadeiro escalar.
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elétrico e magnético. A lei de tranformação sob o grupo de Lorentz para estes campos é dada por

E′ = γ (E + v ×B) + (1− γ) v
(v ·E)
v2

,

B′ = γ
(
B− v

c2
×E

)
+ (1− γ) v

(v ·B)
v2

,

com v sendo a velocidade relativa entre os referenciais. A abordagem usual na época (indicadas

pela referência (2) em Ref. [2]) sugeriam que o limite não relativístico fosse tomado como sendo

uma aproximação em baixas velocidades, o que levaria a

E′ = E + v ×B,

B′ = B− v
c2
×E.

Esta expressão apresenta um problema quando analisada do ponto de vista de teoria de grupos,

pois ela não satisfaz a lei de composição de grupos, como visto a seguir:

E′′ = E′ + v′ ×B′ = E + (v + v′)×B− 1
c2

v′ × v ×E,

B′′ = B′ − v′

c2
×E′ = B− (v + v′)

c2
×E− 1

c2
v′ × v ×B,

ou seja, duas transformações sucessivas não conduz a uma transformação do mesmo tipo. Poderia-

se argumentar que o último termo de cada expressão é quadrático na magnitude das velocidades e

por esta razão poderia ser desprezado, o que levaria a uma lei de composição correta. Todavia, isto

pode levar ser um equívoco. Considere-se, por exemplo, a lei de transformação do campo elétrico

como dada acima. O termo 1
c2 v
′×v×E, apesar de �quadrático� em v não é necessariamente menor

do que o termo (v + v′) × B, pois pode ocorrer que |E| � |cB|, de forma que
∣∣ 1
c2 v
′ × v ×E

∣∣ >
|(v + v′)×B|. Este é um dos pontos levantados por Le Bellac e Lévy-Leblond, de que os limites

não relativísticos não devem apenas levar em conta apenas a magnitude das velocidades entre

referenciais, mas também a magnitude dos campos envolvidos.

Le Bellac e Lévy-Leblond mostraram que existem dois limites não relativísticos para as equações

de Maxwell que preservam a invariância de Galilei da teoria. Para tanto, eles veri�caram inicial-

mente que a lei de transformação para um quadrivetor de Lorentz (u0,u) admite dois limites

galileanos/não relativísticos consistentes, os quais são dados por



u′0 = u0,

u′ = u− 1
cvu0,

(3.8)

e 


u′0 = u0 − 1

cv · u,
u′ = u,

(3.9)

sendo v a velocidade de transformação entre os sistemas de coordenadas. O primeiro par de leis

de transformação vale para os casos em que|v/c| � 1 e |u| � |u0|, enquanto o segundo é adequado
para as situações em que |v/c| � 1 e |u| � |u0|.
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O limite elétrico

Aplicando-se as leis de transformação de Eq.(3.8) para o quadrivetor corrente (cρ,J), no caso em

que |cρ| � |J|, espera-se que o campo elétrico seja muito mais intenso do que o campo magnético,

ou seja, |E| � |cB|, o que conduz ao que os autores chamaram de limite elétrico, em que as

equações de campo invariantes por Eq.(3.8) são dadas por




∇ ·E = ρe
ε0
,

∇×B = µ0J + µ0ε0∂4E,

∇ ·B = 0,

∇×E = 0.

(3.10)

Aqui as equações são consideradas em um sistema de unidades dos SI (ressalte-se que µ0ε0c
2 = 1).

As leis de transformação dos campos E e B são dadas por

E′ = E,

B′ = B− µ0ε0v ×E,

que são compatíveis com a derivação dos mesmos a partir de potenciais,

E = −∇φ,
B = ∇×A,

contanto que φ e A - o quadrivetor potencial é (φ, cA) - transformem-se como Eq.(3.8) , i.e.

φ′ = φ,

A′ = A− µ0ε0vφ.

Além das equações de campo, a teoria deve ter uma equação de força para partículas-teste, a

qual é tomada como sendo a força de Lorentz (na forma relativística, F =
´
d3r [ρ (r) E (r) + J (r)×B (r)]);

para se ter uma força invariante por Eq.(3.8), a força magnética deve ser desprezada, de forma que

F =
ˆ
d3rρ (r) E (r) .

Este resultado, além de invariante, é consistente com as condições |cρ| � |J| e |E| � |cB|.
Algumas observações podem ser feitas aqui: primeiramente nota-se que, ao comparar Eq.(3.10)

com as equações de Maxwell, o termo de indução de Faraday é ausente na última destas equações;

isso juntamente com a ausência da força magnética faz com que não haja corrente induzida na

presença de campos magnéticos variáveis - transformadores, por exemplo, não podem ser bem

descritos neste limite. É possível veri�car que neste limite o quadrivetor corrente é localmente

conservado,

∇ · J +
∂ρ

∂t
= 0,

assim a corrente J pode ser interpretada como uma corrente associada ao transporte de cargas.
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O limite magnético

Tomando-se a outra lei de transformação para a quadricorrente, Eq. (3.9), que deve ser válida

quando |cρ| � |J|, o campo magnético deve ser bem mais intenso do que o campo elétrico, |E| �
|cB|, e Le Bellac e Lévy-Leblond obtiveram com isso o limite magnético. As equações de campo

invariantes por Eq. (3.9) são 



∇ ·E = ρ
ε0
,

∇×B = µ0J,

∇ ·B = 0,

∇×E = −∂4B,

(3.11)

com

E′ = E + v ×B,

B′ = B.

Em termos de potenciais, os campos elétrico e magnético são dados por

E = −∇φ− ∂A
∂t

,

B = ∇×A,

com φ e A transformando-se como

φ′ = φ− v ·A,
A′ = A.

A força de Lorentz agora reduz-se a

F =
ˆ
d3rJ (r)×B (r) ,

para garantir a invariância sob Eq.(3.9), mantendo também a consistência com o fato de que

|E| � |cB| e |cρ| � |J|.
Neste caso, percebe-se a ausência da corrente de deslocamento na segunda das equações de

Eq.(3.11); a corrente, em vista disso, deve ser estacionária, uma vez que

∇ · J = 0,

e J não pode ser associada ao transporte de cargas. Em função disso, sistemas como capacitores

não podem descritos neste limite, uma vez que não há relação entre a corrente de um �o e a

variação da carga elétrica armazenada no capacitor.
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Um outro resultado bastante interessante obtido em Ref. [2] consiste na análise da covariância

galileana das equações de Maxwell usando a forma em que elas são apresentadas em termos dos

vetores E, B, D, H, 



∇ ·D = ρ,

∇×H = J + ∂4D,

∇ ·B = 0,

∇×E = −∂4B.

Eles mostraram que, escritas com estes campos, as equações são invariantes por Galilei, contanto

que estes campos, assim como ρ e J, tenham leis de transformação adequadas, quais sejam

D′ = D, B′ = B,

E′ = E + v ×B, H′ = H− v ×D,

ρ′ = ρ J′ = J− vρ.

A invariância é quebrada quando as equações constitutivas, D = εE e H = µB, são consideradas,

pois as leis de transformação entre os campos relacionados por estas equações são incompatíveis.

3.1.2 A abordagem 5-dimensional

Na abordagem 5-dimensional, a Lagrangiana, como é conhecida na sua forma 4-dimensional com

invariância de Lorentz, é estendida para 5 dimensões com a simetria de Lorentz substituída pela

simetria de Galilei. No caso da teoria de Maxwell,

L = −1
4
ηµνηρσFµρFνσ +AµJ

µ,

em que o campo Aµ e a corrente Jµ possuem cinco componentes, identi�cadas como Aµ =
(A,−φm,−φe), Jµ = (J,−ρm,−ρe). É importante mencionar que nestas expressões, A repre-

senta o potencial vetor, φm e φe são potenciais escalares, J é a densidade de corrente, enquanto

ρm e ρe são densidades de carga elétrica. O tensor Fµν é dado por Fµν = ∂µAν − ∂νAµ, e satisfaz
a identidade de Jacobi, ∂ρFµν + ∂νFρµ + ∂µFνρ = 0.

Estas identidades, juntos com as equações de campo,

∂µF
µν = −Jν ,

ou em termos das componentes,

∇×B− ∂4Ee = J,

∇ ·Ee = ρe,

∇ ·Em − ∂4∂4φe = ρm,

99



compõem o conjunto completo de equações da teoria.

Aqui escolhe-se um sistema de unidades em ε
(5)
0 = µ

(5)
0 = c(5) = 1, pois a intenção é veri�car

os aspectos formais dos limites não relativísticos entre os resultados obtidos em 5 dimensões e

aqueles encontrados na seção anterior. O índice (5) deve-se ao fato de que estas quantidades são

de�nidas em 5 dimensões e, por esta razão, não necessariamente possuem a mesma magnitude que

os seus correspondentes em 4 dimensões. Todavia, de alguma forma, seja tomando-se as imersões,

seja através de alguma redução dimensional, estas quantidades de�nidas em dimensões superiores

devem se reduzir aos valores de seus correspondentes em quatro dimensões.

Os limites elétrico e magnético obtidos por Le Bellac e Lévy-Leblond em Ref.[2] são reproduzidos

neste formalismo em 5D quando se �xa convenientemente as densidades de carga e os potenciais

escalares. Antes, porém, é preciso �xar o ansatz que descreve a dependência do campo Aµ com

respeito à quinta coordenada. Neste caso, devido ao caráter não massivo do campo Aµ, o ansatz

utilizado é Aµ = Aµ
(
xi, t

)
, ou seja, o campo independe da quinta coordenada.

O limite magnético

O limite magnético é encontrado quando se toma φe = ρe = 0 e as equações de campo encontradas

são 



∇ ·Em = ρm,

∇×B = J,

∇ ·B = 0,

∇×Em = −∂4B,

(3.12)

onde

B = ∇×A,

Em = −∇φm − ∂4A.

As leis de transformação, considerando-se que rotações não são aplicadas (Rij = δij), para os

potenciais são dadas por

A′i = Ai|φe=0 ,

φ′m =
[
φm − viAi

]
φe=0

,

J ′i = Jj
∣∣
ρe=0

,

ρ′m =
[
ρm − viJ i

]
ρe=0

,

o que implica:

E′m = [Em + v ×B]φe=0 , B′ = B|φe=0 .

Perceba-se que tanto as equações de campo, como as leis de transformação, coindidem na sua

forma com os resultados de Lévy-Leblond. Como consequência, a análise sobre a lei de conservação
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da corrente procede de maneira análoga. É importante observar que a lei de transformação para

φe, φ′e = φe = 0, dá consistência para as leis de transformação acima.

O limite elétrico

O limite elétrico é obtido �xando-se φm = ρm = 0, de onde segue:




∇ ·Ee = ρe,

∇×B = J + ∂4Ee,

∇ ·B = 0,

∇×Ee = 0,

(3.13)

0 = ∂4 (∇ ·A + ∂4φe) , (3.14)

em que B é o mesmo do caso anterior e Ee = −∇φe; as leis de transformação aqui são

A′i = Ai − viφe,
φ′e = φe,

J ′i = Jj − viρe,
ρ′e = ρe,

implicando em

E′e = Ee, B′ = B− v ×Ee.

Observa-se acima que os resultados obtidos por Le Bellac e Lévy-Leblond para o limite elétrico

são completamente recuperados acima, tanto do ponto de vista das equações de campo, quanto do

ponto de vista das leis de transformação. Desta forma, as considerações sobre a lei de conservação

da corrente é igual ao discutido anteriormente. A única diferença que surge, ao comparar os

resultados acima com os de Le Bellac e Lévy-Leblond, refere-se à expressão Eq.(3.14), a qual

sugere que o gauge de Lorenz seja �xado neste limite, ∇·A+∂4φe = 0; em Ref.[2], não há menção

sobre a �xação de gauge, uma vez que o foco da discussão dos autores recai mais sobre a análise

dos campos E e B do que os potenciais vetores. É interessante observar que o gauge de Lorenz se

preserva sob transformações de Galilei

∇′ ·A′ + ∂′4φ
′
e = ∇ ·A + ∂4φe.

Um resultado que chama a atenção e que não é discutido em Ref.[7] é a lei de transformação de

φm:

φ′m =
[
−viAi +

1
2
v2φe

]

φm=0

,

que não preserva a sua forma, assim como ρm, ρ′m =
[
−viJi + 1

2v
2ρe
]
ρm=0

.
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A força de Lorentz

A análise sobre a força de Lorentz não é mencionada na Ref. [7], uma vez que o foco do trabalho é

em teoria de campos. Uma possível generalização para a força de Lorentz em 5D é feita a seguir.

Assuma-se que a força de Lorentz possa ser escrita como

Fµ =
ˆ
d3xFµν (x) J̄ν (x) ,

em que J̄ν =
(
J̄,−ρ̄m,−ρ̄e

)
é um corrente de cargas que sofre a ação do campo elétrico produzido

pela corrente Jµ, a qual compõe as equações de campo. Em termos dos campos elétricos, Ee, Em,
e magnético, B, as componentes da força são

F =
ˆ
d3x

[
J̄ (x)×B (x) + Ee (x) ρ̄m (x) + Em (x) ρ̄e (x)

]
,

F 4 =
ˆ
d3x

[
Ee (x) · J̄ (x)− ∂4φe (x) ρ̄e (x)

]
,

F 5 =
ˆ
d3x

[
Em (x) · J̄ (x) + ∂4φe (x) ρ̄m (x)

]
.

Limite magnético O limite magnético é obtido, além da �xação de φe = ρe = 0, pela imposição

de ρ̄e = 0, o que conduz a

F =
ˆ
d3xJ̄ (x)×B (x) ,

F 4 = 0,

F 5 =
ˆ
d3xEm (x) · J̄ (x) ,

Perceba-se que as componentes triespaciais se reduzem à mesma expressão obtida por Le Bellac

e Lévy-Leblond para o limite magnético. A interpretação das componentes F 4 e F 5 pode ser feita

pensando-se a força como a variação temporal do 5-momento, Fµ = d
dτ p

µ. Com isto em mente, F 5

estaria associada à variação temporal da energia do sistema, enquanto F 4 representaria a variação

temporal da massa do sistema, que neste limite seria considerada como sendo nula. Observe-se

ainda que, na expressão para a força, o integrando é invariante sobre as transformações de Galilei,

resultado que segue imediatamente das leis de transformação de J̄ e de B.

Limite elétrico O limite elétrico é obtido a se escolher φm = ρm = ρ̄m = 0, de onde segue

F =
ˆ
d3x

[
J̄ (x)×B (x) + Em (x) ρ̄e (x)

]
,

F 4 =
ˆ
d3x

[
Ee (x) · J̄ (x)− ∂4φe (x) ρ̄e (x)

]
,

F 5 =
ˆ
d3x

[
Em (x) · J̄ (x)

]
.
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Em princípio, com esta forma, a expressão para a força se mantém com a mesma forma que a

força de Lorentz usual e não corresponderia, portanto, ao resultado de Le Bellac e Lévy-Leblond.

Todavia, se a corrente J̄ for pensada como uma quantidade associada a ρ̄m pela expressão J = ρ̄mv,
então a escolha ρ̄m = 0 implicaria J̄ = 0, e aí seguiria

F =
ˆ
d3xEm (x) ρ̄e (x) ,

F 4 = −
ˆ
d3x∂4φe (x) ρ̄e (x) ,

F 5 = 0.

Neste caso, a expressão para a força tornar-se-ia mais parecida, em forma, com aquela proposta

por Le Bellac e Lévy-Leblond, mas com o fato de que o campo elétrico presente na força tem

o índice que identi�ca o regime magnético. Perceba-se que neste limite Em (x) = −∂4A e, por-

tanto, não existiria força eletrostática. Para as outras componentes, seguindo a mesma linha de

raciocínio do caso anterior, para se interpretar as componentes F 4 e F 5, a variação temporal da

energia, F 5, seria nula (adotando-se J = ρ̄mv → 0), enquanto a variação da massa, F 4, seria em

princípio não nula, conforme a expressão acima. Perceba-se que se ρ̄e não variar no tempo, tem-se

F 4 = −
´
d3x∂4 [φe (x) ρ̄e (x)], o que permite interpretar a variação temporal da massa como uma

quantidade associada à variação temporal da energia eletrostática - em certo sentido, a energia

eletrostática estaria associada a uma �massa eletrostática�.

Todavia, em nenhum dos casos considerados acima, obtém-se a força do limite elétrico, como

considerado por Le Bellac e Lévy-Leblond. Isso seria obtido caso a força no limite elétrico se

reduzisse, de alguma forma, a

F̃µ =
ˆ
d3xFµ4 (x) J̄4 (x)⇒





F̃ =
´
d3xEe (x) ρ̄e (x) ,

F̃ 4 = 0,

F̃ 5 = −
´
d3x∂4φe (x) ρ̄e (x) .

Neste caso as componentes triespaciais corresponderiam àquelas desejadas, enquanto a variação

da densidade de massa seria nula e, para ρ̄e independente do tempo, a variação da densidade de

energia seria dada pela variação da densidade de energia tipo eletrostática, ∂4 [φe (x) ρ̄e (x)]. Neste
caso, o integrando da expressão da força também é invariante sobre transformações de Galilei,

como ocorre no limite magnético, mas de forma diferente do que ocorre quando do uso da outra

expressão.

O campo de Proca

Antes de se analisar o caso da Eletrodinâmica de Podolsky é importante analisar o caso do campo

de Proca, como estudado em Ref.[7], cuja Lagrangiana é estendida em 5 dimensões como

L = − 1
4 ηµνηρσFµρFνσ + k2AµA

µ +AµJ
µ.
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O campo e a corrente 5-dimensionais são Aµ = (A,−φm,−φe), Jµ = (J,−ρm,−ρe) e Fµν =
∂µAν −∂νAµ, tensor este que satisfaz a identidade de Jacobi, ∂ρFµν +∂νFρµ+∂µFνρ = 0. Note-se
que em Ref.[7] não há a presença da corrente, a qual foi introduzida aqui, em vista da análise que

será conduzida mais adiante. A equação de campo é dada por

∂µF
µν + k2Aν = −Jν ,

a qual se reduz a

∂µ∂
µAν + k2Aν = −Jν ,

em virtude da condição de Lorenz, ∂µAµ = 0, que segue da equação de campo, caso haja

conservação da corrente Jν . Por se tratar de um campo massivo, em analogia ao campo de

Schrödinger, o ansatz para a dependência do campo Aµ com x5 foi escolhida em Ref.[7] como

sendo Aµ (x) = e−imx
5
Aµ
(
xi, x4

)
. Com esta escolha, a equação de campo torna-se
(
∇2 + 2im∂4

)
Aν + k2Aν = −Jν ,

ou em termos das componentes,
(
∇2 + 2im∂4 + k2

)
A = −J,

(
∇2 + 2im∂4 + k2

)
φe = −ρe,

(
∇2 + 2im∂4 + k2

)
φm = −ρm.

A condição de Lorenz é, em termos das componentes,

∇ ·A + ∂4φe − imφm = 0.

É possível se de�nir campos elétricos e magnético,

B ≡ ∇×A,

Ee ≡ imA−∇φe,
Em ≡ −∂4A−∇φm,

e escrever as equações de campo em termos deste objetos. Estes resultados são apresentados

em Ref.[7]. Para a análise que se pretende realizar adiante no caso de Podolsky, é interessante

considerar as equações em termos das componentes do campo.

O limite magnético, em analogia ao caso do eletromagnetismo é obtido quando se considera

φe = 0, ρe = 0,

em que as equações de campo tornam-se simplesmente
(
∇2 + 2im∂4 + k2

)
A = −J,

(
∇2 + 2im∂4 + k2

)
φm = −ρm,
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e a condição de Lorenz é lida como

∇ ·A− imφm = 0.

No limite elétrico,

φm = 0, ρm = 0,

e neste caso,

(
∇2 + 2im∂4 + k2

)
A = −J,

(
∇2 + 2im∂4 + k2

)
φe = −ρe,

∇ ·A + ∂4φe = 0.

3.2 A Eletrodinâmica generalizada de Podolsky e seus limites

não relativísticos

O estudo dos limites não relativísticos da Eletrodinâmica generalizada de Podolsky será feito de

acordo com o procedimento descrito acima, como no caso do campo eletromagnético. A La-

grangiana de Podolsky,

L = −1
4
FµνF

µν + JµAµ − a2
P∂ρF

µρ∂σF
σ
µ , (3.15)

passa a ser considerada agora em 5 dimensões, com as mesmas identi�cações do caso maxwelliano,

i.e. Aµ = (A,−φm,−φe), Jµ = (J,−ρm,−ρe) e Fµν = ∂µAν − ∂νAµ. Recorde-se que φm e φe
representam potenciais escalares e que ρm e ρe descrevem densidades de carga elétrica. As equações

de campo obtidas a partir desta Lagrangiana são:

Jα − ∂νFαν + 2a2
P

(
∇2 − 2∂4∂5

)
∂νF

αν = 0. (3.16)

De�nam-se os campos

B ≡ ∇×A, (3.17)

Ee ≡ −∂5A−∇φe, (3.18)

Em ≡ −∂4A−∇φm. (3.19)

Acima, B representa o campo magnético, enquanto Ee e Em serão identi�cados como campos

elétricos. Perceba-se que aqui, diferentemente do caso de primeira ordem, o campo Ee incorpora
a derivada de A com respeito a x5 em sua de�nição.
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As equações de campo Eq.(3.16) podem ser reescritas como

J−
[
1− 2a2

P (∇2 − 2∂4∂5)
]

[∇×B− ∂4Ee − ∂5Em] = 0, (3.20)

ρe −
[
1− 2a2

P

(
∇2 − 2∂4∂5

)]
[∇ ·Ee − ∂5 (−∂4φe + ∂5φm)] = 0, (3.21)

ρm −
[
1− 2a2

P

(
∇2 − 2∂4∂5

)]
[∇ ·Em + ∂4 (−∂4φe + ∂5φm)] = 0. (3.22)

para α = i, 4, 5, respectivamente.

O tensor Fµν ainda deve satisfazer a identidade de Jacobi,

∂αFµν + ∂νFαµ + ∂µFνα = 0,

a qual pode ser reescrita em termos dos campos B, Em, Ee, φm e φe

∇ ·B = 0. (3.23)

∇×Em + ∂4B = 0, (3.24)

∇×Ee + ∂5B = 0, (3.25)

∇ (−∂4φe + ∂5φm) + ∂5Em − ∂4Ee = 0. (3.26)

A primeira das equações acima é a lei de Gauss magnética; a segunda é a lei de Faraday para

o campo elétrico Em; a terceira é uma lei do tipo Faraday para Ee e a última não possui análogo

nas leis de Maxwell. A título de completeza, a Lagrangiana de Podolsky pode ser também escrita

em termos dos campos elétricos e magnético e dos potenciais:

L = − 1
2 (B)2 + Em ·Ee + 1

2 (−∂4φe + ∂5φm)2 − a2
P

[
(∇×B− ∂5Em − ∂4Ee)

2

−2 (∇ ·Ee − ∂5 (−∂4φe + ∂5φm)) (∇ ·Em + ∂4 (−∂4φe + ∂5φm))] +
+ (A · J− ρeφm − ρmφe) .

(3.27)

3.2.1 O limite magnético

Como no caso do eletromagnetismo, o limite magnético é obtido quando se �xam

φe = 0, ρe = 0. (3.28)

Com esta escolha, as equações de campo Eq.(3.20), Eq.(3.21), Eq.(3.22) tornam-se respectiva-

mente

J−
[
1− 2a2

P

(
∇2 − 2∂4∂5

)]
[∇×B + ∂4∂5A− ∂5Em] = 0, (3.29)

∂5

([
1− 2a2

P

(
∇2 − 2∂4∂5

)]
[∇ ·A + ∂5φm]

)
= 0, (3.30)
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ρm −
[
1− 2a2

P

(
∇2 − 2∂4∂5

)]
[∇ ·Em + ∂4∂5φm] = 0. (3.31)

Havendo dependência do campo Aµ com a quinta coordenada, a segunda das equações sugere

uma �xação de gauge. Ela seria a versão galileana do gauge generalizado de Lorenz, de�nido pela

primeira vez em Ref.[17]:

{
1− 2a2

P2
}
∂µA

µ = 0→
{

1− 2a2
P

[
∇2 − 2∂4∂5

]}
[∇ ·A + ∂5φm]φe=0 = 0.

Não havendo a dependência com x5, esta expressão se tornaria uma identidade trivial. O mesmo

aconteceria com duas das identidades de Jacobi,

∂5 [−∇×A + B] = 0, ∂5 [Em +∇φm + ∂4A] = 0.

Mas neste caso, mesmo havendo a dependência com x5, elas continuam sendo apenas trivialidades,

pois recuperam a de�nição de B e Em.
As outras duas identidades de Jacobi são a lei de Gauss magnética e a lei de Faraday:

∇ ·B = 0, ∇×Em + ∂4B = 0.

Como era de esperar, por virem da identidade de Jacobi, estas duas expressões são as mesmas do

caso de primeira ordem.

Apenas para dar uma possível interpretação para o termo adicional advindo da teoria de Podol-

sky, considere-se o caso em que Aµ não depende da quinta coordenada. Neste caso, as equações

de campo e identidades de Jacobi não triviais podem ser escritas como

∇ ·B = 0,

∇×Em + ∂4B = 0,

∇×H = J,

∇ ·Dm = ρm.

em que H ≡ B −M, M ≡ 2a2
P∇2B e Dm ≡ Em + Pm, Pm ≡ −2a2

P∇2Em, e tal que sob

uma transformação de Galilei, H′ = H e D′m = [Dm + v ×H]φe=0. Estas expressões sugerem a

identi�cação dos termos de ordem superior, M e Pm, como uma magnetização e uma polarização,

respectivamente. Desta forma, do ponto de vista de uma teoria clássica, a Eletrodinâmica de

Podolsky pode ser útil para descrever, por exemplo, os campos elétrico e magnético dentro de

materiais não homogêneos. Escritas em termos destes objetos, estas equações possuem a mesma

forma daquelas do caso de primeira ordem, �cando assim imediato veri�car, por exemplo, que

∇ · J = 0. Assim, a corrente neste limite não pode ser associada a um transporte de cargas,

como no caso de Le Bellac e Lévy-Leblond. A análise da força de Lorentz, neste caso em que os

campos independem de x5, é a mesma do que a estudada no limite magnético em 5D, uma vez
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que a prescrição de acoplamento mínimo permanece a mesma do caso de primeira ordem [18] -

como pode ser visto no outro capítulo, a teoria depende da derivada segunda apenas no campo de

gauge - ou seja, apenas a força magnética, F =
´
d3xJ̄ (x) ×B (x), contribui efetivamente para o

movimento de partículas neste campo.

Retornando ao caso geral (em que Aµ pode em princípio depender de x5), é possível se reescrever

as equações de campo Eq.(3.29) e (3.31) em termos dos potenciais, as quais, sob a condição

generalizada de Lorenz (como sugerido por Eq.(3.30)), se tornam

[
1− 2a2

p

(
∇2 − 2∂4∂5

)] (
−∇2 + 2∂4∂5

)
Ãµ̃ (x) = J̃µ̃ (x) ,

onde a seguinte notação foi adotada: Ãµ̃ (x) = (A (x) ,−φm (x)), J̃µ̃ (x) = (J (x) ,−ρm (x)), µ̃ =
1, .., 4. É possível obter, por exemplo por transformadas de Fourier, uma solução para Ãµ̃ (x), a
qual é dada por

Ãµ̃ (x) =
ˆ
d5yJ̃µ̃ (y)

ˆ
d5pe−ip(x−y)


 1

(p2 − 2p4p5)
− 1[

1
2a2
p

+ (p2 − 2p4p5)
]


 ,

em que p (x− y) ≡ pµ (xµ − yµ) , µ = 1, ..., 5. Nesta expressão constata-se que a solução é separada
em duas partes distintas,

Ãµ̃ (x) = Ã
(NM)
µ̃ (x)− Ã(M)

µ̃ (x) ,

Ã
(M)
µ̃ (x) =

ˆ
d5yJ̃µ̃ (y)G(M)

m (x− y) ,

Ã
(NM)
µ̃ (x) =

ˆ
d5yJ̃µ̃ (y)G(NM)

m (x− y) ,

em que

G(M)
m (x− y) =

ˆ
d5pe−ip(x−y) 1[

p2 − 2p4p5 + 1
2a2
p

] ,

G(NM)
m (x− y) =

ˆ
d5pe−ip(x−y) 1

(p2 − 2p4p5)
,

são funções de Green. Perceba-se que G(M)
m (x− y) e G(NM)

m (x− y) coincidem com as funções de

Green dos operadores ÔM ≡ −
(
∇2 − 2∂4∂5

)
+ 1

2a2
p
e ÔNM ≡ −

(
∇2 − 2∂4∂5

)
, respectivamente,

i.e.

ÔMG
(M)
m (x− y) = δ (x− y) ,

ÔNMG
(NM)
m (x− y) = δ (x− y) .

A versão relativística de ÔM (ÔNM ), obtida pela transformação do tipo cone de luz, Eq.(3.6), seria

um operador para um campo massivo (não massivo), com massam2 = 1
2a2
P
(m2 = 0). Neste sentido

108



a�rma-se que, na versão galileana da teoria de Podolsky, a solução também se separa em um modo

'massivo' e um 'não massivo'. No caso de G(M)
m (x− y), esta seria a função de Green da versão

galileana do campo de Proca, como analisada em Ref.[7], com a identi�cação k2 = 1
2a2
P
, no limite

magnético. Por outro lado, G(NM)
m (x− y) seria a função de Green do campo eletromagnético no

limite magnético, como em Ref.[7], caso fosse considerada a dependência do campo com respeito a

x5.

Em função desta separação em dois modos, um ansatz interessante para o campo seria

Ãµ̃
(
xi, x4, x5

)
= Ã

(NM)
µ̃

(
xi, x4

)
− e−imx5

Ã
(M)
µ̃

(
xi, x4

)
,

em que o modo 'não massivo' teria a dependência com a quinta coordenada igual ao do campo

eletromagnético, e a dependência com x5 do modo 'massivo' seria a mesma proposta para o campo

de Proca, ambos os ansatz retirados de Ref.[7]. Neste caso, esperar-se-ia que cada um dos modos

satis�zesse

−∇2Ã
(NM)
µ̃ = J̃µ̃ (x) , (3.32)

−
[

1
2a2
p

−
(
∇2 + 2im∂4

)]
e−imx

5
Ã

(M)
µ̃

(
xi, x4

)
= J̃µ̃ (x) . (3.33)

Perceba-se, todavia, que na primeira equação, a corrente não deve depender de x5, por consistência

com o fato de que Ã(NM)
µ̃ = Ã

(NM)
µ̃

(
xi, x4

)
, enquanto que na segunda expressão, a dependência

de J̃µ̃ com x5 deve ser da forma J̃µ̃ (x) = e−imx
5
J̃µ̃
(
xi, x4

)
. Ainda, a título de completeza, note-se

que se o modo 'não massivo' satis�zer a condição Eq.(3.32), então o modo 'massivo' iria satisfazer

a equação
(
∇2 + im2∂4

) [ 1
2a2
p

−
(
∇2 + im2∂4

)]
e−imx

5
Ã

(M)
µ̃ = ∇2J̃µ̃.

Revertendo-se o raciocínio se o modo 'massivo' satis�zesse Eq.(3.33), então Ã(NM)
µ̃ iria satisfazer

−
[
1− 2a2

p∇2
]
∇2Ã

(NM)
µ̃ =

[
1 + 2a2

p

(
∇2 − 2∂4∂5

)]
J̃µ̃ (x) .

O desenvolvimento acima mostra que a escolha de ansätze diferenciados para os modos 'massivo' e

'não massivo', como conhecidos na literatura, não conduz a equações consistentes com a separação

da solução nos modos massivo e não massivo.

Para completar a análise, se o ansatz para dependência com x5 for

Ãµ̃
(
xi, x4, x5

)
= e−imx

5
[
Ã

(NM)
µ̃

(
xi, x4

)
− Ã(M)

µ̃

(
xi, x4

)]
, (3.34)

então Ã(NM)
µ̃ e Ã(M)

µ̃ satisfazem as equações

e−imx
5 (−∇2 − 2im∂4

)
Ã

(NM)
µ̃ = J̃µ̃ (x) ,

−
[

1
2a2
p

−
(
∇2 + 2im∂4

)]
e−imx

5
Ã

(M)
µ̃

(
xi, x4

)
= J̃µ̃ (x) .
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Note-se que Ã(M)
µ̃ satisfaz uma equação do tipo Proca, como estudado em Ref.[7], enquanto Ã(NM)

µ̃

obedece a uma equação do tipo Schrödinger não homogênea para partícula livre. Portanto, com

este ansatz, Ã(NM)
µ̃ não satisfaz a mesma equação obtida para o campo eletromagnético. Neste

caso, a dependência de J̃µ̃ com x5 deve ser da forma J̃µ̃ (x) = e−imx
5
J̃µ̃
(
xi, x4

)
, sendo esta uma

solução consistente nas duas equações.

3.2.2 O limite elétrico

O limite elétrico é obtido quando se faz as mesmas restrições do caso de primeira ordem, ou seja,

quando se toma

φm = 0, ρm = 0.

As equações de campo Eqs.(3.20), (3.21) e (3.22) são reduzidas a

J−
[
1− 2a2

P

(
∇2 − 2∂4∂5

)]
[∇×B− ∂4Ee + ∂4∂5A] = 0, (3.35)

ρe −
[
1− 2a2

P

(
∇2 − 2∂4∂5

)]
[∇ ·Ee + ∂5∂4φe] = 0, (3.36)

−
[
1− 2a2

P

(
∇2 − 2∂4∂5

)]
[−∂4∇ ·A− ∂4∂4φe] = 0. (3.37)

Perceba-se que o campo Em foi substituído por −∂4A. As identidades de Jacobi não triviais

tornam-se

−∂4 [Ee +∇φe + ∂5A] = 0, ∂4 [−∇×A + B] = 0,

∇×Ee + ∂5B = 0, ∇ ·B = 0.

Note-se que as duas primeiras identidades nada mais são do que as de�nições de Ee e B, enquanto

as outras duas fornecem uma equação do tipo lei de Faraday, com a derivada temporal substituída

pela derivada com respeito à quinta coordenada, e a lei de Gauss magnética. A Eq.(3.37), por

outro lado, sugere a �xação do gauge generalizado de Lorenz, na versão galileana:

{
1− 2a2

P

[
∇2 − 2∂4∂5

]}
[∇ ·A + ∂4φe] = 0.

Como no limite anterior, considere-se o caso em que o campo de gauge não depende de x5. As

equações de campo e identidades de Jacobi tornam-se

∇ ·B = 0,

∇×Ee = 0,

∇×H− ∂4De = J,

∇ ·De = ρe,

em que H ≡ B−M, M ≡ 2a2
P∇2B e De ≡ Ee +Pe, Pe ≡ −2a2

P∇2Ee, com leis de transformação

dadas por H′ = H − v × De e D′e = De. Como estudado no outro limite, os termos de ordem
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superior, M e Pe podem ser entendidos como sendo uma magnetização e uma polarização. Também

como antes, as equações possuem a mesma forma do caso de primeira ordem. Destas equações

seguem a conservação local da corrente,

∇ · J + ∂4ρe = 0,

e J pode aqui ser associada a um transporte de carga, como no caso de primeira ordem. A

força de Lorentz, para campos independentes de x5, contribui apenas com o termo elétrico, F =´
d3xEm (x) ρ̄e (x), se assumida a hipótese de que a corrente que sofre a ação dos campos for

composta por cargas do tipo ρ̄m, de maneira idêntica ao caso de primeira ordem. Essa hipótese

sobre a relação entre a corrente e ρ̄m pode ser ignorada, caso seja adotada a outra expressão para

a força no limite elétrico, F̃ =
´
d3xEe (x) ρ̄e (x).

Retornando ao caso geral, em função da �xação do gauge generalizado de Lorenz, as equações

de movimento podem ser escritas apenas em termo das componentes do potencial de gauge,

[
1− 2a2

P

(
∇2 − 2∂4∂5

)] (
−∇2 + 2∂4∂5

)
Âµ̂ = Ĵµ̂ (x) ,

em que Âµ̂ (x) = (A (x) ,−φe (x)) e Ĵµ̂ (x) = (J (x) ,−ρe (x)) (µ̂ = 1, .., 4). Como no caso anterior,

a solução separa-se em duas partes

Âµ̂ (x) = Â
(NM)
µ̂ (x)− Â(M)

µ̂ (x) ,

Â
(M)
µ̂ (x) =

ˆ
d5yĴµ̂ (y)G(M)

m (x− y) ,

Â
(NM)
µ̂ (x) =

ˆ
d5yĴµ̂ (y)G(NM)

m (x− y) ,

em que G(M)
m (x− y) e G(NM)

m (x− y) são de�nidos como no limite magnético, sendo estes objetos

as funções de Green dos operadores ÔM e ÔNM , como de�nidos anteriormente. De forma análoga

ao visto anteriormente, pode-se dizer que a solução também possui um modo 'massivo' e outro

'não massivo'. Como a equação acima possui a mesma forma que a do caso magnético, a análise

de diferentes ansätze conduz às mesmas conclusões obtidas no limite magnético, quais sejam de

que a escolha de diferentes ansätze para os modos 'massivo' e 'não massivo' não leva a equações

condizentes com a de�nição destes modos; por outro lado, adotando-se um ansatz para Âµ̂ (x)
semelhante àquele de Eq.(3.34), concluir-se-ia que o modo 'massivo' satisfaz uma equação do tipo

Proca, enquanto o modo não massivo satisfaria uma equação do tipo Schrödinger não homogênea.
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Capítulo 4

Conclusões

No primeiro capítulo foi visto como o procedimento de Utiyama pode ser estendido para sistemas

cujas Lagrangianas dependam da derivada segunda do campo de gauge. Foi veri�cado que a

dependência da Lagrangiana com o campo de gauge e suas derivadas deve ocorrer apenas através

dos tensores F aµν , já conhecido do caso de primeira ordem, e Gaρµν , o qual está associado à derivada

covariante de F aµν e satisfaz a identidade de Jacobi. Ambos os tensores são objetos covariantes pelo

grupo de gauge. A partir da hipótese de invariância da Lagrangiana total, formada pelo campo de

matéria em interação com o campo de gauge, foi possível obter duas correntes distintas. A primeira

delas, de�nida como a variação da Lagrangiana total com respeito ao campo de gauge, como

proposto por Utiyama para o caso de primeira ordem, leva a uma quantidade que é quasiconservada

(no sentido de que o divergente desta corrente iguala-se a um divergente). A segunda corrente,

de�nida como a derivada funcional de primeira ordem da Lagrangiana total com respeito ao campo

de gauge, trata-se de fato de uma corrente conservada e caracteriza-se pela presença de termos

topológicos, i.e. vetores que são os divergentes de tensores antissimétricos e que possuem, portanto,

divergente nulo. Como estudos de caso, veri�cou-se que a Lagrangiana AAB para o grupo SU (N),
proposta no estudo do regime infravermelho da QCD, satisfaz os requisitos de uma teoria de

gauge de segunda ordem, assim como a Eletrodinâmica generalizada de Podolsky - grupo U (1).
Esta última em particular ainda possui uma característica importante: todas as Lagrangianas

que diferem da Lagrangiana de Maxwell por um termo quadrático no tensor Gρµν se reduz à

Lagrangiana de Podolsky, a menos de um termo de superfície. Ou seja, a Eletrodinâmica de

Podolsky é de fato a única extensão de segunda ordem do eletromagnetismo que preserva o caráter

linear das equações de campo. Em particular, o procedimento construído para o caso de segunda

ordem dá indícios de como fazer a generalização para sistemas com derivadas de ordem superior.

A estrutura de gauge em segunda ordem foi aplicada também para o caso do grupo de Lorentz.

A geometrização da teoria mostra que o tensor F é mapeado no tensor de curvatura de Riemann,

resultado já conhecido do caso de primeira ordem, enquanto o tensor G é mapeado na derivada
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covariante, por transformações gerais de coordenadas do espaço-tempo, do tensor de curvatura.

A construção de invariantes de ordem no máximo quadrática no tensor de curvatura e quadrática

na derivada covariante da curvatura, i.e. invariantes tipo (R)2 e (δR)2 (mas não RδR), mostra

que existem apenas sete combinações independentes. Como aplicação desta estrutura, um destes

invariantes foi escolhido para se somar à Lagrangiana de Einstein-Hilbert, na presença de um campo

de matéria, a partir da qual as equações de campo forma obtidas. Para estas equações veri�cou-se

que os termos de ordem superior ainda corroboram com a conservação do tensor energia-momento.

Uma solução para o caso estático e isotrópico foi obtida na aproximação linear, mostrando que

a lei de Newton é obtida para distâncias curtas, o qual passa a ser modi�cado pela adição de

outros termos em escala de distâncias intermediárias. A magnitude destas distâncias é dada pelas

constantes de integração obtidas no processo de resolução das equações de campo e são quantidades

que podem ser determinadas experimentalmente.

No contexto de teorias de segunda ordem como teorias efetivas, a �xação dos parâmetros

introduzidos na Lagrangiana, multiplicando os termos considerados �efetivos� - no caso, aqueles

que envolvem as derivadas segundas do campo de gauge - deve ser feita por ajustes a dados

experimentais obtidos na escala de energia em que a teoria efetiva tem validade. Essa �xação de

parâmetros foi feita para o caso da Eletrodinâmica de Podolsky, supondo-se que ela seria válida

em diferentes escalas de energia. Devido ao fato da constante a de Podolsky estar associada a

uma massa de um modo massivo do fóton, a estimativa desta massa também pode ser realizada.

Enfatize-se, todavia, o fato de que esta massa não deve ser interpretada como sendo uma massa de

repouso do fóton, mas como caracterizando a escala de energia em que a teoria se torna relevante.

A primeira estimativa para o parâmetro a foi feita para o caso eletrostático gerado por um elétron,

em que a carga foi obtida a partir da integração da componente J̄0 da corrente conservada. Para

tanto admitiu-se que exista um corte natural da ordem do comprimento de onda Compton para a

região de integração do termo proveniente do termo de Podolsky. Sem essa hipótese, a carga efetiva

obtida seria uma renormalização da carga do elétron e. Com ela, foi possível vincular a constante a

a partir da incerteza experimental da carga do elétron, levando a um valor a = 1, 105 868 617 (14)×
10−11 cm, que corresponde a uma massa para o modo massivo m = 3, 180 913 40(16)× 10−30kg =
1, 784 361 72 (92) MeV

c2 .

Na segunda proposta de se vincular a constante a, um experimento fazendo uso de um inter-

ferômetro de íons foi sugerido, em que adotou-se a hipótese de que a eletrodinâmica de Podolsky

deveria ser uma pequena perturbação à teoria de Maxwell, i.e. a deve ser pequeno. Com os dados

disponíveis na literatura sobre o experimento, o menor valor possível de detecção para a foi de

0, 033 cm, o que corresponde a uma massa m
1Cs+

γ ≤ 1, 06× 10−39 kg = 5, 98× 10−4 eV
c2 . Note-se

que este valor de a inicialmente contraria a hipótese adotada de que a eletrodinâmica de Podolsky

deveria ser uma perturbação da teoria de Maxwell, pois há diversos experimentos nesta escala de

comprimento que inviabilizam um valor de a desta magnitude. Embora do ponto de vista da for-

mulação do experimento, seja possível estimar valores para a, veri�ca-se, de maneira quantitativa,
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a inadequabilidade deste experimento para a medição da teoria de Podolsky.

Uma terceira forma de se avaliar a magnitude de a, analisou-se, utilizando teoria de perturbação

em Mecânica Quântica, qual seria a in�uência do potencial de eletrostático de Podolsky na energia

do estado fundamental do átomo de Hidrogênio. A partir da incerteza experimental da energia

deste estado, avaliou-se a constante como sendo a ≤ 5, 56 fm, ou, em termos de massa, mγ ≥
6, 33× 10−29 kg = 35, 51 MeV

c2 .

É importante observar-se que, se a teoria de Podolsky tivesse validade nas três escalas de

energia consideradas, ela já poderia ser descartada, uma vez que os dois últimos resultados são

mutuamente excludentes, i.e. a > 0, 033 cm e a < 5, 56 fm. Isso realmente reforça o fato da teoria

ter que ser considerada no contexto de uma teoria efetiva. Em particular, se esta teoria deve surgir

como uma perturbação da teoria de Maxwell, então devido à pequena magnitude que o parâmetro

a deve ter, espera-se que ela seja mensurável em escalas de energia alta - como visto, a massa do

modo massivo é proporcional ao inverso de a e, portanto, um a pequeno implica em uma massa

grande.

Na segunda parte desta tese, analisou-se regimes não relativísticos, chamados de limite elétrico

e magnético, da Eletrodinâmica de Podolsky utilizando-se o formalismo galileano em 5 dimen-

sões. Inicialmente, com o intuito de se completar o estudo 5 dimensional dos limites não rela-

tivísticos da teoria de Maxwell, foi apresentada uma forma covariante para a força de Lorentz,

sendo este um resultado não apresentado anteriormente na literatura. A primeira sugestão, Fµ =´
d3xFµν (x) J̄ν (x) , apresenta bons resultados para o limite magnético, recuperando a expressão

proposta por Le Bellac e Lévy-Leblond. Todavia, para o estudo do limite elétrico, esta expressão

falha ao não apresentar uma forma consistente para o caso eletrostático. Para se obter uma ex-

pressão que recuperasse os resultados de Le Bellac e Lévy-Leblond, uma outra expressão para

a força, dada por F̃µ =
´
d3xFµ4 (x) J̄4 (x), foi proposta, apenas para o limite elétrico. Desta

forma, ainda �ca pendente encontrar uma expressão única que possa recuperar os dois limites

simultaneamente.

Feito isso, conduziu-se a análise dos limites magnético e elétrico da Eletrodinâmica de Podolsky.

Inicialmente, em cada um dos limites analisados, considerou-se o ansatz em que os campos não

dependem da quinta coordenada. Neste caso, veri�cou-se que os objetos de ordem superior nas

equações de campo provenientes do termo de Podolsky poderiam ser interpretados como magne-

tização e polarização, em ambos os limites. Este tipo de interpretação mostra como a teoria de

Podolsky pode ser utilizada para a descrição de campos dentro materiais com propriedades pecu-

liares. Com esta proposta, as equações de campo apresentaram-se em uma forma completamente

similar ao do caso da teoria de Maxwell.

Em seguida, retornando às equações de campo, sem se considerar um ansatz especí�co, veri�cou-

se que a solução para os campos, tanto no limite elétrico, como no limite magnético, se separam

em duas partes, identi�cadas como modos 'massivo' e 'não massivo', de modo semelhante ao que

ocorre no caso relativístico - o modo 'massivo' possui uma função de Green que é idêntica àquela
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do campo de Proca, enquanto a do modo 'não massivo' é a mesma do campo eletromagnético, caso

neste último a dependência com x5 não fosse ignorada. A partir desta separação em dois modos,

veri�cou-se que a proposta de um ansatz, em que o modo 'não massivo' é independente de x5 (em

analogia ao ansatz do campo eletromagnético) e o modo 'massivo' satisfaz a mesma dependência

com x5 que o campo de Proca, é inconsistente com as de�nições destes modos. Concluiu-se, assim,

que, apesar da separação em dois modos sugerir que o modo 'não massivo' seja independente de

x5 e que o modo 'massivo' satisfaça o ansatz de Proca, não é possível expressões consistentes para

ambos os modos - se um deles satisfaz a expressão adequada, o outro não satisfará. Esta análise

vale em ambos os limites e cabe ressaltar que este é um problema obtido com os ansätze já pro-

postos na literatura, os quais foram considerados para análise aqui. Por �m, veri�cou-se que, a se

adotar o ansatz de Proca para ambos os modos, o modo 'massivo' satisfaz uma equação do tipo

Proca, enquanto o modo 'não massivo' satisfaz uma equação do tipo Schrödinger não homogênea

para partícula livre.

Durante todo o desenvolvimento apresentado aqui, a Eletrodinâmica de Podolsky foi constan-

temente revisitada, desde a proposta da estrutura geral de uma teoria de segunda ordem no campo

de gauge, como na análise de como se vincular uma teoria efetiva de segunda ordem e no estudo

dos regimes não relativísticos no formalismo galileano em 5 dimensões. Esta escolha pela teoria de

Podolsky se justi�ca, uma vez que esta é a teoria de gauge mais simples que se pode construir, e que

ainda preserva o caráter linear das equações de campo. A partir da compreensão desta estrutura é

possível imaginar a análise de casos mais complicados, como seria o caso das teorias não abelianas.

Dentre as possibilidades abertas aqui, destacam-se a aplicação do formalismo galileano para casos

não abelianos, como uma versão não abeliana da teoria de Podolsky, em que já há evidências de

que a mesma pode ser utilizada para explicar a existência de potenciais con�nantes em pequenas

distâncias - estes potenciais são utilizados em Física Nuclear, mas geralmente são introduzidos

de forma ad hoc. Outra possibilidade, já em investigação, é a aplicação do formalismo galileano

em gravitação. Destaca-se ainda a possibilidade de investigação da estrutura de vínculos de sis-

temas de ordem superior, visando a quantização da teoria, usando, por exemplo, o formalismo de

Hamilton-Jacobi.

Um caso não abeliano foi considerado aqui, qual seja o do campo gravitacional, em que a

solução para o regime linear das equações para o caso estático e isotrópico foi analisado. Como

futura aplicação deste desenvolvimento, já está em andamento a análise de uma solução do tipo

Friedmann-Robertson-Walker, bem como a procura por modos massivos na teoria gravitacional

que preservem a invariância de gauge da teoria, em analogia ao que foi visto em Podolsky.
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