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Resumo

Estudamos curvas projetivas nodais racionais no plano projetivo
P2(C) através das curvas de Fermat Fn : Xn+Y n+Zn = 0. Utilizamos
a teoria de curvas duais e um tipo especial de ação do grupo Zn × Zn

sobre a curva de Fermat e sua dual para construir, para cada n ≥ 3,
uma curva plana nodal racional de grau n− 1. Uma curva plana nodal
racional é uma curva projetiva plana racional (isto é, de gênero zero)
que possui apenas singularidades do tipo nó. A referência básica é
o trabalho de Matsuo OKA ”On Fermat Curves and Maximal Nodal
Curves”publicado em 2005 no periódico Michigan Math. Journal, v.53.



abstract

We study the rational projective nodal plane curves in the projective
plane P2(C) by using the Fermat curve Fn : Xn+Y n+Zn = 0. We deal
with the theory of dual curves in the projective plane and a special type
of group action of Zn×Zn on the Fermat curve and its dual to construct,
for any positive integer n ≥ 3, a rational nodal plane curve of degree
equal to n − 1. A rational nodal plane curve is a projective rational
plane curve (that is, a genus zero curve) that presents as singularities
only nodal points, that is, singularities of multiplicity two with distinct
tangents. The basic reference is the paper ”On Fermat Curves and
Maximal Nodal Curves”by Matsuo OKA published in Michigan Math.
Journal, v.53. in 2005.



Introdução

O objetivo deste trabalho é estudar curvas algébricas projetivas
planas nodais racionais no plano projetivo P2(C) através das curvas de
Fermat Fn : Xn + Y n + Zn = 0, utilizando a teoria de curvas duais e
um tipo especial de ação do grupo Zn × Zn sobre a curva de Fermat e
sua dual.

Há uma analogia entre curvas algébricas planas projetivas nodais
maximais e a seguinte propriedade de uma função polinomial real: Seja
y = f(x) uma função polinomial real, com coeficiente ĺıder positivo, que
possui n ráızes reais distintas. Então esta função possui exatamente

[ (n−1)
2

] pontos de máximo e (n−1)− [ (n−1)
2

] pontos de mı́nimo (onde [x]
denota a parte inteira de x). O matemático francês René Thom estudou
em [8] o espaço das funções polinomiais reais e mostrou que qualquer
função polinomial real pode ser deformada numa função polinomial
especial que tem essa propriedade.

Para contextulizar o problema sobre as curvas racionais nodais
começamos com um caṕıtulo preliminar sobre curvas algébricas pro-
jetivas planas com foco no cálculo do seu gênero. Para fixar notações
e tornar o trabalho o mais auto suficiente posśıvel apresentamos con-
ceitos bastante elementares de curvas algébricas planas.

Definimos o plano projetivo, curvas algébricas planas, o plano dual
e curvas duais. Também definimos conjuntos algébricos no espaço afim
n-dimensional para introduzir o contexto das aplicações racionais entre
variedades algébricas, em especial, curvas. Observamos que o grau de
uma curva não é invariante por aplicações birracionais. Definimos o
gênero de uma curva e observamos que ele é invariante por aplicações
birracionais. Apresentamos a fórmula de M. Noether para o gênero de
uma curva C:

g =
(n− 1)(n− 2)

2
−

∑
P∈Sing(C)

δ(P )

onde n = grau da curva C e Sing(C) é o conjunto dos pontos singulares
de C.

Precisamos compreender a contribuição δ(P ) desta fórmula. Para
isto estudamos a multiplicidade de intersecção de duas curvas. Defi-
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nimos a multiplicidade de um ponto de uma curva algébrica plana.
Os pontos singulares da curva são os pontos da curva que apresentam
multiplicidade maior do que um. Isto pode ser caracterizado geome-
tricamente pela propriedade: um ponto P de uma curva C é singular
se toda reta que passa por P tem multiplicidade de intersecção com C
em P maior do que um.

Sabemos que as curvas racionais são as curvas de gênero zero e que
uma singularidade P do tipo nó contribue na fórmula do gênero com
δP = 1. Então, para termos uma curva racional de grau n cujas únicas
singularidades são nós, devemos ter:

número de nós =
(n− 1)(n− 2)

2
.

Note que para curvas de grau n este é o número máximo posśıvel de
nós. Se o gênero for diferente de zero a curva tem que possuir uma
quantidade menor de nós. Estas curvas racionais acima são chamadas
curvas nodais maximais. O objetivo desse trabalho é construir uma
famı́lia infinita destas curvas de todos os graus maiores ou iguais a 2.

A estratégia para obter tais curvas é utilizar a aplicação de Gauss.
Dada uma curva C, a aplicação de Gauss mapeia C sobre a sua dual
Č. As retas tangentes a C são transformadas em pontos em Č.

A idéia central do trabalho é a seguinte. Partimos da curva de
Fermat Fn : xn + yn + 1 = 0 de grau n, tomamos a sua dual F̌n e
associamos então a esta dual uma curva nodal maximal Dn−1 de grau
dn−1 = n− 1 ≥ 2.

Outra ferramenta fundamental para a obtenção da curva nodal ma-
ximal é a consideração de uma ação do grupo Zm,s = Zm × Zs, para
m, s ∈ N no plano projetivo P2 que, no caso de m = s = n deixa a
curva de Fermat Fn e a sua dual F̌n invariantes.

As retas bitangentes e multitangentes são ingredientes fundamentais
para o entendimento geométrico da passagem da curva de Fermat para
a sua dual. Uma reta é chamada de bitangente ou multitangente se ela
for tangente em dois ou mais pontos respectivamente. As retas bitan-
gentes a pontos não singulares de uma curva se transformam em uma
singularidade nodal na sua dual pela aplicação de Gauss e uma reta
multitangente (a pontos não singulares de uma curva) se transforma em
uma singularidade ordinária da sua dual. Na nossa construção da curva
nodal maximal partiremos da curva de Fermat Fn : xn + yn + 1 = 0 e
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estudaremos as suas retas bitangentes que fornecerão as singularidades
nodais da curva dual.

Finalmente, os pontos de inflexão também são objetos geométricos
importantes. Um ponto não singular P ∈ C é chamado um ponto
de inflexão, de ordem de inflexão k ≥ 3, se a reta tangente em P a
C intersecta C em P com multiplicidade de intersecção k. As curvas
nodais maximais Dn−1 que construiremos terão 3 pontos de inflexão
com ordem de inflexão n− 1 (exatamente igual ao grau da curva nodal
maximal Dn−1).
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste Caṕıtulo vamos apresentar os conceitos e resultados sobre cur-
vas algébricas projetivas planas que serão utilizadas nesta dissertação.
As referências básicas são os textos [1], [2] e [9] .

1.1 Curvas afins e curvas projetivas

Sejam k um corpo e V um espaço vetorial sobre k. O Espaço Pro-
jetivo Pn(V ) associado a V é o conjunto dos subespaços unidimensio-
nais de V . Em particular se V = kn+1, escreveremos Pnk = Pn(k), ou
simplesmente Pn. Quando n = 1 e k = C, temos a Reta Projetiva
Complexa, P1(C). Naturalmente o espaço projetivo é obtido definindo-
se a relação de equivalência em V − {0} que identifica dois vetores
se um deles é múltiplo escalar não nulo do outro. No caso em que
V = kn+1 vamos denotar a classe de equivalência de um elemento não
nulo (a0, a1, . . . , an) por (a0 : a1 : . . . : an) e dizemos que estas são as
coordenadas homogêneas de Pn(k). Assim, no caso em que n = 1 e
k = C temos,

(a : b) = { (x, y) ∈ C2∗; (x, y) = t(a, b), t ∈ C∗}.

No caso em que n = 2 e k = C, temos P2 que chamamos de Plano
Projetivo Complexo. No caso em que V = kn+1 podemos ver kn, que
nesse caso chamamos de espaço afim n-dimensional e o denotamos por
An = An(k), imerso em Pn(k) da seguinte forma

φ : An(k) −→ Pn(k)
(a1, . . . , an) 7−→ (a1 : . . . : an : 1)
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O subconjunto H = {(a1 : . . . : an : 0) ∈ Pn} é o hiperplano dos pontos
infinitos de Pn. No caso de P2 usaremos a reta L∞ = {(x : y : 0) ∈ P2}
para denotar a reta dos pontos do infinito e A2 = {(x : y : 1) | x, y ∈ k}
como sendo o plano afim ou o conjunto dos pontos finitos do plano
projetivo P2.

Estaremos particularmente interessados em estudar curvas algébricas
projetivas em P2 que passamos a descrever.

Sejam f, g ∈ C[X, Y ] polinômios em duas indeterminadas X e

Y sobre C. É fácil demonstrar (veja por exemplo [9], pag. 9) que
f(X, Y ) = 0 e g(X, Y ) = 0 têm as mesmas soluções em C2 se, e so-
mente se, os fatores irredut́ıveis de f e g são os mesmos. Assim, dois
polinômios, sem fatores irredut́ıveis múltiplos, definem o mesmo con-
junto de zeros em C2 se, e somente se, eles diferem por um múltiplo
constante não nulo. Assim, podemos fazer a seguinte definição:

Definição 1.1. Uma curva algébrica plana afim ou, abreviada-
mente, curva é uma classe de equivalência de polinômios não cons-
tantes, que identifica dois polinômios se um deles é múltiplo constante
não nulo do outro.

A equação da curva é qualquer um dos polinômios da classe de
equivalência que a define. O grau da curva é o grau de qualquer
polinômio que a define. As curvas de grau 1, 2, 3 e 4 são chamadas
respectivamente de retas, cônicas, cúbicas e quárticas. Uma curva é ir-
redut́ıvel se ela admite uma equação dada por um polinômio irredut́ıvel.
As componentes irredut́ıveis de uma curva são as curvas definidas pe-
los fatores irredut́ıveis do polinômio que a define. Seja C uma curva
definida por f . Um ponto P = (a, b) ∈ C é um ponto simples ou ponto
não singular ou ponto regular de C se vale

df

dX
(a, b) 6= 0 ou

df

dY
(a, b) 6= 0.

Um ponto de C que não é ponto simples é dito ser um ponto singular
ou uma singularidade. Assim, P = (a, b) ∈ C2 é um ponto singular de
C se, e somente se,

f(a, b) =
df

dX
(a, b) =

df

dY
(a, b) = 0.
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Se P = (a, b) ∈ C é um ponto regular, a reta tangente a C em P é
a reta definida pela equação:

TP :
df

dX
(P )(X − a) +

df

dY
(P )(Y − b) = 0.

Seja f = f0 + f1 + · · · + fd um polinômio de grau d nas duas
indeterminadas X e Y escrito como soma de componentes homogêneas,
isto é, cada fi é um polinômio homogêneo de grau i, com fd 6= 0.
Considere a homogeneização de f , a saber, o polinômio homogêneo de
grau d nas indeterminadas X, Y e Z obtido a partir de f da seguinte
forma:

f ∗(X, Y, Z) = f0Z
d + f1(X, Y )Zd−1 + · · ·+ fd(X, Y ).

Isto é,

f ∗(X, Y, Z) = Zdf

(
X

Z
,
Y

Z

)
.

O subconjunto {(x : y : z) | f ∗(x, y, z) = 0} de P2 claramente contém o
conjunto de zeros de f em C2 quando olhamos C2 contido em P2 pela
imersão (x, y) ↪→ (x : y : 1). Além disso, os pontos de P2 que estão no
conjunto de zeros de f ∗ e que não estão no conjunto de zeros de f são
exatamente os pontos infinitos de P2 que são zeros de f ∗. Isto motiva
a definição de curva projetiva da seguinte forma:

Definição 1.2. Uma curva plana projetiva é uma classe de equiva-
lência de polinômios homogêneos não constantes, em três indetermi-
nadas, que identifica dois polinômios quando um é múltiplo constante
do outro.

Os conceitos introduzidos para curvas afins são estendidos de forma
natural para as curvas projetivas.

Um ponto de C que não é ponto simples é dito ser um ponto singular
ou uma singularidade. Assim, P = (a : b : c) ∈ P2 é um ponto singular
de C se, e somente se,

F (a, b, c) =
dF

dX
(a, b, c) =

dF

dY
(a, b, c) =

dF

dZ
(a, b, c) = 0

É fácil ver que P = (a : b : c) ∈ P2 é um ponto singular de C se, e
somente se,

dF

dX
(a, b, c) =

dF

dY
(a, b, c) =

dF

dZ
(a, b, c) = 0.
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Se P = (a : b : c) ∈ C é um ponto regular, a reta tangente a C em P é
a reta (projetiva) definida pela equação:

TP : X
dF

dX
(P ) + Y

dF

dY
(P ) + Z

dF

dZ
(P ) = 0.

1.2 Plano dual e curvas duais

A geometria projetiva possui uma propriedade muito especial que é
a dualidade. Nesta secção vamos explicar, no contexto do plano proje-
tivo, como funciona este processo. Geometricamente, os elementos do
plano projetivo dual são as retas do plano projetivo ordinário. Vamos
precisar deste conceito para poder estudar a aplicação de Gauss. Dada
uma reta L em P2, podemos descrevê-la por uma equação, a saber,
L : αx + βy + γz = 0, onde α 6= 0 ou β 6= 0 ou γ 6= 0. Assim, a cada
equação {αx+βy+ γz = 0} fica identificado, a menos de múltiplo não
nulo, de forma natural a trinca (α, β, γ) que portanto determina um
ponto de P2. O plano projetivo dual é portanto,

P̌2 = {(α : β : γ) | αx+ βy + γz = 0}.

Há uma aplicação natural entre P2 e P̌2 dado por

ϕ : P2 → P̌2.
(a : b : c) 7→ L : ax+ by + cz = 0

Se k tem caracteŕıstica zero esta aplicação é um isomorfismo proje-
tivo.

Considere uma curva algébrica projetiva plana C definida por uma
equação homogênea F = 0 e P ∈ C um ponto regular. Vemos que a
reta tangente em P

TP : FX(P )X + FY (P )Y + FZ(P )Z = 0

pode ser vista como um ponto no plano projetivo dual. Assim temos,
de maneira natural, uma aplicação definida na parte regular de C, que
denotamos por Reg(C):

GC : Reg(C) → P̌2

P 7→ (FX(P ) : FY (P ) : FZ(P ))

14



O fecho de GC(RegC) em P̌ 2 (na topologia de Zariski) é chamada

de curva dual de C. É posśıvel demonstrar que de fato o fecho de
GC(RegC) é uma curva algébrica projetiva em P̌2.

1.3 Aplicações regulares e aplicações racionais

Os fatos básicos sobre variedades algébricas afins podem ser encon-
trados em [1].

Seja V uma variedade afim em An
k e I(V ) o seu ideal (primo). O

anel quociente k[V ] = k[X1,...,Xn]
I(V )

pode ser visto de maneira natural como

um anel de funções com domı́nio V e contradomı́nio k. De fato, defina
uma função polinomial em V como sendo uma função ϕ : V → k tal
que existe um polinômio G ∈ k[X1, . . . , Xn] satisfazendo ϕ(P ) = G(P )
para todo P ∈ V . Assim, se dois polinômios G,H ∈ k[X1, . . . , Xn]
são tais que ϕ(P ) = G(P ) e ϕ(P ) = H(P ) para todo P ∈ V então
G(P )−H(P ) = 0 para todo P ∈ V e, portanto G−H ∈ I(V ). Assim,
em k[V ], G = H. Desta forma, o anel das funções polinomiais em V é
isomorfo a k[V ].

Sejam V ⊂ An e W ⊂ Am conjuntos algébricos (em ambientes
possivelmente distintos). Uma aplicação φ : V → W é polinomial se
existem m polinômios G1, . . . , Gm ∈ k[X1, . . . , Xn] tais que

φ(P ) = (G1(P ), . . . , Gm(P )) para todo P ∈ V.

Neste caso dizemos também que φ é uma aplicação regular de V em
W . Uma aplicação regular φ : V → W induz um homomorfismo de
anéis φ∗ : k[W ] → k[V ] definido por φ∗(ϕ) = ϕ ◦ φ. Na verdade, todo
k−homomorfismo de k−álgebra Ψ : k[W ] → k[V ] é da forma Ψ = φ∗

para alguma aplicação regular φ : V → W . Assim, há uma equivalência
entre a categoria de aplicações regulares de V em W e a categoria de
k−homomorfismos de k−álgebras entre k[W ] e k[V ].

Seja V uma variedade afim, então k[V ] é um domı́nio. O corpo de
funções de V é o corpo de frações de k[V ], e o denotamos por k(V ),
isto é:

k(V ) =
{g
h
| g, h ∈ k[V ], h 6= 0

}
.

Se ϕ = g
h
∈ k(V ), então em prinćıpio ϕ não é uma função, devido

aos zeros de h. No entanto ϕ é bem definida em P ∈ V sempre que
h(P ) 6= 0. Então ϕ está definida fora dos zeros de h que é um fechado
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de V . Logo o ”domı́nio”de ϕ é um aberto de V . Fixado um ponto de
P ∈ V , podemos olhar para o conjunto de todas estas ”funções”que
estão definidas em P . Isto nos leva à definição do anel local de P em
V , a saber,

OV,P = {ϕ ∈ k(V ) | ϕ é regular em P}.

Naturalmente, temos que k[V ] ⊂ OV,P ⊂ k(V ) para qualquer P ∈ V .
Na verdade, vale:

k[V ] =
⋂
P∈V

OV,P .

Uma aplicação φ : V −→ An é uma aplicação racional se existem
funções racionais ϕ1, . . . , ϕn tais que

φ(P ) = (ϕ1(P ), . . . , ϕn(P )) para todo P ∈
⋂

dom(ϕi).

Uma aplicação racional φ : V −→ W entre duas variedades V ⊂ An

e W ⊂ Am é uma aplicação racional φ : V −→ Am tal que a imagem
do domı́nio de φ esteja contido em W . Dizemos que uma aplicação
racional φ : V −→ W é bi-racional se existe uma aplicação racional
ψ : W −→ V tal que φ ◦ ψ = Id e ψ ◦ φ = Id nos devidos domı́nios de
definição.

No nosso trabalho podemos ver uma função bi-racional entre duas
curvas algébricas do seguinte modo. Tome a curva C1, e o conjunto D1

igual a C1 menos um número finito de pontos de C1. Tome a curva C2

e o conjunto D2 igual a C2 menos um número finito de pontos de C2.
Então uma função f : C1 −→ C2 é dita bi-racional se f : D1 −→ D2

for bijetora.
Temos o seguinte fato sobre funções birracionais de curvas algébricas

planas:
Uma parametrização global de uma curva C é uma função bi-

racional entre P1(C) e C.
Uma função bi-racional entre uma reta e C é uma parametrização

de C.

1.4 O gênero de um curva

No estudo de variedades algébricas muitos objetos são associados
a ela com o objetivo de obter classificações. Na exposição feita acima
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por exemplo, foram definidos o anel das funções regulares, o corpo de
funções, o anel local associado a um ponto. No caso de curvas temos o
grau. Alguns objetos são invariantes por determinados tipos de trans-
formações e outros não. O grau de uma curva algébrica plana afim é in-
variante por transformações afins de coordenadas mas não é invariante
por aplicações bi-racionais, uma vez que toda cônica é bi-racionalmente
equivalente a uma reta. No entanto uma cônica tem grau 2 e uma reta
tem grau 1. Nesta dissertação estamos fundamentalmente interessa-
dos em estudar curvas que são racionais, isto é, curvas que são bi-
racionalmente equivalentes a uma reta. Assim os objetos de destaques
devem ser aqueles que são invariantes por aplicações bi-racionais. Duas
variedades são bi-racionalmente equivalentes se, e somente se, possuem
o mesmo corpo de funções racionais. Como Abel notou, o número de
diferenciais de primeira espécie (também chamadas de 1-formas regu-
lares) linearmente independentes sobre uma curva C é mais importante
do que o grau, uma vez que é um invariante bi-racional. Este número é
chamado de gênero de C e é denotado por g(C). As curvas podem ser
classificadas em três classes fundamentais, de acordo com o seu gênero.

1. g(C) = 0 : curvas racionais.

2. g(C) = 1 : curvas eĺıpticas.

3. g(C) ≥ 2 : demais curvas.

No estudo de corpos de funções algébricas em uma variável (que são
corpos de funções de curvas) há o teorema fundamental da teoria que é
o Teorema de Riemann-Roch. Esse teorema permite calcular o gênero
de uma curva por um caminho bastante árduo. Por outro lado, há uma
fórmula do gênero dada por um teorema de M. Nöether que permite
calcular o gênero a partir do grau da curva e de contribuições de suas
singularidades. Assim para o cálculo efetivo, precisamos lançar mão
de processos locais de dessingularização da curva que normalmente se
utiliza explosões do anel local. Podemos dizer que esses processos são
bi-racionais, uma vez que não há mudança no corpo de funções das
curvas envolvidas. Por exemplo, é posśıvel mostrar que toda curva
algébrica possui um modelo plano (com mesmo corpo de funções) que
tem como singularidades, no máximo pontos múltiplos ordinários. A
partir dáı torna-se mais fácil calcular a contribuição das singularidades
(Veja [1]). A fórmula de M. Nöether nos diz que, para uma curva
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projetiva plana C de grau d, o seu gênero é:

g(C) =
(d− 1)(d− 2)

2
−
∑
P∈C

δ(P ).

onde δ(P ) = 0 se P é um ponto regular da curva. Em particular, para
uma curva projetiva plana não singular de grau d o seu gênero é

g(C) =
(d− 1)(d− 2)

2
.

Por exemplo, as retas (d =1) e as cônicas irredut́ıveis (d =2) têm
gênero g = 0. As cúbicas não singulares têm gênero g = 1. Já as
quárticas não singulares têm gênero g = 3. Não existe curva plana
projetiva não singular com gênero g = 2.

1.5 Multiplicidade de intersecção de duas curvas
em um ponto

Há duas formas clássicas de definir a multiplicidade de intersecção
de duas curvas projetivas num ponto qualquer do plano projetivo. A
primeira definição é via a codimensão do ideal gerado pelas equações
das duas curvas no anel de polinômios localizado no ponto em estudo.
Essa é a abordagem usada por W. Fulton [1]. A segunda utiliza a resul-
tante dos dois polinômios. Nesta abordagem há um trabalho cuidadoso
de escolher bem o sistema de coordenadas para perfazer os cálculos.
Este é o caminho escolhido por I. Vainsencher [9] e Walker [10]. Estas
duas definições naturalmente satisfazem os axiomas que determinam
unicamente a multiplicidade de intersecção de curvas planas projetivas,
que de fato, fornecem um algoritmo efetivo para a sua determinação.
Listamos a seguir estes axiomas.

Dadas duas curvas algébricas planas projetivas F = F (X, Y, Z) e
G = G(X, Y, Z) e um ponto P em P2 a multiplicidade de intersecção
de F com G em P , que denotaremos por I(F · G,P ), satisfaz os sete
axiomas seguintes. Além disso, esses axiomas determinam I(F ·G,P )
univocamente.

1. I(F ·G,P ) = I(G · F, P ) ∈ N ∪ {∞}.

2. I(F ·G,P ) = 0 se, e somente se, P 6∈ F ∩G.
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3. I(F · G,P ) = ∞ se, e somente se, P está numa componente
comum de F e G.

4. Se T : P2 7−→ P2 é uma mudança projetiva de coordenadas então,
I(F ·G,P ) = I(F T ·GT , T (P )). Aqui F T e GT são as respectivas
equações das curvas transformadas por T .

5. Se X, Y denotam os eixos coordenados afins I(X ·Y, (0 : 0 : 1)) =
1.

6. I(F · (G + AF ), P ) = I(F · G,P ) para todo A ∈ K[X, Y, Z]
homogêneo satisfazendo grau(A) = grau(G) - grau(F ).

7. I(F ·G1G2, P ) = I(F ·G1, P ) + I(F ·G2, P ).

Dada uma curva plana projetiva C com equação F e P um ponto
não singular de C, vamos denotar a reta tangente a C em P por TP .
Neste caso, TP é a única reta de P2 que tem multiplicidade de inter-
secção maior do que 1 com C em P , isto é, I(F · TP , P ) ≥ 2.

Se I(C · TP , P ) ≥ 3, dizemos que P é um ponto de inflexão de C e,
neste caso, dizemos que TP é uma reta tangente inflexional.

Se I(C ·TP , P ) = 3 dizemos que P é um ponto de inflexão ordinário.
Observamos que um ponto de inflexão é um ponto não singular.

Naturalmente se P ∈ C é um ponto singular de C então, para qualquer
reta L passando por P , temos que I(C · L, P ) ≥ 2.

Sejam C e D curvas planas projetivas e P ∈ C ∩D. Então

I(C ·D,P ) ≥ multP (C) ·multP (D).

Vale a igualdade se, e somente se, as tangentes de C em P forem todas
distintas das tangentes a D em P .

Observe que no Cálculo Diferencial e Integral de Newton e Leibnitz
os pontos de inflexão de uma curva dada pelo gráfico de uma função
são aqueles pontos onde a segunda derivada muda de sinal. Geometri-
camente isto significa que a concavidade da curva muda. No contexto
da geometria algébrica, para curvas dadas por gráficos de funções, os
pontos de inflexão são pontos onde a segunda derivada se anula. Por
exemplo, P = (0, 0) é um ponto de inflexão de y = x3 em ambos os
contextos, mas é ponto de inflexão de y = x4 apenas no contexto da
geometria algébrica.
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1.6 Singularidades de curvas projetivas planas

Um ponto P é ponto singular de uma curva projetiva plana C se
sua multiplicidade é maior do que um. Isto pode ser caracterizado
em termos de multiplicidades de intersecção da curva com retas por
P , a saber, P é ponto singular de C se, e somente se I(C · L, P ) ≥
2 para toda reta L que passa por P . No estudo da geometria da
curva C o entendimento dos seus pontos singulares é crucial. A teoria
de classificação de singularidades de curvas algébricas é um assunto
clássico e extenso que apresenta questões em aberto até hoje.

O estudo de uma singularidade P de uma variedade algébrica é
feito lançando mão do anel local em P e, mais exatamente falando, do
completamento desse anel local. Vamos descrever estes objetos suscin-
tamente. O anel local de uma variedade V em P que já definimos na
secção 1.3 pode ser obtido algebricamente localizando o anel de coor-
denadas de V (ou anel das funções regulares de V ) no ideal das funções
que se anulam em P . Vamos nos restringir ao caso de curvas. Vamos
também supor que P = (0, 0). Assim se f = f(X, Y ) ∈ k[X, Y ] é
uma equação (irredut́ıvel) para a curva C, o seu anel de coordenadas

é Γ(C) = k[X,Y ]
(f)

, onde (f) é o ideal gerado por f em k[X, Y ]. O anel

local de C em P é

Γ(C)P =

(
k[X, Y ]

(f)

)
P

=

{
f

g
| f, g ∈ k[x, y] , g(P ) 6= 0

}
,

onde estamos representando por x, y as respectivas classes de X, Y em
Γ(C), isto é, x = X + fk[X, Y ] e y = Y + fk[X, Y ].

Naturalmente, Γ(C)P ⊂ k(x, y), onde k(x, y) é o corpo de funções
de C. O anel local de C em P não possui todas as propriedades que
precisamos para estudar a singularidade. Para isso precisamos passar
para o seu completamento, que neste caso é o anel das séries formais
em x e y sobre k. Vamos denotar esse completamento por OP . Assim

OP = k[[x, y]] =
k[[X, Y ]]

(f)
.

Vamos descrever algumas das propriedades fundamentais do anel
k[[X, Y ]] que serão necessários para compreender bem a singularidade
P . Paralelamente ao estudo das curvas algébricas através de equações
f(X, Y ) ∈ C[X, Y ], as séries de potências em C[[X, Y ]] definem, local-
mente, objetos geométricos que classicamente são chamados de germes
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de curvas planas complexas. No caso de um corpo k qualquer, deno-
minaremos um tal ”objeto geométrico”por curva algebróide. Assim,
uma curva algebróide é uma classe de equivalência de elementos de
k[[X, Y ]] definida pela relação de equivalência que identifica dois ele-
mentos se eles diferem por um múltiplo inverśıvel, que é uma série com
termo constante não nulo.

Usaremos a referência A. Hefez [2] para a fundamentação e definições
dos objetos que usaremos na seqüência dessa seção.

Exemplo 1.1. Seja C a curva definida por

f(X, Y ) = Y m +Xn ∈ C[X, Y ],

onde 2 ≤ m < n e MDC(m,n) = d > 1.

Olhando em C[[X, Y ]], observamos que f se fatora da forma seguinte.
Escreva m = ηd e n = λd, onde MDC(η, λ) = 1 e 0 ≤ η < λ. Então,

Y m +Xn = (Y η)d + (Xλ)d =
d−1∏
j=0

(Y η − ωjXλ)

onde

ωj = cos

(
1 + 2j

d
π

)
+ i sen

(
1 + 2j

d
π

)
∈ C, i2 = −1

e j ∈ {0, 1, . . . , d− 1}.
Assim, C tem d ramos em P = (0, 0), todos topologicamente equi-

valentes a f0 = Y η − Xλ e com a mesma tangente Y . Para cada
j = 0, 1, 2, . . . , d − 1 denote fj = Y η − ωjXλ. Assim, o condutor do
semigrupo de valores associado a fj é

cj = (η − 1)(λ− 1).

Usando a caracterização axiomática da multiplicidade de intersecção,
é fácil ver que para cada j 6= l tem-se,

I(fj, fl) = η · λ.

Portanto, temos que

δP =
d−1∑
j=0

cj
2

+
∑

0≤j<l≤d−1

I(fj, fl).
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Isto é,

δP = d · (η − 1)(λ− 1)

2
+
d(d− 1)

2
· ηλ.

Retornando para m e n, obtemos

δP =
1

2
[(m− 1)(n− 1) + d− 1] .

Lembrando que o número de Milnor é µ(P ) = 2δ(P )− d+ 1, já que
d é o número de ramos, obtemos

µ(P ) = (m− 1)(n− 1).

Compare este resultado com o número de Milnor para o caso de um
único ramo!

Por outro lado, para nossos propósitos nesta dissertação, precisamos
compreender um tipo especial de singularidade, a saber, a singularidade
que a curva Bh

n,m definida pelo polinômio

gh(X, Y ) = Xn − Y m + h(X, Y )

apresenta em (0, 0). Aqui estamos assumindo que h(X, Y ) tenha forma
inicial com grau maior do que max{n,m}. Naturalmente podemos
supor que m ≤ n.

Lema 1.1. Para cada m,n ∈ N, 2 ≤ m ≤ n, a curva Bh
n,m definida

acima é topologicamente equivalente à curva Bn,m que é definida por
g(X, Y ) = Xn − Y m.

Demonstração: Caso 1 : m = n.
Neste caso gh(X, Y ) = Xn−Y n+h(X, Y ). Então a forma de menor

grau de gh(X, Y ) é Xn− Y n que se fatora em um produto de n fatores
lineares distintos, a saber,

Xn − Y n =
n−1∏
j=0

(X − ωjY ),

onde ω é uma raiz n−ésima primitiva de 1. Assim, pelo Lema de Hensel
(Veja Hefez [2]), gh(X, Y ) se fatora em n fatores distintos de ordem
1 no anel k[[X, Y ]]. Logo Bh

n,n tem uma singularidade ordinária em
(0, 0), o mesmo ocorrendo com Bn,n. Portanto elas são topologicamente
equivalentes.
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Caso 2 : m < n e MDC(m,n) = 1.
Neste caso, observando a sequência de explosões de gh(X, Y ) e a

sequência de explosões de Xn − Y m, vemos que as sequências de mul-
tiplicidades delas coincidem. Portanto elas são topologicamente equi-
valentes. Observe que, em particular Bh

n,m possui um único ramo em
(0, 0), uma vez que Xn − Y m possui um único ramo em (0, 0).

Caso 3 : m < n e MDC(m,n) = d > 1.
Neste caso, podemos considerar, de maneira análoga ao caso 2, a

sequência de explosões de ambas as curvas. Vemos que ambas pos-
suem a mesma árvore de explosões. Portanto elas são topologicamente
equivalentes. Para descrever mais explicitamente a classe de equissin-
gularidade delas, vamos observar a fatoração de Xn − Y m. Escreva
n = λd e m = µd, com MDC(λ, µ) = 1. Então Xn − Y m se fatora da
seguinte forma:

Xn − Y m =
d−1∏
j=0

(Xλ − ξjY µ),

com ξ uma raiz d−ésima primitiva de 1. Os fatores Xλ − ξjY µ são
irredut́ıveis em k[[X, Y ]]. Assim a singularidade Bn,m possui d ramos.
Eles possuem uma mesma tangente, mas a multiplicidade de intersecção
entre dois quaisquer deles, distintos entre si, é igual a λµ. Então a
classe de equissingularidade da singularidade Bn,m fica perfeitamente
determinada.
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Caṕıtulo 2

Curvas nodais maximais

2.1 A aplicação de Gauss e as curvas duais

Considere uma curva plana projetiva irredut́ıvel C de grau n definida
por F (X, Y, Z) = 0. Vamos denotar por f(x, y) = 0 a equação afim de
C. Podemos pensar que x = X

Z
e y = Y

Z
. Assim,

F (X, Y, Z) = Znf(
X

Z
,
Y

Z
) = Znf(x, y).

Num ponto não singular P = (a : b : c) ∈ C a reta tangente é definida
por

FX(P )X + FY (P )Y + FZ(P )Z = 0,

onde FX , FY , FZ são as derivadas parciais em relação às variáveis cor-
respondentes.

O plano projetivo dual de P2 é constrúıdo da forma seguinte.
Seja L : aX + bY + cZ = 0 em P2. A terna (a: b: c) é de-

terminada por L a menos de múltiplo constante não nulo. Assim, a
correspondência

{retas de P2} → P2

L 7→ (a : b : c)

é uma bijeção. Se P ∈ P2, então seja P ∗ a reta correspondente. Se L
é uma reta de P2, denote por L∗ o ponto correspondente no dual de
P2. Então P ∗∗ = P e L∗∗ = L. Além disso, P ∈ L se, e somente se,
L∗ ∈ P ∗. O conjunto das retas de P2 é chamado de plano dual de P2 e
é denotado por P̌2.
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Vamos utilizar as coordenadas (homogêneas) duais U, V,W para o
plano dual P̌2, e vamos considerar W 6= 0 o seu plano afim que vai
ser, portanto, considerado com coordenadas afins u, v onde, podemos
pensar u = U

W
e v = V

W
.

A aplicação de Gauss associada à curva C é definida por

GF : C −→ P̌2

P 7→ (FX(P ) : FY (P ) : FZ(P )).

Podemos também usar a notação Gf no lugar de GF quando tra-
balhamos no plano afim.

Vamos explicitar a expressão para Gf (P ).
Observe que F (X, Y, Z) = Znf(X

Z
, Y
Z

). Então

FX = fX · 1
Z
· Zn = Zn−1fX ,

FY = fY · 1
Z
· Zn = Zn−1fY ,

FZ = Zn[fX ·X(−1)Z−2 + fY · Y (−1)Z−2] + f(X
Z
, Y
Z

) · nZn−1

= Zn−2[−fX ·X − fY · Y ].

Observando que f(X
Z
, Y
Z

) = 0, uma vez que P ∈ C. Para coordenadas
afins fazemos Z = 1 e temos portanto

Gf (P ) = (fx(P ) : fy(P ) : −x · fx(P )− y · fy(P )).

Assim, se P = (x, y) ∈ C temos

Gf (P ) = (fx(x, y) : fy(x, y) : −x · fx(x, y)− y · fy(x, y)).

A imagem de C pela aplicação de Gauss é novamente uma curva pro-
jetiva plana, chamada curva dual de C, que denotaremos por Č.

Há uma fórmula clássica que relaciona o grau n de C com o grau ň
de sua dual Č (Veja [4]):

ň = n(n− 1)−
∑

P∈Sing(C)

(µ(P ) +mP − 1), (2.1)

onde Sing(C) é o lugar dos pontos singulares de C, µ(P ) é o número
de Milnor da singularidade P e mP é a multiplicidade de P em C.
Quando C é não singular, ň = n(n− 1).
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2.2 A ação ćıclica

Nesta seção vamos fazer uma teoria geral de uma ação sobre certas
curvas planas projetivas complexas pelo grupo Zm×Zs, onde m, s ∈ N,
no entanto, na seqüencia do trabalho precisaremos do caso especial em
que m = s = n onde n é o grau da curva de Fermat.

Como na seção anterior, seja f(x, y) = 0 uma equação afim da curva
C. Suponhamos que exista um polinômio g(x, y) tal que f(x, y) =
g(xm, ys) para os números naturais m, s ≥ 2. Consideremos a ação em
P2 do grupo Zm,s := Zm × Zs definida como segue. Para l ∈ N, denote
por ωl a l-ésima raiz da unidade

ωl := cos

(
2π

l

)
+ i sen

(
2π

l

)
= e(

2πi
l ),

e considere o conjunto {ωl = ω1
l , ω

2
l , . . . , ω

l
l} que tem estrutura de grupo

multiplicativo, sendo que ωll = 1 é o seu elemento neutro e ωl−jl é o

inverso de ωjl . Este grupo, que é um subgrupo multiplicativo de C∗
gerado por ωl, tem ordem l e é naturalmente identificado com o grupo
ćıclico Zl = Z

lZ . A ação é então definida por

Ψ : Zm,s × P2 −→ P2.
((ωjm, ω

k
s ) , (X : Y : Z)) 7−→ (Xωjm : Y ωks : Z)

Lema 2.1. Se D : h(u, v) = 0 é invariante pela ação Ψ então h é da
forma h(u, v) =

∑
i,j hi,ju

imvjs.

Demonstração: Faremos por contrapositiva. Suponhamos que

h(u, v) =
∑
i,j

hi,ju
imvjs + ha,bu

avb com m 6 | a ou s 6 | b.

Então temos,

h(uωm, vωs) =
∑

i,j hi,j(uωm)im(vωs)
js + ha, b(uωm)a(vωs)

b =

=
∑

i,j hi,ju
imvjs + ha,b(uωm)a(vωs)

b.

Assim,

h(u, v)− h(uωm, vωs) = ha,bu
avb − ha,b(uωm)a(vωs)

b 6= 0,

logo h(uωm, vωs) 6= h(u, v) = 0 e, portanto D não é invariante pela a
ação Ψ.
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Teorema 2.1. Seja C : f(x, y) = 0 uma curva algébrica plana afim.
Suponha que exista um polinômio g(x, y) tal que f(x, y) = g(xm, ys).
Então a curva dual Č é invariante pela ação Ψ definida acima. Segue
que existe um polinômio h(u, v) ∈ C[X, Y ] tal que f̌(u, v) = h(um, vs).

Demonstração: Seja f̌(u, v) o polinômio que define a curva dual
Č. Sejam também P = (x, y) ∈ C e (ωjm, ω

k
s ) ∈ Zm,s. Defina, de

maneira análoga, a ação de Zm,s no plano dual:

Ψ̌((ωjm, ω
k
s ), (U : V : W )) = (Uωjm : V ωks : W ).

Lembremos que

Gf (P ) = (fx(P ) : fy(P ) : −xfx(P )− yfy(p))

e
f(x, y) = g(xm, ys),

então,
fx(P ) = mxm−1gx(P ), fy(P ) = sys−1gy(P )

e

−xfx(P )− yfy(P ) = −x[mxm−1gx(P )]− y[sys−1gy(P )]

= −mxmgx(p)− sysgy(P ).

Assim,

Gf (P ) = (mxm−1gx(P ) : sys−1gy(P ) : −mxmgx(P )− sysgy(P ))

Mas,

Gf (Ψ((ωjm, ω
k
s ), (X : Y : Z)) = (m(ωjmx)m−1gX(P ) :

: s(ωksy)s−1gy(P ) : −mxmgx(P )− sysgy(P )). (2.2)

Chamando de (a : b : c) a última expressão acima e, como (ωjm, ω
k
s )

tem inverso (ωm−jm , ωs−ks ) temos,
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Ψ((ωm−jm , ωs−ks ), (a : b : c)) =

= Ψ((ωm−jm , ωs−ks ), (mxm−1gx(P ) : sys−1gy(P ) :

: −mxmgx(P )− sysgy(P )) =

= (ωm−jm mxm−1gx(P ) : ωs−ks sys−1gy(P ) :

: −mxmgx(P )− sysgy(P )). (2.3)

Sabendo-se que

(ωjm)m−1 = ωmj−jm = ωjmm ω−jm = 1ω−jm = ωm−jm

e
(ωks )s−1 = ωks−ks = ωkss ω

−k
s = 1ω−ks = ωs−ks ,

a equação 2.3 torna-se,

Ψ((ωm−jm , ωs−ks ), (a : b : c)) = (m(ωjmx)m−1gx(P ) :

: s(ωksy)s−1gy(P ) : −mxmgx(P )− sysgy(P )). (2.4)

Observe que 2.4 coincide com 2.2 logo,

Gf (Ψ(ωjm, ω
k
s ), (X : Y : Z)) = Ψ(ωm−jm , ωs−ks , Gf (P )) =

= Ψ(ωm−jm , ωs−ks , (a : b : c)).

Explicamos a expressão

Ψ((ωm−jm , ωs−ks ), Gf (P )) = Gf (Ψ(ωjm, ω
k
s ), (X : Y : Z)) :

ao aplicarmos Ψ com (ωm−jm , ωs−ks ) ∈ Zm,s e Gf (P ) um ponto da curva
dual do lado esquerdo obtemos um outro ponto de Gf (Q), a saber:
Q = Ψ((ωjm, ω

k
s ), (X : Y : Z)) do lado direito, ou seja outro ponto da

curva dual. Assim a curva dual é invariante pela ação de Ψ.
Note que h(u, v) não é o polinômio definido pela curva dual de

g(x, y) = 0 em geral. Entretanto, temos o seguinte resultado funda-
mental.
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Fixados m, s ∈ N como acima definimos as aplicações

πm,s : P2 −→ P2 e π̌m,s : P̌2 : −→ P̌2

por
πm,s(X : Y : Z) = (Xm : Y sZm−s : Zm)

π̌m,s(U : V : W ) = (Um : V sWm−s : Wm)

ou, em coordenadas afins:

πm,s(x, y) = (xm, ys) e π̌m,s(u, v) = (um, vs).

Lema 2.2. Seguindo as mesmas notações acima, temos

πm,s(Ψ((ωjm, ω
k
s ), (x, y))) = πm,s(x, y)

π̌m,s(Ψ((ωjm, ω
k
s ), (u, v))) = π̌m,s(u, v).

Demonstração: Como a aplicação Ψ : Zm,s × P2 −→ P2 é uma
ação em P2 ela determina uma relação de equivalência em P2 cujas
classes de equivalência são suas órbitas. Isto significa que
(X : Y : Z) ∼ (X1 : Y1 : Z1) se existe (ωjm, ω

k
s ) ∈ Zm,s tal que

(X1 : Y1 : Z1) = Ψ((ωjm, ω
k
s ), (X : Y : Z). Ora, claramente πm,s e π̌m,s

deixam as classes de equivalência invariantes.
Como observamos acima, em geral h(u, v) não é o polinômio definido

pela curva dual de g(x, y) = 0, mas naturalmente há uma ligação entre
h e g que destacamos a seguir. Na demonstração do teorema obtemos
uma fórmula para parametrização da curva dual.

Teorema 2.2. (Teorema da Birracionalidade) Sejam g(X, Y ) e h(X, Y )
polinômios em C[X, Y ] e as curvas Cg : g(x, y) = 0 e Ch : h(u, v) = 0
definidas por eles. Então existe uma aplicação bi-racional canônica

Φm,s : Cg −→ Ch.

Demonstração: A aplicação de Gauss Gf : C −→ Č é uma
aplicação bi-racional cuja inversa é Gf̌ : Č −→ C uma vez que C
não é uma reta (lembre-se que car(C) = 0). Considere as aplicações
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πm,s : IP2 −→ IP2 e π̌m,s : ǏP
2 −→ ǏP

2
definidas anteriormente. Por

definição, as restrições πm,s|C e π̌m,s|Č definem aplicações sobrejeti-
vas (que denotaremos com os mesmos nomes) πm,s : C −→ C(g) e
π̌m,s : Č −→ C(h). Como

πm,s(Ψ((ωjm, ω
s
k)(x, y))) = πm,s(x, y)

e π̌m,s(Ψ(ωjm, ω
k
s )(u, v))) = π̌m,s(u, v)

para algum (ωjm, ω
k
s ) ∈ Zm,s, podemos identificar πm,s e π̌m,s com a

aplicação quociente sob a ação Zm,s respectiva. Vamos considerar uma
seção de πm,s:

λ : C(g) −→ C.

(x, y) 7→ (x
1
m , y

1
s )

Pelas considerações anteriores vemos que a composição

Φm,s : = π̌m,s ◦Gf ◦ λ : C(g) −→ C(h)

é uma aplicação racional bem definida que não depende da escolha da
secção λ (isto é, não depende da escolha dos ramos x

1
m , y

1
s ). De fato,

vamos calcular a expressão de Φm,s(x, y). Temos λ : C(g) −→ C, Gf :

IP2 −→ ǏP
2

e π̌m,s : ǏP
2 −→ ǏP

2
. Ora, λ(x, y) = (x

1
m , y

1
s ). Lembrando

que
Gf (P ) = (fx(P ) : fy(P ) : −xfx(P )− yfy(P )),

podemos dividir pela terceira coordenada para obtermos a expressão
em coordenadas afins, chegamos a

Gf (P ) =

(
fx(P )

−xfx(P )− yfy(P )
,

fy(P )

−xfx(P )− yfy(P )

)
.

Observe que pelo teorema anterior f(x, y) = g(xm, ys) para algum g,
então

fx(P ) = mxm−1gx(P ), fy(P ) = sys−1gy(P )

e
−xfx(P )− yfy(P ) = −xmxm−1gx(P )− ysys−1gy(P ))

= −mxmgx(P )− sysgy(P ).

Portanto, Gf (λ(x, y)) = Gf (x
1
m , y

1
s ) =
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=

(
m(x

1
m )m−1gx(x,y)

−m(x
1
m )mgx(x,y)−s(y

1
s )sgy(x,y)

, s(y
1
s )s−1gy(x,y)

−m(x
1
m )mgx(x,y)−s(y

1
s )sgy(x,y)

)
.

Agora lembrando que π̌m,s(u, v) = (um, vs) teremos,

π̌m,s ◦Gf ◦ λ(x, y) = (α, β) (2.5)

onde,

(α, β) =
(

mmxm−1gmx (x,y)
(−mxgx(x,y)−sygy(x,y))m

,
ssys−1gsy(x,y)

(−mxgx(x,y)−sygy(x,y))s

)
.

Então a composição é dada por

Φm,s(x, y) =
(

mmxm−1gmx (x,y)
(−mxgx(x,y)−sygy(x,y))m

,
ssys−1gsy(x,y)

(−mxgx(x,y)−sygy(x,y))s

)
.

(esta é a fórmula que fornece a parametrização da curva dual).

Similarmente consideramos uma seção de π̌m,s,

λ̌ : Ch −→ C

(u, v) 7→ (u
1
m , v

1
s )

e a composição Ψm,s = πm,s ◦Gf̌ ◦ λ̌ : C(h) −→ C(g),

Ψm,s(u, v) =

=
(

mmum−1(hu(u,v))m

(−muhu(u,v)−svhv(u,v))m
, ssvs−1(hv(u,v))s

(−muhu(u,v)−svhv(u,v))s

)
.

Agora vamos provar que Φm,s e Ψm,s satisfazem

Ψm,s ◦ Φm,s = idC(g) e Φm,s ◦Ψm,s = idC(h).

De fato, como temos que λ̌ ◦ π̌m,s = id, Gf̌ ◦Gf = id e que π ◦ λ = id
obtemos

Ψm,s ◦ Φm,s = (πm,s ◦Gf̌ ◦ λ̌)(π̌m,s ◦Gf ◦ λ) =

= (πm,s ◦Gf̌ )(Gf ◦ λ) = π ◦ λ = idC(g).

A igualdade Φm,s ◦ Ψm,s = idC(h) é mostrada exatamente do mesmo
modo.
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Assim temos um diagrama comutativo onde as aplicações horizon-
tais são birracionais:

Gf

C : f(x, y) = 0 −→ Č : f̌(u, v) = 0

πm,s ↓ ↓ π̌m,s

C(g) : g(x, y) = 0 −→ C(h) : h(u, v) = 0.
Φm,s

2.3 Singularidades de curvas duais

Precisamos relacionar as singularidades de uma curva com as sin-
gularidades de sua dual. Neste tópico utilizaremos os resultados do
trabalho de M. Oka: Geometry of cuspidal sextics and their dual curves
(Veja [5]). No entanto vamos destacar algumas propriedades básicas
das curvas duais para uma boa compreensão do leitor.

As singularidades das curvas duais, tendo em vista as singularidades
da curva original, são de um dos tipos seguintes:

I - Singularidades provenientes de pontos singulares de C.

Suponhamos que P seja um ponto singular de C. Então natu-
ralmente Gf (P ) é um ponto singular de Č. (Cuidado, é preciso o-
lhar para o fecho da imagem da aplicação de Gauss). Um caso espe-
cial é quando a classe de equivalência topológica de P é a classe de
Bk,k−1(= Y k−1 + Xk), para k ≥ 3 ou Bk,k(= Y k + Xk) para k ≥ 2,
que discutimos nos exemplos anteriormente. A imagem pela aplicação
de Gauss de P é um ponto de inflexão com ordem de inflexão k. No
caso geral, se P é uma singularidade que tem um cone tangente com ν
retas distintas então a imagem de P (pela aplicação de Gauss) é trans-
formada em ν germes distintos (em pontos distintos). A proposição
seguinte pode ser encontrada em [5].

Proposição 2.1. Sejam m,n ∈ N primos entre si e 2 ≤ m < n. A sin-
gularidade dual proveniente de uma singularidade do tipo topológico de
Bn,m é topologicamente equivalente a uma singularidade do tipo Bn,n−m.
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Observação 4 : Nesta proposição a ordem da série de Puiseux de
Bn,m é β = n

m
.

Relembrando que um ponto regular P de C é um ponto de inflexão,
com ordem de inflexão k ≥ 3 se a reta tangente TP em P intersecta C
com multiplicidade de intersecção k. Assim, na nossa notação, o germe

Bk,1 : xk + y + (termos de ordem mais alta)

é um ponto de inflexão com ordem de inflexão k ≥ 3.
Contrariamente à nomenclatura clássica, para entender bem sis-

tematicamente a singularidade dual, é melhor considerar um ponto de
inflexão Bn,1 como um ponto singular. Conforme I. Vainsencher ([9]),
um ponto de inflexão está no lugar geométrico descrito pela intersecção
de C : F (X, Y, Z) = 0 com a curva projetiva Hessiana definida pelo
polinômio homogêneo dado pelo determinante 3× 3 seguinte:

H(F ) = det

 FXX FXY FXZ
FY X FY Y FY Z
FZX FZY FZZ

 .
Naturalmente, se gr(F ) = n então gr(H(F )) = 3(n− 2). Portanto

pelo Teorema de Bezout, contando com multiplicidades, a quantidade
de pontos de inflexão mais a quantidade de pontos singulares de C é
dado por

# (pontos de inflexão) + # (pontos singulares) = 3n(n− 2).

De fato, como gr(F ) = n, o grau das derivadas FXX , FXY , FY Y será
n− 2. Assim, o determinante hessiano H(F ) definido acima tem grau
igual a 3(n− 2).

II - Singularidades provenientes de pontos de inflexão e pontos de
multitangências.

Um ponto regular P ∈ C fornece uma reta multitangente se a reta
tangente TP é também tangente a C em pelo menos algum outro ponto
Q ∈ C, isto é, TQ = TP . O tipo mais comum é uma reta bitangente.

Se P é um ponto que fornece uma bi-tangente (então há um se-
gundo ponto Q ∈ C tal que I(C, TP , Q) = 2) as demais intersecções
C ∩ TP são transversais, então sua imagem pela aplicação de Gauss é
um nó ordinário (que denotaremos como singularidade do tipo A1). Se
a curva tem pontos q-tangentes (a pontos regulares não inflexionais)
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então a imagem pela aplicação de Gauss é topologicamente equiva-
lente a uma singularidade de Brieskorn Bq,q. Esta singularidade tem
q ramos regulares que se intersectam transversalmente. Classicamente
esta singularidade é chamada de singularidade ordinária.

Se P é um ponto que fornece uma bitangente (então há um segundo
ponto Q ∈ C tal que I(C, TP , Q) = 2) as demais intersecções C ∩ TP
são transversais, então sua imagem pela aplicação de Gauss é um nó
ordinário (que denotaremos como singularidade do tipo A1). Como

g(Fn) = g(F̌n) mas g(Fn) = (n−1)(n−2)
2

pois g(Fn) não possui singular-

idades, e g(F̌n) = (ň−1)(ň−2)
2

− τ − 3n(n− 2) onde τ é o número de nós

de F̌n e ao mesmo tempo o número de bitangentes de Fn
# (bi-tangentes) =

=
(ň− 1)(ň− 2)

2
− 3n(n− 2)− (n− 1)(n− 2)

2
(2.6)

onde ň = n(n− 1).

Para situações mais gerais onde C pode ter singularidades ou re-
tas multi-tangentes, esta fórmula é mais complexa e deve ser reescrita
utilizando a parcela de contribuição para o gênero δ(P ), a saber,

(ň− 1)(ň− 2)

2
−

∑
Q∈

∑
(Č)

δ(Č, Q) =

=
(n− 1)(n− 2)

2
−

∑
P∈

∑
(C)

δ(C,P ). (2.7)

A simplicidade dessa fórmula vem do fato que a aplicação de Gauss é
uma aplicação bi-racional e portanto o gênero de Č é igual ao gênero
de C.

2.4 Parametrizações de C e de Č

É interessante notar que parametrizações locais (e mesmo, no caso
de curvas racionais, parametrizações globais) da curva dual Č numa vi-
zinhança de Gf (P ) ∈ Č, podem ser obtidas a partir de parametrizações
de C numa vizinhança de P . Suponhamos que C tenha um único ramo
em P , isto é, f é analiticamente irredut́ıvel em P , e que C tenha
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uma parametrização local, digamos, x = x(t) e y = y(t), onde t é um
parâmetro local em P e x e y são as coordenadas afins x = X

Z
e y = Y

Z
.

Então em Gf (P ), o ramo local, que é a imagem do germe irredut́ıvel
local P , tem parametrização

U(t) = y′(t), V (t) = −x′(t)

W (t) = x′(t)y(t)− x(t)y′(t). (2.8)

Esta parametrização segue do seguinte argumento. Considere o
ponto P0 = (x0, y0) = P (t0) = (x(t0), y(t0)) fixado. A equação da reta
que passa por P0 e por P = (x, y) é

y − y0 =
y′(t0)

x′(t0)
(x− x0).

Queremos obter uma expressão da equação da reta na forma

L : U(t0)x+ V (t0)y +W (t0)z = 0,

ou, para z = 1,

L : U(t0)x+ V (t0)y +W (t0) = 0.

Ora, da equação y − y(t0) = y′(t0)
x′(t0)

(x− x(t0)) vem que

x′(t0)[y − y(t0)] = y′(t0)[x− x(t0)],

e portanto,

y′(t0)x− x′(t0)y − y′(t0)x(t0) + x′(t0)y(t0) = 0.

Assim, basta tomar,

U(t0) = y′(t0), V (t0) = −x′(t0) e W (t0) = x′(t0)y(t0)− y′(t0)x(t0)

e fazer t0 variar.
Se Č é analiticamente irredut́ıvel em Gf (P ) então a última equação

acima descreve o germe local em Gf (P ). Equivalentemente, nas coor-
denadas afins (u, v) = ( U

W
, V
W

) a parametrização de Č em Gf (P ) é dada
por 

u(t) = y′(t)
x′(t)y(t)−x(t)y′(t)

v(t) = −x′(t)
x′(t)y(t)−x(t)y′(t)

.

(2.9)
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Se C é uma curva racional com parametrização global (x(t), y(t)), então
2.9 é também uma parametrização global.

Observação: Lembremos que a equação cartesiana (polinomial) da
curva dual pode ser computada de maneira fácil por um cálculo envol-
vendo determinante.

Vamos agora relacionar as parametrizações (locais) da curva C e
de Č com pontos de inflexão e pontos cuspidais. Suponhamos que a
curva C = {f(x, y) = 0} tenha uma parametrização global dada por
(x(t), y(t)), onde t ∈ C ∪ {∞}. Uma parametrização global é uma
aplicação bi-racional IP1 −→ C.

Diremos que P = (a, b) ∈ C é um ponto injetivo em relação a esta
parametrização se a imagem inversa de P em IP1 é um único ponto.

Se P = (α, β) é um ponto de inflexão com ordem de inflexão k então

(fx(α, β), fy(α, β)) 6= (0, 0) e I(C · TP ;P ) = k

onde TP é a reta tangente a C em P .
Para a parametrização P (t) = (x(t), y(t)), isto é equivalente a:

P (t0) é ponto de inflexão de C com ordem de inflexão k

m (x′(t0), y′(t0)) 6= (0, 0),
Φ(j)(t0) = 0, j ≤ k − 1, Φ(k)(t0) 6= 0,
P é ponto injetivo da parametrização,

(2.10)

onde Φ(t) = y′(t0)x(t)− x′(t0)y(t).

Similarmente suponhamos que P (t0) seja uma singularidade cus-
pidal do tipo Bk,k−1 de C. Para a parametrização (local) P (t) =
(x(t), y(t)), isto é equivalente a:

P (t0) é singularidade de C do tipo Bk,k−1

m (x(j)(t0), y(j)(t0)) = (0, 0)j ≤ k − 2,
(x(k−1)(t0), y(k−1)(t0)) 6= (0, 0), Φ(k)(t0) 6= 0,
P é um ponto injetivo da parametrização,

(2.11)

onde Φ(t) = y(k−1)(t0)x(t)− x(k−1)(t0)y(t).
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Vamos agora determinar o grau de uma curva racional C a partir de

uma parametrização. Para isto, suponha que x(t) = p1(t)
q1(t)

, y(t) = p2(t)
q2(t)

,

onde t ∈ C ∪ {∞}, seja uma parametrização primitiva para C. Segue
do Teorema de Bézout que o grau de uma curva algébrica projetiva
plana é a quantidade de pontos de intersecção da curva com uma reta
genérica. Então o grau de C é dado pelo grau do numerador de uma
função racional (considerando que o numerador e o denominador não
tem fator não constante comum) ax(t) + by(t) + c para uma escolha
genérica de de a, b, c ∈ C.

Exemplo 2.1. Sejam m,n, r ∈ N onde n > m > 1, r ≥ 1 e considere
a curva racional Dm,n,r definida pela parametrização

u(t) =
nntn+r−2

(m+mt− nt)n
, v(t) =

mm(−1− t)m+r−2

(m+mt− nt)m
.

Na expressão ax(t) + by(t) + c = 0 na variável t, multiplicamos por
(m+mt− nt)n e obtemos

anntn+r−2 +bmm(−1− t)m+r−2(m+mt−nt)n−m+c(m+mt−nt)n = 0.

Os monômios anntn+r−2 e bmm(−1− t)m+r−2(m+mt−nt)n−m têm
ambos grau igual a n + r − 2. O monômio c(m + mt− nt)n tem grau
n. Logo vemos facilmente que o grau de ax(t) + by(t) + c = 0 é igual a
max(n+ r − 2, n).

2.5 A geometria das curvas de Fermat

Vamos utilizar as curvas de Fermat para a construção de curvas
nodais maximais. Assim, nesta seção, estudaremos a curva de Fermat
de grau n de forma sistemática:

Fn : F (X : Y : Z) = Xn + Y n + Zn = 0.

Denote o grau da curva dual F̌n por ň. Note que: ň = n(n − 1)
já que Fn é não singular. Como observamos na seção 2.2 o grupo Zn,n

induz uma ação nos conjuntos Fn e F̌n.
Observe primeiramente que Fn é uma curva não singular e portanto

tem gênero g = (n−1)(n−2)
2

. Primeiramente vamos estudar os pontos de
inflexão. Provaremos que Fn tem 3n pontos de inflexão com ordem de
inflexão n. Estes pontos são

37



P1,j = (0 : ξj : 1); P2,j = (ξj : 0 : 1); P3,j = (1 : ξj : 0),

para j = 0, 1, ..., n − 1, onde ξj = e
(2j+1)πi

n . Vamos provar que a reta
tangente a Fn em P1,j é (z=1)

T1,j : Y − ξj = 0.

Esta reta vai determinar na curva dual F̌n uma singularidade do tipo
Bn,n−1 em (u : v : w) = (0 : 1 : −ξj). A situação é completamente
análoga para os outros pontos de inflexão. Podemos ver isto através
de uma mudança (permutação) de coordenadas. Vamos provar agora
os fatos enunciados acima.

I - Pontos de Inflexão:
Denote, como de costume, F = F (X, Y, Z) = Xn + Y n + Zn a

equação de F̌n e

H = H(X, Y, Z) = det

 FXX FXY FXZ
FY X FY Y FY Z
FZX FZY FZZ

 = 0.

Como já observamos anteriormente, os pontos P tais que F (P ) = 0
e H(P ) = 0 são os pontos singulares de Fn e os pontos de inflexão
de F̌n. Mas F̌n não tem pontos singulares, portanto estes pontos são
exatamente os pontos de inflexão. Computando as derivadas indicadas
obtemos:

H = det

 n(n− 1)Xn−2 0 0
0 n(n− 1)Y n−2 0
0 0 n(n− 1)Zn−2

 .
Portanto H = n3(n− 1)3(XY Z)n−2 = 0 nos fornece

X = 0 ou Y = 0 ou Z = 0.

No caso em que X = 0, como F (P ) = 0 temos Y n + Zn = 0.
Colocando

ξλ = e
(1+2λ)πi

n , λ = 0, 1, · · · , n− 1,

obtemos
Y = Zξλ, λ = 0, 1, · · · , n− 1.
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Logo, para X = 0 temos os seguintes pontos de inflexão:

P1,λ = (0 : ξλ : 1), λ = 0, 1, · · · , n− 1.

Os outros casos são análogos. Temos portanto os 3n pontos de inflexão
anunciados acima.

Precisamos agora determinar a ordem de inflexão de cada um de-
les. Vamos estudar os pontos P1,λ. Os demais são análogos. Por
simplicidade de notação vamos momentaneamente chamar P1,λ de P .
Primeiramente observamos que a reta tangente a Fn em P é de fato
TP : Y − ξλZ uma vez que, lembrando que ξnλ = −1, temos

FX(P ) = 0, FY (P ) = nξn−1
λ = n

ξnλ
ξλ

= − n
ξλ
, FZ(P ) = n

e, portanto, XFX(P ) + Y FY (P ) + ZFZ(P ) = − n
ξλ
Y + nZ. Como

podemos dividir por n e multiplicar por ξλ obtemos TP : Y − ξλZ = 0.
Para mostrar que a ordem de inflexão de P é n, basta mostrar

que a multiplicidade de intersecção de Fn com TP é exatamente n.
Mas, observando que Y n + Zn é múltiplo de Y − ξλZ, utilizando as
propriedades (6) e (7) da definição axiomática da multiplicidade de
intersecção, obtemos

I(F, TP , P ) = I((Xn + Y n + Zn), Y − ξλZ, P )

= I(Xn, Y − ξλZ, P )

= nI(X, Y − ξλZ, P ) = n.

Resumimos estes fatos sobre os pontos de inflexão na seguinte propo-
sição.

Proposição 2.2. A curva de Fermat Fn possui 3n pontos de inflexão
todos com ordem de inflexão n, a saber,

P1,j = (0 : ξj : 1), P2,j = (ξj : 0 : 1), P3,j = (1 : ξj : 0)

para j = 0, 1, ..., n−1, onde ξj = e
(2j+1)πi

n . Observe que todos eles estão
situados nos eixos coordenados.
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II - Bitangentes

Agora vamos estudar as retas bitangentes (ou multitangentes) de
Fn. Façamos uma heuristica. Como a curva dual F̌n é biracionalmente
equivalente a Fn ela tem gênero

g(Fn) =
(n− 1)(n− 2)

2
= g(F̌n).

Vamos usar a fórmula de M. Noether para o gênero de F̌n. Denotaremos
τ o número de nós de F̌n, τ também será o número de bitangentes de
Fn, e admitimos apenas bitangentes. Na fórmula de M. Noether, se
P é um nó tem contribuição δ(P ) = 1. Também o grau de F̌n =
ň = n(n − 1). F̌n tem 3n pontos singulares do tipo Bn,n−1 e para
cada um deles já calculamos a contribuição. Para Bn,m = xn + ym

mdc(n,m) = d, P = (0, 0) δ(P ) = 1
2
[(m− 1)(n− 1) + d− 1] então para

Bn,n−1 δ(P ) = 1
2
[(n− 1− 1)(n− 1) + 1− 1] = 1

2
(n− 1)(n− 2). Teremos

a identidade
g(Fn) = (n−1)(n−2)

2
= g(F̌n) =

(ň−1)(ň−2)
2

− τ − 3n (n−1)(n−2)
2

obtemos que o número τ destas bitangentes deve ser

τ = (ň−1)(ň−2)
2

− 3n (n−1)(n−2)
2

− (n−1)(n−2)
2

= n2(n−2)(n−3)
2

.

Ora, vamos mostrar diretamente que esta fórmula é verdadeira e, por-
tanto só temos de fato bitangentes a Fn.

Proposição 2.3. A curva de Fermat Fn tem exatamente
1
2
n2(n− 2)(n− 3) retas bitangentes e não tem outras multitangentes.

Demonstração: Seja ω = e
2πi
n−1 . Em geral, a determinação de retas

bi-tangentes não é tão simples como os pontos de inflexão. Suponhamos
que P = (a, b) e Q = (a′, b′) sejam pontos de bi-tangência em Fn. A
reta tangente em P = (a, b) é

fX(a, b)(X − a) + fY (a, b)(Y − b) = 0,

que é a mesma reta tangente em Q = (a′, b′), ou seja,

fX(a′, b′)(X − a′) + fY (a′, b′)(Y − b′) = 0.
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Então, olhando para os dois vetores diretores destas retas, temos que

(fX(a, b), fY (a, b)) = λ(fX(a′, b′), fY (a′, b′)), λ ∈ R. (2.12)

Como f(X, Y ) = Xn + Y n + 1, temos fX = nXn−1 e fY = nyn−1.
Assim a equação 2.12 torna-se

(nan−1, nbn−1) = λ(n(a′)n−1, n(b′)n−1),

isto é,
(an−1, bn−1) = λ((a′)n−1, (b′)n−1),

que são os vetores diretores da reta bitangente. Assim temos que a
equação da reta tangente à Fn em P é

an−1X + bn−1Y + c = 0.

Como P = (a, b) está nesta reta temos 0 = an + bn + c = −1 + c e,
então c = 1. Logo a reta bitangente tem equação

an−1X + bn−1Y + 1 = 0.

Assim Gf (P ) = (an−1 : bn−1 : 1) e concluimos que
an + bn + 1 = 0

(a′)n + (b′)n + 1 = 0
an−1 = (a′)n−1

bn−1 = (b′)n−1.

(2.13)

Assim a′ = aωk e b′ = bωj para inteiros 0 < j, k < n− 1 (Observe
que temos necessariamente P 6= Q). Vamos escrever algumas relações
envolvendo wk e wj.

De (a′)n = a′(a′)n−1 = aωkan−1 obtemos (a′)n = anωk. De forma
análoga obtemos (b′)n = bnωj. Somando-se estas duas últimas igual-
dades e eliminando b e b′ usando as duas primeiras equações de 2.13
obtemos

(a′)n + (−(a′)n − 1) = anωk + (−an − 1)ωj.

Dáı segue que
an(ωk − ωj) = ωj − 1.

Como P 6= Q temos que j 6= k, k 6= 0 e j 6= 0. Assim, colocando

βj,k =
ωj − 1

ωk − ωj
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obtemos
an = βj,k e bn = −1− βj,k.

Para qualquer 0 < j < n− 1, observe que ω−j = ωn−1−j. Defina

αj,k :=
ωk − 1

1− ωj
.

Temos

αn−1−(j−k), n−1−j = ωn−1−j−1
1−ωn−1+k−j = (ω−j−1)

(1−ωk−j)
ωj

ωj
= 1−ωj

ωj−ωk = βj,k.

Lema 2.3. Os números complexos βj,k (ou equivalentemente os αj,k)
são todos distintos para 1 ≤ j, k ≤ n− 1 e j 6= k.

Supondo o lema verdadeiro podemos escolher n2 soluções distintas em
(a, b) das equações an = βj,k e bn = −1 − βj,k quando j, k são fixados.
Assim, na totalidade, atingimos n2(n − 2)(n − 3) posśıveis soluções.
Como uma reta bi-tangente vai passar por dois desses pontos então a
quantidade de retas bi-tangentes é

#{bi-tangentes} =
n2(n− 2)(n− 3)

2
,

como esperado.

Demonstração do Lema: Vamos calcular θ = arg(1 − ωj) por
geometria euclidiana elementar. Fazendo a figura no plano complexo
vemos que

θ = arg(1− ωj) = arg(ωj − 1) + π.

Vamos usar os fatos simples que |ωi| = 1 e | − 1| = 1 para obter o
ângulo γ = arg(ωj − 1). Observe que ωj − 1 (visto como vetores no
R2) bissecta o ângulo γ1 formado pelos vetores ωj e −1. Então temos
α = arg(ωj) = 2jπ

n−1
. Dáı γ = arg(ωj − 1) e 2γ1 + α = π, logo,

γ1 =
π

2
− α

2
=
π

2
− jπ

n− 1
.

Assim,

θ = α + γ1 + π = 2jπ
n−1
− jπ

n−1
+ π

2
+ π = jπ

n−1
+ 3π

2
= π

(
j

n−1
+ 3

2

)
.
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e portanto, θ = arg(1− ωj) = π
(

j
n−1
− 1

2

)
. Segue dáı que,

arg(ωk − 1) = π

(
k

n− 1
− 1

2
+ 1

)
= π

(
k

n− 1
+

1

2

)
.

Logo,

arg(αj,k) = arg

(
ωk − 1

1− ωj

)
= π

(
k

n− 1
+

1

2

)
− π

(
j

n− 1
− 1

2

)
.

Isto é,

arg(αj,k) = π

(
k − j
n− 1

+ 1

)
e arg(−αj,k) = π

(
k − j
n− 1

)
.

Portanto se αj,k = αl,m tem o mesmo argumento temos que

π

(
k − j
n− 1

)
= π

(
m− l
n− 1

)
+ 2tπ para algum t ∈ Z,

isto é, π(k − j) = π(m − l) + 2tπ(n − 1) e dáı, j − k ≡ l − m mod
2(n − 1). Como 1 ≤ j, k ≤ n − 1 e 1 ≤ m, l ≤ n − 1 resulta

j−k = l−m. Colocando s = k−j = l−m, se αj,k = αl,m. ωk−1
1−ωj = ωm−1

1−ωl .

Reescrevendo com k = j − s e m = l − s, ωj−s−1
1−ωj = ωl−s−1

1−ωl , então

(ωj−s − 1)(1− ωl) = (ωl−s − 1)(1− ωj),
ωj−s + ωl = ωl−s + ωj

tem-se
(1− ωs)(ωl − ωj) = 0.

Mas, isto ocorre se, e somente se, j = l. Analogamente k = m.

2.6 A geometria da curva dual F̌n

Considere F̌n : F̌ (U, V,W ) = 0 a curva dual de Fn ou a sua equação
afim f̌(u, v) = 0, com u = U

W
e v = V

W
. Como Fn é um polinômio que

é simétrico pela ação de Zn,n, segue que F̌ (U, V,W ) é um polinômio
simétrico de grau n(n − 1) pela ação de Zn,n (lembremos que Zn,n =
Zn × Zn).
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Em particular podemos escrever f̌(u, v) = h(un, vn) para algum
polinômio simétrico h(u, v) de grau n− 1.

Pelo que já sabemos da geometria da curva de Fermat Fn, podemos
enunciar a seguinte proposição:

Proposição 2.4. A dual F̌n da curva de Fermat possui 3n singulari-
dades do tipo Bn,n−1 e 1

2
n2(n − 2)(n − 3) nós (provenientes das retas

bi-tangentes de Fn).

Em cada eixo coordenado U = 0, V = 0 e W = 0 há exatamente
n singularidades do tipo Bn,n−1. A reta tangente em P1,j é definida
por Y = ξjZ e sua imagem pela aplicação de Gauss é uma singula-
ridade do tipo Bn,n−1 em (U : V : W ) = (0 : 1 : −ξj). Para con-
seguirmos mais informações sobre a singularidade Bn,n−1 vamos con-
siderar a parametrização de (Fn, P1,j) dada por

X(t) = t

Y (t) = ξj(1 + tn)
1
n

Z(t) = 1,

onde (1 + tn)
1
n é a escolha do ramo que leva t = 0 em 1. Pela fórmula

binomial temos que

(1 + tn)
1
n = 1 +

(
1

n

)
tn + (termos de graus mais altos).

Assim, por (2.8), F̌n tem uma parametrização em (U, V,W ) = (0, 1,−ξj)
dada por U(t) = ξj(t

n−1 + (termos de graus mais altos ))
V (t) = −1
W (t) = ξj(1− n−1

n
tn + (termos de graus mais altos)).

Agora, usando as coordenadas (u, vj), u = U
W

, v = V
W

e vj = v + ξ−1
j ,

as três igualdades acima fornecem a equação local de F̌n dada por

f̌(u, vj − ξj−1) = cjvj
n−1 + un + (termos de graus mais altos altos),

onde cj 6= 0. Assim ela tem uma singularidade do tipo Bn,n−1 cujo cone
tangente em P̌1,j é definido por V + ξj

−1W = 0.
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2.7 Construção de curvas nodais maximais

Uma curva D de grau d é chamada nodal maximal se ela é uma
curva racional irredut́ıvel cujas singularidades são somente nós. Ela é
maximal no sentido que uma curva de grau d tendo mais singularidades
deverá necessariamente ser redut́ıvel. Então, como

g = g(D) =
(d− 1)(d− 2)

2
−

∑
P∈Sing(D)

δ(P )

e a contribuição δ(P ) de cada nó é exatamente 1, D precisa ter (d−1)(d−2)
2

nós.
Vamos dar uma construção expĺıcita de uma tal curva nodal maxi-

mal utilizando a curva de Fermat.
Seja F̌ (U, V,W ) o polinômio homogêneo nas indeterminadas U, V

e W que define F̌n. O Teorema 2.1 garante que existe um polinômio
homogêneo H = H(U, V,W ) de grau n− 1 tal que

F̌ (U, V,W ) = H(Un, V n,W n).

Considere a curva de grau n− 1 definida por H(U, V,W ) = 0. Vamos
denotá-la por Dn−1.

Proposição 2.5. Dn−1 é uma curva plana nodal maximal de grau n−1.

Demonstração: A racionalidade de Dn−1 segue do Teorema 2.2 e
da racionalidade da reta l : x+y+1 = 0. Portanto, para concluir que ela
é nodal máximal basta mostrar que ela possui uma quantidade certa
de singularidades do tipo nó duplo. Observe que a curva F̌n possui
1
2
n2(n− 2)(n− 3) nós fora da união dos três eixos coordenados. Além

disso, os tres eixos coordenados são invariantes pela ação induzida por
Zn × Zn descrita na secção 2.2 O recobrimento

π̌n,n : P2 −→ P2

(U : V : W ) 7→ (Un : V n : W n)

considerado na secção 2.2 é n2 ramificado. Os n2(n−2)(n−3)
2

nós duplos

de F̌n se transformam em (n−2)(n−3)
2

nós duplos em Dn−1. Admitindo
que o grau de Dn−1 é n − 1, esta é a quantidade certa de nós duplos
para que Dn−1 seja uma curva nodal maximal.
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Falta agora computar o grau de Dn−1. Na verdade vamos com-
preender melhor a geometria de Dn−1. Primeiramente, ela deve ser
racional. Então, é posśıvel encontrar uma parametrização global para
ela? Vamos ver que sim.

Seguindo a notação do Teorema 2.2, se l : g(x, y) = x + y + 1 = 0
então gx = 1 e gy = 1. Usando a fórmula 2.5 com m = s = n temos,

φn,n(x, y) =
(

nnxn−11n

(−nx1−ny1)n
, nnyn−11n

(−nx1−ny1)n

)
=

(
nn

nn
(−1)n xn−1

(x+y)n
, n

n

nn
(−1)n yn−1

(x+y)n

)
=

(
(−1)nxn−1

(x+y)n
, (−1)nyn−1

(x+y)n

)
.

Em coordenadas homogêneas podemos escrever:

φn,n(X, Y, Z) = (Xn−1Z : Y n−1Z : (−1)n(X + Y )n).

Uma parametrização canônica para a reta g(x, y) = x+ y+ 1 = 0 pode
ser

g :

{
x(t) = t
y(t) = −1− t.

Substituindo na expressão de φn,n(x, y) acima, obtemos

φn,n(x, y) =
(

(−1)ntn−1

(t−1−t)n ,
(−1)n(−1−t)n−1

(t−1−t)n

)
=

(
(−1)n

(−1)n
tn−1, (−1)n

(−1)n
(−1− t)n−1

)
= (tn−1, (−1− t)n−1) := (u(t), v(t)).

Portanto, uma parametrização expĺıcita para Dn−1 pode ser dada por

Dn−1 :

{
u(t) = tn−1

v(t) = (−1− t)n−1.

Lema 2.4. O grau de Dn−1 é igual a n− 1

Demonstração: É fácil calcular, a partir da parametrização, o
grau de Dn−1, a saber, basta calcular o grau de uma expressão
a(tn−1) + b(−1 − t)n−1 + c, com a, b, c ∈ C genéricos. Naturalmente
obtemos que o grau de Dn−1 é n− 1.
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Pontos de inflexão de Dn−1

Para estudar os pontos de inflexão de Dn−1 utilizamos o critério
2.10. Primeiramente observe que P = P (0) = (0, (−1)n−1) é de fato
um ponto injetivo, pois como u(t) = tn−1, n ∈ N, temos que u(t) = 0
se, e somente se, t = 0. Ora, é fácil ver por indução que

φ(j)(0) = 0, j ≤ n− 2 e φ(n−1)(0) = (n− 1)!(−1)n−1 6= 0.

Logo, pelo critério, P = (0, (−1)n−1) (ou, em coordenadas homogêneas,
(0 : (−1)n−1 : 1)) é um ponto de inflexão de Dn−1 com ordem de
inflexão n − 1. De maneira análoga podemos ver que ((−1)n : 0 : 1) e
(1 : (−1)n : 0) são pontos de inflexão de Dn−1 com ordem de inflexão
n − 1. Observe que o ponto de inflexão (1 : (−1)n : 0) pode ser visto
como a imagem de limt7→∞(x(t), y(t), 1).

Dn−1 não tem outros pontos de inflexão. Isto poderia ser visto
utilizando novamente o critério 2.10, mas vamos fazer um outro argu-
mento.

Considere a equação H = H(U, V,W ) = Hess(H) = 0. A con-
tribuição de cada nó para a multiplicidade de intersecção de Dn−1 com
H é 6 e a contribuição dos pontos de inflexão do tipo Bn−1,1 é n−3 (Veja
[7]). Levando apenas essas informações para a fórmula (página 36) que
nos fornece a quantidade de pontos de inflexao mais a quantidade de
nós (contadas as multiplicidades) obtemos:

3 · (n− 3) + 6 · (n− 2)(n− 3)

2
= 3(n− 1)(n− 3),

que já nos fornece uma igualdade. Assim, se Dn−1 tivesse outros pon-
tos de inflexão, eles iriam contribuir positivamente no lado esquerdo
da fórmula acima acarretando uma desigualdade, e isto seria uma con-
tradição com a fórmula.

Assim provamos o teorema seguinte:

Teorema 2.3. : A curva plana Dn−1 parametrizada por{
u(t) = tn−1

v(t) = (−1− t)n−1,

é uma curva nodal máximal de grau n − 1. Além disso, Dn−1 possui
exatamente três pontos de inflexão, com ordem de inflexão n − 1, a
saber,

(0 : (−1)n−1 : 1), ((−1)n : 0 : 1) e (1 : (−1)n : 0),
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e exatamente (n−2)(n−3)
2

pontos singulares, todos do tipo nó.

Exemplo 2.2. Considere n = 3.

D2 : u(t) = t2, v(t) = (−1− t)2 tem τ =
(3− 2)(3− 3)

2
= 0 nós.

Neste caso vemos então que a curva racional é não singular (não
possui nós).

Exemplo 2.3. Considere n = 4.

D3 : u(t) = t3, v(t) = (−1− t)3 tem τ =
(4− 2)(4− 3)

2
= 1 nó.

Neste caso D3 é uma cúbica com um nó. Naturalmente esta cúbica
é projetivamente equivalente à curva α. Vamos verificar isto explicita-
mente. Faça: v+u+ 1 = −(1 + t)3 + t3 + 1 = −3t(t+ 1). Então temos,
(1 + u+ v)3 = −27t3(1 + t)3 = 27uv, e portanto a curva transformada
é dada pela equação:

f(u, v) = (−v − u− 1)3 − 27uv = 0.

Vamos determinar suas singularidades:

fu = 3(1 + u+ v)2 − 27v = 0 fv = 3(1 + u+ v)2 − 27u = 0

Obtemos então u = v. Dáı vem que 4u2 − 5u− 1 = 0, cujas ráızes são
u = 1 e 1

4
. Vemos facilmente que que o ponto

(
1
4
, 1

4

)
não está na curva.

Assim, necessariamente, u = v = 1, uma vez que (1, 1) está na curva.
Voltando à parametrização, a primeira equação nos fornece u = 1 = t3.
Isto é,

t1 = 1, t2 =
−1

2
+

√
3i

2
e t3 =

−1

2
+

√
3i

2
.

A segunda equação nos fornece v = 1 = −(1 + t)3. Então t deve
satisfazer a equação t3 + 3t2 + 3t+ 2 = 0. Mas apenas t2 e t3 são ráızes
dessa equação. Assim, t2 e t3 (na parametrização) nos fornecem o nó
(u, v) = (1, 1). Fazendo sucessivamente as mudanças:

u′ = u− 1, v′ = v− 1; u” = u′+ v′, v” = u′− v′, U = u”, V = −iv”,

obtemos a equação 4U3 + 9U2− 27V 2 = 0 que é uma equação da curva
α.
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2.8 Questões em aberto

Conclúımos a nossa dissertação expondo duas questões em aberto.
Para isto consideremos, para cada m ∈ N, a operação seguinte. Para
uma curva C = {h(u, v) = 0} dada em IP2, tomamos a sua dual Č,
voltamos para π−1

m,m(C) e então tomamos novamente a curva dual e
baixamos por π̌m,m. Vamos denotar a curva obtida por Tm(C). Note
que T1 é simplesmente a identidade.

Teorema 2.4. Sejam m,n ∈ N, m,n ≥ 2. Então vale a iqualdade
Tm(Dn−1) = Dn+m−2. Assim {Dj, j = 2, ...,∞} é uma sequência de
curvas nodais maximais que é estável por Tm.

Demonstração: Primeiramente Ďn−1 tem a parametrização

Ďn−1 : x(t) = t2−n, y(t) = (−1− t)2−n

e o seu retorno por πm,m é parametrizado por

x(t) = t
2−n
m , y(t) = (−1− t)

2−n
m .

Esta parametrização é multivaluada pois o retorno não é racional. A
parametrização da curva dual é dada por

u(t) = t · t
n−2
m , v(t) = (−1− t) · (−1− t)

n−2
m

e assim, baixando pela πm,m, sua parametrização é

u(t) = tn+m−2, v(t) = (−1− t)n+m−2,

que é a parametrização de Dn+m−2.

As questões em aberto:

Podemos utilizar as mesmas técnicas que usamos para as curvas de
Fermat para estudar a geometria das curvas de Brieskorn que são dadas
por equações afins da forma

Fn,m : f(x, y) = xn + ym + 1 = 0,

onde n > m ≥ 2, MDC(n,m) = 1.
A questão proposta por M. Oka em [6] é a seguinte conjectura:
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Conjectura I das Bi-tangentes:

Se MDC(n,m) = 1 então a curva dual F̌n,m tem somente singulari-
dades do tipo nós e cúspides fora dos eixos coordenados U · V ·W = 0
.

Esta conjectura foi verificada, utilizando o software Maple, para
n ≤ 20. M. Oka [6] provou resultados análogos aos obtidos para a curva
de Fermat para as curvas de Brieskorn dependentes desta conjectura.
Ele encontrou uma fórmula para o número de nós:

# nós (F̌n,m) =
1

2
nm(nm− n−m− 1),

e uma fórmula para o número de cúspides:

# cúspides = nm.

Oka toma a curva

Dn,m : u(t) = nntn−1

((m−n)t+m)n
, v(t) = mm(−1−t)m−1

((m−n)t+m)m
,

e define a curva

Dn,m,r : u(t) = nntn+r−2

((m−n)t+m)n
, v(t) = mm(−1−t)m+r−2

((m−n)t+m)m
.

e propõe a conjectura:

Conjectura II das Bi-tangentes:

As posśıveis singularidades em Dn,m,r∩{U ·V ·W 6= 0} são cúspides
(r 6= 2) e nós.

Ele calcula o número de nós de Dn,m,r:
Se r ≥ 2 então

# nós(Dn,m,r) =

= 1
2
(n+ r − 3)(n+ r − 4)− 1

2
(n− 1)(n−m− 1)− 1 + δr,2.

Se r = 1 então

# nós(Dn,m,r) = 1
2
(nm− n−m− 1),

onde δi,j =

{
1 se i = j
0 se i 6= j

.
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[7] J. J. RISLER, L’idéal Jacobien d’une Courbe Plane, Bull. Soc.
Math. France, 99 Tata Inst. Fund. Res. (1966).

[8] R. THOM, L’équivalence d’une fonction différentiable et d’un poly-
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