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Resumo

Estudamos curvas projetivas nodais racionais no plano projetivo
P%(C) através das curvas de Fermat F,, : X" +Y"+Z" = 0. Utilizamos
a teoria de curvas duais e um tipo especial de acao do grupo Z™ x Z"
sobre a curva de Fermat e sua dual para construir, para cada n > 3,
uma curva plana nodal racional de grau n — 1. Uma curva plana nodal
racional é uma curva projetiva plana racional (isto é, de género zero)
que possui apenas singularidades do tipo né. A referéncia basica é
o trabalho de Matsuo OKA ” On Fermat Curves and Mazimal Nodal
Curves” publicado em 2005 no periédico Michigan Math. Journal, v.53.



abstract

We study the rational projective nodal plane curves in the projective
plane P?(C) by using the Fermat curve F,, : X"+Y"+2Z" = 0. We deal
with the theory of dual curves in the projective plane and a special type
of group action of Z" xZ™ on the Fermat curve and its dual to construct,
for any positive integer n > 3, a rational nodal plane curve of degree
equal to n — 1. A rational nodal plane curve is a projective rational
plane curve (that is, a genus zero curve) that presents as singularities
only nodal points, that is, singularities of multiplicity two with distinct
tangents. The basic reference is the paper ”On Fermat Curves and
Mazimal Nodal Curves”by Matsuo OKA published in Michigan Math.
Journal, v.53. in 2005.



Introducao

O objetivo deste trabalho é estudar curvas algébricas projetivas
planas nodais racionais no plano projetivo P?(C) através das curvas de
Fermat F, : X" 4+ Y™ + Z" = 0, utilizando a teoria de curvas duais e
um tipo especial de agao do grupo Z" x Z" sobre a curva de Fermat e
sua dual.

H&4 uma analogia entre curvas algébricas planas projetivas nodais
maximais e a seguinte propriedade de uma fungao polinomial real: Seja
y = f(x) uma funcao polinomial real, com coeficiente lider positivo, que
possui n raizes reais distintas. Entao esta funcao possui exatamente
[("—;1)] pontos de méximo e (n—1) — [("2;1)] pontos de minimo (onde [z]
denota a parte inteira de x). O matematico francés René Thom estudou
em [8] o espaco das fungbes polinomiais reais e mostrou que qualquer
funcao polinomial real pode ser deformada numa funcao polinomial
especial que tem essa propriedade.

Para contextulizar o problema sobre as curvas racionais nodais
comecamos com um capitulo preliminar sobre curvas algébricas pro-
jetivas planas com foco no calculo do seu género. Para fixar notacoes
e tornar o trabalho o mais auto suficiente possivel apresentamos con-
ceitos bastante elementares de curvas algébricas planas.

Definimos o plano projetivo, curvas algébricas planas, o plano dual
e curvas duais. Também definimos conjuntos algébricos no espaco afim
n-dimensional para introduzir o contexto das aplica¢oes racionais entre
variedades algébricas, em especial, curvas. Observamos que o grau de
uma curva nao é invariante por aplicagoes birracionais. Definimos o
género de uma curva e observamos que ele ¢ invariante por aplicagoes
birracionais. Apresentamos a férmula de M. Noether para o género de
uma curva C":

g:(n—l)(n—Z)_ Z 5(P)

2 ;
PeSing(C)

onde n = grau da curva C' e Sing(C') é o conjunto dos pontos singulares
de C.

Precisamos compreender a contribuigao §(P) desta férmula. Para
isto estudamos a multiplicidade de interseccao de duas curvas. Defi-



nimos a multiplicidade de um ponto de uma curva algébrica plana.
Os pontos singulares da curva sao os pontos da curva que apresentam
multiplicidade maior do que um. Isto pode ser caracterizado geome-
tricamente pela propriedade: um ponto P de uma curva C é singular
se toda reta que passa por P tem multiplicidade de interseccao com C'
em P maior do que um.

Sabemos que as curvas racionais sao as curvas de género zero e que
uma singularidade P do tipo né contribue na férmula do género com
0p = 1. Entao, para termos uma curva racional de grau n cujas tnicas
singularidades sao noés, devemos ter:

(n— 1)(71—2)‘
2

numero de nés =

Note que para curvas de grau n este ¢ o nimero maximo possivel de
nos. Se o género for diferente de zero a curva tem que possuir uma
quantidade menor de nés. Estas curvas racionais acima sao chamadas
curvas nodais mazimais. O objetivo desse trabalho ¢ construir uma
familia infinita destas curvas de todos os graus maiores ou iguais a 2.

A estratégia para obter tais curvas é utilizar a aplicagao de Gauss.
Dada uma curva C, a aplicacao de Gauss mapeia C' sobre a sua dual
C. As retas tangentes a C' sdo transformadas em pontos em C'.

A idéia central do trabalho é a seguinte. Partimos da curva de
Fermat F, : 2" + 4" + 1 = 0 de grau n, tomamos a sua dual F, e
associamos entao a esta dual uma curva nodal maximal D, _; de grau
dn—l =n-—1 2 2.

Outra ferramenta fundamental para a obtencao da curva nodal ma-
ximal é a consideragao de uma agao do grupo Z,, s = Z,, x Zs, para
m,s € N no plano projetivo P2 que, no caso de m = s = n deixa a
curva de Fermat F,, e a sua dual F,, invariantes.

As retas bitangentes e multitangentes sao ingredientes fundamentais
para o entendimento geométrico da passagem da curva de Fermat para
a sua dual. Uma reta é chamada de bitangente ou multitangente se ela
for tangente em dois ou mais pontos respectivamente. As retas bitan-
gentes a pontos nao singulares de uma curva se transformam em uma
singularidade nodal na sua dual pela aplicacao de Gauss e uma reta
multitangente (a pontos nao singulares de uma curva) se transforma em
uma singularidade ordinéria da sua dual. Na nossa construcao da curva
nodal maximal partiremos da curva de Fermat F, : 2" +4y"+1=0¢



estudaremos as suas retas bitangentes que fornecerao as singularidades
nodais da curva dual.

Finalmente, os pontos de inflexao também sao objetos geométricos
importantes. Um ponto nao singular P € C é chamado um ponto
de inflexao, de ordem de inflexao k > 3, se a reta tangente em P a
C' intersecta C' em P com multiplicidade de intersecgao k. As curvas
nodais maximais D,_; que construiremos terao 3 pontos de inflexao
com ordem de inflexdo n — 1 (exatamente igual ao grau da curva nodal
maximal D,,_1).
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Capitulo 1

Preliminares

Neste Capitulo vamos apresentar os conceitos e resultados sobre cur-
vas algébricas projetivas planas que serao utilizadas nesta dissertacao.
As referéncias bdsicas sao os textos [1], [2] e [9] .

1.1 Curvas afins e curvas projetivas

Sejam k um corpo e V um espaco vetorial sobre k. O Espaco Pro-
jetivo P*"(V') associado a V' é o conjunto dos subespagos unidimensio-
nais de V. Em particular se V' = k"1 escreveremos P} = P"(k), ou
simplesmente P". Quando n = 1 e k = C, temos a Reta Projetiva
Compleza, P*(C). Naturalmente o espago projetivo é obtido definindo-
se a relagdo de equivaléncia em V — {0} que identifica dois vetores
se um deles é multiplo escalar nao nulo do outro. No caso em que
V = k"™ vamos denotar a classe de equivaléncia de um elemento nao
nulo (ag,as,...,a,) por (ag: ay : ... : a,) e dizemos que estas sao as
coordenadas homogéneas de P"(k). Assim, no caso em que n = 1 e
k = C temos,

(a:b) ={ (x,y) € C*"; (z,y) = t(a,b), t € C*}.

No caso em que n = 2 e k = C, temos P? que chamamos de Plano
Projetivo Complexo. No caso em que V = k"' podemos ver k", que
nesse caso chamamos de espaco afim n-dimensional e o denotamos por
A" = A™(k), imerso em P"(k) da seguinte forma

o:A"(k) — P (k)

(a1,...,a,) — (a;:...:a,:1)
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O subconjunto H = {(ay : ... : a, : 0) € P"} é o hiperplano dos pontos
infinitos de P". No caso de P? usaremos a reta Lo, = {(z : y : 0) € P?}
para denotar a reta dos pontos do infinito e A2 = {(z:y : 1) | 2,y € k}
como sendo o plano afim ou o conjunto dos pontos finitos do plano
projetivo P2.

Estaremos particularmente interessados em estudar curvas algébricas
projetivas em P? que passamos a descrever.

Sejam f,g € C[X,Y] polindmios em duas indeterminadas X e
Y sobre C. E facil demonstrar (veja por exemplo [9], pag. 9) que
f(X,)Y)=0e g(X,Y) =0 tém as mesmas solugoes em C? se, e so-
mente se, os fatores irredutiveis de f e g s@o os mesmos. Assim, dois
polinomios, sem fatores irredutiveis multiplos, definem o mesmo con-
junto de zeros em C? se, e somente se, eles diferem por um multiplo
constante nao nulo. Assim, podemos fazer a seguinte definicao:

Definicao 1.1. Uma curva algébrica plana afim ou, abreviada-
mente, curva € uma classe de equivaléncia de polinomios nao cons-
tantes, que identifica dois polinomios se um deles é maultiplo constante
nao nulo do outro.

A equacdo da curva é qualquer um dos polinomios da classe de
equivaléncia que a define. O grau da curva é o grau de qualquer
polindmio que a define. As curvas de grau 1,2,3 e 4 sao chamadas
respectivamente de retas, conicas, cubicas e qudrticas. Uma curva é ir-
redutivel se ela admite uma equagao dada por um polinomio irredutivel.
As componentes irredutiveis de uma curva sao as curvas definidas pe-
los fatores irredutiveis do polindmio que a define. Seja C' uma curva
definida por f. Um ponto P = (a,b) € C' é um ponto simples ou ponto
nao singular ou ponto reqular de C' se vale

df df
d—X(a,b) #0 ou d—y(a, b) # 0.

Um ponto de C' que nao é ponto simples é dito ser um ponto singular
ou uma singularidade. Assim, P = (a,b) € C? é um ponto singular de
C se, e somente se,

_df
dX

_ 4

f(a,b) (a,b) = dy(a,b) =0.
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Se P = (a,b) € C' é um ponto regular, a reta tangente a C' em P é

a reta definida pela equacao:
d, d,
Tp : d—f((P)(X —a)+ d—}f/(P)(Y —b) =0.

Seja f = fo+ fi + -+ + fqg um polinomio de grau d nas duas
indeterminadas X e Y escrito como soma de componentes homogéneas,
isto é, cada f; é um polinomio homogéneo de grau i, com f; # 0.
Considere a homogeneiza¢ao de f, a saber, o polinomio homogeéneo de
grau d nas indeterminadas X,Y e Z obtido a partir de f da seguinte
forma:

f*(X7 Y7 Z) = fOZd + fl(Xa Y)Zdil +oe A+ fd(X7 Y)
Isto é,
XY
XY, 2)=2% (5,5 ).
Pz =2 (G.)

O subconjunto {(z : y : 2) | f*(x,y, z) = 0} de P? claramente contém o
conjunto de zeros de f em C? quando olhamos C? contido em P? pela
imersao (z,y) — (z:y:1). Além disso, os pontos de P? que estao no
conjunto de zeros de f* e que nao estao no conjunto de zeros de f sao

exatamente os pontos infinitos de P? que sao zeros de f*. Isto motiva
a definicao de curva projetiva da seguinte forma:

Definicao 1.2. Uma curva plana projetiva é uma classe de equiva-
léncia de polinomios homogéneos nao constantes, em trés indetermi-
nadas, que identifica dois polinomios quando um é maltiplo constante
do outro.

Os conceitos introduzidos para curvas afins sao estendidos de forma
natural para as curvas projetivas.

Um ponto de C' que nao é ponto simples é dito ser um ponto singular
ou uma singularidade. Assim, P = (a : b: c) € P* é um ponto singular
de C se, e somente se,

dF dF dF
F(a,b,c) = K(mb, c) = —(a,b,c) = ﬁ(a, b,c) =0
E fécil ver que P = (a : b : ¢) € P? é um ponto singular de C se, e
somente se,

F F F
d_(aa b7 C) = d_(a7b7 C) = Z_Z(aa b7 C) =0.
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Se P=(a:b:c) € C éum ponto regular, a reta tangente a C' em P é
a reta (projetiva) definida pela equagcao:

dF dF dF
Tp: X o (P)+Y —(P) + Z—(P) = 0.

1.2 Plano dual e curvas duais

A geometria projetiva possui uma propriedade muito especial que é
a dualidade. Nesta seccao vamos explicar, no contexto do plano proje-
tivo, como funciona este processo. Geometricamente, os elementos do
plano projetivo dual sao as retas do plano projetivo ordinario. Vamos
precisar deste conceito para poder estudar a aplicacao de Gauss. Dada
uma reta L em P?, podemos descrevé-la por uma equacao, a saber,
L:ax+ By+~vz=0,onde a# 0ouf=#0ou+y#0. Assim, a cada
equagao {ax + [y + vz = 0} fica identificado, a menos de multiplo nao
nulo, de forma natural a trinca (a, 3,7) que portanto determina um
ponto de P2. O plano projetivo dual é portanto,

P?2={(a:8:7)|az+ By +yz =0}
H4 uma aplicacdo natural entre P? e P2 dado por

Q: P? — P2
(a:b:c) — L:iar+by+cz=0

Se k tem caracteristica zero esta aplicagao é um isomorfismo proje-
tivo.

Considere uma curva algébrica projetiva plana C' definida por uma
equacao homogénea F' = 0 e P € C' um ponto regular. Vemos que a
reta tangente em P

Tp : Fx(P)X + Fy(P)Y + Fz(P)Z =0

pode ser vista como um ponto no plano projetivo dual. Assim temos,
de maneira natural, uma aplicacao definida na parte regular de C', que
denotamos por Reg(C):

Ge: Reg(C) — P2
P (Fx(P):Fy(P): Fz(P))

14



O fecho de G¢(RegC) em P? (na topologia de Zariski) é chamada
de curva dual de C. E possivel demonstrar que de fato o fecho de
Gc(RegC) é uma curva algébrica projetiva em P2.

1.3 Aplicacoes regulares e aplicagoes racionais

Os fatos béasicos sobre variedades algébricas afins podem ser encon-
trados em [1].

Seja V' uma variedade afim em A} e I(V) o seu ideal (primo). O
_ k[X}&.‘;)Xn]
um anel de fung¢oes com dominio V' e contradominio k. De fato, defina
uma fung¢ao polinomial em V como sendo uma funcao ¢ : V' — k tal
que existe um polinomio G € k[ X, ..., X,] satisfazendo ¢(P) = G(P)
para todo P € V. Assim, se dois polinomios G, H € k[Xq,...,X,]
sao tais que ¢(P) = G(P) e ¢(P) = H(P) para todo P € V entao
G(P)— H(P) =0 paratodo P € V e, portanto G — H € I(V). Assim,
em k[V], G = H. Desta forma, o anel das funcdes polinomiais em V ¢
isomorfo a k[V].

Sejam V' C A" e W C A™ conjuntos algébricos (em ambientes
possivelmente distintos). Uma aplicacao ¢ : V. — W é polinomial se
existem m polinémios Gy, ..., G, € k[ X1, ..., X,] tais que

anel quociente k[V] pode ser visto de maneira natural como

¢(P) = (G1(P),...,Gn(P)) paratodo PeV.

Neste caso dizemos também que ¢ é uma aplicacao reqular de V' em
W. Uma aplicagao regular ¢ : V' — W induz um homomorfismo de
anéis ¢* : k[W] — k[V] definido por ¢*(¢) = ¢ o ¢. Na verdade, todo
k—homomorfismo de k—algebra ¥ : k[WW] — k[V] é da forma ¥ = ¢*
para alguma aplicacao regular ¢ : V' — W. Assim, hd uma equivaléncia
entre a categoria de aplicacoes regulares de V em W e a categoria de
k—homomorfismos de k—algebras entre k[W] e k[V].

Seja V' uma variedade afim, entao k[V] é um dominio. O corpo de
fungioes de V' é o corpo de fragoes de k[V], e o denotamos por k(V),
isto é:

(V) = {% 1 g.h e k[V],h#O}.
Se ¢ = £ € k(V), entao em principio ¢ nao ¢ uma funcao, devido
aos zeros de h. No entanto ¢ é bem definida em P € V sempre que
h(P) # 0. Entao ¢ esta definida fora dos zeros de h que é um fechado
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de V. Logo o "dominio”de ¢ é um aberto de V. Fixado um ponto de
P € V, podemos olhar para o conjunto de todas estas ”funcoes” que
estao definidas em P. Isto nos leva a definicao do anel local de P em
V', a saber,

Ovp={p € k(V) | ¢ éregular em P}.

Naturalmente, temos que k[V] C Oyp C k(V) para qualquer P € V.
Na verdade, vale:
kV] =) Ovp.
PeV
Uma aplicacao ¢ : V. — A" é uma aplicagao racional se existem
funcgoes racionais ¢q, . .., @, tais que

$(P) = (¢1(P),....¢n(P)) paratodo P €[ dom(y).

Uma aplicacao racional ¢ : V — W entre duas variedades V' C A"
e W C A™ é uma aplicagao racional ¢ : V — A™ tal que a imagem
do dominio de ¢ esteja contido em W. Dizemos que uma aplicagao
racional ¢ : V. — W é bi-racional se existe uma aplicacao racional
Y. W — V tal que ¢p o) = Id e 1) o ¢ = Id nos devidos dominios de
definicao.

No nosso trabalho podemos ver uma funcao bi-racional entre duas
curvas algébricas do seguinte modo. Tome a curva C, e o conjunto D,
igual a C; menos um nimero finito de pontos de C. Tome a curva Cs
e o conjunto Dy igual a Cy menos um numero finito de pontos de Cs.
Entao uma funcao f : Cy — (5 é dita bi-racional se f : D1 — Dy
for bijetora.

Temos o seguinte fato sobre fungoes birracionais de curvas algébricas
planas:

Uma parametrizacao global de uma curva C € uma funcdao bi-
racional entre P1(C) e C.

Uma funcao bi-racional entre uma reta e C' é uma parametrizacao
de C.

1.4 O género de um curva

No estudo de variedades algébricas muitos objetos sao associados
a ela com o objetivo de obter classificacoes. Na exposicao feita acima
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por exemplo, foram definidos o anel das funcoes regulares, o corpo de
funcoes, o anel local associado a um ponto. No caso de curvas temos o
grau. Alguns objetos sao invariantes por determinados tipos de trans-
formacoes e outros nao. O grau de uma curva algébrica plana afim é in-
variante por transformacoes afins de coordenadas mas nao é invariante
por aplicacoes bi-racionais, uma vez que toda conica é bi-racionalmente
equivalente a uma reta. No entanto uma conica tem grau 2 e uma reta
tem grau 1. Nesta dissertagao estamos fundamentalmente interessa-
dos em estudar curvas que sao racionais, isto é, curvas que sao bi-
racionalmente equivalentes a uma reta. Assim os objetos de destaques
devem ser aqueles que sao invariantes por aplicagoes bi-racionais. Duas
variedades sao bi-racionalmente equivalentes se, e somente se, possuem
o mesmo corpo de fungoes racionais. Como Abel notou, o ntiimero de
diferenciais de primeira espécie (também chamadas de 1-formas regu-
lares) linearmente independentes sobre uma curva C' é mais importante
do que o grau, uma vez que é um invariante bi-racional. Este niimero é
chamado de género de C' e é denotado por g(C'). As curvas podem ser
classificadas em trés classes fundamentais, de acordo com o seu género.

1. g(C) =0 : curvas racionais.
2. g(C) =1 : curvas elipticas.
3. g(C) > 2 : demais curvas.

No estudo de corpos de fungoes algébricas em uma variavel (que sdo
corpos de fungdes de curvas) hé o teorema fundamental da teoria que é
o Teorema de Riemann-Roch. Esse teorema permite calcular o género
de uma curva por um caminho bastante arduo. Por outro lado, ha uma
formula do género dada por um teorema de M. Noether que permite
calcular o género a partir do grau da curva e de contribuicoes de suas
singularidades. Assim para o calculo efetivo, precisamos lancar mao
de processos locais de dessingularizacao da curva que normalmente se
utiliza explosoes do anel local. Podemos dizer que esses processos sao
bi-racionais, uma vez que nao ha mudanca no corpo de funcoes das
curvas envolvidas. Por exemplo, é possivel mostrar que toda curva
algébrica possui um modelo plano (com mesmo corpo de fungoes) que
tem como singularidades, no maximo pontos multiplos ordinarios. A
partir dai torna-se mais facil calcular a contribuicao das singularidades
(Veja [1]). A férmula de M. Néether nos diz que, para uma curva
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projetiva plana C' de grau d, o seu género é:

o(0)= TN 5 ip),

PeC

onde §(P) = 0 se P é um ponto regular da curva. Em particular, para
uma curva projetiva plana nao singular de grau d o seu género é

4(C) = (d 1)2(d 2).

Por exemplo, as retas (d =1) e as conicas irredutiveis (d =2) tém
género g = 0. As cubicas nao singulares tém género g = 1. Ja as
quarticas nao singulares tém geénero ¢ = 3. Nao existe curva plana
projetiva nao singular com género g = 2.

1.5 Multiplicidade de interseccao de duas curvas
em um ponto

Ha duas formas classicas de definir a multiplicidade de interseccao
de duas curvas projetivas num ponto qualquer do plano projetivo. A
primeira definicao é via a codimensao do ideal gerado pelas equagoes
das duas curvas no anel de polinomios localizado no ponto em estudo.
Essa é a abordagem usada por W. Fulton [1]. A segunda utiliza a resul-
tante dos dois polinomios. Nesta abordagem ha um trabalho cuidadoso
de escolher bem o sistema de coordenadas para perfazer os calculos.
Este é o caminho escolhido por I. Vainsencher [9] e Walker [10]. Estas
duas defini¢oes naturalmente satisfazem os axiomas que determinam
unicamente a multiplicidade de intersec¢ao de curvas planas projetivas,
que de fato, fornecem um algoritmo efetivo para a sua determinacao.
Listamos a seguir estes axiomas.

Dadas duas curvas algébricas planas projetivas F' = F(X,Y,Z) e
G = G(X,Y,Z) e um ponto P em P? a multiplicidade de intersecgao
de F com G em P, que denotaremos por [(F - G, P), satisfaz os sete
axiomas seguintes. Além disso, esses axiomas determinam I(F - G, P)
univocamente.

1. I(F-G,P)=1(G-F,P) e NU{oo}.
2. I(F-G,P)=0se, e somente se, P ¢ FNG.
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3. I(F - G,P) = > se, e somente se, P estd numa componente
comum de F' e G.

4. Se T : P2 —— P? é uma mudanca projetiva de coordenadas entdo,
I(F-G,P)=1(FT-GT,T(P)). Aqui FT e GT sdo as respectivas
equacoes das curvas transformadas por T

5. Se X, Y denotam os eixos coordenados afins (X -Y,(0:0:1)) =
1.

6. I(F-(G+ AF),P) = I(F - G,P) para todo A € K[X,Y,Z]
homogeéneo satisfazendo grau(A) = grau(G) - grau(F).

7. I(F - G1Gs, P) = I(F - Gy, P) + I(F - Go, P).

Dada uma curva plana projetiva C' com equacao F' e P um ponto
nao singular de ', vamos denotar a reta tangente a C' em P por Tp.
Neste caso, Tp é a tinica reta de P? que tem multiplicidade de inter-
secgao maior do que 1 com C' em P, isto é, I(F -Tp, P) > 2.

Se I(C - Tp, P) > 3, dizemos que P é um ponto de inflexio de C' e,
neste caso, dizemos que Tp é uma reta tangente inflexional.

Se I(C-Tp, P) = 3 dizemos que P é um ponto de inflexao ordindrio.

Observamos que um ponto de inflexao é um ponto nao singular.
Naturalmente se P € C' é um ponto singular de C' entao, para qualquer
reta L passando por P, temos que [(C'- L, P) > 2.

Sejam C' e D curvas planas projetivas e P € C'N D. Entao

I(C - D,P)>multp(C) - multp(D).

Vale a igualdade se, e somente se, as tangentes de C' em P forem todas
distintas das tangentes a D em P.

Observe que no Célculo Diferencial e Integral de Newton e Leibnitz
os pontos de inflexao de uma curva dada pelo grafico de uma funcao
sao aqueles pontos onde a segunda derivada muda de sinal. Geometri-
camente isto significa que a concavidade da curva muda. No contexto
da geometria algébrica, para curvas dadas por graficos de fungoes, os
pontos de inflexao sao pontos onde a segunda derivada se anula. Por
exemplo, P = (0,0) é um ponto de inflexdo de y = z* em ambos os
contextos, mas é ponto de inflexdo de y = x* apenas no contexto da
geometria algébrica.
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1.6 Singularidades de curvas projetivas planas

Um ponto P é ponto singular de uma curva projetiva plana C' se
sua multiplicidade é maior do que um. Isto pode ser caracterizado
em termos de multiplicidades de interseccao da curva com retas por
P, a saber, P é ponto singular de C' se, e somente se I(C' - L, P) >
2 para toda reta L que passa por P. No estudo da geometria da
curva C' o entendimento dos seus pontos singulares é crucial. A teoria
de classificacao de singularidades de curvas algébricas é um assunto
classico e extenso que apresenta questoes em aberto até hoje.

O estudo de uma singularidade P de uma variedade algébrica é
feito langcando mao do anel local em P e, mais exatamente falando, do
completamento desse anel local. Vamos descrever estes objetos suscin-
tamente. O anel local de uma variedade V' em P que ja definimos na
seccao 1.3 pode ser obtido algebricamente localizando o anel de coor-
denadas de V' (ou anel das fungoes regulares de V') no ideal das fungoes
que se anulam em P. Vamos nos restringir ao caso de curvas. Vamos
também supor que P = (0,0). Assim se f = f(X,Y) € k[X,Y] é
uma equagao (irredutivel) para a curva C, o seu anel de coordenadas

éT(0) = k[é’)y], onde (f) é o ideal gerado por f em k[X,Y]. O anel

local de C em P é

P(C)p = (’“[fj;)”)P ~{L1tgenal, o) #0},

onde estamos representando por x,y as respectivas classes de X,Y em
['(C),isto é, v =X+ fE[X,)Y]ey=Y + fE[X,Y].

Naturalmente, I'(C')p C k(z,y), onde k(z,y) é o corpo de fungoes
de C. O anel local de C' em P nao possui todas as propriedades que
precisamos para estudar a singularidade. Para isso precisamos passar
para o seu completamento, que neste caso é o anel das séries formais
em x e y sobre k. Vamos denotar esse completamento por Op. Assim

KX, Y]]
f)

Vamos descrever algumas das propriedades fundamentais do anel
E[[X,Y]] que serdao necessarios para compreender bem a singularidade
P. Paralelamente ao estudo das curvas algébricas através de equacoes
f(X,Y) € C[X,Y], as séries de poténcias em C[[X, Y]] definem, local-
mente, objetos geométricos que classicamente sao chamados de germes

Op = k[z,y]] =
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de curvas planas complexas. No caso de um corpo k qualquer, deno-
minaremos um tal "objeto geométrico” por curva algebrdide. Assim,
uma curva algebréide é uma classe de equivaléncia de elementos de
E[[X,Y]] definida pela relagao de equivaléncia que identifica dois ele-
mentos se eles diferem por um miultiplo inversivel, que é uma série com
termo constante nao nulo.

Usaremos a referéncia A. Hefez [2] para a fundamentagao e definigoes
dos objetos que usaremos na seqiiéncia dessa secao.

Exemplo 1.1. Seja C' a curva definida por
f(X,Y)=Y"+ X" e C[X,Y],
onde 2 <m <neMDC(m,n)=d> 1.

Olhando em C[[X, Y]], observamos que f se fatora da forma seguinte.
Escreva m = nd e n = Ad, onde M DC(n,\) =1e 0 <n < A. Entao,

d
Y™ 4 X" = () (XN =] (v —w X

1425 1425
wj:cos( —;jw)—l—isen( —ZZ‘YW)GC, i?=—1

ejed{0,1,...,d—1}.

Assim, C' tem d ramos em P = (0,0), todos topologicamente equi-
valentes a fy = Y7 — X* e com a mesma tangente Y. Para cada
j=0,1,2,...,d — 1 denote f; = Y7 —w;X*. Assim, o condutor do
semigrupo de valores associado a f; ¢

¢ = (n—1)(A—1).

Usando a caracterizagao axiomatica da multiplicidade de interseccao,
é facil ver que para cada j # [ tem-se,

|
—

.
Il
=)

onde

Portanto, temos que
-1
D DR D D ()}
j=0 0<j<l<d—1
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Isto é,

5 g (1= DO dld=1)

“MA.
2 2
Retornando para m e n, obtemos
1
5p:§[(m—1)(n—1)+d—l].

Lembrando que o nimero de Milnor é u(P) = 2§(P) —d+ 1, ja que
d é o nimero de ramos, obtemos

p(P) = (m—1)(n —1).

Compare este resultado com o nimero de Milnor para o caso de um
unico ramo!

Por outro lado, para nossos propdsitos nesta dissertagao, precisamos
compreender um tipo especial de singularidade, a saber, a singularidade
que a curva Bgm definida pelo polinomio

gn(X,Y)=X"-Y" 4+ h(X,Y)

apresenta em (0,0). Aqui estamos assumindo que h(X,Y") tenha forma
inicial com grau maior do que max{n,m}. Naturalmente podemos
supor que m < n.

Lema 1.1. Para cada m,n € N, 2 < m < n, a curva Bﬁ’m definida

acima € topologicamente equivalente a curva B, ,, que é definida por
g X, Y)=X"-Y™

Demonstracao: Caso 1: m = n.

Neste caso g5 (X,Y) = X"—=Y"+h(X,Y). Entao a forma de menor
grau de gn(X,Y) é X™ —Y™ que se fatora em um produto de n fatores
lineares distintos, a saber,

n—1
xX"—y" =] (X -w'Y),

=0

onde w é uma raiz n—ésima primitiva de 1. Assim, pelo Lema de Hensel
(Veja Hefez [2]), gn(X,Y) se fatora em n fatores distintos de ordem
1 no anel k[[X,Y]]. Logo B}, tem uma singularidade ordindria em
(0,0), o mesmo ocorrendo com B,, ,. Portanto elas sdo topologicamente
equivalentes.
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Caso 2: m <n e MDC(m,n) = 1.

Neste caso, observando a sequéncia de explosoes de g,(X,Y) e a
sequencia de explosoes de X™ — Y™, vemos que as sequéncias de mul-
tiplicidades delas coincidem. Portanto elas sao topologicamente equi-
valentes. Observe que, em particular Bﬁjm possui um Unico ramo em
(0,0), uma vez que X™ — Y™ possui um tnico ramo em (0, 0).

Caso 3: m <ne MDC(m,n) =d > 1.

Neste caso, podemos considerar, de maneira andloga ao caso 2, a
sequencia de explosoes de ambas as curvas. Vemos que ambas pos-
suem a mesma arvore de explosoes. Portanto elas sao topologicamente
equivalentes. Para descrever mais explicitamente a classe de equissin-
gularidade delas, vamos observar a fatoracao de X™ — Y™. Escreva
n= A em = pud, com MDC(\ p) = 1. Entdo X" — Y™ se fatora da

seguinte forma:
d—1

Xr—yr =T (- gvm),

Jj=0

com &£ uma raiz d—ésima primitiva de 1. Os fatores X* — &Y* sao
irredutiveis em k[[X,Y]]. Assim a singularidade B, ,, possui d ramos.
Eles possuem uma mesma tangente, mas a multiplicidade de interseccao
entre dois quaisquer deles, distintos entre si, é igual a Au. Entao a
classe de equissingularidade da singularidade B, ,, fica perfeitamente
determinada.
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Capitulo 2

Curvas nodais maximais

2.1 A aplicacao de Gauss e as curvas duais

Considere uma curva plana projetiva irredutivel C' de grau n definida
por F(X,Y,Z) = 0. Vamos denotar por f(z,y) = 0 a equacao afim de
C. Podemos pensar que x = % ey = % Assim,

Y
F(X,Y,Z)=2"f( '

NS

)=2Z"f(z,y).

Num ponto néo singular P = (a : b: ¢) € C a reta tangente é definida
por

Fx(P)X + Fy(P)Y + Fz(P)Z =0,

onde Fx, Fy, F; sao as derivadas parciais em relacao as variaveis cor-
respondentes.

O plano projetivo dual de P? é construido da forma seguinte.

Seja L : aX +bY +¢Z = 0 em P2 A terna (a: b: c) é de-
terminada por L a menos de multiplo constante nao nulo. Assim, a
correspondéncia

{retas de P?} — P2
L — (a:b:c)

¢ uma bijecao. Se P € P?, entao seja P* a reta correspondente. Se L
¢ uma reta de P2, denote por L* o ponto correspondente no dual de
P2. Entao P** = P e L** = L. Além disso, P € L se, e somente se,
L* € P*. O conjunto das retas de P? é chamado de plano dual de P? e
é denotado por P2.
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Vamos utilizar as coordenadas (homogéneas) duais U, V, W para o
plano dual P2, e vamos considerar W # 0 o seu plano afim que vai
ser, portanto, considerado com coordenadas afins u,v onde, podemos

U ey V
pensar u = 3; € v = 3.

A aplicagdo de Gauss associada a curva C' é definida por

GFI C — ]13)2

Podemos também usar a notacao Gy no lugar de Gp quando tra-
balhamos no plano afim.
Vamos explicitar a expressao para G¢(P).
Observe que F(X,Y,Z) = Z"f(,%). Entao
Fx = fx- %
Fy = fy-3-Z"=2""f,
Fr = Z'ix X(-DZ74 fy V(-2 4 (5, %) -0z
= Zn_2[—fX X — fy . Y]
X
7

Observando que f( %) = 0, uma vez que P € C. Para coordenadas
afins fazemos Z = 1 e temos portanto

Gy(P) = (fo(P): fy(P) : =2 - fo(P) =y - fy(P)).

Assim, se P = (x,y) € C temos

Gr(P) = (folz,y) : fylz,y) s =2 fulw,y) —y - fy(z,y)).

A imagem de C' pela aplicagdo de Gauss é novamente uma curva pro-
jetiva plana, chamada curva dual de C, que denotaremos por C.

H& uma férmula classica que relaciona o grau n de C' com o grau n
de sua dual C' (Veja [4]):

i=nn—1)— Y  (u(P)+mp—1), (2.1)

PeSing(C)

onde Sing(C') é o lugar dos pontos singulares de C, u(P) é o nimero
de Milnor da singularidade P e mp é a multiplicidade de P em C.
Quando C' é nao singular, n = n(n — 1).
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2.2 A acao ciclica

Nesta se¢ao vamos fazer uma teoria geral de uma acao sobre certas
curvas planas projetivas complexas pelo grupo Z,, X Z,, onde m, s € N,
no entanto, na seqiiencia do trabalho precisaremos do caso especial em
que m = s = n onde n é o grau da curva de Fermat.

Como na se¢ao anterior, seja f(x,y) = 0 uma equacao afim da curva
C'. Suponhamos que exista um polinomio g(z,y) tal que f(z,y) =
g(x™, y*) para os nimeros naturais m, s > 2. Consideremos a agao em
P? do grupo Zy, s := Zy, X Z definida como segue. Para | € N, denote
por w; a l-ésima raiz da unidade

2 _ 2T (2x)
Wy 1= COS T + 28en T =e\ 1/,

e considere o conjunto {w; = wll, w?, e ,wll} que tem estrutura de grupo

. . . ’ l_ 1 /7
multiplicativo, sendo que w! = 1 é o seu elemento neutro e w; ’ é o

inverso de w/. Este grupo, que é um subgrupo multiplicativo de C*

gerado por w;, tem ordem [ e é naturalmente identificado com o grupo
ciclico Z; = %. A agao é entao definida por

v Lips X P2 — P2,
(Wi Wby | (X:Y:2)) — (Xwi :YwF:Z)

s

Lema 2.1. Se D : h(u,v) = 0 € invariante pela a¢ao V¥ entdo h é da
forma h(u,v) =37, hi ju"™v7°,

Demonstracao: Faremos por contrapositiva. Suponhamos que
h(u,v) = Z hi ju"™ 07 + hopu®v® comm faous fb.
2%

Entao temos,

h(uwm, vws) = 35, 5 hij(uwm)™ (0ws)7* 4 ha, b(uwnm ) (vw; )b =

= > higu™me? 4 Pap(Uw, ) (vws ).
Assim,
h(u, v) — h(uwp, vws) = ha 0" — g p(uw,)* (vws)? # 0,

logo h(uwp,, vws) # h(u,v) = 0 e, portanto D nao é invariante pela a
acao W.
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Teorema 2.1. Seja C : f(z,y) = 0 uma curva algébrica plana afim.
Suponha que exista um polinomio g(x,y) tal que f(z,y) = g(x™, y*).
Entio a curva dual C' € invariante pela acio U definida acima. Seque
que existe um polinémio h(u,v) € C[X,Y] tal que f(u,v) = h(u™,v®).

_ Demonstracao: Seja f (u,v) o polinomio que define a curva dual
C. Sejam também P = (z,y) € C e (w),,w*) € Z,, . Defina, de

S
maneira analoga, a agao de Z,, ; no plano dual:

U((wl ), (U VW) = (U, : Vb - ).
Lembremos que

Gy(P) = (fo(P) : [,(P) : —2fo(P) = yfy(p))

flz,y) = g(a™,y%),

fo(P) =ma™g,(P),  fy(P)=sy""'g,(P)

—z fo(P) — yfy(P) = —:L‘[mxm_lgx(P)] - y[sys_lgy(P)]

= —ma"g,(p) — sy®g,(P).

Mas,
G (W, i), (X 1Y 2 Z)) = (m(w) )" gx(P) :
L s(wWiy) gy (P) - —ma™ g.(P) — sy°g,(P)). (2.2)

Chamando de (a: b: ¢) a tltima expressdao acima e, como (w/,, w¥)
tem inverso (W™, w?~F) temos,
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s —ma™ g, (P) = sy°gy(P)). (2.3)

Sabendo-se que

Jjym—1 _ mj—j _  gm, —j _ - — ,,,m=J
(wm) - wm - wm wm - 1wm - wm
(§]
kxs—1 _  ks—k __ ks, —k __ -k _  s—k
(ws) - ws - u)s ws - 1ws - ws )

a equacao 2.3 torna-se,

T((wn ™ wi™) (@ b)) = (m(wh2)" ga(P) :

m

L s(why) g, (P) - —ma™ g, (P) — sy°g,(P)). (2.4)

Observe que 2.4 coincide com 2.2 logo,

Gf(\ll(wzmw?)’ (X (Y Z)) = \P(wmij’wzith(P)) =

= (w7 Wk (a:b:e)).
Explicamos a expressao

qj((wm_j7wi_k)>Gf(P)) = Gf(qj(w%wwf)a (X (Y Z)) :

m

ao aplicarmos ¥ com (w7, ws*) € Z,, s e G4(P) um ponto da curva
dual do lado esquerdo obtemos um outro ponto de G¢(Q), a saber:
Q= V((wl W), (X : Y : Z)) do lado direito, ou seja outro ponto da
curva dual. Assim a curva dual é invariante pela acao de U. =

Note que h(u,v) ndo é o polindmio definido pela curva dual de
g(x,y) = 0 em geral. Entretanto, temos o seguinte resultado funda-

mental.
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Fixados m, s € N como acima definimos as aplicagoes
7rm,5:IP’2 — P? ¢ ﬁm7S:IP)2:—> P?

por
Tms(X Y 1 Z) = (X™m:YsZm=>.2m)

Tms(U VW) = (U™ : VW™ WW™)

ou, em coordenadas afins:
— m S hd _ m S
Tms(T,y) = (@™, %) e Tps(u,v) = (u" v°%).
Lema 2.2. Sequindo as mesmas notagoes acima, temos

s (P((Wh, 8), (2,9)) = Tns(@,9)

ﬁm,s(\IJ((w%,wf),(u,v))) = ﬂ—m,S(uav)'

Demonstragao: Como a aplicagao ¥ : Z,, , x P? — P? ¢ uma
acao em P? ela determina uma relacio de equivaléncia em P? cujas
classes de equivaléncia sao suas orbitas. Isto significa que
(X :Y : Z) ~ (Xy: Y1 : Z)) se existe (wl,wh) € Zy s tal que
(X1 :Y1:Zy) = V((wl,,wh), (X : Y : Z). Ora, claramente 7, ¢ € 7.
deixam as classes de equivaléncia invariantes. m

Como observamos acima, em geral h(u, v) ndo é o polinémio definido
pela curva dual de ¢g(z,y) = 0, mas naturalmente ha uma ligagao entre
h e g que destacamos a seguir. Na demonstracao do teorema obtemos
uma férmula para parametrizacao da curva dual.

Teorema 2.2. (Teorema da Birracionalidade) Sejam g(X,Y) e h(X,Y)
polinomios em C[X,Y] e as curvas Cy : g(z,y) =0 e Cp, : h(u,v) =0
definidas por eles. Entao existe uma aplicagao bi-racional canonica

CI)m75 : Cg — Ch.

Demonstragao: A aplicagio de Gauss Gy : € — C é uma
aplicagao bi-racional cuja inversa ¢ Gy : ¢ — C uma vez que C
nao é uma reta (lembre-se que car(C) = 0). Considere as aplicagoes
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. -2 -2 . .
Tm,s P2 — P?2 e Tm,s 1 IP° — IP" definidas anteriormente. Por
definicdo, as restrigdes m,s|c € 7| definem aplicagdes sobrejeti-
vas (que denotaremos com os mesmos nomes) T, @ C — C(g) e

Tm.s : C — C(h). Como
s (U (@], W) (,9))) = Tms(T,y)

e Tns(V(wh,,w)(u,v) = Fms(u,v)
para algum (w’ ,w¥) € Z,,, podemos identificar 7, e 7, com a
aplicacao quociente sob a agao Z,, s respectiva. Vamos considerar uma
secao de my, s
A:C(g) — C.
11
(I7 y) = ([E m,Ys )

Pelas consideracoes anteriores vemos que a composicao
Qs 1= Tms0oGroX:C(g) — C(h)

¢ uma aplicacao racional bem definida que nao dependle dalm escolha da
secgao A (isto é, ndao depende da escolha dos ramos xm,ys). De fato,
vamos calcular a expressdo de @, s(z,y). Temos A : C(g) — C, Gy :
P2 — P e Tom,s - P’ P Ora, A(z,y) = (z,y+). Lembrando
que
G(P) = (fo(P) : fy(P) : —2fo(P) — yfy(P)),

podemos dividir pela terceira coordenada para obtermos a expressao
em coordenadas afins, chegamos a

B f=(P) fy(P)
Gp(P) = (_q;fx(P) —yfy(P) —zfs(P) - yfy(P)> '

Observe que pelo teorema anterior f(x,y) = g(x™,y®) para algum g,
entao

fo(P) =ma™lgo(P), [fy(P)=sy"""g,(P)

—fo(P) —yfy(P) = —ama™ g, (P) —ysy* 'g,(P))
= —ma"g.(P) — sy°g,(P).
Portanto, Gy(A(z,y)) = Gf@#?ﬁ) =
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_ ( m(zm )" gy (2,y) S(y%)sflgy(%y) ) .

 \ —mem g (@y)—s(ys ) gy (@y) | —m(@m ) s (@) —s(yF ) gy (z.y)

Agora lembrando que 7, s(u,v) = (u™, v*) teremos,

ﬁm,s o Gf o >\($7 y) - (O(, ﬁ) (25)
onde,
o mmz™ g™ (x,y) sy~ 1gs(w,y) )
(. ) = ((—ngx(w,y)—sygy(fv,y))m’ (—mwgw(w,y)—ysygy(%y))s '
Entao a composicao é dada por
o mma™ g (2,y) 5°y"~1gs (zy)
Lo () = <<—mxgz(x,y>—sygy<x,y>>m ) (—ngz<x,y>fsygy<x,y>)s) '

(esta é a férmula que fornece a parametrizacao da curva dual).

Similarmente consideramos uma segao de 7, s,

AN C, — C

(u,v) +—  (um,vs)

e a composi¢ao W, s = m,, s 0 G o A:C(h) — C(g),

U, s(u,v) =
_ (( m™u™ 1 (hy, (u,0))™ 55057 (hy (u,0))® > '

—muhqy (u,0)—svhy ()™ 7 (—muhy (u,0)—svhy (u,0))s

Agora vamos provar que @, ; e ¥,, ; satisfazem
\Ilm,s o (I)m,s = ZdC(g) € q)m,s o \I/m,s = ZdC(h)

De fato, como temos que A o Tm,s = id, Gyo Gy =1id e que mo A = id
obtemos

W, 0 CI)m75 = (Wm,s o Gf o 5\)(77’7%78 o Gf o /\) =

)

= (Tms0Gf)(GroA) =mo\=idgy).

A igualdade ®,, 0 V,, ; = idc) ¢ mostrada exatamente do mesmo
modo. m
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Assim temos um diagrama comutativo onde as aplicacoes horizon-
tais sao birracionais:

Gy
C:flr,yy=0 —  C: f(uv) =

Tm,s l l 7:‘-m,s

C(g) : g(x,y) =0 (I)—> C(h) : h(u,v) = 0.

2.3 Singularidades de curvas duais

Precisamos relacionar as singularidades de uma curva com as sin-
gularidades de sua dual. Neste topico utilizaremos os resultados do
trabalho de M. Oka: Geometry of cuspidal sextics and their dual curves
(Veja [5]). No entanto vamos destacar algumas propriedades bésicas
das curvas duais para uma boa compreensao do leitor.

As singularidades das curvas duais, tendo em vista as singularidades
da curva original, sao de um dos tipos seguintes:

I - Singularidades provenientes de pontos singulares de C.

Suponhamos que P seja um ponto singular de C'. Entao natu-
ralmente G;(P) é um ponto singular de C. (Cuidado, é preciso o-
lhar para o fecho da imagem da aplicacao de Gauss). Um caso espe-
cial é quando a classe de equivaléncia topoldgica de P é a classe de
Bri_1(= Y* 1 + X*) para k > 3 ou Byi(= Y* + X¥) para k > 2,
que discutimos nos exemplos anteriormente. A imagem pela aplicacao
de Gauss de P é um ponto de inflexdo com ordem de inflexdo k. No
caso geral, se P é uma singularidade que tem um cone tangente com v
retas distintas entao a imagem de P (pela aplicagao de Gauss) é trans-
formada em v germes distintos (em pontos distintos). A proposigao
seguinte pode ser encontrada em [5].

Proposigao 2.1. Sejam m,n € N primos entre si e2 < m < n. A sin-

gularidade dual proveniente de uma singularidade do tipo topoldgico de
B, € topologicamente equivalente a uma singularidade do tipo By, ;,—p, .
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Observacao 4: Nesta proposicao a ordem da série de Puiseux de
Bym é 8= ".

Relembrando que um ponto regular P de C' é um ponto de inflexao,
com ordem de inflexao k > 3 se a reta tangente Tp em P intersecta C'
com multiplicidade de interseccao k. Assim, na nossa notagao, o germe

Byi: 2" +y+ (termos de ordem mais alta)

¢ um ponto de inflexao com ordem de inflexao k > 3.
Contrariamente a nomenclatura classica, para entender bem sis-
tematicamente a singularidade dual, ¢ melhor considerar um ponto de
inflexdo B, ; como um ponto singular. Conforme I. Vainsencher ([9]),
um ponto de inflexao estd no lugar geométrico descrito pela interseccao
de C': F(X,Y,Z) =0 com a curva projetiva Hessiana definida pelo
polinémio homogéneo dado pelo determinante 3 x 3 seguinte:

Fxx Fxy Fxz
H(F)=det | Fyx Fyy Fyz
Fzx Fazy Fzz

Naturalmente, se gr(F) = n entdo gr(H(F)) = 3(n — 2). Portanto
pelo Teorema de Bezout, contando com multiplicidades, a quantidade
de pontos de inflexao mais a quantidade de pontos singulares de C' é
dado por

# (pontos de inflexdo) + # (pontos singulares) = 3n(n — 2).

De fato, como gr(F) = n, o grau das derivadas Fxyx, Fxy, Fyy serd
n — 2. Assim, o determinante hessiano H(F') definido acima tem grau
igual a 3(n — 2).

II - Singularidades provenientes de pontos de inflexao e pontos de
multitangéncias.

Um ponto regular P € C fornece uma reta multitangente se a reta
tangente Tp é também tangente a C' em pelo menos algum outro ponto
Q € C,isto é, Ty = Tp. O tipo mais comum ¢é uma reta bitangente.

Se P ¢é um ponto que fornece uma bi-tangente (entdo ha um se-
gundo ponto @ € C tal que I(C,Tp,Q) = 2) as demais intersecgdes
C N Tp sao transversais, entao sua imagem pela aplicacao de Gauss é
um né ordindrio (que denotaremos como singularidade do tipo A;). Se
a curva tem pontos g-tangentes (a pontos regulares nao inflexionais)
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entao a imagem pela aplicacao de Gauss é topologicamente equiva-
lente a uma singularidade de Brieskorn B, ,. Esta singularidade tem
g ramos regulares que se intersectam transversalmente. Classicamente
esta singularidade é chamada de singularidade ordindria.

Se P é um ponto que fornece uma bitangente (entdo ha um segundo
ponto @ € C tal que I(C,Tp,Q) = 2) as demais intersecgoes C' N Tp
sao transversais, entao sua imagem pela aplicacao de Gauss é um né
ordindrio (que denotaremos como singularidade do tipo A;). Como
9(Fn) = g(F,) mas g(F,) = w pois g(F,,) ndo possui singular-
idades, e g(F,) = w — Bn(n —2) onde 7 ¢ o nimero de nés
de F,, e a0 mesmo tempo o nflmero de bitangentes de F,

# (bi-tangentes) =

:(ﬁ—l)Q(fz—Q)_3n(n_2)_

(n—1)n—2)
2

(2.6)

onde n = n(n —1).

Para situagoes mais gerais onde C pode ter singularidades ou re-
tas multi-tangentes, esta formula é mais complexa e deve ser reescrita
utilizando a parcela de contribuigao para o género 6(P), a saber,

(ﬁ—1)2(ﬁ—2)_ S 50,0) =

QEX(C)

:(”_1 Jn=2) Z 5(C, P). (2.7)
Pey (C

A simplicidade dessa féormula vem do fato que a aplicacao de Gauss é

uma aplicagao bi-racional e portanto o género de C' é igual ao género
de C.

2.4 Parametrizacoes de C e de C

E interessante notar que parametrizacoes locais (e mesmo, no caso
de curvas racionais, parametrizagoes globais) da curva dual C' numa vi-
zinhanca de G¢(P) € C, podem ser obtidas a partir de parametrizacoes
de C' numa vizinhanca de P. Suponhamos que C' tenha um tinico ramo
em P, isto é, f é analiticamente irredutivel em P, e que C tenha
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uma parametrizagao local, digamos, © = x(t) e y = y(t), onde t é um
parametro local em P e x e y sao as coordenadas afins x = % ey = %
Entao em G¢(P), o ramo local, que é a imagem do germe irredutivel

local P, tem parametrizagao
Ut)=y'(t), V(t)=-2'(t)

W (t) =2'(t)y(t) — z(t)y'(t). (2.8)

Esta parametrizacao segue do seguinte argumento. Considere o

ponto Py = (xo,%0) = P(to) = (z(to),y(to)) fixado. A equacao da reta
que passa por Py e por P = (z,y) é

Queremos obter uma expressao da equacao da reta na forma
L:U(to)xr+ V(to)y + Wi(ty)z =0,

ou, para z = 1,
L:U(ty)x + V(to)y + Wi(ty) = 0.

y'(to)
z'(to)

' (to)ly — y(to)] = ' (to) [z — x(to)],

Ora, da equagao y — y(ty) = (x — z(ty)) vem que

e portanto,
y'(to)r — 2'(to)y — y'(to)x(to) + 2'(to)y(to) = 0.
Assim, basta tomar,
U(to) = ¢'(to), V(to) = —2(to) e W(to) = 2'(t0)y(to) — y'(to)z(to)

e fazer ty variar.

Se C' é analiticamente irredutivel em G;(P) entdo a tltima equagdo
acima descreve o germe local em G¢(P). Equivalentemente, nas coor-
denadas afins (u,v) = (i, ) a parametrizagao de C em G;(P) é dada
por

y'(t)
@' (t)y(t)—z(t)y' (1)

(2.9)

e ) N
v(t) = ey
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Se C' é uma curva racional com parametrizacao global (x(t),y(t)), entao
2.9 é também uma parametrizagao global.

Observagao: Lembremos que a equagao cartesiana (polinomial) da
curva dual pode ser computada de maneira facil por um calculo envol-
vendo determinante.

Vamos agora relacionar as parametrizacoes (locais) da curva C' e
de C' com pontos de inflexao e pontos cuspidais. Suponhamos que a
curva C' = {f(z,y) = 0} tenha uma parametrizagao global dada por
(x(t),y(t)), onde t € CU {oco}. Uma parametrizagao global é uma
aplicacao bi-racional P! — C.

Diremos que P = (a,b) € C' é um ponto injetivo em relagdo a esta
parametrizacao se a imagem inversa de P em IP! é um tinico ponto.

Se P = (a, #) é um ponto de inflexdo com ordem de inflexao k entdo

(fx(aaﬁ)vfy(aaﬁ))%(oao) € I(C'TP;P):]C

onde Tp é a reta tangente a C' em P.
Para a parametrizacao P(t) = (z(t), y(t)), isto é equivalente a:

P(ty) é ponto de inflexdo de C' com ordem de inflexao k

0

(2'(t0), 4/ (o)) # (0,0),
U () =0, j<k—1, ®F(t)#£0, (2.10)
P é ponto injetivo da parametrizacao,

onde ®(t) = y/'(to)x(t) — 2'(to)y(t).

Similarmente suponhamos que P(ty) seja uma singularidade cus-
pidal do tipo Bgg-1 de C. Para a parametrizacao (local) P(t) =
(z(t),y(t)), isto é equivalente a:

P(ty) ¢é singularidade de C' do tipo By k1

0

(D (t0), 9 (to)) = (0,0)j < k —2,
("D (), y*V(to)) # (0,0), DP(tg) #0, (2.11)

P é um ponto injetivo da parametrizagao,

onde ®(t) = y* D (tg)a(t) — 2*= D (to)y(t).
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Vamos agora determinar o grau de uma curva racional C' a partir de

uma parametrizagao. Para isto, suponha que z(t) = p1(t) y(t) = p2(t)

T oa(t) T (b))’

onde t € CU {00}, seja uma parametrizacao primitiva para C'. Segue
do Teorema de Bézout que o grau de uma curva algébrica projetiva
plana é a quantidade de pontos de intersec¢ao da curva com uma reta
genérica. Entao o grau de C' é dado pelo grau do numerador de uma
funcao racional (considerando que o numerador e o denominador nao
tem fator ndo constante comum) ax(t) + by(t) + ¢ para uma escolha
genérica de de a,b,c € C.

Exemplo 2.1. Sejam m,n,r € N onden >m > 1, r > 1 e considere
a curva racional D, , , definida pela parametrizacao

nntn+r—2 (t) mm(_l - t)m+r—2
v = .
m +mt — nt)”’ m -+ mt — nt)™
(

Na expressao ax(t) + by(t) + ¢ = 0 na varidvel ¢, multiplicamos por
(m +mt — nt)" e obtemos

u(t) =

an™t" 24 om™ (=1 — )" 2 (m A mt —nt)" " +c(m+mt —nt)" = 0.

Os monomios an™t™ =2 e bm™(—1 — )™ " 2(m +mt —nt)"~™ tém
ambos grau igual a n 4+ r — 2. O monémio ¢(m + mt — nt)" tem grau
n. Logo vemos facilmente que o grau de ax(t) + by(t) + ¢ = 0 é igual a
maz(n+1r—2,n).

2.5 A geometria das curvas de Fermat

Vamos utilizar as curvas de Fermat para a construgao de curvas
nodais maximais. Assim, nesta secao, estudaremos a curva de Fermat
de grau n de forma sistematica:

Fo: FIX:Y: Z)=X"4+Y"+2"=0.

Denote o grau da curva dual F, por 2. Note que: 7 = n(n — 1)
ja que F,, ¢ nao singular. Como observamos na segao 2.2 o grupo Z,, ,
induz uma agao nos conjuntos F,, e Fo.

Observe primeiramente que JF,, € uma curva nao singular e portanto
tem género g = m_lgﬂ Primeiramente vamos estudar os pontos de
inflexao. Provaremos que F,, tem 3n pontos de inflexao com ordem de

inflexao n. Estes pontos sao
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Prj=(0:&:1); Poy=(:0:1); Pyj=(1:&:0),

(2j+1)7i

para j = 0,1,...,m — 1, onde §; = e~ = . Vamos provar que a reta
tangente a F,, em P, ; é (z=1)
Tl,j:Y—gjzo.

Esta reta vai determinar na curva dual F,, uma singularidade do tipo
Bypoiem (u:v:w)=(0:1:=¢). A situacdo é completamente
analoga para os outros pontos de inflexao. Podemos ver isto através
de uma mudanca (permutagao) de coordenadas. Vamos provar agora
os fatos enunciados acima.

I - Pontos de Inflexdo:
Denote, como de costume, ' = F(X,Y,Z) = X" +Y" + 7" a
equacao de F,, e

FXX FXY FXZ
H:H<X,Y,Z) = det FYX Fyy FYZ =0.
FZX FZY FZZ

Como ja observamos anteriormente, os pontos P tais que F'(P) =0
e H(P) = 0 s@o os pontos singulares de F,, e os pontos de inflexdo
de F,. Mas F, ndo tem pontos singulares, portanto estes pontos sao
exatamente os pontos de inflexao. Computando as derivadas indicadas
obtemos:

n(n —1)X"2 0 0
H = det 0 n(n—1Y"2 0
0 0 n(n—1)Z"2

Portanto H = n3(n — 1)*(XY Z)"2 = 0 nos fornece
X =0 ou Y=0 ou Z=0.

No caso em que X = 0, como F(P) = 0 temos Y" + Z" = 0.
Colocando ionm

5)\:6 " 5 >‘:()717"'7n_17

obtemos
Y =72, A=0,1,--- ,n—1.
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Logo, para X = 0 temos os seguintes pontos de inflexao:
PL)\:(O:f)\Il), )\:O,l,-~-,n—1.

Os outros casos sao analogos. Temos portanto os 3n pontos de inflexao
anunciados acima.

Precisamos agora determinar a ordem de inflexao de cada um de-
les. Vamos estudar os pontos P; ). Os demais sao andlogos. Por
simplicidade de notagao vamos momentaneamente chamar P;  de P.
Primeiramente observamos que a reta tangente a F,, em P é de fato

Tp:Y — &7 uma vez que, lembrando que £ = —1, temos
_ _ n—1 __ g? _ n _
Fx<P)—0, Fy(P)—nf/\ = N—= -, Fz(P)—n
3 &
e, portanto, XFx(P) + YFy(P) + ZFz(P) = =&Y + nZ. Como

podemos dividir por n e multiplicar por &, obtemos Tp : Y — &, 24 = 0.

Para mostrar que a ordem de inflexao de P é n, basta mostrar
que a multiplicidade de interseccao de F,, com Tp é exatamente n.
Mas, observando que Y™ 4+ Z™ ¢é multiplo de Y — £, 7, utilizando as
propriedades (6) e (7) da definigdo axiomética da multiplicidade de
interseccao, obtemos

I[(F,Tp,P) = I(X"+Y"+2Z"),Y — 62, P)
= I(X"Y —&62,P)
= nl(X,Y —62,P) =n.

Resumimos estes fatos sobre os pontos de inflexao na seguinte propo-
sicao.

Proposigao 2.2. A curva de Fermat F,, possui 3n pontos de inflexdo
todos com ordem de inflexao n, a saber,

Pl,j:<0:§j:1)7 PQJ':(fleZl), P3,j:(]-:§j:0)

(2j4+1)mi

para j =0,1,...n—1, onde { =e = . Observe que todos eles estao
situados nos eixos coordenados.
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II - Bitangentes

Agora vamos estudar as retas bitangentes (ou multitangentes) de
F,. Facamos uma heuristica. Como a curva dual F,, é biracionalmente
equivalente a F,, ela tem género

R e )

Vamos usar a férmula de M. Noether para o género de F,,. Denotaremos
7 o nimero de nés de F,, 7 também serd o niimero de bitangentes de
Fn, e admitimos apenas bitangentes. Na formula de M. Noether, se
P é um né tem contribuicio §(P) = 1. Também o grau de F, =
n = n(n —1). F, tem 3n pontos singulares do tipo B, ,_1 e para
cada um deles ja calculamos a contribuicao. Para B, ,, = 2" + y™
mdc(n,m) = d, P =(0,0) 6(P) = 3[(m —1)(n— 1) +d — 1] entao para
Byn-16(P)=3[(n—1-1)(n—1)+1—1] = 1(n—1)(n—2). Teremos
a identidade
g(F) = O — g(F,) =

(p=1)(n—-2) T —3n (n—1)(n—2)
2 g 2 '
obtemos que o nimero 7 destas bitangentes deve ser

(n—1)(n—2) (n—1)(n—2) (n—1)(n—2) _ n%(n—2)(n—3)
2 —3n— 2 2 :

T =

Ora, vamos mostrar diretamente que esta féormula é verdadeira e, por-
tanto s6 temos de fato bitangentes a F,,.

Proposicao 2.3. A curva de Fermat F,, tem exatamente

in?(n—2)(n — 3) retas bitangentes e nao tem outras multitangentes.

Demonstracao: Sejaw = en-1. Em geral, a determinacao de retas
bi-tangentes nao ¢é tao simples como os pontos de inflexao. Suponhamos
que P = (a,b) e @ = (a’, V') sejam pontos de bi-tangéncia em F,. A
reta tangente em P = (a,b) é

fx(a,b)(X —a)+ fy(a,b)(Y —b) =0,
que é a mesma reta tangente em Q) = (a’,1'), ou seja,

Ifx(d' W) (X —d)+ fy(d, V)Y =V)=0.
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Entao, olhando para os dois vetores diretores destas retas, temos que

(fX(av b)a fY(aa b)) = A(fX(a/a bl)a fY(aJIa bI))? AeR. (212)
Como f(X,Y) = X"+ Y" + 1, temos fx = nX"e fy = ny" L
Assim a equagao 2.12 torna-se
(nan—1’ nbn—l) — )\(n<a/)n—17 n(b’)"_l),
isto é,
(@™, 0" 1) = A((@)" 7 ()",

que sao os vetores diretores da reta bitangente. Assim temos que a
equacao da reta tangente a F,, em P ¢

a" X +0"YY 4+ ec=0.

Como P = (a,b) estd nesta reta temos 0 = a” +b" +c¢c = —1 + ¢ e,
entao ¢ = 1. Logo a reta bitangente tem equacao

a" X +0"Y +1=0.
Assim G4(P) = (a™: 5" : 1) e concluimos que
av+b"+1 = 0
(al)n + (b/)n + 1 = 0
an—l _ (a/)n—l

bn—l _ (b,)n_l.

(2.13)

Assim o’ = aw® e V' = bw’ para inteiros 0 < j, k < n — 1 (Observe
que temos necessariamente P # (). Vamos escrever algumas relagoes
envolvendo w* e w/.

De (a/)* = d'(a/)" ! = aw*a"! obtemos (a’)" = a"w”. De forma
andloga obtemos (V)" = b"w’. Somando-se estas duas tltimas igual-
dades e eliminando b e &’ usando as duas primeiras equacoes de 2.13
obtemos ‘

()" + (—=(a)" = 1) = a"wF + (—a" — 1)’
Dai segue que ' '
a"(W* —wl) =W — 1.
Como P # () temos que j # k, k # 0 e j # 0. Assim, colocando
w -1

wk — w7

Bj,k -
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obtemos
CLn = 6j,k e bn = —1 — 6j,k-

Para qualquer 0 < j < n — 1, observe que w7 = w" 177, Defina

wh —1
O p = -,
AR Y
Temos
ool (w1 Wi 1wl
On—1—(j—k), n—1—j = T_on-TFF—7 — (I—wF ) wl  wl—wk 5;‘,1«

Lema 2.3. Os numeros complexos 3 (ou equivalentemente o0s o)
sao todos distintos para 1 < 5,k <n—1ej#k.

Supondo o lema verdadeiro podemos escolher n? solucoes distintas em
(a,b) das equagoes a™ = (3;, e b™ = —1 — (3 quando j, k sdo fixados.
Assim, na totalidade, atingimos n?(n — 2)(n — 3) possiveis solugoes.
Como uma reta bi-tangente vai passar por dois desses pontos entao a
quantidade de retas bi-tangentes é

*(n—2)(n—3)
5 ,

#{bi-tangentes} = n

como esperado.

Demonstragao do Lema: Vamos calcular § = arg(l — w’) por
geometria euclidiana elementar. Fazendo a figura no plano complexo
vemos que

0 =arg(l —w')=arg(w —1)+m.

Vamos usar os fatos simples que |w!| = 1 e | — 1| = 1 para obter o
angulo v = arg(w?’ — 1). Observe que w’ — 1 (visto como vetores no
R?) bissecta o angulo 7; formado pelos vetores w’ e —1. Entao temos

a:arg(wj):%. Dai v = arg(w’ — 1) e 21 + a = m, logo,
T a7 g
L R R

Assim,

G=atyt =2 - =t 4]
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J
n—1

k 1 k 1
F_1)= ——+1) = —.
arg(w )= o 2+ s n—1+2
Logo,

(0) = W1\ Eod i1
arg\a; ) = arg 1 —wi =T n—1 B ™ n—1 9 .

Isto é,

arglasy) = (k; 4 1) e arg(—ay) = (’“ _j) |

e portanto, 0 = arg(l —w’) =7 ( — %) Segue dai que,

n—1 n—1

Portanto se Qjr = g, tem o mesmo argumento temos que

k—3j —1
T J =T m + 2tm para algum t € Z,
n—1 n—1

isto é, m(k —j) = w(m — 1) + 2twr(n — 1) e dai, j — k = [ — m mod
2n —1). Como 1 < j, k<n—-1el <m, I <n—1resulta

. . k__ m__
j—k =1—m. Colocando s = k—j = l—m, se ojj, = m. “—F = <.
. Jj—s_ l—s_ ~
Reescrevendo com k = j —sem=1—s, % 1 =« 1 entdo
—w 1-w

(W =11 - ) = (W = 1)(1 - ),
wjfs + wl — wlfs _|_wj
tem-se

(1—w*) (W' —wi)=0.

Mas, isto ocorre se, e somente se, j = [. Analogamente k = m.
]

2.6 A geometria da curva dual F,

Considere F,, : F (U,V,W) = 0 a curva dual de F,, ou a sua equagao
afim f(u,v) =0, com u = % ev= % Como F,, é um polinomio que
¢ simétrico pela acao de Z,, 5, segue que F(U, V, W) é um polindémio
simétrico de grau n(n — 1) pela acao de Z,,, (lembremos que Z, , =

Ly X Ly,).
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Em particular podemos escrever f(u,v) = h(u™, v") para algum
polinémio simétrico h(u,v) de grau n — 1.

Pelo que ja sabemos da geometria da curva de Fermat F,,, podemos
enunciar a seguinte proposi¢ao:

Proposicao 2.4. A dual F,, da curva de Fermat possui 3n singulari-
dades do tipo By,-1 e 3n*(n — 2)(n — 3) nds (provenientes das retas
bi-tangentes de F, ).

Em cada eixo coordenado U = 0, V =0 e W = 0 héa exatamente
n singularidades do tipo B, ,_1. A reta tangente em P, ; ¢ definida
por Y = ;7 e sua imagem pela aplicacao de Gauss ¢ uma singula-
ridade do tipo By, ,—1 em (U : V : W) = (0 : 1 : =¢;). Para con-
seguirmos mais informacoes sobre a singularidade B, ,_; vamos con-
siderar a parametrizacao de (F,, P, ;) dada por

X(t) = t
Y(t) = &1+t
Z() = 1,

onde (1 + t”)% ¢ a escolha do ramo que leva ¢ = 0 em 1. Pela férmula
binomial temos que

1
(1+ t”)% =1+ (—) t" + (termos de graus mais altos).
n

Assim, por (2.8), F}, tem uma parametrizacao em (U, V, W) = (0, 1, —¢;)
dada por

Ult) = &'+ (termos de graus mais altos ))

<
—~
~+
~—

W) = &(1— 21"+ (termos de graus mais altos)).

Agora, usando as coordenadas (u,v;), u = %, v = % ev; =v+ 5]-_1,

as trés igualdades acima fornecem a equacao local de F,, dada por
flu,v; — &) = cju;" P +u™ + (termos de graus mais altos altos),
onde ¢; # 0. Assim ela tem uma singularidade do tipo B,, ,—1 cujo cone

tangente em ]5173- é definido por V + & 'W = 0.
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2.7 Construcao de curvas nodais maximais

Uma curva D de grau d é chamada nodal maximal se ela é uma
curva racional irredutivel cujas singularidades sao somente nés. Ela é
maximal no sentido que uma curva de grau d tendo mais singularidades
deverd necessariamente ser redutivel. Entao, como

g:g(D):w_ Z 5(P)

2 ;
PeSing(D)

(d—1)(d—2)

e a contribuicao 6(P) de cada né é exatamente 1, D precisa ter 5

nos.

Vamos dar uma construcao explicita de uma tal curva nodal maxi-
mal utilizando a curva de Fermat.

Seja F'(U,V,W) o polinémio homogéneo nas indeterminadas U, V
e W que define F,. O Teorema 2.1 garante que existe um polinémio
homogéneo H = H(U,V, W) de grau n — 1 tal que

F(U,V,W) = HU", V", W™).

Considere a curva de grau n — 1 definida por H(U,V,W) = 0. Vamos
denota-la por D,,_1.

Proposicao 2.5. D,,_; € uma curva plana nodal maximal de grau n—1.

Demonstracao: A racionalidade de D,,_; segue do Teorema 2.2 e
da racionalidade daretal : x+y+1 = 0. Portanto, para concluir que ela
¢ nodal maximal basta mostrar que ela possui uma quantidade certa
de singularidades do tipo né duplo. Observe que a curva F, possui
in?(n — 2)(n — 3) nds fora da unido dos trés eixos coordenados. Além
disso, os tres eixos coordenados sao invariantes pela agao induzida por

Ly, X L, descrita na seccao 2.2 O recobrimento
T P? — P?
U:v:Ww) — U":Vr:Wwm)

. ~ ; . 2(n—2)(n—3
considerado na seccao 2.2 é n? ramificado. Os %

de F,, se transformam em (”_2)2& nés duplos em D,,_;. Admitindo
que o grau de D,_; é n — 1, esta é a quantidade certa de ndés duplos

para que D,_; seja uma curva nodal maximal. m

nos duplos
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Falta agora computar o grau de D, ;. Na verdade vamos com-
preender melhor a geometria de D,,_;. Primeiramente, ela deve ser
racional. Entao, é possivel encontrar uma parametrizacao global para
ela? Vamos ver que sim.

Seguindo a notacgao do Teorema 2.2, se ! : g(z,y) =x+y+1=0
entao g, = 1 e g, = 1. Usando a férmula 2.5 com m = s = n temos,

nnmn—lln nnynflln

(ﬁn’n(l’,y) = ((—n:cl—nyl)"’(—n:cl—nyl)")
nn n Jj77,71 nm n n—1
- (ﬁ(—l) G (1) <5+y>")

_ ((_1)n$n71 (_l)nyn71> .

(z+y)™ 7 (z+y)"
Em coordenadas homogéneas podemos escrever:
Gun( X, Y, Z) = (X" Z .Y 2 (- 1)"(X +Y)").

Uma parametriza¢ao canénica para a reta g(x,y) = x+y+1 = 0 pode

ser [ at) =
g'{y(t) = —1-t

Substituindo na expressao de ¢, ,(z,y) acima, obtemos

I G ) G O i o S L
¢n,n(x7 y) - ( (t—l—t)” 9 (t—l—t)" )

=D"n—1 (=" n—
(Ege G- -0)

= ("L (=1 =" = (u(t), v(t)).
Portanto, uma parametrizacao explicita para D,,_; pode ser dada por
o) = !
D s { o) = (=1—pnL.
Lema 2.4. O grau de D,y € igual an — 1

Demonstracao: E facil calcular, a partir da parametrizacao, o
grau de D,,_1, a saber, basta calcular o grau de uma expressao
a(t"™ ) +b(=1 —t)"! + ¢, com a,b,c € C genéricos. Naturalmente
obtemos que o graude D,, 1 én—1. =
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Pontos de inflexdo de D,,_4

Para estudar os pontos de inflexao de D,,_; utilizamos o critério
2.10. Primeiramente observe que P = P(0) = (0,(—1)""') é de fato
um ponto injetivo, pois como u(t) = t"!, n € N, temos que u(t) = 0
se, e somente se, t = 0. Ora, é facil ver por inducao que

60(0)=0.j<n=2 ¢ ¢"V(0) = (n=1I-17"" £0.

Logo, pelo critério, P = (0, (—1)""') (ou, em coordenadas homogéneas,
(0 : (=1)»! : 1)) é um ponto de inflexao de D,_; com ordem de
inflexdo n — 1. De maneira andloga podemos ver que ((—1)":0: 1) e
(1:(—1)":0) sao pontos de inflexdo de D,,_; com ordem de inflexao
n — 1. Observe que o ponto de inflexdo (1 : (—1)" : 0) pode ser visto
como a imagem de limy ... (x(t),y(t), 1).

D,,_1 nao tem outros pontos de inflexao. Isto poderia ser visto
utilizando novamente o critério 2.10, mas vamos fazer um outro argu-
mento.

Considere a equacao H = H(U,V,W) = Hess(H) = 0. A con-
tribuicao de cada né para a multiplicidade de interseccao de D,,_; com
H é 6 e a contribuigao dos pontos de inflex@o do tipo B,,_1 1 é n—3 (Veja
[7]). Levando apenas essas informagoes para a formula (pdgina 36) que
nos fornece a quantidade de pontos de inflexao mais a quantidade de
noés (contadas as multiplicidades) obtemos:

(n—2)(n—-3)
2

que ja nos fornece uma igualdade. Assim, se D,,_; tivesse outros pon-
tos de inflexao, eles iriam contribuir positivamente no lado esquerdo
da férmula acima acarretando uma desigualdade, e isto seria uma con-
tradigao com a férmula.

Assim provamos o teorema seguinte:

3-(n—3)+6-

= 3(” - 1)(” - 3)7

Teorema 2.3. : A curva plana D,,_1 parametrizada por

{u(t) = !

ot) = (-1-1,

¢ uma curva nodal mdzimal de grau n — 1. Além disso, D,,_1 possui
exatamente trés pontos de inflexao, com ordem de inflexao n — 1, a

saber,
O:(=1)"":1), (=1)":0:1) e(1:(=1)":0),
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(n—2)(n—3)

e exatamente 5

pontos singulares, todos do tipo no.
Exemplo 2.2. Considere n = 3.

(3—-2)(3-3)

=0 nds.
5 nos

Dy u(t) =1, v(t) = (=1—1t)* tem 7=

Neste caso vemos entdo que a curva racional é nao singular (nao
possui nds).

Exemplo 2.3. Considere n = 4.

4-2)(4-3)
2

Neste caso D3 é uma cubica com um né. Naturalmente esta cibica
é projetivamente equivalente a curva o. Vamos verificar isto explicita-
mente. Faca: v+u+1=—(1+¢)>*+t*+1 = —3¢(t+1). Entdo temos,
(1+u+0v)3=—=27t3(1 + t)* = 27uv, e portanto a curva transformada
¢ dada pela equacao:

Ds: u(t) =1t v(t) = (—1—1)* tem 7= =1 nd.

flu,v) = (v —u—1)* = 27Tuv = 0.
Vamos determinar suas singularidades:
fu=31+u+v)?>—27wv=0  f,=31+u+v)*—2Tu=0

Obtemos entdao u = v. Daf vem que 4u? — 5u — 1 = 0, cujas raizes sao
u=1e i. Vemos facilmente que que o ponto (%, }L) nao esta na curva.
Assim, necessariamente, u = v = 1, uma vez que (1, 1) estd na curva.
Voltando & parametrizacao, a primeira equacao nos fornece u = 1 = t3.

Isto é,

1 V3 -1 V3Bi
=1 th=—+ 1" e 3= — 4 —.
1 2= + 5 ¢ hk= + 5
A segunda equagao nos fornece v = 1 = —(1 + ¢)3. Entao t deve

satisfazer a equacao t3 + 3t% 4+ 3t +2 = 0. Mas apenas t, e t3 sao raizes
dessa equagao. Assim, ty e t3 (na parametrizacao) nos fornecem o né
(u,v) = (1,1). Fazendo sucessivamente as mudancas:

!/ !/ / / / / -
u=u—1,v=v—1 v =u+v,0 =u—-v, U=u", V=—p",

obtemos a equacao 4U3 +9U? —27V? = 0 que é uma equacao da curva
a.
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2.8 Questoes em aberto

Concluimos a nossa dissertacao expondo duas questoes em aberto.
Para isto consideremos, para cada m € N, a operacao seguinte. Para
uma curva C' = {h(u,v) = 0} dada em P2, tomamos a sua dual C,
voltamos para 7.}, (C) e entdo tomamos novamente a curva dual e
baixamos por 7, ,. Vamos denotar a curva obtida por 7,,(C'). Note
que 17 é simplesmente a identidade.

Teorema 2.4. Sejam m,n € N, m,n > 2. Entdo vale a iqualdade
Tn(Dp—1) = Dypym—o. Assim {D;,j = 2,...,00} € uma sequéncia de
curvas nodais maximais que € estavel por T,,.

Demonstragao: Primeiramente D,,_; tem a parametrizacao

Doyt z(t) =" y(t)=(-1—1t)*"
e 0 seu retorno por m, ,, ¢ parametrizado por
2-n

z(t) =t y(t)=(-1-1)

Esta parametrizacao é multivaluada pois o retorno nao é racional. A
parametrizacao da curva dual é dada por

u(t) =t-t, v(t) = (=1—t)- (=1 —t)"
e assim, baixando pela 7, ,,,, sua parametrizacao ¢

u(t) =t () = (1 - )"
que ¢é a parametrizagao de Dy 2. =

As questoes em aberto:

Podemos utilizar as mesmas técnicas que usamos para as curvas de
Fermat para estudar a geometria das curvas de Brieskorn que sao dadas
por equacoes afins da forma

Fom: flxy)=a"+y" +1=0,
onde n > m > 2, MDC(n,m) = 1.

A quest@o proposta por M. Oka em [6] é a seguinte conjectura:
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Conjectura I das Bi-tangentes:

Se MDC(n,m) = 1 entio a curva dual F,,, tem somente singulari-
dades do tipo nds e cuspides fora dos eixos coordenados U -V - W =0

Esta conjectura foi verificada, utilizando o software Maple, para
n < 20. M. Oka [6] provou resultados andlogos aos obtidos para a curva
de Fermat para as curvas de Brieskorn dependentes desta conjectura.
Ele encontrou uma féormula para o nimero de nés:

. 1
# nés (Fom) = inm(nm —n—m-—1),
e uma férmula para o nimero de ctspides:
# cuspides = nm.

Oka toma a curva

. . nntnfl o m" —1_t)m71
Dy u(t) = oz + () = gy

e define a curva

. n7lt7l+1"72 o mm(_l_t)m+r—2
D ult) = mmermr Y0 = “mmerm

e propoe a conjectura:
Conjectura IT das Bi-tangentes:

As possiveis singularidades em Dy, , ,N{U -V -W # 0} sdo cuspides
(r #2) e nds.

Ele calcula o nimero de nés de D,, ,,, ,:
Se r > 2 entao

#168(Dyy ) =
=in+r-3)n+r—4)—i(n—1)(n-m—1)—1+4,,.

Se r =1 entao

# n6s(Dp ) = 5(nm —n—m —1),

1 se i=73

onde5m~:{0 se i
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