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Resumo

Apresentamos uma nova prova do Teorema de Thompson devida a R. S. Leite
usando técnicas semelhantes as de um artigo anterior de R. S. Leite, C. Tomei.
e T. R. W. Richa. Dados σ1 > . . . > σn > 0, denotemos por P o fecho convexo
dos pontos (±σπ(1), . . . ,±σπ(n)) tendo um número par de sinais negativos, onde
π é uma permutação. O Teorema de Thompson afirma que a diagonal de uma
matriz real n × n com determinante positivo e valores singulares σ1, . . . , σn está
em P , e dado um vetor d em P , existe uma matriz real n× n com determinante
positivo, valores singulares σ1, . . . , σn e diagonal d.



Abstract

We present a new proof of Thompson theorem due to R. S. Leite using sim-
ilar techniques from a previous paper of R. S. Leite, C. Tomei and T. R. W.
Richa. Given σ1 > . . . > σn > 0, denote by P the convex hull of the points
(±σπ(1), . . . ,±σπ(n)) having a even number of negative signs, where π is a permu-
tation. The Thompson theorem asserts that the diagonal of a real n× n matrix
with positive determinant and singular values σ1, . . . , σn is in P , and given a
vector d in P , there is a real n × n matrix with positive determinant, singular
values σ1, . . . , σn and diagonal d.
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Notações

M(n) = {matrizes reais n× n}

O(n) = {matrizes ortogonais reais n× n}

SO(n) = {matrizes ortogonais reais n× n com determinante igual a 1}

S(n) = {matrizes simétricas reais n× n}

A(n) = {matrizes anti-simétricas reais n× n}

S ′(n) = {matrizes simétricas reais n× n com espectro simples}

In = matriz identidade n× n

ei = i-ésimo vetor canônico de R
n

MT = transposta da matriz M

diag(M) = (m11, . . . ,mnn)

tr(M) = m11 + . . .+mnn

λ(M) = (λ1, . . . , λn), onde λ1 ≤ . . . ≤ λn são os autovalores de M

int(X) = interior de X

fr(X) = fronteira de X

ext(X) = exterior de X

X⊥ = complemento ortogonal de X.
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Capítulo 1

Introdução

Existem vários teoremas que afirmam que as entradas diagonais das matrizes
de uma certa variedade formam um politopo convexo. Talvez o mais conhecido
destes teoremas seja o Teorema de Schur-Horn. Para enunciá-lo, consideremos
Λ uma matriz real simétrica n × n com autovalores λ1, . . . , λn, e denotemos por
AΛ ⊂ R

n o fecho convexo dos pontos da forma (λπ(1), . . . , λπ(n)), onde π é uma
permutação.

Teorema de Schur-Horn
A diagonal de uma matriz real simétrica n × n com autovalores λ1, . . . , λn está
em AΛ. Dado um vetor d em AΛ existe uma matriz real simétrica n × n com
diagonal d e autovalores λ1, . . . , λn.

O conjunto de todas as matrizes reais simétricas n × n com autovalores
λ1, . . . , λn é uma variedade real, que denotamos por OΛ. Podemos também enun-
ciar o Teorema de Schur-Horn, de maneira mais conveniente para as técnicas
utilizadas nesta dissertação, do seguinte modo:

Teorema de Schur-Horn
A imagem da função

SH :OΛ → R
n

S 7→ diag(S)

é o politopo AΛ.

Todas as matrizes reais simétricas n × n com autovalores λ1, . . . , λn têm o
mesmo traço: λ1 + . . .+λn. Logo podemos projetar o politopo AΛ no hiperplano
do R

n dado por
∑n

i=1 xi =
∑n

i=1 λi. As Figuras 1.1 e 1.2 mostram o politopo AΛ

para Λ com autovalores 4, 2, 1 e autovalores 7, 4, 2, 1, respectivamente.
A primeira parte do Teorema de Schur-Horn, que diz que a imagem da função

SH está contida no politopo, foi apresentada por Schur [5] em 1923. A segunda

9
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inclusão, que todo ponto do politopo AΛ é a imagem de uma matriz de OΛ, é
devida a Horn [1] em 1954. Este resultado motivou o teorema de convexidade
de Kostant para álgebras de Lie [3] em 1973, que implica a versão complexa do
Teorema de Schur-Horn. Sucessivas generalizações culminaram com o teorema
da convexidade da imagem aplicação momento, obtido por Atiyah [7] e Guillemin
e Sternberg [13] de maneira independente em 1982. Usando este resultado, em
1988, Duistermaat [6] deu uma nova demonstração do caso real do Teorema de
Schur-Horn.

No mesmo artigo em que apresenta a demonstração da segunda inclusão, Horn
demonstra que as entradas diagonais de matrizes em SO(n), matrizes ortogonais
reais n× n com determinante positivo, também formam um politopo convexo.

Teorema de Horn para matrizes ortogonais
A imagem da função

H :SO(n) → R
n

Q 7→ diag(Q)

é o politopo dado pelo fecho convexo dos pontos da forma (±1, . . . ,±1) tendo
um número par de coordenadas iguais a −1.

A Figura 1.3 mostra o politopo de Horn em dimensão 3.
Agora enunciamos a versão real do Teorema de Thompson para valores sin-

gulares.
Seja Σ uma matriz real diagonal n × n com entradas diagonais estritamente

positivas σ1 > . . . > σn > 0. Denotemos por P o politopo dado pelo fecho
convexo dos pontos (±σπ(1), . . . ,±σπ(n)) tendo um número par de entradas −1,
onde π é uma permutação.

Teorema de Thompson
A diagonal de uma matriz real n×n com determinante positivo e valores singulares
σ1 > . . . > σn > 0 está em P . Dado um vetor d em P , existe uma matriz real n×n
com determinante positivo, diagonal d e valores singulares σ1 > . . . > σn > 0.

Denotemos por O+
Σ o conjunto das matrizes com determinante positivo e va-

lores singulares σ1 > . . . > σn > 0. Temos que O+
Σ é o conjunto das matrizes de

determinante positivo da forma UΣV , onde U e V são matrizes ortogonais reais
n× n. Podemos enunciar o Teorema de Thompson da seguinte forma:

Teorema de Thompson
A imagem da função

F :O+
Σ → R

n

M 7→ diag(M)
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é o politopo P .

As Figuras 1.4 e 1.5 são exemplos do politopo de Thompson para Σ com
diagonal (2, 1) e (4, 2, 1).

Em 1977 Thompson [11] deu a primeira demonstração do teorema que ganhou
seu nome para os casos real e complexo. Tam [12] deu uma nova prova para ambos
os casos com técnicas simpléticas em 1999.

Em 1999, Leite, Richa e Tomei [10] apresentaram uma nova prova para o
Teorema de Schur-Horn, o Teorema de Horn [1], e enunciaram e provaram o que
poderia ser chamado de versão anti-simétrica de Schur-Horn. Os três teoremas
consideram funções em variedades de matrizes cujos valores são certas entradas
destas matrizes e afirmam que a imagem destas funções são politopos. Para o
Teorema de Schur-Horn, a variedade em questão é OΛ e a função é SH. Para
Horn, a variedade é SO(n) e a função é H. Para a versão anti-simétrica de Schur-
Horn a variedade é OΓ e a função é SHAS, que serão descritas logo abaixo. A
demonstração é semelhante em todos os casos. Mais adiante falaremos mais sobre
a versão anti-simétrica do Teorema de Schur-Horn.

A ferramenta usada no artigo acima citado para a prova do Teorema de Schur-
Horn foi cálculo em variedades, isso fez com que se utilizasse uma descrição para
o politopo através de desigualdades. Explicando melhor, o politopo PΛ que foi
definido acima pode ser visto com a solução de um sistema de inequações lineares.
Analiticamente é mais interessante trabalhar com desigualdades do que com fecho
convexo. Estas idéias também foram aplicadas no Teorema de Horn e na versão
anti-simétrica de Schur-Horn.

Nesse texto demonstraremos o caso real do Teorema de Thompson utilizando
cálculo em variedades, seguindo as idéias do artigo [10]. Esta prova é devida a R.
S. Leite. Naturalmente, usaremos a descrição analiticamente mais conveniente
para o politopo do Teorema, a saber, a que o expressa através de um sistema de
desigualdades. Esta descrição somente será feita quando necessária, pois a forma
padrão de definirmos o politopo do Teorema de Thompson é mais elegante.

Existe uma versão do Teorema de Thompson para matrizes de determinante
negativo.

Teorema de Thompson
A diagonal de uma matriz real n × n com determinante negativo e valores sin-
gulares σ1 > . . . > σn > 0 está no fecho convexo dos pontos (±σπ(1), . . . ,±σπ(n))
tendo um número ímpar de entradas −1, onde π é uma permutação. Dado um
vetor d no fecho convexo dos pontos (±σπ(1), . . . ,±σπ(n)) tendo um número ímpar
de entradas −1, onde π é uma permutação, existe uma matriz real n × n com
determinante negativo, diagonal d e valores singulares σ1 > . . . > σn > 0.

As Figuras 1.6 e 1.7 são exemplos do politopo de Thompson para matrizes
de determinante negativo, correspondentes às Figuras 1.4 e 1.5. As Figuras 1.8
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e 1.9 são os politopos das versões positiva e negativa do Teorema de Thompson
numa só figura.

Para enunciar a versão real anti-simétrica do Teorema de Schur-Horn, preci-
samos de algumas definições.

Dadas uma matriz Γ da forma

(

0 Λ
−Λ 0

)

ou





0 0 Λ
0 0 0
−Λ 0 0





onde Λ é uma matriz diagonal n × n, denotamos por OΓ o conjunto das ma-
trizes da forma QΓQT com Q em SO(2n) ou SO(2n + 1) dependendo de qual
das formas acima é Γ. Denotamos por DΓ o politopo dado pelo fecho convexo
dos pontos (±σπ(1), . . . ,±σπ(n)) tendo um número par de entradas −1, onde π
é uma permutação e por EΓ o politopo dado pelo fecho convexo dos pontos
(±σπ(1), . . . ,±σπ(n)).

Definimos a subdiagonal de uma matriz como sendo

M → (m1,n+1, . . . ,mn,2n) ou M → (m1,n+2, . . . ,mn,2n+1)

de acordo com a ordem da matriz ser 2n ou 2n+ 1.

Teorema de Schur-Horn anti-simétrico
A imagem da função

SHAS :OΓ → R
n

M 7→ subdiag(M)

é o politopo DΓ quando a dimensão é par e EΓ quando a dimensão é ímpar.

Agora esboçaremos as etapas da prova do Teorema de Thompson.
Primeiro provaremos que a imagem de O+

Σ pela função diagonal está contida
no politopo P . Começaremos caracterizando os pontos críticos de F : a restrição
da função diagonal a O+

Σ . Nesse momento aparece de forma natural uma família
finita de funções FD : O+

Σ → R, onde D é uma matriz diagonal, dadas por
FD(M) = tr(MD) com a seguinte propriedade: um ponto de O+

Σ é ponto crítico
de F se e somente é ponto crítico de alguma FD. Depois descreveremos P como
o conjunto solução de um número finito de inequações da forma aα · x ≤ bα,
onde aα, x ∈ R

n e b ∈ R. Usando essa descrição para o politopo P , juntamente
com a equivalência dos pontos críticos de F com a família de funções FD, e
observando que um ponto M ∈ O+

Σ satisfaz diag(Aα) · F (M) ≤ bα se e somente
se satisfaz FAα

(M) ≤ bα, através de estimativas de máximos e mínimos para as
FD, concluiremos esta primeira parte.

Depois mostraremos que o politopo P está contido na imagem de O+
Σ pela

função diagonal. Primeiro veremos que a fronteira de F (O+
Σ) está contida na união
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de uma família finita de conjuntos chamados hiperplanos críticos. Fazendo um
estudo da segunda derivada das funções FD, segue que a fronteira de F (O+

Σ) está
contida na fronteira do politopo P , com exceção de um conjunto insignificante de
seus pontos. Usando argumentos de densidade e conexidade, concluiremos esta
parte.

Figura 1.1: O politopo AΛ para Λ = (4, 2, 1) projetado no plano x+ y + z = 7.
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Figura 1.2: O politopo AΛ para Λ = (7, 4, 2, 1) projetado no plano x1 +x2 +x3 +
x4 = 14.
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Figura 1.3: O politopo de Horn em dimensão 3.
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Figura 1.4: O politopo P para Σ = (2, 1).
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Figura 1.5: O politopo P para Σ = (4, 2, 1).
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Figura 1.6: O politopo de Thompson (versão determinante negativo) para Σ =
(2, 1).
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Figura 1.7: O politopo de Thompson (versão determinante negativo) para Σ =
(4, 2, 1).
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Figura 1.8: O politopo de Thompson (versão determinante negativo e positivo)
para Σ = (2, 1).
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Figura 1.9: O politopo de Thompson (versão determinante negativo e positivo)
para Σ = (4, 2, 1).



Capítulo 2

A variedade O+
Σ

Dada uma matriz diagonal Σ com entradas diagonais positivas e estritamente
decrescentes, ou seja, diag(Σ) = (σ1, . . . , σn) e σ1 > . . . > σn > 0, lembramos que
OΣ é o conjunto das matrizes da forma UΣV , onde U e V são matrizes ortogonais,
e que O+

Σ é formado pelas matrizes de OΣ que possuem determinante positivo.
Podemos ver O+

Σ também como o conjunto das matrizes da forma UΣV , onde
U, V ∈ SO(n).

O objetivo deste capítulo é mostrar o seguinte teorema.

Teorema 1 O conjunto O+
Σ é uma variedade compacta e conexa de dimensão

n2 − n. Uma carta em torno do ponto M ∈ O+
Σ é dada pela função ψM(A,B) =

exp(A)M exp(B), sendo esta definida sobre um aberto de A(n)×A(n). O espaço
tangente no ponto M é T (O+

Σ)M = {AM +MB : A,B ∈ A(n)}.

Provaremos este teorema através de quatro lemas.

Lema 2 O conjunto O+
Σ é compacto.

Prova: Primeiro mostraremos que OΣ é compacto. Para vermos que OΣ é
fechado, definimos a função

f :M(n) → R
n

M 7→ (det(MMT − σ2
1In), . . . , det(MMT − σ2

nIn)).

É claro que f−1(0, . . . , 0) = OΣ e f é contínua, portanto OΣ é fechado. Para
provarmos que OΣ é limitado, consideramos a norma em M(n) associada ao
produto interno 〈M,N〉 = tr(MNT ). Dado M = UΣV ∈ OΣ, temos que
|UΣV |2 = tr(UΣV (UΣV )T ) = tr(UΣ2UT ) = tr(Σ2) = tr(ΣΣT ) = |Σ|2, logo
OΣ é limitado.

Agora mostraremos que O+
Σ é compacto. Lembrando que o determinante de

matrizes ortogonais é sempre ±1, dado M = UΣV ∈ OΣ, temos que det(M) =
det(UΣV ) = ± det(Σ). Denotando por D a restrição da função determinante

22
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ao conjunto OΣ, fica claro que O+
Σ = D−1(det(Σ)). Como D é contínua, segue

que O+
Σ é um conjunto fechado contido no conjunto compacto OΣ, e portanto é

compacto. �

Lema 3 O conjunto O+
Σ é conexo.

Prova: Definindo a função

g :SO(n) × SO(n) → O+
Σ

(U, V ) 7→ UΣV,

e usando que SO(n) é conexo, g é contínua eO+
Σ = g(SO(n)×SO(n)), concluímos

que O+
Σ é conexo. �

Lema 4 O conjunto O+
Σ é uma variedade de dimensão n2 − n.

Prova: Lembramos que se uma matriz M tem n autovalores λ1 ≤ . . . ≤ λn, o
espectro ordenado de M é λo(M) = (λ1, . . . , λn). O Teorema espectral garante
que λo é definida para qualquer matriz simétrica. É claro que para qualquer
matriz M , a matriz MMT é simétrica. Definindo as funções

g :M(n) → S(n)

M 7→MMT

e f = λo◦g, temos que OΣ = f−1(σ2
1, . . . , σ

2
n) e O+

Σ = f−1(σ2
1, . . . , σ

2
n)∩ { matrizes

de determinante positivo }.
Primeiro mostraremos que f é suave num aberto contendo OΣ. É fácil ver

que g é suave, portanto basta provarmos que λo é suave num aberto contendo
g(OΣ). Pelo Lema 22 do Apêndice, o conjunto S ′(n) = { matrizes simétricas
n × n com espectro simples } é aberto em S(n), e a restrição da função λo ao
conjunto S ′(n) ⊂ S(n) é suave. Como g(OΣ) = {UΣ2UT : U ∈ O(n)} ⊂ S ′(n),
segue a afirmação.

Agora veremos que OΣ é uma variedade de dimensão n2 − n. Pelo Lema 19
do Apêndice, é suficiente verificarmos que

dfM : M(n) → R
n

é sobrejetiva para todo M ∈ OΣ. Pela regra da cadeia, temos que dfM =
dλg(M)dgM , portanto só precisamos provar que

dgM : M(n) → S(n) e d(λo)g(M) : S(n) → R
n

são sobrejetivas para todo M ∈ OΣ.
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Vejamos que dgM é sobrejetiva para todo M ∈ OΣ. Dados M,N ∈ M(n),
temos que

dgM(N) = lim
t→0

(M + tN)(M + tN)T −MMT

t
= MNT +NMT .

Fixados M = UΣV ∈ OΣ e S ∈ S(n), encontraremos N ∈ M(n) tal que
dgM(N) = S. Fazendo N = 1

2
SUΣ−1V , temos que

dgM(N) = UΣV (
1

2
SUΣ−1V )T + (

1

2
SUΣ−1V )(UΣV )T

=
1

2
((UΣV V T Σ−1UT )ST + S(UΣ−1V V T ΣUT )) =

1

2
S +

1

2
S = S.

Portanto dgM é sobrejetiva para todo M ∈ OΣ.
Agora provaremos que d(λo)g(M) é sobrejetiva para todo M ∈ OΣ. Dados

M = UΣV ∈ OΣ e 1 ≤ i ≤ n, encontraremos S ∈ S(n) tal que d(λo)g(M)(S) = ei.
Fazendo N = UEiU

T , onde Ei é uma matriz diagonal com diag(Ei) = ei, obtemos

d(λo)g(M)(N) = lim
t→0

λo(g(M) + tN) − λo(g(M))

t

= lim
t→0

λo(UΣ2UT + tUEiU
T ) − λo(UΣ2UT )

t

= lim
t→0

λo(U(Σ2 + tEi)U
T ) − λo(UΣ2UT )

t

= lim
t→0

λo(Σ
2 + tEi) − λo(Σ

2)

t
= lim

t→0

tei

t
= ei.

Portanto d(λo)g(M) é sobrejetiva para todo M ∈ OΣ. Concluímos que OΣ é uma
variedade de dimensão n2 − n.

Finalmente mostraremos que O+
Σ é uma variedade de dimensão n2 − n. Defi-

nindo O−
Σ como o conjunto das matrizes de OΣ com determinante negativo, temos

que OΣ = O+
Σ∪O−

Σ e O+
Σ∩O−

Σ = ∅. Como no Lema acima, segue que O−
Σ é fechado

em OΣ, portanto O+
Σ é aberto em OΣ. Logo O+

Σ é uma variedade de dimensão
n2 − n. �

Lema 5 Uma carta em torno do ponto M ∈ O+
Σ é dada pela função ψM(A,B) =

exp(A)M exp(B), sendo esta definida em um aberto de A(n) × A(n). O espaço
tangente no ponto M é T (O+

Σ)M = {AM +MB : A,B ∈ A(n)}.

Prova: Primeiro precisamos verificar que ψM(A(n) × A(n)) ⊂ O+
Σ . Dadas ma-

trizes anti-simétricas A e B, é claro que elas comutam com as suas respectivas
transpostas, e pelo Lema 21 do Apêndice, temos que exp (A) e exp (B) estão em
SO(n). Escrevendo M = UΣV , segue que

ψM(A,B) = exp(A)M exp(B) = (exp(A)U)Σ(V exp(B)) ∈ O+
Σ .
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É claro que ψM é suave, ψM(0, 0) = M e dim(A(n) × A(n)) = n2 − n =
dim(T (O+

Σ)M). Pelo Lema 18 no Apêndice, para provarmos que ψM é uma carta,
basta mostrarmos que

d(ψM)(0,0) : A(n) ×A(n) → T (O+
Σ)M

é um isomorfismo. Como A(n)×A(n) e T (O+
Σ)M tem a mesma dimensão, isso é

equivalente a mostrar que d(ψM)(0,0) é injetiva. Temos que

d(ψM)(0,0)(A,B) =
d

dt
ψM(tA, tB)|t=0 =

d

dt
exp(tA)M exp(tB)|t=0

= {exp(tA)AM exp(tB) + exp(tA)M exp(tB)B}|t=0

= AM +MB.

Supondo d(ψM)(0,0)(A,B) = 0, temos que

d(ψM)(0,0)(A,B) = 0 =⇒ AM +MB = 0 =⇒ AUΣV + UΣV B = 0

=⇒ UTAUΣ + ΣV BV T = 0.

Fazendo C = UTAU e D = V BV T , obtemos

d(ψM)(0,0)(A,B) = 0 =⇒ ΣD + CΣ = 0 =⇒ σidij + cijσj = 0.

Como C eD são anti-simétricas, trocando os índices i e j, segue que σjdij+cijσi =
0. O sistema de equações

σidij + σjcij = 0

σjdij + σicij = 0,

para i 6= j, tem determinante nas variáveis cij, dij igual a σ2
i − σ2

j 6= 0. Segue
que para i 6= j temos cij = dij = 0, portanto C = D = 0, logo A = B = 0.
Concluímos que d(fM)(0,0) é injetiva.

Como ψM é uma carta em torno de M com d(ψM)(0,0)(A,B) = AM +MB, é
claro que T (O+

Σ)M = {AM +MB : A,B ∈ A(n)}. �

A prova destes lemas completa a demonstração do teorema.



Capítulo 3

A inclusão F (O+
Σ) ⊂ P

Lembramos que

F :O+
Σ → R

n

M 7→ diag(M),

e P é o politopo convexo em R
n cujos vértices são pontos da forma {Eπσ}, onde

π é uma permutação e E é uma matriz ortogonal diagonal com determinante 1.
Dada uma matriz diagonal D com di ∈ {1, 0,−1} para 1 ≤ i ≤ n, onde

d = diag(D), definimos a função

FD :O+
Σ → R

M 7→ F (M) · d = tr(MD).

Neste capítulo mostraremos que F (O+
Σ) ⊂ P. Primeiro caracterizaremos os

pontos críticos de F e veremos como estes estão relacionados com os pontos
críticos de FD. Depois exibiremos propriedades dos pontos críticos de F que
permitirão calcular o valor da função FD nesses pontos. Usando isso, provaremos
que F (O+

Σ) ⊂ P.
O lema abaixo caracteriza os pontos críticos de F .

Lema 6 Um ponto M ∈ O+
Σ é ponto crítico de F se e somente se existe uma

matriz diagonal não nula D com di ∈ {1, 0,−1} para 1 ≤ i ≤ n tal que MD e
DM são simétricas, onde d = diag(D).

Prova: Lembramos que T (O+
Σ)M = {AM + MB : A,B ∈ A(n)} e dFM :

T (O+
Σ)M → R

n. Se M é ponto crítico de F então dFM não é sobrejetiva. De-
notando por W = dFM(T (O+

Σ)M), temos que dim(W ) < n, logo existe um
d′ ∈ W⊥ não nulo. Como FD é a restrição de uma função linear definida num
aberto contendo O+

Σ , temos que dFM = F para qualquer M ∈ O+
Σ , portanto

d′ · dFM(AM + MB) = d′ · F (AM + MB) = 0 para quaisquer matrizes anti-
simétricas A e B. Definindo uma matriz diagonal D′ com diag(D′) = d′, te-
mos que d′ · F (AM + MB) = trD′(AM + MB) = 0 para quaisquer matrizes

26
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anti-simétricas A e B. Fazendo A = 0 e depois B = 0, obtemos tr(D′MB) =
tr(D′M)B = 0 e tr(D′AM) = tr(MD′)A = 0 para quaisquer matrizes ant- si-
métricas A e B. Lembrando que 〈M,N〉 = tr(MNT ) é um produto interno em
M(n) tal que (S(n))⊥ = A(n) e (A(n))⊥ = S(n), concluímos que MD′ e D′M
são simétricas.

Como MD′ e D′M são simétricas, valem as equações MD′ = D′MT e D′M =
MTD′. Olhando a entrada ij, obtemos mijd

′
j = d′imji e mijd

′
i = d′jmji. Multi-

plicando estas equações conseguimos (d′i)
2mijmji = (d′j)

2mijmji. Assim, (d′i)
2 6=

(d′j)
2 implica mijmji = 0. Usando as primeiras equações acima concluímos que

(d′i)
2 6= (d′j)

2 implica mij = mji = 0.
Denotemos por c a primeira entrada diagonal não nula de D′. Isso é possível

pois diag(D′) = d′ 6= 0. Definimos uma matriz diagonal D com d = diag(D) da
seguinte forma

di = 0, se (d′i)
2 6= c2

di = 1, se d′i = c
di = −1, se d′i = −c.

Provaremos que DM é simétrica. Para ver que MD é simétrica, a prova é
análoga. Temos que DM é simétrica se e somente se a equação DM −MTD = 0
é satisfeita. A entrada ij de DM −MTD é dimij − djmji. Se di = dj = 0 esta
equação é satisfeita. Se (di)

2 6= (dj)
2 então (d′i)

2 6= (d′j)
2, portanto mij = mji = 0

e a equação é satisfeita. Se (di)
2 = (dj)

2 = 1, existem as possibilidades di = dj

e di = −dj. Nestes casos, é fácil ver que as igualdades mijd
′
j = d′imji e mijd

′
i =

d′jmji garantem que a equação DM −MTD = 0 é satisfeita. Esses são todos os
casos, portanto DM é simétrica.

Agora mostraremos a recíproca. Suponhamos que D é uma matriz diagonal
não nula com di ∈ {1, 0,−1} para 1 ≤ i ≤ n tal que MD e DM são simétricas,
onde d = diag(D). Temos que

d · dFM(AM +MB) = trD(AM +MB) = tr(MD)A+ tr(DM)B = 0,

pois DM e MD são simétricas e A e B anti-simétricas, portanto

dim(dFM(T (O+
Σ)M)) < n,

consequentemente dFM não é sobrejetiva. Concluímos que M é ponto crítico de
F . �

O lema abaixo mostra que os pontos críticos de F e de FD estão relacionados
da seguinte forma: M é ponto crítico de F se e somente se M é ponto crítico de
alguma FD.

Lema 7 Dada uma matriz diagonal D com di ∈ {1, 0,−1} para 1 ≤ i ≤ n, onde
d = diag(D), temos que M ∈ O+

Σ é ponto crítico de FD se e somente se MD e
DM são simétricas.
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Prova: Basta notarmos que a derivada d(FD)M : T (O+
Σ)M → R é dada por

d(FD)M(AM +MB) = FD(AM +MB)

= F (AM +MB) · d

= tr(AM +MB)D

= trA(MD) + tr(DM)B.

Utilizando um argumento análogo ao do lema anterior, concluímos que d(FD)M =
0 se e somente se MD e DM são simétricas. �

O lema seguinte será usado logo no que se segue.

Lema 8 Dadas uma matriz M e uma matriz diagonal não nula D tal que MD
e DM são simétricas, o espaço vetorial gerado por {ek : d2

k = c2} é invariante
por M e MT , onde d = diag(M) e c é uma entrada diagonal não nula de D.

Prova: Como DM e MD são simétricas, temos que MD = DMT e DM =
MTD, portanto MD2 = (MD)D = D(MTD) = D2M. Analogamente MTD2 =
D2MT . Denotando por V o espaço vetorial gerado por {ek : d2

k = c2}, é fácil
ver que V = {v : D2v = c2v}. Se v ∈ V , então D2Mv = MD2v = c2Mv,
portanto Mv ∈ V , segue que V é invariante por M . Analogamente, usando que
MTD2 = D2MT , segue que V é invariante por MT . �

Os dois lemas seguintes são muito importantes. Através deles será possível
calcular o valor de FD nos seus pontos críticos.

Lema 9 Dado um ponto crítico M = UΣV ∈ O+
Σ de FD, temos que D′ = V DU

é diagonal com d′i ∈ {1, 0,−1} para 1 ≤ i ≤ n, onde d′ = diag(D′). Além disso,
o número de coordenadas 0 de d é igual ao número de coordenadas 0 de d′, onde
d = diag(D).

Prova: Como M é ponto crítico de FD, do Lema 7, segue que MD e DM são
simétricas. Como DM é simétrica, temos que

MTD = DM =⇒ V T ΣUTD = DUΣV =⇒ Σ(V DU)T = (V DU)Σ

=⇒ ΣD′T = D′Σ =⇒ (D′Σ)T = D′Σ,

portanto D′Σ é simétrica. Analogamente, usando que MD é simétrica, segue que
ΣD′ é simétrica. Como D′Σ e ΣD′ são simétricas e Σ é diagonal, pelo Lema 8,
temos que para cada σi o espaço gerado pelo conjunto {ek : σ2

k = σ2
i } é invariante

por D′. Como σi 6= σj para i 6= j, concluímos que D′ é diagonal. Notando que
(D′)2 e D2 são conjugadas, pois

(D′)2 = D′D′T = V DUUTDV T = V D2V T ,

sabemos que (D′)2 e D2 tem os mesmos autovalores, portanto (D′)2 só possui
entradas 1 e 0 na diagonal e tem o mesmo número de 0 na diagonal que D2. Logo
as entradas da diagonal de D′ são 1, 0 e −1, e tem o mesmo número de 0 na
diagonal que D. �
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Lema 10 Dado um ponto crítico M = UΣV ∈ O+
Σ de FD tal que todas as

coordenadas de d são não nulas, temos que o número de coordenadas −1 de d
e o número de coordenadas −1 de d′ tem a mesma paridade, onde D′ = V DU ,
d = diag(D) e d′ = diag(D′).

Prova: Como U e V são ortogonais, segue que det(U) det(V ) = ±1. Como M
tem determinante positivo, temos que det(U) det(V ) = 1, portanto det(D′) =
det(V DU) = det(U) det(D) det(V ) = detD. Pelo lema acima, sabemos D′ é
diagonal com d′i ∈ {1,−1} para 1 ≤ i ≤ n. Denotando por a o número de
coordenadas −1 de d e por b o número de coordenadas −1 de d′, temos que
(−1)a = det(D) = det(D′) = (−1)b, e isso implica a conclusão. �

Agora iremos provar a primeira parte do Teorema de Thompson usando os
lemas acima.

Primeiro daremos uma descrição do politopo P através das suas faces. Uma
prova de que a descrição de P pelos vértices coincide com a descrição pelas faces
pode ser encontrado em [2].

Definimos

u1 = e1
...

uk = e1 + . . .+ ek

...

un−2 = e1 + . . .+ en−2

un−1 = e1 + . . .+ en−1 − en

un = e1 + . . .+ en−1 + en.

Para n par, temos que P é o conjunto dos x ∈ R
n tais que para toda permutação

π, toda matriz ortogonal diagonal E com determinante 1 e todo 1 ≤ k ≤ n vale

|x · Eπ(uk)| ≤ σ · uk.

Para n ímpar, temos que P é o conjunto dos x ∈ R
n tais que para toda permutação

π, toda matriz ortogonal diagonal E com determinante 1 e todo 1 ≤ k ≤ n − 2
vale

|x · Eπ(uk)| ≤ σ · uk

σ · un−1 ≤ x · Eπ(uk) ≤ σ · un

σ · un ≤ x · Eπ(uk) ≤ σ · un−1.

Podemos ver P como o conjunto dos pontos x ∈ R
n que são soluções das

seguintes inequações:
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• para todo vetor d = (d1, . . . , dn) ∈ R
n com di ∈ {1, 0,−1} para 1 ≤ i ≤ n,

com k ≤ n coordenadas não nulas, vale

−(σ1 + . . .+ σk) ≤ x · d ≤ σ1 + . . .+ σk

• para todo vetor d = (d1, . . . , dn) ∈ R
n com di ∈ {1,−1} para 1 ≤ i ≤ n,

tendo um número par de coordenadas −1, vale

−(σ1 + . . .+ σn) ≤ x · d ≤ σ1 + . . .+ σn, se n é par

−(σ1 + . . .+ σn−1 − σn) ≤ x · d ≤ σ1 + . . .+ σn, se n é ímpar

• para todo vetor d = (d1, . . . , dn) ∈ R
n com di ∈ {1,−1} para 1 ≤ i ≤ n,

tendo um número ímpar de coordenadas −1, vale

−(σ1 + . . .+ σn−1 − σn) ≤ x · d ≤ σ1 + . . .+ σn−1 − σn, se n é par

−(σ1 + . . .+ σn) ≤ x · d ≤ σ1 + . . .+ σn−1 − σn, se n é ímpar

Usando essa descrição do politopo P seremos capazes de provar o teorema
abaixo.

Teorema 11 F (O+
Σ) ⊂ P.

Prova: Para mostrarmos que F (O+
Σ) ⊂ P, é suficiente verificarmos que os pontos

de F (O+
Σ) são soluções das inequações que descrevem as faces de P .

Dado um vetor d ∈ R
n com di ∈ {1, 0,−1} para 1 ≤ i ≤ n, denotando por

D a matriz diagonal com diag(D) = d, como FD : O+
Σ → R é contínua e O+

Σ é
compacto, existem M+ = U+ΣV + e M− = U−ΣV − em O+

Σ tais que

max
O+

Σ

FD = FD(M+), e min
O+

Σ

FD = FD(M−).

Agora, o valor de FD(M+) é

F (M+) · d = tr(M+D) = tr(U+ΣV +D) = tr(V +DU+)Σ = tr((D′)+Σ),

onde (D′)+ = V +DU+. Analogamente obtemos que FD(M−) = tr((D′)−Σ), onde
(D′)− = V −DU−. Denotando por (d′)+ = diag((D′)+) e (d′)− = diag((D′)−),
como M+ e M− são pontos críticos de FD, pelo Lema 9, segue que (D′)+ e (D′)−

são diagonais com (d′)+
i , (d

′)−i ∈ {1, 0,−1} para 1 ≤ i ≤ n, e além disso o número
de coordenadas não nulas de (d′)+, (d′)− e d são iguais a, digamos, k ≤ n. Logo
existem índices i+1 , . . . , i

+
k , i

−
1 , . . . , i

−
k ∈ N tais que

FD(M+) = ±σi+
1

+ . . .+ ±σi+
k

e FD(M−) = ±σi−
1

+ . . .+ ±σi−
k
.

Portanto FD(M+) ≤ σ1 + . . .+ σk e FD(M−) ≥ −(σ1 + . . .+ σk).
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Agora suponhamos que todas as coordenadas de d são não nulas e o número
de coordenadas de d iguais a −1 é ímpar. Pelo Lema 10, segue que o número de
coordenadas −1 de (d′)+ também é ímpar.

Lembrando que σ1 > . . . > σn, o máximo de uma soma da forma ±σ1 + . . .+
±σn com um número ímpar de sinais negativos é quando for igual a σ1 + . . . +
σn−1 − σn, portanto FD(M+) ≤ σ1 + . . .+ σn−1 − σn.

O mínimo que uma soma da forma ±σ1 + . . . + ±σn com um número ímpar
de sinais negativos é quando for igual a

− (σ1 + . . .+ σn−1 − σn), se n é par

− (σ1 + . . .+ σn), se n é ímpar.

Então

FD(M−) ≥ −(σ1 + . . .+ σn−1 − σn), se n é par

FD(M−) ≥ −(σ1 + . . .+ σn), se n é ímpar.

Se o número de coordenadas −1 de d é par, seguindo os mesmos argumentos
acima, segue que

FD(M+) ≤ σ1 + . . .+ σn−1 − σn

FD(M−) ≥ −(σ1 + . . .+ σn), se n é par

FD(M−) ≥ −(σ1 + . . .+ σn−1 − σn), se n é ímpar.

Para todo M ∈ O+
Σ , temos que minO+

Σ
FD = FD(M−) ≤ FD(M) ≤ FD(M+) =

maxO+

Σ
FD. Segue o resultado. �



Capítulo 4

A inclusão P ⊂ F (O+
Σ)

Dados vetores d = (d1, . . . , dn), d′ = (d′1, . . . , d
′
n) ∈ R

n tais que di, d
′
i ∈ {1, 0,−1}

para 1 ≤ i ≤ n, chamamos o conjunto

Hd,d′ = {x ∈ R
n : x · d = σ · d′}

de hiperplano crítico. Se d′ é um vetor da forma ±(1, . . . , 1, 0, . . . , 0),±(1, . . . , 1)
ou ±(1, . . . , 1,−1), dizemos que Hd,d′ é um hiperplano crítico extremo.

Neste capítulo mostraremos que P = F (O+
Σ). Primeiro veremos que a fron-

teira de F (O+
Σ) está contida na união dos hiperplanos críticos. Depois faremos

um estudo da segunda derivada da função FD, e através disso provaremos que os
pontos da fronteira de F (O+

Σ) que estão num único hiperplano crítico não extremo
estão necessariamente no interior de F (O+

Σ). Por fim construiremos um conjunto
conexo e denso em P que não possui pontos em comum com a fronteira de F (O+

Σ),
a saber os pontos do interior do politopo P menos os pontos que estão em dois ou
mais hiperplanos críticos, e usando um argumento de conexidade concluiremos
que P = F (O+

Σ).

Lema 12 A fronteira de F (O+
Σ) está contida na união de todos os hiperplanos

críticos.

Prova: Primeiro mostraremos que a fronteira de F (O+
Σ) está contida na imagem

dos pontos críticos de F . SeM é um ponto regular de F , do Lema 20 no Apêndice,
segue que F (M) está no interior de F (O+

Σ), portanto todo ponto na fronteira de
F (O+

Σ) é necessariamente imagem de um ponto crítico de F . Nessa última frase
usamos o fato de que F (O+

Σ) é fechado.
Agora veremos que a imagem dos pontos críticos de F está contida na união

dos hiperplanos críticos. Dado um ponto crítico M = UΣV ∈ O+
Σ de F , pelo

Lema 7, existe uma matriz diagonal D com di ∈ {1, 0,−1} para 1 ≤ i ≤ n tal
que M é ponto crítico de FD, onde d = diag(D). Temos que

FD(M) = tr(UΣV D) = tr(Σ(V DU)) = tr(ΣD′),

32
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onde D′ = V DU . Pelo Lema 9, temos que D′ é diagonal com d′i ∈ {1, 0,−1} para
1 ≤ i ≤ n, onde d′ = diag(D′). Agora a equação FD(M) = tr(ΣD′) é equivalente
a F (M) · d = σ · d′, portanto Hd,d′ é um hiperplano crítico e contém F (M). �

O lema seguinte é essencial para provarmos o próximo resultado. Faremos
uma análise da segunda derivada da função FD em seus pontos críticos que estão
em hiperplanos não extremos.

Lema 13 Se M = UΣV ∈ O+
Σ é um ponto crítico de FD e o hiperplano crítico

Hd,d′ não é extremo, onde D′ = V DU , d = diag(D) e d′ = diag(D′), existem
matrizes M+,M− ∈ O+

Σ arbitrariamente próximas de M tais que

FD(M+) > FD(M) > FD(M−).

Prova: Dadas duas matrizes anti-simétricas A e B, pelo Teorema 1, para t
definido num intervalo aberto contendo 0 suficientemente pequeno, a imagem
da função ψA,B(t) = exp(tA)M exp(tB) está contida em O+

Σ . Temos que FD ◦
ψA,B(t) = tr[D exp(tA)M exp(tB)], portanto

d

dt
(FD ◦ ψA,B)(t) = tr [D(exp(tA)AM exp(tB) + exp(tA)M exp(tB)B)]

d2

dt2
(FD ◦ ψA,B)(t) = tr

[

D(exp(tA)A2M exp(tB)+

+2 exp(tA)AM exp(tB)B + exp(tA)M exp(tB)B2)
]

d2

dt2
(FD ◦ ψA,B)|t=0 = tr

[

D(A2M + 2AMB +MB2)
]

.

Pela fórmula de Taylor para FD ◦ ψA,B no ponto t = 0, temos que

FD ◦ ψA,B(t) = FD(M) + t
d

dt
(FD ◦ ψA,B)|t=0 +

t2

2

d2

dt2
(FD ◦ ψA,B)|t=0 + t2g(t),

onde limt→0 g(t) = 0. ComoM é ponto crítico de FD, temos que FD( d
dt
ψA,B|t=0) =

0, portanto

FD ◦ ψA,B(t) − FD(M) =
t2

2

[

FD(
d2

dt2
ψA,B|t=0) + 2g(t)

]

,

onde limt→0 g(t) = 0. Assim, para t suficientemente próximo de 0, o sinal de
FD ◦ ψA,B(t) − FD(M) só depende do sinal de FD( d2

dt2
ψA,B|t=0).

Encontraremos matrizes anti-simétricas A+, A−, B+ e B− tais que

FD

(

d2

dt2
ψA+,B+ |t=0

)

> 0 e FD

(

d2

dt2
ψA−,B−|t=0

)

< 0.

Dessa forma, para t suficientemente próximo de 0, teremos

FD(ψA+,B+(t)) − FD(M) > 0, e FD(ψA−,B−(t)) − FD(M) < 0,
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finalizando a prova do lema.
Temos que

FD

(

d2

dt2
ψA,B|t=0

)

= tr
[

D(A2M + 2AMB +MB2)
]

= tr
(

DA2UΣV + 2DAUΣV B +DUΣV B2
)

= tr
(

(V DU)UTA2UΣ + 2(V DU)UTAUΣV BV T

+(V DU)ΣV B2V T
)

= tr
(

D′(UTA2U)Σ + 2D′(UTAU)Σ(V BV T )

+D′Σ(V B2V T )
)

.

Definindo Ã = UTAU e B̃ = V BV T , obtemos Ã2 = UTA2U e B̃2 = V B2V T ,
portanto

FD

(

d2

dt2
ψA,B|t=0

)

= tr(D′Ã2Σ) + 2tr(D′ÃΣB̃) + tr(D′ΣB̃2).

Como A = UÃUT e B = V T B̃V , para provar o resultado, basta encontrarmos
matrizes anti-simétricas Ã+, Ã−, B̃+ e B̃− tais que

FD

(

d2

dt2
ψÃ+,B̃+|t=0

)

= tr(D′(Ã+)2Σ) + 2tr(D′Ã+ΣB̃+) + tr(D′Σ(B̃+)2) > 0

FD

(

d2

dt2
ψÃ−,B̃−|t=0

)

= tr(D′(Ã−)2Σ) + 2tr(D′Ã−ΣB̃−) + tr(D′Σ(B̃−)2) < 0.

Fixados i 6= j definimos a matriz A = Aij tendo os valores Aij = 1, Aji = −1,
e 0 nas entradas restantes. Agora, escrevendo os vetores da base canônica de R

n

como matrizes n×1, é fácil ver que A = eie
T
j −eje

T
i , e portanto A2 = −eie

T
i −eje

T
j ,

logo (A2)ii = (A2)jj = −1 e é 0 nas outras entradas. Portanto

tr(D′ΣA2) = tr(D′A2Σ) = −d′iσi − d′jσj.

Além disso, também temos que

AΣA = (eie
T
j − eje

T
i )Σ(eie

T
j − eje

T
i )

= (σjeie
T
j − σieje

T
i )(eie

T
j − eje

T
i )

= −σjeie
T
i − σieje

T
j ,

portanto concluímos que (AΣA)ii = −σj, (AΣA)jj = −σi e é 0 nas outras entra-
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das. Segue que tr(D′AΣA) = −d′iσj − d′jσi. Consequentemente

FD

(

d2

dt2
ψAij ,Aij |t=0

)

= tr(D′A2Σ) + 2tr(D′AΣA) + tr(D′ΣA2)

= 2(−d′iσi − d′jσj) + 2(−d′iσj − d′jσi)

= −2(σi(d
′
i + d′j) + σj(d

′
i + d′j)) = −2(σi + σj)(d

′
i + d′j)

FD

(

d2

dt2
ψAij ,−Aij |t=0

)

= tr(D′A2Σ) − 2tr(D′AΣA) + tr(D′ΣA2)

= 2(−d′iσi − d′jσj) − 2(−d′iσj − d′jσi)

= 2(σi(−d
′
i + d′j) + σj(d

′
i − d′j)) = 2(σi − σj)(d

′
j − d′i).

Para terminarmos a demonstração, basta determinarmos índices i e j que

troquem o sinal de FD

(

d2

dt2
ψAij ,Aij |t=0

)

e FD

(

d2

dt2
ψAij ,−Aij |t=0

)

em função do vetor

d′.
Primeiro suponhamos que todas as entradas de d′ são não nulas. Como Hd,d′

não é extremo, temos que d′ é diferente dos vetores ±(1, . . . , 1) e ±(1, . . . , 1,−1).
Estudaremos agora os possíveis casos para d′.

Se d′ é da forma (. . . , 1, . . . ,−1, . . . , 1, . . .), denotando por d′i1 , d
′
i2

e d′i3 as
coordenadas 1,−1 e 1 em ordem, temos que

FD

(

d2

dt2
ψAi1,i2 ,−Ai1,i2 |t=0

)

= 2(d′i1 − d′i2)(σi2 − σi1) = 4(σi2 − σi1) < 0

FD

(

d2

dt2
ψAi2,i3 ,−Ai2,i3 |t=0

)

= 2(d′i2 − d′i3)(σi3 − σi2) = −4(σi3 − σi2) > 0.

Se d′ é da forma (. . . ,−1, . . . , 1, . . . ,−1, . . .), é análogo.
Se d′ é da forma (. . . , 1, . . . ,−1, . . . ,−1), denotando por d′i1 , d

′
i2

e d′i3 as coor-
denadas 1,−1 e −1 em ordem, temos que

FD

(

d2

dt2
ψAi1,i2 ,−Ai1,i2 |t=0

)

= 2(d′i1 − d′i2)(σi2 − σi1) = 4(σi2 − σi1) < 0

FD

(

d2

dt2
ψAi2,i3 ,Ai2,i3 |t=0

)

= −2(d′i2 + d′i3)(σi2 + σi3) = 4(σi2 + σi3) > 0.

Se d′ é da forma (. . . ,−1, . . . , 1, . . . , 1), é análogo.
Como d′ é diferente dos vetores ±(1, . . . , 1) e ±(1, . . . , 1,−1), ele é de uma das

formas acima. Isso resolve o problema no caso onde d′ tem todas as coordenadas
não nulas.

Agora suponhamos que d′ tem alguma coordenada nula. Como Hd,d′ não
é extremo, temos que d′ é diferente dos vetores ±(1, . . . , 1, 0, . . . , 0), portanto
em algum momento aparece uma sequência 0 ± 1, ou melhor, d′ é da forma
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(. . . , 0,±1, . . .). Suponhamos, sem perda de generalidade, que d′ é da forma
(. . . , 0, 1, . . .). Denotando por d′i1 , d

′
i2

as coordenadas 0 e 1 acima, temos que

FD

(

d2

dt2
ψAi1,i2 ,−Ai1,i2 |t=0

)

= 2(d′i1 − d′i2)(σi2 − σi1) = −2(σi2 − σi1) > 0

FD

(

d2

dt2
ψAi2,i3 ,Ai2,i3 |t=0

)

= −2(d′i1 + d′i2)(σi1 + σi2) = −2(σi1 + σi2) < 0.

Isso finaliza a prova do lema. �

Agora veremos que os hiperplanos críticos não extremos não contém pontos
da fronteira de F (O+

Σ) que estão num único hiperplano crítico.

Lema 14 Se M ∈ O+
Σ é um ponto crítico de F tal que F (M) está num único

hiperplano crítico que não é extremo então F (M) ∈ int(F (O+
Σ)).

Prova: Denotemos por Hd,d′ o único hiperplano crítico que contém F (M). Para
cada hiperplano crítico He,e′ com e 6= d e e′ 6= d′, como F (M) /∈ He,e′ e He,e′ é
fechado, existe uma bola

Be,e′ = {x ∈ R
n : |x− F (M)| < re,e′}

com centro em F (M) tal que Be,e′ ∩He,e′ = ∅. Temos que os hiperplanos críticos
existem em número finito, pois os vetores c, c′ que determinam um hiperplano
crítico Hc,c′ só podem ter coordenadas 1, 0 e −1. Repetindo esse processo para
cada hiperplano crítico diferente de Hd,d′ , obtemos uma bola

B = {x ∈ R
n : |x− F (M)| < r}

com centro em F (M) tal que B∩He,e′ = ∅ para cada hiperplano crítico He,e′ com
e 6= d e e′ 6= d′.

Para mostrarmos que F (M) ∈ int(F (O+
Σ)), é suficiente verificarmos que B ⊂

F (O+
Σ). Definindo

B+ = {x ∈ B : x · d > σ · d′},

B0 = {x ∈ B : x · d = σ · d′},

B− = {x ∈ B : x · d < σ · d′},

teremos que B = B+ ∪ B0 ∪ B−, e além disso B0 está no fecho de B+ e B−.
Como F (O+

Σ) é fechado, para demonstrar que B ⊂ F (O+
Σ), basta provar que

B+, B− ⊂ F (O+
Σ).

Vejamos que B+ ⊂ F (O+
Σ). Para provar que B− ⊂ F (O+

Σ) é análogo. A estra-
tégia é provar que B+ ∩ int(F (O+

Σ)) = B+, isso garante que B+ ⊂ int(F (O+
Σ)) ⊂

F (O+
Σ). Podemos escrever

B+ =
[

B+ ∩ int(F (O+
Σ))

]

∪
[

B+ ∩ fr(F (O+
Σ))

]

∪
[

B+ ∩ ext(F (O+
Σ))

]

.
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Se provarmos que B+ ∩ fr(F (O+
Σ)) = ∅, teremos que B+ é união disjuntos de dois

abertos disjuntos em B+, a saber B+ ∩ int(F (O+
Σ)) e B+ ∩ ext(F (O+

Σ)). Como
B+ é conexo, teremos que um destes dois conjuntos é vazio. Se provarmos que
B+ ∩ int(F (O+

Σ)) 6= ∅, poderemos concluir que B+ ∩ int(F (O+
Σ)) = B+, portanto

B+ ⊂ F (O+
Σ).

Primeiro mostraremos que B+ ∩ fr(F (O+
Σ)) = ∅. Por construção, temos que

B+ não tem interseção com nenhum hiperplano crítico. Pelo Lema 12, temos que
fr(F (O+

Σ)) está contida na união dos hiperplanos críticos, portanto B+ não tem
interseção com fr(F (O+

Σ)), ou seja, B+ ∩ fr(F (O+
Σ)) = ∅.

Agora provaremos que B+ ∩ int(F (O+
Σ)) 6= ∅. Escrevendo M = UΣV , como é

ponto crítico de F , seguindo o segundo parágrafo do Lema 12, temos que F (M)
está no hiperplano crítico Hd,d′′ , onde D′′ = V DU e d′′ = diag(D′′). Como
F (M) está num único hiperplano crítico, concluímos que d′′ = d′ = diag(V DU).
Como Hd,d′ não é extremo, pelo Lema 13, existem matrizes M+ arbitrariamente
próximas de M tais que FD(M) < FD(M+). Esta inequação pode ser escrita na
forma

F (M) · d < F (M+) · d.

Como F (M) · d = σ · d′, concluímos que

F (M+) · d > σ · d′,

portanto B+ ∩ F (O+
Σ) 6= ∅. Como B+ ∩ fr(F (O+

Σ)) = ∅, temos que B+ ∩
int(F (O+

Σ)) 6= ∅. �

Usando os lemas acima, mostraremos o teorema principal do texto.

Teorema 15 F (O+
Σ) = P

Prova: A descrição de P pelas faces deixa claro que int(P) é conexo. Denotemos
por A o conjunto formado pelos pontos de R

n que estão na interseção de dois ou
mais hiperplanos críticos.

Vejamos que int(P) − A é conexo. Não é difícil ver que a interseção de dois
ou mais hiperplanos críticos forma um subespaço de R

n de codimensão maior ou
igual a dois. Usando o fato de que ao retirarmos de um conjunto conexo em R

n

os seus pontos que estão num subespaço de codimensão maior ou igual a dois
o conjunto restante é conexo, e que os hiperplanos críticos existem em número
finito, concluímos que o conjunto int(P) − A é conexo.

Agora mostraremos que int(P) − A ⊂ intF (O+
Σ). Como no lema anterior,

usando a conexidade de int(P) − A, só precisamos verificar que

(int(P) − A) ∩ fr(F (O+
Σ)) = ∅ e (int(P) − A) ∩ int(F (O+

Σ)) 6= ∅.

Vejamos que (int(P) − A) ∩ fr(F (O+
Σ)) = ∅. Já mostramos no Lema 12 que

fr(F (O+
Σ)) está contida na união dos hiperplanos críticos. Vimos no Lema 14 que

os pontos de F (O+
Σ) que estão num único hiperplano crítico que não é extremo



estão em int(F (O+
Σ)). Portanto os pontos de fr(F (O+

Σ)) estão nos hiperplanos
críticos extremos ou são pontos que estão em dois ou mais hiperplanos críticos,
ou seja, são pontos de fr(P) ou de A. Segue que em int(P) − A não existem
pontos de fr(F (O+

Σ)).
Para provar (int(P) − A) ∩ int(F (O+

Σ)) 6= ∅, basta escolhermos um ponto
regular M da função F , pois nesse caso o Lema 20 do Apêndice garante que
F (M) ∈ int(F (O+

Σ)).
Finalmente provaremos que F (O+

Σ) = P . Se mostrarmos que int(P) − A é
denso em int(P), tomando o fecho em int(P)−A ⊂ intF (O+

Σ), poderemos concluir
que int(P) ⊂ F (O+

Σ). Lembrando que F (O+
Σ) é fechado, e tomando o fecho mais

uma vez, segue que P ⊂ F (O+
Σ). Portanto, só nos resta mostrar que int(P)−A é

denso em int(P). Isso de fato acontece, pois A é união finita das interseções dois
a dois, três a três, etc. de hiperplanos críticos, que são conjuntos com interior
vazio em R

n. �
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Apêndice

Valores Singulares

Lembramos o enunciado do Teorema espectral.

Teorema 16 Se M é uma matriz real simétrica n×n, então M = UΛUT , onde
U é uma matriz real ortogonal n × n e Λ é uma matriz diagonal cujas entradas
diagonais são os autovalores de M .

Se M é uma matriz real n× n, então MMT e MTM são matrizes simétricas
nas quais podemos aplicar o Teorema espectral. Não é difícil verificar que os
autovalores de MMT e de MTM são os mesmos e positivos. Se σ2

1, . . . , σ
2
n são os

autovalores de MMT , os números σ1, . . . , σn são chamados de valores singulares
de M . Existe uma forma equivalente de definir valores singulares. Um número
positivo σ é chamado valor singular de M se existem vetores u e v em R

n tais
que MTu = σv e Mv = σu. Os vetores u e v são chamados vetores singulares a
esquerda e a direita respectivamente.

Agora enunciamos o Teorema da decomposição em valores singulares para
matrizes quadradas. Existe também uma versão deste teorema para matrizes
m× n.

Teorema 17 Se M é uma matriz real n × n, então M = UΣV , onde U e V
são matrizes reais ortogonais n × n e Σ é uma matriz diagonal cujas entradas
diagonais são os valores singulares de M .

Prova: Denotando por Sn−1 a esfera unitária em R
n, considere a função f de

Sn−1 × Sn−1 em R dada por f(u, v) = Mu · v. Como esta função é contínua
e definida num compacto ela atinge seu valor máximo num ponto (u1, v1). O
número real f(u1, v1) é positivo, pois se fosse negativo poderíamos trocar o sinal
de u1 ou de v1 fazendo que ele virasse positivo, e isto iria contradizer o fato de
ele ser máximo. Temos que Sn−1 × Sn−1 é uma variedade de dimensão 2(n− 1),
a função f é diferenciável e sua derivada num ponto (u, v) na direção do vetor
tangente (X,Y ) é dada por df(u,v)(X,Y ) = MX · v + Mu · Y . Como (u1, v1)
é ponto de máximo de f , a derivada de f se anula em (u1, v1), portanto MX ·
v1 + Mu1 · Y = 0 para quaisquer (X,Y ) ∈ T(u1,v1)S

n−1 × Sn−1. Fazendo Y = 0
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e depois X = 0, lembrando que o espaço tangente da esfera tem codimensão
1 em R

n, existem α1, β1 ∈ R tais que Mu1 = α1v1 e MTv1 = β1u1. Como
o número f(u1, v1) = Mu1 · v1 ≥ 0, temos que α1β1 ≥ 0. É fácil ver que
MMTu1 = α1β1u1 e MTMv1 = α1β1v1, portanto (α1β1)

1/2 é valor singular de
M . Denotemos σ1 = α1β1. Repetindo este método em [u1]

⊥∩Sn−1× [v1]
⊥∩Sn−1,

obtemos vetores u2 e v2, ortogonais a u1 e v1 respectivamente, e números reais
α2, β2 > 0 tais que Mu2 = α2v2 e MTv2 = β2u2, portanto σ2 = (α2β2)

1/2 é
valor singular de M . Podemos repetir esse processo n vezes e obter uma lista
u1, . . . , un e v1, . . . , vn de vetores unitários em R

n com ui · uj = vi · vj = 0 para
i 6= j, e uma lista de números reais α3, . . . , αn e β3, . . . , βn tais que Mui = αivi

e MTvi = βiui, portanto σi = (αiβi)
1/2 são valores singulares de M . Escrevendo

cada um destes u e v em função da base canônica de R
n não é difícil ver que

existem matrizes ortogonais U e V tais que M = UΣV T onde Σ é uma matriz
diagonal cujas diagonais são valores singulares de M . �

Resultados gerais

Os resultados abaixo são bastante conhecidos e foram usados no texto. Incluímos
as referências para estes fatos na bibliografia.

Lema 18 [4] Dada uma função suave f : X → Y entre duas variedades X e Y
de mesma dimensão e um ponto x ∈ X, se dfx : TXx → TYf(x) é isomorfismo,
existem abertos U ⊂ X e V ⊂ Y tais que a restrição de f a U e V é um
difeomorfismo.

Lema 19 [4] Dada uma função suave entre duas variedades X e Y de dimensão
m ≥ n, se y ∈ Y é valor regular de f , temos que Z = f−1(y) é uma variedade de
dimensão m− n e TZx = ker(dfx : TXx → TYf(x)).

Lema 20 [4] Dadas uma função suave entre duas variedades X e Y de dimensão
m ≥ n, e um x ∈ X tal que dfx : TXx → TYf(x) é sobrejetiva, temos que f(x)
está no interior de f(X).

Lema 21 [8] Temos que det(exp(M)) = exp(tr(M)). Em particular, a exponen-
cial de matrizes anti-simétricas n× n tem determinante 1.

Lema 22 O conjunto S ′(n) das matrizes simétricas reais n × n com espectro
simples é aberto no conjunto S(n) das matrizes simétricas reais n × n. Além
disso, a restrição da função espectro ordenado λo a S ′(n) é suave.

Prova: Primeiro vamos ver que S ′(n) é um aberto em S(n) mostrando que seu
complementar R, o conjunto das matrizes n× n reais simétricas com autovalores
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repetidos, é fechado em S(n). Usaremos a norma

||S|| = max
x∈Sn−1

Sx · x = max
λ autovalor de S

λ.

Seja {Am}m∈N uma sequência de matrizes em R convergindo para A∞. Para
cada m escolha λm um autovalor duplo de Am. Pelo Teorema Espectral, existe
um subespaço de R

n de dimensão 2 que é um auto-espaço para λm. Tome um e
vm dois vetores unitários e ortogonais em cada um destes subespaços.

Como Am → A∞ existe M ∈ N tal que se m > M então

||Am − A∞|| < 1 ⇒ ||Am|| < ||A∞|| + 1.

Em outras palavras, se m > M então os autovalores duplos λm estão contidos
num compacto. Logo existe uma subsequência {λmℓ

} convergente. Seja λ∞ o
limite desta subsequência. As sequências de vetores {um} e {vm} estão contidas
na esfera unitária de R

n, logo também existem subsequências convergentes {umℓ
}

e {vmℓ
} convergindo para u∞ e v∞, respectivamente. Tomando índices de forma

que as três subsequências convirjam, obtemos por continuidade:

A∞u∞ = λ∞u∞, A∞v∞ = λ∞v∞,

u∞ ⊥ v∞, ||u∞|| = ||v∞|| = 1.

O que mostra que λ∞ é um autovalor duplo de A∞ (u∞ 6= v∞) e portanto R é
fechado em S(n) .

Considere um caminho suave S : (−a, a) → S(n) com S(0) ∈ S ′(n). Vamos
mostrar que existe b > 0 tal que se |t| < b então S(t) ∈ S ′(n) e que λo(S(t)) varia
suavemente com ǫ. Os autovalores (distintos) de S(t) são as raízes de

p(λ) = p(t, λ) = det(S(t) − λI),

que é uma função suave (na verdade um polinômio) das entradas de S(t), logo
uma função suave em t. Como os autovalores de S(0) são raízes simples de p(0, λ),
digamos λ0

1 < λ0
2 < . . . < λ0

n, temos que pλ(0, λ
0
i ) 6= 0, para 1 ≤ i ≤ n. Pelo Teo-

rema da Função Implícita existem b1, . . . , bn tais que λi(t) dependem suavemente
de t se |t| < bi. Tome b′ = min1≤i≤n bi e faça λo(t) = (λ1(t), . . . , λn(t)). Como o
espectro de S(0) é simples e λi(t) são suaves se |t| < b′ existe b < b′ satisfazendo
os pedidos. �
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