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Resumo

Apresentamos uma nova prova do Teorema de Thompson devida a R. S. Leite
usando técnicas semelhantes as de um artigo anterior de R. S. Leite, C. Tomei.
e T. R. W. Richa. Dados o; > ... > g, > 0, denotemos por P o fecho convexo

dos pontos (£, ..., E0m)) tendo um nimero par de sinais negativos, onde
m & uma permutagao. O Teorema de Thompson afirma que a diagonal de uma
matriz real n X n com determinante positivo e valores singulares oy, ..., 0, esta

em P, e dado um vetor d em P, existe uma matriz real n X n com determinante
positivo, valores singulares oy, ..., 0, e diagonal d.



Abstract

We present a new proof of Thompson theorem due to R. S. Leite using sim-
ilar techniques from a previous paper of R. S. Leite, C. Tomei and T. R. W.
Richa. Given o; > ... > o, > 0, denote by P the convex hull of the points
(£0xa1), - - -, £0x(n)) having a even number of negative signs, where 7 is a permu-
tation. The Thompson theorem asserts that the diagonal of a real n x n matrix
with positive determinant and singular values oy,...,0, is in P, and given a
vector d in P, there is a real n X n matrix with positive determinant, singular
values o4, ..., 0, and diagonal d.
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Notacoes

M(n) = {matrizes reais n x n}

O(n) = {matrizes ortogonais reais n x n}

O(n) = {matrizes ortogonais reais n x n com determinante igual a 1}
(n)

A(n) = {matrizes anti-simétricas reais n x n}

S
S {matrizes simétricas reais n x n}

S'(n) = {matrizes simétricas reais n X n com espectro simples}
I, = matriz identidade n x n

e; = 1-ésimo vetor candnico de R"

M7 = transposta da matriz M

diag(M) = (ma1, ..., Mpn)

tr(M) =mq + ...+ mpy

AM) = (A1,..., ), onde Ay < ... < )\, sdo os autovalores de M
int(X) = interior de X

fr(X) = fronteira de X

ext(X) = exterior de X

X1 = complemento ortogonal de X.



Capitulo 1

Introducao

Existem varios teoremas que afirmam que as entradas diagonais das matrizes
de uma certa variedade formam um politopo convexo. Talvez o mais conhecido
destes teoremas seja o Teorema de Schur-Horn. Para enuncié-lo, consideremos

A uma matriz real simétrica n X n com autovalores \q, ..., \,, e denotemos por
Apx C R™ o fecho convexo dos pontos da forma (Azq),...,Arn)), onde 7 é uma
permutacao.

Teorema de Schur-Horn

A diagonal de uma matriz real simétrica n x n com autovalores Ay,...,\, esta
em A,. Dado um vetor d em A, existe uma matriz real simétrica n X n com
diagonal d e autovalores Ay, ..., \,.

O conjunto de todas as matrizes reais simétricas n X n com autovalores
A1, ..., A, € uma variedade real, que denotamos por O,. Podemos também enun-
ciar o Teorema de Schur-Horn, de maneira mais conveniente para as técnicas
utilizadas nesta dissertacao, do seguinte modo:

Teorema de Schur-Horn
A imagem da funcao

SH :0p, — R"
S +— diag(9)
¢ o politopo A,.
Todas as matrizes reais simétricas n X n com autovalores A{,..., A, tém o

mesmo trago: A; +...+ \,. Logo podemos projetar o politopo A, no hiperplano
do R™ dado por > 7", z; = > | A As Figuras 1.1 e 1.2 mostram o politopo Ax
para A com autovalores 4,2, 1 e autovalores 7,4, 2, 1, respectivamente.

A primeira parte do Teorema de Schur-Horn, que diz que a imagem da fungao
SH esté contida no politopo, foi apresentada por Schur [5] em 1923. A segunda
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inclusao, que todo ponto do politopo A, é a imagem de uma matriz de Oy, é
devida a Horn [1] em 1954. Este resultado motivou o teorema de convexidade
de Kostant para algebras de Lie [3] em 1973, que implica a versdao complexa do
Teorema de Schur-Horn. Sucessivas generaliza¢des culminaram com o teorema
da convexidade da imagem aplicagdo momento, obtido por Atiyah [7] e Guillemin
e Sternberg [13] de maneira independente em 1982. Usando este resultado, em
1988, Duistermaat [6] deu uma nova demonstragao do caso real do Teorema de
Schur-Horn.

No mesmo artigo em que apresenta a demonstragao da segunda inclusao, Horn
demonstra que as entradas diagonais de matrizes em SO(n), matrizes ortogonais
reais n X n com determinante positivo, também formam um politopo convexo.

Teorema de Horn para matrizes ortogonais
A imagem da funcao

H:80(n) — R"
Q — diag(Q)

é o politopo dado pelo fecho convexo dos pontos da forma (+1,...,+1) tendo
um numero par de coordenadas iguais a —1.

A Figura 1.3 mostra o politopo de Horn em dimensao 3.
Agora enunciamos a versao real do Teorema de Thompson para valores sin-

gulares.

Seja Y uma matriz real diagonal n x n com entradas diagonais estritamente
positivas oy > ... > o, > 0. Denotemos por P o politopo dado pelo fecho
convexo dos pontos (£o(1),...,E0xm)) tendo um nimero par de entradas —1,

onde 7 é uma permutagao.

Teorema de Thompson

A diagonal de uma matriz real nxn com determinante positivo e valores singulares
o1 > ...> 0, > 0estdem P. Dado um vetor d em P, existe uma matriz real n xn
com determinante positivo, diagonal d e valores singulares o1 > ... > o, > 0.

Denotemos por O; o conjunto das matrizes com determinante positivo e va-
lores singulares o1 > ... > 0, > 0. Temos que O & o conjunto das matrizes de
determinante positivo da forma UX V', onde U e V sao matrizes ortogonais reais
n x n. Podemos enunciar o Teorema de Thompson da seguinte forma:

Teorema de Thompson
A imagem da funcao
F:.0f - R"
M — diag(M)
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é o politopo P.

As Figuras 1.4 e 1.5 sao exemplos do politopo de Thompson para ¥ com
diagonal (2,1) e (4,2,1).

Em 1977 Thompson [11] deu a primeira demonstracgao do teorema que ganhou
seu nome para os casos real e complexo. Tam [12] deu uma nova prova para ambos
0s casos com técnicas simpléticas em 1999.

Em 1999, Leite, Richa e Tomei [10] apresentaram uma nova prova para o
Teorema de Schur-Horn, o Teorema de Horn [1], e enunciaram e provaram o que
poderia ser chamado de versao anti-simétrica de Schur-Horn. Os trés teoremas
consideram fungoes em variedades de matrizes cujos valores sao certas entradas
destas matrizes e afirmam que a imagem destas funcoes sao politopos. Para o
Teorema de Schur-Horn, a variedade em questao é Oj e a funcao é SH. Para
Horn, a variedade € SO(n) e a fungao é H. Para a versao anti-simétrica de Schur-
Horn a variedade é Or e a funcao é SHAS, que serao descritas logo abaixo. A
demonstracao é semelhante em todos os casos. Mais adiante falaremos mais sobre
a versao anti-simétrica do Teorema de Schur-Horn.

A ferramenta usada no artigo acima citado para a prova do Teorema de Schur-
Horn foi calculo em variedades, isso fez com que se utilizasse uma descri¢ao para
o politopo através de desigualdades. Explicando melhor, o politopo P, que foi
definido acima pode ser visto com a solu¢ao de um sistema de inequagoes lineares.
Analiticamente é mais interessante trabalhar com desigualdades do que com fecho
convexo. HEstas idéias também foram aplicadas no Teorema de Horn e na versao
anti-simétrica de Schur-Horn.

Nesse texto demonstraremos o caso real do Teorema de Thompson utilizando
calculo em variedades, seguindo as idéias do artigo [10]. Esta prova é devida a R.
S. Leite. Naturalmente, usaremos a descrigao analiticamente mais conveniente
para o politopo do Teorema, a saber, a que o expressa através de um sistema de
desigualdades. Esta descricao somente sera feita quando necesséria, pois a forma
padrao de definirmos o politopo do Teorema de Thompson é mais elegante.

Existe uma versao do Teorema de Thompson para matrizes de determinante
negativo.

Teorema de Thompson
A diagonal de uma matriz real n x n com determinante negativo e valores sin-

gulares o1 > ... > 0, > 0 esta no fecho convexo dos pontos (j:aﬂ(l), cee j:aﬂ(n))
tendo um numero impar de entradas —1, onde 7 é uma permutagao. Dado um
vetor d no fecho convexo dos pontos (£0x(1), - . ., £0x(n)) tendo um nimero impar

de entradas —1, onde 7 é uma permutacgao, existe uma matriz real n X n com
determinante negativo, diagonal d e valores singulares oy > ... > o, > 0.

As Figuras 1.6 e 1.7 sao exemplos do politopo de Thompson para matrizes
de determinante negativo, correspondentes as Figuras 1.4 e 1.5. As Figuras 1.8
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e 1.9 sao os politopos das versoes positiva e negativa do Teorema de Thompson
numa s6 figura.

Para enunciar a versao real anti-simétrica do Teorema de Schur-Horn, preci-
samos de algumas definigoes.

Dadas uma matriz I' da forma

0 A 0 0 A
A 0 ou 0O 0 0
—-A 0 0

onde A é uma matriz diagonal n x n, denotamos por Or o conjunto das ma-
trizes da forma QT'QT com Q em SO(2n) ou SO(2n + 1) dependendo de qual
das formas acima é I'. Denotamos por Dr o politopo dado pelo fecho convexo
dos pontos (£0r(1), ..., E0m)) tendo um nimero par de entradas —1, onde 7
¢ uma permutacao e por Er o politopo dado pelo fecho convexo dos pontos
(:f:O'ﬂ.(l), ey :i:O'ﬂ-(n)).

Definimos a subdiagonal de uma matriz como sendo

M — (an_H, e ,mn,%) ou M — (TTLL,H_Q, . ,mn,gnﬂ)
de acordo com a ordem da matriz ser 2n ou 2n + 1.

Teorema de Schur-Horn anti-simétrico
A imagem da funcao

SHAS :Or — R"
M +— subdiag(M)

é o politopo Dr quando a dimensao é par e Er quando a dimensao é impar.

Agora esbocaremos as etapas da prova do Teorema de Thompson.

Primeiro provaremos que a imagem de O5 pela funcdo diagonal esta contida
no politopo P. Comecaremos caracterizando os pontos criticos de F': a restrigao
da fungao diagonal a OF. Nesse momento aparece de forma natural uma familia
finita de fungoes Fp : Of — R, onde D é uma matriz diagonal, dadas por
Fp(M) = tr(M D) com a seguinte propriedade: um ponto de O é ponto critico
de F' se e somente é ponto critico de alguma Fp. Depois descreveremos P como
o conjunto solucao de um numero finito de inequagoes da forma a, - x < b,,
onde a,,r € R" e b € R. Usando essa descricao para o politopo P, juntamente
com a equivaléncia dos pontos criticos de F' com a familia de fungoes Fp, e
observando que um ponto M € Of satisfaz diag(A,) - F(M) < b, se e somente
se satisfaz Fy_ (M) < b,, através de estimativas de méaximos e minimos para as
Fp, concluiremos esta primeira parte.

Depois mostraremos que o politopo P esta contido na imagem de OF pela
fungao diagonal. Primeiro veremos que a fronteira de F'(Oy;) esta contida na uniao
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de uma familia finita de conjuntos chamados hiperplanos criticos. Fazendo um
estudo da segunda derivada das fungdes Fp, segue que a fronteira de F(Oy;) esta
contida na fronteira do politopo P, com excec¢ao de um conjunto insignificante de
seus pontos. Usando argumentos de densidade e conexidade, concluiremos esta
parte.

Figura 1.1: O politopo A, para A = (4,2,1) projetado no plano z +y + 2 = 7.
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Figura 1.2: O politopo A, para A = (7,4,2,1) projetado no plano x; + o + 3 +
Ty = 14.
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Figura 1.3: O politopo de Horn em dimensao 3.
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Figura 1.4: O politopo P para ¥ = (2,1).

16
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Figura 1.5: O politopo P para ¥ = (4,2, 1).
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Figura 1.6: O politopo de Thompson (versao determinante negativo) para ¥ =
(2,1).
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Figura 1.7: O politopo de Thompson (versao determinante negativo) para ¥ =
(4,2,1).
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Figura 1.8: O politopo de Thompson (versao determinante negativo e positivo)
para ¥ = (2,1).
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Figura 1.9: O politopo de Thompson (versao determinante negativo e positivo)
para ¥ = (4,2,1).



Capitulo 2

A variedade Og

Dada uma matriz diagonal Y com entradas diagonais positivas e estritamente
decrescentes, ou seja, diag(X) = (o1,...,0,) e 01 > ... > 0, > 0, lembramos que
Oy é o conjunto das matrizes da forma UXV', onde U e V' sao matrizes ortogonais,
e que Of, ¢ formado pelas matrizes de Oy que possuem determinante positivo.
Podemos ver Of; também como o conjunto das matrizes da forma UXV, onde
UV e SO(n).

O objetivo deste capitulo é mostrar o seguinte teorema.

Teorema 1 O conjunto Of € uma variedade compacta e conexa de dimensao
n? —n. Uma carta em torno do ponto M € Of € dada pela funcio 1y (A, B) =
exp(A)M exp(B), sendo esta definida sobre um aberto de A(n) x A(n). O espago

tangente no ponto M é T(O%)y = {AM + MB : A, B € A(n)}.

Provaremos este teorema através de quatro lemas.

Lema 2 O conjunto OF é compacto.

Prova: Primeiro mostraremos que Oy, é compacto. Para vermos que Oy é
fechado, definimos a fung¢ao

f M(n)—R"
M — (det(MM™T — 621,),...,det(MM™ — 021,,)).

E claro que f71(0,...,0) = Ox e f é continua, portanto Ox, é fechado. Para
provarmos que Os, é limitado, consideramos a norma em M(n) associada ao
produto interno (M, N) = tr(MNT). Dado M = UXV € Os, temos que
UZV]? = tr(USV(USV)T) = tr(US2UT) = tr(2?) = tr(BX7) = [Z[%, logo
Os é limitado.

Agora mostraremos que Oy; é compacto. Lembrando que o determinante de
matrizes ortogonais ¢ sempre +1, dado M = UXV € Os, temos que det(M) =
det(UXV) = £det(X). Denotando por D a restrigdo da funcdo determinante

22
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ao conjunto Oy, fica claro que OF = D7!(det(X)). Como D ¢é continua, segue
que O ¢ um conjunto fechado contido no conjunto compacto Oy, e portanto é
compacto. [ |

Lema 3 O conjunto O5; é conezo.

Prova: Definindo a func¢ao

g:80(n) x SO(n) — O%
(U, V) UV,

e usando que SO(n) é conexo, g ¢ continua e O, = g(SO(n) xSO(n)), concluimos
que O5; é conexo. [ |

Lema 4 O conjunto O, é uma variedade de dimensio n* — n.

Prova: Lembramos que se uma matriz M tem n autovalores Ay < ... < \,, o
espectro ordenado de M é A\,(M) = (\y,...,\,). O Teorema espectral garante
que ), é definida para qualquer matriz simétrica. E claro que para qualquer
matriz M, a matriz M M7 é simétrica. Definindo as funcoes

g :M(n) — S(n)
M — MMT

e f =X,0g, temos que Os = f~1(a?,...,02) e Of = f~1(0?,...,02)N { matrizes
de determinante positivo }.

Primeiro mostraremos que f é suave num aberto contendo Os. E facil ver
que g ¢é suave, portanto basta provarmos que A, é suave num aberto contendo
g(Ox). Pelo Lema 22 do Apéndice, o conjunto S'(n) = { matrizes simétricas
n X n com espectro simples } é aberto em S(n), e a restrigdo da fun¢do A, ao
conjunto 8’'(n) C S(n) é suave. Como ¢(Ox) = {UX?UT : U € O(n)} C S'(n),
segue a afirmagcao.

Agora veremos que Oy, é uma variedade de dimensao n? —n. Pelo Lema 19
do Apéndice, é suficiente verificarmos que

é sobrejetiva para todo M € Osx. Pela regra da cadeia, temos que dfy; =
dAg(arydgar, portanto s6 precisamos provar que

dgry : M(n) — S(n) e d(Xo)gm) : S(n) — R"

sao sobrejetivas para todo M € Oy..
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Vejamos que dgys € sobrejetiva para todo M € Ox. Dados M, N € M(n),
temos que

M +tN)(M +tN)T — MM™
don(V) = g (LHIVI 1)

Fixados M = UXV € Og e S € S(n), encontraremos N € M(n) tal que
dgn(N) = S. Fazendo N = 3SUS ™'V, temos que

= MNT + NMT,

dgur(N) = UEV(%SUE‘IV)T + <%SU2—1V)(UEV)T

1 1 1
= 5((Uz:vaz—lUT)ST +SUsvvTsuT)) = 59+35=5.
Portanto dg,, é sobrejetiva para todo M € Os.
Agora provaremos que d(\,)qn) ¢ sobrejetiva para todo M € Osx. Dados
M =UXV € Os e 1 <i <mn, encontraremos S € S(n) tal que d(X,)ya0)(S) = €;.
Fazendo N = UE;UT, onde E; é uma matriz diagonal com diag(F;) = e;, obtemos

d()‘o)g(M)<N) = lim )\o(g(M) - tN) — Ao(g(M»

t—0 t
i )\O(UEQUT + tUE,-UT) — )\O(UEQUT)
o t—0 t
i )\O(U(Z2 + tEi)UT) — )\O(UE2UT)
o tl—{% t
2 N — 2 )
= lim o327+ 1E) = A7) = lim tﬁ = ¢;.
t—0 t t—0 ¢

Portanto d(\, )4 € sobrejetiva para todo M € Os. Concluimos que Oy é uma
variedade de dimensao n? — n.

Finalmente mostraremos que O%, ¢ uma variedade de dimensao n? — n. Defi-
nindo Oy, como o conjunto das matrizes de Oy, com determinante negativo, temos
que Oy, = 0% UO5, e O N0y = 0. Como no Lema acima, segue que Oy, ¢ fechado
em Ox, portanto OF é aberto em Ox. Logo OF; é uma variedade de dimensao
n? —n. [ |

Lema 5 Uma carta em torno do ponto M € Of € dada pela fungao 1y (A, B) =
exp(A)M exp(B), sendo esta definida em um aberto de A(n) x A(n). O espago
tangente no ponto M é T(O%)yr = {AM + MB : A, B € A(n)}.

Prova: Primeiro precisamos verificar que ¥y(A(n) x A(n)) C Of. Dadas ma-
trizes anti-simétricas A e B, é claro que elas comutam com as suas respectivas
transpostas, e pelo Lema 21 do Apéndice, temos que exp (A) e exp (B) estao em
SO(n). Escrevendo M = UXV, segue que

(A, B) = exp(A)M exp(B) = (exp(A)U)X(V exp(B)) € Of.
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E claro que 1y é suave, ¥3,(0,0) = M e dim(A(n) x A(n)) = n®> —n =
dim(T'(O4)ar). Pelo Lema 18 no Apéndice, para provarmos que 1), ¢ uma carta,
basta mostrarmos que

d(va)0,0) + Aln) x A(n) — T(O5 ) m

¢ um isomorfismo. Como A(n) x A(n) e T(OF)y tem a mesma dimensao, isso é
equivalente a mostrar que d(tar)(,0) ¢ injetiva. Temos que

d d
d<1/}M)(0,0) (A, B) = %wM(tAth)’tzo = E eXp(tA)M eXp(tB)‘t:()
= {exp(tA)AM exp(tB) + exp(tA)M exp(tB)B}|i—o
=AM + MB.
Supondo d(¥ar)0,0)(A, B) = 0, temos que

d(¥ar)0,0)(A, B) =0 = AM + MB =0= AUXV + USVB =0
— UTAUS +XVBVT = 0.

Fazendo C = UTAU e D = VBV, obtemos
d(¢M)(070)(A, B) = O — ED + OZ = 0 — Uidij —f- Cijaj = O

Como C'e D sao anti-simétricas, trocando os indices ¢ e j, segue que 0;d;;+c¢;j0; =
0. O sistema de equagoes

Oidij + O'jCij =0

O'jdij -+ Uicij = O,
para i # j, tem determinante nas variaveis c;;, d;; igual a o7 — o7 # 0. Segue
que para ¢ # j temos ¢;; = d;; = 0, portanto C' = D = 0, logo A = B = 0.
Concluimos que d(far)(0,0) ¢ injetiva.

Como 1)y € uma carta em torno de M com d(var)(0,0)(A4, B) = AM + MB, é
claro que T(O%)y = {AM + MB: A,B € A(n)}. |

A prova destes lemas completa a demonstragao do teorema.
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A inclusao F(Og)) C P

Lembramos que

F:0f - R"
M — diag(M),

e P é o politopo convexo em R" cujos vértices sdo pontos da forma { Emo}, onde
7w é uma permutacao e F é uma matriz ortogonal diagonal com determinante 1.

Dada uma matriz diagonal D com d; € {1,0,—1} para 1 < ¢ < n, onde
d = diag(D), definimos a fun¢ado

FD O; — R
M — F(M)-d = tr(MD).

Neste capitulo mostraremos que F(Of) C P. Primeiro caracterizaremos os
pontos criticos de F' e veremos como estes estao relacionados com os pontos
criticos de Fp. Depois exibiremos propriedades dos pontos criticos de F que
permitirao calcular o valor da funcao Fp nesses pontos. Usando isso, provaremos
que F(OF) C P.

O lema abaixo caracteriza os pontos criticos de F.

Lema 6 Um ponto M € Of, é ponto critico de F se e somente se existe uma
matriz diagonal nao nula D com d; € {1,0,—1} para 1 < i < n tal que MD e
DM sao simétricas, onde d = diag(D).

Prova: Lembramos que T(O%)y = {AM + MB : A,B € A(n)} e dFy :
T(O$)ym — R™ Se M é ponto critico de F' entdao dFy; ndo é sobrejetiva. De-
notando por W = dFy(T(0%)u), temos que dim(W) < n, logo existe um
d € W+ nao nulo. Como Fp é a restricio de uma funcao linear definida num
aberto contendo Of, temos que dFy; = F para qualquer M € Of, portanto
d - dFy(AM + MB) = d - F(AM + MB) = 0 para quaisquer matrizes anti-
simétricas A e B. Definindo uma matriz diagonal D’ com diag(D’) = d’, te-
mos que d - F(AM + MB) = trD'(AM + M B) = 0 para quaisquer matrizes
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anti-simétricas A e B. Fazendo A = 0 e depois B = 0, obtemos tr(D'MB) =
tr(D'M)B = 0 e tr(D'AM) = tr(MD')A = 0 para quaisquer matrizes ant- si-
métricas A e B. Lembrando que (M, N) = tr(MNT) é¢ um produto interno em
M(n) tal que (S(n))* = A(n) e (A(n))*t = S(n), concluimos que M D' e D'M
sao simétricas.

Como M D' e D'M sao simétricas, valem as equacoes M D' = D'MT e D'M =
MTD'. Olhando a entrada ij, obtemos mijd; = dymj; e m;d, = d}mji. Multi-
plicando estas equagoes conseguimos (d;)*mijmy; = (d;)*mygmy;. Assim, (d})* #
(d;)Q implica m;;m;; = 0. Usando as primeiras equagoes acima concluimos que
(d)? # (d;)* implica m;; = my; = 0.

Denotemos por ¢ a primeira entrada diagonal nao nula de D’. Isso é possivel
pois diag(D’) = d’ # 0. Definimos uma matriz diagonal D com d = diag(D) da
seguinte forma

di=0, se (d)*#c
=1 se d;=c
d; =-1, se d,=—c.

Provaremos que DM é simétrica. Para ver que M D é simétrica, a prova é
analoga. Temos que DM ¢é simétrica se e somente se a equacido DM — MTD =0
¢ satisfeita. A entrada ij de DM — MTD & d;m;; — d;ymj;. Se d; = d; = 0 esta
equagao ¢ satisfeita. Se (d;)* # (d;)* entao (dj)* # (d})?, portanto m;; = m; = 0
e a equagao é satisfeita. Se (d;)* = (d;)* = 1, existem as possibilidades d; = d;
e d; = —d;. Nestes casos, é facil ver que as igualdades mijd; = d/mj; e my;d; =
dym;; garantem que a equagdo DM — M TD = 0 é satisfeita. Esses sao todos os
casos, portanto DM é simétrica.

Agora mostraremos a reciproca. Suponhamos que D é uma matriz diagonal
nao nula com d; € {1,0,—1} para 1 < i < n tal que MD e DM sao simétricas,
onde d = diag(D). Temos que

d-dFy(AM + MB) =trD(AM + MB) = tr(MD)A + tr(DM)B = 0,
pois DM e M D sao simétricas e A e B anti-simétricas, portanto
dim(dFy (T(0%) ) < n,

consequentemente dFy; nao é sobrejetiva. Concluimos que M é ponto critico de
F. |

O lema abaixo mostra que os pontos criticos de F' e de Fp estao relacionados
da seguinte forma: M é ponto critico de F' se e somente se M é ponto critico de
alguma Fp.

Lema 7 Dada uma matriz diagonal D com d; € {1,0,—1} para 1 < i <n, onde
d = diag(D), temos que M € Of, € ponto critico de Fp se e somente se MD e
DM sao simétricas.
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Prova: Basta notarmos que a derivada d(Fp)ys : T(O5)yr — R é dada por
d(Fp)y(AM + MB) = Fp(AM + MB)
— F(AM + MB)-d
— t(AM + MB)D
— trA(MD) + tr(DM)B.

Utilizando um argumento analogo ao do lema anterior, concluimos que d(Fp)yr =
0 se e somente se M D e DM sao simétricas. |

O lema seguinte sera usado logo no que se segue.

Lema 8 Dadas uma matriz M e uma matriz diagonal nao nula D tal que M D
e DM sao simétricas, o espago vetorial gerado por {ey : d% = *} ¢ invariante
por M e M7, onde d = diag(M) e ¢ é uma entrada diagonal nao nula de D.

Prova: Como DM e MD sao simétricas, temos que MD = DM?T ¢ DM =
MTD, portanto MD?* = (MD)D = D(MTD) = D>M. Analogamente MT D? =
D?*MT. Denotando por V o espago vetorial gerado por {ej : di = *}, ¢ facil
ver que V = {v : D*v = c*v}. Se v € V, entdo D*Mv = MD?*v = ¢*Mw,
portanto Mv € V, segue que V é invariante por M. Analogamente, usando que
MTD? = D?2MT, segue que V & invariante por M7T. |

Os dois lemas seguintes sao muito importantes. Através deles seré possivel
calcular o valor de Fp nos seus pontos criticos.

Lema 9 Dado um ponto critico M = UXV € OF de Fp, temos que D' =V DU
¢ diagonal com d; € {1,0,—1} para 1 < i < n, onde d' = diag(D’). Além disso,
o numero de coordenadas 0 de d é igual ao nimero de coordenadas 0 de d', onde
d = diag(D).

Prova: Como M é ponto critico de Fp, do Lema 7, segue que M D e DM sao
simétricas. Como DM é simétrica, temos que

M*'D = DM = V'SU"D = DUYV = %(VDU)' = (VDU)X
— YD7T = D'Y = (D'Y) = D's,

portanto D'Y é simétrica. Analogamente, usando que M D é simétrica, segue que
YD é simétrica. Como D'Y e XD’ sao simétricas e 3 é diagonal, pelo Lema 8,
temos que para cada o; o espago gerado pelo conjunto {ey : 07 = ¢?} ¢ invariante
por D'. Como o0; # o; para i # j, concluimos que D’ é diagonal. Notando que
(D")? e D? sao conjugadas, pois
(D")? = D' D" =vDUUTDVT =VD*VT,

sabemos que (D')? e D? tem os mesmos autovalores, portanto (D')? s6 possui
entradas 1 e 0 na diagonal e tem o mesmo ntimero de 0 na diagonal que D?. Logo

as entradas da diagonal de D’ sdo 1,0 e —1, e tem o mesmo ntumero de 0 na
diagonal que D. [ ]

2
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Lema 10 Dado um ponto critico M = UXV € Of de Fp tal que todas as
coordenadas de d sao nao nulas, temos que o numero de coordenadas —1 de d
e o numero de coordenadas —1 de d' tem a mesma paridade, onde D' = VDU,

d = diag(D) e d' = diag(D’).

Prova: Como U e V sdo ortogonais, segue que det(U)det(V) = £1. Como M
tem determinante positivo, temos que det(U)det(V) = 1, portanto det(D') =
det(VDU) = det(U) det(D)det(V) = det D. Pelo lema acima, sabemos D’ é
diagonal com d; € {1,—1} para 1 < i < n. Denotando por a o nimero de
coordenadas —1 de d e por b o nimero de coordenadas —1 de d’, temos que
(—1)% = det(D) = det(D’) = (—1)°, e isso implica a conclusio. |

Agora iremos provar a primeira parte do Teorema de Thompson usando os
lemas acima.

Primeiro daremos uma descrigao do politopo P através das suas faces. Uma
prova de que a descricao de P pelos vértices coincide com a descrigao pelas faces
pode ser encontrado em |[2].

Definimos

Uy = €1
Uy =€+ ... teg

un_2:€1+...+€n_2
Up_1 =€+ ... +€,_1— €,

Up = €1+ ...+ €p_1 T €n.

Para n par, temos que P é o conjunto dos x € R" tais que para toda permutacao
7, toda matriz ortogonal diagonal £ com determinante 1 e todo 1 < k < n vale

|z - Em(ug)| < o - uy.

Para n impar, temos que P ¢é o conjunto dos z € R" tais que para toda permutagao
7, toda matriz ortogonal diagonal £ com determinante 1 e todo 1 < k <n —2
vale

|z - Em(ug)| < o - uy
o Uy <x-Em(ug) <o-up,

o-u, <z Em(ug) <oty .

Podemos ver P como o conjunto dos pontos x € R"™ que sao solucoes das
seguintes inequacoes:
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e para todo vetor d = (dy,...,d,) € R" com d; € {1,0,—1} para 1 <i <n,
com k < n coordenadas nao nulas, vale

—(01+...+ak)§$-d§01+...—|—ak

e para todo vetor d = (dy,...,d,) € R" com d; € {1,—1} para 1 <i < n,
tendo um ntmero par de coordenadas —1, vale

—(o1+...4+0n) <z-d<oy+...+ 0, senépar
—(o1+...+0,1—0,) <z-d<o0y+...4+ 0, sen éimpar

e para todo vetor d = (dy,...,d,) € R" com d; € {1,—1} para 1 <i < n,
tendo um ntmero impar de coordenadas —1, vale

—(o1+...+0p1—0y)<z-d<oy+...4+ 0,1 —0p, sen épar
—(o1+...4+0,) <z-d<o1+...+0,_1— 0y, se n é impar

Usando essa descricao do politopo P seremos capazes de provar o teorema
abaixo.

Teorema 11 F(Of) C P.

Prova: Para mostrarmos que F(O5) C P, é suficiente verificarmos que os pontos
de F(O4) sao solugoes das inequagoes que descrevem as faces de P.

Dado um vetor d € R" com d; € {1,0,—1} para 1 < i < n, denotando por
D a matriz diagonal com diag(D) = d, como Fp : Of — R é continua e OF, é
compacto, existem MT =UTYVT e M~ =U "XV~ em Of tais que

maxFD:FD(M+), (§ IIliIlFD:FD(M_>.

(e} 0%
Agora, o valor de Fp(M™) é
F(M™)-d = te(M*D) = tr(U*SV* D) = tr(VI DU)E = tr((D')*S),

onde (D")* = V*DU™. Analogamente obtemos que Fp(M™) = tr((D’)"%), onde
(D)~ = V-DU~. Denotando por (d')* = diag((D")*) e (d')~ = diag((D’)™),
como M™ e M~ sao pontos criticos de Fpp, pelo Lema 9, segue que (D)t e (D)~
sao diagonais com (d');, (d'); € {1,0,—1} para 1 < i < n, e além disso o niimero
de coordenadas nao nulas de (d')", (d')” e d sdo iguais a, digamos, k < n. Logo

existem ndices i, ..., 4,47, ...,7; € N tais que

Fp(M™*) = +o,+ +...+:I:02.z e Fp(M™) = +o,- +...—{—:I:c7i;.

Portanto FD(M+) <oy+...4+0: eFD(]\/[_) > —(01+...+Uk).
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Agora suponhamos que todas as coordenadas de d sao nao nulas e o niimero
de coordenadas de d iguais a —1 ¢é impar. Pelo Lema 10, segue que o nimero de
coordenadas —1 de (d')* também é impar.

Lembrando que o1 > ... > 0, 0 médximo de uma soma da forma +o; + ...+
+0, com um ntmero impar de sinais negativos ¢ quando for igual a oy + ... +
Opn_1 — Op, portanto Fp(M™) < o1+ ...+ 0,1 — 0.

O minimo que uma soma da forma +o; + ...+ +0, com um ntmero impar
de sinais negativos é quando for igual a

— (014 ...+ 041 —0yn), se n é par

— (014 ...+ 0,), se n ¢ impar.
Entao

Fp(M™)

- (014 ...+ 0,1 —0y), sen épar
Fp(M™)

Z —
> —(o1+ ...+ 0,), se n & impar.

Se o namero de coordenadas —1 de d é par, seguindo os mesmos argumentos
acima, segue que

FD(M+) § oL+ ...+0p_1—0p
Fp(M™)> —(o1+ ...+ 0,), sen é par
Fp(M™)> —(o1+ ...+ 0,1 — 0y,), se n é impar.

Para todo M € Oy, temos que mingy Fp = Fp(M™) < Fp(M) < Fp(M™)
max o+ Fp. Segue o resultado.



Capitulo 4

A inclusao P C F(Oy,)

Dados vetores d = (dy,...,d,),d = (d},...,d,) € R" tais que d;,d; € {1,0,—1}
para 1 <1 < n, chamamos o conjunto

Hddl:{l’ERnll"d:O"dl}

de hiperplano critico. Se d’ é um vetor da forma +(1,...,1,0,...,0),£(1,...,1)
ou £(1,...,1,—1), dizemos que Hy 4 é um hiperplano critico extremo.

Neste capitulo mostraremos que P = F(Oy). Primeiro veremos que a fron-
teira de F'(O5) esta contida na unido dos hiperplanos criticos. Depois faremos
um estudo da segunda derivada da fungao Fp, e através disso provaremos que os
pontos da fronteira de F'(O5;) que estdo num tinico hiperplano critico ndo extremo
estao necessariamente no interior de F/(O5:). Por fim construiremos um conjunto
conexo e denso em P que nao possui pontos em comum com a fronteira de F(O5),
a saber os pontos do interior do politopo P menos os pontos que estao em dois ou
mais hiperplanos criticos, e usando um argumento de conexidade concluiremos

que P = F(O5).

Lema 12 A fronteira de F(O5.) estd contida na unido de todos os hiperplanos
criticos.

Prova: Primeiro mostraremos que a fronteira de F/(Oy5;) esté contida na imagem
dos pontos criticos de F'. Se M é um ponto regular de F', do Lema 20 no Apéndice,
segue que F(M) esta no interior de F(O5:), portanto todo ponto na fronteira de
F(O{) é necessariamente imagem de um ponto critico de F. Nessa ultima frase
usamos o fato de que F(O5) é fechado.

Agora veremos que a imagem dos pontos criticos de F' esté contida na uniao
dos hiperplanos criticos. Dado um ponto critico M = UXV € Of; de F, pelo
Lema 7, existe uma matriz diagonal D com d; € {1,0,—1} para 1 < i < n tal
que M é ponto critico de Fp, onde d = diag(D). Temos que

Fp(M) = tr(USVD) = tr(S(VDU)) = tr(SD'),

32
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onde D' =V DU. Pelo Lema 9, temos que D’ é diagonal com d; € {1,0,—1} para
1 <1< n,onde d = diag(D’). Agora a equagao Fp(M) = tr(XD’) é equivalente
a F(M)-d=o-d, portanto Hy 4 ¢ um hiperplano critico e contém F(M). R

O lema seguinte é essencial para provarmos o préoximo resultado. Faremos
uma analise da segunda derivada da funcao Fp em seus pontos criticos que estao
em hiperplanos nao extremos.

Lema 13 Se M = UXV € Of é um ponto critico de Fp e o hiperplano critico
Haqz nao € extremo, onde D' = VDU, d = diag(D) e d' = diag(D’), existem
matrizes M, M~ € O, arbitrariamente proximas de M tais que

FD(M+) > FD(M) > FD(M_)

Prova: Dadas duas matrizes anti-simétricas A e B, pelo Teorema 1, para t
definido num intervalo aberto contendo 0 suficientemente pequeno, a imagem
da fungao ¥ p(t) = exp(tA)M exp(tB) esta contida em OF. Temos que Fp o
Yap(t) = tr[Dexp(tA)M exp(tB)], portanto

d
%(FD otap)(t) = tr[D(exp(tA)AM exp(tB) + exp(tA)M exp(tB)B)]
2
@(FD oap)(t) = tr[D(exp(tA)A*M exp(tB)+
+2exp(tA)AM exp(tB)B + exp(tA)M exp(tB) B?)]
d2
E(FD oYap)imo = tr[D(A’M +2AMB+ MB?)].
Pela formula de Taylor para Fp o 14 p no ponto t = 0, temos que
d 2 d? )
Fpodap(t) = Fp(M) + 1t (Fpovas)lio+ 5 25 (Fp o das)lo + (1),

onde lim;_,g g(t) = 0. Como M & ponto critico de Fp, temos que FD(%¢AyB‘t:0) =
0, portanto

t? d?
Fo o vaslt) = FoM) = 5 | FolGzvashea) + 2000,
onde lim; 5 ¢g(t) = 0. Assim, para ¢ suficientemente proximo de 0, o sinal de

Fpowap(t)— Fp(M) s6 depende do sinal de FD(j—;¢A7B|t:0).
Encontraremos matrizes anti-simétricas A*, A=, BT e B~ tais que

d? d?
Fp <ﬁ¢A+,B+|tO) >0 e Fp (ﬁwA,BhO < 0.
Dessa forma, para ¢ suficientemente proximo de 0, teremos

FD(wA'*‘,B"'(t)) — FD(M) >0, e FD(wA—,B— (t)) — FD(M) <0,
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finalizando a prova do lema.
Temos que

d2
(dt2wAB|t 0) = tr [D(A’M +2AMB + M B?)]

= tr (DA’USV +2DAUSV B + DUV B?)
= tr (VDU)UTA’UT + 2(VDU)UT AUV BV
+(VDU)SVB*VT)
= tr (D'(U"A’U)S + 2D (UTAU)S(VBVT)
+D'S(VB*VT)).

Definindo A = UTAU e B = VBVT, obtemos A2 = UT A2 e B? = VB2VT,
portanto

2 ~ ~ ~ ~
D (%@/JA,BM) = tr(D'A?Y) 4 2tr(D'AXB) + tr(D'SB?).

Como A = UAUT ¢ B = VTBV, para provar o resultado, basta encontrarmos
matrizes anti-simétricas AT, A~ B+ e B~ tais que

o (5:2%* = 0) = tr(D'(A%)?D) + 2tr(D'ATEBT) + tr(D'S(BT)?) > 0
(dt2¢A | ) = tI'(D’(/I_)QZ) + QtI(D/A_ZB—) + tr(D/Z(B_)2) < 0.

Fixados i # j definimos a matriz A = A% tendo os valores A;; = 1, A;; = —1,

e 0 nas entradas restantes. Agora, escrevendo os vetores da base canénica de R"
: 4 fA _ T T 2 _ T T

como matrizes nx 1, é facil ver que A = e;e; —eje; , e portanto A* = —e;e; —eje;,

logo (A?);; = (A?)j; = —1 e é 0 nas outras entradas. Portanto
tr(D'SA%) = tr(D'A’S) = —dlo; — do;.
Além disso, também temos que

AYA = (eie;‘-F — eje-T)E(eie]T —ejel)

7 7
T ¢, T T
(ojeie; — oieje; )(eie; — eje; )
_ T T
= —056,¢ — Uiejej s

portanto concluimos que (AXA); = —o;, (AXA);; = —o; e é 0 nas outras entra-
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das. Segue que tr(D'AXA) = —d;o; — djo;. Consequentemente

2
Fp (%wmj,ma‘ t:o) = tr(D'A%Y) + 2tr(D' AL A) + tr(D'S A?)

= —2(0y(d; + d) + 05(d; + d})) = —2(0i + 0;)(d; + d})

d2
Fp (@w,w,_mj t:0> = tr(D'A%Y) — 2tr(D'ALA) + tr(D'$ A?)

= 2(-(1;0'2 — d;O'j> — 2(—d;O'J — d;O'Z)

= 2(0i(=d; + d}) + 0;(d; — d})) = 2(0; — 0;)(d} — dy).

? J

Para terminarmos a demonstracao, basta determinarmos indices i e j que
d2
t:O) e Fp <ﬁ¢Aij,—Aij

troquem o sinal de F'p <%¢ Aid | Al t:0> em funcao do vetor
d.

Primeiro suponhamos que todas as entradas de d’ sao nao nulas. Como Hy 4
nao é extremo, temos que d’ é diferente dos vetores £(1,...,1) e £(1,...,1,—1).
Estudaremos agora os possiveis casos para d’.

Se d' ¢ da forma (...,1,...,—1,...,1,...), denotando por d; ,d;, e d; as
coordenadas 1, —1 e 1 em ordem, temos que

d2

Fp (@QXJAH,Q;AH,Q |t_0) = Q(dgl — d;2)(0i2 —0;,) =4(0y, —0;,) <0
dQ !/ !

Fp @iﬂmws,_mws li=0 | = 2(di, —d;,) (03 — 03,) = —4(0i; — 03,) > 0.

Se d' é da forma (...,—1,...,1,...,—1,...), é analogo.
Se d' ¢ da forma (...,1,...,—1,...,—1), denotando por d; ,d;, e d;, as coor-
denadas 1, —1 e —1 em ordem, temos que

d2
Fp (@@Zinl,iQ,—Ail,iQ |t0) = Q(dgl — d;2)(ai2 —0;) =4(04y, —04,) <0
d? / ,
Fp ﬁwAiQ,i&Aiz,is li=o | = —2(di, +d},)(04, +0i;) = 4(0s, + 043) > 0.

Se d' é da forma (..., —1,...,1,...,1), é analogo.

Como d’ é diferente dos vetores £(1,...,1) e +(1,...,1,—1), ele é de uma das
formas acima. Isso resolve o problema no caso onde d’ tem todas as coordenadas
nao nulas.

Agora suponhamos que d' tem alguma coordenada nula. Como H,gs nao
é extremo, temos que d' é diferente dos vetores +(1,...,1,0,...,0), portanto
em algum momento aparece uma sequéncia 0 + 1, ou melhor, d’ é da forma
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...,0,£1,...). Suponhamos, sem perda de generalidade, que d' é da forma
( g

(...,0,1,...). Denotando por d; ,d;, as coordenadas 0 e 1 acima, temos que

d2
Fp (ﬁ?ﬂml,m,_ml,m \tzo) = 2(d}, — d.,) (03, — 0s,) = —2(04, — 03,) > 0
d2 ! !
Fp @Tﬁmwgﬂqiz,ia\t:o = =2(d;, +d;,) (04 + 04,) = =2(03, +03,) <0.

Isso finaliza a prova do lema. [ |

Agora veremos que os hiperplanos criticos nao extremos nao contém pontos
da fronteira de F(O5) que estdo num tnico hiperplano critico.

Lema 14 Se M € Of ¢é um ponto critico de F tal que F(M) estd num tinico
hiperplano critico que nao € extremo entao F(M) € int(F(O5)).

Prova: Denotemos por Hy 4 o tnico hiperplano critico que contém F'(M). Para

cada hiperplano critico H. o com e # d e ¢’ # d', como F(M) ¢ H. . e H. o ¢é
fechado, existe uma bola

Bee ={zeR": |z — F(M)| <ree}

com centro em F'(M) tal que B, N H, o = (). Temos que os hiperplanos criticos
existem em namero finito, pois os vetores ¢, que determinam um hiperplano
critico H. s6 podem ter coordenadas 1,0 e —1. Repetindo esse processo para
cada hiperplano critico diferente de H, 4, obtemos uma bola

B={zeR":|Jz—-F(M)| <r}

com centro em F'(M) tal que BN H, . = () para cada hiperplano critico H, ., com
etdee #£d.

Para mostrarmos que F(M) € int(F(Oy;)), ¢ suficiente verificarmos que B C
F(O{). Definindo

Bt = {zreB:x-d>0o-d},
B = {zreB:xv-d=o-d},
B~ = {zeB:zx-d<o-d},

teremos que B = BT U B°U B~, e além disso B° esta no fecho de B e B~.
Como F(0%) é fechado, para demonstrar que B C F(O4:), basta provar que
BY, B~ C F(O%).

Vejamos que BT C F(0O5,). Para provar que B~ C F(Oy.) ¢ analogo. A estra-
tégia ¢ provar que BT Nint(F(O4)) = BT, isso garante que B* C int(F(0%)) C
F(O{). Podemos escrever

BT = [B*nint(F(05))] U [BT Nir(F(O%))] U [BT Nnext(F(O%))] .
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Se provarmos que BT Nfr(F(0%)) = 0, teremos que BT ¢ uniao disjuntos de dois
abertos disjuntos em BT, a saber BT Nint(F(O5)) e BT Next(F(05;)). Como
BT & conexo, teremos que um destes dois conjuntos é vazio. Se provarmos que
BT Nint(F(0F)) # 0, poderemos concluir que BT Nint(F(O5)) = BT, portanto
BT C F(O%).

Primeiro mostraremos que B™ N fr(F(O5;)) = 0. Por construgao, temos que
BT nao tem interse¢ao com nenhum hiperplano critico. Pelo Lema 12, temos que
fr(F(0O%)) esta contida na unido dos hiperplanos criticos, portanto B+ nao tem
intersecao com fr(F(0y5;)), ou seja, BT N fr(F(05)) = 0.

Agora provaremos que BT Nint(F(O5)) # 0. Escrevendo M = UV, como ¢é
ponto critico de F', seguindo o segundo paragrafo do Lema 12, temos que F'(M)
estd no hiperplano critico Hy 47, onde D" = VDU e d" = diag(D"”). Como
F(M) esta num tnico hiperplano critico, concluimos que d” = d' = diag(V DU).
Como H, 4 nao é extremo, pelo Lema 13, existem matrizes M arbitrariamente
proximas de M tais que Fp(M) < Fp(M™). Esta inequacao pode ser escrita na
forma

F(M)-d< F(M")-d.

Como F(M)-d = o -d, concluimos que
FMY)-d>o-d,

portanto BT N F(0{) # 0. Como BT N fr(F(0%)) = 0, temos que BT N
int(F(O5)) # 0. |

Usando os lemas acima, mostraremos o teorema principal do texto.

Teorema 15 F(Of) =P

Prova: A descrigao de P pelas faces deixa claro que int(P) ¢ conexo. Denotemos
por A o conjunto formado pelos pontos de R" que estao na intersecao de dois ou
mais hiperplanos criticos.

Vejamos que int(P) — A é conexo. Nao ¢é dificil ver que a intersegao de dois
ou mais hiperplanos criticos forma um subespaco de R" de codimensao maior ou
igual a dois. Usando o fato de que ao retirarmos de um conjunto conexo em R”
os seus pontos que estao num subespaco de codimensao maior ou igual a dois
o conjunto restante é conexo, e que os hiperplanos criticos existem em ntmero
finito, concluimos que o conjunto int(P) — A é conexo.

Agora mostraremos que int(P) — A C intF(0%). Como no lema anterior,
usando a conexidade de int(P) — A, s6 precisamos verificar que

(int(P) — A)Nfr(F(OF)) =0 e (int(P) — A) Nint(F(O5)) # 0.

Vejamos que (int(P) — A) N fr(F(O05)) = 0. J4 mostramos no Lema 12 que
fr(F(0%)) esta contida na uniao dos hiperplanos criticos. Vimos no Lema 14 que
os pontos de F(Oy5:) que estdo num tnico hiperplano critico que néo é extremo



estao em int(F(05)). Portanto os pontos de fr(F(05)) estao nos hiperplanos
criticos extremos ou sao pontos que estao em dois ou mais hiperplanos criticos,
ou seja, sao pontos de fr(P) ou de A. Segue que em int(P) — A ndo existem
pontos de fr(F(05)).

Para provar (int(P) — A) N int(F(OF)) # 0, basta escolhermos um ponto
regular M da funcao F', pois nesse caso o Lema 20 do Apéndice garante que
F(M) € int(F(0%)).

Finalmente provaremos que F(O5;) = P. Se mostrarmos que int(P) — A ¢
denso em int(P), tomando o fecho em int(P)—A C intF(O5;), poderemos concluir
que int(P) C F(05). Lembrando que F(O5) ¢ fechado, e tomando o fecho mais
uma vez, segue que P C F(O4). Portanto, s6 nos resta mostrar que int(P) — A é
denso em int(P). Isso de fato acontece, pois A ¢ unido finita das intersegdes dois
a dois, trés a trés, etc. de hiperplanos criticos, que sao conjuntos com interior
vazio em R". |
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Apéndice

Valores Singulares
Lembramos o enunciado do Teorema espectral.

Teorema 16 Se M ¢ uma matriz real simétrica n X n, entao M = UAUT, onde
U € uma matriz real ortogonal n x n e A € uma matriz diagonal cujas entradas
diagonais sao os autovalores de M.

Se M & uma matriz real n x n, entao MM7T e MT M sdo matrizes simétricas
nas quais podemos aplicar o Teorema espectral. Nao é dificil verificar que os
autovalores de MM7T e de MT M sdo os mesmos e positivos. Se o2,...,02 sdo os
autovalores de M M?, os ntimeros o1, ..., 0, sao chamados de valores singulares
de M. Existe uma forma equivalente de definir valores singulares. Um ntimero
positivo ¢ é chamado valor singular de M se existem vetores u e v em R" tais
que MTu = ov e Mv = ou. Os vetores u e v sdo chamados vetores singulares a
esquerda e a direita respectivamente.

Agora enunciamos o Teorema da decomposicao em valores singulares para
matrizes quadradas. Existe também uma versao deste teorema para matrizes

m X n.

Teorema 17 Se M ¢ uma matriz real n X n, entao M = UXV, onde U e V
sao matrizes reais ortogonais n X n e X € uma matriz diagonal cujas entradas
diagonais sao os valores singulares de M.

Prova: Denotando por S™! a esfera unitaria em R", considere a funcio f de
St x 81 em R dada por f(u,v) = Mu -v. Como esta fungiao é continua
e definida num compacto ela atinge seu valor maximo num ponto (uy,v;). O
namero real f(u1,v;1) é positivo, pois se fosse negativo poderiamos trocar o sinal
de u; ou de vy fazendo que ele virasse positivo, e isto iria contradizer o fato de
ele ser maximo. Temos que S"~! x S"~! ¢ uma variedade de dimensao 2(n — 1),
a funcdo f é diferenciavel e sua derivada num ponto (u,v) na diregdo do vetor
tangente (X,Y) é dada por df(,.,(X,Y) = MX -v+ Mu-Y. Como (u,v)
é ponto de maximo de f, a derivada de f se anula em (uy,v;), portanto MX -
vy + Muy - Y = 0 para quaisquer (X,Y) € Ty, ,)S" * x S" 1. Fazendo Y = 0
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e depois X = 0, lembrando que o espacgo tangente da esfera tem codimensao
1 em R”, existem oy,3; € R tais que Mu; = oqvqy e MTv; = Biu;. Como
o nimero f(uy,v;) = Muy - v; > 0, temos que a13; > 0. E facil ver que
MM"u; = ayByuy e MTMuv, = o101, portanto (a15;)"/? é valor singular de
M. Denotemos oy = a;3;. Repetindo este método em [ug]+NS™ 1 x [vy]t NS,
obtemos vetores us e vy, ortogonais a u; e vy respectivamente, e nmeros reais
g, B3 > 0 tais que Muy = agve € MTuy = Byuy, portanto oo = (anfs)'/? é
valor singular de M. Podemos repetir esse processo n vezes e obter uma lista
Ui, ..., Uy € V1,...,0, de vetores unitarios em R" com u; - u; = v; - v; = 0 para
1 # 7, e uma lista de ntimeros reais as,...,q, e Gs,..., 3, tais que Mu; = a;v;
e MTv; = Byu;, portanto o; = (o;3;)'/? sdo valores singulares de M. Escrevendo
cada um destes u e v em funcao da base canénica de R™ nao é dificil ver que
existem matrizes ortogonais U e V tais que M = UXV7T onde ¥ é uma matriz
diagonal cujas diagonais sao valores singulares de M. [ |

Resultados gerais

Os resultados abaixo sao bastante conhecidos e foram usados no texto. Incluimos
as referéncias para estes fatos na bibliografia.

Lema 18 [4]| Dada uma fun¢do suave f: X — Y entre duas variedades X eY
de mesma dimensao e um ponto v € X, se df, : TX, — TYy) € 1somorfismo,
existem abertos U C X eV C Y tais que a restricio de f a U eV é um
difeomorfismo.

Lema 19 [4] Dada uma fungao suave entre duas variedades X eY de dimensao

m>mn, sey €Y €wvalor reqular de f, temos que Z = f~(y) € uma variedade de
dimensiao m —n e TZ, = ker(dfy : TX, — TY}()).

Lema 20 [4]| Dadas uma fungao suave entre duas variedades X e Y de dimensao
m>mn, eum v € X tal que df, : TX, — TY}) € sobrejetiva, temos que f(x)
estd no interior de f(X).

Lema 21 (8] Temos que det(exp(M)) = exp(tr(M)). Em particular, a exponen-
ctal de matrizes anti-simétricas n X n tem determinante 1.

Lema 22 O conjunto S'(n) das matrizes simétricas reais n X n com espectro
simples é aberto no conjunto S(n) das matrizes simétricas reais n X n. Além
disso, a restrigio da fungao espectro ordenado A, a S'(n) € suave.

Prova: Primeiro vamos ver que §’(n) é um aberto em S(n) mostrando que seu
complementar R, o conjunto das matrizes n X n reais simétricas com autovalores
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repetidos, ¢ fechado em S(n). Usaremos a norma

[|S]|= max Sz-z = max A\
zesn—1 A autovalor de S
Seja {A; }men uma sequéncia de matrizes em R convergindo para A,. Para
cada m escolha A, um autovalor duplo de A,,. Pelo Teorema Espectral, existe
um subespaco de R™ de dimensao 2 que é um auto-espago para \,,. Tome u,, e
vy, dois vetores unitarios e ortogonais em cada um destes subespacos.
Como A,, — A existe M € N tal que se m > M entao

[[Am = Aol| <1 = || Am[| < [|Acol[ + 1.

Em outras palavras, se m > M entao os autovalores duplos A, estao contidos
num compacto. Logo existe uma subsequéncia {\,,,} convergente. Seja Ay 0
limite desta subsequéncia. As sequéncias de vetores {u,,} e {v,,} estdao contidas
na esfera unitaria de R, logo também existem subsequéncias convergentes {u,y,, }
e {Um, } convergindo para u., € Vs, respectivamente. Tomando indices de forma
que as trés subsequéncias convirjam, obtemos por continuidade:

Aoouoo = )\oouooa Aoovoo = )\oovooa

Uso L Voo, ||Ueo|| = [JVso|| = 1.

O que mostra que A\, ¢ um autovalor duplo de A, (us # V) € portanto R é
fechado em S(n) .

Considere um caminho suave S : (—a,a) — §(n) com S(0) € §'(n). Vamos
mostrar que existe b > 0 tal que se |t| < b entao S(t) € S'(n) e que A\,(S(t)) varia
suavemente com €. Os autovalores (distintos) de S(t) sao as raizes de

P(A) = plt, A) = det(S(t) — M),

que ¢ uma fun¢ado suave (na verdade um polinémio) das entradas de S(t), logo
uma fun¢ao suave em t. Como os autovalores de S(0) sao raizes simples de p(0, A),
digamos A} < A) < ... < A temos que py(0,\?) # 0, para 1 < i < n. Pelo Teo-
rema da Fun¢ao Implicita existem by, ..., b, tais que \;(¢) dependem suavemente
de t se [t| < b;. Tome b’ = minj<;<, b; e faga A\ (t) = (Ai(t),..., A\u(t)). Como o
espectro de S(0) é simples e \;(t) s@o suaves se |t| < b existe b < V' satisfazendo
os pedidos. [
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