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ResumoNeste trabalho é feito um estudo de aspe
tos algébri
os de sistemas integráveis nosentido da integrabilidade de Liouville. Em seguida, se aborda a formulação de Lax,a qual trata de sistemas que são integráveis e que evoluem não linearmente, mas quepodem ser 
olo
ados em termos de um problema linear. Como exemplo, dis
ute-se aintegrabilidade da rede de Toda, um sistema (dis
reto) 
om N partí
ulas em uma linhaonde as partí
ulas interagem exponen
ialmente entre suas primeiras vizinhas, 
om aabordagem feita por Flas
hka [1℄, onde se es
reve o sistema na formulação de Lax,
ujos poten
iais são dados em termos de geradores da álgebra su(N).A formulação de Lax pode ainda ser generalizada para des
rever sistemas integráveisde origem dis
reta e 
ontínua, o que foi o resultado de um estudo feito por Zakharove Shabbat e depois generalizado por Ablowitz, Kaup, Newel e Segur (AKNS) parades
rever vários outros sistemas integráveis; esta abordagem usa um operador de Laxque é linear em ∂x. Esta última formulação é 
olo
ada posteriormente em forma simplesem termos da 
ondição de 
urvatura nula. Posteriormente, mostra-se a formulação de
urvatura nula para o modelo NLS.A bus
a por soluções se dá por meio das transformações dressing que, por suavez, atuam sobre os 
ampos do modelo des
ritos em termos de geradores das álgebrasde Ka
-Moody 
om graduação homogênea; as transformações agem sobre os poten
iaisque apare
em na 
ondição de 
urvatura nula preservando suas estruturas de graduação.Por �m, as soluções são obtidas 
om auxílio das funções τ . Cal
ula-se os elementos dematriz que apare
em nas expressões das funções τ por dois métodos: método das rep-resentações integráveis de peso mais alto e a representação em termos de operadores devérti
e de nível um, ambas representações para as álgebras de Ka
-Moody de graduaçãohomogênea.Espe
ial atenção mere
em as 
ondições de 
ontorno para os 
ampos do modelo;assim, é des
rita a solução do tipo `dark' sóliton do sistema NLS que apare
e parauma 
ondição de 
ontorno 
onstante (diferente de zero) no in�nito. Para tal �m, é in-troduzido um parâmetro a�m rela
ionado ao parâmetro espe
tral do problema linear;isto é ne
essário para evitar a 
onstrução de folhas de Riemann, visto que apare
emfunções plurívo
as. Assim, o elemento de grupo ψ0
nvbc asso
iado à solução de vá
uotorna-se unívo
o em termos do novo parâmetro espe
tral a�m. Isto é em 
ontraposiçãoà solução de tipo `bright' sóliton que apare
e para uma 
ondição de 
ontorno nulano in�nito. Por sua vez, para obter esta solução não é ne
essário introduzir nenhumparâmetro a�m, ou seja, a solução de vá
uo para o elemento de grupo ψ0 é 
onstruídono parâmetro espe
tral que de�ne o sistema NLS usual. Na literatura 
ientí�
a re
ente,en
ontra-se que as soluções `bright'e `dark' sóliton apare
em nas des
rições de fen�-menos físi
os interessantes em diversas áreas, assim 
omo em teoria de 
ordas, ópti
afísi
a e 
ondensação de Bose-Einstein em matéria 
ondensada.



Abstra
tIn this dissertation, we study some algebrai
 aspe
ts of 
ertain integrable systems,su
h that integrability is understood in the sense of Liouville. Many integrable system
an be written in terms of the so-
alled Lax formulation. This formulation is suitable todeal with some systems whi
h evolves nonlinearly but, in spite of this, 
an be asso
iatedto a linear problem. As an example, it is dis
ussed the Toda latti
e integrability, a(dis
rete) system with N parti
les on a line where the parti
les intera
t exponentiallywith their nearest neighborhoods. It is followed the Flas
hka's approa
h [1℄, su
h thatthe Lax pair is written in terms of su(N) Lie algebra valued matri
es and the equationof motion is obtained from the so 
alled Lax equation.The Lax formulation 
an be generalized to des
ribe integrable systems of dis
reteand 
ontinuous type, whi
h was the result of a study done by Zakharov and Shabbat,and then generalized by Ablowitz, Kaup, Newel and Segur (AKNS) to des
ribe manyother integrable systems; this approa
h is made with a Lax operator whi
h is linear in
∂x. This last formulation is then written in a simple form in terms of a zero 
urvature
ondition. Subsequently, it is made the formulation of the zero 
urvature equationof the NLS model. In this formulation the potentials entering the zero 
urvatureequation lie in the dire
tions of 
ertain generators of the a�ne Ka
-Moody algebra.The sear
h of solutions is done through the dressing transformations method. Thesegauge transformations a
t on the potentials of the model su
h that their form andgraduation stru
ture are maintained. Ea
h of these gauge transformations is madewith the help of two di�erent group elements. Finally, the solutions are written withthe aid of the τ -fun
tions. The matrix elements that de�ne the τ -fun
tions 
an be
omputed by two methods: highest weight and vertex operators representations of theKa
-Moody algebras of homegeneous graduation.Spe
ial 
are deserves the non vanishing boundary 
onditions (NVBC) on the �eldsof the model; in parti
ular the 
onstant boundary 
onditions in the NLS model isasso
iated to a `dark'-soliton type solutions. For this, it is 
onstru
ted the dressingtransformation and analyzed the va
uum solution in 
onne
tion to NVBC and identifyan a�ne parameter in wi
h one rewrites the zero 
urvature equation in order to avoidthe 
onstru
tion of the relevant Riemann sheets for a double valued fun
tion appear-ing in the pro
ess. Thus, the group element ψ0

nvbc asso
iated to the va
uum solutionbe
omes single-valued in terms of the new a�ne spe
tral parameter. This is in 
ontra-position to `bright' soliton solution type for a vanishing 
ondition at in�nity. In orderto get this solution, it is not ne
essary to introdu
e any a�ne parameter, i.e., the va
-uum solution to group element ψ0 is 
onstru
ted in the spe
tral parameter that de�nesthe usual NLS model. In the re
ent s
ienti�
 literature, the `bright' and `dark' solitonsolutions appeared as des
ribing interesting physi
al phenomena in diverse areas su
has string theory, opti
al physi
s and Bose-Einstein 
ondensation in 
ondensed matter.



1Introdução
A teoria dos sólitons teve iní
io no sé
ulo XIX, quando tais ondas foram observadaspropagando-se na superfí
ie da água [2℄; atualmente, envolve uma grande variedadede modelos matemáti
os que permitem o estudo de uma ampla quantidade de prob-lemas que apare
em na físi
a, te
nologia, biologia e na matemáti
a, pura e apli
ada.Observa-se na literatura 
ientí�
a e tópi
os de 
onferên
ias mais re
entes a relevân-
ia 
res
ente dos sólitons e de outros fen�menos não lineares em sistemas ópti
os nãolineares, dinâmi
a mole
ular, me
âni
a de �uidos, ondas de plasma, hidrodinâmi
a,eletr�ni
a quânti
a, físi
a da matéria 
ondensada, teoria de 
ordas, QCD e gravitação.Estes tratamentos envolvem formulações matemáti
as no 
ontínuo e sistemas não lin-eares dis
retos, 
lássi
os e quânti
os.Os fen�menos ondulatórios apare
em em todas as áreas da físi
a. Uma onda podeser entendida 
omo a propagação de energia que pode ser no vá
uo, onde se tem 
omoexemplo ondas eletromagnéti
as, e em algum meio material, onde pode-se tomar 
omoexemplos as ondas na água, ondas em uma 
orda e vários outros. O modelo mais
omum de propagação de uma amplitude u(x, t), em uma dimensão espa
ial x e outratemporal t [2℄ e em forma ondulatória, é dado pela equação diferen
ial

∂2u

∂t2
− c2

∂2u

∂x2
= 0, (1.0.1)onde c é uma 
onstante positiva. A solução geral para esta equação diferen
ial é
onhe
ida 
omo solução de D'Alambert e é expressa em termos das variáveis (x ± ct)por

u(x, t) = f(x− ct) + g(x+ ct), (1.0.2)onde f e g são soluções distintas. A solução (1.0.2) é de uma onda viajando para adireita e outra em sentido oposto, ambas 
om velo
idade de propagação c; elas podemser determinadas para dados de fronteira, 
omo por exemplo u(x, 0) e (∂u/∂t)(x, 0).Essas ondas não interagem entre si, o que é uma 
onsequên
ia de (1.0.1) ser umaequação diferen
ial linear; por ser uma equação diferen
ial linear, essas soluções podemser superpostas, logo a 
ombinação linear de todas as possíveis ondas também é solução.Tais ondas também não alteram sua amplitude quando se propagam; para ver isso,toma-se uma das 
omponentes da onda, denotada por f , e faz-se uma mudança de1



2
oordenadas ϑ = x− ct, então f(x− ct) = f(ϑ) não se altera 
om a evolução de x e tpara um valor �xo ϑ; ou seja, f(x) (em t = 0) tem o mesmo valor para outros valoresde t, mas apenas transladado para a direita por um valor ct.Seja agora a equação diferen
ial
ut + ux + uxxx = 0, (1.0.3)onde se toma de uso a notação em que, por exemplo, ut signi�
a ∂u/∂t, uxxx signi�
a

∂3u/∂x3 e também será usado ∂x ≡ ∂/∂x; tomando para (1.0.3) uma solução do tipoharm�ni
a
u(x, t) = ei(kx−wt), (1.0.4)por substituição direta em (1.0.3), a equação (1.0.4) será sua solução se a frequên
ia

w for dada por
w = k − k3, (1.0.5)onde k é o número de onda; o argumento da exponen
ial de (1.0.4), 
om a frequên
ia

w dada em (1.0.5), será
kx− wt = k(x− (1 − k2)t);logo, a solução em (1.0.4) 
om a frequên
ia (1.0.5) des
reve uma onda que se propaga
om velo
idade

c =
w

k
= 1 − k2, (1.0.6)o que signi�
a que a velo
idade de 
ada onda será função de k; isso ainda impli
a queondas 
om números de onda k diferentes têm velo
idades diferentes: isso 
ara
teriza oque se 
hama de uma onda dispersiva. Para aumentar a generalidade, pode-se integraras soluções de onda u(x, t) sobre todos os valores de k, ou seja

u(x, t) =

∫ ∞

−∞
A(k)ei(kx−w(k)t)dk, (1.0.7)onde A(k) é obtido por uma transformada de Fourrier [3℄ de u(x, 0). O resultado disso éde um per�l de onda que muda seu tamanho em seu movimento, pois suas 
omponentesviajam a velo
idades diferentes, indi
ando um per�l de onda dispersiva. A velo
idadede 
ada onda é dada por (1.0.6) e é 
hamada de velo
idade de fase. A onda em (1.0.7)tem velo
idade vg, denominada velo
idade de grupo e que determina a velo
idade dopa
ote de ondas, de�nida por

vg =
dw

dk
, (1.0.8)mas 
om (1.0.5), tem-se

dw

dk
= 1 − 3k2. (1.0.9)



3Um outro fator envolvido no aspe
to do per�l das ondas é 
onhe
ido 
omo não lineari-dade; a não linearidade está na maioria dos 
asos reais, por exemplo, em uma 
orda(ver tratamento em [3℄), a equação da onda tem a forma de (1.0.1), mas para isso foifeita uma aproximação ao restringir que as amplitudes de os
ilação fossem pequenas.Um 
aso relativamente simples de não linearidade [4℄ é da equação diferen
ial par
ialnão linear
ut + (1 + u)ux = 0. (1.0.10)Equações não lineares (
omo exemplo (1.0.10)) são de solução bem mais 
ompli
adas,pois apresentam ambiguidades (dados possíveis valores para x = x0 e t = t0 pode havernão uni
idade no valor de u(x0, t0), des
ara
terizando u 
omo função), des
ontinuidadese ainda possuem soluções que não podem ser superpostas. Para ver que em (1.0.10)as soluções não podem ser superpostas, basta tomar duas possíveis soluções, u1 e u2,então

∂t(u1 + u2) + (1 + u1 + u2)∂x(u1 + u2) = ∂tu1 + (1 + u1)∂xu1 + ∂tu2 + (1 + u2)∂xu2

+u2∂xu1 + u1∂xu2.Além destes, ainda existem 
asos físi
os em que se obtêm uma equação diferen
ialque é tanto dispersiva quanto não linear, 
omo exemplo, a equação
ut + (1 + u)ux + uxxx = 0. (1.0.11)Esta é a 
onhe
ida equação de KdV , desenvolvida por Kortewreg e de Vries [2℄ parades
rever ondas solitárias observadas pelo engenheiro naval S
ott Russel no 
anal deEdimburgo1.Outra equação não linear e dispersiva é a 
onhe
ida Equação de S
hrödinger nãolinear, 
hamada de NLS, que é
ψt = −2ik|ψ|2ψ + iψxx, (1.0.12)onde o 
onjugado 
omplexo desta equação também tem a mesma forma. A equaçãoNLS tem várias apli
ações em físi
a, 
omo por exemplo em [5℄ ópti
a e propagação do
ampo elétri
o em �bras ópti
as de auto-fo
alização (�self-fo
using�).Outra equação não linear é a equação de sine-Gordon, dada em 
oordenadas do
one de luz x± = x± t, por
∂x+x−φ ≡ ∂+−φ = sen φ. (1.0.13)Esta equação apare
e, entre vários exemplos, em fen�menos de teoria quânti
a de
ampos não perturbativa [6℄ e em um modelo me
âni
o de pêndulos em um tubo deborra
ha [7℄; este último modelo é obtido na seguinte seção.1Os índios deveriam ter 
onhe
imento de ondas assim muito antes, 
omo por exemplo a pororo
ano Rio Amazonas, sem 
ontar de 
ivilizações ainda mais antigas em outras partes do mundo.



4A dissertação está organizada 
omo se segue: no 
apítulo 2, serão dis
utidos os
on
eitos de integrabilidade na abordagem de Liouville e será apresentado o métodode Lax. Estes dois temas são usados para dis
utir a integrabilidade da rede de Toda;em seguida se mostra a formulação de primeira ordem, que é uma generalização dométodo de Lax e posteriormente a formulação de 
urvatura nula. No 
apítulo 3, seaborda as soluções de sistemas integráveis 
om o método das transformações dressing ;tais transformações ligam soluções de vá
uo a soluções que não são as triviais; e de�ne-se as funções τ , que auxiliam a obter as soluções sóliton. No 
apítulo 4 são obtidassoluções `bright' sóliton do modelo NLS. No 
apítulo 5 é dis
utido uma variação domodelo NLS adequada para estudar 
ondições de 
ontorno 
onstantes, permitindo quese obtenha soluções 
onhe
idas 
omo dark soliton. No apêndi
e A, de�ne-se as álgebrasde Lie su(N) e 
omo exemplo espe
ial, que será usado no 
apítulo 2 para a rede deToda, o 
aso su(3). No apêndi
e B, são dis
utidas as estruturas de graduação para asálgebras de Ka
-Moody, dando 
omo exemplo as graduações homogênea e prin
ipal; aestrutura de graduação de uma álgebra de Ka
-Moody é de importân
ia fundamental nade�nição da representação integrável de peso mais alto. No apêndi
e C, são 
al
uladosalguns elementos de matriz usando a representação de peso mais alto. No apêndi
eD, de�ne-se a representação das álgebras de Ka
-Moody em termos dos operadores devérti
e de nível um.



2Uma visão geral de sistemasintegráveis
Como motivação do apare
imento de um sistema integrável asso
iado a um problemafísi
o é apresentada a derivação do modelo de sine-Gordon num sistema me
âni
o
lássi
o que 
onsta de pêndulos 
om hastes de massa desprezível a
oplados em umtubo de borra
ha e que 
omeça a os
ilar em grandes amplitudes; e, em seguida, é dadoum ansatz para obtenção de algumas soluções parti
ulares do sistema. Neste 
apítulose mostra também o 
ritério de integrabilidade sob o ponto de vista de Liouville, ondeum sistema é integrável se suas equações de movimento puderem ser resolvidas pormeio de quadraturas. Para isso, o número de quantidades 
onservadas do sistemadeve ser igual ao número de seus graus de liberdade; mais ainda: essas quantidades
onservadas devem estar em involução e ser linearmente independentes. O formalismode Lax, também trabalhado neste 
apítulo, mostra-se de grande valor ao fa
ilitar aforma em que se obtém as quantidades 
onservadas de algum sistema que pode seres
rito sob este formalismo. O objetivo apresentado neste 
apítulo é, além de mostrarque a rede de Toda é um sistema integrável, mostrar também o formalismo generalizadode Zakharov-Shabbat, que permite uma des
rição uni�
ada de sistemas integráveis denaturezas distintas; este último formalismo pode ser des
rito em termos da 
ondiçãode 
urvatura nula.2.1 Obtenção da equação de sine-Gordon de ummodelo da me
âni
a 
lássi
aUm dos 
asos 
lássi
os em que se obtém a equação de sine-Gordon se dá em um sistemafísi
o relativamente simples [7℄: 
onsta de um tubo 
ilíndri
o de borra
ha 
om 
onstantede rigidez G onde há uma distribuição de pêndulos 
om massa m ligados por hastesde massa desprezível; apli
a-se então um torque ~M1 em uma direção e depois disso osistema 
omeça a os
ilar 
om grandes amplitudes.Pela lei de Hooke, tem-se

T = Gα, (2.1.1)5



2.1. Obtenção da equação de sine-Gordon de um modelo da me
âni
a 
lássi
a 6

(a) Visão longitudinal do sistema. (b) Visão frontal do sistema depois deapli
ada uma torção em uma das pontasdo tubo.Figura 2.1: O sistema des
rito pela equação de sine-Gordon.onde T é o módulo da tensão1 na se
ção transversal, α é o ângulo de torção transversale G é a 
onstante de rigidez do tubo (
onferir Figura (2.2(a))).

(a) Se
ção transversal do tubo. (b) Relação dos ângulos no tubo em função de umelemento in�nitesimal de distân
ia δx.Figura 2.2: A relação entre os ângulos e forças no tubo.A relação entre os ângulos da se
ção transversal (
onferir �gura 2.2(b)) do 
ilindroe de torção do mesmo é dada por
αδx′ = rδφ, 0 ≤ r ≤ R. (2.1.2)De (2.1.1) e (2.1.2), tem-se a equação

T = Gr
δφ

δx′
. (2.1.3)1Tensão pode ser entendida 
omo a taxa de variação da força sobre um elemento de área, ou seja,

T = dF/dA.



2.1. Obtenção da equação de sine-Gordon de um modelo da me
âni
a 
lássi
a 7Como
T =

dF

dA
,onde dA é o elemento da área da se
ção transversal do 
ilindro; tem-se para (2.1.3) que

dF

dA
= Gr

δφ

δx′
. (2.1.4)Multipli
ando (2.1.4) por r e passando o elemento de área dA para o outro lado daigualdade, vem que

rdF = Gr2dA
δφ

δx′
. (2.1.5)Nota-se que a quantia δφ/δx′ é independente da área da se
ção transversal do tubo;por isso, integrando (2.1.5) em toda a área da se
ção transversal, tem-se

rF = GJ
δφ

δx′
, J =

∫

A

r2dA. (2.1.6)A quantia rF é nada mais que o módulo do torque ~M1, pois o ângulo envolvido é π/2;isso o
orre pelo motivo da força ~F apli
ada para tor
er o 
ilindro ser perpendi
ular a
~r; assim, pode-se es
rever

M1 = GJ
δφ

δx′
, (2.1.7)de modo que

δM1 = GJδ

(
δφ

δx′

)
. (2.1.8)Por outro lado, o torque ~M2 de ação de 
ada pêndulo tem 
omo módulo

| ~M2| = F2r2 = mg(R + l0)senφ, (2.1.9)tal que, assumindo que os pêndulos se distribuem de forma 
ontínua, pode-se fazer
δm = µδx′, onde µ é a densidade de massa dos pêndulos em função do 
omprimentodo 
ilindro; desta forma, pode-se fazer

δM2 = µδx′g(R+ l0)senφ. (2.1.10)Como os módulos de vetores podem ser somados linearmente, vem que o módulodo torque total δM é dado por
δM = δM1 − δM2,



2.1. Obtenção da equação de sine-Gordon de um modelo da me
âni
a 
lássi
a 8e então
δM = GJδ

(
δφ

δx′

)
− µδx′g(R + l0)senφ. (2.1.11)Da me
âni
a 
lássi
a, vem que

δIθ = δM (2.1.12)onde I é o momento de inér
ia do sistema e θ = ∂2φ/∂(t′)2, ou simplesmente ∂t′t′φ, éa a
eleração angular; logo, (2.1.11) resulta em
δI∂t′t′φ = GJδ

(
δφ

δx′

)
− µδx′g(R+ l0)senφ. (2.1.13)Notando que o momento de inér
ia é uma função de x′, ou seja, o momento de inér
iapara 
ada pêndulo varia em função do 
omprimento do 
ilindro, pode-se es
rever que

δI = Kδx′, o que resulta, em (2.1.13),
Kδx′∂t′t′φ = GJδ

(
δφ

δx′

)
− µδx′g(R+ l0)senφ. (2.1.14)Dividindo tudo por δx′ e levando a relação ao limite quando δx′ → 0, tem-se a relação

∂t′t′φ =
GJ

K
∂x′x′φ− µ

K
g(R+ l0)senφ. (2.1.15)Usando uma mudança de 
oordenadas tal que o sistema permaneça invariante, que é

x′ =

√
GJ

µ(R+ l0)
x e t′ =

√
K

µ(R + l0)
t (2.1.16)vem que

∂ttφ− ∂xxφ = senφ. (2.1.17)Esta é a equação de sine-Gordon, que aqui foi obtida para um modelo da me
âni
a
lássi
a.Pode-se dar um �ansatz� para a equação de sine-Gordon; usando o ansatz em quese sugere uma solução de variáveis separáveis
φ(x, t) = 4 tan−1

(
ε(x)

ψ(t)

)
, (2.1.18)sabendo da identidade

tan−1 θ =






−π
2
− tan−1

(
1
θ

)
θ < 0

π
2
− tan−1

(
1
θ

)
θ > 0

, (2.1.19)



2.1. Obtenção da equação de sine-Gordon de um modelo da me
âni
a 
lássi
a 9e substituindo na equação diferen
ial (2.1.17), tem-se que
ψ2

ε
εxx +

ε2

ψ
ψtt =

(
ψ2 + 2ψ2

t − ψψtt
)

+
(
−ε2 + 2ε2

x − εεxx
)
. (2.1.20)Pode-se separar as equações derivando ambos os lados por x e t, onde fa
ilmente se
hega em

εxxx
ε2εx

− εxx
ε3

= − ψttt
ψ2ψt

+
ψtt
ψ3
. (2.1.21)Como foi admitido no ansatz, as variáveis são separáveis, e por isso pode-se fazer

(εxx/ε)x
εεx

= −(ψtt/ψ)t
ψψt

= −6k2, (2.1.22)ou ainda
d

dx

(εxx
ε

)
= −6k2εxε,

d

dt

(
ψtt
ψ

)
= 6k2ψψt (2.1.23)o que dá, integrando diretamente, as relações

εxx
ε

= −3k2ε2 +m e
ψtt
ψ

= 3k2ψ2 +
√
m2 − 1, (2.1.24)onde m e √

m2 − 1 são 
onstantes de integração. Depois disso, ainda se pode fazer
εxx = −3k2ε3 +mε ψtt = k2ψ3 +

√
m2 − 1ψ (2.1.25)que, integrando mais uma vez [8℄, dá as relações

εx = k2ε3 +mε+ n2 (2.1.26)
ψx = k2ψ3 +

√
m2 − 1ψ (2.1.27)As relações (2.1.26) e (??) estão ligadas a funções elípti
as in
ompletas de primeiraordem, entretanto, fazendo para os 
asos mais simples, onde k = n = 0, tem-se assoluções

ε(x) = emx e ψ(t) = et
√
m2−1, (2.1.28)o que faz resultar em (2.1.18) que

φ(x, t) = 4 tan−1

(
e
m

„

x−
√

m2−1

m
t

«

)
, (2.1.29)ou, se β =

√
m2 − 1/m, tem-se

φ(x, t) = 4 tan−1

(
exp

(
x− βt√
1 − β2

))
. (2.1.30)



2.2. Sistemas hamiltonianos 10Outras soluções são
φ(x, t) = 4 tan−1

(
βsenh(βmx)

cosh (βmx

)
se k = 0 e m2 < 1;e

φ(x, t) = 4 tan−1

(
1

β

sen(mβ2t)

cosh (mx)

)
se m 6= 0, n = 0 e m2 < 1.Será de uso mais adiante o tratamento do modelo de sine-Gordon nas 
oordenadasde 
one de luz: fazendo uma transformação de 
oordenadas x− = 1/2(x − t) e x+ =

1/2(x+ t) e pela regra da 
adeia, deve-se ter agora
∂x =

∂x−
∂x

∂x− +
∂x+

∂x
∂x+

=
1

2

(
∂x− + ∂x+

)
e

∂t =
∂x−
∂t

∂x− +
∂x+

∂t
∂x+

=
1

2

(
∂x− − ∂x+

)
,tal que

∂xx =
1

4
(∂++ + 2∂+− + ∂−−)

∂tt =
1

4
(∂++ − 2∂+− + ∂−−) .Com essa mudança de 
oordenadas, se tem agora para (2.1.17) a relação

∂+−u = senu. (2.1.31)2.2 Sistemas hamiltonianosOs passos que seguem são na direção de de�nir o 
ritério de integrabilidade de Liouville;muitos destes sistemas são estudados mediante a formulação hamiltoniana, portantoapresenta-se alguns 
on
eitos dessa formulação. Seja um sistema des
rito por umalagrangeana L(q, q̇, t) = T − V , onde T é a energia 
inéti
a do sistema, enquanto que
V é a energia poten
ial; assim, tal sistema tem equações de movimento dadas pelasequações de Euler-Lagrange [9℄:

d

dt

(
∂L
∂q̇k

)
− ∂L
∂qk

= 0, (2.2.1)gerando n equações diferen
iais de segunda ordem e onde de�ne-se o momento 
an�ni
o
onjugado por
pi =

∂L
∂q̇i

, i = 1, 2, ..., n. (2.2.2)



2.2. Sistemas hamiltonianos 11Pode-se fazer uma transformada de Legendre nas 
oordenadas 
an�ni
as 
onjugadas
(q, p), dada por

H(q, p, t) =
n∑

i=1

q̇ipi − L(q, q̇, t) (2.2.3)tal que, da equivalên
ia entre as derivadas totais dos dois lados de (2.2.3) e 
om oauxílio de (2.2.2), en
ontra-se:
∂H
∂qi

= −ṗi,
∂H
∂pi

= q̇i, ∂tH = −∂tL. (2.2.4)As 
hamadas equações 
an�ni
as de Hamilton, são dadas pelas duas primeiras dessasequações em (2.2.4). Seja F (q, p, t) um variável dinâmi
a qualquer, então
Ḟ =

n∑

i=1

(
∂F

∂qi

∂H
∂pi

− ∂F

∂pi

∂H
∂qi

)
+ ∂tF ; (2.2.5)de�nindo o 
ol
hete de Poisson

{F,H} =

(
∂F

∂qi

∂H
∂pi

− ∂F

∂pi

∂H
∂qi

)
, (2.2.6)tem-se então que uma variável dinâmi
a F (q, p, t) qualquer pode ser es
rita 
omo

Ḟ = {F,H} + ∂tF. (2.2.7)No 
aso de variáveis dinâmi
as que não dependem expli
itamente do tempo, 
omo porexemplo qi e pi, tem-se





q̇i = {qi,H}

ṗi = {pi,H}.
(2.2.8)Diz-se que uma quantidade E está em involução quando {E,H} = 0.Sejam F e G duas variáveis dinâmi
as quaisquer, então

{F,G} =
∂F

∂q

∂G

∂p
− ∂F

∂p

∂G

∂q
, (2.2.9)onde, para F, G, e J variáveis dinâmi
as quaisquer, veri�
a-se as propriedades de anti-
omutatividade e bilinearidade, além das propriedades de Leibiniz:{F,GJ} = {F,G}J+

G{F, J}; e a de Ja
obi: {F{G, J}} = {{F,G}J}+{G{F, J}}. Os 
ol
hetes de Poissonpara as variáveis 
an�ni
as qi e pi são
{qi, qj} = {pi, pj} = 0; {qi, pj} = −{pj , qi} = δij . (2.2.10)



2.2. Sistemas hamiltonianos 12Pode-se es
rever, 
om q = (q1, q2, ..., qn), p = (p1, p2, ..., pn) e 
om a ajuda de (2.2.4),que



q̇

ṗ



 = J




∂H/∂q

∂H/∂p



 , (2.2.11)onde
J =




0 I

− I 0



 (2.2.12)e 0 é a matriz n×n 
ujos elementos são todos nulos além de que I é a matriz identidade,também n×n; a matriz quadrada J (2n×2n) pode ser es
rita em termos dos 
ol
hetesem (2.2.10) por
J =




{q1, q1} ... {q1, qn} {q1, p1} ... {q1, pn}... . . . ... . . . ...
{qn, q1} ... {qn, qn} {qn, p1} ... {qn, pn}
{p1, q1} ... {p1, qn} {p1, p1} ... {p1, pn}... . . . ... . . . ...
{pn, q1} ... {pn, qn} {pn, p1} ... {pn, pn}




. (2.2.13)
Com (2.2.13) e tomando ζ = (q, p) = (q1, q2, ..., qn, p1, p2, ..., pn), se es
reve (2.2.11) emtermos de 
omponentes 
omo sendo

ζ̇ i = J ik
∂H
∂ζk

, (2.2.14)onde J ik são as 
omponentes da matriz J . O 
ol
hete de Poisson para duas variáveisdinâmi
as Sij e Skl pode ser es
rito, nesta notação, por
{Sij, Skl} =

∂Sij
∂ζp

∂Skl
∂ζq

{ζp, ζq}. (2.2.15)O espaço onde um sistema hamiltoniano é des
rito é 
hamado de espaço de fase,que é 2n-dimensional; o estado de um sistema em um tempo t0 é representado por umponto no espaço de fase.Seja R uma região no espaço de fase (q, p) que é mapeada para uma região R′ doespaço de fase (Q,P ) por uma transformação 
an�ni
a [9℄; seja também Ω o volumeda região R, de modo que
Ω =

∫

R

dq1 dq2 ... dqn dp1 dp2 ... dpn ≡
∫

R

d2nze da mesma forma, seja Ω′ o volume da região R′, onde
Ω′ =

∫

R′

dQ′
1 dQ

′
2 ... dQ

′
n dP

′
1 dP

′
2 ... dP

′
n ≡

∫

R′

d2nζ,



2.2. Sistemas hamiltonianos 13então Ω = Ω′. De fato, pois do teorema de mudança de variáveis apli
ado a transfor-mações 
an�ni
as
Ω′ =

∫

R′

d2nζ =

∫

R

|M| d2nzonde M é a matriz ja
obiana da transformação de 
oordenadas ζi → zi e é de�nida por
M =

∂(ζ1, ..., ζn)

∂(z1, ..., zn)
=




∂ζ1
∂z1

... ∂ζ1
∂z2n... ... ...

∂ζ2n

∂z1
... ∂ζ2n

∂z2n


 ,tem-se para o �volume� no espaço de fase que

Ω =

∫

R

dq1 dq2 ... dqn dp1 dp2 ... dpn,mas 
omo o determinante da matriz ja
obiana M de uma transformação 
an�ni
a (verteoremas (8.3.1) e (8.3.2) de [9℄) é ±1, tem-se
Ω =

∫

R′

|M| dQ′
1 dQ

′
2 ... dQ

′
n dP

′
1 dP

′
2 ... dP

′
n,

= Ω′.A noção de integrabilidade de um sistema está ligada 
om a possibilidade de soluçãoexplí
ita de suas equações de movimento. Como exemplo, 
onsidera-se um sistemame
âni
o unidimensional qualquer, onde a energia total E do sistema é uma quantidade
onservada, assumida 
omo E = T+V onde T é energia 
inéti
a e V = V (x) é a energiapoten
ial, logo
1

2
m

(
dx

dt

)2

+ V (x) = E,de modo que a equação de movimento é dada por
t− t0 =

√
2

m

∫ x

x0

dx√
E − V (x)e a solução x(t) vai depender da forma de V (x).De�nição 2.2.1. Um sistema Hamiltoniano 
onservativo 
om n graus de liberdade édito integrável se existem n 
onstantes de movimento independentes e em involução,ou seja1. {Fi,H} = 0,2. {Fi, Fj} = 0,



2.3. A formulação de Lax 143. ∇Fi são linearmente independentes em 
ada ponto do espaço de fase (p, q), ∀i, j =
1, ..., n.Teorema 2.2.1. (Teorema de Liouville-Arnold) Seja um sistema hamiltoniano inte-grável 
om n graus de liberdade, então1. Existem variáveis 
an�ni
as (φ1, ..., φn, J1, ..., Jn) tais que H = H(J1, ..., Jn), demodo que a solução das equações de movimento nas variáveis é

Jk = cte; φk = φk(0) + ωkt, 1 ≤ k ≤ n,onde ωk = ∂H/∂Jk é 
onstante;2. As equações de Hamilton nas variáveis originais (q, p) podem ser resolvidas porquadraturas;3. Se o 
onjunto das hipersuperfí
ies de nível das 
onstantes de movimento em in-volução Fk, de�nido por
Mc = {(q, p)|Fk(q, p) = ck, 1 ≤ ck ≤ n},é 
ompa
to e 
onexo, as variáveis 
an�ni
as (J, φ) podem ser es
olhidas 
omovariáveis de ação-ângulo e o movimento é multiperiódi
o 
om frequên
ia ωk =

∂H/∂JK .A demonstração deste teorema é vista em [9℄ e mais expli
itamente em [10℄.2.3 A formulação de LaxA formulação de Lax tem a idéia de des
rever equações que evoluem não linearmenteem termos de um operador linear que seja iso-espe
tral, ou seja, um operador 
ujosautovalores sejam 
onstantes durante a evolução não linear. O tratamento a seguir éapresentado na eferên
ia [12℄. Como exemplo, seja uma equação de evolução lineardes
rito por um operador hamiltoniano H (que é hermiteano) indepentente do tempo
t; um operador linear A(t) 
ujos autovalores sejam independentes do tempo deve ser,na abordagem de Heisenberg, unitariamente equivalente a A(0), ou seja:

U †(t)A(t)U(t) = A(0), (2.3.1)
U(t) = e−iHt; (2.3.2)diferen
iando (2.3.1) 
om respeito a t, en
ontra-se
∂tA = i[A(t),H], (2.3.3)onde

∂tU(t) = −iHU(t) ≡ B(t)U(t) (2.3.4)



2.3. A formulação de Lax 15e B ≡ −iH é um operador anti-hermiteano. Para o 
aso não linear, seja
L(u(x, t′)) = L(t′) (2.3.5)o operador linear em u(x, t) que se pro
ura; assume-se que este seja hermiteano e queseus autovalores sejam independentes de t′ (t′ não é ne
essariamente o tempo). Paraque isso seja verdade, deve existir um operador unitário U(t′) tal que

U †(t′)L(t′)U(t′) = L(0). (2.3.6)Diferen
iando (2.3.6) 
om respeito a t′, en
ontra-se
∂U †(t′)

∂t′
L(t)U(t′) + U †(t′)

∂L(t′)

∂t′
U(t′) + U †(t′)L(t)

∂U(t′)

∂t′
= 0. (2.3.7)A diferença desse 
aso para o linear é que U(t′), mesmo sendo unitário, ainda temforma indeterminada; se U(t′) é unitário, então U †(t′)U(t′) = I, logo ∂t′U †(t′)U(t′) +

U †(t′)∂t′U(t′) = 0; pode-se es
rever, 
omo em (2.3.4), que
∂U(t′)

∂t′
= B(t′)U(t′), (2.3.8)onde B(t) é um operador que pre
isa ser anti-hermiteano. Substituindo (2.3.8) em(2.3.7), en
ontra-se

∂t′L(t′) = [B(t′), L(t′)] . (2.3.9)Assim, se L(t) for um operador iso-espe
tral, ele deve satisfazer a uma relação semel-hante à do 
aso linear, mas 
om a diferença de que não se sabe a forma de B(t). Se L(t)é um operador linear em u(x, t), vem que ∂tL(t) também deve ser linear em u(x, t) 
oma propor
ionalidade de uma 
onstante multipli
ativa; 
om isso, de (2.3.9), se observaque [B(t′), L(t′)] é um operador multipli
ativo que é propor
ional à evolução (espe
-tral) de u(x, t). Além do mais, se é possível en
ontrar um operador linear L(t) e outrooperador B(t), que por sua vez não seja ne
essariamente linear em u(x, t), e tal que
[B(t′), L(t′)] é um operador multipli
ativo e propor
ional à evolução de u(x, t) por umaequação não linear, então os autovalores de L(t) serão independentes do parâmetro t;isto é, no 
aso em que

L(t)ψ(t) = −λψ(t), (2.3.10)
om ψ(t) = U(t)ψ(0), a evolução em t teria, de (2.3.8), a forma
∂tψ(t) = ∂tU(t)ψ(0) = B(t)ψ(t). (2.3.11)Quando os operadores L e B existem para um sistema, são 
onhe
idos 
omo opar de Lax para o sistema 
om uma evolução não linear e eles têm uma importân
iafundamental no estudo da integrabilidade de um sistema.



2.3. A formulação de Lax 16De�nindo as quantidades
Kn =

1

n
tr(Ln), n = 1, 2, ..., (2.3.12)e
K0 = log|detL| (2.3.13)tem-se, 
omo L̇ = [L,U ] e 
om a 
i
li
idade do traço, que

d

dt
Kn =

1

n
tr(nLn−1L̇),

= tr(Ln−1[L,U ]),

= tr([Ln−1, L]U),

= 0, (2.3.14)o que diz que Kn é 
onservado mediante a evolução (que pode ser não linear) do sistemaintegrável. Para demonstrar a 
onservação de K0, usa-se o fato que se L é um operadoriso-espe
tral, então, seus autovalores são 
onstantes 
om respeito ao parâmetro t; poroutro lado, supondo que o determinante de L seja diferente de zero e que existe umatransformação unitária (2.3.6) tal que diagonalize L, então
det(L(0)) = det(U(t)L(t)U †(t)) = det(L)

det(L(0)) = λ1λ2 · · ·λn, (2.3.15)logo:
K0 = ln (λ1λ2 · · ·λn) (2.3.16)e por isso, usando o fato de que L seja iso-espe
tral, tem-se:

d

dt
K0 =

d

dt
ln (λ1λ2 · · ·λn) =

d

dt
|λ1λ2 · · ·λn|
λ1λ2 · · ·λn

, (2.3.17)
= 0. (2.3.18)2.3.1 O os
ilador harm�ni
o simplesSejam os operadores [11℄

L =

(
p wq
wq −p

)
e B =

(
0 −w/2
w/2 0

)
;



2.3. A formulação de Lax 17então
L̇ =

(
ṗ wq̇
wq̇ −ṗ

)
, enquanto que [L,B] =

(
w2q −wq
−wp −w2q

)
,de forma que a equação de Lax L̇ = [L,B] resulta nas equações de movimento doos
ilador harm�ni
o simples de massa unitária:

{
ṗ = w2q
q̇ = p

.Uma relação para esse 
aso entre o operador L e o hamiltoniano HOHS do os
iladorharm�ni
o é quando se observa que
L2 =

(
p2 + w2q2 0

0 p2 + w2q2

)
,de modo que 1

4
tr(L2) = HOHS.2.3.2 A 
orrente de TodaA 
orrente de Toda [12℄ é um sistema de dimensão �nita que des
reve o movimento de

N partí
ulas de massa m = 1, pontuais em uma linha e que interagem apenas entreseus primeiros vizinhos de forma exponen
ial; neste sistema, a primeira e a últimadessas partí
ulas estão �xas. A hamiltoniana total HT do sistema é dada por
HT =

N∑

i=1

(
1

2
P 2
i + e−(Qi−Qi−1)

)
, (2.3.19)onde

{Qa, Qb} = {Pa, Pb} = 0 (2.3.20)e
{Qa, Pb} = −{Pb, Qa} = δab. (2.3.21)As equações de Hamilton para o mesmo são






Q̇i =
∂HT

∂Pk
= Pi

Ṗj = −∂HT

∂Qk
= e−(Qj−Qj−1) − e−(Qj+1−Qj), 1 ≤ j ≤ N,

(2.3.22)onde en
ontra-se para as partí
ulas extremas,
Ṗ1 = −e−(Q2−Q1) e ṖN = e−(QN−QN−1). (2.3.23)



2.3. A formulação de Lax 18Pode-se fazer
Q̈j = Ṗj = e−(Qj−Qj−1) − e−(Qj+1−Qj), 2 ≤ j ≤ N − 1, (2.3.24)de onde se 
on
lui que

N∑

i=1

Q̈i =
d

dt

N∑

i=1

Pi = 0, (2.3.25)ou seja, o momento total é uma 
onstante de movimento do sistema nessas 
oordenadas.Com isso, pode-se es
rever o mesmo sistema 
om N − 1 
oordenadas [1℄ de posição emomento, basta usar:
qa = Qa+1 −Qa, a = 1, ..., N − 1 (2.3.26)e as equações de movimento são
q̈1 = 2e−q1 − e−q2 , q̈N−1 = −e−qN−2 + 2e−qN−1 (2.3.27)para as partí
ulas extremas e

q̈b = −e−qb−1 + 2e−qb − e−qb+1 (2.3.28)para todas as outras, ou seja, b = 2, ..., N − 2.Observa-se que tal sistema pode ser es
rito em termos da matriz de Cartan para
su(N) (A.0.7) na forma [1℄

q̈a =

N−1∑

b=1

Kabe
−qb . (2.3.29)de modo que tal relação ainda pode ser es
rita em termos da inversa da matriz deCartan (A.0.9) por

N−1∑

a=1

q̈aK
−1
ba = e−qb ,

d

dt

N−1∑

a=1

q̇aK
−1
ba = e−qb . (2.3.30)Desta relação, �
a fá
il per
eber que a Lagrangeana

L =
1

2

N−1∑

a,b=1

q̇aK
−1
ba q̇b −

N−1∑

b=1

e−qb (2.3.31)des
reve o sistema e as equações de Euler-Lagrange (2.2.1) forne
em as equações demovimento em (2.3.29). A 
oordenada do momento (2.2.2) 
onjugada a qa é dada por
pa =

∂L
∂q̇a

=
N−1∑

b=1

q̇bK
−1
ab . (2.3.32)



2.3. A formulação de Lax 19Demonstra-se, usando as equações em (2.3.22), (2.3.20) e (2.3.21), os fatos
{qa, qb} = {pa, pb} = 0 (2.3.33)e que

{qa, pb} =

N−1∑

c=1

K−1
bc {qa, q̇c} =

N−1∑

c=1

K−1
bc {Qa+1 −Qa, Pc+1 − Pc},

=
N−1∑

c=1

K−1
bc (−δa,c+1 + 2δa,c − δa+1,c) = δa,b, (2.3.34)o que mostra que o sistema é hamiltoniano nessas 
oordenadas.A formulação de Lax para o sistema é es
rita de�nindo-se primeiramente os oper-adores de Lax:

S =
1

2

N−1∑

a=1

(
paHa + e−qa/2(Ea + E−a)

) (2.3.35)e
U = −1

2

N−1∑

a=1

e−qa/2(Ea − E−a); (2.3.36)é obtido, a partir desses operadores, os fatos
∂tS =

1

2

N−1∑

a=1

(
ṗaHa −

1

2
q̇ae

−qa/2(Ea + E−a)

) (2.3.37)e
[S, U ] =

1

2

N−1∑

a=1

e−qaHa −
1

4

N−1∑

a,b=1

pae
−qa/2(Eb + E−b)Kba, (2.3.38)onde, 
om (2.3.37) e (2.3.38) na equação de Lax (2.3.9)

∂tS = [S, U ] ,tem-se as equações de movimento
pa =

N−1∑

b=1

K−1
ab q̇b, (2.3.39)que são as mesmas equações de movimento para o modelo da rede de Toda, mostrandoassim a validade da formulação de Lax para este sistema, onde existe as matrizes S e

U nas 
oordenadas dadas por (2.3.26).



2.3. A formulação de Lax 20As quantidades 
onservadas podem ser extraídas de (2.3.12) e de (2.3.13) [12℄; umavez que o operador S é uma 
ombinação linear de geradores de su(N), geradores quetêm traço nulo, o número de quantidades independentes é N − 1 que é a dimensão dasubálgebra de Cartan da álgebra su(N) e igual ao número de graus de liberdade nas
oordenadas (2.3.26); por outro lado, o momento total do sistema é outra quantidade
onservada, logo o sistema de Toda tem o número ne
essário de quantidades 
onser-vadas para que seja integrável sob o 
ritério de Liouville. Da equação (2.3.12), tem-separa n = 1 que K1 é satisfeita trivialmente, pois K1 = tr(S) e S só tem geradoresdas álgebras su(N), que são, por 
onstrução, de traço nulo. Para n = 2, o 
aso é
K2 = tr(S2) donde extrai-se que
K2 = tr

[(
N−1∑

a=1

paHa + e−qa/2(Ea + E−a)

)(
N−1∑

b=1

pbHb + e−qb/2(Eb + E−b)

)]
,(2.3.40)onde, usando as relações do traço de geradores de su(N) dadas em (A.0.21), en
ontra-se

K2 =
N−1∑

a,b=1

1

(αa, αa)

(
papbηab + 2e−qa

)
. (2.3.41)Para ver as quantidades 
onservadas nesse formalismo, toma-se 
omo exemplo umsistema 
om 3 partí
ulas; neste 
aso será ne
essário a apli
ação da álgebra de Lie su(3)na base de Chevalley: as matrizes de Gell'mann forne
em para os da subálgebra deCartan, na base de Weyll-Cartan, que

H1 =
λ3

2
=

1

2




1

−1
0



 e H2 =
λ8

2
=

1

2
√

3




1

1
−2



 ,mas na base de Chevalley se tem [13℄
Hα = 2

αi ·Hi

(α, α)e
Eα =

√
1

(α, α)
eα.As raízes simples de su(3) são α1 = (

1

2
,

√
3

2
) e α2 = (

1

2
,−

√
3

2
), então

Hα1 =
1

2
H1 +

√
3

2
H2 =

1

2




1

−1
0



+
1

2




1

1
−2



 =




1

0
−1



e
Hα2 =

1

2
H1 −

√
3

2
H2 =

1

2




1

−1
0



− 1

2




1

1
−2



 =




0

−1
1



 ,



2.3. A formulação de Lax 21além de que
e−q1/2(Eα1 + E−α1) = e−q1/2




0 0 1
0 0 0
1 0 0



e
e−q2/2(Eα2 + E−α2) = e−q2/2




0 0 0
0 0 1
0 1 0



 ,por isso
S =

1

2




p1 0 e−q1/2

0 −p2 e−q2/2

√
2e−q1/2 e−q2/2 (−p1 + p2)




;assim, 
al
ula-se S2

S2 =
1

4




p2
1 + e−q1 e−q1/2e−q2/2 e−q1/2p2

e−q1/2e−q2/2 p2
2 + e−q2 −e−q2/2p1

e−q1/2p2 −e−q2/2p1 e−q1 + e−q2 + (−p1 + p2)
2



,de modo que

trS2 =
1

2

(
e−q1 + e−q2 + p2

1 + p2
2 − p1p2

)
. (2.3.42)O resultado em (2.3.42) é uma quantidade 
onservada; para ver isso, usa-se as equaçõesde movimento da rede de Toda em (2.3.29),

p1 =
2

3
q̇1 +

1

3
q̇2, (2.3.43)

p2 =
1

3
q̇1 +

2

3
q̇2, (2.3.44)então

p2
1 + p2

2 − p1p2 =
1

3

(
q̇2
1 + q̇2

2 + q̇1q̇2
)e

d

dt

(
p2

1 + p2
2 − p1p2

)
=

1

3
(2q̇1q̈1 + 2q̇2q̈2 + q̈1q̇2 + q̇1q̈2) ; (2.3.45)por outro lado, de (2.3.32) para a a álgebra de Lie su(3), tem-se

q̈1 = K11e
−q1 +K12e

−q2 = 2e−q1 − e−q2,
q̈2 = K21e

−q1 +K22e
−q2 = −e−q1 + 2e−q2,

(2.3.46)



2.3. A formulação de Lax 22o que leva a
3e−q1 = 2q̈1 + q̈2,

3e−q2 = q̈1 + 2q̈2, (2.3.47)e então, de (2.3.42) espe
i�
ado para a a álgebra de Lie su(3), tem-se:
d

dt

(
trS2

)
= −1

6
(2q̈1q̇1 + 2q̈2q̇2 + q̇2q̈1 + q̈2q̇1) +

1

6
(2q̈1q̇1 + 2q̈2q̇2 + q̇2q̈1 + q̈2q̇1)

= 0. (2.3.48)Tomando o agora o traço de S3, tem-se que
trS3 = 3

(
p2

1p2 − p1p
2
2 + p2e

−q1 − p1e
−q2) , (2.3.49)que também se 
onserva, bastando usar as mesmas relações para veri�
ar que o traçode S2 se 
onserva. Assim, o sistema de Toda des
rito na formulação de Lax para N = 3partí
ulas e 
om as 
oordenadas qa, que reduzem os graus de liberdade para o sistemaem N −1 = 2, tem as quantidades 
onservadas dadas por trS2 (2.3.42) e trS3 (2.3.49);
ontudo, da equação em (2.3.13), tem-se que

0 = det(S − λ I) =




1

2
p1 − λ 0

1

2
e−q1/2

0 −1

2
p2 − λ

1

2
e−q2/2

1

2
e−q1/2

1

2
e−q2/2

1

2
(−p1 + p2) − λ




, (2.3.50)
de modo que o polin�mio 
ara
terísti
o de (2.3.50) resulta em

(
1

2
p1 − λ

)(
−1

2
p2 − λ

)(
1

2
(−p1 + p2) − λ

)
+

1

4

(
1

2
p2 + λ

)
e−q1

−1

4

(
1

2
p1 − λ

)
e−q2 = 0que, simpli�
ando, forne
e

−λ3 +
1

8

(
p2

1p2 − p1p
2
2 + p2e

−q1 − p1e
−q2)+

λ

4

(
e−q1 + e−q2 + p2

1 + p2
2 − p1p2

)
;(2.3.51)mas, de (2.3.42) e de (2.3.49), se re
onhe
e que (2.3.51) pode ser es
rita por

−λ3 + λ
1

2
tr(S2) +

1

24
tr(S3) = 0, (2.3.52)o que mostra que a quantidade em (2.3.13) também se 
onserva, mas é uma 
ombinaçãodas quantidades 
onservadas dadas por (2.3.42) e (2.3.49).



2.3. A formulação de Lax 232.3.3 Involução das quantidades 
onservadas no formalismo deLaxNeste estágio, deve-se mostrar que as quantidades 
onservadas estão em involução; paratal, de�ne-se a notação tensorial (A⊗B)(C ⊗D) = AC ⊗BD, onde (A⊗B)ik;jl =
AijBkl, também entendido 
omo produto direto de representações, de modo que

{S
⊗

′
S} =

(
∂S

∂qa
⊗ ∂S

∂pa
− ∂S

∂pa
⊗ ∂S

∂qa

)
, (2.3.53)e onde assume-se que os índi
es repetidos estão sendo somados; seja agora S dada em(2.3.35), então2

{S
⊗

′
S} =

1

4

{
paHa + e−qa/2(Ea + E−a)

⊗

′
pbHb + e−qb/2(Eb + E−b)

}

=
1

4

({
paHa

⊗

′
pbHb

}
+

{
paHa

⊗

′
e−qb/2(Eb + E−b)

}

+

{
e−qa/2(Ea + E−a)

⊗

′
pbHb

}

+

{
e−qa/2(Ea + E−a)

⊗

′
e−qb/2(Eb + E−b)

})

=
1

4

(
Ha⊗Hb {pa, pb} +Ha⊗(Eb + E−b)

{
pa, e

−qb/2
}

+ (Ea + E−a)⊗Hb

{
e−qa/2, pb

}

+ (Ea + E−a)⊗(Eb + E−b)
{
e−qa/2, e−qb/2

})
. (2.3.54)Da fórmula dos 
ol
hetes 
an�ni
os de Poisson, en
ontra-se

{pb, e−qc/2} =
∑

a

(
∂pc
∂qa

∂e−qc/2

∂pa
− ∂pb
∂pa

∂e−qc/2

∂qa

)

=
1

2
e−qb/2,enquanto que {qa, qb} = {pa, pb} = 0, por isso

{S
⊗

′
S} =

1

8
e−qa/2 (Ha⊗(Ea + E−a) − (Ea + E−a)⊗Ha) . (2.3.55)2Nesta parte do texto será 
onstantemente usada a notação Ta para elementos da álgebra su(N)rela
ionados à raiz αa, de modo que Ta ≡ Tαa , mas em alguns 
asos poderá ser usada ou a primeiraou a segunda notação sem que seja men
ionado.



2.3. A formulação de Lax 24Por outro lado, de�ne-se os operadores na base de Chevalley
C+ =

1

2

∑

α>0

(α, α) (Eα⊗E−α) ,

C− =
1

2

∑

α>0

(α, α) (E−α⊗Eα) .Então, pode-se 
al
ular
[C+, Ea⊗ I + I⊗Ea] =

1

2

∑

α>0

(α, α) [Eα⊗E−α, Ea⊗ I + I⊗Ea]

=
1

2

∑

α>0

(α, α) ([Eα, Ea]⊗E−α + Eα⊗ [E−α, Ea])

= −1

2
(αa, αa)Eαa ⊗Hαa (2.3.56)

+
1

2

∑

α>0

(α, α)

(√
2(α + αa, α+ αa)

(α, α)(αa, αa)
N(α, αa)Eα+αa ⊗E−α

)

+
1

2

∑

α>0

(α, α)

(√
2(−α + αa,−α + αa)

(α, α)(αa, αa)
N(−α, αa)Eα⊗E−α+αa

)
;mas fazendo, no último somatório, uma mudança de índi
es: α → α+ αa, en
ontra-seque

[C+, Ea⊗ I + I⊗Ea] = −1

2
(αa, αa)Eαa ⊗Hαa

+
1

2

∑

α>0

(√
2(α + αa, α+ αa)(α, α)

(αa, αa)
N(α, αa)Eα+αa ⊗E−α

)

+
1

2

∑

α>0

(√
2(α + αa, α+ αa)(α, α)

(αa, αa)
N(−α− αa, αa)Eα+αa ⊗E−α

)onde, pela identidade de Ja
obi , N(−α−αa, α) = −N(α, αa) (ver (A.0.6), no apêndi
eA), de modo que
[C+, Ea⊗ I + I⊗Ea] = −1

2
(αa, αa)Eαa ⊗Hαa

+
1

2

∑

α>0

N(α, αa)

(√
2(α + αa, α + αa)(α, α)

(αa, αa)
Eα+αa ⊗E−α

)

− 1

2

∑

α>0

N(α, αa)

(√
2(α + αa, α + αa)(α, α)

(αa, αa)
Eα+αa ⊗E−α

)

= −1

2
(αa, αa)Eαa ⊗Hαa . (2.3.57)



2.3. A formulação de Lax 25Com os mesmos pro
edimentos se mostra que
[C−, Ea⊗ I + I⊗Ea] = −1

2
(αa, αa)Hαa ⊗Eαa . (2.3.58)De�nindo agora um operador tensorial na forma r ≡W ⊗Z, dado por

r =
1

2
(C+ − C−), (2.3.59)e tomando a forma normalizada do produto interno das raízes αa, ou seja, (αa, αa) = 1,então

[r, Ea⊗ I + I⊗Ea] =
1

2
([C+, Ea⊗ I + I⊗Ea] − [C−, Ea⊗ I + I⊗Ea])

=
1

4
(Ha⊗Ea −Ea⊗Ha) . (2.3.60)Deste mesmo resultado, tomando Ea → E−a, tem-se

[r, E−a⊗ I + I⊗E−a] =
1

4
(Ha⊗E−a −E−a⊗Ha) . (2.3.61)Outra 
oisa de importân
ia para se 
al
ular é o valor de [r,Ha⊗ I + I⊗Ha]: tomandoprimeiramente

[C+, Ha⊗ I + I⊗Ha] =
1

2

∑

α>0

(α, α) [Eα⊗E−α, Ha⊗ I + I⊗Ha]

=
1

2

∑

α>0

(α, α) ([Eα, Ha, ]⊗E−α + Eα⊗ [E−α, Ha])

=
1

2

∑

α>0

(α, α) (−Eα⊗E−αKαa − Eα⊗E−αK−αa) ,(2.3.62)mas 
omo K−αa = −Kαa (ver (A.0.7) no apêndi
e A), tem-se
[C+, Ha⊗ I + I⊗Ha] = 0. (2.3.63)Da mesma maneira

[C−, Ha⊗ I + I⊗Ha] =
1

2

∑

α>0

(α, α) [E−α⊗Eα, Ha⊗ I + I⊗Ha]

=
1

2

∑

α>0

(α, α) ([E−α, Ha, ]⊗Eα + E−α⊗ [Eα, Ha])

=
1

2

∑

α>0

(α, α) (−E−α⊗EαK−αa −E−α⊗EαKαa) ,

= 0, (2.3.64)



2.3. A formulação de Lax 26de modo que (2.3.64) e de (2.3.63) juntamente 
om a de�nição em (2.3.59), tem-se
[r,Ha⊗ I + I⊗Ha] = 0. (2.3.65)Agora, seja a matriz S de�nida em (2.3.35), então

[r, S⊗ I + I⊗S] =
1

2

N−1∑

a=1

{pa[r,Ha⊗ I + I⊗Ha]

+e−qa/2 [r, I⊗Ea + Ea⊗ I +E−a⊗ I + I⊗E−a]
}

=
1

2

N−1∑

a=1

{
e−qa/2 [r, I⊗Ea + Ea⊗ I] + [r, I⊗E−a + E−a⊗ I]

}

=
1

8

N−1∑

a=1

e−qa/2 (Ha⊗(Ea + E−a) − (Ea + E−a)⊗Ha) . (2.3.66)Mostra-se 
om isso que (veja (2.3.55))
[r, S⊗ I + I⊗S] = {S

⊗

′
S}. (2.3.67)Se as quantidades 
onservadas dadas na 
onservação do traço estão em involução,então o 
ol
hete de Poisson dessas quantidades devem se anular. Para ver isso nomodelo de Toda, primeiro toma-se

{trSn, S} =
N−1∑

a=1

(
∂trSn

∂qa

∂S

∂pa
− ∂trSn

∂pa

∂S

∂qa

)

= n

N−1∑

a=1

(
tr

(
Sn−1 ∂S

∂qa

)
∂S

∂pa
− tr

(
Sn−1 ∂S

∂pa

)
∂S

∂qa

)
, (2.3.68)ou, em termos de 
omponentes, onde os índi
es repetidos por 
onvenção estão sendosomados, tem-se

{trSn, S}ij = n
N−1∑

a=1

(
Sn−1
lm

(
∂S

∂qa

)

ml

(
∂S

∂pa

)

ij

− Sn−1
lm

(
∂S

∂pa

)

ml

(
∂S

∂qa

)

ij

)
, (2.3.69)onde, fatorando à esquerda o elemento Sn−1

lm , se re
onhe
e que
{trSn, S}ij = nSn−1

lm {S
⊗

′
S}mi;lje introduzindo a notação trE , que signi�
a tomar o traço do lado esquerdo do produtotensorial A⊗B, isso dá

{trSn, S} = ntrES
n−1{S

⊗

′
S}, (2.3.70)



2.3. A formulação de Lax 27mas de (2.3.67), tem-se
{trSn, S} = ntrE(Sn−1 ⊗ I)[r, S⊗ I + I⊗S]. (2.3.71)Com isso, 
omo é assumido que r tem a forma de produto tensorial, W ⊗Z, pode-sees
rever

{trSn, S} = ntrE
(
(SN−1 ⊗ I) ([W ⊗Z, S⊗ I] + [W ⊗Z, I⊗S])

)

= ntrE
(
(SN−1 ⊗ I) ([W,S]⊗Z +W ⊗[Z, S])

)

= n
(
tr(SN−1[W,S])⊗Z + tr(SN−1W )⊗[Z, S]

)
,mas o primeiro termo se anula pela 
i
li
idade do traço; 
om isso tem-se apenas

{trSn, S} = n
(
tr(SN−1W )⊗[Z, S]

)
, (2.3.72)ou, voltando a r e na forma de produto tensorial:

{trSn, S} = n
(
[trE(SN−1 ⊗ I)r, I⊗S]

)
, (2.3.73)que, no formalismo de índi
es e reassumindo que r = W ⊗Z, pode-se es
rever

{trSn, S}ij =
(
Sn−1
ml Wlm[Z, S]ij

)

= [
(
Sn−1
ml WlmZ

)
, S]ij

= [trE(Sn−1r), S]ij. (2.3.74)A partir desse resultado, se uma quantidade 
onservada é dada por trSn e outra é dadapor trSm, então a relação entre as duas pelo 
ol
hete de Poisson é dada por
{trSm, trSn} = {Smii , Snjj}

=
∂Snii
∂ζp

∂Smjj
∂ζq

{ζp, ζq}

= nSn−1
ik

∂Ski
∂ζp

∂Smjj
∂ζq

{ζp, ζq}, (2.3.75)onde, notando que as 
omponentes em (2.3.75) podem 
omutar e voltando à notaçãodo traço, tem-se
{trSm, trSn} = ntr

(
{trSm, S}Sn−1

)

= mntr
(
[trE(Sn−1r), S]Sm−1

)
, (2.3.76)que, pela 
i
li
idade do traço, resulta em

{trSm, trSn} = mntr
(
trE(Sn−1r)[S, Sm−1]

)
= 0, (2.3.77)



2.4. Formulação de Zakharov-Shabat 28mostrando que, na rede de Toda, as quantidades 
onservadas estão em involução; issofoi feito de forma explí
ita graças ao tratamento provido pelo formalismo de Lax aosistema. Completando o exemplo para a rede de Toda em su(3), das quantidades
onservadas em trS2 e trS3 em (2.3.42) e (2.3.49) respe
tivamente,
{trS2, trS3} =

3

2
{e−q1 + e−q2 + p2

1 + p2
2 − p1p2 , p

2
1p2 − p1p

2
2 + p2e

−q1 − p1e
−q2}

=
3

2
{e−q1 + e−q2 , p2

1p2 − p1p
2
2 + p2e

−q1 − p1e
−q2}

+{p2
1 + p2

2 − p1p2 , p
2
1p2 − p1p

2
2 + p2e

−q1 − p1e
−q2},

=
3

2

2∑

i=1

[
∂

∂qi

(
e−q1 + e−q2

) ∂

∂pi

(
p2

1p2 − p1p
2
2 + p2e

−q1 − p1e
−q2)

− ∂

∂pi

(
e−q1 + e−q2

) ∂

∂qi

(
p2

1p2 − p1p
2
2 + p2e

−q1 − p1e
−q2)

]

+
3

2

2∑

i=1

[
∂

∂qi

(
p2

1 + p2
2 − p1p2

) ∂

∂pi

(
p2

1p2 − p1p
2
2 + p2e

−q1 − p1e
−q2)

− ∂

∂pi

(
p2

1 + p2
2 − p1p2

) ∂

∂qi

(
p2

1p2 − p1p
2
2 + p2e

−q1 − p1e
−q2)

]
,

=
3

2

[
(−e−q1)(2p1p2 − p2

2 − e−q2) + (−e−q2)(p2
1 − 2p1p2 + e−q1)

−(2p1 − p2)(−p2e
−q1) − (2p2 − p1)(p1e

−q2)
]
,

= 0, (2.3.78)logo, as quantidades 
onservadas dadas em (2.3.42) e em (2.3.49) estão em involução.2.4 Formulação de Zakharov-ShabatEm geral os modelos integráveis têm várias naturezas. O exemplo da 
orrente de Todaé de um sistema �nito e dis
reto; outros exemplos de modelos integráveis, 
omo NLSe de sine-Gordon, são de sistemas 
ontínuos. O que é um dos fatos surpreendentesem sistemas integráveis é que existe uma des
rição uni�
ada destes sistemas; isso foiprimeiramente visto em uma abordagem usada por Zakharov e Shabat para entender omodelo NLS3 que depois foi generalizado por Ablowitz, Kaup, Newell e Segur (AKNS)para des
rever vários outros sistemas integráveis; esta abordagem usa um operador deLax que é de primeira ordem em ∂x e por isso é as vezes 
hamada de formulação deprimeira ordem. Na formulação de primeira ordem, a equação de evolução não linear éobtida pela 
ompatibilidade de um par de equações envolvendo os operadores de Laxpara o sistema.3NLS se refere à equação de S
hrödinger não linear, mas que não tem fundamentação alguma nomodelo da me
âni
a quânti
a.



2.4. Formulação de Zakharov-Shabat 29De (2.3.10), (2.3.9) e 
om (2.3.11), en
ontra-se que ∂tλ = 0. De fato: derivando(2.3.10) par
ialmente em t, en
ontra-se
∂tL(t)ψt + L(t)∂tψ(t) = −(∂tλ)ψ(t) − λ∂tψ(t),onde, usando o resultado de (2.3.11) e (2.3.9), en
ontra-se que

∂tλ = 0. (2.4.1)A formulação de primeira ordem se dá em pro
urar o par de Lax primeiro assumindoque





L(t) = −λψ(t),

∂tψ(t) = B(t)ψ(t), com ∂tλ = 0.
(2.4.2)Se a 
ondição de 
ompatibilidade ∂x∂tψ(x, t) = ∂t∂xψ(x, t) em (2.4.2) dá a evolução nãolinear do sistema em questão, isto impli
a que L(t) e B(t) são o par de Lax do sistema;de fato, pois 
om (2.4.1), a 
ondição de 
ompatibilidade em (2.4.2) é equivalente àequação de Lax (2.3.9). Esta alternativa em es
rever a equação de Lax 
omo 
ondiçãode 
ompatibilidade é o ponto 
entral da formulação de primeira ordem [12℄.Nos exemplos que seguem para a formulação de primeira ordem, ao se requerer queo operador L(t) seja linear em ∂x, pode-se es
rever (2.4.2) em equações matri
iais. O
aso mais simples é tratado 
om matrizes 2 × 2: sejam as matrizes de Pauli

{σ1, σ2, σ3} =

{(
0 1
1 0

)
,

(
0 −i
i 0

)
,

(
1 0
0 −1

)} (2.4.3)que obede
em à lei de 
omutação
[σi, σj] = 2ǫijkσk, i, j, k = 1, 2, 3,onde ǫijk é o tensor de Levi-Civita (ver[3℄). Es
olhe-se a base em que σ± = σ1 ± iσ2,onde se tem

σ+ =

(
0 1
0 0

)
e σ− =

(
0 0
1 0

)
,de modo que as matrizes σ± são nilpotentes: σ2

+ = σ2
− = 0 I e σ2

3 = I, onde I é a matrizidentidade 2 × 2; tem-se também que σ3σ± = ±σ± e σ±σ∓ = 1/2 (I±σ3). Seja o vetor
oluna de duas 
omponentes
φ =




φ1

φ2



 ;generaliza-se as equações de (2.4.2) para equações matri
iais de primeira ordem a partirde 
ombinações de funções 
om as matrizes de Pauli (2.4.3):
(σ3∂x − qσ+ + rσ−)φ = −iζφ, (2.4.4)



2.4. Formulação de Zakharov-Shabat 30ou ainda, multipli
ando (2.4.4) por σ3 à esquerda, en
ontra-se
(I ∂x − qσ+ − rσ− + iζσ3)φ = 0,de modo que isolando ∂xφ se tem
∂xφ = (−iζσ3 + qσ+ + rσ−)φ, (2.4.5)e a equação de primeira ordem em t é
∂tφ = (Rσ3 + Pσ+ +Qσ−)φ. (2.4.6)Assume-se que r(x, t) e q(x, t) não dependam do parâmetro espe
tral ζ que, por sua vez,é assumido ser independente dos parâmetros x e t; as funções P, Q e R já são assumidasdependentes de ζ e são fun
ionais de q(x, t) e r(x, t). Assumindo que ∂xtφ = ∂txφ,en
ontra-se que as 
ondições de 
ompatibilidade são dadas por





qt = 2qR + 2iζP + Px,

Qx = 2iQζ + 2rR + rt,

Rx = −Pr +Qq.

(2.4.7)Assim, para alguma es
olha de variáveis, as equações (2.4.7) des
revem a equação deevolução não linear, de forma que as equações (2.4.5) e (2.4.6) de�niriam um par deLax apropriado para o sistema; isso é visto es
revendo
L = ∂x − A(x, t) = ∂x − qσ+ − rσ− + iζσ3 (2.4.8)

B = Pσ+ +Qσ− +Rσ3,de modo que é simples de obter a equação de Lax:
∂tL = [B,L] .Os próximos exemplos são apli
ações simples das 
ondições de 
ompatibilidade (2.4.7).Exemplo 2.4.1. O 
aso NLS: neste 
aso, toma-se q(x, t) =

√
kψ∗ e r(x, t) =

√
kψ,onde ∗ signi�
a 
onjugação 
omplexa, o que dá






rt(x, t) =
√
kψ∗

t

qt(x, t) =
√
kψt,onde k é uma 
onstante arbitrária; tem-se disso, nas duas primeiras equações de (2.4.7),que 





√
kψ∗

t = 2R
√
kψ∗ + 2iζP + Px

√
kψt = 2R

√
kψ − 2iζQ+Qx,



2.4. Formulação de Zakharov-Shabat 31onde usando que r(x, t) = q∗(x, t), vem que (2R√kψ − 2iζQ+Qx

)∗
= 2R

√
kψ∗ +

2iζP + Px, sugerindo que Q∗ = P . Se for es
olhido para R que
R = 2iζ2 + ikψ∗ψ,então

Rx = ik(ψ∗
xψ + ψ∗ψx). (2.4.9)Usando (2.4.9) na ter
eira das 
ondições em (2.4.7) tem-se

√
kψ∗Q−

√
kψP = i

√
k(ψ∗

xψ + ψ∗ψx), (2.4.10)de modo que as possibilidades





Q = i
√
kψx − 2ζψ

√
k

P = −i
√
kψ∗

x − 2ζψ∗√ksatisfazem (2.4.10), gerando que





ψ∗
t = 2ik|ψ|2ψ∗ − iψxx

ψt = −2ik|ψ|2ψ + iψxx,
(2.4.11)que são as equações não lineares do modelo NLS.Exemplo 2.4.2. O modelo de sine-Gordon: este modelo [29℄ obtém-se 
onsiderando






r(x+, x−) = −q(x+, x−) = 1
2
w+(x+, x−)

P = Q = i
4ζ

senw(x+, x−);usando a notação ∂x± ≡ ∂±, obtém-se na ter
eria das equações em (2.4.7) que
R+ = −w+(x+, x−)

i

4ζ
senw(x+, x−)de modo que

R =
i

4ζ
cosw(x+, x−);
om as outras equações de (2.4.7), obtém-se, tanto em r−(x+, x−) quanto em q−(x+, x−),que

∂

∂+∂−
w(x+, x−) ≡ ∂+−w(x+, x−) = senw(x+, x−), (2.4.12)que, fazendo w(x+, x−) ≡ φ, é a equação de sine-Gordon (2.1.31), nas 
oordenadas do
one de luz.



2.5. Formulação de 
urvatura nula 322.5 Formulação de 
urvatura nulaA equação de Lax (2.3.9) pode ser es
rita 
omo
[∂t −B,L] = 0, (2.5.1)de modo que tendo L = ∂x − A(x, ζ), en
ontra-se

[∂t −B, ∂x −A] = 0, (2.5.2)que resulta em
∂xB − ∂tA + [A,B] = 0. (2.5.3)A equação (2.5.3) é 
hamada de 
ondição de 
urvatura nula; os fun
ionais A e B dos
ampos do modelo são, para os 
asos aqui trabalhados, poten
iais de gauge que moramna álgebra de Ka
-Moody ĝ.2.6 Formulação de 
urvatura nula para o modelo NLSem termos da álgebra de Ka
-Moody ŝl(2)Usa-se para esta formulação a álgebra de Ka
-Moody [14℄ ŝl(2) dada no Apêndi
e B,
om as relações de 
omutação:






[Hm, Hn] = n 1
2
Cδm+n,0,

[
Hm, En

±
]

= ±Em+n
± ,

[
Em

+ , E
n
−
]

= 2Hm+n + nCδm+n,0,

[D, Tm] = mTm;

(2.6.1)

om vetor de graduação homogênea s = (1, 0). Sejam os 
ampos

B1 = H1 + ψ+E0
+ + ψ−E0

− + ν1Ce
B2 = H2 + ψ+E1

+ + ψ−E1
− − 2ψ+ψ−H0 +

ψ+
x E

0
+ − ψ−E0

− + ν2C, (2.6.2)onde ψ±, ν1 e ν2 são 
ampos do sistema e |ψ|2 = ψ+ψ− = ψ−ψ+; a 
ondição de
urvatura nula (2.5.3) requer, para B1 = A e B2 = B, que
∂xB2 = ψ+

x E
1
+ + ψ−

x E
1
− − 2∂x

(
ψ+ψ−)H0

+ψ+
xxE

0
+ − ψ−

xxE
0
− + ∂xν2C, (2.6.3)

∂tB1 = ψ+
t E

0
+ + ψ−

t E
0
− + ∂tν1C
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urvatura nula para o modelo de sine-Gordon em ŝl(2) 33e
[B1, B2] = E1

+ψ
+
x + ψ−E

1
− + 2ψ+|ψ|2E0

+ − 2|ψ|2ψ−E0
−, (2.6.4)de modo que, novamente em (2.5.3), en
ontra-se as equações de 
ompatibilidade nadireção dos geradores E0

+, E
0
− e C respe
tivamente:






ψ+
t = −ψ+

xx + 2|ψ|2ψ+;

ψ−
t = ψ−

xx − 2|ψ|2ψ+;

∂tν1 = −∂xν2.

(2.6.5)
2.7 Formulação de 
urvatura nula para o modelo desine-Gordon em ŝl(2)Seguindo as idéias anteriores, pode-se es
rever um outro sistema integrável, 
hamadode modelo de sine-Gordon, em termos da equação de 
urvatura nula. Para tal, faz-sees
olha da base para ŝl(2) tal que as relações de 
omutação sejam






[Tm3 , T
n
3 ] = m 1

2
Cδm+n,0,

[
Tm3 , T

n
±
]

= ±Tm+n
± ,

[
Tm+ , T

n
−
]

= 2Tm+n
3 +mCδm+n,0, e

[d, Tmi ] = mTm; i = 3, + ou − .

(2.7.1)
Sejam os 
ampos do modelo [27℄ dados por






A+ = 1
2

(
eiφT 0

+ + e−iφT 1
−
)

A− = 1
2

(
T−1

+ + T 0
−
)
− i∂−φT

0
3 +1

4
∂− (iφ− ρ− γ)C.

(2.7.2)Assim, tomando A = A− e B = A+ em (2.5.3), tem-se
∂−A+ =

1

2
∂−φ

(
eiφT 0

+ − e−iφT 1
−
)
, (2.7.3)

∂+A− = −i∂+∂−φT
0
3 +

1

4
∂+∂− (iφ− ρ− γ)C e (2.7.4)

[A+, A−] =
1

2
eiφ
(
T 0

3 + i∂−φT
0
+

)
+

1

2
e−iφ

(
T 0

3 − 1

2
C − i∂−φT

1
−

)
, (2.7.5)
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ondições de 
ompatibilidade ofere
em, na direção de T 0
3 e de C respe
tivamente,as equações:

∂+∂−φ = senφ e (2.7.6)
cosφ = 1 − ∂+∂−ρ. (2.7.7)A primeira dessas é a equação de sine-Gordon, já obtida anteriormente de um modelo
lássi
o em (2.1.31).



3Sistemas integráveis e soluções sóliton
Neste 
apítulo, mostra-se 
omo obter soluções sóliton de sistemas integráveis por meiodas 
onhe
idas 
omo transformações dressing ; tais transformações fazem a 
onexãoentre as soluções de vá
uo para um dado sistema e as soluções das equações diferen
iaisem si. A obtenção das soluções se dá 
om o auxílio das funções τ ; essas útimassão de�nidas 
om o uso das propriedades das representações integráveis de peso maisalto das álgebras de Ka
-Moody e de operadores de vérti
e, representações ambasde�nidas nos apêndi
es C e D, respe
tivamente. É seguida a abordagem de [15℄ sobretransformações dressing e funções τ .3.1 Transformações dressingConsidera-se um sistema genéri
o não linear tal que admite uma formulação em termosda 
ondição de 
urvatura nula (2.5.3) na forma

∂µAν − ∂νAµ − [Aµ, Aν ] = 0, µ, ν = x, t,
ujos poten
iais de 
alibre Aµ en
ontram-se sobre uma álgebra de Ka
-Moody ĝ. Astransformações dressing são transformações de 
alibre não lo
ais [16, 17, 18℄, que agemsobre os 
ampos Aµ dos modelos integráveis, preservando suas formas e estruturas degraduação; 
ada transformação é realizada de dois modos diferentes, em termos de doiselementos de grupo Θ+ e Θ−, de modo que
Aµ → Agµ ≡ Θ±AµΘ

−1
± − ∂µΘ±Θ−1

± , (3.1.1)onde Θ+ e Θ− perten
em a Ĝ, onde Ĝ é o grupo gerado pela exponen
iação doselementos da álgebra de Ka
-Moody ĝ. Uma vez que Aµ satisfaz (3.1.1), vem que umasolução possível para Aµ é da forma de 
alibre puro para alguma solução 
onhe
ida Ψ,dada por
Aµ = −∂µΨΨ−1, (3.1.2)o que leva a

Agµ ≡ −∂µ(Θ±Ψ)(Θ±Ψ)−1. (3.1.3)35



3.2. Transformações dressing e soluções de vá
uo 36Assim, existe um elemento de grupo 
onstante h tal que
Θ+Ψ = Θ−Ψh, (3.1.4)que equivale a

Θ−1
− Θ+ = ΨhΨ−1. (3.1.5)O requisito de que as transformações dressing preservem a forma do poten
ial Aµimpli
a que Θ± devem perten
er a dois subgrupos distintos de Ĝ, que são determinadospela forma parti
ular de Aµ em ĝ; nesse sentido, a equação (3.1.5) diz que ΨhΨ−1 éfatorizado dentro dos subgrupos Θ− e Θ+. Então, dada uma solução do modelo de�nidapor um elemento de grupo Ψ e um elemento de grupo 
onstante h, as transformaçõesdressing podem ser usadas para 
onstruir uma nova solução de�nida por

Ψh = Θ+Ψ. (3.1.6)3.2 Transformações dressing e soluções de vá
uoAs hierarquias integráveis [17℄ que podem ser es
ritas em termos da 
ondição de 
ur-vatura nula podem geralmente ser dadas 
omo 
ombinação de elementos da álgebrade Ka
-Moody 
om graduação espe
i�
ada. Considera-se uma álgebra de Ka
-Moodyuntwisted a�m ĝ = ĝ ⊕ CD e uma graduação inteira [16℄ de sua álgebra derivada ĝespe
i�
ada pelo vetor s = (s0, s1, ..., sr) de r + 1 inteiros primos relativos e não nega-tivos; nesta, r é a dimensão da subálgebra de Cartan da álgebra de Lie g que, a�m aela, é des
rita a álgebra de Ka
-Moody ĝ dada em termos de uma de
omposição
ĝ =

⊕

n∈Z

ĝn(s) onde [ĝi(s), ĝj(s)] ⊂ ĝi+j(s); (3.2.1)e se es
olhe a base graduada {ek} para ĝ , onde ek ∈ ĝk(s). Os �uxos entre as hierarquiasserão de�nidas em termos dos operadores de Lax da forma
L±i =

∂

∂t±i
− A±(i), i ∈ E ⊂ Z ≥ 0, (3.2.2)onde E é um 
onjunto de inteiros e

A±(i) =
i∑

k=0

Ak±(i)e±k, (3.2.3)onde os A+(i) e A−(i) são funções dos parâmetros t±j , assumindo valores sobre ossubespaços
Q+(i) = ĝ≥0(s) ∩ ĝ≤i(s) Q−(i) = ĝ≤0(s) ∩ ĝ≥−i(s) (3.2.4)
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uo 37respe
tivamente. Logo, as hierarquias das equações são de�nidas pelas 
ondições de
urvatura nula
[Li, Lj ] = 0, i, j,∈ E ⊂ Z ≥ 0. (3.2.5)Seja U uma função no grupo Ĝ0 formado pela exponen
iação de elementos da subálge-bra ĝ0(s) de grau zero e de dimensão �nita, então os sistemas a
ima de�nidos obede
emuma invariân
ia de 
alibre da forma

Li → ULiU
−1, (3.2.6)preservando A±(i) ∈ Q±(i). As equações das hierarquias expressas em termos da
ondição de 
urvatura nula são assumidas 
omo equações sobre as 
lasses de equiv-alên
ia de Q±(i) sob as transformações de 
alibre.Juntamente 
om as hierarquias integráveis, há um problema linear asso
iado:

(
∂

∂t±i
− A±(i)

)
Ψ = 0, i ∈ E ⊂ Z ≥ 0, (3.2.7)onde Ψ é uma função dos t±i , assumindo valores no grupo de Ka
-Moody Ĝ(s) formadopela exponen
iação dos elementos da álgebra ĝ. As equações de 
urvatura nula (3.2.5)são as 
ondições de integrabilidade para o problema linear asso
iado (3.2.7), que, porsua vez, também podem ser es
ritas por
A±(i) =

∂Ψ

∂t±i
Ψ−1. (3.2.8)Em termos do problema linear asso
iado se de�ne um importante 
onjunto de trans-formações 
hamado de transformações dressing, que levam soluções 
onhe
idas dashierarquias para novas soluções. Usa-se a partir de agora a notação

ĝ<k(s) =
⊕

i<k

ĝi(s) ĝ>k(s) =
⊕

i>k

ĝi(s), (3.2.9)e também será denotado que os subgrupos Ĝ−(s), Ĝ+(s) e Ĝ0(s), de Ĝ formados pelaexponen
iação das subálgebras ĝ<0(s), ĝ>0(s) e ĝ0(s), de ĝ, respe
tivamente.As transformações dressing podem ser des
ritas 
omo se segue: dada uma solução
Ψ do problema linear (3.2.7) e um elemento 
onstante h ∈ Ĝ, 
onstante em relaçãoa t±; quanto a ΨhΨ−1, toma-se a de
omposição generalizada de Gauss 
om relação àgraduação s, dada para este 
aso por

ΨhΨ−1 =
(
ΨhΨ−1

)
−
(
ΨhΨ−1

)
0

(
ΨhΨ−1

)
+

; (3.2.10)desta forma, de�ne-se o resultado das transformações dressing Ψh por
Ψh =






[
(ΨhΨ−1)−

]−1
Ψ

(ΨhΨ−1)0 (ΨhΨ−1)+ Ψh−1

(3.2.11)



3.3. As funções τ 38são também soluções do problema linear. Isto pode ser visto mostrando que
Ah±(i) =

∂Ψh

∂t±i
(Ψh)−1 ∈ Q±(i), (3.2.12)uma vez que Ψ é uma solução de (3.2.7). A transformação

Ψ → Ψh, A±(i) → Ah±(i), (3.2.13)é 
hamada de transformação dressing. Diz-se por isso que as transformações dressingpre
isam da uma solução de partida, de modo que todas as outras sejam obtidas atravésdesta por meio de es
olhas do elemento de grupo 
onstante h; 
om isso, toma-se assoluções de vá
uo 
omo sendo as soluções de partida para o sistema em questão, asquais serão apresentadas mais adiante.A 
lasse das transformações dressing é muito geral; é feita a es
olha das hierarquiasintegráveis que estão nas órbitas de algumas soluções triviais sob o grupo das trans-formações dressing ; tais soluções triviais são 
hamadas de soluções de vá
uo. A órbitadas soluções de vá
uo sob o grupo das transformações dressing é 
onstruída usando(3.2.11) e (3.2.12). De�nindo





(ΨhΨ−1)− = Θ−1,

(ΨhΨ−1)0 = B−1,

(ΨhΨ−1)+ = N,

. (3.2.14)onde se en
ontra que B−1N = Ω, podendo agora es
rever (3.2.11) 
om as de�niçõesem (3.2.14) na forma
Ψ → Ψh = ΘΨ = ΩΨh−1; (3.2.15)equivalentemente, os poten
iais de 
alibre na órbita do vá
uo AV± tornam-se

Ah+(i) =






ΘAV+(i)Θ−1 + ∂+
i ΘΘ−1 ∈ {AV±(i)} ∪ ĝ<i(s),

ΩAV+(i)Ω−1 + ∂+
i ΩΩ−1 ∈ ĝ≥0(s),

(3.2.16)e
Ah−(i) =






ΘAV−(i)Θ−1 + ∂+
i ΘΘ−1 ∈ ĝ<0(s),

ΩAV−(i)Ω−1 + ∂−i ΩΩ−1 ∈ ĝ≥−i(s).
(3.2.17)3.3 As funções τSeja uma álgebra de Ka
-Moody ĝ de graduação espe
i�
ada pelo vetor s = (s0, s1, ..., sr);
onsiderando uma solução de vá
uo e um elemento parti
ular h ∈ Ĝ que gera uma



3.3. As funções τ 39transformação dressing. Então haverá uma função τ para 
ada sj 6= 0; 
onsidera-se oestado de peso máximo |λj〉 da representação fundamental de ĝ, então de�ne-se o vetorfunção-τ por
~τj(t

±) = ΨhΨ−1|λj〉; j = 0, 1, ..., r; (3.3.1)mas, de (3.2.10), tem-se
~τj(t

±) =
(
ΨhΨ−1

)
−
(
ΨhΨ−1

)
0

(
ΨhΨ−1

)
+
|λj〉,

= Θ−1B−1N |λj〉.Sabendo que N é formado por exponen
iação de geradores de graus positivos queaniquilam o estado |λj〉, de modo N |λj〉 = |λj〉, en
ontra-se que a de�nição para asfunções τ equivalente a (3.3.1) é
~τj(t

±) = Θ−1B−1|λj〉. (3.3.2)Dado que a derivação ds pode ser diagonalizada agindo sobre as representações de pesomáximo, as funções τ podem ser de
ompostas 
omo
τj(t

±) =
∑

l∈Z

τ−lj (t±) djτ
−l
j (t±) = −lτ−lj (t±). (3.3.3)Como foi dito no apêndi
e B [16℄, os autovetores |λj〉 são autoestados da subálgebra

ĝ0; logo
Θ−1B1|λj〉 = Θ−1

(
ΨhΨ−1

)
0
|λj〉

= Θ−1|λj〉τ̂j0(t±), j = 0, 1, ..., r. (3.3.4)onde de�ne-se que
〈λj|

(
ΨhΨ−1

)
0
|λj〉 = τ̂ 0

j (t
±); (3.3.5)
om isso:

Θ−1|λj〉 =
ΨhΨ−1

τ̂ 0
j (t

±)
|λj〉

=
τj(t

±)

τ̂ 0
j (t

±)
|λj〉. (3.3.6)Dado τj(t±) para todo j = 0, 1, ..., r, 
om sj 6= 0, a equação (3.3.6) determina univo-
amente Θ ∈ Ĝ≤0. Logo, de (3.2.16)-(3.2.17), (3.3.6) e (3.2.5), os τi(t±) determinamuma solução de uma das hierarquias integráveis.A prin
ipal propriedade das funções τ a esse estágio é a 
onstrução de soluçõessólitons e multisólitons. Isso se dá tomando as transformações dressing na órbita da



3.3. As funções τ 40solução de vá
uo para um tal sistema e 
onsiderando um vetor ŝ um sub
onjuntograduado da álgebra de Ka
-Moody de�nido por
ŝ = {bi ∈ ĝi(s), i ∈ E ⊂ Z; [bi, bj] = iCδi+j,0},onde C é o termo 
entral de ĝ. Os poten
ias de vá
uo AV± para o sistema integrávelasso
iada a ŝ serão
AV+(j) = bj AV−(j) = b−j + jCt+j (3.3.7)ou, equivalentemente para as soluções de vá
uo ΨV , tem-se

ΨV = exp

(
∑

j∈E≥0

bjt
±
j

)
exp

(
∑

−l∈E≥0

b−lt
−
l

)
. (3.3.8)Seja agora F um operador tal que, sob a a ação adjunta 
om os elementos de ŝ, setenha

[b±j , F ] = w±
j F, ±j ∈ E ⊂ Z,e então

τj(t
±) =

(
ΨV e

FΨ−1
V

)
|λj〉,

= exp

[
exp

(
∑

l∈E≥0

w+
l t

±
l +

∑

−l∈E<0

w−
l t

−
l

)
F

]
|λj〉. (3.3.9)Se ainda F for nilpotente sobre o vetor |λj〉, então

τj(t
±) =

(
1 +

N∑

l=1

fl(t
±)F l

)
|λj〉, (3.3.10)onde os Fl(t±) são funções dos parâmetros t±k .



4Soluções `bright' sóliton do modeloNLS
Seja o operador de Lax

L = ∂x −H1 − ψ+E0
+ − ψ−E

0
− − ν1C, (4.0.1)onde os ψ± e ν1 são os 
ampos do modelo. O modelo NLS é des
rito em termos daálgebra de Ka
-Moody ŝl(2) [17, 18℄ 
om vetor de graduação homogênea s = (0, 1),que de�ne uma graduação homogênea e que o vetor de peso mais alto |λi〉 seja dadopor |λ0〉. A álgebra de Ka
-Moody ŝl(2) é dada, na base de Weyl-Cartan, por






[Hm, Hn] = n 1
2
Cδm+n,0,

[
Hm, En

±
]

= ±Em+n
± ,

[
Em

+ , E
n
−
]

= 2Hm+n + nCδm+n,0,

[D, Tm] = mTm.

(4.0.2)
As equações da hierarquia são obtidas 
om [17, 18℄

∂L

∂tN ′

= [BN ′ , L], N ′ > 0, (4.0.3)onde
BN ′ =

(
UHN ′

U−1
)

≥0
∈ C∞(R, ĝ≥0(s)), (4.0.4)onde o poten
ial BN ′ perten
e ao subespaço

BN ′ ∈
N ′⊕

i=0

ĝi, (4.0.5)e onde U é um elemento de grupo de Ĝ−, ou seja, da forma
U = exp

(
∑

n>1

T−n

)
, [D, T n] = nT n. (4.0.6)41



42Os primeiros BN ′ obtidos são [17℄
B1 = H1 + ψ+E0

+ + ψ−E0
− + ν1C, (4.0.7)

B2 = H2 + ψ+E1
+ + ψ−E1

− − 2ψ+ψ−H0 + ∂xψ
+E0

+ − ∂xψ
−E0

− + ν2C; (4.0.8)as primeiras equações da hierarquia são





∂t1L = [B1, L],
∂t1ψ

± = ∂xψ
±,

∂t1ν1 = ∂xν1;






∂t2L = [B2, L],
∂t2ψ

± = ±∂xxψ± ∓ 2ψ+ψ−ψ±,
∂t2ν1 = ∂xν2.

(4.0.9)Pode-se es
rever a equação de 
urvatura nula para os poten
iais B1 e BN ′,
[∂tN′

− BN ′ , ∂x − B1] = 0, N ′ = 1, 2, ..., (4.0.10)onde BN ′ tem a forma geral
BN ′ = HN ′

+

N ′−1∑

n=0

Bn
N ′ , Bn

N ′ ∈ C∞(R, ĝn(shom). (4.0.11)Os poten
iais de vá
uo BV
1 e BV

N ′ são obtidos quando se faz ψ± = νN ′ = 0, logo
BV

1 = H1, BN ′ = HN ′

; (4.0.12)
omo BN ′ = ∂tN′
ψψ−1, en
ontra-se

ψV = exp

(
xH1 + tN ′HN ′

+
∑

n=1,2,... 6=N ′

tnH
n

)
= exp

(
∑

n=1,2,...

tnH
n

)(4.0.13)As 
onexões na órbita do vá
uo são dadas por
B1 = ΘH1Θ−1 + ∂xΘΘ−1 (4.0.14)

= M−1
(
NH1N−1 − ∂xMM−1 + ∂xNN

−1
)
M (4.0.15)

BN ′ = ΘHN ′

Θ−1 + ∂xΘΘ−1 (4.0.16)
= M−1

(
NHN ′

N−1 − ∂xMM−1 + ∂xNN
−1
)
M (4.0.17)Denotando

Θ = exp

(
∑

n>0

σ−n

)
, M = exp (σ0) , N = exp

(
∑

n>0

σn

) (4.0.18)onde
[D, σn] = nσn, (4.0.19)



43então pode-se rela
ionar os 
ampos ψ± a algumas das σns; 
omo exemplo, para N ′ = 2e denotando t2 = t, se en
ontra
B1 = H1 + [σ−1, H

1] + ĝ<0, (4.0.20)
= M−1

(
H1 − ∂xMM−1 + ∂xσ1

)
M + ĝ>1, (4.0.21)

B2 = H2 + [σ−1, H
2] + [σ−2, H

2] +
1

2

[
σ−1, [σ−1H

2]
]
+ ĝ<0, (4.0.22)

= M−1
(
H2 − ∂tMM−1 + ∂tσ1 + ∂tσ2 + [σ1, ∂tσ1]

)
M + ĝ>2. (4.0.23)
omo o termo de grau -1 em (4.0.14) é nulo e usando que

∂eσe−σ = ∂σ +
1

2
[σ, ∂σ] +

1

3!
[σ[σ, ∂σ]] , (4.0.24)tem-se a relação entre os 
ampos σ−1 e σ−2

∂xσ−1 + [σ−2, H
1] +

1

2

[
σ−1, [σ−1, H

1]
]

= 0. (4.0.25)Denotando σ−1 e σ−2 respe
tivamente por
σ−1 = −ψ+E−1

+ + ψ−E−1
− + σ0

−1H
−1,

σ−2 = −σ+
−2E

−2
+ + σ−

−2E
−2
− + σ0

−2H
−2,então, de (4.0.25) se en
ontra que






∂xσ
0
−1 = 2ψ+ψ−,

σ+
−2 = −∂xψ+ +

1

2
σ0
−1ψ

+,

σ−
−2 = −∂xψ− +

1

2
σ0
−1ψ

−.

(4.0.26)
Substituindo (4.0.26) em (4.0.20) e (4.0.22), en
ontra-se (4.0.9) onde

ν1 = −σ
0
−1

2
, ν2 = −σ0

−2. (4.0.27)As σ−ns são usadas para 
an
elar as `
omponentes não desejadas'. Os elementos degrau -2 em (4.0.20), que também são nulos, dão a relação
∂xσ

0
−2 + [σ−3, h

1] +
1

2

[
σ−2[σ−1, H

1]
]
+

1

2

[
σ−1[σ−2, H

1]
]

= 0, (4.0.28)onde é suposto que
σ−3 = σ+

−3E
−3
+ + σ−

−3E
−3
− + σ0

−3H
−3; (4.0.29)então, de (4.0.28), se en
ontra as relações

∂tσ
0
−1 = 2

(
ψ−∂xψ

+ − ψ+∂xψ
−) , (4.0.30)

∂tσ
0
−2 =

2

3
ψ+ψ−(σ0

−1)
2 − 2∂xψ

+∂xψ
− − 2

3
(ψ+ψ−)2 + ψ−∂xψ

+ − ψ+∂xψ
−. (4.0.31)



4.1. As funções τ 444.1 As funções τO vetor função ~τ de�nido em (3.3.1) é
~τ = ΨV hΨ

−1
V |λ0〉,

= Θ−1M−1|λ0〉, (4.1.1)onde h é um elemento 
onstante do grupo ŜL(2) e que gera as transformações dressing.Desta forma, em (4.1.1), pode-se es
rever
ΨV hΨ

−1
V |λ0〉 = exp

(
−
∑

n>0

σ−n

)
exp(−σ0)|λ0〉 (4.1.2)Os elementos da subálgebra de grau zero σ0 de ŝl(2) são dados na 
ombinação linear

σ0 = σ0
0H + σ+

0 E
0
+ + σ−

0 E
0
− + ςC

= σ0
0h1 + σ+

0 e1 + σ−
0 f1 + ςC (4.1.3)onde, das representações integráveis de peso mais alto para as álgebras de Ka
-Moodyde�nidas no apêndi
e B, se tem que h1|λ0〉 = f1|λ0〉 = e1|λ0〉 = 0 e que C|λ0〉 = |λ0〉;assim, a expressão de grau zero em (4.1.2) é dado por

e−σ0 |λ0〉 = (ΨV hΨ
−1
V )0|λ0〉,

= |λ0〉τ 0(x, tn), (4.1.4)onde τ 0(x, tn), n = 1, 2, ... é uma função de x e dos tempos tns e expressa peloselementos de matriz
τ 0(x, tn) ≡ τ 0 = 〈λ0|(ΨV hΨ

−1
V )0|λ0〉. (4.1.5)Usando (3.3.5) e (3.3.6), en
ontra-se que o elemento de grau -1 de Θ−1 é

−σ−1|λ0〉 =
(ΨhΨ−1)−1

τ 0
|λ0〉, (4.1.6)mas, em termos dos elementos de grau -1 de ŝl(2), tem-se

(
−Ψ+E−1

+ + Ψ−E−1
− + σ0

−1H
−1
)
|λ0〉 = −

(ΨhΨ−1)−1

τ 0
|λ0〉. (4.1.7)Multipli
ando E1

− pela esquerda de (4.1.7), sabendo que E1
−E

−1
+ = [E1

−, E
−1
+ ] +E−1

+ E1
−e lembrando que qualquer gerador de grau positivo aniquila o estado de peso máximo

|λ0〉, en
ontra-se
Ψ+ =

τ+

τ 0
, (4.1.8)



4.2. Primeiras soluções não triviais 45onde
τ+ = 〈λ0|E1

−
(
ΨhΨ−1

)
−1

|λ0〉. (4.1.9)Da mesma maneira, multipli
ando em (4.1.7) por E1
+ pela esquerda e sabendo que

E1
+E

−1
− = [E1

+, E
−1
− ] + E−1

− E1
+, en
ontra-se

Ψ− = −τ
−

τ 0
, (4.1.10)onde

τ− = 〈λ0|E1
+

(
ΨhΨ−1

)
−1

|λ0〉. (4.1.11)4.2 Primeiras soluções não triviaisEs
olhe-se para o elemento 
onstante de grupo h a forma
h = eF (4.2.1)para

F =
∞∑

n=−∞
νn1E

−n
− , (4.2.2)sendo que ν1 é um parâmetro real; será de uso as propriedades (4.2.4) e (4.2.7), que seseguem: tomando

[
∞∑

n=1

tnH
n, F ] =

∞∑

n=1

tn

∞∑

m=−∞
νm1 [Hn, E−m

n ] = −
∞∑

n=1

tn

∞∑

m=−∞
νm1 E

n−m, (4.2.3)mas fazendo n−m = m′ en
ontra-se que
[
∞∑

n=1

tnH
n, F ] = −

∞∑

n=1

tnν
n
1F ≡ − φ1F ; (4.2.4)seja a solução de vá
uo para NLS dada por

ΨV = e
P

∞

n=1
tnHn (4.2.5)então

ΨV hΨ
−1
V = ΨV e

FΨ−1
V

= ΨV (1 + F + F 2/2 + ...)Ψ−1
V , (4.2.6)e supondo que F n = 0 para todo n ≥ 2 se �
a agora 
om

ΨV hΨ
−1
V = ΨV Ψ−1

V + ΨV FΨ−1
V ,



4.2. Primeiras soluções não triviais 46e usando a fórmula de Campbell-Hausdor� e a forma da solução de vá
uo dada em(4.2.5), tem-se
ΨV hΨ

−1
V = 1 + F − [

∞∑

n=1

tnH
n, F ] +

1

2!
[

∞∑

m=1

tmH
m, [

∞∑

n=1

tnH
n, F ]] + ...

= 1 + e−φ1F (4.2.7)Agora pode-se mostrar a primeira solução não trivial: seja τ̂ 0 de�nida em (3.3.5), então
τ̂ 0 = 〈λ0|1 + e−φ1E0

−|λ0〉
= 1 + e−φ1〈λ0|E0

−|λ0〉
= 1; (4.2.8)do mesmo modo, sejam τ+ e τ− de�nidas em (4.1.9) e (4.1.11), então

τ+ = 〈λ0|E1
−(1 + e−φ1ν1E

−1
− )|λ0〉

= 〈λ0|E1
−|λ0〉 + e−φ1ν1〈λ0|E1

−E
−1
− |λ0〉

= 0, (4.2.9)e
τ− = 〈λ0|E1

+(1 + e−φ1ν1E
−1
− )|λ0〉

= 〈λ0|E1
+|λ0〉 + e−φ1ν1〈λ0|E1

+E
−1
− |λ0〉

= e−φ1ν1〈λ0|E1
−E

−1
+ + 2H0 + C|λ0〉

= e−φ1ν1, (4.2.10)de modo que em (4.1.8) e em (4.1.10) en
ontra-se





Ψ+ = 0,

Ψ− = −e−φ1ν1.
(4.2.11)A outra solução não trivial vem ao se assumir que h = eG, 
om G =

∑∞
n=1 ρ

n
1E

−n
+ ,de modo que

[

∞∑

n=1

tnH
n, G] =

∞∑

n=1

tnρ
n
1G ≡ η1G; (4.2.12)e

ΨV hΨ
−1
V = 1 + eη1G; (4.2.13)então,

τ̂ 0 = 〈λ0|1 + e−φ1E0
+|λ0〉 = 1, (4.2.14)



4.3. Solução 1-sóliton 47além de que
τ+ = 〈λ0|E1

−(1 + e−η1ρ1E
−1
+ )|λ0〉,

= 〈λ0|E1
−|λ0〉 + e−η1ρ1〈λ0|E1

−E
−1
+ |λ0〉,

= e−η1ρ1〈λ0|E1
+E

−1
− − 2H0 − C|λ0〉,

= −e−η1ρ1 (4.2.15)e
τ− = 〈λ0|E1

+(1 + e−η1ρ1E
−1
+ )|λ0〉,

= 〈λ0|E1
+|λ0〉 + e−η1ρ1〈λ0|E1

+E
−1
+ )|λ0〉,

= 0. (4.2.16)Com isso, se tem as soluções





Ψ+ = −e−η1ρ1,

Ψ− = 0.
(4.2.17)4.3 Solução 1-sólitonPara obter essa solução, faz-se a es
olha do elemento de grupo 
onstante por ser

h = eaF ebG, (4.3.1)
om
F =

∞∑

n=−∞
νn1E

−n
− , e G =

∞∑

n=1

ρn1E
−n
+ , (4.3.2)e lembrando que a solução de vá
uo é dada em (4.2.5) por ΨV = e

P

∞

n=1
tnHn , então

ΨV hΨ
−1
V = (1 + e−φaF )(1 + e−ηbG),

= 1 + e−φaF + eηbG + e−φ+ηabFG (4.3.3)onde φ =
∑∞

n=1 tnν
n e η =

∑∞
n=1 tnν

n. A função τ̂ 0 �
a
τ̂ 0 = 〈λ0|

(
1 + e−φaF + eηbG + e−φ+ηabFG

)
0
|λ0〉

= 1 + e−φa〈λ0|
( ∞∑

n=−∞
νn1E

−n
−

)

0

|λ0〉 + eηb〈λ0|
( ∞∑

n=1

ρn1E
−n
+

)

0

|λ0〉

+e−φ+ηab〈λ0|
( ∞∑

m,n=1

νm1 E
−m
− ρn1E

−n
+

)

0

|λ0〉, (4.3.4)



4.3. Solução 1-sóliton 48mas, sabendo que 〈λ0|E−n
− |λ0〉 = 〈λ0|E−n

+ |λ0〉 = 0 para todo n ∈ Z e que 〈λ0|
∑

n≥0E
−n =∑

m≤0E
−m
+ |λ0〉 = 0, tem-se que

τ̂ 0 = 1 + e−φ+ηab〈λ0|
( ∞∑

m,n>0

ν−m1 Em
− ρ

n
1E

−n
+

)

0

|λ0〉, (4.3.5)onde, usando as regras de 
omutação (B.1.1) para ŝl(2) de graduação homogênea,tem-se
τ̂ 0 = 1 + e−φ+ηab〈λ0|

( ∞∑

m,n>0

(−2H0 − (−m)δ−m+n,0C)ν−m1 ρn1

)

0

|λ0〉

= 1 + e−φ+ηab

∞∑

m,n>0

mν−m1 ρn1δ−m+n,0

= 1 + e−φ+ηab
∞∑

n=0

n

(
ρ1

ν1

)n

= 1 + e−φ+ηab
ν1ρ1

(ρ1 − ν1)2
. (4.3.6)Da de�nição de τ+ em (4.1.9), da forma de ΨV para a solução 1-sóliton e das formasde F e G em (C.0.6), en
ontra-se

τ+ = 〈λ0|E1
−
(
ΨhΨ−1

)
−1

|λ0〉
= 〈λ0|E1

−
(
1 + e−φaF + eηbG+ e−φ+ηabFG

)
−1

|λ0〉

= 〈λ0|E1
−|λ0〉 + e−φa〈λ0|E1

−

(
∑

n>0

νn1E
−n
−

)

−1

|λ0〉 + eηb〈λ0|E1
−

(
∑

n>0

ρn1E
−n
+

)

−1

|λ0〉

+e−φ+ηab〈λ0|E1
−

( ∞∑

m,n=−∞
νn1 ρ

m
1 E

−n
− E−m

+

)

−1

|λ0〉

= eηbρ1〈λ0|E1
−E

−1
+ |λ0〉

+e−φ+ηab
∞∑

m,n=−∞
νn1 ρ

m
1 〈λ0|E1

−
(
−2H−m+1 − (−m)δ−m+1,0C + E−n

− E−m
+

)
−1

|λ0〉

= eηbρ1〈λ0| − 2H0 + C|λ0〉
= eηbρ1. (4.3.7)



4.4. Solução 2-sólitons 49Da mesma forma:
τ− = 〈λ0|E1

+

(
ΨhΨ−1

)
−1

|λ0〉
= 〈λ0|E1

+

(
1 + e−φaF + eηbG+ e−φ+ηabFG

)
−1

|λ0〉
= 〈λ0|E1

+|λ0〉 + e−φaν1〈λ0|E1
+E

−1
− |λ0〉 + eηbρ1〈λ0|E1

+E
−1
+ |λ0〉

+e−φ+ηab〈λ0|E1
+

( ∞∑

m,n=−∞
νn1 ρ

m
1 E

−n
− E−m

+

)

−1

|λ0〉

= e−φaν1 +
∞∑

m,n=−∞
νn1 ρ

m
1 〈λ0|E1

+(−2H−n−m + nδ−n−m,0C + E−m
+ E−n

− )−1|λ0〉

= e−φaν1. (4.3.8)Assim, 
hega-se às soluções 
onhe
idas 
omo 1-sóliton, dadas por





Ψ+ =
eηbρ1

1 + e−φ+ηab
ν1ρ1

(ρ1 − ν1)2

,

Ψ− =
e−φaν1

1 + e−φ+ηab
ν1ρ1

(ρ1 − ν1)2

,

(4.3.9)
que, 
om ρ1 = −ν1 e b = −a = −2, se en
ontra as soluções

Ψ+ = ν1e
ν2
1
tsech (ν1x), (4.3.10)

Ψ− = −ν1e
−ν2

1tsech (ν1x). (4.3.11)4.4 Solução 2-sólitonsPara este 
aso, é es
olhido para o elemento de grupo h que
h = ea1F1eb1G1ea2F2eb2G2 , (4.4.1)onde

Fi =

∞∑

n=−∞
νni E

−n
− e Gi =

∞∑

m=−∞
ρmi E

−m
+ , com i = 1, 2. (4.4.2)en
ontra-se para este 
aso que

ΨV hΨ
−1
V = (1 + e−φ1a1F1)(1 + e−η1b1G1)(1 + e−φ2a2F2)(1 + e−η2b2G2),onde

φi =
∞∑

n=1

νitn e ηi =
∞∑

n=1

ρitn, com i = 1, 2. (4.4.3)



4.4. Solução 2-sólitons 50Assim, tem-se
ΨV hΨ

−1
V = 1 + e−φ1a1F1 + e−φ2a2F2 + eη1b1G1 + e−η2b2G2 + eη1+η2b1b2G1G2

+e−φ1−φ2a1a2F1F2 + e−φ1+η1a1b1F1G1 + e−φ2+η2a2b2F2G2

+e−φ1+η2a1b2F1G2 + eη1−φ2a2b1G1F2 + eη1−φ2+η2a1b1a2G1F2G2

+e−φ1−φ2+η2a1a2b2F1F2G2 + e−φ1+η1+η2a1b1a2F1G1G2 +

+e−φ1+η1−φ2a1b1a2F1G1F2 + e−φ1+η1−φ2+η2a1b1a2b2F1G1F2G2. (4.4.4)Desta, vem que se pode es
rever as funções τ , onde os termos que não se anulam são
τ o = 1 + e−φ1+η1a1b1〈λ0|F1G1|λ0〉 + e−φ1+η2a1b2〈λ0|F1G2|λ0〉 + e−φ2+η2a2b2〈λ0|F2G2|λ0〉

+ eη1−φ2b1a2〈λ0|G1F2|λ0〉 + e−φ1+η1−φ2+η2a1b1a2b2〈λ0|F1G1F2G2λ0〉, (4.4.5)
τ+ = eη1b1〈λ0|E1

−G1|λ0〉 + eη2b2〈λ0|E1
−G2|λ0〉 + e−φ1−φ2+η2a1a2b2〈λ0|E1

−F1F2G2|λ0〉

+ eη1−φ2+η2a1a2b2〈λ0|E1
−G1F2G2|λ0〉, (4.4.6)

τ− = e−φ1a1〈λ0|E1
+F1|λ0〉 + e−φ2a2〈λ0|E1

+F2|λ0〉 + e−φ1−φ2+η2a1a2b2〈λ0|E1
+F1F2G2|λ0〉

+ e−φ1+η1−φ2a1b1a2〈λ0|E1
+F1G1F2|λ0〉. (4.4.7)O restante dos elementos de matriz se anula e isso é demonstrado no apêndi
e C 
om ouso das representações integráveis de peso máximo. Desta forma, tem-se para τ 0, τ+e τ−, que

τ 0 = 1 + e−φ1+η1a1b1
ν1ρ1

(ν1 − ρ1)2
+ e−φ1+η2a1b2

ν1ρ2

(ν1 − ρ2)2

+e−φ2+η1a2b1
ν2ρ1

(ν2 − ρ1)2
+ e−φ2+η2a2b2

ν2ρ2

(ν2 − ρ2)2

+e−φ1+η1−φ2+η2a1b1a2b2
ν1ρ1ν2ρ2(ν1 − ν2)

2(ρ1 − ρ2)
2

(ν1 − ρ1)2(ν1 − ρ2)2(ν2 − ρ1)2(ν2 − ρ2)2
,

τ+ = eη1b1ρ1 + eη2b2ρ2 + e−φ1+η1+η2a1b1b2
ν1ρ1ρ2(ρ1 − ρ2)

2

(ν1 − ρ1)2(ν1 − ρ2)2

+ eη1−φ2+η2b1a2b2
ρ1ν2ρ2(ρ1 − ρ2)

2

(ρ1 − ν2)2(ρ2 − ν2)2
, (4.4.8)
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τ− = e−φ1a1ν1 + e−φ2a2ν2 + e−φ1−φ2+η2a1a2b2

ν1ν2ρ2(ν1 − ν2)
2

(ν1 − ρ2)2(ν2 − ρ2)2

+ e−φ1−φ2+η1a1b1a2
ν1ν2ρ1(ν1 − ν2)

2

(ν1 − ρ1)2(ν2 − ρ1)2
. (4.4.9)Fazendo nas funções τ que ρi = −νi, e bi = −ai, i = 1, 2 e usando φi = νix+ν2

i t, ηi =
−νix+ ν2

i t, en
ontra-se que
τ 0 = 1 + e−2ν1x

a2
1

4
+ e−2ν2x

a2
2

4
+ e−(ν1+ν2)xe−(ν2

1−ν2
2)ta1a2

ν1ν2

(ν1 + ν2)2

+e−(ν1+ν2)xe(ν
2
1
−ν2

2
)ta1a2

ν1ν2

(ν1 + ν2)2
+

1

4
a2

1a
2
2e

−2(ν1+ν2)x

(
ν1 − ν2

ν1 + ν2

)4

, (4.4.10)
τ+ = a1ν1e

η1 + a2ν2e
η2

+a2
1a2e

−φ1eη1eη2ν2

(
ν1 − ν2

ν1 + ν2

)2

+ a1a
2
2e
η1e−φ2eη2ν1

(
ν1 − ν2

ν1 + ν2

)2

, (4.4.11)
τ− = a1ν1e

−φ1 + a2ν2e
−φ2

+e−φ1e−φ2eη2a1a
2
2ν1

(
ν1 − ν2

ν1 + ν2

)2

+ e−φ1e−φ2eη1a2
1a2ν2

(
ν1 − ν2

ν1 + ν2

)2

. (4.4.12)Tomando agora para ai = 2
ν1 + ν2

ν1 − ν2
, se en
ontra que

τ 0 = e−(ν1+ν2)x

{
2cosh (ν1 + ν2)x+ 2

(
ν1 + ν2

ν1 − ν2

)2

cosh (ν1 − ν2)x

+ 8
ν1ν2

(ν1 − ν2)2
cosh (ν2

1 − ν2
2)t

}
, (4.4.13)

τ± = 4

(
ν1 + ν2

ν1 − ν2

)2

e−(ν1+ν2)x
{
ν1e

±ν2
1 tcosh ν2x+ ν2e

±ν2
2 tcosh ν1x

}
, (4.4.14)o que dá a relação para as soluções ψ±

ψ± = ±τ
±

τ 0

= a2 ±ν1e
±ν2

1 tcosh ν2x+ ν2e
±ν2

2 tcosh ν1x

2cosh (ν1 + ν2)x+
a2

2
cosh (ν1 − ν2)x+ 8

ν1ν2

(ν1 − ν2)2
cosh (ν2

1 − ν2
2)t

,(4.4.15)onde a2 ≡ 4

(
ν1 + ν2

ν1 − ν2

)2.



5Soluções `dark' sóliton do modelo NLS
A forma das equações do modelo NLS 
onvenientes para o tratamento de 
ondições de
ontorno 
onstantes e que suportam soluções do tipo dark-sóliton [19℄ para as funções
ψ = ψ(x, t) está dada na forma

∂tψ + ∂xxψ − 2(|ψ|2 − ρ2) = 0. (5.0.1)Este modelo diferen
ia-se do modelo NLS 
om 
ondições de 
ontorno nula, pois agorapode-se tratar o sistema 
om 
ondições de 
ontorno não nulas, dadas por [20, 21, 22℄
ψ =






ρ, x→ −∞,

ρǫ2, x→ +∞,
ρ ∈ R, ǫ = eiθ, (5.0.2)que são 
ondições de 
ontorno 
ompatíveis 
om (5.0.1). O par de Lax A e B propostoé

A = H1 + Ψ+E0
+ + Ψ−E0

− + Φ1C,

B = H2 + Ψ+E1
+ + Ψ−E1

− + ∂xΨ
+E0

+ − ∂xΨ
−E0

− − 2(Ψ+Ψ− − ρ2)H0 + φ2C,
(5.0.3)onde Ψ±, φ1 e φ2 são os 
ampos do modelo. O par de Lax em (5.0.3) e a respe
tiva
ondição de 
urvatura nula (2.5.3) des
revem o modelo (5.0.1). De fato, tomando o
omutador de A 
om B dados em (5.0.3) e as derivadas par
iais ∂xB e ∂tA, tem-se

[A,B] = ∂xΨ
+E1

+ + ∂xΨ
−E1

− − 2∂x(Ψ
+Ψ−)H0

+ 2Ψ+(Ψ+Ψ− − ρ2)E0
+ + 2Ψ−(Ψ+Ψ− − ρ2)E0

−, (5.0.4)
∂xB = ∂xΨ

+E1
+ + ∂xΨ

−E1
− + ∂xxΨ

+E0
+

−∂xxΨ−E0
− − 2∂x(Ψ

+Ψ−)H0 + ∂xφ2C, (5.0.5)
∂tA = ∂tΨ

+E0
+ + ∂tΨ

−E0
− + ∂tφ1C; (5.0.6)assim, na 
ondição de 
urvatura nula (2.5.3)

∂xB − ∂tA− [A,B] = 0, (5.0.7)52



53se tem, na direção dos geradores E0
+ e E0

−, as equações de movimento
∂tΨ

± = ±∂xxΨ± ∓ 2(Ψ+Ψ− − Ψ+
0 Ψ−

0 )Ψ±, (5.0.8)e na direção do termo 
entral C se tem ∂tφ1 = ∂xφ2, enquanto que nas direções dosoutros geradores, as equações são triviais; seja agora a transformação
t→ it, x→ ix,Ψ± → Ψ±ǫ∓2, (5.0.9)onde o fator ǫ∓2 é introduzido para 
onveniên
ia posterior; �nalmente, a identi�
ação

ψ ≡ Ψ+ = (Ψ−)∗, (5.0.10)tal que permite Ψ+
0 Ψ−

0 = −ρ2, reproduz o modelo (5.0.1), onde ∗ signi�
a 
onjugação
omplexa.Os 
ampos de vá
uo AV e BV de (5.0.3) são
AV = H1 + ρǫ−2E0

+ + ρǫ2E0
−,

BV = H2 + ǫ−2ρE1
+ + ǫ2ρE1

−.
(5.0.11)As soluções de vá
uo que serão 
onsideradas são as de 
on�guração 
onstante

Ψ±
0 = ρǫ∓2, φ1 = φ2 = 0 (5.0.12)Seja Ψ dada por

Ψ = (I +k+E+ − k−E−)exζσ3etκσ3 , (5.0.13)onde k± são 
onstantes, I é a matriz identidade e E± e σ3 são as matrizes de Pauli [13℄;
onsidera-se uma representação para (5.0.13) em termos de matrizes 2 × 2, de ondeen
ontra-se que
Ψ =

(
1 k+

−k− 1

)
exζσ3etκσ3 . (5.0.14)Pode-se determinar as 
onstantes k+ e k− em função do parâmetro de graduação λ edas 
onstantes ρ, ζ e κ: do tratamento para as transformações dressing, foi dado que[ver (3.1.2)℄

Aµ = −∂µΨΨ−1é solução da 
ondição de 
urvatura nula (2.5.3), o que resulta, para o modelo dado em(5.0.3), AV = ∂xΨΨ−1 e BV = ∂tΨΨ−1; isso 
om (5.0.14), forne
e
∂xΨΨ−1 =

((
1 k+

−k− 1

)
ξσ3e

xζσ3etκσ3

)
e−tκσ3e−xζσ3

1

1 + k+k−

(
1 −k+

k− 1

)

=
ζ

1 + k+k−

(
1 − k+k− −2k+

−2k− −(1 − k+k−)

)



54e, da mesma forma
∂tψψ

−1 =
κ

1 + k+k−

(
1 − k+k− −2k+

−2k− k+k− − 1

)
; (5.0.15)a representação 2 × 2 para AV e BV é dada por

AV =

(
λ/2 ρǫ−2

ρǫ2 −λ/2

)
, BV =

(
λ2/2 ρǫ−2λ
ρǫ2λ −λ2/2,

) (5.0.16)onde λ é o parâmetro da álgebra que de�ne o grau dos geradores da álgebra de Ka
-Moody; 
olo
ando (5.0.16) em (3.1.2), en
ontra-se para AV e BV respe
tivamente
(
λ/2 ρǫ−2

ρǫ2 −λ/2

)
=

ζ

1 + k+k−

(
1 − k+k− −2k+

−2k− −(1 − k+k−)

) (5.0.17)e
(
λ2/2 ρǫ−2λ
ρǫ2λ −λ2/2

)
=

κ

1 + k+k−

(
1 − k+k− −2k+

−2k− k+k− − 1

)
; (5.0.18)
om as igualdades em (5.0.17) e (5.0.18) se en
ontra um sistema de equações em termosde λ, ρ, ζ, κ, k+ e k−, e a solução deste dá que

κ = λζ, ρ2 = ζ2 − λ2/4, k± = − ρǫ∓

ζ + λ/2
, 4ζ2 = 4ρ2 + λ2. (5.0.19)A última destas equações mostra que ζ e κ assumem dois possíveis valores em termosde λ, o que exigiria a 
onstrução de folhas de Riemann. Apresenta-se uma proposta[19℄ para um parâmetro a�m ξ tal que as funções1

ζ =
1

2

(
ξ +

ρ2

ξ

)
, λ = ξ − ρ2

ξ
, (5.0.20)se tornam unívo
as em ξ, resultando em

κ =
1

2

(
ξ2 − ρ4

ξ2

)
, k± = −ρ

ξ
ǫ∓2. (5.0.21)O surgimento do parâmetro a�m ξ serve de motivação para a introdução de umnovo parâmetro espe
tral asso
iado aos novos poten
iais Â e B̂

Â = H1 − ρ2H−1 + Ψ+E0
+ + Ψ−E0

− + φ1C (5.0.22)
B̂ = H2 + ρ4H−2 + Ψ+(E1

+ − ρ2E−1
+ ) + Ψ−(E1

− − ρ2E−1
− )

+ ∂xΨ
+E0

+ − ∂xΨ
+E0

− − 2Ψ+Ψ−H0 + φ2C. (5.0.23)1Existe outra parametrização para este sistema, e é quando (onde z é um parâmetro a�m)
λ = z − ρ2

z
, ζ = −1

2
(z − ρ2

z
), κ = −1

2
(z2 − ρ4

z2
), ξ =

z

ρ



55Os poten
iais (5.0.22) e (5.0.23) são es
ritos no novo parâmetro espe
tral ξ e são
apazes de des
rever o sistema NLS (5.0.8) quando são substituídos na equação de
urvatura nula, o que pode ser veri�
ado ao se usar Ψ+
0 Ψ−

0 = ρ2. As 
onexões de vá
uo
orrespondentes a (5.0.22) e (5.0.23) são dadas por
ÂV = H1 − ρ2E−1 + ρǫ−2E0

+ + ρǫ2E0
− (5.0.24)

B̂V = H2 + ρ4H−2 + ρǫ−2(E1
+ − ρ2E−1

− ) + ρǫ2(E1
− − ρ2E−1

− ) − 2ρ2H0. (5.0.25)O ponto mais importante nessas relações é que esses poten
iais de vá
uo são defor-mações dos poten
iais (5.0.11).Em termos do parâmetro de graduação ξ, a forma de (5.0.14) �
a agora
Ψ = Pex(ξ

σ3
2

+ρ2
σ3
2ξ

)e
t(ξ2

σ3
2
−ρ4 σ3

2ξ2
)
, (5.0.26)mas, na nova graduação ξ,

Ψ = Pex(H
1+ρ2H−1)et(H

2−ρ4H−2). (5.0.27)Deve-se notar que λ→ ξ quando ρ→ 0. Nestas 
ontas, a matriz P , dada por
P = I−E+ ⊗ ρǫ−2

ξ
+ E− ⊗ ρǫ2

ξ
= I−ρǫ−2E−1

+ + ρǫ2E1
− (5.0.28)é, na representação 2 × 2, dada por

P =




1

ρ

ξ
ǫ−2

−ρ
ξ
ǫ2 1



 , (5.0.29)impli
ando que
P−1 =

1

1 +
ρ2

ξ2




1

ρ

ξ
ǫ−2

−ρ
ξ
ǫ2 1



 ; (5.0.30)sabendo que a soma in�nita
∞∑

n=0

(
iρ

ξ

)2n
onverge para
1

1 + ρ2

ξ2

(5.0.31)



5.1. Transformações dressing para o modelo NLS 
om 
ondições de 
ontorno
onstantes 56quando assume-se que2 ρ2

ξ2
< 1, pode-se fazer em P−1 que

P−1 =

∞∑

m=0

(iρ)2m
(
I⊗ξ−2m + ρǫ−2E−1

+ ⊗ ξ−2m − ρǫ2E−1
− ⊗ ξ−2m

)
,

=

∞∑

m=0

(iρ)2m
(
I⊗ξ−2m + ǫ−2ρE−1−2m

+ − ǫ2ρE−1−2m
−

)
. (5.0.32)5.1 Transformações dressing para o modelo NLS
om 
ondições de 
ontorno 
onstantesAs transformações dressing no 
aso de 
ondições de 
ontorno não triviais seguem osmesmos passos rela
ionados nos 
apítulos 3 e 4. Em tal dis
ussão, tem-se que astransformações dressing são feitas 
om o auxílio de dois elementos de grupo, Θ+ e Θ−,tais que

Âi → Âhi ≡ Θ±ÂiΘ
−1
± + ∂iΘ±Θ

−1
± . (5.1.1)Assume-se a de
omposição generalizada de Gauss

Ψ0
nvbchΨ

0 −1
nvbc =

(
Ψ0
nvbchΨ

0 −1
nvbc

)
−
(
Ψ0
nvbchΨ

0 −1
nvbc

)
0

(
Ψ0
nvbchΨ

0 −1
nvbc

)
+

; (5.1.2)de�ne-se também
Θ−1

− ≡
(
Ψ0
nvbchΨ

0 −1
nvbc

)
− , M̂

−1 ≡
(
Ψ0
nvbchΨ

0 −1
nvbc

)
0
, N̂ ≡

(
Ψ0
nvbchΨ

0 −1
nvbc

)
+
. (5.1.3)Logo, pode-se es
rever as funções τ : o vetor ~τ nvbc(x, t) �
a3

~τ nvbc(x, t) =
(
Ψ0
nvbchΨ

0 −1
nvbc

)
|λ̂0〉

= Θ−1
− M̂−1|λ̂0〉, (5.1.4)onde foram usados os fatos que a graduação da álgebra de Ka
-Moody é a homogêneae que N |λ̂0〉 = |λ̂0〉, onde |λ̂0〉 é o vetor de peso máximo na representação. Uma vezque |λ̂0〉 é um auto-estado da subálgebra ĝ0 de grau zero, pode-se de�nir o vetor função

~τ nvbc
0 (x, t) = M̂−1|λ̂0〉 = |λ̂0〉τ̂0(x, t), (5.1.5)onde τ̂0(x, t) é uma função es
rita por
τ̂0(x, t) = 〈λ̂0|

(
Ψ0
nvbchΨ

0 −1
nvbc

)
0
|λ̂0〉. (5.1.6)2Essa a�rmação impli
a que ξ 
omplexo de�ne uma superfí
ie de Riemann C−D, ou seja, umplano 
omplexo 
om um furo na forma de dis
o de raio ρ. Por outro lado, ao assumir que ξ2

ρ2 < 1, no
aso da segunda es
olha do parâmetro espe
tral dada na nota de rodapé no1, se tem uma superfí
iede Riemann na forma de um dis
o D de raio ρ.3No que segue, é assumido que λ̂0 é o peso mais alto da representação 
orrespondente à álgebra deKa
-Moody numa superfí
ie C−D.
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ontorno
onstantes 57Usando (5.1.4) e (5.1.6), en
ontra-se
Θ−1

− |λ̂0〉 =
~τ nvbc(x, t)

τ̂0(x, t)
. (5.1.7)As soluções de vá
uo (5.0.12) são soluções triviais de (5.0.8); então as 
onexõesrelevantes a serem 
onsideradas são as dadas em (5.0.24) e (5.0.25); tais 
onexõespodem ser es
ritas na forma

ÂV (ξ) = ∂xΨ
0
nvbcΨ

0 −1
nvbc , B̂V (ξ) = ∂tΨ

0
nvbcΨ

0 −1
nvbc (5.1.8)Das equações (5.0.11) para os 
ampos de vá
uo AV e BV , pode-se en
ontrar as trans-formações dressing apli
adas em analogia a aquelas em (3.2.16) e (3.2.17), forne
endo

Ah = Θ−A
VΘ−1

− + ∂xΘ−Θ
−1
− ,

= Θ−
(
H1 − ρ2E−1 + ρǫ−2E0

+ + ρǫ2E0
−
)
Θ−1

− + ∂xΘ−Θ
−1
− (5.1.9)

Bh = Θ−B
VΘ−1

− + ∂tΘ−Θ
−1
− ,

= Θ−
(
H2 + ρ4H−2 + ρǫ−2(E1

+ − ρ2E−1
− )

+ρǫ2(E1
− − ρ2E−1

− ) − 2ρ2H0
)
Θ− + ∂tΘ−Θ

−1
− (5.1.10)onde

Θ− = exp

(
∑

n>0

σ̂−n

)
, M̂ = exp(σ̂0), N̂ = exp

(
∑

n>0

σ̂n

)
. (5.1.11)Pode-se en
ontrar algumas das 
omponentes σ̂−1, σ̂−2 por exemplo, em função dos
ampos Ψ±, φ1 e φ2: usando o fato de que

σ̂−1 = −(Ψ+ − ρǫ−2)E−1
+ + (Ψ− − ρǫ2)E−1

− + σ̂0
−1H

−1, (5.1.12)
σ̂−2 = −σ+

−2E
−1
+ + (Ψ− − ρǫ2)E−1

− + σ̂0
−1H

−1, (5.1.13)se en
ontra que ∂xσ0
−1 = 2(Ψ+Ψ− − ρ2), σ±

−2 = −∂xΨ± +
1

2
σ0
−1Ψ

±, φ1 = −1

2
σ0
−1 e

φ2 = −σ0
−2.Pro
ura-se agora es
rever as funções τ 
onvenientemente a �m de se en
ontrar assoluções para os 
ampos Ψ±. De modo análogo a (4.1.6), se tem que o elemento degrau -1 de Θ− pode ser es
rito em termos da função τ 0 e dos 
ampos Ψ± por

−σ̂−1|λ̂0〉 =

(
Ψ0
nvbcΨ

0 −1
nvbc

)
−1

τ̂ 0
|λ̂0〉 (5.1.14)ou, em analogia a (4.1.6), pode-se es
rever

(
−(Ψ+ − ρǫ−2)E−1

+ + (Ψ− − ρǫ2)E−1
− + σ̂0

−1H
−1
)
|λ̂0〉 =

(
Ψ0
nvbcΨ

0 −1
nvbc

)
−1

τ̂ 0
|λ̂0〉, (5.1.15)
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ontra que
Ψ+ = ρǫ−2 +

τ̂+

τ̂ 0
, Ψ− = ρǫ2 − τ̂−

τ̂ 0
. (5.1.16)Nestas, as funções τ são dadas por

τ̂+ ≡ 〈λ̂0|E1
−
(
Ψ0
nvbchΨ

0 −1
nvbc

)
−1

|λ̂0〉, (5.1.17)
τ̂− ≡ 〈λ̂0|E1

+

(
Ψ0
nvbchΨ

0 −1
nvbc

)
−1

|λ̂0〉, (5.1.18)
τ̂ 0 ≡ 〈λ̂0|E1

−
(
Ψ0
nvbchΨ

0 −1
nvbc

)
0
|λ̂0〉. (5.1.19)As soluções obtidas para tais 
ondições de 
ontorno exigem que as representaçõesda álgebra ŝl(2) sejam feitas em uma superfí
ie de Riemann (C−D), onde D é um dis
ode raio ρ (outra possibilidade seria uma superfí
ie de Riemann na forma de um dis
o

D de raio ρ). Em outras palavras, é ne
essário um 
onhe
imento mais aprofundadodas representações das álgebras de Ka
-Moody numa superfí
ie de Riemann, 
omoexemplo, no dis
o D de raio ρ, tratamento que é 
onhe
ido na literatura e estudado,por exemplo, em [24℄. Abaixo, são mostradas as primeiras soluções não triviais, ondena primeira delas se faz uso do programa MAPLE em vez de 
al
ular os elementos dematriz na devida representação algébri
a dis
utida logo a
ima.5.2 Soluções 1-sólitonEs
olhe-se para o elemento de grupo 
onstante h que
h = eF , F =

∞∑

n=−∞
νnE−n

− , (5.2.1)onde todos os geradores de F estão na parametrização ξ. Assim, do resultado datransformação dressing, tem-se
ΨV hΨ

−1
V = Pex(H

1+ρ2H−1)et(H
2−ρ4H−2)eF e−t(H

2−ρ4H−2)e−x(H
1+ρ2H−1)P−1,onde, 
om o auxílio da fórmula de Campbell-Hausdor�, tem-se

ΨV hΨ
−1
V = 1 + P

(
[x(H1 + ρ2H−1) + t(H2 − ρ4H−2),

∞∑

n=−∞
νnE−n

− ] +
1

2!
[x(H1 + ρ2H−1)

+t(H2 − ρ4H−2)[x(H1 + ρ2H−1) + t(H2 − ρ4H−2),
∞∑

n=−∞
νnE−n

− ]] + ...

)
P−1,mas, usando o resultado

[x(H1 + ρ2H−1) + t(H2 − ρ4H−2),

∞∑

n=−∞
νnE−n

− ] = −
(
x(ν +

ρ

ν
) + t(ν2 − ρ4

ν2
)

)
F,

≡ −φ1F , (5.2.2)
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ontra-se que
ΨV hΨ

−1
V = 1 + Pe−φ1FP−1. (5.2.3)Então, da de�nição de τ 0, tem-se

τ 0 = 〈λ̂0|ΨV hΨ
−1
V |λ̂0〉,

= 1 + e−φ1〈λ̂0|PFP−1|λ̂0〉; (5.2.4)nestas, P e P−1 estão de�nidas em (5.0.28) e (5.0.32). Da de�nição para τ+ em (5.1.17),tem-se
τ+ = 〈λ̂0|E1

−ΨV hΨ
−1
V |λ̂0〉,

= e−φ1〈λ̂0|E1
−(PFP−1)|λ̂0〉. (5.2.5)Da de�nição de τ−, en
ontra-se

τ− = 〈λ̂0|E1
+ΨV hΨ

−1
V |λ̂0〉,

= e−φ1〈λ̂0|E1
+(PFP−1)|λ̂0〉. (5.2.6)As soluções devem ser dadas, 
om os valores das funções τ , em (5.1.16).As funções τ tornam-se

τ+ ≡ be−φ, b ≡ 〈λ̂0|E1
−(PFP−1)|λ̂0〉; (5.2.7)

τ− ≡ ae−φ, a ≡ 〈λ̂0|E1
+(PFP−1)|λ̂0〉; (5.2.8)

τ 0 ≡ 1 + c1e
−φ, c1 ≡ 〈λ̂0|PFP−1|λ̂0〉. (5.2.9)Com a ajuda do programa MAPLE, pode-se veri�
ar que os 
ampos do modelo dadosem (5.1.16) es
ritas em termos das funções τ dadas a
ima são soluções das equaçõesdo modelo NLS (5.0.8) para o seguinte 
onjunto de relações entre os parâmetros

b1 = −a1
ν2

r2
1

, (5.2.10)
c1 = −a1

ν2
1

r1(ν2 + ρ2)
, (5.2.11)onde r1 = ρǫ−2, r2 = ρǫ2 e a1 é um parâmetro livre. Então, em termos desses parâme-
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ampos em (5.1.16) �
am [23℄4
Ψ+ = r1 +

a1exp
[
−x
(
ν1 + r1r2

ν1

)
− t
(
ν2

1 −
r21r

2
2

ν2
1

)]

1 − a1ν2
1

exp
[
−x

(
ν1 + r1r2

ν1

)
−
(
ν2

1 −
r12 r2

2

ν2
1

)
t
]

(r1(ν
2
1 + r1r2))

, (5.2.12)
Ψ− = r2 +

a1ν
2
1exp

[
−x
(
ν1 + r1r2

ν1

)
− t
(
ν2

1 −
r2
1
r2
2

ν2
1

)]

r2
1



1 − a1ν2
1

exp
[
−x

(
ν1 + r1r2

ν1

)
−
(
ν2

1 −
r12 r2

2

ν2
1

)
t
]

(r1(ν
2
1 + r1r2))





. (5.2.13)
Assim, 
om os valores numéri
os:

a1 = −2; ν = 1.9, ǫ = 1, ρ = 1, b1 = −1.805, c1 = 0.4743758213, (5.2.14)o que dá para φ1 (5.2.2) que
φ1 = 4.005263158 x− 0.822132964 t, (5.2.15)então

τ+ = −2exp(−4.005263158 x+ 0.822132964 t), (5.2.16)
τ− = −1.805000000 exp(−4.005263158 x+ 0.822132964 t), (5.2.17)
τ 0 = 1 + 0.4743758213 exp(−4.005263158 x+ 0.822132964 t), (5.2.18)e, �nalmente, as soluções são dadas por.

Ψ+ = 2 − 2exp(−4.005263158 x+ 0.822132964 t)

(1 + 0.4743758213exp(−4.005263158 x+ 0.822132964 t))
,(5.2.19)

Ψ− = 2 − 1.805exp(−4.005263158 x+ 0.822132964 t)

(1 + 0.4743758213exp(−4.005263158 x+ 0.822132964 t))
.(5.2.20)As soluções podem ser visualizadas gra�
amente nas �guras (5.1(a)) e (5.1(b)) abaixo.Outra solução pode ser en
ontrada quando se es
olhe para o elemento de grupo
onstante h, o qual gera as transformações dressing, que

h = eG G =

∞∑

n=−∞
̺nE−n

+ , (5.2.21)então
ΨV hΨ

−1
V = Pex(H

1+ρ2H−1)et(H
2−ρ4H−2)eGe−t(H

2−ρ4H−2)ex(H
1+ρ2H−1)P−14Nota-se que esta forma da solução também foi obtida pelo método de Hirota (veja por exemplo,[23℄). No entanto, a forma usual do método de Hirota forne
e Ψ± = g±/f , o que 
orresponderia nonosso formalismo à seguinte relação f → τ0, g± → (Ψ±

0
τ0 ± τ±).
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darksoliton1

5

1

x

4

10

3

2

0

0−5−10(a) Pulso `dark'-sóliton em t = t1.
darksoliton2

5

1

x

4

10

3

2

0

0−5−10(b) Pulso `dark'-sóliton em t = t2 > t1.Figura 5.1: Evolução do pulso `dark'-sóliton (Ψ+Ψ−) da primeira solução não trivial.que, 
om o auxílio da fórmula de Campbell-Haussdorf, tem-se
ΨV hΨ

−1
V = 1 + P

(
[x(H1 + ρ2H−1) + t(H2 − ρ4H−2), G]

+
1

2!

[
x(H1 + ρ2H−1) + t(H2 − ρ4H−2),

[
x(H1 + ρ2H−1) + t(H2 − ρ4H−2), G

]]
+ ...

)
P−1,onde, usando o resultado de

[x(H1 + ρ2H−1) + t(H2 − ρ4H−2), G] = (x(̺+
ρ

̺
) + t(̺2 − ρ4

̺2
)G

≡ ηG (5.2.22)en
ontra-se para ΨV hΨ
−1
V

ΨV hΨ
−1
V = 1 + PeηGP−1. (5.2.23)Então, da de�nição de τ 0, tem-se

τ 0 = 〈λ̂0|ψV hψ−1
V |λ̂0〉

= 1 + eη〈λ̂0|PGP−1|λ̂0〉. (5.2.24)Da de�nição para τ+ em (5.1.17), tem-se
τ+ = 〈λ̂0|E1

−ΨV hΨ
−1
V |λ̂0〉

= eη〈λ̂0|E1
−(PGP−1)|λ̂0〉, (5.2.25)



5.3. Solução 2-sóliton 62Finalmente, da de�nição de τ−, en
ontra-se
τ− = 〈λ̂0|E1

+ΨV hΨ
−1
V |λ̂0〉

= 〈λ̂0|E1
+(PGP−1)|λ̂0〉. (5.2.26)De modo equivalente, para a es
olha do elemento de grupo 
onstante h

h = eaF ebG, (5.2.27)onde F e G são de�nidos em (5.2.1) e (5.2.21) respe
tivamente e a e b são 
onstantesarbitrárias, se en
ontra que as funções τ em termos dos elementos de matriz (a serem
al
ulados), são
τ 0 = 1 + ae−φ1〈λ̂0|PFP−1|λ̂0〉 + beη〈λ̂0|PGP−1|λ̂0〉 + abe−φ1eη〈λ̂0|PFGP−1|λ̂0〉,(5.2.28)
τ+ = ae−φ1〈λ̂0|E1

−(PFP−1)|λ̂0〉 + beη〈λ̂0|E1
−(PGP−1)|λ̂0〉

+abe−φ1eη〈λ̂0|E1
−(PFGP−1)|λ̂0〉, (5.2.29)

τ− = e−φ1a〈λ̂0|E1
+PFP

−1|λ̂0〉 + beη〈λ̂0|E1
+PGP

−1|λ̂0〉
+abe−φ1eη 〈̂̂λ0|E1

+PFGP
−1|λ̂0〉. (5.2.30)5.3 Solução 2-sólitonPara obter a solução 2-sóliton, é es
olhido h = eF eG. As funções τ relevantes são dadaspor

τ 0 = 1 + α1e
−φ1〈λ̂0|PFP−1|λ0〉 + α2e

η
1〈λ̂0|PGP−1|λ0〉 +

α3e
η1−φ1〈λ̂0|PFGP−1|λ0〉, (5.3.1)

τ+ = β1e
−φ1〈λ̂0|E1

−(PFP−1)|λ0〉 + β2e
η1〈λ̂0|E1

−(PGP−1)|λ0〉 +

β3e
η1−φ1〈λ̂0|E1

−(PFGP−1)|λ0〉, (5.3.2)
τ− = γ1e

−φ1〈λ̂0|E1
+(PFP−1)|λ0〉 + γ2e

η1〈λ̂0|E1
+(PGP−1)|λ0〉 +

3e
η1−φ1〈λ̂0|E1

+(PFGP−1)|λ0〉, (5.3.3)onde os αis, βis e γis, 
om i = 1, 2 ou 3, são 
onstantes arbitrárias. Da mesma formaque na solução obtida para 1-sóliton, toma-se





τ+ = a1e
−φ1 + a2e

η1 + a3e
−φ1eη1 ,

τ− = b1e
−φ1 + b2e

η1 + b3e
−φ1eη1 ,

τ0 = 1 + c1e
−φ1 + c2e

η1 + c3e
−φ1eη1 ;

(5.3.4)nesta, os ais, bis e cis se identi�
am 
om os elementos de matriz em (5.3.2) multipli
ados
om suas respe
tivas 
onstantes e esses são obtidos por por substituição direta de (5.3.4)nas soluções (5.1.16) e depois na equação diferen
ial (5.0.1); isto pode ser feito 
om
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lusões 63auxílio do programa MAPLE. Usa-se os fatos que (x(ν + ρ
ν
) + t(ν2 − ρ4

ν2 )
)
F ≡ −φ1Fe (x(̺+

ρ

̺
) + t(̺2 − ρ4

̺2
))G ≡ ηG. Tomando que r1 = ρǫ−2 e r2 = ρǫ2, juntamente 
omas relações entre os parâmetros b1 = a1ν

2
1/r

2
1, b2 = a2r

2
2/ρ

2
1, c2 = −a2r2/(r1r2 + ρ2

1),
c1 = −ν2

1a1/(r1(ν
2
1 + r1r2)),
b3 =

a2a1ν
2
1r2

ρ2
1r

2
1

×

r2
1r

2
2ρ1 + 2r1r2ν

2
1ρ1 + r2

1r
2
2ν1 + 2r1r2ρ

2
1ν1 + ν2

1ρ
3
1 + ν3

1ρ
2
1

r2
1r

2
2ρ1 − r2

1r
2
2ν1 − r1r2ν3

1 + r1r2ν2
1ρ1 − r1r2ρ2

1ν1 + r1ρ3
1r2 + ν2

1ρ
3
1 − ν3

1ρ
2
1

,

a3 =
a2a1

r1
×

(r2
1r

2
2ρ1 + 2r1r2ν

2
1ρ1 + r2

1r
2
2ν1 + 2r1r2ρ

2
1ν1 + ν2

1ρ
3
1 + ν3

1ρ
2
1)

−r2
1r

2
2ρ1 + r2

1r
2
2ν1 + r1r2ν3

1 − r1r2ν2
1ρ1 + r1r2ρ2

1ν1 − r1ρ3
1r2 − ν2

1ρ
3
1 + ν3

1ρ
2
1

,e
c3 = −(r2

1r
2
2 + 2r1r2ν1ρ1 + ν2

1ρ
2
1)ν

2
1a2a1

r2
1

/
(
r2
1r

2
2ν

2
1 − 2r2

1r
2
2ν1ρ1

+r2
1r

2
2ρ

2
1 + 2r1r2ν

2
1ρ

2
1 − 2r1r2ν1ρ

3
1 + r1r2ν

4
1 + r1r2ρ

4
1 − 2r1r2ν

3
1ρ1

−2ν3
1ρ

3
1 + ρ2

1ν
4
1 + ν2

1ρ
4
1

)
,se en
ontra que as soluções ψ+ e ψ− são dadas por

ψ+ = ρǫ−2 +

a1e
−φ1 + a2e

η1 + a2a1
(m1+ν1)(ρ2+m1ν1)2

ρǫ−2(ν1−m1)(ρ4+ν2
1
m2

1
+ρ2(ν2

1
+m2

1
))
e−φ1eη1

1 − ν2
1
a1e−φ1

ρǫ−2(ν2
1
+ρ2)

− a2r2eη1

ρ2+m2
1

− (ρ2+ν1m1)2a1a2ν2
1
e−φ1eη1

(ρ4(ν2
1
−m2

1
)2−2ρ2ν1m1(m2

1
+ν2

1
)+ν2

1
m2

1
(m1+ν2

1
)+ρ2(ν2

1
−m2

1
)2)ρ2ǫ−4e

ψ− = ρǫ2 +
a1ν2

1

ρ2ǫ−4e
−φ1 + a2ρ2ǫ4

m2
1

eη1 + a1a2ν
2
1ρǫ

2 (m1+ν1)(ρ2+m1ν1)2

m2
1
ρ2ǫ−4(m1−ν1)(ρ4+ν2

1
m2

1
+ρ2(m2

1
+ν2

1
))
e−φ1eη1

1 − ν2
1
a1e−φ1

ρǫ−2(ν2
1
+ρ2)

− a2r2eη1

ρ2+m2
1

− (ρ2+ν1m1)2a1a2ν2
1
e−φ1eη1

(ρ4(ν2
1
−m2

1
)2−2ρ2ν1m1(m2

1
+ν2

1
)+ν2

1
m2

1
(m1+ν2

1
)+ρ2(ν2

1
−m2

1
)2)ρ2ǫ−4

,onde φ1 = x(ν1 + ρ2

ν1
) + (ν2

1 − ρ4

ν2
1

)t, e , η1 = x(m1 + ρ2

m1
) + (m2

1 − ρ4/m2
1)t.Tomando para os parâmetros livres os valores numéri
os r1 = −1, r2 = 0.5, a1 =

1.71, ν1 = −1.115, a2 = −1.69 e ρ1 = −1.112, se en
ontra que b1 = 2.12591475, b2 =
−0.3416780964, c2 = 1.147249859, c1 = 2.860391873, b3 = 1078.438651, a3 = 2145.286400,e c3 := 3.991834828 × 105, pode-se visualizar o grá�
o de ψ+ψ− na Figura 5.2, querepresenta dois pulsos evoluindo no mesmo sentido.Uma outra possibilidade interessante é a desses dois sólitons se 
olidindo; para tal, aes
olha dos parâmetros se diferen
ia apenas no sinal de ρ1 e, obtendo assim, da mesmaforma que anteriormente, outra solução 2 sólitons, gra�
ada na Figura 5.3. Nota-seque as soluções se interagem e depois disso 
ontinuam seu 
urso 
omo se não tivessehavido interação.
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Figura 5.2: Evolução do produto ψ+ψ− das soluções 2sóliton sem 
olisão. Note que ovalor assintóti
o da funções é −0, 5.

Figura 5.3: Evolução do pulso dark-sóliton para 3 tempos su
essivos; note a interaçãodas soluções e também suas 
ondições de 
ontorno não nulas.



6Con
lusões
Na primeira parte deste trabalho foi estudado um exemplo de sistema integrável dis-
reto. Foi 
onsiderado o sistema de Toda 
omo um sistema integrável no sentido deLiouville. Para tal �m, foi usado o formalismo de Lax e os métodos algébri
os para
onstruir grandezas 
onservadas e veri�
ar sua involução. Algumas 
ontas explí
itasforam feitas para um número pequeno de partí
ulas. Em seguida, se estudou a extensãodo 
on
eito do par de Lax, de a
ordo 
om os estudos feitos na formulação de Zakharove Shabat, de modo a possibilitar a des
rição uni�
ada de sistemas integráveis de na-turezas distintas; tal formulação é es
rita de forma simples em termos da 
ondição de
urvatura nula.Foi estudado também o método das transformações dressing para obter soluções desistemas integráveis que podem ser es
ritos em termos da 
ondição de 
urvatura nula;nesta, se mostrou as soluções 1 e 2 `bright'-sólitons para o modelo NLS. Estas soluçõesse anulam no in�nito, portanto, elas satisfazem 
ondições de 
ontorno nulas. Estassoluções já foram obtidas na literatura, 
omo por exemplo, em [17℄ e [18℄ pelo mesmométodo; nestas, é en
ontrada também a generalização para soluções N-sóliton.O modelo NLS foi es
rito de forma 
onveniente para o tratamento 
om 
ondições de
ontorno não nulas sem que fosse ne
essário a 
onstrução de folhas de Riemann. Estaforma permite que se tenha uma 
orrespondên
ia 
om o modelo NLS usual quandose toma ρ → 0. As transformações dressing foram obtidas nas órbitas das soluçõesde vá
uo e as soluções Ψ± são obtidas em termos das funções τ que, por sua vez,são resultados de 
ál
ulos de elementos de matriz de elementos de grupo de ŝl(2); arepresentação de ŝl(2), relevante ao 
ál
ulo destas funções τ , deve ser feita em umasuperfí
ie 
omplexa 
om um furo de raio ρ na forma de um dis
o, o que, no devidoestágio do trabalho aqui apresentado, ainda não foi possível. Uma outra possibilidadeseria a representação da mesma álgebra em uma superfí
ie 
omplexa em forma de umdis
o de raio ρ. Entretanto, 
om a forma dos 
ampos Ψ± em termos das funções τ ,foi possível es
rever a primeira solução não trivial 
om o auxílio do programa Maple:a solução representa o que, na literatura, se 
hama de um pulso `dark'-sóliton. Assim,�
a a motivação para futuros trabalhos a representação dos operadores de vérti
e nassuperfí
ies a
ima 
itadas de modo que as funções τ tenham seus elementos de matriz
al
ulados de forma apropriada, tal que assim se possa obter soluções multissóliton domodelo NLS 
om 
ondições de 
ontorno não nulas, ou seja, soluções `N-dark'-sóliton,pelo método das transformações dressing. As representações dos operadores de vérti
e65
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lusões 66nestes espaços já são 
onhe
idas na literatura, 
omo por exemplo, em [24℄.



AAs álgebras de Lie su(N )

Uma álgebra de Lie é um espaço vetorial [25℄ g munido de um produto 
ol
hete
[, ] : g × g → g
om as propriedades de ser bilinear, ou seja, linear nas suas duas entradas; antis-simétri
o, o que signi�
a que

[X, Y ] = −[Y,X], ∀ X e Y ∈ g;e que satisfaz a identidade de Ja
obi:
[X, [Y, Z]] = [[X, Y ], Z] + [Y, [X,Z]] ∀ X, Y e Z ∈ g.A álgebra de Lie su(N) é formada por geradores (matrizes) N × N anti-hermitianas,de traço nulo e sobre o 
orpo dos reais R. Asso
iado à álgebra su(N), existe o grupode Lie SU(N), formado pela exponen
iação dos geradores de sua respe
tiva álgebra.Es
olhe-se na representação matri
ial da álgebra su(N) a base ortonormal em que

tr(TiTj) = δij, ∀ Ti e Tj ∈ su(N). (A.0.1)Uma álgebra de Lie su(N) [13℄ em tal base tem seus operadores tais que podem serdivididos em dois tipos: os geradores de Cartan Hi, que são os geradores simultanea-mente diagonalizáveis e que por isso 
omutam entre si, ou seja [Hi, Hj] = 0, e formamuma subálgebra de Lie abeliana em su(N), 
hamada de subálgebra de Cartan; suadimensão é 
hamada de posto de su(N); os estados de uma representação arbitrária[13℄ de g podem ser es
ritos 
omo |µ, x,D〉 onde
Hi|µ, x,D〉 = µi|µ, x,D〉,onde x é uma estrutura a se espe
i�
ar; os autovalores µi são 
hamados pesos, que sãoreais; o vetor de m 
omponentes µi é 
hamado de vetor peso. O outro tipo de geradoressão os denotados por eα, as vezes 
hamados de operadores de step, que são 
onstruídospor 
ombinações 
omplexas do restante dos elementos da álgebra g, obede
endo a

[Hi, eα] = αieα, ou [Hi, e
†
α] = −αie†α, (A.0.2)67
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e A 68de onde 
on
lui-se que e†α = e−α, onde os {αi} são as 
onstantes de estrutura na basede Cartan-Weyl e são 
omponentes de um espaço vetorial eu
lideano de dimensão igualao posto de su(N). Os vetores do espaço vetorial de dimensão N − 1 são denominadosvetores raízes e 
onstróem os geradores que não são da subálgebra de Cartan; isso ésu�
iente para se deduzir que o número de raízes é igual a diferença entre as dimensõesde su(N) e da subálgebra de Cartan, ou seja,
(N2 − 1) − (N − 1) = N(N − 1).Pela identidade de Ja
obi pode-se en
ontrar a relação de 
omutação entre oper-adores de step asso
iados a raízes diferentes, resultando que

[eα, eβ] =






αiHi se α + β = 0,
N(α, β)Eα+β se α + β ∈ {αi},

0 outro caso.
(A.0.3)Veri�
a-se também que

N(α, β) = −N(β, α) = −N(−α,−β), (A.0.4)
N(α, β) = N(−α, α + β) = −N(−β, α + β), (A.0.5)
N(α, β) = −N(−α − β, β) . (A.0.6)Será visto tanto no apêndi
e quanto no 
orpo da dissertação que em muitos 
asos Tαaé um gerador asso
iado à raiz αa, mas que também pode ser es
rito por T a, ou seja

Tαa ≡ T a.A informação da estrutura de uma álgebra de Lie está 
ontida em suas 
onstantesde estrutura, que são espe
i�
adas pelos vetores raízes da álgebra. As denominadasraízes simples são tais que não podem ser es
ritas 
omo soma de outras raízes positivas;uma vez que os negativos de raízes simples são também raízes e que qualquer raiz podeser es
rita 
omo 
ombinação de raízes simples, pode-se dizer que toda a estrutura daálgebra está 
ontida no 
onjunto de raízes simples. A matriz de Cartan Kab é formadaem termos de raízes simples e é de�nida por
Kab = 2

(αa, αb)

(αa, αa)
, (A.0.7)onde (, ) denota o produto interno eu
lideano; a matriz de Cartan possui todas asinformações sobre a álgebra. Para a álgebra de Lie su(N), ela tem a forma:

Kab = −δa,c+1 + 2δa,c − δa+1,c. (A.0.8)Esta possui inversa, onde se en
ontra que [12℄
∑

c

KacK
−1
cb = δab,o que dá a relação

δab = −K−1
a b−1 + 2K−1

ab −K−1
a b+1. (A.0.9)



Apêndi
e A 69Seja um 
aso geral para qualquer peso µ de uma representação D, então
E3|µ, x,D〉 =

α · µ
α2

|µ, x,D〉,
omo os autovalores de E3 pre
isam ser inteiros ou semi-inteiros, tem-se que 2α·µ/α2 ∈
Z; seja agora p um inteiro tal que atuando E+ p vezes no estado |µ, x,D〉 se tenha

(E+)p|µ, x,D〉 6= 0 e (E+)p+1|µ, x,D〉 = 0,onde o primeiro estado destas tem peso µ+ pα, que é o peso mais alto nessa represen-tação; o autovalor de E3 é
α · (µ+ pα)

α2
=
α · µ
α2

+ p ≡ j. (A.0.10)De modo análogo, seja q tal que
(E−)q|µ, x,D〉 6= 0seja o estado de peso mais baixo, então o auto valor de E3 neste estado é

α · (µ− qα)

α2
=
α · µ
α2

− q ≡ −j. (A.0.11)Dessa forma, somando (A.0.10) 
om (A.0.11), en
ontra-se a 
hamada fórmula mestra:
α · µ
α2

= −1

2
(p− q). (A.0.12)A 
ondição 2α · µ/α2 ∈ Z para todas as raízes α de�ne uma rede de pesos de g que
ontém a rede de raízes, que por sua vez é gerada tomando-se 
ombinaç�es inteiras deraízes; pode-se tomar uma base nessa rede de pesos 
onsistindo de pesos fundamentais

λ(i), de�nida por
2
λ(i) · α(j)

α2
(j)

= δij , (A.0.13)logo, todo peso λ perten
ente à rede de pesos é es
rito na forma
λ =

r∑

i=1

niλ(i) ∀ni ∈ Z . (A.0.14)Outras bases para su(N) podem ser estudadas, e uma das mais importantes é abase de Chevalley, onde se de�ne
Hα = 2

αiHi

(α, α)
e Eα =

√
2

(α, α)
eα, (A.0.15)
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e A 70onde, de (A.0.2) e (A.0.3), en
ontra-se que
[
H
α,Hβ

]
= 0 (A.0.16)

[
H
α, Eβ

]
= Eβ2

(β, α)

(α, α)
(A.0.17)

[
Eα, Eβ

]
=

√
(α+ β, α + β)

(α, α)(β, β)
N(α, β)Eα+β se α + β ∈ {αi},(A.0.18)

= H
α se α + β = 0, (A.0.19)

= 0 outro caso. (A.0.20)Uma relação importante a se notar nessa base é o produto interno em (A.0.1), que �
a
tr
(
H
a
H
b
)

=
(αa, αb)

(αa, αa)(αb, αb)
ηab,

tr
(
EaEb

)
=

2√
(αa, αa)(αb, αb)

δa+b,0,

tr
(
H
aEb

)
= 0,

(A.0.21)
onde ηab = 2Kab/α

2 = ηba.Como exemplo, [28℄ toma-se a álgebra de Lie su(3), onde os geradores são 
onhe
i-dos 
omo matrizes de Gell-Mann [13℄ e são dados por
λ1 =




0 1 0
1 0 0
0 0 0



 , λ2 =




0 −i 0
i 0 0
0 0 0



 , λ3 =




1 0 0
0 −1 0
0 0 0



 ,

λ4 =




0 0 1
0 0 0
1 0 0



 , λ5 =




0 0 −i
0 0 0
i 0 0



 , λ6 =




0 0 0
0 0 1
0 1 0



 ,

λ7 =




0 0 0
0 0 −i
0 i 0



 e λ8 =
1√
3




1 0 0
0 1 0
0 0 −2



 . (A.0.22)Os geradores dessa álgebra são 
onven
ionalmente de�nidos por Ti = λi/2 
om i =
1, ..., 8; de�nindo os geradores de Cartan por H1 ≡ T3 = λ3/2 e N2 ≡ T8 = λ8/2, tem-se que os pesos dessa subálgebra são resolvidos de forma simples, pois essas matrizesjá são diagonais, de modo que os vetores peso, des
ritos no espaço vetorial eu
lideano
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(H1, H2) asso
iados aos autovetores normalizados, são

µ1 ≡
(
1/2, 1/2

√
3
)

→




1
0
0



 ,

µ2 ≡
(
−1/2, 1/2

√
3
)

→




0
1
0



 ,

µ3 ≡
(
0,−1/

√
3
)

→




0
0
1



 .

(A.0.23)
As raízes simples de su(3) são normalizadas, ou seja, veri�
a-se que (±αi)2 = 1; suasraízes simples são α1 = (1/2,

√
3/2) e α2 = (1/2,−

√
3/2), de modo que a matriz deCartan é dada por

Kab = 2
(αa, αa)

(αb, αb)
=

(
2 −1
−1 2

) (A.0.24)e a matriz de Cartan inversa K−1
ab é dada por
K−1
ab =




2

3

1

3

1

3

2

3


 . (A.0.25)As subálgebras su(2) en
ontradas espe
i�
ando as raízes, que serão as diferenças en-tre os pesos e que por sua vez são dadas±α1 = (±1/2,±

√
3/2), ±α2 = (±1/2,∓

√
3/2)±

e ± α3 = (±1, 0), por isso
{E+α1 , E−α1 ,−1

4
(−λ3 +

√
3λ8)};

{E+α2 , E−α2,−1

4
(λ3 +

√
3λ8)};

{E+α3 , E−α3 ,
1

2
λ3}.

(A.0.26)
Essas matrizes, na base de Chevalley (A.0.15), são dadas por

Hα1 =
1

2
H1 +

√
3

2
H2 =




1

0
−1




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Hα2 =

1

2
H1 −

√
3

2
H2 =




0

−1
1



 ;também tem-se
Eα1 =

1

2
(λ4 + iλ5) =




0 0 1
0 0 0
0 0 0



 , E−α1 =
1

2
(λ4 − iλ5) =




0 0 0
0 0 0
1 0 0



 ,

Eα2 =
1

2
(λ6 + iλ7) =




0 0 0
0 0 1
0 0 0



 , E−α2 =
1

2
(λ6 − iλ7) =




0 0 0
0 0 0
0 1 0



 ,

Eα3 =
1

2
(λ1 + iλ2) =




0 1 0
0 0 0
0 0 0



 , E−α3 =
1

2
(λ1 − iλ2) =




0 0 0
1 0 0
0 0 0



 .As relações do produto interno (A.0.21) de su(3) na base de Chevalley são dadaspor
tr(Hα1 Hα2) ≡ tr(H1 H2) = −1; (A.0.27)

tr(Hi Hi) = 2, i = 1, 2; (A.0.28)
tr(EαaEαb) ≡ tr(EaEb) = δa+b,0, a, b = 1, 2, 3. (A.0.29)



BÁlgebras de Ka
-Moody e algumas desuas estruturas de graduação
Antes de de�nir uma álgebra de Ka
-Moody, 
omeça-se 
om uma álgebra de Lie �nita
g e 
onstrói-se a álgebra de Loop [11℄ a qual 
onsiste de polin�mios formais de Laurent
g̃ = g ⊗ C[λ, λ−1] 
om o 
ol
hete de Lie

[X ⊗ λn, Y ⊗ λm] = [X, Y ] ⊗ λm+n. (B.0.1)Uma álgebra de Ka
-Moody a�m ĝ é a extensão 
entral da álgebra de Loop g̃ por umelemento 
entral K que 
omuta 
om todos os outros elementos da álgebra.Seja uma álgebra de Ka
-Moody [14, 26℄ ĝ, a�m à álgebra de Lie g, dada pelasrelações de 
omutação
[Hm

a , H
n
b ] = m Cηabδm+n,0, (B.0.2)

[Hm
a , E

n
α] =

r∑

b=1

mα
bKbaE

m+n
α , (B.0.3)

[
Em
α , E

n
−α
]

=

r∑

a=1

lαaH
m+n
a +

2

α2
mCδm+n,0, (B.0.4)

[
Em
α , E

n
β

]
= (q + 1)ǫ(α, β)Em+n

α+β se α+ β for raiz, (B.0.5)
[D,Em

α ] = mEm
α , (B.0.6)

[D,Hm
α ] = mHm

α ; (B.0.7)nestas Kab, é a matriz de Cartan de�nida em (A.0.7) da álgebra de Lie simples g,asso
iada à álgebra de Ka
-Moody ĝ e que é gerada por {H0
a , E

0
a}; ηab = (2/α2)Kab =

ηba; q é o maior número positivo tal que β − qα ainda seja uma raiz; ǫ(α, β) são sinaisdeterminados pela identidade de Ja
obi, lαa são inteiros dados na expansão α/α2 =∑r
a=1 l

α
aαa/α

2
a enquanto que os inteiros mα

a são dados pela expansão α =
∑r

a=1m
α
aonde os {αi}, i = 1...r, são as raízes simples de g; para todos os 
asos, r é o posto daálgebra de Lie simples g.Es
olhe-se uma graduação inteira de ĝ dada por

ĝ =
⊕

n∈Z

ĝn (B.0.8)73
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e B 74tal que se possa de�nir um operador de graduação
Qs = Hs +NsD + σC, Hs =

r∑

a=1

saλ
v
a ·H0, (B.0.9)onde (s0, s1, ..., sr) é um vetor de inteiros não negativos; λva ≡ 2λa/α

2 onde os λas sãoos pesos fundamentais da álgebra de Lie simples g e os αas são as raízes simples de g;tem-se também que
Ns =

r∑

i=0

sim
ψ
i , ψ =

r∑

a=1

mψ
aαa e mψ

0 = 1, (B.0.10)onde ψ é a raiz mais alta de g. Com isso, o operador de graduação Qs satisfaz
[Qs, ĝn] = nĝn, n ∈ Z . (B.0.11)Com as regras de 
omutação (B.0.2)-(B.0.7) se en
ontra que

[Qs, H
m
a ] = m NsH

n
a , (B.0.12)

[Qs, E
m
a ] =

(
r∑

a=1

mα
asa + nNs

)
Em
α ; (B.0.13)os operadores de step [16℄ asso
iados às raízes simples de ĝ são ea ≡ E0

αa
, e0 ≡ E1

−ψ e
fa ≡ E0

−αa
, f0 ≡ E−1

ψ ; o operador D; e os geradores de sua subálgebra de Cartan, quesão ha ≡ H0
a , h0 ≡

∑r
a=1 l

ψ
aH

0
a + 2/ψ2 onde nesta subálgebra lψa é dador por

ψ

ψ2
=

r∑

a=1

lψa
αa
α2
a

, lψ0 = 1; (B.0.14)então
[Qs, hi] = [Qs, D] = 0 (B.0.15)

[Qs, ei] = siei (B.0.16)
[Qs, fi] = −sifi, i = 1, ..., r. (B.0.17)Tais informações já são su�
ientes para de�nir uma representação das álgebras deKa
-Moody 
onhe
ida 
omo a representação de peso mais alto [26℄; ela é de�nida emtermos de um vetor de peso mais alto |λs〉 que é 
onstruído por uma graduação s de

ĝ de�nida em (B.0.9); tais estados são aniquilados por geradores de ĝ que têm grauspositivos: ĝ+|λs〉 = 0; são autoestados da subálgebra ĝ0:
hi|λs〉 = si|λs〉, (B.0.18)
fi|λs〉 = 0 (B.0.19)
Qs|λs〉 = ηs|λs〉, (B.0.20)
C|λs〉 =

ψ2

2

(
r∑

a=1

lψa
αa
α2
a

)
|λs〉. (B.0.21)
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e B 75É sempre possível [16℄ modi�
ar a de�nição do operador de graduação Qs adi
ionandouma 
omponente em C tal que o autovalor ηs se anule.O estado de peso mais alto |λs〉 pode ser 
onstruído 
omo
|λs〉 =

r⊗

i=0

|λ̂i〉⊗si (B.0.22)onde os |λ̂i〉 são os estados de peso mais alto da representação fundamental e os λissão os pesos fundamentais 
orrespondentes ĝ dados por [16℄
λ̂0 = (0, ψ2/2, 0) e (B.0.23)
λ̂a = (λa, l

ψ
aψ

2/2, 0), (B.0.24)onde os λas, 
om a = 1, ..., r, são os pesos fundamentais da álgebra de Lie �nita gasso
iada a ĝ; lψa é de�nido em (B.0.14) e os autovalores de H0
a , C e D são

H0
a |λ̂0〉 = 0, (B.0.25)

H0
b |λ̂a〉 = δab|λ̂a〉, (B.0.26)
C|λ̂0〉 =

ψ2

2
|λ̂0〉, (B.0.27)

C|λ̂a〉 =
ψ2

2
lψa |λ̂0〉 e (B.0.28)

D|λ̂i〉 = 0. (B.0.29)Para 
ada representação fundamental, os estados de peso mais alto satisfazem
hj |λ̂i〉 = δij|λ̂i〉, (B.0.30)
ej |λ̂i〉 = 0, (B.0.31)
fj|λ̂i〉 = 0, (B.0.32)
f 2
j |λ̂i〉 = 0. (B.0.33)B.1 1o Exemplo: graduação homogênea para ŝl(2)A graduação homogênea para ŝl(2) é de�nida 
om um vetor de graduação s = (1, 0), demodo que |λs〉 = |λ0〉 e que na base de Weil-Cartan tenha-se as relações de 
omutação:






[Hm, Hn] = n 1
2
Cδm+n,0,

[
Hm, En

±
]

= ±Em+n
± ,

[
Em

+ , E
n
−
]

= 2Hm+n + nCδm+n,0,

[D, Tm] = mTm;

(B.1.1)
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e B 76Nestas, C é o termo 
entral. De (B.0.15)-(B.0.17) tem-se, para tal 
aso, que h0 =
C, h1 = H0, f1 = E0

−, e1 = E0
+, tal que se obtém de (B.0.30)-(B.0.33) as relações

h1|λ0〉 = 0, (B.1.2)
f1|λ0〉 = 0, (B.1.3)
e1|λ0〉 = 0, e (B.1.4)

h0|λ0〉 = C|λ0〉 = |λ0〉. (B.1.5)Nestas, �
a 
laro que o vetor de peso mais alto |λ0〉 desta álgebra é um autoestado desua subálgebra de grau zero.B.2 2o Exemplo: s = (1, 1) para ŝl(2)Neste 
aso [27℄, as relações de 
omutação preservam a forma do exemplo anterior:





[Tm3 , T
n
3 ] = m 1

2
Cδm+n,0,

[
Tm3 , T

n
±
]

= ±Tm+n
± ,

[
Tm+ , T

n
−
]

= 2Tm+n
3 +mCδm+n,0, e

[d, Tmi ] = mTm, i = 3, + ou − .

(B.2.1)
Entretanto, para o 
aso de sine-Gordon é feita uma es
olha de base dada por

b2m+1 = Tm+ + Tm+1
− , F2m+1 = Tm+ − Tm+1

− , e Fm = 2Tm3 − 1

2
δm,0C;esta base satisfaz






[b2m+1, b2n+1] = (2m+ 1) δm+n+1,0C,

[b2m+1, Fn] = −2Fn+2m+1,

[F2m+1, F2n] = −2b2(n+m)+1,

[F2m+1, F2n+1] = − (2m+ 1) δm+n+1,0C, e

[F2m, F2n] = 2mδm+n,0C.

(B.2.2)
O operador de graduação (B.0.9) �
a Q = T 0

3 + 2d de modo que
[Q, b2m+1] = (2m+ 1) b2m+1 [Q,Fn] = nFn. (B.2.3)Assim, de (B.0.30)-(B.0.33), en
ontra-se as duas representações fundamentais. Osvetores de peso mais alto nessa representação, onde os vetores de peso mais alto são
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|λ0〉 e |λ1〉, logo

T 0
3 |λ0〉 = 0,

C|λ0〉 = |λ0〉,

T n3 = T 0
+|λ0〉 = T n±|λ0〉 = 0,

T 0
3 |λ1〉 = 1

2
|λ1〉,

C|λ1〉 = |λ1〉 e

T n3 |λ1〉 = T 0
+|λ1〉 = T n±|λ1〉 = 0.

(B.2.4)



CCál
ulo de elementos de matrizusando a representação de pesomáximo
Nesta parte, será expli
itado o 
ál
ulo de alguns elementos de matriz de geradores daálgebra ŝl(2) usando suas regras de 
omutação (ver (B.1.1)). Nestes 
ál
ulos serãousados os fatos expli
itados em (B.1.5) e que o estado (vetor) de peso máximo |λ0〉é aniquilado por qualquer gerador de grau positivo; é 
onsequên
ia disso que 〈λ0| éaniquilado por qualquer gerador de grau negativo. Assim, os elementos de matriz
〈λ0|M |λ0〉, 
om M ∈ ĝ, só é diferente de zero quando M é o gerador 
entral C (ver(B.1.5)). É de�nido que Fi =

∑∞
m=−∞ νmi E

−m
− e Gj =

∑∞
n=−∞ ρnjE

−n
+ .Alguns resultados que serão usados 
omumente são dados por (C.0.1), (C.0.2),(C.0.3): Dados m,n ∈ Z, então

∑

m,n>0

〈λ0|Em
−E

−n
+ |λ0〉 =

∑

m,n>0

〈λ0|E−n
+ Em

− − 2Hm−n + nδm−n,0C|λ0〉

=
∑

m,n>0

(
〈λ0|Em

−E
−n
+ |λ0〉 − 2〈λ0|Hm−n|λ0〉 + nδm−n,0〈λ0|C|λ0〉

)

=
∑

m,n>0

nδm−n,0. (C.0.1)Dados m,n ∈ Z, então
∑

m,n>0

〈λ0|Em
±H

−n|λ0〉 =
∑

m,n>0

〈λ0|HnE−m
± |λ0〉 = 0; (C.0.2)de fato, pois tomando as regras de 
omutação em (B.1.1),

∑

m,n>0

〈λ0|Em
±H

−n|λ0〉 =
∑

m,n>0

〈λ0| ∓Em−n
± |λ0〉 +

∑

m,n>0

〈λ0|H−nEm
± |λ0〉 = 0;

∑

m,n>0

〈λ0|HnE−m
± |λ0〉 =

∑

m,n>0

〈λ0| ±En−m
± |λ0〉 +

∑

m,n>0

〈λ0|E−m
± Hn|λ0〉 = 0;78
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∑

n,p>0

∞∑

m=−∞
〈λ0|En

+E
−m
− E−p

± |λ0〉 = 0, (C.0.3)que é fa
ilmente visto quando se faz
∑

n,p>0

∞∑

m=−∞
〈λ0|En

+E
−m
− E−p

± |λ0〉 =
∑

n,p>0

∞∑

m=−∞
〈λ0|(2Hn−m + δn−m,0C)E−p

± |λ0〉,

=
∑

n,p>0

∞∑

m=−∞

(
〈λ0|(2Hn−mE−p

± |λ0〉 + δn−m,0〈λ0|E−p
± |λ0〉

)(C.0.4)onde, usando o resultado de (C.0.2), tem-se
∑

n,p>0

∞∑

m=−∞
〈λ0|En

+E
−m
− E−p

± |λ0〉 = 0. (C.0.5)
• Cál
ulo de 〈λ0|FiGj|λ0〉.Este elemento de matriz é da forma

〈λ0|FiGj |λ0〉 =
∑

m,n>0

ν−mi ρnj 〈λ0|Em
−E

−n
+ |λ0〉,que tem um elemento de matriz do tipo (C.0.1), então

〈λ0|FiGj |λ0〉 =
∑

m,n>0

ν−mi ρnj nδm−n,0

=
∑

n>0

n

(
ρj
νi

)nque é uma série que 
onverge para
〈λ0|FiGj|λ0〉 =

ρjνi
(ρj − νi)2

. (C.0.6)
• Cál
ulo de 〈λ0|GiFjGk|λ0〉Aqui se tem

〈λ0|GiFjGk|λ0〉 =

∞∑

n=−∞

∑

m,p>0

ρ−mi νnj ρ
p
k〈λ0|Em

+E
−n
− E−p

+ |λ0〉,onde o elemento de matriz é da forma de (C.0.3), logo
〈λ0|GiFjGk|λ0〉 = 0. (C.0.7)
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• Cál
ulo de 〈λ0|FiGjGk|λ0〉

〈λ0|FiGjGk|λ0〉 =
∑

m,n,p>0

ν−mi ρnj ρ
p
k〈λ0|Em

−E
−n
+ E−p

+ |λ0〉

=
∑

m,n,p>0

ν−mi ρnj ρ
p
k

(
〈λ0|E−n

+ Em
−E

−p
+ |λ0〉

+ 〈λ0|(−2Hm−n + nδm−n,0C)E−p
+ |λ0〉

)

= 0. (C.0.8)
• Cál
ulo de 〈λ0|FiFjGk|λ0〉

〈λ0|FiFjGk|λ0〉 =
∑

m,n,p>0

ν−mi ν−nj ρpk〈λ0|Em
−E

n
−E

−p
+ |λ0〉

=
∑

m,n,p>0

ν−mi ν−nj ρpk
(
〈λ0|Em

−E
−p
+ En

−|λ0〉

+ 〈λ0|Em
− (−2H−p+n + pδ−p+n,0C)|λ0〉

)

= 0. (C.0.9)
• Cál
ulo de 〈λ0|FiGjFk|λ0〉

〈λ0|FiGjFk|λ0〉 =

∞∑

n=−∞

∑

m,p>0

ν−mi ρnj ν
p
k〈λ0|Em

−E
−n
+ E−p

− |λ0〉

=
∑

m,n,p>0

ν−mi ρnj ν
p
k〈λ0|Em

−E
−p
− E−n

+ |λ0〉

+

∞∑

n=−∞

∑

m,p>0

ν−mi ρnj ν
p
k〈λ0|Em

− (−2H−p−n + nδ−p−n,0C)|λ0〉

= 0. (C.0.10)O 
ál
ulo de elementos 
om um número maior de geradores, 
omo por exem-plo 〈λ0|GiFjGkGl|λ0〉 e 〈λ0|FiGjFkGl|λ0〉, se torna, em alguns 
asos, imprati
avel-mente 
ompli
ado; para tal, usa-se os operadores de vérti
e, apresentados no próximoapêndi
e.



DOperadores de vérti
e homogêneos de
ŝl(2)

Sejam: os operadores da álgebra de Lie g = sl(2)

h =

(
1 0
0 −1

)
, f =

(
0 1
0 0

)
, e =

(
0 0
0 1

)
; (D.0.1)a base dual de ŝl(2)

{tnh, tnf, tne, f, C,D}, {1

2
t−nh, t−nf, t−ne, C,D}; (D.0.2)

Q = Zα, a rede de raízes; ( | ) é a forma simpléti
a invariante de sl(2) onde (α|α) = 2 e
α são as raízes de sl(2); C[Q] a álgebra de grupo da rede formada pelas raízesQ ⊂ h ⊂ gonde o produto de elementos eα da álgebra de grupo é dado por eαeβ = ǫ(α, β)eα+βe onde ǫ(α, α) = ǫ(−α,−α) = −ǫ(−α, α) = −ǫ(α,−α) = −1. Seja q = eα, entãoidenti�
a-se que C[Q] = C[q, q−1]. A 
onstrução dos operadores de vérti
e homogêneospode ser es
rita 
om

L(λ0) = C[x1, x2, ...; q, q
−1];

αn 7→ 2
∂

∂xn
, α−n 7→ nxn, ∀n > 0 ∈ Z; α0 7→ 2d

∂

∂q
;

C 7→ 1, D 7→ −
(
q
∂

∂q

)2

−
∑

n≥1

nxn
∂

∂xn
, E(z) :=

∑

n∈Z

En
±z

−n−1 7→ Γ±(z),onde
Γ± = exp

(
±
∑

j≥1

zjxj

)
exp

(
∓2
∑

j≥1

z−j

j

∂

∂xj

)
q±1z±2q ∂

∂q c±α. (D.0.3)Ao de�nir
Gi =

∞∑

m=−∞
νmi jE

−m
+ , Fi =

∞∑

n=−∞
νni jE

−n
− , (D.0.4)81
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e D 82se pode fazer a 
orrespondên
ia
Gi → ρiΓ+(ρi), Fi → νiΓ−(νi). (D.0.5)Os elementos de matriz podem agora ser 
al
ulados pela relação

〈λ0|ΓαN
(zN)ΓαN−1

(zN−1) · · ·Γα1(z1)|λ0〉 ={
0 se

∑N
i=1 α−i 6= 0,∏

1≤i<j≤N ǫ(αi, αj)(zi − zj)
(αi|αj) se

∑N
i=1 α−i = 0.

(D.0.6)Com isso, os operadores de vérti
e para este 
aso são dois, Γ+(z) e Γ−(z), asso-
iados às raízes α e −α, respe
tivamente. De (D.0.6) se observa que os elemen-tos de matriz não nulos devem ter um número par de operadores de vérti
e e demodo que, supondo haver N operadores de vérti
e nos elementos de matriz do tipo
〈λ0|ΓαN

(zN )ΓαN−1
(zN−1) · · ·Γα1(z1)|λ0〉, então, os elementos de matriz não nulos devemter N/2 operadores asso
iados às raízes α e outros N/2 asso
iados à raiz −α. Pode-seagora mostrar, 
om esse formalismo, a realização de elementos de matriz; por exemplo,usando (D.0.6), 
al
ula-se
〈λ0|Fi(νi)Gj(̺j)|λ0〉 = νi̺j〈λ0|Γ−(νi)Γ+(̺j)|λ0〉

= νi̺jǫ(+,−)(νi − ̺j)
(−α|α)

= νi̺j
1

(νi − ̺j)2
. (D.0.7)Outro tipo de elemento de matriz é o da forma 〈λ0|E1

−Gj(̺j)|λ0〉, que é 
al
ulado emseguida
〈λ0|E1

−Gj(ρi)|λ0〉 =
1

2iπ

∮
dz z ρi〈λ0|Γ−(z)Γ(ρi)|λ0〉,

=
ρi
2iπ

∮
dz z

z

(z − ρi)2
,

= ρi; (D.0.8)nesta, a integral é feita num no 
ontorno de um 
ír
ulo 
om 
entro na origem.Um outro exemplo importante de 
ál
ulos de elementos de matriz usando operadoresde vérti
e é
〈λ0|E1

−G1F2G2|λ0〉 =
ρi
2iπ

∮
dz zρ1 ν2 ρ2〈λ0|Γ−(z)Γ+(ρ1)Γ−(ν2)|λ0〉

=
ρi
2iπ

∮
dz zρ1 ν2 ρ2

ǫ(+−)

(ν2 − ρ2)2
ǫ(++)(ν2 − z)2 ǫ(+−)

(ν2 − ρ1)2

× ǫ(−+)

(ρ2 − z)2
ǫ(−−)(ρ2 − ρ1)

2 ǫ(+−)

(ρ1 − z)2

=
ρi
2iπ

(ρ2 − ρ1)
2

(ν2 − ρ2)2(ν2 − ρ1)2

∮
dz zρ1 ν2 ρ2

(ν2 − z)2

(ρ1 − z)2(ρ2 − z)2
. ()(D.0.9)
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e D 83As integrais do tipo que apare
em em (D.0.9) são iguais a 2iπ. De fato: sejam asintegrais do tipo
∮
z dz

(z − ν)2

(z − ̺)2(z + x)2
= −∂̺∂x

∮
z dz

(z − ν)2

(z − ̺)(z + x)
,onde denominador pode ser de
omposto em frações par
iais, de modo que

1

(z − ̺)(z + x)
=

1

x+ ̺

(
1

z − ̺
− 1

z + x

)
; (D.0.10)então

∮
z dz

(z − ν)2

(z − ̺)2(z + x)2
= −∂̺∂x

∮
z dz

(z − ν)2

x+ ̺

(
1

z − ̺
− 1

z + x

)
,

= −∂̺∂x
{

1

x+ ̺

(∮
z dz

(z − ν)2

z − ̺
−
∮
z dz

(z − ν)2

z + x

)}
,onde, usando o resultado do teorema dos resíduos [3℄, en
ontra-se

∮
z dz

(z − ν)2

(z − ̺)2(z + x)2
= −∂̺∂x

{
2 iπ

x+ ̺

(
̺(̺− ν)2 + x(x− ν)2

)}
,

= −∂̺∂x
{

2 iπ

x+ ̺

(
̺3 + x3 + 2ν(x2 − ̺2) + ν2(̺+ x)

)}
,

= −2iπ∂̺∂x
(
x2 − ̺x+ ̺2 + 2ν(x− ̺) + ν2

)
,

= 2iπ. (D.0.11)Assim
〈λ0|E1

−G1F2G2|λ0〉 = ρ1ν2ρ2
(ρ2 − ρ1)

2

(ν2 − ρ2)2(ν2 − ρ1)2
(D.0.12)Da mesma forma, se obtem para elementos de matriz em termos de operadores devérti
e homogêneos que

〈λ0|FiGiFjGj|λ0〉 =
ρi νi ρjνj(ρj − ρi)

2(νj − νi)
2

(ρi − νj)2(ρj − νi)2(ρi − νj)2(ρj − νi)2
. (D.0.13)Estes operadores de vérti
e foram obtidos supondo que a representações da álgebrade Ka
-Moody ŝl(2) no plano 
omplexo C; entretanto, no 
aso relevante ao do modeloNLS 
om 
ondições de 
otorno 
onstantes, é ne
essário que se represente os operadoresde vérti
e em uma superfí
ie de Riemann C−D, onde D é um dis
o de raio ρ; ou emuma superfí
ie de Riemann na forma de um dis
o D de raio ρ. Estas representaçõessão 
onhe
idas na literatura e são estudadas, por exemplo, em [24℄.
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