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Resumo

Neste trabalho é feito um estudo de aspectos algébricos de sistemas integraveis no
sentido da integrabilidade de Liouville. Em seguida, se aborda a formulagao de Lax,
a qual trata de sistemas que sao integraveis e que evoluem nao linearmente, mas que
podem ser colocados em termos de um problema linear. Como exemplo, discute-se a
integrabilidade da rede de Toda, um sistema (discreto) com N particulas em uma linha
onde as particulas interagem exponencialmente entre suas primeiras vizinhas, com a
abordagem feita por Flaschka [1|, onde se escreve o sistema na formulacdo de Lax,
cujos potenciais sdo dados em termos de geradores da algebra su(N).

A formulacao de Lax pode ainda ser generalizada para descrever sistemas integraveis
de origem discreta e continua, o que foi o resultado de um estudo feito por Zakharov
e Shabbat e depois generalizado por Ablowitz, Kaup, Newel e Segur (AKNS) para
descrever varios outros sistemas integraveis; esta abordagem usa um operador de Lax
que é linear em 0,. Esta tltima formulagao é colocada posteriormente em forma simples
em termos da condicao de curvatura nula. Posteriormente, mostra-se a formulacao de
curvatura nula para o modelo NLS.

A busca por solugoes se da por meio das transformacoes dressing que, por sua
vez, atuam sobre os campos do modelo descritos em termos de geradores das 4lgebras
de Kac-Moody com graduacao homogénea; as transformacoes agem sobre os potenciais
que aparecem na condicao de curvatura nula preservando suas estruturas de graduagao.
Por fim, as solugoes sao obtidas com auxilio das funcoes 7. Calcula-se os elementos de
matriz que aparecem nas expressoes das funcoes 7 por dois métodos: método das rep-
resentacoes integraveis de peso mais alto e a representagao em termos de operadores de
vértice de nivel um, ambas representacoes para as algebras de Kac-Moody de graduacao
homogeénea.

Especial atencao merecem as condicoes de contorno para os campos do modelo;
assim, é descrita a solucao do tipo ‘dark’ séliton do sistema NLS que aparece para
uma condi¢ao de contorno constante (diferente de zero) no infinito. Para tal fim, é in-
troduzido um parametro afim relacionado ao parametro espectral do problema linear;
isto é necessario para evitar a construcao de folhas de Riemann, visto que aparecem
fungoes plurivocas. Assim, o elemento de grupo v,  associado & solugao de vacuo
torna-se univoco em termos do novo parametro espectral afim. Isto é em contraposicao
a solucao de tipo ‘bright’ séliton que aparece para uma condicao de contorno nula
no infinito. Por sua vez, para obter esta solu¢do nao é necessario introduzir nenhum
parametro afim, ou seja, a solucio de vacuo para o elemento de grupo 1° é construido
no parametro espectral que define o sistema NLS usual. Na literatura cientifica recente,
encontra-se que as solucoes ‘bright’e ‘dark’ soliton aparecem nas descricoes de feno-
menos fisicos interessantes em diversas areas, assim como em teoria de cordas, Optica
fisica e condensacao de Bose-Einstein em matéria condensada.



Abstract

In this dissertation, we study some algebraic aspects of certain integrable systems,
such that integrability is understood in the sense of Liouville. Many integrable system
can be written in terms of the so-called Lax formulation. This formulation is suitable to
deal with some systems which evolves nonlinearly but, in spite of this, can be associated
to a linear problem. As an example, it is discussed the Toda lattice integrability, a
(discrete) system with N particles on a line where the particles interact exponentially
with their nearest neighborhoods. It is followed the Flaschka’s approach [1], such that
the Lax pair is written in terms of su(/N) Lie algebra valued matrices and the equation
of motion is obtained from the so called Lax equation.

The Lax formulation can be generalized to describe integrable systems of discrete
and continuous type, which was the result of a study done by Zakharov and Shabbat,
and then generalized by Ablowitz, Kaup, Newel and Segur (AKNS) to describe many
other integrable systems; this approach is made with a Lax operator which is linear in
0,. This last formulation is then written in a simple form in terms of a zero curvature
condition. Subsequently, it is made the formulation of the zero curvature equation
of the NLS model. In this formulation the potentials entering the zero curvature
equation lie in the directions of certain generators of the affine Kac-Moody algebra.

The search of solutions is done through the dressing transformations method. These
gauge transformations act on the potentials of the model such that their form and
graduation structure are maintained. Each of these gauge transformations is made
with the help of two different group elements. Finally, the solutions are written with
the aid of the 7-functions. The matrix elements that define the 7-functions can be
computed by two methods: highest weight and vertex operators representations of the
Kac-Moody algebras of homegeneous graduation.

Special care deserves the non vanishing boundary conditions (NVBC) on the fields
of the model; in particular the constant boundary conditions in the NLS model is
associated to a ‘dark’-soliton type solutions. For this, it is constructed the dressing
transformation and analyzed the vacuum solution in connection to NVBC and identify
an affine parameter in wich one rewrites the zero curvature equation in order to avoid
the construction of the relevant Riemann sheets for a double valued function appear-
ing in the process. Thus, the group element 90 , associated to the vacuum solution
becomes single-valued in terms of the new affine spectral parameter. This is in contra-
position to ‘bright’ soliton solution type for a vanishing condition at infinity. In order
to get this solution, it is not necessary to introduce any affine parameter, i.e., the vac-
uum solution to group element ¢° is constructed in the spectral parameter that defines
the usual NLS model. In the recent scientific literature, the ‘bright” and ‘dark’ soliton
solutions appeared as describing interesting physical phenomena in diverse areas such
as string theory, optical physics and Bose-Einstein condensation in condensed matter.
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Introducao

A teoria dos solitons teve inicio no século XIX, quando tais ondas foram observadas
propagando-se na superficie da agua [2|; atualmente, envolve uma grande variedade
de modelos matematicos que permitem o estudo de uma ampla quantidade de prob-
lemas que aparecem na fisica, tecnologia, biologia e na matematica, pura e aplicada.
Observa-se na literatura cientifica e topicos de conferéncias mais recentes a relevan-
cia crescente dos solitons e de outros fendmenos nao lineares em sistemas 6pticos nao
lineares, dindmica molecular, mecanica de fluidos, ondas de plasma, hidrodindmica,
eletronica quantica, fisica da matéria condensada, teoria de cordas, QCD e gravitacgao.
Estes tratamentos envolvem formulagoes matemaéticas no continuo e sistemas nao lin-
eares discretos, classicos e quanticos.

Os fendmenos ondulatorios aparecem em todas as areas da fisica. Uma onda pode
ser entendida como a propagacao de energia que pode ser no vacuo, onde se tem como
exemplo ondas eletromagnéticas, e em algum meio material, onde pode-se tomar como
exemplos as ondas na agua, ondas em uma corda e varios outros. O modelo mais
comum de propagagao de uma amplitude u(x,t), em uma dimensao espacial x e outra
temporal ¢ [2] e em forma ondulatoria, é dado pela equagao diferencial

Pu 0%
_ c _
ot? Ox?
onde ¢ é uma constante positiva. A solucao geral para esta equacao diferencial é

conhecida como solugao de D’Alambert e é expressa em termos das variaveis (x + ct)
por

= 0, (1.0.1)

w(z, t) = f(x—-ct)+ gz +ct), (1.0.2)

onde f e g sdo solugoes distintas. A solucao (1.0.2) é de uma onda viajando para a
direita e outra em sentido oposto, ambas com velocidade de propagacao c; elas podem
ser determinadas para dados de fronteira, como por exemplo u(z,0) e (Ou/0t)(zx,0).
Essas ondas nao interagem entre si, o que é uma consequéncia de (1.0.1) ser uma
equacao diferencial linear; por ser uma equacao diferencial linear, essas solucoes podem
ser superpostas, logo a combinagao linear de todas as possiveis ondas também é solugao.
Tais ondas também nao alteram sua amplitude quando se propagam; para ver isso,
toma-se uma das componentes da onda, denotada por f, e faz-se uma mudanca de



coordenadas ¥ = = — ct, entao f(z — ct) = f(J) nao se altera com a evolugao de x e t
para um valor fixo 9J; ou seja, f(z) (em ¢ = 0) tem o mesmo valor para outros valores
de t, mas apenas transladado para a direita por um valor ct.

Seja agora a equacao diferencial

Up + Uy + Ugpyw = O, (1.0.3)

onde se toma de uso a notagdo em que, por exemplo, u; significa Ou/0t, U, significa
D3u/0x3 e também serd usado 9, = 9/dz; tomando para (1.0.3) uma solugao do tipo
harmonica

u(z,t) = ke, (1.0.4)

por substitui¢do direta em (1.0.3), a equagao (1.0.4) serd sua solugdo se a frequéncia
w for dada por

w = k—k, (1.0.5)

onde k é o nimero de onda; o argumento da exponencial de (1.0.4), com a frequéncia
w dada em (1.0.5), sera
kr — wt = k(x — (1 — k*)t);

logo, a solu¢ao em (1.0.4) com a frequéncia (1.0.5) descreve uma onda que se propaga
com velocidade

w
c=—=1-k, (1.0.6)

k
o que significa que a velocidade de cada onda sera funcao de k; isso ainda implica que
ondas com ntimeros de onda k diferentes tém velocidades diferentes: isso caracteriza o
que se chama de uma onda dispersiva. Para aumentar a generalidade, pode-se integrar

as solugoes de onda u(z,t) sobre todos os valores de k, ou seja

w(o ) = / A(k)eithr—u®n) g, (1.0.7)

—00

onde A(k) é obtido por uma transformada de Fourrier [3] de u(z,0). O resultado disso é
de um perfil de onda que muda seu tamanho em seu movimento, pois suas componentes
viajam a velocidades diferentes, indicando um perfil de onda dispersiva. A velocidade
de cada onda & dada por (1.0.6) e é chamada de velocidade de fase. A onda em (1.0.7)
tem velocidade vy, denominada velocidade de grupo e que determina a velocidade do
pacote de ondas, definida por

dw
Vg = %, (108)
mas com (1.0.5), tem-se
d
My 32 (1.0.9)

dk



Um outro fator envolvido no aspecto do perfil das ondas é conhecido como nao lineari-
dade; a nao linearidade estd na maioria dos casos reais, por exemplo, em uma corda
(ver tratamento em [3]), a equagdo da onda tem a forma de (1.0.1), mas para isso foi
feita uma aproximacgao ao restringir que as amplitudes de oscilacao fossem pequenas.
Um caso relativamente simples de nao linearidade [4] é da equagdo diferencial parcial
nao linear

u+ (1+u)u, = 0. (1.0.10)

Equagoes nao lineares (como exemplo (1.0.10)) sao de solugdo bem mais complicadas,
pois apresentam ambiguidades (dados possiveis valores para = = xy e t = ty pode haver
nao unicidade no valor de u(xg, to), descaracterizando u como fun¢io), descontinuidades
e ainda possuem solugoes que ndo podem ser superpostas. Para ver que em (1.0.10)
as solucoes nao podem ser superpostas, basta tomar duas possiveis solucoes, u; e us,
entao

0t(u1 + UQ) + (1 + Ui + ug)aw(ul + UQ) = 8tu1 + (]_ + ul)ﬁwul + 0tu2 + (]_ + u2)8$u2
+u28xu1 + ulﬁzuz

Além destes, ainda existem casos fisicos em que se obtém uma equacao diferencial
que é tanto dispersiva quanto nao linear, como exemplo, a equacao

w4 (1 4+ u)uy + Uggwe = 0. (1.0.11)

Esta é a conhecida equagdo de KdV, desenvolvida por Kortewreg e de Vries [2] para
descrever ondas solitarias observadas pelo engenheiro naval Scott Russel no canal de
Edimburgo!.

Outra equacao nao linear e dispersiva é a conhecida Fquacao de Schrédinger nao
linear, chamada de NLS, que é

Yo = =2ik[Y]*) + itheg, (1.0.12)

onde o conjugado complexo desta equacao também tem a mesma forma. A equagao
NLS tem varias aplicagoes em fisica, como por exemplo em [5] dptica e propagagao do
campo elétrico em fibras opticas de auto-focalizagao (“self-focusing”).

Outra equacao nao linear é a equacao de sine-Gordon, dada em coordenadas do
cone de luz x4 = = + t, por

Opro ®=04-¢ = seng. (1.0.13)

Esta equacao aparece, entre varios exemplos, em fenoOmenos de teoria quantica de
campos nao perturbativa [6] e em um modelo mecéanico de péndulos em um tubo de
borracha [7]; este iltimo modelo é obtido na seguinte segao.

10s indios deveriam ter conhecimento de ondas assim muito antes, como por exemplo a pororoca
no Rio Amazonas, sem contar de civilizacOes ainda mais antigas em outras partes do mundo.



A dissertacao esta organizada como se segue: no capitulo 2, serao discutidos os
conceitos de integrabilidade na abordagem de Liouville e serd apresentado o método
de Lax. Estes dois temas sao usados para discutir a integrabilidade da rede de Toda;
em seguida se mostra a formulagao de primeira ordem, que é uma generalizacao do
método de Lax e posteriormente a formulacao de curvatura nula. No capitulo 3, se
aborda as solucgoes de sistemas integraveis com o método das transformacoes dressing;
tais transformacoes ligam solucoes de vacuo a solugoes que nao sao as triviais; e define-
se as fungoes 7, que auxiliam a obter as solucoes soliton. No capitulo 4 sao obtidas
solucoes ‘bright’ soliton do modelo NLS. No capitulo 5 é discutido uma variagao do
modelo NLS adequada para estudar condi¢oes de contorno constantes, permitindo que
se obtenha solugoes conhecidas como dark soliton. No apéndice A, define-se as algebras
de Lie su(N) e como exemplo especial, que serd usado no capitulo 2 para a rede de
Toda, o caso su(3). No apéndice B, sdo discutidas as estruturas de graduagao para as
algebras de Kac-Moody, dando como exemplo as graduagoes homogénea e principal; a
estrutura de graduacao de uma algebra de Kac-Moody é de importancia fundamental na
definicao da representacao integrdvel de peso mais alto. No apéndice C, sao calculados
alguns elementos de matriz usando a representacao de peso mais alto. No apéndice
D, define-se a representacao das dlgebras de Kac-Moody em termos dos operadores de
vértice de nivel um.
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Uma visao geral de sistemas
integraveis

Como motivacao do aparecimento de um sistema integravel associado a um problema
fisico é apresentada a derivacao do modelo de sine-Gordon num sistema mecanico
classico que consta de péndulos com hastes de massa desprezivel acoplados em um
tubo de borracha e que comeca a oscilar em grandes amplitudes; e, em seguida, é dado
um ansatz para obtencao de algumas solugoes particulares do sistema. Neste capitulo
se mostra também o critério de integrabilidade sob o ponto de vista de Liouville, onde
um sistema ¢é integravel se suas equagoes de movimento puderem ser resolvidas por
meio de quadraturas. Para isso, o numero de quantidades conservadas do sistema
deve ser igual ao nimero de seus graus de liberdade; mais ainda: essas quantidades
conservadas devem estar em involucgao e ser linearmente independentes. O formalismo
de Lax, também trabalhado neste capitulo, mostra-se de grande valor ao facilitar a
forma em que se obtém as quantidades conservadas de algum sistema que pode ser
escrito sob este formalismo. O objetivo apresentado neste capitulo é, além de mostrar
que a rede de Toda é um sistema integravel, mostrar também o formalismo generalizado
de Zakharov-Shabbat, que permite uma descri¢ao unificada de sistemas integraveis de
naturezas distintas; este tltimo formalismo pode ser descrito em termos da condicao
de curvatura nula.

2.1 Obtencao da equacao de sine-Gordon de um
modelo da mecéanica classica

Um dos casos classicos em que se obtém a equacao de sine-Gordon se dd em um sistema
fisico relativamente simples [7]: consta de um tubo cilindrico de borracha com constante
de rigidez G onde ha uma distribuicao de péndulos com massa m ligados por hastes
de massa desprezivel; aplica-se entao um torque M; em uma dire¢ao e depois disso o
sistema comeca a oscilar com grandes amplitudes.

Pela lei de Hooke, tem-se

T = Ga, (2.1.1)



2.1. Obtencao da equacao de sine-Gordon de um modelo da mecanica classica 6
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(a) Visao longitudinal do sistema. (b) Visdao frontal do sistema depois de
aplicada uma torcao em uma das pontas
do tubo.

Figura 2.1: O sistema descrito pela equagao de sine-Gordon.

onde T & o modulo da tensao! na seccao transversal, a é o angulo de torcao transversal
e G ¢ a constante de rigidez do tubo (conferir Figura (2.2(a))).
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(a) Seccao transversal do tubo. (b) Relacdo dos angulos no tubo em funcdo de um
elemento infinitesimal de distancia dx.

Figura 2.2: A relacao entre os angulos e forcas no tubo.

A relagao entre os angulos da secgao transversal (conferir figura 2.2(b)) do cilindro
e de torcao do mesmo é dada por

adr’ = rig, 0<r<R. (2.1.2)
De (2.1.1) e (2.1.2), tem-se a equagao

09
T=Gr—. 2.1.3
ox! ( )
ITensao pode ser entendida como a taxa de variacao da forca sobre um elemento de area, ou seja,
T =dF/dA.
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Como

onde dA é o elemento da area da secgao transversal do cilindro; tem-se para (2.1.3) que

dF Y0)
— —Gr—=. 2.1.4
dA ~ o (2.1.4)
Multiplicando (2.1.4) por r e passando o elemento de area dA para o outro lado da
igualdade, vem que
0¢
dF = Gr*dA—. 2.1.5
r ridA<> ( )
Nota-se que a quantia d¢/dx’ é independente da &rea da secgao transversal do tubo;
por isso, integrando (2.1.5) em toda a area da secco transversal, tem-se

rF = GJ5—¢ J= / r2dA. (2.1.6)
A

oz’

A quantia rF' é nada mais que o modulo do torque M, pois o angulo envolvido é 7/2;
isso ocorre pelo motivo da forca F' aplicada para torcer o cilindro ser perpendicular a
7 assim, pode-se escrever

_ 99
M, = GJ@, (2.1.7)
de modo que
_ 0¢
oM, =GJ6 (@) . (2.1.8)

Por outro lado, o torque M, de acao de cada péndulo tem como moédulo
|My| = Fyry = mg(R + lp)seng, (2.1.9)

tal que, assumindo que os péndulos se distribuem de forma continua, pode-se fazer
om = pdx’, onde p é a densidade de massa dos péndulos em func¢ao do comprimento
do cilindro; desta forma, pode-se fazer

My = pdx'g(R + lp)seng. (2.1.10)

Como os modulos de vetores podem ser somados linearmente, vem que o modulo
do torque total 0 M é dado por

5M - 5M1 - 5M2,
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e entao
0¢ /
M =GJ 57 ) poz'g(R + ly)seng. (2.1.11)
Da mecanica classica, vem que
010 =oM (2.1.12)

onde I ¢ o momento de inércia do sistema e § = 92¢/d(t')?, ou simplesmente Oy ¢, &
a aceleragao angular; logo, (2.1.11) resulta em

810ppd = GJ6 (%) — puéx’g(R + lp)seng. (2.1.13)

Notando que o momento de inércia ¢ uma funcao de z’, ou seja, o momento de inércia
para cada péndulo varia em funcao do comprimento do cilindro, pode-se escrever que
01 = Kdz', o que resulta, em (2.1.13),

K6z Oppp = GJI6 (%) — udx'g(R + ly)seng. (2.1.14)

Dividindo tudo por dz’ e levando a relagao ao limite quando dz’ — 0, tem-se a relacao

_GJ W
at/t/¢ = ?az/x/(b — gg(R + lo)sen(b. (2115)

Usando uma mudanca de coordenadas tal que o sistema permaneca invariante, que é

GJ K
" — _— t = —t 2.1.16
Gy e S g (2.1.16)

O — Opp@ = senag. (2.1.17)

Esta é a equacao de sine-Gordon, que aqui foi obtida para um modelo da mecanica
classica.

Pode-se dar um “ansatz” para a equacao de sine-Gordon; usando o ansatz em que
se sugere uma solucao de varidveis separaveis

vem que

¢(x,t) = 4tan™? (%) , (2.1.18)

sabendo da identidade

—Z —tan™! (%) <0

tan~'6 = : (2.1.19)
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e substituindo na equacao diferencial (2.1.17), tem-se que

2 2
€
%em +gte = (V2 + 207 — b)) + (=€ + 262 —eeyy) . (2.1.20)
Pode-se separar as equacoes derivando ambos os lados por x e ¢, onde facilmente se
chega em

Exxx oz Vst + E (2.1.21)

€2, & oYXy P

Como foi admitido no ansatz, as variaveis sao separéaveis, e por isso pode-se fazer

(Coa/C)y _ _ Wu/) _ g2 (2.1.22)
€€y Vi
ou ainda
d Exx d wtt
— (22) = —6k?%e, — [ =) =6k 2.1.23
o que da, integrando diretamente, as relagoes
gﬁ — —3]€282 +m e % = 3]§21/}2 +vVm? — 1, (2124)
€
onde m e v/m? — 1 sdo constantes de integracao. Depois disso, ainda se pode fazer
Exx = _3k283 + me wtt = k2¢3 + v m2 - 11/} (2125)
que, integrando mais uma vez [8], da as relagoes
g, = Kk’ +me+n? (2.1.26)
e = K¢+ Vm?—1¢ (2.1.27)

As relagoes (2.1.26) e (?77) estao ligadas a fungoes elipticas incompletas de primeira
ordem, entretanto, fazendo para os casos mais simples, onde £k = n = 0, tem-se as
solucoes

g(x)=e™ e Y(t) =V (2.1.28)

o que faz resultar em (2.1.18) que

¢(x,t) = 4dtan! <em(x_ m;_lt)>, (2.1.29)

ou, se  =+vm?— 1/m, tem-se

$(z,t) = 4tan”’ (exp (%)) . (2.1.30)
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Outras solugoes sao

Bsenh(Smz)

cosh (Bmx

oz, t) = 4tan1( ) se k=0e m?<1;

1 sen(m3*t)

2
- 1.
ﬁcosh(mx)) se m#0, n=0e m° <

(x,t) = 4tan™? (

Sera de uso mais adiante o tratamento do modelo de sine-Gordon nas coordenadas

de cone de luz: fazendo uma transformagao de coordenadas z— = 1/2(x —t) e xy =
1/2(x + t) e pela regra da cadeia, deve-se ter agora

. 8"177 3x+ . 1
Oy = 5 Oy + o Oy, = 5 (On_ 4+ 0s,) e
ox_ ox 1
O = Wam, + 8—;8x+ =5 (895, - au) )

tal que
1
Opy = 1 (O4 +201- +0--)
1
O = 1 (O44 —204- +0--).
Com essa mudanga de coordenadas, se tem agora para (2.1.17) a relagao

O4_u = senu. (2.1.31)

2.2 Sistemas hamiltonianos

Os passos que seguem sao na direcao de definir o critério de integrabilidade de Liouville;
muitos destes sistemas sao estudados mediante a formulagao hamiltoniana, portanto
apresenta-se alguns conceitos dessa formulacao. Seja um sistema descrito por uma
lagrangeana L£(q,q,t) =T — V, onde T é a energia cinética do sistema, enquanto que
V' é a energia potencial; assim, tal sistema tem equacoes de movimento dadas pelas
equagoes de Euler-Lagrange [9]:

d (0L oL
— (=) -===0, (2.2.1)
dt aqk 6qk
gerando n equacoes diferenciais de segunda ordem e onde define-se 0 momento canénico
conjugado por

oL

;g = -, 1=1,2,...,n. 2.2.2
P dq; ( )
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Pode-se fazer uma transformada de Legendre nas coordenadas canonicas conjugadas
(¢,p), dada por

=1

tal que, da equivaléncia entre as derivadas totais dos dois lados de (2.2.3) e com o
auxilio de (2.2.2), encontra-se:

o . OH _ .
8% - p27 8]?@ _QH

As chamadas equacoes canodnicas de Hamilton, sao dadas pelas duas primeiras dessas
equagoes em (2.2.4). Seja F'(q,p,t) um variavel dinamica qualquer, entao

P Z(@F&H OF OH

— F: 2.2.
0q; Op;  Op; 3%’) T oL, (2.2:3)

i=1

definindo o colchete de Poisson

OF OH 8F6H) | (2.2.6)

FHY = —
tH (8% Opi  Opi Og;
tem-se entdo que uma variavel dinamica F'(q, p,t) qualquer pode ser escrita como

F = {F,H}+0F. (2.2.7)

No caso de variaveis dinamicas que nao dependem explicitamente do tempo, como por
exemplo ¢; e p;, tem-se

¢ = {4 H}

(2.2.8)
pi = A{pi, H}.

Diz-se que uma quantidade E estd em involu¢do quando {E, H} = 0.
Sejam F' e G duas variaveis dinamicas quaisquer, entao
oF 0G  O0F 0G
Gt = ——— —— 2.2.9
(rey = GG (229)

onde, para F, G, e J variaveis dinamicas quaisquer, verifica-se as propriedades de anti-
comutatividade e bilinearidade, além das propriedades de Leibiniz:{F, GJ} = {F,G}J+
G{F, J}; eade Jacobi: {F{G,J}} = {{F,G}J}+{G{F,J}}. Os colchetes de Poisson

para as variaveis candnicas ¢; e p; sao

{a, 45y = Api,pi} =0, {ai, i} = —{pj @} = 5. (2.2.10)
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Pode-se escrever, com ¢ = (q1,q2, .-, qn), p = (P1, P2, ---,Pn) € com a ajuda de (2.2.4),
que

q OH/0q
=J , (2.2.11)
p OH/Op
onde
0 I
J = (2.2.12)
—-I o0

e 0 é a matriz n X n cujos elementos sao todos nulos além de que I ¢ a matriz identidade,

também n x n; a matriz quadrada J (2n x 2n) pode ser escrita em termos dos colchetes
em (2.2.10) por

o, ey - Ao, {a,p} - {a,pa}

B T T P U P S

=1 oa} - lnad up) - oo | (22.13)
{pn;%} {pn;Qn} {pn.p1} {pr;,pn}

Com (2.2.13) e tomando ¢ = (¢,p) = (¢1, G2, -, Gns P1, D2, ---, Pn), S€ escreve (2.2.11) em
termos de componentes como sendo

Jika_H

= : 2.2.14
¢ - (22.14)
onde J%* sao as componentes da matriz J. O colchete de Poisson para duas varidveis

dindmicas S;; e Sy pode ser escrito, nesta notacao, por

8Sij 8Skl
ocr o4

O espaco onde um sistema hamiltoniano é descrito é chamado de espac¢o de fase,
que é 2n-dimensional; o estado de um sistema em um tempo ty é representado por um
ponto no espaco de fase.

Seja R uma regiao no espago de fase (¢, p) que é mapeada para uma regiao R’ do
espago de fase (@, P) por uma transformacao canonica [9]; seja também 2 o volume
da regiao R, de modo que

{Sij, Sk} = {¢P, ¢}, (2.2.15)

Q:/dqldqg...dqndpldpQ...dpnE/d2”z
R R

e da mesma, forma, seja ' o volume da regiao R, onde

Q- / 40, Q) ... dQY, dP! dP,... AP, = / dne,
R/ /
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entao 2 = €. De fato, pois do teorema de mudanca de variaveis aplicado a transfor-

magcoes candnicas
Q’:/ d2"§:/ M| d*"z
R R

onde M é a matriz jacobiana da transformacao de coordenadas (; — z; e é definida por

o ) [ 7T
8(2’1, ey Zn) 84:271 . BC.zn 7

tem-se para o “volume” no espaco de fase que

Q = /d(thQ---dQndplde---dpna
R

mas como o determinante da matriz jacobiana M de uma transformagao canonica (ver
teoremas (8.3.1) e (8.3.2) de [9]) é £1, tem-se

Q - /|M|dQ’lng...dQ’ndPl’dPé...dP,;,
_ o

A nocao de integrabilidade de um sistema esta ligada com a possibilidade de solucao
explicita de suas equacoes de movimento. Como exemplo, considera-se um sistema
mecanico unidimensional qualquer, onde a energia total £ do sistema é uma quantidade
conservada, assumida como F = T+ V onde T é energia cinéticae V = V(z) é a energia

potencial, logo
1m e\’ +V(z)=FE
dt -

de modo que a equacao de movimento é dada por

t_to_[/ S

e a solugao z(t) vai depender da forma de V' (z)

Definicao 2.2.1. Um sistema Hamiltoniano conservativo com n graus de liberdade é
dito integravel se existem n constantes de movimento independentes e em involucao,
ou seja

1. {F,H} =0,
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3. VF; sdo linearmente independentes em cada ponto do espaco de fase (p,q), Vi,j =

1,...,n.

Teorema 2.2.1. (Teorema de Liouville-Arnold) Seja um sistema hamiltoniano inte-
grdavel com n graus de liberdade, entao

1.

FEzistem varidveis canonicas (¢, ..., on, J1, ..y Jn) tais que H = H(J1, ..., Jn), de
modo que a solucao das equacoes de movimento nas varidveis €

Ji = cte; ¢ = or(0) +wit, 1<k <n,
onde wy = OH/0Jy € constante;

As equagoes de Hamilton nas varidveis originais (q,p) podem ser resolvidas por
quadraturas;

Se o conjunto das hipersuperficies de nivel das constantes de movimento em in-
volucao Fy, definido por

M, = {(q,p)|Fr(q,p) = cx, 1 < ¢ < n},

é compacto e conexo, as varidveis canonicas (J,¢) podem ser escolhidas como
varidveis de acao-dngulo e o movimento € multiperiodico com frequéncia wy, =

OH /0T

A demonstracao deste teorema é vista em [9] e mais explicitamente em [10].

2.3 A formulacao de Lax

A formulacao de Lax tem a idéia de descrever equagoes que evoluem nao linearmente
em termos de um operador linear que seja iso-espectral, ou seja, um operador cujos
autovalores sejam constantes durante a evolucao nao linear. O tratamento a seguir é
apresentado na eferéncia [12]. Como exemplo, seja uma equacao de evolugao linear
descrito por um operador hamiltoniano H (que é hermiteano) indepentente do tempo
t; um operador linear A(t) cujos autovalores sejam independentes do tempo deve ser,
na abordagem de Heisenberg, unitariamente equivalente a A(0), ou seja:

U'AMU() = A(0), (2.3.1)
U(t) = e 4 (2.3.2

I

diferenciando (2.3.1) com respeito a t, encontra-se

onde

SHA = i[A(t),H], (2.3.3)

QU (t) = —iHU(t) = BO)U (%) (2.3.4)
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e B = —1H é um operador anti-hermiteano. Para o caso nao linear, seja
L(u(z,t)) = L(t) (2.3.5)

o operador linear em u(z,t) que se procura; assume-se que este seja hermiteano e que
seus autovalores sejam independentes de t' (¢’ nao é necessariamente o tempo). Para
que isso seja verdade, deve existir um operador unitario U(t') tal que

UTYLU (') = L(0). (2.3.6)
Diferenciando (2.3.6) com respeito a t’, encontra-se

ouUt ()
o

OL(t')
o

U(t’)+UT(t')L(t)aU(tl) = 0. (2.3.7)

LU +U(t) 5

A diferenca desse caso para o linear é que U(t'), mesmo sendo unitario, ainda tem
forma indeterminada; se U(#') é unitario, entdao U'(#)U(t') = 1, logo 8y UT(#)U(t') +
Ut ()0, U (') = 0; pode-se escrever, como em (2.3.4), que

au (')
at

B(t"hU(t"), (2.3.8)

onde B(t) é um operador que precisa ser anti-hermiteano. Substituindo (2.3.8) em
(2.3.7), encontra-se

By L") = [B(t'), L(t)]. (2.3.9)

Assim, se L(t) for um operador iso-espectral, ele deve satisfazer a uma rela¢ao semel-
hante a do caso linear, mas com a diferenca de que nao se sabe a forma de B(t). Se L(t)
¢ um operador linear em u(z,t), vem que 0;L(t) também deve ser linear em u(x,t) com
a proporcionalidade de uma constante multiplicativa; com isso, de (2.3.9), se observa
que [B(t'), L(t')] ¢ um operador multiplicativo que é proporcional a evolugao (espec-
tral) de u(z,t). Além do mais, se é possivel encontrar um operador linear L(t) e outro
operador B(t), que por sua vez nao seja necessariamente linear em u(z,t), e tal que
[B(t'), L(t')] € um operador multiplicativo e proporcional & evolugao de u(zx,t) por uma
equagao nao linear, entdo os autovalores de L(t) serao independentes do parametro ¢;
isto &, no caso em que

L)y (t) = =g (1), (2.3.10)
com ¥ (t) = U(t)1(0), a evolucao em ¢ teria, de (2.3.8), a forma
Op(t) = QU (1)1 (0) = B(t)i(t). (2.3.11)

Quando os operadores L e B existem para um sistema, sao conhecidos como o
par de Lax para o sistema com uma evolucao nao linear e eles tém uma importancia
fundamental no estudo da integrabilidade de um sistema.
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Definindo as quantidades

1
K, = —tr(L"), n=12.., (2.3.12)

Ko = log|det L] (2.3.13)

tem-se, como L = [L, U] e com a ciclicidade do traco, que

d 1 n—1r7
= te(L"H[L, U)),
= ("7, L]U),
= 0, (2.3.14)

o que diz que K, é conservado mediante a evolugao (que pode ser nao linear) do sistema
integravel. Para demonstrar a conservacao de K, usa-se o fato que se L é um operador
iso-espectral, entao, seus autovalores sao constantes com respeito ao parametro t; por
outro lado, supondo que o determinante de L seja diferente de zero e que existe uma
transformacao unitéaria (2.3.6) tal que diagonalize L, entao

det(L(0)) = det(U(t)L(t)U'(t)) = det(L)

logo:

e por isso, usando o fato de que L seja iso-espectral, tem-se:

d
Ty — L Ay—@MMT”M| (2.3.17)
T Ve S VO VDU W e
= 0. (2.3.18)

2.3.1 O oscilador harmoénico simples

(a0 );

Sejam os operadores [11]

L:(p wq) e B
wqg —p
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entao
. . . 2 _
L:(p. wq.), enquanto que [L,B]z(wq wg),
wqg —p —wp  —w?q
de forma que a equacio de Lax L = [L, B] resulta nas equagbes de movimento do
oscilador harmonico simples de massa unitaria:

S 2

p = wyq

q = p
Uma relacao para esse caso entre o operador L e o hamiltoniano Hogs do oscilador
harmonico é quando se observa que

L2 _ p2 + w2q2 0
0 p2 —l—w2q2 )

1
de modo que Ztr(L2) = Homns-

2.3.2 A corrente de Toda

A corrente de Toda [12] é um sistema de dimensao finita que descreve o movimento de
N particulas de massa m = 1, pontuais em uma linha e que interagem apenas entre
seus primeiros vizinhos de forma exponencial; neste sistema, a primeira e a ultima
dessas particulas estao fixas. A hamiltoniana total Hr do sistema é dada por

N
1
Hy = Z (_Pi2+6_(Qi_Qi—1))’ (2.3.19)

; 2
=1
onde
{Qa @} ={Fu, B} =0 (2.3.20)
e
{Qaa Pb} = _{Pb7 Qa} = 5ab~ (2321)
As equacoes de Hamilton para o mesmo sao
: OHr
@ 0P
(2.3.22)
Pj = _OHr = e (@=Qi-1) _ e=(@11=Q) 1< j <N,
OQr,

onde encontra-se para as particulas extremas,

Pl — e (@2-Q1) e PN — ¢ (@N—QnNn-1) (2.3.23)
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Pode-se fazer

Q=P = (@Qi-) _om@n=0Q) 9 << N1, (2.3.24)

de onde se conclui que

> Qi= 4N~ p -, (2.3.25)

ou seja, o0 momento total é uma constante de movimento do sistema nessas coordenadas.
Com isso, pode-se escrever o mesmo sistema com N — 1 coordenadas [1] de posi¢ao e
momento, basta usar:

Qo = Qar1 — Qu, a=1,..N—1 (2.3.26)
e as equacgoes de movimento sao
=2 " -, (jn_g=—e N2 4 27N (2.3.27)
para as particulas extremas e
Gy = —e~B-1 4 9B _ o~d+1 (2.3.28)

para todas as outras, ou seja, b =2, ..., N — 2.
Observa-se que tal sistema pode ser escrito em termos da matriz de Cartan para
su(N) (A.0.7) na forma [1]

N-1
o= Y Kae ™. (2.3.29)
b=1

de modo que tal relacao ainda pode ser escrita em termos da inversa da matriz de
Cartan (A.0.9) por

N—-1

Z . 1 _
anba = € qb7

a=1

g N2
o > k' = e (2.3.30)
a=1
Desta relacao, fica facil perceber que a Lagrangeana
| Nl N-1
- . 1 - —
£=3 ;1 G K gy — ; e (2.3.31)

descreve o sistema e as equagoes de Euler-Lagrange (2.2.1) fornecem as equagoes de
movimento em (2.3.29). A coordenada do momento (2.2.2) conjugada a ¢, é dada por

oL o
Pa= o =D 0Ky (2.3.32)
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Demonstra-se, usando as equagoes em (2.3.22), (2.3.20) e (2.3.21), os fatos

{qaa Qb} - {paapb} =0 (2333)
e que

N-1

N-1
{Q(zapb} - Z Kl;l{qaa QC} = Z KI:CI{Qa—i—l - Qm Pc+1 - Pc}7
c=1

a
Il
—

=

= D Ky (“0uet1 + 200e = Garre) = dap, (2.3.34)

c=1

o que mostra que o sistema é hamiltoniano nessas coordenadas.
A formulagao de Lax para o sistema é escrita definindo-se primeiramente os oper-
adores de Lax:

N-—1
1
S = 5 (paHa + €7qa/2(Ea + Efa)) (2335)
a=1
e
1 N-1
U = =53 e (B~ EL) (2.3.36)
a=1

é obtido, a partir desses operadores, os fatos

N—-1
1 1
== o H, — ~d,e %% (E, + E_ 2.3.
atS 2;(]% a 2%6 ( a+ a)) ( 337)
e
1Nfl 1 N—-1
S Ul == ALY & W€ 92 (Ey + E_) Ky, 2.3.38
1S, U] 2;(3 4G;IP€ (Ep + E_p) Kpa, ( )

onde, com (2.3.37) e (2.3.38) na equagao de Lax (2.3.9)
8tS = [Sa U] ’

tem-se as equacoes de movimento

N—-1
Pa=>_ Ko, (2.3.39)
b=1

que sao as mesmas equacoes de movimento para o modelo da rede de Toda, mostrando
assim a validade da formulacao de Lax para este sistema, onde existe as matrizes S e
U nas coordenadas dadas por (2.3.26).
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As quantidades conservadas podem ser extraidas de (2.3.12) e de (2.3.13) [12]; uma
vez que o operador S é uma combinagao linear de geradores de su(N), geradores que
tém traco nulo, o nimero de quantidades independentes € N — 1 que é a dimensao da
subalgebra de Cartan da algebra su(N) e igual ao nimero de graus de liberdade nas
coordenadas (2.3.26); por outro lado, o momento total do sistema é outra quantidade
conservada, logo o sistema de Toda tem o nimero necessario de quantidades conser-
vadas para que seja integravel sob o critério de Liouville. Da equagao (2.3.12), tem-se
para n = 1 que K é satisfeita trivialmente, pois K; = tr(S) e S s6 tem geradores
das algebras su(N), que sdo, por construcao, de trago nulo. Para n = 2, o caso é
Ky = tr(S?) donde extrai-se que

N-1 N-1
Ky = tr [(Z p.H, + e*qa/2(Ea + Ea)> (Z oo Hp + 67‘1‘7/2(Eb + Eb))

a=1 b=1

,(2.3.40)

onde, usando as relagoes do trago de geradores de su(/N) dadas em (A.0.21), encontra-se

N-1

1 —Ya
e a;1 (e, a®) (papbnab 2 ) ’ (2.3.41)

Para ver as quantidades conservadas nesse formalismo, toma-se como exemplo um
sistema com 3 particulas; neste caso sera necessario a aplica¢ao da algebra de Lie su(3)
na base de Chevalley: as matrizes de Gell’'mann fornecem para os da subalgebra de
Cartan, na base de Weyll-Cartan, que

1 1
A 1 A 1
Hl:gzé -1 e H2:38:— 1 y
0 2V/3 )
mas na base de Chevalley se tem [13]
. H,
H, = 2042 i
(a, a)
e
1
E, = €a
(a, @)
1 v3 1 3
As raizes simples de su(3) siao al = (5, £) ea?= (5, 5 ), entdo

2
1 1 1

1 V3 1 1

H,=-H +—H, =~ -1 - 1 =

al 5 1+2 2 5 )+2 0
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além de que

0 01
e 2 Ep+E_ )= 0 0 0
100
e
000
e_qQ/Q(EOg +E_,2) = e /2 0 0 1 ,
0 10
por isso
D1 0 e~/
1 —q2/2
S = 5 0 —P2 e a2/ ;
V2e /2 22 (—py + py)
assim, calcula-se S?
p% + e_QI €_QI/2€_QQ/2 e—Q1/2p2
52 — i e~ 1/2p—q2/2 p% Tt e _G*QQ/2p1
e/ 2p, —e /%, e~ 4 e + (—p1 + p)’?
de modo que
1
tr$? = o (7" + e + i+ p) — pipa) -

21

(2.3.42)

O resultado em (2.3.42) é uma quantidade conservada; para ver isso, usa-se as equagoes

de movimento da rede de Toda em (2.3.29),

2L
p1 = 3611 3612,
_ 12
P2 = 3611 3612,
entao
2 2 1 .9 .2 .o
Pitp—pp = 3 (¢ + @& + Gude)
e
ym (p}+p5 —pip2) = 5 (20041 + 208 + Gida + d1)

por outro lado, de (2.3.32) para a a algebra de Lie su(3), tem-se

1 = Kpe ™+ Kpe? = 2" —e?,
o= Kone " + Kpe™? = —e™ 1 +2e77,

(2.3.43)

(2.3.44)

(2.3.45)

(2.3.46)
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o que leva a

3" = 241 + Go,
3¢ = G + 20, (2.3.47)

e entdo, de (2.3.42) especificado para a a algebra de Lie su(3), tem-se:

I (U"SQ) - (24161 + 2G2G2 + Godh + GaGr) + 6 (24141 + 2G242 + G201 + Godn)

= 0. (2.3.48)
Tomando o agora o traco de S3, tem-se que

trS® = 3 (pipa — p1p3 + poe™ " — pre®), (2.3.49)

que também se conserva, bastando usar as mesmas relagoes para verificar que o traco
de S? se conserva. Assim, o sistema de Toda descrito na formulacao de Lax para N = 3
particulas e com as coordenadas ¢,, que reduzem os graus de liberdade para o sistema
em N —1 =2, tem as quantidades conservadas dadas por trS? (2.3.42) e trS® (2.3.49);
contudo, da equagao em (2.3.13), tem-se que

1 1
T, Zo—q1/2
2]91 A 0 26
1 1
0=det(S—AI) = 0 —§p2 - A 56 22/2 ., (2.3.50)
1 1 1
e /2 Zpma2/2 _(_pl +p2) -\

2 2 2

de modo que o polindémio caracteristico de (2.3.50) resulta em

1 1 1 1/1
(5191 - )\) (—5102 - )\) (5(—]?1 +p2) — )\) + 1 (épz + )\) e !
1/1
2z — —a2 _
1 (2p1 )\) e 0

que, simplificando, fornece

1 . A
—A S (P = pipy £ poe”® = pre”®) + 7 (€7 e 4 pl 4 0 — pipe) (2351)

mas, de (2.3.42) e de (2.3.49), se reconhece que (2.3.51) pode ser escrita por

1 1
-2 4 )\§tr(52) + ﬂtr(s?’) =0, (2.3.52)

o que mostra que a quantidade em (2.3.13) também se conserva, mas é uma combinagao
das quantidades conservadas dadas por (2.3.42) e (2.3.49).
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2.3.3 Involucao das quantidades conservadas no formalismo de
Lax
Neste estagio, deve-se mostrar que as quantidades conservadas estao em involucao; para

tal, define-se a notacdo tensorial (A® B)(C® D) = AC® BD, onde (A® B)jx.u =
A;; By, também entendido como produto direto de representacoes, de modo que

s _as as _as
{s ® S} = (8% D a0 " B © 8%) , (2.3.53)

e onde assume-se que os indices repetidos estao sendo somados; seja agora S dada em
(2.3.35), entao?

{s ® S} = i{paHa‘i‘eqa/?(Ea‘i‘Ea) ® prb+eqb/2<Eb+Eb)}
/ ;
_ i({paHa R prb}+{paHa (09 e‘q”/Q(EwE_b)}
1 {eq“/Q(EaJrE—a) ® prb}
/
- {eq“/Q(EaJrEa) X eqb/2(Eb+Eb>}>

/

(Ho ® Hy {Pa, po} + Ho @(Ey + E_p) {pa, e %/*}

A~ =

+ (Ea+E—a)®Hb {e_qa/zapb}

+  (Ba+ E_)®(Ey+ Ey) {e ™/ e ®/?1) . (2.3.54)

Da féormula dos colchetes canonicos de Poisson, encontra-se

B op He—4c/? Opy De—1c/2
QC/2 — _C —
e za: (5‘% e da

Opq

1
T _—q/2
2¢

enquanto que {¢a, ¢} = {pa, P} = 0, por isso

s s = ée‘q“/z(Ha®(Ea+E_a)—(EQ+E_G)®HQ). (2.3.55)

2Nesta parte do texto sera constantemente usada a notacido 7T, para elementos da dlgebra su(N)
relacionados & raiz o*, de modo que 7, = T,«, mas em alguns casos poderé ser usada ou a primeira
ou a segunda notac¢do sem que seja mencionado.
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Por outro lado, define-se os operadores na base de Chevalley

c, = %Z(a,a) (Ba®E_g),

a>0
1
.= 3 D (a,0) (B_a® E,).
a>0
Entao, pode-se calcular
1
Ch B ®I+IQE,] = - D (0,0) [Ea® E_o, B, ®1+1® B,

a>0

_ % S (0,0) ([Eay Bl @ B o+ Ea @ [E-o, Eu)

a>0

1
= —§(oﬂ,oza)Eaa ®Haa (2356)

1 2 a a
+ 5 ((I,Oz)<\/ (OZ+Oé7Oé+Oé)N(a’aa)Ea+aa®E_a>

(o, ) (a®, a®)

1 2(— a — a
+ 5 (Oé,Oé) (\/( a+a’ a+a)N<_a7&a)Ea®Ea+aa>;

(v, ) (e, %)

mas fazendo, no ultimo somatorio, uma mudanca de indices: a — o + a, encontra-se
que

1
C,E,QI+1IQE,] = —5(0/1, a*)Eye @ Hya
1 2 a a
N 1 (a+a%a+ )<a’a)N(a,a“)Ea+aa®E,a
2 (a2, a2)
a>0
1 2 a a
+ = latatata )(a’a)N(—a—oz“,oz“)EaJraa@E_a
2 a>0 (Oﬂ’aa)

onde, pela identidade de Jacobi , N(—a—a®, a) = —N(«a, a®) (ver (A.0.6), no apéndice
A), de modo que

[C,E,I+IQFE, = —é(a“, a*)Eye @ Hya
+ 12]\]’( a) 2(OZ+(XQ,(X+OJG)(OJ,(X>E QE
P o, o a+a —a
2 ’ (o, a®) +
a>0
1ZN( a) 2(a+aa,a+a“)(a,a)E QE
- 9 a, o ata® —a
2 ’ (a2, a9) +
a>0
1
= —é(a“,a“)Eaa ® Haa. (2.3.57)
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Com os mesmos procedimentos se mostra que
1
C_,E,QI+I®FE,] = _é(a“,a“)Haa R Eya. (2.3.58)
Definindo agora um operador tensorial na forma »r = W ® Z, dado por
1
- §(C+ —C), (2.3.59)

e tomando a forma normalizada do produto interno das raizes a“, ou seja, (a%, a®) =1,
entao

M E.QI+I®FE,) = -([Ci, E.QI+I®QFE,] —[C_,E,QLl+1® E,])

— N

= J(H.®BE, ~E,®H,). (2.3.60)

Deste mesmo resultado, tomando £, — E_,, tem-se

1
M E_,QI+I®E_,] = 1 (H,®FE_,—E_,®H,). (2.3.61)
Outra coisa de importéancia para se calcular é o valor de [r, H, @ I+ 1® H,]: tomando

primeiramente

1
C. H,®1+1®H, = §Z(a,a) [Ea®E_o, H,®1+1® H,]
a>0
1
= 52 (@,0) ((Ba, Ho, ) ® B + Ea ® [B_, H))
a>0
1
= 3 D (2,0) (Ea ® E_a Koo — Ba © E_oK_44) (2.3.62)
a>0
mas como K_,, = —K,, (ver (A.0.7) no apéndice A), tem-se
Oy, H,®I+I® H,] = 0. (2.3.63)

Da mesma maneira

1
C_ H,@l+I® H, = 5Z(a,a)[E,ac@EO”Ha<>z>11+11<2<>Ha]
a>0
1
= 52(0,0) (Boa, Ho | ® B+ B0 ® [Ea, Hy))
a>0

1
- 5 Z(aa a) (_E—oz & EaK—aa - E—a & EaKaa) s

= 0, (2.3.64)
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de modo que (2.3.64) e de (2.3.63) juntamente com a defini¢do em (2.3.59), tem-se
r,H,®1+1®H,] = 0. (2.3.65)

Agora, seja a matriz S definida em (2.3.35), entao

=

rSRI+I®S] = {pa[r, Ho @1+ 1® H,|

DO | —

2
Il
—_

e @2 [11Q B, + E,@1+E_@I+10 E_,]}

2

{e 9a/2 I E, + E, 1] + [T,H®E7Q+E70®H]}

DO | —
il
LA

e /2 (H,(E, + FE_,) — (B, + E_o)® H,). (2.3.66)

| —

Il
_.

a

Mostra-se com isso que (veja (2.3.55))

rSel+les] = {3 () S} (2.3.67)

Se as quantidades conservadas dadas na conservacao do trago estao em involucao,
entao o colchete de Poisson dessas quantidades devem se anular. Para ver isso no
modelo de Toda, primeiro toma-se

N
N oteS 9S teS" S
(s, 5} = Z( 9qa Opa  Opa 6’61@)

a=1

N-1
0S5\ 08 0S5\ 08
n—1 n—1 23
" - ( (S ) Opa - (S 8pa) 8qa)’ (2.3.68)

a=

ou, em termos de componentes, onde os indices repetidos por convencao estao sendo
somados, tem-se

oS oS 0S
L 5"1( ) ( )—5"1( ) (_)  (2.3.60
{trs", S} Z( o0 ). \aw ), 50 on ) o), ) 2369

onde, fatorando a esquerda o elemento S} ! se reconhece que

{tI‘Sn,S}Z‘j = TLSlnwjl{S ® S}mi;lj

e introduzindo a notacao trg, que significa tomar o traco do lado esquerdo do produto
tensorial A ® B, isso da

{trs", S} = ntrpS" S &) S}, (2.3.70)
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mas de (2.3.67), tem-se
{trS™, S} = ntrg(S" '@ Dr, S®I+I® S). (2.3.71)

Com isso, como é assumido que r tem a forma de produto tensorial, W ® Z, pode-se
escrever

{trs", S} = ntrp (V@D (W Z,SeI+ [W® 2,1 9))
= ntrp (S ') (W, S]® Z + W ®[Z,9)))

= n(tr(SYT'W,S) @ Z + tr(SV W) ®[Z, 5))
mas o primeiro termo se anula pela ciclicidade do trago; com isso tem-se apenas
{trS™, S} = n(x(S"'W)[Z,9)), (2.3.72)
ou, voltando a r e na forma de produto tensorial:
{trS™, S} = n(ftrp(SV '@DrIeS)), (2.3.73)
que, no formalismo de indices e reassumindo que r = W ® Z, pode-se escrever

{trS™, S}y = (Spi ' Wim[Z,S)i5)
= (S ' WinZ) , Sli;
= [trp(S""'r), Sl (2.3.74)

A partir desse resultado, se uma quantidade conservada é dada por trS™ e outra é dada
por trS™, entao a relacao entre as duas pelo colchete de Poisson é dada por

{trS™, trS"} = {S§, S}
oSn oSt
_ P 4
w0 )
aSkz

= S0 agq 955 gev. ¢, (2.3.75)

onde, notando que as componentes em (2.3.75) podem comutar e voltando & notagao
do trago, tem-se

{trS™ trS"} = ntr ({trS™, S}S" )
= mntr ([trg(S""'r), S]S™71), (2.3.76)

que, pela ciclicidade do traco, resulta em

{trS™, trS"} = mntr (trp(S™'r)[S,5™71]) =0, (2.3.77)
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mostrando que, na rede de Toda, as quantidades conservadas estao em involugao; isso
foi feito de forma explicita gracas ao tratamento provido pelo formalismo de Lax ao
sistema. Completando o exemplo para a rede de Toda em su(3), das quantidades
conservadas em trS? e trS% em (2.3.42) e (2.3.49) respectivamente,

3 _ _ _
{trS?, trS%} = 5{6 Nt e 4 i+ p3 — pipa, Pip2 — PPy + pae” P — pre” )
— § —q —q2 20 2 —q1 _ —q2
Sle™ ™ +e™ ™ pipe —pipy + poe pie”?}

+{p? + p3 — p1p2 , Pip2 — p1ps + pae " — pre P},

— §i a (6*q1 + 6*q2) i (p2p2 _ p1p2 +p267q1 _plequ)
2 L0 api 2

(e_‘h_'_e_‘&) a

94; (p%pz - p1p§ + poe” M — ple“p)}

2
3 0 0 _ _
+= 3 {6% (p} + p3 — pip2) o, (pip2 — p1p3 + poe™ ™ — pre”®)

2 P i
a ( 2 _'_ 2 o ) i ( 2 o 2 + —-q1 __ —qg)
Opi P1 TPy — P1P2 94, P1P2 — P1Py T P2€ b€ )

[(—e ™) (2pips — 5 — € 2) + (=) (p] — 2p1ps + ")

—(2p1 — p2)(—p2e™ ™) — (2p2 — p1) (Pre™®)]
— 0 (2.3.78)

DN W

logo, as quantidades conservadas dadas em (2.3.42) e em (2.3.49) estdo em involugao.

2.4 Formulacao de Zakharov-Shabat

Em geral os modelos integréaveis tém varias naturezas. O exemplo da corrente de Toda
¢ de um sistema finito e discreto; outros exemplos de modelos integraveis, como N LS
e de sine-Gordon, sao de sistemas continuos. O que é um dos fatos surpreendentes
em sistemas integraveis é que existe uma descricao unificada destes sistemas; isso foi
primeiramente visto em uma abordagem usada por Zakharov e Shabat para entender o
modelo NLS? que depois foi generalizado por Ablowitz, Kaup, Newell e Segur (AKNS)
para descrever varios outros sistemas integraveis; esta abordagem usa um operador de
Lax que é de primeira ordem em 0, e por isso é as vezes chamada de formulacao de
primeira ordem. Na formulacao de primeira ordem, a equacao de evolucao nao linear é
obtida pela compatibilidade de um par de equacoes envolvendo os operadores de Lax
para o sistema.

3NLS se refere & equacdo de Schrédinger nio linear, mas que nio tem fundamentacio alguma no
modelo da mecanica quintica.
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De (2.3.10), (2.3.9) e com (2.3.11), encontra-se que ;A = 0. De fato: derivando
(2.3.10) parcialmente em ¢, encontra-se

OL(t)r + L(1)9p(t) = —(OA)P(t) — Adp(t),
onde, usando o resultado de (2.3.11) e (2.3.9), encontra-se que
O\ = 0. (2.4.1)

A formulacao de primeira ordem se da em procurar o par de Lax primeiro assumindo
que

L(t) = =),

o(t) = B(t)v(t), com oA = 0.

(2.4.2)

Se a condi¢ao de compatibilidade 0,0, (z, t) = 0,01 (x,t) em (2.4.2) d& a evolugao nao
linear do sistema em questao, isto implica que L(t) e B(t) sdo o par de Lax do sistema,
de fato, pois com (2.4.1), a condi¢do de compatibilidade em (2.4.2) é equivalente &
equagao de Lax (2.3.9). Esta alternativa em escrever a equagao de Lax como condigao
de compatibilidade é o ponto central da formulac¢ao de primeira ordem [12].

Nos exemplos que seguem para a formulacao de primeira ordem, ao se requerer que
o operador L(t) seja linear em 0., pode-se escrever (2.4.2) em equagoes matriciais. O
caso mais simples é tratado com matrizes 2 X 2: sejam as matrizes de Pauli

o= {() DG ) e

que obedecem a lei de comutacao
[O'Z',O'j] = 2€ijk0k7 i,j,k = 1,2,3,

onde €5 é o tensor de Levi-Civita (ver[3]). Escolhe-se a base em que o1 = 07 =% io,

onde se tem
(01 (00
*~\oo) © 771 0)

de modo que as matrizes o sdo nilpotentes: 02 = 0> = 0l e 03 = I, onde I é a matriz

identidade 2 x 2; tem-se também que o304 = £0y e 00 = 1/2 (I+03). Seja o vetor
coluna de duas componentes
o1
¢ = ;
®2
generaliza-se as equagoes de (2.4.2) para equagoes matriciais de primeira ordem a partir
de combinagoes de fungdes com as matrizes de Pauli (2.4.3):

(030, —qoy +10_) O = —i(o, (2.4.4)
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ou ainda, multiplicando (2.4.4) por o3 a esquerda, encontra-se
(10, — goy —ro_ +iCas) ¢ = 0,
de modo que isolando 0,¢ se tem
0.0 = (—iCos + oy +70) &, (2.4.5)
e a equacao de primeira ordem em ¢t é
0vp = (Ros + Poy + Qo_) ¢. (2.4.6)

Assume-se que 7(z,t) e ¢(z,t) ndo dependam do parametro espectral ¢ que, por sua vez,
¢ assumido ser independente dos parametros z e t; as fungoes P, () e R ja sao assumidas
dependentes de ¢ e sdao funcionais de ¢(x,t) e r(x,t). Assumindo que Oy = O,
encontra-se que as condicoes de compatibilidade sao dadas por

@ = 2qR+2iCP + Py,
Q. = 20QC+2rR+ry, (2.4.7)
R, = —Pr+Qq.

Assim, para alguma escolha de variaveis, as equagoes (2.4.7) descrevem a equagao de
evolugao nao linear, de forma que as equagoes (2.4.5) e (2.4.6) definiriam um par de
Lax apropriado para o sistema; isso é visto escrevendo

L=0,—Ax,t) = 0, —qo, —ro_+i(os
(2.4.8)
B = Po,+ Qo_ + Ros,

de modo que é simples de obter a equacao de Lax:
oL =[B,L].
Os proximos exemplos sdo aplicagoes simples das condi¢oes de compatibilidade (2.4.7).

Exemplo 2.4.1. O caso NLS: neste caso, toma-se q(x,t) = VEk{* e r(x,t) = VE,
onde * significa conjugacao complexa, o que da

Tt('rvt> = \/sz(
a(z,t) = Vi,

onde k é uma constante arbitraria; tem-se disso, nas duas primeiras equacoes de (2.4.7),
que

VEYF = 2RVEk)* + 2iCP + P,
Vi = 2RVEY — 2iCQ + Q.
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onde usando que r(z,t) = ¢*(x,t), vem que (2R\/E1/1 —2iCQ + Qx>* = 2RVEY* +
2i( P 4+ P,, sugerindo que Q* = P. Se for escolhido para R que
R = 2iC% +iky™y,
entao
Re = k(Ui +0™,). (2.4.9)

Usando (2.4.9) na terceira das condi¢oes em (2.4.7) tem-se

Vi Q = Vi P = iV + ¥ s), (2.4.10)
de modo que as possibilidades

Q = iV, —200VE

P = —ivky; —200"Vk
satisfazem (2.4.10), gerando que

(2.4.11)
% = —22k|¢|2¢ +waxa

que sao as equagoes nao lineares do modelo NLS.

Exemplo 2.4.2. O modelo de sine-Gordon: este modelo [29] obtém-se considerando
r(@y, ) =—q(zy,z) = %w+($+,$—)

P = Q = ﬁsenw(:m,x,);

usando a notagdo dry = Oy, obtém-se na terceria das equagoes em (2.4.7) que
1
R, = —w+(x+,a:,)4—csenw(a:+,a:,)
de modo que

R= - cos w(ry, r_);

4¢
com as outras equagoes de (2.4.7), obtém-se, tanto em r_(z,,x_) quanto em q_(x,,z_),

que

0 w(z
&r@, +

x ) =0y w(xy,z) = senw(ry,x_), (2.4.12)

que, fazendo w(z,,z_) = ¢, é a equagao de sine-Gordon (2.1.31), nas coordenadas do
cone de luz.
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2.5 Formulacao de curvatura nula

A equagao de Lax (2.3.9) pode ser escrita como
0,— B,L] = 0, (2.5.1)
de modo que tendo L = 0, — A(z, (), encontra-se
0y — B,0, — A] = 0, (2.5.2)
que resulta em
0.B—0,A+[A,B] = 0. (2.5.3)

A equagao (2.5.3) é chamada de condi¢ao de curvatura nula; os funcionais A e B dos
campos do modelo sao, para os casos aqui trabalhados, potenciais de gauge que moram
na algebra de Kac-Moody g.

2.6 Formulacao de curvatura nula para o modelo NLS
em termos da algebra de Kac-Moody sl(2)

Usa-se para esta formulacio a dlgebra de Kac-Moody [14] si(2) dada no Apéndice B,

com as relacoes de comutacao:

( [HmaHn] = n %C(Sm—l—n,Oa

[H™ E7] = +Em

(2.6.1)
[Em E"] = 2H™" 4+ nCpiny,

(D, T™] = mI™;

\

com vetor de gradua¢do homogénea s = (1,0). Sejam os campos

B = H'+y"ES +¢ E° +1C

By = H*+¢"EL+¢ EL — 29Ty H® +
YIEY — 7 E? 4+ 1O, (2.6.2)
onde ¥*, v; e v, sao campos do sistema e [1)|> = Y~ = ¥~ yY*; a condicio de
curvatura nula (2.5.3) requer, para B; = A e By = B, que
0By = YrE, +¢, EL —20, (vTyT) H°
1t B — 4 B + 0,150, (2.6.3)

rx —

OB = Y EY 4+, E° + 0 C
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Bi, By = EMf +¢ B + 207 [ B — 2|0 B, (2.6.4)

de modo que, novamente em (2.5.3), encontra-se as equagoes de compatibilidade na
direcdo dos geradores EY, E° e C respectivamente:

O = =gk + 2Pyt
Vr o= U = 2P (2.6.5)
8t1/1 = —8xl/2.

2.7 Formulacao de curvatura nula para o modelo de
sine-Gordon em sl(2)

Seguindo as idéias anteriores, pode-se escrever um outro sistema integravel, chamado
de modelo de sine-Gordon, em termos da equacao de curvatura nula. Para tal, faz-se
escolha da base para sl(2) tal que as relagoes de comutagao sejam

( [T?ianf;L] = m %Céern,Ov
[Ty, TE] = T
(2.7.1)
[T, 1] = 275" + mCOnino, €
| [, T"] = mT™; i=3, + ou —.
Sejam os campos do modelo [27] dados por
Ay =3 (e®TY +eT?)
(2.7.2)
Al =1 (T71+T°) —io_¢Ty +30_(ip—p—~)C.
Assim, tomando A = A_ e B= A, em (2.5.3), tem-se
1 A .
0-Ay = ;0.6 (e°T) —e7T"), (2.7.3)
1
O,A_ = —i0,0_¢Ty + 7040~ (ip—p—7)C e (2.7.4)

1 .
A Al = 56“25 (T35 + i0_¢TY) +

%eid’ (T?? — %C — z'aqui) , (2.7.5)
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e as condigoes de compatibilidade oferecem, na dire¢ao de Ty e de C' respectivamente,
as equagoes:

0,0_¢ = sen¢ e (2.7.6)
cos¢p = 1—0,0_p. (2.7.7)

A primeira dessas é a equacao de sine-Gordon, ja obtida anteriormente de um modelo
classico em (2.1.31).
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Sistemas integraveis e solucoes séliton

Neste capitulo, mostra-se como obter solucoes soliton de sistemas integraveis por meio
das conhecidas como transformacoes dressing; tais transformacoes fazem a conexao
entre as solugoes de vacuo para um dado sistema e as solugoes das equacoes diferenciais
em si. A obtencao das solucoes se da com o auxilio das funcoes 7; essas utimas
sao definidas com o uso das propriedades das representacoes integraveis de peso mais
alto das algebras de Kac-Moody e de operadores de vértice, representacoes ambas
definidas nos apéndices C e D, respectivamente. E seguida a abordagem de [15] sobre
transformacoes dressing e funcoes 7.

3.1 Transformacoes dressing

Considera-se um sistema genérico nao linear tal que admite uma formulagao em termos
da condi¢ao de curvatura nula (2.5.3) na forma

0, A, — 0, A, — [A, A = 0, W, v=ut,

cujos potenciais de calibre A, encontram-se sobre uma algebra de Kac-Moody g. As
transformagoes dressing sao transformagoes de calibre nao locais [16, 17, 18], que agem
sobre os campos A, dos modelos integraveis, preservando suas formas e estruturas de
graduacao; cada transformacao é realizada de dois modos diferentes, em termos de dois
elementos de grupo ©, e ©_, de modo que

A, — AV =0.A,07"' —0,0.01", (3.1.1)

onde O, e ©_ pertencem a @, onde G é o grupo gerado pela exponenciacao dos
elementos da algebra de Kac-Moody g. Uma vez que A, satisfaz (3.1.1), vem que uma
solucao possivel para A, ¢ da forma de calibre puro para alguma solucao conhecida W,
dada por

A, = —9,0¥ Y (3.1.2)

n

o que leva a

A% = —0,(0.0)(0.L0)7 . (3.1.3)

i
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Assim, existe um elemento de grupo constante h tal que
0,V =0_Vh, (3.1.4)
que equivale a
0-'e, = VAUt (3.1.5)

O requisito de que as transformacoes dressing preservem a forma do potencial A,
implica que O devem pertencer a dois subgrupos distintos de @, que sao determinados
pela forma particular de 4, em g; nesse sentido, a equagio (3.1.5) diz que VAU ™! &
fatorizado dentro dos subgrupos ©_ e ©,. Entao, dada uma solucao do modelo definida
por um elemento de grupo ¥ e um elemento de grupo constante h, as transformacoes
dressing podem ser usadas para construir uma nova solucao definida por

v = e,V (3.1.6)

3.2 Transformacoes dressing e solugoes de vacuo

As hierarquias integraveis [17| que podem ser escritas em termos da condigao de cur-
vatura nula podem geralmente ser dadas como combinacao de elementos da algebra
de Kac-Moody com graduacao especificada. Considera-se uma algebra de Kac-Moody
untwisted afim g = g @ CD e uma graduagio inteira [16] de sua algebra derivada g
especificada pelo vetor s = (s, $1, ..., S,-) de 7 + 1 inteiros primos relativos e nao nega-
tivos; nesta, r é a dimensao da subalgebra de Cartan da algebra de Lie g que, afim a
ela, é descrita a algebra de Kac-Moody g dada em termos de uma decomposicao

3 =EP8u(s) onde [gi(s),8;(s)] C Girs(s); (3.2.1)

ne”

e se escolhe a base graduada {e; } para g, onde e;, € gi(s). Os fluxos entre as hierarquias
serao definidas em termos dos operadores de Lax da forma

Ly, = 8% — Ay (7), i€ ECZ>0, (3.2.2)

onde /' é um conjunto de inteiros e

i

Ar() = Y AL()eas, (3.2.3)

+

;» assumindo valores sobre os

onde os A (i) e A_(i) sdo func¢oes dos parametros t
subespacos

Q+(1) = g>0(s) Ng<i(s) Q-(i) = g<o(s) N G=—i(s) (3.2.4)
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respectivamente. Logo, as hierarquias das equacoes sao definidas pelas condicoes de
curvatura nula

Seja U uma func¢ao no grupo G formado pela exponenciacao de elementos da subalge-
bra go(s) de grau zero e de dimensao finita, entao os sistemas acima definidos obedecem
uma invaridncia de calibre da forma

L; — ULU*, (3.2.6)

preservando Ai(i) € Q+(i). As equacoes das hierarquias expressas em termos da
condicao de curvatura nula sao assumidas como equacoes sobre as classes de equiv-
aléncia de Q)+ (i) sob as transformagoes de calibre.

Juntamente com as hierarquias integraveis, h4 um problema linear associado:

(a% - Ai(i)) v =0, i€ ECZ>0, (3.2.7)

onde ¥ é uma func¢ao dos tii, assumindo valores no grupo de Kac-Moody (A?(s) formado

pela exponenciacao dos elementos da algebra g. As equagoes de curvatura nula (3.2.5)

sao as condigoes de integrabilidade para o problema linear associado (3.2.7), que, por

sua vez, também podem ser escritas por
ov

Ap(i) = —0 L 3.2.8

L) = g (328)

Em termos do problema linear associado se define um importante conjunto de trans-

formacgoes chamado de transformacoes dressing, que levam solucoes conhecidas das
hierarquias para novas solugoes. Usa-se a partir de agora a notacao

gar(s) = @@(S) gor(s) = @@(3)7 (3.2.9)

i<k >k

e também serd denotado que os subgrupos G_(s), G-.(s) e Go(s), de G formados pela
exponenciagao das subélgebras g-o(s), g>o(s) e go(s), de g, respectivamente.

As transformagoes dressing podem ser descritas como se segue: dada uma solugao
U do problema linear (3.2.7) e um elemento constante h € G, constante em rela¢ao
a t*; quanto a WhU~!, toma-se a decomposicao generalizada de Gauss com relacio a
graduagao s, dada para este caso por

WAY! = (WA (WhUY) (WhETY) (3.2.10)

desta forma, define-se o resultado das transformacoes dressing ¥" por

1

o= (o) (3.2.11)
(WhW 1), (WRTY), Wh! -



3.3. As funcoes 7 38

sao também solucoes do problema linear. Isto pode ser visto mostrando que

AL = TEENT eQu), (3.2.12)

uma vez que ¥ é uma solugao de (3.2.7). A transformacao
T — oh Ay (i) — AL (i), (3.2.13)

¢ chamada de transformacgao dressing. Diz-se por isso que as transformacoes dressing
precisam da uma solucao de partida, de modo que todas as outras sejam obtidas através
desta por meio de escolhas do elemento de grupo constante h; com isso, toma-se as
solucoes de vacuo como sendo as solugoes de partida para o sistema em questao, as
quais serao apresentadas mais adiante.

A classe das transformacoes dressing é muito geral; é feita a escolha das hierarquias
integraveis que estao nas orbitas de algumas solugoes triviais sob o grupo das trans-
formacoes dressing; tais solugoes triviais sao chamadas de solucoes de vdacuo. A oOrbita
das solucoes de vacuo sob o grupo das transformacoes dressing é construida usando
(3.2.11) e (3.2.12). Definindo

(PRU-Y)_ = o1,
(Tho-Y), = B, . (3.2.14)
(ThOY), = N,

onde se encontra que B~'N = 2, podendo agora escrever (3.2.11) com as definigoes
em (3.2.14) na forma

U — U =0v =Qup; (3.2.15)
equivalentemente, os potenciais de calibre na 6rbita do vicuo AY tornam-se

h OAL()O " + 0700 € {AYV(I)} UGui(s)
Al (i) = (3.2.16)
QAK(’L)Qil + 8;—9971 € /g\zo(s),

OAY (O + 8700 € Gools),
Al (i) = (3.2.17)
QA‘_/(Z)Qfl + 62_9971 € :q\z_i(s).

3.3 As funcoes 7

Seja uma édlgebra de Kac-Moody g de graduagio especificada pelo vetor s = (sg, $1, ..., 8,.);
considerando uma solucao de vacuo e um elemento particular h € G que gera uma
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transformacao dressing. Entao haverd uma funcao 7 para cada s; # 0; considera-se o
estado de peso méaximo |)\;) da representacio fundamental de g, entdo define-se o vetor
funcao-7 por

() = WhUTHN); §=0,1,..7; (3.3.1)
mas, de (3.2.10), tem-se
7)) = (VAU (WhUT) (WAUTY) N,
= O 'BTIN|\).

Sabendo que N é formado por exponenciacao de geradores de graus positivos que
aniquilam o estado |);), de modo N|);) = |)\;), encontra-se que a defini¢do para as
fungdes 7 equivalente a (3.3.1) é

() = 07'BTHN\). (3.3.2)

Dado que a derivagao d, pode ser diagonalizada agindo sobre as representacoes de peso
maximo, as fungoes 7 podem ser decompostas como

T(tt) =) () d; () = —Ir 7 (tF). (3.3.3)

IEZ

Como foi dito no apéndice B [16], os autovetores |);) sao autoestados da subélgebra
go; logo

O~ 'B'\;) = O (WYY [N)
= 07 )7 (), j=0,1,..,7. (3.3.4)

onde define-se que
] (TR 1) = 77(E5); (3.3.5)

com 1Sso:

07N = ———IN\)

- T.‘ ). (3.3.6)

Dado 7;(t*) para todo j = 0,1,...,7, com s; # 0, a equagao (3.3.6) determina univo-
camente © € GSO- Logo, de (3.2.16)-(3.2.17), (3.3.6) e (3.2.5), os 7;(t*) determinam
uma solucao de uma das hierarquias integraveis.

A principal propriedade das funcoes 7 a esse estigio é a construcao de solugoes
solitons e multisolitons. Isso se da tomando as transformacoes dressing na oOrbita da
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solucao de vacuo para um tal sistema e considerando um vetor § um subconjunto
graduado da algebra de Kac-Moody definido por

§:{bl € ﬁi(s), 1 € B C Z; [bi,bj]:i05i+j70},

onde C & o termo central de g. Os potencias de vacuo AY para o sistema integravel
associada a S serao

AY(j) = b; AV () =b_; + jCt] (3.3.7)
ou, equivalentemente para as solucoes de vacuo ¥y, tem-se
Uy = exp< Z bjt;-—L> exp< Z b_ltl_> : (3.3.8)
JEE>0 —IEE>0

Seja agora F' um operador tal que, sob a a acdo adjunta com os elementos de s, se
tenha
[bij, F] = wFF, +je ECZ,

J

e entao

() = (Tye" TP A,

= exp [exp < Z w;rtljE + Z w[t[) F

leE>0 —leE<0

A, (3.3.9)

Se ainda F' for nilpotente sobre o vetor |\;), entao

(t) = (1 +Zfz(ti)Fl> [A5), (3.3.10)
=1

onde os F)(t*) sdo fungdes dos parametros ¢



4

Solucoes ‘bright’ s6liton do modelo
NLS

Seja o operador de Lax
L = 0,—H'—¢TE) —¢_E° —1C, (4.0.1)

onde os YT e v sdo os campos do modelo. O modelo NLS ¢ descrito em termos da
algebra de Kac-Moody si(2) [17, 18] com vetor de graduacdo homogénea s = (0, 1),
que define uma graduacado homogénea e que o vetor de peso mais alto |\;) seja dado
por |Ag). A algebra de Kac-Moody sl(2) é dada, na base de Weyl-Cartan, por

( [Hm’ Hn] = n %Cém—l—n,Oa
(™ B = ERT
(4.0.2)
(B E"] = 2H™" 4 nChpin,
. [D,T"] = mI™
As equagoes da hierarquia sdo obtidas com [17, 18]
oL
= [Bwn, L], N' >0, (4.0.3)
8tN/
onde
By — (UHN’U—1)>O € O=(R, §0(s)), (4.0.4)
onde o potencial By: pertence ao subespaco
N/
By € P, (4.0.5)
i=0

e onde U é um elemento de grupo de @,, ou seja, da forma

U = exp (Z T”) : [D,T"] = nT™. (4.0.6)

n>1

41
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Os primeiros By obtidos sao [17]

By = H'+ ¢ "E} +¢y E° +1C, (4.0.7)

By, = H*+ ¢ EL+¢y E! =20y H° + 0,9 "EY — 0,0 E® 4+ 15C; (4.0.8)

as primeiras equacoes da hierarquia sao

atlL: [BlaL]a atgL: [327L]a
ot = 0%, Ot = £0,,0T F 24—yt (4.0.9)
8151 V= 8;,;1/1; 8252 v = 011/2.

Pode-se escrever a equacgao de curvatura nula para os potenciais By e By,
01y, — Bnr, 0 — Bi] = 0, N' =1,2,.., (4.0.10)

onde By: tem a forma geral
N'—1
By = HY' + ) By, B}, € C®(R, Gn(Shom)- (4.0.11)
n=0
Os potenciais de vacuo B} e BY, sio obtidos quando se faz ¢¥* = vy = 0, logo

BY =H'| By =HY, (4.0.12)

como By = 8,4 ~", encontra-se

by = exp <:cH1+tN/HN'+ > th”> :exp< > th”> (4.0.13)

n=1,2,..#N’ n=1,2,...

As conexoes na orbita do vacuo sao dadas por

B, = OH'©'+9,007! (4.0.14)
M~ (NH'N7' = 9,MM~' +9,NN~") M (4.0.15)
By = OHVO!'+9,007! (4.0.16)
— M (NHN/N’l — 9, MM + axNN*) M (4.0.17)

Denotando
O =exp <Z a_n> , M = exp (0p), N = exp <Z crn> (4.0.18)

n>0 n>0
onde

[D, 0] = noy, (4.0.19)
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entao pode-se relacionar os campos ¥+ a algumas das 0,,s; como exemplo, para N’ = 2
e denotando ¢, = t, se encontra

By = H'+[o4,H'+ gz, (4.0.20)
MY (H' = 0,MM™" + 9,01) M + G, (4.0.21)

1 .
By = H*+[o_1,H ]+ |02, H’] + B lo_1,[0_1H?]] + §<o, (4.0.22)

= M7 (H? = 0MM™ + 901 + Q0 + 01, 0,01]) M + Ga. (4.0.23)

como o termo de grau -1 em (4.0.14) é nulo e usando que

1 1
0e?e™® = Jo+ 5[0, do| + 3 [o[o, 0] , (4.0.24)

tem-se a relacao entre os campos o_1 € 0_»
001 + [0 o, H'] + % lo_1,[o_1,H']] = o0. (4.0.25)
Denotando o_; e o_5 respectivamente por
o1 = YYE 4 BT 400 HTY
oy = —0L,E?+0,E 2+, H 2,

entao, de (4.0.25) se encontra que

((0:0% = 20ty
+ _ v oo
0= —OuYT + o ¥, (4.0.26)
_ S
0, = =007 + 50711p :
Substituindo (4.0.26) em (4.0.20) e (4.0.22), encontra-se (4.0.9) onde
0
v = —%, vy = —0%,. (4.0.27)

As o_,s sao usadas para cancelar as ‘componentes nao desejadas’. Os elementos de
grau -2 em (4.0.20), que também sao nulos, dao a relagao

1 1
610'0_2 + [0'73, hl] + 5 [0'72[0',1, Hlu + 5 [0'71[0',2, Hlu = 0, (4028)

onde é suposto que

o3 = 0B+ 0, FE %+ 0% H (4.0.29)
entao, de (4.0.28), se encontra as relacoes
00’y = 2w 00T —toT), (4.0.30)
0ty = U (0%)? — 20,000 — (W + U0t — Y0 (4031)
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4.1 As funcgoes 7
O vetor funcdo 7 definido em (3.3.1) é

7 o= WyhUyt),
= O 'M |\, (4.1.1)

onde h é um elemento constante do grupo ﬁ(Q) e que gera as transformacoes dressing.
Desta forma, em (4.1.1), pode-se escrever

UyhUyt ) = exp <— Zan> exp(—ao)|Ao) (4.1.2)
n>0
Os elementos da subalgebra de grau zero oy de 37(2) sao dados na combinagao linear

oy = ogH+olE} +o0yE’ +<C
= oghy +ofel +oy fi+<C (4.1.3)
onde, das representacoes integraveis de peso mais alto para as algebras de Kac-Moody

definidas no apéndice B, se tem que hi|Ao) = fi|\o) = e1|Xo) = 0 e que C|Xg) = |Ao);
assim, a expressao de grau zero em (4.1.2) é dado por

e o) = (Tyh¥it)olAo),

= o) 1), (4.1.4)
onde 7°(x,t,), n = 1,2,... ¢ uma fun¢do de z e dos tempos t,s e expressa pelos
elementos de matriz

Oz, t,) =70 = o] (Tyh¥)ol o). (4.1.5)

Usando (3.3.5) e (3.3.6), encontra-se que o elemento de grau -1 de ©71 é

(UhU1)

—o_1|N\) = " = P (4.1.6)

mas, em termos dos elementos de grau -1 de ;\l(2), tem-se

A
(—VE+ U ET + 0% HY) A = —(70)—1@0). (4.1.7)
T
Multiplicando E! pela esquerda de (4.1.7), sabendo que E' E;' = [EY E;' + EL'EY
e lembrando que qualquer gerador de grau positivo aniquila o estado de peso méximo
|A\o), encontra-se

Ut = (4.1.8)



4.2. Primeiras solucoes nao triviais 45

onde
= (Ao|EL (WhT™Y) | Ao). (4.1.9)

Da mesma maneira, multiplicando em (4.1.7) por E} pela esquerda e sabendo que
E'E"' = [ELE”'|+ EZ'E}, encontra-se

_ T
U=, (4.1.10)
onde
~ = (Mo|EL (TRTTY) | [Ao). (4.1.11)

4.2 Primeiras solucoes nao triviais
Escolhe-se para o elemento constante de grupo h a forma
h=e" (4.2.1)

para
F= > uE™, (4.2.2)

sendo que v; é um parametro real; sera de uso as propriedades (4.2.4) e (4.2.7), que se
seguem: tomando

(e o]

[ith" Zt > UPHME™M = — Zt Z VIPETTT(4.2.3)

m=—0oQ m=—00

mas fazendo n — m = m’ encontra-se que
D tH"Fl= — > tufF= — ¢F; (4.2.4)
n=1 n=1

seja a solucao de vacuo para NLS dada por
Wy = eXnm tn " (4.2.5)
entao

Uy hUy!t = Upefut
= Uy(1+F+F*/24.)0,, (4.2.6)

e supondo que F" = 0 para todo n > 2 se fica agora com

Uy hUy' = UypUy!t + Uy P!
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e usando a formula de Campbell-Hausdorff e a forma da solugao de vacuo dada em

(4.2.5), tem-se

o 1 o o
Uyhly' = 1+ F— > t,H" F|+ E[Z tm H™, Yt H", F)]
n=1 " m=1 n=1

= 1l4+e ®F

(4.2.7)

Agora pode-se mostrar a primeira solu¢ao nao trivial: seja 7° definida em (3.3.5), entao

70 = (|l + e E° | \)
= 14 6_¢1 <)\0|E9|>\0>
= 1;

I

do mesmo modo, sejam 71 e 77 definidas em (4.1.9) e (4.1.11), entao

T+ = <)\0|E£(1 + 6_¢1V1E:1)|>\0>
— <)\0‘E£|)\0> —+ €7¢1V1 <)\0‘E£E:1|)\0>
I 0’

7 = (MolEL(1+e P uETN)|A)
= (Ao ELIAo) + e P (N ELEZ Ao)
= 67¢1V1<>\0|E£E;1 + 2H0 + C|)\0>

= ei(blyla
de modo que em (4.1.8) e em (4.1.10) encontra-se
Ut = 0,

U~ = —e 1.

(4.2.8)

(4.2.9)

(4.2.10)

(4.2.11)

~ ~ o . . _ G _ o0 n —n
A outra solugao nao trivial vem ao se assumir que h = e“, com G =) > ptE",

de modo que

D o tH"Gl = ) tpiG= G
n=1 n=1

\I/Vh\Il(/l = 1+e"G;
entao,

7= ol +e PEY X)) =1,

(4.2.12)

(4.2.13)

(4.2.14)
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além de que

™ = (N|EL(L+ e p BN ),
= (Nl EL o) + e pi (M| ELETH o),
= e Mp(N|ELEZN —2H" — C|\),
= —e Mp (4.2.15)

(Mol EL(L+e ™ p B M),
Mol B[ Ao) + e pr (Mo ELETY) o),
0

(4.2.16)

Com isso, se tem as solugoes

VAREES _einlpla
(4.2.17)
- = 0.

4.3 Solucgao 1-s6liton
Para obter essa solucao, faz-se a escolha do elemento de grupo constante por ser

h = efebt (4.3.1)

com
F= > wnE™ e G=> pE", (4.3.2)
n=—00 n=1
e lembrando que a soluc¢ao de vacuo é dada em (4.2.5) por Wy = eXn=1tn " antio

UyhU,' = (1+e %aF)(1+ e G),
1+ e %aF + "G + e *TabFG (4.3.3)

onde ¢p = > t, v en=> " t,v". A funcio 7° fica

n=1

7= (N (1 + e %aF + "G + g‘¢+"abFG)0 o)

= 1+e® ml(Z 2o ) [Ao) + €7b( o] (Zp’fE;") o)
0

n=-—00 n=1

e " ab(\| (Z v E_"pYEL ) |Xo), (4.3.4)
0

m,n=1



4.3. Solucao 1-s6liton 48

mas, sabendo que (Ao| E="|Ao) = (Ao|E{"|Ao) = 0 paratodon € Ze que (Ao 3,09 E" =
ngo ET™|\o) =0, tem-se que

0 = 14 e Mab(\| <Z vy "E™pY} ) |Xo), (4.3.5)
0

m,n>0

onde, usando as regras de comutacao (B.1.1) para EZ(Q) de graduacao homogénea,
tem-se

e e}

’7A'0 = 1+ e*(b*”ab()\o\ < Z <—2H0 - <_m)5m+n,00)ylmp?> |)\0>
0

m,n>0

= 1+4+e ?Mab Z muy ™ PO o

m,n>0

- o p\"
= 1+e?aby n (—)
- Vip1
= 1+e *ab——. 4.3.6
(p1 —11)? ( )
Da defini¢do de 7 em (4.1.9), da forma de ¥y para a solu¢ao 1-soliton e das formas
de F' e G em (C.0.6), encontra-se
™ = (X|EL (TRYTY) o)
= (M|EL (1+ e %aF + e"bG + e *T1abFG) | |Ao)

= (ol EL|No) 4+ e %a(N|EL (Z y?E:") |Xo) + €"b(\o| X <Z p;lE;"> Xo)
-1 -1

n>0 n>0

He " ab(\o| E* ( Z vy TE"EJFm) | Ao)
-1

m,n=—oo

= ol BLEC

Rt a3 U B (S2H ()i 1€+ BB

= e"bpl()\0| - 2H0 + C|)\0>
= ¢"bp;. (4.3.7)
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Da mesma forma:
T = ()\O\E}r (\I!h\Ilfl)fl | Ao)
= (M|lEp (1+ e %aF +e"bG + e *T1abFG) | |Ao)
= <)\O|E-1l-|)\0> -+ 6_¢a,l/1 <)\0|E1 E_1|)\0> + e"bpl <)\O|E-11-E;1|)\0>

e ab(N\| L ( Z vy TE”E+’”> Xo)
-1

m,n—=—oo

= eCan+ Y V(| EL(=2H " 4+ 06 oC 4+ BT ET) 1| Ao)

m,n=—00

= e *au. (4.3.8)

Assim, chega-se as solucoes conhecidas como 1-sdliton, dadas por

( \I,+ — enbpl
1+ e ?tnab nipr
p1—11)?
(4.3.9)
\I/_ — eid)aljl 2 p )
1+ e*dﬂrnab#
\ (/)1 - V1)2
que, com p; = —1q e b= —a = —2, se encontra as solugoes
Ut = peitsech (n2), (4.3.10)
U~ = —pe Visech (na). (4.3.11)
4.4 Solucao 2-sélitons
Para este caso, é escolhido para o elemento de grupo h que
h = enfighGrgaafl bt (4.4.1)
onde
F, = Z VET" e G, = Z it EL™, com i=1,2. (4.4.2)

n=—oo m=—0oQ

encontra-se para este caso que
‘Ilvh\l";l = (1 +e d’lalFl)( +e mb1G1)< -+ €7¢26L2F2)(1 —+ €7n2b2G2),

onde

= Z vit, e m; = Z/h’tn, com 1=1,2. (4.4.3)
n=1 n=1
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Assim, tem-se

\I/Vh\I/‘_/l = 1l4+e Pa FyL+ e PayFy + b Gy + e byGy + T2 0,G1Go
+e 20 a0 FLFy + e b By G + e TR a0by Gy
e MR a1by Fy Gy + €2 agbi G Fy 4 €22y by ay Gy FGa
+e 2N g oby FLFy Gy + e~ M2 00 b a0 FLG1Go +

+6_¢1+m_¢2(l1b10,2F1G1F2 -+ 6_¢1+"1_¢2+"2a1b1a2b2F1G1F2G2. (444)
Desta, vem que se pode escrever as funcoes 7, onde os termos que nao se anulam sao

0 = 14e Maibi (Aol FiG1|Ao) + e P T Rayby(No| FiGa| o) + €792 asby (Ao | FaGa| Ao)
+ €n1*¢2b1a2<)\0|G1F2|)\0> + ef¢1+n17¢2+n2a1b1a2b2 <)\0‘F1G1F2G2)\0>7 (445)

T+ = €mb1 <)\0‘E£G1‘)\0> + €n2b2<)\0‘E£G2|)\0> —+ e*¢1*¢2+"2a1a262<)\0|E£F1F2G2|)\0>

+ 6"1_¢2+n2a1a2b2<)\0|E£G1FQG2|)\0), (446)
T = €_¢1a1<)\0|E_1|_F1|)\0> + e_¢2a2<A0\EiF2\AO) + e_¢1_¢2+772a1a262<)\0|E_1FF1F2G2\)\0)
+ €7¢1+n17¢2a1b1a2 <)\0‘E}FF1G1F2|)\0> (447)

O restante dos elementos de matriz se anula e isso é demonstrado no apéndice C com o
uso das representacoes integraveis de peso maximo. Desta forma, tem-se para 70, 77

e T, que

Y1p1 —¢1+m2 vip2
+e a1 byg———
(1 — p1)? e (v1 — p2)?
V2p1 —atn2 V2pP2
—+e aoby—""—
(V2 - 01)2 o (V2 - /72)2
V1,01V2P2(V1 - V2)2(P1 - P2)2

<V1 - pl)Q(Vl - P2)2(V2 - 01)2(’/2 - /72)27

7'0 = 1+67¢1+”1a1b1

+e—¢2+m asby

+€*¢1+n1*¢2+n2a1b1a2b2

vip1p2(p1 — pa)’
(11 = p1)?* (1 — p2)?

prvapa(pr — /72)2 (4.4.8)
(p1 — 12)%(p2 — 12)*’ o

- e"lblpl+6"2b2p2+6_¢1+m+772a1b162

+ el —b2tn2 bl a9 b2
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V1V2P2<V1 - V2)2
(v1 = p2)2(v2 — p2)?
€*¢1*¢2+malbla2 1/11/2p1(1/1 - V2)2

(1 = p1)*(v2 — p1)

7 = e Pa + e Paguy + e T2 2 05D,

+ (4.4.9)

5"

Fazendo nas fungoes 7 que p; = —v;, e by = —a;, i = 1,2 e usando ¢; = v,z +v2t, n; =
—v;x + V2, encontra-se que
2 2
2

_ a _ a - 2 1Z0%)
7_0 = l4e 2viz 1 +e 2uvox 2 +e (l/1+1/2):1:€ (vi 1/2)ta1a272
4 4 (Vl —+ 1/2)

vy — 12

U1+V2

vV 1
+e—(u1+u2)$e(uf—u§)tala2 1V2 . + —a%a%e_Q("ﬁ”)x
(l/l —+ 1/2) 4

)4, (4.4.10)

T = ajre™ + agne™

2 2
- vV — 12 - Vi — 1
+aage P eMemyy | ——= | +ajade™e ey [ ——= ), (4.4.11)
V1 + g V1 + Vo

7T = ane ® 4 agree 2

2 2
v — U v — v

e e ?emaadn [ ——2 ) +e Ve Pemalagn | —— ) . (4.4.12)
v+ 1y v+ 1

e )
vy — 12

Tomando agora para a; = 2 , se encontra que

V1+V2

vy — 12

2
A0 ate)e {2cosh (v1 + o)z + 2 ( ) cosh (1) — v2)x

+ Sﬁcosh (vf — 1/22)15} : (4.4.13)

2
T = 4 (Vl + VQ) e~ (itv2)z {Vlei”%tcosh Vs + l/gei”gtcosh le} , (4.4.14)

VvV — 12

o que da a relacdo para as solucoes =

+
-
pr = +5
) +uetritcosh v + veet¥iicosh vix
= a
a? 282 ’
2cosh (v + )z + Ecosh () —v2)z + 8ﬁcosh (v —v2)t

(4.4.15)

2
onde a®> =4 (yl +y2) i

vV — U2
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Solucoes ‘dark’ séliton do modelo NLS

A forma das equagdes do modelo NLS convenientes para o tratamento de condigoes de
contorno constantes e que suportam solugoes do tipo dark-soliton [19] para as fungoes
= 1(x,t) estd dada na forma

b+ 0ath — 20 — ) = 0. (5.0.1)

Este modelo diferencia-se do modelo NLS com condigoes de contorno nula, pois agora
pode-se tratar o sistema com condig¢oes de contorno nao nulas, dadas por [20, 21, 22]

P T — —0Q,

P = pER, e=¢e", (5.0.2)

2
pe”, T — +00,

que sao condigbes de contorno compativeis com (5.0.1). O par de Lax A e B proposto
é
A = H'+UTE) + U E° +9,C,
(5.0.3)
B = H*4+VU'E! 4+ U E! +9,UTE? — 9,0 E° —2(UTU~ — p?)H" + ¢,C,

onde U*, ¢ e ¢ sdo os campos do modelo. O par de Lax em (5.0.3) e a respectiva
condigdo de curvatura nula (2.5.3) descrevem o modelo (5.0.1). De fato, tomando o
comutador de A com B dados em (5.0.3) e as derivadas parciais 0, B e 0; A, tem-se

[A,B] = 9,V"E! + 9,V E' —20,(¥T0)H°
+ 20H (T — pHEY + 20 (U — p*)E?, (5.0.4)

0,.B = 0,V"E} + 0,V FE' 4 0,,V"E"
—0pe U™ EY — 20, (VU H 4 0,¢,C, (5.0.5)

assim, na condi¢ao de curvatura nula (2.5.3)

0,8 —0,A—[A,B] = 0, (5.0.7)

02
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se tem, na direcdo dos geradores EY e EY, as equagdes de movimento
OUE = £0, U F 20TV — UfU, ) (5.0.8)

e na direcao do termo central C' se tem 0,¢; = 0,02, enquanto que nas diregoes dos
outros geradores, as equacoes sao triviais; seja agora a transformacao

t — it,x — iz, U — UFeT?, (5.0.9)
onde o fator €2 é introduzido para conveniéncia posterior; finalmente, a identificacao
=0t = (U7), (5.0.10)

tal que permite W, = —p?, reproduz o modelo (5.0.1), onde * significa conjugagio
complexa.
Os campos de vicuo A e BY de (5.0.3) sdo

AV = H'+4 pe2EY + pe’E°,

(5.0.11)
BY = H?+ ¢ 2pEL + pEL.
As solugoes de vacuo que serao consideradas sao as de configuracao constante
U5 =pe™, gr=¢y=0 (5.0.12)
Seja ¥ dada por
U = (I+k"E, — k™ E_)e™3ems, (5.0.13)

onde k% sdo constantes, I é a matriz identidade e F e o3 sdo as matrizes de Pauli [13];
considera-se uma representagao para (5.0.13) em termos de matrizes 2 x 2, de onde
encontra-se que

+
U= ( _}C_ ’f )6364036”“’3. (5.0.14)

Pode-se determinar as constantes k* e k= em funcao do parametro de graduacao \ e

das constantes p,( e k: do tratamento para as transformacoes dressing, foi dado que
[ver (3.1.2)]

A, = —0,v07!

é solucao da condigao de curvatura nula (2.5.3), o que resulta, para o modelo dado em
(5.0.3), AV = 9,¥¥ 1 e BY = 9,U¥~!; isso com (5.0.14), fornece

1 . 1 k+ z(o3 tkos —tko3 *33073# 1 _k+

B ¢ 1—ktk™ 2k
14 ktke —2k=  —(1—k*k™)
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e, da mesma forma
IR K 1—ktk~  —2k* ‘
v = T ( 2%k kth -1 )’ (5.0.15)

a representacao 2 x 2 para AV e BV & dada por
A2 pe? N2/2 pe)
vV _ vV _

onde \ é o parametro da algebra que define o grau dos geradores da algebra de Kac-
Moody; colocando (5.0.16) em (3.1.2), encontra-se para A" e BY respectivamente

A2 ope?\ ¢ 1= kth 2kt
(/%2 —A/Q) - W( ok —(1—k+k—)) (5.0.17)

X2 peA) K |- kR -2\
(pez)\ 2 ) T TR\ 2 ko1 )i B0

com as igualdades em (5.0.17) e (5.0.18) se encontra um sistema de equagoes em termos
de A\, p, ¢, k, kT e k™, e a solucao deste da que

pet
C+ A2’
A 1ltima destas equacoes mostra que e k assumem dois possiveis valores em termos

de A, o que exigiria a construcao de folhas de Riemann. Apresenta-se uma proposta
[19] para um parametro afim £ tal que as fungoes'

k=X, pP=C*=\/4, kT = — 4C% = 4p* + N2 (5.0.19)

1 p2 p2
C:—<§+—), A=§——, 5.0.20
5 : : ( )
se tornam univocas em &, resultando em
1/, p + P 2

O surgimento do parametro afim £ serve de motivagao para a introducao de um
novo parametro espectral associado aos novos potenciais A e B

= H'—p"H '+ U'E} + U E° 4+ ¢,C (5.0.22)
= H*+p*H >+ V" (B, — p*E.Y) + U (EL - p°E2Y)
+ 0, UTEY — 9, VTE? — 20t U HO 4 ¢,C. (5.0.23)

S s

'Existe outra parametrizacio para este sistema, e é quando (onde z é um parametro afim)

2 2 4
P 1 P L oo p z
A=z =_Z(_ L — (2 .
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Os potenciais (5.0.22) e (5.0.23) sdo escritos no novo parametro espectral £ e sdo
capazes de descrever o sistema NLS (5.0.8) quando sdao substituidos na equagao de
curvatura nula, o que pode ser verificado ao se usar Wy = p2. As conexoes de vacuo
correspondentes a (5.0.22) e (5.0.23) sdao dadas por

Ay = H'— pPPE7' 4 pe 2EY + p’ B° (5.0.24)
By = H*’4+p*H?+ pe (B — p°EZ") + pe’(EL — p?E=") — 2p*H®. (5.0.25)

O ponto mais importante nessas relagoes é que esses potenciais de vacuo sao defor-
magoes dos potenciais (5.0.11).
Em termos do parametro de graduagao &, a forma de (5.0.14) fica agora

U = P35 HEF ') (5.0.26)
mas, na nova graduacao &,
U = pettH o H) HH? —p H ) (5.0.27)

Deve-se notar que A — ¢ quando p — 0. Nestas contas, a matriz P, dada por

pe pe’ —2 -1 2 01
P=1-E,® e +E_®?:H—pe ET + peE” (5.0.28)
é, na representacao 2 x 2, dada por
1 EE_Q
P = Po , (5.0.29)
implicando que
1 1 BE_Z
P o= o P : (5.0.30)
1+ 2\ 7 !
£2
sabendo que a soma infinita
00 . 2n
> (%)
n=0 g
converge para
1
1 (5.0.31)
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2
quando assume-se que? £ <1, pode-se fazer em P~ que

Pl o= Z(ip)zm (]I ®€—2m + pE—QEJ:l ® §—2m _ peQEjl ® S—Zm) ,
m=0
— Z(ip)Qm (IQE>" 4+ € 2pE ' 2" — EpEZ'2") (5.0.32)
m=0

5.1 Transformacoes dressing para o modelo NLS
com condicoes de contorno constantes

As transformacoes dressing no caso de condigoes de contorno nao triviais seguem os
mesmos passos relacionados nos capitulos 3 e 4. Em tal discussao, tem-se que as
transformacoes dressing sao feitas com o auxilio de dois elementos de grupo, @, e O_,
tais que

Assume-se a decomposicao generalizada de Gauss

WO W0 L =

nvbc nvbc T (

\Ilgvbch\p?wgcl)f (\Ilgvbch’\y?w;cl)o (\Ilgwbch’\y?w;cl)Jr; (512)
define-se também
O~ = (U0, h 0000, M= (W0, 000 ) N = (W0,,h00,0), . (5.1.3)

nwvbc nwvbc

Logo, pode-se escrever as fungoes 7: o vetor 7 "*%(x, t) fica®

nwvbc nwvbc

= OT'M7Y A, (5.1.4)

U t) = (W0, A0 1) [Ao)

onde foram usados os fatos que a graduacao da algebra de Kac-Moody é a homogénea
e que N|Xg) = |Ag), onde |X\g) é o vetor de peso méaximo na representagdo. Uma vez
que |Ag) é um auto-estado da subalgebra gy de grau zero, pode-se definir o vetor funcio

7z, t) = M Ao) = |Ao)Fo(x, 1), (5.1.5)
onde Ty(x,t) é uma funcao escrita por

nwvbc nwvbc

Fo(z,t) = (Ao (W0, T0 1) [Ao). (5.1.6)

2Essa afirmacdo implica que & complexo define uma superficie de Riemann C —D, ou seja, um
plano complexo com um furo na forma de disco de raio p. Por outro lado, ao assumir que i—z <1, no
caso da segunda escolha do parametro espectral dada na nota de rodapé n2l, se tem uma superficie
de Riemann na forma de um disco D de raio p.

3No que segue, é assumido que o 6o peso mais alto da representagao correspondente & algebra de
Kac-Moody numa superficie C —D.
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Usando (5.1.4) e (5.1.6), encontra-se

7 nvbc(x’ t)

—113 o
O o) = To(w, 1)

(5.1.7)

As solugbes de vacuo (5.0.12) sdo solugoes triviais de (5.0.8); entdo as conexoes
relevantes a serem consideradas sdo as dadas em (5.0.24) e (5.0.25); tais conexdes
podem ser escritas na forma

Ay (€)= 0,90 , W0~ By (&) = 9,00 , WO 1 (5.1.8)

nvbc * nuvbe nvbc * nuvbe

Das equagoes (5.0.11) para os campos de vacuo AV e BV, pode-se encontrar as trans-
formagoes dressing aplicadas em analogia a aquelas em (3.2.16) e (3.2.17), fornecendo

AP = o_AVe '+ o9,6_67",
= 6_ (H1 — p*E7 4 pe PEY + p62E9) o-'+o0,06_07" (5.1.9)

B" = ©_B"0'+09,6_ 07",
@7 (H2 +p4H72 "‘/)672(511 o /J2E:1)
+pe*(EL — p*E-") — 2p°H°) O_ + 9,0_0~" (5.1.10)

onde

n>0 n>0

O_ =exp (Z &n> . M= exp(dy), N =exp (Z %) ) (5.1.11)

Pode-se encontrar algumas das componentes 6_;, 6_o por exemplo, em funcao dos
campos UE, ¢, e ¢ usando o fato de que

6.1 = (Ut —pe HE + (U —p)ETt + 6%, H Y, (5.1.12)
69 = —0 LB 4+ (V" —pf)E- + 6% H Y, (5.1.13)
0 - 2 + + 1 0 + 1 0
se encontra que 0,00, = 2(VT¥~ — p?), o5, = =0, V" + 50_1111 , 1 = —50%1 ©

$2 = —025.

Procura-se agora escrever as funcoes 7 convenientemente a fim de se encontrar as
solugoes para os campos ¥*. De modo analogo a (4.1.6), se tem que o elemento de
grau -1 de ©_ pode ser escrito em termos da funcdo 7° e dos campos ¥+ por

N \Ilgwc\p(r)wicl 3
—4] ) = (P b)1|>\0> (5.1.14)

#0

ou, em analogia a (4.1.6), pode-se escrever

S (\Ilgwbc\llgwgcl) {
(—(Ur —pe VB + (U — p)EZ' + 6% H ) |[Ao) = = —L1\o), (5.1.15)
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de onde se encontra que
/\+ A

Ut = pe* + o U™ = pe” — 0 (5.1.16)
Nestas, as funcoes 7 sao dadas por
7:+ = <5\0‘Ei( nvbch\p?wgcl) 1|5\0>7 (5117)
o= (AolBL (W0, 000 00 L (Ao, (5.1.18)
= (A|BL (99,,h 70 0 0) [ Ao)- (5.1.19)

As solugoes obtidas para tais condi¢oes de contorno exigem que as representagoes
da algebra sl(2) sejam feitas em uma superficie de Riemann (C —D), onde D é um disco
de raio p (outra possibilidade seria uma superficie de Riemann na forma de um disco
D de raio p). Em outras palavras, é necessario um conhecimento mais aprofundado
das representacoes das algebras de Kac-Moody numa superficie de Riemann, como
exemplo, no disco D de raio p, tratamento que é conhecido na literatura e estudado,
por exemplo, em [24]|. Abaixo, sdo mostradas as primeiras solu¢oes nao triviais, onde
na primeira delas se faz uso do programa MAPLE em vez de calcular os elementos de
matriz na devida representacao algébrica discutida logo acima.

5.2 Solucoes 1-s6liton

Escolhe-se para o elemento de grupo constante h que

h=ef F=)> vE™, (5.2.1)

n=—oo

onde todos os geradores de F' estao na parametrizacao £. Assim, do resultado da
transformacao dressing, tem-se

\I’Vh\Ilf/l — Pe:v(HlerQH_l)et(Hpr‘lH 2)e eft(H27p H—- 2)efzzs(HlerQH_l)Pfl

Y

onde, com o auxilio da formula de Campbell-Hausdorff, tem-se

UyhUy' =1+ P ([ (H' + p®H™ ) +t(H? Z o —[x(Hl +p’H ™)
H(H? — p*H ) a(H + pH )+ t(H? = p*H?), Y v"E~"] + ) P

mas, usando o resultado

o+ ) 0 = ), S B = = (sl D - D) )

n=—oo

Il
I
-
iy
=
—
ot
[N
[\
~
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encontra-se que
Uy hUy' = 1+ Pe“FP L (5.2.3)
Entao, da definicao de 79, tem-se

0 = o Ty RT3 A,
1+ e 1 (\|PFP™YNo): (5.2.4)

nestas, P e P~! estao definidas em (5.0.28) e (5.0.32). Da defini¢ao para 7" em (5.1.17),
tem-se

T = (| EL U AT ),

= e (A EL(PEFP )| Ao). (5.2.5)
Da definicao de 77, encontra-se
7™ = (| ELUvhT ),
= e P (N EL(PFP™Y)|\). (5.2.6)

As solugoes devem ser dadas, com os valores das fun¢oes 7, em (5.1.16).
As fungoes 7 tornam-se

T = be ?, b= (A|EL(PFP™Y)|\o):; (5.2.7)
T~ =ae?, a= (M| EL(PFP™Y)|\); (5.2.8)
=14 c¢e?, c1 = (A|PFP ). (5.2.9)

Com a ajuda do programa MAPLE, pode-se verificar que os campos do modelo dados
em (5.1.16) escritas em termos das fungoes 7 dadas acima sdao solugoes das equagoes
do modelo NLS (5.0.8) para o seguinte conjunto de relagdes entre os parametros

2

by = —a1—, (5.2.10)
1
2
vy
— g — 5.2.11

onde r; = pe 2, ry = pe? e a; ¢ um parametro livre. Entdo, em termos desses parame-
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tros, os campos em (5.1.16) ficam [23]*

2 r2r2
wofos(ese) e (4= )

Ut o= 4 R (5.2.12)
exp [—:p (1/1 + %) — (yf - 2) t}
1 — gy 1
(1 (7 + 717))
2 riT2 2 7’%7’3
ajviexp [—x <V1 + T) —1 (1/1 — 2 )]
U = oyt : . (5.2.13)

exp [—x <V1 + %) — <1/f — le;%) t}
2 2 1

1 _
" ] (1 (2 + r1r2))

Assim, com os valores numeéricos:
ap=-2; v=19, e=1,p=1, b =—-1.805 ¢ =0.4743758213, (5.2.14)

o que da para ¢; (5.2.2) que

¢1 = 4.005263158 x — 0.822132964 ¢, (5.2.15)

entao
A —2exp(—4.005263158 x + 0.822132964 t), (5.2.16)
7~ = —1.805000000 exp(—4.005263158 x + 0.822132964 t), (5.2.17)

70 = 14 0.4743758213 exp(—4.005263158 x + 0.822132964 ¢),  (5.2.18)

e, finalmente, as solucoes sao dadas por.

ot — o 2exp(—4.005263158 = + 0.822132964 t) (52.19)
- (1 + 0.4743758213exp(—4.005263158 = + 0.822132964 ))

- — 1.805exp(—4.005263158 = + 0.822132964 t) (5.2.20)
- (1 + 0.4743758213exp(—4.005263158 = + 0.822132964 ))

As solugoes podem ser visualizadas graficamente nas figuras (5.1(a)) e (5.1(b)) abaixo.

Outra solucao pode ser encontrada quando se escolhe para o elemento de grupo
constante h, o qual gera as transformacoes dressing, que

h =% G= > JE" (5.2.21)
entao
\Ilvh\l’;/l _ Pem(H1+p2H_1)et(H27p4H_2)eGeft(Hpr‘lH_Q)e:v(H1+p2H_1)Pfl

4Nota-se que esta forma da solucio também foi obtida pelo método de Hirota (veja por exemplo,
[23]). No entanto, a forma usual do método de Hirota fornece ¥* = g, /f, o que corresponderia no
nosso formalismo & seguinte relagdo f — 79, g+ — (\Ila[To + 7).
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4 B3
— 3_
darksoliton1 | i darksoliton2 2:
1 1
L e e e e s 2 e s ey ey | L s e s s e
-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10
X X
(a) Pulso ‘dark’-séliton em ¢ = ¢;. (b) Pulso ‘dark’-soliton em t =t > ¢;.

Figura 5.1: Evolucao do pulso ‘dark’-séliton (UTW¥™) da primeira solugao nao trivial.

que, com o auxilio da féormula de Campbell-Haussdorf, tem-se

Uy hWy' =1+ P ([e(H' + p*HY) + {(H* = p"H?), G

1
+5 [x(H'+p*H™ ")+ t(H> — p*H?), [x(H' + pH ") + t(H* — p'H?),G]] + ) P

onde, usando o resultado de

ol 1) 44 = H).G) = (alo+ ) +4(6 - )6
= G (5.2.22)
encontra-se para \I/Vh\If‘_/l
Uy hUy! = 1+ Pe"GP™. (5.2.23)
Entao, da definicao de 79, tem-se
™ = (oldvhiy )
1+ e"(\|PGP ™Y \). (5.2.24)

Da definigdo para 71 em (5.1.17), tem-se

= (| EL U TG A)
= "(N|EL(PGP™Y|\), (5.2.25)
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Finalmente, da definicao de 77—, encontra-se
7™ = (| ELUvRT )
= (M|EL(PGP™H|\). (5.2.26)
De modo equivalente, para a escolha do elemento de grupo constante h

h = efe (5.2.27)

)

onde F' e G sdo definidos em (5.2.1) e (5.2.21) respectivamente e a e b sdo constantes
arbitrarias, se encontra que as fung¢oes 7 em termos dos elementos de matriz (a serem
calculados), sdo

0 = 14ae P (M|PFP 7Y A) + be" (M| PGP~} Ao) + abe™®'e" (Ao| PFGP Y| Xo)(5.2.28)

T = ae” (N EL(PFP ™Y Xo) + be" (M| EL(PGP™Y)|Ao)

+abe= e (M| EL(PFGP™Y)|\o), (5.2.29)
7 = e "a(M|ELPFP ) + be" (M| EL PGP )
+abe= 1" (\| ELPFG P~ \). (5.2.30)

5.3 Solucao 2-sé6liton

Para obter a solucao 2-séliton, é escolhido h = efe®. As funcoes 7 relevantes sao dadas
por

0 = 14 a1e”?(A|PFP 7Y A) + e (M| PGP \o) +

aze™ " (N| PFGP | \), (5.3.1)
7 = Bie P (\|EL(PEP Y| \o) + Boe™ (N| EL (PGP~ 1) No) +

B3 (N| EL(PFGP™Y)|Ao), (5.3.2)
7 = e P (N EL(PFP™Y|Ao) 4 72¢™ (Ao| EL (PGP Ao) +

5 (N EL(PFGP~Y)|\o), (5.3.3)

onde os «;8, 3;s e v;8, com ¢ = 1,2 ou 3, sao constantes arbitrarias. Da mesma forma
que na solucao obtida para 1-soliton, toma-se

7T = a1e7? + ape™ + aze 1M,
77 = bie % + bye™ + bge%1eM, (5.3.4)
o= 1+ cre”® 4+ coe™ + Cgeﬂi)lem;

nesta, os a;s, b;s e ¢;s se identificam com os elementos de matriz em (5.3.2) multiplicados
com suas respectivas constantes e esses sao obtidos por por substitui¢ao direta de (5.3.4)
nas solugoes (5.1.16) e depois na equagao diferencial (5.0.1); isto pode ser feito com
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auxilio do programa MAPLE. Usa-se os fatos que (x(u + 2) +t(1? — 5—2)) = - F
1
e (x(o+ B) +t(0* — p—2))G = nG. Tomando que 11 = pe 2 e ry = pe?, juntamente com
0 0
as relagoes entre os parametros by = a1v?/r2, by = asrs/p?, co = —agry/(rira + p3),
o1 = —viay/(ri(vf + rire)),
Apa1V37y
by =~ 35—
P

2.9 2 2.9 2 2 3 3 2
riryp1 4 21Ty pr + 1T 4 2 pivy + vipy + Vi py
2.2 2.2 3 2 2 3 2 3 3 23
TiT3p1 — T{TRV1 — T1TVy + TiTelip1 — T1r2pil1 + rpiTe + Vip] — Vip1

207
as = ——
1
2,.2 2 2,.2 2 2 3 3 2
<T1T201 + 2rrouip1 + riravy + 2rirepivy + vipy + V3 P1)
2,2 2,.2 3 2 2 3 2 3 3 20
—Tiryp1 TV + TToVY — a2l p1 - TAT2pIVL — T1PIT2 — VipT + VipY
e

2,.2 2 2y, 2
_ _(T17“2 + 2riravipy + V1101)V1a2a1/ ( 2,22 _ 9.2.2,
C3 = 2 Tl rira1p1
i

2.2 92 2 2 3 4 4 3
+rirspy - 2rirovy p] — 2r1ravipy + riTely 4 T1Tep; — 2r1Taly pr

—2vp + pivy +vipt)

se encontra que as solucoes ¥+ e 1)~ sao dadas por

-2
Y= pe? 4
- mi+v1)(p?+mavy)? —
A€ 4 age™ + a9y ——g— e $1em
1 2 250 pe=2 (w1 —ma) (p*+12mI+p2 (V3 +m?))
1— V%a16_¢1 _ agrae™ (p2+1/1m1)2a1a2u%e_¢le’71
e R e e T e R AR L e e O e e
e
- 2
Y= pe+
2 2 4 2 2
aivy —¢1 | azp’et m 2 .2 (m1+4v1)(p*+mave) —¢1 ,m
— € —5—€ a1Q9l7 pe — e e
peiC Tt T €8 MGVIPE T ) (o A mI P D)
1— V%a16_¢1 _ asraem (p2+1/1m1)2a1a2ufe_¢le"1 ’
) Bl L 7Bt LB Ve o B L Comy w7 sy R P

onde g1 = (1 + &)+ (1 — &)t e ,m = x(mi + £2) + (mF — pt/m)t.

Tomando para os parametros livres os valores numéricos 1, = —1, 19 = 0.5, a; =
1.71, vy = —1.115,a, = —1.69 e p; = —1.112, se encontra que by = 2.12591475, by =
—0.3416780964, co = 1.147249859, ¢; = 2.860391873, b3 = 1078.438651, a3 = 2145.286400,
e c3 = 3.991834828 x 10°, pode-se visualizar o grafico de 1~ na Figura 5.2, que
representa dois pulsos evoluindo no mesmo sentido.

Uma outra possibilidade interessante é a desses dois solitons se colidindo; para tal, a
escolha dos parametros se diferencia apenas no sinal de p; e, obtendo assim, da mesma
forma que anteriormente, outra solucao 2 solitons, graficada na Figura 5.3. Nota-se
que as solugoes se interagem e depois disso continuam seu curso como se nao tivesse
havido interacao.
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20 40 -40

-0,56 1

-0,58 4

-0,60

Figura 5.2: Evolugao do produto "¢~ das solugoes 2s6liton sem colisao. Note que o
valor assintético da funcoes é —0, 5.

20 40 74‘10 fZIZG 0 20 40 -40

-0,65

-0,701

Figura 5.3: Evolucao do pulso dark-soliton para 3 tempos sucessivos; note a interagao
das solugoes e também suas condicoes de contorno nao nulas.
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Conclusoes

Na primeira parte deste trabalho foi estudado um exemplo de sistema integravel dis-
creto. Foi considerado o sistema de Toda como um sistema integravel no sentido de
Liouville. Para tal fim, foi usado o formalismo de Lax e os métodos algébricos para
construir grandezas conservadas e verificar sua involucao. Algumas contas explicitas
foram feitas para um niimero pequeno de particulas. Em seguida, se estudou a extensao
do conceito do par de Lax, de acordo com os estudos feitos na formulacao de Zakharov
e Shabat, de modo a possibilitar a descrigao unificada de sistemas integraveis de na-
turezas distintas; tal formulacao é escrita de forma simples em termos da condicao de
curvatura nula.

Foi estudado também o método das transformacoes dressing para obter solucoes de
sistemas integraveis que podem ser escritos em termos da condicao de curvatura nula;
nesta, se mostrou as solucoes 1 e 2 ‘bright’-s6litons para o modelo NLS. Estas solucoes
se anulam no infinito, portanto, elas satisfazem condicoes de contorno nulas. Estas
solugoes ja foram obtidas na literatura, como por exemplo, em [17] e [18] pelo mesmo
método; nestas, é encontrada também a generalizagao para solugoes N-soliton.

O modelo NLS foi escrito de forma conveniente para o tratamento com condicoes de
contorno nao nulas sem que fosse necessario a construcao de folhas de Riemann. Esta
forma permite que se tenha uma correspondéncia com o modelo NLS usual quando
se toma p — 0. As transformacoes dressing foram obtidas nas érbitas das solucgoes
de vacuo e as solucoes W* siao obtidas em termos das funcoes T que, por sua vez,
sao resultados de célculos de elementos de matriz de elementos de grupo de si(2); a
representacao de 37(2), relevante ao calculo destas fungoes 7, deve ser feita em uma
superficie complexa com um furo de raio p na forma de um disco, o que, no devido
estagio do trabalho aqui apresentado, ainda nao foi possivel. Uma outra possibilidade
seria a representacao da mesma algebra em uma superficie complexa em forma de um
disco de raio p. Entretanto, com a forma dos campos ¥+ em termos das funcoes T,
foi possivel escrever a primeira solu¢ao nao trivial com o auxilio do programa Maple:
a solucao representa o que, na literatura, se chama de um pulso ‘dark’-soliton. Assim,
fica a motivacao para futuros trabalhos a representacao dos operadores de vértice nas
superficies acima citadas de modo que as fungoes 7 tenham seus elementos de matriz
calculados de forma apropriada, tal que assim se possa obter solu¢oes multisséliton do
modelo NLS com condigoes de contorno nao nulas, ou seja, solucoes ‘N-dark’-séliton,
pelo método das transformagoes dressing. As representacoes dos operadores de vértice
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nestes espagos ja sao conhecidas na literatura, como por exemplo, em [24].
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A
As algebras de Lie su(N)

Uma algebra de Lie é um espago vetorial [25] g munido de um produto colchete

[]:gxg—9g

com as propriedades de ser bilinear, ou seja, linear nas suas duas entradas; antis-
simétrico, o que significa que

e que satisfaz a identidade de Jacobi:
X[V, Z)) = [X,Y], 2] + [V, [X, 2] VX,V e Z € g.

A algebra de Lie su(N) é formada por geradores (matrizes) N x N anti-hermitianas,
de trago nulo e sobre o corpo dos reais R. Associado a élgebra su(N), existe o grupo
de Lie SU(N), formado pela exponenciagao dos geradores de sua respectiva algebra.
Escolhe-se na representagao matricial da algebra su(/N) a base ortonormal em que

tr(1;1;) = 0i5, V1; e T; € su(N). (A.0.1)

Uma 4algebra de Lie su(N) [13] em tal base tem seus operadores tais que podem ser
divididos em dois tipos: os geradores de Cartan H;, que sao os geradores simultanea-
mente diagonalizaveis e que por isso comutam entre si, ou seja [H;, H;] = 0, e formam
uma subélgebra de Lie abeliana em su(N), chamada de subalgebra de Cartan; sua
dimensao é chamada de posto de su(V); os estados de uma representagao arbitraria
[13] de g podem ser escritos como |u, x, D) onde

Hi|,u,:p,D> = Mi|:u’x7D>’

onde x é uma estrutura a se especificar; os autovalores p; sao chamados pesos, que sao
reais; o vetor de m componentes p; é chamado de vetor peso. O outro tipo de geradores
sao os denotados por e,, as vezes chamados de operadores de step, que sao construidos
por combinagoes complexas do restante dos elementos da algebra g, obedecendo a

[H;, eq) = ajeq, ou [H; eT] = —aieL, (A.0.2)

Pge’s
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de onde conclui-se que €/, = e_,, onde os {a;} sdao as constantes de estrutura na base
de Cartan-Weyl e sao componentes de um espaco vetorial euclideano de dimensao igual
ao posto de su(N). Os vetores do espago vetorial de dimensao N — 1 sdo denominados
vetores raizes e constroem os geradores que nao sao da subalgebra de Cartan; isso é
suficiente para se deduzir que o niimero de raizes é igual a diferenca entre as dimensoes
de su(N) e da subalgebra de Cartan, ou seja,

(N* —1) = (N —1) = N(N —1).

Pela identidade de Jacobi pode-se encontrar a relacao de comutacao entre oper-
adores de step associados a raizes diferentes, resultando que

o H; se a+68=0,
[ea; e8] = N(a, 8)Eats se a+pe{a;}, (A.0.3)
0 outro caso.
Verifica-se também que
N(a, ) =—-N(f,a)= —N(—a, —0), (A.0.4)
N(a,pB) = N(—a,a+ )= —N(-p,a+ ), (A.0.5)
N(a,B) =—-N(—a-4,0) . (A.0.6)

Sera visto tanto no apéndice quanto no corpo da dissertacao que em muitos casos T,
¢ um gerador associado a raiz a®, mas que também pode ser escrito por T, ou seja
Toe =1T°.

A informacao da estrutura de uma algebra de Lie esta contida em suas constantes
de estrutura, que sao especificadas pelos vetores raizes da algebra. As denominadas
raizes simples sao tais que nao podem ser escritas como soma de outras raizes positivas;
uma vez que os negativos de raizes simples sao também raizes e que qualquer raiz pode
ser escrita como combinacgao de raizes simples, pode-se dizer que toda a estrutura da
algebra esta contida no conjunto de raizes simples. A matriz de Cartan Ky, é formada
em termos de raizes simples e é definida por

(a*,0”)

Koy =2—1—~,
D

(A.0.7)

onde (,) denota o produto interno euclideano; a matriz de Cartan possui todas as
informagoes sobre a algebra. Para a algebra de Lie su(N), ela tem a forma:

Kab = —(sa,chl + 25(170 - 5a+1,c- (AOS)

Esta possui inversa, onde se encontra que [12]
Z KacKc_bl = 5(11)7
C

o que da a relacao

b= —K,,  +2K;' — K}, (A.0.9)
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Seja um caso geral para qualquer peso p de uma representacao D, entao

o

p
2 ‘ILL"T7D>7

E3‘/,L,.’,U, D) = o

como os autovalores de E3 precisam ser inteiros ou semi-inteiros, tem-se que 2a-pu/a? €
Z; seja agora p um inteiro tal que atuando ET p vezes no estado |u, z, D) se tenha

(EJr)p‘:uwru D) % 0 € (E+)p+1‘:u7x7 D) = 07

onde o primeiro estado destas tem peso i+ pa, que é o peso mais alto nessa represen-
tagao; o autovalor de Fs5 é

a-(pt+pa) a-p .
(a2 ) = +p=7. (A.0.10)

De modo anéalogo, seja ¢ tal que
(E-)|p,, D) # 0
seja o estado de peso mais baixo, entao o auto valor de E3 neste estado é

a-(p—qo) a-p
= =5 —4=-J (A.0.11)

Dessa forma, somando (A.0.10) com (A.0.11), encontra-se a chamada férmula mestra:

a-p
2

:_%@_q) (A.0.12)

A condigio 2 - pu/a® € 7 para todas as raizes « define uma rede de pesos de g que
contém a rede de raizes, que por sua vez é gerada tomando-se combinaces inteiras de
raizes; pode-se tomar uma base nessa rede de pesos consistindo de pesos fundamentais
A(i), definida por

oW U 5 (A.0.13)
logo, todo peso A pertencente & rede de pesos é escrito na forma

=1

Outras bases para su(N) podem ser estudadas, e uma das mais importantes é a
base de Chevalley, onde se define

e E“ = €ars (A.0.15)

(o, @) (o, @)
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onde, de (A.0.2) e (A.0.3), encontra-se que

[H*H’] = 0 (A.0.16)
[H* E°] = E@Eiii (A.0.17)
[E° E°] = \/(‘z‘;fi(oé;)ﬁ)N(a,ﬁ)an se a+fBe{n}(A0.18)
= H“ se a+ =0, (A.0.19)
= 0 outro caso. (A.0.20)

Uma relagdo importante a se notar nessa base é o produto interno em (A.0.1), que fica

a b
a b o (O[ , )
tr (H*H’) = (@, a9)(ab, ab) e
2 (A.0.21)
a b _
WEE) = e an

tr (H*EY) = 0,

onde 1y, = 2K/ = 1pq-
Como exemplo, [28] toma-se a algebra de Lie su(3), onde os geradores sdo conheci-
dos como matrizes de Gell-Mann [13] e sao dados por

010 0 —¢ O 1 0 0
M= 100], a=]¢0 0], =(0-10 ],

000 00 O 00 O

0 01 00 — 000
000, X%=10001],Xx=[00T1],

1 00 t 0 0 010

00 O 1 10 0

0 0 V3 00 -2

Os geradores dessa algebra sao convencionalmente definidos por T; = \;/2 com i =
1,...,8; definindo os geradores de Cartan por H; = T3 = A\3/2 e Ny = Ty = A\g/2, tem-
se que os pesos dessa subdlgebra sao resolvidos de forma simples, pois essas matrizes
j& sao diagonais, de modo que os vetores peso, descritos no espaco vetorial euclideano
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(Hy, Hs) associados aos autovetores normalizados, sao

—_

m=(1/2,1/2v3) —

o O

e

po = (—1/2,1/2v3) — , (A.0.23)

o

0

e}

3 = (O,—l/\/g) N
1

As raizes simples de su(3) sao normalizadas, ou seja, verifica-se que (Fa;)? = 1; suas
raizes simples sdo a; = (1/2,v/3/2) e ap = (1/2, —v/3/2), de modo que a matriz de
Cartan é dada por

K, = 2((Zbgb)) - ( _21 _21 ) (A.0.24)

e a matriz de Cartan inversa Km_b1 é dada por

Wl N

K,'= (A.0.25)

Wl =
Wi Wl

As subdlgebras su(2) encontradas especificando as raizes, que serao as diferengas en-
tre 0s pesos e que por sua vez sdo dadas o' = (+1/2,+/3/2), +a?® = (£1/2, 7v3/2)+
e +a3=(£1,0), por isso

1
{Ear, E_q, _Z(_)\?’ +v3Xs) };
1
{E 02, E_o, —E(Ag +v3X) }; (A.0.26)

1
{Bras, B_as, 5M).

Essas matrizes, na base de Chevalley (A.0.15), sao dadas por

1
1
Ha1:§H1+§H2= 0
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e
0
1
o= g Yy~ 1 :
2
1
também tem-se
1 0 0 1 1 0 00
Ear = 5(M\+ids)=| 0 0 0 ], Ear=5a—ids)=1 000},
0 0 O 1 00
1 0 0O 1 0 0O
Eag = §<)\6 +Z)\7) = O O 1 y E_a2 == 5(}\6 - 'l)\7) — O O O ;
0 0O 010
1 010 1 000
Ea3:§(A1+Z.)\2): 000 |, E—a3:§()\1—i)\2): 100
0 0O 0 00

As relages do produto interno (A.0.21) de su(3) na base de Chevalley sdo dadas
por

tr(Hy Hye) = tr(H; Hy) = —1; (A.0.27)
tr(H, H,) = 2, i=1,2; (A.0.28)

tr(EpeEp) = tr(EyEp) = 0atb0s a,b=1,2,3. (A.0.29)



B

Algebras de Kac-Moody e algumas de
suas estruturas de graduacao

Antes de definir uma algebra de Kac-Moody, comeca-se com uma algebra de Lie finita
g e constroi-se a algebra de Loop [11] a qual consiste de polinomios formais de Laurent
g =g ® C[\, A7!] com o colchete de Lie

X @A\, Y @A = [X,Y]® ", (B.0.1)

Uma algebra de Kac-Moody afim g é a extensao central da algebra de Loop g por um
elemento central K que comuta com todos os outros elementos da 4lgebra.

Seja uma algebra de Kac-Moody [14, 26| g, afim & éalgebra de Lie g, dada pelas
relagoes de comutacao

[H(;n7 HI:L] = m Cnab5m+n,07 (BOQ)
(H E)] = > mpKyEp™, (B.0.3)
b=1
m n - « mTn 2
[Er Em,] = > HM —5mC0min 0, (B.0.4)
a=1
[EDER] = (q+ De(a, B)ELS se a+ f for raiz, (B.0.5)
[D,ET] = mEY, (B.0.6)
[D,H'l = mH; (B.0.7)

nestas K, é a matriz de Cartan definida em (A.0.7) da algebra de Lie simples g,
associada & algebra de Kac-Moody g e que ¢ gerada por {H?, EX}; nay = (2/a?) Ky =
Tha; ¢ € 0 maior niimero positivo tal que 5 — ga ainda seja uma raiz; €(c«, 3) sao sinais
determinados pela identidade de Jacobi, & sdo inteiros dados na expansio a/a? =
S 1%, /a2 enquanto que os inteiros m? sdo dados pela expansio o = Y. _ m2
onde os {«;}, i = 1...r, sdo as raizes simples de g; para todos os casos, r é o posto da
algebra de Lie simples g.
Escolhe-se uma graduacao inteira de g dada por

i=Psn (B.0.8)
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tal que se possa definir um operador de graduacao

Qi=H,+ND+0C, H,=Y s\ H° (B.0.9)

a=1

onde (sg, s1, ..., $,) ¢ um vetor de inteiros nao negativos; A’ = 2)\,/a? onde os \,$ sao
os pesos fundamentais da algebra de Lie simples g e 0s a,s sao as raizes simples de g;
tem-se também que

Ny = Zsim;?b, Y = Zm g e m§ =1, (B.0.10)
i=0 a=1

onde v é a raiz mais alta de g. Com isso, o operador de graduacao () satisfaz

[Qs,8:] = 1@, nez. (B.0.11)

Com as regras de comutacao (B.0.2)-(B.0.7) se encontra que

[Qs, H'] = m N.H,, (B.0.12)
Q.. E™ = (Z ms, + nNs> E™: (B.0.13)
a=1

08 operadores de step [16] associados as raizes simples de g sao e, = E? . €0 = E! “y e
fo = wa fo = ¢ ; o operador D; e os geradores de sua subalgebra de Cartan, que

sao h, = HY, ho=>_|IYH? + 2/1/12 onde nesta subalgebra [¢ ¢ dador por
Z ¢a2, ¥ =1; (B.0.14)

entao

[@Qs, hi] = [Qs, D] = 0 (B.0.15)
Qs ei] = sie; (B.0.16)
[QS, fz] = _Sifia 1= ]_, T (B017)

Tais informagodes ja sao suficientes para definir uma representacao das élgebras de
Kac-Moody conhecida como a representacao de peso mais alto [26]; ela é definida em
termos de um vetor de peso mais alto |As) que é construido por uma graduagao s de
g definida em (B.0.9); tais estados sdao aniquilados por geradores de g que tém graus
positivos: g.|\s) = 0; sdo autoestados da subalgebra go:

filAs) =0 (B.0.19)
QslAs) = ms|As), (B.0.20)

Cl,) = %(Zlf%) ). (B.0.21)
a=1 a
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E sempre possivel [16] modificar a definicio do operador de graduacio @, adicionando
uma componente em C' tal que o autovalor 7, se anule.
O estado de peso mais alto |\s) pode ser construido como

) = A= (B.0.22)
=0

onde os \5\@) sao os estados de peso mais alto da representacao fundamental e os \;s
sao os pesos fundamentais correspondentes g dados por [16]

~

Ao = (0,9%/2,0) e (B.0.23)
A = (o, 1Y07%/2,0), (B.0.24)

onde 0s A\;s, com a = 1,...,r, sao os pesos fundamentais da algebra de Lie finita g
associada a g; 1Y ¢ definido em (B.0.14) e os autovalores de H?, C e D sdo

H)|Ao) = 0, (B.0.25)

Hl?‘j‘a> = 5ab‘5\a>7 (B026)
~ 2 ~

Clho) = o), (B.0.27)
~ wQ ~

Clh) = 71;%0) e (B.0.28)

DlX) = 0. (B.0.29)

Para cada representacao fundamental, os estados de peso mais alto satisfazem

hylAi) 8ijlAe), (B.0.30)
e\ = 0, (B.0.31)
filh) =0, (B.0.32)
FIN) = (B.0.33)

B.1 12 Exemplo: graduacao homogénea para 3Al(2)

A graduagao homogénea para sAl(Q) é definida com um vetor de graduacao s = (1,0), de
modo que |\;) = |A\g) e que na base de Weil-Cartan tenha-se as rela¢oes de comutagao:

(([H™ H"] = n 3C0mino,
[H™ Et] = +E7*™,

(B.1.1)
(B, E) = 2H™" +nConyng,

[D, T™ = mT™,

\
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Nestas, C' & o termo central. De (B.0.15)-(B.0.17) tem-se, para tal caso, que hy =
C, hy =H", fi =E°, e; = EY, tal que se obtém de (B.0.30)-(B.0.33) as relagoes

hilho) = 0, (B.1.2)
Al = 0 (B.1.3)
e1lho) = 0, e (B.1.4)
holdah = ClAg) = o) (B.1.5)

Nestas, fica claro que o vetor de peso mais alto |\g) desta dlgebra é um autoestado de
sua subéalgebra de grau zero.

B.2 22 Exemplo: s = (1,1) para si(2)

Neste caso [27], as relagoes de comutagao preservam a forma do exemplo anterior:

([T, T3] = m 3C0m4np0,
[Ty, 1Y) = T
(B.2.1)
[T, 1] = 2T+ mCOino, €
| @, T = mI™, i=3, + ou —.
Entretanto, para o caso de sine-Gordon é feita uma escolha de base dada por
bomir =T7 + T Foppy =T7 —T™ e F,, =217 — % m0C;
esta base satisfaz
[bom+1,bons1] = (2m + 1) Orsnt1,0C,
[b2m 11, F) = —2F,10mt1,
[Fomt1; Fon] = —2ba(nim)+1, (B.2.2)
[Foms1, Font1] = —(2m+1)dmint10C, €
L [Fom, Fn) = 2M0psn0C.
O operador de graduagio (B.0.9) fica Q = T2 + 2d de modo que
[Q,bomi1] = @m 4+ 1) bymy1  [Q, F] = nF,. (B.2.3)

Assim, de (B.0.30)-(B.0.33), encontra-se as duas representagoes fundamentais. Os
vetores de peso mais alto nessa representacao, onde os vetores de peso mais alto sao
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|Ao) e |A1), logo

73| M) = 0
ClAo) = [Ao),

T3 =T o) =TEXo) = 0, .
TS)n) = 1), o
ClA1) = [A) e

T3A) =T9M) =TE[M) = 0.



C

Calculo de elementos de matriz
usando a representacao de peso
Maximo

Nesta parte, sera explicitado o céalculo de alguns elementos de matriz de geradores da
algebra sl(2) usando suas regras de comutagao (ver (B.1.1)). Nestes calculos serdo
usados os fatos explicitados em (B.1.5) e que o estado (vetor) de peso maximo |\g)
¢ aniquilado por qualquer gerador de grau positivo; é consequéncia disso que (\g| é
aniquilado por qualquer gerador de grau negativo. Assim, os elementos de matriz
(Xo|M|Xo), com M € g, s6 & diferente de zero quando M é o gerador central C' (ver
(B.1.5)). E definido que F; =307 v"E"" e Gy =Y ptE"

Alguns resultados que serdo usados comumente sdo dados por (C.0.1), (C.0.2),
(C.0.3): Dados m,n € Z, entao

ST IETETN) = > (M|E{ME™ = 2H™ T 4 0 0C o)

m,n>0 m,n>0

= Z (<)\0|ETE_T_TL|)\0> - 2<>\0|Hm—n|>\0> + n5m_n70<)\0|C’|)\0))

m,n>0

= Z némin,o_ (001)

m,n>0

Dados m,n € Z, entao

o NIEFH TN = Y (AolHMELNo) = 0; (C.0.2)

m,n>0 m,n>0

de fato, pois tomando as regras de comutagao em (B.1.1),

S TEZHT ) = > (Ml FEI TNy + Y (A[HEL|Ag) = 0;
m,n>0 m,n>0 m,n>0
> QolH'EL™ M) = > ol £ ET o) + Y (Mol EXHAg) = 0;
m,n>0 m,n>0 m,n>0

78
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o outro fato é
S>> (NIELETTEPN) = 0, (C.0.3)
n,p>0 m=—oo

que é facilmente visto quando se faz

DD lELETTET V) = Y > (elHTT + 8 m0C) EE M),

n,p>0 m=—o0 n,p>0 m=—o0

= 3 3 (lH"™EL M) + ol Mo E£"|A0))

n,p>0 m=—o0

(C.0.4)
onde, usando o resultado de (C.0.2), tem-se
SN elELETE N = . (C.05)
n,p>0 m=—o0
e Calculo de (\o|F;G,| o).
Este elemento de matriz é da forma

MolFEiGilh) = ) vl (ol EME" o),
m,n>0
que tem um elemento de matriz do tipo (C.0.1), entao

(M| FiGjlAo) = Z vy " pindm—n.p

m,n>0
3 pi\"
= n —‘7
Vi
n>0

que é uma série que converge para

MolEGilA) = P (C.0.6)

(pj —vi)?
e Calculo de (Xg|GiF;Gi|Ao)

Aqui se tem

o0

MolGiFiGilda) = D D o™i (A| ETET"EP|Ao),

n=—oo m,p>0
onde o elemento de matriz é da forma de (C.0.3), logo

(M| GiF;Gi|Ao) = 0. (C.0.7)



Apéndice C 80

e Cilculo de (Ao F,G;Gr| o)

MolFEiGiGrldo) = > v ol b (Nl EMEE P No)
m,n,p>0
— Z v; "ol o (Mol EX"ETEL T | A)
m,n,p>0
+ (No|(=2H™ " 4+ n8m_noC)E"|No))
= 0. (C.0.8)

e Calculo de (\o|F;F;Gi| o)

MolEFGrldo) = > v ph( Mo EME" ELP| o)
m,n,p>0
= > vk (A EMEPE" o)
m,n,p>0
+ (Mol B (=2H 74" + pd_pin0C) Ao))
= 0. (C.0.9)

e Caélculo de <)\0‘FZGJF]€‘)\0>

(M|FiGFiho) = Z > v R (Ao ETET"E| o)
n=—oo m,p>0
= Yy EMEZPET" | Ao)

mnp>0

+ Z > v (M BT (—2H P 4 nd_y_p,0C)| Ao)

n=—oo m,p>0

- 0. (C.0.10)

O calculo de elementos com um niimero maior de geradores, como por exem-
plo (M| G F;GrGi|Xo) e (Ao|FiG;FrGi|Xo), se torna, em alguns casos, impraticavel-
mente complicado; para tal, usa-se os operadores de vértice, apresentados no proximo
apéndice.



D

Operadores de vértice homogéneos de

sl(2)

Sejam: os operadores da dlgebra de Lie g = si(2)

h:(é_ol), f:<8(1]) e:<8(1)); (D.0.1)

a base dual de SAZ(Z)
1
{t"h,t"f,t"e, f,C, D}, {5t "ht 7" f, 17", C, D); (D.0.2)

Q = Z «, arede de raizes; (| ) é a forma simplética invariante de sl(2) onde (a|a) =2 e
a sdo as raizes de sl(2); C[Q] a algebra de grupo da rede formada pelas raizes Q C h C g
onde o produto de elementos e* da algebra de grupo é dado por e®e? = €(a, 3)et?
e onde €(a,a) = €(—a,—a) = —e(—a,a) = —€(a,—a) = —1. Seja ¢ = e, entdo
identifica-se que C[Q] = C[q, ¢ !]. A construgao dos operadores de vértice homogéneos
pode ser escrita com

L()\(]) - C[x17 L2, .14, qil];

0 0
a2 , a "—nx, VYn>0€Z; a® — 2d—;
oz, dq
Cr—1 D — qﬁ Q—an 0 E(z)—ZE"z”IHF(z)
) aq n8xn7 + + 9
n>1 nez
onde
8
j>1 7>1
Ao definir
= > B Fi= ) BT (D.0.4)

81



Apéndice D 82

se pode fazer a correspondéncia
Os elementos de matriz podem agora ser calculados pela relacao

<)\O|FCVN (ZN>F0!N—1<Z'N*1> te 'Fa1(21)|)‘0> =
N .
{ 0 sey . a_i#0, (D.0.6)

[icicion elai, ) (zi — 2)@19) se XY i =0.

Com isso, os operadores de vértice para este caso sao dois, I';(z) e I'_(z), asso-
ciados as raizes o e —a, respectivamente. De (D.0.6) se observa que os elemen-
tos de matriz nao nulos devem ter um nimero par de operadores de vértice e de
modo que, supondo haver N operadores de vértice nos elementos de matriz do tipo
(Mo|Tan (2n)Tan_i (2n-1) - - - Tay(z1)| Xo), entdo, os elementos de matriz nao nulos devem
ter N/2 operadores associados as raizes a e outros N/2 associados a raiz —a. Pode-se
agora mostrar, com esse formalismo, a realizagao de elementos de matriz; por exemplo,
usando (D.0.6), calcula-se

(Mol Fi(vi)Gi(05)|Ao) = vioj{Xo|l—(¥:)T+(05)| o)
= vigje(+, =) (v — g;)

1
Vioj -
T(vi — 05)?

(D.0.7)

Outro tipo de elemento de matriz é o da forma (\o|ELG;(0;)|No), que é calculado em
seguida

(Mol ELGj(pi)INo) = %fdzZPz‘<)\0|P—(2)F(Pi)|>\0>a

Pi %d z
= R —
24 (z — pi)?
= P (D.0.8)

nesta, a integral é feita num no contorno de um circulo com centro na origem.
Um outro exemplo importante de célculos de elementos de matriz usando operadores
de vértice é

(alEXGIFiGalde) = 2= § dz 201 pa{olD- (L ()T (2] o)
- 2’; j{dz 2L Vs pQﬁE(—i——F)(W . z)2ﬁ
e A
- —<Z>;<5§ . )? f Brmve, —<Vz2>2_<52)2— bR

(D.0.9)
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As integrais do tipo que aparecem em (D.0.9) sdo iguais a 2iw. De fato: sejam as
integrais do tipo

/ Zdz(z—i)?(?ix)? = 0 f = z—zg_z)iw’

onde denominador pode ser decomposto em fragoes parciais, de modo que

1 1 1 1
(z—0)(z+ ) - x+Q(Z—Q_z+x); (D.0.10)

frip i — e ety <ig_ix) :
_ _898”*“{@ (%zdz%—%zdz%)},

onde, usando o resultado do teorema dos residuos [3|, encontra-se

j{zdz( (Z;V)2 _ = —8901{2m (@(@—V)2+fc(x—’/)2)}a

z—0)*(z+ ) T+

= -0,0, { 2T (Pt 2@ — )+ Ao+ x))} ,

x4+ 0
= —2im0,0, (* — oz + 0* + 2v(z — o) + 1*),
= 2. (D.0.11)
Assim
<)\0|E1 G1F2G2|)\0> = pP1lV2P2 (p2 _ p1)2 (D 0 ]_2)
- (v2 — p2)?(va — p1)?

Da mesma forma, se obtem para elementos de matriz em termos de operadores de
vértice homogéneos que

pi Vi pivi(p; — pi)?(v; — v;)?
WlBGE G = S T — vy — e (D01

Estes operadores de vértice foram obtidos supondo que a representagoes da algebra
de Kac-Moody si(2) no plano complexo C; entretanto, no caso relevante ao do modelo
NLS com condic¢oes de cotorno constantes, é necessario que se represente os operadores
de vértice em uma superficie de Riemann C —D, onde D é um disco de raio p; ou em
uma superficie de Riemann na forma de um disco D de raio p. Estas representacoes
sao conhecidas na literatura e sao estudadas, por exemplo, em [24].
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