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Nada no mundo pode substituir a persisténcia.

O talento nao pode; nada mais comum que pessoas mal-sucedidas com talento.
A genialidade nao pode; génios ndao recompensados € quase um provérbio.

A educacao nao pode; o mundo esta cheio de cultos desamparados.

Apenas a persisténcia e a determinacdo sao onipotentes.

O lema ‘seque adiante’ resolveu e sempre resolverd os problemas da raca humana.

Calvin Coolidge (1872-1933), politico norte-americano.
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Resumo

Neste trabalho estudamos as relagoes entre problemas quadraticos par-

ticulares.

Os problemas quadraticos sao muito estudados em programagao nao lin-
ear pelo grande niimero de aplicagoes que recaem nesse tipo de problema.
Eles freqiientemente sao usados como subproblemas auxiliares nos algo-

ritmos mais gerais.

No estudo de métodos de resolucao de problemas de programagao nao
linear, aparecem dois importantes problemas quadraticos que envolvem
uma variedade linear e uma bola fechada. Relacionado a eles ha um
problema geométrico. A meta deste trabalho é caracterizar as solugoes
de cada problema e estabelecer os vinculos existentes entre elas. A analise
das relacoes entre tais problemas e suas solugoes representa a principal

contribuicao da dissertacgao.

Palavras-chave: programacao nao linear; problemas quadraticos; algo-

r1tmos.
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Abstract

In this work we study the relations between particular quadratic prob-

lems.

Quadratic problems are studied in nonlinear programming since the great
number of applications. These problems are frequently used as auxiliar

subproblems from general algorithms.

By studying methods for nonlinear programming one can get two im-
portant quadratic problems which involve a linear manifold and a closed
ball. Related to those problems there is a geometric problem. The main
goal of this work is to characterize the solutions of each problem and

discuss the relationship between them.

Key words: nonlinear programming; quadratic problems; algorithms.
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Introducao

O trabalho estd inserido na area de otimizacao continua, mais especifica-
mente no estudo de problemas de programacao nao linear. Essa drea trata do estudo
de problemas de otimizagao de fungoes de varias variaveis que possuem restrigoes
no seu dominio. Ela visa estabelecer as propriedades dos problemas, caracterizar as
solucoes e definir algoritmos para encontrar uma ou mais solugoes.

A forma mais comum de problemas de programacao nao linear é

min  fo(x)
s.a fg(r)=0
fi(z) <0

onde fy : R® — R é a funcao objetivo a ser minimizada, e fg : R® — RP e f; :
R™ — R™7P sao as funcgoes relacionadas as restricoes de igualdade e desigualdade,
respectivamente. Os pontos que satisfazem as restricoes sao os pontos viaveis.

A partir dos conceitos de minimizador local e global, é possivel definir como
solucao de um problema um minimizador local da fungao objetivo. Os métodos de
programagao nao linear sao construidos de forma a obter um ou mais pontos que
satisfacam os critérios necessarios para eles serem solugoes do problema.

Do ponto de vista matematico, segundo Luenberger [12], os algoritmos sdo
uma funcao que associa cada ponto de um espaco a um subconjunto nao vazio do
espaco. De modo geral, algoritmos dessa forma constituem no cerne de uma classe
bastante importante de algoritmos, os iterativos. Em um algoritmo iterativo, uma
seqiiéncia de pontos é obtida a partir de um conjunto de operagoes ordenadas e es-
tabelecidas sobre os pontos anteriores. Tais operagoes definem o passo iterativo, que
associa a cada ponto, ou a alguns dos pontos anteriores da seqiiéncia, um conjunto
a partir do qual o préoximo ponto da sequéncia é determinado.

Conceitualmente, as iteracoes de um processo iterativo sao executadas até
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se obter uma solucao. Contudo, isso pode significar gerar uma seqiiéncia infinita
de pontos ou uma demanda de tempo nao aceitavel para se chegar a uma solugao
exata. Na implementacao computacional dos algoritmos iterativos, muitas vezes é
necessario estabelecer um ou mais critérios de parada, de forma que o algoritmo
termine em um ponto considerado de alguma forma proximo da solucao desejada.

Em geral, os métodos de programacao nao linear constituem-se de algorit-
mos iterativos que, a partir de um ponto inicial, viavel ou nao, geram uma seqiiéncia
de pontos de forma a obter uma solucao em alguma iteracao, ou entao geram uma
seqiiéncia infinita cujos pontos de acumulacao sao solugoes. Conforme o problema,
podem ser adotados diferentes critérios para determinar se um ponto ¢ uma solugao.
Sao os critérios de otimalidade. Para um ponto poder ser avaliado pelo critério de
otimalidade, ele deve possuir certas propriedades, chamadas de critérios de quali-
ficacao.

Para problemas irrestritos, as técnicas cléssicas de resolucao sao algoritmos
iterativos que buscam, a cada iteragao, uma direcao a partir do ponto corrente que
permite diminuir o valor da funcao objetivo. Ja os métodos de regiao de confianca
[5] obtém uma solugao através de uma seqiiéncia de subproblemas. A cada iteragao,
a funcao objetivo é modelada por uma funcao quadratica cujos valores sao proximos
dos da funcao objetivo em uma determinada vizinhanca em torno do ponto corrente;
apos a modelagem, é obtido um ponto na vizinhanca que minimiza o modelo da
funcao objetivo.

Segundo Friedlander [8], ha trés grandes classes de métodos para resolver
problemas com restrigoes: penalidade ou barreira; programacao quadratica seqiien-
cial; e gradiente reduzido generalizado. Os métodos de penalidade ou barreira [16]
sao processos iterativos que resolvem, a cada iteragao, um problema irrestrito cuja
funcao objetivo é a funcao objetivo original acrescida de uma outra funcao construida
a partir das restricoes — a penalidade ou barreira. A programacao quadratica seqiien-
cial [3, 4] é uma abordagem para a resolugao de problemas com restri¢oes em que a
cada iteragao é resolvido um subproblema quadratico. Uma descricao dos métodos
de gradiente reduzido generalizado pode ser encontrada em [12].

Os problemas quadraticos sao muito estudados em programacao nao li-
near. Eles aparecem em varios algoritmos mais gerais como subproblemas a serem
resolvidos em uma ou mais iteracoes, constituindo muitas vezes o passo iterativo do

algoritmo. Os casos mais freqlientes de problemas quadraticos sao os irrestritos e os
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com restricao de bola fechada. Um exemplo de problema quadratico importante na
literatura é o problema dos quadrados minimos. Uma das técnicas existentes para
resolver problemas quadraticos irrestritos é o método do gradiente conjugado [7].
Para problemas quadraticos em bolas [16], ha dois métodos bastante utilizados para
obter uma solugao aproximada: dogleg e aproximacao de Steihaug.

Nos estudos sobre problemas de programacao nao linear, aparecem dois
importantes problemas envolvendo uma variedade linear e uma bola fechada. As-
sociado a eles ha um problema geométrico. Esses trés problemas sao o enfoque
principal deste trabalho. O propédsito é caracterizar as solucoes de cada problema
e estabelecer os vinculos existentes entre elas. O primeiro problema corresponde a
achar o ponto de menor norma euclidiana de uma variedade linear. Também pode
ser visto como a projecao ortogonal da origem O na variedade linear. A solugao do
problema é sempre tinica. O segundo problema significa encontrar o ponto da bola
fechada de menor distancia euclidiana a uma variedade linear. O terceiro proble-
ma consiste em minimizar a norma euclidiana de um residuo linear sujeito a uma
restricao de bola fechada. A analise das relagoes entre os trés problemas e suas

solugoes constitui na principal contribuicao deste trabalho.



Capitulo 1

Conceitos basicos

Neste capitulo apresentamos alguns conceitos basicos de Algebra Linear
[10, 11] utilizados ao longo do trabalho. As proposigdes enunciadas neste capitulo
apresentam as propriedades mais relevantes usadas nos demais capitulos. A dis-
cussao feita sobre variedades lineares e hiperplanos [12] na Segdo 1.10 permite uma
melhor compreensao dos problemas de programagcao nao linear tratados no Capitulo
4. Abordamos a interpretagao geométrica das defini¢oes e propriedades referentes

ao conjunto R".

1.1 Notacao de indices e de matrizes

Neste trabalho, os vetores e as matrizes sao denotados respectivamente por
letras minusculas e maiusculas. Vetores e pontos diferentes sao indexados por su-
perindices. Subindices denotam os componentes de um vetor. Escalares, matrizes
e conjuntos distintos sao indexados por subindices. O espaco R™*™ é o conjunto
das matrizes de m linhas e n colunas com as entradas (, j) sendo niimeros reais. A
transposta de uma matriz A € R™*" ¢ denotada por AT. Para qualquer n natural,
a matriz identidade de R"*" é denotada por I. Quando u e v sao vetores, a notacao
u > v significa que, para cada componente i dos dois vetores, vale u; > v;. As
notagoes u > v, u < v e u < v possuem significado similar. As demais notacoes sao

apresentadas ao longo do trabalho.
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1.2 Aplicacao

Dado um conjunto X, o conjunto das partesde X é o conjunto P(X) definido

CcOo1mo

UcCX << UePX).

Desse modo, P(X) é a familia de subconjuntos do conjunto X. Para qualquer
conjunto X, temos que 0, X € P(X).
Uma aplicacao ponto-a-conjunto, ou simplesmente aplica¢cdo, em um con-

junto X é uma funcao A : X — P(X).

1.3 Espaco R"

Para um nimero natural n, o conjunto de matrizes coluna reais

B 7 )

T

X2

RTL

1 T1,To, ..., T, €R

xn
\ L i J

é o espago R™, e esta associado a um espago geométrico. Um elemento do conjunto
R"™ é um ponto do espago. O ponto O =[00... 0] é a origem do espaco R".

Dados dois pontos x,y € R™, o conjunto
r={zeR"|z=z+aly—z) ; aeR}

é a reta definida pelos dois pontos. O segmento de reta fechado, ou intervalo fechado,

definido pelos pontos = e y é dado por
z,yl={zeR"|z=0+aly—2); 0<a <1}

O segmento de reta aberto, ou intervalo aberto, de dois pontos x e y é dada por
(x,y)={z€eR" | z=x+aly—2); 0<a<1}.

Se observarmos a ordem dos pontos x e y na definicao do segmento de reta
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fechado [z, y], eles definem um segmento orientado Ty de origem, ou inicio, no ponto
x e extremidade, ou término, no ponto y. Apesar de os segmentos de reta fechados
[,y] e [y,x] serem iguais, os segmentos orientados Ty e yZ sdo distintos. Dois
segmentos orientados u¥ e Ty sao chamados de equipolentes quando y — x = v — w.

A Figura 1.1 mostra a diferenca entre os segmentos orientados Ty e y.

Figura 1.1: Segmentos orientados.

1.3.1 Vetor

Um vetor em R™ é um conjunto de segmentos orientados equipolentes. Ele
¢é representado geometricamente por um de seus segmentos orientados, e algebrica-
mente por uma matriz coluna de n entradas. Se um segmento orientado Ty ¢ um
elemento de um vetor, entao ele ¢ um representante geométrico do vetor, e algebri-
camente o vetor corresponde a matriz coluna y — x. O wetor posi¢do de um ponto
x € R™ é o vetor que tem como um de seus representantes um segmento orientado
com origem no ponto O e extremidade no ponto x, e portanto possui as mesmas
coordenadas do ponto x. Um vetor pertence ao espago R™ se ele é o vetor posicao
de algum ponto do espaco.

O vetor nulo de um espaco R" serd representado neste trabalho por 0 inde-
pendentemente de n. O vetor posicao de um ponto do espaco R™ sera denotado pela
mesma letra do ponto, pois eles possuem as mesmas coordenadas. Assim, o vetor
posicao de um ponto z € R™ é o vetor x. Do mesmo modo, um vetor x define as
coordenadas de um ponto z € R". A Figura 1.2 ilustra o fato.

Quando multiplicamos um ntimero real a por um vetor z € R", obtemos

um miltiplo do vetor, e dizemos que o nimero « é um escalar.
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Ponto z

Vetor z

Figura 1.2: Um ponto x € R" e seu vetor posicao.

Dois vetores x,y € R™ sao paralelos quando um dos vetores é nulo ou existe
um escalar a € R tal que y = ax.

Um vetor z € R"™ é uma combinagao conveza dos vetores z e y se z € (x,y).
Nesse caso, z — x = a(y — x) para algum escalar « € R com 0 < a < 1. Significa
que os vetores z — x e y — x sao paralelos, conforme ilustra a Figura 1.3.

A transla¢ao de um conjunto U C R™ por um vetor z € R" é o conjunto

T={zeR"|z=2+y, ye U}

Figura 1.3: Combinacao convexa.
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1.4 Produto interno, norma, projecao ortogonal
e distancia

O produto escalar canonico, chamado simplesmente de produto escalar, de
dois vetores z,y € R" é definido como x”y. Dois vetores x,y € R™ sdo ortogonais se
2Ty = 0, e denotamos por x L y. A norma euclidiana de um vetor x € R" é dada
por ||z|| = V2Tz. A norma de um ponto é a norma de seu vetor posicio. Neste
trabalho, a norma utilizada é a euclidiana exceto quando ha uma mencao explicita
a outra norma.

A desigualdade de Cauchy-Schwarz afirma que, para quaisquer vetores z,y €
R", |2Ty| < ||z| |ly|| e a igualdade ocorre se, e somente se, os dois vetores sdo
paralelos.

O teorema de Pitdgoras, em sua versao para o espaco R" afirma que se
z,y € R" sdo ortogonais, entao ||z + y|* = ||z||* + ||y

A distancia euclidiana entre dois pontos z,y € R™ é dada por d(x,y) =
|lxt—y||. A distancia euclidiana d(z, U) entre um ponto x € R" e um conjunto U C R™
¢ o infimo das distancias euclidianas entre o ponto x e os pontos do conjunto. A
distancia euclidiana d(U, T') entre dois conjuntos U, T C R™ é o infimo das distancias
euclidianas entre um ponto de U e um ponto de 7. Quando os conjuntos sao

fechados, o infimo é o minimo das distancias.

1.5 Vizinhancas e bolas

Dado um ponto z € R", se o conjunto U C R" é tal que existe um conjunto
aberto T' C U para o qual x € T, entao U é uma wvizinhanca do ponto x.
Fixado um ponto y € R” e um escalar A > 0, a bola fechada B de raio A e

centro y é o conjunto
B={zeR"|[|z—yll <A}

e a bola aberta B de raio A e centro y é o conjunto
B={zcR"||z—y| <A}

Optamos por usar neste trabalho bolas abertas e fechadas como vizinhancas

para um ponto x € R”.
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A préxima proposicao estabele uma relagao entre normas e produto interno
relativos a dois pontos de uma bola centrada na origem, conforme ilustado na Figura
1.4.

Proposicao 1.1 Seja o conjunto B = {x € R" | ||z]| < A} para um certo A > 0.
Dados dois pontos distintos y,y* € B, temos que yTy* < A2,

Prova. De acordo com a desigualdade de Cauchy-Schwarz, se y € B nao é um
multiplo de y*, entao
T, * *
ly [ <yl Iyl
Logo,
yly* < A%

Caso y ¢ um multiplo de y* e diferente de y*, sem perda de generalidade podemos
considerar que ||y|| < |ly*||. Dai, y = ay* para algum escalar a € R" com a < 1.

Assim,

yTy* :a<y*)Ty* < A2.

Figura 1.4: Proposicao 1.1.
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1.6 Subespacos vetoriais

Um conjunto nao vazio V-.C R"™ é um subespaco vetorial do espaco R”

quando, dados dois pontos quaisquer z,y € V/,
r+yeV e ar eV

para qualquer escalar o € R.

Dada uma matriz A € R™*", o nicleo da matriz A,
N(A)={xreR"| Az =0}
é um subespaco vetorial do espaco R", e a imagem da matriz A,
Im(A)={yeR"|y=Az; x € R"}

¢ um subespaco vetorial do espaco R™. A nulidade da matriz A é a dimensao de
seu nucleo, e o posto da matriz é a dimensdo da sua imagem. As matrizes A e AT
possuem o mesmo posto. A soma do posto e da nulidade da matriz A é igual a n.
Um vetor z é paralelo a um subespaco vetorial V' se o ponto x pertence ao
subespaco. Um vetor x é ortogonal ao subespaco vetorial V' se ele é ortogonal a
qualquer vetor paralelo a V, isto é, 2’y = 0,Vy € V. O vetor 0 € R" é o tnico

vetor ortogonal a todos os vetores do espaco R", logo {0} = R™.

1.6.1 Subespacos ortogonais

Dado um subespaco vetorial V' C R™, o complemento ortogonal do subespaco

V' é o conjunto
Vi={yeR"|y"2 =0, Vo e V}.

O conjunto V+ é um subespaco vetorial, (V+)t =V e VN VL = {0}. Dado um
vetor z € R™ e um subespaco vetorial V' C R", o vetor pode ser decomposto de
forma tnica em um vetor paralelo a V' e um paralelo a V+, ou seja, existem tnicos

r €V eyc Ve, tais que z = 2 +y. Denotamos o fato por

R =VaoV:
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O ponto z assim obtido é a projecao ortogonal do ponto z no subespaco vetorial
V. Conseqlientemente, o ponto y é a projecao ortogonal do ponto z no subespaco

vetorial V+. A Figura 1.5 ilustra a decomposicao.

z

P

Figura 1.5: Decomposicao e projecao ortogonal.

A proposicao seguinte estabelece uma relacao de ortogonalidade entre su-

bespacos definidos por uma matriz A € R"*".

Proposigao 1.2 Dada uma matriz A € R™" os subespacos vetoriais Im(AT) e

N(A), contidos no espago R™, sao ortogonalmente complementares.

Prova. Seja v € R™. Temos que
v e Im(AT): «—= vTw =0, Yw € Im(A").

Todos os elementos do conjunto I'm(A”) sao da forma w = ATy para u € R™. Logo,

viw =0, Yw € Im(AT) <= vT(ATu) =0, Yu € R™.
Como vT (ATu) = uT(Av), pois vT (ATu) € R,

vT(ATu) =0, Yu € R™ <= v’ (Av) =0, Yu € R™.
O tnico vetor ortogonal a todos os vetores de R™ é o vetor nulo. Assim,

u'(Av) =0, Yu € R™ <= v € N(A).

Portanto, Im(AT)t = N (A). O
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Pela proposicao anterior, a matriz A € R™*" define dois subespacos orto-
gonalmente complementares no espago R", Im(AT) e N(A), e sua transposta AT
define dois subespacos ortogonalmente complementares em R™, N (AT) e Im(A).
Logo,

R* = Im(ATY o N(A) e R™=N(A") @ Im(A).

Um fato importante sobre subespagos definidos por uma matriz é que
N(ATA) = N(A).

Com efeito, N(A) C N(ATA) e, dado x € N(ATA), temos que Az € N(AT) N
Im(A), ou seja, Az = 0, e portanto z € N(A). Como conseqiiéncia, a nulidade das

matrizes A e ATA é a mesma.

1.7 Singularidade, autovalores e autovetores

Uma matriz quadrada A € R™" é ndo singular se N(A) = {0}. Caso
contrario, ela é singular. Uma matriz A nao singular possui uma unica matriz
inversa At € R™" tal que AA™! = A7'A = I. Para matrizes singulares, nao ha
qualquer matriz inversa.

Dada uma matriz quadrada A € R™ ™, um vetor nao nulo v € R" que
satisfaz

Av =~yv

para um certo escalar v € R é um autovetor, ou vetor caracteristico, da matriz A. O
escalar v é o autovalor, ou valor caracteristico, associado ao autovetor v. A funcao

polinomial p, : R — R dada por

pa(y) = det(A —~I)

é o polinomio caracteristico da matriz quadrada A. Os autovalores de uma matriz
quadrada A sado as raizes reais de seu polinomio caracteristico.

Uma matriz quadrada A é singular se, e somente se, possui o autovalor nulo.
Nesse caso, o subespago vetorial N'(A) é o conjunto de autovetores associados ao

autovalor zero.
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1.8 Matrizes simétricas definidas

Uma matriz quadrada B € R™ " é simétrica se BT = B. Quando uma
matriz ¢ simétrica, todas as raizes de seu polinomio caracteristico sao reais.
Se, para todo vetor x € R™ nao nulo, a matriz simétrica B € R™*" ¢é tal

que:
1. 2" Bx > 0, ela é definida positiva;
2. 2T Bx > 0, ela é semidefinida positiva;
3. 2T Bx < 0, ela é definida negativa;
4. 2T Bz <0, ela é semidefinida negativa;

Caso 7 Bz é positivo para alguns vetores e negativo para outros, a matriz é in-
definida.

Os autovalores de uma matriz definida positiva sao todos positivos. Os de
uma matriz semidefinida positiva sao nao negativos. Os autovalores de uma matriz
definida negativa sao todos negativos. Os de uma matriz semidefinida negativa sao
nao positivos. Matrizes simétricas indefinidas possuem alguns autovalores positivos
e outros negativos, podendo possuir ou nao o autovalor nulo.

Quando a matriz B € R™"™ é definida positiva, o produto interno por B
de dois vetores z,y € R™ é dado por 27 By. Dois vetores x e y sao B-ortogonais,
ou conjugados por B, se x7 By = 0. A norma B de um vetor z ¢ ||z||p = V2T Bz.
Vale ressaltar que o produto interno canonico é o produto interno por I, e a norma
euclidiana de um vetor ¢ a norma I desse vetor.

Dada uma matriz A € R™*"  as matrizes AAT e AT A sio semidefinidas
positivas. As préximas duas proposicoes estabelecem algumas propriedades relativas

a ambas as matrizes.

Proposicao 1.3 Dada uma matriz A € R™*"™  se o vetor b € R™ € um autovetor

da matriz AAT associado a um autovalor real v > 0, entdo o vetor c = ATh € R™ é

nao nulo e é um autovetor da matriz AT A associado ao autovalor .

Prova. Por hipétese, AATH = ~vb. Multiplicando ambos os membros & esquerda por
AT temos que ATAc = yc. Desde que b ¢ N(AAT) = N(AT), o vetor ¢ nao é

nulo. O
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Proposicao 1.4 Dados uma matriz A € R"™ "™ um escalar p > 0, as matrizes

ATA + pl e AAT + ul sao definidas positivas.

Prova. Para todo vetor x € R™ nao nulo,
(AT A+ e = | Az]]? + pllal? > 0.
Analogamente, para todo vetor y € R™ nao nulo,

y' (AAT + ul)y = [|ATy [ + pllyl* > 0.

1.9 Funcoes em R"

Uma fungao f : R® — R é uma fun¢do real de n varidveis reais. O walor
da fungao f no ponto z € R" é f(x). O gradiente da fun¢do f no ponto x, quando

existe, é

A hessiana da fungao f no ponto z, quando existe, é a matriz V2 f(x) € R™" onde

a entrada (i,j) da matriz é
0*f

Uma funcao f : R™ — R™ pode ser escrita como

f:[fl fa ... fm]T

onde fi, fa,..., fmn : R" = R. A jacobiana da funcao f no ponto x € R é a matriz

(Vhi(x))"
(Vo))"

(Vfn(2))"
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1.10 Variedades lineares

Nesta se¢ao apresentamos o conceito e as propriedades de variedades lineares
e de hiperplanos. Os lemas enunciados aqui baseiam-se nos comentarios presentes
em Luenberger [12, Apéndice BJ.

O espacgo tridimensional contém pontos, retas e planos. Dados dois pontos
de uma reta contida no espaco, eles definem a reta. Dados dois pontos em um
plano contido no espaco, eles definem uma reta contida no plano. Motivados por
essas propriedades, podemos definir no espago R™ subconjuntos munidos da mesma
propriedade dos pontos, retas e planos no espaco tridimensional. Sao as variedades

lineares.

Definigao 1.5 Um conjunto ndio vazio L C R"™ é chamado de variedade linear® se,

dados dois pontos x,y € L arbitrarios, o conjunto
r={zeR"|z=ar+ (1 —a)y, a € R}
definido por esses pontos estd contido em L.

Na definicao acima, se os pontos x e y forem distintos, o conjunto r é uma

reta definida pelos dois pontos e contida no conjunto L.

g=y+tz-a

N

Figura 1.6: Pontos pertencentes a uma variedade linear L.

'Em vérios textos é usado o termo variedade afim.
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Numa variedade linear L, dados trés pontos x,y,z € L, o ponto y + 2z — x
pertence a variedade linear. Com efeito, os pontos p = sy-+(1—3)z e q = 2p+(1—2)x
pertencem a L. Assim, y+ 2z —x = ¢q € L. A Figura 1.6 apresenta o fato.

Veremos nas proximas proposicoes como caracterizar uma variedade linear.

Proposicao 1.6 Toda variedade linear do espaco R™ resulta da translacao de um

subespaco vetorial de R™.

Prova. Seja L uma variedade linear. Fixado um ponto x € L, obtemos o conjunto
V={veR"|v=w-—xz, we L}

Dados dois pontos a, b € V arbitrarios, exitem dois pontos y, z € L taisquea = y—=

eb=2z—x. Com isso,
a+b=@y+z—z)—z e aa=(aw+(l—a)r)—=z
para um escalar o € R qualquer. Como os pontos
y+z—=x e ay + (1 —a)x
pertencem a variedade linear,
a+beV e aaeV.

Logo, o conjunto V' é um subespago vetorial do espaco R", e a variedade linear L

resulta da translacao do subespaco vetorial V' pelo vetor z. [l

Proposicao 1.7 Dados uma matriz A € R™*"™ e um ponto b € R™, se o conjunto
L={xeR"| Az = b}

€ nao vazio, entao ele € uma variedade linear.

Prova. Dados dois pontos x,y € L e um escalar a € R arbitrarios, temos que

Alaz+(1—a)y) =ab+ (1 —a)b=0.
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Como isso ocorre para quaisquer x,y € L e a € R, o conjunto L é uma variedade

linear. O

Proposicao 1.8 Se o conjunto L é uma variedade linear do espago R™, entao exis-

tem uma matriz A € R™*" e um vetor b € R™ tais que
L={x eR"| Ax = b}.

Prova. Pela Proposicao 1.6, a variedade linear L é obtida a partir da translagao
de um subespaco vetorial V' por um vetor v € R*. Considerando a',...,a™ € R®

vetores que geram o subespaco vetorial V+, obtemos a matriz A € R™*" dada por

Desse modo, V = N (A).
Os pontos z € L sao da forma v = y+v com y € V. Assim, Az = Awv.

Tomando b = Av, chegamos a

L={zeR"| Az = b}.

Pelas Proposicoes 1.7 e 1.8, um conjunto nao vazio L C R™ é uma variedade
linear se, e somente se, L = {z € R" | Ax = b} para alguma matriz A € R"™*" ¢
um certo vetor b € R™. Pelas Proposicoes 1.6 e 1.8, a variedade linear L resulta de
uma translacao do nticleo da matriz A, conforme mostra a Figura 1.7. Desse modo,

fixado um vetor v € L, a variedade linear pode ser escrita como

L={zeR"|z=v+vy, ye N(A)}.
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Figura 1.7: Variedade linear L resultante do deslocamento de N (A).

Seja a variedade linear L dada por
L={xeR"| Az = b}

para uma certa matriz A € R™*" e um certo vetor b € R™. Dados dois pontos
z,y € L, o vetor z — y é tal que (z —y) € N(A). De fato, como Az =be Ay = b,
temos que A(z —y) = 0. Pela Proposigao 1.2, 27 (z — y) = 0 para qualquer vetor
z € R" tal que z € Im(AT).

Os vetores paralelos a variedade linear L sao paralelos ao subespago vetorial
N(A) e vice-versa. Os wvetores ortogonais a variedade linear L sdo paralelos ao
subespaco Im(AT). Como a variedade linear é uma translagdo de um subespaco
vetorial, ela é um conjunto fechado.

Assim como h4 um tnico ponto pertencente aos conjuntos N'(A4) e Im(AT),
que é o vetor nulo, hd também um tinico ponto comum aos conjuntos L e Im(AT),

conforme a préxima proposicao.

Proposicao 1.9 Dados uma matriz A € R™*"™ e um ponto b € R™, se o conjunto
L={xeR"| Az = b}

¢ ndo vazio, entdo hd um tnico ponto que pertence aos conjuntos L e Im(AT).

Prova. Primeiramente, precisamos garantir que L N Im(AT) # (). Dado um ponto
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x € L C R™, h4 dois vetores T € Im(AT) e & € N(A) tais que
T=1T+T.

Uma vez que 7 € N(4),
Az =A(xr—2) =10

Portanto, € L N Im(AT).
Para provar a unicidade, consideramos dois pontos y, j € LNIm(AT). Como

eles pertencem a I'm(AT), ha dois vetores z, 2 € R™ tais que
y=A"z e j=ATz3
Como eles também pertencem a L,
AATz=b e  AATz=0.

Dessa forma,

Logo,

Portanto, os pontos y e y coincidem. 0

De acordo com a Proposicao 1.9, quando o conjunto L é nao vazio, para

qualquer vetor z € R™ que satisfaz a relagao
AATz = b, (1.1)

0 ponto

y= ATz (1.2)

é o tinico que pertence a LN Im(AT). Portanto, é o tinico ponto da variedade linear
L cujo vetor posicao é ortogonal a variedade.
Devido a relacao entre variedades lineares e subespacos vetoriais, podemos

definir a dimensao de uma variedade linear.
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Definicao 1.10 Seja L uma variedade linear resultante da translagao de um sube-
spago wvetorial V. A dimensdo da wvariedade linear é definida como dim(L) =
dim(V).

Pela defini¢ao, a dimensao da variedade linear L = {x € R" | Ax = b} é
igual a nulidade da matriz A.
No Capitulo 4 serao discutidos alguns problemas de programacao nao linear

relacionados a variedades lineares.

1.10.1 Hiperplanos

No espaco R", as variedades lineares de dimensao n — 1 sao chamadas de
)

hiperplanos. Tais conjuntos sao da forma
H={zecR"|p'z =0} (1.3)

para um certo vetor nao nulo p € R™ e um certo escalar o € R.
Todos os vetores paralelos ao hiperplano H sao ortogonais ao vetor p. Os

vetores nao nulos paralelos ao vetor p sao ditos normais ao hiperplano H. O ponto

*

g
pr=—5p (1.4)
2

pertence ao hiperplano H.

Podemos associar ao hiperplano H definido em (1.3) os seguintes conjuntos:
1. o semi-espaco aberto positivo H, = {z € R" | pTx > o};
2. o semi-espago aberto negativo H_ = {z € R" | pTz < o};
3. o semi-espaco fechado positivo H, = {x € R" | pTx > o};
4. o semi-espaco fechado negativo H_ = {z € R" | pTx < o}.

A Figura 1.8 exibe os semi-espacos abertos definidos por um hiperplano H.
As proposigoes a seguir exibem algumas propriedades sobre pontos relativos

a hiperplanos.



Conceitos basicos 21

Figura 1.8: Hiperplano H e semi-espagos abertos.

Proposicao 1.11 O ponto p*, definido em (1.4), é o ponto do hiperplano H, dado

em (1.3), de menor norma euclidiana.

Prova. Seja h um ponto do hiperplano H distinto de p*. O vetor
v=h—p
¢ nao nulo. Como h = v + p* e vIp* =0,

A7 = [lvll* + [l )%

Uma vez que v # 0,
1201 > [Ip|1%.

Portanto, para qualquer ponto h € H diferente de p,

120> lp"]l-

A demonstracao da Proposicao 1.11 pode ser melhor entendida a partir da

Figura 1.9.
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iz]' p*

Figura 1.9: Proposicao 1.11.

Proposicao 1.12 Seja o hiperplano H definido em (1.3). Se os pontos z,y € R™

se encontram em semi-espacos abertos distintos relativos a H, entdo:

2) hd um ponto h € (z,y) tal que h € H.

Prova. Por z e y estarem em semi-espacos abertos diferentes, sem perda de gene-

ralidade podemos considerar que
ple>o e ply < o. (1.5)
Dai, p?(z —y) > 0 — 0. Ou seja,
Pz —y) #0,

o que prova (1).

Se o ponto h € R™ é um ponto do intervalo aberto (x,y), entao
h=y+a(x—y)
para algum escalar a € R com 0 < a < 1. Tomando

o—ply

a=—"2
pTe —ply
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como, por (1.5), pTo — pTy > o — pTy > 0,

0<a<l
O ponto
h=y+a(x—y)e(ry)
é tal que p’h = 0, ou seja, h € H, o que confirma (2). O

De acordo com a Proposicao 1.12, se dois pontos z,y € R" se encontram
em subespacos abertos distintos relativos a H, entao o vetor x — y nao ¢é paralelo ao
hiperplano H e ha um ponto do conjunto H cujo vetor posi¢ao é uma combinacao

convexa dos vetores x e y, conforme mostra a Figura 1.10.

7
prd

Figura 1.10: Proposicao 1.12.

1.10.2 Variedades lineares associadas a uma matriz e a um
vetor

Dados uma matriz A € R™*™ e um vetor b € R™, ha associado a eles o

vetor
c=ATh e R" (1.6)
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e trés conjuntos:

L={xeR"| Az = b}; (1.7)
G={rcR" | AT Az = ¢}; (1.8)
P={zeR" |z =)} (1.9)

Podemos decompor o vetor b como b = b + b onde
be NAT) e belIm(A). (1.10)

O conjunto L é ndo vazio somente se b = 0. Nesse caso, L é uma variedade
linear conforme a Proposicao 1.7.
Quando b = 0, o vetor ¢ é nulo, pois b € N (AT). Em tal situacio, se b # 0
entao L=0e P=0,eseb=0entao L =N(A) e P=R"
Quando ¢ = 0 e L # 0, o vetor b é nulo. De fato, dado um certo ponto
x € L, temos que bT Ax = bTb. Segundo (1.6), ¢z = ||b||*>. Portanto, b = 0.
Caso ¢ # 0, o conjunto P é um hiperplano. De acordo com (1.3), (1.4) e a
Proposicao 1.11, o ponto
. bl
¢=g.c (1.11)
¢ o ponto do hiperplano P de menor norma euclidiana.
Os trés lemas a seguir mostram que a variedade linear G sempre existe e

que, quando L # (), L=G e L C P.
Proposicao 1.13 O conjunto G, definido em (1.8), é ndo vazio.

Prova. O vetor b € R™ pode ser decomposto em dois vetores segundo (1.10). Como

existe um vetor v € R" tal que b = Av, por (1.6),
c=ATb=AT(b+b) = AT Av.

Portanto v € G. O

Proposicao 1.14 Sejam os conjuntos L e G dados em (1.7) e (1.8). Se L # 0,
entao L = G.
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Prova. Devemos mostrar que L C G e G C L.

Seja um ponto z € L. Entao ele satisfaz
Ax =b.
Multiplicando & esquerda pela matriz AT e usando (1.6),
AT Az = c.

Logo, x € G.

Seja agora um ponto y € G. Entao ele satisfaz
AT Ay = ¢ = A™b.

Dai,
AT(Ay —b) = 0.

Segue que
Ay —be N(AT).

Uma vez que L # (), hd um vetor v € R™ de modo a Av = b. Assim,
Ay —b=A(y —v) € Im(A).

Com isso,

Ay —b=0.

Logo, y € L. 0

Proposicao 1.15 Sejam o vetor ¢ e os conjuntos L e P definidos respectivamente

em (1.6), (1.7) € (1.9). Se ¢ # 0, entdo P € um hiperplano que contém o conjunto
L.

Prova. Caso L = (), entao L C P. Quando L # (), tomamos um ponto z € L. Logo,
Ax =b. Assim, b7 Az = bTb, ou seja, ¢!z = ||b||>. Portanto, z € P. O
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Quando o conjunto L nao é vazio e b # 0, o vetor ¢ nao é nulo, segundo a
préxima proposicao. Como conseqiiéncia, Im(AT) # {0} de acordo com o Corolério
1.17.

Proposigao 1.16 Seja o conjunto L dado em (1.7). Se L # () e b # 0, entdo o

vetor ¢, definido em (1.6), nao € nulo.

Prova. Existe um elemento v € L, de modo que Av = b. Assim, b € Im(A). Como
b # 0, pela Proposicao 1.2, b ¢ N(AT). Logo, ¢ = ATb # 0. O

Corolario 1.17 Seja o conjunto L dado em (1.7). Se L # (0 e b # 0, entdao hd um

vetor ¢ € R"™ ndo nulo tal que ¢ € Im(AT).

Prova. Pela Proposicao 1.16, o vetor ¢ = ATb é nao nulo. Por construcio, ¢ €
Im(AT). O

A Figura 1.11 apresenta os conjuntos L, G e P numa situacao em que b # 0
e L # (). Também é mostrado o ponto ¢*, ponto de menor norma euclidiana do

hiperplano P.

Figura 1.11: Proposicao 1.12.



Capitulo 2
Programacao nao linear

A programagao nao linear é a area da Matemadtica voltada ao estudo de
problemas de otimizacao de funcoes de varias variaveis que possuem restrigoes no
seu dominio. Ela visa estabelecer as propriedades dos problemas, caracterizar as
solucgoes e definir algoritmos para encontrar uma ou mais solugoes.

Neste capitulo discutimos o que é um problema de programacao nao li-
near e sua solucao. Apresentamos uma visao geral sobre algoritmos matematicos
e abordamos alguns algoritmos para a minimizagao de fungoes continuamente dife-
renciaveis, com ou sem restricoes. As principais referéncias para o capitulo sado
9, 12, 15, 16].

2.1 O problema de programacao nao linear

A area de programacao nao linear tem por objetivo estudar o seguinte prob-

lema:

(P) minimizar fy(z)

sujeitoa r € S CR"

A funcao fy : R® — R é chamada funcdo objetivo. O conjunto fechado
S, definido comumente por um sistema de igualdades e desigualdades, é o conjunto
wavel. Os pontos do espaco R™ pertencentes ao conjunto viavel sao os pontos vidveis,
e 08 nao pertencentes sao os pontos invidveis.

A maximizacao de uma funcao real f; em uma certa regiao do espaco R"

corresponde a minimizacao da fungao — fy na mesma regiao.

27
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As solugoes z* € S do problema sao os minimizadores do problema, e os
respectivos valores fo(z*) sdo os minimos, ou valores minimos, do problema. Dois
problemas sao equivalentes se possuem as mesmas solugoes.

Quando o conjunto vidvel é S = R", dizemos que o problema (P) é irrestrito.
Se S = 0, o problema é dito invidvel. Caso S seja um subconjunto préprio de R™ e
nao vazio, dizemos que o problema é restrito, ou com restricao.

O problema geral de programacao nao linear é da seguinte forma:

min fo(x)
(PEI) s.a fp(x)=0
fi(z) <0
onde a funcao fr = (f1, f2, f3,-- -, fp)" representa as fungoes das restrigoes de igual-
dade, a fungao fr = (fpi1, for2, forss-- -, fm)! representa as fungoes das restri¢oes
de desigualdade, e f; : R" — R parai =0,1,2,...,m. Vale ressaltar que o conjunto

vidvel é S = {x € R" | fg(z) =0, fr(z) < 0}.
Quando a funcao objetivo e as restrigoes sao lineares, isto é, f; € uma trans-
formacao afim para ¢ = 0,1,2,...,m, dizemos que o problema é um problema de

programagao linear.

2.2 Solucao do problema

Antes de esclarecer o que é uma soluc¢ao de um problema de programagcao

nao linear, é necessario apresentar as seguintes definicoes:

Definicao 2.1 Um ponto x* € S é dito minimizador global da fun¢ao objetivo do
problema (P) se fo(z*) < fo(x) para todo x € S. Nesse caso, fo(z*) € chamado de

minimo de fo em S.

Definicao 2.2 Dizemos que um ponto x* € S € minimizador local da funcdo obje-
tivo do problema (P) se existe ¢ > 0 de modo que fo(z*) < fo(x) para todo x € S

tal que ||z — a*|| < e.

Definicao 2.3 Um ponto x* € S é chamado de minimizador local estrito da funcao
objetivo do problema (P) se existe € > 0 de modo que fo(z*) < fo(x) para todo x € S
tal que 0 < ||lx — z*|| < e.
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De forma geral, encontrar os minimizadores globais é dificil, pois o conheci-
mento do comportamento da fungao é normalmente local. A maioria dos algoritmos
de programacao nao linear sao capazes de encontrar os minimizadores locais de um
problema. Por isso, é considerada uma solu¢ao de um problema de programacao
nao linear um minimizador local.

Na proxima secao serao discutidas, para uma classe de problemas de pro-
gramagcao nao linear, algumas condigoes necessarias para um ponto viavel ser uma

solugao.

2.3 Condicoes de qualificacao e de otimalidade

Dependendo das propriedades da funcao objetivo e do conjunto viavel, é
possivel estabelecer alguns critérios para avaliar se um ponto vidavel com certas pro-
priedades ¢ uma solucao do problema. Tais critérios sao as condicoes de otimalidade
do problema, e as propriedades que o ponto deve possuir para ser avaliado pelas
condicoes de otimalidade sao as condicoes de qualificacao.

Para o problema de programacao nao linear (PEI) com a fungao f; conti-
nuamente diferencidvel para ¢ = 0,1,2, ..., m, se um ponto viavel atende a condicao
de qualificacao da regularidade, que sera definida a seguir, ele satisfaz algumas
propriedades quando é uma solucao do problema.

Assumiremos ao longo desta se¢ao que as fungoes f; do problema (PEI) sao

continuamente diferencidveis.

Defini¢ao 2.4 Seja o problema (PEI) onde f; é continuamente diferencidvel para
i=0,1,2,....,m. Un ponto vidvel z* é dito um ponto regular se os vetores V f;(z*)

para i € K = {k € N| fr(z*) = 0} sdo linearmente independentes.

O teorema a seguir, cuja demonstragao serd omitida, exibe as condigoes de
otimalidade necessarias para um ponto regular ser uma solug¢ao do problema (PEI).

Observamos que Ag é a jacobiana da funcao fr e A; é a jacobiana da fungao f.

Teorema 2.5 (Condigoes de Karush-Kuhn-Tucker ) Seja o problema (PEI)
onde f; é continuamente diferencidvel para i = 0,1,2,....m. Se o ponto regular

x* € uma solugao, entao existem um vetor A € RP e um vetor p € R™™P tais que:

Vfo(@") + Ap(z")A + A7 (2")p = 0;
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:ujfp-‘rj(x*) _07 J=1 T — D5
>0
Prova. Ver, por exemplo, [12, Segao 10.8]. O

Definimos a funcao lagrangeano, ou simplesmente o lagrangeano, do proble-
ma (PEI) como a func¢ao £ : R" x R? x R”? — R dada por

Lz, A 1) = folz) + A fp(@) + 1 fr(z) (2.1)

Os vetores A e pu sao chamados de multiplicadores de Lagrange.

Segundo o Teorema 2.5, uma das condigoes de Karush-Kuhn-Tucker é
V. L(z* A\, 1) = 0.

Quando hé apenas restri¢oes de igualdade, o problema (PEI) reduz-se ao

problema

min  fo(x)

s.a fg(z)=0

(PE)

onde fg : R" — R™. A fungao lagrangeano £ : R" x R™ — R do problema (PE) é

e as condigoes de Karush-Kuhn-Tucker para uma solucao regular x* correspondem

a haver um vetor A € R™ tal que
V.L(z*\) = 0.

Caso haja apenas restrigoes de desigualdade, o problema (PEI) reduz-se ao

problema

min  fo(x)

s.a fi(x) <0

(PT)
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onde f; : R" — R™. A funcao lagrangeano £ : R” x R™ — R do problema (PI) é

L(z, 1) = folz) + p" fi(x)

e as condigoes de Karush-Kuhn-Tucker para uma solucao regular x* correspondem

a haver um vetor p € R™ tal que
V. L(x", p) = 0

,ujfj(x*) :O7 j: 1,...,777,;
p>0.

Vale ressaltar que um ponto vidvel z* satisfazendo f;(z) < 0 para j =
1,...,m é um ponto regular, e portanto as condi¢oes de Karush-Kuhn-Tucker sao
vélidas caso o ponto seja uma solugao do problema (PI). Nessa situagao, o Teorema

2.5 afirma que V fo(z*) = 0, pois o multiplicador de Lagrange p é nulo.

2.4 Algoritmos

Em geral, os algoritmos de programacao nao linear sao algoritmos itera-
tivos. Nesta secao, discutiremos o que é um algoritmo iterativo para problemas
matematicos, bem como algumas propriedades que permitem estabelecer critérios
de convergéncia e de término para algoritmos de programacao nao linear. As re-
feréncias para a segdo sao Bazaraa, Sherali e Shetty [1, Capitulo 7], Luenberger [12,
Secao 6.6], Polak [17, Secao 1.3] e Zangwill [19, Capitulo 4].

2.4.1 Algoritmos iterativos

Para problemas matematicos, podemos construir um procedimento de solu-
¢ao iterativo a partir de uma aplicacao. Relativamente aos problemas de otimizagao,

é possivel formalizar os conceitos de algoritmo e algoritmo iterativo como segue.

Definicao 2.6 Um algoritmo A, ou procedimento de solucao A, € uma aplicacao
A: X — P(X) tal que A(zx) # 0 para todo x € X.

Na definicao, o espago X pode ser o espaco R", um subconjunto nao vazio

de R™ ou um espago métrico mais geral.
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Definicao 2.7 Um algoritmo iterativo, ou processo iterativo, é um algoritmo que
gera uma seqiiéncia de pontos (x¥) C X, cada um deles calculado a partir de seus

0

predecessores, sendo o primeiro ponto da sequéncia, x°, a entrada.

Uma iteragao k, ou passo iterativo k, do algoritmo iterativo ¢ uma seqiiéncia
de célculos feitos sobre o ponto z* ou anteriores que resultam no ponto z**'. O ponto
z* é dito ponto corrente da iteracao.

A partir de um algoritmo A, é possivel construir um algoritmo iterativo B

*1 no conjunto

do seguinte modo: dado um ponto z¥ € X, tomamos um ponto z*
A(x*) segundo algum critério. Assim, o algoritmo A gera, a partir de um ponto

uma seqiiéncia de pontos tendo como passo iterativo z¥t1 € A(zF).

2.4.2 Algoritmos de decréscimo

Nos problemas matematicos, deseja-se a construcao de um algoritmo que
encontre, em um conjunto, um ou mais elementos que atendem a uma determinada
propriedade. Tais elementos constituem as solugoes a serem obtidas pelo algoritmo.

Para encontrar uma solucao de um problema, em muitas situacoes é cons-
truido um algoritmo iterativo de forma a, a cada iteracao, reduzir o valor de uma
certa funcao real definida a partir do problema. Algoritmos construidos dessa forma
sao chamados de algoritmos de decréscimo.

Para a defini¢ao de um algoritmo de decréscimo, tomamos um certo conjunto

nao vazio X* C X como sendo um conjunto solugao em X.

Definicao 2.8 Seja X* C X um dado conjunto solug¢ao e A um algoritmo em X.
Uma fungao real continua ¢ em X é dita uma funcao de decréscimo, ou fungao de
mérito, para X* e A quando:

1) dados v ¢ X* ey € A(z), temos ¢(y) < p(z);

2) dados x € X* ey € A(x), temos p(y) < p(x).

Se a funcao real continua ¢ é decrescente para o algoritmo A, entdo o
algoritmo é chamado de algoritmo decrescente de . Um ponto que pertence ao
conjunto solucao é dito solucao ou ponto desejdavel.

Ha varias formas de definir um conjunto solugao, um algoritmo e uma funcao

de mérito para um dado problema de programacgao nao linear. Para o problema



Programacao nao linear 33

min  fo(z)

s.a reSCR”

podemos adotar como conjunto solugao os conjunto dos minimizadores, a fungao
fo como sendo a funcao de descréscimo, e definimos um algoritmo iterativo A no
conjunto viavel S de modo que a funcao f, decresca a cada iteragao. Para problemas
irrestritos em que a fungao objetivo é diferencidvel, uma outra possibilidade é tomar
como conjunto solu¢io X* = {z € R" | Vfy(x) = 0}. Nesse caso, podemos tomar
como fungao de mérito fy ou a norma do gradiente da fungao objetivo, ||V fol|.

Nos algoritmos de programacao nao linear, a fungao de mérito é usada para

definir os critérios de convergéncia ou de parada do algoritmo.

2.4.3 Critérios de parada

De forma geral, os algoritmos iterativos geram uma seqiiéncia infinita de
pontos nao desejados, em que um ou mais pontos de acumulacao da seqiiéncia é um
ponto desejado.

Por conta disso, na implementacao computacional de um algoritmo iterativo
sao usadas uma ou mais regras como critérios de parada do algoritmo. Os critérios
mais usados em algoritmos iterativos de programagcao nao linear sao listados abaixo.
O ntmero real ¢ > 0, geralmente chamado de tolerancia, e o inteiro positivo N
sao definidos previamente. Lembramos que ¢ e X* sao a funcao de decréscimo e o

conjunto solucao considerados para o problema.
L o — 2k < e

O algoritmo péara se a distancia euclidiana entre um ponto e outro obtido apds

N iteracoes ¢ menor que uma certa tolerancia.

k+1 k
v —
2"
Quando a distancia euclidiana do préoximo ponto em relagao ao ponto corrente

é menor que a tolerancia dada, o algoritmo termina.
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3. p(a®) — (") < e

O algoritmo encerra quando, apds NV iteracoes, o decréscimo é menor que uma

certa tolerancia.

L ) =)

|0 (z))]

Se o decréscimo do préximo ponto em relagao ao ponto corrente é menor que

<e€

a tolerancia dada, o algoritmo para.

5. p(a*) — p(Z) < ¢, onde T € X*

Este critério é aplicavel quando o valor ¢(Z) é conhecido previamente. Por
exemplo, em problemas irrestritos, se a fun¢ao de mérito é p(z) = ||V fo(z)||
e o conjunto solugao é X* = {x € R" | ||V fo(z)| = 0}, entao p(z) = 0.

Observamos que os critérios 1, 3 e 5 sao diferencas absolutas, enquanto que
os critérios 2 e 4 sao variagoes relativas, sendo portanto menos sensiveis a mudancas

de escala.

2.5 Problemas irrestritos

Os problemas irrestritos sao da forma

min  fo(z)

s.a z€eR"”

onde fy : R — R. Neste trabalho, supomos que a funcao objetivo é ao menos
continuamente diferenciavel.

Existem varias técnicas para a resolucao de problemas irrestritos. Os méto-
dos classicos sao procedimentos de solucao que buscam, a cada iteracao, uma direcao
a partir do ponto corrente que permite diminuir o valor da funcao objetivo. Escolhida
a direcao do passo, é feita uma busca linear para determinar o comprimento do passo.

Numa dada iteragao, a diregao de busca é fixa. Exemplos dessa classe de métodos
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sao Cauchy, Newton e Quase-Newton. Uma discussao desses e de outros métodos
de buscas direcionais podem ser encontrados em [1, 6, 12, 15, 17, 19].

Outra classe de métodos para resolver problemas irrestritos sao os de regiao
de confianca. A direcdo e o comprimento do passo sao definidos simultaneamente
nesses métodos. Diferentemente dos métodos de busca linear, numa dada iteragao,
tanto a direcao como o comprimento do passo podem variar. A cada iteragao, um
modelo quadratico da funcao objetivo é obtido em torno do ponto corrente, e a
busca é realizada em uma regiao onde os valores do modelo quadratico e da fungao
objetivo se assemelham. Na Secao 2.5.1 apresentamos uma visao geral dos métodos
de regiao de confianga [16, Capitulo 4]. Outras discussoes sobre regido de confianga
podem ser encontradas em [3, 5].

Na Secao 3.2 serao vistas algumas propriedades relativas a fungoes qua-
dréticas irrestritas, o problema dos quadrados minimos e o método do gradiente
conjugado para encontrar a solugao em casos particulares. Um problema quadratico
particular associado a um problema relativo a uma variedade linear é apresentado

na Secao 4.4.2.

2.5.1 Os métodos de regiao de confianca

Seja o problema de programacao nao linear irrestrito

min  fo()
s.a reR"”

onde fy: R"™ — R é uma funcao duplamente continuamente diferencidvel.

Os métodos de regiao de confianca obtém uma solucao de um problema
de programagao nao linear irrestrito iterativamente através de uma seqiiéncia de
subproblemas. A cada iteracao, a fungao objetivo é modelada por uma funcgao
quadratica cujos valores sao préximos dos da funcao objetivo em uma determinada
vizinhanga em torno do ponto corrente; apds a modelagem, é obtido um ponto na
vizinhan¢a que minimiza o modelo da funcao objetivo.

A vizinhancga do ponto corrente onde a fungao objetivo é modelada é chamada
de regiao de confianca. A funcao quadratica que modela a fungao objetivo em torno
do ponto corrente é dita modelo quadratico.

O raio da regiao de confianca influencia no desempenho do método. Se a

regiao for pequena, o algoritmo pode perder a oportunidade de obter uma direcao de
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minimizagao que aproxime o ponto corrente de um minimizador da funcao objetivo.
Se a regiao for grande, o minimizador do modelo quadratico pode estar distante do
minimizador na regiao de confianga da funcao objetivo. Dessa forma, o algoritmo
devera ser capaz de alterar o raio da regiao de confianca conforme algum critério
adotado.

Na iteracao k, tomamos como modelo quadratico da funcao objetivo f, em

torno do ponto corrente z* os trés primeiros termos série de Taylor de f, em x*:

1
¢(p)=f5+ (V) v+ §pTka

onde p € R é o passo a ser dado, f¥ = fo(a*), Vf¥ = Vfo(z*) e By = V2 fo(aF).
Dessa forma, a cada iteracao o método devera resolver o subproblema
min  ¢*(p) = f§ + (Vf§)"p + 30" Bp

s-a |pll < Ay

(RC)

onde A, > 0 é o raio da regido de confianca, e assim obter o passo p*.

A Figura 2.1 apresenta uma possivel iteracao do método.

Figura 2.1: Uma iteracao do método de regiao de confianga.

Como no caso geral o modelo quadratico na regiao de confianga nao é
idéntico a funcao objetivo nessa regido, pode ocorrer de o passo p* obtido para

a minimizagao nao ser adequado.
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Como critério para obter o raio da regiao de confianca para a préxima
iteracao e avaliar o passo de minimizacao, calculamos a razao entre as redugoes da
funcao objetivo e do modelo quadrético obtidas na iteracao corrente.

Dado um passo p*, definimos a reducdo verdadeira como
aredy = fo(«*) = fo(z" +p")
e a reducao predita pelo modelo quadratico como
predy, = ¢*(0) — ¢"(p").

Como o método minimiza o modelo quadratico a cada iteracao, a reducao predita é
sempre nao negativa.

Se a razao
aredy,

Pr = predy

é negativa ou préxima de zero, a regiao de confianga deve ser reduzida e o passo
p* deve ser rejeitado, e o algoritmo deve fazer uma nova busca a partir do ponto
corrente . Caso a razao seja proxima a ou maior que 1, entdo a regido de confianca
pode ser aumentada e o passo p* é aceito. Se a razao ¢é positiva mas nio préxima

de 1, entao a regido de confianca nao é alterada e o passo p* é aceito.
Algoritmo 2.9 Regido de confianca

Dados 2° € R™, Apax > 0, Ag € (0, Apax), 17 € [0;0,25).
k=0
Enquanto o critério de parada nao for satisfeito:
Obter p” resolvendo (de forma aproximada) o problema (RC).
aredy, = fo(z*) — fo(z* + p*)
predy = ¢"(0) — ¢*(p")
Se ared;, < 0,25 pred,,
Agr1 = 0,254
Senao
Se aredy > 0,75 predy, e ||p¥]| = Ax
Ap1 = min{2A, Apax};
Senao
Appr = Ay;



Programacao nao linear 38

Se ared;, > n predy

ghHl = gk 4k

Senao
gl = b
k=k+1

Fim do enquanto.

Para obter o passo p* no algoritmo acima, o importante é o valor da funcao
objetivo ser reduzido a cada iteragao. Por isso, nao é necessario encontrar a solugao
exata do problema (RC). Basta que seja encontrado um ponto na regiao de confianga
que reduza o valor do modelo quadritico em relacao ao seu valor no ponto p = 0.

Na Secao 3.3 sao analisados dois métodos para obter uma solucao apro-
ximada para um problema quadratico em uma bola. Sao o método de dogleg e a

aproximagao de Steihaug.

2.6 Problemas com restricoes

Os problemas com restrigoes sao da forma

min  fo(z)
s.a fg(r)=0
fi(z) <0

onde fo: R* = R, fp: R" - RP e f; : R — R™P. Neste trabalho, consideramos
que as funcoes fy, fr e fr sao ao menos continuamente diferencidveis.

Para o caso mais geral, ha trés grandes classes de métodos [8] para resolver
o problema: penalidade ou barreira; programacao quadratica seqiiencial; e gradiente
reduzido generalizado ou restauracao inexata.

Os métodos de penalidade ou barreira sao processos iterativos que resolvem,
a cada iteragdo, um problema irrestrito cuja funcao objetivo é a funcao objetivo
original acrescida de uma fungao — a penalidade ou barreira — construida a partir
das restrigoes. Uma discuss@o sobre esses métodos pode ser encontrada em [1, 12,
15, 17, 19].

Os métodos de programagcao quadratica seqiiencial sao algoritmos iterativos

que resolvem, a cada iteragao, um problema cuja funcao objetivo é um modelo
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quadratico da funcao objetivo original. Na Secao 2.6.1 é apresentado um método
de programagao quadratica seqiiencial para problemas com restricoes de igualdade
que adota uma regiao de confianca para o modelo quadratico a cada iteracao. Uma
discussao mais geral pode ser vista em [1, 3, 5, 12, 15].

Os métodos de restauracao inexata e de gradiente generalizado tratam a
minimizacao da funcao objetivo e a aproximacao ao conjunto viavel como objetivos
independentes. Cada iteracao do método é composta de uma fase de viabilidade,
que diminui uma certa medida de inviabilidade adotada, e uma fase de otimalidade,
que reduz o valor da funcao objetivo. Na Secao 2.6.2 é apresentado um método
de restauragao inexata proposto por Martinez [13] e Martinez e Pilotta [14] para
problemas com restrigoes de igualdade.

Na Segao 3.3 serao discutidas algumas propriedades de problemas quadra-
ticos em uma bola. Sao apresentados dois métodos que obtém uma solugao aproxi-
mada para tais problemas, o método dogleg a aproximacgao de Steihaug, esta ltima
resultante de algumas modificagbes do método do gradiente conjugado apresentado

na Secao 3.2.2. No Capitulo 4 serao estudados trés problemas restritos particulares.

2.6.1 Programacgao quadratica seqiiencial

A programacao quadrética seqiiencial [16, Capitulo 18] é uma abordagem
para a resolucao de problemas com restricoes em que a cada iteracao é resolvido um
subproblema quadratico. Ela é voltada para problemas cuja fungao objetivo possui
nao-linearidades significativas. Apresentamos uma possivel forma de construir um
algoritmo de programacao quadratica seqiiencial para problemas com restrigoes de
igualdade. De certo modo, o método apresentado a seguir baseia-se nos métodos de
regiao de confianga apresentados na Segao 2.5.1.

Para abordar o método, caracterizaremos o problema a resolver e algumas

propriedades relativas ao problema e a suas solugoes.
Caracterizacao do problema
Seja o problema

min  fo(z)

s.a f(z)=

(E)

jan]]
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onde fp: R" - Re f:R" — R™ sao suaves. Supomos m < n, ou seja, 0 nimero
de restrigoes ¢ menor que a dimensao do espago R™.

A jacobiana da funcao f é a funcao A : R™ — R™*" dada por

(Vfi(x))"
(Vfa(x))"

(Vfin(@))"

A fungao lagrangeano £ : R" x R™ — R associada ao problema (E) é
L(z,\) = folx) + AT f(z). (2.2)
O gradiente da funcao em relacao a variavel x é
V. L(x,\) = Vfo(x) + AT(2)\.

A hessiana em relacao a variavel x é dada por
W(z,\) = V2,L(x\) =V folz) + Y NVfi(z).
i=1

Se z* € R™ é uma solugao do problema (E) e os vetores V fi(z*), V fo(z*),
.y, Vfm(z*) sdo linearmente independentes, entao, pelo Teorema 2.5, existe um
vetor \* € R™ tal que V,L(z*, \*) =0, isto &,

V fola*) + AT (z*)\ = 0. (2.3)

Significa que o gradiente V fo(z*) é uma combinagao linear dos gradientes V fi(z*),

V fo(z*), ..., V fn(x*). Por hipdtese, como o ponto z* é regular, o vetor A* é unico.

Modelagem do subproblema

Em geral, os métodos de minimizacao irrestrita para func¢oes continuamente
diferenciaveis visam encontrar pontos que anulam o gradiente da funcao objetivo.

Baseado nisso, os métodos de programagao quadratica seqiiencial procuram mini-
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mizar a funcao lagrangeno procurando por um ponto x* que anule o gradiente da
funcao. Significa procurar um ponto vidvel que satisfaz as condigoes de Karush-
Kuhn-Tucker .

Como a condicao expressa em (2.3) é necessdria para um ponto regular ser
uma solucao, a estratégia adotada nos métodos de programagao quadratica seqiien-
cial é estabelecer um algoritmo que resolve, a cada iteragao, um modelo quadratico
da funcao lagrangeano (2.2) em torno do ponto corrente.

Como o ponto inicial e os pontos obtidos a cada iteracao podem ser nao
viaveis, para garantir a viabilidade da solugao, a funcao f que caracteriza as res-
trigoes do problema (E) também é modelada, e o ponto encontrado a cada iteragao
deve satisfazer o modelo das restrigoes.

Apresentamos a seguir um método de programacao quadratica seqiiencial,
adotando uma regiao de confianca para o modelo da fun¢ao lagrangeano e um modelo
linear para as restrigoes.

Na iteracao k, estabelecemos como um primeiro modelo quadratico para a
funcdo lagrangeano £ em torno do ponto corrente x* os trés primeiros termos série

de Taylor de £ em 2*, para um certo multiplicador de Lagrange \*:

1
L@ +p, X) ~ LX) + (V) '+ (A Awp + 5p" Wip
onde p € R™ é o passo a ser dado, f¥ = fo(z¥), VfE = Vfo(z¥), Ay = A(aF) e
Wy, = W(xF k).
Um modelo linear para as restricoes pode ser obtido dos dois primeiros

termos da série de Taylor da funcao f em torno do ponto z*:
f@@® 4+ p) = 5+ Ap

onde f* = f(a*).

Assim, na iteracdo k devemos procurar por um ponto p* que minimiza um
modelo quadratico da funcao lagrangeano sujeito a uma linearizacao das restrigoes
e a uma regiao de confianca. Antes de formalizar o subproblema, lembramos que
se duas funcgoes diferem de um termo constante, entao elas possuem os mesmos
minimizadores. Observamos também que se o passo p satisfaz a restricao f*+ Ayp =
0, entao o termo Ayp é constante para cada indice k.

Dessa forma, o subproblema a ser resolvido na iteracao k é
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min %pTWkp + (VfHTp
(PQS) s.a fF4+Ap=0
pll < A

onde A, > 0 é o raio da regiao de confianga a cada iteragao. Na funcao objetivo
foram retirados os termos constantes presentes no primeiro modelo quadratico da
funcao lagrangeano. Observamos que, para fins computacionais, a hessiana Wj, é
substituida por uma aproximacao Bj € R"*" nas iteragoes, uma vez que o computo
de W), é em geral caro em relagao ao algoritmo como um todo.

Discutiremos nas préximas segoes como resolver o subproblema (PQS) a
cada iteracao. Abordaremos também como obter uma estimativa para o multipli-

cador de Lagrange \*.

Resolugao do subproblema

Nesta segdo abordamos a resolu¢ao do subproblema (PQS), resultante da
modelagem do problema (E) em torno do ponto corrente z* para um certo multipli-
cador de Lagrange \*.

Dados os conjuntos
Ly ={p €R" [ Awp + f* =0}

By ={peR" | |pll < Ar}

o subproblema (PQS) pode ser escrito como

min  ipTWip + (V)T
(PQS) 50" Wip _( fo)'p
s.a pe€ LyN By

onde a variedade linear Lj, é a linearizacao das restrigdes do problema (E) em torno
do ponto z*, e a bola fechada B; é a regido de confianca do modelo quadratico da
funcao lagrangeno £ associado ao problema (E).

Os conjuntos Ly e B podem ser disjuntos, tornando o problema (PQS)
inviavel na iteracao k. Essa situacao pode ser contornada de diversas formas. Uma
delas é aumentar o raio da regiao de confianca. Tal estratégia nao é adequada, pois

pode comprometer significativamente o desempenho do processo iterativo, uma vez
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que o objetivo do uso da regiao de confianca é o de garantir uma boa aproximagao
entre os valores da funcao a ser minimizada e de seu modelo.

Outra forma de tornar o conjunto vidvel do problema (PQS) nao vazio na
iteragao k é transladar a variedade linear Lj de forma a obter um conjunto L} tal

que L) N By # 0. Adotaremos essa estratégia, e discutiremos como formaliza-la.

TRANSLAGAO DE L; E PASSO NORMAL
A translagao do conjunto L pode ser obtida a partir da solucao do sub-

problema

min ||A.v + f*
POsN) 4w+ 4]
s.a ||| < A

para um certo ( € R com 0 < ¢ < 1. Um valor tipico é ( = 0,8. Esse problema
corresponde ao problema (P3) analisado na Segao 4.4.

A solugao do problema (PQSN) é unica e seu vetor posigao é um vetor or-
togonal & variedade linear L. Por esse motivo, chamamos a solucao v* do problema
(PQSN) de passo normal.

O conjunto L} é construfdo a partir do vetor v*, fazendo
Li, ={p e R" | Ayp = Apo*}.

Desse modo, a variedade linear L) é uma translagao de Ly, e L), N By # () pois
'U’C € LZ N Bk

PASSO TANGENCIAL

Uma vez obtido o conjunto L}, o problema (PQS) passa a ser

min  ip"Wip + (V5T
(PQSP) 50" Wip _( fo)'p
s.a peLyNBy

para um certo multiplicador de Lagrange A\*.

Como p € Lj se, e somente se,

p=v"+t, t e N(Ap), (2.4)
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tomando a matriz
Zy, € R

em que suas colunas formam uma base ortonormal para o subespago vetorial N'(Ay)
de dimensao [, temos que
t=7Zwm  ucRk (2.5)

e o ponto p é da forma
p =" + Zu.

Sendo o vetor v¥ ortogonal a N'(Ag) e ZF'Z, = I, a norma euclidiana do vetor p é
dada por
pll* = l* 1 + flul

Ainda por (2.4), a fungao objetivo do problema (PQSP) é

1 1 1
5P Wi+ (Vfg)'p = ST Wit + T Wiw® + S () Wi + (Vf) Tt + (Vf5) T,

Usando (2.4) e (2.5) e retirando os termos constantes da fungao objetivo, o problema
(PQSP) passa a ser

5. a ul] < /A2 —JvF[]?

para um certo multiplicador de Lagrange A\*. Na Secao 3.3 sdo apresentados dois

(PQST)

métodos para obter uma solugao aproximada, o método de dogleg e a aproximacgao
de Steihaug.
Obtida a solucao u* do problema (PQST), o passo p* é definido como

i
Como o vetor t* é paralelo & variedade linear L) e ortogonal ao vetor v*,
ele é chamado de passo tangencial.
Para um certo multiplicador de Lagrange \*, a Figura 2.2 mostra a obtencao

dos passos v* e t¥ em uma iteracdo k da programacao quadratica seqiiencial onde

os conjuntos By e Ly sao disjuntos.
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>

Figura 2.2: Uma iteracao da programacao quadratica seqiiencial.

ESTIMATIVA PARA O MULTIPLICADOR DE LAGRANGE

Quando um ponto vidvel z* é regular e é uma solugdo do problema (E),

entao ha um multiplicador de Lagrange A\* € R™ tal que
V fola*) + AT (z*)\* = 0.

Contudo, para um ponto nao regular ou que nao é uma solugao, nao é garantido que

haja um multiplicador de Lagrange satisfazendo (2.3).
Dado um ponto € R"™, se £ ndo é uma solugdo do problema (E), uma

estimativa para o multiplicador de Lagrange A é obter uma solugao do problema

o) min (|47 (2)A+ Vfo(a)|
s.a AeR"”

O problema (PL) corresponde ao problema (P3I) abordado na Segao 4.4.2.

De acordo com o Lema 4.9 presente naquela secao, uma solucao para o problema

(PL) corresponde a uma solucao da equagao
A(@)AT(Z)N = —A(Z)V fo (7).

Assim, na iteracao k definimos o vetor \¥ € R™ como sendo um vetor tal
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que
ARALNY = — ALV £ (2.6)

O vetor ATA* é a projecdo do vetor V£ no espago gerado pelos vetores

Vfl(fﬂk), vf2($k)7 R me<l‘k)

Aceitagao do passo e atualizagao da regiao de confianca

Uma vez obtido o passo p* na iteracdo k, é necessério avaliar se o ponto
z* 4+ p* deve ou nao ser aceito pelo algoritmo. Além disso, é preciso analisar se o
raio da regiao de confianca deve ser mantido, aumentado ou diminuido.

Para avaliar a convergéncia do processo de solugao, em geral ¢ utizada
uma funcao de mérito que combina o valor da fungao objetivo com uma medida de
invabilidade do ponto. Uma funcao de mérito bastante usada é ¢ : R®" x R — R

dada por
¢(z,v) = folz) + v f(2)]

onde o escalar v > 0 é o parametro de penalidade ¢ || f(z)|| é¢ a medida de inviabilidade
do ponto z € R".

O parametro de penalidade atribui um peso para a medida de inviabilidade.
Ele pode ser fixo ou mudar a cada iteracao de forma a priorizar o decréscimo da
funcao objetivo ou da medida de inviabilidade promovida pelo passo a ser dado.

A avaliacao é feita verificando se o ponto z* + p* reduz satisfatoriamente a
funcao de mérito ¢ em relacao ao ponto z¥. Para isso, tomamos a reducao verdadeira

da funcao de mérito,
ared, = ¢p(a* + p* v) — d(2*, 1)

e uma reducao predita pelos modelos da funcao objetivo e das restrigoes, predy.
Se aredy, > 1 predy para um certo parametro n € (0;1), o passo é aceito e o
raio da regiao de confianca pode ser aumentado. Caso contrario, o passo é rejeitado

e a regiao de confianca é reduzido.

Algoritmo

Com base no que foi exposto anteriormente, é possivel estabelecer um algo-

ritmo de programagao quadratica seqiiencial para resolver o problema (E). O critério
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de parada adotado é o de o ponto corrente ser viavel e satisfazer as condicoes de
Karush-Kuhn-Tucker .

Algoritmo 2.10 Programacdo quadrdtica sequencial

Dados ' € R, Ag > 0,¢>0,(=0,8 n,v e (0;1).

k=0

fo = fo(@)
fF=fb)
VY =V fo(z¥)
Ay = A(z)

Obter A\* por (2.6).
Enquanto ||V f¥ + ATX*|| > ¢ ou ||f*|| > €
Obter v* resolvendo o problema (PQSN).

Obter a matriz Zj, cujas colunas formam uma base ortonormal de N (Ayg).

Wi = W (z", \F)
Obter u” resolvendo o problema (PQST).
pr =k + Zpu®

Obter ared,, e predy,.
Se ared;, > n predy
gh = gk g pk
Escolher Ay que satisfaz Ap 1 > Ay.
Senao
k41 k

i =X

Escolher Ay que satisfaz A,y < v||p"|);

k=k+1

fo = fo(a")
fF=fh)
Ve =V fo(z)
Ay = A(z)

Fim do enquanto.

Na Segao 2.6.2 é apresentado o método de restauracao inexata para resolver
problemas com restricoes de igualdade. Ele é construido a partir de uma flexibi-

lizacao do método de programacao quadratica seqiiencial apresentado acima.
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2.6.2 Restauracao inexata

Nesta secao discutiremos o método de restauracao inexata descrito por
Martinez [13] e Martinez e Pilotta [14]. Ele serd apresentado a partir de uma anélise
da estrutura do método de programacao quadratica seqiiencial abordado na Segao

2.6.1.

Estrutura do método de programacao quadratica seqiiencial

No método de programacao quadratica seqiiencial, na iteracao k, o passo
p* é obtido a partir do problema (PQS), desmembrado nos problemas (PQSN) e
(PQST). O passo normal v¥, solucio do problema (PQSN), é ortogonal & linearizagao

k

das restricoes em torno do ponto z¥. O passo tangencial t*, solucao do problema

(PQST), é paralelo a linearizacao das restrigoes. O passo total é dado por
pr=of + 1t

Caso o passo p* nao permita reduzir suficientemente a funcao de mérito do método,
ele é rejeitado e um novo passo é procurado dentro de uma regiao de confianca de
raio menor.

O ponto z* + v* é mais préximo da linearizacdo das restricoes do que o
ponto z¥. O valor da funcio objetivo no ponto z* + v* 4 t¥ é menor que o seu valor
no ponto z*¥ + v*. Por tais motivos, o processo de obtencao do ponto v* é chamado
de fase de viabilidade do método de programacao quadratica seqiiencial na iteragao
k, e o processo de obtencao do passo t* é chamado de fase de otimalidade. Em
ambas as fases, o centro da regido de confianca ¢ o ponto z*.

O método de restauracao inexata propoe mudancas nas fases de viabilidade
e otimalidade da iteragao, de forma a tornéa-las mais independentes e flexiveis do

ponto de vista de implementacao.

Estrutura do método de restauragao inexata

O método de restauragao inexata foi proposto por Martinez e Pilotta [14].
Discussoes sobre convergéncia global podem ser encontradas em [13] e [14]. Uma
discussao sobre convergéncia local do método é feita por Birgin e Martinez [2]. Nesse
método, as fases de viabilidade e de otimalidade da iteracao sao tratadas de forma

mais independente que no método de programacao quadratica seqiiencial.
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A aproximacao do ponto corrente para um modelo do conjunto viavel pro-
movida na fase de viabilidade, que serd visto adiante, é chamada de restauracdo
inexata do ponto corrente. A medida de inviabilidade adotada é a norma euclidiana

do valor da funcao f. A funcao de mérito usada é ¢ : R” x R — R dada por

¢(z,v) = folx) + v|f ()]

Na fase de viabilidade da iteracao k, se o ponto corrente z* nao é vidvel,
pode ser usado qualquer método que permita encontrar um ponto z* € R™ de modo

a

LF I < I1F (=]

e que atenda alguns critérios utilizados para garantir a convergéncia global. Se z* é

¥ = z*¥. Nenhuma regiao de confianca ¢ adotada nessa fase.

viavel, toma-se z
Na fase de otimalidade da iteracao k, é obtido o conjunto da linearizacao

das restricoes em torno do ponto z*,

Uma bola fechada By, = {t € R" | ||t|| < Ax} é adotada como regido de confianca
para os possiveis passos a serem dados a partir de z¥. A fase de otimalidade procura

um passo

tk € L(Zk> N Bk

que reduz o valor da funcao lagrangeano para um multiplicador de Lagrange esti-

k. O fato de o vetor t* ser paralelo & variedade linear L(z*) limita a

mado em z
perda de viabilidade promovida pelo passo. O ponto z* + t¥ é avaliado pela funcao
de mérito. Se ele é rejeitado, o raio Ay é reduzido e a fase de otimalidade é repetida.

Caso contrario, o passo tF é aceito e
A A

Observamos que o centro da regido de confianca nessa fase é o ponto z*.
A Figura 2.3 ilustra uma iteragao do método.
Veremos a seguir algumas propostas para a fase de viabilidade do método

de restauracao inexata.
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Figura 2.3: Uma iteracao da método de restauracao inexata.

Métodos para a fase de viabilidade
Vérios algoritmos internos podem ser adotados para a fase de viabilidade,

uma vez que o método de restauragao inexata nao especifica como a fase deve ser

efetuada. Uma possibilidade é obter um ponto z* que minimize um modelo da

funcdao h = || f|| em torno do ponto x*.
Veremos na seqiiéncia outra possibilidade para o método interno da fase de

viabilidade. Dado o ponto z¥ € R™, tomamos a linearizacdo das restricoes em torno
do ponto,
f@* +v) = f* + Ap,

e construimos o conjunto

fzk = {U e R" | Apv = —fk}

Dai, obtemos a projecao ortogonal do ponto z* na variedade linear

L ={zeR" | z=a"+v;, vel},

que corresponde a resolver o problema
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min ||v||
(RIV) .
s.a vEL

para obter o passo v¥. O problema (RIV) corresponde ao problema (P1) discutido

na Secdo 4.2. Uma vez encontrada a solucdo v*, o ponto z* é definido como

zk :xk+vk.

k

Caso L = (), pode-se usar como alternativa para obter o passo v* resolver

o problema

min ||A.v + f*
R1v2) 4w + 1

s.a velR"”

Esse problema corresponde ao problema (PQSN) sem restrigdes, e ao problema (P3I)
abordado na Segao 4.4.2.



Capitulo 3
Problemas quadraticos

O interesse no estudo da minimizacao de funcoes quadraticas reside no
grande nimero de aplicagoes que recaem nesse formato. Em programacao nao linear,
problemas quadraticos freqiientemente sao usados como subproblemas auxiliares nos
algoritmos, como pode ser constatado nas Segoes 2.5.1, 2.6.1 e 2.6.2. Nas Segoes
4.2.2,4.4.1 e 4.4.2 aparecem trés importantes exemplos de problemas quadraticos.

Neste capitulo faremos uma discussao sobre problemas quadraticos baseada
em [15]. Trataremos sobre problemas quadréticos irrestritos e com restri¢ao de bola,
muito comuns em programacao nao linear na resolugao de problemas e subproblemas.
Para a resolucao de problemas quadraticos irrestritos, apresentaremos o método do
gradiente conjugado. Abordaremos também dois métodos que obtém uma solugao
aproximada para um problema quadratico em bola. Sao eles o método de dogleg e a
aproximacao de Steihaug, este ultimo baseado no método do gradiente conjugado,

apresentado na Segao 3.2.2.

3.1 O problema quadratico

Uma func¢ao quadrdtica é uma funcao g : R* — R da forma

1
q(z) = §xTBx +g"z+s (3.1)

onde B € R™"™ é uma matriz simétrica nao nula, g € R" e s € R.
Um problema quadrdtico é um problema de programacao nao linear cuja

funcao objetivo é quadratica.

52
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Nas proximas secoes discutiremos sobre dois problemas irrestritos comu-
mente encontrados nos métodos de programagao nao linear, os problemas quadraticos
irrestritos e os com restricao de bola. Veremos algumas propriedades e abordaremos

métodos para resolver problemas quadraticos.

3.2 Problemas quadraticos irrestritos
Um problema quadratico irrestrito é da forma

PQN) min ¢(z) = 327 Bz + g'x + s
s.a zeR"”

O gradiente da funcao objetivo em (PQI) é Vq(z) = Bx + g, e a hessiana é
Vif(z) = B.

Um ponto estaciondrio de uma funcao derivavel é um ponto que anula o seu
gradiente. Todo ponto minimizador ¢ estacionario, mas nem todo ponto estacionario
¢ um minimizador.

Quando nao hid um ponto z € R™ de modo que Bx + g = 0, a funcao
quadrética ¢ nao possui minimizadores locais. Isso ocorre se, e somente se, g ¢
Im(B). A fungao admite um ponto estaciondrio dinico se, e somente se, a matriz B
¢ nao singular.

Quando a matriz B é semidefinida positiva, todos os minimizadores sao
globais, conforme mostra o lema abaixo. Vale ressaltar que quando B é definida

positiva, hd um tinico minimizador global dado por z* = —B~!g.

Lema 3.1 Dado o problema (PQI), se a matriz B é semidefinida positiva entao todo
minimizador local da funcao q € um minimizador global. Se a matriz B € definida

positiva, o minimizador global é unico.

Prova. Seja r* um minimizador local. Entao Vg(z*) = 0, isto é, Bx* = —g.

Tomando um vetor x € R™ qualquer distinto de z*, temos que

q(z) —q(z*) = §Z’TBI +gl — §(x Y'Br* —glx
1 1
= §$TBx + g5 (x —a*) — i(x*)TBx*
1

= §ZETB:L‘ — (2)'B(z — 2*) —
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1 1
= §xTBac — (") Bz + E(x*)TBx*
Logo,
* 1 * *
q(z) —q(z") = (@ —2") Bz —27) 2 0 (3-2)

Portanto, o ponto x* é um minimizador global.

Se a matriz B é definida positiva, a desigualdade em (3.2) é estrita, ou seja,
q(z) —q(z*) >0

e portanto o minimizador global é tinico. 0

Apresentaremos a seguir um problema bastante comum em investigacao
cientifica, o problema dos quadrados minimos. Trata-se de um problema que, de
acordo com a formulacgao, recai num problema quadratico irrestrito. Apds, apre-
sentaremos um método para a resolucao de problemas irrestritos quando a hessiana

da fungao quadratica é definida positiva. E o método do gradiente conjugado.

3.2.1 Problema dos quadrados minimos discreto

Um problema comum em investigacao cientifica é o de achar uma curva que
‘ajusta’ um conjunto de dados discreto [18, Segao 3.1]. Normalmente, hd um ntimero
n de pontos (t1,41), (ta,y2), - .., (tn, yn) coletados de algum experimento cientifico e,
por alguma consideracao tedrica ou pela disposicao dos pontos, deseja-se encontrar

uma funcao T : R — R de forma que
Y(t;) = yi, 1=1,....n (3.3)

Essa funcao pode ser do tipo polinomial, exponencial, trigonométrica ou outra.

Devido a imprecisao dos dados experimentais, em geral nao é possivel en-
contrar uma funcao do tipo especificada que passa por todos os pontos. Por conta
disso, busca-se uma funcao Y : R — R que passe o mais préximo possivel dos pontos
segundo algum critério.

Seja e; 0 i-ésimo desvio, ou residuo, dado por
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Especificando uma norma em R"™, é possivel resolver o problema da curva de ajuste
b

ao encontrar o vetor de residuos, ou vetor de desvios,
T
e=le, e, ..., e, (3.4)

de menor norma.
Se a funcao T : R — R é um elemento de um espaco de funcoes reais de

base ¢1, ¢ ..., ¢m, entao a funcao pode ser expressa por uma combinacgao linear
T =101 +Tag2 + ... + TP

onde x1,xo, ..., T,, sao os escalares a determinar.
Uma vez que o nimero de dados é tipicamente grande e a base do espaco

de fungoes é em geral formada por poucos elementos, supomos que necessariamente

n>m.
Tomando
[ 6u(t) @alt) oo Gult) | [ o | [y |
A G1(ta) dalta) - dm(ta) | | R B Z
i ¢1(tn) gb?(tn) e qu(tn) | i Tm i i Yn i

as equagoes em (3.3) correspondem a Az = b, e o vetor de desvios e em (3.4) é
e=b— Ax.
Considerando a norma euclidiana, encontrar a curva de ajuste traduz-se em
resolver o problema de programagao nao linear
min ||b — Ax||

(QM1)

s.a x€R™

que equivale ao problema quadratico irrestrito

min ¢(z) = || Az — 0[]
o2) a(z) = YAz |
s.a zeR™
O problema (QM2) é chamado de problema dos quadrados minimos discreto. Exis-

tem varias técnicas desenvolvidas nas areas de programacao nao linear e algebra
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linear numeérica para resolver o problema.
Os préximos lemas versam sobre a existéncia de uma solugao para o pro-

blema (QM2) e sua unicidade. Observamos que
Vq(r) = AT Ax — A™b.
Lema 3.2 O problema (QM2) sempre possui uma solu¢ao.

Prova. Seja o conjunto solucao G dado por
G ={z e R™| Vq(z) =0}.

Entao

G={zreR"| AT Az = ATb}.

Pela Proposicao 1.13, o conjunto G nao é vazio. U

Lema 3.3 Dados a matriz A € R™™ com n > m e o vetor b € R", o problema
(QM2) possui uma tinica solugdo se, e somente se, a matriz A € de posto completo.

Nessa situacao, a solugao é x* = (AT A)"TATD.

Prova. Se z* € R" é tal que V¢(z*) = 0 entao todas as solugoes do problema (QM2)
sao da forma z* + v com v € N (ATA) = N(A).
Quando a matriz A é de posto completo, seu posto é m. Dai, a nulidade da

matriz ¢ zero, ou seja, N(A) = {0}. Logo, a solugao ¢ tinica e dada por
r* = (ATA)"TATD.

Caso a matriz A nao ¢ de posto completo, o subespago vetorial N'(A) possui

vetores nao nulos, e portanto ha mais de uma solucao para o problema. 0

O problema (QM2) é semelhante ao problema (P3I) apresentado na Secao
4.4.2. Apesar de a matriz A do problema (P3I) possuir menos linhas que colunas, e a
matriz A do problema (QM2) possuir mais linhas que colunas, a andlise do problema
(P3I) é vélida também para o problema (QM2).



Problemas quadraticos 57

3.2.2 Método do gradiente conjugado

Dados uma matriz B € R"*" definida positiva e um vetor g € R", o método

do gradiente conjugado é um processo iterativo para encontrar a solugao da equagao
Bxr =g.

Segundo o Lema 3.1, equivale a encontrar o minimizador global da fun¢ao quadratica
q : R" — R dada por
1
q(z) = §xTBx — gz (3.5)
Chamamos de func¢ao residuo, ou simplesmente residuo, a funcao e : R® — R

expressa por
e(r) = Bx — g. (3.6)

Observamos que Vq(z) = e(x).
Alguns lemas referentes ao método do gradiente conjugado serao enunciados
sem prova. As demonstragoes podem ser encontradas em Nocedal e Wright [16,

Capitulo 5], e em Luenberger [12; Capitulo 8§].

Diregoes conjugadas

Nesta secao veremos que € possivel estabelecer um procedimento de mini-
mizagoes sucessivas da fun¢ao ¢ em (3.5) até atingir seu minimizador global.

Consideramos um conjunto de vetores nao nulos
P={dd',....d" '} eR" (3.7)

conjugados pela matriz definida positiva B € R™ " isto é, (d')T Ad’ para i # j.
Esses vetores formam uma base para o espaco R”.
Dados y,d € R" e a fun¢ao ¢ em (3.5), tomamos a fungao ¢ : R — R

definida como
q(a) = q(y + ad).

A fungao ¢ assume o menor valor no ponto

d"e(y)
o R
« TBd <
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onde e é o residuo dado em (3.6). Ou seja, o ponto y + o*d € R™ minimiza a fungao
q na reta dada pelos pontos y e y + d.

Assim, considerando a funcao ¢ em (3.5) e a base P em (3.7), tomamos um

ponto z° € R™ definimos os pontos z!,22,..., 2" € R® de modo que
" = b+ agd”, k=0,...n—1 (3.8)
onde ()T e
d*)"e
ap — — W € ek = G(I'k), (39)

com o residuo e indicado em (3.6). O ponto x*! minimiza a fungao q na reta dada
pelos pontos z* e ¥ + d*.

Usando (3.6), (3.8) e (3.9), é possivel afirmar que
M = e - ap Ad”. (3.10)

O lema abaixo mostra que o conjunto de pontos definidos acima conduzem

ao minimizador da funcao ¢ no dominio R™, qualquer que seja o ponto inicial 2°.

Lema 3.4 Seja a func¢do q em (3.5) e uma base P do espago R"™ conforme (3.7).
Para qualquer ponto 2° € R™, o conjunto de pontos dados por (3.8) conduzem ao

manimizador global x* da funcdo q em R™, isto é, x* = x™.

Prova. Uma vez que z* — 2° € R", existem os escalares dnicos oy, . .., 0,_1 tais que
¥ — .Z'O = Uodo + O'ldl + ...+ O'n_ldnil.

De acordo com (3.8) e (3.9),
" — $0 = Oéodo + Oéldl + ...+ Oén_ldn_l.

Para provar que x* = 2", basta mostrar que o, = a4 para k =0,...,n — 1.
Como os vetores da base P sdo B-ortogonais, (d*)T B(z*—2°) = o4 (d*)T B(d¥)
para k =0,...,n — 1, isto é,
(dk)TB(.Z'* _ 330)
(d*)T B(d")

op = (3.11)
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Conforme (3.8),

o — 2% = apd® + agdt + ..+ oy dF L

Assim, para k=0,...,n—1,
()T B(z" — 2°) = 0.
Logo, considerando x* — z° = (z* — 2*) + (2% — 2°) e Bx* = g, pois Vq(z*) =0,
(@) B(e" —2%) = (&) B(a" — 2*) = (d)(g — Ba")
Com isso, de acordo com (3.11) e (3.9),

(@) (Ba* — g)
(d*)TB(d*)

O — — = .

Portanto, z* = z". O

Como visto acima, no conjunto de pontos gerados por (3.8), o ponto z*+!
minimiza a funcao ¢ ao longo da reta paralela ao vetor d* e que passa pelo ponto
2. O préximo lema afirma que o ponto 2**! é o minimizador global da funcao ¢ na
variedade linear formada pelos vetores d°,d?, ..., d* e pelo ponto 2°. Observamos
que essa variedade linear contém a reta definida pelo ponto z* e pelo vetor d*. Mais

ainda, o gradiente da funcao ¢ no ponto z**! é ortogonal & variedade linear.

Lema 3.5 Sejam a func¢do q definida em (3.5) e seu gradiente representado pela
fungao residuo e em (3.6), e uma base P do espago R™ conforme (3.7). Para qualquer
ponto 2° € R™, o conjunto de pontos dado por (3.8) € tal que, para k =0,...,n—1:

1) 281 € o minimizador global da fungdo q na variedade linear
Ly={zeR" |z =2+ 0od’ + ...+ 01d"; 0g,...,01 €R};
2) (e"N)Td =0, para j =0,..., k.

Os métodos baseados na obten¢ao do conjunto de pontos conforme (3.8) a
partir de uma base P segundo (3.7) sdo chamados de métodos de dire¢oes conjugadas.

O método do gradiente conjugado é um deles.
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O algoritmo do gradiente conjugado

Na secao anterior, vimos que dado um ponto inicial 2° € R"™, é possivel
minimizar a fungao quadratica g dada em (3.5) através da geracao de uma seqiiéncia

1., 2" conforme (3.8) a partir de uma base P de vetores conjugados

de pontos x
em B como em (3.7).

Uma vez que a base ¢é arbitraria — basta atender ao critério de conjugacao
pela matriz definida positiva B —, e a obtencao do ponto z* depende somente dos
primeiros k vetores da base, nao é necessario estabelecer previamente o conjunto P.
Isso permite a base poder ser construida iterativamente de forma que, quando se
obtém o ponto z¥, o vetor d* também é obtido por algum critério.

O método do gradiente conjugado obtém o vetor d* usando somente os ve-
tores d*!, da base, e e*, gradiente da funcao objetivo no ponto z*. Isso torna

desnecessario armazenar todos os vetores da base P. O vetor d* é definido como
d" = —e* + Bd"? (3.12)

para um certo escalar 3 € R. O escalar é definido ao impér ao vetor d* a condicao

(d*)T'Bd*! = 0. Assim,
(€M) Bd*~!

B = (T BdF 1 (3.13)

Tomamos como vetor inicial da base o oposto do gradiente e no ponto 2°:
d’ = —e°

Quando o ponto z* ndo é o minimizador da funcdo objetivo, e # 0. Pelo
Lema 3.5, o vetor e* é ortogonal aos vetores d°,...,d""!. Dai, por (3.12) e (3.13)
o vetor d* é linearmente independente de d°,...,d"* ! e é conjugado pela matriz B
com o vetor d*~1.

A partir do que foi discutido acima, podemos estabelecer o seguinte algo-

ritmo preliminar:
Algoritmo 3.6 Gradiente conjugado, versao preliminar

Dados B € R™" defininda positiva, g € R", 2° € R".
e’ = Ba® — g

d° = —¢°
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k=0
Enquanto e* # 0:
(ek:)Tdk:
O = — —
(d*)T Bd*

oF = 2k 4 qpd”

ekl — pok+l _ g

ﬁ _ (ek-l—l)TBdk

k+1 (d*)T Bd¥
dk+1 — _€k+1 + ﬁk+1dk
E=Fk+1

Fim do enquanto.

O teorema abaixo afirma que o algoritmo gera um conjunto de pontos ¥

que converge para o minimizador global z* da funcao quadrética ¢ dada em (3.5).
Além disso, garante que os vetores d°,...,d" sao conjugados pela matriz definida

positiva B, e exibe uma outra forma de se obter os escalares ay, e (.

Teorema 3.7 Seja o Algoritmo 3.6. Se o ponto x* nao é o minimizador global da
fun¢ao quadrdtica q dada em (3.5), entdo:

0 ...,€e" e pelos vetores €°, Be®, ..., B*e® sao

1) os espagos gerados pelos vetores e
1GUaLS;
2) os espagos gerados pelos vetores d°, ..., d* e pelos vetores €, Be®, ... B*e® sao
1quUais;
3) (d)TBd’ =0 para j =0,...,k—1;
k\T k
4) Qp = (e ) ° ;
(d*)T Bd¥k
(eF+1)Tek+1
5 =
) Bri1 (ch)T ek
A partir do teorema acima e de (3.10), podemos escrever a forma padrao

do algoritmo do método do gradiente conjugado.
Algoritmo 3.8 Gradiente conjugado

Dados B € R™" defininda positiva, g € R?, 2° € R".
e = Ba® — g
d° = —¢°

k=0
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Enquanto e* # 0:
(k)T ek

(d*)T BdF

oFH = 2k 4 qpd”

1 = ok 4 o, BdF

ap =

B _ (ek"f‘l)Tek-‘rl
k+1 (ek)Tek

dk-‘rl —_ _ek—i-l + ﬁk+ldk

k=k+1

Fim do enquanto.

3.3 Problemas quadraticos em uma bola

Um problema quadrdtico em uma bola é um problema de programagao nao
linear em que uma funcao quadratica é minimizada em uma bola fechada centrada

na origem. Corresponde a um problema da forma

min ¢(z) = La"Bx + g7z + s

(PQB) :

s.a |z <A

onde B € R™" é uma matriz simétrica nao nula, g € R", s € R e 0 escalar A > 0 é
o raio da bola.
Definindo
O(r) = (a"x — A?)

o problema acima é equivalente a

(PQB1) min ¢(z)

s.a O(x) <0

Associado ao problema (PQB1) hé o problema

min  ¢g(x)

(PQB2)
s.a O(x)=0

Todos os pontos vidveis do problema (PQB1) sao regulares, pois VO(z) # 0
para os pontos x € R" tais que O(x) = 0.
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Pelas condigoes de Karush-Kuhn-Tucker , se x* é uma solu¢ao do problema

(PQBL1), entao existe um escalar p € R tal que
Bz* 4+ g+ px* =0

1> 0
pO(x*) =0
O proximo lema fornece condicoes suficientes que garantem ser o ponto

vidvel x* uma solugao do problema (PQB1) ou do (PQB2).

Lema 3.9 Sejam p € R e x* € R” tais que a matriz (B+ul) é semidefinida positiva
e

(B+ ul)x* = —g.

1) Se p=0 e ||z*]| <A, entao z* € uma solug¢io do problema (PQB1).
2) Se ||z*|| = A entdo x* € uma solug¢ao do problema (PQB2).
3) Sepn>0 e |z*|| = A, entdo z* é uma solugao do problema (PQB1).

Além disso, se a matriz B + pl € definida positiva, a solugdo € unica.

Prova. Pelo Lema 3.1, o ponto x* é um minimizador global da fungao quadratica
. 1 r T
q(x) = 3% (B+ul)z+g x+s.

Logo, para todo ponto x € R,

1 1
§$T(B +ulr+ gt + 5> i(x*)T(B + pl)z* + Tzt + s. (3.14)
Dai, para todo ponto x € R",
* /’1/ * *
g(z) = q(2") + 5 ((@") 2" — 2"x). (3.15)

As afirmagdes (1), (2), (3) s@o conseqiiencias imediatas de (3.15). Quando a
matriz B + ul é definida positiva, a desigualdade em (3.14) e (3.15) se torna estrita
para x # ¥, isto é,

al2) > q(") + S((@") " — "),
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e portanto a solugao é tnica. 0

Abordaremos a seguir dois métodos para obter uma soluc¢ao aproximada
para o problema (PQB). Sao os métodos de dogleg e da aproximagao de Steihaug.
Existem métodos que obtém a solucao exata do problema. Um deles resulta de
trabalhos de Moré e Sorensen, e pode ser encontrado, por exemplo, em [5, Segao
7.3].

3.3.1 Método dogleg

Seja o problema

min ¢(x) = ta"Br + g7z + s

(PQBD) X
s.a |z|| <A

onde B € R"™" é uma matriz definida positiva, g € R", s € R e 0 escalar A > 0é o
raio da bola.

O método dogleg [16, Secao 4.1] tem como meta obter uma solu¢ao aproxi-
mada do problema (PQBD).

A fungao quadratica ¢ assume o valor minimo no ponto

ry = —Bg.
Se o ponto xy pertence a regiao de confianga, ele é a solu¢ao do problema (PQBD).
Caso o ponto nao pertenca a regiao de confianca, podemos encontrar uma solucao
aproximada do problema conforme apresentado a seguir.
E construida uma trajetoria formada por pois segmentos de reta. O primeiro
segmento tem origem no ponto 0 e termina no minimizador irrestrito da funcao ¢

na direcao oposta a do gradiente em 0:

o — - g’y ;
g By

O segundo segmento inicia no ponto z¢ e termina no ponto xy.
A medida que o ponto z percorre a trajetoria, sua norma aumenta e o valor

da fung¢ao g no ponto decresce.
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Assim, o método dogleg consiste em encontrar o minimizador da funcao
quadratica ¢ ao longo da trajetoria e pertencente a regiao de confianca. A Figura
3.1 apresenta uma solucao encontrada pelo método para uma certa funcao quadratica

de hessiana definida positiva.

Figura 3.1: Método dogleg

No caso de a matriz B nao ser positiva definida, mesmo que haja o ponto
TN, nao é garantido o decréscimo do valor da funcao ¢ ao longo da trajetoria. Por
conta disso, é necessario considerar outro método que permita reduzir o valor da

funcao quadratica com a restrigao de bola fechada.

3.3.2 Aproximacao de Steihaug

Seja o problema

min ¢(z) = 12" Bz — ¢Tx

(PQBS) 2
s.a |z <A

onde B € R™" ¢ uma matriz simétrica nao nula e g € R".

O método da aproximacao de Steihaug [16, Segao 4.1] tem como objetivo
obter uma solugao aproximada de (PQBS) através da adaptagao do método do
gradiente conjugado, descrito na Secao 3.2.2.

O método do gradiente conjugado fornece o minimizador irrestrito da fungao
quadratica ¢ quando a matriz B é definida positiva. O método da aproximacao

de Steihaug permite encontrar uma solu¢ao aproximada do problema (PQBS) sem
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exigir que a matriz B seja definida positiva. Isso é possivel através da adocao de
critérios de parada especificos no Algoritmo 3.8. O algoritmo da aproximagao de

Steihaug é apresentado abaixo.
Algoritmo 3.10 Aprozimacao de Stethaug

Dados € > 0, B € R™", g € R™.

20=0

¥ =—g

d’ = —¢?
k=0

Se [[e%]| < e

Retornar o = 2°;
Repetir:
Se (d*)TBdk <0
Achar v > 0 tal que x = z* + vd* satisfaz ||z| = A.
Retornar z;
(eF)T ek
(d*)T Bd*
Ik+1 — l‘k + Oékdk
Se [|z**1| = A
Achar v > 0 tal que x = 2% + vd* satisfaz ||z| = A.

A =

Retornar z;
€k+1 — ek + Oédek
Se [le" | < efle”]]

Retornar z;

ﬁ _ (€k+1)T€k+1
k+1 (eF)T ek

dk+1 — _€k+1 + ﬂk+1dk

k=k+1

Fim do repetir.

O algoritmo da aproximacao de Steihaug difere do Algoritmo 3.8 pela pre-
senga de dois novos critérios de parada. A primeira instrugao condicional Se termina
o algoritmo quando a direcdo d* é uma direcao de curvatura nula ou negativa de-

terminada pela matriz B. A segunda instrucao condicional Se termina o algoritmo
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quando o ponto z**! viola a regido de confianca. Em ambos os casos, um ponto final
x é encontrado onde a direcao de busca corrente intercepta a fronteira da regiao de

confianca.

0

Como no algoritmo o ponto inicial é z° = 0, supondo que ||€®]] > ¢ e

(d*)TBd® > 0, temos que apds a primeira iteragao ¢ obtido o ponto
(e”)"e’ 9"g

/- = _
(d°)" Bd° 9" By

' = apd’ = g =1xc
Assim, na primeira iteracao os algoritmos de dogleg e Steihaug obtém o mesmo
ponto.

Observamos que em R? os algoritmos de dogleg e Steihaug obtém a mesma

solugao quando a hessiana da funcao quadratica é definida positiva.



Capitulo 4

Problemas com uma bola e uma

variedade linear

Neste capitulo sao discutidos trés problemas relativos a uma variedade linear
e a uma bola fechada. Os problemas (P1) e (P3), apresentados abaixo, aparecem
comumente em estudos de problemas de programacao nao linear. Relacionado aos
dois problemas hé o problema (P2), um problema geométrico. O propdsito deste
capitulo é caracterizar as solugoes de cada problema e estabelecer os vinculos exis-
tentes entre as solucoes. A analise das relacoes entre os trés problemas e suas
solugoes € a principal contribuicao deste trabalho, sendo que alguns dos resultados
apresentados sao originais.

Um exemplo de problema que recai em (P1) é exibido na Segao 2.6.2, onde
é feita uma proposta para a fase de viabilidade do método de restauracao inexata
proposto por Martinez e Pillota [14].

Um problema que recai em (P3) aparece na obtengao do passo normal do
método de programacao quadratica seqiiencial, discutido na Segao 2.6.1. Associado
a problema (P3) hé o problema (P3I), abordado na Segao 4.4.2. Dois exemplos de
problemas que recaem em (P3I) sdo uma estimativa do multiplicador de Lagrange
do problema (E) para um ponto qualquer do espago R™, abordado na Se¢ao 2.6.1,
e uma alternativa para a fase de viabilidade do método de restauracao inexata,
discutido na Se¢ao 2.6.2. O problema dos quadrados minimos discreto, abordado na

Secao 3.2.1, também é semelhante ao problema (P3I).

68
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4.1 Formulacao dos problemas

Dados a matriz nao nula A € R™*™ com m < n, o vetor b € R™, o raio
A > 0, a variedade linear
L={xeR"| Az =b} (4.1)

e a bola fechada
B= {z e R" | ||z| < A}, (4.2)

consideramos os seguintes problemas:

min ||z||
(P1)

s.a x€L

min d(y, L
(P2) (y 7)

s.a yeEB

min |[Az — b

(P3)

S. a zEB

Nos problemas (P1) e (P2), supomos L # (.

O primeiro problema consiste em encontrar o ponto de menor norma eucli-
diana na variedade linear L. O segundo problema significa calcular a distancia entre
a variedade linear L e a bola fechada B. O terceiro problema consiste em encontrar
um ponto de norma limitada que minimiza a norma euclidiana da diferenca Az — b.

Serao discutidas nas préximas secoes as solucoes de cada problema e as

relacoes existentes entre as solugoes.

4.2 Problema (P1)

Dada a variedade linear
L={xeR"| Az =b}

definida em (4.1), desejamos estudar o problema
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min ||zl
(P1)
s.a z€L

O objetivo do problema é encontrar um ponto de menor norma euclidiana
de uma variedade linear. Como uma variedade linear ¢ um conjunto fechado, hd um
ponto z* € R™ que minimiza a norma. Esse problema também pode ser entendido
como encontrar a projecao ortogonal da origem O em uma variedade linear. Con-
forme veremos adiante, a solugao de (P1) é unica quando a norma considerada é a
euclidiana.

A mudanga da norma na fungao objetivo do problema (P1) pode ndo mais
garantir a unicidade da solugdo. Para a norma do maximo, definida como ||z||« =
max{|z1],|z2l, ..., |z,|} paraz € R", existe um exemplo em que h4 infinitas solugoes.
Dados A=[1 0] e b= 1, a variedade linear definida em (4.1) é a reta

L={1 off; a €R}.

Tomando os pontos a = [I —1]T e b= [1 1]7, o intervalo fechado [a,b] é

o conjunto solucao do problema
min |||
s.a x€L

ilustrado na Figura 4.1.

Figura 4.1: Problema (P1) usando a norma do maximo.
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Veremos na seqiiéncia a caracterizacao da solu¢ao, bem como um problema

equivalente associado e a rela¢do entre um certo hiperplano e a solugao de (P1).

4.2.1 Caracterizacao da solucao

O ponto da variedade linear L de menor norma euclidiana é tinico e pode

ser caracterizado conforme os dois préximos lemas.

Lema 4.1 Se o ponto x* € um ponto de menor norma euclidiana da variedade linear

L definida em (4.1), entdo ele € tinico e pertence ao conjunto Im(AT).

Prova. O vetor z* pode ser decomposto em dois vetores

=T+

onde 7 € Im(AT) e 7 € N(A). Uma vez que Z € N (A),

AT = A(z* —3) = b

Logo,
zeL.
Pela Proposicao 1.2, #7% = 0. Assim,
la*[1* = [|Z]1* + ||z
Se 7 # 0, entao
|| > [|z],

contradicao com o ponto x* ser um ponto de menor norma euclidiana da variedade
linear L. Portanto, & = 0, e com isso, 2* = Z € Im(AT).

Para mostrar a unicidade, sejam os pontos
', x €L
solugoes do problema (P1). Como A(z* — %) =b—b =0,

=& e N(A).
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Uma vez que z*,% € Im(AT),
¥ —1T€ Im(AT).

Logo,

*

-1 =0.
Portanto, as duas solucoes sao iguais. 0
Pela Proposicao 1.9, existe um tnico ponto & € R® comum aos conjuntos L

e Im(AT), ou seja,
LN Im(AT) = {z}. (4.3)

Usando tal fato, a unicidade e definigao da solugao do problema (P1) também pode

ser comprovada conforme o lema abaixo.
Lema 4.2 O ponto T definido em (4.3) € a tunica solu¢io do problema (P1).

Prova. Seja um ponto = € L qualquer distinto do ponto z. O vetor

é nao nulo e o ponto v pertence ao conjunto N'(A). Pela Proposi¢ao 1.2,
vz =0,
pois T € Im(AT). Assim, como x = v + 7,

lx[1* = floll* + 2%,

e disso,

)] > [l1]-

Tanto pelo Lema 4.1 como pelo Lema 4.2, a solu¢ao do problema (P1) é

dada por z* € LN Im(AT). Assim, de acordo com (1.1) e (1.2), para qualquer vetor
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A" € R™ que satisfaz
AATN* = b, (4.4)

0 ponto
at = AT\ (4.5)

é a solucao do problema (P1). A Figura 4.2 exemplifica o problema e a solugao.

0

Figura 4.2: Problema (P1).

Vale observar que sempre existe um vetor A* € R™ que satisfaz 4.4 quando
o conjunto L é nao vazio. De fato, tomando um ponto = € L, podemos decompo-lo
emz=71+7comZ € Im(AT) e # € N(A). Como existe um vetor w € R™ tal que
7= ATw, e A7 =0, temos que Az = AATw + 0. Portanto, hd um vetor \* = w tal
que b = AAT)\*.

O lema seguinte apresenta uma relacao de ortogonalidade entre o vetor z*

e a variedade linear L.

Lema 4.3 Se o ponto x* € a solugio do problema (P1) entdo (z* — z)Tx* = 0 para

qualquer ponto x € L.
Prova. Dado um ponto z € L qualquer,
Az —x)=b—-0=0,

logo z* — 2 € N'(A). Pelo Lema 4.1, z* € Im(AT). Portanto, pela Proposicao 1.2,
(z* —x)T2z* = 0. O
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Segundo as Proposicoes 1.6 e 1.8, a variedade linear L dada em (4.1) é uma
translagao do subespago vetorial N'(A). De acordo com a Proposigdo 1.2 e com o
Lema 4.3, se z* € L é a solu¢ao do problema (P1), entdo o vetor z* é ortogonal a
N (A) e a variedade linear L. A Figura 4.3 ilustra o fato.

N(A)
L
———
2 T

Figura 4.3: O vetor z* é ortogonal a variedade linear L e a N'(A).

4.2.2 Problema equivalente

O problema (P1) é equivalente ao abaixo:

min fo(z) = 227z
Q1) i
s.a Az =0
uma vez que fo(z) = 3|z||%. De acordo com o Lema 4.1, a solugao de (Q1) ¢ tnica.

Seja o ponto z* € L a solugdo do problema (Q1l). Quando a matriz
A € R™™ é de posto completo e m < n, suas linhas sao vetores linearmente indepen-
dentes no espaco R", e portanto qualquer ponto da variedade linear L definida em
(4.1) é regular. Pelas condigoes de Karush-Kuhn-Tucker , existe um vetor \* € R™
de modo que V fy(z*) = ATA*. Ou seja,

r* = AT\

para algum vetor \* € R™. Isso corresponde a relagao expressa em (4.5). Dessa

forma, quando a matriz A é de posto completo, as condi¢oes de Karush-Kuhn-Tucker
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sao validas para a solucao e correspondem ao Lema 4.1. Lembramos que pelo Lema

4.1, é valido (4.5) mesmo quando a matriz A nao é de posto completo.

4.2.3 Hiperplano associado ao problema

A fim de permitir uma interpretacao geométrica das relacoes entre o pro-
blema (P1) e os problemas (P2) e (P3), veremos a seguir a relagao entre a variedade
linear L, definida em (4.1), e um certo hiperplano contido no espago R™. Supomos
nesta se¢ao que b # 0, pois assim L # N(A).

Seja o vetor ¢ € R™ dado por

c= A"b. (4.6)

Como o vetor b é nao nulo, ¢ # 0 pela Proposicao 1.16.
O conjunto
P={zeR" |z = b}

¢ um hiperplano que contém a variedade linear L definida em (4.1), conforme a
Proposicao 1.15.

De acordo com (1.11), o ponto

cf=—c (4.7)

¢ o ponto do hiperplano P de menor norma euclidiana.

Figura 4.4: Hiperplano P associado ao problema (P1).
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A Figura 4.4 apresenta uma variedade linear L e o hiperplano P que a
contém, bem como a solu¢ao x* do problema (P1) e o ponto ¢*. Observamos que
em geral os pontos x* e ¢* sao distintos.

Veremos, nos proximos lemas, a situacao em que o ponto ¢* é a solugao
do problema (P1). Lembramos que as matrizes ATA e AAT, por serem semidefi-
nidas positivas, nao possuem autovalores negativos. No entanto, podem possuir o

autovalor nulo caso nao sejam definidas positivas.

Lema 4.4 Seja a variedade linear L definida em (4.1). Se

a) o ponto * € L é a solugao do problema (P1);

b) o wetor ¢, definido em (4.6), é um autovetor da matriz AT A associado a um
autovalor v > 0;

Entao

1
1) 2" = — ¢
2) b é um autovetor da matriz AAT associado ao autovalor v;

3) ¢ =a*, com ¢* dado em (4.7).
Prova. Pela hipétese (a), conforme o Lema 4.1, (4.4) e (4.5),
a* = AT (4.8)

e A* € R™ um vetor tal que
AAT N = b.

Dessa forma,
ATA(yATNY) = yAT(AATXY) = yATb = qc.

Pela hipétese (b), como AT Ac = ~e,
AT A(yATXY) = AT Ac.

Assim,

YATA* — c € N(ATA) = N(A).

Uma vez que ¢ = ATb,

FATN — e = AT (y\* —b) € Im(AT).
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Dai, pela Proposicao 1.2,

yATX* — ¢ =0.
Logo, usando (4.8),
1
v* = AT\ = ~¢, (4.9)
v

o que prova (1).

De acordo com (4.6) e (4.9), ATb = ¢ = vyz*. Dali, por (4.8),
AATH = yAz* = b, (4.10)

demonstrando (2).
Por (4.6), (4.7) e (4.10),
bTh bTh

* *

TTAATYS T et T

c

o que confirma (3). O

Lema 4.5 Seja a variedade linear L definida em (4.1). Se

a) b é um autovetor da matriz AAT associado a um autovalor v > 0;

b) o ponto & € R™ é definido como & = —c, com o vetor ¢ = ATb dado em (4.6);
Entao !

1) o ponto & € a solug¢do do problema (P1);

2) ¢ é um autovetor da matriz AT A associado ao autovalor v;

3) ¢ =&, com c* dado em (4.7).

Prova. Pela hipétese (a),

Tomando
A= —b, (4.11)

o vetor é tal que



Problemas com uma bola e uma variedade linear 78

Segundo a hipétese (b), por (4.4), (4.5), (4.11) e pelo Lema 4.2, o ponto

ATH = 2 a7
Y

¢ a solucdo do problema (P1). Logo, por (4.6),

. 1
T=—c
Y
é a solucao de (P1), o que demonstra (1).
Uma vez que AATH = ~b, pela Proposicao 1.3, AT Ac = ~c¢, confirmando
(2).
Por (4.6), (4.7) e pela hipétese (a),
bT'b bT'b

* *

TTAATS T et T

C

o que prova (3). O

Os lemas 4.4 e 4.5 afirmam que o ponto z* € R" ¢ a solugao do problema
(P1) e o vetor ¢ € R™ é tal que ATA = ¢ para um certo v > 0 se, e somente se,
r* = %c e o vetor b € R™ ¢ tal que AATH = vb. Quando isso ocorre, o ponto z*,
ponto de menor norma euclidiana da variedade linear L C P, coincide com o ponto
c*, ponto de menor norma euclidiana do hiperplano P. A Figura 4.5 exemplifica um

caso onde os pontos ¢* e z* coincidem.

Figura 4.5: Exemplo em que os pontos ¢* e z* coincidem.
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4.3 Problema (P2)

Sejam os dois conjuntos
L={xeR"| Az =b}

B={zeR" ||z <A}
dados em (4.1) e (4.2), respectivamente. Consideramos o problema

min d(y, L
(P2) ( _)
s.a yemB
Apresentaremos as solucoes do problema na Secao 4.3.2, logo apds a analise que serd

feita a seguir.

4.3.1 Caracterizagao do problema

O problema (P2) significa encontrar o minimizador da distancia entre um
elemento da bola fechada B e a variedade linear L, definidos respectivamente em
(4.2) e (4.1). Veremos na Secao 4.3.2 que a solugao do problema (P2) é obtida a
partir da solugao do problema (P1).

Nesta secdo, analisaremos o caso em que a bola fechada B e a variedade
linear L sdo disjuntas, isto é, BNL = (). Se o ponto z* € L é a solucdo do problema
(P1), entdo ||z*|] > A e ha um ponto y* na fronteira da bola B cujo vetor posigao

tem a mesma direcao e sentido do vetor z*. E o ponto

A
y* * (4.12)

= ——1".
[l *]]
O préximo lema exibe a distancia entre o ponto y* e conjunto L. A Figura
4.6 ilustra a demonstracao.

Lema 4.6 Se BNL =0, com os conjuntos L e B definidos em (4.1) e (4.2), e o
ponto x* € a solugao do problema (P1), entao d(y*,L) = ||z* — y*||, sendo o ponto
y* definido em (4.12).

Prova. Seja x um ponto qualquer do conjunto L diferente do ponto x*. O vetor

v=a"—zx
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é ortogonal ao vetor y* — x*, pois

temos
ly* — x| = lly* — 2*[|* + ||v]|%.

Dai, como v # 0,
ly* = 2|* > [ly* — 2"|1*.

Logo, para qualquer ponto x do conjunto L diferente do ponto x*,
ly* =zl > [ly" — 7.

Portanto, d(y*, L) = ||z* — y*||. O

Figura 4.6: Lema 4.6.

Para auxiliar o desenvolvimento das proximas demonstragoes, usaremos o
hiperplano
H={heR"|hy = A?}. (4.13)

Observamos que, por (4.12), o ponto y* pertence ao hiperplano e o vetor y* é orto-

gonal a H, conforme mostra a Figura 4.7. Mostramos no préximo lema a distancia
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entre o hiperplano e a variedade linear L. A demonstracao é mostrada na Figura
4.8.

Figura 4.7: Hiperplano H.

Lema 4.7 Seja o conjunto L definido em (4.1) e o ponto x* € L a solugio do
problema (P1). Dados o ponto y* em (4.12) e o hiperplano H em (4.13), temos que
d(H, L) = [l —y~||.

Prova. Dados dois pontos z € L e h € H arbitrarios, consideramos os vetores
V=T —1T e u=nh-—y".

De acordo com o Lema 4.3, v7z* = 0. Pela construcao do hiperplano H, u’y* = 0.

Conforme (4.12), os vetores z* e y* sao paralelos. Desse modo,
v h=(0tat) — (uty) = (0 —u) + (@~ ),
com (v —u)?(x* —y*) = 0. Assim,
lz = ))* = o = ul® + [l=* = y"*.

Logo,
[ = hll = [J2" =y

Portanto, a menor distancia entre um ponto do hiperplano H e um ponto da varie-
dade linear L é ||z* — y*||. O

Na préxima segao sera discutido como obter uma solugao do problema (P2).
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L0
H
h y*
v L
x I

Figura 4.8: Lema 4.7.

4.3.2 Solucao

As solugbes do problema (P2) sao dadas pelo Lema 4.8, segundo o qual ha
uma relagao entre tais solugoes e a do problema (P1). A partir da solugao de (P1),
é possivel obter uma solucao de (P2) e o valor minimo da funcao objetivo. A Figura

4.9 ilustra a demonstracio para o caso em que B N L = 0.

Lema 4.8 Seja x* a solugdo do problema (P1).

1) Se ||z*|| < A, entao o ponto x* € a solu¢do de menor norma euclidiana do
problema (P2), e a distancia entre os conjuntos B e L, definidos em (4.2) e (4.1), é
nula.

2) Se ||lz*|| > A, o ponto y* definido em (4.12) € a unica solugdo do problema (P2),
¥ — A.

e a distancia entre B e L €

Prova. A primeira situacio significa B N L # ). Nesse caso, qualquer elemento da
intersecao é uma solugao do problema (P2), sendo o ponto 2* € BN L o de menor
norma euclidiana.

A segunda situacdo implica em BN L = (), e é discutida a seguir. Dado um

ponto y € B com y # y*, h4d um ponto x € L de modo que
d(y, L) = |lz —yll (4.14)

pois a variedade linear L é um conjunto fechado.
Como os vetores y e y* sao diferentes, pela Proposicao 1.1 temos que y'y* <
A% O vetor v = & — 2* é tal que v72* = 0 de acordo com o Lema 4.3. Assim,

oyt = (2% + U)Ty* = Al|lz*|| + 0 > A2. Desse modo,

I'Ty* > A2 > yTy*
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Isto é, os pontos = e y encontram-se em semi-espacos abertos distintos em relagao
ao hiperplano H. Pela Proposicao 1.12, hda um vetor h € H e um escalar o € R com
0 < a <1 tais que

h=y+alx—1y).

Como
(1 —a) [z =yl = llz = (y + alz = y))l| = [z = Al,
uma vez que © € L e h € H, pelo Lema 4.7 temos que ||z — h|| > ||z* — y*||, ou seja,
(1=a) [[(z =yl = [l" =y

Dai,

1 * * * *
O at R

pois 0 < a < 1. Logo, por (4.14),
d<y7L) > ||$* - y*”?

Pelo Lema 4.6, d(y*, L) = ||2* — y*|| = ||z*|| — A. Portanto, para um ponto y € B
diferente de y*,
d(y,L) > d(y", L) = [la"|| — A.

Figura 4.9: Lema 4.8 quando BN L = 0.
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A Figura 4.10 ilustra o problema (P2) quando os conjuntos L e B sao

disjuntos. Os pontos z* e y* s@o as respectivas solugoes dos problemas (P1) e (P2).

Figura 4.10: Solugao do problema (P2).

4.4 Problema (P3)

Dada a bola fechada
B={zeR"||z]| <A}

definida em (4.2), a matriz A € R™™ com m < n, e o vetor b € R™, consideramos
o seguinte problema:
min ||Az — b

(P3) i}
s.a z€B

A fungao e : R" — R™ dada por e(z) = Az — b é muitas vezes chamada de
residuo linear. Assim, o problema (P3) consiste em minimizar a norma euclidiana
de um certo residuo linear que possui uma restricao de bola fechada em seu dominio.

O estudo do problema sera feito a partir de um problema equivalente. As-
sociado ao problema (P3) ha o problema irrestrito (P3I), discutido na Segao 4.4.2.

Veremos como caracterizar as solugoes dos problemas (P3) e (P3I).
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4.4.1 Problema equivalente

Sejam as fungoes ¢, © : R” — R dadas por
1 2L por T L7
q(z):§||Az—b|| =57 A" Az —D Az+§b b,

1
O(z) = 5( T2 — A%,
Minimizar a fungao ¢ corresponde a minimizar, em z, a funcao ||[Az—b||. E©(z) <0

se, e somente se, ||z|| < A. Com isso, o problema (P3) equivale ao seguinte:

min  ¢(2)

(Q3)
s.a 0(z2)<0

Em outras palavras, resolver o problema (P3) equivale a resolver o problema
de minimizar uma funcao quadratica de hessiana AT A semidefinida positiva com
restricao de bola fechada centrada na origem. Os problemas quadraticos em uma

bola foram discutidos na Secao 3.3.

4.4.2 Problemas irrestritos associados

Associados aos problemas (P3) e (Q3) héa os problemas irrestritos:

min |4z — b
(P3I)
s.a z€R"

(Q31) min ¢(z) = %HAZ —bl|?

s.a zeR"

A caracterizacao das solugoes do problema (Q3), equivalente ao (P3), é feita
a partir do estudo dos problemas irrestritos (P3I) e (Q3I). Veremos também uma
interpretagao alternativa do problema (P3I).

Seja o conjunto
G={z cR"| AT Az = ATb}. (4.15)

Segundo o proximo lema, ele possui os minimizadores globais da funcao q.
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Lema 4.9 O conjunto G, definido em (4.15), é nao vazio e € o conjunto dos mini-

mizadores globais da fun¢do objetivo q do problema (Q3).

Prova. O gradiente da fungao q é Vq(z) = ATAz — c. Um vetor z € R" satisfaz
Vq(z) = 0 se, e somente se, z € G. De acordo com a Proposigao 1.13, o conjunto G
nao ¢é vazio. Como a matriz AT A é a hessiana da funcao ¢ e é semidefinida positiva,

pelo Lema 3.1 temos que G possui os minimizadores globais de q. 0

Pelo lema acima, a variedade linear G é o conjunto solugao do problema
(Q3I). Como (Q3I) e (P3I) sao problemas equivalentes, G é o conjunto solugao de
(P3I). Mais ainda, o lema garante sempre haver uma solu¢ao para ambos os proble-
mas.

Como um vetor z € R" satisfaz ¢(z) = 0 quando, e somente quando, z € L,
se L # (), entao L é o conjunto solugao do problema (Q3) segundo a Proposigao 1.14
e, portanto, o valor minimo da funcao ¢ é zero.

O problema (P3I) pode ser reescrito como
min d(u,b) = |lu — b

(P3D)
s.a uelm(A) CR™

Ou seja, trata-se de procurar um ponto da imagem da matriz A de menor distancia
euclidiana do ponto b € R™.

Dado um ponto z € GG, os pontos u* = Az e w* = u* — b € R™ sao tais que
u* € Im(A), (—w*) € N(AT) e b=u"+ (—w").

Como I'm(A)+ = N(AT) segundo a Proposigao 1.2, os vetores u* e (—w*) sdo tinicos,
sendo o ponto u* a projecao ortogonal do ponto b no subespago vetorial Im(A) e
||w*|| @ menor distancia entre o ponto b e um ponto da imagem da matriz A, conforme
mostra a Figura 4.11.

Se L # (), pelas Proposicoes 1.13 e 1.14 a variedade linear L ¢ o conjunto
solugao dos problemas (P3I) e (Q3I), pois L = G. Nesse caso, b € Im(A), e portanto
a solugao do problema (P3D) ¢é u* = b.
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I Im(A)

Figura 4.11: Problema (P3D).

4.4.3 Caracterizagao das solucgoes

As solugoes do problema (P3) serdo caracterizadas a partir do estudo do
problema (Q3), pois os dois problemas sao equivalentes.

Todos os pontos vidveis do problema (Q3) sao regulares, porque VO(z) # 0
para os pontos z € B tais que O(z) = 0.

Pelas condicoes de Karush-Kuhn-Tucker para problemas com restricoes de
desigualdade, se z* é uma solucao do problema (Q3), entao existe um escalar u* € R

de modo que:

Vq(z") + w've(z*) =0 (4.16)
prO(z)=0 (4.17)
w0 (4.18)

De acordo com o Lema 4.9, a variedade linear G, definida em (4.15), é o
conjunto dos minimizadores globais da funcdo ¢. Se o conjunto X* = BN G é nao
vazio, entao ele é o conjunto solugdo do problema (Q3), e portanto do problema
(P3).

Os lemas abaixo caracterizam as solugoes do problema (Q3) quando a bola

fechada B e a variedade linear G sdo conjuntos disjuntos.

Lema 4.10 Sejam os conjuntos B e G definidos em (4.2) e (4.15). Se BNG =0
e 2* € B é uma solugdo do problema (Q3), entdo ||z*|| = A e hd um escalar real
w* >0 tal que (ATA + p*I)z* = ATb.

Prova. Pelas condigoes de Karush-Kuhn-Tucker , se z* é uma solucao de (Q3), entao
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existe um escalar p* € R tal que (4.16), (4.17) e (4.18) sao satisfeitos. Quando os
conjuntos B e G sdo disjuntos, se z € B entdo Vq(z) # 0, pois z ¢ G. Por (4.16) e

(4.18), necessariamente

Por (4.17), temos que ©(z*) = 0. Logo,
12" = A.

Novamente por (4.16),
(ATA + 1z = A'b.

O

De acordo com o lema anterior, se BN G = () e um ponto z* € B é uma

solucdo do problema (Q3), entao ele deve satisfazer, para algum escalar p* € R:

(ATA+p 1)zr = ATb; (4.19)
O(z") =0; (4.20)
w0, (4.21)

No proximo lema veremos que as condigoes acima sao suficientes para um
ponto da bola fechada B ser uma solucido do problema (Q3). Mais ainda, elas

garantem a unicidade da solugao.

Lema 4.11 Se um ponto 2* € R™ € tal que ||z*|| = A e (ATA+ p*I)z* = ATb para

um certo escalar p* > 0, entdo z* é a unica solugcdo do problema (Q3).

Prova. Tomamos B = ATA e g = —ATbh. Conforme a Proposicao 1.4, matriz
B + p*I é definida positiva. De acordo com o Lema 3.9, o ponto 2* € B é a tnica

solugao do problema (Q3). d

Conforme os dois lemas acima, a solugao z* do problema (Q3) encontra-se

na fronteira da bola quando B NG = . Ela também pertence & imagem da matriz
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AT pois a relacdo (4.19) pode ser escrita como

¥ = ATi*(b — AzY).
w

Quando o conjunto
L={x eR"| Ax = b},

dado em (4.1), é ndo vazio, pela Proposicao 1.14 as variedades lineares L e G sao
iguais, e todas as discussoes que envolvem o conjunto GG valem para o conjunto L.
Nesse caso, o vetor posicao da solugao é ortogonal a variedade linear L.

A Figura 4.12 mostra a intersecao entre o subespago vetorial Im(AT), or-
togonal & variedade linear L, e a fronteira da bola fechada B num caso em que os
conjuntos L e B sdo disjuntos, bem como a solugao z* do problema (P3). Lembramos

que a solucao pertence a intersecao.

Im(AT)

Figura 4.12: Solugao do problema (P3).

4.5 Relacoes entre as solucoes dos trés problemas

Discutiremos nesta segao as relagoes entre as solugoes dos problemas (P1),
(P2) e (P3). Na Secdo 4.5.1 veremos a interpretacao geométrica das relagoes, e

na Secao 4.5.2 mostraremos dois exemplos. Os resultados apresentados nesta segao
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sintetizam a contribuicao original deste trabalho.

No caso em que o conjunto L, definido em (4.1), é vazio, os problemas (P1)
e (P2) nao tém sentido. Quando L # ) e o conjunto X* = BN L nio ¢ vazio, sendo
a bola fechada B definida em (4.2), qualquer elemento de X* é uma solucao dos
problemas (P2) e (P3), e a solugao do problema (P1) fornece a solucao de (P2) e
(P3) de menor norma euclidiana.

Em particular, quando b = 0, temos que L = N'(A) e a solugao do problema
(P1) é o ponto O. O conjunto solucio dos problemas (P2) e (P3) é X* = N (A)NB.

No caso em que L # ) e BN L = (), os problemas (P1), (P2) e (P3) possuem
uma unica solucao. De acordo com o Lema 4.8, se o ponto z* € R" é a solucao do
problema (P1), entao o ponto y* = mx*, dado em (4.12), é a solugao do problema
(P2).

H& uma situagdo em que a solugao dos problemas (P2) e (P3) é a mesma
quando L # 0 e BN L = (), conforme mostram os lemas abaixo. Observamos
que, nesse caso, o vetor b € R™ nao é nulo. Além disso, a matriz AA” nao possui

autovalores negativos, e o problema (Q3) equivale ao (P3).

Lema 4.12 Considere os conjuntos L e B definidos em (4.1) e (4.2), L # 0, BNL =
0 e o ponto y* € R™ a solugio do problema (P2). Se y* € a solugao do problema

(Q3), entio o vetor b # 0 é um autovetor da matriz AAT ndo paralelo ao seu micleo.

A

Prova. De acordo com (4.4), (4.5), (4.12) e o Lema 4.8, y* = Wx*, com z* = AT)\*
x

e \* € R™ um vetor tal que AATA* = 0. Além disso, |z*| > A.

Por (4.19), (4.21) e pelo Lema 4.10, existe um escalar real p* > 0 tal que
(ATA+ p*Dyy* = AT
Assim,

A AT = ATh,

(el

A
— AT+

Bl

Multiplicando a esquerda pela matriz HJEA H A,

AATD 4+ b = ”Z—”AATb.
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Dali,
A

AAT) = ———
Iz} = A

b.

Portanto, o vetor b é um autovetor da matriz AAT associado ao autovalor positivo

pA
V=
lz*]| = A

Lema 4.13 Sejam os conjuntos L e B definidos em (4.1) e (4.2), L#0, BNL =10
e o ponto y* € R™ a solugdo do problema (P2). Se o vetor b # 0 é um autovetor da

matriz AAT nao paralelo ao seu niicleo, entdo y* € a solucio do problema (Q3) e o
CJlATe
A

*

multiplicador de Lagrange associado a (Q3) € u

Prova. Por hipétese, existe um escalar v > 0 tal que
AATH = ~b.

Seja o ponto z* € R™ tal que

1
= =ATh.
Y

Pelo Lema 4.5, ele é a soluc¢ao do problema (P1). Conforme (4.12) e o Lema 4.8,

A T
y'=———A"b.
| ATb]]
Para
L ATy
- A 77

o ponto z* = y* e o escalar p* satisfazem (4.19), (4.20) e (4.21). Portanto, pelo
Lema 4.11, o ponto y* é a solu¢ao do problema (Q3), e dai u* é o multiplicador de

Lagrange associado a (Q3). OJ

Os dois lemas acima afirmam que, quando L # ) e BN L = (), a solucdo
do problema (P2) ¢ a solugdo do problema (Q3) se, e somente se, o vetor b é um

autovetor associado a um autovalor ndao nulo da matriz AA”.
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E possivel estabelecer a relacao entre a solugdo do problema (P2) e a do
problema (Q3) quando L # ) e BN L = (), em termos do vetor ¢ = ATb, definido
em (4.6), e da matriz ATA. Sob tais condicoes, o vetor ¢ é nao nulo segundo a

Proposicao 1.16. Lembramos que a matriz A7 A ndo possui autovalores negativos.

Lema 4.14 Considere os conjuntos L e B definidos em (4.1) e (4.2), L # 0, BNL =
0 e o ponto y* € R™ a solugao do problema (P2). Se y* € a solugao do problema
(Q3), entdo o vetor c, definido em (4.6), é um autovetor da matriz AT A nao paralelo

ao seu nucleo.

Prova. Pelo Lema 4.12, h4d um escalar real v > 0 tal que AATb = ~b. Pela
Proposicao 1.3, AT Ac = ~e. O

Lema 4.15 Sejam os conjuntos L e B definidos em (4.1) e (4.2), L#0, BNL =10
e o ponto y* € R™ a solu¢ao do problema (P2). Se o vetor ¢, definido em (4.6), é

um autovetor da matriz AT A ndo paralelo ao seu nicleo, entio y* é a solucdo do
problema (Q3).

Prova. Por hipétese, AT Ac = ~c para um certo escalar real v > 0. Seja z* a solucao
do problema (P1). Pelo Lema 4.4,

1
rr=—-c e AATH = ~b.
Y
Segundo o Lema 4.8, o ponto
A LA
Yy = —*33 = —C
[l el

é a solucao do problema (P2). Pelo Lema 4.13, o ponto y* é a solu¢do do problema

(Q3). O

Os dois lemas acima afirmam que, quando L # () e BN L = ), a solucao do
problema (P2) ¢ a solu¢ao do problema (Q3) se, e somente se, o vetor ¢ = AT é um
autovetor associado a um autovalor nao nulo da matriz AT A.

A Tabela 4.1 sintetiza os resultados para o caso em que a variedade linear L

intercepta a bola fechada B, observando que z* € LN B. A Tabela 4.2 faz o mesmo
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para a situagao em que os dois conjuntos sao disjuntos. Lembramos que no tltimo

caso, z*,y*, 2* € Im(A”) e [|z*| > [ly*| = ||*]| = A.
Problema | Conjunto solugao
(P1) LN Im(AT) = {z*}
(P2) LNB
(P3) LNB

Tabela 4.1: Conjunto solucio quando L N B # ().

Problema Solugao
(P1) rz* € LN Im(AT)
A
(P2) Y= "
e

2* € B que satisfaz:

(P3) Ju* >0 (ATA+ p*l)z* = ATb;

I27] = A.

Tabela 4.2: Solucao quando L N B = 0.

4.5.1 Interpretacgao geométrica

Nesta secao sera feita a interpretacao geométrica da relagao entre as solugoes

dos trés problemas. Suporemos a variedade L definida em (4.1) nao vazia.

O problema (P1) possui somente uma solucao, e ela é o unico ponto da

intersegao da variedade linear L com o subespaco vetorial Im(AT) de acordo com

os Lemas 4.1 e 4.2.

Quando a bola fechada B definida em (4.2) intercepta a variedade linear L,

a norma euclidiana da solu¢ao do problema (P1) é menor ou igual a A. O conjunto

X* = BN L é o conjunto solucdo dos problemas (P2) e (P3), sendo a solucao do

problema (P1) a solugdo de menor norma euclidiana dos problemas (P2) e (P3),

conforme mostra a Figura 4.13.
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Figura 4.13: Conjunto solu¢do X* dos problemas (P2) e (P3) quando BN L # ().

De acordo com o Lema 4.8, quando os conjuntos B e L sao disjuntos, a
solugao do problema (P2) é dada a partir da solugao do problema (P1). Nesse caso,
a solucao do problema (P2) encontra-se na fronteira da bola fechada, pertence a
imagem da matriz A, e os vetores posicao das duas solugoes sao paralelos. Segundo
o Lema 4.3, os vetores posi¢cao sao ortogonais a variedade linear L.

Quando os conjuntos B e L sdo disjuntos, o problema (P3) possui uma
tinica solugao, que se encontra na fronteira da bola e pertence ao conjunto Im(AT)
segundo os Lemas 4.10 e 4.11. Pelos Lemas 4.14 e 4.15, a solugao dos problema (P2)
e (P3) é a mesma se, e somente se, o vetor ¢ = ATh é um autovetor da matriz A7 A
associado a um autovalor v > 0. Nesse caso, pelos Lemas 4.4 e 4.5, a solucao do

1
problema (P1) é —¢. Esse ponto é o de menor norma euclidiana do hiperplano P
Y

ortogonal ao vetor ¢ e que contém a variedade linear L, de acordo com (1.11) e as

Proposigoes 1.11 e 1.15. Pelo Lema 4.8, a solugao do problema (P2) é ﬂ c.
c

Problema Solugao

1

P1 rr=c"=—-c

(P1) 3

(P2) Y =g—c
IIKII

(P3) 2= —c
el

Tabela 4.3: Solucao quando LN B =0 e AT Ac = ~c, v > 0.
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Os fatos acima estao resumidos na Tabela 4.3 e sao apresentados na Figura
4.14. Vale ressaltar que quando eles ocorrem, pelos Lemas 4.4, 4.5, 4.12 e 4.13, o

vetor b é um autovetor da matriz AAT associado ao autovalor v, e o multiplicador

de Lagrange associado ao problema (Q3) é u* = % —7. O ponto ¢* = —-céo
Y

ponto do hiperplano P de menor norma euclidiana.

Figura 4.14: Problemas (P1), (P2) e (P3) quando BNL =0 e ATAc = ~c, v > 0.

Na Secao 4.4.2 foi discutido o problema (P3I), que é o problema (P3) sem
restrigoes. Conforme visto, o problema (P3I) pode ser interpretado como sendo o
problema (P3D), procurar um ponto do conjunto Im(A) C R™ de menor distancia
euclidiana do ponto b € R™. A solugdo do problema (P3D) é tinica e é a projecao

ortogonal do vetor b em I'm(A), representada pelo vetor u* na Figura 4.15.

Figura 4.15: Problema (P3D).
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4.5.2 Exemplos

Conforme visto acima, supondo nao ser vazio o conjunto L dado em (4.1), os
vetores posi¢ao das solugoes dos problemas (P1) e (P2) sdo sempre paralelos quando
BN L=, com a bola fechada B definida em (4.2). E hd uma situacdo em que a
solugao do problema (P2) e a do (P3) sao iguais.

Apresentamos a seguir um exemplo em que a solugao do problema (P2) e

do (P3) diferem e um exemplo em que elas coincidem.

Primeiro exemplo

Dados

4 00 12
b
03 0 12

temos que a variedade linear associada aos trés problemas ¢ a reta
L={3 4 o' acR}.
O hiperplano associado é o plano

P={[6-38 48 o]"; 8,7 € R}.

O subespago vetorial Im(AT) é o plano
Im(AT) ={lv w 0]%; v,w € R}.

A bola fechada é
B={zeR’| |z <2}.

A solucio do problema (P1) é o ponto z* = [3 4 0]7, a do problema (P2) é
y* =[1,2 1,6 0]7 e ado (P3), 2* = [1,449278 1,378257 0]”. O multiplicador
de Lagrange associado a (P3) é pu = 17,119940. O ponto ¢* = [3,84 2,88 0] é o
ponto do plano P de menor norma euclidiana. Os pontos x*, y*, z* e ¢* pertencem
ao plano I'm(AT), sendo que os pontos y* e z* estdo na fronteira da bola B, pois
Iyl = ll="]l = 2.
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A partir dos dados, obtemos

16 0 0 48
. 16 0 . -
AAT = , AA=1 0 9 0 e c=A"b=| 36
0 9
0 00 0

Observamos primeiramente que o vetor b nao é um autovetor da matriz
AAT e o vetor ¢ nao ¢ um autovetor da matriz AT A, motivo pelo qual z* # c* e
yr#£ 2

Também vemos que ||z*|| =5, |[|c*|| = 4,8, |[Ay* —0b|| = 10,182338 e
|Az* —b|| = 10, 016868, confirmando que a solugao do problema (P1) nao é o ponto
do plano P de menor norma euclidiana, e que a solu¢ao do problema (P2) nao é a
solugao do problema (P3).

A Figura 4.16 apresenta o primeiro exemplo em R?. A Figura 4.17 destaca
os pontos x*, ¢*, y* e z* no plano Im(AT), além da intersecio com o plano P.
Como a reta L é ortogonal ao plano Im(AT), ela é representada pelo ponto x*, sua
interse¢ao com o plano. Verificamos que o vetor z* nao é paralelo ao vetor z* nem

ao vetor c*. Ja o vetor y* é paralelo a vetor z*.

Figura 4.16: Primeiro exemplo em R3.
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Figura 4.17: Primeiro exemplo em Im(AT).

Segundo exemplo

Ao mudarmos o vetor b no primeiro exemplo para
b=1[16 0],
temos agora que a variedade linear é a reta
L={[4 0 o]'; a € R}
e o hiperplano associado é o plano

P={[4 p o]y B,y €R}.

A solugao do problema (P1) é o ponto de menor norma euclidiana do plano P,
z*=c*=[4 0 0]T. A solugdo dos problemas (P2) e (P3) éy*=2*=12 0 0]7. O
multiplicador de Lagrange associado a (P3) é u = 16.

Observamos que o vetor b é um autovetor da matriz AAT associado ao

autovalor v = 16, mesmo autovalor associado ao autovetor c = ATb = [64 0 0]” da
matriz ATA. Por isso y* = 2* e 2* = ¢* = %c.

A Figura 4.18 apresenta o segundo exemplo em R3. A Figura 4.19 destaca
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as solugoes dos trés problemas no plano I'm(A7T), além da interse¢ao com o plano P.
Como a reta L é ortogonal ao plano Im(AT), ela é representada pelo ponto x*, sua
intersecao com o plano. A posi¢ao dos eixos do sistema de coordenadas nas Figuras

4.16 e 4.18 é a mesma. A observacao vale também para as Figuras 4.17 e 4.19.

Figura 4.18: Segundo exemplo em R3.

Figura 4.19: Segundo exemplo em Im(AT).



Conclusoes

Neste trabalho, fizemos uma revisao de conceitos de algebra linear, com
uma énfase em variedades lineares. Também tratamos de alguns topicos principais
sobre problemas de programacao nao linear e suas solucoes, além de uma visao geral
de algoritmos matematicos iterativos. Comentamos que ha varios algoritmos para
resolver problemas de programacao nao linear, e apresentamos alguns deles. Por
ultimo, discutimos trés problemas relativos a uma variedade linear e a uma bola
euclidiana. As relagoes entre as solugoes dos trés problemas constituem na principal
contribuicao deste trabalho. A Secao 4.5 sintetiza os resultados originais.

Para a resolugao de problemas irrestritos, exibimos os métodos de regiao
de confianca. Neles, a funcao objetivo do problema é modelada por uma funcao
quadratica, e é estabelecida uma regiao em que se confia no modelo. Através de uma
avaliacao da reducao do valor da funcao objetivo em relacao a reducao predita pelo
modelo, a regiao de confianca é mantida, aumentada ou diminuida. O subproblema
a ser resolvido a cada iteragao é a minimizacao de uma funcao quadratica sujeita a
uma restricao de bola fechada. A resolucao do subproblema é discutida na parte de
problemas quadraticos.

Para problemas com restrigoes de igualdade, apresentamos dois métodos de
resolucao: um de programagao quadratica seqiiencial e um de restauracao inexata.

No método de programacgao quadratica seqiiencial abordado, motivados
pelas condicoes necessarias de otimalidade de Karush-Kuhn-Tucker , adotamos como
meta minimizar de algum modo a funcao lagrangeano sujeita as restrigoes do proble-
ma original, de modo a obter um ponto que satisfaca as condigoes de otimalidade.
Para isso, modelamos a funcao lagrangeano por uma funcao quadratica, e as re-
stricoes, por uma funcao linear, isto é, por uma transformacao afim. Adotamos
uma estratégia de regiao de confianga e estabelecemos uma maneira de estimar o

multiplicador de Lagrange a cada iteracao.
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O método de restauragao inexata apresentado foi o proposto por Martinez
[13] e Martinez e Pilotta [14], em sua versdo para problemas com restrigoes de
igualdade. A partir da constatacao de que a obtencao do passo na programacao
quadratica seqiiencial ocorre em duas fases, uma de viabilidade seguida de uma de
otimalidade, o método de restauracao inexata propoe uma flexibilizacao dessas fases.
A primeira fase pode ser executada por qualquer técnica, desde que atenda alguns
critérios para a convergéncia global do algoritmo; nenhuma regiao de confianga é
exposta. Na segunda, é adotada uma estratégia de regiao de confianca em torno do
ponto obtido na fase anterior da iteracao corrente — diferentemente da programacao
quadratica seqliencial, em que o centro é o ponto obtido na iteracao anterior. Con-
forme discutimos, hé varias possibilidades para a execucao da fase de viabilidade,
dentre elas a minimizacao da medida de inviabilidade, a proje¢ao ortogonal do ponto
corrente em uma linearizacao das restricoes e a reducao da norma euclidiana de um
modelo linear das restrigoes.

Os problemas quadraticos estao presentes em varios métodos de programacao
nao linear, dentre eles os trés abordados neste trabalho para resolver problemas mais
gerais. Os problemas quadraticos mais comuns sao os irrestritos e os com restrigao
de bola fechada. Apresentamos alguns métodos voltados a resolucao desses proble-
mas. Para os irrestritos, abordamos o do gradiente conjugado. Para os com restricao
de bola fechada, ha os métodos de dogleg e a aproximacao de Steihaug, que oferecem
uma solucao aproximada. Observamos que a aproximacao de Steihaug é uma modi-
ficagao do método do gradiente conjugado, em que sao acrescentados dois critérios
de parada para contemplar a restricao de bola e permitir a ocorréncia de dire¢oes
nas quais o grafico da fungao quadratica possui curvatura nao positiva.

Ao longo da discussao dos métodos de resolugao de problemas de pro-
gramacao nao linear, surgiram dois problemas considerados importantes do ponto de
vista tedrico. Sao os problemas (P1) e (P3) apresentados no Capitulo 4. Associados
a eles hd o problema (P2). Sao problemas que envolvem uma variedade linear e
uma bola fechada centrada na origem. O primeiro problema corresponde a achar o
ponto de menor norma euclidiana de uma variedade linear. Também pode ser visto
como a projegao ortogonal da origem O na variedade linear. A solu¢ao do problema
é sempre tnica. O segundo problema significa encontrar o ponto da bola fechada de
menor distancia euclidiana a uma variedade linear, e o terceiro, a um ponto de uma

bola fechada centrada na origem que minimiza um certo residuo linear. Quando a
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bola fechada e a variedade linear sao disjuntas, os vetores posicao das solucoes dos
problemas (P1) e (P2) sdo sempre paralelos, e hd uma situagao em que a solugao do
problema (P2) e do (P3) séo iguais. Ao final, apresentamos um exemplo de quando

as solugoes dos problemas (P2) e (P3) coincidem e um de quando nao coincidem.
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