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RESUMO

Este trabalho trata da solubilidade do problema de valores de fronteira elip-
tico quasilinear Au = f (x,u, Du) em Q e u = ¢ na 0f), no espago de Sobolev
W2P (Q), com p > n, seguindo as orientagoes de Pohozaev [19]. Para tanto
lancou-se mao de instrumentos como estimativas a-priori, super e sub-solugoes e
teoremas de ponto fixo. Ainda foi dada atencao especial ao estudo dos espagos
de Sobolev W*? (Q), e em particular dos teoremas de imersdo de Sobolev, os
quais também foram utilizados na prova da existéncia de solucao do problema
em questao. A titulo de completar o trabalho, estudou-se a existéncia e unicidade

de solucao para operadores elipticos no caso cléssico.

Palavras-chave: Estimativas A-Priori, Super e Sub-Solugoes, Teoremas de Imer-

sao de Sobolev, Teoremas de Ponto Fixo.



ABSTRACT

This paper deal with the solvability of the quasilinear elliptic boundary value
problem Au = f (z,u, Du) in Q and u = ¢ na 952, in the Sobolev space W?2? (Q) ,
with p > n, following the Pohozaev research [19]. For this, it was used tools
like a-priori estimates, upper and lower-solutions and fixed point theorems. It
was still given special attention to Sobolev space W*? (Q), in particular of the
Sobolev’s imbedding theorems, which were also used in the proof of the existence
of solution for the target equation. In order to complete this work, the existence

and uniqueness of classic solution for elliptic operators was studied as well.

Key words: A-Priori Estimates, Upper and Lower-Solutions, Sobolev’s Imbedding

Theorem, Fixed Point Theorems.
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INTRODUCAO

O presente trabalho tem como objetivo principal mostrar, sob determinadas

condicoes, a existéncia de solucao para o problema de Dirichlet

Au = f(z,u, Du) em {2 )
u =@ na Jf)

no espago de Sobolev W27 (Q), p > n, onde Du é o gradiente da fungao w.
Consideramos €2 um dominio limitado de IR™ com fronteira suficientemente suave.
Pode-se observar, durante o desenvolvimento do Capitulo IV, que para tanto foi
se exigido uma estimativa a-priori em L ({2) para a solugdo do problema (1),
no entanto esta necessidade nao é considerada um ponto adverso, tendo em vista
que esta questao jé foi estudada por Xavier [24].

Uma aplicacao deste tipo de situagao foi apresentada por Delgado e Sudrez
[6] através de um problema de dinadmica populacional, o qual é modelado, para o

caso n = 3, como

—Au=n(z)+u(y—m(x)u)+ (b(z)  Du)* em
u=0 na 0

(2)

sendoque y € R, 2 <a<2,melP(Q),nel>(Q),be (L= ()%, n >0,
p >3em > mg > 0. O coeficiente m = m(zx) estd associado com o limite
do crescimento da populacao, enquanto que o efeito do transporte e a influéncia
do meio circundante sdo responséveis pelas presengas de b = b(z) e n = n(z),
respectivamente. Neste contexto, qualquer soluc@o positiva de (2) pode ser vista
como a densidade populacional no estado estaciondrio.

Problemas como (1) sao de grande interesse por descreverem uma vasta quan-
tidade de situagoes. Por exemplo, em um problema de conducao de calor nao
homogéneo bidimensional a temperatura u (x,y,t) deve obedecer a equagao dife-

2

rencial u; = o2 (Uge + uyy) + g (2,y,t), onde o? é a constante de difusividade

térmica. No estado permanente, u é fungao exclusiva de x e y e a derivada em
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relacdo ao tempo se anula. Neste caso a equagao se reduz a Uy, + uy, = f (z,9),
e este problema pode ser visto como o problema (1) . Analogamente, se analisar-
mos o movimento de uma membrana eldstica delgada com as extremidades fixas,
como por exemplo a tampa de um tambor, sujeita a forcas externas, este pro-
blema em seu estado estaciondrio se resume a resolver um problema como (1).
Além destes casos, podemos encontrar outros ramos da fisica matemé&tica nos
quais temos situagoes como (1) a serem resolvidas, dentre eles citamos o caso da
funcao potencial elétrico num meio dielétrico que nao contém cargas elétricas ou
o caso da funcao energia potencial de uma particula no espago livre sobre a qual
atuam somente forgas gravitacionais, ou o problema de resolver uma equacao da
forma y” + a (x)y' + b(x)y = f(x). Estes exemplos servem para ilustrar o porque
de vérios autores, dentre os quais [4, 5, 14, 19, 22, 23, 26], dedicarem-se a casos
como (1) .

Ainda mais, a fim de se obter tais conclusoes faremos também alguns breves
comentarios, no Capitulo I, a respeito de espacos LP, teoria de distribuicao, trans-
formada de Fourier, solucao fundamental e espacos de Schauder, uma vez que
estes, entre outros assuntos, constituem a base de nosso trabalho.

Ja no Capitulo II tratamos, de um modo mais formal, dos espacos de Sobolev,
visto que buscamos obter solugao para o problema (1) em W?2? (Q). Também
dedicamos uma secao especial aos teoremas de imersao, pois eles apresentam-
se como poderosas ferramentas na resolucao do problema principal. Além disso,
fizemos uma prova bastante cuidadosa desses resultados devido a sua importancia
e por nao encontrarmos muitas bibliografias em portugués.

O Capitulo IIT trata da questao de existéncia e unicidade de solucao para
operadores elipticos no caso cldssico. Para isto estudamos o principio do maximo
forte e vimos algumas estimativas a-priori. Em particular analisou-se o problema
de Dirichlet e os teoremas de ponto fixo de Leray-Schauder, estes foram utilizados
no capitulo seguinte.

Por fim obtemos, no Capitulo IV, a garantia de solubilidade do problema (1)
baseando-se no método de super e sub-solucoes. Vemos também a condicao exata

de crescimento da fungao f (z,s,§) em relagao a £ € IR".
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Vale ainda ressaltar que a forma detalhada com que o contetido aqui presente
foi tratado o torna um material possivel de ser utilizado como notas de aula e faz

com que sua leitura seja bastante acessivel para todos os interessados.

1X



NOTACAO

Antes de iniciarmos nossos estudos vejamos algumas notacoes bésicas.
Sejan € IN. Dizemos que o vetor o ¢ um n—multiindice se a = (aq, ag, ..., ay,)

onde os «;’s sao, para cada i, inteiros nao negativos.

n
1. Dado um multiindice o = (ay, ag, ..., ay,) , escrevemos |a| = > |a|;
=1

a1 ,,Qa9

2. Para z = (x1, 22, ..., T,) , denotaremos z* = x{' x5%...2%";

Ay

9%10%2..0"

0z 0xy?...0xen

N O \"/ 0 \* g \™
D _(if)xl) (i@xg) (Zaxn)

e para a = (0,0, ..., 0) definimos D% = u para toda funcio u;

3. Escreveremos 0% =

4. Além do mais,

5. Por Dj, para j = 1,2,...,n, representa-se a derivagao parcial a—;
Ly

6. ) denotard um dominio em IR"™, ou seja, um conjunto aberto e conexo;

7. No caso de trabalharmos com €2 limitado ou de medida finita, explicitaremos

no decorrer do texto.
8. A fronteira do conjunto B serd representada por 0B;
9. A CC Q significa que A é um conjunto compacto de €
10. |||, veja pégina 1;
11. |||, , veja pégina 1;

12. C§°, veja pégina 3;

13. f., veja pagina 4;



14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

D' (2), veja pagina 8§;

&' (), veja pagina 15;

j?, veja pagina 20;

f, f;, veja pagina 24;
]\Hca(§> , veja péagina 33;
”ch(ﬁ) , veja pagina 34;
||'||cm+a(§) , veja pagina 34;
W*(Q), veja pagina 35;
ut e u”, veja pagina 40;
WHP(Q), veja pagina 43;
[l (q) » veia pdgina 43;
By — Bs, veja pagina 52;
Uy, veja pagina 100;

u_, veja pagina 101.
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CAPITULO 1

PRELIMINARES

No presente capitulo serao fixadas certas terminologias e alguns resultados a
respeito de espacos LP e da teoria de distribuicoes, os quais serao utilizados no de-
senvolver do trabalho. Para isto, supomos que o leitor tenha uma nocao bésica de
integral de Lebesgue e compreenda expressoes como fungoes mensuraveis, fungoes
iguais em quase todo ponto e conjunto de medida nula.

Além disso, faremos um breve tratamento da operacao de convolucao e da
transformada de Fourier, a fim de esclarecer o processo utilizado para se obter
solucao fundamental de um operador diferencial. Algumas nogoes a respeito dos
espacos de Schauder também serao tratadas, visto que trabalharemos no Capitulo

IIT com esta classe de funcoes.

1.1 Os Espagos L* (1))

Trabalharemos com fungoes mensuraveis em {2 e integraveis a Lebesgue. Para

1 < p < 00, denotaremos

LP(Q) = {f : 2 — (' mensuravel; / |fIP dx < oo},
Q

o qual é um espago de Banach com a norma

1/p
11, = 1Moy = ( [ 1170)

Para p = oo, L™ (Q2) é o espago de Banach das fungoes essencialmente limitadas

em ) com a norma

[flloe = 11fll oo 0y = sUPESS2ca | f(2)]-

1



2 CarituLo I PRELIMINARES

E, para p = 2, L? (Q) é um espaco de Hilbert com produto escalar

(f.g) = /Q fg de.

No decorrer deste trabalho utilizaremos, em varios momentos, a Desigualdade

de Holder, a qual diz que se f € LP (2) e g € L1 (Q),
| \rslds <171,
em que — + — = 1, com a notacao prépria, mesmo no caso p = oo ou g = 00.
p q

DEFINICAO 1.1.1 (O espaco L7 (). Seja 1 < p < oo. Entao f € L} (Q)

loc loc

se, e somente se, f :§ — @ for mensurdvel e para qualquer compacto K de §2

/K|f(:c)|pd:c < 0.

Neste caso diremos que a funcao mensurdvel f é localmente integrdvel em

7 (9).

PROPOSICAO 1.1.2 (Desigualdade de Interpolag¢do). Considere a fungao
felP(Q)NL () coml<p<r<oo. Entio f € L1(Q) para todop < q<r
e tem-se a desigualdade

£, < A1 I

1 A 1-A
onde 0 < \ < 1 verifica — = — + )
q p

r

DEMONSTRAGAO. Caso p = r entao A = %; se ¢ =p temos A =1 e, para g =7,
A = 0. Nos trés casos temos, de fato, a igualdade.

Consideremos agora o caso 1 < p < ¢ < r. Entao 0 < A < 1. Logo, pela
desigualdade de Holder

11 = [ 121 do < 1

| =]

5

1 1 A 1=
coms:ﬂegz;.Observeque——i—::q -+ = 1. Daf
gA q(1—=2X) s 5 D r

A -A A 1-X
LA < WA AN = A, < I 11

como queriamos. [ |



SECAO 1.2 Eveventos Bisicos Sosre DistriBuicoes 3

1.2 Elementos Basicos Sobre Distribuicoes

Antes de definirmos o que é uma distribui¢ao vejamos algumas idéias a respeito
do espaco das fungoes testes, o qual estd diretamente ligado com esta teoria.
Considere () um subconjunto aberto de IR". Denotaremos o suporte da fungao

f € — € como o conjunto

S(f)={z e f(z)#0}.

Desta forma definimos o espaco das fungoes testes pelo conjunto C§° (),

onde

CrQ)={f:Q—C; feC®eS(f) écompacto} .

Este é um espaco vetorial sobre €' e também denotado por D (€2). No caso em
que © = IR", o espago Cg° (§2) serd simplesmente escrito como C§° ou D.
De modo geral, o conjunto das fungoes de classe C* () possuindo suporte

compacto serd indicado por C¥ (Q).

EXEMPLO 1.2.1. Para z em IR", defina

e”<”’”||2_1), se ||z]] <1
p () =
0, para ||z] > 1.

Entiao ¢ é uma fungao teste real. Além disso, se multiplicarmos ¢ por uma

constante positiva obtemos uma funcgao teste nio negativa p de modo que f p=1

e S(p)=B(0,1). Aqui ||z||> = 22 + ... + 22.

ExeEmMPLO 1.2.2. Considere 2 C IR" um subconjunto aberto. Entdo, dados a em

Q ee>0, afuncao
el/(||x_“‘|2_€), se ||lx—al <e

e (x) =

0, para ||z —al > e,

pertence a C3° e S (¢?) = B (a,€). Logo, escolhendo € pequeno vemos que C§° ()

é nao vazio.



4 CarituLo I PRELIMINARES

OBservacAo: Considere f € L. () e € > 0. A fungao regularizante da

funcao f, denotada por f., é definida como

fw = [o("20) ran= [ 1= ptan
Q Q

onde fizemos mudanca de varidveis escrevendo f = 0 em IR™\Q) e onde p é a

funcao teste real definida no Exemplo 1.2.1.

Alguns resultados de densidade serao utilizados no decorrer do trabalho. Den-

tre eles estao:

TEOREMA 1.2.3. Dados 1 < p < oo e um aberto 0 de IR", o conjunto das

fungoes continuas em 2 é denso em LP (£2) .

DeEMONSTRAGAO. Consulte [20, Theorem 3.14, pg. 71] ou o leitor veja a referéncia

[1, Theorem 2.13, pg. 28]. ]

TEOREMA 1.2.4. Conhecidos 1 < p < oo e um aberto Q de IR", o conjunto

das fungoes continuas em ), com suporte compacto, é denso em L¥ ().
DEMONSTRAGAO. Veja [25, Teorema 4.1.5]. u

TEOREMA 1.2.5. Considere f,p : R" — € tais que p € CJ(R™), [p =1,

p>0efelP 1<p<oo. Para cadae >0 faca f.: R — ' como

fo(z) = / £z — ey) p(y) dy. (12.1)

Entao f. € LP. Além disso, se p for finito e 0 € S (p) entao
||fe—f”p—>0 quando € — 0.

DEMONSTRACAO. Para p = 1, obtemos de (1.1.1) que

[lr@lds < [ [176 =)o@ s

= //If(x—ey)\p(y)da:dy
/V‘f(x_gy”dx}p(y)dy:HfH1,

IN
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e, portanto f. € L.

Quando p = oo, temos por (1.2.1) que

L @I< [1f@-alowds <l [p)dy= Il
dai
ol < 17l

Logo temos que f. € L.

Suponhamos entio que 1 < p < co. Vemos que para -+ é —1,
Lor < | [Ire-alroa]

- :/If(x—ey)ml/p (y) " (y) dy]p

< :/If(fv—ey)l”p(y)dy} Up(y)dyr/q

= /\f(w —ey)l" p(y) dy.

Logo

IN

Jl@rds < [ [156- )l @

= o[ [re-ars]aw=imp

Assim || fe|l, < [|f]l, e, portanto, f. € LP, com 1 < p < oco. Para demonstrar
que fe — fem LP, 1 < p < oo, usaremos o argumento de densidade. Neste
caso suponha que a fungao f seja continua e possua suporte compacto. Entao,
considerando o caso em que p > 1 (quando p = 1 o tratamento ¢é similar), seja ¢

o expoente conjugado de p. Deste modo temos

f@) - @) = ‘/f(x—ey)p(y)dy—/f(w)p(y)dy

p

< _/If(x—ey)—f(w)m(y)dy]
= | [1f =) - @1 ) dy]p

< :/If(af—ey)—f(x)lpp(y)dy] Uﬂ(y)d@/r/q
— /|f(x—ey)—f(m)|”p(y)dy,
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donde segue que
Jir@-s@ra < /[/|f<x—ey>—f<x>|pp<y>dy} dx
< [ow|[1f—a)-r@raa

Assim, sejam S (f) e S (p) os suportes de f e p, respectivamente. Observando

que a integral acima em y ¢ apenas no suporte de p e que

(@.y) = |f (x —ey) = f (@)

¢ uniformemente continua no compacto A =[S (f) + €S (p)] x S (p) e, além disso
se anula fora desse conjunto, pois se f (¢ — es)— f (¢) # 0 para algum s no suporte

de p, temos duas hipéteses a considerar:

1. Se f(c—es) # 0, implicaria que ¢ € S (f) + €S (p) ou

2. Caso f(c) # 0, o que nos diz que ¢ € S (f) + €S (p) j& que zero pertence a
S(p),

daf vemos que dado um nimero positivo ¢, é possivel escolher um outro niimero

positivo € de modo que

t p
_ _ p
fo-a)-s@P < |l Yenea
Consequentemente || f. — f||, < ¢, completando a prova. n

Pode-se mostrar, utilizando argumentos de indugao, que a fungao f. € C3° se

S(f) for compacto e p € Cg°.

TEOREMA 1.2.6. Sejam Q um aberto de IR" e 1 < p < oo. Entdo o espago
Ce (R2) é denso em LP ().

DeMONSTRAGAO. Ver [25, Teorema 4.2.4]. n

Um resultado muito empregado nos diz que se K é um subconjunto compacto
nao vazio de um aberto 2 C IR", entdo existe uma funcao 1 em Cg° (£2) que vale

um numa vizinhanca de K e 0 < ¢ <1 em (2.
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DEFINICAO 1.2.7 (Particao da Unidade). Consideremos €2 C IR" um aberto
e (Pu)pes uma familia de fungoes teste em €. Diremos que esta familia é uma

particao da unidade se

a) para cada ponto ¢ de ) existir uma vizinhanga V. do ponto ¢ que intercepta

apenas um nimero finito dos S (¢,)" s;
b) para todo x de €, Y ., p(r)=1ce

c) sempre que x estiver em 2, @, (z) > 0.

DEFINICAO 1.2.8 (Convergéncia em C§° (Q2)). Seja Q um subconjunto aberto
de IR™. Dizemos que a seqiiéncia (goj)jew C C§° () converge a zero em Cg° (2)

se!

a) existir um subconjunto compacto K de ) tal que S (goj) CK,Vj=1,2,..

b) para cada multiindice o« = (o, ..., ) 0%p; converge a zero uniformemente

em K.

Diremos que (yp;) C C§° () converge para a funcdo ¢ € C§° () em

jeN
C5° (£2) quando ¢, — p — 0 em Cg° ().

EXEMPLO 1.2.9. Dada qualquer funcdo teste 1 e qualquer seqiiéncia (aj)jelN cq

convergindo a zero, a seqiéncia p; = a1 converge a zero em Cg° ().

Para verificarmos isto fixemos ¢ > 0. Sejam a um multiindice e € = %, tal
que |0°¢ (z)| < M, Vz € S(¢). Como a; — 0, existe jj; € IV tal que |a;| < E,
Vj > jgy. Dai, notando que S (¢) ¢ um compacto de Q2 e S (gpj) C S (¢) para todo
j=12,...,sejamz € S(¢Y)ej> jj entdo

|0%; (2)| = 10%ay ()] = |a] |0°¢ (2)] < |a;| M < EM =,
como queriamos.

DEFINICAO 1.2.10 (Distribuicao). Seja Q@ C IR" um aberto. Denomina-se

distribui¢ao um funcional linear u : C§° () — €' continuo.
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OBSERVACOES: a) O valor da distribui¢do u na fungao teste ¢ serd denotado por
(u, ¢) ouu(9).
b) Indicaremos por D’ (2) o conjunto das distribui¢oes definidas em C§° (£2) .
¢) Tendo em vista que qualquer funcional linear é continuo se, e somente se,
ele for continuo no ponto zero, entao podemos dizer que o funcional linear u

é continuo quando, e somente quando, qualquer seqiiéncia (gpj) C C§° ()

jEN
convergindo a zero em C§° (), u (goj) converge a zero em (.

ExeMPLO 1.2.11. Considerando §2 um aberto de IR" e a um ponto de §2, facamos
(04, 0) = @ (a). Entao §, é uma distribui¢io e é conhecida como distribui¢ao de

Dairac, neste caso, centrada no ponto a.

De fato d, ¢ um funcional linear, pois (04, ) = ¢ (a) € T e se p, ¥ € CF (Q)
efel

(00, B +1b) = (B + 1) (a) = B (a) + 1 (a) = B (da, @) + (0a, V) -

Para mostrarmos que 0, ¢ também continuo, considere ¢ > 0 e p;, — 0 em
Cg° (€2) . Como ¢; — 0 existe um compacto K de Q tal que S (¢;) C K e existe
Jo tal que ‘cpj (z)| <€, Vj > jjeVr € K. Logo, sendo [(§q, )| = |¢ (a)|, basta

tomarmos jo = jj se a € S (goj) senao tome jo = 1.

ExemPLO 1.2.12. Seja f € Li,. (). O funcional

loc

(Ty ) = / f@)0 (@) de, Vi€ OF (Q)

¢ uma distribuicao.

Primeiramente vejamos que 7 ¢ um funcional linear. Assim, sejam 8 € €' e

o, € C° (Q). Entdo

[Ty, )l

IN

/|f(w>||¢(:r)|drv=/ 1 @)1 ()] do
Q S(¥)

IA

1ol / @l ee
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uma vez que f € L}, (Q) e

loc

<Tf,5go+w>=/f B+ 9] (@ dr—ﬁ/f )+/Qf(:v)w(:v)dx
= Tfﬁ@) <wa>

Agora fixemos € > 0. Seja p; — 0 em C§° (2) . Entao existe um compacto K de
Q tal que S (p;) C K, e considerando ¢ = ﬁ, onde M = [, |f (x)|dz, existe
jo € IN tal que

|<pj (:L’)‘ <& Vji>joeVreK.

Dai, se j > jo

(Tredl < [ 1F@lle@las [ 1@l @]
E/K]f(x)]d:c:EM<e,

mostrando que 7% é continuo.

Note que a funcdo f do Exemplo 1.2.12 poderia ser tomada em L? (), com
1 < p < oo, tendo em vista que LY () C Lj.(Q). Esta inclusdo pode ser
mostrada utilizando-se a desigualdade de Holder.

A proposigao seguinte relaciona duas fungoes f e g de L}, (€2) com seus fun-

cionais lineares continuos.

PROPOSIGAO 1.2.13. Sejam f,g € L. (Q) tais que (Ty, ) = (T,,) para toda
e C (). Entao f =g q.t.p em Q.

DEMONSTRAGAO. Sejam K um subconjunto compacto de 2 e ¢ € C§° () tal
que ¢ (z) = 1, Vo € Vg, onde Vi é uma vizinhanga de K. Estendendo f,g e
¢ por zero em Q\IR", considere h = f — g. Entao ph € L' (IR") e para cada
€ > 0 considere a regularizada (ph)_(z) = [ (¢h)(z — ey)p(y) dy. Obtemos,
denotando p, (z) = p(z/€),

(ph) (z) = / (h) (x —ey)p(y)dy =" / (¢h) (y) pe (v — y) dy

= Uf Y)p (r —y )dy—/g(y)sﬁ(y)pe(w—y)dy
= ¢ "[(Ty,0p.) — (Tg,pp)] = € " (T, 90) — (T, )] =0,
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Y= p,, Y € C§ (). Como (ph), € C° () e (ph), — (ph) em L', deduzimos

que ph =0 g¢.t.p em K. Tomando uma seqiiéncia de compactos K, da forma
1
K, = {x € Qd(z,00) > —e |z| < n},
n

vemos que f =g q¢.t.p em {2, uma vez que U2, K,, = . [ ]

Quando nao houver confusao de notagao, a distribuicao 7 serd escrita sim-

plesmente como f.

1.3 Operacoes com Distribuicoes

Se u e v sao duas distribuicoes conhecidas, a distribuicao u + v é definida de

forma natural, o que equivale a dizer que
(u+wv,9) = (u,) + (v,9) paracada ¢ € Cg° ().

Com o intuito de definirmos outros tipos de operagoes envolvendo distribuicgoes,
consideremos dois operadores lineares continuos L, L' : C§° (2) — C§° () . Dize-

mos que L é o adjunto do operador L', e vice-versa, se e somente se,

/ (Lip) e = / o (D) dv, Vo, € CP(Q).

Neste caso escrevemos (L, 1) = (@, L'y) .

Dizer que o operador linear L é continuo em C§° () significa dizer que
L (1) — 0 em C§° (Q) sempre que 1; — 0 em C§° ().

Tendo em vista que C§° () C L () C D' (), pode-se mostrar que se
L, L' : C§ (2) — Cf° () sao operadores lineares continuos tais que, para toda

o, € C(Q), (Lp, ) = (p, L"), entao existe L:D (Q) — D’ (Q) linear de
modo que L = L em C° ().

ExempLO 1.3.1 (Produto por fungao). Considere a fungio f € C*(Q) e de-
fina o operador L : C§°(Q2) — C° () fazendo Ly = fp. Facilmente podemos
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mostrar que L é um operador linear continuo e L' = L. Dai, dada uma dis-

tribuicao u, definamos a distribuicao fu pondo

(fu, ) = (u, fY), V¢ € Cg° ().
Em particular esta formula funciona quando f for uma constante.

Um caso interessante é com a distribuicao delta de Dirac centrada no ponto

a € (2, pois

(fla;¥0) = (0a; fU0) = f(a) ¥ (a) = (f (a) b0, ¥), Vb € CF° (),
o que significa que fd, = f(a) 0.

ExeEMPLO 1.3.2 (Derivag@o) . Sejam ¢, € C3° (). Estendendo ¢ e 1 por zero
em IR"\Q e fazendo z'ntegmg:do por partes vemos que

(%

Desta forma o transposto formal do operador L = — ¢é L' = ———. Por isto
L L
definimos

oY . ,
<85L’]’¢> < ,8$j>7 Vi € G5 (@) e Vu € D'(Q).

Na verdade, por aplicacdo repetida da férmula anterior e inducao em ||, onde

«a é um multiindice, vemos que
(0%u, ) = (=) (u,0%¢), Vi € CZ(Q) e Vu e D' ().
ExeEmPLO 1.3.3. Considere a fun¢do de Heaviside deslocada de a € IR dada por

1, parax >a
H,(r) =

0, sezxz<a.

Como H, estd em L},

H,
<&a%0> = - a,SD / H dl‘
dx
= —lzmh_,0+/ ¢ (z)de = —/ ¢ (x)dx
a+h a

= ¢(a) = (0a, )

dH,
para toda ¢ € C§° (IR) . Isto significa que = 0.
T

ela define uma distribuicao. Neste caso
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EXEMPLO 1.3.4. Sejam f € C* () eu € D' (). Entao, para cada j =1,2,....n

d(fu) . 0u of
8xj _fﬁmj—i_u@x]

De fato, seja ¢ € C§° (€2) . Logo,
0 (fu) _ ) of
Cor o) = ~(a0) == (w5 = (vea)
B f ou  Of
NP HERER )

como gostarfamos de mostrar.

Afirmar que duas distribuigoes uy, us € D' () sdo iguais significa dizer que
(ur, ) = (ug2,v), para cada ¥ € C§°(f2). Contudo podemos dizer também
quando é que duas distribuigoes u1, us € D' (2) s@o iguais em um aberto U de 2
dizendo que (uy, ) = (uq, ), Vo € C§° (U) . Fazendo 1) = 0 em Q\U observamos

que C§° (U) C Cg° (2) . Relacionando estes fatos obtemos o seguinte resultado:

TEOREMA 1.3.5. Sejam uy,us € D' () e suponha que todo ponto c de §) tenha

um aberto U, contendo ¢ onde
(ur,¥) = (uz, ¥) , Vo € Cg° (Ue) -
Entao u; = us.
DEMONSTRACAO. Veja [12, Teorema II1.1.3, pg. 35]. ]

DEFINICAO 1.3.6 (Suporte de Distribuicao). O suporte da distribui¢ao u de

D' (Q), indicado por S (u), é a intersecdo de todos os fechados fora dos quais

u =0, isto é, (u,y) =0 para cada » em C§° (Q\S (u)).

ExEmPLO 1.3.7. O suporte da fun¢io de Heavisidade H, é o intervalo fechado

[a, 00).

Suponha que ¢ ¢ [a,0) e seja r = aT—c > 0. Ainda considere a bola B (¢, )
epeC§(B(cr)). Entao
H,, o) / H, ( x)dr = H, (x) ¢ (z)dx =0.
B(e,r)

Logo ¢ ¢ S (H,). Também podemos ver que [a,00) C S (H,).
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EXEMPLO 1.3.8. S (0,) = {a}.

cC—a

Sejam ¢ € IR, ¢ > aer =
p € C (B (c,r)). Entéao (04,¢) = ¢(a) = 0. Donde temos que ¢ ¢ S (J,). Da

> (. Considere também a bola B (c,r) e

mesma forma se tem a inclusdo quando ¢ < a e que {a} C S (d,) -

EXEMPLO 1.3.9. Seja f € L'(Q) tal que f = 0 q.t.p. fora do conjunto fechado
F C Q. Entao f define uma distribuicao e S (f) C F como distribui¢ao.

De maneira simples podemos mostrar que qualquer fungao continua no aberto

1
loc

Q) pertence a L; . (€2). Mas, o interessante é podermos verificar que os suportes

de f, como funcao ou como distribuicao, coincidem.

TEOREMA 1.3.10. Suponhamos que as funcoes u e f, definidas em 2, sejam

continuas e que

<§7“w> () Ve CE(©).

ou  Ou
Entao u possui derivada cldssica — e — = f.

8l’j 8xj

DEMONSTRAGAO. Primeiramente adimitamos que S (u) seja compacto. Sendo

u continua, o suporte de u como distribui¢ao ou funcao coindicem. Além disso
ou

S (&—) C S (u). Assim S (f) é também compacto. Estendendo f e u por zero
Ly

fora de €, considere, para cada ¢ > 0, a funcao regularizadora de u

ue (z) = 6‘”/U(y)p (35 - y) dy.
ou,

LI 10 aij {p (xzyﬂdy

Dai obtemos que
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Sabemos que u, € C° (), e que f. = f quando ¢ — 0 uma vez que f é continua

e tem suporte compacto. Além disso, pelo fato que u, = u, segue que u possui

ou

derivada cldssica em relagao a z; e Tt f no sentido cldssico.
l‘ .
j
Agora, dado um ponto ¢ de €, escolha uma funcao teste 1) que vale um numa

vizinhanca de c. Pelo Exemplo 1.3.4 vemos que
oY

9 (Yu) o o
a.ij 3a:j _wf+u(9mj

no sentido de distribui¢do. Tendo em vista que S (¢u) é compacto e que u = Yu

ou
_¢8xj +u

= o ) .
ef=vf+ ua— sao continuas e possuem suportes compactos, vemos, aplicando
x .
J

o que foi feito anteriormente para f e u, que

0 (Yu) ou o o
ax]’ ¢8$] 8.Tj ¢f 827]'
. . oY .
no sentido cldssico. Entretanto ¢ f + ua— = f e ®u = u numa vizinhanca de
Lj
ou
c. Portanto u possui derivada cldssica nesta vizinhanca com Eroe f no sentido
Ly
cldssico, completando a prova. [ ]

DEFINICAO 1.3.11 (Suporte Singular de Distribuicdo) . O suporte singular
de uma distribuicao u de D' (), indicado por SS (u), é a interse¢io de todos os

fechados fora dos quais v é C*, isto é, u € C™ (Q\SS (u)).

OBSERVACAO: Uma distribuicao u € D' () é de classe C* no aberto U de € se

existir uma funcao f : U — €' de modo que

mmoz/fmwwww,vweq$wy

ExemMPLO 1.3.12. 1) SS (H,) = {a}.
2) Dada u € D' (), entao SS (u) C S (u).

De fato, seja ¢ € S (u)®. Entdo existe r > 0 tal que B(c,r) C S (u)° e,
para ¢ € C§° (B (c,r)), (u,p) = 0. Seja f € C*(B(c,r)) tal que f(x) =0
Vo € B(c,r). Dal [ f(z)p(z)dr = fB(c,r) f (z) ¢ (x)dz = 0. Portanto

(wih = [ 1@ p(a)da,

donde ¢ € SS (u)°.
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DEFINICAO 1.3.13 (O espaco &' (£2)). O conjunto das distribuicdes de suporte

compacto serd denotado por E' (), ou seja

EQ)={ueD (Q); S(u) écompacto} .
TEOREMA 1.3.14. Seja u € &' (). Entao existe um tnico funcional linear
u:C®(Q) —C tal que

a) u(p) =ulp), Vel (Q);
b) u(yp) =0 sep € C*(Q) e S(Y)NS (u)

0.

DEMONSTRACAO DA Existencia: Dada f € C™ () escreva f = fo + f1, onde
fo € C(Q) e S(f1)NS (u) =0 éuma decomposigao qualquer de f nesta forma.
Defina @ (f) = u (fo), com u linear. Assim vemos que é necessdrio demonstrar

que esta definicao independe da decomposicao escolhida. Para isto, suponha que
felC>®(Q)eque

f=fot+thi=f+h,
onde fo, fo € C°(Q) e S (f1)NS (u) =0 e S(f1)NS (u) = 0. Neste caso devemos

mostrar que u (fp) = ﬂ(fo) Como fo — fo = fi — f1, resulta que
S (o= o) NS (w) =0,

de modo que pelo item b), ﬂ(fo — fo) = 0, ou seja, u(fy) = ﬂ(ﬁ)), como
queriamos.

A Unicidade: Sejam u; e uy satisfazendo as condigdes a) e b). Considere a
funcao ¢ € C§° (€2) valendo um no S (u) . Levando em consideragao que qualquer

funcao f € C*° (§2) pode ser escrita da forma

f=+0=-¢)f=foth

onde fo € C°(Q) e S(f1) NS (u) = (. Entao pela linearidade, por b) e por a)

temos que

up (f) = w(fo) +ur(fi) =u1(fo) =u(fo)
= uy (fo) = uz (fo) +ua (f1) = w2 (f),
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completando a prova. [ ]

Pode-se provar que uma forma equivalente de se dizer que o funcional linear
u em C§° (2) é continuo é mostrar que para cada compacto K de € ¢é possivel

escolher constantes Cx e um nimero inteiro nao negativo N tal que para toda
e Cg° () com S (¢) C K
()| < Cx Y supxc |9%9].
la|<Ng
No intuito de estudar distribuicoes com suporte compacto com um pouco mais

de detalhes vejamos as seguintes definigoes:

DEFINICAO 1.3.15 (Convergéncia em C* (Q2)). Consideremos £ um subcon-
jJunto aberto de IR"™. Dizemos que a seqiiéncia (cpj)jew C C*(Q) converge a zero
em C*(Q) se para cada K compacto de S e cada inteiro nao negativo n, as
derivadas de ordem n de p; convergem uniformemente a zero em K quando j

tende para o infinito.

Naturalmente vemos que a convergéncia a zero em C§° (€2) implica na con-

vergéncia a zero em C* (£2).

DEFINICAO 1.3.16 (Distribuicées em C™ (Q2)). Dizemos que o funcional li-
near u definido em C* () é continuo se, e somente se, para cada seqiéncia
((’Oj)jelN de C* () convergindo a zero em C* (Q) tivermos que u(@j) — 0

quando j tende para o infinito.

Reunindo estes conceitos pode-se mostrar (veja [12, Teorema I11.2.2, pg. 39])
que um funcional linear v de C* (€2) é continuo quando, e somente quando,
existirem um compacto K de (), uma constante positiva C' e um inteiro nao
negativo m tais que

() <C S supic|orwl, Ve O (9).
|| <m
DEFINICAO 1.3.17 (Convergéncia em D' (Q))). Dizemos que uma seqiiéncia

de distribuigoes (uy), . de D' (2) converge para a distribuicdo u de D' (Q) se

(Un, ) — (u,0), Vo € Cg° (Q).
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EXEMPLO 1.3.18. Seja ¢ € C§°(Q) tal que S(p) C B(0,1), p >0 e [¢ =1
a—x

Entao, dado a € IR", a seqiiencia (¢.) dada por ¢, (v) =€ "¢ ( converge

para d,.
De fato, considere ¢ € C§° (€2) . Logo

(pot) = e—“/wx)@( )dxsza—ey)so(y)dy
= (@) — b (a) = {Bu, ).

a—x
€

EXEMPLO 1.3.19. Seja (Kn>neﬂv uma seqiiéncia de compactos tais que K, C K, 1
e UK, = Q. Assim, tomando (¢,),cn uma seqiiéncia de fungoes em C§° () tais
que p,, = 1 em uma vizinhanga de K,, e dadau € D' (Q), entao u,, = @, u € £ (Q)

e u, converge a u em D' (). Logo E' (2) é denso em D' (Q).

TEOREMA 1.3.20. Considere (uy),,.y uma seqiéncia de distribuicoes de D' ()
tal que a seqiiéncia numérica ((un, @),y S€ja convergente para cada ¢ € Cg° (£2) .
Defina

(u, 1) = limp oo (un, V), ¢ € Cg° (Q)..
Entao u € D' (Q).

DeMONSTRAGAO. Como u,, € D' () pode-se mostrar facilmente que u ¢é linear.
Para verificarmos a continuidade considere a seqiiéncia ((’Oj)je n de 52 (Q)

tal que ; — 0 em C§° (2) . Devemos mostrar que (u, ;) — 0 em C§° ().
Suponha que <u,gpj> nao convirja a zero em Cg° (2). Entao existe ¢ > 0

tal que, para todo jo € IN, existe 7 > jo de modo que }<u,g0j>’ > €, ou seja,

|lz'mn_>Oo <un, gpj>| > €. Logo, para n > ny,

[(uns03)] 2 5
T2
Como ¢; — 0 em Cg° (£2) , existe um compacto K de Q tal que S (goj) CK para
todo j = 1,2, ... e para cada multiindice , 9%¢; converge uniformemente a zero
em K. Como u,, é continua, fazendo K = K , existem C'x e Nk tais que
|<una90]>| < CK Z SUPK ma%‘ - 07
la|] <Nk

0 que é uma contradigao. ]
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1.4 Propriedades Basicas da Convolucao

Suponha que f e g sao funcoes continuas em IR"™ e que uma delas possua

suporte compacto, digamos que S (f) seja compacto. Entao

/f(y)g(w—y)dyz/S(f)f(y)g(:v—y)dy-

Logo, fazendo uma mudanca de varidvel, vemos que as integrais

/f(:r—y)g(y)dy ¢ /f(y>g<rc—y)dy

sao iguais. Escrevemos isto pela férmula

(f*g>(ar)=/f(ar—y)g(y)dy-

Segue entao que f x g = g * f. E, na linguagem de distribuicao temos,

(g*f)(x):<gafx> onde fx(y):f(x—y), x,y € IR".

Além das regras acima, podemos mostrar que se f e g forem diferencidveis em
relacao a varidvel z;, entao

9] o of dg
a_%(f*g)_%*g_f*ng

J

e, por um processo indutivo

0% (f xg) =(0°f) xg=f=(0%),
desde que estas expressoes facam sentido.

DEFINICAO 1.4.1 (Convolugao de distribuicao com func¢ao). Sejam u em
D'(R") ep € C(R") (ouu € E(IR") e p € C®(IR")). A convolugio de u
com ¢ € a fungao indicada por u * ¢, a qual calculada no ponto a é (u,p,), ou

seja, para cada a em IR™,

(uxp)(a) = (u, @q) ,

onde ¢, = ¢ (a —z), Vr,a € R™
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EXEMPLO 1.4.2. Considere ¢ € IR", d. a distribuicao de Dirac centrada em c e ¢

em C* (IR™). Entao

(60 * 90) (CL) = <567§ba> - <607 2 (CL - I)> =@ (a - C) :
Em particular, quando ¢ = 0, isto é, 6. = §g = 6, 0 *x = .

Observamos que u * ¢ é uma funcao, na verdade é uma funcao de classe C'*°

como nos mostra o:

TEOREMA 1.4.3. Sejamu € D' (IR") e a fungio ¢ € C3° (IR") (ouw € £ (IR")
e p € C*(R")), entdo:

i) A funcao ux ¢ é de classe C*™. E, para qualquer multitndice «, valem as
1qualdades:
0% (ux* @) = (0) x o =ux* (0%).

it) S(u*xp)CS(u)+S(p).

DEMONSTRAGAO. Ver [12, Teorema IV.3.1]. n

Além destas relacoes pode-se mostrar que a operacao de convolugao é as-

sociativa, ou seja, dadas ¢, € C3° (2) e u € D' (12), entdo

() 4 = w ().

Com base no Exemplo 1.3.19 e sendo vélida a relacao de associatividade pode-

se verificar que C§° (€2) é denso em D’ (£2) .

DEFINICAO 1.4.4 (Convolugao com distribuigées). Sejam uy,us € D' (Q)
tal que pelo menos uma delas possua suporte compacto. Entao, dada ¢ € C3° (),

faz sentido a expressao uy * (us * ). Define-se (ug * ug) * © = uy * (ug * ).

ExXEMPLO 1.4.5. Considere u € D' () e dg = 0 a distribui¢iao de Dirac centrada

em zero. Usando o FExemplo 1.4.2 vemos que,

(uxd,0) = [(uxd)*@](0) = [ux(*p)](0)

= (ux@)(0) = (u, ¢),
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donde temos que, u x 6 = u. Por outro lado,
(0xu, ) = [(0xu)*@](0)=[0*(uxp)](0)
= (ux@)(0) = (u, ).

Dai resulta que § * u = u * 9.

1.5 Transformada de Fourier

DEFINIGAO 1.5.1 (Transformada de Fourier). Seja f € L' (IR"). A trans-

formada de Fourier da fun¢ao f, indicada por J/”\, é a fun¢ao
Fo= [ @i
onde x-& =3 " 1;¢;.

Utilizando o teorema da convergéncia dominada pode-se mostrar que f é uma

fungao continual em IR™. Além disso,

17 < s,

donde temos que f ¢ também limitada. De fato, o Lema de Riemann-Lebesgue
nos diz que dada f € L' (IR"), entdo f(g) — 0 quando £ — 0.

Vejamos agora a definicao do espaco de Schwarz, chamado de espago S :

DEFINICAO 1.5.2. O conjunto das fungées f de C* (IR™) com decaimento rapido
no infinito, ou seja, para todos os multiindices o e 3, supgn ‘x“@ﬁf (:z:)} < 00, €

denominado por S ou S (IR"™).

EXEMPLO 1.5.3. Claramente C3° (IR") C 8. No entanto, a funcdo f (z) = e~ *,

x € IR" é um exemplo cldssico de fungdo de S mas que nao pertence a C3° (IR").

DEFINICAO 1.5.4 (Convergéncia em S). Dizemos que a seqiiéncia (goj)jelN
de § converge a zero em S, escrevemos ¢; — 0 em S, se para quaisquer multi-
indices o e 3, x°0°p; (x) tende a zero uniformemente em IR". Também diremos

que 9; — P em S quando V; = ¢; — 1 — 0 em S.
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Para quaisquer multiindices a e 3, e ¢ em S, podemos mostrar, utilizando

integracao por partes e integrais repetidas, que

Do (€) = £°3 (),

e observando que ¢ licito derivar sob o sinal de integracao em relagao a qualquer

varidvel £; até ordem || a expressao 3 (€) = [ e ¢ (z) dx, podemos obter
70 () = (-1 D°B(€).
Fazendo uso das duas relagoes anteriores obtemos

TEOREMA 1.5.5. O operador F : S — S, onde F (f)(€) = [ (€) estd bem

definido e é continuo.

DEMONSTRAGAO. Antes de checarmos que F : & — S estd bem definido, ob-

servemos primeiro que JF ¢ linear e, segundo que para quaisquer multiindices o e

B,epeS
DB () = € (-1 2P (¢) = (-1 D2 (a7) (€)
Mas entao
D% ()] = |(~1)" D (aPp) ( / [e7 D" (a7 (@) | dz = C (o, ),

onde C (a, ) é uma constante, uma vez que ¢ € S. Donde temos que ® (§)
também estd em S. Portanto F (S) C S, de modo que F estd bem definido.
Para mostrarmos que J ¢é continuo, tomemos uma seqiiéncia (@) C S

convergindo a zero em S. Entao, considerando o e § multiindices quaisquer,

obtemos
e < [0 (o) da
/'||+1 De (e (@)
(j2” +1)""
< suppe (\xI +1 )n+1Da< or (2 ‘/H—l——xl)nﬂ

d
= ck/ﬁ—ﬂ), quando k — o0,
(J=* + 1)
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visto que ¢, — 0 quando k — oo, demonstrando que F (¢,) — 0 em S, comple-

tando a prova do teorema. [ ]

Um exemplo interessante de aplicacao das relacoes ja vistas é o seguinte:

—x2/2

ExEMPLO 1.5.6. Considere ¢ () = e , € IR. Entao a fungao ¢ é solucao de

¢ () +zp(@)=0 e ¢(0)=1.

Aplicando a transformada de Fourier na equagao ¢’ (x)+zp () = 0, temos que

~ 1. ~ . o .
i&p (&) — ;gp’ (&) = 0 e, donde vemos que p satisfaz a mesma equagao diferencial

anterior. Logo
) =20)¢p(&) = 6_52/2/€_w2/2c1lx = (2m)"/? e ¢/,
Daf segue que se ¢ (z) = e *°/2 2 € R", entdo 3 (€) = (2m)"* e 16F/2,

TEOREMA 1.5.7. F: S — S, onde F (f) (§) = ]?(5) é continuamente inver-

stvel, com

o (z) = (2m)" / =5 (6)dE, Vg e S,

DeEMONSTRACAO. Considere ¢ € S e a funcao ¢ (z) = e~1#*/2 Pelo que vimos
no Exemplo 1.5.6 sabemos que 1 (€) = (27)"/% ¢716/2. Agora, dado € > 0, scja
Y, (x) = 9 (ex) . Deste modo

Y (€)= e (2m)" 2 (€/e) .

Assim podemos inverter a ordem de integracao nas integrais abaixo para escrever

/ b (€) B (€) d = / b (€) edg / €0 (y) dy
= [ew [v@ersigiy= [ oo -y
= €¢" (QW)"/2/¢(1/)¢ (?) dy.

x
obtemos,

Fazendo a mudanga z = v
€

[o@ep©ds = 0 o+ v
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Agora, usando o teorema da convergéncia dominada e passando o limite com
e — 0, chegamos a
o) = (20" [ 50

uma vez que [ (z)dz = (2m)"%

A continuidade de F~! ¢ andloga a de F. n

A importancia da transformada de Fourier provém do fato que ela normal-
mente torna a resolugao de uma equacao diferencial, aparentemente mais com-
plicada, em uma equagao mais simples apds sua aplicacao. E, tendo em vista a
férmula da inversa, podemos chegar a solucao desejada para a equagao original.

Algumas relagoes que auxiliam neste sentido sao:

i) [P0 = [ oi; i) [ b= (20" [ p9;
iii) 9 = PU; i) o= (2r)" @, onde ¢ (z) = ¢ (—1);

v) i = (2m) " P9,

DEFINICAO 1.5.8 (Distribuicao temperada). Chamamos de distribui¢ao tem-
perada qualquer funcional linear continuo em S. Indicaremos por 8" o conjunto

das distribuicoes temperadas.

OBSERVACOES: a) Uma vez que Cg° (IR") é denso em S, o espaco &’ pode ser
olhado como subespago de D’ (IR"™) . Deste modo, S é denso em §'.
b) Como S C C* (IR"), vemos que &' C §'.

Em virtude de i) temos

DEFINICAO 1.5.9. Seja u € S'. A transformada de Fourier de u, indicada por
u, é definida por

(@, ) = <uq$> Vi € S.

ExEMPLO 1.5.10. Considere 0, a distribuicdao de Dirac centrada no ponto a € IR™.

Entao
<3a, 90> = (00, ) =P (a) = /e”'“@ (x)dx = <e’”'a, g0> , Yy €eS8.

Logo, ga = e % Em particular, 5= 1.
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Considere agora um subconjunto €2 de IR"” e uma funcao f : Q@ x RY — IR

mensuravel. Suponha que para cada compacto K de €2

/Kdt/]f(t,a:)\dm<oo.

Assim, pelo Teorema de Fubini, a funcao f é integravel em x para quase todo t, e
portanto podemos definir a transformada de Fourier parcial de f na varidvel

x pondo

F(t6) = / e (4 3 dar

Como funcao da varidvel &, fé uma fungao continua para quase todo t. Donde

1

temos que f estd em L, .

(Q x IRN ) . Deste modo vemos que a transformada par-
cial de Fourier consiste simplesmente em congelar (manter fixas) algumas varidveis
e realizar a transformada de Fourier nas demais.

As vezes, para enfatizar a transformada de Fourier parcial na varigvel z, es-

crevemos f.

No que segue, m; : IR" x RN — IR é a projecao na primeira coordenada.

DEFINICAO 1.5.11. Denotaremos por Cg° (Q;S (]RN )) o conjunto das fungoes
¢ de S (R” X ]RN) tais que m1(S(¢)) é compacto. Também diremos que (goj)jew
de C§° (Q; S (BN)) converge a zero em Cg° (Q; S (BN)) , escrevemos p; — 0 em
Cee (2, S (RY)) se ¢; tende a zero em S (R™ x IRN) e se existir um compacto
K tal que S (¢;) € K x RN.

O operador F : Cg° (S (RY)) — Cg° (€4S (RY)) , dado por F (f) = for

onde

Jo = f(tvé) = /eixff (t7x> dzx,

é um operador continuo e inversivel, cuja férmula da inversa é dada por

ftx) =

oy [ T 9 de

Além do mais, para quaisquer multiindices o e 5 e p,9p € C§° (Q;S (]RN )) ,

valem as relagoes: -
i) D2p (t.6) = €5 (1,€); ii) 209 (.€) = (-1 D{B (t.€)
iii) Di'p (t,€) = Dig (1,€).
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DEFINICAO 1.5.12 (Distribuicao temperada em x). Qualquer funcional li-
near continuo sobre o espago Cg° (Q; S (RN )) ¢é dito uma distribuicao temperada

em x. Denota-se o conjunto de tais distribuicoes por D’ (Q;S’ (RN)) .

DEFINICAO 1.5.13 (Transformada parcial de distribuicoes). Considere u
em D’ (Q; S’ (]RN)) . A transformada de Fourier parcial de u, indicada por u ou
U, quando se quer ressaltar a varidvel em que estd sendo realizada a transformada,
¢ definida por

(w, ) = (u, ), Vel (Q;S (]RN)) .

1.6 Solucao Fundamental

Trabalharemos nesta se¢ao no sentido de construir solu¢ao fundamental para
alguns operadores diferenciais, embora na seqiiéncia tenhamos usado apenas o
resultado obtido para o operador laplaciano. Para isto, consideremos um intervalo
I de IR, contendo a origem. Como vimos no Exemplo 1.3.3, a distribuicao £ = H,

é tal que e 0. Suponhamos que quiséssemos resolver a equagao
x

Z—Z:f, onde f €& (I).

Tomando u = E * f, vemos, primeiro, que u € D’ (I) e, segundo, que

du d dE
%:E(E*f):(%)*fzé*f:f.

Neste caso construimos uma solucao u. Isto mostra o quao importante é a funcao

E na presente situagao.

DEFINICAO 1.6.1 (Solugdo Fundamental). Seja P (x, D) =3, <, aa (¥) D*
um operador diferencial, onde as funcgoes a, estao definidas em um aberto €2 de

IR™ contendo a origem. Dizemos que E € D' (2) é uma solugdao fundamental para

o operador P (x,D) se P(x,D)E = 0.

O teorema seguinte nos explica o porque do nome solucao fundamental:
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TEOREMA 1.6.2. Considere P (D) = 2 jal<m @ D® um operador diferencial
com coeficientes constantes e E € D' (IR™) uma solugao fundamental para P (D) .
Sejam u,v € &' (IR™) e f € D' (IR™). Entao:

a) a equagao em D' (IR™), P (D)w = v tem uma solu¢io w = E * v;

b) se P(D)u=f,u=Exf.

DEMONSTRAGAO. Observe que pelo fato de v € £ (IR") entdo w = F % v estd

bem definida e
P(D)w=P(D)[Exv]=[P(D)E]*xv=§d*xv=u,

provando a).
Para verificarmos b), note primeiramente que f € £ (IR"), uma vez que u estd

em &' (IR") e P(D)u = f. Assim faz sentido escrevermos E * f. Ainda mais,
u=0*xu=[P(D)E]xu=FEx*[P(D)ul=FExf,

finalizando a prova. [ ]

Vejamos como encontrar uma solucao fundamental para algumas equagoes

diferenciais parciais clédssicas.

Inicialmente analisemos o operador de Cauchy-Riemann.

ExXEMPLO 1.6.3. Consideremos o operador de Cauchy-Riemann

g 110 i 0
0z 2 |0x oyl
. . 1
Entdao uma solucao fundamental é £ = —.
TZ

De fato, supondo que este operador tenha uma solugao fundamental E tempe-
rada na varidvel y, tentemos entao obter uma solucao fundamental dele efetuando
a transformada parcial de Fourier em relacao a varidvel y. Donde temos que

OE  ~
i E] =0(x).

1
2
Resolvendo esta equagao encontramos a solugao

E(z,m) =2[H () + C (n)] ™.
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Mas, se quisermos que E seja temperada na varidvel 7, e portanto E na varidvel
y, devemos ter H (z) + C'(n) = 0 sempre que nz > 0. Assim, olhando os casos

n>0ex>0en<0ex <0, obtemos que C (n) = —H (n) . Dai,

E(x,n) =2[H (x) - H (n)]e".

De modo que

~ 2H (z)e™, cason<0e
E(z,n) =
2[H (z) —1]e™, sen > 0.

Portanto, utilizando a férmula da inversa para E (x,7n) na varidvel 7, obtemos

1 [ . ~
Exy) = 5 [ ¢"E(zn)dy

1 0 ) 00 )
= 3 {QH (:1:)/ Ty + 2 [H () — 1]/ e(””’)"dn}

7 oo 0

1 (z+iy)n (z+iy)n
_ lgwE— V[H (1) — 1] S —

™ T +y T4y

n=—00 n=0

_ H(z) 1 [H(z)—1] 1
N T ozt T T+ 1y
1
o7z

1
Logo F = — ¢é uma solugao fundamental do operador de Cauchy-Riemann.
Tz

Trabalhemos agora com o operador de calor. Isto serd considerado no

EXEMPLO 1.6.4. Tomemos o operador de calor

0
P(t,x,D) = prie A,.
Uma solucao fundamental deste operador é
_
E(ta)={ @/

0, parat<0.

/4t get >0

Neste caso pretendemos resolver a equagao P (t,x, D) E = ¢ (t) § (x) . Suponha
que E seja uma solucao fundamental temperada em relacao a varidavel xz. Efe-

tuando a transformada parcial de Fourier nesta varidvel encontramos

OE(L,E) o=, .
T EPEE =0 ().
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Com isto, se quisermos que F seja temperada na varidvel &, e, portanto E na

variavel x, entao
E(t,€) = H (t)e e,

Deste modo, utilizando a férmula de inversao chegamos a

H(t . 2 =1 ; 2
E(t,x) = ®) /em{e—“ﬁ d¢ = H (t) | | o /ezw1'5j6t|§f| d¢;.
i1

(2m)"
No entanto, o Exemplo 1.5.6 nos mostra que a transformada de Fourier da funcao
(z) = e 2 2 e R, 6 (&) = (2m)/? e 1€°/2, Assim, com a mudanca de
varidvel {; = sj/+/2t, obtemos, para t > 0,

1 . 2
%/ezajj{jetk” dg] — \/—__ﬂ-/ ij 5]/\/7 _|Sj|2/2d8j
1 2 x; \/7 ; _5,2
1
- = z acj/\/> Sfe \s]| /2d8
T ﬁ/

B 1~ 1 12 ~|a; V3| /2
—‘431‘/415

\/_ )
donde temos que

e~/ gt >0

1
E(t,z) = (2\/E)n

0, parat<0

é uma solucao fundamental para o operador de calor.

Vejamos o caso do operador da onda.

EXEMPLO 1.6.5. Analisemos o operador de onda
62
ot?

Entdao uma solucao fundamental deste operador é

—A,.

;

H(t—xz)H(t+x) n=1;
1 —
— (* - |x|2) 1/2, se x| <t
E. (t,z) = 2m n=2;
0, caso |x| >t
1
d(t—|x|) n=3.

{47 |z
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Suponha que E (x,t) seja uma solugao fundamental para o operador de onda
temperada na varidvel x. Assim, efetuando a transformada parcial de Fourier na

varigvel z obtemos

OE ) ~
— E=0(t). 1.6.1
P E=(1) (161
Uma solugao U da equagao diferencial ordindria
0?U
S HIEFU =0, comU(0,6) =0e0U'(0,¢) =1
t
¢ dada por U (t,£) = w, para £ # 0. Portanto, uma solucéo de (1.6.1),
com suporte em ¢t > 0, é
~ sen (t|&
B, (1,6) = Hp2 LD,
€l
De modo semelhante, contas simples mostram que a distribuicao

sen (¢ |£])
€]

é uma outra solucao de (1.6.1) com suporte em ¢ < 0.

E_(t,€) = —H(~t)

Como podemos ver, Ei sao temperadas na varidvel £&. No entanto, como Ei
nao pertence a L' (IR™) , nao é possivel usar a férmula de inversao de Fourier para
restaurar as distribuicoes E.. Neste caso, introduzimos um fator de convergéncia
(dependendo de ¢€) e fazemos € tender a zero. Considere entdo a func¢ao g dada

por g () = ekl Assim podemos escrever

Bi(ta) = oo [ B (t0)de
_ 1 : ix-& _—el¢| SET (t€])
= (27T)nHilzm6H0+/e e —|§| d€

onde H, (t)=H (t)e H_(t)=—H (—t).
Os célculos nao sao fdceis, mas nos casos em que n = 1,2, 3 obtemos

¢

H(t—xz)H(t+x) n=1;

1 —
Py Gl |ZL‘|2) 1/2, se |x| <t
()= {2

0, caso |x| >t

o (t—|z|) n=3.

(4 |z
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Estudaremos agora um dos operadores diferenciais mais importantes na teoria
das EDP’s de segunda ordem, que ¢ o laplaciano. Trabalharemos no intuito de

resolver a equagao diferencial

AE = 6. (1.6.2)

EXEMPLO 1.6.6. Uma solu¢cio E de AE =0 é

2—n
L, sen > 2
B)={ 2=
—Inlz|, paran=2.
2m

Uma vez que estamos interessados somente em encontrar uma solucao funda-

mental, o que faremos é procurar solugoes que sejam dependentes apenas de

r:\/xf+x§+...+x%:\x|.

Em outros termos, vejamos se é possivel selecionar uma funcao f, definida em
[0, 00), de modo que F (x) = f (]z|) seja uma distribuicao temperada. Neste caso

teremos que relacionar o laplaciano de £ com o da f.

PROPOSICAO 1.6.7. Considere f uma funcao de classe C? definida em [0, 00).

Entao E (z) = f (|z|), r = |z|, x € R™, € tal que

n—1 > n-1d
AE@) = /() + 52 ) = [+ T | 10, r0. (163
5 oF , X
DEMONSTRACAO. Basta observar que, para r # 0, Oz = f'(r) = e, portanto
X T
O*FE 3 r—a3/r
G = 0 |52
Dai, somando de j =1 a j = n, chegamos a expressao (1.6.3) . ]

Como pretendemos resolver (1.6.2), observe que AE = 0 fora da origem.
Assim, para que F (z) = f (r), devemos resolver

n—1

7+

f(r)=0, com0<r < oco.

Facilmente pode-se verificar que as solugoes desta equagao diferencial sao

dadas por
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ar’ " +b, sen>3
f(r)= (1.6.4)
aln(r) +b, paran = 2.

onde a e b sdo constantes arbitrarias. Observe que a funcao E (z) = f(|z])

1

Le (IR") e desta forma define uma distribui¢ao. Iremos ver

é uma funcao de L
que com uma escolha conveniente da constante a, F (z) = f (|z|) é uma solucao

fundamental para o laplaciano. Para tanto lancaremos mao da identidade

PAY — PAp = div (Vi) — PV ),

que é valida para quaisquer funcgoes ¢ e 1) de classe C?, onde div é o operador
divergéncia. Levando em conta que F (z) = f (|z|) é C™ fora da origem, entao

se ¢ € C§° (IR™)
(E,@) = [ E(x) ¢ (x)dr = limeo+ fIxIZe E (z) ¢ (x)dx. (1.6.5)

Logo, se quisermos demonstrar que E é solucao fundamental para o laplaciano,
devemos checar a igualdade

(B, Ap) = lim o+ / E(x) Ap (z)dx = ¢ (0)

|x|>e
para cada ¢ € C§° (IR™). Assim, dada ¢ em C§° (IR"), tomemos R > 0 tal que

S(p) € B(0,R). Uma vez que AE = 0 em R"\{0}, entao, obtemos que em

R™M\{0}
EAp = EAp — oAE = div (EVp — ¢VE)

e dai, denotando B, = {z; € < |z| < R} e usando o Teorema da Divergéncia,

temos

/ EAp — / EAp — / div (EVg — oVE)
|z|>€ Be B.

= / (EVp — oVE) - ndo
|z|=€

onde n é o vetor normal unitario exterior a B,, neste caso, a esfera de centro em 0

e raio €, isto é, apontando para a origem, e do é o elemento de drea nesta esfera.

Note que a integral em |z| = R ¢ nula, pois S (¢) C B (0, R). Por outro lado, se
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denotarmos por & a varidvel em S""! = {z; |z| = 1} e dd o elemento de drea em

S"~1 entao do = " 'dé. Deste modo podemos escrever
/ EAp = / (EVo — oVE) - ndo
|x|>e |x|=€

- [ Frofe@sroee] e

0
uma vez que a_go =Vy-n, VE = —f'(r)n e n = —i. No entanto, de (1.6.4),
n

com b = 0, vemos que
f(e) == (ex) el 50 e
fe) g (ed) et — a(2-—n)p(0), sen>2
ap(0), paran =2

uniformemente em & de S™"~1. Dai, usando (1.6.5), trocando ¢ por Ay, temos

a(2—n)<p(0)/ do, cason > 2

<E’ A90> = snt

ap (0)/ do =2map (0), sen=2.
Snfl
1 e
Portanto basta escolher a = W, onde w,, é a drea da esfera unitdria em
—n)wy
R, paran>2ea:2—sen:2, ou seja,
7
ym‘Q—n
——, sen>2
E(x)={ @2-n)w,
—Inlz|, paran=2
2w

é solucao fundamental para o operador de Laplace.

Um elemento importante que nos permite verificar quando é que a solucao
de uma equacao diferencial parcial é suficientemente regular, dependendo de os

dados serem também regulares, sao os operadores hipoelipticos definidos como:

DEFINICAO 1.6.8. Sejam Q) um subconjunto aberto do IR"™, m um nimero na-
tural e ao : Q@ — €, |a| < m, fungdes. Dizemos que o operador
P(z,D)= Y au(z)D"
la<m

é hipoeliptico em Q2 se SS (P (z,D)u) =SS (u) para cada u € D' ().
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De forma equivalente, podemos dizer que o operador P (x, D) € hipoelitico se
para cada conjunto aberto U de Q e para toda u de D' (Q2), u € C* (U) sempre
que P (z,D)u e C>(U).

Considerando um operador diferencial com coeficientes constantes

P(D)= > a,D"
|or|<m
e F € D'(IR") uma solu¢do fundamental de P (D), mostra-se que P (D) é
hipoeliptico sempre que E pertence a C* (IR"\{0}). Logo, tendo em vista as
solugoes fundamentais obtidas anteriormente, podemos concluir que os operadores
de Cauchy-Riemann, de calor e de Laplace sao hipoelipticos, no entanto o ope-

rador de onda nao é hipoelitico.

1.7 Os Espacgos de Schauder

DEFINICAO 1.7.1. Dizemos que a funcao f : X — IR é Hélder continua no
subconjunto A C X se ezistirem constantes o (0 <a<1), 6 = 6(A) > 0 e
K = K(A) > 0 tais que

()= f(s)l < K[t —s]
para t,s € A.

DEFINICAO 1.7.2. Consideramos o espago C* (ﬁ), das funcoes Holder con-

tinuas em ﬁ, tendo o expoente Hélder o (0 < av < 1), com a norma

ju(x) —u(y)|
Ul ga(q) = llull, = sup 5 < 00.
el @y = Nl T
z#y

Dizemos que a funcio v € C?(Q) se D’u sao continuas em ) para cada
multifndice § com |8| < 2. Da mesma forma se define quando u € C?(Q) e,
neste caso, definimos a norma em C? (ﬁ) , COMO

||U||c2(§) = [lull, = ||U||Loo(9) + 1@%{1 “DjuHLOO(Q) + 12@“}% ||DiDjU’||L°°(Q)’
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Também definimos C?+¢ (ﬁ) como a classe das funcoes C? (ﬁ) cujas as derivadas

segunda estao em C* (ﬁ) . Este espaco é um espaco de Banach com a norma

Jullgosaay = Illo = lully + mdz |DiDyull,.

De um modo geral, se m é um inteiro ndo negativo, designamos por C"(2)
o espaco de todas as funcoes u : Q — €' que sdo restricdes a © de funcoes
diferencidveis até ordem m e definidas em uma vizinhanca aberta de . Este é

um espago de Banach na norma
_ — 4 B
||U||cm(§) = [Jull,,, = § : ‘gffw HD UHLOO(Q)'

E designamos por C"+* (ﬁ) o espaco das fungoes de C™ (ﬁ) cujas as m— ésimas
derivadas sdo Holder continuas de ordem « € (0,1); C™** (Q) é um espaco de

Banach na norma

lullomra(@y = lullpra = Nl +madz [[DPul], -



CAPITULO 1II1

ESPACOS DE SOBOLEV

Este capitulo desempenha um papel fundamental para a busca de solugao
do problema proposto na introducao, pois nele serd dada a nocao de espagos de
Sobolev, além de serem demonstrados resultados bédsicos a serem aplicados as
equagoes diferenciais parciais. Também demonstraremos os teoremas de imersao
continua e compacta, os quais poderemos constatar no Capitulo IV sao de suma

importancia.

2.1 Derivadas Fracas

DEFINIGAO 2.1.1. Seja u € L. (Q) e o um multitndice qualquer. Entdo a

loc

1

L. (Q) é dita a o™ derivada fraca de u se satisfizer

fungao v € L
/ ov dx = (—1)1! / uD% dz, Vo€ Gy ().
Q Q

Neste caso escrevemos D*u = wv.

Observe que ¢ equivalente dizer que v é a o derivada da distribuicao u. Note
também que D“u é unicamente determinada a menos de um conjunto de medida

nula.

DEFINIGCAO 2.1.2. Dizemos que uma fungdo u € W*(Q) se uw € L} (Q) e para

loc

1

todo o com || < k, existem fungoes v, € L, tais que
/gpva dz = (—1) / uD% dz, Ve e CF(Q). (2.1.1)
0 Q

35
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OBservacio: C*(Q) C W*(Q). De fato, se u € C*(Q2) entao u € L} ().

loc

Assim basta mostrarmos que existem fungoes v, € L. (Q), com |a| < k, tais

que (2.1.1) é satisfeito. Como u € C*(Q), tome v, = D%.

O resultado seguinte nos dd uma idéia do porque do nome fun¢ao regularizante

na Observagao que segue o Exemplo 1.2.2:

1

loe (), @ um multiindice e suponha que D*u existe.

LEMA 2.1.3. Sejam u € L

Entao, se dist (z,00) > €, temos que
D% (x) = (D), ().

DEMONSTRAGAO. Derivando sob o sinal de integracao, obtemos

Du(z) = D° [6‘”/Qp <x;y) u(y) dy}
= 6‘”/ D%p (g) u(y)dy

= (—1)2' 6‘"/QDSP (x_y)U(y)dy

€

= o [T Dty = (0, ),

donde segue o resultado procurado. [ ]

TEOREMA 2.1.4. Sejam u,v € L} (Q) e a um multitndice. Entdo v = D%u

loc

se, e somenle se, existe uma seqiiéncia de fungoes (up,) em C™® () convergindo

1

L. (Q) e a seqiiencia (D%u,,) converge para v em L}, (Q).

para v em L Toc

DEMONSTRACAO. <) Por hipétese existe uma seqiiéncia (u,,) C C* () tal

que U, — u em L}

L () e D*u,, — v em Li (Q). Daf temos que para cada
v € Cy (@)

/ngaumdx: (—1)a|/umDa90dx—> (—1)|a/uDacpdm,
v Q Q

pois
/|um—u||D°‘g0|dx§M/ |t — ul dz — 0.
Q S(e)
Além disso,

/ oD U, dr — / pvdzr, Vo€ C'(‘)o‘| (Q).
0 Q
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Logo

/ pvdr = (—1)! / uD%pdz, Vo e CM(Q).
Q Q

Como v € L} (Q) e satisfaz a igualdade precedente, v = D“u.

1 . .
=) Fazendo ¢ = —, considere u,, = u.. Precisamos mostrar que para cada K
m

compacto de €2 e § > 0 existe ng € IN tal que
/ [t — u|dz < 0, ¥Vm > ny.
K

Sejam K um compacto de 2 e § > 0 tais que se x € K, dist(x,00) > 9,
caso contrdrio basta trocar 4 por um menor. Por argumentos de densidade vamos

supor que u seja contfnua. Entdo
[uta=aptds—u)
/Qu(x—ey)p(y)dy—/Qu(:v)p(y)dy'
S L

[t () —u(z)] =

donde temos que
[ @ =u@lar < [ [ jute—a)=u@p@) s
= [ [t =) =@l ) dady

[o| [ 1ute - - ulas) an

Considerando que a integral acima em y é apenas no suporte de p e que a funcao

(x,y) — |u(x — ey) — u (z)| é uniformemente continua em K x S(p) existe ny em

1 1
IN tal que e = — < — < ) para todo m > ng e
m Un
lu(x — )—u(x)]<L V(z,y) € K x S(p)
€y med(K)’ 7y p'

Donde

/K|um<x>—u<x>rs/Qp@)/K%(mdm:a, Vm > o,

Além disso, temos pelo Lema 2.1.3 que

D%, (z) = (D%),, (x) = v (z) .
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. . . 1
Logo, pelo que foi feito anteriormente, v,, — v em L; .

(Q) e, dai,
D%u,, — v em L}, (Q),

completando a prova. [ ]

OBSERVAGAO: Pode-se mostrar que D; (uwv) = uD;v + vD;u para toda fungao
u,v € WH(Q) tal que wv,uDjv +vDju € L (). Também, se u € W' (Q),
Y e C ),y et <Q) ,onde Q C IR" & um domfnio e v = u o ¥~', entdo
vew! (ﬁ) e

y;
Diu (z) = a; Dyv(y),

para quase todo z € (), y € (2, y=1(x).

LeMa 2.1.5. Seja f € CY(IR), f' € L* (IR) eu € W' (). Entao a composta

foueW'(Q) e D(fou)=f (u)Du.

DEMONSTRACAO. Sejam j € {1,...,n} e K um compacto de 2. Entao, como por

hipétese f € C! (IR), temos que

/|f )| dx < o0,

donde fou € L} (). Também, usando o fato que f' € L* (IR) e u € W' (Q),

temos
J 17 @l D@ <171 [ Dju(@)]de <o,

edafa f/( )D u € Lloc(Q)
Considere (u,,) € C*(Q), m = 1,2, ..., de maneira que u,, — u em Li ()

e Du,, — Du em L;,.(Q). Entao, utilizando o Teorema do Valor Médio, temos

loc

que

/K|f<um<x>>—f<u<x>>rd:c - /!f Dt () — 1 (1)) de
< ||f'||oo/[(|um<x>—u<x>|dwo
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quando m — oo, e

ngf%unxx))lbum(x>—f”@dlﬁ)l%U(wﬂdx:=/£Lf(um(xn[l%um(x%—l%utrﬂ
1 (tm(2)) — £ (ul@))] Dyu(e)|da
<[ 1 (o (2)) | Dt (2) — Dju()

Como u,, — uem L} (), considerando uma subseqiiéncia de (u,,) se necessario,

loc

temos que u,, — u ¢.t.p. em K. Sendo f’ continua entao f’(u,,) — f' (u) q.t.p.

em K. Dai, fazendo g¢,, = f' (u,) Dju temos que ¢, — g ¢.t.p. em K, onde
9=1["(u)Djue

|9m ()] = |f" (um (2))] | Dyu (2)] < M |Dju ()| € L' (K).
Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada
lim/ I (um (2)) Djur, (x) do = / [ (u(z)) Dju () de.
K K

Logo
J 15 (@) = () Dy @) = 0.
Consequentemente
J 1t (@) Dyt (@) = (1)) Dy )] dz =0
quando m — oo e deste modo
fum) — fu) e f(um)Djuy, — f (u) Dju  q.t.p. em K.

Assim, se ¢ € C} (Q2)
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/Q o () Dy f (t () dz =

/Q & (@) [F (i () Dyt (2)] d
. / o (@) [f (u () Dyu (x)) da.

Logo
/ () [f" (u(2)) Dju (z)] dv = —/ fu(z)) Djp (x)dx
Q Q
e, portanto
Dj (f ou) = f'(u) Dju,
donde segue o resultado procurado. [ ]

As partes positiva e negativa da funcao u sao definidas por
ut(z) = maz {u(z),0} e wu (x)=mdzr{—u(z),0}.

Claramente

u=ut—u" e |ul=u"+u".

LeMA 2.1.6. Sejau € W' (Q). Entio u™, u™, |u| € WH(Q) e, para j =1,...,n,
Du, seu>0 0, caso u > 0

Dut = Du~ =
0, parau <0, —Du, quandou <0 e

Du, seu>0
D |u| = 0, parau=20

—Du, casou < 0.

DEMONSTRACAO. Seja j € {1,...,n}. Para e > 0 defina f, : IR — IR por

(s +e)*—¢, ses>0

0, ses<0.

fe(s) =
Como f. € C* (R) e f! € L™ (IR), o Lema 2.1.5 nos dd que, para cada ¢ € C} ()

/Q f(u(@) Dyp(x)dz = — / o () Dy f. (u (1))

dz
o L u@Du)
/Qm{u>0} #(e) (u? (z) + €2)'/?

— —/ ¢ (z) Dju (x)dx
QN{u>0}
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quando € — 0. Por outro lado,

[ 5wl Dip ) e = [ " @) D (@) da,

donde temos que

Dju+ _ Dju, parau>0
0, quando u < 0.

Agora mostraremos que u™ € W (Q) : Seja K C §2 compacto, entao

/ }u+ (x)‘ dr = / lu ()| dx < / lu (z)] dr < co = u™ € Llloc (Q)
K Kn{u>0} K
e

/ ‘Dju+ (x)| dr — / |Dju(x)| dx

K Kn{u>0}

< / |Dju(z)|dr < oo = Djut € L. ().
K

Além disso, pelo que vimos anteriormente, temos que para cada ¢ € C (),

/er)(:r) Dju* (z) de = _/u+ (2) Do () d.

Q

Vejamos agora o caso u~. Observe inicialmente que v~ = (—u)Jr . Assim, seja

v = —u. Entao, para cada ¢ € C} (Q)
/Qu_ () Djp (x)dr = /QUJ“ (x) Djp (x) dz

= _/ ¢ (z) Djv (z) dx
QN{v>0}

_ _/ () D; (—u (2)) do
QN{u<0}

- - | p@Du)s
Qn{u<0}

Logo
0, parau>0
Dju* =
—Dju, sewu<0.

Além disso,

/ ‘u’ (a:)‘ dr = / lu(z)|de < / lu(2)|dr < oo = u~ € L, (Q)
Q Kn{u<0} K
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Du (z)|der = Du(x)| dx
L@l = [ pu)
< /]Dju(:c)|doc<oo:>Dju€L1 ().

— loc

Portanto, como |u| = u* + u~, temos também que |u| € W' (Q) e
Dju, casou >0
Djlul =14 0, quandou =0
—Dju, seu <0,

completando a demonstracao. [ ]

LeMA 2.1.7. Seu € W (Q), entio Du =0 q.t.p. em qualquer conjunto onde u é

constante.

DEMONSTRACAO. Seja A = {x € Q : u(x) = k}, onde k é uma constante. Caso
k # 0, basta trabalhar com a funcao v (z) = u (x) — k. Senao, como u € W (),

pelo Lema 2.1.6, u™,u~ € W' (Q) e, além disso, para cada j € {1,...,n}
Dju= D, (u+ — u_) =0, gt.pem A.
Logo Du =0 gq.t.p. em A. [ ]

TEOREMA 2.1.8. Seja f € C(IR) com f" seccionalmente continua em IR e
" € L*(IR). Entdio, se u € W' (Q) temos que fou € W' (Q). Além disso,
denotando como L o conjunto dos pontos de descontinuidade de f, temos que
f'(w)Du, seu¢lL
0, sewué€ L.

D(fou) =

DEMONSTRAGAO. Usando um argumento indutivo podemos reduzir a prova, sem
perca de generalidade, ao caso em que f tem somente um “bico” na origem, ou
seja, f' & descontinua somente na origem. Considere as fungoes fi, fo € C! (IR)

satisfazendo fi, fi € L™ (IR) tais que

fi(s) = f(s) ses>0 e

f2(s) = f(s) paras<O0.



SEGAO 2.2 Os Espacos WFP(Q) 43

Entao

fu(@) = fi (u” (2)) = f2 (~u” (2)) .
Entretanto, pelos Lemas 2.1.5 e 2.1.6 temos que fiou™, foo (—u~) € W (Q).
Donde fou € W!(Q). Além disso, para j € {1,...,n}

"(wt)Dju, seu>0
Dj (flou+):f{(u+)Dju+: fl( ) J e
0, parau<0

Dj(fzo(~u7)) = f3(~u)Dj(~u")=~f(~u") Dju
0, parau>0

fo(=u~) Dju, sewu<0.

Portanto
D;(fou) = Dj(fiou’)=Dj;(fa0(—u"))
0, casou =20
fi (W) Dju — f3(=u~) Dju, em Q\{u =0}
0, casou =20
f'(u) Dju, em Q\{u =0},
completando a prova. ]

2.2 Os Espacos W"?(Q)

DEFINIGCAO 2.2.1. Definimos os espagos de Sobolev W*» () por
WHP(Q) = {u e W*(Q); D*ue L”(Q), V|a| < k}.

O espago WH? (Q), para p finito, ¢ um espaco vetorial normado com a norma

definida por
1/p

llyniy = / S | Deul da

|| <k
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e uma norma equivalente seria
lullyroy = D 1D%ull, .
|| <k
O espago W*P(Q) é um espaco de Banach: De fato, seja (u,,) C WP (Q)

uma seqiiéncia de Cauchy. Entao, pela definicao de norma neste espago, temos
D (un — um)Hp < g — um“W’w)(Q) .

Logo (D%u,) é uma seqiiéncia de Cauchy em L? (2). Como L (Q2) é completo,
existem fungoes v, € LP () tais que D%u,, — v, em LP (§2). Tomando u = v,
com a = (0,0, ...,0) temos que u,, — u em L (2) . Desta forma basta mostrarmos

que u € W*(Q) e D € LP(Q). Como u € LP () entdao u € L} (). Além

loc

disso v, € L}, () e, para cada ¢ € Cj (), temos pelo Teorema da Convergéncia

Dominada de Lebesgue que

/@Daundx: (—1)a|/unDa<pdx—> (—1)|a/uDag0dx.
Q Q

Q
/@Daundxﬁ/govadx,
Q Q

/ Puadr = (—1)° / uD*pdx, Yo € Cy ()
0

0
donde temos v, = D%. Logo u € W*(Q) e D € L? (Q2).

Por outro lado

portanto

Outro espago de Banach é o espago Wok P (Q), o qual é constituido pelo fecho
de C¥ (Q) em WEP (Q).

O caso p = 2 é especial, sendo os espacos W52 (Q), W2 (Q) (algumas vezes
escritos H* (Q) e HY (Q)) espagos de Hilbert com o produto interno

(u,v), = / Z D*uDvdz.
2 |al<k

OBSERVAGAO: O Teorema 2.1.4 mostra que as fungoes em W7 (Q) | com suporte
compacto, estio em W," (Q).

De fato, seja u € WP () com suporte compacto. Pelo Teorema 2.1.4 existe

(um) C C* (Q) tal que Dy, — D, || < 1, em L; (). Seja ¢ € C5° () tal

loc
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que ¢ = 1 em uma vizinhanca do suporte de u. Considere w,, = pu,,. Entao,

dado K um compacto de €2

/|wm—u|dm = /|<,0um—<pu+(g0—1)u|dx
K K

/\go\\um—u]dx—i-/(go—l)uda:
K K

— 0 quando m — o0

IN

e
Djw,, — D; (pu) = Djw,, —pDju—uD;p
= @Dy +unDjp — eDju —uDjp
= ¢ (Djuy, — Dju) + Djp (uy, —u)
donde

[ 1D =Dy eulds < [ 1ol1Djun ~ Dyuldo+ [ 1Dyl ulds
K K K

— 0 quando m — oo.
Logo (wp,) C CS° e w,, — u. Portanto u € W, " (Q).
TEOREMA 2.2.2. O subespago C* (Q) N WkP (Q) é denso em WEP (Q).

DEMONSTRAGAO. Seja (25, j = 1,2, ..., um subdominio contido estritamente em
(2 satisfazendo €2; CC Q11 e UQ; = Q, e seja {wj} , 7 =1,2,... uma parti¢ao da
unidade subordinada a cobertura B;, onde B; = {Qj+1 — ﬁj_l} e 2y é o conjunto
vazio. Entdo, para qualquer v € WP (Q) e § > 0, nés podemos escolher ¢;,

Jj =1,2,... satisfazendo
dist (25,09,41) > €5, H(@Z)]‘U)q - @Z)ju

Escrevendo v; = (@Dju) ~, temos que dado qualquer ' CC () existe somente
€5

J

’W’W(Q) =2

um nimero finito de v; ndo nulas em ', uma vez que {i/Jj} ¢ uma particao da
unidade subordinada a cobertura { B;} . Consequentemente a fungao v =3 ™, v;

estd em O (Q) e portanto em W*? (). Além disso,

Z b — Z Y
Jj=1 Jj=1 Wk ()

x o 5
S oy =ty < 3 =
j=1 j=1

o0

Z [v; — ¥;u]

J=1

Ju— UHW’M’(Q)
Wk:p(Q)

IN
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completando a prova. [ ]

O Teorema 2.2.2 mostra que W*P (Q) poderia ser caracterizado pela comple-

tude de C*° (£2) com a norma

1/p

lulhen = | [ 3 1Dl do

la|<k

2.3 Teoremas de Imersao

Consideramos, nesta secao, que ) ¢ um dominio de medida finita.

Veremos agora a conhecida Desigualdade de Sobolev para funges em W, (Q) .

TEOREMA 2.3.1 (de Sobolev). Temos que

L/ (n=p) (Q)) | ara p <n
C°(Q), casop>n.

Além disso, existe uma constante C' = C'(n,p) tal que para qualquer u € VVO1 P (Q)

] < C|Dull,, parap<n

np/(n—p)
sg}?lﬂl <clQ" " |Dull,,  sep>n.

(2.3.1)
DEMONSTRAGAO. Primeiramente nés consideraremos u € C} (€2) , e entao usare-
mos argumentos de densidade. O resultado serd provado em vérias etapas:

i) p=1: Seja z € . Extendendo u como u = 0 fora de (2, entao, pelo Teorema
Fundamental do Célculo e para qualquer i, i = 1, ..., n, temos

()] g/ |Diu(:c)|da:i§/_oo Dy ()] das.

—0o0 o0

Donde

"< H/ |Dyu (2)| dz;
i=1Y "%

n oo 1/(n—1)

=1

e, daf
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Nos agora integramos a desigualdade acima com respeito a x1, ..., x,, € usamos,
apos cada integracao, a desigualdade de Holder generalizada. Vejamos o que
acontece inicialmente com relagao a xq,

00 o M 0 1/(n—1)

—00 —00 ;1 —00

oo 1/(n—1)
= {/ |D1u(:1c)|dx1] X

o0

oo M 00 1/(n—1)
/ H {/ |Diu ()] dxz} dxy
—00 j—p L/—o0

uma vez que [ |Dyu(z)|dxy = [|Dyu(x)|dz, ¢ independente de x1, Desta
forma, usando a desigualdade de Holder para as n — 1 fungoes definidas em IR,

com p; = ... =p,_1 =n — 1, obtemos

n

/ lu ()| day < { / |Dyu (m)|dm1] WUE { / / |Dju (x)|d:p,~d:zc1] MH).

Esta desigualdade nds integramos agora com respeito a variavel x,, notando
que somente o primeiro termo do produtério independe de x5 e aplicando a de-

sigualdade de Holder para as n — 1 fungoes temos

1/(n-1) n 1/(n—1)
/ |u|n/(n71)d;p1dgp2 / |:/|D1u|d$1} H {//|Dlu|dmzda71] dxz
1=2
1/(n—1)
= {// | Dol d$2d$1:| X
1/(n-1) n 1/(n-1)
=3
1/(n—1) 1/(n—1)
|://‘D2’LL|dZI?2dSL’1‘| |://|D1U‘d$1dI21 X
n 1/(n—1)
=3

Entao, por inducao nos chegamos a

n 1/(n—1)
=1

Como u = 0 fora de €2 temos

/Q]u(af)|”/("1) dz < }j {/ﬂ Do () dx] 1/(n—1) _ [le/ﬂ Do) dx] 1/(n—1)

IN

IA
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isto é,

1/n

IN

||u||n/(n—1)

[]:[1 /Q D (x)|dm]
< %i;/g|Diu(x)|da::%/Qiil|Diu(x)|dx.

Assim, usando equivaléncias entre normas, obtemos

n 1/2
1 2
||u||n/(n—1) < _/ <Z|D1u (z)] ) dzx,
vn Jo \ =

donde temos

1
el 1y < 7n | Dull,, (2.3.2)

o que estabelece a desigualdade para o caso p = 1.
Para p > 1, nés usamos a desigualdade (2.3.2) para obtermos estimativas para

1wl |l,,/(n_1) » onde 7 > 1. Pela regra da cadeia temos

1 1 .
oy < Z= WD 1Py = = [ 1o~ 1Dul s,

o que implica

g -1
al sy < = [ fuP ™ 1Duldo (233
Jn1) = T
Dati, pela desigualdade de Holder,
el ooy < == el 1 Dul (2:3.4)
n/n-) = ’ P 3.
onde ¢ = P
p—1
-1 -1
i1) Para p < n escolhemos ~ satisfazendo mo_ 4l )p’ isto é, v = u
n—1 p—1 n—op

Entao, pela desigualdade (2.3.4) , obtemos

H H” 1p/(n D) < (p—1)n/(n—p) HDUH

np/(n—p) \/_ ” an/n —p)

Donde, ap6s alguns céalculos, temos

~
(1] e SN [Dull,

como queriamos.
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i1i) p > n : Assumamos primeiramente que |2] = 1. Escrevendo

jul v/

=Y
| Dull,
noés temos pelas desigualdades (2.3.2) e de Holder, que para v > 1, 1. = n e
1 1
4=,
p q
1 1 NS
. N n 1
j@l, < = bl = —= [ 11l |Du | da
vn bovnJo [\ UIDy],
= /m—l |Duldz < ———||a |, |Dul, =~ |Ja ]|,

[Dull, Jo [ Dull, I I
Donde temos

~ il ~~—1111/ ~n(y—1

lalle = 1@ <A = 7 = gy
< A7 H&H,ly;lm, sendo Q] = 1.
Substituindo v por valores 0, v = 1,2, ... onde § = L > 1, temos
q
]| 5 <670 ||allissy, v =1,2,... (2.3.5)
Usando esta desigualdade, nés daremos agora uma prova indutiva que
~ Y ad™* ||~ H:: 1=6—¢
fillage < 62" =0, (236)

Nés temos por (2.3.5) que
Il < 6 Nl

donde vemos que (2.3.6) acontece para v = 1 como queriamos. Suponha que

(2.3.6) seja valido para v = A € IN. Entao por (2.3.5) temos

1-6—0G+D

O
S ] st

[allzpner <

A —a
< 6(/\+1)6_()‘+1) |:§ZZ_1 ad™* ||7:L||Ha=1(175 )}

1-6—OG+D

pela hipétese de inducao. E, rearranjando, segue que

. A+1)6~ (D [ . 5*’*} 1—5=0] T (15
HUHM)\H (5( ) + Zafla [ ] ”qulz_[a:1<1 )
A+1

D DMTERIIID ST | RSO
: ° Il
A+1
522: ad™® HaHHa:l(l_‘s_Q)
n

IN

IN
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— A —a
pois sendo § > 1, entdo §° OFD D eyl < 1. Assim vemos que a hipdtese de
indugdo acontece para A + 1, também. Logo (2.3.6) é vilido para todo v € IN

por indugao. Além disso, pela desigualdade (2.3.2)

~ \/ﬁ \/ﬁ HDUH1 HDqu

lall = 757 llullz < = :
mDull, T T [ Dull, v [[Dul,

Agora, utilizando a desigualdade de Holder e o fato de que |2] = 1, vemos que,

1 1
para — + — =1,
P 4q

[Dull, = /Q |Duldx < |[Dull,, [It]l, = [[Dull,

D
donde, ||all, < | Dull
[Dul,

(2.3.6) temos

< 1. Logo, reunindo esses resultados com a desigualdade

il g < 820t < g0 =y,

Note que a série Y o | ad~* é convergente aplicando o teste da razao, pois 6 > 1.

Fazendo v — o0, obtemos

sup|al < x.
Q
Donde temos
X
< 2 ||D 2.3.7
sgplu\ SN | Dull,, , (2.3.7)

que é a desigualdade procurada com || = 1.

Para retirar a restri¢ao |2| = 1, considere
O = {|Q|*1/”a; Lz € Q} .

Dai

\Q’]:/ dy:/ (]Q]_l/”>ndx:/]9]_ldx:1.
! Q Q

Sejam a € C* () dada por a (y) = ||y ¢ h € CL () dada por

h(y) =ula ) =u(j2""y).
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Entao a desigualdade (2.3.7) nos fornece

Y Y 1/p
sup|u| = supl|h| < “=|Dh ,:—/thd>
wlid = suplnl < 2= Dbl = 2 ([ 100 dy

1/p
— L 1/n 1/n P
= ﬁ(/ 91" |Du (j"y)| dy)

= X0 ([ 197t Du (@) de ”p—imﬁ/"”pnmn
- Vn o WV -

que ¢ a desigualdade procurada, completando a prova no caso p > n.

iv) Agora, para extendermos estes resultados para fungoes u € I/VO1 P(Q), seja
(Um) C CL(Q) tal que uy, — u em WP (Q).
Para my,my € IN, temos que a diferenca t,,, — U, estd em C} (). Daf,

aplicando as desigualdades (2.3.1) obtemos

”um1 - um2an/(nfp) <C HD (um1 o qu)”p? parap <mn

ey, (2.3.8)
Sup|um1 _um2| < C|Q| pHD(uml _umz)H

L,y sep>n.
Além disso, sendo (u,,) uma seqiiéncia de Cauchy em Wy™* (Q), temos, fazendo

my, My — 00 quUe

D 1D (g =ty )l = Nty = gLy ) — O,

o<1

= 1D, (tmy — tmg)ll, = 0, ¥ j € {1,.0in},

= D (tm, = um,)ll, = 0.

Logo, por (2.3.8), (u,,) ¢ uma seqiiéncia de Cauchy, para p < n, no espago
completo L"/(=p) () e, no espago completo C° (ﬁ) para p > n. Assim, caso
p<n, Uy — uem LT P(Q) e wu, — uem C° (ﬁ) se p > n, donde vemos
que a funcao u estd no espago desejado de acordo com os valores de p e n.

Entao, supondo primeiramente que p < n. Temos

]

IN

np/(n—p) [ =ty + il )

Logo, fazendo m — oo e utilizando o Teorema 2.1.4, obtemos

] y < C[Dull,, -

np/(n—p
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E, caso p > n, o Teorema 2.1.4 nos d&

suplul < suplu — ] + sup i
Q Q Q

< suplu—uy| + C QY | Dt
Q

!

C Q" " |Dul,,  quando m — oc.

Isto completa a prova do teorema. [ ]

Um espaco de Banach B; é dito continuamente imerso em um espago de
Banach B, (notagao By — Bs) se existir uma aplicagao linear limitada e injetiva
de By — B,. O Teorema 2.3.1 mostra entao que
Wi () Ve L”p/("_*p) () sep<n

N (Q) para p > n.
Iterando o resultado do Teorema de Sobolev k—vezes chegamos a uma exten-

si0 para o espaco WP (Q) :

COROLARIO 2.3.2. As imersoes
W (@) e Lre/(=kp) () caso kp < n
0

AL (®) seogm<k_g'

sao continuas.

DEMONSTRAGCAO. i) Mostraremos, por indugdo em k, que para u € Wé‘:’p (Q)

||U’||np/(n—kp) <C ||U||Wk,p(g) .

Pelo Teorema de Sobolev, a desigualdade anterior acontece para k = 1.
Suponha que a desigualdade seja valida para k = \, e seja u € W(j\ +hp (Q) com
(A+1)p < n. Entao u € Wo’\’p (Q), e sendo A\p < n podemos aplicar a hipétese

de inducdo para obtermos que u € L™/("=*) (Q)) e

||u||np/(n—>\p) <G ||U||WA,p(Q) .

Como ||u||W>vP(Q) < ||u||W>\+1aP(Q) temos

||u||np/(n_Ap) S Cl ||u||W)\+1,p(Q) .
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Além disso, temos também que, para i = 1,...,n, D;u € WOA’p (Q), donde (pela

hipétese de indugio) Dyu € L™/ (Q) e

1D/l n-rp) < C2 I1Diullpan iy < Co lullypasingg) -

np)\ . E, sendo (A+1)p < n, obtemos que
p

Logo u € W 7 (Q), onde j =

n —_
D= np)\ < n. Dai, pelo Teorema de Sobolev chegamos a
n—Ap
Hqu < Cjs HDUan/(anp) < (s HuHWLﬁ(Q)
np
np " — Ap np
d = = — .
onde q n—p np n—(A\+1)p
n—Ap

Assim, reunindo as desigualdades anteriores obtemos

Hanp/[nf()\Jrl)p] < G HUHWLﬁ(Q) =3 Z HDaanp/(nf)\p)

o<1

Cs (Hanp/(n—)\p) + Z ||Diu||np/(n—>\p)> <C ||U||W3+17P(Q) ’

=1

donde vemos que o resultado é verdadeiro para kK = A + 1, e portanto para todo
k por indugao.

i1) Usamos indugao em k para mostrar o resultado para 0 < m < k — g Vejamos
primeiramente o caso k = 1. Como 1 — n < 1 para p > n, a unica possibilidade
param > 0 inteiro é m = 0. Logo, pelo Tgorema de Sobolev temos que o resultado
é valido.

Suponha agora que o resultado aconteca para k = A, e seja u € W(j\ +hp Q).
Entao, para j = 1,...,n, temos que D;u € WO’\’p (©). Com isto, pela hipétese de
inducao D;u € C7 (ﬁ) ,onde 0 < v < A— g Donde segue que u € O+ (ﬁ) com
0<y+1<A+1- " Portanto o resultato é vilido para k = A+ 1, e daf para

p
todo k por inducao. [ ]

Em geral, W, (Q) nio pode ser substituido por W*? (Q) no coroldrio an-
terior. No entanto esta substituicao pode ser feita para uma ampla classe de
dominios €2, por exemplo dominios {2 limitados que satisfazem a condi¢ao uni-
forme do cone interior (isto é, existe um cone fixo K tal que cada z € 92 é um

vértice de um cone Kq () C 2 e congruente com Kjg), entao existe uma imersao
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s L/ (=ke) () se kp <n

N\ Cp () se0§m<k—g.

continua, onde CF () = {u € C™(Q); D € L*(Q) para |a] < m}.

W (Q)

As estimativas (2.3.1) e a extensdo delas para o espaco Wg” (Q) mostram

1/p
que uma norma em W, (Q) equivalente a lullwro@y = ( ST D%l dx)
Q |a|<k
poderd ser definida por

1/p

gy = | [ 3 1070l ds

Q lal=k

. . A e 1 .
Vejamos aqui que esta equivaléncia é vélida em Wy (Q2) , ou seja, mostraremos

que existem constantes positivas [ e v tais que

5 ”uHWLP(Q) < ”uHW(}vP(Q) ol ||U||W1,p(9) .

Assim, seja u € W, (Q) . Entdo

1/p 1/p

lullya = /Z|Dau|pdl~ /Z|Dau|l’dx — Jullyyroey

|a|=1 |o|<1
donde
||U”W§’Z’(Q) <7 ”uHWLp(Q) )
com 7 = 1. Por outro lado

. /Z ‘Dau,pd;p—/;umwf S (Dol de

la|<1 lal=1

=l + uln g

Mas, tendo em vista a Observacao seguinte, temos que existe uma constante
positiva M onde

MHP HUHWLP(Q) < ||u||p + HUHWOLZ’(Q) .

Além disso, pela desigualdade de Holder, obtemos

el < 121 [0l 0y -
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Logo, pelo Teorema de Sobolev, e pelas relagoes anteriores obtemos

_ 1/n
M7 ulyrngy < 12" [ullypyop) + lullwir

1/n
< Ol |[Dull, + ull e, -

M—lp
Portanto, desde que || < oo e ||Du||, < ||u|lyy10/0y, fazendo f = ——
92 < oo e [[Dull, < Jullygse, SO
chegamos a
Bllullyrrg) < HUHWg»P(Q)-
) . P, _ (sl +1e)”
OBseErRvAGAO0: Considere a funcao f : IR* — IR, dada por f(s,t) = Is|” + [t
s

s?2+t2 > 0. Podemos ver que f ¢ homogénea de ordem zero, e como é continua no
compacto I' = {s,t € R : s*> +t* = 1} assume um mdximo M > 0 e um minimo

m > 0. Daf

m (|s| + [¢))" < [s]” + [t" < M (|s| +[t])", Vs,t€ R

Consideremos agora B; um espaco de Banach continuamente imerso em um
espaco de Banach B,. Entao dizemos que B; estd compactamente imerso
em By se o operador de imersao I : B; — By é compacto, isto é, a imagem de
conjuntos limitados em B; é precompacto em B;. Neste caso vejamos o teorema
de compacidade de Kondrachov para o espago VVO1 P (Q)) . Para isto nos valeremos

dos dois seguintes resultados:

TEOREMA 2.3.3 (de Morrey). Sejau € Wy* (Q), p > n. Entiou € C7 (Q),

onde y=1— n Além disso, para qualquer bola B = Bpr
osc u < CR"||Dul| ,
QNBg p
onde C' = C'(n,p).
DEMONSTRAGAO. Veja [10, Theorem 7.17]. u

TEOREMA 2.3.4 (de Ascoli-Arzeld). Seja K C Q compacto. Toda seqiién-
cia equicontinua e simplesmente limitada de fungoes f, : K — IR possui uma

subseqiiéncia uniformemente convergente.
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DEMONSTRAGAO. Veja [17, Teorema 22, pg. 329]. ]

Agora vejamos o Teorema de Kondrachov:

TEOREMA 2.3.5. O espaco Wy (Q), com Q limitado estd compactamente

1Merso:

n
i) no espago L7 () para qualquer q < P , sep < mn;
n—p

it) em C° (ﬁ) , Caso P > Mn.

DEMONSTRACAO. i) Seja (uy,) C Wy? () com p > n, limitada. Entdo pelo
Teorema de Morrey, u,,, € C? (ﬁ) ondey=1-— E, para todo m € IN. Além disso
p

(u,,) € uma seqiiéncia equicontinua, pois considere zy € €, entdo dado € > 0,

tome 6 = (aqui M = C (n,p) L, onde C (n,p) é a constante que aparece

€
2M
no Teorema de Morrey e L é a constante de limitagao de || Duy,||,). Daf, se R = 4§

ex el

|x — x| < 0 = |um () — up, (x0)| < o0sc uy,, < MRY < e.
QNBg

Portanto podemos ver que a seqiiéncia (u,,) satisfaz as hipéteses do Teorema
de Ascoli-Arzeld. Logo (u,,) possui uma subseqiiéncia (u,,, ) que converge uni-
formemente, digamos para .

Como (uy,,) C C7 (Q) e a convergéncia ¢ uniforme, entdo w € C° (Q) , como
queriamos.

i) Inicialmente provaremos o caso ¢ = 1.

Seja A um conjunto limitado em I/VO1 P (). Usando argumentos de densidade
podemos supor que A C C3 (). Além disso, seja M > 0 tal que ||u||W01,p(Q) < M,
para toda u € A.

Para h > 0, defina A, = {up;u € A} onde uy, é a regularizada de u. En-
tao temos que o conjunto Aj é precompacto (ou seja, possui fecho compacto) em

L' (Q).

1 1
De fato, se u € A, temos para — + — =1
p p
Jun (2)] < /| p () [u(z = hy)|dy < |pl|; [|ull,
y|<1
< ol lullwao@y < Mllpll, = C1
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e,paraj=1,...n

IN

Djun ()] /| P W) Dt~ )l dy < ol 1Dyl
(RS

< Alplly llwllwrr @) < Mllpll;

donde
| Duy, (x)| < Cs.

Logo Aj é um conjunto limitado. Vejamos que A; é também equicontinuo: seja
rg € Qe R > 0 tal que B(xg,R) C Q. Entao dado ¢ > 0, tome o niimero
0 = min {R,

% .Daisez € Qe |x—xy| <0 temos, pelo Teorema do Valor
2
Médio, que

lup (z) — up (x0)] < Ca0 < €

e portanto A, é equicontinuo. Logo, pelo Teorema 2.3.4, A; é precompacto (ou
seja, possui fecho compacto) em C° (ﬁ) e conseqiientemente em L' (Q).

Agora, para u € A, e utilizando o Teorema do Valor Médio temos

ju () —un ()] < /|<1p(y)\U(x)—U(w—hy)|dy

IN

h/ p (y) |Du(xz — tohy)|dy, para ty € [0,1]
ly|<1

< hsuplp| [|Dull, = hCs,

entao, integrando em z obtemos
/ lu(x) —up (z)|de < hC5 Q.
Q

Donde temos que uj, estd uniformemente préxima de u em L' (). Como nés
mostramos que A; é precompacto em L' () entdo A, é totalmente limitado
(veja a Observagao seguinte) em L' (Q) para todo h > 0. Daf segue que A ¢
totalmente limitado em L' (2) também, e portanto precompacto (veja [16]). Logo
temos que W, 7” (Q) — L' (Q).

Vejamos agora a extensao do resultado para ¢ < arbitrario. Pela

n—p
Proposicao 1.1.2, temos para u € Wy™* (Q) que

1-X

A
el < Mlull 1ellp)in—p)
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n—p
np

1
onde — = A+ (1 - 1) . Dai, pelo Teorema 2.3.1,
q

A 1=
lull, < €l el -
Assim, seja (u,,) uma seqiiéncia limitada em W, ? (Q) . Como W, ” (Q) esta com-
pactamente imerso em L' (), existe uma subseqiiéncia (u/,) que converge em

L' (Q) e portanto é uma seqiiéncia de Cauchy em L' (Q) . Logo

1-X
Wy P ()

!/
ey =

A
!/ / / / /
m1 umqu < C Huml o um2||1 Hum1 o umzH

1—X
< Clfuny = 1} ([l + il incay)

— 0 quando my, my — 00,

!/

') € uma seqiiéncia de Cauchy em L7 (§2) que é completo, e

donde temos que (u

portanto convergente em L9 (€2). Dai segue o resultado procurado. [ ]

Algumas das idéias utilizadas para a demonstragao do Teorema de Kondrachov

foram vistas em [1, Theorem 6.2, pg. 144] e [10, Theorem 7.22, pg. 160].

OBSERVACGAO: Dizemos que um conjunto K ¢é totalmente limitado se para qual-

quer € > ( existe um nidmero finito de a; € K, i = 1, ...n, tais que

n

K C UB(&Z‘,E).

=1

Utilizando argumentos indutivos podemos mostrar também que as imersoes
o Lme/(n=kp) ())  para kp < n

N\ O™ (@) se0§m<k—g,

Wo ()

sao compactas.
E interessante ressaltar que podemos substituir Wg* (Q) por W#? (Q) desde

que ) seja um dominio limitado com fronteira regular.



CAPITULO 1I1I1

EXISTENCIA E UNICIDADE DE
SOLUCAO

O problema de se mostrar a existéncia de solucao para operadores elipticos
estd intimamente ligado com o de se encontrar estimativas a-priori, pois deste
modo pode-se fazer uso de teoremas de fixo para garantir a solubilidade do pro-
blema. Ainda mais, o principio do maximo forte vem como uma forma eficaz de
se provar a unicidade desta solugao.

Em particular estudamos aqui o caso do operador laplaciano, mostrando que o
problema de Dirichlet tem uma tinica solugao na bola e em um dominio limitado §2
qualquer. Para tanto, faz-se uso do conceito de solucao fundamental, da equacao
de Poisson e do potencial Newtoniano, além disso é suposto que o leitor tenha
uma certa nogao a respeito de pontos regulares.

Também dedicamos uma segao deste capitulo aos teoremas de ponto fixo de
Leray-Schauder, por se constituirem como uma forma eficiente de garantia de
solugao para determinados operados elipticos, sempre que tivermos em mao uma

estimativa a-priori

3.1 Principio do Maximo Forte

Considere a equacao diferencial parcial linear
Puy=Aw)+au=f (3.1.1)

59
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onde
n

Au) =" ai () ge, + Za (2) Uy,

ik=1
em um dominio limitado €2 C IR", com 02, a fronteira de {2, sendo suficientemente
suave. No6s assumiremos que a; (z) = ag; (), x € §, e que as fungodes ay, a;,
a e f sdo todas continuas em €, i,k = 1,2,...n. Assumiremos também que P é
eliptico, o que significa dizer que para todo = € 2, e qualquer £ = (§,...,&,) #0
3 ai, () ;& > 0. (3.1.2)

ik=1
Portanto, se A = [a; (z)] é a matriz n x n definida pela parte principal do
operador P, (3.1.2) implica que a forma bilinear determina por A é nao negativa,

isto &, (A€, &) > 0, V¢ € R™, € # 0.

DEFINICAO 3.1.1 (Solugdo cldssica). Uma solugao de (3.1.1) é uma fungao

ue C(Q)NC?*(Q) que satisfaz P (u) = A(u) +au = f em €.

LEMA 3.1.2. Se Au >0 (resp. Au < 0) em Q) e eziste ¢ € Q tal que u(z) < u(c)

(resp. u(x) > u(c)) Vo € Q, entdo u = u(c) em Q.

DEMONSTRAGAO. Assumamos que Au > 0. Uma prova similar pode ser feita no
caso Au < 0. Suponha que u (¢) = m e seja B = {x € Q;u (z) = m}.

No6s iremos assumir que o lema seja falso. Neste caso B é um subconjunto
préprio nao-vazio de €.

Seja 1 € Q\B. Como € é aberto e conexo, ele é conexo por caminhos. Assim
podemos ligar x; a ¢ por um caminho v : [0,1] — €. Desde que ([0, 1]) ¢é
compacto, existe 6 > 0 de modo que se p € ¥([0, 1]), entao dist(p, ) > ¢. Dai,
sendo u (¢) > u(xq), existe 4; < 6 tal que u(c) > u(z) em uma bola centrada
em x; de raio 0;. Fazendo x; movimentar-se ao longo de ([0, 1]), em direcdo
a ¢, a fronteira desta bola eventualmente contém um ponto de B. Deste modo,
existe uma bola S cujo fecho estd contido em 2 e para o qual S N B # (), mas

SN B = 0. Seja xy um ponto de dS N B. Veja a Figura 3.1.2.
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Figura 3.1.2

Seja S; C S uma pequena bola de raio 71 < §; e centrada em Z tal que
zo € 0S;. Entdo u < m em S;\ {79} . Considere S, C € uma terceira bola
centrada em x, de raio ro < 1. Escrevendo 95y = T4 U T, onde Ty = 0S5, N S;,
entao 17 é compacto, e sendo u < m em T} temos que u < m — € em 1) para
algum € > 0.

Considere a funcao de comparacao
— —7 2 — 2
h([E) —e alz—Z| —e ar17

onde a > 0 serd escolhido posteriormente. Alguns calculos nos mostram que

e A(h) =402 an aik(mi—:i“i)(xk—fk)—QOéi[aiﬂrai(%—fi)] - (313)

i,k=1 i=1
Mas, como ry < 71, T & S, pela hipétese de elipticidade, obtemos
p(@) = aun (@i~ 3;) (2x — 74) > 0 > 0, Yz € 5.

ik=1

Logo (3.1.3) mostra que A (h) > 0 em S, para « suficientemente grande.
Sejam v (z) = u (x) + €1h (z) e k = mdx{h (x);x € T\ }. Entao, em T} temos,

€ ~
se €1 < T que valem as relagoes

v(z) <m-—e+eh(x)<m—e+ ek <m.
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Tendo escolhido ¢ < %, nés vemos que em Ty, h(x) < 0 sendo |z —Z| > 1y,
Portanto
v(z)=u(r)+eah(x) <u(z) <m.
Assim v (z) < m para cada x em T3 U Ty = 05;. Como v (zg) = u(z9) = m,
nés vemos que v tem um méximo em um ponto Z € Sy. Dai Vv () = 0, e para
qualquer ¢ € IR" .
Z Vg, (T) €& < 0.

ik=1

Mas por elipticidade, nés temos

> ik (7)€ > 0.

ik=1

Logo, pelo Lema 3.1.3 a seguir, temos
0> > g (&) vy () = (A0) (F) = (Au) () + &1 (Ah) (F) > (Au) (7).
o que contradiz a hipétese Au > 0 em (). (]

LEMA 3.1.3. Suponha que A e B sdo matrizes simétricas n x n com A > 0 e

B <0. Entao tr (AB) < 0.
DeEMONSTRAGAO. Como A e B sao matrizes simétricas, existem matrizes orto-
gonais P e () tais que
PAP™' =D, e QBQ™' = D,
onde D; sao matrizes diagonais e D; tem elementos nao negativos e D, tem

elementos nao positivos. Além disso, tendo em vista que o traco de um produto

de matrizes independe da ordem dos fatores, obtemos
tr (AB) = tr (PAP'QBQ™") = tr (D1D,) <0,
como querfamos. [

TEOREMA 3.1.4 (Principio do Mdaximo). Suponha que a < 0 em €. Se
f >0 (resp.f <0) em Q, entdo toda solugio nio constante de (3.1.1) atinge, se

existir, seuw mdzximo positivo (resp. minimo negativo) na fronteira de ) e nao em

Q.
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A demonstragao deste teorema esté baseada em Smoller [13, Theorem 8.1, pg.
66]. No entanto uma outra referéncia que também pode ser consultada é Han &
Lin [11].

DEMONSTRAGAO. Suponha que f > 0. Se v tem um méaximo positivo em zy € €2,
e u(xg) =m, seja B ={z € Q;u(z) = m}. Desta forma temos que B é fechado
e nao-vazio. Além disso, u (z) < u(zp) em uma bola aberta S centrada em x
eu(r) >0em S. Como A(u) = —au+ f > 0 em S, o Lema 3.1.2 mostra que
u(x) = m, Vo € S, uma vez que S é aberto. Como {2 é conexo, aplicando a prova
em cada ponto de €2, temos que © = m em (). Uma prova similar é construida no

caso f <0 em €. ]

COROLARIO 3.1.5. Sejam u; e uy solugdoes de Pu = f em S, com u; = ¢; na
0Q, i = 1,2. Entdo, sea <0 em Q,

maz [uy (x) —us (2)| < mdz[d, (v) — ¢, ()]
z€Q z€

DEMONSTRAGAO. Escreva u = u; —us. Seja xy um ponto da fronteira de 2 tal que

|oy (o) — @ (T0)| > |0y () — Py (x)|, Vo € 0N2. Entao pelo Principio do Maximo
u(z) < [y (20) — ¢ (20)], Vo € Q.

Por outro lado, pelo mesmo argumento temos que
—u () < 164 (20) — 6y (20)], Vo € T

Logo
u ()] < |¢1 (z0) — 63 (o), Vo € Q,

donde segue o resultado procurado. [ ]

COROLARIO 3.1.6. O problema Pu= f em e u = ¢ na 02 tem no mdximo

uma solucdo, sendo a < 0 em .

DEMONSTRACGAO. Suponha que u; e us sao solucoes do problema Pu = f em ()

e u = ¢ na Jf). Considere u = u; — us. Entdao Pu = 0 em €2 e u = 0 na 0f2.
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Logo, como u deve atingir seu méximo positivo (minimo negativo) na 02 temos

que u =0 em Q. Portanto u; = us. ]

Suponha que seja dada a equagdo P (u) = A (u) +au = f em Q, onde f >0
ea < 0em €, e que 0 é suficientemente suave, digamos de classe C!. Pelo

Teorema 3.1.4 sabemos que o méximo de u é atingido em um ponto p € 9S2. Logo

du >0
- em
L — b,

onde v é um vetor externo qualquer e T denota a derivada direcional de v em p
v

na direcao v. Mas de fato, um resultado ainda mais forte serd mostrado a seguir.

TEOREMA 3.1.7. Suponha que a < 0 em Q. Considere v uma solucio de
P(u) = A(u) +au = f. Logo, se f < 0 (resp. f > 0) em Q, e u atinge seu

minimo negativo em p € 082 (resp. mdzimo positivo), entao toda derivada externa

direcional de u em p é positiva (resp. negativa) a menos que u seja constante em

Q.

Para demonstrarmos este teorema, de acordo com [13, Theorem 8.6, pg. 69],

vejamos primeiramente o:

LEMA 3.1.8. Suponha que u é continua em Q, Au >0 (resp. Au <0) em Q e que
u atinge seu mdximo (resp. minimo) em p € 0S). Entdo toda derivada direcional

externa de u em p é positiva (resp. nmegativa) a menos que u seja constante em

Q.

DEMONSTRAGAO. Suponha que Au > 0 e que p € 052 é o ponto de maximo de u.
Como vimos nés podemos encontrar uma bola B C Q com 0B C QU {p}. Seja r
o raio desta bola e ¢ o centro de B. Considere ainda uma bola K centrada em p
de raio /2. Veja a Figura 3.1.8.

Defina a funcao auxiliar
— _al? —ar?
h(z) = e olz=a _ gmor®

onde o > 0 serd escolhido tao grande de modo que P (h) > 0 em K.
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K
S _
W)

Figura 3.1.8

Defina ainda v (z) = u (z) + €h (z) . Se u néo for identicamente u (p), entdo,
pelo Lema 3.1.2 u < u(p) em B\{p}. Desta forma escolha ¢ > 0 pequeno de
modo que

v(z)<wv(p)—46, Ve e Ty =0KNB,

onde

(5:51—6147,

91 > 0 é tal que u(p) = u(Z) + d1, com u (Z) = max{u(z);x € 11} e ainda
k = max{h(z),x € T\}. Portanto, considerando a = 0 em € no principio do
mé&ximo e levando em conta que Pv = Au+eAh > 0, concluimos deste modo que

v(z) <v(p),Vre KNB.Sendo u(x) =v(x) —eh(x), e

dv v (p+tv) —v(p)
- — >
dv () tliron— t =0

d
basta mostrarmos que o (p) < 0, para concluirmos que d—u (p) > 0. Mas
v v

Oh
8:@-

= —2a(z; — q) e—ele=a”

d
e daf temos que h é diferencidvel. Logo o (p) = Vh (p)-v e sendo v exterior obte-
v

dh
mos que T (p) < 0, completando a prova nestas condigoes. De modo semelhante
v

procedemos a prova no caso Au < 0. [ ]

DEMONSTRACAO DO TEOREMA 3.1.7. Suponha que f < 0 em Qeu atinge seu

minimo negativo em p, o caso f > 0 segue de forma similar. Além disso suponha
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também que u é nao constante em uma vizinhanga do ponto p, pois neste caso
nao ha o que fazer.

Como 99 é suficientemente suave, digamos de classe C'!, nés podemos encon-
trar uma bola B C Q satisfazendo BN = {p} e u < 0 em B. Sendo Z—Z (p) <0

d
e Au = —au+ f < 0 em B, entdo o lema implica que d_u (p) <O. [
v

Uma generalizagao destes resultados para os espagos de Sobolev é dado pelo
Principio do Maximo de Aleksandrov, ver [3, Theorem 2]. Para enuncid-lo usare-
mos as seguintes notacoes para o operador eliptico

P(u) = A(u) + au = f,

onde

Aw) = b (2) Uge, + Zc (2) U, .

ik=1

Aqui by = by, a e ¢; sdo fungdes mensuraveis bem como b(z) = det ||by ()] e
c(x) = 2im G ().
TEOREMA 3.1.9 (Principio do Mdximo de Aleksandrov). Suponha que

a<0emQ equeblc" é integravel em Q. Entdo

i) se P(u) > 0 (resp. P(u) <0) e u(xg) > 0 (resp. u(xy) < 0) para algum

xo em 2, entao u (x) atinge seu méximo (resp. minimo) na J<;

it) se P(u) > P(v) (resp. P(u) < P(v)) e u|ag < v|aa (resp. u|ag > v]aq),

entdo u < v (resp. u > v);

i7i) O problema P (u) = f em Q e u = ¢ na 092 tem no maximo uma solugao.

Aqui consideramos f € LP () e ¢ = 5|6Q7 com 5 e W (Q).

3.2 Estimativas A-Priori

Uma estimativa a-priori para solucoes de uma equacao diferencial parcial é
simplesmente uma desigualdade que ¢ vilida para todas as solucoes de um de-

terminado problema cujos os dados e coeficientes obedecem a certas restrigoes,
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ou seja, existe uma constante k tal que se u é uma solucao do problema en-
tao ||lu|| < k em alguma norma |[-||. Com freqiiéncia, o problema de pertubar a

equacao Pu = f pode ser considerado através da familia de equacoes

Ac(u) = (1 -€)Q (u) +€P (u) = f,

onde 0 < e < 1 e é conhecida a solu¢ao do problema @ (u) = f. Considere o
conjunto S = {e € [0,1] : A, (u) = f tem solucao} . Entao S # 0.

As estimativas a-priori sdo usadas para mostrar que S é aberto e/ou fechado.
Se pudermos mostrar que S é aberto e fechado ao mesmo tempo, entao S = [0, 1] ;
sempre que € = 1 estd em S o problema original tem solucao.

Iniciaremos aqui com um resultado que segue diretamente do principio do
mé&ximo. Considere o seguinte problema em um dominio limitado €2, com 0f2
suficientemente suave:

P(u)=Au+au=f em ()
u = ¢ mna 02

(3.2.1)

onde a < 0 em €2, Au é definida como no inicio da secao anterior, isto &,

n

A (u) = Z Qi (J}) Ugzy, + Zai ($) Ug; s

ik=1
e P é uniformemente eliptico.
Seja K o limite para as quantidades |a;y, (2)|, |a; (z)] e |a(z)] em Q, com

i, k=1,...,n.

TEOREMA 3.2.1. Se f € C (Q) eu € C (Q)NC? () é uma solugdo de (3.2.1),

entdo existe uma constante M = M (m,Q, K) tal que

el o) < 100 1oy + M I o) - (3:2.2)

Aqui m > 0 é a constante proveniente da desigualdade de elipticidade, isto é,
n

ag (1) £,€, > m|€E]* para cada € e para todo x de Q.
ik=1

DEMONSTRAGAO. Seja o tal que para todo » = (21, 29,...,2,) € Q, 21 > 0.
Considere

(&) = 10l mgomy + (€5 = ) |l )
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onde & > madx {m —Xg:x € ﬁ} e a > 0 é escolhido tao grande de forma que as

desigualdades
ma? — K(a+1)>1 e * > 2max, qe )

sejam vélidas. Note que i (2) > ||| oo (50 s€ & € OS2 Também, seé = (1,0,...,0),
entao a desigualdade de elipticidade mostra que ay; > m, dai, sendo a < 0 temos
—P(h) = —Ah—ah

= —a¢lly + [—ae™ + e (an10” + ara + )] | f] o a

> [—ae® + ™17 (g10% + a1+ a) ] ||f||Loo(§)
> [m()z2 +a+ a106} en1wo) Hf”Loo(ﬁ)

= [ma® — K (a + 1)] e*(m70) ||fHLoo(§)

>

O | oo ) 2 11| oo ) -
Isto serd usado para mostrar que |u (z)| < h(x), z € Q, pois se for verdade, para
r€Q
0 2)] < 1 (@) < [0l oy + M 1)
onde M = mdz (e — ex(@1770)) <€ — 1.

z€Q
Fazendo v = u — h, entao na 02,

v=¢p—h<0 e PU:Pu—PhZf+||f||Loo(§)ZO.

Entdo o Teorema 3.1.4 mostra que v < 0 em €, isto é, u < h em . De modo

semelhante, se v = u + h, entao na 0f2,

— )

v=¢p+h>0 e Pv:Pu—i—Pth—HfHLoo(ﬁ) <0
e ainda pelo Teorema 3.1.4 temos que u 4+ h > 0 em (, isto é, u > —h em .
Logo |u (z)] < h(z), Vo € Q, completando a prova. n

Observe que se nao assumirmos a < 0, podemos ainda obter uma estimativa

da forma

el ey < € (10l comy + 11l )
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onde ¢ depende de K, m e §2 contanto que € seja suficientemente limitado em uma
determinada direcao, digamos a x;— direcao. Mais precisamente a desigualdade
acima aconteceria se (e*¢ — 1) [|la| (@) < 1, onde £ e a s@o como na prova do
Teorema 3.2.1.

Para ver isto, seja b (z) = min (a(z),0) e escreva a equagdo como
Au)+bu=(b—a)u+ f =g.

Nés podemos aplicar (3.2.2) para a equacao A (u) + bu = g donde obtemos

IN

16| oo a0y + (e*—1) ||9||L°°(ﬁ)
16]] oo 9y + (€26 — 1) (IIfIILoo(ﬁ) +llull oo () HaHLOO(ﬁ))

||U”L<>°(§)

IA

e daf
1l oo oy + (€2 = 1) ||f||Loo(§)

L= (et = 1) [lal joo ()

HUHLOO(ﬁ) =

Observamos também que isto implica na unicidade de solugao do problema
(3.2.1) . De fato, suponha que u; e us sao solugoes de (3.2.1). Seja u = uy; — ug,
entdo Pu = 0 em 2 e u = 0 na 09Q. Logo (3.2.2) implica que ||u||Loo<§) = 0,

donde, u = 0. Portanto u; = us.

3.3 O Problema de Dirichlet

A garantia de existéncia e unicidade de solucao para o problema de Dirichlet,
em um dominio €2 qualquer, estd baseada na equacao de Poisson e em propriedades
do potencial newtoniano. Também necessitamos de algumas idéias a respeito de

ponto regular. Inicialmente vejamos o problema de Dirichlet na bola.

TEOREMA 3.3.1. Considere a bola B = B(0, R) e ¢ uma fun¢do continua na

0B. Entao a func¢ao u definida por
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R —|a|* [ ¢(y)
R / - y|ndsy, para v € B
OB

u(x) = (3.3.1)

¢ (x), quando x € OB
estd em C? (B) N C° (B) e satisfaz Au =0 em B.

DEMONSTRAGAO. Para verificarmos a continuidade de u na 0B, considere a for-
mula de Poisson (veja [10, pg. 20]) para a fungdo harmonica em B, v = 1, que
é:

R? — |z 1

1= —
wnR 0B |$ - y|

ds,, parax € Bey € 0B. (3.3.2)

Entao, seja g € 0B e € > 0. Como ¢ é continua na B, escolha d; > 0 tal que
lo () — ¢ (z0)] < ZEL sempre que |z — x| < 01, x € IB.
: 01
Considere ||¢||,, = M. Logo, se |z — x| < 5 Por (3.3.1) e (3.3.2)

R—2 [ oy)—¢ (20) |
woR  Jop |z —y|"

Ju () = u(zo)] v

R? — |z|? e (1) = e (@)l
N wp R dBN{|y—zo|<d1} |z — y‘n !
R? — |z o (y) — @ (w0)]
il s,
wplR OBN{|y—wzo|>d1} |I - y|
eR—|af’ [ ds, _2M (R~ |of) / ds,
< £ e -
4 w,R Joplr—y| wpl OB {|y—wo|>81} 1TV
oM (R%— |z*) 1
< ¢ + ( n|x| ) dsy
1 (01/2)" R Jop
e 2MR"? )
= 1t Gy kD
_ i +C(n,R) (R* - |z?).

Considere 0 < §; tal que se |z — x| < § entdo |C (n, R) (R? — \x!2)| < i Logo
|u(x) —u(xg)| < € para todo |z — x| < ¢, donde temos que u é continua na JB.
Seja agora zy € B. Escolha r > 0 tal que B(xg,r) C B. Assim temos que a

funcao hi(x,y) = B (x,y) € B(xg,r)*x 0B é uniformente continua. Entéo,

1
|z —

dado € > 0 existe §; > 0, porém menor que r tal que

€

AMR™’

‘h1<x7y)_hl(x07y)| < V(x,y) GB(I()?T) X&B,
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onde M = ||¢|| . . Fazendo o mesmo tipo de andlise, pode-se mostrar que a fungao

2
x —_—
ho(z,y) = ﬁ, (z,y) € B(xg,r) x OB é uniformemente continua. Dai temos

que existe 0 > 0, porém menor que 7 tal que

\ho(z,y) — ha(20, )] V(z,y) € B(xo,7) X OB.

€
S IMER2

Tomando § = min {1, 02} temos, para |z — xo| < &

R2 _ 2 R2 _ 2
]u(m)—u(:vo)| _ |x‘ (p(y)ndsy_ |$0| SO(y),zdSy
wnll Jop |z =1yl wnR  Jop lzo =yl
R? R?
- / w(y)ndsy B / v () _ds,
wnR Jop | — 9 wnlR Jop |70 — Yl
|| ¢ (y) |z ¢ (y)
+ ndS - ndS
walR Jop lzo—y|" Y waR Joglz—y|"
RM 1 1
S n n dSy
wn Jog ||z =yl [z0 — ¥
M |z|” ||
+— n n ds
wnR Jop ||z =yl |20 — Y| Y
< ¢ _hM ds, + ‘ M d
S _ S
= 4AMR"™ w, Jop ¢ 4AMR"2w,R Jo5 Y
€ €
= —+-<e
1T1°°¢

Logo u é continua em B. Além disso, podemos verificar por cdlculos diretos que
a fungdo u definida em (3.3.1) ¢ harmonica em B. Portanto a fun¢ao u definida

no teorema estd em C? (B) N C° (B) e satisfaz Au =0 em B. ]

Agora, tendo como base as Equacoes de Poisson e o Potencial Newtoniano
analisemos o problema de Dirichlet em um dominio € limitado. Também, o

operador D é a derivada em relacao a varidvel x.

Como sabemos, uma solucao fundamental para a equacao de Laplace é dada

por
1 2—n
———— |z|”™", paran>2
E(x)=E(a))={ G=nwn
2—ln |z, sen=2.
T
Assim, considere a funcao I' como
1 2—n
———— |z —y|”", paran>2
Pa—y)=T(z—y)={ G=nwn

—I = = 2.
5 nlz—vy|, sen
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Facilmente podemos mostrar as estimativas

1 “n
DT (z —y)| < w—\x—y\l (3.3.3)

n

n —-n
1Dy (z = y)l < — o =y ", (3.3.4)

n

1,7 = 1,...,n que serao utilizadas posteriormente.
Para uma funcao integravel f em um dominio €2, o pontencial Newtoniano de

f é a funcao w definida por
w(x) = [oT(@—y) f(y)dy. (3.3.5)

LEMA 3.3.2. Seja f uwma fungao limitada e integrdavel em §2, e seja w o pontencial

newtoniano de f. Entio w € C! (ﬁ) e para qualquer x € )

Dyw (2) = [y DiT (5 = 9) f (y)dy, i=1,...n.
DeEMONSTRAGAO. Considere a funcao

o(z) = / DT (z— y) f (4)dy.

Assim, utilizando as hipdteses sobre f e as estimativas anteriores podemos veri-
ficar que v estd bem definida. Agora, para mostrar que v = D;w, nés iremos fixar
uma funcao n € C* (IR) satisfazendo 0 < n < 1,0 <y <2, n(t) =0 parat <1

en(t)=1parat > 2 e defina para e > 0

w )= [te-nn(E22) rwan

Entao, dado ¢ > 0, tome § = %, onde M = [|f|l IVh] . 2| e h é dada por

h(x) :F(x—y)n(’x_y’> . Dai, se |z — xo| < ¢
€

[rw—on () s
- [ro-na (=) s
e [ [r = (F220) <ru-n o (222 ay

= W @kl

|we () — we ()| =

IN
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Observando que I' € C* (IR"\{0}) e n(t) = 0 para t préximo de zero, a funcao

h e Ct (ﬁ) . Logo para algum s = s(z) no segmento de reta ligando x a z,
|7 () = h(20)| = [V (s)| |z — xo| <[V |2 — 2ol

Dai

[we () — we (zo)| < IIfHooHVhIIOO/QIx—fCo\dy
= HfHoo HVhHoo |Q‘ ‘x - 330‘ < Md = .

Portanto w, € C° (ﬁ) . Por uma argumento similar podemos mostrar que de fato

we € C* () . Além do mais,

[ @y [ T2 )
{ - -0 e =i ( 20 ) 100 | o

[o{ (10" re-n}rw
e (o
) "f"wﬂ P () Jre =}

< Il l@(mrx— )

v (2) = Diwe ()] =

donde temos que

4e (1 + |In2e¢|), paran =2

[v(2) = Diwe ()] < |[fllo §  2ne
5 sen > 2

n J—
Logo, quando ¢ — 0, w. e D;w. convergem uniformemente em §) para w e v

respectivamente. Portanto w € C* (ﬁ) e Dyw =wv. [ ]

LEMA 3.3.3. Seja f uma funcao limitada e localmente Holder continua em €, e
considere w o potencial newtoniano de f. Entdo a fun¢io w dada em (3.3.5) estd

em C?(Q), Aw = f em Q e, para qualquer z €
Dywis)= [ DT o= ()~ f @)y
Qo

- f(ﬂf) /a DZF (.’L’ - y) Vj (y) d8y7 Z,j = 17"'777';
Qo

(3.3.6)
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aqui 2o € um dominio qualquer contendo € para o qual o Teorema da Divergéncia

seja valido e tal que f seja estendida como f =0 fora de €.

DEMONSTRAGAO. Em virtude das estimativas (3.3.3) e (3.3.4) , e utilizando o fato

de f ser Holder continua em 2 a funcao

u(x) = / DT (2 — ) (f (9) — f@)dy — f (&) [ DIF'(x ) v, (y) ds,

Qo

estd bem definida.

Seja v = D;w. Defina, para ¢ > 0

w)= [ ore=na () o)y

onden € C' (IR) é a mesma fungao da demonstragao anterior. Entao, dado ¢; > 0,

tomed = 5% com 01 = . [V 2] condenr (2) = DiF (2 = ) (21,
€

|-y ('x ')f(y)dy
- [ Dr -y ('x(’_y‘)f(y)dy‘
(

Hflloo/Q‘DiP(I—y)n |xzy|) —DiF(fCo—y)n(m—;y')‘dy

= Wl ) il

Dai, se |z — zg| < ¢

[ve () = ve (w0)| =

IN

Observando que I' € C* (IR"\{0}) e n(t) = 0 para t préximo de zero, a funcao

h e Ct (ﬁ) . Logo, para algum s = s(z) no segmento de reta ligando xq a z,
|7 (z) = h(z0)| = [V (s)| | — 20| < |V |2 — 2ol
Daf

[ve (@) = v (20)] < [1fll \|Vh||oo/g|x—a:0|dy
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Portanto v, € C° (ﬁ) Na verdade, por um procedimento andlogo vé-se que
ve € C* (©2) . Daf diferenciando obtemos

Djv. () = /QDj {DiF (x—y)n <@) } f(y)dy
= [ o{ore—pu () G w - rena
—|—f(x)/QOD.{D-F(a:—y)17<‘xzy‘)}dy
- [ o fpre- >n0$‘“>}0@o—fu»@
f /DF )7 (‘x y‘) j (y) ds
Lo =)
f /DF —y)v

contanto que € seja suficientemente pequeno. Assim

—Dm@|=‘/Drx ) ( () dy
f(a { / DIz / [ D, P(x—y)w(y)dsy]
- / D {D Iz )n(‘me;y’)}(f(y)—f(x))dy

2
< Dyl (z —y)l+ —[Dil' (z — y)l
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temos que

(@) =D @<l [ (1Dl DT =) ) el

<l (24 ) 22

contanto que € < dist (x,012). Consequentemente D;v. converge uniformente
para u em um subconjunto compacto de 2 quando ¢ — 0, e como v, converge
uniformemente para v = D;w em 2 temos que D;v, N D;jw em €. Portanto
w € C*(Q) e u = Djw. Finalmente, fazendo Qy = B (x, R) em (3.3.6), nds

temos para R suficientemente grande

M) = e @) | n)n ) = £ ),

completando a prova. [ ]

OBSERVAGOES: Considere €2 um dominio limitado:

1) Uma fungao u de C°(Q) serd dita sub-harménica (super-harmoénica) em
) se para toda bola B CC 2 e toda funcao h harmonica em B satisfazendo
u < (>) h na 02, nés tivermos também u < (>) h em B.

2) Seja ¢ uma fungao limitada na 9. Uma fungao v de C° () sub-harmonica
(super-harmonica) é dita uma subfungao (superfungao) relativa a ¢ se satisfaz
v < (>) ¢ na 0.

3) Sy denota o conjunto de todas as subfuncoes relativas a ¢.

4) Considere ¢ € 99Q. Entao uma fungao w de C° (ﬁ) é chamada de uma
barreira em ¢ relativa a 2 se: i) w é super-harmoénica em ; #4) w > 0 em Q — &;
w (&) =0.

5) Um ponto da fronteira serd dito regular (com respeito ao Laplaciano) se

existir uma barreira neste ponto.

TEOREMA 3.3.4. O problema de Dirichlet, Au =0 em Q e u = ¢ na 0f, onde
¢ €é uma funcdo continua e ) é um dominio limitado tem solucao para valores
arbitrdarios continuos da fronteira se, e somente se, os pontos da fronteira sao

todos regulares.
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DEMONSTRAGAO. Seja § um ponto regular da fronteira de Q e u (z) = supyes,v () .
Como a fungao ¢ é continua em &, entdao u (x) — ¢ (§) sempre que xz — £ (veja
[10, Lemma 2.13]). Logo, como a fungao u construida pelo método de Perron (ver
[10, Theorem 2.12]) ¢ harmonica em €2 temos que u (z) = supyes,v (7) & solucdo
do problema de Dirichlet.

Reciprocamente, suponha que o problema de Dirichlet tenha solucao para
todos os valores continuos da fronteira. Seja & € 0€2. Assim temos que a fungao
¢ (z) = |x — £| é continua na fronteira de 2 e a fungdo harmonica u que soluciona
o problema de Dirichlet em {2 com u = ¢ na 0f) é uma barreira em . Logo & é

regular. Como ¢ € 0f2, temos a conclusao do teorema. ]

TEOREMA 3.3.5. Suponha que Q é um dominio limitado e que cada ponto da
fronteira de Q é regular (com respeito ao laplaciano). Entdo, se f é uma fun¢ao

limitada, localmente Hélder continua em §2, o problema cldssico de Dirichlet
Au=femQ e u=q¢o naodfd
tem uma unica solucdo para qualquer fun¢ao continua limitada ¢.

DEMONSTRAGAO DA ExistiNcia: Considere w o potencial Newtoniano de f e

seja v = u — w. Entao o problema
Au = fem Qe u= ¢ na df2
é equivalente ao problema
Av=0em Qe v =¢—wna J,

o qual tem solucao de acordo com o Teorema 3.3.4.
A Unicidade: Sejam u; e usy solucoes classicas do problema de Dirichlet. Con-
sidere u = u; — us. Entao u é solugao do problema Au =0 em 2 e u = 0 na 0f2.

Portanto © = 0, donde temos u; = us. [ |

O estudo do problema de Dirichlet em certos domifnios especiais de IR?, como
num retangulo, no disco ou no semiplano, pode ser feito usando métodos como

série de Fourier e transformada de Fourier, os quais sao consideravelmente mais
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simples que os utilizados anteriormente. Para discutir a solubilidade do problema
de Dirichlet neste casos o leitor pode consultar o livro de Figueiredo [8]. O leitor
também poderd encontrar nesta referéncia o principio do méximo formulado para

uma classe especial de funcoes, a qual facilita sua prova.

3.4 Existéncia de Solucao para

Operadores Elipticos

A existéncia de solugao para o problema Pu = Au+au= f em Q e u = ¢ na
0f), onde P é uniformemente eliptico, depende de estabelecermos uma estimativa

a-priori (“The Schauder Estimate ”)

[ellgya < el fll

para solucoes u de classe C?T* do problema
Pu=f emQ e u=0 nadf) (3.4.1)

Aqui ¢ = ¢ (K, m, ), onde m é a constante de elipticidade e K ¢é o limite dos
coeficientes de P.
N6s nao iremos provar esta estimativa aqui, veja [10, Theorem 6.6] para a

prova.

DEFINICAO 3.4.1. Seja X = (X,d) um espago métrico. Dizemos que uma

aplicagao F' : X — X ¢é uma contracao em X se existe um niumero real M,

0<M<1,tal que d(F (x),F(y) < Md(x,y), Vz,y € X.

O teorema seguinte serd utilizado na prova da existéncia de solugao do pro-

blema (3.4.1).

TEOREMA 3.4.2 (do Ponto Fizxo de Banach). Considere (X,d) um espago

métrico completo e F' : X — X wma contracao. Entao F tem um wnico ponto

fizo p, isto é, F (p) = p.
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Demonstragoes como a que faremos podem ser vistas em [15] e [21].

DEMONSTRACAO. Seja M a constante de contracao de F, onde 0 < M < 1.
Unicidade: Suponha que p; e ps sao dois pontos fixos de F, entao F' (p1) = p;

e F' (p2) = pe. Logo, como F' é uma contragao,

d(p1,p2) = d(F (p1), F (p2)) < Md (p17p2)7

donde, d (p1,p2) (1 — M) <0, o que implica que d (p1,p2) = 0. Portanto p; = ps.
Existéncia: Nés vamos construir uma seqiiéncia (x,,) e mostrar que é de Cauchy
no espago completo X, e portanto convergente. Em seguida provaremos que o
ponto limite p é um ponto fixo de F.

Seja zp € X e defina a “seqiiéncia iterativa ” (x,,) por
1= F'(z0) = F (20), 72 = F?(z0) = F (1) ..., Tn = F" (20) = F (z_1) .
Dai, por um argumento de inducao temos que

d(Tnir, ) = d(F"7 (20), F" (20)) = d(F" (F" (20)) , F" (x0))
= d(F"(z,),F" (z9)) < M"d(z,x0)

e também

d ('CCO) l'r)

IN

d (370, F (I‘O)) + d (F ({L'()) ,F2 (fL‘Q)) + ...+ d (FT_l (ZL‘()) s BT (Io))
d(zo, F(20)) +d(F(0) , F(F(x0))) +...+d(F"(zo) , F"(F(0)))

IN

< (T4+ M+ M+ ...+ M) d(zo, F (20)) -

Portanto
n

1-M
Como d (zg, F (z9)) é fixae 0 < M < 1, M™ — 0. Logo (z,) é convergente, pois

d(xn+r7xn) < M"d (IOwTT) <

d (.fo, F (130)) .

é uma seqiiéncia de Cauchy em X que é completo.

Provemos que lim x,, = p é ponto fixo de F. De fato, sendo F' continuo,

F(p)=F (lim xn> = lim F (x,) = T{iﬂo”boﬁnu =D,

n—oo n—oo

completando a prova. [ ]
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TEOREMA 3.4.3. O problema (3.4.1) tem solugado tinica para cada f € C* (ﬁ) :

com a condi¢cao que P seja eliptico em ).

DEMONSTRACAO. De acordo com o que vimos nas secoes 3.1 e 3.2, basta mostrar-
mos que o problema (3.4.1) tem solucao. Sendo que ||ull,,, < c||Pul|, para toda

solucao v € C?**@ (Q) , a idéia é envolver nosso problema em uma familia de

problemas

P (u)=tP(u)+(1—t)Au=f em Q
uw =0 na 00

(3.4.2)

ondet € [ =0,1]. Set =0, o problema é Au = f em Q e u = 0 na 99, o qual,

como vimos, tem solucao. Seja
T={tel:feC"(Q)= existe solucdo u € C*** (Q) de (3.4.2)}.

Iremos mostrar que 1 € T. Primeiramente vamos mostrar que dado ty € T
existe um ¢ > 0 tal que se |t —ty| < € e t € I implica que t € T. Para isto
seja t um ponto de I. Definimos a aplicagao ¢, : C** (ﬁ) — O« (ﬁ) dada por

¢, (u) = v, onde v é a unica solugao de

P,v=(t —to) [Au— Pu]+ f em Q
v =0 na odf2

(3.4.3)
Se ¢, tem um ponto fixo, isto é, ¢, (w) = w entdo w = 0 na IR e de (3.4.3),
P,w = (t —to) [Aw — Pw| + f em Q

temos que Paw = f. Isto é, um ponto fixo de ¢, corresponde a uma solucao de
(3.4.2) . Iremos encontrar um € > 0 tal que se |t — t| < €, entdo ¢, tem um ponto
fixo. Esta tltima afirmacao serd provada mostrando que ¢, € uma contracao para
t suficientemente préximo de tg.

Assim, se u; e uy estdo em C*** (Q), considere v; = ¢, (u1), va = ¢, (u2) tal

que

PtO’UZ:<t—t0)[AU1—Pul]+f em )
v; = 0 na 0f)
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para ¢ = 1,2. Subtraindo-as, temos
Piy (v1 = v2) = (t —to) [A (w1 — u2) = P (u1 — u2)]
Usando ||ul|,,, < c||f]|, nesta equagao, obtemos

[y (u1) = &y (u2)|lyre = o1 —v2ll5yq
< clt —to| |A (ur — uz) = P (u1 —ug)|l,

< ceqp |t —tol |Jur — u2||2+a

para alguma constante ¢; independente de wuy, us, ¢ € t. Se € = (2001)_1 , entao

para |t — to] <,

1
|04 (u1) — by (u2)loyy < 5 lur — uallyyq -

Logo, o Teorema de Ponto Fixo de Banach implica que se, |t —ty| < €, ¢, tem
um ponto fixo.
Considerando que 0 € T temos o intervalo [0,¢] C T. Desta forma, como
e € T, [¢,2¢] C T. Repetindo este procedimento sucessivamente podemos ver que
1 € T, completando a prova. [ ]
Argumentos semelhantes mostram que o problema Pu =0 em 2 e u = ¢ na

99, com ¢ € C°(0N), tem uma tinica solugao. Vejamos agora o caso geral:

TEOREMA 3.4.4. O problema Pu = f em Q, u = ¢ na 99, onde f € C® (ﬁ)

e ¢ € C°(9Q), tem uma tnica solugio u € C*t* (Q) .

DEMONSTRAGAO. Assumiremos primeiramente que ¢ € C?T (ﬁ) . Seja h uma
solucao de Ph =0 em €2, h = ¢ na 0f2. Usando o Teorema 3.4.3, considere v uma
solugao de

Pv=f—Phem ), v=0na 0.

Entao se u = v + h, temos Pu= Pv+ Ph = fem Q eu=uv+ h = ¢ na 0f).
Agora assuma que ¢ € C° (99) . Considere (¢j) uma seqiiéncia de funcoes em
C?*r (09) tal que ¢; — ¢ uniformemente na 92 (por exemplo, a seqiiéncia (gzﬁj)

podem ser polinémios obtidos do Teorema da Aproximacao de Weierstrass). Seja
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uj uma solugao de Pu; = f em , u; = ¢; na J9Q. Pelo Principio do Mdximo,
vemos que u; converge uniformemente em {2 para uma fungao u € C° (ﬁ) e que
u = ¢ na Of).

Agora se () é um subconjunto compacto de 2, tem-se uma estimativa a-priori

para as solugoes de Pu = f; a saber

lulloaraa) < € (1 low @y + Il o)
onde ¢ = ¢(m, K,$,Q) (a demonstragao desta relagao é similar a prova da de-

sigualdade ||ul|,,, < c|/f]l,), segue que

s~ wll e () < €1t = ull ey

sendo que u; — u em C*™ (@) para todo compacto ) C €. Assim u € C?*+ (@)
e f = lim Pu; = Pu, para cada ponto em {2, encerrando a prova. [ ]
j—o0

Considerando o problema
Pu=fem e wu=0na 0,

com f € LP(Q), é possivel mostrar, utilizando idéias semelhantes as empregadas
no Teorema 3.4.3, que existe uma solugao u € W?? () para este problema. Este

fato serd usado posteriormente no Capitulo IV.

3.5 Teoremas de Ponto Fixo de Leray-Schauder

Nesta secao veremos um modo diferente do discutido anteriormente para
garantirmos a existéncia de solugao para a equacao diferencial parcial quasilinear
n
Qu = Z a;; (z,u, Du) Diju+b(x,u, Du) =0,
ij=1
em um dominio limitado €2 C IR™, com 02, a fronteira de 2, sendo suficientemente
suave. Assumiremos que a;; (2, s,&) = a;i (z,5,§), (x,5,§) € Q x R x IR", que
as funcoes a;; e b sdo todas continuas em Q x R x R",i,j =1,2,..n e que Q é

eliptico, ou seja, a matriz [a;;| é positiva definida.
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DEFINICAO 3.5.1 (Congunto precompacto). Dizemos que o conjunto A é pre-

compacto se A é compacto.

DEFINICAO 3.5.2 (Operador compacto). Sejam X e Y espacos normados.
Dizemos que o operador T' : X — Y ¢é compacto se T leva conjuntos limita-
dos de X em conjuntos precompactos em Y, ou equivalentemente, T transforma
seqiiéncias limitadas de X em seqiiéncias de Y que contém uma subseqiiéncia

convergente.

Algumas vezes nos referimos a conjuntos precompactos como conjuntos rela-
tivamente compactos. Também vale a pena ressaltar que a prova dos teoremas

desta segao foram baseadas em [7] e [10].

TEOREMA 3.5.3. Seja C um conjunto fechado convexo, em um espago de

Banach X, e T uma aplica¢ao continua de C em C' tal que a imagem T (C) é

precompacta. Entao T tem um ponto fixo.

DEMONSTRAGAO. Podemos considerar C' um conjunto limitado, pois caso con-

trario basta trabalhar com o conjunto C, onde C é a envoltéria convexa de

T(0).

Como T'(C) é um conjunto compacto, para cada € > 0 podemos determinar

um nuimero finito de bolas abertas B, (x;) de raio € > 0 e centradasem z; € T' (C'),

j=1,..., N tais que
N

T(C)c U B.(z)). (3.5.1)

=1

Sejam Fy o subespago vetorial de X gerado por zy,...,zx € ¢y, ..., ¢,y Uma par-

ticdo da unidade formada por funces continuas associada a cobertura {B.(z;)}

de T(C) tal que 0 < ¢, < 1, S(¢;) C Bc(z;) e > 0j(x) = 1sex € T(O).
Definindo N :
TN.CC = Z ¢j (T.I') Zj,
j=1

podemos ver que Ty é uma aplicacao continua de CNFy em CNFy. Como CNFy
é um subconjunto convexo, limitado e fechado de um espaco de dimensao finita,

segue, pelo Teorema de Ponto Fixo de Brouwer (ver [10, Theorem 10.14, pg. 238])
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que T tem um ponto fixo, ou seja, existe xy € C'N Fy tal que Tyzy = zn. E

ainda, temos que

||TZEN—TN.I'N|| = HT{L’NZQb] (T[L'N) —Z¢] (TJZN)ZL‘]‘
= HZ ¢; (Tan) [Toy — z4]|| <e
1 .
Logo, fazendo ¢ = — obtemos uma seqiiéncia (z,) C C tal que T,x, = z,

n
1

e, pela desigualdade acima, ||Tz, — T,x,|| < —. Como T (C) é precompacto,
n

existe uma subseqiiéncia (T'z,, ) C (T'z,) tal que Tx,, — y. Além disso, sendo
1

| Txp, —xp, || < — temos que z,, — y, e da continuidade de T chegamos a
g,

Tz, — Ty. Portanto Ty = y, isto é, T" tem um ponto fixo. [ ]

TEOREMA 3.5.4 (de Leray-Schauder - caso especial). Sejam X um espaco
de Banach e T : X — X um operador continuo e compacto. Suponha que exista
uma constante M tal que ||z||y < M para todo x € X satisfazendo v = oTx,

o €1[0,1]. Entao T tem um ponto fixo.

DeEMONSTRAGAO. Considere a aplicagao T™ definida como

Tz, para ||[Tz|| < M
T"r=9q MTx

—— se ||Tx| > M.
ek

Seja (z,) € X e x,, — z. Como T é continuo, entdo Tz, — Tz. Vejamos que
o operador T* também é continuo. Suponha que ||Tz|| < M. Entao, para n

suficientemente grande,
Tz, =Tz, —Tz=T"z.

Se ||T'z|| > M, existe um ny tal que ||T'z,|| > M para cada n > ng e daf

MTzx MTz
T x, = 2 =T"z.
Tzl T
E para analisar o caso ||Tz|| = M, devemos considerar dois subcasos: primeira-

mente suponha que existe (T'x,, ) C (Tz,) e ||Tx,, | < M, entao

* *
T2y, =T, —Tz=T"2,
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e, caso exista (T'x,, ) C (Txy) e ||[Tzy,,| > M temos

. MTz, MTz .
e = | T T
Portanto T é um operador continuo. Além disso, o operador T* leva a bola
fechada W =B C X em B C X eT* éum operador precompacto, pois
considere (,,) C B e |Tx,|| > M. Entdo, sendo T compacto, e trabalhando com
uma subseqiiéncia se necessario, temos que 7'z, — vy, dai
My  MTx, My

— = — — 0.
Syl 1Tl ()

T x,

Logo, pelo Teorema 3.5.3, o operado 7™ tem um ponto fixo 7.
Afirmagao: 7 também é um ponto fixo de T. De fato, se ||TZ|| > M, entao

T =T*F =017 com o =

M
7] e ||z|| = |T*z|| = o ||TT|| = M, o que contradiz
T
a hipétese ||Z|| < M. Portanto, | TZ| < M e consequentemente T = 77 = TT,

isto é, T € um ponto fixo de T (]

Para aplicarmos o Teorema 3.5.4 para o problema de Dirichlet para equacoes
quasilineares, nés fixamos um nimero 5 € (0, 1) e pegamos o espaco de Banach
X como o espaco das funcoes Holder C1+7 (ﬁ) , onde 2 ¢ um dominio limitado

do IR™. Seja @) o operador dado por

Qu = Z aij (z,u, Du) Diju + b (x,u, Du)
ij=1
e assuma que @ ¢é eliptico em €. Suponha, também, que para qualquer o € (0, 1)
os coeficientes @;; e b estdo em C* (ﬁ X IR X ]R”) , que a funcao ¢ dada estd em
O ta (ﬁ) e que 09 seja suficientemente suave. Para toda v € C1*8 (ﬁ) , defina
o operador T' como u = T, onde u é a tnica solucao em C?+*# (ﬁ) do problema

de Dirichlet linear
Z aij (r,v,Dv) Diyju+b(z,0,Dv) =0em Q e u = na o).
ij=1
A unicidade de solugao deste problema é garantida pelo resultado de existéncia

linear, veja o Teorema 3.4.4. A solubilidade do problema Qu = 0 em €2 e u = @ na

09, no espago C? (ﬁ) é portanto equivalente a solubilidade da equacao u = Tu
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no espago de Banach X = C'7 (Q). A equacio u = 6Tu em X, ¢ € [0,1],
corresponde ao problema de Dirichlet

Qou = Z ai; (v, u, Du) Diju+ ob(z,u,Du) =0em Q e u= oy na .

i,j=1

Assim, aplicando o Teorema 3.5.4 pode-se provar o seguinte critério de existéncia:

TEOREMA 3.5.5. Considere Q C IR" um dominio limitado e suponha que @ é
eliptico em Q, com coeficientes aij, b em C* (ﬁ X IR X B") ,0<a<l epem
O ta (ﬁ) . Se dado um nimero 0 < 3 < 1 existir uma constante M, independente
de u e o, tal que toda solugcdo u em C*T (ﬁ) do problema de Dirichlet, Q,u =0
em Q eu=o0p nad, 0 <o <1, satisfaz ||u||01+5(§) < M, entdo o problema

de Dirichlet Qu =0 em Q e u = ¢ na 0%, tem solucio em C*+° (ﬁ) .

LEMA 3.5.6. Seja B = B(0,M) uma bola em X e considere T um operador
continuo de B em X tal que TB é precompacto e T (0B) C B. Entio T tem um
ponto fixo.

DEMONSTRAGAO. Defina o operador T como

Tx, para |Tx|| < M
Tz =9 MTx

—— se ||Tx| > M.
17|

Claramente, pelo que j4 foi visto no Teorema 3.5.4, T™* é uma aplicacao continua
de B em F, e também, sendo T' B precompacto, temos que T' *Bé precompacto.
Logo, pelo Teorema 3.5.3 T tem um ponto fixo Z, e como 7' (0B) C B nds temos

que ||Z|| < M. Portanto T = TZ. u

TEOREMA 3.5.7 (de Leray-Schauder). Seja X um espaco de Banach e T
um operador compacto e continuo, T : X x [0,1] — X, tal que T (x,0) = 0 para
cada v € X. Suponha que existe uma constante M tal que ||z||, < M para todo
(x,0) € X x[0,1] que satisfaz x =T (x,0) . Entdo o operador Ty : X — X, dado

por Tyx =T (x,1), tem um ponto fizo.
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DEMONSTRAGAO. Para cada 0 < € < 1 defina o operador 7. : B (0, M) — X por
( T (Mx M — ||zl

=)™ e

),seM—eﬁHxHﬁM

Mx
T 1 d <M —e
() awndo ol < 3 e

Desta forma temos que 7, ¢ um operador continuo. De fato, seja (z,,) C B(0, M)
tal que x, — z. Entdo, se [|z|| > M — € temos que ||z,|| > M — € para todo

n > ng, donde

Mz, M — Mz M-
Tz, =T ( n Hm””) T <—Z —“Z”) =Tz

lznll ™€ lzll” e

Caso ||z]| < M — ¢, temos que ||z,|| < M — € para todo n > ny. Logo

Mz, Mz
T.x,=T 1 T 1) ="T.z.
€:Bn (M_€7 ) - (M ) ) EZ

Se tivermos ||z|| = M — €, devemos analisar as seguintes possibilidades: suponha

que existe (x,,) C (z,) tal que ||z, || > M — € para todo k > ko. Entao

[E:A N [ lzl” e

e se existe (mnj) C (z,) tal que ||xn] || < M — € para todo j > jo, entao

Ta, =T 71 T(—1)=7(—=, — ") =72
g (M—e)ﬁ (M—e) Qﬂ e :

Além disso, T.0B (0, M) C {0}, pois se z € 0B(0, M), entao temos que ||z|| = M

eT.x =T (z,0) = 0. Portanto, para aplicarmos o Lema 3.5.6 em 7, basta mostrar-

mos que 1.B (0, M) & precompacto. Assim, suponha que (y,) C T.B (0, M ). En-
tao y, = T.x, para alguma seqiiéncia (z,,) em B (0, M). No caso em que temos

Mx, M — |z,
M — e < |jz,|| < M, considere o conjunto Z = (H :UH, | H) Como
Ty, €

Z C B(0,M) x [0,1], Z é um conjunto limitado. Ainda, de M — ¢ < ||z, || < M
Mz, M — Han)

lznll™ €

yn:Texn:T(

Dai, sendo T compacto e Z limitado, T'Z possui uma subseqiiéncia convergente.

Logo (y,) possui uma subseqiiéncia convergente. Caso ||z,|| < M — e,

Mz
w="T.x,=T 1.
o= Tirn = (7251)
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Mz
M junto W = -
as O COIlJlln O (M

,1) é limitado pois W C B (0, M) x [0,1]. Logo,
—€
uma vez que T é compacto, entao T'W possui uma subseqiiéncia convergente.
Portanto se ||z, || < M — €, (y,) possui uma subseqiiéncia convergente. Por outro
lado se (z,) C B (0, M) & tal que existe (x,,) C (z,) € ||@n,|| > M — €, entao
Ma,, M- |z,
ynk:TExnk:T( o ||I kH)

lznell™ e

Man, M — ||z, ||

lznll™ €
Man, M — ||lzn, ||

contém uma subseqiiéncia convergente, uma

Contudo T (

vez que o conjunto ( ) ¢ limitado. Logo (y,) contém uma

lznel” €
subseqiiéncia convergente. E, caso exista (z,,) C (x,) seja tal que ||z, || < M —¢

temos que
Mz,
k
Yny, = Len, :T<M—e’1 .
Mas neste caso (y,) também contém uma subseqiiéncia convergente, pois o con-

M, -
junto (Mx k. 1) é limitado e T' é compacto.

Desta forma podemos ver que T, tem um ponto fixo z (¢) . Consideremos agora

o conjunto

T F k 1

1
1 (1) k(M — ), se M — - < Jlaw] < M
T =T e O =
1, para ||lxg|| < M — T
Como oy € [0,1], passando a trabalhar com uma subseqiiéncia, se necessério,
temos que o, — o € [0,1]. Além disso, sendo T um operador compacto, podemos
também trabalhar com uma subseqiiéncia de 7' (v, 0%), se necessério, tal que
T (x,0r) — T (x,0). Logo se o < 1, como o3, — o, temos que para k suficien-

1
temene grande o, < 1 e daif M — Z < ||lzk|| < M, donde temos que ||z|| = M.

Assim

May, M — |y
lzsll” L

A (ﬁi—fﬁ,k(M - xk))k—> T (f"i—ﬁa> =T (z,0).

Dai x = T (z,0), o que nos dd ||z|| < M, o que é uma contradigdo e portanto

v, = Tipop =T

o vale 1. Neste caso analisemos as seguintes possibilidades: primeiramente se
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1
o < 1, obtemos que M — % < ||zk|| < M, donde ||z|| = M. Dai

Mzx
o - Tukxk:T(—’f k(M—kam)

e

M M
= T(ﬂaak) _>T(_x7o-) IT(,I‘71):T15L’
e [l

1
No caso o, = 1, para k suficientemente grande, temos ||| < M — iz Entao,

|z|] < M. Deste modo

Portanto x = T x. [ |



CAPITULO 1V

EQUACOES DA FORMA

Au = f(z,u, Du)

Neste capftulo veremos como obter uma solugao em W27 (Q) para o problema

de valores de fronteira
Au = f(x,u,Du) em Q e u=p nadfd

contanto que a funcao f satisfaca certas condigoes, as quais estarao descritas na

seqiiéncia.

4.1 Uma Estimativa A-Priori Fundamental

Seja 2 um domifnio limitado em IR"™ com a fronteira 00 de classe C?. Nés

trataremos do seguinte problema de valores de fronteira
Au= f(z,u,Du) em Q@ e u= p na . (4.1.1)
Aqui, A é o operador de Laplace, u = u(xz) e Du = Du(z) é o gradiente da
funcao u.
Este problema serd estudado para uma classe de fungoes reais do espaco de
Sobolev W2? () com p > n, tal que a fungao ¢ é o trago, ¢ = P|aq, da funcao
@ de W22 (Q), isto ¢, o € W2 /PP (9Q) e a norma satisfaz

HSf?H/Wz—l/p,p(aQ) < G H?’HWM(Q) y

onde ¢y é uma constante que nao depende de p. A demonstragao deste resultado
¢ baseada no Teorema do Trago, e pode ser vista em [18].

Nos assumimos que a funcao f satisfaz as seguintes condigoes:

90
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(A1) Seja f(x,s,€) definida em © x IR x IR" com valores em IR, e suponha que
f satisfaz a condi¢ao de Carathéodory, ou seja, é uma fung¢ao mensuravel
com respeito a x para todo (s,§) € IR x IR™, e continua em relacdo a (s, &)

para quase todo x € ).

(A2) Considere
|f (2,5, 8)] < b(x,s) (L+[¢]")
para quase todo x € Q e todo (s,£) € Rx IR", com j1 = R e p > n, onde
p

a funcao b (r, s) é mensurdavel com respeito a x para todo s € IR, continua

em relacao a s para quase todo = € (2, e tal que para qualquer [ > 0 fixo

supjsi<ib (-, s) € L” (2).

Utilizando argumentos semelhantes ao do Teorema 3.4.3 podemos encontrar

uma solugao em WP () do problema
Au=0em 2 e u=pnad,

a qual chamaremos de u;. Entao a fungao u = uy — uq, onde uy € W2?(Q) ¢é

solucdo de (4.1.1), serd soluc@o do seguinte problema de valores de fronteira

Au = Auy — Auy = f(x,ug, Dug) em 2

u = Uy — u; = 0 na 0.

Desta forma, sendo us = u + u;, com u; conhecida, temos que
Au= f(z,u+u,Du+u)) = f(z,u, Du) em Q
u = 0 na 0f),
onde f: Q x IR x IR" — IR satisfaz também as hipéteses (A1) e (A2).
Assim, para solucionarmos o problema (4.1.1) ou obter informagoes a respeito
de sua solugao, basta analisarmos o problema
Au = f(x,u, Du) em €
u = 0 na 0.

(4.1.2)

Também, um resultado frequentemente usado no estudo da equagao (4.1.2)
¢ a Desigualdade de Gagliardo-Niremberg que enunciamos em seguida e que o

leitor pode consultar [9, Theorem 10.1, pg. 27].
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TEOREMA 4.1.1 (Desigualdade de Gagliardo-Niremberg). Seja Q um do-
minio limitado com 0Q em C*, eu € WFPN LI 1 < p, ¢ < co. Para qualquer j

inteiro, 0 < j < k, e qualquer a no intervalo j/k < a <1, escreva

i:i+a<1—§>+(1—a)i.

p n p q

Quando k — j —n/p nédo for um inteiro nao negativo, entao

a 1-a
1Dsully < € (Wullyroey) (Iullg) -

Se k — j —n/p é um inteiro nao negativo, entao a desigualdade acontece para

a= % (C independe de u) .
Um dos principais resultados desta secao estd no

TEOREMA 4.1.2 (PohoZaev). Suponha que as condi¢oes (A1) e (A2) sao sa-
tisfeitas com p > n. Entdao eziste uma fungdo ¢ : R% — IR, limitada em todo
compacto, tal que qualquer solugao u € WP (Q), com p > n, do problema (4.1.2)

satisfaz

ooy < ¥ (M, llburl, ) (4.1.3)
contanto que ||ul|, < M. Aqui by (z) = supp<mb(z,u), R = Ry x Ry e

DEMONSTRAGAO. Temos que

f (2, u, Du)
Entao
f (2, u, Du)

Au—c(z)u= (1+ |Dul") — ¢ () u,

1+ |Dul|*
onde ¢ (x) = by (x) > 0. Assim a funcdo u satisfaz
Au—c(x)u= fi(x)|Dul+ fo(x) em Q
u = 0 na 012,

(4.1.4)

onde
f (@, u(z), Du(z))

HE =T Dup

fo(x) = fi(z) = c(z)u(z).
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Nosso objetivo ¢ obter uma estimativa para ||ul|yy2, o) em termos das quanti-
dades [[ul| . , || f1]l, e[| foll,, , que s@o limitadas em fungéo de M e [|by|,, . Para isto

consideremos, no espago W27 () com p > n, o problema de valores de fronteira

Av—c(z)v = f1(x)|Dv|" +tfo(z) em Q
v =0 na 09,

(4.1.5)

com o parametro t € [0, 1] e as fungoes ¢, f; e fo definidas anteriormente.

Tendo em vista o Lema 4.1.3 a seguir, observe que a solu¢ao do problema
(4.1.5) para t = 1 coincide com a solu¢ao do problema (4.1.4) e, em virtude da

notagao usada, com a solugao do problema (4.1.2).

Agora sejam v; e vy solugdes de (4.1.5) correspondentes aos valores t; e to,

ty > t1, parmetros t. Entao a diferenca v = vy — vy satisfaz

AV —c(x)v = fi(z)][|Dus]" — |Dv1|"] + (t2 — t1) fo (z) em Q
v = 0 naodS.

Conseqiientemente,

180 = c (@) vll, <[l fr[[Dval” = [Doal ][], + (B2 =t1) [ foll,

(4.1.6)
<2 Aill, 1DFIE +2¢ Al Dol + (=) 1ol

para 0 < t; < ty < 1. Da prova da interpolagao da Desigualdade de Gagliardo-
Niremberg (veja [9, Theorem 10.1, pg. 27|) para a fungao v em W?2? () com

P >n e dO fato que u = 2 — E, segue que
p
~ ~npy— 1 ~nl—p—1
1DVl < Crllolliy2ngq) 10115" (4.1.7)

onde C; = C4 (2, n, p) . Por outro lado, da desigualdade para operadores elipticos,

veja [2, Theorem 7.1], temos que
1520y < ANAT — ¢ ()T, (4.1.8)

aqui A=A (Q,n,p, Hch) .

Logo, utilizando (4.1.6), (4.1.7) e o Lema 4.1.4 a ser visto em seguida, nesta
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ordem, obtemos que

IN

IAT —c (@), < 27U Al IDVI5 + 2" 1fill, [ Dulls, + (&2 — 1) [Lfoll,

241 LAl 0N 9wy + 2 1A, 1Dl + 11 foll,
_ —1 1~

2O A, (2 = t)" ™ (L4 ullo )™ 101l

+2 [f1ll,, 1Doalls + W foll, -

IN

IN

Entao, por (4.1.8) chegamos a

~ _ -1 —1 )~
[Ollyyzay < 27 TCYANANL (= t0)" 7 (L4 llull ) Bl

+2"A | full, 1Dvi]l5 + Allfoll,, -
Dati, considerando

O0<tyo—t < r, (419)

o 1/Ge)
onde r = (2C;) "/ #=Y <A ||f1||p)

(1+|jull)~" temos que
Wllwes@y < 27" 10llwan) + 2" AL, [ Duills, + Allfoll, -

Donde
[l w2my < 247 A foll, Dol + 241 foll, -

Como [|[v2]lyy2ny < [[0llwzr@) + Villw2sq) € tendo em vista a desigualdade
proveniente da imersdo W27 (Q) — C* (Q) para p > n, isto &,
[Dv1]l o < Caflvallyzno

onde Cy = Cy (2, n, p) obtemos

[v2llyzn i@y < lv1llwas) + 27 CEA AL 012 @) + 24 1 foll,,-

Agora, com r fixado seja k um numero natural tal que (k —1)r < 1ekr > 1.
Considere v; as solugoes em WP (Q) do problema (4.1.5) correspondentes aos
parametros t; = (j —1)r, j = 1,...,k, e vp41 a solugdo associada ao pardmetro
tpr1 = L.

AFIRMAGAO: ijHWQ,p(Q) < (M, HbMHp> :
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De fato, para j = 1 temos que t; = 0 e portanto v; = 0, donde obtemos a
desigualdade desejada. Suponha que para j = [ a desigualdade seja verdadeira.

Entao, para j = [+ 1, temos que

||Ul+1||w2»p(sz) < ||Ul||w2,p(ﬂ) + 2105 A ||f1||p ||vl||/IfV27P(Q) +24 ||f0||p
1%
<v (M, Ibull,) + 22 CEANAD, [0 (M 1o, )|+ 2401 5ol
=rr (M. barl, )

Assim, sendo a fungao vy associada ao parametro tx,1 = 1, pelo que j4 foi
dito ela coincide com a solugao u € W?? (Q) do problema (4.1.2), donde temos

que a desigualdade (4.1.3) é satisfeita. n

LEMA 4.1.3. Para qualquert fixo o problema (4.1.5) tem no mdximo uma solug¢ao

em W?2P(Q), p > n.

DEMONSTRAGAO. Suponha que v e z sdo duas solugdes arbitrarias de (4.1.5) .

Entao a diferenca w = v — z satisfaz

Aw—c(x)w = fi(z)(|Dv]" —|Dz|") = f1 (Ji)Zhl (x) Djw  em

w = 0 nadf,

onde h; (z) = [}

o Hi(z,7)dr com

n

n/2—1
H;(x,7)=p [Z (tDyw + Dkz)Ql (tDsw + D;z) (z)

paray ,_, (TDyw+ Dy2)*(2)#0 e H; (,7) =0 para Y opey (TDyw+ Dy.z)*(2)=0.
Comoc(xz) >0,ce LP (), f1 € LP (), h; € L>® () (i =1,...,n) e p > n, segue
do Principio do Méximo de Aleksandrov para fungoes em W?2? (Q) que w = 0,

donde temos que v = z, completando a prova. [ ]

LEMA 4.1.4. Sejam vy e vy solugdes de (4.1.5) correspondentes aos valores t; e t,
ty > t1. Entdo

|ve — w1l oo < (t2 — 1) (1 + [Jully) -
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DEMONSTRAGAO. Consideremos K = (to — t1) (1 + ||ul| ) e U = vo—v;. A funcéo

v — K satisfaz

n

—[A (0= K)—c(2) (0-K)|=—fi () Y hi () D; (0-K) = (ta—tr) fo () —¢ (2) K

=1

em () e

v— K =—K nadf.

Aqui h; (z) = [} H; (z,7)dr com

0

n

w/2—1
Hi(z,7)=p [Z (D0 + Dkvl)2] (DT + Dyvy) (2)

para Y7, (7D + Dyvy)? (z) # 0 e

H; (z,7) = 0 para Z (TDy0 + Dyvy)* (z) = 0.
k=1

Além disso,

—(ta—t1) fo(x) —c(2) K = —(ta—t1) fo(z) — (t2 — t1) (1 + |lull ) c (x)

emQev—K=—(to—t1) (1+ ||ul| ) <0 na 0. Entao, segue do principio do
méximo que ¥ < K em Q. Ainda, fazendo uma anélise semelhante a anterior com
a fungdo ¥ + K chegamos que —K < ¥ em 2. Portanto ||7]|, < K, donde temos

o resultado procurado. [ ]

Consideremos agora que a funcao de Carathéodory f satisfaz a condigao
seguinte:
(A2)" Suponha que
[f (2, 5,8) = b(x,5)] < b (z,5) €]
comy:2—ﬂ,q2p>ne1/:QSeq:oo,paraquasetodox6Qe
q

para todo (s,£) € IR x IR™ com as fungoes de Carathéodory b > 0e b > 0

satisfazendo, para qualquer [ > 0 fixo,

sup|s|<ib (-, 5) € LP (), supjsj<iby (-, 8) € L1(2).
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COROLARIO 4.1.5 (do Teorema 4.1.2). Suponha que sejam satisfeitas as con-
digoes (A1) e (A2)" com q > p > n. Entdo existe uma fungio ¢ : R3 — IR,
limitada em todo compacto, tal que qualquer solu¢io u € W?P (Q), com p > n,

do problema (4.1.2) satisfaz a desigualdade

ey < % (M 1ol bl )

contanto que ||ul|, < M. Aqui estamos considerando by (v) = supp<mb (z,u) e

bl,M (37> = Sup\u|§Mb1 (I’, u) :

DEMONSTRAGAO. Observe que

f(z,u, Du) — b (z,u)

1+ |Dul|” .
B (L 1Dul) b ()

Au = f(z,u, Du) =

Dat,

f(z,u, Du) — b (x,u)

A — _
u—c(zr)u T+ D’

(1+|Dul”) +b(x,u) — c(x)u,

onde ¢ (x) = by (x) + by s () > 0. Assim a funcdo u satisfaz

Au—c(z)u = fi(z)|Dul]” + fo(z) em Q
u = 0 na 09,

onde

) = HEBDO N o o) = @) 4 b - e

A idéia agora ¢ obter uma estimativa em [|ul|y2, (o) em termos das quantidades
ull o < M, |[£ill, e [[foll, que sdo limitadas em fungdo de M, [[ball, e [[b1al, -
Para isto, basta prosseguir a demonstragao com passos semelhantes aos utilizados
na prova do Teorema 4.1.2 considerando, no espago W2? (), com p > n, o

problema de valores de fronteira

Av—c(z)v = fi(x)|Dv]”" +tfo(x) em Q
v = 0na 0,

com o parametro t € [0, 1] e as fungoes ¢, f e fy definidas anteriormente.
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Neste caso, utilizamos o fato que

£ (1Dvs|” = [Dui )], < 277 H L full, 1DBNF + 27 [ Dunllz (1 £l

onde p = /B a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg para a funcao v em

W2P () serd dada por

1ol < Cullole,,  ellg

wW2.P(Q)

4.2 A Precisao do Indice ;=2 —n/p

O artigo de Kazdan e Kramer [14] nos fala que o Teorema 4.1.2 também é

valido desde que seja satisfeita a hipétese (Al) e a condi¢ao de Bernstein, isto é,
[ (2,5, <b(a,s) (1+[¢)
com a fungao de Carathéodory b satisfazendo
supjsj<ib (-, s) € L (£2)
para qualquer [ > 0 fixo. Daf resulta que esta fungao b é tal que
supjs<ib (-, s) € LP (2), com p > n,

ou seja, a funcao f nao satisfaz somente a condicao de Bernstein mas também
a condicao (A2) com pu > 2 — E, incluindo 2 > p > 2 — 2, o0 que em geral nao
implica que tenhamos a Vera,cidlzlde do Teorema 4.1.2. g

Vejamos um contra-exemplo que mostra que o indice y = 2 — n de (A2) nao
pode ser trocado sem que tenhamos assumido hipéteses adicionais].?

Sejan=1,Q=[0,1] C Re

Au = b(z)|Dul em Q

w0 = 0 e u(l)=(1+¢"—¢
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o (60— 1
com b(z) = 0" (0 —1)(z+e) 2V Aqui p > 2L = 2——-,p>1,
p

p
d? d
—u, Du = 2. Vale ressaltar que o nidmero 6
dzx? dz

serd fixado posteriormente para que uma determinada condicao desejada seja

€ (0,1), 6 € (0,1) e Au =

satisfeita.

Calculos simples mostram que este problema tem solugao tinica
u(z)=(z+e' =€,

Além disso, a norma |||, satisfaz

Ioll, = (A”bwﬂﬂm)upzel“u—ﬂ)(Alkx+@92uw1)

1/p
p
dx>
1/p
1+e)f — ek
& , k=[pl—-0)+6—-2|p+1.

= 9" (1-9)

Agora fixemos 6 € (0,1) tal que k& > 0, isto &,

2—1/p—86
L 2-1p—0

K 1-6

Assim, com os valores dos parametros indicados acima, a desigualdade
1
/p < gLl-rok/pL.—1/p

[B]], < 0 HETVP (14 )" — €

acontece para qualquer € € (0,1).
A funcdo ¢ (z) = [(1 +e)f - 69] x é tal que Qlga = u|sq e satisfaz

1/p

1
1Bl = / S 1D (@) da
0

ja|<2

IN

[(1 + 6)0 — 69] [1 + (1 +p)71/p]

< M0 g

1
para os valores dos parametros dados. Portanto, parap > 1, u>2—=ef € (0,1)
p

fixos, as desigualdades
lulloe <2, lIbll, < 6" 2PK72 e lollpasimaon) < o lPllwang) < 4

sao vélidas para qualquer € € (0,1). Como vimos no inicio da Se¢ao 4.1, ¢y € uma

constante que nao depende da fungao .
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Por outro lado, a norma || Du||_ satisfaz
1
|Dull, = 0= — +oo quando € — 0.
=
Logo, pela imersdao W27 (Q) — C* (Q) , temos que
lully2p@) — +o0  quando e — 0.

Desta forma vemos que o Teorema 4.1.2 nao acontece para qualquer p > 2 — —

(n=1).

4.3 Teoria de Solubilidade

Considere o problema de valores de fronteira (4.1.2) com as condigoes (A1),

(A2) e a seguinte condigao de Lipschitz:
(A3) Admita que

|f(SC,S,77) —f(ﬂ?,S,f)| <bh <x787£77]) ’ |77—f|

para quase todo x € Q e todo (s,&,17) € IR x IR" x IR", onde a funcao
by (z,5,£,m) € mensurdvel com respeito a x, V(s,&,n) € R x R™ x IR",
continua em relagao a (s, &, n) para quase todo = € 2 e tal que para qualquer

{ > 0 fixo

sup{by (- 5,&m);|s| < L[] <1 || <1} € LP(R2)  com p > n.

Na seqiiéncia veremos um teorema que garante a existéncia de solugao em

W2P () do problema (4.1.2) , mas para tanto vejamos as seguintes defini¢oes:

DEFINIGAO 4.3.1 (Super-solucao). Uma funcio uy € WP (Q) comp > n é

dita uma super-solug¢do do problema (4.1.2) se

—AU+

v

—f(x,uy,Duy) qt.p emQ

uy > 0 na .
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DEFINIGAO 4.3.2 (Sub-solugao). A fungio u_ € WP (Q2) com p > n é dita

uma sub-solugdo do problema (4.1.2) se

—Au_ < —f(x,u_,Du_) qt.pemQ

u_ < 0 mnadfd.

TEOREMA 4.3.3. Suponha que as condigoes (A1), (A2) e (A3) sejam satis-
feitas com p > n. Suponha também que existam super e sub-solucoes, uy e u_,
respectivamente, em WP (Q) do problema (4.1.2) tal que uy () > u_ (z) para

cada x € Q. Entdo o problema (4.1.2) tem uma solugcdo u € WP (Q) e

u_ (r) <u(r) <uy(z), VreQ.

A prova deste teorema basear-se-4 nos dois lemas seguintes:

LEMA 4.3.4. Suponha que a fun¢do real Fy (z, s,€) definida em Qx IRx IR"™ satisfaz

a condigao de Carathéodory (Al) com f = Fy, e
sup(seyerxme | Fo (-, 5,6)| € LP (Q)  com p > n. (4.3.1)

Entao o problema de valores de fronteira
Au = Fy(z,u,Du) emQ e u=0 nad
tem uma solugdo u € W>P ().

DEMONSTRAGAO. Considere o problema de valores de fronteira
Au = Fy (z,v,Dv) em Q@ e u=0na o2 (4.3.2)

para uma funcao arbitréria v € C* (ﬁ) .

Entao, de acordo com a teoria conhecida de problemas elipticos em L? (),
para qualquer v € C* (ﬁ) , 0 problema (4.3.2) tem uma tinica solu¢ao em W?2? ().
Deste modo, para cada v € C! (ﬁ) , defina u = T'v, onde u é solugao de (4.3.2) .
Note que pelo fato de a solugao ser tinica o operador T estd bem definido. Por
(4.3.1) u satisfaz

Jullyasiey < i I1Foll, < €
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onde C' é uma constante que nao depende de v. O operador
T:C"(Q) — W (Q)

é continuo, e como a imersao W27 (Q) — C* (Q), p > n, & compacta, o operador
T & um operador compacto de C' (Q2) em C* (2) .

Em virtude da desigualdade [[u||y2,q) < C, existe uma bola B fechada em
C! (ﬁ) em que T leva B em B. Entao, pelo Teorema 3.5.3 o operador 7' tem um
ponto fixo u € C' (Q) , que pela defini¢ao de T estd em W2? (Q), isto ¢, Tu =
com u € W%P (). Daf temos que U ¢ solugao procurada, completando a prova

do lema. ]

Para uma funcao u de W2 (2) com p > n nés definimos o operador trunca-

mento o pela relacao

uy (), parau(z) > uy (x)
ou(r) =4 u(x), seu_(r)<u(r)<uy ()

u_(z), quando u(z) <u_(x),
e consideramos o problema de valores de fronteira

Au = f(x,ou,Du) em 2 e u =0 na . (4.3.3)

LEMA 4.3.5. Suponha que a funcgdo f satisfaca as condigoes (Al), (A2) e (A3)
com p > n. Seja u em W?P (Q) a solugio do problema (4.3.3) . Entdo

u_ (r) <u(r) <uy(z), Ve

DEMONSTRAGAO. A funcao w = u — u, satisfaz

—Aw = Auy — Au< f(z,uy,Duy) — f(x,0u, Du) em Q

w = u—uy <0 na .

Assumamos por contradicio que existe Z € Q tal que uy (Z) < v (Z). Entdo o
conjunto

G={reQ; w(z)>0}



SECAO 4.3 TEorIA DE SOLUBILIDADE 103

¢ nao vazio e
—Aw < f(z,uy,Duy) — f(x,uy,Du) em G.
Em virtude da condicao (A3) nés obtemos que

—Aw < by (z,uy, Du,Duy) - |Du— Duy|

= b (z)-|Dw| =) a;(z)Djw em G

J=1

com by (z) = by (z,uy, Du, Duy), e, onde aj(x) = 0 quando |[Dw| = 0 e do
Dj'U)
| Dw|
do Méximo de Aleksandrov (veja Teorema 3.1.9) segue que o maximo de w em

contrério a; (z) = by () € LP(Q) com p > n, ew = 0 na JG. Pelo Principio

G é zero, o que contraria o fato de GG ser nao vazio. Portanto temos que
u(r) <uy (x), VoeQ.
Com uma andlise semelhante na funcao z = u_ — u obtemos que
u_(r) <u(r), VreQ,

concluindo a demonstracao. [ ]

DEMONSTRAGAO DO TEOREMA 4.3.3. Seja M = maz {||ui||,||u—|l.} e con-

sidere a fungao 1 (M NVl p) do Teorema 4.1.2. Além disso, tome

My = Coyp (M, ||bM||p)

onde Cy = C5 (Q2,n,p) € a constante proveniente da imersao W27 (Q) — C* (Q)
com p > n.

Agora defina a fungao

f(x,s,8), para || < M

F —=
1 (8,8) f <x,s,M2%> , se [§] > My,

com

M2 = max {Mh ||Du+||oo ) ||Du—||oo} :
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Esta fungao Fi satisfaz as condigoes (Al) e (A2) com a correspondente de-

siguadade

b(w,s)(1+[E]"), se [§] < M;

1Py (@, 8,8)| <
b(x,s)(1+ M), quando [£| > M,

donde
|Fy (z,5,8)] <b(x,s)(1+ My).

A funcao F) satisfaz também (A3) com a desigualdade

’Fl (x,s,g) - kB (95;3777)| SbZ('T78>€777) |’£_77|

onde

p
b (z,5,€,m), para [¢],|n| < My,
bl $,S,£,M21 ) Ccaso ’f‘ S M27 ‘7]| > M27

yl
b2 (I,S,f,’f]) - f
bl xasaMQEﬂ? 5 qua‘ndo |5| > M27 |77| < M2’
£ 1

bl '/1:757M2_7M2_ ) se |€| ) |77| > M2'

\ I3 l

E ficil de se verificar esta desigualdade geometricamente, no entanto a prova
analitica exige um pouco mais de trabalho.

Consideremos o problema

Au = F) (z,ou,Du) em Q e wu =0 na 0. (4.3.4)
A funcao
F ($,U+ (‘/E)7€)7 parau(x) > Uy (aj)
Fi(z,u,§) =1 F (z,u,f), quandou_ (z) < u(z) < u, (z)

Fy (z,u_(x),£), casou(xr) <u_(x)

¢ uma fungdo real que satisfaz (A1) e supu.eerxme |F1 (-, u, €)| € LP () . Ainda
mais,

Fy(z,u(x),Du(x)) = F (z,0u(z), Du(x)).

Logo o Lema 4.3.4 pode ser aplicado para o problema (4.3.4) , donde obtemos que

este problema tem uma solugao u € W2 ().
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Observando que as funcoes u, e u_ sao, respectivamente, super e sub-solucoes

do problema
Au = Fi (z,u,Du) em Q@ e u=0na d, (4.3.5)
temos, pelo Lema 4.3.5, que

u_(z) <u(r) <uy(z), Voel

Conseqiientemente, o (x) = u (z) . Entao a solugao u obtida do problema (4.3.4)
é também solugao de (4.3.5) .

Assim, como ||u]| . < M, pelo Teorema 4.1.2, obtemos que
[#llyzsay < ¥ (M. llbarl, )
e, pela desigualdade de imersao, ||ul| o1 (@) < Gy [[ul]yy2.p(q » segUE que
Mz, e | DA (@) < Ca [l ey < Cave (M. llbal,) = My

Sendo F = f para |[£| < M; < Ms, entao a solugao u de (4.3.5) é também solugao

de (4.1.2), concluindo a prova do teorema. n

EXEMPLO 4.3.6. F facil verificar que as funcées u_ = 0 e u, = K sdo, respectiva-
mente, sub e super-solugdes do problema (2) apresentado na introdugdo, contanto
que K > 0 seja suficientemente grande. Dad, utilizando o Teorema 4.3.3 vemos

que existe uma solugdo positiva do problema (2) e
0<u<Kem®

como queriamos.

4.4 O Principio do Méaximo e a Condicao (A3)

Considere ¢ (z,£) uma funcao definida em Q x IR" com valores em IR que

satisfaz a condicao de Carathéodory, isto é, uma funcao mensuravel com respeito
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a x para todo ¢ € IR"™ e continua em relagao a & para quase todo z € ). Assuma

também que para qualquer [ > 0 fixo
supgi<t|g (. §)| € LP (),  com p > n.

Fixada uma funcdo v em W?? (), consideremos as seguintes desigualdades
para uma funcao w de W?2? () :
—Aw < g(xz,Dv) — g(x, Dv+ Dw) em Q

w <0 nadnN.

(4.4.1)

Se a funcao g satisfizer somente as condigoes mencionadas acima, o principio

do méximo e (4.4.1) ndo garantem que
w<0 em (4.4.2)

Além disso, se a condigao (A3) ¢ trocada pela condigdo de Holder da forma

\f (,8,m) — f(2,8,6)] <bi (2,560 n—&F, 0<A<1,

com a mesma fungao b; de (A3), a desigualdade (4.4.2) para g também nao segue

de (4.4.1) para qualquer A, 0 < A < 1.

Este fato é ilustrado pelo

EXEMPLO 4.4.1. Para qualquer A, 0 < A <1, ep >n a fun¢io w (x) = 1 — |z|*™
1—n/p
1—A

com o > do espago W*P (Q), com p > n, satisfaz

Aw = go(z)|Dw]* em Q= {ze R"|z| <1}
w = 0 nadQd={xe R";|z|=1}

com

go(r)=—(1+ Oé)l_A (+n—1)- |x|a(1—/\)_1

e gy € L? (Q) .
Observe que as condigbes (4.4.1) sdo satisfeitas para as fungoes v = 0 e

g(z,8) = go(x)- €], mas w(z) > 0, Vo € Q, ou seja, a desigualdade (4.4.2)

nao é verdadeira em 2.
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OBSERVAGAO: Para uma funcao arbitraria fixa v em W2? (), p > n, nés con-

sideramos as seguintes desigualdades para uma fungiao w de W27 (Q) :

Aw —c(z)w < g(z,Dv+ Dw) — g(x,Dv) em Q
w <0 nad,

(4.4.3)

com a fungao ¢ indicada no inicio da secé@o e a funcao ¢ em LP (Q2), p > n, com
¢ > 1em . Entao o caso geral da desigualdade (4.4.2) para g nao segue de (4.4.3)
e da condigao de Holder com 0 < A < n/p.

A observagao precedente pode pode ser analisada através do

EXEMPLO 4.4.2. Qualquer que sejam o nimero A\, 0 < A < n/p, e p > n a fungao

1—
w(z)=1—|z[*™ com1>a> Tn)\/p de W?P (Q), satisfaz

Aw—c(x)w = ho(z)|Dw]® emQ={xeR"|z| <1}
w = 0 naodfd

em que
w(x)

ho (z) = go (z) — c () ———,
() = g0(w) —e@) o0

e hg € LP(Q). A fungdo go estd definida no Exemplo anterior.

Note que, para as fungoes v =0 e g (z,&) = ho (x) - |§|)‘, as condigoes (4.4.1)

sdo satisfeitas, contudo a desigualdade (4.4.2) ndo é verdadeira em 2.

4.5 Algumas Aplicacoes

Através de alguns testes com conjuntos de fungoes super e sub-solugoes, pode-
mos obter varios exemplos de existéncia de solugoes do problema de valores de
fronteira da forma (4.1.2).

Deste modo, vamos ao “teste” do conjunto de fungoes super e sub-solugoes da

forma u = t, onde t € um nimero real.
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EXEMPLO 4.5.1. Suponha que as condigoes (A1), (A2) e (A3) sdo satisfeitas com

p > n, e que existam dois numeros reaisty et_, t_ <0 <t,, tais que
f (fl?,t,,()) < 0 < f(l’,t+,0) em (1.

Entao o problema de valores de fronteira (4.1.2) tem uma solugio u em WP (),

e

t_<u(x) <ty Vrecl.

Para provar este exemplo é suficiente aplicar o Teorema 4.3.3 com u, =t, e
u_ =1t_.
Vamos agora ao “teste” de um conjunto de funcoes super e sub-solucoes da
forma u = tﬁ.
2
EXEMPLO 4.5.2. Suponha que as condigoes (A1), (A2) e (A3) sdo satisfeitas com
p > n, e que existam dois numeros reaisty et_, t_ <0 <t1,, para os quais

2
f(x,t_%,t_@) < nt_ em?{),

2
f(x,u%,mx) > nty em Q.

Entao o problema de valores de fronteira (4.1.2) tem uma solugao u em WP (Q),
e
jl® _ jaf* ol
t_T SU(.T) §t+7, VxGQ

Para demonstrar o exemplo basta aplicarmos o Teorema 4.3.3 com
Uy =1t ﬂ e U_=t_—

+ + 2 - - :

De maneira similar podemos obter a validade do exemplo para o problema

de valores de fronteira (4.1.2) se considerdssemos o “teste” com o conjunto de

funcoes super e sub-solucoes da forma

t =12
u=—l|z—2z|,
2

com correspondentes t_,t, € IR e z_,Z, € IR", o qual seria
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EXEMPLO 4.5.3. Suponha que as condi¢oes (A1), (A2) e (A3) sdo satisfeitas com
p > n, e que existam dois numeros reaist, et_,t- <0< t,, ex_,x, € IR"

para 08 quais

-2
f(:v,t_’me',t_(x—f_)) < nt. emQe

-2
f<x,t+|x++|,t+(x—j+)> > nty em .

Entao o problema de valores de fronteira (4.1.2) tem uma solugao u em WP (Q),

e
o=z * _
t——— < u(r) <ty

|z — 5f+|2

5 . Yz eq.

Consideremos agora um “teste” com um conjunto de fungoes super e sub-

solucoes da forma

onde ¢ ¢ um nimero real e ¢, é a primeira autofuncao do problema de valores de

fronteira

Ay + MYy =0em Q e 1, =0 na 91,
com 1, > 0 em €.

EXEMPLO 4.5.4. Suponha que as condi¢oes (Al), (A2) e (A3) sdo satisfeitas com

p > n, e que existam dois numeros reaisty et_, t_ <0 <t,, para os quais

f@ iy (), 1Dy (2) < =Mty (z), VeeqQ,
F @t (1) 6D, (2) > —Mtidy (@), VoeQ,

Entao o problema de valores de fronteira (4.1.2) tem uma solugao u em WP (Q),

e

t-y (z) <u(z) <ty (z), Yo el

A prova deste resultado pode ser obtida aplicando-se o Teorema 4.3.3 com

up =ty (z) e um =t_9y (z).
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OBSERVACAO: Em alguns casos a mudanga de varidvel v (x) — u (), definida
pela relagao u = S (z,v) com uma fungao suave S, pode transformar o problema
de encontrar super e sub-solugdes u, e u_ do problema (4.1.2) em um mais sim-
ples, o de encontrar super e sub-solucoes v, e v_ de outro problema de fronteira,

induzido pela funcao S.
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