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RESUMO

O objetivo central deste texto é expor uma teoria de solubilidade, segundo

[20] e [6], para problemas de valores de fronteira da forma

Lu = f(x,u, Vu) em Q
u = @ na 02,

onde £ é um operador eliptico do tipo a ser detalhado posteriormente. Para este
fim, utilizaremos algumas ferramentas tais como teoremas de ponto fixo de Le-
ray-Schauder, estimativas a-priori e sub-supersolugao. Iniciaremos nossos estudos
com alguns conceitos béasicos como Distribui¢oes e Transformada de Fourier a
fim de dar fundamentacao para os itens centrais. Além disso, como estamos
interessados em solugoes que estao em W?2P (Q) , achamos salutar incluir um breve
estudo dos espacgos de Sobolev e teoremas de imersao, os quais serao essenciais

nas demonstragoes em foco.

Palavras-chave: Teoremas de ponto fixo, Sub-supersolucao, Operadores elipticos,

Estimativas a-priori, Teoremas de Imersao.



ABSTRACT

The main objective of this text is to expose a solubility theory, following [20]

and [6], for the boundary value problem

Lu = f(x,u, Vu) em
u = @ na 02,

where £ is an elliptic operator for which we will give details later. For this
end, we will use tools as Fixed Points Theorems, A-priori Estimates and Upper
and Lower Solutions. We will begin our studies with some basic concepts, as
Distributions and Fourier Transforms, in order to give base to the central items.
Besides, as we are interested in solutions that are in W27 (Q), we found salutary
to include a brief study of the Sobolev Spaces and Immersion Theorems, which

will be essential in demonstrations in focus.

Key words: Fixed Points Theorems, Upper and Lower Solutions, Elliptic Opera-

tors, A-Priori Estimates, Immersion Theorems.
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INTRODUCAO

A existéncia de solucao para problemas elipticos do tipo

Lu = f(zr,u,Vu) em Q (F)
u = ¢ na 02,
onde 2 é um dominio limitado com fronteira suave e £ é um operador eliptico,
vem sendo estudada por diversos cientistas tais como Pohozaev [20], Delgado e
Sudrez [6], Xavier [25], [26], [27] e Zigian [29]. O método mais utilizado por estes
autores foi o de sub-supersolucao, e é precisamente neste método que os principais
resultados deste trabalho estao focados.

No entanto, nenhum estudo faz sentido se ele é desprovido de utilidade, isto
¢, se nao ha como aplicd-lo em algum ramo do conhecimento humano. Desta
forma, sem muitos detalhes, citaremos algumas das aplicagoes em que a teoria
exposta aqui possa ser util. Como aplicacoes, temos problemas de dindmica
populacional (que veremos com mais detalhes), além de estudos relacionados a
potencial elétrico, em particular o problema de se obter o potencial elétrico num
meio dielétrico ausente de cargas elétricas. Também cabe citar o problema da
distribuicao de calor que pode, com simplicidade, ser visto como um problema da
forma (F').

Outros dois focos que pautaram a construcao deste trabalho foram o de per-
mitir, para futuros interessados, uma leitura medianamente acessivel (visto que
exigimos conhecimentos bésicos de Anélise no IR", Anélise Funcional e Teoria da
Medida) e uma substancial reunido de contetido relacionado ao tema. E precisa-
mente por este iltimo motivo que incluimos, no Capitulo 1, algumas defini¢oes
bésicas bem como alguns resultados de Anélise no IR", além de resultados e con-
ceitos que fundamentarao os capitulos seguintes.

No Capitulo 2, como o préprio nome ja diz, introduziremos as Distribuigoes.

Destaque especial & Transformada de Fourier pois terd papel importante quando
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falarmos de Solucao Fundamental que, juntamente com Hipoelipticidade, sao os
focos do Capitulo 3. De especial atencao neste capitulo é a secao dedicada ao
Laplaciano, visto que tera papel principalmente na primeira parte do Capitulo 6.
O Capitulo 4 comeca a justificar o nome desta dissertagao pois, pela primeira
vez, trataremos de resolver problemas elipticos. Falaremos sobre problemas de
Dirichlet e sobre Principio do Méximo. J& no Capitulo 5, a fim de dar ferramentas
para o Capitulo 6, introduziremos teoremas de ponto fixo de Leray-Schauder, bem
como resultados relacionados a espacos de Sobolev, como teoremas de imersao.
Finalmente, o Capitulo 6, através de estimativas a-priori e do método de sub-
supersolugao, estabelece a solubilidade do problema (F’). Inicialmente para £ na

forma de laplaciano e p > n e, em seguida, para

"9 0 _ 0

ep<n.



NOTACOES

Tome n um nimero natural. Dizemos que o vetor o é um n—multi-indice

se @ = (g, g, ...,a,) onde os «;’s sdo, para cada i € {1,2,...,n}, inteiros ndo

negativos.

1.

2.

10.

11.

12.

13.

n
Dado um multi-indice o = (ay, ag, ..., ay,) , escrevemos |a| = > |ay];
=1

Para = = (21, xa, ..., ,,) , denotaremos z* = x{'x3%...2%";

ey Ty

019°2..0"
Escreveremos 0% = ———- ;
0x{" 0x3*...0xon

o o0 \™ 0\ o\
D= (i@.ﬂ:l) (i@xg) (z@xn)

e para a = (0,0,...,0) definimos D% = u para toda funcdo u. O leitor

Além disso,

pode, sem a menor dificuldade, mostrar que D = (—i)‘o‘l 0“. Portanto, os

operadores D e 0“ sao perfeitamente intercambidveis.;

Por D;, para j = 1,2, ...,n, representa-se a derivacao parcial 8_:Ej;
) denotard um dominio em IR", ou seja, um conjunto aberto e conexo;
A fronteira do conjunto B serd representada por 0B;

A CC () significa A é um conjunto propriamente contido em (2;

Cg° (92), veja pagina 13;

C5e(; S(IRY)), veja pagina 54;

f-, veja pagina 9;

D' (), veja pagina 20;

&' (), veja pagina 30;
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

]/“\, veja pagina 43;

f, f;;, veja pagina 54;
||f|]0k(§) , veja pdgina 93;
H~H007a(§) ou equivalentemente ||-||,, veja pagina 93;
Sy, veja pagina 88;

Che (ﬁ) , veja péagina 93;
||-||02(Q) veja péagina 103;
I/l c2.0 () Veja péagina 103;
W*(Q), veja pagina 113;
ut e u”, veja pagina 116;
WP (Q), veja pagina 118;
[l » Veja pdgina 118;

By — By, veja péagina 123;
B, % Bs, veja péagina 124;

i e U, veja pagina 137 ou 147.






Capitulo 1

FUNDAMENTOS

1.1 Conceitos Iniciais

Antes de iniciar a leitura desta secao, recomendamos que o leitor leia os
primeiros cinco itens (a0 menos) da tabela de notagoes, visto que conceitos como
o de multi-indice serao apenas usados aqui.

Nesta se¢ao inicial introduziremos algumas defini¢oes basicas bem como no-
tacoes, tudo isto visando uma qualificagao do discurso. J& na segunda segao,

listaremos alguns belos e titeis resultados de andlise no IR".

DEFINIGAO 1.1.1 (Equacdo Diferencial). E uma equacio cuja incégnita é

uma funcgao e, nesta equagao realmente aparecem derivadas da func¢do incdégnita.

DEFINICAO 1.1.2 (Equacgao Diferencial Ordindria e Equag¢do Diferen-
ctal Parcial). Quando em uma equagao diferencial a fungio incégnita depender
de uma unica varidvel independente entao esta equacao serd dita uma Equacao
Diferencial Ordindria, que simplesmente escrevemos como EDQ. Do contrdrio,

ela serd dita Equacao Diferencial Parcial, simplesmente EDP.

DEFINICAO 1.1.3 (Ordem de uma Equacdo Diferencial). Dado um nimero
natural k, diremos que uma Equagao Diferencial é de ordem k, se ela realmente
depender da derivada de ordem k da funcao incégnita e nao depender de derivadas

de ordem superior a k.



4 CarituLo 1 FUNDAMENTOS

Neste contexto, conhecido o nimero natural k, a forma mais geral de uma

Equacao Diferencial Ordinaria de ordem k para a funcao incégnita u é
F(z,u,u v, ...,u(k)) =0,

onde a funcdo F : IRF*2 — IR realmente deve depender da k4 2—ésima varidvel,

. ) k . ~
isto ¢, de u® = illm—i‘. Do mesmo modo, a forma mais geral de uma Equacao

Diferencial Parcial de primeira ordem para uma funcao incégnita u, com varidveis

independentes x1, xa, ..., Tp_1 € T} €
F (@, u,tgy, Ugyy ooy Uy, ) = 0.

Nestas condicoes, a funcao F : X x IR¥*' — IR deve depender de fato de ao
menos uma de suas k—ésimas tltimas coordenadas. Isto nos permite escrever de

forma sintética uma EDP de ordem k, onde u é como descrita acima,
r Ty o)
F (x,u,@ ‘u, 0 %u,...,0 ’“u) =0,

com F: Q x IR x R x R x ... x RN» — IR é uma funcao que realmente

depende de ao menos uma das N,—ésimas tltimas varidveis e
I'; = {n — multi-indices « tais que |o| = j},
sendo IV; o nimero de elementos de I';. Uma notagao mais simples da expressao
F (m,u, oM, O 2, ...,Grku) =0
é a seguinte e serd a que mais aparecerd em nossa notagoes,

F (a:, (8au)‘a|§k> = 0.

DEFINICAO 1.1.4 (Equacgées Diferenciais Lineares e Nao Lineares). Toda
FEquacao Diferencial de ordem k que tiver a forma

Y aa(@)0u=f(x),

la|<k
onde f,a, : Q — IR sao fungoes definidas no subconjunto ) de IR™, serd dita
uma equacao diferencial linear. Caso contrdrio, a equagdo diferencial serd dita

nao linear.
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DEFINICAO 1.1.5 (Equacées Diferenciais Quasilineares). E toda equagio

diferencial nao linear da forma

Z (o (x, (ao‘u)‘algl,%l) 0% =b (x, (8o‘u)‘a|§k71> )

|a|=F

OBSERVAGAO: Ooperador Y a, (r) 0%u é muitas vezes representada por P (z,0) u,
<k
ou seja,

P(z,0)u= Z aq (z) 0%u.

lal <k

Por esta razao, o operador P (z,0) é conhecido como operador diferencial.

DEFINICAO 1.1.6 (Solugdo de uma Equagdo Diferencial). Uma fung¢io u,

definida em Q C IR™, é dita uma solugdo da equagao diferencial
F (x,v,arlvﬁFQU, ...,8F"v) =0

se a igualdade F (z,u(x),0 " u(x),0"u (z),...,0"u(z)) = 0 for satisfeita para
todo x € ().

E, para finalizar o rol de defini¢cGes bésicas, damos a

DEFINICAO 1.1.7 (Operador Eliptico). Seja k € IN. Considere o operador

L= Z aq () 0°.

lal<k

L serd dito um operador eliptico se a expressao

0o (L.6) = an ()£ #0,

|la|=F

para todo £ € IR"™, £ # 0.
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1.2 Ferramentas de Calculo

Iniciaremos com um teorema de muita importancia pois ele, futuramente, jus-
tificard algumas passagens de certas demonstragoes. Além disso, introduziremos

nocgoes como a de suporte e resultados relacionados a ela.

TEOREMA 1.2.1. Sejam X, Y CIR", f : X — IR eg:Y — IR funcoes
mensurdveis com [ definida numa vizinhanga do ponto xq (exceto possivelmente
no préprio xo) e g definida numa vizinhang¢a do infinito, ou seja, dado m > 0
existe x € Y, com ||z|| > m, tal que podemos calcular g(x). Suponha que ezista

um numero real X > 0 tal que
f(z) =O(||x — $o||7n+)\) quando v — xg e
g(x) = O(|lz| ") se x — oo.

Entao podemos escolher niimeros reais positivos A e B tais que

x)| dx o0 e 2\ de .
[ wlm<se [ g <

lzl=B

Prova. Dados a € IR™ e r > 0 um mimero real, sejam

Vy (a,7) o volume da bola B(a,r) de centro em a e raio r e

wn(a,r) a drea da esfera S" *(a,r) de centro a e raio r.

Consideremos a func¢ao h(x) = r — a. Assim,

1 1
Vo (a,r) = / dr = —/ ndx = —/ V.h(z)dx
|z —all<r " Jl|z—al<r " J|z—al<r

onde V.h(x) é o divergente de h no ponto x. Aplicando o Teorema da Divergéncia
obtemos

r

1 1
Vi(a,r) = — V.h(z)dr = — h(z).v(x)dw = —wy(a,r).
(a.7) /”“”9 (2) /| (2) () (a.7)

n n n
Por outro lado, ¢ : B(0,1) — B(a,r) dada por ¢ (z) = rz + a é um difeomor-
fismo entre B(0,1) e B(a,r). Assim

n

Vo (a,r) = / dr = r"/ dx =r"V, (0,1) = T—wn(O, 1)
lz—al|<r Izl <1 n
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e substituindo, obtemos

wnla,m) =1r""1w,(0,1).
Agora, para cada x nao nulo, existe um unico y € B(0,1) e p > 0 tais que z = py
(expressao polar de x). O elemento de volume em coordenadas polares pode ser

escrito como dx = p"ldpdw, onde dw é o elemento de drea em S™"1(0,1). Dai,

se p = ||z]|, ¢ for uma funcao de p e h(x) = ¢ (||z]), entdo,

[ e =wn0.1) [ ¢ (o) ap,

Levando em conta que f(z) = O(||lz — z,||”"*") quando = tende para z, e que
g(z) = O(||z| ") quando  — oo, entdo podemos escolher constantes positivas

A,B e M satisfazendo,

1f (z)] < M|z =] ™™ sempre que 0 < ||z —z,| <A, z€ X, e

g (@) < Mz se |lo| = B, z €Y.

Mas datf,
1 1
|f(x)|de < M ———dr=M —dx
0< [z~ <A 0<llz—zol<A [T — To|| o<flafi<A |z
A A/\
= Muw,(0,1) lim =N dr = M——w,(0,1) < oo.
0—0T 5 A
Também,
/ lg(x)|de < M ||| ™" de = M lim || ™" da
=) >B |=l>B K=o ) p<|z| <K
K B—)\
= Muw,(0,1) lim e N g = M=——w,,(0,1) < oo,
K—oo B )\
CcOomo pI‘OCUI‘é,V&HlOS. | ]

Além destes resultados, outra afirmacdo ¢ a que [ R ezl dy = 1. A prova
nao oferece grande obstaculo e o leitor (caso nao se disponha a fazé-la) pode

encontra-la em [28].

DEFINICAO 1.2.2 (Suporte de uma funcao). Seja f : Q@ — C uma funcao.

O conjunto

S(f) = {z € Q/f(x) # 0}
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¢ chamado de suporte da funcao f.
O conjunto da fungoes continuas em §2 com suporte compacto serd denotado

por C (Q) .

TEOREMA 1.2.3. Dados 1 < p < 0o e um aberto Q. Entdo o conjunto das

fungoes continuas em € é denso em LP ().
Prova. O leitor encontrard uma prova deste resultado em [21]. n

COROLARIO 1.2.4. Dados 1 < p < oo e um aberto Q C IR", entio CJ (Q) é
denso em L (§2).

Prova. Sejam f € L7 (Q2) e ¢ > 0. Queremos mostrar que existe ¢ € CJ ()
tal que ||f — 90||p < ¢. Pelo Teorema 1.2.3, tomemos g continua em ) tal que
If =gl <5

Defina, para cada natural n, o conjunto
1
K,={xe€Q/d(z,00) > — e |z]| < n}.
n

Todos os K, sao compactos pois, para cada n, K, é limitado e fechado. Além

o

disso, temos que K, C int K,.; e que |J K; = €. Mostremos esta tltima
i=1

afirmacao.

Naturalmente, U K; C Qja que K, C () para todo n € IN. Por outro lado,

seja x € (2. Como Q é aberto, entao = é ponto interior de €2, logo d (x,92) > 0

1

e, portanto, existe 7 € IN tal que d (z,02) > + com ||z|| < n. Logo = € Kj e,

3

o
por conseqiiéncia, z € |J K;.
i=1
A partir desta informagcao obtemos que fﬂ\ X, lg(x)|” dx — 0 quando n — oo.

Escolha entao ng € IN tal que

/ﬂ ot < )

Tomemos n; = ng + 1. A funcao de Tietze h : Q — IR dada por

d(z, O\K,,)
d(x, Kno) +d(z, Q\Ky,)

h(x)=
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¢ continua pois seu denominador nunca se anula. Além disso, h(z) = 1 para
x € Ky, h(z) =0 para z € Q\K,, ¢ 0 < h(z) <1 em Q.

Defina ¢ : Q@ — € por ¢ (z) = h(z) g (z). Naturalmente ¢ é continua pois
h e g sao. Também temos que ¢ tem suporte compacto pois S(p) C K,, e
K,, ¢ compacto. Fica caracterizado entdao que ¢ é uma fungao de C{ (2). Para

finalizar,

lg —ell, = /Q l9(x) — e()]" do = /Q lg(@)” 1 = h(x)[" dx

EN\P
= [ wrn-werdas [ lgwra< (5)
Q\Kno Q\Kno

e, portanto,
5
2

como pro curavamos. |

19
If =ll, < Ilf =gll, +llg = ell, <5 +5=¢

TEOREMA 1.2.5. Sejam f,¢ : IR" — C tais que, ¢ € L', [, ¢(x)dx =1,
p>0efelP(l1<p<oco). Para cadaec >0 defina

fe(x) = | flz—ey)o(y)dy.

]Rn
Entao f. € LP. Além disso, se p for finito, ¢ possuir suporte compacto e zero

pertencer ao S(¢), entdo || f: — f|, — 0 quando e — 0.

Prova. (1 Parte: f. € L, 1 < p < 00).
Caso (p = o0) : Naturalmente, temos que |f(x)| < || f|., ¢-t-p.- Assim, para
todo x € IR",

£ ()] < / @ —en) 6 @) dy < Il / 6 () dy = |Ifll.. < .
i3 Rn
Daf,
1ol < 1.

Caso (p = 1) : Nesta condi¢ao, usando o Teorema de Fubini, obtemos que

/n |fe(z)|dx < /n Vn|f(:c—gy)|¢(y)dy} d
= / {/n|f(l’—€y)|d:n} & (y) dy

< sl [ ey =1l <.
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caracterizando f. € L!.

Caso (1 < p < 00) : Inicialmente considere,

rer < [ ie-aiowa]

= /n |f(z —ey) Y (v) ¢‘11(y)dy] (onde % + é =1)

< |/ e-arewmal |

~ [ We—=plotdy

Assim, usando novamente o Teorema de Fubini,

| ir@ra < [ [ if@-cpp o

= [ ] e -anras] s way

< Wl [ oWy =171} <

q

cb(y)dy]

IR™

Isto mostra que f. € LP.
(2¢ Parte: || f. — f||, — 0 quando ¢ — 0.)

Seja t > 0 dado. Queremos mostrar que 36 > 0 tal que se £ € (0,4) entao
[fe = fll, < t. Seja g continua e de suporte compacto tal que |[g — f|, < L

(Corolério 1.2.4). Lembrando que 1 < p < oo, caso p = 1 entdo escrevemos

gb% = 1. Assim,

|fe(x) = g(2)” =

p

flx—ey)o(y)dy —g(x) | o (y)dy

‘ IR™ IR™

< |[ vt -swloma)

_ / fa—ey) — g@)| 6 () 6 (v) dy]p

Qs

< | e -swrowa) | [ s

— /n |f(z —ey) —g(z)]" o (y) dy.

De posse desta desigualdade auxiliar, fazemos entao,

/Rn‘ff(m)_g@ﬂpdx = / Uﬂ\f(fﬂ—ey)—g(w)\”d)(y)dy] dr (1.1)

- [ [ | 1w—e - g<x>|pd:c} o)y,
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Sejam S(f) e S(¢) os suportes de f e ¢ respectivamente. Note que a primeira
integral no segundo membro da desigualdade ¢, na verdade, sobre o suporte da
¢.

A funcao F dada por F(z,y) = |f(x — ey) — g(z)|” € uniformemente continua

em A = [S(f) +eS(¢)]xS(¢) (pois F é continua no compacto A). Podemos entao

tP

2Pmed A’ V(QZ, Z/) S A, desde que

escolher § > 0 de modo que |f(z — ey) — g(z)|" <
e € (0,9). Além disso, F' anula-se para pontos fora de A pois se F(c, s) # 0 para

algum s € S (¢) entdo temos apenas duas situagoes possiveis:

1) f(c—es) # 0, 0 que nos levaria a c—es € S (f) e, portanto, a ¢ pertencente

aS(f)+eS(p) (c=c—es+es)ou

2) g(c) # 0, o que daria que ¢ € S(f) + €S (¢) dado que zero pertence ao
suporte de ¢.

Conseqiientemente, a desigualdade (1.1) fica reescrita para t € (0, d],
[ it =g@rar < [ | [ 1= - g i swy
Rrn S(¢) LJA

tP p g t\?
2PmedA/A v () ly)dy = <§> '

E isto mostra que || f. — g|, < 5. Conseqiientemente, se ¢ € (0,4),

t
1= A, < IF = gl + g = £ll, < 5 +5 =t

COMO Procuravamos. [ |
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FUNDAMENTOS




Capitulo 2

INTRODUCAO AS
DISTRIBUICOES

2.1 Funcoes Teste

Iniciaremos esta secao com o importante conceito de Funcao Teste.

DEFINICAO 2.1.1 (Funcao Teste). Seja Q C IR", Q aberto. Uma fungao
f:Q — C serd chamada de funcao teste em ) se [ for de classe C* (2) e se
o seu suporte for compacto.

Denotaremos o espago das fungoes teste em 2 por C§° (), isto é,

Cyr(Q)={f:Q—C; feC* () eS(f) é compacto} .

OBSERVAGOES: i) O espago C§° (£2) é um espago vetorial sobre C e também pode
ser denotado por C2° (2) ou D (Q).

i1) Como usualmente, quando 2 = IR™ denota-se C§° (IR") simplesmente por
Cse.

iii) Fica natural denotarmos o conjunto das funcdes de classe C* (Q) (k € IN)

possuindo suporte compacto por CF (£2).

13



14 CarituLo 2 INTRODUGAO AS DISTRIBUIGOES

EXEMPLO 2.1.2. Seja ¢ a sequinte funcgao:

6”1";2_1, caso ||z]| <1 e

¢ (z) =

0, se ||z|| > 1.

Entao ¢ é uma funcao teste real. Além disso, se multiplicarmos ¢ por uma
constante ¢ > 0 conveniente obteremos uma outra fun¢dao @ com as sequintes

propriedades

n

goeCoo,gon,/ o(x)dxr =1 e S(p) = B(0,1).

ExXEMPLO 2.1.3. Dados 2 C IR", ) aberto, e a € Q. Considere 6 > 0 tal que

B (a,20) esteja contida em Q. A fung¢do

m, para ||xr—al <d e

o () =

0, se ||z —al >4,

é uma fungao de C3° ().

PROPOSICAO 2.1.4 (Regularizacdo de funcgoes). Seja 1 < p < co. Entao o
espago C§° (2) é denso em LP (£).

Prova. Como C (Q) ¢ denso em L? () (Coroldrio 1.2.4), entao basta mostrarmos
que Cg° () é denso em CP (2). Sejam entao f € C{ (2) uma funcao qualquer e
¢ : R" — IR de modo que ¢ € C®, ¢ >0, [, o(y)dy =1 e S(p) = B(0,1)
(Exemplo 2.1.2). Note que ¢ € L.

Estendendo f como zero IR"\Q2 e dado ¢ > 0, defina, para x € IR",

fe(x) = flz —ey)p(y)dy (2.1)
S(¢)

Pelo Teorema 1.2.5 temos que || f. — f||p — 0 quando ¢ — 0. Falta, portanto,

mostrarmos que f. € C§° ().
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Através de uma mudanca de varidveis, obtemos que

[ steenear== [ e () o

onde S () € o conjunto no qual S(¢) foi transformado pela mudanca de varigveis.

Esta iltima integral, juntamente com o fato de que ¢ € C'*°, nos diz que podemos
derivar (sob o sinal de integracao e em relagdo a x) f. quantas vezes desejarmos.
Em outras palavras, temos f. € C*®. Agora, seja ¢ € IR" tal que f.(c) # 0
ou equivalentemente fS(so) fle—ey)p (y)dy # 0. Logo, existe y € S (¢) tal que
f(c—ey) # 0. Mas isto quer dizer que ¢ — ey € S(f) e daqui concluimos que
c € S(f)+eS(p) (c = c—ey+ ey). Fica caracterizado entdao que {x €  ;
fe(z) #0} C S(f)+eS(p) e portanto,

{z e fe(x) #0} C S(f) +e5(p)

ou equivalentemente,

S(fe) €S(f)+eS(p).

Concluimos entao que S(f.) ¢ limitado pois S (f) +¢S (¢) é. E como S(f.) é por
definigao fechado, segue que S(f.) é compacto. Com isso fica evidenciado o fato

de que f. € C§° (§2), como procurdvamos. [ |

OBSERVACOES: i) Dada uma fungao f de L? (), com 1 < p < oo, a fungao f.
dada em (2.1) é uma fungao de C*° () N L? (2) e é chamada de funcdo regula-
rizante da funcao f.

i1) O espago Cg° (§2) néo é denso em L™ () pois tomando f = 1 em 2, temos

f € L>(Q) e no entanto, ||f — ¢|, > 1 seja qual for ¢ € C5° ().

DEFINICAO 2.1.5 (Fungdo localmente integrdvel). Sejam 1 < p < oo e
Q C R", Q aberto. Uma funcao f : 2 — C serd dita localmente integravel em

Q) se satisfizer
/ |f (2)|P dz < oo, para todo compacto K C §Q.
K

Denotaremos o conjunto das fungdes localmente integraveis em S por L . ().
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PROPOSICAO 2.1.6. LI () C L}

loc

(Q),1<p<oc

Prova. Trivialmente L} () C L}

loc

(). Sejam f e LT (),1 <p<ooeum

compacto K C ) quaisquer. Tome

1, paraz € K
0, sex g K '

<
Il

Como med(K) < oo pois K é compacto, temos que g € L?(K), onde g é o
expoente conjugado de p.

/K|f(x)!dx = /K!f(x)\g(x)dxg {/Kv(m)‘pdxr {/Kqul‘r
) VK / "”'pdﬂ; [med(K)]} < oc.

Logo, f € L},. () ja que K foi tomado arbitrariamente. u

TEOREMA 2.1.7. Dados Q C IR", Q aberto, e K C Q, com K ndo vazio,
entdo existe uma funcgao 1 € C3*(Q) tal que Y(x) = 1 para x numa vizinhanga

de K e, além disso, também temos 0 < 1) (x) < 1 em S.

Prova. Sejam ¢ > 0 tal que d(K,09) > 4ee ¢ : IR" — IR de modo que ¢ € C™,
© >0, [poo)dy =1e S(p) = B(0,1). Defina

={re€Q;dz,K)<e} e Ke={r€Q;dx K) <e}.

Note que K C K; C K3 (e como K # (), segue que K; e Ko também sao). Tome

1,se x € Ky

agora, f(z) = e entao defina f.(z fs (p) —ey)p(y)dy.
0, caso = & Ky

Afirmamos que esta funcao f., para x € (), possui as propriedades procuradas

(fe =1).

De fato, como j& vimos na prova da Proposigao 2.1.4, f. € Cg°(£2). Além
disso, como ¢ > 0 e f vale um ou zero, entao 0 < f. < 1. Resta-nos mostrar que
existe uma vizinhanga V}, de K tal que f. (x) = 1 seja qual for  em Vi. Para

isto, tome ¢ € K e yy € S (¢) elementos quaisquer. Entao,

d(c — ey, K1) < d(c—eyo,c) = |lc —eyo + ¢|| = |lewo|| < e.
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Logo, ¢ — ey € K, para todo y € S(p) e para todo ¢ € K;. Assim, f(x —ey) =1,

Vo € K e Vy € S(¢). Conseqiientemente, se z € K,

/ f(o - ) <>dy—/mso<y>dy=1.

Acabamos de mostrar que f.(z) = 1, Vo € K;. Logo, existe uma vizinhanga Vi

de K na qual f. =1, finalizando a prova. [ ]

DEFINICAO 2.1.8 (Parti¢do da unidade). Sejam Q C IR", Q) aberto, € (p,) et
uma familia de funcgoes teste em ). Diremos que esta familia é uma particao da

unidade se ela satisfizer,

1) Para cada x € QQ ezistir uma vizinhanga V, do ponto x que intercepte apenas

um ndmero finito dos S (p,)’s;

2) Para todo x de 2, > ¢, (x) =1;

ael

3) Para todo = pertencente a 2, ¢, (x) > 0.

OBSERVACOES: 1) Resulta das condigoes 2) e 3) da defini¢do acima que, para
cada z pertencente a € vale 0 < ¢, (z) < 1.

i1) A observacao i), juntamente com a condigao 2) da definigdo acima, carac-
terizam o nome particao da unidade.

i1i) Dados ¢ € 2 e V, como na condicao 1) da defini¢ao, vemos que o somatério
que aparece na condi¢ao 2) contém apenas um nimero finito de parcelas. Con-

seqiientemente, podemos sem maiores problemas derivar esta soma para obter,

Opy
8zj
acl

para cada j =1,2,...,n (¢) = 0 seja qual for ¢ € Q.

DEFINICAO 2.1.9 (Particao Subordinada). Sejam (U,)aer uma familia de
abertos em IR" e (;),cy uma parti¢io da unidade. Diremos que esta parti¢io da
unidade estd subordinada & familia de abertos (Uy)aer se para cada o € I existir
J € IN tal que S(p;) C U,.

LEMA 2.1.10. Sejam Vi, Vs, ..., V,, subconjuntos abertos de IR" e K C |JV;, K

i=1
compacto. Entao, existem compactos K; tais que K; C V; com1 < i < m e

KC UK.

=1
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Prova. Para cada 1 <7 < m e para todo n € IN construa,

n

1
Vi”:{Q:EVi;d(x,@VZ-)>—}.

Entao W C Vi e V" aberto para todo 1 < i < m e para todo n € IN. Afirmamos

m

que existe ng € IN tal que K C |J V/"°. Antes de mostrarmos esta afirmacao,
i1

note que com ela obtemos as conclusoes procuradas. Provemos.

De fato, suponha por contradicao que isto nao ocorra, ou seja, para todo n

m

natural, existe x, € K tal que z,, € |J V", definindo assim uma seqiiéncia (z,)
i1

em K. Ora, mas K é compacto, logo a seqiiéncia (z,) possui uma subseqiiéncia

(7,,,) convergente em K. Digamos que z,,, — T € K quando j — oo.
m
Desde que K C |J V;, entdo T € V; para algum 1 < [ < m. Como w,,, ¢ V;”
i=1
seja qual for 1 < i < m entdo x,, ¢ Vlnj e, assim, z,,; ¢ V;. Conseqiientemente

d(zn,,0V;) < n—lj Portanto d(Z, 0V}) < nij, Vj € IN. Logo T € dV;. Absurdo pois

T €V, eV, é aberto. -

PROPOSICAO 2.1.11. Sejam K C IR"™, K # 0 compacto, e V1, Vy, ..., V,, sub-

conjuntos abertos de IR™ satisfazendo K C |J V;. Entao, para cada 1 < i < m,
i=1
existe uma fungao p; € C§° (V;) tal que,

m

1) > ¢ (x) <1 para todo x € |J Vi,

=1 =1

m

2) >, (x) =1 para todo x numa vizinhanga Vi de K,

i=1
3) 0 <y, (z) <1 para todo x € |J V.
i=1
Prova. De acordo com o Lema 2.1.10 tome, para cada 0 < i < 1, K; compacto
e tal que K; C V;. Também temos pelo mesmo lema que K C | K;.

=1
Aplicando o Teorema 2.1.7, obtemos fungoes v, 15, ..., 1, tais que,

Y, € C°(Vi), 0 <1, () <1e1; =1 numa vizinhanca Vi, de K.

Defina entao, ¢, = 1, vy = ¥, (1 —¢1)a Y3 = ¢3(1 — ;) (1 —1y), e de um

modo geral,

;=0 (L=v) (1 =1y) ..(1=1;_4), 1 <i <m.
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Como cada v, € C§°, entao temos que ¢, € C§° para todo 0 < i < m. Além
disso, obtemos, sem grande dificuldade, o item 3) procurado. Agora, por indugao

em [ < m, concluimos que,

Z%‘:1_(1_¢1)(1_¢2)--~(1_¢l)'

E usando entao a versao completa, isto é,
Z% =1—(1—ty) (1 —1y) .. 1 =¢p,),
i=1

obtemos imediatamente o item 1) procurado. Com relagdo ao item 2), ponha

V =U Vk,. Como K; C Vi, para todo 1 < i < m, entdo |J K; C | Vk, e,
= Paet] i=1 i=1

portanto, K C |J Vg, = V, logo V' é vizinhanga de K. Assim, se x € V entao
i=1

x € Vk, para algum 1 <1i < m e, por conseguinte, ¢, (x) = 1. Isto nos leva a
=) A =¢y) .. (1 =¢,,) =0

ea Y ¢(x)=1. u
i=1

2.2 Distribuicoes

Esta segao serd 1til para esclarecer o que estd por tras de conceitos como

solucao fundamental e derivadas fracas, que serao vistos posteriormente.

DEFINICAO 2.2.1 (Convergéncia em C§° (2)). Sejam 2 um subconjunto aber-
to de IR", e (¢;);cpy C C5° () uma seqiiéncia de fungoes teste em §). Diremos

que (p;) converge a zero (fungdo nula) em C§° () e denotamos p, — 0 em

Ce (92) se

1) Existir um compacto K C 2 tal que S (p;) € K para todo i € IN e

2) para cada multi-indice a dado, (0%p;) convergir uniformemente a zero em

K.



20 CarituLo 2 INTRODUCAO AS DISTRIBUICOES

OBservACAo: Dada ¢ € Cf° (€2), a seqiiéncia (p;),. v C C5° (€2) convergira para
¢ em Cg° () se a seqiiéncia (1;),.y dada por ¢; = ¢; — ¢ convergir a zero em

02 (9).

EXEMPLO 2.2.2. Seja ) uma funcao teste fira. Dada uma seqiiéncia arbitrdria
(ozi)iE ~ C C que convirja para zero, temos que a seqiiéncia definida por ¢; = a1

para todo i natural, converge para zero em Cg° ().

DEFINICAO 2.2.3 (Distribuicao). Um funcional u : C§° () — C linear e
continuo é chamado de distribuicao. O conjunto das distribuicées em Cg° (Q2)
serd denotado por D' (). Além disso, o valor da distribui¢do u na fungdo teste

@ serd denotado por < u,p > .

OBSERVAGAO: Um resultado de analise funcional nos diz que um funcional linear
é continuo se, e somente se, for continuo em um ponto z, (qualquer) de seu
dominio. Assim, o funcional linear u : C§° (€2) — C serd continuo se, e somente
se, para toda seqiiéncia (; ),y C C5° (€2) convergindo a zero em C§° (€2) tivermos

u(p;) — 0 em C.

EXEMPLO 2.2.4. Seja f € L},. (). O funcional Ty : C§° () — C definido por

loc
<Tp,p >= / flz)y(x)dx, Yoo € C5° ()
Q
¢ uma distribuicao. Mostremos este fato.

Solucao. (Parte 1: T} estd bem definido). Dada ¢ € C§° (Q2), temos que
existe M > 0 tal que |¢(z)| < M, assim,

/Q f@)(x)dz| < / @] de < / i< oo

Logo < T, ¢ > ¢ de fato um nimero complexo.

(Parte 2: Ty é linear) A linearidade de 7y decorre imediatamente da li-
nearidade da integral.

(Parte 3: Ty é continuo) Seja (p;),cy C C5° () tal que ; — 0 em

Cg (22). De acordo com o inciso 1) da Definigao 2.2.1 existe K compacto tal que
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S (p;) € K para todo i € IN. Assim,

< Ty >| < / F(@)] [ps(x)| da, Vi € IN.
K

Suponha inicialmente que P = [, |f(z)|dz > 0. Tome o = (0,0,...,0) o multi-
indice nulo e € > 0. Usando agora o inciso 2) da Definigao 2.2.1, temos que existe
io € IN tal que se i > iy entdo |@; (z)| = [0y, (z)| < & para todo z € K. Logo,

para i > i,

€
< Ty, >] g/ @) | (@) do < _/ ) de = .
K P Ji
como procurdvamos. O caso [, |f(x)|dz = 0 é trivial. -

OBSERVAGOES: i) Note que no exemplo acima poderfamos tomar f € L} (Q),

para 1 < p < oo pois, como j& vimos L! () C L} . (Q).
i1) Quando nao houver risco de confusao, denotaremos a distribuigao 7' sim-

plesmente por f, isto ¢, < T, >=< f,p >.

EXEMPLO 2.2.5. Dados Q0 C IR", Q aberto, e a € €, defina < 04,0 >= @ (a).
Entao 6, é uma distribuicao e é conhecida como distribui¢ao de Dirac (centrada

em a, neste caso). Deizamos a cargo do leitor verificar esta afirmagao.

PROPOSICAO 2.2.6. Sejam f, g € Li,.(Q) tais que < f,0p >=< g,7 > para
toda ¢ € C3° (). Entao f = g q.t.p.

Prova. Sejam K C Q, K # () compacto, e p € C§°(Q) tal que ¢ = 1 numa
vizinhanga Vj, de K. Estendendo f, g e ¢ por zero fora de €2, defina h = f — g.
Entao oh € L' (IR™) . Agora, para cada e > 0 e ¢ € C5°, faca ¢ (2) = ¢ () e

wh). @) = [ @ e—eedi=c" [ @h) v dy

y
= &g " { o fWle ()Y, (x —y)]dy — / 9W)]e (), (x — y)]dy} .

n

Fazendo v,(y) = ¢ (y) Y. (x —y) € CF° temos que a ultima expressao da igual-
dade acima fica

(< Ty, v, > — < Ty,7v, >),
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que vale zero por hipétese. Pela arbitrariedade da v tomada, concluimos entao
que

(¢h). (z) =0, Yz € R e Vi) € C5° (Q).

Como (ph). € C§° (Q) e por teorema (ph). — ph em L', entdo ph = 0 g¢.t.p.
de €2. Em particular, f = g ¢.t.p. de K. Tomando uma seqiiéncia de compactos

K, tais que |J K, =, concluimos que f =g g¢.t.p. de Q. [ ]

n=1

Dados u e v € D' (Q2), definimos a distribuigdo v + v de um modo natural

através de
<utv,p> = <u,p>+<v,9> YoeCF(Q).

DEFINICAO 2.2.7 (Operadores Adjuntos). Sejam L, L' : C3° (2) — C5° (Q2)
operadores lineares e continuos. Diremos que L é operador adjunto de L', e vice-
versa, se

[ @@ @i = [ o@ @) @de vevecr@. @2

Denotaremos, neste caso, < Lo, >=< o, L' >, Yo, € CF (Q).

OBsERVAQOES: i) O operador linear L serd continuo em C§° () se L (¢;) — 0
em Cg° () sempre que a seqiiéncia de fungdes teste (1) convergir a zero em
Cee ().

i1) Seja f € C§° (). Temos, sem grande dificuldade, que f € L () e por-

tanto, como j4 vimos, f define uma distribuicao 7y que denotamos simplesmente

f. Abusamos da notagao escrevendo Cg° (Q) C L} (Q) C D' ().

loc

PROPOSICAO 2.2.8. Sejam L,L' : C§° () — C§° () operadores adjuntos.
Entdo, existe L : D' (Q) — D' (Q) linear de modo que L = L em C° () (no
sentido de que dada p € C§° (§2), 0s nimeros complexos < ZTQO, v >e< Lo, >
s@o iguais Vi € C§° (£2)).

PRrOVA. Seja u € D' (Q) uma distribuicio e o funcional Lu : C° () — C, dado
por

< Lu,p >=<u, L'y >, Yo € CF (Q).
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Afirmamos que Lu é uma distribuicdo. Vejamos.

Naturalmente Lu estd bem definido e é linear. Além disso, Lu é continuo
pois dada (¢;);c v C C5° (€2) tal que ¢; — 0 em Cg° (£2) temos, pelo fato de L'
ser continuo, que L' (1);) — 0 em C§° (€2). Assim, usando a continuidade da u,
temos

< Luyp,> = <u,L'p; > — <u,0> =0emC.
Note que definimos pontualmente um operador linear L : D' (Q) — D' (Q).
Resta-nos mostrar que L = L em C° ().

Seja ¢ € C§° () qualquer, porém fixa. Como L e L' sdo adjuntos, entao dada

v e G5 (),
<Lpv> = [Lo@v@) = [ o)) @)de
Q Q
= <T,I'Yv> = <Luy>.

Pela arbitrariedade da ¢ e da 1 escolhidas, temos que L = L em C$° (). n
DEFINICAO 2.2.9 (Operag¢do produto por funcao). Dada f € C™ (), de-
fina o operador L : C§° (2) — C§° () através de Ly = fo. L é um operador
linear continuo e L' = L. Seja, agora, uma distribuicdo u qualquer. Definimos a

distribuicao fu pondo,

< fu,p> = <u, fo> YoeC™(Q).

EXEMPLO 2.2.10. Tome uma f € C* () qualquer e a distribui¢ao Delta de Dirac
centrada em a € Q. Temos aqui um caso interessante pois dada ¢ € C§° (),
< fbap> = <o, fo> = < [fla)da, 0>
= [la)p(a) = f(a) <da,p >,
Para toda ¢ € C§° ().

DEFINICAO 2.2.11 (Operagdo derivagao). Sejam ¢, € C§° (). Estenden-

do-as por zero em IR™\S) e fazendo integragao por partes obtemos, paral < i < n,

oo oL
agjiwdx = /goa ida:.
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O
ox; "

Desta forma L' : C§° () — C§° () definido por L' = —(%’—_ ¢ adjunto de L.

Seja L : C§° () — C§° () o operador linear continuo dado por Lo =

Por esta razao, define-se

8u o aso ~ )
ST T Stg, > VW ECT () eVueD (D).

Pu_ D%
’ Qxidx; — Ox;0m;

Em particular, se 1 < i,5 <n pois calculamos estas expressoes
baseados em fungédes ¢ de classe C3° (2). Além disso, através de indugdo em |

(a=(ay, v, ..., a,) multi-indice) obtemos,

<u,p> =(—D" <u,0% >, VpeCC(Q) eVueD(Q).

7

ExXEMPLO 2.2.12. Tome a funcdo de Heaviside deslocada de a € IR, isto é,

1, parax > a e
H, (z) =
0, sex <a.

H, estdé em Lj,. e, portanto, define uma distribuicdo. Dada uma ¢ € C$° arbi-

traria, temos entao que

: _ do ___[™™ :
<H,p> = —<Ha,%>—— H, (z) ¢ (z)dx
+00 - +o00
= — li?gi ¢ (x)dx = / o' (z) dx
e a+te a

= pla)= <dgp>.

Ou resumidamente, dg; = 04.

1

EXEMPLO 2.213 (Distribuicdo v.p.1). A fungio In |x| pertence a L,

(deriva-se

d
isto do fato de lin% 1z|Y2In |z| = 0). No entanto, — (In |z|) = = para todo = # 0
T— €T

dx

e — nao é localmente integravel em nenhuma vizinhanga de zero. Procuremos
x

entao pela derivada da distribui¢ao gerada por In |x|.

Seja ¢ € C§° qualquer. Escolhendo m > 0 de modo que S (¢) C [-m,m| e

usando integrag¢ao por partes,

+o00 —€& +m
—/ In|z| ' (x)de = — {lim/ In |z|¢' (:U)dx—i-/ In|z|¢ (x)dx}

oo e—0t J_p,

= lim [(gp(e)—gp(—a))lna—i—/ de}.

e—0t lz|>e T
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Pelo Teorema do Valor Médio temos que p () — ¢ (—¢) = 2e¢’ (¢) para algum

c € (—e,¢e). Além disso, lim elne = 0. E por estas razdes definimos,
e—07t
1
<vp.—,p> = lim de , Vo e Cp°.
x e—0t lz|>e T

Restando (para o leitor) verificar que v.p.% é, de fato, uma distribuicao.

AFIRMAGAO: Sejam f € C* () e u € D' (R2). Entao, para j em {1,2,...,n},

vale a férmula
O(fu)  Of Ju
8xj a u(‘?xj + f@x]

Prova. De fato, tome ¢ € C§° (Q2) arbitraria. Dal,

0 (fu) o
— < — >=—< _— >. 2.3
S (0) = - < fu gt wig (2.3
Por outro lado, Be; =f aw + ¢ ~ e, portanto, f gij = aé’; zf — 88 L Aplicando

u a esta iltima igualdade obtemos,

)= (G —van) = (5) o)

Substituindo-se agora em (2.3) chegamos a férmula afirmada. |

DEFINICAO 2.2.14. Duas distribuicées u,v € D' (Q2) serdo ditas iguais em um

aberto U C Q se satisfizerem < u,v >=< v,% > para toda v € C3° (U).

TEOREMA 2.2.15 Sejam u,v € D' (Q). Suponha que para todo ponto ¢ €

exista um aberto U, contendo c tal que,
<u,p > = <wvp >, Ve O (Uy).
Entao, u=v (em Q).

Prova. Seja ¢ € Cg° (§2) arbitraria, porém fixa. Estamos querendo mostrar que
< u,®p >=< v,1 > . Chamemos K = S (¢). Para cada ponto ¢ € K tome
a vizinhanca aberta U. garantida pela hipdtese. Temos entao uma cobertura

(Vi)aer de K onde cada V,, = U, para algum ¢ € K, Além de garantirmos que
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< u,p >=< v, >, Yy € C°(V,) e Va € I. Como K é compacto, existe uma
quantidade finita dos V,, que também cobrem K, isto é, Vi, V5, ..., V, tais que

n
K c |JV;. Além disso, vale reforgar que temos
i=1

<u,p> = <vp> Vel (Vi) evie{l, .., n}

Usando agora a Proposi¢ao 2.1.11 tome, para cada 1 < i < n, ¢, € C§° (V;) sa-

tisfazendo ) ¢,(z) = 1 para todo x numa vizinhanca Vi de K. Nestas condigoes
i=1

n
podemos escrever ¢ = > 1y, em Vi. No entanto, sendo K o suporte de v segue
i=1

que ¥ =0 em Q\ K. Loéo,

Y = Zzﬁgpi em ().
i=1

Assim, como ¢y, € C§° (V;), Vi satisfazendo 1 < i < n, temos,

n

<U,’l7b> - <uaz¢¢z> :i<u>¢%> :i<v7¢§0i>
i=1 i=1 i=1

= <U7Z¢@i> = <'Ua¢>a

=1

Ccomo pro curavamos. |

DEFINICAO 2.2.16 (Suporte de Distribuicdo). Definimos o suporte da dis-
tribuicao u € D' (Q) (denotado por S(u)) como o complemento em Q2 do maior
conjunto aberto A no qual < u,v >=0 (¢ € C§° (U),U C A). Numa linguagem

mais CoONcisSa eSCrevemos, Se
A={zeQ; 3V, na qual <u,yp >=0, Vip € C5° (V3)}, entdo S(u) = Q\A,
onde V,, é uma vizinhanga de x.

AFrRMACAO: Dada uma fungao f continua no aberto €2 temos, sem grandes di-
ficuldades, que f € Lj,.(Q2). Prove que os suportes de f como fungao e como
distribuicao sao iguais.

Prova. De fato, sejam Sp(f) e Sp(f) os suportes de f como fungdo e como

distribuigao, respectivamente. Queremos mostrar duas inclusées, a saber, (1)

Sr(f) € Sp(f) e (2) Sp(f) € Sr(f). Comecemos por (1).
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Seja ¢ € Sp(f). Logo existe V. tal que < f, o >=0,Vp € C§° (V). Afirmamos
que f =0 em V,, o que caracteriza ¢ ¢ Sp(f). Mostremos entdo que f =0 em V..
Suponha, por absurdo, que f # 0 em V,. Portanto existe & € V. tal que f (Z) # 0.
Digamos que f () > 0 (ver observagoes logo abaixo). Como f é continua, entao
pelo Teorema da Conservagao do Sinal temos que existe uma vizinhanca V; na
qual f(x) > 0.

Tome agora ¢ € C° () valendo um em V;, com ¢ > 0 em § (Teorema 2.1.7).
Logo,

0= <fip> = /Qf(x)go(x)d:c > /V f(z).1dz > 0,

sendo a ultima desigualdade devida ao fato do integrando ser positivo. Absurdo!

Vejamos agora (2). Suponha que ¢ € Sg(f). Queremos mostrar que ¢ € Sp(f),
isto é, que existe uma vizinhanca V. de ¢ na qual < f, ¢ >= 0, Vo € C5° (V,).
Como ¢ & Sp(f), entao ¢ € (Q\Sr (f)) que é aberto. Logo, existe V. contida em
(Q\SF (f)) e f = 0 nesta vizinhanca. Deste modo,

<fip> =0, VYoeCF(V,),
terminando a prova. [ ]

OBSERVACOES: i) O caso f (Z) < 0 é andlogo.
i1) Na prova da afirmac@o acima supomos f uma funcdo real, o caso onde
f é uma funcao complexa pode ser tratado de modo semelhante ao caso real,

bastando para isso trabalhar separadamente com as partes real e imagindria de

f.
ExEMPLO 2.2.17. O suporte da fun¢do de Heaviside é o intervalo fechado [a,+00).

Solugao. Novamente temos que mostrar duas inclusées. Mostremos inicialmente
que S(H,) C [a, +00).

Seja ¢ € [a,+00). Naturalmente temos entdo que ¢ € (—o00,a). Considere
Y € C§° ((—o0,a)), assim,

+o0 a—¢e +o0o
< H,,¢>= H, (x) ¢ (x)dz = lim (/ Odx —i—/ 1Ly (2) dx) =0,

—00 e—0F —00 +e
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pois 1 tem suporte em (—o0, a). Isto mostra que ¢ ¢ S (H,) . A inclusao restante
fica a cargo do leitor. Sugestao: Tome ¢ € [a, +00) e procure usar alguma fungao

Y € C§° (Ve.) de modo a tornar H, (¢)) > 0. n
ExeEMPLO 2.2.18. S(J,) = {a}. Fica a cargo do leitor verificar este fato.

EXEMPLO 2.2.19. Dada f € L' () tal que f = 0 q.t.p. fora do conjunto fechado
F C Q, entao f define uma distribui¢do e S(f) C F.

Solugao. Seja ¢ € F. Como F é fechado, existe um aberto V. tal que V, C Q\F.
Seja p em C§° (V.). Desde que f =0 g.t.p. em Q\F, fo =0 gq.t.p. Logo,

< fypo> :/Qf(:c)w(x)dxzo.

Portanto, < f,¢ > =0, Yy € C5° (V.) , mostrando que ¢ € S (f) [

TEOREMA 2.2.20. Sejam u, f : Q — C fungoes continuas satisfazendo,

aT,
<—o—p> = <fip> Voe ().
al'j
0 0
Entao u possui derivada cldssica _u e — 4 = f.
Ox;  Ox;

Prova. Suponha inicialmente que S(u) seja compacto. Como u é continua, entao
S(u) = S(T,). Além disso, S <6T"> C S(u), pois se ¢ € S(u), entdo existe V.
Tj

na qual < T, >= 0, Yo € C°(V.). No entanto, quando ¢ € Cg°(V.) en-

tao % € C5°(V.). Logo 0 =< T, 5 8“0 >= — < aT?,(p > e isto nos diz, pela

arbitrariedade da ¢, que ¢ € S (8T“)

8Tu —

o = f. Conseqiiente-

Voltando ao problema central, temos que por hipétese

mente S(f) =S (%) ¢ compacto também. Estenda f e u por zero em R"\() e
J

tome ¢ € C§° como no Exemplo 2.1.2. Em seguida, considere, para cada ¢ > 0,

a funcao regularizante de u, isto é,

w@)= [ we-aeay == [ e (T )
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Assim,

@) = = [ g (D)

= e /S ) 5 (A=) o

e el
- / Iy Yy = = enel)dy = (o)

Como f é continua e possui suporte compacto, entao f. — f uniformemente em

qualquer compacto. Pelo mesmo motivo, também temos que u, — wu uniforme-

. 8u _ 816 . 4 . .
mente em qualquer compacto. Assim or 9= B isto é, u possui derivada

8,“5 _ u o . . . ou o
: . — [, logo, por unicidade do limite, by = f, como

classica. E mais, de
queriamos.

Para o caso onde S(u) ndo é compacto tentaremos ajustar condigbes para
podermos usar o que foi provado acima.

Dado ¢ € Q, tome ¢ € C§° (2) tal que ¢ = 1 numa vizinhanga V.. do ponto c.
Como sabemos, 1T, define uma distribuicao. Logo,

OWT) _ 0, T, _ 0

8[Ej N @l’j “ 8xj - 8_917]

Chamando entao, © = Yu e f =f + %ﬁu temos que U e f sao continuas e
possuem suportes compactos (pois 1) possui). Note entdo que reunimos todas as

condigoes estabelecidas anteriomente para @ em vez de u e f no lugar de f. Assim,

(%j = f e portanto,
9 (Yu) o
= + —u.
81‘]‘ Q'Df al'j
Mas, em V, temos que ©» = 1 e, portanto, % = 0. Logo a igualdade acima
J
reduz-se a
ou f
arj ’
COMO Procurdvamos. [ |

DEFINICAO 2.2.21 (Distribuicao de Classe C™). Dados U C Q um aberto.

Uma distribuicao u € D' (Q) serd dita ser de classe C™ (U) se existir uma fung¢dao
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f U — C satisfazendo,

feC®U) e <u,p > = /Qf(m)¢(x)dx, Vi e Cy° (U).
Denotamos, neste caso, u € C* (U).

DEFINICAO 2.2.22 (Suporte Singular de Distribuicao). Seja u € D' (Q).

Considere também o conjunto
A ={x€Q ; 3V, na qualu € C*(V,)}.
Definimos o suporte singular da distribuicdo u por,

SS(u) = Q\A,.

OBSERVACOES: i) O suporte singular da fungdo de Heaviside deslocada de a é
constituido apenas do ponto a.

i1) De um modo geral, conhecida a distribuicao u temos que SS(u) C S(u).

DEFINICAO 2.2.23 (O espago &' (Q2)). O conjunto das distribuicées que pos-

suem suporte compacto serd denotado por ' (Q), ou seja,

EQ)={ueD(Q) ;S(u) é compacto}.

TEOREMA 2.2.24. Seja u uma distribuicio de ' (). Entdo existe um tinico

funcional linear @ : C* (2) — C que salisfaz,

1) i(p) =u(p), Vo € C5°(Q) e

2) @ (¢) =0 sep € C(Q) for tal que S(¢) N S (u) = 0.

Prova. Unicidade: Sejam @y,1s : C® () — C lineares e satisfazendo as
condigoes 1) e 2) enunciadas acima. Tome f € C*(Q) arbitrdria. Queremos
mostrar que 4 (f) = s (f) .
Como S(u) é compacto, tome 1 € C§° (£2) tal que ¢» = 1 numa vizinhanga
V C Q de S(u) e escreva,
f=vf+0-9)f.
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Chamando fy = ¢ f e fi = (1 —¢)f, temos que fy € C(Q) e fL € C(Q)
satisfazendo S(f1) N S(u) = 0 (pois se x € S(u) entdo ¥ (x) = 1 e portanto
f1(xz) =0, daf temos que existe uma vizinhanga de x na qual f; = 0. Deste modo

x & S(f)). Assim, usando as condicoes 1) e 2) do enunciado do teorema,

ay (f) =y (fo+ fi) =1t (fo) + i (f1) =t (fo) +0
= u(fo) =02 (fo) +0=1az(f).

Existéncia: Seja f € C*°(Q) uma fun¢do qualquer. Decomponha a funcao f
por f = fo+ f1 onde fo € C° () e f1 € C> (Q) satisfazendo S(f1) N S(u) = 0.
Agora, defina @ : C§° () — C por a(f) = u(fo). Naturalmente @ ¢é linear
pois u é. Falta-nos entao verificarmos que @ estd bem definido e que satisfaz as
condigoes 1) e 2) enunciadas.

@ estd bem definida: Seja f € C*° (Q) arbitrdria. Tome duas decomposigoes
de f, isto &, fo, fo € C(Q) e fi, i € C®(Q) satisfazendo S(f1) N S(u) = 0,
S(f)NSu) =0e,

f=h+h=f+h

Sem grande dificuldade podemos concluir que S(f; — f1) € S(f1) U S(f1) e como
(S(f1)US(f1)) N S(u) = (S(f1) N S(w) U (S(fr) N S(u)) =0,
entdo S(f1 — f1) N S(u) = 0. Note que fy — fo = f1 — f1 e, portanto,
S(fo— fo) N S(u) = 0.

Além disso, (f() - fg) € 0> (Q) . Logo, pelo item 2), temos @( fo — fo) = 0 e isto

nos da,

u(fo) = a(fo)

mostrando que @(f) ndo depende da escolha da decomposigao.

o satisfaz 1): Seja ¢ € C§° (2) qualquer. Decompondo ¢ por ¢ = ¢ + 0
temos que U (@) = u (y), satisfazendo assim o item 1).

@ satisfaz 2): Seja 1 € C§° (Q) tal que S(¢p) N S(u) = 0. Neste caso, decom-
pondo 1 por ¢ = 0 + 1), obtemos que @ (¢)) = 0. |
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TEOREMA 2.2.25. Sejam Q C IR", Q aberto, e u algum funcional linear em
Ce° (). Entao u serd continuo se, e somente se, para cada compacto K C )

existirem constantes Cix > 0 e Nxg € IN U {0} satisfazendo

lu ()] < Cx Y supex [0% (x)], Vo € C°(Q) com S () C K. (2.4)

|| <Ng

Prova. Suponha que a relagao (2.4) seja vélida e considere uma seqiiéncia (¢;),c
contida em C§° (£2) tal que ¢, — 0 em Cg° (2) . Assim, de acordo com a Defini¢ao
2.2.1, existe um compacto K, C Q satisfazendo S (¢;) C K, Vi natural, e também
que 0%p, — 0 uniformemente em Ky, Vo multi-indice. Donde, tomando ¢ > 0,

Ck, > 0 e Ng, € IN U {0} as constantes que satisfazem (2.4) para Ky, temos

que existe 7y natural tal que se i > iy entao supex, |0%p; ()] < o7 bara todo
.-
multi-indice « tal que |o| < Nk, eonde M = > 1
|| <N
Deste modo, levando ¢, em (2.4) e pegando i > iy,
(8% 6 N
‘u (901)| < CKO Z SUPzeK, ’a Pi (I)’ < CKOMW =g

|| <N

mostrando, com isso, que u (y;) — 0 quando i — oc.
Agora, para a outra implicacao, tome u continua e suponha por absurdo que
a relagao (2.4) seja falsa. Logo existe um compacto K C €2 tal que para qualquer

escolha de Cx > 0ede Ng € INU{0} existe uma fungao ¢ € Cg° (£2) satisfazendo,

SW)C K e lu@)>Cx Y sup|o®y(x)].

la|<Nx rzeK

Tomando entdo Cx = Nk = 1 obtemos uma fungao ¢, € C3° (Q2) tal que

S(hy) C Ke |u(yy)] >1 Z sup [0%y ()] .

o<1 zeK

Agora, escolhendo Cx = Nk = 2 obtemos v, satisfazendo

S(thy) € Ke |u(yy)] > 2 Z sup |0, (2)] .

la<2 zeK
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E assim sucessivamente para todo nimero natural. Construimos entao uma se-
qiiéncia (¢;),. v C C5° () tal que para cada i,
S(th) C K e [u(y)| >i) sup [0, (). (2.5)

la|<i reK

Como esta tltima desigualdade é homogénea em 1, entao podemos supor que
lu(1;)] = 1, Vi € IN (ver observagao abaixo). Logo u (1;) 4 0 quando i — 0.
No entanto, de (2.5) obtemos, sem a menor dificuldade, que 1, — 0 em C§° (Q),

produzindo assim um absurdo, visto que u é continua. [ ]

OBsERVACAO: Quando dizemos que a desigualdade (2.5) ¢ homogénea em ,,
queremos dizer que se pegarmos constantes 3; € C ( i percorrendo IN e 3, # 0) e
gerarmos a seqiiéncia () onde ¢, = (3,1, paratodoi € IN, entao, pela linearidade
da u e de suas derivadas, obtemos

[u ;)] > Z sup [0%p; ()],

|a|§7, reK;

o que implica

| (;)] > Z sup [0%); ()] .

jal<i 7
Dai, segue que se fizermos 3, = ﬁ para todo 7, encontramos,
- (63
1> g sup |0%p; ()] .
|O¢‘§Z zeK;

A rigor, deverfamos ter trocado, na prova acima, 1, por ¢, = ﬁ%’ logo apdés
termos suposto |u (¢;)| = 1. No entanto, abusamos da nota¢ado e mantemos 1);

mesimo.

DEFINICAO 2.2.26 (Convergéncia em C* (2)). Seja Q2 C IR", Q aberto. Di-
remos que a seqiiéncia (¢;);cy C C® () converge para zero em C*(Q) (e
denotamos o, — 0 em C*(Q)) se ela satisfizer VK C Q, K compacto, e

Vn € IN U {0} as derivadas de ordem n de p; convergem uniformemente a zero

em K.

OBseERVACAO: O leitor pode verificar que convergéncia a zero em C§° (€2) implica

em convergéncia a zero em C'* (Q) .
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DEFINICAO 2.2.27 (Distribuicao em C* (). Um funcional linear u, indo
de C*(Q) em C, serd dito ser uma distribuicao em C* (Q) se for continuo

(equivalentemente, u (p;) — 0 € C sempre que ¢, — 0 € C* (Q)).

TEOREMA 2.2.28. Seja u: C* (Q) — C um funcional linear. Entdo u serd
continuo se, e somente se, existirem um compacto K C §2 e constantes C > 0 e

m € IN U{0} satisfazendo

u @) <C Y suplo™y @), W € O™ (). (2.6)

la|<m *

ProvA. Suponha que (2.6) seja verdadeira. Tome agora (¢;);cy € C* (£2) con-
vergindo a zero em C* () . Logo todas a derivadas de ordem n de ¢, convergem

uniformemente a zero em K. Dai concluimos que C' > sup|0®p, ()] — 0
|Q¢‘§m rxeK

quando ¢ — co. Assim, por (2.6) temos que,
lu(p;)] — 0 € C, quando i — oo.

Pela arbitrariedade da seqiiéncia (¢;) segue a continuidade da u.
Seja u continua e suponha, por absurdo, que (2.6) nao se verifique, isto &,
VK C Q, K compacto, VC' > 0 e Ym € IN U {0} exista uma funcao ¢» € C* ()

satisfazendo

[u @)l >C 3 suplo™y ()],
jaf<m *€

Pegando entdo uma seqiiéncia de compactos (K;) C Q tais que K; C K1,

Vie IN e |J K; =, determinamos uma seqiiéncia (¢,) C C* (£2) que possui a
i=1

propriedade de

u ()| > i Z sup [0%p; (z)|, Vi € IN.
|a‘§iCEEKi

Levando em conta que a desigualdade acima é homogénea em ¢,, entao podemos
supor que |u (¢;)| = 1 para todo i. Assim,

1
Z sup |0%; (x)] < > Vi e IN.

|O¢‘§Z zeK;
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E com base nesta desigualdade temos que a seqiiéncia (y;) construida acima
converge para zero em C'™ (), pois dados K C {2 um compacto qualquer, ng um
nimero em IN U {0} e € > 0, tomeioethalquenogio,%<56K§Kio (70

[e.0]
existe pois |J K; = Q). Agora, para i > iy e para |ag| = ng multi-indice,
i=1

1
0 < Q0 < o . _
sup |0, (x)| < D sup|0®e, ()] < > sup |07, (x)] < - <€

zeK \Oto\:’rlo rzeK |a\§i rzeK;

e, portanto, 3*°p, — 0 uniformemente em K.

Concluimos entao que u (¢;) — 0 pelo fato de u ser continua e ¢, — 0 em

C* (22) . No entanto, |u(y;)| =1, Vi € IN. Absurdo. n

2.3 Convergéncia em D’ (()

Continuando com o estudo das distribuigoes, introduziremos importantes con-

ceitos de convergéncia com exemplos e resultados relacionados.

DEFINICAO 2.3.1 (Convergéncia em D' (12)). Seja (un), .y wma seqiiéncia de
distribuicoes em D' (). Diremos que esta seqiiéncia converge para a distribuicao
u € D' (Q) se ocorrer

lim <u,,p> = <u,p> VYoe Q).

n—oo

EXEMPLO 2.3.2. Seja ¢ € C§° tal que S(p) C B(0,1), 0 < ¢ e, além disso,

[ 0 () dz = 1. Entao, dado a € R", ¢, () = e "¢ (“=%) converge para d,.

3

Solucao. De fato, tomemos ¢ € C§°. Logo,

— X

<pav> = e [ v@e(T)ar= [ va-se@a
= ¢z—:(a) () < gy >,

Ccomo pro curavamos. |

PROPOSICAO 2.3.3. £'(Q2) é denso em D' ().
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Prova. Seja u € D' (Q). Tomemos (K, ),cnv uma seqiiéncia de compactos de
modo que K, C K, e que fj K, = Q. De posse desta seqiiéncia de compactos,
tome uma seqiiéncia (,,) C nczol" (Q) tal que ¢,, = 1 numa vizinhanga Vi, de K,
para todo n. Defina entao u,, = ¢, u. Entao u, € & (Q), Vn (pois S(u,) C S(v,))
e u, — u em D’ (). Vejamos esta iltima afirmagao.

Dada ¢ € C§° (), queremos mostrar que < u,,? >— < u,1p > . Mas
isto equivale a mostrarmos que < wu, (1 — ¢,,) >— 0 quando n — oo. Seja
v, = ¥(1 — ¢,) para todo n. Tome K = S(¢). Entao existe ng € IN tal que
K C K,, (pois Ej K, = ). Logo temos uma vizinhanga Vg, ~de K,, na qual
Ono = L e, porta?;é, Yo = 0 em Vg, . Além disso, de K,, C K,,11 segue que, para
n > ng, o, =1em Vg, . Logo v, =0 em Vi, . Como Vg, contém o suporte de

1, entao ¢ = 0 fora de Vg, . Logo, 7,, = 0 em .

Assim, pela linearidade da u,
<u,y,> = <u0> =0,
provando, com isto, a proposi¢ao. [ ]

TEOREMA 2.3.4. Tomemos (u,)neny uma seqiiéncia de distribuicoes em D' (£2)
tal que para cada ¢ € C§° () a seqiiéncia numérica (< Up, >)pen € conver-
gente. Defina o funcional u : C§° (2) — C onde para cada ¢ € C§° () temos
que

<u,p> = lim <up,p>.

n—oo

Entao, u € D' (Q).

Prova. Obviamente v ¢é linear, porém a prova da continuidade é mais delicada e

nao sera feita aqui. [ |

2.4 Convolucao

Iniciemos vendo o que ocorre com as integrais

/f(w —y)g(y)dy e /f(y)g(x —y)dy
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quando f e g forem continuas em IR™ e uma delas, ao menos, possua suporte
compacto. Digamos que S(f) seja compacto. Logo, a segunda integral escrita
acima é apenas no suporte de f. Através de uma mudanga de varidvel vemos que
a primeira integral é também em um compacto, e mais, vemos que elas sao iguais.

Escrevemos isto pela férmula

(f % 9)(x) = / £z — v)g(y)dy.

Facilmente podemos ver que f x g = g % f. Além desta regra, o leitor pode
demonstrar que se f e g forem diferencidveis em relacao a variavel z; (1 < j < n),
entao

of 9y

0
8_%(f*g>_8_:n'j*g_f*8_:zrj’

e, por um processo de indugao em ||, a multi-indice, que
O%(fxg)=(0"f)xg=[=(8%)

com a ressalva de que estas expressoes facam sentido.

Veremos como estas nogoes estendem-se para distribuicoes agora.

DEFINICAO 2.4.1 (Convolugao de Distribuicao com Fung¢ado). Considere
ue D (R") ep e CP(R) (ouu € E(R") e p € C®°(IR")). Definimos a

convolugao de u com ¢ como uma fungao u * p : IR® — C tal que
(uxp)(a) = <u,@, >,
onde ¢,(x) = p(a — x), Va,x € IR™.

EXEMPLO 2.4.2. Sejam c € IR" e p € C*™ (IR") . Considere a distribuicao delta de

Dirac centrada em c, d.. Entao,

(60 * 90)(0’) = < Sp(a - ZC) > = <p(a - C)‘
Em particular, quando ¢ = 0, temos que 6 * p = .

TEOREMA 2.4.3. Dadas u € D'(IR") e p € C (IR") (ouu € & (R") e
@ € C™(IR")), entdo a fungdo (u* p) € C* e mais, para todo multi-indice o

valem,
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1) 0%(ux @) = (0%) *xp=ux(0%) e
2) S(uxp) C S(u)+ S(p).

Prova. Provaremos para o caso u € D' (IR") e p € Cg° (IR") . A outra situagao
segue uma demonstragao semelhante. Comecemos pelo item 2).

Suponha que ¢ ¢ S(u) + S(¢). Queremos mostrar que ¢ ¢ S(u * ¢). Como
c & S(u)+S(p), entdo S(u)NS(p,.) =0, pois se S(u)NS(p.) # () entdo existiria
be S(u)NS(¢,.), oque equivale ab € S(u) eb € S(@,). Desta dltima pertinéncia
concluimos que existe s € S(p) tal que b = ¢ — s e daqui sai que ¢ = b+ s, isto

é, c € S(u) + S(¢). Absurdo! Portanto, de fato temos
S(u)ynS(e,.) = 0.

Logo, (uxp)(c) = < u, ¢, > = 0. Além disso, por repetigao do processo, temos que
(u* p)(x) = 0 para cada = em alguma vizinhanga de ¢. Logo, fica caracterizado
que ¢ & S(u* @), provando assim o item 2).

Vejamos agora o item 1). Inicialmente, procuremos mostrar que u * ¢ possui
derivadas parciais de primeira ordem. Para isto, seja ¢ € R" e j € {1,2,...,n}
quaisquer, porém fixos doravante. Tome (hg)reny C IR satisfazendo hy # 0 para

todo k natural e hy — 0. Afirmamos que a seqiiéncia

Pethue; ~ Pe — 0P em Cg°.

hk 8:1;j

Mostraremos esta afirmacao mais abaixo, por enquanto assuma-a verdadeira. As-

sim,
Ouse) ) g (rDet ) = (ur 0)()
aa,j hi—0 hk
= lim < u, w >
Ry —0 hy,
_ 0p. . _ O

Logo, pela arbitrariedade de (hy), de j e de ¢, temos que u * ¢ admite derivadas

parciais de primeira ordem em IR" e

O(u * @) s Jp
3aj 8xj'
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Agora, considere

ou o ou . dele—a)
_ Oy -
= <u, o, (c—z)> = (ux (%j)(c).

Finalmente, para obter as férmulas listadas no item 1), aplicamos indugao em

.

@c-&-hke]-*‘;’c N 8(@6

Por ultimo, mostremos que =
) q wk hi Ox;

em C§°. Assim como as
inducgoes citadas acima, a prova de que existe um compacto K C IR" tal que

S(1,) € K para todo k € IN sera deixada a cargo do leitor. Concentremo-nos

entdo em mostrar que |0%(¢, — 8%)

5-)| — 0 uniformemente em K seja qual for o
J

multifndice «. Através do Teorema do Valor Médio podemos escrever, para 6, (z),

0a(x) € (0,1),

P, 1 Iy
wk—a—xj = h—k[SO(C—QJJrhkej)—@(C—SU)]—a—%(c—ﬁ)
_ Oy ¢

= o (¢ — x4 01(z)hie;) o, (c—x)
0

= hkel(m)ﬁ(c — 2+ 601(x)02(x) hie;).
Tj

Logo,
0p, 0%p
Yy, — ;| |- 91(55)8—5632(0 —+ 01(2)02(x) hiej) | < Cp)]hal,

onde C'(¢) é uma constante que depende apenas de . Logo, de hy, — 0 temos

¢ . . C
que ¥, — afc_ uniformemente em IR". De modo andlogo, dado o multi-indice
J

qualquer, temos

o P,
J

) ’ < Col@)|hk| — 0 uniformemente em R",
concluindo assim a prova. [ ]

OBSERVAGAO: Note que na férmula 0%(u* ) = (0%u) * @ = u* (0%p), o primeiro
membro é a derivada em relagao & varidvel a e nos "segundos" membros a derivada

é em relagao a varidvel x. No entanto, quando calculadas em c elas coincidem.
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TEOREMA 2.4.4 (Associatividade). Dadas o, € C° e u € D', entio
(ux@)x) =ux*(p*).

Prova. Sejam ¢, p € C3°, € > 0, e as somas de Riemann, com m percorrendo

ZTL

Y

se(z) =¢€" Z o(x —em)p(em).

Note que lz'r@rss(x) = (¢ x1)(x) para cada z € IR". Afirmo que s. — @ * 1) em

e—0

C§°. Vejamos.

Como S(s.) C S(p) + S(¥) 4+ B(0,1), entdo temos que S(s.) é compacto e
além disso, supondo sem perda de generalidade que 0 < ¢ < 1, entao podemos
ver facilmente que existe um compacto K C IR" tal que S(s.) C K para todo
0 < ¢ < 1. Ainda trabalhando com a primeira inclusao citada, temos que o

somatorio acima possui uma quantidade finita de parcelas nao nulas. Logo, dado

um multi-indice o temos, Vr € IR",
0% (se(z)) =" Y 0% (p(w — em)) h(em) — (9% * ) (x) = 0(p * ) ().

Portanto, a convergéncia é uniforme e, com isso, finalizamos a prova de que
se — p*x 1 em CF°.
Agora, dado ¢ € IR" um elemento arbitrério,
[us (ex)l(c) = lim <wu,s(c—x)>

= lime" Zw(am) <u,p(c—x—em) >

= lime" Y d(em)(uxp)(c—em) = [(uxp) * ¥](c).

e—0t

E pela arbitrariedade de ¢, segue o resultado. ]
TEOREMA 2.4.5. C5°(Q2) ¢é denso em D'(Q).

Prova. Como sabemos, £'(2) é denso em D'(£2). Logo, basta mostrarmos que
C5°(€2) é denso em &'(Q2). Seja entdo u € £'(2) uma distribuigdo arbitréria. Tome

¢ € C5°(2) como no Exemplo 2.1.2 e para cada € > 0, ponha ¢ (7) = ¢ "p(%) e
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defina u.(x) = (u * ¢.)(z) onde x pertence a IR". Pelo Teorema 2.4.3 temos que
u. € C3°(92).
Tome, agora, uma 1) € C°(Q) qualquer. Observe que 9)(x) = 1(—z) e que

Y(z) = 1p(z). Assim, olhando para u. como distribuicéo,

<unt > = <uxply > =[(wrp) #Y)(0) = [k (g x))(0) = < w7, >,

onde () = (¢, * ¥)(x). Agora, note que

v, = 1. (regularizada de 1)),

e, portanto, sabemos que 7, — 1 uniformemente em 2 e, sem maiores dificul-

dades, concluimos que v, — ¢ em C§°(Q). Assim,
lim <ue, > = lim <u.,j. > = <u > = <u >,
e— e—
Pela arbitrariedade da 1) segue o resultado procurado. [ ]

Sejam uy,us € D' (§2) com ao menos uma delas possuindo suporte compacto
e p € CF° (Q) qualquer. Digamos inicialmente que S(uy) seja compacto. Entao,
pelo Teorema 2.4.3, ug * p € C§° () e, portanto, a expressao [u; * (ug * ¢)](c)
faz sentido para qualquer ¢ € IR". Analogamente, supondo agora que S(u;) seja
compacto, entdo obviamente u; € £ () e, além disso, novamente usando o Teo-
rema 2.4.3 podemos afirmar que uy * ¢ € C™ () e conseqiientemente também
temos neste caso que a expressao [ug * (ug x ¢)|(c) estd bem definida seja qual for

c em IR". Assim, temos a

DEFINICAO 2.4.6 (Convolugao com Distribuicao). Sejam uy,us duas dis-

tribuicées de D' () com ao menos uma delas possuindo suporte compacto. Entao,

dada ¢ € C° () definimos,
[(ur * uz) x @] (c) = ur * (uz x )](c), Ve e R".
TEOREMA 2.4.7. Sejam u; € D' (Q) e uy € E'(Q) . Entdo,

1) S(uq *uz) C S(ur) + S(usg) e
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2) Uy kU = Usg * Uy.

Prova. 1) Tome ¢ € C5° () tal que [ ¢ =1, S(p) = B(0,1) e ¢ > 0 e considere

a funcao ¢, () = ¢7"(Z). Assim, usando o item 2) do Teorema 2.4.3, temos
S((urxug) xp.) = Surx (uzx p.)) © S(ua) +5(uzxp.) C 5(ur) +5(uz) +5(¢2).

No entanto, quando ¢ — 0 concluimos que S(p,) — {0} pois . — § (Exemplo
2.3.2). Logo, na inclusao descrita acima e fazendo ¢ tender a zero, obtemos

S [(ug * ug) * 0] C S(uy) + S(uz) + {0}, isto ¢,
S(ug *ug) C S(ug) + S(ug),

como queriamos.

2) Sejam ¢, € C3°(Q2) arbitrarias. Usando comutatividade de convolugao de

funcoes e o Teorema 2.4.4,

(ur *ug) x (p*x1h) = up*[ug ()] = ug * [(ug x @) * )]

= uy* [ (ug * )] = (ug %) * (ug * ).

De modo andlogo, também temos que (ug * uy) * (@ * ) = (ug * ) * (ug * @) e

isto nos da que

(ug *ug) * (px10) = (ug * uy) * (px 1), Vo, € C5° ().

Tomando agora v, de modo que p* 1, — ¢ em C§° () e fazendo ¢ — 0 obtemos

a relacao
(u1 * up) * @ = (up * ug) *

que calculada em zero,
<U1*U2,Qv0> = <UQ*U1,QVO>

e isto equivale a uy * us = ug * u; pois a  tomada foi qualquer. [
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2.5 Transformada de Fourier

Comegaremos dando uma olhada no conceito cldssico de Transformada de
Fourier para, logo em seguida, passarmos ao de Transformada de Fourier de

Distribuicoes.

DEFINIGAO 2.5.1 (Transformada de Fourier). Seja f uma fungdo de L'. A

transformada de Fourier de f é a funcao f: IR" — C dada por

for = [ e

onde v.£ = ) x;.;.
j=1

Seja, agora, £, € IR" um elemento qualquer, porém fixo. Tome (&), C IR"
uma seqiiéncia tal que &, — &,. Naturalmente, [e~*¢» — e~™%0| — 0 para todo
x € IR". Assim, temos que a seqiiéncia o, (z) = (e~ @ — =) f(2) — 0 para

quase todo x € IR". Além disso,

lorl < 2|f] q.tp.

Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada, obtemos

lim o(z)de =0,
k—oo R"

isto &, lim S €75k f()dx = [, €70 f(x)dx, ou seja,
— 00

~ o~

lim 7€) = o).

E, finalmente, pela arbitrariedade da seqiiéncia (§,) segue que ]?é continua.

Outra propriedade de fé a limitacao. De fato,

fof=| [ s

< [ ur@lde =1,
Logo, ||flles < I1flr

PROPOSICAO 2.5.2 (Lema de Riemann-Lebesgue). Dada f € L', entio
]?(f) — 0 quando ||£]] — oo.



44 CarituLo 2 INTRODUGAO AS DISTRIBUIGOES

Prova. Seja € > 0 dado. Inicialmente, tome f € C§° arbitrariae j € {1,2,...,n}.
Naturalmente 0; f € L'. Considere M > 0 satisfazendo 7 [|0;f||, < € e também

S(f) C A, onde A é um cubo de centro na origem e lado 2M. Agora, note que

Fo = [ essan= [ [ ety

onde di = dxydry...dx; 1dzjyy...dx,. Se {; # 0 e aplicando integragao por partes

obtemos,

/M e L f(z)dz; = L /M e~ L9, f(z)dx,

M i€

e, portanto, podemos escrever,

7le) = % / 0, f ()

Entao, para ‘§j| > M,

NGIE ﬁ/ =40, (2)| da = ﬁ 10, £1l, < e.

~

E isto mostra que f(§) — 0 quando ||£]| — oo para o caso f € C§° (2) .
Suponha agora que f € L'. Como C§° (€2) ¢ denso em L', entdo existem uma
funcao g € Cg° () tal que [[f —g||; < 5 e, pelo descrito acima, um mimero

M > 0 tal que [§(€)] < & sempre que [|€]| > M. Desta forma, escrevendo,
@) = [ () e Sg(@)] + e g(a)
temos, para ] > M,
Fo < [ et - s@llarr | [ e
= [ 1@ - g do + GO <=

finalizando a demonstracao. [ ]

Dada uma funcao f : IR" — C, diremos que esta funcao serd de decaimento

rapido se f for de classe C'*° e se satisfizer,

lim 2?0%f(z) = 0, Vo, 8 multi-indices.

llz[|—o00
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Deixaremos para o leitor mostrar o fato de que dados dois multi-indices «, 3

quaisquer, entao | lﬁm 2P0 f () = 0 se, e somente se, existir uma constante
ZT||—00

M = M(a, ) > 0, de modo que ‘xﬁﬁo‘f(x)‘ < M, Vx € IR™. Nestas condigoes

temos que uma funcao f serd de decrescimento rdapido se, e somente se, f € C*

€ Se SUpRn

xﬂa"‘f(x)} for finito para todos « e f3.

DEFINICAO 2.5.3 (O espacgo S). O espago S € o conjunto de todas as fungées

f IR — C de decaimento rdpido.

EXEMPLO 2.5.4. Como facilmente se verifica, o espago C§°(§2) C S. No entanto
a inclusao contraria nao é verdadeira pois a fungao f, definida em IR", dada por

flz) = e =1? estd em S, porém nao em C§(S).

DEFINIGAO 2.5.5 (Convergéncia em S). Uma dada segiiéncia (¢,) C S con-
vergird a zero em S se para quaisquer multi-indices o e B a seqiiéncia definida
(para cada x de IR" e para cada j natural) por ;(x) = xP9%¢,(x) convergir
uniformemente a zero em IR". Denotamos ¢; — 0 em S.

Naturalmente temos que ¢; — ¢ em S se h; = (gpj — go) —0emsS.

EXEMPLO 2.5.6. Dados p € S e uma seqiiéncia de nimeros complexos (a;) tal que
a; — 0, entdo a seqiiéncia p,;(r) = a;p(x), onde x € IR", converge para zero em

S.

TEOREMA 2.5.7. Dados o multi-indice e o € S, entdo valem:

—

1) Dp(§) = £*p(6) e

—

2) 2p(&) = (—1)*IDB(¢).

~

Além disto, o operador F : & — S, onde F[f(2)](§) = f(§), estd bem

definido e é continuo.

Prova de 1). Sejam ¢ € S e « quaisquer. Usaremos indugao em |« . Considere

Jj €{1,2,...,n} e e; o multindice constituido por 1 na sua j-ésima coordenada e
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por zero nas demais. Note que |e;| = 1 e que estamos procurando dar o passo
inicial da prova por indugao. Desta forma, integrando por partes,

—+oo . e )
/ e—zm.fajcp(x)dxj — (25])/ e—ZI-ggp(l‘)dl‘j-

o0 — 00

E dai concluimos que (‘ic\p(f) = 4£,9 () . Multiplicando por (—i) e observando

que §; = 7, obtemos
Deip (€) = €909 ().

Pelas arbitrariedades de j e de ¢, fica provado que a igualdade 1) é valida para
qualquer multi-indice de ordem 1 e para qualquer ¢ € S.

Suponha agora que a relagao 1) seja vélida sejam quais forem « multi-indice
de ordem k£ € IN e ¢ fungdao de §. Dado a um multi-indice de ordem &k + 1
qualquer, entao podemos escrever o = 3 + ¢; onde 3 ¢ um multi-indice de ordem

keje{l,2,..,n}. Assim,
Dog(€) = DPDp(€) = 2 Dop(€) = E°€93(€) = £°3(¢),

como querfamos.
Prova de 2): Novamente indugao na ordem do multi-indice, porém, antes disso
veja que dado um multi-indice 8 qualquer,

2 ([l]* + )" e (@) | _ ¢
(l]” +1ymer )7 (flaff* + 1)+t

|27 (z)| =

Logo, pelo Teorema 1.2.1 concluimos que 2%y € L! e portanto o lado esquerdo
da igualdade em 2) faz sentido.
Tome j € {1,2,...,n} e e; como na prova de 1). Derivando ® (§) sob o sinal
de integracao obtemos,
0%

9= [ @i

E desta igualdade concluimos que 7% (&) = (—1)1%D%3(¢). Dada a arbitrarieda-
de de j e da ¢, verificamos entdo que a relagdo 2) é verdadeira para qualquer

multi-indice de ordem 1 e para toda ¢ € S.
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Suponha que temos garantida a validade da igualdade 1) para todo multi-
indice de ordem k e para toda . Assim, dado o multi-indice de ordem k + 1,
temos como na parte 1) que a = 3 + ¢; e portanto,

—
—_

2p(6) = aPatip() = (-1)"IDPamp(¢)
= ()P DDEE) = (1) DUR(E),
finalizando 2).

F estd bem definido: Observamos inicialmente que F é linear. Agora, usando

as féormulas 1) e 2) provadas acima podemos ver que

DB (£) = £(—1)PlaPp (€) = (1) Do () (€).

E daf,
z|? nHpe (2B (x
€D < /]R D7 (@) (@)] dx = / . = f”i)HQ +Dl)n(+1 2 g,
< sup (ol + 1" D" (o) () ( /| md)
< C(a, p).a,

onde a ¢ a integral. Logo, F[S] C S e, portanto, bem definido.
F & continuo: Seja (goj) C S uma seqiiéncia que converge para zero em S.

Entao, como na iltima cadeia de desigualdades acima,
€D, (§)| < ¢j.a — 0,

pois p; — 0 em §. Como o exposto nao depende da particular escolha de { € IR",
segue a convergéncia uniforme. Isto mostra que F (gpj) — 0 em S e, portanto,

que F ¢ continuo. [ ]

2
*/2 onde x pertence a IR. Sem a menor

¢'(z) + ap(z) =0
p(0) =1
Agora, aplicando a transformada de Fourier a EDO y'(x) + xy(xz) = 0 obtemos

i€2(€) + 19 (&) = 0 e dag,

EXEMPLO 2.5.8. Considere p(x) = e

dificuldade podemos verificar que ¢ satisfaz o problema

3 () + 23(x) = 0.
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Logo p também é solugdo desta EDQO. Além disso, usando o método de separac¢ao
de varidveis vemos que p(§) = c.p(§) e, juntando com o fato de que ¢ (0) vale 1,

concluimos que p(&) = $(0).¢(€). Daqui,
R

Considerando agora a func¢ao p(zr) = e‘”””HQ/Q, com x € IR", e utilizando um ar-
tificio andlogo ao da prova do resultado [ R eIl gy = 1, na pagina 7, chegamos
a

B(&) = (2m)/2elElP/2,

TEOREMA 2.5.9. F : S — S dado por Fl¢] = p(£), £ € R", é continua-

mente inversivel e

FR = ola) = 2m) " [ @pe)de, o e S,

Prova. Sejam ¢ € S qualquer e ¢(z) = e~l2I”/2 Pelo Exemplo 2.5.8 temos que
P(&) = (2m)/2e~I61°/2 . Agora, dado € > 0, defina _(2) = ¢(ex). Entdo,

I o T

- 5 (§) ()

De posse desta igualdade, considere entao
| woep@a = [ wlee [ emotapas
n R» n
= [ ety [ ety ey
= [ el oy

= e [ ot (U0 an

_ Y=z
=,

Através da mudanca de varidveis z nesta 1ltima integral, obtemos,

[ 0Oepe) = 2 [ oo+ (e 2.1
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Por outro lado, ¢ (z + €2) ¥(z) — ¢(z)1(z) quando € — 0. Além disso, facilmente
conclui-se que |¢ (z + €2) ¥ (2)| < ¢ 1(z)|, com ¢; uma constante. Portanto, pelo

Teorema da Convergéncia Dominada,

(27?)”/2/4,0(x+ez)@/1( )dz—> (2m)2p /77/1 Ydz = (27)"p(x).

E*}

De modo anélogo concluimos, também, que

[ vlge e — | e

IR™

Assim, fazendo € — 0 em (2.7) obtemos

o) = (2m)" / CPER(E) .

Quanto a continuidade de F~!, prova-se de forma semelhante & feita na con-

tinuidade de F. ]

TEOREMA 2.5.10. Sejam o, w € S. Entao,
1) [y BEOVE)E = [0 (E)D()dE 4) (&) = (2m)"p
2) [ (€ w<£>d£= (2m)" fmso £)P(€)de 5) p3(&) = (2m) "(B*1)(6)
3) ¢ () = BU(E).

Prova de 1): Como ¢ e 9 sao suficientemente regulares, entdao podemos inverter

a ordem de integragao sem problemas. Logo,

| wovede = [ [ etpwue
~ [ et / e y(e)dgdr

— [ ele)ita)dn,

como pro curavamos.

Prova de 2): Tome 3 = 3, onde 8 é um elemento de S. Agora, observe que

5O = [ ewipdr= [ @ Blapts = [ epla)dn = 2n)e (©).
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E assim,

2 [ elones -

daf derivando-se a férmula em 2).

Prova de 3): Temos,

o~

G = [ e s o= [ [ oot - iy
= / () / el — y)dudy
= [ e [ e = ydady = (€ 36

Prova de 4): Como,

B0 = [ e @ = [ @) de = @n)elo)

obtemos, chamando —& = y, a expressao procurada.
Prova de 5): Inicialmente, considere g;z\b(ﬁ) = 2m)"p (&) ¥ (=€), justificado
pela aplicacao de 4). Por outro lado, pelo uso de 3),

~
~ o~

(2m) "% # (€) = (2m) "B (6) D (€) = (2m) " (2m)" (—€) (2m)" ().

Logo,
Y(§) = (2m) "B * (8).
Aplicando a transformada inversa, obtemos a relacao procurada. [ ]

A fim de estudarmos a Transformada de Fourier de Distribuicoes, necessitare-

mos da

DEFINICAO 2.5.11 (DistribuicGo Temperada). Uma distribuicdo temperada
é um funcional linear u : S — C continuo. O conjunto das distribuicoes tem-

peradas serd indicado por S'.
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OBSERVACOES: i) Considere ¢ € S uma fungdo qualquer. Agora, olhe para
Y € C§°(IR™) valendo 1 numa vizinhanga da origem. Defina, para ¢ > 0, a funcao
Y (x) = (ex). Nestas condigoes, temos que 1. — p em S e, conseqiientemente,
fica provado que C§°(IR") é denso em S. Com esta informagao podemos ver &'
como subespago de D'(IR"), desta forma, S é denso em S'.

it) Como § C C*°(IR"™), vemos que &' C §'.

TEOREMA 2.5.12. Seja v um funcional linear em S. Entdo, u é continuo se,

e somente se, existem constantes C >0 e m € IN U{0} tais que

u (@) <C Y sup|(1+ |a*)"0° (2)], Yo € S.

laf<m

Prova. A demonstracao deste reultado é semelhante a feita no Teorema 2.2.25 e

serd deixada para o leitor. [ ]

DEFINICAO 2.5.13 (Transformada em S'). Dada u € §', definimos a sua

transformada de Fourier (denotamos u) por

<u,p> = <u,p> VpeS§.

Noras: i) Pelo Teorema 2.5.9 temos que € S e, portanto, u estd bem definido.
Além disso, tomando ¢; — 0 em S temos que p; — 0 em S (ver prova do Teorema
2.5.7) e, dai, concluimos que u é continuo. Desde que u ¢ linear, segue que u é
uma distribuicao temperada.

i1) Como o operador F : S — S é continuo com inversa continua, entao o
operador F : 8’ — &’ também é continuo com inversa continua.

i1i) O Teorema 2.5.12 nos garante que LP(IR") C &', 1 < p < oco. Mais
geralmente, toda func¢ao mensuravel f tal que para algum o € IR satisfazendo
uma desigualdade do tipo |f(x)| (14 |z|*)* < g(z), com g pertencente a L? para

algum p, entao f é uma distribui¢ao temperada.

EXEMPLO 2.5.14. Seja 0. a distribui¢cao de Dirac centrada em ¢ € IR". Entao

o~

0. = e ¢ Em particularg =1
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Solugao. De fato, seja ¢ € S uma fungao qualquer. Assim,

<Oeyp> = <bo,p> =0p(c) = /e”'cgo(:c)d:v = <e ">,
COMO Procuravamos. n

TEOREMA 2.5.15. Sejam f € L', g€ L2, uc &, ve S ea um multi-indice.

Entao:

1) A transformada de Fourier de f, como fun¢io ou como distribui¢do tem-

perada coincidem;

i~ 2 2 —n -~ 2 .
2) ge L? ellgll; = 2m) ™" [Igll3;
3) U € C® e é dada por u(§) = < u,e @ >;
4) Doy = % e 7= (2m)"0.

Prova de 1): Denotemos por f e f as transformadas de Fourier de f como
funcao e como distribuicao temperada, respectivamente. Queremos mostrar que
< f, >=< f, p >, Yy € §. Para isto, sejam ¢ € S qualquer e (@/J]) C S, com
Y; — [ em L'. Afirmamos que @jgo — fgp em L'. Mostremos esta afirmacao.

De fato, dado ¢ € IR™ um elemento qualquer,
f(f) - QZ]‘ (5)’ < / ‘f(x) - wj (x)} dx = Hf - 77Z)j||1 — 0, quando j — oo.

Portanto, f(£) — ; (§) — 0, V¢ € IR". Assim, )f(s> — 1), <§)\ | (§)] = 0 quando
J tende para infinito. Além disso, temos que ‘f(g) — sz (5)‘ o (&)] < cle ()],
Vj natural. Logo, estamos em condicoes de aplicar o Teorema da Convergéncia

Dominada para concluirmos que

-~

lim | [f(€) — ; (&) (€) dé = 0.

J—o0

Conseqiientemente,

<Fo> = <ip> =/f(§>@<£>d£=um b5 (6) 3 (€) de
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como procurado.

Prova de 2): Considere (w) C §, com ¢; — g em L?. Como, seja qual for a

J

fungio v € S, |75 = (27)" |7l , entdo podemos escrever,

-~

e, como resultado, temos que (%) é uma seqiiéncia de Cauchy no espaco de

B, = s - vl

Banach L?. Assim, existe h € L? tal que @j — h em L2
Procedendo como na parte 1), obtemos que ;ﬂ\jgp — hyp em L', Vo € S. Deste

modo,

<ho> = [hao)de= lim [, ds
— tim [0,@p @ = [ g@)p(z) ds

J]—00

= <9.9> = <g¢>,
e, portanto, g = h € L% Além disso,

2
B[ = tim @l = @ gl

~12
91l =

como queriamos.

Prova de 3): Seja ¢ € Cg° tal que [ ¢ = 1, com ¢ > 0. Dado € > 0, consideremos
o.(x) = e "p(z/e) e também u. = u * .. Note que, como u € £ e ¢ € C§°,
entdo u. € C§° e, por conseguinte, u. € L'. Além disso, j& sabemos que u. — u

em &’ e, evidentemente, por esta razao u, — u em S’. Assim,

u(§) = /e_mgue(l’)da: = < u:—;,e_m‘5 > = < Uk @E,e_ix-i >

= (uxp.*eT)(0) = [ux (@, x e)")(0)

= <u,p ke "> =p(ef). <u,e T >

Como $(g€) — 1 em O, entdo U, — < u,e” () > em S’. Conseqiientemente,

pela unicidade do limite, temos que,
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—

Prova de 4): Como D*p(§) = £*P(€), Vo € S (Teorema 2.5.7), entdo

<Dw,p> = <Do> = (-1 <0, D>
= (=Dl <o (mDlleB > = <*,p >
= <>
Finalmente,
<5,go> = <0,p> = <vfp> = 2mM)"<v,p> = 2m)" <V, >,
terminando a prova deste teorema. [ ]

Dados €2 C IR™ e uma funcao f : Q x IR™ — IR mensurdvel, suponha que

para cada compacto K de €2

/K/m |f(t,2)| dadt < oo.

Desta forma, pelo Teorema de Fubini, a funcao f é integrdavel em x para quase
todo t e, portanto, podemos definir a transformada parcial de Fourier na varidvel

x pondo

fto = [ et

Como funcao da varidvel &, fv é uma funcao continua para quase todo t. Logo
fvE L, .(2x IR™). Isto nos mostra que a transformada parcial de Fourier consiste
em manter fixas algumas varidveis e aplicar a transformada de Fourier nas de-
mais. Contudo, este processo para distribuicoes precisa de uma explicacao mais

convincente, para isto, denotaremos por m; a projecao em IR", isto é:
m : IR" x R™ — IR onde 7y (t,x) = t.

As vezes, para enfatizar a transformada parcial de Fourier na varidvel x, es-

creveremos f,.

DEFINICAO 2.5.16 (O espaco C§(2; S(IR™))). O conjunto das fungoes ¢ per-
tencentes a S(IR™ x IR™) tais que m1(S(p)) C Q e é compacto, é denotado por

Ce(2; S(IR™)). De um modo mais conciso,

CE(S(R™)) ={p e S(IR" x R™); m1(S(¢)) C Q e é compacto}.
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DEFINICAO 2.5.17 (Convergéncia em C§°(2;S(IR™))). Diremos que a se-
giiéncia (p;) C C5°(Q; S(IR™)) converge para zero em Cg°(€2; S(IR™)) (denotamos
w; — 0 em C3°(§; S(IR™))), se ocorrer que

1) o; =0 em S(R" x IR™) e

2) Ezista um compacto K C § tal que S(p;) C K x IR™ para todo j natural.

TEOREMA 2.5.18. Seja F : C°(Q; S(R™)) — C°(Q; S(IR™)) o operador
dado por F|[f] = f; Entao F é um operador continuo e inversivel. Além disso,

dados p,¢ € C(; S(IR™)) e o wm multi-indice, valem

1) Day(t,€) = EB(t,€);
2) 29p(t,€) = (~1)*IDgR(t, €);
3) Dyp(t,€) = DEp(t,€) e

) Sin S P6 V() dEAE = [ [ o8, ) (E, €)dE .
Prova. A férmula da inversa, neste caso, ¢ dada por

flto) = [ e=<Fiepe

e a prova dela e das demais afirmacoes sao semelhantes ao que foi feito nos

Teoremas 2.5.7 e 2.5.9 e, portanto, serao deixadas a cargo do leitor. [ ]

DEFINICAO 2.5.19 (Distribuicao temperada em x). Qualquer funcional line-
ar u : CP(Q; S(IR™)) — C que seja continuo é dito ser uma distribui¢ao tem-
perada em x. O conjunto das distribuicoes temperadas em x serd denotado por

S'(Q S(R™)).

EXEMPLO 2.5.20. Seja u € 8'(IR" x IR™). Restringindo u a C§°(2; S(IR™)) con-
cluimos tmediatamente que u é uma distribuicao temperada em x. Conseqiiente-

mente, E'(Q2 x R™) C S'(2 x R™).
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DEFINICAO 2.5.21 (Transformada parcial de distribuigcées). Dada u em
S'(Q; S(IR™)), definimos a transformada parcial de Fourier de u, indicada por u

ou Uy, pondo

<u,p> = <u,p>, Ype O S(R™)).

ExEMPLO 2.5.22. Considere a distribui¢ao de Dirac centrada em b = (t1,¢y), um
ponto de IR x IR™. Entao, dada ¢(t,x) € C(Q;S(IR™)), vejamos como se

comporta a transformada parcial de 6.

<gb,<p > = <0y, p,> =gt )= /e_m‘clgp(tl,x)dx.

Esta integral é denotada de um modo conciso por < & (t),p(t,xz) >, onde &,
atua como a distribui¢ao delta na primeira varidvel e como fungao (integragdo)

e~ na sequnda. Quando b = 0, escrevemos 5= a(t).



Capitulo 3

HIPOELIPTICIDADE E
SOLUCAO FUNDAMENTAL

3.1 Hipoelipticidade

A fim de prepararmos o terreno para o conceito de solucao fundamental,
iniciaremos esta secao com a importante definicao de operador hipoeliptico e,

entao, provaremos resultados relacionados.

DEFINICAO 3.1.1 (Operador hipoeliptico). Sejam Q2 C IR", ) aberto, m um

natural e a, : Q@ — C fungées (|a] < m). Diremos que o operador

P(z,D) = Z aq(x) D

la|<m

é hipoeliptico em Q) se SS(P(x, D)u) = SS(u) para toda u € D' ().
OBSERVACOES: i) Caso as fungbes a, sejam todas de classe C* (€2), temos que
para cada u € D' (), P(xz, D)u € D' (2). Tomando entao ¢ ¢ SS(u). Sabemos
que existem uma vizinhanga de ¢, V.. contida em Q\SS(u) e f : V. — C de classe
C*> (V,) tais que

<ug> = [ flaypla)ds, Vo € CF (V).
Deste modo, escolhendo uma ¢ qualquer de C§° (V,) e executando alguns cédlculos,

obtemos

< P(a,Dyup> = / F(@)d(e)dz,

o7
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onde ¢ € C* (V,) e é proveniente das contas efetuadas para obter esta igualdade.
Isto mostra que ¢ ¢ SS(P(x, D)u), ou seja, que SS(P(z, D)u) C SS(u). Desta
forma, quando os coeficientes do operador forem funcoes de classe C'*°, basta que
mostremos a inclusao SS(u) C SS(P(z, D)u) para provarmos que o operador P
¢ hipoeliptico.

i1) Baseados na definigao de suporte singular de uma distribuigao, provar que
o operador P da Definicao 3.1.1 é hipoeliptico, é equivalente a mostrar que para
cada conjunto aberto U de ) e para toda distribuicao v de D’ (2), u serd de
C> (U) sempre que P(z,D)u € C*(U). Em contrapartida, para mostrar que o
operador P nao é hipoeliptico em €2, basta encontrar um conjunto aberto U C §2
e uma distribuicado u € D' (Q2) de tal forma que P(x,D)u € C*(U) porém
ug C*(U).

iti) Se P(z,D) = 3 ,j<n @a(x)D* for hipoeliptico em Q e u, f € D' (Q2)
satisfizerem P(x, D)u = f, entao u pertence a C*°(Q\S(f)).

PROPOSIGAO 3.1.2. Suponha que o operador P(z, D) =37, ,, aa(x)D®, defini-
do em Q, seja hipoeliptico e que tenhamos P(x, D)u = P(x, D)v, onde temos que
u,v € D'(U) e U C Q é um aberto dado. Nestas condigées, existe f € C® (U)
de modo que u=v + f.
Prova. Sendo P(x, D)u = P(x, D)v, entao

P(z,D)(u—v)=0€ C*(U).
Desde que P ¢é hipoeliptico, temos que (u—v) € C*°(U). Logo, existe uma fungao

f € C>®(U) de modo que

<u—vp> Z/Uf(m)sO(x)de < fip > Ve ™ (U),

Ccomo pro curavamos. |

Antes de passarmos ao préximo conceito, notamos que uma dada distribuicao
u € D' (§2) serd uma distribui¢io analitica em §) se existir uma fungdo analitica

f € — C de modo que

< u,p > :/Qf(x)cp(x)dx, Vo e C™(Q).
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Agora sim podemos enunciar a

DEFINICAO 3.1.3 (Operador hipoeliptico analitico). O operador diferencial
P(z,D) = Y  an(z)D",
|a|<m
definido no aberto ) de IR™, serd dito hipoeliptico analitico se para cada subcon-
junto aberto U de ) e para toda u em D' (U) tal que P (x, D) u for analitica em

U tivermos que u é analitica em U também.

Nota: Perceba que todas as observagoes que seguiram a Definicao 3.1.1 se a-
plicam a um operador hipoeliptico analitico, trocando, evidentemente, C'* por

analitico.

PROPOSICAO 3.1.4. Suponha que o operador linear P(x, D) = 37, <, @a(z)D®
seja hipoeliptico analitico no aberto 2 de IR". Considere ainda duas distribuigoes
u, v tais que P(x, D)u = P(x, D)v em algum subconjunto U C . Nestas hipdteses

temos que existe uma funcao f, analitica em U, tal que u = v + f.

Prova. Esta demonstracao é muito semelhante & feita na Proposicao 3.1.2 e serd

deixada a cargo do leitor. [ ]

EXEMPLO 3.1.5. Dado um nimero real ¢, o operador P(x,D) = (z — ¢) em R

nao é hipoeliptico.

Solugao. De fato, como sabemos (z — ¢)%=(z) = (z — ¢)d, = 0 € C* (IR) . No

entanto, H. ndo é C* (IR). n

ExEMPLO 3.1.6. Dado ¢ € IR, ¢ # 0. Considere agora o operador de onda

2
P(t,z,D) = % — N, (t,x) € R x IR".

Este operador nao é hipoeliptico.

Solucao. Tome uma funcao real f de classe C? pelo menos, porém nao de classe
C®. Defina u(t,x) = f(x; + ct). Note que P(t,z, D)u = 0 € C*® sem que u seja

de classe C°. ]
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LEMA 3.1.7. Seja I um intervalo aberto. Dada ¢ € C{°(1), entdo

Ip € C(I) tal que ' = ¢ & /gp(m)dm = 0.
I

Prova. Suponha que [; p(z)dz = 0. Se necessério, estenda ¢ por zero em R\I e

entao defina

como querfamos.
Reciprocamente, suponha que exista ¢ € C§°(I) tal que ¢'(z) = ¢(z) em I.
Tome A e B em [ tais que S (¢) C [A, B]. Assim,

[et@ir= [ = - vm =o

concluindo o lema. ]

PROPOSICAO 3.1.8. Sejam [ C IR, I intervalo aberto, e u € D'(I) tal que

u' = 0. Entao u é constante.

Prova. Queremos mostrar que existe ¢ € C tal que,

< u,p > :/cgo(x)dx, Vo e C5° (I).
I

Para isto, seja ¢ € C§°(I) uma fungao qualquer. Tome ¢, € C§°(I) de modo que

J; w0 = 1. Podemos escrever,

ol) = () - ( / w(t)dt) o) + ([ o(0t) guto)

e, chamando 7(z) — ([, ¢ ; p(t)dt)py(r) temos, sem a menor dificuldade, que
[;7(z)dz = 0. Agora, usando o Lema 3.1.7 concluimos que existe 1) € C§°(I) tal

que V" = v em I. Desta forma,
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e, por conseqiiéncia,
<u,p> = <u, >+/go(t)dt < U, py > .
I

Fazendo < u, p, > = ¢ e usando que < u,?’ > = 0 por hip6tese, chegamos a

<u,p > —/cgo(t)dt— < e >,
I

finalizando a prova. ]

EXEMPLO 3.1.9. Sejam I um intervalo aberto e m um nimero natural. O operador

P, = L ¢ hipoeliptico em 1.

= dzm

Solugao. Indugao em m. Considere m = 1. Logo P, = %. Tome J C I um inter-
valo aberto e u € D' (J) satisfazendo que P;(D)u € C*°(J). Queremos mostrar
que u € C*®(J).

Digamos que P;(D)u = f. Defina entao
g1(x) = /x f(t)dt, Vo € J e para algum a em J.
Como f € C*(J), entdo g; € C*(J) e vale
g1(z) = f(x), Vx € J.
Assim, Pi(D)g; = ”%1 = f = Pi(D)u e, portanto,
Pi(D) (g1 —u) =0.

E agora, usando a Proposicao 3.1.8, existe ¢ € C tal que u — g; = ¢, ou seja,
u = g1 + ¢, evidenciando o fato de que u € C*°(J). Logo, P;(D) é hipoeliptico
em /.

dk:
dak >

Suponha agora que Py(D) = k < m, seja hipoeliptico em I. Queremos
mostrar que P, é hipoeliptico em I. Considere J C [ um aberto arbitrério e
u € D' (J) satisfazendo Py 1(D)u = f € C(J).

Defina, para cada j =1,....k + 1,

gj(x) :/ gj—1(x)dz, Yz € J,
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onde a é algum elemento de J e go(z) = f(x). Note que P;(D)g; = f seja qual
for j € {1,2,...,k + 1} . Portanto,

Py (Py (D) (4 = gr41)) = Prr1 (D) (u — grg1) = Prgr (D) u — Prgr (D) grgr = 0.

Chamando P; (D) (u — gr+1) = v, vemos que v pertence a D’ (J) e também que
Py (D)v = 0 pertence a C* (J). Consequentemente, por hipétese de indugao

temos que P; (D) (u — gry1) = v estd em C' (J), e assim,

Py (D) (u = gr1) = h € C=(J)
Pi(D)u=h— P (D)gr1 € C(J]).

Usando a primeira parte,

ue C™(J),

COMO Procuravamos. [ |

EXEMPLO 3.1.10. Sejam I intervalo aberto, a; : I — C, j = 1,2,...,m, fun¢oes
de classe C* (I) e o operador
P, (z,D) :ﬁ i—i—w(l’) :
’ , de 7’

=1

<

Afirmamos que P,, é hipoeliptico em I.

Solugao. Novamente indugao em m. Seja J C I um intervalo aberto qualquer e
u € D' (J) satisfazendo Py (z, D)u = f € C*(J). Estamos atrds de mostrar que
ue C™(J).

Considere a distribuicao v = gyu, onde
gi(z) = ey @O 5 c Jebe J fixo.

Sem maiores dificuldades, temos que

dv_d
de  dx

du

(o) =01 (G + o)) =Pt 0. D)= .

E como g1 f € C*(J), pelo Exemplo 3.1.9, v = ¢gyu € C* (J). Conseqiiente-

mente, a funcio u = vels @it ¢ Coo(J)
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Suponha agora que Py (z,D), k < m, seja hipoeliptico em I. Queremos
mostrar que P, € hipoeliptico em [.
Tomemos J C I um intervalo aberto qualquer e uma distribuicao u € D’ (J)

satisfazendo Py (2, D)u = f € C*(J). Observe que
Pita (QI,D)U = b (I7D) (Qk-i—l (I,D)u),

onde Q11 (2, D) = L + apiq ().

Chamando Q11 (z,D)u = v, temos que v € D' (J), que Py (x,D)v = f
pertence a C* (J) e que a hipétese de indugdo nos garante que v € C*®(J).
Considerando que Q.1 (2, D) u = v e aplicando a prova feita para o caso m = 1,

concluimos que u € C* (J), finalizando a prova. [

EXEMPLO 3.1.11. Sejam b;, j = 0,1, ..., m, nimeros complezos, b,, # 0. Entao o
operador diferencial

P (D)= b, —

( ) Z ]d.IJ
7=0
é hipoeliptico em IR, onde bO% = by.
- . 7 ; b; . .

Solugao. Considere @ (§) = ¢ ¢;&’, onde ¢; = b Sejam a; € C, j =1,...,m,

=0

Vi m
as raizes deste polindmio. Deste modo podemos escrever,

Q) =c]]-a).

m
J=1

Conseqiientemente, pelo fato de P ter coeficientes constantes,

P T (20,

j=1
Sendo ¢ # 0 e, como P (D) serd hipoeliptico se, e somente se, %P (D) for hipoelip-
tico, concluimos que P (D) é hipoeliptico em [ (Exemplo 3.1.10). |

3.2 Solucao Fundamental

Na esteira da secao anterior, estamos prontos para a
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DEFINICAO 3.2.1 (Solugdo fundamental). Seja P (z,D) = > a.(x)D* um
operador diferencial no qual as fungoes a,, estao definidas nu%aflgrto Q C R,
contendo a origem.

Uma distribuicao E € D' () serd uma solu¢ao fundamental para o operador

P (z,D) se
P(x,D)E = 6.

TEOREMA 3.2.2. Seja P (D) = Y. a,D* um operador diferencial com coe-
|| <m
ficientes constantes e E € D' (IR") uma solugdo fundamental para P (D). Sejam

ainda, uw ev € &' (IR") e f € D' (IR"). Entao,
1) A equagio em D' (IR™), P(D)w = v tem uma solu¢io w = E xv e
2) Se P(D)u = f, temos u = E x f.

Prova de 1): Como v € &', entdo a expressao F * v estd bem definida. Deste

modo, tendo P coeficientes constantes,
P(D)w=P(D)(Exv)=(P(D)E)xv=0d*v=n0.

Prova de 2): Desde que u € £, entdo P (D) u pertence a £ também. Logo faz
sentido escrevermos F x f. Novamente, usando o fato de que P tem coeficientes

constantes,

u=u*xd=ux(P(D)E)=PDu*xE = fxFE,

terminando a prova. ]

TEOREMA 3.2.3 (Solucdo fundamental x hipoelipticidade). Sejam o ope-
rador com coeficientes constantes P (D) = > a,D* e E € D' uma solugao
|| <m

fundamental de P (D). Suponha, adicionalmente, que E € C*(IR™"\{0}). Entdo
P (D) é hipoeliptico.

Prova. Seja U C IR" um aberto qualquer e nao vazio. Tome u € D’ (U) tal que
P(D)u = f € C*(U). Queremos mostrar que u € C* (U) e, para isto, basta

mostrar que dado ¢ € U, entao u é de classe C'° em alguma vizinhanga de c.
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Seja ¢ € U um ponto qualquer, porém fixo. Sendo U aberto, podemos escolher

e > 0 de modo que B = B (c,3¢) C U. Agora, tome g € C5° (U) tal que g = 1

numa vizinhanca de B. Usando a férmula de Leibniz, temos,

PO g = Y aDgn) =Y ai Y DD

|~/1
lal<m lal<m  BHy=a gy

al
— a 8,1
= | §|< ae | gD u—i—ﬁg_ 5!7!D gDy
al<m Y=
B0

= gP(D)utv=gf+v,

onde v € £ (U), uma vez que em cada parcela do somatério que define v aparece
ao menos uma derivada de g. Além disso, devido ao fato de que as derivadas de
g anulam-se em B, temos que S (v) C B".

Usando que gu € £ (U) e que P (D) possui coeficientes constantes, podemos

escrever,
gu=d*xgu=P(D)E*xgu=Ex*P(D)(gu) = (Exgf)+ (E*v).

Olhando ¢gf como uma fungao de classe C* (U), entao E x gf € C* (U). Res-
tando mostrar que E x v € C'*° numa vizinhanga de ¢ pois, com isso e com o fato

de g valer um em B, chegaremos ao resultado.

Tome ¢ € C§° tal que p =1 em B (0,¢) e S(p) = B(0,2¢). Escrevendo,

Exv=[pE)*xv]+[1—¢)FExv],

observamos que (1 — ¢) E é uma funcao de classe C* pois (1 — ¢) = 0em B (0, ¢)
e F € C™ (IR"\ {0}). Desta forma, obtemos que [(1 — ¢) FE x v] € C*.
Falta mostrar que [(pF) * v] € C* em alguma vizinhanga de c¢. Sabemos, por

teorema, que
S((pE)*v) CS(pE)+S(v) CS(p)+S(v)=DB(0,2¢)+ S (v).

Logo, concluimos que S ((pE) *v) C R"\{x; |xv —c| <e},isto ¢, (pE)*xv =0
em B (c,¢e). Conseqiientemente, [(pF) *v] € C* (B (c,¢)). n
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OBSERVACOES: 1) Como a regularidade C'™ ¢ local, pode-se demonstrar que se o
operador P (D) possuir uma solugao fundamental que ¢ de classe C* fora de um
conjunto discreto, entao ele é hipoeliptico.
i1) Baseados no item i) acima, temos que o suporte singular de qualquer
52

solucao fundamental do operador P (D) = &5 —c/A\, devera conter uma infinidade

de pontos nao discretos.

Continuando com nosso estudo, considere agora o operador P (D) do teorema
anterior e E € C (IR™\ {0}) uma solugdo fundamental de P (D). Se u e f
pertencerem a D’ (IR™) forem tais que P (D)u = f, entdo u € C* (IR"\S (f)).

Isto pode ser confirmado pelo fato de que f =0 em IR"\S (f), o que implica
em P (D)u = 0 no aberto IR"\S (f). E agora, basta usar a hipoelipticidade
de P (D) para concluir que u € C* (IR"\S(f)). Com isto, temos uma quase

reciproca (falta existéncia) do Teorema 3.2.3.
PROPOSICAO 3.2.4. Se P (D)= > a,D* for hipoeliptico, entio toda solugao

lor|<m

fundamental de P (D) é C* fora da origem.

Prova. Seja E uma solu¢ao fundamental qualquer do operador P (D), isto é,
P (D) = 6. Ora, mas sendo § € C* fora da origem e usando o fato de que P (D)
¢ hipoeliptico, temos

E e C*(R"\{0}),

como querfamos. [

COROLARIO 3.2.5. Suponha que E e F sejam solugoes fundamentais do ope-
rador P (D) = > a,D?*, sendo que E é de classe C*(IR"\ {0}). Entao existe
|| <m

uma fungao f € C*(IR") de modo que F' = E + f. Em particular, F' é C* fora

da origem.

Prova. Como E € C* (IR"\ {0}), pelo Teorema 3.2.3 sabemos que P (D) é

hipoeliptico. Por outro lado, temos que

0=6-6=P(D)F—P(D)E=P(D)(F-E),
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e isto nos diz que P (D) (F — E) = 0 € C* e por hipoelipticidade de P (D),
F—-—FE=feC™,

COMO Procuravamos. [ |

TEOREMA 3.2.6 (Solucdo fundamental x hipoelipticidade analitica).
Considere o operador diferencial com coeficientes constantes P (D) = > a,D®.
la|<m

Se existir alguma solugdo fundamental E do operador P (D) que seja analitica

fora da origem, entdo P (D) serd hipoeliptico analitico.

Prova. Ver [24]. u

Agora, suponha que queiramos obter uma solucao fundamental para o opera-
dor P(z,D) = & 4+ a(z), onde a(z) ¢ uma funcdo de classe C* (I) e I & um
intervalo aberto contendo o ponto c. Seja U : I — IR uma aplicagao satisfazendo
de P(z,D)U = 0. Como sabemos da teoria de EDO, U € C*(I). Tentemos
entao encontrar uma distribuicdo K em [/ de tal modo que E, = UK seja uma

solugao de P (x, D) E. = ¢.. Isto nos leva a,

. = P(x,D)E.= dix<UK>+a(x) (UK)

dU dK

dK dU dK

Portanto, se U nao se anular em ¢, basta-nos resolver

ax _
de

(U(e)™" b

Entretanto, se supusermos que U(c) = 1, (U(¢))™' 6, = 4., entdo poderemos

tomar K = H,.. Generalizando este fato, temos a

PROPOSICAO 3.2.7. Sejam a; : I — C, j = 0,1,...,m — 1 fungdes de classe

C*®(I) e ¢ um ponto do intervalo aberto 1. Consideremos o sequinte operador
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dm m—1 dJ
P(x,D) = g + ;} aj (x) 7 © U:1I— IR a solu¢do do problema
J:
P(z,D)U =0,

LUy =0, j=0,1,...,m—2, e

dxd

() =1,

\ dzm—1
Entao E. = UH, satisfaz P (x, D) E. = 0..
Prova. Como sabemos, U € C* (I). Assim, E. = UH. é de fato uma distribuigao
U
em [. Além disso, das hip6teses obtemos que W(Sc =0,7=0,1,2,....m—2e,
x

através de indugao, concluimos,

DB — U 5 —0,1,..m—1, e

“dai dxd

d"E. __ damu
== (SC + dx_mHC

dx™
Com isso,
m—1 ;
d"E. d’'E.
P@D) B = o+ ]Z_;aj ) g
de m—1
= Gt Het Z aj (v) ——H,
U= U
= I, H.=6,,
* <dxm +jzoaj< 2 dmﬂ>
COMO procuravamos. [ |

COROLARIO 3.2.8. Suponha que a; € C, j =0,1,....m—1, e que v € £'. Dado
dm m—1 d]

P(D)=——+ Z a5 entdo a equagao diferencial P (D)u = v tem solugado.

Prova. Tomando ¢ = 0 na proposigao anterior, temos que P (D) E = §. Defina

agora,

u=F*xuv.

Assim,

P(D)u=P(D)(Exv)=P(D)E*xv=4§*v=nu,



SECAO 3.2 Sorvgio FunpaMENTAL 69

finalizando a prova. ]

OBseRvACAo0: Caso P (z, D)W = 0, podemos concluir, da Proposigao 3.2.7, que

E. =W + UH, também satisfaz P (z, D) E. = J..

No que segue, escreveremos [,, para representar a matriz identidade de ordem
n. Sejam a;; : I — C, 4,5 = 1,2,...,n, funcdes de classe C™ (I), a matriz
A (z) = [a;; (x)] e c um ponto do intervalo aberto I. Considerando U : I — M,
onde M, é o conjunto das matrizes complexas de ordem n e U ¢é solucao da
equagdo P (x,D)U = 0, e o operador P (z,D) = d%fn + A (x), vemos, como no
caso n = 1, que procurar por uma distribuigdo E tal que P (x, D) E = 0.1,.

Para este fim, tentemos obter uma distribuigdo K pertencente a D’ (1) de tal
modo que £ = UK . Aplicando regras de derivacao,

d du dK

P(x,D)E = %[UK]jLA(:v)[UK]:%K+U%+[A(x)U]K
= [%+A($)U:|K+U%:U%.

Portanto, devemos ter que ]n% = U~14,, desde que U seja uma matriz inversivel.

Assim, nosso problema estard resolvido se U (¢) = I, e K = H..

PROPOSICAO 3.2.9. Sejam a;; : I — C, i,j = 1,2,...,n, fungdes de classe
C> (1), A(x) = [a;j (z)] ec um ponto do intervalo aberto I. Considere o operador

P(z,D)=42L],+A(z) eU: 1 — M, a solugio da equagio
P(x,D)U =0 com U (¢c) = I,.
Entao E = UH, satisfaz P (x, D) E = 0.1,.

Prova. Como sabemos, U € C* (I) (no sentido de que cada componente de U
& C™ (I)). Assim, em cada componente, £ = UH, é uma distribuicdo e, conse-

giientemente, vale

dFE d(UH.)
Ple, D)E = —+ A FE = A H
D) = 4 a@E=""" 4 A WA
dU dH,
= —H +U—+(AU)H,
dx + dx +(AU)

= H., (d—U +AU) +Ubd, = Ub§.,.
dx
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Mas,

como querfamos. [

DEFINICAO 3.2.10 (Resolubilidade Global e Local). Dados ) C IR", Q) aberto,
m € IN e as fungées a, : 2 — C, |a] < m e todas de classe C* (), o operador

P(xz,D)= > ao(x)D* serd dito:

laj<m

1) Globalmente resolivel em Q se a equagio P (x,D)u = f tiver solugdo

u € D' () sempre que f € CF° ().

2) Localmente resolivel em €2 se dado qualquer ponto ¢ de 2, existir um aberto
Ve, contendo ¢, de modo que a equacio P (x,D)u = f tenha solu¢io u

pertencente a D' (V.) sempre que f € C5° (V,).

OBSERVACOES: i) Todo operador globalmente resoliivel é localmente resolivel.
i1) Um exemplo clédssico de um operador que nao é localmente resolivel é o
operador de Lewy
P(z,y,t,D) = f% —l—i% — 2i(z +iy) %,
poisse f € C5° (), f #0e Q C IR™ é um aberto, a equacdo P (z,y,t,D)u= f
nao tem solugdo uma vez que f deve ser analitica. No entanto, em [28] temos
demonstrado o seguinte resultado (que implicard numa contradi¢do com o exposto

acima).

ExeEMPLO 3.2.11 (De Lewy). Seja f = f(t) uma fun¢io real de uma varidvel
real. Se u = u(t,z,y) for uma funcio de classe C* em alguma vizinhanca da

origem e P (z,y,t, D)u = [ nesta vizinhan¢a, entao f é analitica em t = 0.

AFIRMAGAO: Sejam g uma funcao de classe C* (Q) e P(z,D) = > a,(xz) D*
la|<m
um operador localmente resolivel em 2. Entao, dado qualquer ponto ¢ de 2, existe

uma bola aberta B (c,r), com r > 0, e u € D' (B (c,r)) tal que P(z,D)u =g
em B (c,r).
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Solugao. De fato, seja V. C {2 um conjunto aberto de tal modo que a equacao
P (z,D)u = f possua solugao para toda f € C§° (V). Tomemos r > 0 de forma
que B (c,r) C V..

Agora escolha ¢ € C° (V,) tal que ¢ = 1 numa vizinhanca de B (c,7). A
equagao P (z, D) u = ¢g tem solucao u em D' (B (¢, r)) devido ao fato de que ¢g
estd em C§° (V). Mas, como pg = g em B (c,r), vemos que P (z,D)u = g em
B (c,r), finalizando a prova. [

TEOREMA 3.2.12. Todo operador diferencial P (D) = Y. a,D%, com coefi-

la|<m
cientes constantes, possui, ao menos, uma solugcao fundamental.

Prova. Ver [24]. u

COROLARIO 3.2.13. Seja P (D) = > a,D*. Entdo, dada qualquer f € &',
laf<m

a equagdo diferencial P (D)u = f tem uma solugdo dada por v = E * f, onde

P(D)E =6.

Prova. Tome F € D’ uma solugao fundamental de P (D). Como f € &', entao,

definindo u = E * f, temos que u € D’. Logo
P(D)u=P(D)(Exf)=(P(D)E)*f=3xf = .
concluindo o resultado. ]

COROLARIO 3.2.14. Qualquer que seja o operador P (D) = > a,D® com
|| <m

coeficientes constantes, ele é globalmente resolivel.

Prova. Seja f € C§° uma funcao qualquer. Logo, a distribuicao gerada por f

tem suporte compacto e, por isso e pelo coroldrio anterior, u = E x f € D' é

solugdo de P (D)u = f. n

3.3 Solucao Fundamental para EDP Classica

A seguir, vejamos a idéia de solucao fundamental aplicada a algumas EDP “s

classicas. Destaque especial serd dado ao laplaciano na préxima secao.
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TEOREMA 3.3.1. O operador de Cauchy-Riemann, — = {— + z—] , €

hipoeliptico.

Prova. Inicialmente, comecemos com um trabalho de investigacao. Admita que
a% possua uma solucao fundamental F temperada em y. Aplicando transformada
parcial de Fourier em relacao a y, obtemos

8_E_€E

o =0 ().

1
2

Forcando para que E (x,&) seja temperada na varidvel ¢ (e portanto F temperada

em y) e pela teoria desenvolvida para resolver este tipo de equagao, encontramos

E(x,€) =2[H (z) + C (€)] "

a(C(&)es - .
Note que % = (0 e atente para a observacao que segue o Corolario 3.2.8.
Ora, como queremos que E seja temperada na varidvel £, entao devemos impor
que

H (z) + C (§) = 0 sempre que Ex > 0.

Olhando para o caso £ > 0, x > 0 e para o caso ¢ < 0, x < 0, concluimos, sem

grande dificuldade, que
C(§)=—-H().

Por esta razao, escrevemos
E(,6) =2[H (v) — H (¢)] ¢,

isto &,

~ 2H (z)e*®, caso £ <0 e

E(z,§) =
2[H (z) — 1] €5, se £ > 0.

Usando a férmula para determinar a transformada inversa,

Bay) = 5 [ G (2, €) de

2r ) o

= % { /_ Ooo @V (1) dE + /O " gy [H (z) — 1] dg}
= % [H (7) /io e e 4 [H (z) — 1] /Uoo €(x+iy)§d§:|

Y

1
mZ
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onde z = x + 1y, claro.
Note agora que F (z,y) € C* fora da origem e, portanto, o operador de

Cauchy-Riemann ¢é hipoeliptico. [ ]

Nota: De fato, o operador de Cauchy-Riemann é hipoeliptico analitico.

COROLARIO 3.3.2. Qualquer que seja a solucao fundamental do operador de

Cauchy-Riemann, ela serd da forma = + U (z), onde U é uma fungdo analitica.

Prova. Seja E uma solugao fundamental qualquer do operador de Cauchy-

Riemann. Assim,

0 1 OE 0 (1
2(e-2)-%-2(= )_5_5_0.

Portanto, sendo 5= hlpoehptlco analitico, temos que £ — = = U (z) analitica,

Tz

como querfamos. [

TEOREMA 3.3.3. Tomemos u uma funcio continua no aberto Q. Se u for

analitica no conjunto {(x,y) € Q; y # 0}, entdo u é analitica em Q.

Prova. Caso {(z,y) € Q; y =0} = 0, entdo A = Q e nada mais a se fazer.
Suponha entao que A # Q. Seja ¢ € C§° (§2) uma funcdo qualquer, porém fixa.

Provaremos que < 2, > = 0. Temos que,

<a—1_t,g0> :—<u,a—<'_0> ——//ua—('_pdxdy.
0z 0z

Estenda up em IR? por zero em IR*\§2. Como u é continua, entao

// da:dy——lzm// dydx
e—07 \y|>5
Entretanto,

/ / dyd:v = / / dydm—i— / / dyd:c
\y|>6 Iy\>6 Iy\>6
= / /u—dxdy—l— // dydm.
ly|>e Iy\>6
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Mas, sendo ug de suporte compacto e usando integracao por partes,

/W U gxd] W = /| >€{[(uso)(fv Dl %wdx}dy
= /|y>8/ ——pdxdy.

Além disso, também temos que

/ /| |>Eug—jdydx = [{iwo @z o - [ 5 sody}

= /[(ugp) (x,—¢) — (up) (z,¢) dx—// godydx
jyl>e 9
Portanto,

// u—dyda: = / /u—dwdy—l— // u—dyda:
e 07 lyl> lyl>e

_ / [(up) (2, ¢) = (up) (x, —¢)] |

i

Y

pois % =0em {(z,y) € Q; y # 0} (satisfaz as equagoes de Cauchy-Riemann) .
Além disso, sendo up com suporte compacto e continua, entao uy é uniforme-
mente continua em IR?. Ademais, como [(up) (z,¢) — (up) (x, —€)] — 0 quando
e — 07, entao
glf ¢>=0,

finalizando a prova. ]
COROLARIO 3.3.4 (Principio da Reflexdo de Scharwz). Seja Q C IR?, Q
aberto e simétrico em rela¢io ao eixo x. Se a fun¢do u = u(z) for continua em
Qn{y >0}, real em QN {y =0} e analitica em QN {y > 0}, entdo existe uma
fungio U = U (z), analitica em Q, de modo que U =u em QN {y > 0}.

ProvA. Defina
u(z,y), sey =0
Ulwy)=9q —
u(x,—y), caso y < 0.
Vemos que U é continua e mais, que é analitica em {(x,y) € Q; y # 0} . Logo, U
satisfaz as condigoes do teorema anterior e, portanto, é analitica em (2, finalizando

a prova. [
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0
TEOREMA 3.3.5. O operador do calor, P (t,x, D) = prie AN\, € hipoeliptico.

PRrovA. Seja F/ uma solucao fundamental para este operador. Supondo adicional-
mente que F seja temperada na varidvel x. Aplicando a transformada parcial de

Fourier obtemos _
0E n
ot

Se quisermos que E seja temperada na varidvel ¢ (e conseqiientemente E na

EPE=5(t).

variavel x), entao

E(t¢) =H(t)e &,

Aplicando a férmula de inversao temos

E(t,z) = (271T)n/em'g.H(t).e_gl%df

~ mw]] <%/ ‘f“ﬁje"@'%d@ |

j=i

Mas, como sabemos, a transformada de Fourier da fungao ¢ (z) = e~ lel?/ 2reRR,
¢ a funcdo ¥ (&) = (2m)"2 16"/, Conseqiientemente, efetuando a mudanca de

varidvel {; = s;/+/2t obtemos, para t > 0,

1 - 2 1 1 - 2
iri€s —t|Es _ ix;(s;/vV2t) —|s;]%/2
%/GJJG‘J‘dgj ——%%/6]<J )6|J‘/d8j
= Li/ei(%/\/ﬁ)%e—ISﬁ/?d&
2t 21 !
1

- L D (V) = ;ﬁ sl

Assim,

B(t) = 1) ]] (%ml/) an ﬁ'/

Ora, claramente £/ € C'* para t > 0. No entanto, definindo £ por zero para
t < 0 obtemos que, nos pontos da forma (0,c¢), com ¢ # 0, F e todas as suas
derivadas anulam-se quando ¢ — 0". Assim, temos que E é C* fora da origem e
por conseqiiéncia, P (t,x, D) é hipoeliptico. [ ]

A fim de ilustrarmos ainda mais a técnica, obteremos solucao fundamental
para o operador de onda e veremos que ele nao ¢ hipoeliptico (como ji sabiamos

do Exemplo 3.1.6).
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_ 0?
PROPOSICAO 3.3.6. O operador de onda, P (t,x,D) = @—Am nao é hipoelip-

tico.

Prova. Seja F uma solugao fundamental de P (t,z, D) e admita que E seja

temperada em z. Aplicando a transformada parcial de Fourier, tem-se que,

O*E ~
S HIEFE=0(). (3.1)

Sem a menor dificuldade, temos que uma solucao do problema,

0*U

2 —
W+|§| U =0,
U0,§)=0¢e
U 0,6 =1
sen (t|€])

é dada por U (t,&) = , para |£| # 0. Conseqiientemente, uma solugao

iq

de (3.1), possuindo suporte em ¢ > 0, é
~ sen (t|&
B (1.9 = H () "D,

Analogamente, e com calculos simples, temos que uma outra solugao de (3.1),
com suporte em ¢t < 0, é

sen (¢1€)

EL <t7£) =-H <_t) |£’

Ora, Ei sao distribuicoes temperadas na varidvel £, porém nao podemos usar
a férmula de inversao pois Ei ¢ L' (IR"). Em situagoes como esta, o que nor-
malmente se faz é introduzir um fator de convergéncia que dependa de ¢ e entao
analisa-se a situagao quando ¢ — 0. Um fator de convergéncia conveniente neste

caso ¢ a funcdo g (&) = eI, Neste caso escreva,

1

Bes(t2) = gmlim [ et By (1,) dg
1 . .6 y—ele] S (T [€])
= He(t) 1 it g ekl d
Gy e (1) Ji [ e g

onde, naturalmente, H, (t) = H (t) e H_(t) = —H (—t).



SECAO 3.3 Sorvgio Funpamentar para EDP Crassica 77

Nao faremos o restante dos cédlculos aqui, no entanto observamos que nos casos

n =1, 2,3 chega-se a

E,(t,x)=H(t—2)H (t+x), paran =1,
1
1 (42 2\ "3
= (t"— ||z , se ||z]| <te
By = | FE 1) el <te
0, caso contrério
By (t.2) = g0 (¢ = o), paran =3,
Assim, segue dos trés itens acima que, nos casos n = 1,2,3, o operador de
onda nao é hipoeliptico. O caso geral é demonstrado a partir da expressao para

E.. (t,z) posta acima. n

OBSERVAGAO: Pode-se demonstrar que, seja qual for n natural, verifica-se

S(Ey) C{t =0 [z <t} e S(E-) C{t <0; [l <t}

)

TEOREMA 3.3.7. O operador de Schrédinger, P (t,z,D) = pevi Ny, nao é
i

hipoeliptico.

Prova. Vamos admitir que seja possivel encontrar uma distribuicao E, temperada

em x, que seja uma solucao fundamental para o operador P (t,z, D) . Se for o caso,

aplicando transformada parcial de Fourier em z, encontramos
OF ) ~
— E=6(t).
P E=5()
Seguindo agora na mesma linha de antes e resolvendo a equacao diferencial, obte-

mos,
E (t,6) =i (t)e "<,
de maneira que E & temperada na varidvel £ e, por conseguinte, F é temperada

na varidvel z. Contudo, £ nao é uma funcao de L' na varidvel £. Desta forma,

também introduzimos um fator de convergéncia. Podemos definir, para ¢ > 0,
E. (t,€) = iH (1) e” 0T,

Assim, usando a férmula de inversao, concluimos que

H (1 ' )€l 1 ; E2
E (t, x) — ﬁ /ezm.fe—(e—ﬂt”ﬂ dg —iH (t) H % /ezwjﬁje—(€+zt)§j dg]

n
Jj=1
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Seguindo o método usado para o operador de calor, juntamente com a mudanca

de varidvel {; = s;/1/2 (¢ +it), chegamos, para t > 0,

2
1 G o=+ Jg - = ;i/emr[‘*i/\/ﬂa””]e 7 ds.
27 ! 2(e+it)2m !
1 1 —i|—x;/+/2(c+it)|s; =
2(e+it)2m
B 1 1 (2m)"? e—[a:j/\/Q(a—i—it)]z/Q
2 (e +it) 2m
B 1 o2 /A(eit)
27 (e + it)

Fazendo ¢ tender a zero,

Eta)= O ey HO o o
’ (2V/imt)" (2v/mt)"

Observe que, pela forma da distribuicao E obtida, ela nao é continua em nenhum

ponto do tipo (0, ¢), conseqiientemente fica demonstrado o teorema. [ |

3.4 Estudo do Laplaciano

Procuraremos agora obter uma solucao fundamental para o operador Lapla-

ciano, isto é, procuraremos por uma distribuicao E satisfazendo
AE = 6.

Uma técnica para abordar problemas desta natureza consiste em procurar solucoes
radiais, ou seja, que dependam apenas de r = |z .

Busquemos entao por uma funcao f, definida em [0, 00), de modo que E seja
temperada em x e que E (z) = f (|z|). Para isto, vejamos o resultado seguinte,

que relacionard o laplaciano de F com f.

PROPOSICAO 3.4.1. Seja f uma fungdo de classe C? definida em [0, 00). Entao,
E(x)=f(z|), r=|z|, z € R", é tal que

n —

AE ()= f"(r) + 1f' (r), parar # 0.
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Prova. Inicialmente note que, para r # 0,

OF _df or z;
0z; () = dr Ox; =) r’

e, derivando,

O*E 9 z 5\ ? r—j/r
5z (1) = 5 (P 3) =10 () +£0) (—) -
Deste modo, basta substituir em AFE (x) = > %2?, e, facilmente, encontra-se a
j=1 %
igualdade procurada. [ ]

Como nosso objetivo é resolver AFE = ¢§, vemos que AF = 0 fora da origem
(pois 6 &!). Assim, como estamos trabalhando fora da origem (r # 0) e usando a

proposicao acima, temos que resolver a equacao diferencial

-1
n f'(r)y=0, com 0 < r < oo.

£ )+

Nao entraremos em detalhes aqui (sugestao: Faga y = f’ (r) na equagao acima),

solugoes para esta EDO sao dadas por

ar’™ +b, cason >3 e
f(r)= (3.2)

alnr+b, sen =2,

com a e b constantes arbitrarias. Note que, com isso, obtemos F (z) = f(r)

1

e (IR™)) e, por conseguinte, define uma distribuicdo. A seguir

(pertence a L
veremos que, com uma escolha conveniente das constantes a e b, a distribuicao
gerada por E serd de fato uma solugao fundamental para o operador laplaciano.

Neste momento, lembramos que, para funcoes ¢ e 1, de no minimo classe C?,

vale a importante identidade

PN —p Ao = div (VY — V),

onde div nada mais é que o operador divergéncia.
Voltando a busca central, como E (z) = f (r) ¢ C* fora da origem e tomando

¢ € C§° (IR™) uma funcdo qualquer, entao

<Ep> = /E (x) @ (x)de = lim E (x) ¢ (z)dz. (3.3)

e—0t |z|>e



80 CarpituLo 3 HIPOELIPTICIDADE E SOLUCAO FUNDAMENTAL

Como estamos querendo que FE seja solucao fundamental do laplaciano, entao

devemos verificar a igualdade

<AEp> = <E Ap> =lim E(x) Ap(z)de = ¢(0), Vo € CF°.

e—0t |z|>¢

Seja, portanto, ¢ € C§° (IR") uma funcao arbitraria, porém fixa. Tome R > 0 de
modo que S (¢) C B (0, R). Como AFE =0 em IR™\ {0}, entao

ENp — oANE = EAp = div(EVe — VE), em IR"\ {0}.
Denotando B. = {x € R" ; ¢ < |z| < R} e usando o Teorema da Divergéncia,

/ EApdr = /EAgodx:/ div (EVyp — oV E)dx
|z|>e

€ £

= / (EVy — oVE). 7dS.
0B

Mas,

/ (EVy — ¢VE). ndS= / (EVyp — oVE). 7dS + / (EVy — oVE).7dS
d |z|= |z|=R

Be

= / (EVy — pVE). 7dS,
=

pois a segunda integral é nula. Logo,

/ ENpdr = / (EVy — oVE).7dS.
|z|>e

|z|=e

Denotando por 7 a varidvel na esfera unitdria S" ! = {z € R" ; |z| =1} e dS o

elemento de drea nesta esfera, entdao dS = £"~'dS. Assim, podemos escrever

/I>a EApdr = /Sn_l {—f () @a_ﬁ (%) + f'(¢) ¢ (eT)| " dS,

©

pois a—ﬁ— =Ve.n,VE =—f(r)7 e W = —Z. No entanto, de (3.2) , escolhendo

b =0, vemos que, quando ¢ — 0T,

f(e)emt —0
a(2—n)p(0), paran >3

f'e)e(er)e —
ap (0), sen = 2.
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Sendo estas conclusoes independentes do z escolhido, temos convergéncia unifor-

me em S"!. Agora, usando (3.3) e trocando ¢ por Ay,

a(2—-n)e(0) [¢u dS, caso n > 3,

<E Ap> = =
ap (0) [gur dS = 2mayp (0), se n = 2.

Para resultar em ¢ (0) apenas (como queremos!), escolhemos
1

(2-n) [gn-1dS’

a:%ln |z|, paran =2,

a= cason > 3

e isto mostra o
TEOREMA 3.4.2 (Lema de Weyl). O operador de Laplace é hipoeliptico.

COROLARIO 3.4.3. Seja F' uma solucao fundamental do operador laplaciano.
Entao existe uma func¢do analitica, U, em IR", de modo que F'= FE + U, onde E

¢ proveniente do Teorema 3.4.2.

Prova. Considere U = F — E. Entao AU = 0. Como o operador de Laplace é
hipoeliptico analitico e a fun¢ao nula é analitica, entao U é analitica. Conseqiien-

temente, F' = E + U, como desejavamos. [ ]
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Capitulo 4

ESTIMATIVAS A-PRIORI E
EXISTENCIA DE SOLUCAO

4.1 Problema de Dirichlet:
Método das Funcoes Subharmoénicas

Trataremos aqui de resolver problemas de Dirichlet. Os teoremas iniciais
serao lteis apenas para justificar provas posteriores e, por esta razao, algumas

demonstracoes serao omitidas.
TEOREMA 4.1.1. Sejau € C*(Q)NC (Q) satisfazendo Au=0(>0,<0) em
Q. Entao, para qualquer bola B. (y) C 2, vale

1) w(y) = (<,>) mbemr fyp g 0

) u(y) = (£,2) 2L [y o uda

Prova. Para uma demonstragao, ver [11]. n
OBSERVACAO: E interessante notar que se u = 1 (harmonica portanto), temos,

do item 1) acima que

1
NnwWy,e™ 9B:(y)

Logo, [yp. o 1ds = nwpe™ !, Fazendo € — 1 concluimos

ds = nw,,
Sn—l

83
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TEOREMA 4.1.2 (Principio do Mdximo). Seja Au > 0 (Au < 0) em Q e

suponha que exista um ponto y € Q para o qual u (y) = supu (infu). Entdo u é
Q Q

constante. Conseqlientemente, uma fun¢ao harmonica nao pode assumir mdximo

ou minimo em ponto interior.
Prova. Ver [11]. u

TEOREMA 4.1.3. Seja B = Br(0) e ¢ uma fungdo continua na 9S). Entdo a

funcao u definida por

R2—|IE‘2
nwn R

¢ (z) sex € 0B,

©(y)
u(x) = faB |x_y\nd8y para x € B

pertence a C? (B) N C° (B) e satisfaz Au =0 em B.
Prova. Para uma prova, ver [11]. n

TEOREMA 4.1.4. Qualquer seqiiéncia limitada de funcdes harménicas num
dominio €2 contém uma subseqiiéncia convergindo uniformemente em subdominios

compactos de €1 para uma fun¢dao harmonica em ).

Prova. Ver [11]. u

Seja €2 um dominio para o qual valha o Teorema da Divergéncia e u e v perten-
centes a C* (€2) N C? (©2). Pondo w = vVu no Teorema da Divergéncia, obtemos

a primeira identidade de Green

/vAudx—i—/Vu.Vvdx— v%ds.
Q Q an On

Trocando v e v na férmula acima e subtraindo uma da outra, obtemos a sequnda

formula de Green

ou ov
vAu — uA\v)dz = / (v— — u—) ds.
/Q< ) o\ dn On
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Prosseguindo, seja y €  fixo e considere a solugao fundamental normalizada

para o operador de Laplace,

—L— |z —y| ™" sen >2
E(r—y)=E(a—y)=q "
i=In |z —y| paran = 2.

Sem grandes dificuldades obtemos,

OE (x —y) ﬁ(mi—yzﬂx—yr" caso n > 2

8Ii 1

1 (@ — i) |:U—y|72 sen = 2.

De modo que, em qualquer caso,

OF (v —v) 1

Ers = T (xi - yz-) |l’ - y| .

Além disso,

OPE(x—vy 1
8(932 ):nw {|$_y|2—”($i—yz‘)2}|x—y|

7

—n—2

Note que, daqui, tiramos facilmente AE = 0 para x # y (como ja sabiamos!) .
A singularidade em z = y nos impossibilita de usarmos diretamente £ no lugar
de v na segunda identidade de Green. Para transpor esta dificuldade, trocamos

Q2 por Q — B. (y), onde € > 0 ¢ escolhido de modo que B. (y) CC 2. Assim,

/ EAu —ulAEdr = / (E@ — ua—E) ds
Q- B.(y) ao-B.y) \ OO

e, daf,

/ EAudx = / (Ea—u - ua—E) ds +/ <Ea—u - ua—E) ds. (4.1)
Q—B.(y) o0 on n 9B:(y) on on

Agora, olhando apenas para a ultima integral, temos

/ E(x—vy) @ds = 'E(g)/ @ds < |E (¢) Ou ds
OB (y) an 0B-:(y) on 9B (y) n
< |E(e) |Vu|ds < |E (e)| sup |Vul ds
9B:(y) B:(y) 0Bc(y)

= nw,e" ' E (¢)| sup |Vul.
Be(y)

Fazendo ¢ — 0,

nw,e" ' |E ()| sup |Vu| — 0.
Be(y)
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Além disso, de

OF (z — y) 1 |z —y| "
Y VE(@—y)n=—
an VE (z—y).n o . :

e, pelo Teorema 4.1.1,

OF 1 n
/ u—-ds = — / wle —y| " ds
9B:(y) n NWnt JoB.(y)
1
= — / ue ""2ds
NWn& JoB. (y)

1
= ——_1/ uds = —u (y) .
nwnsn 9B (y)

Voltando a (4.1) e fazendo € — 07 concluimos que
E
u(y) = / (E% - ua—> ds + / EAudzx, (4.2)
o0 on on Q
que é chamada de formula de representagdo de Green.

DEFINICAO 4.1.5 (Potencial Newtoniano com densidade f). Para uma

funcao integravel e limitada f, a integral
[E@—9)s @
Q
¢ chamada de potencial newtoniano com densidade f.

Note que, caso u possua suporte compacto em €2, entao (4.2) resultard em

u(y) = /Q EAuda.

E quando u for harmonica em €2, temos a seguinte representacao mais simplificada

ou oF
u(y) = E— —u— ) ds, com y € €.
&) /69 ( on 377) ’

Agora, suponha que h € C* (ﬁ) N C?%(Q) satisfaga Ah = 0 em . Usando entao

a segunda identidade de Green, obtemos,

/ hAu — uAhdx = / (h% — u%) ds,
Q a0 on on

oh ou
hAudz = —/ (u— - h—) ds. 4.3
/Q 1Y) on on ( )

isto é,
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Escrevendo G = E + h e juntando (4.2) com (4.3), chegamos a uma versao mais

geral da férmula de representagao de Green,

oG ou
u(y) = u— — G— )ds—{—/GAudx.
) / ( an an Q

Agora, se tivermos também que G = 0 na 0f2 entao

u(y):/ u—ds—l—/GAudz
G

o On

A funcdo G é chamada de funcdao de Green para o dominio 2.

DEFINICAO 4.1.6 (Subharmoénica e Superharmonica). Uma fun¢ao u per-

tencente a C° (Q) serd dita

1) Subharménica em €2 se para toda bola B CC Q) e toda fun¢do h harmoénica

em B, satisfazendo u < h em 0B, tivermos também que u < h em B.

2) Superharmonica em ) se para toda bola B CC ) e toda fun¢do h harmonica

em B, que satisfaca uw > h em 0B, também concluirmos que u > h em B.

Propriedades das fungoes Subharmoénicas e Superharmonicas:

i) Se u for subharmonica num dominio €2, ela satisfara o principio do maximo
em () (Teorema 4.1.2). Além disso, caso v seja superharmonica em um

dominio limitado €2, com v > u na 0f2, entdao ou v > u em {2 ou v = u em

Q.

i1) Seja u subharmonica em 2 e B CC (2. Denote por u a fungao harménica em

B obtida a partir do Teorema 4.1.3, com u = ¢. Definimos em €2 a fungao

u(zr) parax € B

Ulx)=
u(x) sex € Q\B

Esta fungdo U é subharmonica em 2 (em particular, harmonica em B).

i11) Sejam uq, us, ..., ux fungdes subharmonicas em ). A aplicacdo definida em

Q, u(r) = max{u (), us () ,...,ux (x)}, &€ subharménica (em €, claro).
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Resultados correspondentes podem ser obtidos para funcoes superharmonicas,
trocando-se u por —u nas propriedades i), i) e iii) acima. Para sugestoes e provas

das propriedades acima, veja [11].

DEFINICAO 4.1.7 (Subfuncao e Superfuncao relativas a ¢). Seja Q0 um
dominio limitado e ¢ uma funcao limitada na 0. Uma func¢do u, subharmonica
em §2, serd dita uma subfuncgao relativa a ¢ se u < ¢ na Q. Designaremos por
S, 0 conjunto das subfuncoes relativas a .

Similarmente, uma funcao v superharmonica em §2 serd dita uma superfuncgao

relativa a ¢ se v > @ na 0.

OBSERVAGAO: Através do uso do principio do médximo mostra-se que toda sub-

funcgao relativa a ¢ é menor do que ou igual a toda superfuncgao relativa ¢.

TEOREMA 4.1.8 (De Perron). Seja Q2 um dominio limitado e ¢ uma fungdo

limitada na 09). Entdo a fun¢do u(x) = supv (x) é harmonica em SQ.
vES,

Prova. Seja v € S, uma funcao qualquer. Como v é subharménica em §2, entao,
pela propriedade i), temos que v satisfaz o principio do méximo. Digamos que
p € 982 seja o ponto de maximo de v, isto &, v (z) < v (p), Vo € Q. Por outro lado,
sendo v subfuncao relativa a ¢, entdo v (z) < ¢ (z), Vo € 0. Em particular,

v(p) < ¢(p), e, portanto, podemos concluir que

v(xz) < supp(x) =M, Ve € Q.
z€0Q)

Mas, isto nos diz que u (z) € IR, Yz € 2, logo u estd bem definida.
Agora, procuremos mostrar que u é harmonica em €. Seja y € ) um ele-
mento arbitrdrio, porém fixo. Como u é definido por supremo, entao existe uma

seqiiéncia (v,) C S, tal que, quando n — oo,

Uy (y) = supv (y) = u(y).

vES,

Trocando, se necessario, v, por max {vn, inf ¢ (x)} podemos supor que a se-
€N

qiiéncia (v,,) é limitada. Escolha R > 0 de modo que By (y) CC Q2 e defina

U, () se x € Br(y)
v, () caso x € (N\Bgr (v)),

Vo (x) =
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como na propriedade 7i) acima. Temos que V,, € S, pois V,, é subharmoénica em
Q e, parax € 0N, V, (z) = v, () < ¢ (x). Além disso, também concluimos que
Vo (y) — u (y) quando n — oo, uma vez que, pelo Teorema 4.1.3, temos

R — |y —yf* u(2) 1
Vny:—/ —ds, = / u(z)ds, =u(y).
( ) nwnR OBRr(y) |y_ Z| nwanil OBr(y) ( ) ( )

Além disso, temos que a seqiiéncia (V},) é limitada e V,, é harmonica em Bg (y),
Vn € IN. Aplicando entdo o Teorema 4.1.4 temos que a seqiiéncia (V) contém
uma subseqiiéncia (V},,) que converge uniformemente em B, (y) (Ve < R) para
uma fungdo harmoénica em Bpg (y), que chamaremos de 9.
De V,, () < supv(z) = u(x), fazendo k — oo, chegamos a o < u em
Br (y) . Ademais, Z(E)r;o Vo (y) = u(y) e Vy, (y) = 9 (y), entdo 0 (y) = u(y).
Afirmamos, agora, que © = u em Bpg (y) . Provemos. Suponha, por absurdo,

que ¥ (z) < u(z) para algum z € By (y). Novamente usando o fato de que u foi

definida por supremo, temos que existe @ € S, tal que

(z)<u(z) <u(z).

Definindo agora wy, () = maz {@ (x) , vy, ()} e também,

Wy, (v) caso x € B (y)
w () sex € (N\Bg (y)),

LVk(x)::

temos, como antes, que Wy, € S,, Wi (y) — u(y) e que (W) possui uma
subseqiiéncia que converge uniformemente em B, (y) (Ve < R), para uma funcao
w, harmoénica em Bpg (y) . Sendo que, chegamos também a v < w < u em Bg (y)
e 0(y) = w(y) = u(y). Mas entdo, pelo principio do maximo, concluimos que

0 = w em Bgr(y). Absurdo, logo u = © em Bg (y), isto é, u ¢ harmonica em

Br (y) pois v ¢é, finalizando a prova. [ |

Nota: A fungdo u(.) = supv(.), do teorema acima é chamada de func¢ao de
vES,

Perron.

DEFINICAO 4.1.9 (Fungao Barreira). Sejam £ € 0 e w uma fun¢ao de

O (ﬁ) . w serd dita uma funcao barreira em & se
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1) w for superharmoénica em
2) w(x) >0 em Q\{¢} ew (&) =0.

Nota: Uma importante caracteristica do conceito de funcao barreira é que ele
é uma propriedade local da fronteira de ). Em termos mais precisos, queremos
dizer que uma funcao w é uma barreira local em £ € 0 se existe uma vizinhanca
Ve tal que w satisfaz a definicao acima em QN V.

Desta forma, se w for uma barreira local em &, entao podemos definir uma
barreira em ¢ relativa a todo o conjunto 2 tomando uma bola B contendo & e
satisfazendo B CC Vg e m = inf w (x) > 0. Nestas condigdes, nao fica dificil ver

Ve—B
que a funcao

T () min {m,w (x)}, paraz € QN B
w(x) =
m, se x € Q\B

¢ uma barreira em £ relativa a 2.

DEFINICAO 4.1.10 (Ponto de Fronteira Regular). Um ponto © € 05} serd

dito um ponto reqular se existir uma funcao barreira neste ponto.

LEMA 4.1.11. Seja u a fungao de Perron (Teorema 4.1.8). Se & € 092 (2 limitado)

for um ponto reqular e ¢ for uma fun¢io continua em &, entdo u(x) — u(§)

quando x — €.

ProvA. Sejam ¢ > 0 e M = sup |p (z)|. Como & é ponto regular, entdo existe
hi<tol9]

w e C° (ﬁ) fungao barreira em £. Assim, usando w e o fato de ¢ ser continua em

¢ temos que existem k,0 > 0 tais que,

(@) —p@)<Sselz—¢ <de
kw (x) > 2M caso |z —&| > 6,

sendo que esta ultima fica mais clara quando observamos que w (z) > 0 em
|z — & > 9.

Agora, considerando as funcoes,

9 9

a() = 9 (€) = 5 — k() e b(x) = 9 (€) + = + hw (),
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definidas em Q. Temos, respectivamente, uma subfuncio e uma superfuncio rela-
tivas & . Provemos que a (x) é subfungao relativa a ¢, isto é, mostremos que
a (x) é subharmonica em 2 e que a (z) < ¢ (z), Vo € 0. Assim, seja B CC )
uma bola e A uma fungdo harmonica em B tal que a(z) < h(x), Yz € 0B, ou
seja,

—kw (x) < h(z)—p (&) + g, Vo € 0B.

No entanto, h (z) — ¢ ({) + 5 também ¢ harmonica em B e, sendo —kw subhar-

monica em {2 (ja que w é superharmonica em §2) , segue que
€
—kw (z) < h(z)— (&) + o1 V€ B,

isto é, a(x) é subharmoénica em 2. Para mostrar que a (z) < ¢ (x), Vo € 09,
dividiremos em casos. Seja xy € 051,

Caso [y — €] < 6+ Se 7o = £, entio o (€) — § — kw (€) = (€) — 5 < 9 (€).
Agora, se zy # &, entdo, —5 < ¢ (z9) — ¢ (&) e, sendo —kw (z¢)

S hw () < —

g < pla0) — 9 (©).

DO | ™

Assim, fica demonstrado, neste caso, que a (xg) < ¢ ().

Caso |zg — &| > 0 : J4 sabemos, de antemao, que kw (z9) > 2M > —2p (xy),
ou, equivalentemente, que —kw (zg) < 2¢ (xg) e, desta tltima desigualdade, con-
cluimos que

—% — kw (z0) < 2p(x0) .

Por outro lado, kw (x¢) > 2M > 2¢ (§) . Conseqiientemente

3

—2 — kw (0) < ~20(6).

Somando as duas desigualdades em destaque obtemos a (z9) < ¢ (o) , finalizando
a prova de que a (x) é subfungao relativa a ¢. A prova de que b (x) é superfuncao
relativa & ¢ serd deixada a cargo do leitor.

De volta ao objetivo central, usando a definicao de u e o fato de que toda
subfuncao relativa & ¢ é menor do que ou igual a toda superfungao relativa a ¢,
temos,

€

(6~ 5 —kw(@) Sul@) <P+ +hu(),
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0 que é 0 mesmo que,

[u (@) = @ (§)] < 5+ kw ().

No entanto, como w (z) — w(§) = 0 quando = — &, entdo basta tomarmos z

suficientemente préximo de £ para termos w (r) < 5 e, portanto,

u(z) — @ (8] <e,
finalizando a prova. [ ]

o . Au=0 em 2
TEOREMA 4.1.12. O problema de Dirichlet cldssico em um

u =@ na o2
dominio limitado ) é solivel para qualquer ¢ continua na fronteira de ) se, e

somente se, 0s pontos da fronteira de ) forem regulares.

Prova. Suponha que o problema de Dirichlet acima seja soltvel para toda ¢ em
C°(09Q). Seja & € 92 um ponto qualquer, porém fixo. Considere a aplicagao
v € C°(Q) NC?(Q) solugdo do problema

Av =0 em
v = ¢ na 0f),

onde ¢ : 0 — IR é dada por ¢ (z) = |z — &|. Afirmamos que v é uma funcao
barreira em £. Provemos.

Naturalmente v (§) = 0. Além disso, tome B CC §2 uma bola qualquer e h uma
fungio harmonica em B de modo que v (z) > h (x),Vx € OB. Definay : B — IR
por vy (z) = v (z) — h(z). Temos que v > 0 na 0B e Ay = Av — Ah =0 em B.
Logo, pelo principio do méximo, v > 0 em B, ou seja, v > h em B. Isto mostra
que v é superharmoénica em ). Resta-nos mostrar que v > 0 em Q\ {¢}.

Novamente, usando o principio do maximo temos que v > 0 em €. Sejap € 99
o ponto onde v atinge seu minimo. Admita, por absurdo, que exista xq € () tal
que v (x9) = 0. Como v > 0 em € temos que v (p) = 0, logo v atinge minimo em
ponto interior e, portanto, v é constante em . Absurdo. Logo v > 0 em ( e,
com isso, temos que v é fungao barreira em &, isto é, £ é ponto regular.

A outra implicacao é decorrente do Teorema 4.1.8 e do Lema 4.1.11. ]
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DEFINICAO 4.1.13 (Fungao Hoélder continua de ordem «). Uma fungao f,

definida em Q C IR", serd dita Hélder continua de ordem « se satisfizer:

[f (@) = f W)l

SUPr yeQ——  a < o0
oy |5L‘ - y|

onde o € (0,1]. Escrevemos o supremo acima como [f]a.q-

DEFINICAO 4.1.14 (Fungao Localmente Holder Continua de ordem «).
Uma funcao f : Q — IR serd dita localmente Hélder continua de ordem o se
Vo € Q existir uma vizinhanga V,,, de xo, tal que f é Holder continua de ordem

a nesta vizinhanga, ou seja,

supager, T IO

«
zHy ’fE - y’

Denota-se este supremo por [f], . -

OBSERVACOES: i) Alguns autores definem f localmente continua de ordem « em
) como uma funcao que é Holder continua de ordem « em todo subconjunto
compacto K de (). Pode-se demonstrar que esta definicao equivale a nossa.

k
i1) Temos Hchk(ﬁ) = Zo sgp lau; |0°f| , e daf que
j: =

Illona(n) = Illosm) + 50219 flac

DEFINICAO 4.1.15 (Espagos de Hoélder). Seja k € IN € {0}. Definimos os
espagos de Holder C** (Q) (C* () como sendo subespagos de C* (Q) (C* (Q))
constituidos das fungées cujas k—ésimas derivadas sao Hélder continuas (local-

mente Holder continuas) de ordem o em €.

LEMA 4.1.16. Sejam f limitada e integrdavel em €, e w o potencial newtoniano de

f. Entdo w € C! (ﬁ) e para qualquer x € §2,

Oiw (z) = /QaiE (x—y)fy)dy, i=1,2,...,n.
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Prova. Para uma prova, veja [11]. ]

LEMA 4.1.17. Sejam f limitada e localmente Hélder continua de ordem o (< 1)
em Q, e w o potencial newtoniano de f. Entio w € C*(Q), Aw = f em Q e,

para qualquer x € Q e parat,7 =1,2,...,n,

Oijw () = /Q 05 (x =] [f (v) = f@)]dy — f () [ OE(z—y)n, (y)dsy,

Qo

onde €y é qualquer dominio contendo ) para o qual valha o Teorema da Divergén-
cia, n; (y) € a i—ésima coordenada do vetor unitario normal exterior em y e f

foi estendida por zero fora de €.
Prova. Ver [11]. n

TEOREMA 4.1.18. Seja Q um dominio limitado e suponha que cada ponto da
0N) seja regular. Entao se [ for uma fungao limitada, localmente Holder continua

de ordem o em ), o problema de Dirichlet

Au= f em )
u = @ na OS2,

¢ unicamente resoluvel para qualquer fungdo @ continua em OS).

Prova. Seja w o potencial newtoniano de f. Pelo Lema 4.1.17, Aw = f em () e,

além disso, pelo Teorema 4.1.12, existe v (unica) tal que

Av =0 em ()
v =@ — w na 0},

uma vez que 0f) é uma fronteira constituida de pontos regulares e o —w é continua

na 0f). Definindo © = w + v, temos

Au=Aw+Av=f+0em
u=w+v=w+p—w=pna ),

finalizando a prova. [
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4.2 O Principio do Maximo Forte e Aplicacoes

Seja €2 C IR" um dominio limitado cuja fronteira 0f2 é suficientemente suave

e considere a equagao diferencial linear parcial
P(u)=A(u)+au=fem Q, (4.4)

onde

A(u) = Z ik, () Uz, + Zai () uy,.

i,k=1

Assuma que a, f, a;, a; sdo fungoes continuas em € (1 <ik<n) e que P &

um operador eliptico em (2, isto é, Vo € () e para qualquer ponto ¢ de IR",
n

5 = (§17€27 7§n) 7& 07 temos que Z Qik ('CE) 57,5]{2 > 0.

ik=1
Além de tudo isso, ressaltamos que, por solugao de (4.4) , entenderemos uma

funcdo u € C' () N C*(Q) que satisfaz (4.4) em (.

LEMA 4.2.1. Suponha que A e B sejam matrizes simétricas de ordemn, com A > 0

e B <0. Entao tr (A.B) <0.

Prova. Como A > 0 e é simétrica, entao existe uma matriz ortogonal C' que
diagonaliza A, isto é,

CAC_l = D17

com os elementos da diagonal principal de D; sao nao-negativos. Analogamente,

existe I/, uma matriz ortogonal, tal que
EBE™! = D,,

onde a diagonal principal de Ds é constituida apenas de elementos nao-positivos.
Agora, usando o fato de que o traco de um produto independe da ordem dos

fatores, temos

tr(AB) = tr(AIB.I)=tr(A.CC"B.EE™")
= tr (C.ACT .E.B.E™") =tr(D;.D,)

n

_ Z dVqg? < o

=1

onde dff ) ¢ 0 i—ésimo elemento da diagonal principal da matriz D;, j =1,2. =
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LEMA 4.2.2. Se Au > 0 (respectivamente Au < 0) em Q e existir xog € § tal que
u(x) < wu(xg) (respectivamente u (x) > u(xo)) para todo x € §2, entdo temos que

u(x) = u(x0) em Q.

Prova. Digamos que Au > 0 e que u (x9) = m. Defina M = {z € Q; u(z) =m}.
Note que M é nao-vazio e fechado em €). Suponha, por contradicao, que tenha-
mos u Z m em ). Assim M estd propriamente contido em Q. Seja 1 € Q\M.
Conectando x1 a x¢ por uma curva y em §2, vemos que, pelo fato de v constituir um
conjunto compacto de pontos em 2, podemos encontrar ¢ > 0 tal que d (p, 992) >
0>0,Vpen.

Desde que u () < u(xg), Vo € Qe xy € M, entdo u(x1) < u(zg). Por esta
razao, u () < u(zo) em alguma bola de centro x; e raio §/2.

Se x; move-se ao longo de v na dire¢ao de xy, entao esta bola citada acima,
em algum momento conterd um ponto de M. Desta forma, existe uma bola aberta

B satisfazendo:
BcCcQ 0BNM#0, BANM =0ewu(z) <mem B.

Chamando o ponto que configura 9B N M # () pelo mesmo nome de zy (e do-
ravante nos referiremos apenas a ele), tome B; = B; (¥) C B como uma bola
menor de raio r; tal que zy € dB;. Entdo u (z) < m em B\ {zo}.

Seja By C §2 uma terceira bola centrada em xg e com raio ry < r1. Escrevendo
0By =Ty UT,, onde Ty = By NOBs, temos que T} é compacto. Desde que u < m
em T, entao u < m — ¢ em T} para algum € > 0.

Agora, considere a funcao de comparagao
h _ —oc|z—5|2 —047"%
(x) =e —€ )

onde a > 0 serd escolhido em breve. Assim,

ea|x—5l2A (h) — eolz— z|? (Z azkhxzxk + Z a; m)

i,k=1

= 402 Z agy ( z;) (xp — Ty)] —2042 a;i + (z; — 7;) a;] -



SECAO 4.2 O Prixcirio no Mixmio Forre £ Apricacors 97

Ora, mas como 7y < r1, T € By e, por hipétese
Z air () (2; — T;) (7 — Tp) > 0 > 0 em Bs.
ik=1
Deste modo, basta escolhermos « suficientemente grande para garantirmos que
Ah > 0 em Bs.
Sejam v () = u(x) + e1h(x) e k =maz {h(z), x €11}, onde & > 0 a

principio. Entao, em 71,
v(z) <m-—e+eh(r) <m—e+ek.
Ora, mas se fizermos €; < 7, entao obteremos, da desigualdade acima,
v(z) <m (emT}),

e, portanto, podemos facilmente obter que v () < m em T} U Ty = 0Bs.

Por outro lado, como v (zg9) = u(z9) + €1h (o) = m, vemos que v possui
um ponto de maximo em T € B, (pois ele ndo poderia estar na dBs) . Nestas
condigoes, sabemos do célculo diferencial que Vv () = 0. Assim, para qualquer
£ e Rr",

n

D On (@) €8, <0

i k=1
Mas, por elipticidade, temos que

Z aik (T) &6 2 0,
i,k=1
e, usando o Lema 4.2.1, concluimos que
0> Z ik (T) Vg, (T) = Av (Z) = Au (Z) + e1 AR (Z) > Au (T),
i,k=1

o que caracteriza um absurdo, visto que Au > 0. [ |

Segue, neste momento, uma atualizagao no principio do maximo que vin-

hamos utilizando. Este resultado é chave nesta secao e serd amplamente utilizado.

TEOREMA 4.2.3 (Principio do Mdximo Forte para Solugdes de (4.4)).
Suponha que a (z) <0 em . Se f (x) > 0 em , entdo toda solugdo nao-constante

de (4.4) atinge seu mdximo positivo (caso ele exista) na 02 e nao em Q.
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Prova. Seja v uma solu¢ao nao constante de (4.4) e admita, por absurdo, que

zo € € seja um ponto de maximo positivo de u. Digamos que u (z9) = m > 0.
Defina M = {z € Q; u(z) =m}. E ficil verificar que M # ) e & fechado.

Tome 7 € M um elemento qualquer, logo u(z) = m > 0. Como T é ponto

interior de 2 e u é continua, entao existe uma bola B (Z,¢) C {2 tal que
u(z) <u(x) eu(x) >0, Ve € B(Z,¢).
Assim, como Pu= f em Q, Pu= f em B(Z,¢), e, portanto,
Au(x) = —au (x) + f (x) > 0, para todo = de B (T,¢).

Conseqiientemente, pelo Lema 4.2.2, temos que u = m em B (7,¢), em outras
palavras, B (x,e) C M. Isto mostra, pela arbitrariedade de © € M, que M é
aberto. Ora, chegamos entao que M é aberto e fechado em 2. No entanto, sendo
() conexo, apenas ele mesmo e o conjunto vazio sao simultaneamente abertos e
fechados em €, logo, M = Q ou M = (). Como, de antemao, ja sabiamos que

M +# ), segue que M = €, e isto nos leva a u = m em 2, o que ¢ um absurdo. =

OBSERVACOES: i) O Teorema 4.2.3 possui uma versdo para o minimo. A saber,
basta, no enunciado acima, trocarmos f(z) > 0 em § por f(z) < 0 em Q e
"maximo positivo"por "minimo negativo".

ii) A hipétese a < 0 em (2 é essencial, pois se considerarmos o problema
Ugy + Uyy + 2u = 0 em (2,

onde 2 é o retangulo {(z,y); 0 < x,y <}, entdo, como pode-se facilmente ve-
rificar, u (z,y) = sen x.sen y é solugdo da equagao acima e possui um ponto de

maximo em (7—;, g) que nao pertence & fronteira de €2.

COROLARIO 4.2.4. Sejam uy e uy solugées de Pu = f em 2, com u; = ¢; na

09, i =1,2. Entio, se a <0 em Q,

mag |uy () — uz (2)] < maz |, () — ¢, (z)].
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PrOVA. Se u = uj — ug, entao Pu = 0 em 2. Com u; = ¢; em 092, i = 1,2. O

resultado seguird do Teorema 4.2.3. [ ]

COROLARIO 4.2.5. O problema

Pu=f emQ
u = ¢ na N

(a <0), (1)

possut no mdaxrimo uma solucao.

Prova. Sejam u; e us solugoes do problema (/) acima e defina u = u; — uy. Entao

u é solucao do problema
Pu=0em

u =0 na 0f).
Afirmamos que u = 0 em €. Provemos.
Suponha, por absurdo, que u # 0 em . Seja u (Z) = m # 0 um extremante de
u em Q. Se u (T) > 0, entdo, pelo Teorema do Maximo Forte, T € 9Q. Absurdo,
jé que na 0%2, u = 0.
Caso u (T) < 0, usando a versao do Teorema 4.2.3 para o minimo, concluimos
que T € 0 e, portanto, u (Z) = 0. Absurdo, conseqiientemente u = 0 em Qe

portanto, u; = us. [ |

Lembramos, agora, que, se chamarmos de 7 () o vetor unitario normal externo
no ponto z € 952, entao o vetor v serd dito um vetor externo em x se 7 (z) .v > 0.

Agora, suponha que seja dada a equacdo (4.4) em 2, onde f > 0ea <0
em Q, e 0N é suave (C! por exemplo) . Do Teorema 4.2.3 sabemos que 0 maximo
positivo de u, se existir, deve ser assumido em p € 9f). Sem a menor dificuldade,
verifica-se que % (p) > 0. No entanto, provaremos aqui um resultado mais forte;
que é o fato de que, nestas condigoes, sempre had fluxo em um ponto de méximo
positivo, isto é, % (p) > 0.

Antes de passarmos ao resultado referido, vejamos um lema auxiliar.

LEMA 4.2.6. Suponha que u seja continuo em §, Au >0 em Q, que u atinja seu
mdaximo positivo em p € 0S2. Entao, toda derivada direcional externa de u em p

¢ positiva, a menos que u seja identicamente igual a wma constante em ().
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Prova. Como antes, podemos encontrar uma bola B C ), cuja OB estd contida
em QU {p}. Digamos que r seja o raio de B e que ¢ seja seu centro. Considere

K uma bola centrada em p com raio 3. Defina a fungao auxiliar
_ _al? —ar?
h(z) = e elemdl _ gmor”,

onde « ¢ escolhido suficientemente grande de modo que A (h) > 0 em K. No-
vamente, considere v (z) = w(x) + eh(x). Se u #Z wu(xy), entdo u < wu(p)
em B\ {x}. Escolha ¢ > 0 suficientemente pequeno de modo que tenhamos

v(z) <v(p)—dem KN B (6 como no Lema 4.2.2). Consequentemente, em p,

ou N gah v >0
ov v v
Mostraremos agora que g—ﬁ (p) < 0. Temos que,

oh
81’2‘

—alz—q|?

() = 2a(z; —q;) e

e, portanto,

Vh(z) = —2qele—al” (x—1q).

O vetor normal em p serd dado por n (p) = (9, ...,7n,) = (@, ey @) . Desta

forma, em p

h n n
g_v (p) = Vh(p) v = —20e ", Z (2; — qi) i = —2are ™", Z n,;-v;i < 0.
i=1

i=1

finalizando a prova, uma vez que isto implica em % (p) > 0. [ ]

TEOREMA 4.2.7. Suponha que a(x) < 0 em Q e que u seja uma solucao de
]
4.4). Se f > 0 em Q e u atinge seu mdximo positivo em p € IS), entdo toda

derivada direcional externa de u, em p, € positiva, a menos que u seja constante.

Prova. Como 0f) é suficientemente suave, tome B C © de modo que

BNQ={p} eu>0em B.

Admitindo que g—jj (p) < 0 e, usando que Au = f —au > 0 em B, temos, pelo

lema anterior, que u = u (p) em B. Logo, u = u (p) em ). [ |
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NoTa: Se trocarmos f (x) > 0 em Q por f(x) < 0 e se p for ponto de minimo

negativo, entao % (p) < 0, seja qual for a dire¢do externa, v, tomada.

Uma estimativa a-priori para solucoes de uma dada equagao diferencial par-
cial & simplesmente uma desigualdade que é vdlida para todas as solugdes (se
existirem) cujos dados e coeficientes obedecem a certas restrigoes.

Considere o seguinte problema de valor de fronteira

Pu= Au+au = f em Q (dominio limitado) (4.5)

u = ¢ na I (suave),

onde a(z) < 0 em €, Au definida como antes, (a;, ()) matriz simétrica e os
coeficientes de P, bem como f, sao continuos em (). Além disso, ¢ é assumida
continua em 0f) e, finalmente, assumiremos que P é uniformemente eliptico, isto

é, que existe uma constante m > 0 tal que
D ai (x) &8, = m ¢, (4.6)
i=1

para todo £ € IR"™.
Seja K um limitante para as quantidades |ag, (7)|, |a; (7)], e |a ()| em Q,

i, k=1,2,...,n.

TEOREMA 4.2.8. Seu € C (Q)NC*(Q) for uma solugio de (4.5) , entdo existe
uma constante M = M (m, K, Q) tal que

lellie @) < I lion) + M1l (s)-

Prova. Trocando coordenadas (se necessario) através de uma transformagao lin-
ear, a expressao (4.6) ¢ invariante e o problema de fronteira (4.5) fica da mesma

forma. Por esta razao, sem perda de generalidade, assumiremos que z; > 0 em

Q. Defina, em €,

(@) = [ellaoony + (€ =€) | llo(my -
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onde & >max {xl, x € ﬁ} e a é escolhido, suficientemente grande, de modo que

ma? —k(a+1)>1ee™ > 2maze™™.
e

Se £ = (1,0, ...,0), entdo, pela elipticidade uniforme do operador,
ai (x) > m, Yo € Q.
Assim,

—Ph = —allp|, + [ae® + e (ana® + aa+a)] | f].
> [—aeo‘f + e**t (a11a2 + a1 + CZ)] 1/l
> [ma® —a+aia] e ||f|, > [me® — K — Ka] e*™ ||f|

= [mo® = K(a+1)] e [l = e [l > I/l
Agora, fazendo v (z) = u () — h (z) temos que
v(z) =@ (x) —h(r) <0nadf

jé ane, na fronteira, £ (2) = 9], + (€€ — ) [ fll > ol > @ (2). Alem
disso,

Pv=Pu—Ph=f—Ph>f—Ph>f+|fl.>0.

Logo, pelo Principio do Maximo Forte, v < 0 em ©, ou seja, u < h em .

Analogamente, definindo w (z) = u (x) + h (z) temos
w(z) = ¢ (x)+ h(z) >0 na o

pois h () > ||l > ¢ (x) na OS2

Também, Pv = Pu+ Ph=f+ Ph < f — | fll. <0 em Q, e, pelo Teorema
do Méximo novamente, v (z) > 0 em Q, isto &, u > —h. Com isso, |u| < h em Q,
e daf,

ju(2)] < h(z) < el + M|l

onde M =max (ea5 — eaxl) < e — 1, resultando em
€

e < 1l momy + M 15 ey
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como querfamos. [

Note agora que, se nao exigirmos que a < 0 em {2, podemos ainda obter uma

estimativa da forma

lull sy < € (19l + 1 o)) - (4.7)

onde ¢ (m, K, ), desde que (2 seja suficientemente "estreito" em alguma dire¢ao

(1 por exemplo). Em termos mais precisos, (4.7) ird manter-se caso

(€™ = 1) llall o@) < 1,

onde £ e o 820 como na prova do teorema anterior. Vejamos:

Seja b(x) = min{a(z),0}. Escrevendo
Au+bu=(b—a)u+ f =g,

podemos aplicar a estimativa obtida no Teorema 4.2.8 para obtermos,

IN

lelloo + (€2 = 1) llgllos
< el + (e = 1) (b = all llull + 1f1l0)

< el + (€% = 1) lall lull + 1f1l0)

[l

De modo que

[1=llall (e™ = D] llullo < ol + (e = 1) 1 fll -

e, portanto,

lelloe + (e = 1) 11 £l
1= llall (exs =1)]

lull <
como queriamos.

A existéncia de soluc¢ao do problema (4.4), com A uniformemente eliptico em

), dependerd de alguns fatos, que colocamos abaixo. Usaremos como norma em
C? (),

sy = el + o0z Ot coe + ez [0sulcon - (48)

Também faremos uso da seguinte norma em C* (ﬁ) ,0<a <1,

[l naa) = Iellon + maz 15l (19)
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Além disso, necessitaremos da chamada estimativa de Schauder,

Jtllcnagay < €11l (110)

_ _ Pu= fem()
vélida para toda u € C** (Q) solucao de ,c=c(k,m,Q), mé
u = 0 na 0f)

a constante de elipticidade e £ um limitante para os coeficientes de P. Finalmente,
pode ser mostrado que se f € C% (ﬁ) e p e C* (ﬁ) entao a solugcao u €
2 ().

Nota: O leitor pode encontrar provas e mais informacgoes sobre o exposto acima

em [11].

TEOREMA 4.2.9. Para cada f € C%*(Q), o problema
Pu=f em(Q
u = @ na OS2,

¢ unicamente soltivel. Onde p € C° (0N2) e A é uniformemente eliptico em .

Prova. A unicidade decorre do Corolédrio 4.2.5. Mostremos a solubilidade. Seja

feqoe (ﬁ) qualquer, porém fixa. Considere a seguinte familia de problemas

P, (u)=tPu+(1—t)Au= f em Q (4.11)

u = @ na 02,

com t € [0, 1]. Agora, olhe para o conjunto
T = {t €[0,1]; 3 solugdo u € C** (Q) para (4.11)}.

Afirmo que T = [0, 1] e, portanto, que (4.4) tem solugao em C? (ﬁ) , j& que,
com isso, é s6 tomar t = 1.

A idéia é mostrar que T' é aberto e fechado em [0,1]. Iniciemos mostrando
que T é aberto. Naturalmente 7" # () pois 0 € T. Seja to € T arbitrério e defina,
para cada ¢ € [0,1], a aplicagdo ¢, : C** (Q) — C?* (Q) por ¢, (u) = v, onde

v é a tnica solugdo em C** (Q) de

Fiv = (t = to) (Au— Pu) + f em Q (4.12)

v = @ na 0,
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sendo que, para afirmar que v é a unica solugao, estamos usando o fato de
que tg € T e, em particular, o problema (4.11) para t = t;, com f igual a
{(t —to) [Au — Pu] + f} € C%° (ﬁ) .

Admitamos, por um momento, que w € C%® (ﬁ) seja ponto fixo de ¢,. Dal,
em €,

Pyw = (t —ty) (Aw — Pw) + f,

ou seja, Pw = f em ). Sendo w = ¢ na 0f), segue que pontos fixos de ¢, sao
solugdes de (4.11) . Baseados neste raciocinio, procuremos mostrar que ¢, possui
ponto fixo. Para isto, mostraremos que ¢, é uma contragao para ¢ suficientemente
préoximo de ¢y (Note que isso equivale a mostrar que o é ponto interior de 7', ou
seja, T' & aberto em [0, 1]).
Sejam uy,us € C** (Q), ¢, (u1) = vy € ¢, (us) = vo. Assim
P,yv; = (t — to) [Au; — Pu;] + f em 2

, 1 =1,2.
v; =  na 0f2

Subtraindo, obtemos
-Pto (Ul — Ug) = (t — to) [A (u1 — Ug) - P (Ul — UQ)] em Q
v; — v = 0 na 0.
Todavia,
190 (1) = 61 ()llemnqmy = Non = v2llona(ay
< clt —to| A (ur — uz) — P (ur — ua),

< co |t — t0| ||U1 - U2||C2,a(§) )

onde ¢ nao depende de t, ¢, u1, us. Escolhendo ¢ < ﬁ temos que, para |t — to| < ¢,

1
H¢t (ul) — & (%)H(ﬁa(ﬁ) < 5 Hul - U2ch,a(§) )

isto &, ¢, € uma contragao se |t — tg| < ¢ e, portanto, pelo Teorema do Ponto Fixo
de Banach, possui ao menos um ponto fixo.
Neste momento, voltemos nossos olhos para a demonstracao de que T' é

fechado em [0, 1]. Seja (¢;) C T uma seqiiéncia tal que ¢; — ¢. Queremos mostrar
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que ¢t € T. Como (t;) C T, entdo, para cada j € IN, existe u; € C*“ (ﬁ) satis-

fazendo
Piuj = femQ

uj = ¢ na 0.
Além disso, sabemos que ||uj||cgﬁa(§) < c||fll,, Vj € IN. Assim, sem grandes
dificuldades temos que as seqiiéncias (u;), (Ju;) e (0*u;) sao todas equicontinuas
em ), onde du; e 9*u; designam as primeiras e segundas derivadas de u;, respec-
tivamente. Aplicando o Teorema de Ascoli-Arzeld, temos que existe uma subse-
qiiéncia (u;, ) que converge, juntamente com suas primeiras e segundas derivadas,

uniformemente em Q para & € C* (2), du e 0%, nesta ordem. Deste modo, em

Q

f= kli’rgzoPtjkujk = Pu,
e, sendo u;, = ¢ na 0}, segue, por continuidade, que u = ¢ na Jf2, e conse-
quentemente 7" é fechado em [0, 1].
Para finalizar, com os fatos de que T' é fechado e aberto em [0, 1] e que [0, 1] &

conexo, temos que T'= () ou T' = [0, 1] . Como a primeira opgao j4 foi descartada,

segue o resultado. [ ]



Capitulo 5

TEOREMAS DE PONTO FIXO
E ESPACOS DE SOBOLEV

5.1 Teoremas de Ponto Fixo de Leray-Schauder

O objetivo desta secao é apresentar os teoremas de ponto fixo de Schauder,
visto que eles constituem ferramentas chave para assegurar a existéncia de solugao

de alguns problemas de fronteira, como veremos posteriormente.

TEOREMA 5.1.1 (de Brouwer). Uma transformacio continua de uma bola

fechada no IR™ nela mesma, possui ao menos um ponto fixo.
Prova. Veja [11]. n

TEOREMA 5.1.2. Seja G um conjunto compacto e convexo em um espago de
Banach B. Considere, ainda, T : G — G uma transformacao continua. Entdo

T possui ponto fizo.

Prova. Tome k € IN. Como G é compacto, existem z1, xo, ..., x, € G, tais que
a unido das bolas B; = B1 (x;) cobre G (n depende de k). Considere agora a
envoltéria convexa de {z1, xa, ..., T, }, que chamaremos de G;. Note que G, C G.

Defina J;, : G — G, por
[dist (x;,G — B;) .x;]

n

Ji (z) = =
> dist (x;,G — B;)

=1

107



108 CarituLo 5 TEOREMAS DE PONTO FIX0 E ESPACOS DE SOBOLEV

Sem grande dificuldade, encontra-se que Ji é continuo e, além disso, dado =z € G,
chamando «; = dist (z;,G — B;), i =1,2,...,n, temos

n

> i (T — )

i=1

n
Zaﬂ’i
1k (z) —xll, = ||S5— —=| =

n n
> >
=1

=1

n
Zlai |z — ]
< =

n
>
=1

n
Q;
< 2 =
k

Il
—

1
=

%

O

1

(2

Por outro lado, considerando a aplicacao J, o T : G, — Gy, vemos que J, o1 é
continua, visto que é composicao de continuas. Além disso, sendo o conjunto Gy,
homeomorfo a uma bola fechada em algum espaco euclidiano, segue, aplicando o
Teorema de Brouwer a esta bola fechada e depois retornando através do home-
omorfismo para G, que J, o T possui um ponto fixo x € G,. Fazendo k variar
em IN, obtemos uma seqiiéncia (z;) C Gr C G. Ora, mas G é compacto, logo
(x) possui uma subseqiiéncia (denotaremos por (xj) mesmo) que converge para
algum zy € G. Pois bem, este x( é ponto fixo de 1. Provemos.

De fato, como x;, — x¢, entao, por continuidade, Tx;, — Txzo. Assim, dado

1

e >0, tome k € IN de modo que ; < 5, ||[vx — x|, < 5 e ||[Tap — Taol, < 5.

Desta forma,
[z0 — Txolly < l[wo — ully + lwe — Twplly + [|Ta, — Taoll, <,
ja que ||z — Taylly = [|Ji o T (2x) — Tyl < 1, finalizando a prova. ]

Antes do préximo resultado, notamos que um conjunto A serd dito ser pre-

compacto se o seu fecho for compacto.

COROLARIO 5.1.3. Sejam G um conjunto fechado e convexo em um espaco de
Banach B e T uma transformag¢ao continua de G nele mesmo tal que T'G é pre-

compacto. Entao T possui ponto fixo.

Prova. A cargo do leitor. [ |
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DEFINICAO 5.1.4 (Transformacao Compacta). Uma aplicagao continua T
de X emY (X eV espacos de Banach), é dita ser compacta (ou completamente
continua) se as imagens por T de conjuntos limitados em X forem conjuntos

precompactos em Y.

OBSERVAGAO: Dizer que uma transformacao 7' : X — Y é compacta equivale a
dizer que para toda seqiiéncia limitada (z,,) C X, temos que a seqiiéncia (Tx,,),

que estd em Y, possui uma subseqiiéncia convergente.

TEOREMA 5.1.5 (de Leray-Schauder: Caso especial). Seja T uma trans-
formagao compacta de um espaco de Banach B nele préoprio, e suponha que exista
uma constante m tal que

s < m

sempre que x € B satisfaga oTx = x para algum o € [0,1]. Entao T possui ponto

fizo.

Prova. Todo simbolo de norma que aparecerd nesta prova refere-se a norma do

espago de Banach B e, por esta razao, sera simplificado por ||.|| . Defina a aplicacao

T*: B — B, (0) = B por

Tz, se |[Tx|| <m
T x =
mTx
1T’

caso ||Tx| > m.

T™* é uma transformagao continua e, em particular, a restricao 7™ |m ¢é continua.
Agora, tome (r,,) C B. Naturalmente (z,,) é uma seqiiéncia limitada e, sendo TB
um precompacto, entdo temos que a seqiiéncia (T'x,) possui uma subseqiiéncia
(Tx,,) tal que Tx,, — y € TB. Digamos, por simplicidade, que ||Tx,, | > m,

Vk natural. Deste modo,

- mix,, Ly
1Tzl [yl

Tz, T*B.

O caso onde ||Tx,,|| < m é similar. Isto nos mostra que T*B é precompacto
também. Assim, pelo Coroldrio 5.1.3, T* possui um ponto fixo = € B. Afirmamos

que este x é ponto fixo de T. Provemos.
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De fato, suponha que ||TZ|| > m. Logo,

mlx m
T=T'T=——= =017, onde 0 = —— € [0,1],
Il |T°z]|

e desta forma, por hipétese, ||Z|| < m. No entanto, da igualdade acima, obtemos

7 = 2
77

Absurdo. Portanto, devemos obrigatoriamente ter que ||TZ|| < m e isto nos dé
que
r=T"7T=T%7,

Ccomo pro curavamos. |

LEMA 5.1.6. Seja B = B,, (0) C B (Banach) e considere T : B — B continua

tal que TB ¢é precompacto e TOB C B. Entiao T possui ponto fizo.

Prova. Defina T* : B — B por

Tx, para |[|[Tz|| <m
T =

%, se ||[Tz|| > m.

Como no teorema anterior, temos que 7* é continua e que T*B é precompacto.
Logo, pelo Corolario 5.1.3, segue que existe Z € B tal que T*Z = Z. Por outro

lado, como TOB C B, segue que T € B. Desta forma, temos que ||7Z|| < m ou

mTT

que ||Tz|| > m. Digamos que a segunda op¢ao acontega. Deste modo, T = il

e, dai, concluimos que ||Z|| = m, o que é um absurdo. Conseqiientemente, de fato

teremos que ||7z|| < m e disto chegamos que x é ponto fixo de 7. [ |

TEOREMA 5.1.7 (de Leray-Schauder). Sejam B um espaco de Banach e

T :[0,1] x B — B compacta tal que
T(0,z) =0, Vx € B.

Suponha, ainda, que exista uma constante m de modo que para todo (o, x) per-

tencente a [0, 1] x B, satisfazendo x =T (o, x), tenhamos que
[ z]lg < m.

Entao Ty : B — B dada por Tyx =T (1, ) possui ao menos um ponto fixo.
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Prova. Novamente usaremos a notacao simplificada para a norma. Para cada

0 < e <1definaT*: B=B,,(0) — B por

~

<m—||93H M) sem — € S ||J}|| S m
e =l

* J—
T x =

T (1,-2) caso |z|| <m —e.

) m—e
De modo similar ao Teorema 5.1.5 temos que T é continua e T* B é precompacto.

Além disso, se x € 0B, entao ||z|| = m e, portanto,
Tz =T (@0> — T(2,0) = 0.
m

Mas isto nos diz que TOB = {0} C B. Desta forma, pelo Lema 5.1.6, temos que
existe © € B, x (¢) tal que

* o
T2 = .

Agora, escrevendo € = %, k € IN, e pondo z, = x (%), e pondo

k(m—llze]l) sem — ¢ < [zl <m

O —
1
I param <1— .
Obtemos entao,
T <0k, M) casom — ¢ < [|lz]| <m
k m
T1ZE =

T (ak, ﬁ) se ||z <m— 1.

k

Fazendo k percorrer os naturais, obtemos as seqiiéncias () contida B tal que
T7 ek = oy, Yk € IN e (ok) C [0,1]. Pela compacidade da aplicagao T, podemos
assumir que a seqiiéncia {(ox )} converge para (o, x) € [0, 1] x B. Assim, temos
duas situagoes possiveis:

c=1ouoc <1.

Suponha que ¢ < 1. Como o, — o. Entao, para k suficientemente grande, obri-
gatoriamente temos

m T m
k — Rl =

pois, caso contrario, terfamos uma infinidade de o, = 1, implicando em o), — 1.

Logo, quando k — oo, de m — 1 < ||z|| < m chega-se a

]| = m.
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Por outro lado, pela continuidade de T

x = lzmm = lzmTl/kxk limT <ak,%) =T (0, @) =T (o,z).

k=00 2l ]

Portanto, por hipétese, ||z|| < m. Absurdo. Conseqiientemente o = 1, ou seja,

r= limz,= limT (ak, %) =T (1,z) =Tz,

k—o00 k—o00 %

como pro curavamos. |

5.2 Espacos de Sobolev

Nesta secao, {2 serd sempre um dominio limitado. A seguir temos algumas
desigualdades titeis.

Desigualdade de Young: Va,b € C e p,q > 0 tais que % + % =

1,

p q
o < ot 1O
p q

Também temos uma variante: Para todo € > 0 dado,

lab| < elal’ +&7 |b].

Desigualdade de Hélder: Dada u € L? (2) e v € L?(2), com %—i—% = 1, entao

uv € L' (Q) e vale
/ ju (2) v ()| dz < |Jull, |Jo]l,

Além disso, temos também a versao generalizada,

/ﬂ lugtg.. | dz < ||U1Hp1 ||u1||p2 ||ul||pm ,

n

ondeuZELpi(Q)eZ =1,p; >0.
Desigualdade de 1nterp01a§a0 Segue, como conseqiiéncia da desigualdade de

H(jlder,parapgqgrea:%_%%7
|Q|_1/p ||U||p < |Q|_1/q ||u||q7 parau € L(Q) ep<qe (5.1)

A -A r
lull, < llully ™, paraw e L7 (). (5.2)



SECAO 5.2 Espacos pe SosoLev 113

Combinando estas desigualdades, obtemos

lull, < ellull, +e* ull,,

(
(

LEMA 5.2.1. Sejau € L

)
7

3 (=
< =

sendoec >0e =

Q|-
3=

(Q) (LP (2)), p < co. Entao u. converge uniformemente

para u no sentido de LY (Q) (LP(Q)). Aqui, u. é a regularizada da wu.

loc

Prova. Ver [11]. u

Antes de introduzirmos o conceito de Espaco de Sobolev, necessitaremos

saber o que significa o termo derivada fraca.

DEFINIGAO 5.2.2 (Derivadas fracas). Sejamu € L}, () e a um multi-indice
dado. Uma fungio v € L}, () serd chamada de a—ésima derivada fraca de u se
ela satisfizer

/ v(z) ¢ (x)de = (—1) / u () 0% (x) dx para toda ¢ € C(‘)O‘| (Q).
Q Q

Denotaremos, neste caso, v = 0%u.

OBSERVACOES: i) Observe que 0%u é unicamente determinada a menos de con-
juntos de medida nula.

i1) Chamaremos uma fungao de fracamente derivdvel se todas as suas derivadas
fracas de primeira ordem existirem. Analogamente, uma funcao serd k vezes
fracamente derivavel (k € IN) se todas suas derivadas fracas de ordem até k
(inclusive!) existem. Denotaremos o espaco das fungoes k vezes fracamente de-
rivavel por W (Q) .

iii) Note que C* (2) € W*(2). O conceito de derivada fraca é uma extensao

do conceito cléssico, o qual mantém a validade da integracao por partes.

1

loe (), @ um multi-indice arbitrdrio e suponha que 0“u

LEMA 5.2.3. Seja u € L

existe. Entao, se dist (x,00) > €, teremos
0%u. (x) = (0"u), (z),

onde u. é a regularizada da funcao u.
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Prova. Veja [11]. n

TEOREMA 5.2.4. Sejam u e v localmente integraveis em €. Entdo v = 0%u se,

. . U .
e somente se, existir uma seqiiéncia (u;) de fungoes C™ (2) convergindo para u

em L}, (Q) e também suas derivadas 0“u; convergem para v (para cada o, uma
v) em L}, (Q).
Prova. A cargo do leitor. |

Notamos que esta caracterizacao equivalente para derivadas fracas é muitas
vezes tomada como defini¢ao para tal conceito e, através deste resultado também,
muitos resultados do conceito cldssico podem ser estendidos para derivadas fracas.

Em particular, vale
0% (wv) = ud“v + vdu, i =1,2,...,n,

onde, naturalmente, u e v pertencem a W' () (no minimo.), uv e ud“v + vd%u

1

e (). Além disso, também temos o

estao em L

LeMA 5.2.5. Sejam f € C'(IR), f' € L* (IR") e u € W'(Q). Entio a fungio
composta fou € W (Q) e

O (fou)=f"(u).0%u,i=1,2,..,n.

Prova. Sejam u; € C*(Q), j = 1,2,..., tais que u; — u e 0%u; — 0%u em

Ll

loc

(Q) (Teorema 5.2.4). Tome ' C © um compacto qualquer, fixando zy € ¥

temos, pelo Teorema do Valor Médio, que existe ¢ € IR tal que

f(uj (x0)) = f (u(w0)) = [ (c) (u; (x0) — u (o))

Mas, como f € L* e, se necessdrio, redefindo-a, temos que |f' (¢)| < || f']l.-

Portanto,

|f (s (20)) — f (w (zo))| < (1l oo |15 (z0) — u (w0)]-
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Conseqiientemente,
fou )= fou@lde < I, [ (o) = (o)l de - 0, quando j — ox,
o o

em outras palavras, temos que |[fou; — foul/,.o — 0 e, dai, conclufmos que
fou;— fou qtp(Y).

Por outro lado,
(f ouy) 0%uj — (f ou)0%u = f"ou; (0%u; — 0%u) + O%u (f' ou; — f ou),

e, desta forma, [, |f' (u;) 0%u; — f'(u) 0%u|dz fica menor do que ou igual a

£ [ 1075 = 0 i (53)

Mas de u; — u ¢.t.p () e de f’ ser continua, f’(u;) — f'(u) ¢.t.p(£'). Logo,

det | | (ug) = f" (u)] 0w

I (uj) 0%u — f'(u) 0%u q.t.p(),

e, alem disso, |f’ (u;) 0%u , Vj € IN. Portanto, aplicando o Teo-

< Nl 107w

rema da Convergéncia Dominada, obtemos,

dr — 0 quando j — oo.

|18 ) =1 @l

Voltando a (5.3) concluimos que || f’ (u;) 0%u; — f' (u) 0%u

|1;Q/ — 0 e, daf, que
I (uj) 0%u; — f'(u)0%u q.t.p(Q).

Sendo € arbitrario, segue que o exposto acima é valido para todo subconjunto
compacto de 2.

Agora, dada ¢ € C} () temos, para todo j natural,

/ﬂ 1 () () il = — / (f 0 u;) O pda

onde, na verdade, as integrais acima sao no suporte da ¢. Usando novamente o

Teorema da Convergéncia Dominada,

/ 7 (u) (8°) pda = — / (f o u) 0% pd,
Q Q
como queriamos provar. [

Dada uma fungao u : 2 — IR, definimos
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e Parte positiva da fungao u por u* (z) =maz {u(z),0} e
e Parte negativa da funcdo u por u~ () = min{u (x),0}.
Conseqiientemente, temos que u = u®™ +u~ e |u| = u™ —u".

LEMA 5.2.6. Sejau € W (Q), entdo u™,u™ e |u] € WH(Q) e

oot () = 0%u (z) sewu(x) >0 o (x) = 0 para u(x) >0 .
0 casou <0 0%u (x) seu <0
0%u (x) seu(zx)>0
0%

ul () =< 0 caso u () =0

—0%u () para u(z) < 0.

Prova. Defina, para e > 0, f. : IR — IR por

(224 —csex >0
fe () =

0 par z < 0.
Sem grande dificuldade, nota-se que f. € C' (IR) seja qual for €. Agora, considere

a composta f. ou: 2 — IR, onde

(u2+€2)1/2 — ¢ caso u(x) >0
feou(x) =
0seu(zr) <0.

Pelo Lema 5.2.5, 0% (f. o u) = fL(u) 0°u. Logo,

/ £ (u) (8%u) o = — / (J. o) & pde, Yo € CL (D).
Q Q

Sendo assim, podemos escrever
~[owords = [ @ wedst [ @) ed
Q u<0 u>0
u

—_——— 8e"u dz.
/u>0 (u2 + 2)'/? (%) ¢

u para u > 0
Ora, mas f.ou — = u" e, portanto, pelo Teorema da Con-

e=0 Oseu<0

vergéncia Dominada,

/ (feou)d%pdr — | ut0%pd.
Q =0 Ja
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w@iu)e (0%u) . Usando novamente o

Por outro lado, para u > 0, O

Teorema da Convergéncia Dominada, temos,

/ u(@%u) ¢ de — (0%u) @dz,
u>0 (

172
u2+52)/ —ec =0 Juso

assim, escrevendo de modo conveniente,
— / ut 0% pdr = / (0%u) pdz +/ 0.,
Q u>0 u<0

0%u (z) caso u(x) >0

0seu(z) <0.

obtendo que

O%ut (z) =

Para o caso u~, use o fato de que u= = — (—u)Jr , depois fica fécil verificar o caso

lul . n

LEMA 5.2.7. Sejau € W (Q). Entio 0%u = 0 em quase todo ponto de A, onde A

é qualquer conjunto no qual u é constante.

Prova. Seja Q C Qum conjunto no qual u = c¢. Defina, para todo =z € (),
U (z) = u(z) — c. Naturalmente, % = 0 em ) e mais, & € W' (Q). Assim,

Ol = 8°UT + 89U =0+0=0em Q.
Mas,

0=0%u = 0% — 0% = 0% q.t.p ((NZ)
pois se chamarmos v = 0%c e usarmos integracao por partes, obteremos que v = (
q.t.p <§) . [ |
DEFINICAO 5.2.8 (Funcao Suave por Partes). Uma funcio f : I — IR é

continua por partes se Va,b € I, com a < b, f deixa de ser continua em apenas

um numero finito de pontos de [a,b] e, nestes pontos, existem os limites laterais.

TEOREMA 5.2.9. Seja f uma fungio suave por partes em IR e f' € L™ (IR).
Seu e WH(Q), entao fou€ W (Q). Ademais, chamando de L o conjunto dos
pontos de descontinuidade de f', temos

' (u) 0%u para u(z) ¢ L

0 caso u(x) € L.

0% (fou)(x) =
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Prova. Suponha que L seja constituido de apenas um ponto que, por simplici-
dade, assumiremos ser a origem. Sendo f suave por partes, considere as fungoes

fie fo€ CH(R), f1, f5 € L™ (IR) tais que

fiou(zx) caso u(x) >0

faou(z) seu(z) <O0.

foule)=

Admitindo que f (0) = 0 (caso nao seja, trabalhe com g = f — f(0)), e, como,
fou= fiou" + foou~,
entao (note que desta ultima igualdade conclufmos que f ou € W' (Q)),
O (fou)=0%(frou’) + 0% (faou™).
Por outro lado,

_ _ Oseu(zr) <0
0% (frou™) = fi(u) 0u’t = e
f (u) 0%u para u (x) >0
0 (f, 0 ut) = f'(u) 0%u caso u (z) <0
0 se u(x)>0.

Assim,
o (fou) () = { 1 (WO casoule) 20
0 para u (z) < 0.

Agora, através de um processo de inducao prova-se para um conjunto de pontos

de descontinuidade de f’ arbitrario. [ ]

DEFINIGAO 5.2.10 (Espaco W*? (Q)). Parap > 1 e k um inteiro néo negativo,

definimos o espago de Sobolev WP (Q) por

Wk (Q) = {ue W*(Q); 0% € LP (Q) para todo |af < k}.

Nota: O espago WHP () é um espago vetorial real e com a norma

1/p

lull,, = / S euPdr | 1<p< oo,

la|<k
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torna-se um espaco de Banach. Além disso, frequentemente usaremos uma norma,

equivalente a esta, a saber

lop = D 0%l

lo|<k

lu

Um outro espaco de Banach W2 (Q) é obtido tomando-se o fecho de C¥ ()
em WP (Q).

Em geral, os espacos W5 (Q) e Wi () ndo coincidem para dominios limi-
tados. O caso p = 2 & especial pois W2 (Q) e W§’2 (Q) sdo espagos de Hilbert
com o produto interno

< U,V >p= / Z 0“ud*vdzx,
©Jal<k
e, muitas vezes, estes espagos sio escritos como H* (Q) e H} (£2) , respectivamente.

Para uma riqueza maior de detalhes, veja [1].

PROPOSIGAO 5.2.11. Se u € W*?(Q), entio 0°u. — 0°u em L},

loc

(Q), Yo

multi-indice tal que || < k.Aqui, u. é a reqularizada de u.

ProvA. Sejam ' CC Q um compacto qualquer e o multi-indice também arbi-
trdrio, porém fixo. Como u € W*?(Q), entdo 0%u € L? (') e, em particular,

0% € LP () e, pelo Lema 5.2.1, temos que
O%u. — 0% em LP (Q). (5.4)

Por outro lado, como €2 CC Q, entdo podemos tomar gy > 0 suficientemente
pequeno de modo que dist (x,09) > gy, Vx € ). Agora, usando o Lema 5.2.3,
temos
(0%u),, (x) = 0%ue, (), Vo € .
Voltando a (5.4), obtemos, para € < g
0%ue — 0% em LP ().

Sendo « e ' arbitrérios, segue que

0%u. — 0w em L (), V]a| <k,

loc

COMO Procuravamos. [ |
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TEOREMA 5.2.12. C* (Q) N Wk» (Q) ¢ denso em WP (Q).

ProvaA. Seja (€2;) CC Q tais que Q; CC Q41 € Ej Q2; = Q. Considere (wj) con-
tida em C§° (€2) uma particao da unidade subordiil:alda a cobertura (€211 — Q;_1),
onde Q0,01 = 0.
Dados u € W*? (Q) um elemento qualquer e € > 0, podemos escolher ¢; > 0,
7 =12,..., tais que
dist (§25,0Q41) > ¢j e

H<¢j“)€j B (¢ju)))k,p <5

Agora, dado um compacto ' CC Q e escrevendo v; = (%u)e., obtemos da
J
primeira desigualdade acima que apenas um nimero finito dos v; nao sao nulos

(0]
em €. Conseqiientemente, a fungao v = ) v; € C* (1) e, ademais,

i=1
U (1 — Z%)
i=1

como querfamos provar. [ ]

lw =]y, =

k,p =1

5.3 Teoremas de Imersao

Nesta secao apresentaremos alguns resultados de imersao. De especial im-
portancia sao os resultados de compacidade pois estarao, no futuro, intimamente

ligados aos teoremas de ponto fixo.

TEOREMA 5.3.1.

Le/(=P) (Q) parap < n

Wy (Q) C _
C° () casop > n.

Além disso, existe uma constante ¢ = ¢ (n,p) tal que, para qualquer u € I/VO1 P(Q),

[tlfap/nr) < cl|Dull, sep <mn, 5.5
sup |u| < c|Q\%7% | Dul|, para p > n. '
Q
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Prova. Inicialmente estabeleceremos o resultado em C} (2) e em seguida pas-
sando a W,” (). Seja u € C (Q) uma funcio arbitraria.

Caso p < n : Como u tem suporte compacto, entao podemos escolher x; € IR
tal que u(xy,xg, ..., Ty, ..., x,) = 0, sejam quais forem z1, o, ..., Ti 1, Tit1, ..., Tp

em IR. Logo, temos que

X4
U(T1y eeey Ty ooy Tpy) — WX, ey Ty ooy Tp) :/~ Oyudx;.
z;

Portanto,
+oo

u(2)] = Ju () = u(7)] é/zi IaiU\dl‘i:/_ |Oiul da;,

T; [eS)

too 1/(n—1)
Ju ()Y (H/ \8urd:c@> ,

de modo que integrando a desigualdade acima sobre cada componente z; e entao

e, assim,

aplicando a desigualdade de Holder para m = p; = py = ... = p, = n — 1, apés

cada integracao, obtemos

n +oo 1/n
HUHn/<n1>§<H / raz-umxi) <33 [ouldr< v, 50
i=1" 7%

Isto mostra o caso p = 1 (a desigualdade! e, conseqiientemente, C3 () ¢ L™/(*=1

também).
A fim de mostrarmos o caso p < n e p > 1, volte a desigualdade acima e

troque u por |u|”, onde v > 1. Note que, como v > 1 e u tem derivada, entao
(0 |U|7)2 =7 (U7_1)2 (aiu)z ;
e, portanto,
Il rmsy < 5 IV 1l = T [ Juta) ™ (Fulde
vn v Jo

Usando o fato de que u tem suporte compacto entéo |u|"™" e |[Vu| € LP (Q), seja

qual for p € [1,00]. Aplicando a desigualdade de Holder,

Il -y < = ™ gy 191
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isto é,
g\ -y g )

(/Q juf? dx) < </Q ] 00/ dx) IVall,.
Escolhendo 7 > 1 de modo que - = (71)__11)1’ <ou seja, v = %) temos da
desigualdade acima

i
Hanp/(nfp) < ﬁ HVU’Hp7
COMO Procuravamos.
Caso p > n : Assuma que || =1 e defina v = ”*f . Usando a desigualdade
(5.6) para u”, entdo, para n' = < e p' = ]%,
- 1 _ (vn)" 1 -
N, < — 7| = N < =4l )
e e AU P i PR CY

Mas, como

. 1/n/ o, v/ (") B
( [ar dm) :( [ar das) — @, e
Q Q
([ )™ =i,
(v=1)p

a desigualdade (5.7) fica (lembre-se que || = 1),

1

~ 1. 1-1 1. 1-2
||u||n"\/ S v ||u||('y—’yl)p’ S v ||1’I/||’yp”Y

Agora, como p > n, entao Z—,/ = ¢ > 1. Substituindo v por &, j = 1,2,3, ..., na

desigualdade acima, temos
]l < (57)‘” [l s 5 =12, .
Iterando a partir de j = 1 e usando a desigualdade (5.6),
[l < 0% = B,

onde  é uma constante independente de u (Note que a série acima é convergente).

Impondo que j — oo temos (veja o problema 7.1, pdg. 163, de [11])

sup |ul < f8
Q
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e daf,
vn B
sup |[u| < B = sup |u| < —||Vu
o 4 < 5= s lul < =Vl
e, com isto, chegamos ao procurado para |2 = 1. A fim de eliminarmos esta

P .~ . ~ 1 .
ultima restrigao, considere a transformagao y; = || /n i, 1 =1,2,...,n, e obtenha

B

vl

11
mr [Vl

sup Ju] <
Q

Lembrando agora que o demonstrado acima foi considerando que u € C} (Q),
passemos entiio ao caso geral. Seja u € W, " (Q) qualquer e tome (u;) C C (Q)
tal que u; — u em W'?(Q) (Teorema 5.2.12). Aplicando as estimativas (5.5)
para u; —u;, vemos, sem a menor dificuldade, que (u;) é uma seqiiéncia de Cauchy
em L"/("P) () se p < n ou, em C° (ﬁ) se p > n. Conseqiientemente u estard no
respectivo espago desejado (depende de p e n) e naturalmente as desigualdades

serao satisfeitas. ]

DEFINICAO 5.3.2 (Continuamente imerso). Um espago de Banach By é dito
continuamente imerso em um espago de Banach By se existe uma transformag¢ao

T : By — By linear, injetiva e limitada. Denotaremos By — Bs.

OBsERVAGAO: Tome I : W, 7 () — W,?(Q) dada por Iv = v. Temos que

I ¢ linear, injetiva e limitada. Logo, o teorema precedente nos mostra que

) Lm?/("=p) (Q)) ou
Wy () — B dependendo de p e n.
(@)

COROLARIO 5.3.3.

L/(n=P) (Q) se kp < n ou

Wy (Q) — _
Cm(Q) para0§m<k—%.

Prova. Use o Teorema 5.3.1 k vezes. Mais detalhes em [11]. n

De um modo geral, W} (Q) nao pode ser substituido por W*? (Q). No en-
tanto, poderemos fazer esta troca caso () satisfaca o que se chama de condi¢cao

uniforme de cone interior, ou seja, que exista um cone fixo Kq tal que cada
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x € 00 & o vértice de um cone Kq () C € congruente a K. Neste caso entdo,

podemos dizer que

Lne/(n=kp) (Q)) caso kp < n ou

W) — ¢
Cm(Q) seO§m<k—%.

Ao leitor interessado em mais detalhes, veja [1].

DEFINICAO 5.3.4 (Compactamente imerso). Seja By um espaco de Banach
continuamente imerso em Bo, também Banach. Diremos que By estd compacta-

mente 1merso em Bo se o operador de imersao I for compacto. Denotaremos por

B, = B,.

TEOREMA 5.3.5. Sejam Q um dominio limitado cuja fronteira é C™ e u uma
funcao em W*P (Q)NL" (Q), 1 < p,r < co. Para qualquer inteiro j, 0 < j < k,

e para qualquer nimero A no intervalo % < A< 1, seja q tal que

1=1+A<1—5)+(1—A)3

5 n P n r

Sek—j— % nao for um inteiro nao-negativo, entao

A 1-A
05l < e () (il ) -

Se k —j— % for um inteiro nao-negativo, entio a desigualdade acima é vdlida

para A = % A constante ¢ depende apenas de Q, 7, p, k, j, A
Prova. Ver [10]. u
Agora, considere u € (0,1) e defina o operador V,, em L' () por
V) @) = [ o= 5 ) dy
Como facilmente se percebe, V, estd bem definido e leva L' (Q) em L' ().

LeMa 5.3.6. O operador V, leva L? () continuamente em L9 () para qualquer

q, 1 < q < oo, satisfazendo

1
0<d=-——-<p.
p q
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Ademais, para qualquer f € LP (Q),

1—6\"" e
Vifl, < (325)  wir1ar=is,. (5:5)

Prova. Ver [11]. n
LEMA 5.3.7. Seja Q2 convero e u € W (Q) . Entao
i »
|u () — ug| < —/ o =y [Vu(y)l dy a.t.p(9), (5.9)
onde ug = ﬁ Jqudz e d= diam Q.
Prova. Veja [11]. n

TEOREMA 5.3.8. Seja u € Wol’p (Q), p > n. Entao u € C (ﬁ), sendo que

y=1-— %. Ademais, para qualquer bola B = Bg, vale

osc u < cR"||Vul, ,
QNBgr p

com ¢ = c(n,p).

Prova. Como p > n e escolhendo p = %, q = o0 e ) = B na desigualdade (5.8)

temos

S

1-1/n
Hvl/nwumws( ) WiV | Bl |Vl

1 _
n

SR

isto é,

1 1

—n 1-1 n 1_1 np
sup/ = y|" " [Vu(y)| dy < a(n,p)wn ™ (R 7 wi 7|V,
QNB JOonB

e, daf,

<2R)n / 1-n
su xr — Vu dy <b(n,p) R"||Vul .
g [ eyl @l dy < (o) 119,
Agora, usando a desigualdade (5.9) encontramos,

|u(z) — uanp| < ¢ (n,p) R [|Vul|, ¢t.p (2N B).
Mas, dados x,y € Q2 N B, temos

ju () —u(y)] < fu(e) —uanp| + [ugnps — u(y)] < ¢(n,p) B [[Vul],.

Seguindo, imediatamente, o resultado. [ ]
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TEOREMA 5.3.9. Os espacos VVO1 P (Q) estao compactamente imersos em
1) L2(Q) para qualquer ¢ < np/(n—p), sep <mn, e
2) em C° (), sep > n.

Prova. Iniciaremos pelo item 1). Basta mostrarmos que conjuntos limitados em
Wy (Q) sdo precompactos em L7 (). Suponha ¢ = 1 e seja A um conjunto
limitado em W, ? (Q) . Sem perda de generalidade, admitamos que A C C} (Q) e
que ||ull, ,, <1 para toda u € A.

Seja ¢ > 0. Defina A. = {u.;u € A}, onde u. é a regularizada de u. Por

comodidade, lembramos que

Afirmo que A, é precompacto. Vejamos.

Tome u € A, daf

|ue (2)] = /||<1 o (2] |u(z —ez)[dz < ol [lully

Ve (2)] < / Vo ()] Ju(z — e2)] dz < [Vigll, [l

|2|<1
A primeira desigualdade nos mostra que A. é limitado e a segunda, através do

Teorema do Valor Médio,

ou,
o, (x)

2 2
< IVells - llully [z1 = 22 .

|21 — xa| < [V (2)[* 21 —

Jue (1) = ue (22)] =

Portanto, se tomarmos a distdncia entre x, e x5 suficientemente pequena, vemos
que A, é um conjunto equicontinuo de funcoes. Ora, A, é limitado e equicontinuo,
logo pelo Teorema de Ascoli-Arzeld, qualquer seqiiéncia em A, possuird uma
subseqiiéncia convergente em A.. Fica caracterizado entdo que A, é precompacto
em C° (©2) (e portanto em L' (£2)). Agora estamos em condigdes de estimar para

u.

u(z) —ue (z)] < v (2) |u(z) —u(r —ez)|dz

<1

elz|
/ © (z)/ |Oyu (x — rw)|drdz, w = =
|z|<1 0 |2

—

IA
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Integrando sobre x,

elz|
/ lu(x) —ue (z)]dx < / / v (2) / |0yu (x — rw)| drdzdx
Q QJz<1 0
< 8/ |Vu|dx < e.
0

Isto é

[l = uell, <.

Assim,

ull; < [Jlu—uelly + [Juel]; £ €4+ m — m quando € — 0,

onde m > 0 ¢ um limitante para A.. Logo A é limitado em L' (Q). Além disso,

de

Ve (2)] < [Vello - llull, < IVello -m

onde m é também um limitante para A (basta tomar o maior dentre os limitantes

de A. e A). Fazendo £ — 0 na desigualdade acima obtemos,
Vu ()] <[[Vell -m,

e pelo mesmo argumento precedente, A é equicontinuo em C° (ﬁ) e portanto, A
¢ precompacto em L' (Q), finalizando o caso ¢ = 1.
Para p < n e g < "% arbitrdrios, porém fixos, usaremos a desigualdade (5.2).
P

Fazendop=1er = n”—zj nesta desigualdade obtemos,

A 1-X A 1=A
el < el el oy < Nl (e N9l,)

onde esta ultima desigualdade é devido ao Teorema 5.3.5 e % = A+ %.
Assim, tomando um conjunto A limitado em VVO1 P () e usando esta desigualdade
provada acima chega-se, através do Teorema de Ascoli-Arzeld, que A é precom-
pacto em L9 (), ¢ > 1. Como querfamos.

Para provar o caso 2), use o Teorema 5.3.8 para concluir que uma familia
limitada A C Wy (Q) é equicontinua em C° (Q). Aplique o Teorema de Ascoli-

Arzeld a esta familia e conclua que ela é precompacta em C° (ﬁ) . [ ]
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Uma extensao do teorema acima mostra que sao vélidas as imersoes,

L9(Q2) para kp < n,q < nfip

Wy (2) = ~

C’m(Q) casso0<m< k-2

P
Além disso, se o conjunto (2 for suficientemente regular (condi¢ao de cone) pode-se
substituir W? (Q) por WH? (Q). Além destes resultados citados acima, neces-

sitaremos do seguinte teorema cuja demonstragao pode ser encontrada em [10].

TEOREMA 5.3.10. Seja Q um dominio limitado com 0Q em C' no minimo.
Seja 1 < p < 0 e j, k inteiros satisfazendo 0 < j < k. Se ¢ > 1 é um numero

qualquer satisfazendo

1 j 1 k
J— > iy —_ _,
¢ n p n

entdo temos que WP (Q) —— W71 (Q).



Capitulo 6

SOBRE EQUACOES
ELIPTICAS DO TIPO
Lu= f(x,u, Vu)

Trataremos, neste capitulo, de garantir solubilidade para problemas quasilin-
eares elipticos. Na secao 6.1, £ assumird a forma de A enquanto que, na secao 6.2,
n n
L terd a forma de — ‘Zl 8%1- <a,-j (x) a%j) + Zl b; () 8%1_, com restrigoes a serem
,]= 1=
esclarecidas posteriormente.

6.1 A Equagao Au= f(z,u,Vu) (p >n)

Nesta segao, guiados por [20], utilizaremos do método de sub-supersolugao

para expor uma teoria de solubilidade do problema

Au = f(z,u,Vu) em € (6.1)

u = ¢ na 01},

onde 2 é um dominio limitado do IR", com fronteira suficientemente suave, u
deverd pertencer a W?2? (Q) e a funcao fronteira ¢ ¢ o trago ¢ = P|oq de uma
~ o~ . , 2_17 ~
fungao » € W?2P(Q), isto ¢, ¢ € W »P(90Q) e vale HgoH'%%m < co [Py,
sendo que ¢g nao depende de p. Lembramos, ainda, que nesta secdo p > n.

Iniciaremos procurando uma estimativa para solugoes W27 (Q2) de (6.1) e, em

129
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seguida, procuraremos assegurar a existéncia de tal solugao.

~ ~ / 2 . 2
OBSERVAGAO: A expressao |[¢|l, 1 , ¢ calculada na fronteira de Q. Este ¢ o mo-
D’
tivo pelo qual aparece o "expoente linha". Como nao haverd perigo de confusao,
~ . ! .
doravante denotaremos esta expressao simplesmente por ||| . Aproveitando a
pausa, gostarfamos de avisar que quando escrevermos || Vul|  estaremos, na ver-

dade, querendo dizer |||Vul|, -

6.1.1 Uma Estimativa A-priori

Além do ja dito acima, estaremos admitindo que f satisfaz as seguintes

condicoes,

[F.1] f é uma fungao definida em © x IR x IR™ com valores em IR e satisfaz as
condicoes de Carathéodory, ou seja, f é uma funcao mensurdvel com relagao
a x seja qual for (s,&) € IR x IR™ fixo e é uma funcdo continua com relagao

a (s,€) para quase todo = € Q.

[F.2] Além disso, teremos satisfeito que

f (2,5,8) < b(z,s) (L+[¢]%)

para quase todo x € ) e para todo (s,§) € Rx R", a =2—-2¢ebé

P
Carathéodory tal que, para qualquer [ > 0 fixo,

by () =supb(.,s) € LP(Q).

|s|<t

Suponha que u € WP (Q2) seja uma solugao de (6.1), com |jul| < M (u estd

em L (2) pelo Teorema de Imersao de Sobolev). Assim,

f(x,u, Vu)

Au:f(:r,u,Vu) = W

(1+ |Vu|?).

Lembrando que by, (.) = sup b(.,s) € LP () e escrevendo
[s|l<M

f(x,u, Vu)

AU—bM(I')U:m

(14 [Vul®) = bu (2) u,
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temos que a funcao u satisfaz

Au— by (v)u = f1 (2) [Vul* + fo (z) em Q (6.2)
u = @ na 02, |

onde fi () = HEHETLD) e fo (2) = fi (¢) = by () u (x) , ambas em LF (£2).

A fim de tornar mais claro nosso objetivo nesta primeira etapa, temos como
alvo estimar a quantidade [|ul[,, em termos de limitantes superiores para as

quantidades ||ul| ., [[fill,, [[foll, e ¢l . Para fazer isto, necessitaremos do

LEMA 6.1.1. Para qualquer t € [0,1] fizo, o problema

Av —by (z)v = f1(z)|Vo|* +tfo () em Q
v =ty na OS2

possui no mdximo uma solugao em WP (Q). Aqui, f1 e fo como acima.

Prova. De modo padrao, suponha que para algum ¢y € [0, 1] tenhamos v, z, em

W2P (Q), solugoes de (6.3). Fazendo w = v — z € W?P () temos que

Aw — by (z)w = fi (2) [|[Vo|* = [Vz]"] em Q
w = 0 na 0.

No entanto, da igualdade |Vv|* — |Vz|* = |Vw 4+ Vz|* — |Vz|” temos um moti-
vador para definir, para cada x € 2 fixo, a fungdo ¢ : [0,1] — IR de modo que

g (1) =|7Vw (z) + Vz (z)|* pois, com isso, teremos que,
9(1) =g (0) = [Vw + Vz|* — |V2[*,

e, pelo Teorema Fundamental do Célculo,

Mas, sem a menor dificuldade, verifica-se que

0 para i (10w + Bp2)* (z) = 0

g/ (7_) — . k=1 %71 .
a | > (Tohw + 8;92')2} S [(rOw + 0;2) Oyw] () caso contrario.
k=1 i=1
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a1

(TOpw + @kz)2> (10w + 0;2) (x) | dTow (x)

= Z hi () w (z)

onde h; () = fol H; (z,7)dr e H;(x,7) & o colchetes acima. Perceba que h; estd

em L (). Resumindo, temos que w satisfaz

Aw — by (@) w = fi (2) 3 hy () By () em ©Q

i=1

w = 0 na 02,
e o motivo pelo qual toda explanagao anterior foi feita é o de que procuramos
justificar, juntamente com os fatos de que by > 0, by, € LP (), fL € LP () e
hi € L* (), o uso do Teorema de Méximo de [3]. Aplicando-o segue que w = 0

em §), ou seja, v = z, finalizando o resultado. [ ]

OBsERVAGAO: Note que nao necessariamente temos que ¢ € [0,1]. No entanto,

consideramos este caso pois é o que interessa.

Antes de passarmos ao préximo lema, considere v; e vo € W?P (Q) solugoes
de (6.3) com parametros t; e ty (> t1), respectivamente. Escrevendo v = vy — 13

(em W?P (Q)), entao v satisfaz,
Av — bM (LC)@/ = f1 (LC) HVUQ’Q - ‘VU1|Q] + (tg - tl) fo (l’) em Q.
De modo similar ao feito no Lema anterior, vale

AT — by (2)T = fi (2) 3 (B (2) 07 (@)) + (2 = 1) fo (&) em ©

i=1
U= (tg — tl) @Y na 8(2,

1 =~

onde h; (z) = Jo Hi(z,7)dr, com

0, para . (70,0 + Opv1)° =0
H;(x,7) = h=1 2

n n

o | (10,0 4 Byvr)? > [(10;v + O;v1) ;0] (z), caso contrario.
k=1 i=1

Podemos, entao, passar ao
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LEMA 6.1.2. Se v1 € vy estdao nas condicoes citadas acima, entdo

|v2 — w1l oo < (t2 — 1) (1 + [Jully) -

Prova. Chamemos K = (t2 —t1) (1 + ||ul|,,) e considere a fungdo w = v — K.

Ela satisfaz

Aw — by (r)w = f1(2) i (%i(?iw) + (t2 — t1) fo+ by () K em Q

=1

w = (ta — t1) » — K na 05

Além disso,

(t2 —t1) o+ by (2) K = (t2—t1) fo+ (f2 — 1a) (bas () + bar (2) [|ull0)
(t2 = t1) [fo + bar (2) + bar (@) [Jufl ]

(t2 — 1) [fr — bas (2) w+ bag (2) + by () [|ue]| ]
(t2 = t1) [bar (z) ([Jull o —w) + b () + f1] = 0

pois —f1 (x) = _{ﬁ# < [bm () (|Jull, —u(z)) + ba (z)] . Além disso, na 09
T—K = (ty—t1)o—(ta—t1) (1+ |Jull)
= (ta—t) (e =1 —lull ) < (t2 = t1) (¢ = flull) < 0.

Novamente, pelo principio do méximo de [3], segue que v — K < 0 em 2, ou

equivalentemente, v < K em 2. Analogamente, mostra-se que —K < v em ). ®
Agora, estamos em condigoes de provar o

TEOREMA 6.1.3. Seja M > 0 e suponha que as condigoes [F.1] e [F.2] sejam
satisfeitas para algum p > n. Entdo existe uma fungio v : IR3 — IR, limitada
em todo compacto, tal que, para qualquer solugao u € WP () do problema (6.1)

que satisfaca ||ul| < M, valha

el < (M barl - el (6.4)

Lembramos que R, = {t € IR; t > 0}.
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PrOVA. Seja u € W?P () uma solugdo de (6.1), com |ull,, < M. Considere a

familia de problemas

Av = by () v = fr () [Vo|* +tfo () em Q (6.5)
v = tQO na 8(2,

onde nos interessa que t € [0,1] e f; e fo sdo como na parte que precede o Lema
6.1.1. Sejam vy e vy € WP () solugoes de (6.5) com parametros ¢, e ty (> t1),

respectivamente. Pelo Lema 6.1.2 temos que
101l < (t2 = t1) (1 + [lull)

onde v = vy — v1. Por outro lado, v satisfaz,

Av — bM (l‘) U= fl (ZL‘) HVUQ‘Q - ’VUl‘a] -+ (tz - tl) f() (.T) em {2
U = (t2 — t1) ¢ na 09,

portanto, em €2, para 0 < t; <ty <1,
IAT = bar (2) 3], < 227 full, IV, + 27 (LAl Vel + (82 = t) [l foll,

e, na 02,

IBl" < (82 = t1) [l

Do Teorema 5.3.5 aplicado a fungoes de W?2? () obtemos, sem a menor difi-
culdade, que

~ ~A 1A
IVl < ex [z, (7]l

com A = a~! e a constante ¢; = ¢; (2, n, p) . Além disso, usaremos a desigualdade

para operadores elipticos que, neste nosso caso, toma a forma
[0, < e2 (187 = bas (@) 7, + )
com ¢y = ¢y (Q,p,n, ||bM||p> . Assim,

oy, < 2 lAT = bar () 0], + c2 [l

IN

227ty || All, IVl + 2% | f1ll, [VorllS, + (t2 — t1) ez (| foll, + c2 ol
a— a ||~ ~ja—1 « «
27 ey || All, e 1o, 10115 + 2% [LAL, VoS, + c2 <||fo||p + ||<P||/)

270y | ol ¢ 13, K4+ 2% | fal, 905 + 2 (1l + lell)

IN

IN
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e, como K = (ty —t1) (1 + ||ull,), temos que K*~' < (ty — )" " (1 4+ M)*".

De modo que se substituirmos acima e isolarmos [|]], , , obtemos que,

[0, (1= 22 eact L foll, (14 M)™ (1 = 1))

¢ menor do que ou igual a

2ca | full, Vot + 2 (11 foll, + ) -

—1/(a—1)

Impondo que 0 < to —t; < h, com h = (02 Hf1Hp> (1 + M)—l (261>—a/(a—1)

temos que o lado esquerdo da desigualdade referida acima é maior ou igual a

1,
5 ||U 2,p
e, conseqiientemente,
[0, < 2 ea 1l IV 0nllS, + 262 (Ifoll, + i) - (6.6)

Agora, lembramos que da imersao W2 () — C"* (ﬁ) temos a desigualdade,
IVl < esllvlly,

com a constante c3 nao dependendo de v, escrevendo t;_1 =t et; = ty, v;_1 = V1

e v; = vy obtemos de (6.6) que

leslly,, < 25 ea Ll V05115 + 262 (Lfoll, + el ) + el (67)

com t;_q,t; € [0,1], 0 < t; —t;—; < h. Portanto, pelo fato de que h nao de-
pende da escolha particular de ¢;_; e t; e da desigualdade de imersao acima, apds
finitas iteragoes (ver observagao abaixo) obtemos a fungao 1, juntamente com a
desigualdade (6.4). u
OBSERVACAO: Ilustraremos o processo supondo h = 1/2.

Iniciemos o processo iterativo:

1) to =0 (vo=0) et; =h (v1): Neste passo temos, de (6.7), que

loills, < 2¢2 (o, + lell') = A. (6.8)
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2)t;=h (v1) ets =1 (u): Neste passo temos, de (6.7), que

lully,, < 24 s Il IV enlls + 2e2 (1 foll, + el

Usando a desigualdade de imersao, [|Vol|, < ¢z ||v]l,,, , temos da expressdo acima

lully,, < 2+ ez Il é ol + 2¢2 (11 foll, + lell) + loa

e agora, utilizando (6.8) obtemos

lull,, < 2 e [l f1

|, ChAM 4 24,

obtendo a funcao 1 e a desigualdade procuradas.

6.1.2 O Indice a =2 — zﬂ?

Nesta subsec¢ao mostraremos que o fndice @ nao pode ser trocado por uma

condicao do tipo a@ > 2 — %. Para este fim, consideraremos um contraexemplo.

Sejamn=1,Q=1[0,1] C Re

Au="b(x)|Vul|* em Q
w(0)=0eu(l)=(1+¢)" —

— Al-a y—2-a(y=1) 1
com b(x) =~7"*(y—1)(z+e¢) ,0<y<l0<e<lea>2-_

d d

Note também que Au = e Vu= 7.

Pela teoria de EDO, temos que este problema possui uma tnica solucao, a
saber

ue () = (x+¢e)” — €.

Além disso,

4 ' 2 1 e
||b||p = (/ |b |p dl‘) = ’yl_a (1 — 'y) <A (I’ + E)hi —a(y=1)]p dl‘)

B (1+¢)" —e~ p
= - [
p
_1_
sendo f=[y—2—a(y—1)p+1]. Assim, para 5 > 0, isto &, para o > 21;7 e

para os valores dos parametros indicados acima

71—04

1oll, = k2

1/p
(=1 [ +e) =] " < ytoepplog



SUBSECAO 6.1.3 ResorLusiLinape 137

pois (1 +¢)” <28 <20 4 &P,
A funcao ¢ (z) = [(1+¢)” — &7z (note que Plan = uc|aq) satisfaz

P

) o
B, = X 0%l =181, + || +| %

1B1<2

.
p

p

= (At -1+ @+p ] <2<

Agora, é facil ver que para quaisquer valores p > 1ea > 2 — ]lj existe v, € (0,1)
2_%_7*
1—y

tal que o > . Assim, as desigualdades ||uc||,, < 2,[[b], < yl-a9B/pp=1/p ¢

*

el < co I#lly, < 4co mantém-se uniformemente com relagao a ¢ € (0,1).

sendo ¢ = [(y —2)p +1].. Logo, ||ull,, — oo quando € — 0*. Contradigao com o

Por outro lado,

1/p

Puc| g Uol @ +€)(7—2)pdx] _ (-7 (- +2) — o,

dx?

—0 e—0t

Teorema 6.1.3.

6.1.3 Resolubilidade

Além das condigoes [F.1] e [F.2], consideraremos também a chamada condigao

de Lipschitz,

[F.3] f satisfaz,
|f(£L‘,S,’I7) - f(l‘,8,5)| <h (xﬁsvnag) |77 - §|

para quase todo x € ) e para todo (s,7,§) € IR x IR" x IR™. Aqui, a funcao

b, é Carathéodory e para qualquer [ > 0 fixo, satisfaz

bll () = sup bl ('a S, nﬂf) S (Q) :

IshInl,I€1<l

Antes de passarmos ao primeiro resultado de existéncia, necessitaremos da

seguinte definicao

DEFINICAO 6.1.4 (Dupla Sub-Supersolu¢cdo Ordenada para (6.1)). As fun-
¢oes U e U de W?P (Q) constituirao uma dupla sub-supersolugdo para o problema

(6.1) se satisfizerem



138 CapiTULO 6 SOBRE EQUAGOES ELIPTICAS DO TIPO Lu = f (z,u, Vu)

Doravante nos referiremos apenas a dupla sub-supersolucao, suprimindo a palavra

ordenada.
DEFINICAO 6.1.5 (Operador de Truncamento). Seja (u,u) um dupla sub-

supersolugdo para o problema (6.1). Definimos T : WP () — W?2P(Q), o

operador de Truncamento, por,
Tu(r) =19 u(z) set(r) <u(r)<a(r)

para toda u € W?P (Q).

LEMA 6.1.6. Suponha que a fungao Fy : Q2 x IR x IR" — IR satisfaz a condi¢cao

de Carathéodory e que

sup  |Fo(.,8,6)| € LP(52).
(5,6)ERx R™

Entao o problema de fronteira
Au = Fy (z,u,Vu) em
(6.9)
u = @ na S,
onde p € W2 P (09) , possui solugao u € W?P ().
ProvA. Seja v € C* (ﬁ) qualquer. Considere o problema
Au = Fy (z,v,Vv) em Q
u = @ na 0f2.

Como sabemos, este problema, para cada v € C! (ﬁ) , possui uma tnica solucao
u € W27 (Q) . Defina entdo o operador S : C' (Q) — W27 (Q) por Sv = u. Pela

desigualdade para operadores elipticos,

+ el | < (6.10)

p

sup  |Fo(.,s,8)]

lully,, < e (1Aull, + llel’) < e
(s,§)e RxIR™
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Além disso, temos que S é um operador continuo, pois dada uma seqiiéncia
v,), contida em Q) , tal que v, — v em Q) , entdo, pelo fato de Fy ser

tid C* (Q2), tal ct (D t lo fato de F;
Carathéodory

Au, = Fy (z,v,, Vu,) — Fy (z,v,Vv) = Au.

q.t.p
E, como naturalmente u = ¢ na 02, segue que Sv,, — Sv, ou seja, S é continuo.
Prosseguindo, sendo W27 (Q) — C*! (ﬁ) , entao o operador de imersao [
é compacto. Logo, S = [ oS é compacto, pois é composta de compacto com
continuo. Assim, olhando para a desigualdade de imersao ||ul|.. (@) < alully,

e para a desigualdade (6.10), vemos que existe uma bola Bg (0) C C* (Q), de

modo que R > ¢ e S pode ser vista como uma aplicagdo de By (0) em Bg (0).
Estamos em condigoes de aplicar o Lema (5.1.6) para concluir que S possui ponto

fixo u, ou seja, u € W27 (Q) é solugao de (6.9). n

Para o préximo resultado, necessitaremos do seguinte problema de fronteira,

Au = f(x,Tu,Vu) em Q
A ) (6.11)
u = ¢ na 0f2.

Neste caso, temos o

LEMA 6.1.7. Suponha que f satisfaga as condigoes [F.1], [F.2] e [F.3] e ¢ em
W2 (0R2) . Considere (u,w) uma dupla sub-supersolucao de (6.1) e seja u uma

funcio de W?P (Q), solugdo de (6.11). Entdo

u(x) <u(x) <a(xr) em Q.
Prova. Basta que mostremos a desigualdade acima para €2 pois apds isso e através
de um argumento de continuidade, passa-se facilmente a 0f2.
Suponha, por absurdo, que o resultado nao seja verdadeiro, isto é, que exista
xo € 2 tal que

u(x9) > U (xg) ou u(zg) < u(xo)-.

Digamos que u (zg) < @ (x) . Considere a fungao w (z) = @ (x) — u (z). Assim w

é continua pois 4 e u o sdo e, além disso, sendo @ subsolucao de (6.1) entao

Aw = At — Au > f(xz,u,Va) — f(x,u, Vu) em Q.
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Por outro lado, considere G = {x € Q; w(z) >0}. G # 0 (xg € G) e & aberto
pois dado qualquer ponto x de GG e sendo w continuo, segue pelo principio da
conservacao do sinal que existe uma bola centrada em z tal que w > 0 nesta
bola. Além destes fatos, temos que w = 0 na G pois se existir z € G tal que
w (Z) > 0 entdo, por continuidade de w, existird uma bola centrada em = tal que
w > 0 para todo ponto desta bola, ou seja, T € 0G. De modo semelhante € 0G
nao pode ser tal que w (7) < 0.

Prosseguindo, em G temos
f(z,Tu,Vu) = f(z,u,Vu)
e assim
Aw > f(z,u,Vu) — f(z,Tu,Vu) = f (z,a,Vu) — f (z,a,Vu) em G.

No entanto, como f satisfaz [F.3] temos
|f (@, 0, Va) = f (2,0, Vu)| < by (2)|Ve|

onde by (z) = by (x,1 (x), Vi (z), Vu (z)) € LP () . De modo que obtemos
f(@,a,Va) — f (2,4, Vu) > —by (z) |[Vw].

Em resumo temos,

—Aw — by (2) |[Vw| <0 em G
w =0 na 0G
e o principio do maximo de [3] nos permite concluir que w < 0 em G. Absurdo.
Caso u (z9) > 1 (xg), considere a fungao v (z) = u(z) — @ (z) e proceda de

forma andloga ao exposto acima. [ ]

TEOREMA 6.1.8. Suponha que [ satisfaca as condi¢oes [F.1],[F.2] e [F.3] para
algum p > n e que p € W2 P (092). Além disso, suponha que exista uma du-
pla (u, ) sub-supersolucao para o problema (6.1). Entao o problema (6.1) possui
solugio u € WP (Q) e

a<u<aem.
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Prova. Seja M =max {ma:cﬁ(:c),—minﬂ(x)}. Olhando para a funcdo
zeQ e

obtida no Teorema 6.1.3, considere o nimero (M, 1ol » HSDH/> e ponha

My = extp (M, ol el )

onde c; ¢ a constante da desigualdade de imersao ||ul|.. (@) < calully, (c2 ndo
depende de u). Por fim, considere My =max {M,||Val ,||Va|} e defina a
funcao F; : ) x IR x IR™ — IR por

f(z,s,€) para [£] < M,

Fl (l’, S, 5) =
f (m,s, %) caso [&| > Ms.

A funcao F satisfaz [F.1], [F.2], e [F.3]. Vejamos.

Fy satisfaz [F.1] : Note que Fj é continua. Assim, pelo fato de f satisfazer
[F.1] segue, sem grande dificuldade, que F; também satisfaz [F.1].

Fy satisfaz [F.2] : Fixe £, € IR". Se |{,| < Ma, entao

|Fy (z,5,80)| = |f (2,5, 60)| < b(x,5) (14 [&]%) -

Agora, se |£,| > M,, entdo

|Fy (z,8,&)] = ‘f <x,s, Aﬁ%%)l <b(x,s) (14 M) <b(x,s)(1+[&|Y)
0

e isto mostra o procurado.

Fy satisfaz [F.3] : A prova analitica € um pouco extensa e, por esta razao,
nao serd posta aqui. No entanto, o leitor pode, geometricamente, aceitar este
resultado.

Considere o problema de fronteira

Au = Fy (z,Tu, Vu) em Q
(6.12)
u = @ na ).

A fungio Fy : Q x IR x R" — IR dada por

A

) Fy (z,a(z),€) para s > u(x)
Fy(2,8,6) = F (2,56 set(z) <s <a(z)

Fy (z,u(x),§) caso u(x) < s
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¢ mensurdvel com relagao a x € ) seja qual for (s,£) € IR x IR" fixo, e continua
com relagao a (s, ) para quase todo z. Além disso, fixando zy € € temos, devido

ao fato de que |, |u| < M,

sup | Fy (0. (20) )| < by () (14 M5) o

B (o5, ) =4y 5 1B (0. €)1 < bas (o) (1 25) on

SU
P a(zg)<s<a(zq)
R"

(s,§)e Rx R™

sup | F1 (0, @ (20) , §)| < bas (o) (1+ My).

Como zq foi arbitrdrio, concluimos que

Fi(os,6)| < b () (14 Mg) € 17 ().

sup
(s,£)eRxIR™

Em resumo, temos que I} satisfaz todas as exigéncias do Lema 6.1.6. Finalmente,

temos que

Fy (z,u(z),Vu(z)) = F (z,Tu(z), Vu (z))

trivialmente e, de posse da igualdade acima, podemos aplicar o Lema 6.1.6 ao
problema (6.12) obtendo, assim, uma solugao u € W?2” () deste problema.
Por outro lado, em virtude do fato de que ||V4l| e ||Vu|, < M, entdo

(@, ) é uma dupla sub-supersolucao do problema

Au = F; (x,u,Vu) em
1 ( ) (6.13)
u = @ na 0f2

pois neste caso F (x,u, Vu) = f (z,u, Vu). Com isso, podemos aplicar o Lema

6.1.7 ao problema (6.12) para obter que
u(z) <u(z) <a(z), Ve Q.
Logo, destas desigualdades concluimos que Tu = u, ou seja,
Au = F, (z,Tu,Vu) = Fy (z,u, Vu) em
u = @ na ).

Em palavras, temos que % é solucao de (6.13) e mais, de @ < u < 4 em € temos

u<u
que ||ul|, < M. Aplicando o Teorema 6.1.3 ao problema (6.13) obtemos

Jiily,, < o (M. llbarl,  Iel)
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Da desigualdade de imersao temos que

il my < 2t (M, 0wl lell') = My

e disto sai que | Vul|, < M; < M,, o que nos garante que F; = f, ou seja, (6.13)
nada mais ¢ do que (6.1). Conseqiientemente, u € W?? () é solugao de (6.1),

COMO Procuravamos. [ |

6.1.4 O Principio do Méximo e a Condigao [F.3]

Seja g : Q2 x IR" — IR uma fungao satisfazendo as condi¢oes de Carathéodory,
isto é, mensuravel com relacao a x para todo £ € IR"™ e continua com relacao a &

para quase todo z € ). Além disso, admita que para qualquer [ > 0 fixo,

suplg (,€)| € L” ()

|s| <t
para algum p > n.
Agora, para uma v € W?%P(Q) arbitrariamente fixada, consideraremos as

seguintes desigualdades para w € W?2? (Q),

Aw > g(z,Vv+Vw) —g(z,Vv) em Qe
w < 0 na 0f.

(6.14)

Se a fungao g satisfaz apenas as condigoes mencionadas acima, entao em geral
nao poderemos concluir que

w <0 em (.

Além disso, se trocarmos a condigdo de Lipschitz [F.3] por uma condi¢do de

Holder do tipo

(4] |f (2,5,m) — [ (2,5,8)] < bi (2,508 -, 0 < A < 1. Sendo by a

mesma funcao de [F.3],

também nao podemos concluir apenas destas informagoes que w < 0 em €2 (g no
lugar de f). Tlustraremos este fato com um exemplo.

Para qualquer 0 < A < 1 e para qualquer p > n, a fungao

wz)=1+ |x|aJrl
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pertence a W?2? (), com o > <1 — %) /(1 —=X). Aqui, Q = B; (0) C IR". Além
disso, w satisfaz

Aw = go () [Vw|* em Q

w = 0 na 0f),

sendo go (z) = — (1 +a) ™ (a+n—1)[2[*N ™ e Lr(Q) (pois [ (1 — A) — 1]
p>0). Parav=0c¢ g(z,&) = go(2) |¢]" temos que as condicdes listadas acima
sao satisfeitas por g, ou seja, ¢ Carathéodory, (6.14) e [F'.4]. No entanto, facilmente

pode-se ver que w > 0 em ().

6.1.5 Algumas Aplicacoes

Nesta subsecao ilustraremos com alguns exemplos académicos, a utilizagao

dos resultados previamente estabelecidos.

PROPOSICAO 6.1.6. Suponha que as condi¢ées [F.1],[F.2] e [F.3] sejam satis-
feitas por f para algum p > n e que a fungao fronteira ¢ € W2 P (092). Além

disso, admita que existam dois nimeros reaist e t, t > t, para os quais

f(z,£,0) <0 §f(x,f,0) em ()

t<o(x) <t naodl

Entdo o problema de fronteira (6.1) possui uma solugio @ € WP (Q) e

em ﬁ

>

t<a<

ProvA. Defina 4 : Q@ — IR por 4 (x) =t e : Q — IR por @ (x) = f. Afirmo

que (u,w) formam uma dupla sub-supersolu¢ao para o problema (6.1). De fato,
—Ad+ f(z,4,Va) =0+ f (,4,0) >0 em Q.

Além disso, se x € 012,

a(x)=1>¢(x).
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Analogamente para @. Assim, aplicando o Teorema 6.1.8 temos que (6.1) possui

uma solugao @ € W27 (Q) e que

Sl
IN
Q|
(VAN
>
@)
B
2

como querfamos mostrar. [ ]

PROPOSICAO 6.1.7. Suponha que as condigées [F.1],[F.2] e [F.3] sejam satis-
feitas por f para algum p > n e que ¢ € W2 P (0Q2) . Além disso, suponha que

existam nimeros reais t e t, t> t, para os quais
N . ) _
f x,tT,tx >ntemQ e f x,tT,tx < nt em (Q,

2 2
x_2| < p(x) gf% na 0§

Entdo o problema (6.1) possui solugio @ € W?P (Q) e

G el
t— < au<t— em €.
1.2
Prova. Basta mostrar que 4 : %2 — IR dada por u (z) = t% equet:Q— IR

dada por @ (z) = f% constituem uma dupla sub-supersolugao para o problema

(6.1) e entao aplicar o Teorema 6.1.8. n
) _ Ay =0em
Considere agora, ug a solugao do problema e 1, alguma
u =  na 0f)
o ~ A+ Ay =0em 2
primeira autofun¢ao do problema , com 1, > 0 em €.
1) = 0 na 02

Desta forma temos o

TEOREMA 6.1.8. Suponha que as condigoes [F.1], [F.2] e [F.3] sejam satisfeitas
por f para algum p > n e que p € W2 P (092) . Além disso, suponha que existam
numeros reais t e t, t > 1, para 0s quais

f(z,u0 (2) + 1y (), Vg (z) + 1V, (2)) + Mty () >0, Ve €Q e

[z, ug (z) + ty (x), Vug (2) + tVY, (2)) + Mt (x) <0, Vo € Q.

Entao o problema (6.1) possui solugdo @ € W?P () e

ug (z) + 1, (2) <0 < up () + 1, (v), Yo e Q.
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ProvA. Defina @& : Q@ — IR por @ (z) = ug(x) + t, (v) e @ : Q@ — IR de
modo que @ (x) = ug (x) + t; () e mostre que (u, %) constituem uma dupla

sub-supersolucao de (6.1). Entao aplique o Teorema 6.1.8. [

6.2 A Equacao Lu= f(z,u,Vu) (p < n)
Nesta segao trataremos 2 como um domifnio limitado e regular em IR", n > 2.

Estamos interessados em estudar a resolubilidade do problema

Lu = f(z,u,Vu) em Q
u = 0 na 0.

(6.15)

Para isto, novamente lancaremos mao do método de sub-supersolucao.

6.2.1 Teorema Central

Comecaremos impondo algumas hipéteses sobre a fungao f que aparece no
problema (6.15). Ela devera ser Carathéodory, isto é, f : Q x R x R" — IR é
mensurdvel na varidvel z, para todo (s,£) € IR x IR" e continua com relacao a

(s,€), para quase todo x € . Além disso, f deverd satisfazer

f (2,8, < g(x,5)+ k¢

com k > 0, g uma funcao Carathéodory e o uma constante positiva com restrigoes
dadas mais abaixo.

O operador £ do problema (6.15) esta na forma do divergente,
=3 2 (ay0) )+ Y ote
“— Ox; i ( 5)909 Oxz
i,7=1 =1
onde a;; € Wh™ (), ai; = aji, b € W™ (Q) e div (b) <0, com b = (by, ..., b,).
Assumiremos também que £ é uniformemente eliptico, isto é, que existe uma

constante positiva 6 tal que

Z ai; (v) €&, > 01¢)*, V€€ R™, Vo € Q. (6.16)

i,7=1
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Finalmente, suporemos que

(H,) Para todo r > 0,

sup lg (., s)| € L (Q),

Is|<r

(Hs) (a) Caso n = 2, entdo

2
l<p<2e <a<?2.
p Pl

(b) Se n > 3, entao

e <a<
2 p+17 n—mp

ou

<(¥<2.
1

Neste momento, introduzimos a

DEFINICAO 6.2.2 (Dupla Sub-Supersolu¢cao Ordenada para (6.15)). As
fungoes @ e i de WP (Q)NL> (Q) constituirao uma dupla sub-supersolucio para

o problema (6.15) se satisfizerem
1) —La+ f(x,u,Va) <0, qt.p(Q),
2) —Lu+ f(z,u,Vu) >0, qt.p(Q),
) u<tuemQeu<0<u nadfd

Novamente, nos referiremos apenas a dupla sub-supersolugao, suprimindo a pala-

vra ordenada.

Norta: A informagao de que @ e 4 devem estar em W?2P (Q) N L™ () é satisfeita

também na Defini¢ao 6.1.4, devido ao teorema de imersao de Sobolev.

TEOREMA 6.2.3. Suponha (H,) e (Hy). Se existe uma dupla (u,4), sub-
supersolugio de (6.15) , entdo (6.15) possui ao menos uma solugao em WP ().
(]

Além disso, temos que u < u <
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ProvA. Seja p* = n”—_";). Como (Hs) estd valendo, entao p* > 2. Além disso, é fécil
ver que o intervalo [ap, p*) é ndo-vazio. Agora, pelo Teorema 5.3.10 temos que,

para qualquer ¢ € [ap, p*),
WP (Q) — W (Q),

& P 1 np_ 1,1 2
ja que, de ¢ < %5, obtemos o > -t = o + 0 — 2.

Fixe qo € [ap,p*) e defina o operador 7' : Wh® (Q) — W (Q) N L> (Q)

por

Tu(w) =3 u(e), se(x) <ule) <o),
u(z), parau(x) < u(z).
Sem grande dificuldade pode-se mostrar que 7' estd bem definido (a cargo do

leitor). Neste momento, considere as fungoes U e U:Q — R dadas por,

U(x)=1u(z)—keU(z)=1a(zx)+k,
onde k > 0 foi escolhido de modo que U<-1le U > 1 em Q. Note que TU =4
eTU:ﬁ,jéqueU>an<ﬂem§.

Considere a fungao a : 2 — IR dada por
a(r) = max {—EU (z), LU (x), 1} .

Naturalmente, a > 1. Ademais, a € LP (Q2) , uma vez que |a (x)]| < |EU|+‘£U‘ +1
e cada uma destas fungoes estdo em LP (€2).

Para cada t € [0,1], considere o seguinte problema:

Lu+(1—t)a(z)u=1tf(x,Tu, VTu) em
u = 0 na 0f.

(6.17)

Pois bem, afirmo que <U , U > constituem uma dupla sub-supersolugao de (6.17)
e mais, que para cada ty € [0,1],

U<u<U, (6.18)

seja qual for u € W?2? (Q) , solugao de (6.17) vinculada a tg. Provemos.
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De fato, como U < —1 e U >1em ), entdo U <0 < U em Q (em particular

na 99). Além do mais, U < U em Q. Finalmente, em ()

LU+(1—-ta(x)U < LU-(1—t)a(z) < LU —-(1—-t)LU
= LU =tLu < tf (z,u,Va) =tf (z,TU,VIU).

Analogamente,

A A

LU+(1-ta(x)U > LU+ -t a(z)>LU—(1—1t)LU
— LU = tLa < tf (x4, V) =tf <x,TU,VTU) .

Mostramos, com isso, que (@, u) é uma dupla sub-supersolugao para (6.17). Ve-
jamos entao (6.18) . Seja u € W?2? (Q) solugao de (6.17) para t = t,. Inicialmente,
provemos que u < U.

Defina w : @ — IR por w(z) = u(z) — U (x). Note que w € WP (Q).
A idéia é mostrarmos que w < 0 em §). Para isto, basta provar que a funcao

wt () = maz {0,w (x)} é nula em Q. Sabemos que,
Lu+(1—ty)a(x)u = tof (x,Tu,VTu) em Q
LU+ (1 —to)a(x)U > tof (x,TU,VTU) em (.
Subtraindo membro a membro, encontramos
Lw+ (1—ty)a(r)w <ty [f (x,Tu,VTu) — f (JZ,TU,VTU)] em Q.

Multiplicando esta desigualdade por w™ e integrando sobre {2, chegamos a (Ver

observacao abaixo)

/Q(Ew) wh+(1-— to)/a (r)wwh = /Q(/Jw) w4+ (1 - to)/a (7) (oﬁ)2 (6.19)

Q Q
< to/ [f (z,Tu,VTu) — f (2, TU,VTU)] w*.
Q
Desde que w™ = 0 na 99 e p* > 2, temos que
1
/ (Lw)wTdr > «9/ |Vw+|2dx - —/ div b. (w+)2dx, (6.20)
Q Q 2 Ja

sendo que aqui usamos (6.16) .
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Por outro lado, considere os conjuntos
A= {x €/ ulz) < ﬁ(x)} eB={zecQ/u@) >0},

Note que AU B = e, sendo w™ = 0 em A, a expressao em (6.19) fica reescrita

apenas em B. Mas em B, u(z) > U (z) > 4 (z) . Logo Tu = i e, portanto,

/Q(ﬁw)(«fr S/B(Ew)oﬁ +(1— to)/Ba(x) (w+)2 <0.

Agora, aplicando (6.20) na desigualdade acima, resulta que
12 L2 1 _ 2
0 ‘Vw|d:c§9 |Vw|dx—— dzvb.(w)d:ch,
Q Q 2 Jq

e, conseqiientemente, wt = 0 em . Através de um procedimento similar, temos
que U < u em Q, finalizando a prova de (6.18).

De volta ao tema central, considere S : [0,1] x W% (Q) — W (Q) dada
por

S(tu) = v,
onde v é a solugdo do problema (tinica! pelo principio do méximo de [3]),

Lo+ (1—t)a(x)v=1tf(x,Tu, VTu) em Q
v = 0 na 0.

(6.21)

Sem grande dificuldade temos, devido as hipéteses (H;) e (Hs), que
f(,Tu,VTu) € L* ().

Assim, do problema (6.21) e da teoria LP para equagoes elipticas (ver [11]), temos
que v, solugdo de (6.21), pertence a W2 (Q). Ora, pela resultado de imersao,
W2P (Q) — W (Q), concluimos que v € W% (). Isto nos diz que S estd
bem definido. Além disso, temos que S é um operador compacto pois é continuo
e pode ser visto, devido a imersao compacta, como uma composi¢ao do préprio
S com I, o operador de imersao, que é compacto.

Agora, procuraremos mostrar que, sempre que u € W% (Q) for tal que

S (t,u) = u para algum ¢ € [0, 1], entdo teremos

[ull 4 < C- (6.22)
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Perceba que, com isto demonstrado, poderemos usar o teorema de Leray-Schauder

(Teorema 5.1.7) para garantirmos que existe @ € W% (Q) tal que

ou seja,

Desde que @ € Wh% (Q) , temos que f (., Tu, VT'a) € LP (Q) e, pela teoria LP para
equacoes elipticas, concluimos que @ € W2? (Q). Além do mais, argumentando
como na prova de (6.18), obtemos que, V¢ € [0,1] e Yu € Wh% (Q) tal que
S (t,u) = u, temos que

u<u<u,

e, portanto, que T'u = u (em particular que 7' = @). Logo, @ é solugao de (6.15) ,
finalizando a prova.

Desta forma, basta-nos mostrar (6.22). Seja u € Wh% () de modo que
S (t1,u) = u para algum t; € [0,1]. Observe que, pela desigualdade para
operadores elipticos (a constante C nao é, necessariamente, a mesma em cada

desigualdade),

il gy < Clltll,, < C 10l < € (llall, Nl + g (. Tw)l, + IIVTul"),)

(6.23)

onde t; foi suprimido pois é menor ou igual a um. Assim,
luly,, < € (llall, lulla + g . Tw)l, + IV Tul],)

Ora, sendo vol Q < 0o, entao u € W2 (Q)NL" (), Vr > 1. Aplicando o Teorema

1 1 1 2 1 1
L ta(t-2)amnk (refh]).
ap n P n T 2

nr—apr—apn
a(nr—2pr—np)’

5.3.5 temos,

de modo que \ = e,

~ A -2
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Isto nos d4, em (6.23), que

A pYeY 1-MNa
fully < C (14 llg (7wl + s ).

2,p

onde usamos que T'u = u. Neste momento, perceba que, de (6.18), [|u||, < C seja
qual for r > 1, com a constante C' nio dependendo de t. Além disso, de (Hy),
podemos escolher r de tal forma que satisfaga r > 1 e r (n — 2p) < np (a cargo

do leitor). De posse de tal 7, temos

nr — apr — apn PR 2r e N
« :
a(nr—2pr —np) — r+p - T n—p

1 1
re |l & =<
ERRSE
Por outro lado, temos

—2pr — 2
)\Oé<1<:>1<nr pr — 1P <:>Oé<n+r

nr — apr — apn n+r’

Em resumo, para quaisquer « e r satisfazendo

7“21,r(n—?p)<nper+p§a<2—:_2:, (6.24)
podemos afirmar que Aa < 1 e, deste modo, que
lully, < € (14 llg (. Tu)l, + ull33) < & lull;.
ou seja,
lull,** < C = Jlully, < C,
seguindo daf o resultado. [ ]

OBSERVACOES: i) O lado direito da desigualdade em (6.19) pode ser majorado
por

/[g (a:,Tu)+g(x,1l)]w+da:+k/HVTu|a+ V) w da.
Q

No entanto, por (H;) temos que g (.,Tu) + g (.,u) € L?(§2). Também temos, de
(H,) e do teorema de imersdo de Sobolev, que wt € LP' (), com p’ o expoente
conjugado de p. Desta forma, pela desigualdade de Holder, nota-se que a primeira
integral na expressao em destaque acima estd bem postada. Da mesma forma,

sendo |VTu| € LP" (), tem-se que

|VTu|® + |V € LF'/* (Q).
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Denotando por [ o expoente conjugado de %, temos, mediante o fato de que
a< ”p;—ffp (deriva de (Hs)), que w™ € LP (). Sendo assim, a segunda integral
acima também estd bem postada.

i1) Note que nossa solugao de (6.15) satisfaz u € W?? () e, além disso,
u € L™ () uma vez que temos (6.18).

i1i) Na prova do teorema impomos, para que Aa < 1, as restri¢oes

n+ 2r

<a< .
r n—+r

2
r>1, r(n—2p)<npe T (6.25)
p

No entanto, a fim de ficarmos de acordo com (H;), vejamos como podemos "re-
laxar"as condicoes sobre a.

Considere as fungoes, definidas em IR, por

2r n 4+ 2r

hl(T):p—i—r e hy(r) = s

Nao oferece a menor dificuldade mostrar que h; e hy sao funcoes crescentes e que

lim h;(r)=2,i=1,2.

r—-+00

Além disso, hy (1) < he (1) eem 7 = ni};]ﬂ p # 5, temos que

n

n—p

hy (T) = he (F) =

Desta forma, se tivermos que 2p < n, entao para qualquer valor de « entre hy (1)

e h; (7), i =1 ou 2, isto &, para qualquer « satisfazendo

2
—<a< ,
p+1 n—op

pode-se encontrar r > 1 satisfazendo (6.25), veja figura ilustrativa.
Caso 2p > n, entao 7 é um valor nao positivo. Logo, escolhendo qualquer o
entre hy (1) e 2, ou seja, qualquer « tal que
2

— < a<?2,

p+1
pode-se encontrar ao menos um r > 1 satisfazendo (6.25) . Finalmente, se 2p = n,
entao os graficos das fungoes hy e hy nao se interceptam. Do mesmo modo, cabe

a conclusao do caso 2p > n.
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=
=

|

Figura 6.1: Caso 2p < n.

6.2.4 Um Exemplo Académico

A fim de finalizarmos este trabalho, dedicaremos esta breve secao a um
exemplo simples porém 1til pois justifica todo o montante tedrico exposto na
secao anterior.

Seja n = 3. Considere o problema quasilinear

—Au=n(z)+u(y—mx)u)+ (b(z).Vu)* em Q
u = 0 na 0f),

(6.26)

onde y € R e % < a < 2. Além disso, temos

(HymeL*(Q),ne L*(Q), be (L®(Q)*, n>0em>mg>0.

O problema (6.26) esta associado ao estudo da dindmica de populagoes. A
funcao m estd ligada a aglomeracao da populagao em estudo, enquanto que b e
n sao responsaveis, respectivamente, por efeito de transporte e vizinhanca.

Voltando ao exemplo em si, sabemos que A é um operador eliptico em ) e

mais, que é uniformemente eliptico em 2. Ademais, nao é dificil mostrar que

f:Q xR x IR" — IR dada por

f(z,8,8) =n(x)+s(y—m(x)s)+ (b(x).£)",

satisfaz as condicoes exigidas na secao anterior. Portanto, para podermos usar
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o teorema 6.2.3 (e concluir que (6.26) tem solugao em W?2? (Q)), devemos obter
uma dupla sub-supersolugao para (6.26) .
Afirmo que existe k > 0 tal que (u,4) = (0, k) é uma dupla sub-supersolucao

para (6.26) . Vejamos rapidamente. Naturalmente,

~Ak—n(x)—k(y—m(z)k)+ (b(2) . VE)* = —n(z)—ky+m(z)k?

Z WLO]{;2 _k7 Z 07

desde que k > 0 seja tal que & > -, Os demais itens sao triviais. Logo, de fato
0

(0, k) & uma dupla sub-supersolucao para (6.26), como faltava mostrar.
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