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RESUMO

Baseado nos espacos Hurewicz definidos por W. Hurewicz, propomos definicoes de es-
pacos localmente Hurewicz, fracamente localmente Hurewicz e relativamente localmente
Hurewicz, propomos a equivaléncia dessas definigoes em espaco topolégico de Hausdorff
que satisfazem uma propriedade que aqui chamaremos de C-espaco. Apresentamos os es-
pacos almost Hurewicz definidos por Breuckmann e Kudri e propomos defini¢oes de espacos
nearly Hurewicz. Obtemos relacoes entre os espagos nearly Hurewicz e os espacos Hurewicz,
almost Hurewicz e nearly Lindeloff. Apresentamos também a propriedade w* e sua relagao
com os espacos Hurewicz. Introduzimos a propriedade nearly-w* e obtemos um teorema que

relaciona esta propriedade com os espagos nearly Hurewicz.

Palavras-chave: Espacos topolégicos Hurewicz, localmente Hurewicz, almost e nearly

Hurewicz, propriedades w* e nearly-w*.
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ABSTRACT

Based on Hurewicz spaces defined by Hurewicz, we propose definitions for locally Hurewicz
spaces, weakly locally Hurewicz spaces and relatively locally Hurewicz spaces. We prove the
equivalence of these definitions in Hausdorff spaces satisfying a property which is called here
C-space. We present the almost Hurewicz spaces, defined by Breuckmann and Kudri and pro-
pose definition for nearly Hurewicz spaces. We compare nearly Hurewicz spaces to Hurewicz
spaces, almost Hurewicz and nearly Lindel6f spaces. We also present the w*-property and its
relation to Hurewicz spaces. We introduce the nearly-w*-property and obtain its relationhip

to nearly-Hurewicz spaces.

Keywords: Hurewicz topological spaces, locally Hurewicz spaces, almost and nearly

Hurewicz spaces, w* and nearly-w*-properties.
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INTRODUCAO

O objetivo desta dissertagao é introduzir novas classes de espagos topolégicos. Em [7]
Hurewicz introduziu os espagos topolégicos Hurewicz, esta classe de espagos topolégicos é
uma generalizacao dos espacos topoldgicos compactos e estd contida na classe de espacos

topolégicos Lindelof, isto é,

Compacto = Hurewicz = Lindelsf.

Na Literatura existem véarias generalizacoes de espagos topoldgicos compactos, como os
espagos topoldgicos localmente compacto, almost compacto e nearly compacto, entre outros.
Em [3] Breuckmann e Kudri introduziram os espagos topoldgicos almost Hurewicz que sao
uma generalizagao para os espagos topoldgicos Hurewicz e portanto uma generalizacao para
os espacos topoldgicos compactos. Neste trabalho definiremos os espacos topoldgicos local-
mente Hurewicz e os espagos topoldgicos nearly Hurewicz, que também sao generalizagoes
dos espacos Hurewicz e dos espacos compactos.

Encontramos na literatura trés definigoes para espagos topolégicos localmente compactos,
que aqui serdo chamados de espagos topoldgicos localmente compacto (ver 1.2.5), fraca-
mente localmente compacto (ver 1.2.6), e relativamente localmente compacto (ver 1.2.7).
Definiremos neste trabalho os espagos topoldgicos localmente Hurewicz (ver 3.2.1), fraca-
mente localmente Hurewicz (ver 3.2.2) e relativamente localmente Hurewicz (ver 3.2.3).
Em espacos de Hausdorff as defini¢oes dos espagos topolégicos localmente compactos sao
equivaléntes, porém para obtermos a equivaléncia das definigbes dos espacos topoldgicos
localmente Hurewicz é necessédrio que além de Hausdorff o espaco topoldgico tenha uma pro-
priedade que aqui chamaremos de C-espago (ver 3.1.1). Com essa propriedade obtemos um
teorema importante que diz que em um C-espaco de Hausdorff todo subespaco Hurewicz é

fechado, o qual serd utilizado para obter a equivaléncia dos espagos topoldgicos localmente
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Hurewicz.
Para espacos topolégicos quaisquer temos as seguintes relacoes entre os espagos topolégi-

cos localmente Hurewicz

3.2.4 Fracamente Localmente 3.2.6 Localmente
Hurewicz — Hurewicz — Hurewicz
N T3.2.7
3.2.5

Relativamente Localmente

Hurewicz

Serao também apresentados neste trabalho os espacos almost Hurewicz que foram definidos
por Breuckmann e Kudri em [3] e alguns resultados obtidos, como um teorema que trata os
espagos almost Hurewicz através de conjuntos regularmente abertos e algumas propriedades
que envolvem funcoes.

Em [12] Singal e Mathur introduziram os espagos topolégicos nearly compactos (ver
1.2.10) e apresentaram algumas propriedades. Neste trabalho definiremos os espagos topoldgi-
cos nearly Hurewicz (ver 4.3.1) que é uma generalizagdo dos espagos Hurewicz e como os
espagos Hurewicz generalizam espagos compactos temos que nearly Hurewicz também é uma
generalizagao de compacto. Esta classe de espagos topolégicos contém os espacos nearly com-
pacto e estd contida na classe dos espagos almost Hurewicz e na classe dos espacos nearly

Lindeloff, a seguir temos um esquema das relagoes entre esses espagos

Nearly
Nearly
1.2.11 4.3.6 4.3.7  Lindelof
Compacto
AN Nearly e
Compacto
AN /" Hurewicz
2.1.5 4.3.3 4.3.8  Almost
Hurewicz
Hurewicz

Apresentaremos ainda propriedades obtidas através de funcoes e mostraremos que os

espacos nearly Hurewicz podem ser definidos através de conjuntos regularmente abertos.
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Em [8] Scheepers definiu a propriedade w (selectively w-grouping property) e apresentou
uma condicao necessdria e suficiente para que um espaco tenha a propriedade w através da
propriedade Hurewicz. Em [2] Breuckmann fez alteragoes nesta propriedade chamando-a de

*

propriedade w* e neste trabalho definimos a propriedade nearly-w* (nearly selectively w*-
grouping property ) e obteremos um teorema que relaciona esta propriedade com os espagos
nearly Hurewicz.

A dissertacao estd dividida em quatro capitulos.

O primeiro capitulo contém definicoes e propriedades bédsicas que serao utilizadas nos
demais capitulos, entre elas a definicao de compacidade e de compacidade local.

O segundo capitulo trata de duas propriedades de recobrimento, os espacos Hurewicz e
a propriedade w* (selectively w*-grouping property). A propriedade de Hurewicz foi intro-
duzida por Hurewicz em [7] e trata de sequencias de coberturas abertas, a propriedade w*
foi introduzida por Breuckmann em [2] e trata de sequencias de w*-coberturas.

No terceiro capitulo propomos uma definicao para o que aqui chamamos de C-espaco.
E propomos também definicoes para espagos localmente Hurewicz, fracamente localmente
Hurewicz e relativamente localmente Hurewicz, e obtemos a equivaléncia em C-espacos de
Hausdorff.

No quarto capitulo trabalhamos com generalizacoes das propriedades Hurewicz e w*,
apresentamos os espacos almost Hurewicz e a propriedade almost-w* (Almost selectively
w* grouping property) introduzidas por Breuckmann e Kudri em [3] e propomos definigdes
para espacos nearly Hurewicz e para a propriedade nearly-w* (nearly selectively w*-grouping
property ) e obtemos um teorema que relaciona as propriedades nearly Hurewicz e nearly-w*.

Em todos os capitulos os resultados e defini¢oes sem atribui¢ao de autoria sao de nossa

contribuicao.



CAPITULO 1

Teoria Basica

Este capitulo consiste de defini¢oes e resultados necessdrios no desenvolvimento deste
trabalho.

Dividimos este capitulo em duas secoes.

A primeira secao contém defini¢oes e resultados gerais de espagos topolégicos, que serao
utilizadas diretamente nos demais capitulos. Podemos destacar as definicoes de conjunto
regularmente aberto, funcao continua, almost continua, fortemente continua e fracamente
continua.

A segunda secao é dedicada a defini¢oes e resultados que estao relacionados a compaci-
dade, tais como definicao de espago topolégico compacto, localmente compacto e generaliza-
¢oes de espaco compacto. Algumas destas definigoes e resultados podem ser encontradas em

livros de topologia geral como [6] e [10] e outras em artigos como [12] e [11].

1.1 Conceitos Basicos

O termo “vizinhanca” pode ser entendido de védrias formas. Nesta dissertacao, diremos que

U é uma vizinhanca de = quando U é um conjunto aberto contendo z.

DEFINIGCAO 1.1.1 [10/(Espagos de Hausdorff) :
Um espacgo topoldgico X é chamado espaco de Hausdorff se, e somente se, para cada
par de pontos distintos x1 e xo de X, existem wvizinhancas disjuntas U; e Uy de x1 e xa,

respectivamente.



2 CarituLo I TEORIA BASICA

DEFINICAO 1.1.2 [10] (Topologia do ponto particular p):
Em qualquer conjunto nao vazio X, podemos definir uma topoldgia em X, considerando
0s conjuntos abertos como sendo () e qualquer subconjunto que contém um ponto particular

p. A essa topologia chamaremos topologia do ponto particular p.

DEFINICAO 1.1.3 [2/: Seja {(Xk, T)}ken uma familia de espagos topoldgicos disjuntos.

Seja X = |J X e defina T onde, U € T' se e somente se, Yk € N U N Xy, € T.
kEN

A proxima proposigao mostra que (X, 7") é um espago topolégico, chamaremos (X, T') de

espago soma e denotaremos por X = Y Xj.
keN

PROPOSICAO 1.1.4 [2/: Na defini¢ao 1.1.8 temos que T realmente define uma topologia

em X.

DEMONSTRACAO : E imediato da definicio que:
(i) ) € T e X € T, pois para cada k € N temos que 0N X, =0 € Ty e XN X}, = X}, € Ty
(1) Para uma familia {U,};c; em T, temos que Vj € J e Vk € N U; N X}, € T}, com isso
U= U, eT,poisvkeN UnX,=(UU)NX, = U (U;NX) €Ty

jeJ jeJ jeJ
(#41) Para uma colecio finita {U;}7_; em T', temos que Vj = 1,...,neVk € N U;NX;, € Ty,

com isso temos que para cada k €e N UN X, = (N U;) N X, = (N (U; N Xy) € Tj, entao
j=1

Jj=1

U=NUeT. -
j=1

DEFINICAO 1.1.5 [6]: Seja X um espago topoldgico. Um subconjunto B de X é chamado:

(a) regularmente aberto se, e somente se, B = int(B).

(b) regularmente fechado se, e somente se, B = int(B).

PROPOSICAO 1.1.6 [3]: Se F' é um conjunto fechado, entao int(F) é reqularmente aberto.

DEMONSTRAGAO : Considere B = int(F'), devemos mostrar que B = int(B).

int(B) C B, pois B = int(F) C F, dai B C F = F, pois F ¢ fechado, portanto

int(B) C int(F) = B.
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B C int(B), pois int(F) = B C B, daf int(int(F)) C int(B), mas como int(F) é aberto

temos que int(int(F)) = int(F), dai B = int(F) C int(B).

Logo int(F') é regularmente aberto. ]
PROPOSIGAO 1.1.7 [3]: Se A é um conjunto aberto entio A é regularmente fechado.
DEMONSTRAGAO : Andloga a da proposicao 1.1.6 [ |

DEFINICAO 1.1.8 [10] (Fung¢io Continua) :
Sejam X e Y espagos topoldgicos. Uma fungao f : X — Y é dita ser continua se, e

somente se, para cada V subconjunto aberto em'Y temos que f~1 (V) é aberto em X.

PROPOSICAO 1.1.9 [10] : Sejam X e Y espagos topoldgicos, entio f : X — Y ¢é uma

fungdo continua se, e somente se, para cada A C X temos que f(A) C f(A).

DEFINICAO 1.1.10 /[3/(Fun¢ao Almost Continua) :
Sejam X e Y espacgos topoldgicos e seja f: X — Y uma fun¢ao. Dizemos que f é almost

continua se, e somente se, f~1(B) é aberto em X para cada B C'Y regularmente aberto.

DEFINICAO 1.1.11 [12/ (Fungao Fortemente Continua) :
Sejam X e Y espacos topoldgicos e seja f : X — Y wuma fun¢do. Dizemos que f é

fortemente continua se, e somente se, para cada A C X temos que f(A) C f(A).

Obs: temos que se f é uma fungao fortemente continua entao f é continua, pois dado
A C X por f ser fortemente continua temos que f(A) C f(A) C f(A), entdo pela proposicio

1.1.9 temos que f é continua.

DEFINICAO 1.1.12 [12/(Fun¢ao Fracamente Continua) :
Sejam X e Y espacos topoldgicos e seja f : X — Y uma fung¢ao. Dizemos que f é

fracamente continua se, e somente se, f~1(B) C int(f~'(B)) para cada B aberto em'Y .

DEFINICAO 1.1.13 [10] (Fungao Aberta) :
Sejam X e Y espagos topoldgicos, uma funcgdao f: X — Y é dita aberta se, e somente se,

para cada U subconjunto aberto em X temos que f(U) é aberto emY.
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DEFINICAO 1.1.14 [11](Fung¢do Almost Aberta):
Sejam X eY espacos topoldgicos e seja f: X — Y uma funcdo. Dizemos que [ é almost

aberta quando, f(B) é aberto em Y para cada B C X regularmente aberto.

DEFINICAO 1.1.15 [12] (Espago Semi-regular) :
Um espaco topologico X é dito ser semi-reqular se, e somente se, para cada x € X e para

cada vizinhanga U de x, existe V' reqularmente aberto tal que x € V C U.

DEFINICAO 1.1.16 [11] (Espago extremally desconexo) :
Um espacgo topoldgico X é dito ser extremally desconexo se, e somente se, para cada U

aberto em X temos que U é aberto em X.

DEFINICAO 1.1.17 [10] (Cobertura) :
Uma colecao U de subconjuntos de X é dita uma cobertura aberta de X, quando os

elementos de U sao abertos e a uniao dos elementos de U é igual a X.

DEFINICAO 1.1.18 [2] (w*-coberturas):

Uma w*-cobertura em X é uma familia de abertos U tal que para cada subconjunto finito

F de X, existe V€U com F CV.

1.2 Compacidade

DEFINICAO 1.2.1 [10] (Compacto):
Um espago topoldgico X é dito ser compacto quando, toda cobertura aberta de X contém

uma subcobertura finita.
PROPOSICAO 1.2.2 [10] : Todo subconjunto fechado de um conjunto compacto é compacto.

PROPOSICAO 1.2.3 [10] : Seja X um espag¢o de Hausdorff, entao todo subconjunto com-
pacto de X é fechado.
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PROPOSICAO 1.2.4 [10]: Sejam X um espago topoldgico e A um compacto em X. Considere
X" com a topologia produto. Se W é um aberto em X" tal que A" C W entao existe V
aberto em X tal que ACV e A C V" C W.

Em topologia geral existem 3 modos de se definir espagos localmente compacto, os
quais serao chamadas aqui de espaco topoldgico localmente compacto, espaco topoldgico
fracamente localmente compacto e espago topolégico relativamente localmente compacto,

definidos a seguir:

DEFINIGCAO 1.2.5 [9] (Espago Topoldgico Localmente Compacto):
Um espago topoldgico (X, T) é localmente compacto se, e somente se, para cada x € X e

VeT tal quex €V, existeU €T e C C X compacto tais que x € U C C C V.

DEFINICAO 1.2.6 [9] (Espago Topoldgico Fracamente Localmente Compacto):
Um espago topoldgico (X, T) é fracamente localmente compacto se, e somente se, para

cada v € X existem U € T e C' C X compacto tais que x € U C C.

DEFINICAO 1.2.7 [9] (Espago Topoldgico Relativamente Localmente Compacto):
Um espago topoldgico (X, T) é relativamente localmente compacto se, e somente se, para

cada x € X existe U € T tal que x € U e U é compacto.

PROPOSICAO 1.2.8 [9] : Em espagos de Hausdorff as defini¢ées anteriores sobre compaci-

dade local sao equivalentes.

DEFINICAO 1.2.9 [4/(Almost Compacto) :

Um espago topoldgico X é dito almost compacto se, e somente se, para cada cobertura

aberta U = {U,},es de X, existe I Coy J tal que X C |J U;.

jeI
DEFINICAO 1.2.10 [12/(Nearly Compacto) :

Um espago topoldgico X é nearly compacto se, e somente se, para cada cobertura aberta

U = {U;}jes de X, existe I Coo J tal que X C | int(U;).

jeI
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PROPOSICAO 1.2.11 : Seja X um espago topoldgico compacto, entao X é nearly compacto.

DEMONSTRAGAO : Seja U = {U, } c; uma cobertura aberta de X, como X é compacto existe

I Ceoo J tal que X C | Uj, com isso temos que X C J int(U;), pois dado = € X, temos
jeI jeI
que existe j € I com x € U; C U;, mas como U, é aberto temos que = € int(U;). [
DEFINICAO 1.2.12 [10] (Espagos Lindeldf) :
Um espaco topologico X é Lindeldf se, e somente se, cada cobertura aberta de X possui

uma subcobertura enumerduvel.

DEFINICAO 1.2.13 [1/(Nearly Lindeldf) :
Um espaco topoldgico X é dito ser nearly Lindeldf se, e somente se, para cada cobertura

aberta U = {U,},e; de X existe I subconjunto enumerdvel de J tal que X = | int(U;).
jer

DEFINICAO 1.2.14 [5/(Almost Lindeldf) :

Um espago topologico X é dito ser almost Lindeldf se, e somente se, para toda cobertura

aberta U = {U,},e; de X existe I subconjunto enumerdvel de J tal que X = |J Uj.
jer



CAPITULO 1II1

Algumas Propriedades de Recobrimento:
Hurewicz e .-

As propriedades de recobrimento Hurewicz e w* que trataremos neste capitulo se en-
quadram dentro do que Scheepers chama em seus artigos de “principio de sele¢ao”. Tal
principio diz o seguinte: dada uma classe de objetos I' e uma classe de objetos A, mediante

um certo procedimento IT podemos obter para cada objeto A € I" um objeto II(A) € A.

Um exemplo conhecido de propriedade que se enquadra neste principio é a compacidade.
Seja
I' = A = { coberturas abertas }

IT = existir subcobertura finita.



8 CarpituLo II ALGUMAS PROPRIEDADES DE RECOBRIMENTO: HUREWICZ E w*

Dizemos que um espago topolégico X é compacto se, e somente se, satisfaz o principio
de selegao acima, isto ¢, X € II(T", A).

Este capitulo esta dividido em duas segoes.

Na primeira segao trataremos de espagos Hurewicz que foram introduzidos em [7]. Nesta
secao apresentamos exemplos sobre esse espaco, além de alguns resultados como a invaridncia
por fungoes continuas, e a relagdo com espacos compactos e Lindeloff.

Na segunda segao trataremos da propriedade w* que foi introduzida em [2]. Apresentamos
alguns resultados, entre eles uma condig¢ao necesséria e suficiente para que um espaco possua

a propriedade w* através da propriedade Hurewicz.

2.1 Espacos Hurewicz

DEFINICAO 2.1.1 [7] (Hurewicz) :

Um espago topoldgico (X, T) é Hurewicz se e somente se, para cada sequéncia {Uy,}nen
de coberturas abertas de X, existe uma sequéncia {V,}nen tal que:
(1) para cadan € N, V,, C_o, Uy,

(17) Vx € X, 3Ing € N tal que Vn € N se n > ng, entao existe V€V, comz € V.

_ \ _— N\ T ’T"
— = = e — W

/ \/ \/ \ /” ”‘N Uz
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Vamos agora verificar que esta propriedade se enquadra no principio de selecao.
Basta tomarmos

I' = A = conjunto de todas as sequencias de coberturas abertas.

IT = existir um elemento de A satisfazendo (i) e (ii).

Com isso dizemos que X tem a propriedade Hurewicz se, e somente se, X € II(T", A).

Vamos apresentar um exemplo de espaco Hurewicz

EXEMPLO 2.1.2 : O conjunto dos nimeros reais R com a topologia usual é um espago Hurewicz.
Seja {U,, }nen uma sequéncia de coberturas abertas de R, onde cada U, = {Up;}jcs,. Como
cada [-n,n] C R é compacto, 31, Cco Jp tal que V, = {U,;}jer, € uma cobertura de
[—n,n|, dat a sequéncia {V, },en € tal que:
(i) Yn € N, I, Ceoo Jp € Vy, = {Un;}jer,, com isso temos que V,, Cooo U,.
(17) Seja = € R, temos que eziste ng € N tal que |x| < ng. Paran € N, se n > ng, entdo
lz| < ng < n, isto é, x € [—n,n|, mas V,, = {Uy;}jecr, € uma cobertura de [—n,n], entao
existe j € I, tal que x € U,; € V.
PROPOSICAO 2.1.3 : Seja X = |J K, ondeVn € N K; é compacto e K; C K;1, entdo X
¢ Hurewicz. <
DEMONSTRACAO : Considere {U, },,cn uma sequéncia de coberturas abertas de X, onde cada
U,, = {U,;}jes,. Como Vn € N K,, C X temos que U,, ¢ uma cobertura de K,,, como K, é
compacto existe [, Ccoo J,, tal que K,, C |J Uy;.

Considere entao Vn € N V,, = {Unj}j; Iil,ndal’ a sequéncia {V, },en € tal que:

() Vn e N V, Cp U,.

(i1) Seja z € X, como X = |J K; existe ng € N tal que z € K,,, C |J U,,;, dai

ieN j€Ing
x € Uyyj, para algum jo € I,,, mas como jy € I, temos que U,y;, € V,,. De K; C Ki4

0J0

temos que Vn € Nn > ny z € K,, C K,, C |J Uy,;, portanto existe j € I, tal que
J€In
S Unj ev,.

Portanto X é Hurewicz. ]
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PROPOSICAO 2.1.4 : Se X = |J K; onde cada K; é compacto, entao X é Hurewicz.
ieN

i
DEMONSTRAGAO : Seja X = J K, considere Vi € N K] = |J K temos que K] é compacto,
ieN j=1
K! C K/, e X = |J K entao pela proposigao anterior X é Hurewicz. ]

ieN

COROLARIO 2.1.5 : Se um espago topoldgico (X, T) é compacto, entao (X,T) é Hurewicz.

DEMONSTRAGAO : Considerando Vi € N X; = X, temos que X = UXZ" entao pela
ieN
proposicao anterior temos que X é Hurewicz. [ |

PROPOSICAO 2.1.6 :Se um espago topoldgico (X, T) é Hurewicz, entao (X,T) é Lindeldf.

DEMONSTRAGAO : Seja U = {U, } e, uma cobertura aberta de X, considere entao a sequéncia
{U, }nen, onde cada U,, = U. Como X é Hurewicz, existe uma sequéncia {V,, },cn, tal que:
(i) Vn € N, V,, Ceoo U,, = U, isto &, 31, Cooo J tal que, V,, = {U;} e,
(17) Vo € X, Ing € N tal que, ¥n € N se n > ng entdo existe V € V,, com z € V.

Considere V = {Uj; j € I,,,n € N}, entdo, V é uma subcobertura enumeravel de X, pois
Vn € N, I, é finito, e dado z € X, por (ii) existe ng € N tal que, Vn € N se n > ng, entao
existe V € V,, com x € V, logo existe V € V,,,, com z € V, mas de V € V,,, temos que,
V' = Uy, para algum j € I,,,, logo V € V.

Logo X é um espago Lindeldf. ]

Apresentamos agora um exemplo de espaco que nao é Hurewicz

EXEMPLO 2.1.7 : O conjunto dos nimeros reais R com a topologia do ponto particular p (ver
def 1.1.2) nao é Lindeldff, pois {{x,p} C R;z € R} é uma cobertura aberta de X que nao
possui subcobertura enumerdvel. Logo, pela proposicao anterior, R com essa topologia nao é

Hurewicz.

DEFINICAO 2.1.8 : Seja X um espago topoldgico e Y um subconjunto de X. Diremos que

Y é Hurewicz se, e somente se, Y é um espaco Hurewicz como subespaco de X.
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PROPOSICAO 2.1.9 : Seja Y subespaco de X. Y ¢é Hurewicz se, e somente se, para cada
sequéncia {U, }nen de coberturas de Y por abertos em X, existe uma sequéncia {V,},en tal
que:

(1) Vn € N, V,, Co U,.

(17) Yy € Y, Ing € N tal que, ¥Yn € N se n > ng, entdao existe V €V, comy € V.

DEMONSTRAGAO : =) Suponha Y Hurewicz. Seja {U, },en sequéncia de coberturas de Y,
por abertos em X, onde Vn € N, U, = {U,,}je,-

Considere a sequéncia {W,, },en onde cada W,, = {W,,; };c;, com W,,; = U,; NY, entao
W,, € uma cobertura de Y, pois dado y € Y como U,, é uma cobertura de Y temos que existe
j€ Jycomy €Uy, masy € Y entaoy € U,; NY = W,,;, e W,, é formado por conjuntos
abertos em Y, como Y é Hurewicz existe uma sequéncia {H, },cn, tal que:
(1) Vn € N, H,, Ccoo W, isto &, 31, Ceoo Jy, tal que H,, = {W,,;}jer, -
(2) Yy € Y, 3ng € N tal que, Vn € N se n > ny, entao existe V € H,, com y € V.

Considere Vn € N, V,, = {U,;}jer,, dai a sequéncia {V,, },en, € tal que:
(1) Vn e NV, Ceoo U,,.
(17) Sejay € Y, por (2) Ing € N tal que, Vn € N se n > ng entao, existe V € H,, comy € V,
mas de V' € H,, temos que existe j € I, com V = W,,; = U,; NY. Entao como j € I,, temos
que U,; €V, ey € Uy;.

<) Vamos mostrar que Y é Hurewicz. Seja {U, },en sequéncia de coberturas de Y por
abertos em Y, onde cada U, = {U,;}jes,. Por Y ser subespaco de X, para cada n € N,
e para cada j € J,, existe V,; aberto em X tal que, U,; = V,,; NY. Considere Vn € N,
W,, = {V4; }jeu,, entdo W, é uma cobertura de Y pois, se y € Y, 3j € J,, tal que y € U,;,
dai y € V,;, e daf a sequéncia {W, },en € uma sequéncia de coberturas de Y por abertos em
X, entao por hipdtese, existe uma sequéncia {H, },cn, tal que:

(1) Vn e N, H,, Ccoo W, isto ¢, 31, Ceoo J,, tal que, H,, = {V,; }ier, -
(2) Yy € Y, Ing € N tal que, Vn € N se n > ng entdo existe V € H,, com y € V.

Considere Vn € N, V,, = {U,; };er,, dai a sequéncia {V, },cn, € tal que:

(1) Vn € N, V,, Coo U,.
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(17) Sejay € Y, por (2) Ing € N tal que, Vn € N sen > ng entdo existe V € H,, comy € V, de
V € H, temos que existe j € I, comy € V,;, mascomoy € Y, entaoy € V;,;NY = U,; € V,,
pois j € [,.

Logo Y é um espago Hurewicz. ]
PROPOSIGAO 2.1.10 : Todo subespago fechado F' de um espa¢o Hurewicz X, é Hurewicz.

DEMONSTRACAO : Seja {U, },,en uma sequéncia de coberturas de F, por abertos em X, onde
cada U,, = {Uy;}jes,. Como F ¢é fechado, F° é aberto. Considere W,, = {U,,;},c, UF®, entao
W,, € uma cobertura aberta de X, pois dado = € X, se x € F' como U,, é uma cobertura de
F, entdo existe j € J, tal que x € Uy, se x ¢ F entao x € F°. dai {W, },en é uma sequéncia
de coberturas abertas de X. Como X é Hurewicz, existe uma sequéncia {H,, },cn, tal que:
(1) Vn € N, H,, Ccoo W, isto &, existe I, conjunto finito tal que H,, = {V,,};es, onde
Vynj = Uy para algum i € J, ou V,,; = F*.
(2) Vx € X, Ing € N tal que, Vn € N se n > ng entdo, existe V € H,, com = € V.

Considere V,, = {U,; € U,;U,,; € H, }, entdo a sequéncia {V,, },en, € tal que:
(1) Vn € N, temos que V,, C, U, pois H,, é formado por finitos elementos.
(i7) Seja y € F, como F C X temos y € X, dai por (2) Ing € N tal que, Vn € N se n > ny,
existe V € H,,, com y € V. Como V € H,,, temos que V = U,; € U, ou V = F° mas como
y € F temos que y ¢ F°, entao V = U,; € U,, dai V € V,,, com isso temos y € V € V,,.

Por 2.1.9 F' ¢ um espago Hurewicz. |

PROPOSICAO 2.1.11 : Sejam X e Y espagos topoldgicos com X Hurewicz. Se f: X — Y

é uma func¢ao continua e sobrejetora, entao Y é Hurewicz.

DEMONSTRAGAO : Seja {U, },eny uma sequéncia de coberturas abertas de Y, onde cada
U,, = {Uy;}je,. Considere Vn € NW,, = {f~1(Uy;)}jes,, como f é continua, f~1(U,;) é
aberto em X, e ainda W,, é uma cobertura de X, pois se x € X, temos que f(z) € Y, daf
3j € J, tal que f(z) € U,;, entdo x € f~1(U,;), com isso {W,},en € uma sequéncia de

coberturas abertas de X. Como X é Hurewicz, existe uma sequéncia {H., },ecn, tal que:
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(1) Vn € N, H,, Ccoo W,,, isto &, existe I, Ccoo Jn, tal que, H,, = {f~1(Uy;) }er, -
(2) Vx € X, dng € N tal que, Vn € N se n > ng, entao existe V € H,, com = € V, isto é,
existe j € I,, com x € f~HU,;).

Considere Vn € N, V,, = {U,,,} jer,., daf a sequéncia {V,, },en € tal que:
(1) Vn e N, V,, Co U,.
(77) Sejay € Y, como f é sobrejetora dx € X tal que f(x) =y, mas de x € X, por (2) existe
no € N, tal que, Vn € N se n > ng, entao existe j € I, com z € f~*(U,;), com isso temos
que y = f(z) € f(f 7 (Unj)) C Unj € Vi, pois j € Iy,.

Logo Y é um espago Hurewicz. [ |

Sabemos que dada uma fungao continua f : A — R, se A é compacto entao f assume
maximo e minimo. Esse resultado nao ¢ valido para espacos Hurewicz, veja o exemplo a

seguir:

EXEMPLO 2.1.12 : Jd vimos que R munido da topologia usual é um espago Hurewicz, e

f R =R dada por f(z) = x é continua e ndo assume mdximo nem minimo.

PROPOSICAO 2.1.13 : Seja {(Xy, Tk) }ken, uma familia de espagos topoldgicos disjuntos.
Se Yk € N X}, é Hurewicz, entdo o espago soma X = > Xj (ver 1.1.8) é um espago

keN
Hurewicz.

DEMONSTRAGAO : Seja {U, } ey uma sequéncia de coberturas abertas de X, onde cada
Un = {Unj}jesn-

Seja k € N fixo, e considere Vn € N, UF = {U,; N X },cs,, entao a sequéncia {U%},cn,
é uma sequéncia de coberturas abertas de X, pois dado z € Xy C X como U, é uma
cobertura de X, temos que existe j € J, tal que z € U,;, mas como x € X}, temos que
x € Upj N Xy

Como X, é Hurewicz, entdo existe uma sequéncia {VF}, .y, tal que:
(1) Vn € N, Vi Coo U, isto &, existe IF Cooo Jy, tal que, VE = {Uy; N Xi} e

(2) Vo € X}, Ing € N tal que, ¥n € N se n > ny, existe V € VE com z € V.
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Considere entdo, V,, = {U,;;j € I¥, k =1,...,n}, entdo a sequéncia {V, },en, ¢ tal que:

i) Vn € N, fazendo I, = {j € J,;j € IF para k = 1,...n}, temos que I, Ceoo Jp, €
( ) ’ J 3 J n p ) ’ ) q <

V. = {Unj }jer,, com isso V,, Cooo Up,.

1) Sejax € X, como X = X}, entao, existe kg € N, tal que z € X, , dai por (2) dng € N,

) 0
keEN

que podemos escolher maior que kg, onde Vn € N se n > ng, existe V € V¥ com z € V, de
V € VR temos que existe j € I com V = Unj N Xj,, como kg < ng < n temos que j € I,

como v € Up; N X}, C Uy, temos o € Uy; €'V,

Portanto, X é um espago Hurewicz. [ ]

PROPOSICAO 2.1.14 : Seja X um espaco topoldgico e sejam H eY subespagos de X, com
H Hurewicz e Y fechado, entao HNY é Hurewicz.

DEMONSTRAGAO : Seja {U, }en sequéncia de coberturas de H NY por abertos em X, onde
cada U,, = {Uy;}jer,-

Considere Vn € N H,, = {U,,};es, UY®, entao H,, é uma cobertura de H por abertos
em X, pois como Y é fechado temos que Y é aberto em X, e dado x € H se x € Y entao
r € HNY daf existe j € J, tal que € U,;, se v ¢ Y entdo x € Y°. Portanto temos que a
sequéncia {H, },en € uma sequéncia de coberturas abertas de H por abertos em X, como H
¢ Hurewicz em X por 2.1.9, existe uma sequéncia {W,, },cn tal que:
(1) Vn € N, W,, C.o H,, isto é, existe I, subconjunto finito tal que W,, = {V,,;};e1, onde
Vyn; = Uy, para algum i € J, ou V,,; = Y°.
(2) Yz € H, Ing € N tal que, Vn € N se n > ng entdo existe Ve W,, com z € V.

Considere V,, = {U,; € H,;U,; € U, }, entdo a sequéncia {V,, },en € tal que:
(1) Vn € N, V,, C. Uy, pois H,, é formado por finitos elementos.
(17) Sejax € HNY, temos que x € H e x € Y, de z € H, por (2) Ing € N tal que, Vn € N
se n > ng entao existe V€ W, com z € V, como V € H,,, temos que V = U,; € U, ou
V =Y mas como y € Y temos que y ¢ Y entao V = U,; € U,, dai V € V,,, com isso
temos y € V € V,,.

Logo por 2.1.9 H NY é um espago Hurewicz. [ ]
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2.2 Propriedade w*

DEFINICAO 2.2.1 [2] (w*-coberturas):

Uma w*-cobertura em X é uma familia de abertos U tal que para cada subconjunto finito

F de X, existe V€U com F C V.

DEFINICAO 2.2.2 [2] (Propriedade w*) :

Um espago topoldgico (X, T) tem a propriedade w* se, e somente se, para cada sequéncia
{U, }nen de w*-coberturas de X, existe uma sequéncia {V, },en, tal que:

(1) Vn € N, temos V,, Coo U,.

(17) VF Ccoo X,3Ing € N tal que, Vn € N se n > ng entao, existe V€V, com F C V.

N~ N e N W
/ “‘““J

Vamos verificar que a propriedade w* também se enquadra no principio de selegao,
tomando
I' = conjunto de sequencias de w*-coberturas.

A = conjunto de sequencias de coberturas.
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IT = existir um elemento de A satisfazendo as propriedades (i) e (ii).

Entao dizemos que um espago X possui a propriedade w* se, e somente se, X € II(T", A).

PROPOSICAO 2.2.3 : Sejam (X, Tx) e (Y,Ty) espagos topoldgicos, onde X tem a pro-
priedade w*, e seja f : X — Y uma func¢ao continua e sobrejetora, entaoY tem a propriedade

*

w.

DEMONSTRAGAO : Seja {U, },,ey uma sequéncia de w*-coberturas, onde cada U,, = {U,,; } e,
Considere Vn € N, W,, = {f~'(U,;)} e, entao W,, é uma w*-cobertura de X, pois como

f € continua, W,, é uma familia de abertos, e para cada G C.o X, temos que f(G) C.s Y,

daf por U, ser uma w*-cobertura 3j € J,, com f(G) C U,;, entao G C f1f(G) C f~1(Uy;).

Entao {W, },en € uma sequéncia de w*-coberturas de X, como X tem a propriedade w*,

existe uma sequéncia {H,, },en, tal que:

(1) Vn € N, H,, Ccoo W,,, isto é, existe I, Ccoo J, tal que, H,, = {f 1 (Uy;) }er, -

(2) VG Ceoo X,3ng € N tal que, Yn € N se n > ng entdo existe V € H,, com G C V.
Considere agora Vn € N, V,, = {U,; }jer,., ent@o a sequéncia {V,, },en € tal que:

(i) Vn € N, temos I, Ccoo Jnse V,, = {Upj}jer,, dai V,, Cooo Uy,

(17) Seja F' C.o Y, podemos considerar F' = {y1, Y2, ..., Yr}, como f é sobrejetora existem

x1, T2, ..., T, € X tais que Vi = 1,..., k temos f(z;) = y;, e considerando G = {z1, z, ..., 1}

temos que G C.o X, daf por (2) Ing € N tal que, Vn € N se n > ng, entdo existe

V € H, com G C V, mas de V € H,, temos que existe j € [, com V = f~1(U,;), entao

F = £(G) € f(/ 7' (Unj)) C Uny € Vi,

Portanto Y tem a propriedade w*. [ ]

PROPOSICAO 2.2.4 : Um espago topolégico (X, T) tem a propriedade w* se, e somente se,

Vn € N X" é Hurewicz.

DEMONSTRAGAO : =) Suponha que X tem a propriedade w*, e seja k € N, vamos mostrar

que X* & Hurewicz. Seja {U, },en uma sequéncia de coberturas abertas de X*, onde cada

U, = {Unj}jes.
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Seja F' C.oo X, entdo F* C_, X*, portanto F* ¢ compacto. Como U,, é uma cobertura
aberta de X*, U, é uma cobertura aberta de F* portanto existem JI C_, J, tais que
F* ¢ U U,j, entao pelo teorema 1.2.4, existe um subconjuto Vi aberto em X tal que

CgF
FcC V;E;nvg c U U, @&
JeTE

Considere W,, = {Vp € T; F C.o X}, entdo W,, & w*-cobertura de X, pois cada Vg
é aberto e se F' C.o, X existe Vp € W, tal que F' C Vp. Entdo a sequéncia {W,},cn €
uma sequéncia de w*-coberturas de X. Como X tem a propriedade w*, existe uma sequéncia
{H,, }nen, tal que:

(1) Vn € N, H,, C.oo W, isto é, existe K, finito tal que H,, = {Vk }ick,, -
(2) VF Ceoo X, dng € N tal que, Vn € N se n > ng, entdo existe V € H,, com F' C V.

Considere Vn € N, V,, = {U,;;j € JIi,i € K,,}, entao a sequéncia {V, },en € tal que:

(i) Vn € N, fazendo I,, = {j € J,,;j € JFi i € K,,}, temos que I,, Ceoo Jn € V,, = {Up;}jer,
dai V,, C.o U,.

(i) Seja x € X*, temos x = (w1, %9, ..., %) com Ty, Ty, ....,2, € X. Entdo considerando o
conjunto F' = {1, xs,..., 2%}, temos que F C_, X, daf por (2) Ing € N tal que, Vn € N
se n > ng entao existe V € H,, com F' C V, mas de V € H, existe ¢ € K,, com F' C Vp,

mas de F' C Vg, temos que F* C V}{fi, mas por (A), temos que Vlffi c U U,;, portanto
. __F;
reFFc |J U, logo 35 € JE tal que x € U,;, mas como i € K,, e j éejzz: entao j € I,
. __F;
logo = € U]:]JG V.
Portanto, X* é um espaco Hurewicz, e como k € N era qualquer, temos que Vn € N X"

¢ um espaco Hurewicz.

<) Suponha que Vn € N X" é Hurewicz, vamos mostrar que X tem a propriedade w*.
Seja {Uy, }neny uma sequéncia de w*-coberturas de X, onde cada U, = {U,;} e,

Seja X = X UX?U...UX"U... o espaco soma, e vamos considerar para cada n € N
W, = {Ufjj;j € Ju, k € N}, entao W,, é uma cobertura aberta de X, pois cada U,’fj é aberto
em X e dado = € X temos que x = (21, Tg, ..., T, ), mas daf considerando F' = {x1,Z2, ..., T }

temos que F' C.,, X, por U,, ser uma w*-cobertura de X, entao existe V € U,, com F C V,
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isto ¢, 3j € J,, com F' C Uy, portanto x € F™ C Uy € W,,. daf {W,, },,en é uma sequéncia
de coberturas abertas de X, mas como Vn € N X" é Hurewicz por 2.1.13 temos que X ¢
Hurewicz, entao existe uma sequéncia {H, },en, tal que:
(1) Vn € N, H,, Cooo W, isto &, existem [, Co, J, € K, Ccoo N, de forma que podemos
escrever H,, = {UF;;j € I,k € K, }.
(2) Vx € X,3ng € N tal que, Vn € N se n > ng entéo existe V € H,, com z € V.

Considere V,, = {U,,}jer,, entdo a sequéncia {V,, },en € tal que:
(i) Vn € N, I), Ceoo Jp €V, ={Upj}jer,, dai V,, Cooo U,,.
(1) Seja F' Coo X, digamos F' = {xy, x9, ..., x, }, considerando = = (z1, za, ..., z,) temos que
x € XP C X, daf por (2) temos que Ing € N tal que, Vn € N se n > ng, entdo existe V € H,,
comz €V, deV € H, temos que 45 € I,, e p € k, taisque V = Uf;j, logo x € Ugj e portanto
Vi=1,...,p, v; € Uy, entao F' C U,; € V,,, pois j € I,.

Logo X tem a propriedade w*. [ ]
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Espacos Localmente Hurewicz

Neste capitulo propomos trés defini¢oes de espagos localmente Hurewicz e provaremos a
equivaléncia dessas defini¢coes em espacgos de Hausdorff que satisfazem uma propriedade que
aqui chamaremos C-espago.

A primeira secao é dedicada ao estudo dos C-espagos. O resultado principal desta segao é
que todo subespago Hurewicz em um C-espaco de Hausdorff é fechado, este é o resultado que
serd utilizado para mostrar a equivaléncia dos espacos localmente Hurewicz em C-espacos
de Hausdorff.

A segunda secao é dedicada aos espacos localmente Hurewicz, que serao aqui chamados de
espagos topoldgicos localmente Hurewicz, fracamente localmente Hurewicz e relativamente

localmente Hurewicz e obtemos alguns resultados como a equivaléncia em C-espagos de

Hausdorff.

3.1 C-espaco

DEFINICAO 3.1.1 (C-espaco) :
Seja (X, T) um espago topoldgico, X é um C-espago se, e somente se, para cada © € X,

kTL
e para cada sequéncia {A,}nen, onde cada A, = {A,; € T;1 < j <k,} comz € () A,
j=1

kn
existe V € T tal que, \n e Nz e V .C (] A,;.
j=1

19
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Temos a seguir um exemplo de um C-espaco

ExeEmPLO 3.1.2 : Considere X um espaco qualquer, com a topologia discreta. X é um C-

espago, pois dado x € X e uma sequéncia {A, },en onde, para cada n € N, A, {AW}

com Aj;, aberto, e, x € ﬂ A,;, entao, {x} é um aberto tal que, Yn € N z € {z} C ﬂ Ap;.
Jj=1 Jj=1

A seguir temos um exemplo de um espago topolégico que nao é um C-espaco

EXEMPLO 3.1.3 : R com a topologia usual nao é um C-espago, pois 0 € R e considerando
a sequéncia {A,}nen, onde cada A, = {(—1,1);Vk € N,1 < k < n}, temos que pam cada

neN 0€ ((—z,1), mas nao existe U aberto em R, tal que, Vn € N 0 € U C ﬂ(
k=1

k’k)

LEMA 3.1.4 : Seja X um C-espago de Hausdorff, A um subespaco Hurewicz de X e xy ¢ A,

entao existem conjuntos abertos disjuntos Ve U em X contendo xy e A, respectivamente.

DEMONSTRACGAO : Considere a € A, como xg ¢ A temos que xy # a, como X é um espago
de Hausdorft existem V, e U, abertos disjuntos em X contendo z e a.

Considere entao Vn € N U, = {U,}uca, temos entdo que {U,},eny € uma sequéncia
de coberturas de A por abertos em X. Como A é Hurewicz por 2.1.9 existe uma sequéncia
{W,, }nen tal que:

(1) Vn € N, W,, Cooo Uy, isto &, 31, Cooo A tal que W, = {U, }ser,,.
(17) Yy € A, Ing € N tal que, Vn € N se n > nyg, existe a € I,, com y € U,.
Considere agora, Vn € NV, = {V,},c1,, como para cada a € A, g € V, entdao Vn € N

x9 € [\ Vi, mas como X é um C-espago temos que existe V' aberto em X tal que Vn € N
To € €/€I& N Va.

Vamosa(ez(l)rhsiderar U= U (U U.) temos que U ¢é aberto em X e que A C U, pois dado
y € A por (i) dng € N tﬁNqaueéj Vn € N se n > ng existe a € [, tal que y € U,, logo

ye U Uuc U(U )=

a€ln, neN a€l,
Vamos verificar agora que V' e U sao disjuntos. Suponha por absurdo que dy € V NU

entaioy e U= |J (U U,) logo Ing e Ntalquey € |J U, e daf Jag € I,,, tal que y € U,,,

neN a€l, a€ln,
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mas comoy € VeVneN V C [V, entdao temos que VC [ Vi, logoyeV cC (| Vi

a€ly aEInO aEInO
portanto Va € I,,, y € V, logo y € V,,, mas dai V,, N U,, # 0, contradigao. ]

PROPOSICAO 3.1.5 : Sejam (X, T) um C-espago topoldgico de Hausdorff e A um subespa¢o
Hurewicz de X, entdo A é fechado.

DEMONSTRAGAO : Vamos mostrar que A€ é aberto, ou seja, se x € A° existe U € T tal que
xelUC A

Como = ¢ A, A é Hurewicz e X é um C-espago de Hausdorff pelo lema 3.1.4, existem V'
e U abertos disjuntos contendo x e A, respec. Com isso temos que x € V C A€, pois como
AcUeUNV =0 entao ANV = 0.

Portanto A° é aberto logo A é fechado. |

PROPOSICAO 3.1.6 : Sejam (X, Tx) um C-espaco topoldgico, e (Y,Ty) um subespaco de

X, entao Y é um C-espago topoldgico.

DEMONSTRACAO : Seja © € Y, e seja {A }nen uma sequéncia tal que, para cada n € N,

A, ={4,,€Tly;j=1,...K,},ez € ﬂ A,j, entao, como Y é subespago de X, Vn € N e

Vi =1,...,k,, existe U,; € Tx tal que An] =U,; NY. Com isso A,; C U,;, logo Vn € N

T € ﬁl Unj, como X é um C-espaco, existe U € Tx tal que, para cada n € N temos
j=

kn
quex € U C Uy, logoV =UNY étal que, V € Ty, x € V e para cada n € N
j].

V= UﬁYC(ﬂUm)ﬂY ﬂ(UmﬂY) N A,
7=1 7j=1 7j=1
Portanto Y é um C-espaco topolégico. |
PROPOSICAO 3.1.7 : Sejam (X, Tx)um C-espago topoldgico, (Y, Ty) um espago topoldgico
e seja [ X — Y trasformacao aberta, continua e sobrejetora, entdo Y é um C-espaco

topoldgico.

DEMONSTRAGAO :Sejam y € Y e {A,},ey uma sequéncia tal que, para cada n € N

kn
A, ={4,, € Tyv;j =1,..,k,} ey € (A, Como f é sobrejetora, Ir € X tal que,
j=1
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Para cada n € N e para cada j = 1, ..., k, como f é continua e A,; € Ty, entao

f(x) =y. 1 s
f7'(A,;) € Tx. Logo para cada n € N temos z € f(y) C f‘l(ﬁ Ay) = ﬁ I (An),
j=1 j=1

kn
daf como X é um C-espago, existe U € T tal que, paracadan € Nz € U C [ f1(A,;),

7=1
k‘n kn
entdao para cadan € Ny = f(x) € f(U) C f((N fAn)) C N (Ayn;), como [ é aberta,
j=1 j=1
kn
temos f(U) é aberto. Logo Vn € N, y € f(U) C () (A,;), com f(U) aberto.
j=1
Portanto Y é um C-espaco. [ ]

3.2 Espacos Localmente Hurewicz

DEFINICAO 3.2.1 (FEspago Topoldgico Localmente Hurewicz):
Um espago topoldgico (X, T) é localmente Hurewicz se, e somente se, para cada x € X e

para cada V €T tal que x € V, existe U € T' e H Hurewicz, ondex € U C H C V.
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DEFINICAO 3.2.2 (Espago Topoldgico Fracamente Localmente Hurewicz):

Um espago topoldgico (X,T) é fracamente localmente Hurewicz se, e somente se, para

cada v € X, eriste U € T' e H Hurewicz, tal que, v € U C H.
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DEFINICAO 3.2.3 (Espago Topoldgico Relativamente Localmente Hurewicz):

Um espago topoldgico (X, T) é relativamente localmente Hurewicz se, e somente se, para

cada x € X existe U € T com U Hurewicz, tal que x € U.
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A figura abaixo apresenta as relagoes entre os espagos localmente Hurewicz que serao

demonstradas a seguir

3.2.6
3.24 Fracamente Localmente Localmente
H
-
Hurewicz — Hurewicz Hurewicz
3.2.8
N 3.2.9|7 3.2.7
3.2.5

Relativamente Localmente

Hurewicz

PROPOSICAO 3.2.4 : Todo espago topoldgico (X,T) Hurewicz é fracamente localmente

Hurewicz.

DEMONSTRAGAO : Dado z € X, tome U = X e H = X, entao U € T, H é Hurewicz e

x € U C H. Portanto X é um espacgo fracamente localmente Hurewicz. ]
PROPOSICAO 3.2.5 : Um espago topoldgico Hurewicz é relativamente localmente Hurewicz.

DEMONSTRAGAO : Dado z € X, escolha U = X entdo z € U e como X ¢ fechado U = X,

logo U é Hurewicz. Portanto X é um espaco relativamente localmente Hurewicz [ |

PROPOSICAO 3.2.6 : Um espago topoldgico (X, T) localmente Hurewicz é fracamente lo-

calmente Hurewicz.

DEMONSTRACAO : Dado z € X, como X é localmente Hurewicz, para V = X existem U
aberto em X e H Hurewicz tais que, v € U C H C X. Portanto X é um espaco fracamente

localmente Hurewicz. n

PROPOSICAO 3.2.7 : Um espago topolégico (X,T) relativamente localmente Hurewicz é

fracamente localmente Hurewicz.
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DEMONSTRAGAO : Dado z € X, como X é relativamente localmente Hurewicz, existe U
aberto em X, com U Hurewicz tal que « € U, logo € U C U com U Hurewicz. Portanto

X & um espaco fracamente localmente Hurewicz. ]

PROPOSICAO 3.2.8 : Um C-espago topolégico (X, T) de Hausdorff é localmente Hurewicz

se, e somente se, é fracamente localmente Hurewicz.

DEMONSTRAGAO : =) ver 3.2.6

<) Dado z € X, e V uma vizinhanga de =, como X ¢ fracamente localmente Hurewicz,
existe um subespaco H Hurewicz contendo uma vizinhanca de x.

Considere A = HN V¢, como = € V temos que = ¢ A, e ainda A é Hurewicz pois, como
H é Hurewicz e X é um C-espaco de Hausdorff por 3.1.5 H é fechado, dai A = HNV*
é fechado, e como A C H por 2.1.10 A é Hurewicz,dai pelo lema 3.1.4 existem W, e Wy
abertos disjuntos contendo x e A, respc.

Defina U = W, Nint(H), entdo U é um aberto contendo x, e U C int(H) C H, dai
U C H, mas como H ¢é fechado U C H, logo U é um subespaco fechado de um espaco
Hurewicz daf por 2.1.10 U é Hurewicz.

Vamos verificar que U C V. Note primeiro que UNA = ) pois, caso contrario, Iy € UNA,
dai iy € U logo qualquer vizinhanca de ¥ intersecta U, e y € A C W4 logo W4 NU # 0, mas
U C W, temos que W, N W, # 0, contradicdo. Entdo temos que U C H, e U N A = (), logo
U C V, com isso temos que z € U C U C V.

Portanto X é um espaco localmente Hurewicz. ]

PROPOSICAO 3.2.9 : Um C-espago topoldgico (X, T) de Hausdorff é relativamente local-

mente Hurewicz se, e somente se, é fracamente localmente Hurewicz.

DEMONSTRAGAO : =) ver 3.2.7

<) Dado = € X, como X é fracamente localmente Hurewicz, existem U aberto em X e H
Hurewicz tais que x € U C H, entdo temos que U C H, como H é um subespaco Hurewicz
de um C-espaco de Hausdorff por 3.1.5 H ¢é fechado, logo U C H, mas U é fechado entdo

por 2.1.10 U é Hurewicz, daf € U, com U Hurewicz.
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Portanto X é um espaco relativamente localmente Hurewicz. [ |

PROPOSICAO 3.2.10 : Todo espago topoldgico (X, T) localmente compacto é localmente

Hurewicz.

DEMONSTRAGAO : Dado x € X e V uma vizinhanca de x, como X é localmente compacto
existem U aberto em X e C' compacto tais que z € U C C' C V, mas por 2.1.5 C' é Hurewicz

logo X é localmente Hurewicz. ]

PROPOSICAO 3.2.11 : Todo espacgo topoldgico (X, T) fracamente localmente compacto é

fracamente localmente Hurewicz.

DEMONSTRACAO : Dado x € X, como X é fracamente localmente compacto existem U
aberto em X e C' compacto tais que x € U C C, mas por 2.1.5 C' é Hurewicz, logo X ¢é

fracamente localmente Hurewicz. ]

PROPOSICAO 3.2.12 : Todo espago topoldgico (X, T) relativamente localmente compacto é

relativamente localmente Hurewicz.

DEMONSTRAGAO : Dado x € X, como X é relativamente localmente compacto existe U
aberto em X com U compacto tal que x € U, mas por 2.1.5 U é Hurewicz, logo X é

relativamente localmente Hurewicz. [

A seguir apresentamos exemplos e contra-exemplos de espacos localmente Hurewicz.
No préximo exemplo temos um espaco topolégico localmente Hurewicz, fracamente lo-

calmente Hurewicz e relativamente localmente Hurewicz

ExeEMPLO 3.2.13 : Considere R com a topologia usual, jd vimos que neste caso R é Hurewicz,
dai por 3.2.4 e por 3.2.5 temos que R é fracamente localmente Hurewicz e relativamente
localmente Hurewicz. Apesar de R nao ser um C-espago, temos ainda que R é localmente
Hurewicz, pois dado v € R e V' aberto em R, existe um e > 0 tal que x € (x —e,x+¢) CV,
mas dai (x — 5,2+ 5) étal quex € (x— 5,2+ 5) Clz—5,2+5] C(z—ex+¢e)CV,

onde (r — 5,2+ 5) € aberto e [v — 5,2 4 5| é compacto, logo 2.1.5 é Hurewicz.
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O préximo exemplo mostra um espago topolégico que nao é Hurewicz, mas é localmente

Hurewicz, fracamente localmente Hurewicz e relativamente localmente Hurewicz

ExXEMPLO 3.2.14 : Considere R com a topologia discreta, temos entdo que R nao é Lindeldf,
pois {{x}/x € R} é uma cobertura aberta de R que nao possui subcobertura enumerdvel, logo
por 2.1.6 R com a topologia discreta nao é Hurewicz, mas para cada x € R, {x} é compacto
logo é Hurewicz, com isso temos que R com a topologia discreta é localmente Hurewicz, pois
dado x € R e V uma vizinhanga de x, temos que x € {x} C V, com {z} aberto e {x}
Hurewicz, como R com a topologia discreta é um C-espago de Hausdorff, temos que neste

caso R é também fracamente localmente Hurewicz e relativamente localmente Hurewicz.

O préximo exemplo trata de um espacgo topoldgico fracamente localmente Hurewicz que

nao é relativamente localmente Hurewicz

EXEMPLO 3.2.15 : Seja R com a topologia do ponto particular p (ver def 1.1.2), ja vimos
no exemplo 2.1.7 que neste caso R nao é Hurewicz. Dado A aberto em R e nao vazio, temos
que A = R, pois para qualquer y € R, temos que qualquer vizinhanca de y é ndo vazio,
entao contem p, dai intersecta A. Logo R ndao é relativamente localmente Hurewicz, pois
dado € R qualquer vizinhanca V de x é um aberto néio vazio, entio V =R, mas ji vimos
que neste caso R nao é Hurewicz, entao nao podemos encontrar uma vizinhanca de x onde
o fecho é Hurewicz. Mas R é fracamente localmente compacto, pois dado x € R temos que
x € {z,p} e {x,p} é aberto e compacto (todo conjunto finito é compacto), logo por 3.2.11 R

é fracamente localmente Hurewicz.

PROPOSICAO 3.2.16 : Sejam (X, Tx) e (Y, Ty) espagos topoldgicos, onde X é localmente
Hurewicz, e seja f : X — Y uma funcao continua, sobrejetora e aberta, entao'Y € localmente

Hurewicz.

DEMONSTRAGAO : Sejam y € Y e V uma vizinhanca de y, como f é sobrejetora dr € X tal
que f(z) =y, como f é continua e V' é um aberto em Y, temos que f~*(V) é aberto em X,

e ainda z € f~1(V), como X ¢ localmente Hurewicz, existem U aberto em X e H Hurewicz
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tais que, v € U C H C f~1(V),daiy = f(z) € f(U) C f(H) C f(f~4(V)) C V, como f ¢é
aberta f(U) é aberto em Y, como f é continua f(H) é Hurewicz por 2.1.11.

Portanto Y é localmente Hurewicz. n

PROPOSICAO 3.2.17 : Sejam (X, Tx) e (Y,Ty) espacgos topoldgicos com X fracamente
localmente Hurewicz, e seja f: X — Y uma funcao continua, sobrejetora e aberta, entao Y

é fracamente localmente Hurewicz.

DEMONSTRAGAO : Seja y € Y, como f é sobrejetora Jz € X tal que f(x) = y, como X é
fracamente localmente Hurewicz, existem U aberto em X, e H Hurewicz taisque x € U C H,
dai y = f(z) € f(U) C f(H), como f é aberta temos que f(U) é aberto em Y, e como f é
continua temos por 2.1.11 que f(H) é Hurewicz.

Portanto Y é fracamente localmente Hurewicz. [

PROPOSICAO 3.2.18 : Sejam (X, Tx) e (Y, Ty) espagos topoldgicos com X relativamente
localmente Hurewicz e Y um C-espaco de Hausdorff, e seja f : X — Y wma fungao continua,

sobrejetora e aberta, entao'Y é relativamente localmente Hurewicz.

DEMONSTRAGAO : Seja y € Y, como f é sobrejetora Jdz € X tal que f(x) = y, como X é
relativamente localmente Hurewicz, existe U aberto em X, com U Hurewicz, tal que = € U,
daf y = f(z) € f(U), como U é Hurewicz e f é continua por 2.1.11 f(U) é Hurewicz, mas
fU) c f(U), como Y & um C-espaco de Hausdorff e f(U) ¢ Hurewicz, temos que f(U) é

fechado, dai f(U) C f(U), entdao f(U) é um subespaco fechado de um espago Hurewicz, logo

f(U) é Hurewicz, entao y € f(U) C f(U), com f(U) aberto e f(U) Hurewicz.

Portanto Y é relativamente localmente Hurewicz. ]

PROPOSICAO 3.2.19 : Seja (X, Tx) um espago topoldgico localmente Hurewicz e seja (Y, Ty)

subespaco fechado de X, entdo Y é localmente Hurewicz.

DEMONSTRACAO : Seja y € Y e seja V um aberto em Y tal que y € V, entao y € X e existe

V' aberto em X, tal que V =V'NY, dai x € V', como X é localmente Hurewicz, existem
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U’ aberto em X e H Hurewicz tais que y € U’ C H C V', mas como y € Y temos que
yeUNY CHNY CV'NY =V, onde U NY & aberto em Y, e HNY é Hurewicz por

2.1.14 | logo Y é localmente Hurewicz. ]

PROPOSICAO 3.2.20 : Seja (X, Tx) um espago topoldgico fracamente localmente Hurewicz

e seja (Y, Ty) subespago fechado de X, entao Y é fracamente localmente Hurewicz.

DEMONSTRACAO : Seja y € Y, entao y € X, como X é fracamente localmente Hurewicz,
existem U aberto em X e H Hurewicz em X tais que y € U C H, mas como y € Y temos
queyeUNY CHNY,onde UNY éabertoem Y e HNY é Hurewicz por 2.1.14, logo Y

¢é fracamente localmente Hurewicz. ]

PROPOSICAO 3.2.21 : Seja (X, Tx) um espago topoldgico relativamente localmente Hurewicz

e (Y, Ty) subespago fechado de X, entao Y é relativamente localmente Hurewicz.

DEMONSTRACAO : Sejay € Y, entao y € X, como X é relativamente localmente Hurewicz,
temos que existe U aberto em X com U Hurewicz tal que y € U, como y € Y temos que
y € UNY, e pela prop 2.1.14 UNY é Hurewicz, mas UNY Cc UNY = UNY pois
Y & fechado, e como UNY ¢é fechado por 2.1.10 temos que U NY é Hurewicz, logo Y é

relativamente localmente Hurewicz. n

PROPOSIGAO 3.2.22 : Seja X espago topoldgico fracamente localmente Hurewicz, entdao

A C X é aberto em X se, e somente se, AN H ¢é aberto em H para todo H Hurewicz.

DEMONSTRAGAO : =) Se A é aberto em X entdo AN H é aberto em H por definigao de
subespago.

<) Vamos mostrar que A é aberto em X, seja a € A, vamos encontrar um aberto
contendo a e contido em A.

Como a € A temos que a € X e como X é fracamente localmente Hurewicz existem U
aberto em X e H Hurewicz tais que a € U C H. Como H é Hurewicz por hipétese A N H
é aberto em H, dai como ANU = (AN H)NU temos que ANU é aberto em U, mas U
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também ¢é subespago de X, entao existe V aberto em X tal que ANU = UNYV, mas como U
e V sao abertos em X temos que U NV é aberto em X, e com isso U N A também é aberto
em X, logoa e ANU C A com ANU aberto em X.

Como a € A era qualquer temos que A é aberto. [ |

PROPOSICAO 3.2.23 : Seja X espaco topoldgico localmente Hurewicz, dai um subconjunto

A de X é aberto em X se, e somente se, AN H é aberto em H para todo H Hurewicz.

DEMONSTRAGAO : =) Se A é aberto em X entdo AN H é aberto em H por defini¢ao de
subespaco.

<) Se X é localmente Hurewicz e AN H é aberto em H para todo H Hurewicz, entao
por 3.2.6 temos que X é fracamente localmente Hurewicz e AN H é aberto em H para todo

H Hurewicz, dai por 3.2.22 temos que A é aberto em X. [ |

PROPOSICAO 3.2.24 : Sejam X um espaco topoldgico relativamente localmente Hurewicz
e A um subconjunto de X, entdo A é aberto em X se, e somente se, AN H é aberto em H

para todo H Hurewicz.

DEMONSTRAGAO : =) Se A é aberto em X entdo AN H é aberto em H por defini¢ao de
subespago.

<) Se X ¢ relativamente localmente Hurewicz e AN H & aberto em H para todo H
Hurewicz, entao por 3.2.7 temos que X é fracamente localmente Hurewicz e AN H é aberto

em H para todo H Hurewicz, dai por 3.2.22 A é aberto em X. [ |



CAPITULO 1V

Generalizacoes das Propriedades
Hurewicz e .-

Neste capitulo tratamos de generalizacoes das propriedades Hurewicz e w*, os espacos

almost Hurewicz e nearly Hurewicz e as propriedades almost-w* e nearly-w*.

Na primeira secao apresentamos os espagos almost Hurewicz introduzido por Breuckmann
e Kudri em [3], e apresentaremos de alguns resultados como a invarincia por fun¢ao continua

e a equivaléncia com uma defini¢ao utilizando conjuntos regularmente abertos.

Na segunda secao apresentamos espacos que possuem a propriedade almost-w*, os prin-
cipais resultados apresentados nesta secao sao a equivaléncia com uma definicao através de
regularmente abertos e um resultado que apresenta uma condi¢ao necessdria e suficiente para

que um espaco possua a propriedade almost-w* através da propriedade almost Hurewicz.

Na terceira secao definimos espacos nearly Hurewicz e obtemos alguns resultados como
as relagoes entre espacos nearly Hurewicz com nearly compacto, nearly Lindeloff e almost
Hurewicz. Mostramos também que espacos nearly Hurewicz podem ser definidos através de

conjuntos regularmente abertos.

Na quarta se¢ao definimos espacos que possuem a propriedade nearly-w*, mostramos que
esta propriedade também pode ser definida através de conjuntos regularmente abertos e
apresentamos uma condicao necessdria para que um espago possua a propriedade nearly-w*

através da propriedade nearly Hurewicz.

31
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4.1 Espacos Almost Hurewicz

DEFINICAO 4.1.1 [3/(Almost Hurewicz) :

Um espago topoldgico X é almost Hurewicz se, e somente se, para cada sequéncia {U, }en
de coberturas abertas de X, onde U,, = {U,;};jecs,, existe uma sequéncia {V, },en tal que:
(i) Yn € N, 31, Ceoo Jn; Voo = {Upj }jer,-

(i4) Vo € X,3ng € N tal que, Vn € N se n > ng entdo existe j € I, com x € U,;.
PROPOSICAO 4.1.2 [3]: Seja X um espago topoldgico Hurewicz, entdo X é almost Hurewicz.

DEMONSTRAGAO : Seja {U,},en uma sequéncia de coberturas abertas de X, onde cada
U,, = {Unj}jer,. Como X é Hurewicz existe uma sequéncia {W,, },en tal que:
(1) Vn e N, W,, Ceoo Uy, isto &, 31, Ceno J,, tal que, W, = {U,;}jer,-
(2) Yz € X,3ng € N tal que, ¥n € N se n > ng entao, existe V€ W,, com z € V.

Considere Vn € N V,, = {U,; }jcr,,
(i) Vn €N, I,, Ceoo Jn € V,, = {Upj }jer, -

entdo a sequéncia {V,, },en € tal que:

(17) Yz € X, por (2) Ing € N tal que, Vn € N se n > ng entao, existe V€ W,, com = € V|
de V € W,, temos que existe j € I, com V = U,;, mas como U,,; C U_nj temos que x € U_n]

Portanto X é um espaco almost Hurewicz. ]
PROPOSICAO 4.1.3 : Seja X um espago almost Hurewicz entao X ¢é almost Lindeldf.

DEMONSTRAGAO : Seja U = {[Uj }jes uma cobertura aberta de X, considere para cadan € N
U, = U, entdao {U,},en € uma sequéncia de coberturas abertas de X, como X é almost
Hurewicz existe uma sequéncia {V, },en tal que:
(i) Vn €N, I, Co J tal que V,, = {U,}jer, -
(i4) Vx € X,3ng € N tal que, Vn € N se n > ng, entdo existe j € I,, com z € U;.

Considere V = {Uj;;j € I,,n € N} entdo fazendo [ = {j € J;j € I,,n € N} temos que

I & subconjunto enumerével de J e X = J U;, pois dado € X, por (2) existe ng € N tal
jeI
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que, Vn € N se n > ng, entao existe j € [,, com x € Vj, entao existe j € I, com x € Fj,
como ng € N temos que j € I, logo x € |J Fj

Portanto X é almost Lindelof. = ]
PROPOSICAO 4.1.4 [3]: Um espago topoldgico X é almost Hurewicz se, e somente se, para
cada sequéncia {U,}nen de coberturas de X por conjuntos reqularmente abertos, onde cada
U,, = {Uy;}jes, existe uma sequéncia {V, },en tal que:
(i) Vn € N, 31, Ceoo Jy tal que, V,, = {Uy;}jer,.-

(i4) Vo € X,3ng € N tal que, Vn € N se n > ng entdo existe j € I, com x € U,;.

DEMONSTRAGAO :=) Considere {U, },cn uma sequéncia de coberturas de X por conjuntos
regularmente abertos. Para cada n € N suponha que U,, = {U,,};eJ,, onde cada U,; é um
conjunto regularmente aberto , entao cada U,; ¢ um conjunto aberto, pois U,; = mt(U_n])
Como X ¢ um espaco almost Hurewicz existe uma sequéncia {V, },en tal que:
(1) Vn € N, I, Ceoo Jp, tal que V,, = {U_nj}jefn.
(i4) Vo € X,3ng € N tal que, Vn € N se n > ng entdo, existe j € I,, com z € U,,;.
<) Vamos mostrar que X é almost Hurewicz. Seja {U, },eny uma sequéncia de coberturas
abertas de X, onde cada U,, = {U,,};jes,. Como cada U_n] é fechado por 1.1.6 temos que
int(U,;) é regularmente aberto. Considere para cada n € N U, = {int(U,;)};c,,, temos
entao que {U },,en € uma sequéncia de coberturas de X por conjuntos regularmente abertos,
pois dado = € X existe j € J, com x € U,; C U,;, como U,; ¢ aberto temos z € int(U,;).
Por hipdétese existe uma sequéncia {V,, },en tal que:
(1) Vn € N,3I, Coo J tal que V,, = {int(U_nj)}jeIn, mas como U,; é um conjunto aberto

temos por 1.1.7 que U_nj ¢ regularmente fechado, portanto U_nj = int(U,;), entdo temos
V= {Unj}jetn-
(i4) Vo € X,3ng € N tal que, Vn € N se n > ng entdo, existe j € I,, com z € U,,;.

Portanto X é um espaco almost Hurewicz. |

PROPOSICAO 4.1.5 [3] : Sejam X e Y espagos topoldgicos com X almost Hurewicz, se

f: X =Y éuma fungio sobrejetora e almost continua (ver 1.1.10), entio Y é um espago
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almost Hurewicz.

DEMONSTRACAO : Seja {U, } ey uma sequéncia de coberturas de Y por conjuntos regular-
mente abertos, onde cada U,, = {U,,};cs,. Considere Vn € N U/, = {f~1(U,;)},c,, temos
que U, é uma cobertura aberta de X, pois U,; é regularmente aberto e f é almost continua
daf f~'(U,;) é aberto e dado = € X temos que f(x) € Y daf existe j € J, com f(x) € U,,
dai z € f~H(U,).
Como X é almost Hurewicz temos que existe uma sequéncia {V/,},.en tal que:
(1) Vn € N, 31, Ceoo Jy tal que V!, = {f~1(U,,;) }yer..-
(2) Vx € X,3ng € N tal que, Vn € N se n > ng entao, existe j € I,, com z € m
Considere entdo a sequéncia {V,, },en, onde cada V,, = {U,;}jc1,, temos que:
(i)VneNI, Ceno JpeV, = {U_nj}jefn.
(i1) Yy € Y, como f é sobrejetora existe z € X com f(z) = y, de x € X por (2)
dng € N tal que, Vn € N se n > ng, entao existe j € [, com x € m, entao
y=f(x)ef (m), mas como U,; é aberto temos que U,; ¢ regularmente fechado por
1.1.7, como f é almost contfnua temos que f~1(U,;) é fechado, como f~1(U,;) C f~*(Uy;)

temos que f~1(U,;) C f~Y(U,;) = f1(U,;), pois como vimos f~1(U,;) ¢ fechado, entdo
y € f(f71(Uny)) C F(f7H(Unj)) C Unj-

Portanto Y é um espago almost Hurewicz. |

PROPOSICAO 4.1.6 : Sejam X e Y espacos topoldgicos com X Hurewicz e seja f : X —Y

uma fun¢io sobrejetora fracamente continua (ver 1.1.12), entdo Y é almost Hurewicz.

DEMONSTRACGAO : Considere {U, },en sequéncia de coberturas abertas de Y, onde Vn € N
Un = {Un;j}jesn-
Considere Vn € N W,, = {f~Y(U,;) },es, temos que W,, é uma cobertura de X, pois dado
r € X temos f(x) € Y, como U, é uma cobertura de Y, existe j € J, tal que f(x) € U,;, com
isso ¥ € f71(U,;), e ainda como f é fracamente continua temos f~(U,;) C int(f~*(Uy,;))-
Considere entdo Vn € N H, = {int(f~*(U,;))}jes., dai H, é uma cobertura aberta

de X, pois dado z € X como W, é uma cobertura de X temos que dj € J, tal que,
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x € f7HU,;) Cint(f~*(U,;)). Como X ¢ Hurewicz existe uma sequéncia {K, },en tal que:

(1) Vn € N, 3I,, Ceoo Jy tal que K, = {int(f 1 (Unj))}jer,-

(2) Vo € X,3ng € N tal que Vn € N se n > ny, existe j € I, com x € int(f~(U,;).
Considere agora V,, = {U,;} ez, entdo a sequéncia {V,},cy € tal que:

(i) VneN, I, Ccoo Jp eV, = {m}jgﬂ.

(i7) Seja y € Y, como f é sobrejetora temos que existe x € X tal que f(x) = y, mas

de x € X por (2) Ing € N tal que, Yn € N se n > ng, temos que existe j € [, com

z € int(f~Y(U,;)) C f1(U,;) com isso temos que y = f(x) € f(f1(Un;)) C Uy

Logo Y é um espaco almost Hurewicz. |

PROPOSICAO 4.1.7 : Sejam X e Y espacos topoldgicos com X almost Hurewicz, e seja

f: X =Y éuma funcio fortemente continua (ver 1.1.11), entido Y é Hurewicz.

DeEMONSTRACAO : Considere {U,},en sequéncia de coberturas abertas de Y, onde cada
U, = {Us;}jern
Considere a sequéncia {W,, },cn, onde cada W,, = {f~1(U,,;) } e, entdo cada W,, ¢ uma
cobertura aberta de X, pois de f ser fortemente continua ji vimos que f é continua entao
/71 (U,;) é aberto, e dado x € X temos que f(z) € Y, como U, é uma cobertura de Y,
existe j € J, com f(z) € Uy logo x € f~1(U,;). Como X é almost Hurewicz existe uma
sequéncia {H,, },en tal que:
(1) Vn €N, 31, Ceoo Jp tal que H, = {f~1(Uy;) }jer..-
(2) Vx € X,3ng € N tal que, Vn € N se n > ng, entéo existe j € I,, com z € m
Considere Vn € N V,, = {U,; }e1, entao a sequéncia {V, },cn € tal que:
(i) Vn € N temos que I, Ceoo Jp € V,, = {Upj}jer,, entao V,, Cooo U,
(17) Seja y € Y, como f é sobrejetora existe x € X tal que f(z) = y, mas de z € X por
(2) existe ny € N tal que, ¥n € N se n > ng, entdo existe j € I,, com z € f~1(U,;), logo
y = f(z) € f(f~1(U,;)), mas f & fortemente continua entdo f(f~1(U,;)) C f(f " (Uy;)), daf
y € f(fY(U)) C f(f 1 (Un;)) C Uy e como j € I, temos que U,; € V,,.

Portanto Y é um espaco Hurewicz. |
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PROPOSICAO 4.1.8 [3] : Seja {{ Xk, Tk) tren uma familia de espagos topoldgicos disjuntos.
Se Vk € N Xy é um espago almost Hurewicz, entio o espago soma X = > Xy (ver 1.1.3)

keN
é um espaco almost Hurewicz.

DEMONSTRAGAO : Seja X = > X e seja {U, },eny uma sequéncia de coberturas abertas de
keN
X, onde cada U, = {U,;}je,-

Seja k € N fixo, e considere a sequéncia {UF}, ey, onde Vn € N UF = {U,,; N X;.}jes,-
Temos que cada U% ¢ uma cobertura aberta de Xj, pois U,; N Xj é aberto em X por
definicao e dado x € X}, temos que x € X dai como U,, é uma cobertura de X existe j € J,
com x € Up,j, mas como x € X, temos x € Up; N Xj,.

Como X, é um espaco almost Hurewicz temos que existe uma sequéncia {V*},,cy tal que:
(1) Vn € N,3J Ceoo Jp tal que VE = {U,; N Xy} e
(2) Yz € X,3ng € N tal que, Vn € N se n > ng, entdo existe j € J¥ com z € Uy,; N Xy

Considere V,, = {U,; € Uy,;j € J¥ k =1,...,n}, entdo a sequéncia {V,, },ey ¢ tal que:
(i) Vn € N tomando I,, = {j € Jk; k= 1,...,n} temos que V,, = {U,; }jer, .

(17) Vo € X, como X = |J X} existe £ € N tal que x € X}, mas dai por (2) Ing € N,
que pode ser escolhido m;iegr que k, tal que Vn € N se n > ny, entdo existe j € J¥ com
T e m, mas comom - U_mﬂyk - U_nj, temos que r € U_m com j € J¥ mas

como k <ny<nentao j € I,.

Portanto X é um espaco almost Hurewicz. [ |

4.2 Propriedade Almost-w*

DEFINICAO 4.2.1 [2] (w*-coberturas):

Uma w*-cobertura em X é uma familia de abertos U tal que para cada subconjunto finito

F de X, existe V€U com F CV.
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DEFINICAO 4.2.2 [3/(Propriedade almost-w*) :

Um espago topologico X tem a propriedade almost-w* se, e somente se, para cada se-
quéncia {Uy }nen de w*-coberturas de X, existe uma sequéncia {V, }nen tal que:
(i) Vn € N, 31, Ceoo Jn tal que V,, = {Uy;}jer,.-

(i1) VF Ceoo X,3ng € N tal que, Vn € N se n > ng, entdo eziste j € I,, com F C U,;.

PROPOSICAO 4.2.3 [3]: Um espago topoldgico X tem a propriedade almost-w* se, e so-
mente se, para cada sequéncia {U, },en onde cada U,, = {U,;};es, é uma familia de conjun-
tos reqularmente abertos tais que, VI C.oo X,3dj € J, com F' C Uy;, exviste uma sequéncia
{V, }nen tal que:

(i) Yn € N,3I, Cewo Jn tal que V,, = {Up;}jer,

(i1) VF Coo X,3ng € N tal que, Vn € N se n > ny, entdo existe j € I,, com F Co U,

DEMONSTRAGAO =) Seja {U, },eny uma sequéncia onde cada U,, = {U,; }jes, ¢ uma familia
de conjuntos regularmente abertos tais que VF' C. X,dj € J, com F' C U,;. Mas como
todo conjunto regularmente aberto é aberto, temos entao que {U, },en € uma sequéncia de
w*-coberturas de X.

Como X tem a propriedade almost-w* temos que existe uma sequéncia {V, },en tal que:
(1) Vn € N, 3I,, Ceoo J, tal que V,, = {U_nj}jefn.

(17) VF Ceoo X, Ing € N tal que, Vn € N se n > nyg, entao existe j € I, com F C U_n]

<) Vamos mostrar que X tem a propriedade almost-w*. Seja {U, },en sequéncia de w*-
coberturas de X, onde cada U, = {U,;}je,, entdo ¥n € N dado F' C.o X,3j € J, com
FcU,;W.

Considere a sequéncia {U,},en onde Vn € N U, = {int(U,;)}cs,, entdo como cada
U_nj é fechado por 1.1.6 temos que mt(U_,U) ¢ um conjunto regularmente aberto e ainda dado
F C X por (1) existe j € J,, com F' C U,;, mas como U,; C U_n] temos I C U_n]

Por hipétese existe uma sequéncia {V,, },en tal que:

(i) Vn € N, 31, Cewo Jn tal que V,, = {int(U,;)}er,, mas como U,; ¢ aberto por 1.1.7 temos

que U,; é regularmente fechado, daf U,; = int(U,;) entdo temos que V,, = {U,;}jer, -
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(i1) VF Ceoo X,Ing € N tal que, Vn € N se n > nyg, entdo existe j € I,, com F C U,;.

Portanto X tem a propriedade almost-w*. [ ]

PROPOSICAO 4.2.4 [3]: Sejam X e Y espagos topoldgicos onde X tem a propriedade
almost-w*. Se f : X — Y é uma fungdo sobrejetora e almost continua (ver 1.1.10), en-

tao Y tem a propriedade almost-w*.

DEMONSTRAGAO : Seja {U, }nen uma sequéncia, onde cada U,, = {U,;};jecs, ¢ uma familia
de conjuntos regularmente abertos em Y tal que, VF C. Y,3j € J,, com F C U,; (D).
Considere {U! },en uma sequéncia onde cada U, = {f ' (U,;)}jes,., entdo cada U, &
uma w*-cobertura de X, pois como f é almost continua e U,; é regularmente aberto temos
que f71(U,;) é aberto em X, e dado G C.o X, digamos que G = {1, 9, ...,x;} daf
F = f(G) = {f(z1), f(z2), ..., f(zk)} Ccoo Y, entdo por (A) existe j € J, com F C U,;,
mas daf G C f~1(F) C f~4(U,;) € U,.
Como X tem a propriedade almost-w* existe uma sequéncia {V’ },cn tal que:
(1) Vn € N, 3, Ceg Jy tal que V!, = {f~1(Un;)}jer,-
(2) VG Ceoo X, dng € N tal que, Vn € N se n > ng, entdo existe j € I,, com G C m
Considere Vn € N V,, = {U,;}jc1,, entdo a sequéncia {V,, },cn ¢ tal que:
(i) Vn € N, I, Ceoo Jn € V,, = {Uy; }ier,.-
(i1) Seja ' C.oo Y, digamos F' = {y1,¥2,...,Yp}, como f é sobrejetora Vi = 1,...,p existem
x; € X tais que f(x;) = v;, considerando G' = {x1,x9,...,x,} temos que G C.o X, daf
por (2) existe ng € N tal que, Yn € N se n > ng, entao existe j € I, com G C m,
portanto F = f(G) C f(f~2(U,;)), mas como U,; & aberto por 1.1.7 temos que U,; &
regularmente fechado, entdo por f ser almost continua temos que f~'(U,;) é fechado, dai
por f~Y(U,;) € f~Y(U,;) temos que f~1(U,;) C W = f~Y(U,), pois fYU,;) &
fechado, com isso F C f(f~1(U,;)) C f(f 1 (Un))) C Uy

Portanto Y tem a propriedade almost-w*. [ ]

PROPOSICAO 4.2.5 [3]: Um espago topoldgico X tem a propriedade almost-w* se, e so-

mente se, X" é um espaco almost Hurewicz para cada n € N.
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DEMONSTRAGAO : =) Seja k € N fixo, vamos supor que X tem a propriedade almost-w*
e vamos mostrar que X* & almost Hurewicz. Seja {U,},cn uma sequéncia de coberturas

abertas de X*, onde cada U, = {U,;};eJ,

Seja F' Cooo X, entdo F¥ C_oo XF, logo F* ¢ compacto, pois todo conjunto finito &
compacto. Como cada U,, é uma cobertura aberta de X*, entdo é também cobertura aberta
de F*, daf existe JI" C_o, J, tal que F* € |J U, (%) Mas por 1.2.4 existe um conjunto

; F
Vr aberto em X tal que FF C Vp e V£ C Ujelj;».
JETE

Considere a sequéncia {H, },,cn onde cada H,, = {Vi; F Co, X}, entdo cada Vi é aberto

em X e para cada F' C. X existe Vr € H,, com F' C Vg, com isso temos que {H,, },en €

*

uma sequéncia de w*-coberturas de X. Como X tem a propriedade almost-w*, existe uma

sequéncia {W, },cn tal que:
(1) Vn € N, existe um conjunto K, finito, tal que W,, = {Vz }ick,.
(2) VF C.oo X,3ng € N tal que, Vn € N se n > ng, entdo existe i € K,, com F C V..

Considere Vn € N V,, = {U,;;j € JI' i € K,,}, entao a sequéncia {V,,},en € tal que:

n
(i) Vn € N tomando I,, = {j € J,;j € JI i € K,}, temos entdo que I, Cooo J, €
V= {Unj}jetn-

(ii) Seja x € X*, temos v = (x1,Zs,...,23), dai considerando F' = {x, 29, ..., 7} } temos
que F' C.o X, logo por (2) existe ng € N tal que, Vn € N se n > ng, entdo existe
i € K, com F C Vg, com isso temos que F* C Wk C V_ﬁ mas como por (A) temos que
VEC U Uy, entio F, € U U,y € U Uy, daf existe j € JF com F* C U,;, entdo

JEIF e jegki
r = (21, %2, ...,7%) € Uy; € como ¢ € K,, temos que j € I,,.
Portanto X* ¢ um espaco almost Hurewicz.

Como k é qualquer teremos X" almost Hurewicz para cada n € N.

<) Suponha agora que Vn € N X" é almost Hurewicz, vamos mostrar que X tem a

propriedade almost-w*.

Seja {Uy, }neny uma sequéncia de w*-coberturas de X, onde cada U,, = {U,; }je, -
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Considere X =X U X?U..., 0 espago soma, e considere {H, },cy uma sequéncia onde cada
= {UF nik € Nj € J,}, entao cada H, ¢ uma cobertura aberta de X, pois como cada
U,; ¢ aberto em X temos que U,’fj é aberto em X pela definicao de espaco soma, e dado
x € X, temos que = = (x1, T3, ..., Ty, ), mas dai considerando F' = {1, za, ..., T, } temos que
F C.x X, entao existe j € J, com I’ C U,;, com isso temos que x € U,’fj € H,,. Como cada
X* & almost Hurewicz por 4.1.8 temos que o espaco soma X ¢é almost Hurewicz. Entdo existe
uma sequéncia {W,, },cn tal que:
(1) Yn € N existem [,, Ccoo Jp € K, Ceoo N tal que W, —{ J,j €l keK,}
(2) Vo € X, 3ng € N tal que, Vn € N se n > ny, entdo existe j € I, e k € K, com:ceUk
Considere Vn € N 'V, = {U,;};e1,, entdo a sequéncia {V,},en ¢ tal que:
()VneN, I, Cooo JneV, = {U_nj}jefn.
(i1) Seja F' Ceoo X, digamos F' = {z1,29,...,2,}, fazendo © = (z1,22,...,x,) temos que
x € XP C X, daf por (2) existe ng € N tal que, Vn € N se n > ng, entao existe j € I,, e
p € K, com z € Up = Un] ,entdao Vi = 1,...,p x; € U, dai F = {x1,79,...,2,} € Uy,j e
como j € [, temos que Unj eV,

Portanto X tem a propriedade almost-w*. [ ]

4.3 Espacgos Nearly Hurewicz

DEFINICAO 4.3.1 (Nearly Hurewicz) :

Um espago topoldgico X é nearly Hurewicz se, e somente se, para toda sequéncia {U, },en
de coberturas abertas de X, onde cada U,, = {Uy;}jcy,, existe uma sequéncia {V, }nen tal
que:

(i) Vn € N, 31, Ceoo Jn, tal que V,, = {int(Up;)}jer, -

(i1) Vo € X,3ng € N tal que, Vn € N se n > ny, entdo eziste j € I, com x € int(Uy;).

PROPOSICAO 4.3.2 : Um espaco topoldgico X ¢é nearly Hurewicz se, e somente se, para

cada sequéncia {Uy,}nen de coberturas de X por conjuntos reqularmente abertos, onde cada
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U,, = {Uy;}jeu,, existe uma sequéncia {V, }nen tal que:
(i) Vn € N, V,, Coo Uy, isto €, 31, Ceoo Jy, tal que V,, = {Upj }jer, -

(i1) Vo € X,3ng € N tal que, Vn € N se n > ng, entdo existe j € I, com x € U,;.

DEMONSTRAGAO :=) Considere X nearly Hurewicz. Seja {U, },en sequéncia de coberturas
de X por conjuntos regularmente abertos, onde cada U,, = {U,,};e.,. Como todo regular-
mente aberto é aberto, temos que {U,},en € uma sequéncia de coberturas abertas de X.

Como X ¢é nearly Hurewicz, existe uma sequéncia {V,, },en tal que:

(i) Vn € N, 31, Coo Ju, tal que V,, = {int(U,;)} ez, mas como U,; é regularmente aberto

temos que int(U,;) = U,;, dai V,, = {Upj }jer,, isto &, V,, Ceoo U,,.

(i1) Vo € X,3ng € N tal que, Vn € N se n > ng, entdo existe j € I, com x € int(U,;) = U,;.

<) Queremos mostrar que X é nearly Hurewicz. Seja {U, },en sequéncia de coberturas

abertas de X, onde cada U,, = {U,,} e, -

Temos por 1.1.7 que Vn € N e Vj € J, int(U,;) é regularmente aberto, pois U,,; é fechado.
Considere a sequéncia {W,, },,cn, onde cada W,, = {int(U,;)} e, ¢ uma cobertura de X por
conjuntos regularmente abertos, pois se x € X como {U, } ey € uma sequéncia de cobertura
de X, temos que Vn € N,dj € J,, tal que v € U,,; C U_nj, mas como U,,; é aberto temos que
x € int(U,;).

Entao por hipétese existe uma sequéncia {V, },en tal que:

(i) Vn € N, 31, Ceoo Jn, tal que V,, = {int(U,;) }jer, -
(i1) Vo € X, Ing € N tal que, Vn € N se n > ny, entdo existe j € I,, com x € int(U,;).

Logo X é nearly Hurewicz. ]

A figura a seguir apresenta as relagoes entre os espacos nearly Hurewicz e os espagos

nearly Compacto, Hurewicz, almost Hurewicz e nearly Lindelof
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nearly compacto

14.3.6
4.3.3 4.3.8
Hurewicz = nearly Hurewicz = almost Hurewicz
4.3.5 4.3.10
1 4.3.7

nearly Lindelof

PROPOSICAO 4.3.3 : Se um espaco topoldgico X ¢é Hurewicz, entao X é nearly Hurewicz.

DEMONSTRAGAO : Considere {U,},en sequéncia de coberturas abertas de X, onde cada
U,, = {Unj}je,. Como X é Hurewicz temos que existe uma sequéncia {V/, },.en tal que:
(1) Vn € N, V! Cooo U, isto &, 31, Ceoo Jpn, onde VI = {Up;}jer, -
(2) Vx € X,3ng € N tal que, ¥n € N se n > ng, entdo existe V € V!, com z € V.

Considere V,, = {int(U,;)}jer,, entdo a sequéncia {V,, },en, € tal que:
(i) Vn € N, I, Ccoo Jny € V,, = {int(U,) }jer,. -
(1) Seja x € X, por (2) Ing € N tal que Vn € N se n > ng, entao existe V € V!, com = € V,
mas de V € V] temos que existe j € I, com x € U,;, com isso x € U,; C U_n] e como U,; é
aberto = € int(U,;) € V,, pois j € I,,.

Portanto X ¢é nearly Hurewicz. [ |

Porém a reciproca dessa proposicao nao ¢ verdadeira, veja o exemplo a seguir

EXEMPLO 4.3.4 : Considere R com a topologia do ponto particular p, jd vimos no exemplo
2.1.7 que neste caso R nao é Hurewicz. Vamos mostrar que R com essa topologia é nearly
Hurewicz, seja {U, nen sequéncia de coberturas abertas de R, onde ¥n € N U,, = {U,;};es,.
tomaremos a sequéncia {V, }nen tal que Yn € NV, = {int(Uu, )} onde k, € J, é tal que
1 € Upng, (tal k, existe pois cada U, é cobertura de R ), como 1 € Uy, temos que Uy, # )

e Upn, € aberto entao p € Uyy,, entao Uy, = R, pois dado y € R qualquer vizinhanga
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z

de y é nao vazio, logo contém p e portanto intersecta Uy, , como R é aberto temos que

int(Unk, ) = R, logo a sequéncia {V,}nen € tal que:
(i) Vn € N tomando I, = {k,} temos I,, Cooo J, € V,, = {int(Un;)}jer,-
(17) Seja x € R, tomando ng =1 temos que ¥n > ng, como int(Uyy,) = R existe k, € I,

com x € int(Upg,, ).

PROPOSICAO 4.3.5 : Seja X espago topoldgico semi-regular (ver 1.1.15), X é Hurewicz se,

e somente se, é nearly Hurewicz.

DEMONSTRAGAO :=) Ver 4.3.3.

<) Seja X um espago topolégico semi-regular nearly Hurewicz, vamos mostrar que X
¢ Hurewicz. Considere {U,},eny uma sequéncia de coberturas abertas de X, onde cada
U, = {Un;}jeu,, entdo dado = € X temos que Vn € N existe j, € J, tal que x € U,,,.
Como X ¢é semi-regular, temos que existe V,,, regularmente aberto tal que z € V,,, C U,;,
(%), Considere a sequéncia {W, },cn, onde cada W,, = {V,,.;x € X}, entdo cada W,, é uma
cobertura de X por conjuntos regularmente abertos. Como X é nearly Hurewicz por 4.3.2
existe uma sequéncia {H, },en tal que:
(1) Vn € N, existe I,, conjunto finito tal que H,, = {V,.z, }ic1,,-
(2) Vx € X,3ng € N tal que Vn € N se n > ng, entdo existe i € [, com = € V.

Considere Vn € N V,, = {U,;, }ic1, entdo a sequéncia {V,, },cn € tal que:
(i) Vn e N V,, Ceoo Uy,
(i1) Vo € X, por (2) existe ng € N tal que ¥n € N se n > ny, entdo existe ¢ € [, com
x € Vpg,, mas por (A) temos que V,,,, C Unj%_, entao x € Unjaci e como 7 € [, temos que
Unj,, € V.

Portanto X é Hurewicz. ]

PROPOSIGAO 4.3.6 : Se um espaco topoldgico X ¢é nearly compacto, entao X ¢é nearly

Hurewicz.



44 CarituLo IV GENERALIZAGOES DAS PROPRIEDADES HUREWICZ E w™

DEMONSTRAGAO : Seja {U, } ey uma sequéncia de coberturas abertas de X, onde cada
U,, = {Un;}jey,. Como X & nearly compacto temos que, para cada n € N existe [, Ccoo J,
tal que V,, = {int(U,;)},cr, é uma cobertura de X, entdo a sequéncia {V,,},cn € tal que:
(i) Vn €N, I,, Ceo Jn € V,, = {int(Upj) }ier,.-

(17) Seja x € X, escolhendo ny = 1 temos que ¥n > ng, V,, é uma cobertura de X, entdo
existe j € I, com x € int(U,;). ]
PROPOSICAO 4.3.7 : Se X ¢é um espaco topoldgico nearly Hurewicz, entao X ¢é nearly
Lindeldf.

DEMONSTRACAO : Seja U = {Unj}jejn uma cobertura de X por conjuntos regularmente
abertos. Considere entdao Vn € N U, = U, daf a sequéncia {U,},eny € uma sequéncia de
coberturas de X, por conjuntos regularmente abertos, como X ¢é nearly Hurewicz por 4.3.2,
existe uma sequéncia {V, } ey tal que:

(i) Yn € N, 31, Cewo Jy, tal que V,, = {Up; }jer,, isto &, V,, Cooo U, = U.

(1) Yo € X,3ng € N tal que Vn € N se n > ny, entdo existe j € I,, com = € U,;.

Considere V = {U,;;j € I,,n € N}, entdo V C U, V é enumerdvel pois Vn € N I, é
finito, e ainda V é uma cobertura de X, pois dado x € X por (2) dng € N tal que, Vn € N
se n > ng, entao existe j € I, com x € U,;, mas entao existe j € I,,, com = € U,;, como
ng € Neje€ I, temos que U,; € V.

Logo X é nearly Lindelof. |

PROPOSICAO 4.3.8 : Se um espaco topoldgico X é nearly Hurewicz, entao X ¢é almost

Hurewicz.

DEMONSTRAGAO : Seja {U, }, ey uma sequéncia de coberturas abertas de X, onde cada
U,, = {Unj}je,. Como X é nearly Hurewicz existe uma sequéncia {V/, },,en tal que:

(1) ¥n € N, 3I,, Ceoo Jy tal que V!, = {int(Up; }jer,-

(2) Vo € X,3ng € N tal que, ¥n € N se n > ng, entdo existe j € I, com x € int(U,;).

Considere V,, = {U,;}jcr,, entdo a sequéncia {V,, },cn € tal que:
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(i) VneN, I, Ceo Jn eV, = {U_nj}je]n.
(17) Seja x € X, por (2) Ing € N tal que, Vn € N se n > ng, entdo existe j € I, com
x € int(U,;), com isso temos que = € int(U,;) C U,;, e como j € I,, temos que U,; € V,,.

Logo X é almost Hurewicz. [ |
Porém a reciproca dessa proposicao nao ¢ verdadeira, veja o exemplo a seguir

EXEMPLO 4.3.9 : Seja ) o menor ordinal nao enumerdvel e A = [0,9Q). O conjunto A tem a
propriedade que para cada a € A o subconjunto [0, a) é enumerdvel. Seja X = {ai;, b;j, c;,a,b}
ondei € A ej € N, considere uma topologia em X que tem como base 0s sequintes conjuntos:
{ai;}, {bij}, Be = {ci, aij, bij }jon, B = {aaaij};‘%g] e By = {b, bz’j}%g-

Temos que X ndo é nearly Lindeldf, pois considerando U = ( |J B)U B} U By, temos
que U é uma cobertura de X por conjuntos reqularmente abertos qZLEAn&o possui subcobertura
enumerduvel, entao por 4.3.7 temos que X nao é nearly Hurewicz.

Vamos mostrar que X ¢é almost Hurewicz, seja {U,},en uma sequéncia de coberturas
abertas de X, onde cada U,, = {Uy;}jer,-

Sendo cada U,, uma cobertura aberta de X temos:

vn € N,3U,,,. € U, tal que a € U,

vn € N,3U,,, €U, tal que b € Uy},

ComissoVn e N X = mumu {dnk } ken-

VYm e NVn > m, Vi, k=1,...,n,3U0,

Jlkn

jan

€ U, tal que di € Uy, (*).

Para cada n € N considre Vy, = {Unj,., Unjy,.» Unjiy., Yik=1....n €ntdo a sequéncia {V,}nen

é tal que:
1. V¥n € N, considere I, = {jan, jon, Jika Yh=1,..n €030 In Coo Ju € Vi = {Ups}jer,.-
2. Seja x € X, temos:

(a) Caso 1: Yn € N, z € (Uy,,

U Unj,m), entao x € Uy, €V, oux € Uy, €V,.

(b) caso 2: eziste ly € N tal que x € (Uyj,y, U Ugjy,)¢ = {dioh bren, entdo x = dig,

para algum ko € N. Seja ng = max{ly, ko}. Temos por (x) que
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Vn = no, Vi, k=1,...,n,3U,;, tal que dy, € Uy, ,

cVy,

Nlgkoy,

Como ly, kg < ng <n existe UnlekOn tal que v = dj, € U, eV,.

n]loko

PROPOSICAO 4.3.10 : Um espago topoldgico X extremally desconexo (ver 1.1.16) é nearly

Hurewicz se, e somente se, é almost Hurewicz.

DEMONSTRAGAO :=) Ver 4.3.8.

<) Seja X um espago topolégico extremally desconexo e almost Hurewicz, vamos mostrar
que X é nearly Hurewicz.

Considere {U, },en sequéncia de coberturas abertas de X, onde cada U,, = {U,;}jec,-
Como X ¢é almost Hurewicz existe uma sequéncia {V,,},en tal que:
(1) Yn € N, I, Co J,, tal que V,, = {U_nj}jejn. Como U,,; é aberto e X ¢é extremally de-
sconexo temos que U,; ¢ aberto, entao int(U,;) = U,; , podemos escrever V,, = {int(U,;)}jer. -
(i4) Vo € X,3ng € N tal que, Vn € N se n > ng, entdo existe j € I,, com z € int(U,;).

Portanto X é um espaco nearly Hurewicz. [ |

PROPOSICAO 4.3.11 : Sejam X e Y espagos topoldgicos com X mnearly Hurewicz. Seja
f X — Y uma fungdo sobrejetora, almost continua (ver 1.1.10) e almost aberta (ver

1.1.14) entao Y é nearly Hurewicz.

DEMONSTRACAO : Considere {U, },en sequéncia de coberturas abertas de Y, onde Vn € N
n = {Unj}jeJn-

Considere a sequéncia {K, },en, onde cada K,, = {int(U,;)};c,,, temos entdo que K, é
uma cobertura de Y, pois dado y € Y como U,, é uma cobertura de Y existe j € J,, tal que
y € Uy, masdaiy € Uy; C Un] e como U,,; é aberto, temos que y € mt(U ), e temos ainda
que cada K,, é formado por abertos regulares, pois Unj é fechado e daf pela proposicao 1.1.6
temos que int(U,;) é aberto regular.

Considere agora a sequéncia {W, },en onde cada W,, = {f~1(int(U,;))};es,, como f é
almost continua e cada int(U,;) ¢ aberto regular temos que f~!(int(U,;)) é aberto, e ainda

cada W,, é uma cobertura de X, pois dado x € X temos que f(z) € Y, daf existe j € J,
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tal que f(z) € int(U,;), com isso temos z € f~1(f(x)) C f~(int(U,;)). Entdao {W,},en

¢ uma sequéncia de coberturas abertas de X, como X ¢é nearly Hurewicz temos que existe

uma sequéncia {H, },en tal que:

(1) Yn € N, 3L, Cno Jo tal que H, = {int(f~1(int(Tn;))}ser,.-

(2) Vo € X, 3ng € Ntal que, Vn € Nsen > ng, entdo existe j € [,, comx € mt(Wt(U_m))
Considere entao a sequéncia {V, },en, onde cada V,, = {int(U,;)}jer,, temos que:

(i) Vn € N, I, Ceoo Jn € V,, = {int(Uy;) }jer, -

(77) Seja y € Y, como f é sobrejetora existe x € X tal que f(x) = y, mas de x € X temos por

(2) que existe ng € N tal que, ¥n € N se n > ng, existe j € I,, com = € mt(Wt(U_m))

Mas temos que f~1(int(U,;)) C f~1(U,;), e por 1.1.7 U,; é regularmente fechado, daf por

f ser almost continua f~1(U,;) é fechado, entdo f~1(int(U,;)) C f~*(U,;) = f~1(U,;), com
isso temos que znt(Wt(U)) Cint(f~1(Uy)) C f1(U,;), mas de z € mt(Wt(U_nj))
ey = f(x) temos entdo que y € f(mt(m)) c f(f~YU,;)) c U,j, mas como
W é fechado por 1.1.6 temos que mt(m ¢ regularmente aberto e por
f ser almost aberta temos que f (mt(Wt(Uw)))) é aberto logo y € int(U,;).

Portanto Y é nearly Hurewicz. ]

PROPOSICAO 4.3.12 : Sejam X eY espagos topoldgicos com X Hurewicz e seja f : X —Y

uma fungao sobrejetora almost continua (ver 1.1.10). Entdao Y é nearly Hurewicz.

DEMONSTRAGAO : Considere {U,},en uma sequéncia de coberturas abertas de Y, onde
cada U, = {U,;}jcs,. Entdo a sequéncia {K, },ey onde cada K,, = {int(U,;)},cs,, ¢ uma
sequéncia de coberturas de Y, pois dado y € Y como U, é uma cobertura de Y temos que
existe j € J, tal que y € U,; C Um, mas de Up; ser aberto temos que y € int(Up; ;), ainda
temos que cada K,, é formado por conjuntos regularmente abertos pois como Unj é fechado
por 1.1.6 temos int(U,;) regularmente aberto.

Considere a sequéncia {W,},en onde cada W,, = {f~1(int(U,;))}jc.,, temos que cada
W,, ¢ uma cobertura aberta de X, pois j& vimos que cada int(U,;) é regularmente aberto e

como f & almost continua f~1(int(U,,)) é aberto, e dado x € X temos que f(r) € Y entdo
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existe j € J, tal que f(x) € int(U,;) daf x € f~1(int(U,;)). Mas X ¢é Hurewicz entao existe
uma sequéncia {H, },en tal que:
(1) Vn € N, H,, Ceoo W,,, isto &, 31, Coo J,, tal que H,, = {f~1(int(U,;))}jer,-
(2) Vo € X,3ng € N tal que, Vn € N se n > ng entao, existe V € H,, com = € V.

Considere entdo a sequéncia {V,, },en onde cada V,, = {int(U,;)}jc1,, temos entdo que a
sequéncia {V, },en € tal que:
(i) Vn €N, I,, Ceo Jn e V,, = {int(Upj) }jer, -
(17) Seja y € Y, como f é sobrejetora existe z € X tal que f(z) = y, mas de x € X por (2)
dng € N tal que, Vn € N se n > ng entao, existe V € V,, com z € V, mas de V € V,, temos
que existe j € I, tal que v € f~1(int(U,;)), dai y = f(z) € f(f~H(int(U,;))) C int(U,;).

Portanto Y é nearly Hurewicz. ]

PROPOSICAO 4.3.13 : Sejam X e Y espagos topoldgicos onde X ¢é nearly Hurewicz e Y
¢ extremally desconero (ver 1.1.16). Se f : X — Y ¢é uma fungio sobrejetora e almost

continua (1.1.10), entdo Y é nearly Hurewicz.

DEMONSTRAGAO : Como X é nearly Hurewicz por 4.3.8 temos que X é almost Hurewicz,
daf por f ser almost continua e sobrejetora temos por 4.1.5 temos que Y é almost Hurewicz,

mas como Y ¢é extremally desconexo por4.3.10 temos que Y é nearly Hurewicz. |

PROPOSICAO 4.3.14 : Sejam X e Y espagos topoldgicos onde X ¢é nearly Hurewicz e Y é
extremally desconexo (ver 1.1.16). Se f : X — Y ¢é uma funcio sobrejetora e fracamente

continua ( ver 1.1.12),entao Y é nearly Hurewicz.

DeEMONSTRAGAO : Como f é fracamente continua e Y ¢é extremally desconexo entao f
é almost continua. De fato, seja A um conjunto regularmente aberto em Y, temos que
A = int(A), mas como Y é extremally desconexo e A ¢ aberto temos que A é aberto, entdo
A = A. Como f é fracamente contfnua temos que f~(A) C int(f~1(A)) = int(f1(A)),
logo f~1(A) = int(f~1(A)), entao f~1(A) é aberto, portanto f é almost continua. Entdao YV

¢é nearly Hurewicz pela proposi¢ao anterior. [ ]
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PROPOSICAO 4.3.15 : Seja {( Xk, Tk) tren uma familia de espagos topoldgicos disjuntos. Se
Vk € N X}, é nearly Hurewicz, entdo o espago soma X = > Xy (ver 1.1.3 ) é um espago

kEN
nearly Hurewicz.

DEMONSTRAGAO : Seja {U, },eny uma sequéncia de coberturas abertas de X, onde cada
Un = {Us;}jes-

Considere k € N fixo, e a sequéncia {UF}, o, onde cada UX = {U,; N X}.},c 7, . Entao U%
¢ uma cobertura aberta de X}, pois U,; N X}, € T}, por definicao e dado x € X}, temos que
r € |J Xi, logo existe j € J, tal que z € U,;, entao = € U,; N X). Mas como X}, é nearly

keN
Hurewicz existe uma sequéncia {V*}, oy tal que:

(1) Vn € N,3J% Ceoo Jn, tal que VE = {int(U,; N X)) }je -

(2) Vo € Xy, 3ng € N tal que, Vn € Nse n > ng entdo, existe j € J¥ com z € int(U,; N Xy)).
Defina V,, = {int(U,;);j € J¥ e k =1,...,n} entdo a sequéncia {V,,}.en é tal que:

(iYVneN,se I, ={j € JFk=1,..n}, temos que I,, Ceoo J, € V,, = {int(Uy;) }jer,-

(17) Seja x € X, existe kg € N, tal que x € Xy, dai por (2) Ing € N, que pode ser escohido

maior que ko, tal que, Vn € N se n > ng entdo, existe j € J* com z € int(Un; N Xj,)), mas

daf @ € int(Uy; N Xy,) C Up; N Xy C Upj N Xy, C Uy, mas como int(U,; N Xp,) é aberto

temos que x € int(U,;), e ainda como ng > ko, j € I, entdo int(U,;) € V,,.

Logo o espago X ¢ nearly Hurewicz. [ |

4.4 Propriedade nearly-w*

DEFINICAO 4.4.1 [2] (w*-coberturas):

Uma w*-cobertura em X é uma familia de abertos U tal que para cada subconjunto finito

F de X, existe V€U com FF CV.

DEFINICAO 4.4.2 (propriedade nearly -w*) :
Um espago topoldgico X tem a propriedade nearly-w* se, e somente se, para cada Se-

quéncia {U, }nen de w*-coberturas de X, onde cada, U,, = {Uy;}jey,, existe uma sequéncia
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{Vn}nEN tal que:
(i) Vn € N, 31, Ceoo Jn tal que V,, = {int(Uy;)}jer,-
(i1) VF Coo X,3ng € N tal que, Vn € N se n > ng entdo, existe j € I,, com F C int(Uy;).

PROPOSICAO 4.4.3 : Um espago topoldgico X tem a propriedade nearly-w* se, e somente
se, para cada sequéncia {U,}nen, onde cada, U, = {U,;};es, é uma familia de conjuntos
reqularmente abertos tais que, VF C.o X,3V € U, com F C V, eriste uma sequéncia
{V., }nen tal que:

(i) Vn € N,31,, Ceno Jp, tal que V,, = {Upj }jer, -

(i1) VF Ceoo X,3ng € N tal que, Vi € N se n > ng entdo existe j € I, com F C Uy;.

DEMONSTRAGAO : =) Suponha que X é um espago topolégico com a propriedade nearly-
w*. Seja {U,, },en uma sequéncia onde cada, U, = {Up,;};es, ¢ uma familia de conjuntos
regularmente abertos tal que, VF C.,, X,3V € U, com F C V.

Como todo regularmente aberto é aberto, temos que {U, },en € uma sequéncia de w*-
coberturas de X, como X tem a propriedade nearly-w* existe uma sequéncia {V, },en, tal
que:

(i) Vn € N,3I, Ceoo Jy tal que V,, = {int(U,;)}jer,, mas como U,; ¢ um regularmente
aberto U,,; = int(U,;), daf V,, = {Up; }jer,-

(17) VF Coo X,3Ing € N tal que, Vn € N se n > ng entao existe V € V,,com F C V, isto é,
3j € I, com F C int(U,;) = Uy;.

<) Vamos mostrar que X tem a propriedade nearly-w*. Seja {U, },en uma sequéncia de
w*-coberturas de X, onde cada U, = {U,,};e,,, temos entdo que cada U,, é uma familia de
conjuntos abertos tal que VI Coo X,dj € J,, com F C Uy; (1), Vamos mostra que X é
nearly Hurewicz.

Por 1.1.6 Vn € N e Vj € J, temos que mt(U_m) ¢ um conjunto regularmente aberto, pois
U,; ¢ fechado. Considere entdo a sequéncia {U!, },.cy, onde cada U, = {int(U,;)};c,,, entdo
U, ¢ um familia de conjuntos regularmente abertos e VF' C_, X, por (1) temos que 3j € J,
com F C U,; C U,j, mas como U,; é aberto temos F' C int(U,;) € U,. Entdo por hipétese

existe uma sequéncia {V, } ey tal que:
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(i) Vn € N,3I,, Ceoo J,, tal que V,, = {int(U,;)}jer, -
(i1) VF Cooo X,3ng € N tal que, Vn € N se n > ng entdo, existe j € I,, com F C int(U,;).

Portanto X tem a propriedade nearly-w*. [ ]

PROPOSICAO 4.4.4 : Sejam X eY espacos topoldgicos onde X tem a propriedade nearly-
w* e seja f: X — Y uma fungdo sobrejetora, almost continua (ver 1.1.10) e almost aberta

(ver 1.1.14), entao Y tem a propriedade nearly-w*.

DEMONSTRAGAO : Considere {U, },eny uma sequéncia de w*-coberturas de X, onde cada
Un = {Unj}ies-

Considere Vn € N H,, = {int(U,;)};es,, temos que H, é uma familia de regularmente
abertos em X, pois como U_nj é fechado por 1.1.6 mt(U_nj) ¢é regularmente aberto, e VF C_,
X como U,, ¢ uma w*-cobertura de X, existe V € U,, com F' C V, entao existe j € I, com
F cU,j,masdaf ' C U,; C U_n] e como U,,; é aberto temos que F' C mt(U_nJ)

Considere a sequéncia {W,, },ey onde cada W,, = {f~H(int(Uy;))}jes,, como int(U,;) é
regularmente aberto e f ¢ almost continua temos que f~(int(U,;)) é aberto em X, e ainda
dado G C.n X, considere G = {x1, s, ..., 2%}, dai F' = {f(xy1), f(z2), ... f(2k)} Ceoo Y,
entdo existe j € J, tal que F' C int(U,;), logo G C f~1(F) C f~1(int(U,;)). Como X tem
a propriedade nearly-w* existe uma sequéncia {K, },en tal que:
(1) Yn € N, 31, Coo J,, tal que K, = {int(W)}Jeln
(2) VG Cooo X, dng € N tal que, Vn € N se n > ng, temos que existe j € I, com
G Cint(f~1(int(U,))).

Considere V,, = {int(U,;)}jer,, daf a sequéncia {V,, },en é tal que:
(i) Vn € N, I, Ceoo Jn € V,, = {int(Up;) }jer,-
(1) Seja F' C .o Y, digamos que F' = {y1,ya, ..., Yp }, como f & sobrejetora Iz, xa,...,x, € X
tais que Vi = 1,...,p, f(z;) = y;, considere G = {z1, %2, ...,7,} entdo G C. X, logo por
(2) Ing € N tal que, ¥n € N se n > ng entdo, existe j € [, com G C mt(Wt(U_w))),
dai F = f(G) C f(mt(m)) Como sabemos que int(U,;) C U,;, temos que

fH(int(U,;)) C f~Y(U,;) mas U,; é aberto entdo por 1.1.7 U,; é regularmente fechado, daf
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por f ser almost continua f~1(U,;) é fechado, dai f~1(int(U,;)) C f~Y(U,;) = f~Uy;),
portanto mt(Wt(U_ﬂj))) C int(f~Y(U,;) € f~*(U,;). Agora como ja tinhamos conclu-
ido que F C f(mt(Wt(U_m)))) temos que F C f(f~*(U,;)) C U,j, mas como temos
Wt(U_nj)) fechado por 1.1.6 mt(Wt(U_m))) é regularmente aberto, como f é almost
aberta, f(mt(Wt(U_m)))) & aberto, entdo F C int(U,;).

Portanto Y tem a propriedade nearly-w*. [ ]

PROPOSIGAO 4.4.5 : Se X" ¢é nearly Hurewicz para cadan € N, entao X tem a propriedade

nearly-w*.

DEMONSTRAGAO : Considere {U,},en uma sequéncia de w*-cobeturas de X, onde cada
Un = {Un;}ies-

Considere X = |J X" e defina H,, = {U};;k € Ne j € J,}, entao H, é uma cobertura
aberta de X, pois geezN:c € X, temos que para algun m € N x = (z1,29,...,x,,), considere
entdo F' = {x1,29,...,x,}, entdo F C.o X, dai como U, é uma w*-cobertura de X temos
que existe V € U, com F' C V, mas de V € U, existe j € J,, tal que V = U,;, com isso
r € "™ C Uy € Hy.

Como cada X™ é nearly Hurewicz, por 4.3.15 temos que X é nearly Hurewicz, entao existe
uma sequéncia {W, },cn tal que:
(1) Para cada n € N, temos que existem [, Cooo J € K, Ccoo N, de forma que
W, = {int(UL,);j € I, e k € K, }.
(2) Vx € Y,3dng € N tal que, Vn € N se n > ng entdo, existem j € I, e k € K,, com
x € int(U};).

Considere V,, = {int(U,;)}jer,, entdo a sequéncia {V,, },ey ¢ tal que:
(i) Vn € N, I, Ceoo Ju e V,, = {int(Un;) }jer, -
(i1) Seja F' Ccoo X, digamos F' = {1, 29,...,x,}, entdo © = (z1, T2, ..., 7,) € tal que z € X,
daf por (2) dng € N tal que, Vn € N se n > ng entdo, existem j € I, e k € K, com
x € mt(U_T’fj) = [int(U,;)]¥, com isso, Vi = 1, ...,p, temos x; € int(U,;), logo F C int(U,;), e

como j € I, int(U,;) € V,,. Portanto X tem a propriedade nearly-w*. n
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Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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