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Esta tese é dedicada à mem´oria do meu pai.



Agradecimentos
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Resumo

AdS/QCD : Uma abordagem para as interações fortes

via Teoria de Cordas

Nesta tese é feito um estudo de alguns problemas da fı́sica hadrˆonica usando modelos

AdS/QCD. Os modelos AdS/QCD são modelos hologr´aficos inspirados na Correspondˆencia

AdS/CFT que capturam diversas propriedades da Cromodinâmica Quˆantica (QCD) tais como

gap de massa, confinamento e quebra de simetria quiral.

Na sua forma original, a correspondˆencia AdS/CFT relaciona uma Teoria Yang-MillsSU(Nc)

definida emlR1,3 comNc grande e SupersimetriaN = 4 a uma Teoria de Supercordas ou Su-

pergravidade definida emAdS5×S5. AdS significa espaço-tempo Anti-de-Sitter enquanto CFT

significa Teoria de Campos Conforme. Os modelos AdS/QCD quebram a invariˆancia conforme

da Teoria Super Yang-Mills atrav´es de modificações do espaçoAdS5×S5. Essas modificações

introduzem uma escala infra-vermelha de massa que possibilita o estudo de v´arios problemas

interessantes da fı́sica hadrˆonica.

Os problemas abordados nesta tese são o espalhamento profundamente inel´astico e a transição

confinamento/desconfinamento. Usamos na nossa abordagem o modelo de parede rı́gida (hard

wall model), o modelo de parede macia (soft wall model) e o modelo D3/D7. Os resultados mais

importantes são o cálculo de funções de estrutura no espalhamento profundamente inel´astico e

o cálculo de quantidades termodinâmicas na transição confinamento desconfinamento.

Palavras-chave: Correspondˆencia AdS/CFT, Teoria de Campos, Teoria de Cordas, Cromodinâmica

Quântica, F´ısica Hadrônica, Gravitação



Abstract

ADS/QCD: A string theory approach to strong interactions

In this thesis we study some problems of hadronic physics using AdS/QCD models. The

AdS/QCD models are holographic models inspired on the AdS/CFT Correspondence that cap-

ture several properties of Quantum Chromodynamics like mass gap, confinement and chiral

symmetry breaking.

In its original form, the AdS/CFT Correspondence relates a Yang-Mills TheorySU(Nc)

in lR1,3 with largeNc and supersymmetryN = 4 to a Superstring Theory or Supergravity in

AdS5 × S5. AdS means Anti-de-Sitter space-time while CFT means Conformal Field Theory.

The AdS/QCD models break the Super Yang-Mills conformal invariance through modifications

of theAdS5 × S5 space. These modifications introduce an infrared mass scale that makes it

possible to study many interesting problems of hadronic physics.

The problems considered in this thesis are : Deep Inelastic Scattering (DIS) and the Con-

finement/Deconfinement Transition. We use in our approach the hard wall model, the soft wall

model and the D3/D7 model. The most important results are the calculus of the DIS structure

functions and the thermodynamical quantities in the Confinement/Deconfinement Transition.

Key-words: AdS/CFT Correspondence, Field Theory, String Theory, Quantum Chromodynam-

ics, Hadronic Physics, Gravitation.



Índice

1 Introdução 1

2 Modelos AdS/QCD 6
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Capı́tulo 1

Introduç ão

O entendimento das interações fortes é um dos grandes desafios das últimas d´ecadas. A de-

scoberta da Cromodinâmica Quˆantica (QCD) [1, 2] na década de 1970 como sendo a Teoria

capaz de descrever as interações fortes significou um importante avanço, já que na sua versão

perturbativa ela reproduz com muita precis˜ao a fı́sica hadrˆonica em termos de part´ıculas ele-

mentares (quarks e glúons). Porém, no regime n˜ao perturbativo a QCD é de dif´ıcil trato sendo

em muitos casos substituida por modelos efetivos, fenomenológicos ou simulações computa-

cionais (QCD na rede).

A descoberta da Correspondˆencia AdS/CFT em 1997 [3] constituiu uma revolução na Fı́sica

Teórica porque estabeleceu uma conex˜ao entre as interações fortes e as interações gravita-

cionais. Essa conex˜ao acontece num cen´ario de Teoria de Cordas com Supersimetria. As

Teorias de Supercordas [4, 5, 6, 7] são teorias de unificação onde os constituintes fundamen-

tais são objetos unidimensionais (cordas) que “moram” num espaço-tempo de 10 dimensões

com Supersimetria. O espectro da Teoria inclui part´ıculas de spin inteiro (bosˆonicas) e semi-

inteiro (fermiônicas). A famı́lia de part´ıculas bosˆonicas inclui por exemplo o fóton (spin 1)

correspondente à interação eletromagnética e o gráviton (spin 2) que é o mediador da interação

gravitacional.

A inclusão deNc D3-branas [8] coincidentes numa Teoria de Supercordas permite acres-

centar ao espectro campos de calibre não abelianos (glúons) com simetriaSU(Nc) restritos a

1
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um espaço-tempo de 4 dimensões. Esses campos surgem como estados n˜ao massivos de cor-

das abertas com as pontas presas em hipersuperf´ıcies de 4 dimensões (D3-branas). No limite

de baixas energias esses campos de calibre podem ser descritos por uma Teoria Yang-Mills

SU(Nc) com SupersimetriaN = 4. As Teorias Yang-MillsSU(Nc) , descobertas em 1954 [9],

são Teorias de Calibre fundamentais na fı́sica de part´ıculas, em especial na f´ısica de interações

fortes porque no casoNc = 3 (e sem Supersimetria) descrevem a parte gluônica da QCD.

Por outro lado, uma configuração deNc D3-branas coincidentes geram na Teoria de Su-

percordas um espaço-tempo com geometriaAdS5 × S5. AdS5 significa espaço-tempo Anti-

de-Sitter de 5 dimensões que é um espaço de curvatura negativa e constante que envolve as 4

coordenadas do espaco-tempo das D3-branas mais uma quinta coordenada espacial.S5 significa

esfera de 5 dimensões que corresponde às dimensões extras compactificadas.

A Correspondˆencia AdS/CFT conjectura a existência de uma dualidade entre uma Teoria

Super Yang-MillsN = 4 definida em 4 dimensões a uma Teoria de Supercordas definida no

espaçoAdS5 × S5. A constante de acoplamento da Teoria de Supercordasgs é identificada

com a constante de acoplamento da Teoria Super Yang-MillsgY M via a relaçãogs = g2
Y M . Na

versão forte da Correspondˆencia AdS/CFT a dualidade entre a Teoria Super Yang-MillsN = 4

e a Teoria de Supercordas é v´alida para quaisquer valores degY M eNc. Noentanto, na maioria

dos casos é conveniente considerar as seguintes condições :

i) O numero de coresNc da Teoria Super Yang-Mills deve ser muito grande e a constante

gY M muito pequena mantendo o produtog2
Y MNc fixo.

ii) A constante de acoplamento efetivaλ = g2
Y MNc (constante de ’t Hooft) deve ser grande.

A condição (i) garante que a Teoria de Supercordas seja perturbativa enquanto a condição

(ii) garante que o raio de espaço Anti-de-SitterR = (4πλ)1/4
√
α′ seja grande em comparação

ao tamanho caracter´ıstico de uma corda fechada`s ∼
√
α′ de forma que a Teoria de Supercordas

possa ser em muitos casos descrita pela Teoria de Supergravidade.

Devido ao fato de que na Correspondˆencia AdS/CFT a Teoria de Calibre é definida na fron-

teira do espaço Anti-de-Sitter, a Correspondˆencia AdS/CFT é interpretada como uma realização

do princı́pio holográfico [10]. O exemplo mais importante é aquele em que a fronteira é o
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espaço tempolR1,3, no qual escolhe-se trabalhar com as coordenadas de Poincar´e que definem

um retalho do espaço Anti-de-Sitter com fronteiralR1,3. Trabalhos de revis˜ao sobre a Corre-

spondência AdS/CFT podem ser encontrados em [11, 12].

A Teoria Super Yang-MillsSU(Nc) comNc grande e SupersimetriaN = 4 definida em

lR1,3 possui os grupos de simetriaSO(4, 2) (simetria conforme) eSU(4) ≈ SO(6) (simetria

R). Além dos glúons essa Teoria possui 4 gauginos e 6 part´ıculas escalares reais. Os campos que

descrevem essas part´ıculas são definidos na representação adjunta do grupoSU(Nc)
1. Como

consequˆencia da simetria conforme, a Teoria Super Yang-MillsN = 4 possui uma constante de

acoplamento independente da escala de energia. Essa situação é bem diferente do que acontece

na QCD onde a constante de acoplamento muda com a energia (running coupling). A altas

energias a constante de acoplamentogQCD é pequena (liberdade assintótica) e a Teoria possui

aproximadamente simetria conforme e simetria quiral. Conforme a energia diminui a constante

de acoplamento aumenta, as massas de quarks e h´adrons quebram a simetria conforme e a

simetria quiral e surge o complexo mecanismo de confinamento entre quarks e glúons.

As quebras das simetrias conforme e quiral e o surgimento do confinamento são fenˆomenos

de difı́cil entendimento na QCD devido a que no regime de baixas energias a constante de

acoplamento grande não permite um tratamento perturbativo. O fato de que a Correspondˆencia

AdS/CFT permitiu estabelecer uma conexão entre Teorias de Calibre não perturbativas e Teo-

rias de Cordas ou Supergravidade perturbativas motivou o surgimento dos denominados mode-

los AdS/QCD que têm como objetivo descever holograficamente o regime n˜ao perturbativo da

QCD usando a Teoria de Supercordas ou Supergravidade. Para esse fim é necessario imple-

mentar quebras da supersimetria, da simetria conforme e da simetria quiral presentes na Teoria

Super Yang-MillsN = 4. Essas quebras podem ser implementadas atrav´es de modificações da

geometria originalAdS5 × S5 que permitem introduzir de maneira simples elementos da QCD

necess´arios para o estudo da f´ısica hadrˆonica.

Os modelos AdS/QCD podem ser classificados em dois tipos :

i) Modelosbottom-up: são aqueles em que as modificações do espaço Anti-de-Sitter não

1A densidade lagrangeana da Teoria Super Yang-MillsN = 4 e as simetrias dela são descritas no apˆendice A .
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surgem da Teoria de Cordas, elas são fenomenológicas no sentido que s˜ao construidas para

incluir propriedades da QCD que a Teoria Super Yang-MillsN = 4 não possui. Os exemplos

mais importantes desse tipo são o modelo de parede rı́gida (hard wall model) [13] e o modelo

de parede macia (soft wall model)[14].

ii) Modelos top-down: esses modelos surgem como soluções da Teoria de Cordas e de-

screvem formalmente a quebra de Supersimetria mas em compensação introduzem modificações

na geometria em alguns casos pouco intuitivas devido a que as soluções para os campos e a

métrica não s˜ao anal´ıticas. Os exemplos mais importantes desse tipo são o modelo D3/D7 [15]

e o modelo D4/D8 [16].

Nesta tese abordamos holograficamente dois problemas importantes da fı́sica hadrônica : o

espalhamento profundamento inel´astico e a transição confinamento/desconfinamento. Na nossa

abordagem fazemos uso de três modelos AdS/QCD: o modelo de parede rı́gida, o modelo de

parede macia e o modelo D3/D7.

O cap´ıtulo 2 consiste numa revis˜ao dos modelos AdS/QCD . Primeiramente lembramos a

relação entre a fı́sica de hádrons e o surgimento da Teoria de Cordas e fazemos uma breve

revisão da Correspondˆencia AdS/CFT. Depois discutimos as motivações fenomenológicas e

teóricas do modelo de parede r´ıgida, o modelo de parede macia, o modelo D3/D7 e revisamos

alguns resultados importantes de espectroscopia e espalhamento de h´adrons provenientes desses

modelos hologr´aficos.

No cap´ıtulo 3 abordamos o problema de espalhamento profundamente inel´astico (DIS).

Discutimos os diferentes regimes de energia descobertos no modelo de parede rı́gida [17].

Mostramos nesse cap´ıtulo a nossa abordagem para o DIS usando os modelos de parede ma-

cia [18] e o modelo D3/D7 [19]. Comparamos os resultados obtidos para a função de estrutura

nos diversos modelos. Também discutimos a possibilidade de incluir estados hadrˆonicos com

mais constituintes no modelo de parede r´ıgida e como essa inclus˜ao pode levar a um resultado

bem diferente para as funções de estrutura [20].

O cap´ıtulo 4 trata a transição confinamento/desconfinamento em Teorias de Calibre. Essa

transição foi holograficamente mapeada a uma transição gravitacional conhecida como transição
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Hawking-Page no caso em que a Teoria de Calibre é definida emS3 × S1 [21]. Veremos que

quando a geometria élR3 × S1 essa transição pode ser prevista usando os modelos de parede

rı́gida e parede macia [22] onde é poss´ıvel calcular quantidades termodinâmicas [23].

Finalizamos a tese com algumas conclus˜oes e perspectivas de futuros trabalhos.



Capı́tulo 2

Modelos AdS/QCD

Este cap´ıtulo consiste numa revis˜ao de três modelos AdS/QCD que tiveram muito sucesso na

descrição de v´arios aspectos da fı́sica hadrˆonica: o modelo de parede rı́gida, o modelo de parede

macia e o modelo D3/D7. Começamos este cap´ıtulo com um pouco de história da f´ısica de

hádrons e uma breve revis˜ao do espaço Anti-de-Sitter e a Correspondˆencia AdS/CFT. Depois

revisamos o modelo de parede rı́gida, lembrando a motivação original no espalhamento de

hádrons e mostrando alguns resultados obtidos na espectroscopia de h´adrons, quebra de sime-

tria quiral, fatores de forma e confinamento. Revisamos também as motivações e os resultados

do modelo de parede macia, dando ênfase ao c´alculo de trajet´orias hadrˆonicas. Finalizamos o

capı́tulo revisando as motivações e resultados do modelo D3/D7, que introduz sabor na Corre-

spondência AdS/CFT, e citando outros modelos AdS/QCD.

2.1 Um pouco de hist́oria : Teoria de Cordas vs QCD

A Teoria de Cordas surgiu no final da década de 1960 com o objetivo de descrever as interações

fortes. O enorme n´umero de h´adrons descobertos experimentalmente sugeria que eles poderiam

ser modos de excitação de uma corda. Al´em disso, o espectro de h´adrons podia ser classificado

em trajetórias onde o momento angular e o quadrado da massa satisfazem uma relação aproxi-

madamente linear :J ≈ ᾱ′m2 + ᾱ0. Esse tipo de relação é satisfeito por uma corda relativ´ıstica

6
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girando o que sugere que os h´adrons poderiam ser descritos por cordas.

Outra motivação da Teoria de Cordas foi a simetria (ou dualidade)s↔ t observada aproxi-

madamente nas amplitudes de espalhamento hadrˆonicas (s e t são as denominadas variáveis de

Mandelstam). Essa simetria é satisfeita pela amplitude de espalhamento proposta por Veneziano

[24] :

AVen(s, t) =
Γ(−α(s))Γ(−α(t))

Γ(−α(s)− α(t))
, (2.1)

ondeΓ é a função gamma eα(s) = ᾱ′s + ᾱ0 ,α(t) = ᾱ′t + ᾱ0. Essa amplitude é natural-

mente obtida a partir do espalhamento de cordas [4] e no regime de energias altas e momento

transferido suave (s → ∞, t fixo) possui o comportamentoAVen ∼ sα(t) que descreve cor-

retamente o espalhamento hadrônico observado experimentalmente. Esse comportamento é

conhecido como comportamento de Regge.

Posteriormente verificou-se que a amplitude de Veneziano (2.1) n˜ao descrevia corretamente

os resultados experimentais de espalhamento de h´adrons no limite de ângulos fixos (s → ∞,

s/t fixo). Nesse limite a amplitude de espalhamento observada experimentalmente apresenta

uma dependˆencia forte na energia
√
s que é bem descrita pela lei de potˆencia obtida na QCD

[25, 26]:

AQCD(s, t) ∼ (
√
s)4−τ (2.2)

ondeτ =
∑

i τi é a soma dos mı́nimostwist τi (dimensão menos spin) de operadores de

criação hadrˆonicos que equivale à soma dos n´umeros mı́nimos de constituintesni de cada

hádron (τi = ni). Os constituintes de cada h´adron são chamados de p´artons e são interpre-

tados como sendo os quarks ou glúons na QCD. O resultado (2.2) difere significativamente

da amplitude de Veneziano que no limite de ângulos fixos possui o comportamento suave

AVen ∼ exp(−α′sf(s/t)).

O conflito entre o comportamento rı́gido da amplitude de espalhamento (2.2) e o compor-

tamento suave das amplitudes de espalhamento de cordas foi um dos motivos que levaram a

descartar inicialmente a Teoria de Cordas como poss´ıvel candidata a descrever as interações

fortes em todos os regimes de energia. A QCD perturbativa descreve com muita precis˜ao
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o espalhamento rı́gido de hádrons porque envolve escalas de energia e transferência de mo-

mento altas. Em compensação o comportamento de Regge é melhor descrito pela ampli-

tude de Veneziano (naturalmente obtida na Teoria de Cordas) devido a que nesse regime as

contribuições n˜ao perturbativas da QCD são relevantes.

2.2 O espaço Anti-de-Sitter e a Correspond̂encia AdS/CFT

Como vimos na Introdução, a Correspondˆencia AdS/CFT é baseada na descoberta de que uma

Teoria Super Yang-MillsN = 4 em 4 dimensões é dual a uma Teoria de Supercordas num

espaçoAdS5 × S5 . No caso em que a Teoria Super Yang-Mills é definida emlR1,3 a métrica

do espaço Anti-de-Sitter deve ser definida no sistema de coordenadas de Poincar´e1. A métrica

AdS5 × S5 nessas coordenadas é

ds2 =
r2

R2
ηµνdx

µdxν +
R2

r2
dr2 +R2dΩ2

5 (2.3)

ondeR = (4πλ)1/4
√
α′ é o raio do espaço Anti-de-Sitter,ηµν = diag(−,+,+,+) e dΩ2

5

representa a métrica de uma esfera unit´ariaS5. As coordenadasxµ são interpretadas como as

coordenadas do interior das D3-branas e portanto da Teoria Super Yang-MillsN = 4. A quinta

dimensãor é definida no dominio0 < r <∞. A fronteiralR1,3 corresponde ao limiter →∞

enquanto o horizonte é definido emr → 0. A métrica (2.3) surge como solução da Teoria de

Supercordas IIB no limite de baixas energias na presença deNc D3-branas coincidentes [11, 12].

O espaço Anti-de-Sitter em 5 dimensões presente em (2.3) é um espaço de curvaturaR =

−20/R2 e grupo de isometriasSO(4, 2). Ele possui um fator de escalar2/R2 que relaciona as

coordenadas da Teoria de Calibrexµ às coordenadas inerciais da Teoria de Cordasx̃µ:

x̃µ =
r

R
xµ → pµ = −i ∂

∂xµ
= −i r

R

∂

∂x̃µ
=

r

R
p̃µ . (2.4)

1A rigor, as coordenadas de Poincar´e representam apenas um retalho do espaço Anti-de-Sitter tradicional [27]
(vide Ap. E) .
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A segunda relação em (2.4) nos diz que uma vez fixado o momento no referêncial inercial

da Teoria de Cordas̃pµ, o momento da Teoria de Calibrepµ varia com a quinta dimensão

r. Em particular, escalas de massa ou energia baixas na Teoria de Calibre correspondem ar

pequeno enquanto escalas de massa ou energia altas são dadas porr grande. Essa interpretação

holográfica foi estudada formalmente na ref. [28] atrav´es do estudo de campos noAdS5 × S5

e pode ser escrita na seguinte forma

m4 =
√
−p2 ∼ r

R2
(2.5)

Na Correspondˆencia AdS/CFT a Teoria Super Yang-MillsN = 4 é definida na fronteira do

espaço Anti-de-Sitter onde o grupo de isometriasSO(4, 2) torna-se o grupo de simetria con-

forme [11, 12, 29].

2.2.1 O diciońario holográfico

Na Correspondˆencia AdS/CFT camposϕ da Teoria de Supergravidade2 interagem na fronteira

com operadores conformesO da Teoria Super Yang-MillsN = 4 na forma
∫
d4xϕ0(x)O(x)

ondeϕ0(x) é o valor do campoϕ na fronteira a menos de um fator divergente. A dimensão

conforme∆ do operadorO é determinada pela massa efetiva em 5 dimensõesm5 do campoϕ.

No caso particular de um campo escalar a relação é∆ = 2 +
√

4 +m2
5R

2.

No dicionário holográfico da Correspondˆencia AdS/CFT o funcional gerador das funções

de correlação conexas de operadoresO é identificado com a ação de Supergravidade avaliada

na solução cl´assica para o campoϕ (ação na camada de massa) [10, 30]:

WCFT[ϕ0] ≈ SSG[ϕcl] . (2.6)

A ação na camada de massa é essencialmente um termo de fronteira. Devido a que a métrica

do espaço Anti-de-Sitter diverge na fronteirar → ∞ é necessário em muitos casos definir um

2O campoϕ representa campos de spin0, 1/2, 1, 3/2, 2
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cut-offna geometriarmax fazendo o limitermax →∞ no final dos c´alculos. Segundo a relação

(2.5) ocut-offrmax é interpretado na Teoria de Calibre como um corte ultravioleta.

2.2.2 Soluç̃oes de campos no Anti-de-Sitter

Como um primeiro passo para testar a Correspondˆencia AdS/CFT, foram calculadas as equações

de movimento para campos escalares [10, 30, 31, 32], vetoriais [31, 34] e espinoriais [33, 34]

no espaço Anti-de-Sitter. Essas equações possuem soluções anal´ıticas que envolvem funções de

Bessel e são fundamentais no c´alculo de funções de correlação. Aqui vamos revisar o exemplo

do campo escalar, nos outros casos a an´alise é semelhante diferindo em detalhes técnicos.

A fim de resolver as equações de movimento, é útil definir uma nova coordenada radial

z ≡ R2/r. A métrica do espaço Anti-de-Sitter em 5d ganha a seguinte forma :

ds2 = gmndx
mdxn =

R2

z2

[
ηµνdx

µdxν + dz2
]

(2.7)

onde0 < z < ∞,m = {z, µ} e o fator de escala agora éR2/z2. A equação de movimento de

um campo escalar morando nesse espaço é

1
√
g
∂n(
√
g∂nφ) +m2

5 φ =
z5

R2
∂z(z

−3∂zφ) +
z2

R2
ηµν∂µ∂νφ+m2

5 φ = 0 . (2.8)

Uma part´ıcula livre na Teoria Super Yang-MillsN = 4 pode ser descrita por uma onda

plana o que motiva oansatzφ(x, z) = exp(ip ·x)f(z). Substituindo esseansatzem (2.8), duas

classes de soluções surgem dependendo do sinal dep2 :

i) φ(I)(x, z) = eip·x z2 [a(p)K∆−2(
√
p2 z) + b(p)I∆−2(

√
p2 z)] quando p2 > 0

ii) φ(II)(x, z) = eip·x z2 [c(p)J∆−2(
√
−p2 z) + d(p)Y∆−2(

√
−p2 z)] quando p2 < 0

ondeKν(w), Iν(w) são as funções de Bessel modificadas eJν(w), Yν(w) são funções de Bessel

usuais. Usualmente as soluçõesI∆−2(
√
p2 z) e Y∆−2(

√
−p2 z) são descartadas, a primeira

porque diverge exponencialmente no horizonte e a segunda porque em poucos casos é nor-

malizável [36]. A soluçãoφ(I) = eip·x z2a(p)K∆−2(
√
p2 z) aproxima-se da fronteiraz = 0
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na formaz4−∆φ0 ondeφ0 é a parte n˜ao divergente deφ(I) que acopla com o operadorO na

fronteira. Portanto, a soluçãoφ(I) é relevante no c´alculo de funções de correlação da Teoria de

Calibre dual3. A soluçãoφ(II) = eip·x z2c(p)J∆−2(
√
−p2 z) representa estados hadrônicos da

Teoria Super Yang-Mills criados pelo operadorO de dimensão∆. Essa solução aproxima-se da

fronteira na formaz∆〈O〉 onde〈O〉 é o valor esperado do operadorO na Teoria de Calibre [36].

No caso∆ = 4 o operadorO é identificado comTrF 2 [30], operador comumente associado

a part´ıculas denominadas deglueballs[37]. Na seção seguinte veremos que a solução do tipo

φ(II) pode ser muito importante no c´alculo de espectroscopia e amplitudes de espalhamento

hadrônicas.

2.3 O modelo de parede rı́gida

A Teoria Super Yang-MillsN = 4 definida emlR1,3 possui um espectro cont´ınuo de part´ıculas

devido à simetria conforme. Somente atrav´es da quebra de simetria conforme é poss´ıvel gerar

na Teoria um espectro discreto comgapde massa. Al´em disso, a quebra da simetria conforme

permite definir uma matriz S de interações hadrônicas.

Após a descoberta da Correspondˆencia AdS/CFT, surgiram v´arios modelos de Teoria de

Cordas duais a Teorias Yang-Mills com menor grau de Supersimetria (veja por exemplo [21,

38, 39, 40, 41] ). Na maioria desses modelos a simetria conforme é quebrada a baixas energias

através de deformações da geometria original (o espaçoAdS5 × S5). Esses modelos possuem

propriedades em comum tais como a existência de umgapde massa e o fato de que as Teorias

de Calibre duais são fortemente acopladas em qualquer regime de energias (incluindo aquele

em que a simetria conforme é recuperada). Essa situação é bem diferente da QCD que possui

liberdade assintótica e portanto é fracamente acoplada no regime de altas energias onde a Teoria

possui aproximadamente simetria conforme.

Inspirado nesses modelos, foi proposto em [13] o bem sucedidomodelo de parede rı́gida

que consiste em implementar a quebra da simetria conforme da maneira mais simples possı́vel:

3De fato essas funções de correlação são bons testes da Correspondência AdS/CFT (vide por exemplo [35] )
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através da imposição de umgap de massa. Numa Teoria de Calibre umgap de massaΛ é

um corte infravermelho para as escalas de massa :
√
−p2 ≥ Λ. A relação hologr´afica (2.5)

sugere que um corte infravermelho na escala de massa deveria estar relacionado a umcut-off

geométrico no espaço Anti-de-Sitter:r ≥ rmin. Essa observação é a essência do modelo de

parede rı́gida. A relação entre ocut-offgeométricormin e ogapde massaΛ é aproximadamente

rmin ≈ R2Λ.

O modelo de parede rı́gida consiste em definir no espaçoAdS5 × S5 com métrica

ds2 =
[ r2

R2
ηµνdx

µdxν +
R2

r2
dr2
]

+R2dΩ2
5 (2.9)

um corte geométrico na forma de uma parede rı́gida :r ≥ rmin = R2Λ . Como consequˆencia

desse corte e da relação holográfica (2.4) obtemos a desigualdade

p̃µ =
R

r
pµ =

1

Λ(4πλ)1/4
√
α′

(rmin

r

)
pµ =

√
ᾱ′√
α′

(rmin

r

)
pµ ≤

√
ᾱ′√
α′
pµ , (2.10)

ondeᾱ′ = (4πλ)−1/2Λ−2 é uma escala de energia t´ıpica de uma Teoria de Calibre comNc � 1 .

A última relação em (2.10) pode ser interpretada da seguinte forma:no modelo de parede rı́gida

fixar uma escala de energia na Teoria de Calibre equivale a determinar um intervalo de ener-

gias da Teoria de Cordas. A relação (2.10) foi obtida em [13] no contexto de espalhamento de

hádrons. Nas subseções seguintes revisaremos os resultados do modelo de parede rı́gida para o

espalhamento de h´adrons, espectroscopia de h´adrons, quebra de simetria quiral e confinamento.

2.3.1 Espalhamento de h́adrons

A maneira mais simples de representar hádrons no modelo de parede rı́gida é como estados

de cordas fechadas. Em particular, um estado hadrônico escalar na Teoria de Calibre (glueball

por exemplo) corresponde um estado de spin zero na Teoria de Cordas. Esse estado pode ser
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interpretado como a flutuação do campo de dı́laton no espaçoAdS5 × S5 com solução

Φ(x, r,Ω) ≡ eip·xψ(r,Ω) = φ(II) = eip·x C

r2
J∆−2(m4R

2/r)Y (Ω) (2.11)

ondeΩ representa as coordenadas no espaço transversoS5 em4 =
√
−p2 é a massa do estado

hadrônico escalar em 4d (em geralm4 ∼ Λ). A condição de normalização paraψ(r,Ω) [13]

R4

∫
drd5Ω r|ψ(r,Ω)|2 = 1 , (2.12)

permite obter a constanteC ∼ (m4rmin/R
2)1/2. Como vimos na seção 2.1, o comportamento

rı́gido da amplitude de espalhamento de hádrons no limite de ângulos fixos (s→∞, s/t fixo) é

bem descrita pela QCD. No caso do espalhamento2→ 2 de hádrons escalares, essa amplitude

pode ser escrita como [25, 26]

AQCD(s) ∼ (g2
Y MNc)

1
2
(∆−2)

N2
c

(
Λ√
s

)∆−4

(2.13)

onde∆ =
∑4

i=1 ∆i sendo∆i a dimensão dos operadores de criação hadrˆonicos. As amplitudes

de interação entre cordas definidas num espaço chato n˜ao possuem uma dependˆencia forte na

energia. No entanto, essa dependˆencia pode surgir da métrica do espaço Anti-de-Sitter. Na

ref. [13] a amplitude de interação de hádrons escalares na Teoria de Calibre é mapeada a uma

amplitude de interação de cordas fechadas no espaço Anti-de-Sitter. Uma constante de ’t Hooft

grande garante que o raio do espaço Anti-de-Sitter seja grande em comparação com o tamanho

de uma corda :R�
√
α′. Como consequˆencia, a amplitude de interação de 4 d´ılatons pode ser

calculada a partir da integral no espaçoAdS5 × S5 da amplitude de interação local de cordas

Astring (amplitude de Virasoro-Shapiro). A relação hologr´afica entre a amplitude hadrˆonica em

4d e a amplitude dilatˆonica em 10d é

(2π)4δ4(
4∑

i=1

pi)Agauge(s, t) =

∫
dr d4x d5Ω

√
−g

4∏

i=1

Φi(r,Ω)Astring(s̃, t̃) , (2.14)
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onde

Astring(s̃, t̃) = g2α′
3
K(p̃
√
α′)

∏

x=s,t,u

Γ(−α′x̃/4)
Γ(1 + α′x̃/4)

, (2.15)

sendoK é um fator cinemático da ordem̃p8 [4]. A amplitudeAstring depende de quantidades

inerciaiss̃, t̃ que satisfazem a relação holográfica (2.10). A contribução dominante para a in-

tegral (2.15) é dada pelo raiorscatt ∼ (
√
ᾱ′s)rmin onde a variável̃s é da ordem1/

√
α′. As

contribuições de raios menores querscatt correspondem a energias grandes onde a amplitude de

cordas é muito pequena enquanto as contribuições de raios maiores querscatt são amortecidas

pelo comportamento das soluçõesΦ(x, r,Ω). Escalas de energia
√
s grandes garantem um raio

rscatt grande o suficiente para poder aproximar a função de BesselJν(w) em (2.11) pelo limite

assintóticowν . No raiorscatt a amplitudeAstring é aproximadementeg2α′3. Juntando as peças,

concluı́mos que a contribuição dominante para a integral (2.15) leva ao seguinte resultado para

a amplitude de espalhamento hadrônica :

Agauge(s) ∼
(g2

Y MNc)
1
4
(∆−2)

N2
c

(
Λ√
s

)∆−4

, (2.16)

ondegs = g2
Y M é a constante de acoplamento da Teoria de Cordas. Vemos ent˜ao que o modelo

de parede r´ıgida permite obter um comportamento rı́gido para as amplitudes de espalhamento

hadrônicas no limite de ângulos fixos semelhante ao obtido pela QCD (eq. 2.13) aproximando

dessa forma a Teoria de Cordas da QCD num regime de energias que antigamente só podia

ser explicado pela QCD. Noentanto, é importante observar que as amplitudes (2.13) e (2.16)

diferem na potˆencia deg2
Y MNc. Essa diferença pode ser explicada pelo fato de que no regime de

altas energias a Teoria de Calibre considerada no modelo de parede rı́gida possui acoplamento

forte enquanto a QCD é perturbativa.́E bom observar que a simetria conforme em 4d foi

fundamental na obtenção de (2.16) sendo representada pela geometria do espaço Anti-de-Sitter

em 5d4.
4O resultado (2.16) foi obtido tamb´em em [42] usando um mapeamento entre espaços de Fock de um campo

escalar no Anti-de-Sitter e operadores na fronteira.
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2.3.2 Massas de h́adrons

Ao introduzir uma parede rı́gida no espaço Anti-de-Sitter é necess´ario impor condições de con-

torno nela para os campos escalares, vetorias ou espinoriais. Como consequˆencia, surge um

conjunto discreto de autofunções normalizáveis com autovalores relacionados a massas na Teo-

ria de Calibre. Por exemplo, um campoϕ possui um conjunto de autovalores que é identificado

com o espectro de massa de part´ıculas criadas pelo operador dualO . Nesta subseção vamos

revisar o caso de campos escalares duais a operadores de criação deglueballs[43, 44].

Os glueballspodem ser representados como estados criados pelo operadorO ∼ TrF2 de

dimensão∆ = 4 dual a um campo escalarφ não massivo. No modelo de parede rı́gida, na

coordenadaz = R2/r, a métrica relevante é

ds2 =
R2

z2

[
ηµνdx

µdxν + dz2
]

(2.17)

com a restrição0 < z < zmax
5.

A solução do campo escalar nessas coordenadas é (eq. (2.11) com∆ = 4)

Φ(x, z) = eip·xC
z2

R4
J2(mz) (2.18)

ondem ≡ m4 é a massa do glueball em 4 dimensões. Escolhendo como condição de contorno

para o campoΦ na parede rı́gidaz = zmax a condição de Dirichlet, chegamos à relação

J2(mn zmax) = 0 → mn zmax = χ2 , n (2.19)

ondeχ2 , n são os zeros da função de BesselJ2(w) (n = 1, 2, ..). Como consequˆencia da relação

(2.19) surge um espectro discreto deglueballsmn onde o quociente de massas é relacionado ao

quociente de zeros da função de Bessel :

mn

m1
=

χ2 , n

χ2 , 1
(2.20)

5Estamos omitindo por simplicidade ocut-offultravioletaz = ε.
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Nas ref. [43, 44] foram estimadas massas de estados deglueballs0++ (paridade e conjugação

de carga possitivas) usando a relação (2.20) e tomando comoinput param1 o resultado obtido

pela QCD na rede [45]. A tabela 2.1 mostra os resultados para o modelo de parede rı́gida com-

parando com os resultados de QCD na rede e os resultados de outro modelo de Supergravidade.

glueballs QCD na rede Modelo de parede rı́gida Modelo de Witten
0++ 1.61± 0.15 1.61 (input) 1.61 (input)
0++∗ 2.8 2.64 2.38
0++∗∗ - 3.64 3.11
0++∗∗∗ - 4.64 3.82
0++∗∗∗∗ - 5.63 4.52
0++∗∗∗∗∗ - 6.62 5.21

Tabela 2.1: Estimativas de massas (em GeV) deglueballs0++ na QCD na rede, [45], no
modelo de parede rı́gida [43, 44] e no modelo de Witten [46]

É interessante observar que definindoΛ ≡ m1/χ2 , 1 ≈ 316MeV vemos quezmax =

1/Λ ≈ 1/316MeV−1 . Lembrando quezmax = R2/rmin obtemos a relaçãormin = R2Λ .

Massas de mésons vetoriais e b´arions foram calculadas em [47] introduzindo operadores

hadrônicos do tipoOµ
3+S = ψ̄γµD{`1 . . .D`m}ψ e O(9/2)+S = ψD{`1 . . .D`qψD`q+1 . . .D`m}ψ

ondeS =
∑m

i=1 `i. Nessa referência foi proposta uma relação entre o spinS dos operadores na

fronteira e a massam5 dos campos no bulk6. Essa relação permite estimar de maneira simples

trajetórias hadrˆonicas de spinS versusm2 [47, 48].

2.3.3 Campos vetoriais e quebra de simetria quiral

É poss´ıvel introduzir no modelo de parede r´ıgida uma propriedade importante da QCD que é a

quebra de simetria quiral [49, 50] Os operadores relevantes na quebra de simetria quiral são as

correntesjµ
L = q̄Lγ

µtaqL e jµ
R = q̄Rγ

µtaqR do grupo de simetriaSU(Nf )L × SU(Nf )R além

do operadorqα
Rq

β
L. Os dois primeiros operadores são duais a campos vetoriais no espaço Anti-

de-Sitter enquanto o último operador vai ser dual a um campo escalar. Vamos considerar o caso

Nf = 2 da ref. [49] . Na Correspondˆencia AdS/CFT a dimensão∆ de um operadorO(x) com

6A rigor, hádrons de spin grande deveriam ser estudados usando cordas.
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spinS = 0, 1 é relacionada à massam5 do campo dualφ(x, z) viam2
5R

2 = (∆−S)(∆+S−4).

A Tabela 2.2 mostra o mapa entre operadores quirais e campos.

A ação efetiva em 5 dimensões é

S =

∫
d5x
√
g Tr

{
|DX|2 − 3|X|2 − 1

4g2
5

(F 2
L + F 2

R)
}

(2.21)

ondeDµX = ∂µX− iALµX+ iXARµ, AL,R = Aa
L,Rt

a, e Fµν = ∂µAν−∂νAµ− i[Aµ, Aν]. É

bom frizar que a lagrangeana em (2.21) é postulada e não deduzida a partir da Teoria de Super-

cordas IIB que é a Teoria relevante na Correspondˆencia AdS/CFT. As condições de contorno na

parede rı́gida escolhidas em [49] s˜ao (FL)zµ = (FR)zµ = 0. A solução clássica das equações

de movimento para o campoX é

X0(z) =
1

2
Mz +

1

2
Σz3, (2.22)

ondeM = mq1 é a matriz de massa eΣ = σ1 o condensado quiral.

O setor vetorial surge da definiçãoVµ = (ALµ + ARµ)/2 enquanto o setor axial surge das

definiçõesA = (AL −AR)/2 e X = X0 exp(i2πata) (ta ∈ SU(2)) . No calibreVz(x, z) = 0,

o ansatz

V a
µ (x, z) = exp(iq · x)V (q, z) ηµ,

leva à equação

∂z

(
1

z
∂zV (q, z)

)
− q2

z
V (q, z) = 0. (2.23)

ondeηµ é um vetor constante de polarização. A funçãoV (q, z) satisfaz a condição de Neumann

4D:O(x) 5D:ϕ(x, z) p ∆ m2
5

q̄Lγ
µtaqL Aa

Lµ 1 3 0
q̄Rγ

µtaqR Aa
Rµ 1 3 0

qα
Rq

β
L (2/z)Xαβ 0 3 −3

Tabela 2.2: Mapa de operadores e campos no modelo de parede rı́gida
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na parede rı́gida e a condição de Dirichlet na fronteiraz = ε. As soluções são :

V (I)(q, z) =
√
q2z

[
K1(

√
q2z) + I1(

√
q2z)

K0(
√
q2zmax)

I0(
√
q2zmax)

]

≈
√
q2zK1(

√
q2z) quando q2 > 0 (2.24)

V (II)
n (q, z) ≡ ψn(mn, z)

=

√
2

zmaxJ1(χ0,n)
zJ1(mnz) quando q2 = −m2

n < 0 (2.25)

ondeχ0,n são os zeros da função de BesselJ0(w) que determinam as massasmn . A solução

não normalizávelV (I)(q, z) é dual à corrente vetorialJa
µ(x) = q̄(x)γµt

aq(x) enquanto os modos

normalizáveisV (II)
n (q, z) correspondem a estados hadrˆonicos criados pela correnteJa

µ . Fazendo

uso do ansatz (2.6) para a solução comq2 > 0 é poss´ıvel obter a função de correlação de

correntes vetoriais :

∫
d4xeiqx〈Ja

µ(x)J b
ν(0)〉 = δab(ηµν −

qµqν

q2
)ΠV(q2), (2.26a)

ΠV(q2) = − 1

g2
5

∂zV (q, z)

z

∣∣∣∣
z=ε

≈ − q2

2g2
5

ln q2 . (2.26b)

que comparada com o resultado obtido na QCD [51]

ΠV(q2) ≈ −Nc q
2

24π2
ln q2. (2.27)

leva a uma relação entre a constante efetivag5 e o número de coresNc : g2
5 = 12π2

Nc
. Os

parâmetrosM ,Σ e zmax são fixados pela massa do p´ıonmπ, a constante de decaimentofπ

(calculados no setor axial) e a massa do méson vetorialmρ (o cason = 1 demn) . Dados

esses parˆametros o modelo quiral proposto em [49, 50] permite estimar massas e constantes

de decaimentos. A tabela 2.3 compara algumas previs˜oes do modelo quiral com resultados

experimentais
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Resultado experimental Ajuste A Ajuste B
Parâmetros (MeV) (MeV) (MeV)

mπ 139.6±0.0004 139.6∗ 141
mρ 775.8±0.5 775.8∗ 832
ma1 1230±40 1363 1220
fπ 92.4±0.35 92.4∗ 84.0
F

1/2
ρ 345±8 329 353

F
1/2

a1 433±13 486 440
gρππ 6.03±0.07 4.48 5.29

Tabela 2.3: Resultados para o modelo quiral obtidos em [49]. O ajuste A é um ajuste de 3
parâmetros (marcados com∗). O ajuste B é um ajuste de 7 parˆametros

2.3.4 Fatores de forma hadr̂onicos

No modelo de parede r´ıgida é poss´ıvel calcular fatores de forma hadrônicos na Teoria de Cal-

ibre a partir de termos de interação na Supergravidade [52, 53, 54]. Consideremos o exemplo

de part´ıculas escalares discutido em [54]. O fator de forma el´astico para estados hadrˆonicos

escalares (mésonπ por exemplo) é definido pelo v´ertice de interação eletromagnêticaF (q2) :

〈
P ′
∣∣J em

µ (0)
∣∣P
〉

= 2(P + P ′)µF (q2), (2.28)

ondeqµ o momentum do fóton,Pµ eP ′µ = (P +q)µ são os momentos inicial e final dos hádrons

escalares satisfazendo a condição(P ′)2 = P 2. O vértice (2.28) representa a interação de um

fóton com duas part´ıculas escalares. No modelo de parede r´ıgida, esse v´ertice é identificado (a

menos de uma função delta de conservação de momentum) com o termo de interação :

ig5

∫
d4x dz

√
g gmnAm(x, z)Φ∗P ′(x, z)

←→
∂ nΦP (x, z) , (2.29)

ondeAm é uma solução vetorial não normalizável (eq. 2.24),ΦP , e ΦP ′ são soluções escalares

normalizáveis (eq. 2.18). A contribução dominante paraq2 grande é

F (q2) ∼
(

1

q2

)∆−1

. (2.30)
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Veremos nesta tese que essa lei de potˆencia é uma caracter´ıstica universal de modelos AdS/QCD

nos quais o espaço-tempo onde a Teoria de Supercordas reside é assintoticamente Anti-de-Sitter.

Terminamos esta subseção comentando uma importante decomposição de fatores de forma

estudada em [52, 53] :

Fab(q
2) =

∑

n

fn gnab

q2 +m2
n

(2.31)

ondefn é a constante de decaimento de um estado hadrˆonico vetorialψn de massamn e gnab é

o acoplamento entre esse estado hadrônico os estados inicial e finala e b (veja Fig. 2.1). Essa

decomposição surge da decomposição de soluções vetoriais não normalizáveis em termos de

soluções vetoriais normalizáveis.

Figura 2.1: Decomposição do fator de forma em estados hadrˆonicos vetoriais [52] .

2.3.5 Confinamento

Nesta subseção discutimos o surgimento do confinamento no modelo de parede r´ıgida no con-

texto do cálculo holográfico de loops de Wilson. Logo ap´os o surgimento da Correspondˆencia

AdS/CFT, foi proposta em [55] uma relação hologr´afica entre um loop de Wilson na Teoria

Super Yang-MillsN = 4 definida no espaço euclideanolR4 e a área da folha de mundo gerada

por uma corda estática definida na versão euclideana7 do espaçoAdS5 × S5. A relação pode

7A versão euclideana deAdS5 × S5 consiste simplesmente em trocarηµν por δµν em (2.3)
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ser escrita na seguinte forma :

〈W (C)〉 ∼ exp(−SNG) (2.32)

onde〈W (C)〉 é o valor esperado do operador loop de Wilson definido no laço C e

SNG =
1

2πα′

∫
dτdσ

√
detP [g]ab , P [g]ab = gMN

dXM

dσa

dXN

dσb
. (2.33)

é a ação de Nambu-Goto de uma corda relativ´ıstica que é proporcional à área da folha de mundo

que ela gera. Essa área tem como condição de fronteira descrever o laçoC. As coordenadas da

folha de mundo são representadas porσa = (τ, σ) enquantoXM representam as coordenadas

do espaçoAdS5 × S5 com métricagMN . Considere por exemplo um loop retangular definido

por0 ≤ t ≤ β , −L/2 ≤ x ≤ L/2 ondet é o tempo euclideano ex uma coordenada espacial.

A corda estática dual a esse loop é uma corda aberta se estendendo na direção temporal e com

as pontas presas na fronteira e localizadas emx = −L/2 e x = L/2 . As coordenadas da

folha de mundo apropriadas para descrever essa corda sãoτ = t eσ = x. As pontas da corda

são interpretadas como um par quark anti-quark de massa infinita devido a que eles moram

numa brana localizada na fronteira. Essa interpretação é consistente com o fato de que o valor

esperado de um loop de Wilson é usado para estimar a energia de interação de um par quark

anti-quark [55]

〈W (C)〉 ∼ exp(−βE(L)) quandoβ →∞. (2.34)

Dessa maneira o c´alculo da área da folha de mundo gerada por uma corda estática no espaço

euclideanoAdS5×S5 permite estimar a energia potencial de um par quark anti-quark na Teoria

Super Yang-MillsN = 4. O resultado é o potencial coulombiano [55]

E = −4π2(2g2
Y MN)1/2

Γ(1/4)4L
. (2.35)

Esse potencial não é confinante porque vai a zero quando a separação entre quark anti-quarkL

é muito grande. Isso é consistente com o fato que a Teoria Super Yang-MillsN = 4 possui

simetria conforme. Os modelos AdS/QCD quebram a simetria conforme atrav´es da geração de
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um gapde massa. Essegapde massa se traduz num mı́nimo para a coordenada radialr e para

o fator de escalar2/R2 Na ref. [56] generalizou-se o c´alculo de [55] para métricas diagonais

com a condição de depender únicamente de uma coordenada radialu. Nesse caso a ação de

Nambu-Goto é da forma

S =
β

2πα′

∫ L/2

−L/2

dx
√
f(u)2 + g(u)2(∂xu)2 (2.36)

ondef(u) =
√
−gtt gxx e g(u) =

√
−gtt guu. O critério de confinamento descoberto em [56]

estabelece que o potencial de interação de um quark anti-quark definido na fronteira do espaço

com métricagMN é confinante quando a funçãof(u) =
√
−gtt gxx possui um mı́nimo maior

que zero. O modelo de parede rı́gida satisfaz esse critério devido que a funçãof(r) possui

um mı́nimofmin = r2
min/R

2 > 0, portantoo modelo de parede rı́gida descreve uma Teoria

de Calibre confinante. Uma maneira de visualizar o surgimento do confinamento no potencial

quark anti-quark para o modelo de parede rı́gida é a seguinte : quando a distânciaL entre o par

quark anti-quark aumenta a corda estática se aproxima cada vez mais da parede rı́gida, ao chegar

nela a energia da corda começa a aumentar proporcionalmente com a distânciaL. Detalhes do

cálculo do potencial quark anti-quark no modelo de parede rı́gida podem ser encontrados em

[57] .

2.4 O modelo de parede macia

Como vimos na seção anterior, o modelo de parede r´ıgida introduz na Correspondˆencia AdS/CFT

uma escala mı́nima de massa via a presença de uma parede rı́gida no espaço Anti-de-Sitter.

Al ém disso, a parede rı́gida gera um conjunto discreto de autofunções no espaço Anti-de-

Sitter com autovalores interpretados como sendo massas na Teoria de Calibre. Para part´ıculas

com spin fixo, essas massas são proporcionais a zeros de funções de Besselχi,n e portanto os

quadrados das massas apresentam uma dependˆencia aproximadamente quadr´atica no número

de excitação radialn : m2
n ∼ n2 . Por outro lado, o c´alculo feito nas refs. [47, 48, 58] sugere
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que no modelo de parede rı́gida os quadrados das massas apresentam também uma dependˆencia

quadrática no spin :m2
S ∼ S2 .

Dados experimentais de espectros de massas hadrˆonicas [59] sugerem que os quadrados de

massasm2 apresentam uma dependˆencia aproximadamente linear nos parˆametrosn eS : m2
n ∼

n, m2
S ∼ S (veja Fig. 2 por exemplo). O comportamentom2

n ∼ n é explicado na QCD usando

 0

 1

 2
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 5

 6

 0  2  3  4  5  6

Experiment
0.93*n

 1

m2
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nρ(770)

ρ(1450)

ρ(1700)

ρ(1900)

ρ(2150)

Figura 2.2: Os quadrados de massas de mésons vetoriaisρ vs n [59]. A linha reta é o ajuste
m2

n ∼ n.

argumentos semiclássicos que incluem a hip´otese de um potencial de confinamento linear [60]

enquanto o comportamentom2
S ∼ S pode ser explicado considerando cordas relativ´ısticas em

rotação.

Na ref. [14] foi proposto um modelo AdS/QCD que resolve o problema das trajetórias

hadrônicas. Esse modelo parte da observação de que o espectro de massas na Teoria de Cal-

ibre depende da região infravermelha que corresponde ao interior do espaço Anti-de-Sitter (z

grande). A idéia é básicamente substituir um corte rı́gido por um corte macio no espaço Anti-

de-Sitter. Esse corte macio é poss´ıvel através da presença de um campo escalar de fundo con-

hecido como d´ılaton. No referêncial usual da Teoria de Cordas (string frame) ações efetivas em

5 dimensões na presença de um campo escalar de fundo (dı́laton) possuem a seguinte forma

I =

∫
d5x
√
g e−ΦL, (2.37)

ondeL é uma densidade de Lagrangeana,Φ é o campo escalar de fundo eg é o determinante
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da métrica do espaço Anti-de-Sitter :

ds2 = gmn dx
mdxn = e2A(z)(dz2 + ηµνdx

µdxν), (2.38)

comA(z) = ln(R/z) e ηµν = diag(−1, 1, 1, 1). A coordenadaz desta vez n˜ao possui um corte

no infravermelho como acontecia no modelo de parede rı́gida (0 < z <∞).

Analisando o espectro de part´ıculas vetoriais, foram encontrados em [14] restrições para o

campo escalarΦ no infravermelho e ultravioleta. A solução mais simples satisfazendo essas

restrições é

Φ = Φ(z) = c z2 , (2.39)

ondec é uma constante com dimensão de massa ao quadrado que vai estar associada a uma

escala mı́nima de massaΛ na Teoria de Calibre :c ∼ Λ2 .

Veremos nesta seção que a métrica (2.38) e o campo de fundo (2.39) levam a um espectro

de part´ıculas bosˆonicas da formam2
n,S = 4(n + S). Por outro lado, part´ıculas fermiônicas

não enxergam o campo de fundoΦ(z) e portanto não possuem um espectro discreto no mod-

elo de parede macia como é discutido no apˆendice B onde estudamos o caso fermiônico do

espalhamento profundamente inel´astico.

2.4.1 Campos vetoriais

A equação para um campo vetorial normalizável no espaço Anti-de-Sitter (no calibreVz(x, z) =

0 e fazendo o ansatzV a
µ (x, z) = exp(iq · x)ψn(mn, z) ηµ) na presença de um campo de fundo

Φ(z) é :

∂z

[
eA(z)−Φ(z)∂zψn(mn, z)

]
+m2

n e
A(z)−Φ(z) ψn(mn, z) = 0. (2.40)

ondem2
n = −q2 são os quadrados de massas das part´ıculas vetoriais na Teoria de Calibre.

Redefinindo os campos na seguinte forma :

ψn = exp[
1

2
(Φ(z)−A(z))]ϕn , (2.41)
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e definindo uma nova coordenada radialz̃ =
√
c z obtemos a equação tipo Schrödinger

[−∂2
z̃ + V (z̃)]ϕn = m̃2

nϕn, (2.42)

V (z̃) = z̃2 +
3

4 z̃2
(2.43)

ondem̃2
n = m2

n/c. A eq. (2.42) possui autovalores

m̃2
n = 4(n + 1) , n = 0, 1, 2, . . . (2.44)

e autofunções

ϕn(z̃) ∼ e−
z̃2

2 z̃3/2L1
n

(
z̃2
)
. (2.45)

ondeLm
n são os polinˆomios associados de Laguerre. A eq. (2.44) é a condição de linearidade no

espectro de part´ıculas vetoriais (m2
n ∼ n) que é a principal motivação da escolhaΦ(z) = c z2

para o campo de fundo. Substituindo (2.45) em (2.41) obtemos as soluções vetoriais

ψn(z) ∼ z2 L1
n

(
cz2
)
. (2.46)

Essas soluções podem ser usadas para calcular constantes de decaimento e fatores de forma.

2.4.2 Campos escalares

Um campo escalarX no modelo de parede macia é descrito pela ação

S = −1

2

∫
d5x
√
−g e−cz2

[
gMN∂MX∂NX +m2

5X
2
]
. (2.47)

Fazendo o ansatz

Xn = exp(iq · x) exp[
1

2
(Φ(z)− 3A(z))]ϕn (2.48)
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e definindõz =
√
c z, m̃2

n = m2
n/c obtemos a eq. de Schrödinger (2.42) com potencial

V (z̃) = z̃2 +
15

4 z̃2
+ 2 . (2.49)

As autofunções e autovalores da eq. de Schrödinger para esse potencial s˜ao [61]

ϕn(z̃) ∼ e−z̃2/2z̃∆−3/2
1F1

(
−n,∆− 1, z̃2

)
, (2.50)

m̃2
n = 4n + 2∆ n = 0, 1, 2 . . . , (2.51)

onde1F1 é a função hipergeométrica confluente de Kummer [62] e usamos a relaçãom2
5R

2 =

∆(∆− 4) . No caso dosglueballsem que∆ = 4 obtemos a relaçãom2
n = 4c(n+ 2) .

2.4.3 Campos de spin grande

Um campo de calibre de spinS pode ser representado por um tensor totalmente simétrico de

rankS : ψM1...MS
. Escolhendo o calibreψz... = 0 e redefinindo o campo da seguinte forma

ψ... = e2(S−1)A ψ̃... (2.52)

é poss´ıvel escrever a ação em termos de campos transversos e de traço nuloψ̃... :

I =
1

2

∫
d5x e5A e−Φ

{
e4(S−1)A e−2A(1+S)∂N ψ̃µ1...µS

∂N ψ̃µ1...µS

}
. (2.53)

A equação de movimento para os modos normalizáveisψ̃n é

∂z

(
e(2S−1)Ae−Φ∂zψ̃n

)
+m2

n e
(2S−1)Ae−Φ , ψ̃n = 0 (2.54)
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A transformaçãõψn = exp[1
2
(Φ(z) − (2S + 1)A(z))] ϕ̃n converte essa equação na forma de

uma equação de Schrödinger com potencial

V (z̃) = z̃2 + 2(S − 1) +
S2 − 1/4

z̃2
(2.55)

e autovalores

m̃2
n,S = 4(n + S). (2.56)

A relação (2.56) é a generalização da relação (2.44) para o caso de spin grande. Desta forma,

como foi prometido, vemos que o modelo de parede macia permite obter trajetórias lineares nos

quadrados das massas versus o n´umero de excitação radialn ou o spinS.

2.4.4 Fatores de forma hadr̂onicos

Finalizamos esta seção citando o c´alculo de fatores de forma para o modelo de parede macia

[54, 69]. No caso de part´ıculas escalares o termo de interação em 5 dimensões é

ig5

∫
d4x dz

√
g e−c z2

gmnAm(x, z)Φ∗P ′(x, z)
←→
∂ nΦP (x, z) , (2.57)

que é o an´alogo à eq. (2.29) incluindo desta vez o campo de fundoΦ(z) = c z2 . O fator de

forma é obtido identificando a ação (2.57) ao v´ertice de interação eletromagnética de um f´oton

com duas part´ıculas escalares (a menos de uma função delta de conservação de momento).

Resolvendo a integral acima para o caso de um fóton virtual, obtemos o seguinte resultado para

o fator de formaspace likede uma part´ıcula escalar [54] :

F (q2) = Γ(∆)
Γ
(
1+ q2

4c

)

Γ
(
∆+ q2

4c

). (2.58)

O comportamento dominante paraq2� c é F (q2) ∼ (q2)1−∆ que é o mesmo obtido no modelo

de parede rı́gida 2.30. Essa coincidˆencia pode ser entendida lembrando a relação hologr´afica

q2 ∼ 1/z2 comz = R2/r discutida na seção2.2 . Momentos transferidos grandes correspon-
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dem a regiões pr´oximas da fronteiraz → 0, onde as soluções do modelo de parede rı́gida e o

modelo de parede macia possuem o mesmo comportamento. A Fig. 2.3 mostra uma comparação

do modelo de parede rı́gida e o modelo de parede macia com dados experimentais para um am-

plo regime deq2 no caso∆ = 2.

Figura 2.3: Gráfico deQ2Fπ(Q
2) como função deQ2 = q2 > 0 [54] . A linha continua é

a previsão do modelo de parede macia para
√
c = 0.375. A linha entrecortada é a previs˜ao

do modelo de parede r´ıgida parazmax = 1/0.22. Os triângulos, quadrados e diamantes são
compilações de dados experimentais [63, 64, 65]
.

2.5 O modelo D3/D7

Uma das cr´ıticas que podem ser feitas aos modelos de parede rı́gida e parede macia, denomina-

dos de modelosbottom-up, é que as geometrias relevantes e o conte´udo de campos não surgem

como soluções de Teoria de Cordas. Como consequˆencia disso, é muito difı́cil dizer exata-

mente qual é o conte´udo de operadores e estados das Teorias de Calibre duais. Por outro lado,

os modelostop-downconsideram soluções de Teoria de Cordas onde o conte´udo de campos é
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bem estabelecido e portanto é poss´ıvel prever o conte´udo de operadores das Teorias de Calibre

duais. Um dos exemplos mais interessantes do ponto de vista da QCD é o modelo D3/D7 [15]

que introduz sabor na Correspondˆencia AdS/CFT. Nesta seção revisaremos brevemente o surg-

imento do modelo D3/D7 e alguns resultados obtidos dele para espectroscopia e espalhamento

hadrônico. O leitor pode encontrar na ref. [70] uma revis˜ao mais detalhada .

A geometria original de Teoria de Cordas que deu origem à Correspondˆencia AdS/CFT

consiste num conjunto deNc D3-branas coincidentes comNc � 1. Nessa configuração cada

D3-brana representa uma cor na Teoria de Calibre. Em consequˆencia, todos os campos da Teoria

de Calibre são definidos na representação adjunta do grupoSU(NC) porque correspondem a

estados de cordas abertas com as duas pontas presas nas branas de cor. Por outro lado, quarks

são espinores definidos na representação fundamental do grupoSU(NC). Eles possuem um

ı́ndice de cor e um ı́ndice de sabor. A maneira mais simples de introduzir sabor na Teoria

de Cordas e acrescentando à configuração deNc D3-branas um conjuntoNf de Dp-branas

ondeNf é o número de sabores. Dessa forma, cordas abertas com uma ponta localizada numa

brana de cor e a outra ponta numa brana de sabor geram matéria na representação fundamental.

Na Teoria de Supercordas IIB (onde foi descoberta a Correspondˆencia AdS/CFT) somente é

poss´ıvel construir Dp-branas comp = 1, 3, 5, 7. A escolha mais simples e ao mesmo tempo

mais realista ép = 7 [15].

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
D3 X X X X
D7 X X X X X X X X

Tabela 2.4: Interseção D3/D7 num espaço chato de 10 dimensões

Considere a interseção deNc D3-branas coincidentes comNf D7 branas coincidentes rep-

resentada na Tabela 2.4. As coordenadas das D3-branas (0123) fazem parte das coordenadas

(01234567) das D7-branas. A interseção D3/D7 quebra a metade de supersimetrias da geome-

tria original portanto a Teoria Super Yang-Mills de SupersimetriaN = 4 é agora uma Teoria

Super Yang-MillsN = 2. A maneira mais simples de introduzir um conjunto deNf D7-branas

sem modificar radicalmente a geometria originalAdS5 × S5 é fazendo o limite(Nf/Nc) → 0.
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Nesse limite as cordas 7-7 desacoplam das cordas 3-7 e 3-3. Em consequˆencia, a Teoria efetiva

é definida em3 + 1 dimensões onde o grupo de simetria das D7-branasSU(Nf ) é interpretado

como uma simetria global da Teoria em3 + 1. O conteúdo dessa nova Teoria inclui al´em dos

campos da TeoriaN = 4 (provenientes de cordas 3-3) um conjunto deNf hipermultipletos

(provenientes de cordas 3-7) contendo espinoresψ (quarks) e escalaresq (squarks). A antiga

simetria globalSO(6) da TeoriaN = 4 transforma-se agora numa simetriaSO(4) × SO(2)

sendoSO(2) o grupo de rotação das coordenadas transversasX8,X9. Se as D7-branas se afas-

tam das D3-branas uma distânciaL nas direçõesX8,X9 o grupoSO(2) é quebrado e surgem

termos de massas para os quarks commq = L/(2π α′) . Esses termos de massa quebram a

simetria conforme e introduzem uma escala de massa mı́nima na Teoria.

Do ponto de vista da Teoria de Calibre o limite(Nf/Nc) → 0 pode ser interpretado como

um limite dequenchingonde os efeitos de loops de quarks são desprezı́veis. Do ponto de vista

da Supergravidade o limite(Nf/Nc) → 0 permite considerar as D7-branas como branas teste

no sentido em que n˜ao alteram a geometria de fundoAdS5 × S5 gerada pela configuração de

D3-branas. Em outras palavras, as D7 branas de teste estão localizadas numa região do espaço

AdS5 × S5 sem modificá-lo. Cada D7 brana é descritas pela ação de Dirac-Born-Infeld

SD7 = −µ7

∫
d8ξ
√
−det (P [G]ab + 2πα′Fab) +

(2πα′)2

2
µ7

∫
P [C(4)] ∧ F ∧ F , (2.59)

ondeµ7 = [(2π)7gsα
′4]−1 é a tens˜ao da D7-brana,P [G]ab = gMN

dXM

dxa
dXN

dxb é a métrica induzida,

C(4) é o termo de Wess Zumino [66] eFab = ∂aAb − ∂bAa sendoAa um campo de calibre de

fundo na D7-brana. A fim de resolver as eqs. provenientes da ação de Dirac-Born-Infeld é

conveniente reescrever a métrica do espaço de fundoAdS5 × S5 em coordenadas esféricas

ds2
10 =

r2

R2
ηµνdx

µdxν +
R2

r2

[
dr2 + r2 [dθ̃1

2
+ sin2 θ̃1dθ̃2

2

+ sin2 θ̃1 sin2 θ̃2(dθ
2
1 + sin2 θ1dθ

2
2 + sin2 θ1 sin2 θ2dϕ

2)]
]
. (2.60)
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Definindo as novas coordenadas

ρ ≡ r sin θ̃1 sin θ̃2 , w5 ≡ r sin θ̃1 cos θ̃2 , w6 ≡ r cos θ̃1 ,

a métrica pode ser reescrita como

ds2
10 ≡ gMN dx

MdxN

=
ρ2 + w2

5 + w2
6

R2
ηµνdx

µdxν +
R2

ρ2 + w2
5 + w2

6

[
dw2

5 + dw2
6 + dρ2 + ρ2dΩ2

3

]
,(2.61)

onde0 < ρ < ∞ e dΩ2
3 = dθ2

1 + sin2 θ1dθ
2
2 + sin2 θ1 sin2 θ2dϕ

2 é a métrica de uma esfera

S3 embutida na esferaS5. Substituindo (2.61) em (2.59) e considerandoAa = 0 obtemos as

equações
d

dρ

[
ρ3

√
1 + ẇ2

5 + ẇ2
6

dw

dρ

]
= 0 , w = {w5, w6} (2.62)

com solução regularw = constante. As coordenadasw5,w6 correspondem às coordenadas

transversasX8,X9 da Tabela 2.4. Usualmente faz-se a escolhaw5 = 0, w6 = L, portanto a

métrica induzida na D7-brana é

ds2
8 = Gabdx

adxb =
ρ2 + L2

R2
ηµν dx

µdxν +
R2

ρ2 + L2

(
dρ2 + ρ2dΩ2

3

)
. (2.63)

Observe queρ2 + L2 = r2 o que significa que a coordenada radialr na D7-brana é restrita à

regiãoL ≤ r <∞. Dessa forma, o modelo D3/D7 gera um mı́nimormin no espaço correspon-

dendo a umcut-off infravermelhomh para a Teoria de Calibre (mh = L/R2 ∼ Λ). A métrica

(2.63) aproxima-se deAdS5 × S3 quandor → ∞ recuperando assim a simetria conforme a

energias altas.

2.5.1 Massas de ḿesons escalares

Cordas abertas com as duas pontas presas nas D7 branas de sabor descrevem naturalmente

estados mesônicos (cordas 7-7). Esses estados descrevem flutuações das D7 branas que podem
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ser escalares, vetoriais ou espinoriais. O caso escalar e vetorial foi estudado em [66] e caso

espinorial foi abordado em [67].

Revisaremos aqui o caso escalar. Por simplicidade fazemosNf = 1. Considere flutuações

do tipo

w5 = 0 + δw5 , w6 = L+ δw6 . (2.64)

As flutuações (2.64) substituidas na ação (2.59) d˜ao origem a ações escalares efetivas do tipo

Sφ = −2µ7(Rπα
′)2

∫
d8x
√
−G Gab

ρ2 + L2
∂aφ

(A)∂bφ
(A) , (2.65)

ondeA = 1, 2 corresponde às flutuações dew5 ew6 respectivamente.́E conveniente reescalar

os campos escalares na formaΦ(A) =
√

2µ7Rπα
′φ(A). A equação de movimento paraΦ é

R4

(ρ2 + L2)2
ηµν∂µ∂νΦ

(A) +
1

ρ3
∂ρ(ρ

3∂ρΦ
(A)) +

1

ρ2
∇α∇αΦ(A) = 0 , = 0 . (2.66)

onde∇α∇α é o operador laplaciano nas coordenadas angularesΩα. Fazendo o ansatzΦ(A) ∼

exp(i p · x)f (A)(ρ)Y(Ω), encontramos soluções do tipo

Φ(A)(ρ) ∼ ei p·xρ`(ρ2 + L2)−ᾱ F (−ᾱ , −ᾱ+ ` + 1 ; ` + 2 ; −ρ2/L2)Y`(Ω) . (2.67)

onde

ᾱ = −1

2
+

1

2

√
1 − p2

m2
h

, (2.68)

Y`(Ω) é a solução da equação angular∇α∇αY`(Ω) = −`(` + 2)Y`(Ω) e F (a, b; c;w) é a

função hipergeométrica.

A normalizabilidade da solução (2.67) é garantida exigindo a condição

−ᾱ+ ` + 1 = −n , n = 0, 1, 2, . . . . (2.69)
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A solução ent˜ao pode ser escrita como

Φ
(A)
n,` = Cn,`e

ip·yY`(Ω)
(ρ/L)`

[1 + ρ2

L2 ]n+`+1
F (−n− `− 1,−n; ` + 2;− ρ

2

L2
), (2.70)

ondeCn,` é uma constante de normalização. De (2.68) e (2.69) obtemos o especro de part´ıculas

escalares

−p2 = m2 = 4m2
h[(n+ `+ 1)(n + `+ 2)]. (2.71)

As duas soluções escalaresΦ
(A)
` são duais a operadores escalares de dimensão∆ = `+3 [66].

Esses operadores mesônicos são da forma [70]

O(A) ` = ψ̄mσ
(A)
mnX

`ψn + q̄mX
(A)
V X`qm (m,n = 1, 2), (2.72)

ondeX(A)
V = {X8,X9}, σ(A) = {σ1, σ2} eX` = X{i1 · · ·X i`} comi = {4, 5, 6, 7} .

No modelo D3/D7 existem também outras 3 part´ıculas escalares provenientes de soluções

do campo de calibre da formaAµ = Aρ = 0 , A`
α 6= 0 com ` = 1, 2, . . . . Essas soluções

são chamadas de tipoI− [66] e são duais a operadores de dimensão∆ = ` + 1 da forma

O(I)` = q̄mσ
(I)
mnX`−1qn I = 1, 2, 3 .

2.5.2 Massas de ḿesons vetoriais

As eqs. do campo de calibre na D7-brana provenientes da ação de Dirac-Born-Infeld são

∂a(
√
−GGacGbdF cd)− 4ρ(ρ2 + L2)

R4
εbαβ∂αAβ = 0 , (2.73)

ondeεbαβ é o termo de Chern-Simons v´alido somente quandob é um ı́ndice angular da esfera

S3. As soluções vetoriais mais importantes são conhecidos como soluções tipo II e possuem a

seguinte forma :

Aµ = ζµφII(ρ)e
iq·xY`(S3) , q · ζ = 0 , Aρ = 0 , Aα = 0 ; (2.74)
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ondeφII(%) satisfaz a equação

− q2

m2
h

1

(1 + %2)2
φII(%) +

1

%3
∂%

(
%3∂%φII(%)

)
− `(` + 2)

1

%2
φII(%) = 0 , % ≡ ρ/L , (2.75)

com solução normalizável

φ`,n
II = C`n

II %
`(1 + %2)−1−n−`F (−n,−1− n− `; `+ 2;−%2) , (2.76)

ondeF (a, b; c;w) é a função hipergeométrica eC`n
II uma constante de normalização. O espectro

de massas neste caso é

m2
II = 4m2

h(n+ ` + 1)(n+ ` + 2), (2.77)

que é identico ao obtido para mésons escalares. As soluçõesAµ são duais a operadores de

dimensão∆ = `+ 3 do tipo

J µ` = ψ̄iγ
µX`ψi + iq̄mX`Dµqm − iD̄µq̄mX`qm (µ = 0, 1, 2, 3)

. O casò = 0 corresponde à corrente de saborU(Nf = 1).

2.5.3 Fatores de forma hadr̂onicos

Na ref. [68] foram calculados fatores de forma escalares e vetoriais usando o modelo D3/D7.

Considere por exemplo o fator de forma generalizado definido pela interação de um fóton com

duas part´ıculas escalares de ı́ndices do grupoU(Nf ) e massas diferentes :

〈a; `, n2; p
′|J b

f

µ
(q)|c; `, n1; p〉 = ifabc(p + p′)ν(η

µν − qµqν/q2)(2π)4δ4

(∑

i

pi

)
F `

n1 ,n2
(q2),

(2.78)
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ondefabc são as constantes de estrutura do grupoU(Nf ). Esse v´ertice de interação pode ser

identificado com o seguinte termo de interação da ação de Dirac-Born-Infeld :

SInt ∼
∫
d8x
√
−GGαβGµνfabcAa

µA
b
α∂νA

c
β, (2.79)

ondeAα são as soluções do tipoI− duais a operadores escalares eAµ = ζµφII(ρ)e
iq·x é a

solução n˜ao normalizável da equação (2.75) com` = 0. O resultado obtido em [68] satisfaz

a decomposição descrita na Fig. (2.1). Para grandes momentos transferidos :q2 � m2
h o

resultado é

F `
n1,n2

(q2) ∼ 1

(q2)`
=

1

(q2)∆−1
,

que coincide com os resultados dos modelos de parede r´ıgida e parede macia mostrando a

universalidade desse resultado.

2.6 Outros modelos AdS/QCD

Finalizamos este cap´ıtulo citando outros modelos AdS/QCD existentes. Como foi mencionado

na introdução os modelos AdS/QCD podem ser classificados em modelos bottom-up e modelos

top-down.

Os modelosbottom-upsão modelos efetivos onde a geometria n˜ao surge de Teoria de Cordas

mas é construida para incluir algumas propriedades da QCD. Al´em do modelo de parede rı́gida e

modelo de parede macia que foram discutidos aqui podemos citar os modelos do tipodeformed

AdSonde a métrica do espaço Anti-de-Sitter é deformada a fim de incluir propriedades tais

como o potencial de Cornell [71], trajet´orias de Regge [72, 74] ou liberdade assintótica [73].

Vale a pena mencionar que nas refs. [73] e [74] a métrica é obtida como solução das eqs. de

Einstein em 5d na presença de campos de fundo.

Os modelostop-downsurgem como soluções da Teoria de Cordas e descrevem formalmente

a quebra de Supersimetria. Os exemplos mais importantes, al´em do modelo D3/D7, são o

modelo de Witten [21], os modelos Conifold [38, 40], o modelo de Polchinski-Strassler [39],
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o modelo de Maldacena-Nunez [41] e o modelo D4/D8 [16]. Vale a pena destacar entre esses

modelos, o modelo D4/D8 que gera uma quebra total de Supersimetria, descreve a quebra de

simetria quiral e inclui mésons e b´arions no espectro.



Capı́tulo 3

O espalhamento profundamento ineĺastico

via AdS/QCD

Um dos processos mais importantes na fı́sica hadrˆonica é o espalhamento profundamente inel´astico

(Deep Inelastic Scattering ou DIS) porque permite obter informação da estrutura hadrˆonica.

Esse processo teve um papel importante na historia da F´ısica de part´ıculas porque legitimou o

modelo de p´artons atrav´es da confirmação experimental doBjorken scaling[75].

Neste cap´ıtulo veremos como é poss´ıvel descrever o espalhamento profundamente inel´astico

usando diversos modelos AdS/QCD (Revis˜oes sobre DIS na QCD podem ser encontradas em [2,

76, 77]). Os modelos AdS/QCD descrevem Teorias de Calibre com algumas propriedades em

comum com a QCD tais como a simetria conforme a altas energias, por´em diferem no n´umero

de cores e no valor da constante de acoplamento. O número de cores nas Teorias de Calibre

que surgem dos modelos AdS/QCD em geral é muito grande e a constante de acoplamento

efetiva (constante de ’t Hooft) é grande mesmo no regime de altas energias onde a constante de

acoplamento da QCD é pequena.

37
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Figura 3.1:
Diagrama do espalhamento profundamente inel´astico. Um
lépton` troca um fóton virtual com um hádron de momento
P .

3.1 Breve revis̃ao do espalhamento profundamente inelástico

O espalhamento profundamente inel´astico consiste no espalhamento de um lépton por um

hádron atrav´es da troca de um fóton virtual. O fóton virtual de momentoqµ é produzido pelo

lépton e interage com o h´adron de momentoP µ (veja Fig. 3.1). Na abordagem usual do DIS os

poss´ıveis estados hadrˆonicos finais n˜ao são observados experimentalmente e portanto são deno-

tados porX. O DIS é considerado um processo inclusivo porque a amplitude de espalhamento

envolve a soma de todos os poss´ıveis estados finaisX. Existem dois parˆametros relevantes no

DIS :

i) A virtualidade do fóton definida comoq2 = qµqνη
µν ondeηµν = diag(−,+,+,+)

ii) A vari ável de Bjorken definida porx ≡ −q2/2P · q .

Outros parˆametros úteis são a massa do h´adron inicial definida porM2 = −P 2 e a variável

de Mandelstams = −P 2
X = −(P + q)2 A condiçãos ≥M2 define a região f´ısica do parˆametro

x : 0 < x ≤ 1.

O espalhamento profundamento inel´astico é definido usualmente pelo limite de Bjorken :

q2

M2 → ∞ comx fixo. A inelasticidade do espalhamento é caracterizada pelo parˆametro de

Bjorkenx (menores valores dex correspondem a maior inelasticidade).

No espalhamento profundamente inel´astico a quantidade relevante é o tensor hadrônico
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definido por

W µν = i

∫
d4y eiq·y〈P,Q|

[
Jµ(y), Jν(0)

]
|P,Q〉 , (3.1)

ondeJµ(y) é a corrente hadrônica eletromagnética eQ é a carga el´etrica do hádron inicial.

Usando as simetrias da QCD, o tensor hadrˆonicoW µν pode ser decomposto em duas funções

de estruturaF1(x, q
2) andF2(x, q

2) da seguinte forma [76] :

W µν = F1(x, q
2)
(
ηµν − qµqν

q2

)
+

2x

q2
F2(x, q

2)
(
P µ +

qµ

2x

)(
P ν +

qν

2x

)
, (3.2)

onde fizemos a hip´otese que o hádron inicial não é polarizado1. O teorema ótico relaciona a

seção de choque total do espalhamento fóton-hádron à amplitude de espalhamento Compton

forward (fóton-hádron→ fóton-hádron) definida pelo tensor [76]

T µν = i

∫
d4yeiq·y〈P,Q|T

(
Jµ(y)Jν(0)

)
|P,Q〉 , (3.3)

O tensorT µν possui a mesma decomposição (3.2) substituindoF1(x, q
2),F2(x, q

2) porF̃1(x, q
2),

F̃2(x, q
2). Como consequˆencia do teorema ótico as funções de estruturaF1, F2 estão rela-

cionadas ãF1,F̃2 por

F1,2(x, q
2) ≡ 2π Im F̃1,2(x, q

2) . (3.4)

3.2 DIS no modelo de parede rı́gida

A primeira abordagem do espalhamento profundamente inel´astico via Teoria de Cordas foi

feita por Polchinski e Strassler no contexto do modelo de parede r´ıgida [17]. As funções de

estruturaF1(x, q
2) e F2(x, q

2) foram calculados em 4 diferentes regimes de energia definidos

1No caso polarizado surgem outras constantesG1 eG2.
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pela variável de Bjorkenx :

Regime I : (
√
g2

Y MNc)
−1 � x < 1

Regime II : exp (−
√
g2

Y MNc)� x� (
√
g2

Y MNc)
−1

Regime III : x ∼ exp (−
√
g2

Y MNc)

Regime IV : x→ 0 (3.5)

O regime I é o regime em que o DIS pode ser descrito pela Supergravidade no qual contribuem

somente estados n˜ao massivos da Teoria de Cordas. Os regimes II, III e IV são regimes nos

quais devem ser levados em conta estados massivos de Teoria de Cordas. O regime II consiste

numa aproximação local para o espalhamento de cordas. No regime III e IV são incluidas

contribuições n˜ao locais sendo que o regime IV é um limite assintótico.

3.2.1 Regime I : Aproximaç̃ao de Supergravidade

A parte imaginária do tensorT µν pode ser expressa como uma soma sobre estados inter-

mediáriosX produzidos na colisão f´oton-hádron :

ImT µν = 2π2
∑

X

δ
(
M2

X +(P +q)2
)
〈P,Q|Jν(0)|P +q, X〉 〈P +q, X|Jµ(0)|P,Q〉 , (3.6)

ondeMX são as massas dos estadosX. O elemento de matriz〈P+q, X|Jµ(0)|P,Q〉 representa

o vértice de interação do f´oton virtual de momentumq com o hádron inicial de momentumP

e o hádron final (ou intermediário) de momentumPX = P + q . Como vimos anteriormente,

vértices de interação podem ser mapeados a termos de interação na ação de Supergravidade.

No caso de hádrons escalares, o termo de interação relevante em Supergravidade envolve um

campo de calibreAm = (Az, Aµ) e dois campos escalaresΦi eΦX . A relação entre o elemento
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de matriz da Teoria de Calibre e o termo de interação de Supergravidade é dada por [17] :

(2π)4 δ4(PX − P − q) ηµ 〈P + q,X|Jµ(0)|P,Q〉 =
∫
d10x
√
−ggmnAm jn = iQ

∫
d10x
√
−ggmnAm

(
Φi∂nΦ∗X − Φ∗X∂nΦi

)
, (3.7)

ondeηµ é a polarização do fóton. O surgimento do campo de calibre e o termo de interação

em (3.7) pode ser explicado a partir de uma perturbação gravitacional de Kaluza-Klein2 na

formaδgmα = Am vα sendovα os vetores de Killing nas direções da esferaS5. Os camposΦi e

ΦX são estados escalares de Teoria de Cordas que na aproximação de Supergravidade n˜ao têm

massa e são denominados de d´ılatons. Logo veremos como o limite dessa aproximação está

determinado pela escala de energia do processo hadrˆonico em 4d atrav´es da relação hologr´afica

p̃ = p z/R (vide eq. 2.10).

No modelo de parede r´ıgida os camposAm, Φi e ΦX moram no espaço AdS5 × S5 com a

restrição0 < z < zmax ondezmax = 1/Λ é o corte geométrico (parede rı́gida) no espaço Anti-

de-Sitter eΛ é a escala mı́nima de massa hadrˆonica na Teoria de Calibre. A seguir revisaremos

as soluções cl´assicas desses campos .

Campo de calibre

As componentes do campo de calibreAz eAµ satisfazem as eqs. de movimento

2Az − ∂z∂µ

(
ηµνAν

)
= 0 , (3.8)

z∂z

(1

z
∂z(η

µνAν)
)

+ 2(ηµνAν) − ηµν∂ν

(
z∂z(

1

z
Az) + ∂λ(η

λγAγ)
)

= 0 , (3.9)

ondeλ, γ, µ, ν = 0, 1, 2, 3 e usamos a notaçãoAµ ≡ ηµνAν , 2 ≡ ηµν∂µ∂ν . As componentes

Aµ possuem a condição de fronteiraAµ(z = 0, y) = ηµ exp(iq · y) (µ = 0, 1, 2, 3) a fim de

descrever um fóton com momentumqµ e polarizaçãoηµ. A polarização pode ser decomposta

2Uma boa revisão das Teorias de Kaluza-Klein pode ser encontrada em [78].



42

em componentes longitudinal e transversa :ηµ = η
L

µ + η
T

µ onde

η
L

µ =
η · q
q2

qµ , η
T

µ = ηµ −
η · q
q2

qµ .

A condição de contorno motiva oansatzAµ(z, y) =
(
η

L

µfL
(z) + η

T

µfT
(z)
)

exp(iq · y) , onde

f
L
(z) andf

T
(z) satisfazem as condiçõesf

T
(0) = f

L
(0) = 1. Substituindo esseansatznas eqs

de movimento obtemos as eqs :

Az = − i

q2
(q · ηL

) eiq·y ∂zfL
(z) = − i

q2
qµ∂zAµ , (3.10)

η
T

µ

[
z∂z

(1

z
∂zfT

(z)
)
− q2f

T
(z)
]

= 0 . (3.11)

A eq. (3.11) tem soluçãof
T
(z) = qz K1(qz) , ondeK1(w) é a solução de Bessel modificada e

q =
√
q2 sendoq2 a virtualidade do fóton. Como vimos anteriormente esse tipo de solução n˜ao

normalizável para o campo de calibre surge devido a queq2 > 0 .

A parte longitudinalf
L
(z) depende do calibre. Na ref. [17] foi escolhido o calibre

ηµν∂µAν + z∂z

(1

z
Az

)
= 0 , (3.12)

que leva af
L
(z) = f

T
(z) e como consequˆencia

Aµ = ηµe
iq·y qzK1(qz) ,

Az = −iq · η eiq·y z K0(qz) . (3.13)

Outro poss´ıvel calibre éqµA
µ = 0 que equivale aAz = 0 e corresponde a um fóton transverso

(η
L

µ = 0). É interessante comentar a semelhança observada em [79] entre as soluções do campo

de calibre (3.13) e as funções de onda que descrevem a dissociação do fóton virtual numdipolo

qq̄ de tamanhod indicando uma poss´ıvel correspondˆencia entre a coordenada radial do espaço

Anti-de-Sitterz e o tamanho do dipolod.
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Campos escalares

Como vimos anteriormente a eq. de movimento de um campo escalar no modelo de parede

rı́gida é
1√
−g ∂m

(√
−g ∂mΦ

)
− m2

5Φ = 0 , (3.14)

ondem2
5 = ∆(∆ − 4)/R2 sendo∆ a dimensão do operador hadrˆonico dual. As soluçoes

normalizáveis representando os estados inicial e final são

Φi = eiP ·y Ci

R4
Λ z2 J∆−2(Λz)Y (Ω),

ΦX = eiPX ·yCX

R4
Λ1/2s1/4z2 J∆′−2(s

1/2z)Y (Ω) , (3.15)

ondes = −P 2
X , P

2 = −Λ2 , Ci eCX são constantes de normalização eY (Ω) é a parte angular

das soluções (autoestados do laplaceano angular emS5) ∆ e ∆′ são as dimensões dos oper-

adores que criam os estados inicial e final, respectivamente. No caso de spin zero as dimensões

∆ e∆′ podem ser identificadas com os n´umeros de constituintes dos estados hadrˆonicos inicial

e final (veja seção 2.1). Na ref. [17] foi considerado o caso em que∆′ = ∆ que corresponde a

um espalhamento profundamente inel´astico onde o número de constituintes hadrˆonico é preser-

vado.

Funções de estrutura

Substituindo (3.13) e (3.15) em (3.7) obtemos o elemento de matriz da corrente

〈P+q,X|Jµ(0)|P,Q〉 = 2∆QCiCXΓ(∆)

(
P µ +

qµ

2x

)
Λ∆−1/2 s

∆/2−3/4q2

(s+ q2)∆
, (3.16)

onde

s = −(P + q)2 = Λ2 + q2
(1

x
− 1
)

. Por outro lado, o espectro de massas no modelo de parede rı́gida é aproximadamente quadrático
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no ı́ndice radial :

Mn =
χ2 , n

χ2 , 1
Λ ≈ nπΛ

, de forma que

∑

n

δ(M2
n + (P + q)2) =

∑

n

δ(M2
n − s) ≈ (2πs1/2Λ)−1 , (3.17)

onde a soma foi aproximada por uma integral. Substituindo (3.16) e (3.17) em (3.6) obtemos as

funções de estrutura escalares no modelo de parede r´ıgida

F1(x, q
2) = 0 ; F2(x, q

2) = πC0Q2

(
Λ2

q2

)∆−1

x∆+1(1− x)∆−2 , (3.18)

ondeC0 = 22∆π|Ci|2|CX|2 Γ2(∆) .

Validade da aproximação de Supergravidade

A escala de energia do DIS é determinada pela variável de Mandelstams = −(P + q)2 =

Λ2 + q2
(

1
x
− 1
)

. A relação holográfica entre momentos na Teoria de Cordas e momentos na

Teoria de Calibre (̃p = p z/R) permite obter a seguinte relação :

α′s̃ = α′s
z2

R2
+ α′∇2

z + α′∇α∇α <∼ q2

x

z2

(4π g2
Y MNc)1/2

, (3.19)

ondes̃ é a escala de energia no referencial de Teoria de Cordas. Por outro lado, al´em do corte

geométricozmax do modelo de parede rı́gida existe outro máximozint para a coordenadaz que

surge do termo de interação3. analisando as soluções do campo de calibre vemos que elas

decaem exponencialmente quandoqz > 1. A energias moderadas esse decaimento exponen-

cial domina sobre os outros termos na integral de interação de modo que é poss´ıvel desprezar

completamente a regiãoqz > 1. Podemos dizer ent˜ao que a interação efetivamente acontece na

região0 < z < zint ondezint = 1/q . Incluindo essa informação na relação (3.19) chegamos à

3Esse m´aximo é restrito ao problema em questão.
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dessigualidade

α′s̃
<∼ (
√

4π g2
Y MNc)

−1

x
. (3.20)

Essa relação nos diz que a escala de energia do DIS no referencial da Teoria de Cordass̃ possui

um máximo determinado pela vari´avel de Bjorkenx. No Regime I em quex � (
√
g2

Y MNc)
−1

obtemosα′s̃� 1 o que significa que só contribuem estados n˜ao massivos da Teoria de Cordas4

de tal forma que a aproximação de Supergravidade é v´alida.

3.2.2 Regime II : Estados massivos da Teoria de Cordas

No Regime II a condiçãox � (
√
g2

Y MNc)
−1 e a eq. (3.20) indicam que devemos incluir no

DIS estados escalares massivos. Em vez de somar explicitamente os estados intermediários

X na amplitude de espalhamento Comptonforward (fóton-hádron no limitet → 0), na ref.

[17] esses estados foram inclu´ıdos considerando o espalhamento gráviton-d´ılaton em Teoria de

Cordas onde o gráviton e dı́laton inicial representam o fóton e o h´adron escalar, respectivamente.

Os propagadores da interação são grávitons representandopomeronsna Teoria de Calibre5. A

contribução dominante a altas energias para a amplitude de espalhamento é [17] :

Sstring =
1

2

∫
d10x
√
−g vava F

µn(−q′)F ν
n(q) ∂µΦ

∗ ∂νΦ G|t=0 , (3.21)

ondeFmn = ∂mAn−∂nAm eG é o fator de Virasoro-Shapiro para cordas fechadas num espaço

de Minkowski de 10d :

G =
α′3s̃2

64

∏

ξ̃=s̃,t̃,ũ

Γ(−α′ξ̃/4)
Γ(1 + α′ξ̃/4)

. (3.22)

A amplitude de espalhamento de cordas em 10d (3.21) é identificada com a amplitude de espal-

hamento Comptonforwardem 4d na seguinte forma :

[ηµην Tµν] (2π)4 δ4(q − q′) = Sstring . (3.23)

4Os estados massivos possuem massa da ordem1/α′.
5A dualidade gráviton-pomeronsurge nos modelos AdS/QCD motivada nas trajetórias de ReggeM2 vs J .
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A parte imaginária deSstring é determinada pela parte imaginária deG|t=0 [17] :

ImG|t=0 =
πα′

4

∞∑

`=1

δ(`− α′s̃

4
) (`)α′ t̃/2 ≈ (α′s̃)α′t̃/2. (3.24)

A diferença do espalhamento fóton-h´adron, o espalhamento gráviton-d´ılaton não é forward

porque

α′t̃ = α′∇2
z + α′∇α∇α ∼ α′

R2
∼ (

√
g2

Y M Nc)
−1. (3.25)

Das eqs. (3.20) e (3.25) podemos concluir que a segunda condição do regime II :x �

exp (−
√
gN) permite aproximar a potˆencia(α′s̃)α′ t̃/2 por 1. Em consequˆencia a parte imáginaria

do tensorT µν é obtida da integral

[ηµην ImTµν] (2π)4 δ4(q − q′) =
πα′

8

∫
d10x
√
−g vava F

µn(−q′)F ν
n(q) ∂µΦ

∗ ∂νΦ .

(3.26)

Substituindo as soluções (3.13) e (3.15) achamos as funções de estrutura onde

F1 ≈
1

x2

(
Λ2

q2

)∆−1
π2ρ|Ci|2

4(4πg2
Y MN)1/2

I1,2∆+3 F2 = 2x
2∆ + 3

∆ + 2
F1 , (3.27)

ondeρ ≡ 1/R2
∫
d5Ω
√
ĝΩ v

ava|Y |2 e

I j, n ≡
∫ ∞

0

dω ωn K2
j (ω) = 2n−2 Γ(n+1

2
+ j) Γ(n+1

2
− j) Γ2(n+1

2
)

Γ(n + 1)
. (3.28)

Como veremos na seção 3.5, a dependˆencia das funções de estrutura na variávelx é coerente

com a hipótese de troca depomeronscom trajetórias de Regge lineares enquanto a dependˆencia

na variávelq2 reflete uma propriedade universal das Teorias de Calibre com acoplamento forte.
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3.2.3 Regimes III e IV : Contribuição de termos ñao locais

Nos regimes III e IV são incluidos termos não locais provenientes deα′t̃ através de um operador

de difusão∇2 agindo no termo cin´etico∂µΦ
∗∂νΦ . O regime IV é o limite assintóticox → 0

onde são obtidas funções de estrutura independentes deq2 que é o comportamento an´alogo ao

Bjorken scalingobtido na QCD e observado experimentalmente na região0.1 < x < 1.

Finalizamos esta seção comentando que na abordagem feita em [17] é feito o limiteNc →

∞ com a constante de ’t Hooftg2
Y MNc fixa. Nesse limite os estados hadrˆonicos finais no

DIS não incluem estados compostos de mais de um h´adron devido a que a produção de novos

hádrons é desprezı́vel. A possibilidade de incluir estados compostos no DIS, ainda no regime

de Supergravidade, ser´a discutida no final deste cap´ıtulo. Efeitos deNc finito no DIS no regime

de Teoria de Cordas foram estudados na ref. [79], onde é abordado o problema de saturação.

Nas seções seguintes descrevemos em detalhe a nossa abordagem para o c´alculo de funções de

estrutura usando o modelo de parede macia e o modelo D3/D7.

3.3 DIS no modelo de parede macia

Como vimos no cap´ıtulo 2, a espectroscopia prevista pelo modelo de parede macia difere da pre-

visão obtida no modelo de parede rı́gida. No modelo de parede macia as trajetórias hadrˆonicas

escalares e vetoriais são lineares enquanto no modelo de parede rı́gida elas são quadr´aticas. No

DIS a quantidade relevante é a parte imaginária do tensor de amplitude Comptonforward T µν

que pode ser decomposta na forma

ImT µν = 2π2
∑

X

δ
(
M2

X +(P+q)2
)
〈P,Q|Jν(0)|P+q, X〉 〈P+q, X|Jµ(0)|P,Q〉 . (3.29)

No modelo de parede macia as trajet´orias lineares para hádrons escalares têm como consequˆencia

∑

X

δ
(
M2

X + (P + q)2
)

=
1

4c
. (3.30)
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Esse resultado difere significativamente do resultado obtido no modelo de parede rı́gida

∑

X

δ
(
M2

X + (P + q)2
)

=
1

2πs1/2 Λ
. (3.31)

Motivados por essa observação, na ref. [18] abordamos o problema do espalhamento profun-

damente inel´astico lépton-hádron no modelo de parede macia para o caso escalar nos regimes I

e II descritos na seção anterior. Nessa referência discutimos também o caso espinorial no qual

o dı́laton de fundo do modelo de parede macia n˜ao é suficiente para normalizar os campos e

introduzir massa. Esse caso é apresentado no apˆendice B.

3.3.1 Regime I : Aproximaç̃ao de Supergravidade

Como vimos anteriormente, o modelo de parede macia é um modelo fenomenológico de 5

dimensões que consiste no espaçoAdS5 na presença de um campo de fundoϕ = cz2 ondez

é a coordenada radial deAdS5. Nesse modelo n˜ao existe corte rı́gido :0 ≤ z < ∞ . A escala

mı́nima de massa na Teoria de Calibre é identificada com
√
c. Propusemos na ref. [18] uma

extensão desse modelo para 10d consistindo em ações da forma

I =

∫
d10x
√
−g e−ϕ L , (3.32)

ondeL é uma densidade da lagrangeana em 10d,gMN é a métricaAdS5 × S5 eϕ = cz2 é o

dı́laton de fundo. Então, em vez da eq. (3.7), adotamos a seguinte prescrição para o elemento

de matriz da corrente hadrˆonica escalar :

ηµ〈PX ,X|J̃µ(q)|P,Q〉 = (2π)4 δ4(PX − P − q) ηµ 〈P + q,X|Jµ(0)|P,Q〉

= iQ
∫
d10x
√
−g e−c z2

Am
(
Φi∂mΦ∗X − Φ∗X∂mΦi

)
. (3.33)

Os camposAm andΦ na integral não são os mesmos do modelo de parede rı́gida. A presença do

dı́laton de fundoϕ = c z2 modifica as equações de movimento de campos vetoriais e escalares.

Em consequˆencia, no modelo de parede macia as soluções envolvem funções hipergeométricas
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confluentes da formaU(a; b;w) eM(a; b;w) em vez de funções de BesselKν(v) eJν(v).

Campo de calibre

A ação de um campo de calibre no modelo de parede macia é

I = −
∫
d10x
√
−g e−cz2 1

4
FmnF

mn , (3.34)

que leva às equações de movimento

2Aµ + zecz2

∂z

(
e−cz2 1

z
∂zA

µ
)
− ηµν∂ν

(
zecz2

∂z

(
e−cz2 1

z
Az

)
+ ∂ρA

ρ
)

= 0 ,

2Az − ∂z

(
∂µA

µ
)

= 0 , (3.35)

onde usamos a notaçãoAµ ≡ ηµνAν e2 ≡ ηµν∂µ∂ν . Escolhendo a condição de calibre

∂ρA
ρ + zecz2

∂z

(
e−cz2 1

z
Az

)
= 0 ,

e impondo a condição de contornoAµ(z, y)|z→0 = ηµ e
iq·y , obtemos as soluções

Aµ(z, y) = ηµ e
iq·y c Γ(1 +

q2

4c
) z2 U(1 +

q2

4c
; 2; cz2) ,

Az(z, y) =
i

2
η · q eiq·y Γ(1 +

q2

4c
) z U(1 +

q2

4c
; 1; cz2) , (3.36)

ondeU(a; b;w) são funções hipergeométricas confluentes de segunda classe (funções de Tri-

comi). Observando que os produtosU(a; 2;w)wΓ(a) e U(a; 1;w)
√
wΓ(a) decrescem rap-

idamente quandoaw > 1, é natural definir um máximo efetivo para a coordenada radialz

:

zint ≈
1√

c (1 + q2

4c
)
∼ 1

q
, (3.37)

que é independente da escala de cortec. Quandoz > zint o termo de interação entre o campo de

calibre e os campos escalares (eq. (3.33)) é desprezı́vel. A condiçãoz < zint garante a relação
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α′s̃
<∼ (
√

4π g2
Y MNc)

−1/x (eq. 3.20), que define a validade do regime de Supergravidade :

(
√
g2

Y MNc)
−1 � x < 1 onde a energia n˜ao é suficientemente grande para excitar estados mas-

sivos de cordas .

Campos escalares

A equação de um campo escalar no modelo de parede macia é

z3ecz2

∂z

(
e−cz2 1

z3
∂zΦ

)
+ 2Φ − R2

z2
m5

2 Φ = 0 . (3.38)

A massam5 está relacionada à dimensão conforme∆ do operador que cria estados hadrˆonicos

escalares :m2
5R

2 = ∆(∆− 4) . Impondo a condição de normalização

∫
dz d5Ω

R8

z3

√
gW e−cz2 |Φ |2 = 1 , (3.39)

obtemos as soluções normalizáveis

Φn(y, z,Ω) =
[2c∆−1Γ(n + 1)

Γ(n+ ∆− 1)

]1/2 1

R4
eip·y z∆L∆−2

n (cz2 )Y (Ω) , (3.40)

onde usamos a normalização angular
∫
d5Ω
√
gW |Y (Ω) |2 = 1 en é um número inteiro não

negativo definido pela relação
p2

4c
+

∆

2
= −n . (3.41)

Identificandop2 = −mn
2 vemos como no modelo de parede macia o espectro de massas possui

trajetórias hadrˆonicas linearesmn
2 = 4c

(
n+ ∆

2

)
, que levam ao resultado (3.30). Assumindo

que o hádron inicial de momentoP possui massa mı́nima do espectro igual a
√

2c∆ (̇n = 0)

ele é representado pela solução

Φi ≡ Φi(y, z,Ω) =
[ 2c∆−1

Γ(∆− 1)

]1/2 1

R4
eiP ·y z∆ Y (Ω) . (3.42)
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O estado final de momentoPX pode ser representado pela solução

ΦX ≡ ΦX(y, z,Ω) =
[2c∆−1Γ( s

4c
− ∆

2
+ 1)

Γ( s
4c

+ ∆
2
− 1)

]1/2 1

R4
eiPX·y z∆L∆−2

nX
(cz2 )Y (Ω) , (3.43)

sendo

nX = −P
2
X

4c
− ∆

2
=

s

4c
− ∆

2
, (3.44)

onde foi usada a conservação de momentoPX = P + q .

Funções de estrutura

Usando as soluções (3.36), (3.42) e (3.43) chegamos ao resultado

i Q
∫
d10x
√
−ge−ϕAm

(
Φi∂mΦ∗X − Φ∗X∂mΦi

)

= Q(2π)4δ4(P + q − PX) 2 ηµ

[
P µ +

qµ

2x

]( Γ( s
4c
− ∆

2
+ 1)

Γ(∆ − 1)Γ( s
4c

+ ∆
2
− 1)

)1/2

×

Γ(1 +
q2

4c
)

∫ ∞

0

dw w∆−1 e−w U(1 +
q2

4c
; 2;w) L∆−2

nX
(w)

= (2π)4δ4(P + q − PX) 2Q ηµ

[
P µ +

qµ

2x

] q2

4c
(∆− 1)

[
Γ(∆− 1)

]1/2

f(q, s) ,

(3.45)

ondew = cz2 e

f(q, s) ≡
[Γ( s

4c
+ ∆

2
− 1)

Γ( s
4c
− ∆

2
+ 1)

]1/2 Γ( q2

4c
+ s

4c
− ∆

2
)

Γ( q2

4c
+ s

4c
+ ∆

2
)
. (3.46)

A integral emw foi calculada usando a representação integral da função hipergeométrica conflu-

enteU(a, b, w) . Substituindo esse resultado em (3.33) encontramos o resultado para o elemento

de matriz

〈P + q,X|Jµ(0)|P,Q〉 = 2Q
[
P µ +

qµ

2x

]q2

4c
(∆− 1)

[
Γ(∆ − 1)

]1/2

f(q, s) .

(3.47)
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Usando as eqs. (3.47), (3.30), (3.73) e a relação

s

4c
= −p

2

4c
+

q2

4cx
− q2

4c
=

∆

2
+

q2

4c

(1

x
− 1
)
,

obtemos

F1 = 0 , F2 = 8π3 Q2

x
(∆− 1) Γ(∆)

( q2

4c

)3 Γ
(

q2

4c

(
1
x
− 1
)

+ ∆− 1
)

Γ
(

q2

4c

(
1
x
− 1
)

+ 1
)

[ Γ
(

q2

4c x
)

Γ( q2

4c x
+ ∆

)
]2
.

(3.48)

Essa é o nossa previs˜ao para funções de estrutura de h´adrons escalares a partir do modelo de

parede macia na aproximação de Supergravidade. Esse resultado difere do modelo de parede

rı́gida (eq. (3.18)). Porém, no limite de Bjorken de alta virtualidade :q2/4c >> 1 comx fixo

podemos usar a aproximação
q2

4c

(1

x
− 1
)
>> 1 , (3.49)

de forma que

Γ
(

q2

4c

(
1
x
− 1
)

+ ∆− 1
)

Γ
(

q2

4c

(
1
x
− 1
)

+ 1
) ≈

[ q2

4c

(1

x
− 1
)]∆−2

;
Γ
(

q2

4c x
)

Γ( q2

4c x
+ ∆

) ≈
[ q2

4cx

]−∆

, (3.50)

obtendo paraF2 o resultado

F2 ≈ 8π3Q2(∆− 1) Γ(∆)
(4c

q2

)∆−1

(1− x)∆−2 x∆+1 . (3.51)

que coincide (a menos de fatores numéricos) com o resultado obtido para o modelo de parede

rı́gida (eq. 3.18), onde identificamos a escala de corte do modelo de parede macia com a escala

de corte do modelo de parede rı́gida
√
c ≈ Λ . Pode parecer estranha essa coincidˆencia devido

à observação feita no começo desta seção a respeito da diferença significativa das eqs. (3.30)

e (3.31). Além disso, as soluções de campos escalares e vetoriais no modelo de parede macia

diferem das obtidas no modelo de parede rı́gida. O que acontece é que no limite de Bjorken
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(q2/4c >> 1 comx fixo) os elemento de matriz do modelo de parede r´ıgida e modelo de parede

macia são proporcionais :

〈P + q,X|Jµ(0)|P,Q〉HW ∼ Λ−1/2 s1/4 〈P + q,X|Jµ(0)|P,Q〉SW , (3.52)

sendo que o fator de proporcionalidade compensa a diferença entre as somas de massas (3.30)

e (3.31). Essa compensação n˜ao trivial entre vértices de interação e espectro de massas explica

porque as funções de estrutura do modelo de parede macia coincidem com as obtidas no modelo

de parede rı́gida no limite de Bjorken.

Fatores de forma escalares

É interessante observar que o elemento de matriz obtido em (3.47) é v´alido para qualquer

valor deq2 andx (dentro do regime I). Em particular, no limitex→ 1 esse elemento de matriz

é relacionado com o fator de forma escalar :

lim
x→1
〈P + q,X|Jµ(0)|P,Q〉 = 2(2P + q)µ F (q2) . (3.53)

Por tanto, fazendo o limitex→ 1 na eq. (3.47) n´os achamos o fator de forma escalar no modelo

de parede macia :

F (q2) =
Q
2

Γ(∆)
Γ( q2

4c
+ 1)

Γ( q2

4c
+ ∆)

, (3.54)

que é mesmo obtido na ref. [54] (eq. (2.58)) .
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3.3.2 Regime II : Estados massivos de Teoria de Cordas

No Regime II a abordagem consiste em incluir o dı́laton de fundoϕ = c z2 na relação hologr´afica

(3.26). A prescrição natural é

[ηµην ImTµν ] (2π)4 δ4(q − q′) =
πα′

8

∫
d10x
√
−g e−c z2

vava F
µn(−q′)F ν

n(q) ∂µΦ
∗ ∂νΦ ,

(3.55)

onde

F0µ(q) =
z

2
eiq·y

[
qµ(q · η) − ηµq

2
]
Γ(1 +

q2

4c
) ,U(1 +

q2

4c
; 1; cz2)

Fµν(q) = i cz2 eiq·y
[
qµην − qνηµ

]
Γ(1 +

q2

4c
) U(1 +

q2

4c
; 2; cz2) , (3.56)

e o campo escalarΦ é a solução obtida em (3.42) . Substituindo (3.42) e (3.56) obtemos

F1 =
π2 ρ c∆−1

8(4πg2
Y MNc)1/2Γ(∆− 1)

(q2)2

x2
A2 ,

F2 =
π2 ρ c∆−1

4(4πg2
Y MNc)1/2Γ(∆− 1)

(q2)3

x

(
A1 +

A2

q2

)
, (3.57)

onde

A1 ≡
1

4
Γ2(a)

∫ ∞

0

dz e−cz2

z2∆+2 U2(a; 1; cz2) ,

A2 ≡ c2 Γ2(a)

∫ ∞

0

dz e−cz2

z2∆+4 U2(a; 2; cz2) , (3.58)

coma = 1 + q2

4c
. As integrais (3.58) n˜ao possuem solução anal´ıtica para qualquer valor deq2.

Porém no limite de Bjorken podemos simplificar o problema. Definindoζ ≡ (a−1)cz2 vemos

que

ζ = (a− 1)cz2 =
q2

4
z2 < q2 z2

int ≈ 1 .
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Então podemos considerar a variávelζ restrita à região0 < ζ < 1 e portanto o limite de Bjorken

é realizado atrav´es dos limites [62]

lim
a→∞
U(a; b;

ζ

a− 1
) =

2

Γ(1 + a− b) ζ
(1−b)/2Kb−1(2

√
ζ)

e

lim
a→∞

e−cz2

= lim
a→∞

e−
ζ

a−1 = 1 ,

ondeb = 1, 2 e a = 1 + q2

4c
. Usando essa aproximação obtemos o resultado

F1 ≈
π2 ρ

8 (4π gN)1/2 Γ(∆− 1)

1

x2

(
c

q2

)∆−1

I 1,2∆+3 ,

F2 ≈ 2xF1
I 0, 2∆+3 + I 1,2∆+3

I 1,2∆+3
= 2x

2∆ + 3

∆ + 2
F1 , (3.59)

onde

I j, n = 2n−2 Γ(n+1
2

+ j) Γ(n+1
2
− j) Γ2(n+1

2
)

Γ(n+ 1)
.

que coincide com aquele obtido em [17] para o modelo de parede rı́gida.

3.4 DIS no modelo D3/D7

Como vimos no cap´ıtulo 2 o modelo D3/D7 incorpora matéria na representação fundamental

do grupo de calibreSU(Nc) através da inclus˜ao deNf D7-branas coincidentes satisfazendo a

simetriaSU(Nf ). No limiteNf � Nc (quenching limit) as D7-branas n˜ao alteram a geometria

gerada pela configuração deNc D3-branas. No modelo D3/D7 os mésons escalares e vetori-

ais na Teoria de Calibre são representados por flutuações das D7-branas no background gerado

pelasNc D3-branas. Nesta seção discutimos a nossa abordagem para o espalhamento profun-

damente inel´astico no caso de mésons escalares usando o modelo D3/D7 [19] na aproximação

de Supergravidade (Regime I das seções anteriores).
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Soluções para m´esons escalares no modelo D3/D7

O cenário do modelo D3-D7 consiste no espaçoAdS5 × S5 com métrica

ds2
10 ≡ gMN dx

MdxN =
r2

R2
ηµνdx

µdxν +
R2

r2

[
dr2 + r2 dΩ2

5

]
, (3.60)

(0 < r <∞) na presença deNf D7-branas coincidentes com métrica

ds2
8 = Gabdx

adxb =
ρ2 + L2

R2
ηµν dx

µdxν +
R2

ρ2 + L2

(
dρ2 + ρ2dΩ2

3,
)
, (3.61)

onde0 < ρ < ∞ . As coordenadasρ e r estão relacionadas atrav´es deρ2 + L2 = r2 portanto

na D7-brana a coordenada está restrita à regi˜aoL ≤ r < ∞. A constanteL determina uma

escala mı́nima de energia na Teoria de calibremh ondemh = L/R2. Mésons escalares surgem

como flutuações de D7-branas nas direções transversas à brana. Por simplicidade consideramos

o casoNf = 1. Como vimos no cap´ıtulo 2, a equação de movimento para campos escalares na

D7-brana é

∂a

[ √−G
ρ2 + L2

Gab∂bΦ
]

= 0 ou

R4

(ρ2 + L2)2
ηµν∂µ∂νΦ +

1

ρ3
∂ρ(ρ

3∂ρΦ) +
1

ρ2
∇α∇αΦ = 0 . (3.62)

Usando a condição de normalização

R

∫
dρd3Ω

√
−G

(ρ2 + L2 )2
|Φ|2 = 1 ,

obtemos as soluções

Φn,` = Cn,`e
ip·yY`(Ω)

(ρ/L)`

[1 + ρ2

L2 ]n+`+1
F (−n− ` − 1,−n; `+ 2;− ρ

2

L2
) , (3.63)
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onde

Cn,` =
1√
R

√
2(2n + 2` + 3)Γ(n + 2`+ 3)

Γ(n + 1)Γ2(` + 2)
, (3.64)

F (a, b; c;w) é a função hipergeométrica,Ω representa as coordenadas deS3 e Y`(Ω) são

autofunções do laplaceano angular∇α∇α com autovalores̀(` + 2). O ı́ndice` é relacionado à

dimensão conforme∆ do operador hadrˆonico escalar via∆ = `+3 . O parâmetron é definido

pela relação−p2 = 4m2
h[(n + ` + 1)(n + ` + 2)]. O campo escalar representando o estado

inicial corresponde an = 0 e p = P com massa2mh

√
(` + 1)(`+ 2) . Para o estado final

p = PX and n = nX onde

4m2
h[(nX + ` + 1)(nX + `+ 2)] = s = −P 2

X = −P 2 + q2

(
1

x
− 1

)
. (3.65)

Explicitamente, as soluções para o hádron inicial e final são respectivamente

Φi = C
0,`
eip·yY`(Ω)

(ρ/L)`

[1 + ρ2

L2 ]`+1
,

ΦX = C
nX,`

eip·yY`(Ω)
(ρ/L)`

[1 + ρ2

L2 ]nX+`+1
F (−nX − ` − 1,−nX ; `+ 2;− ρ

2

L2
) . (3.66)

Finalmente, usando a eq.(3.65) obtemos a soma de massas de estados finais6

∑

X

δ
(
M2

X + (P + q)2
)
≈ 1

4m2
h(2nX + 2` + 3)

=
1

4mh

√
s+m2

h

. (3.67)

A seguir vamos estudar duas possibilidades que surgem no modelo D3/D7 para o campo

de calibre. A primeira opção é considerar a solução para o campo de calibre noAdS5 que é

dual a uma corrente hadrˆonica que surge do grupoU(1) ⊂ SO(4) da Teoria Super Yang-Mills

N = 2. A segunda opção é considerar um campo de calibre morando na D7-brana que no

modelo D3/D7 é dual à corrente de saborU(Nf = 1)

6Observe a semelhança desse resultado com aquele obtido no modelo de parede r´ıgida (3.17).
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3.4.1 Caso A : Campo de calibre no bulk

A interação de um méson escalar com um fóton virtual pode ser representada em Supergravi-

dade pela interação de um campo de calibreAm morando emAdS5 com um campo escalar

morando na D7-brana. O campo de calibreAm, que satisfaz as eqs. de Maxwell noAdS5,

surge de uma perturbação da métricaAdS5 × S5 na formaδgmα = Amvα, ondevα são vetores

de Killing nas direções deS3 ⊂ S5. Essa perturbação induz uma perturbação na métrica da

D7-brana na formaδGm̃α = Am̃vα ondem̃ = (ρ, µ) eAρ = ρ/r Ar. Essa perturbação leva ao

seguinte termo de interação

Sint =

∫
d8x
√
−G vαAm̃

ρ2 + L2

(
∂αΦ∗∂m̃Φ + ∂m̃Φ∗∂αΦ

)
. (3.68)

Usando a relaçãoRvα∂αΦ = iQΦ chegamos à ação efetiva para a interação de um f´oton

virtual com dois mésons escalares

Sint =
iQ
R

∫
d8x
√
−GAm̃ jm̃ =

iQ
R

∫
d8x
√
−GAm̃ 1

ρ2 + L2

(
Φi∂m̃Φ∗X − Φ∗X∂m̃Φi

)
,

(3.69)

que é identificada com o elemento de matriz

(2π)4δ4(PX − P − q) ηµ 〈P + q,X|Jµ(0)|P,Q〉 .

A solução não normalizável para o campo de calibre noAdS5 representando um fóton virtual

de momentoqµ e polarizaçãoηµ é [19]

Aµ = ηµe
iq·y q

R2

r
K1(q

R2

r
) , Aρ = − i

q2
ηµνqµ∂ρAν , (3.70)

onde q =
√
q2 e r =

√
ρ2 + L2 . Substituindo as soluções (3.66) e (3.70) em (3.69) obtemos

o elemento de matriz da corrente hadrˆonica

〈P + q,X|Jµ(0)|P,Q〉 = 2QRC
0,`
C

nX,`

q

mh

[
pµ +

qµ

2x

]
Ibulk , (3.71)
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onde

Ibulk =

∫ 1

0

dvv2(1 − v2)`+1 K1(
qv

mh
)F (−nX − ` − 1, nX + `+ 2; ` + 2; 1 − v2) (3.72)

e v = L√
ρ2+L2

. Usando o resultado (3.71), o resultado de soma de massas (3.67) e lembrando

a decomposição da parte imaginária tensor de Comptonforward

ImT µν = 2π2
∑

X

δ
(
M2

X +(P+q)2
)
〈P,Q|Jν(0)|P+q, X〉 〈P +q, X|Jµ(0)|P,Q〉 , (3.73)

achamos as funções de estrutura

F1 = 0 ; F2 = 8π3Q2 Γ(2` + 4)

Γ4(` + 2)

Γ(nX + 2` + 3)

Γ(nX + 1)

(
q2

m2
h

)2 I2
bulk

x
, (3.74)

em função da integralIbulk definida em (3.72). Essa integral não possui solução anal´ıtica para

qualquer regime deq2 ex. No apêndice C encontramos um resultado anal´ıtico para essa integral

perto do limite elásticox → 1 e paraq2 >> m2
h . Aqui citamos o resultado para a função de

estrutura :

F2 ∼
(

4mh
2

q2

)`+2

(1− x)`+1 =

(
4mh

2

q2

)∆−1

(1 − x)∆−2 , (3.75)

que coincide com o resultado obtido no modelo de parede rı́gida e modelo de parede macia

identificandomh comΛ e
√
c .

Fizemos um c´alculo numérico em MAPLE 12 para a integral (3.72) a fim de investigar a

dependˆencia da função de estruturaF2 nas variáveisq2 e x. Na subseção 3.4.3 mostramos os

resultados numéricos obtidos para a função de estruturaF2 comparando-os com os resultados

do modelo de parede rı́gida e do modelo de parede macia.
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3.4.2 Caso B : Campo de calibre na D7-brana

Como vimos no cap´ıtulo 2, além de flutuações escalares na D7-brana existem flutuações veto-

riais descritas pela ação de Dirac-Born-Infeld da D7 brana. Na ref. [66], foram obtidas diversas

soluções para o campo de calibreAa morando na D7-brana. Estamos interessados em soluções

do tipo II sem dependˆencia angular :

Aµ = ηµe
iq·yf(ρ) ; q · η = 0 ; Aρ = 0 ; Aα = 0 ,

ondef(ρ) satisfaz a equação

− q2

m2
h

1

(%2 + 1)2
f +

1

%3
∂%

(
%3∂%f

)
= 0 , % ≡ ρ/L . (3.76)

A eq. (3.76) é o casò= 0 de (2.75) e as soluções descrevem um fóton de momento transverso

qµ e polarizaçãoηµ. A condiçãoq2 > 0 para o fóton virtual leva à solução n˜ao normalizável

f(w) = CqF (−α, 1 + α; 2;w) , w =
ρ2

ρ2 + L2
, α = −1

2
+

i

2

√
q2

m2
h

− 1 , (3.77)

Cq = Γ(2 + α) Γ(1 − α) =
πq2

4m2
h cosh (π

√
q2

4m2
h
− 1

4
)
, (3.78)

dual à corrente de saborU(Nf = 1) . A constanteCq é determinada pela condição de fronteira

Aµ(w→ 1) = ηµe
iq·y . Embora o parˆametroα seja complexo a solução do campo de calibre é

real porque depende unicamente da combinaçãoα(α + 1) = −q2/4m2
h.

A interação fóton-méson-méson pode ser obtida neste caso impondo invariˆancia de calibre

na ação do campo escalar introduzindo derivadas covariantes :

SΦ = −
∫
d8x
√
−G Gab

ρ2 + L2
∇aΦ

∗∇bΦ , (3.79)
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onde∇a = ∂a − iQ
R
Aa . Desta ação encontramos o termo de interação

Sint = i
Q
R

∫
d8x
√
−GGµνAµ

1

ρ2 + L2

(
Φi∂νΦ

∗
X − Φ∗X∂νΦi

)
, (3.80)

que é identificado com o v´ertice(2π)4δ4(PX −P − q) ηµ 〈P + q,X|Jµ(0)|P,Q〉 . Substituindo

as soluções do campo de calibre e escalar chegamos ao resultado

〈P + q,X|Jµ(0)|P,Q〉 = QRC0,`CnX ,` Cq IbraneP
µ , (3.81)

Ibrane =

∫ 1

0

dww`+1F (−α, 1 + α; 2;w)F (−nX − `− 1, nX + ` + 2; `+ 2;w) , (3.82)

ondeCnX ,` eCq foram definidos em (3.64) e (3.78) De (3.81) vemos queF1 = 0. O resultado

paraF2 pode ser escrito na seguinte forma (apˆendice C) :

F2 = 8π5Q2 Γ(2` + 4)

Γ2(`+ 2)

Γ(nX + 2` + 3)

Γ(nX + 1)

1

x

(
q2

4m2
h

)3
1

cosh2 (π
√

q2

4m2
h
− 1

4
)

×
{ ∞∑

j=nX

Γ(` + 2 + j) Γ(j + 1)

(j + 1)Γ(nX + 2` + 4 + j) Γ(j + 1 − nX)

j∏

k=1

[ q2

4m2
h k

2
+
k − 1

k

]}2

.

(3.83)

No regimex << 1 essa express˜ao se reduz a

F2|x<<1 ≈ π
5Q2 (1.27)2

2
Γ(2` + 4) (` + 2)2

(
4m2

h

q2

)`+2

x`+4 . (3.84)

Lembrando que∆ = ` + 3, vemos que o nosso resultado reproduz a mesma dependˆenciaq2 e

x do modelo de parede rı́gida e parede macia no regimex << 1 . Usando MAPLE 12, fizemos

um cálculo numérico deF2 para diferentes regimes dex eq2. Na subseção seguinte mostramos

os nossos resultados.
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3.4.3 Resultados Nuḿericos

Nesta subseção apresentamos os nossos resultados numéricos para a função de estruturaF2 no

modelo D3-D7 no limite de Bjorkenq2 >> m2
h para o caso A do campo de calibre no bulk, eq.

(3.74), e o caso B do campo de calibre na brana ,eq. (3.83). Comparamos graficamente esses

resultados com aqueles obtidos para o modelo de parede r´ıgida, eq. (3.18), e o modelo de parede

macia, eq. (3.51), no regime de Supergravidade (Regime I) . Devido a que esses modelos pos-

suem diferentes parˆametros representando a escala mı́nima de massa é conveniente introduzir a

variável adimensionalQ identificada comq/2mh no modelo D3-D7 ,q/Λ no modelo de parede

rı́gida eq/2
√
c no modelo de parede macia.

Dependência deF2 emx

Na Fig. 3.2 mostramos a dependˆencia da função de estruturaF2 com o parâmetro de Bjorken

x paraQ = 75, 0.25 ≤ x < 1, ` = 0, 1, 2, 3. Para outros valores deQ os resultados

são semelhantes sempre queQ � 1 . Em cada gráfico a linha azul corresponde aos resultados

coincidentes do modelo de parede rı́gida, modelo de parede macia e o caso A do D3/D7. A linha

vermelha representa o caso B do D3/D7 que difere dos outros resultados. Todas as funções de

estrutura foram normalizadas fixando o valor máximo a 1. Podemos observar que em todos os

casos a função de estruturaF2 apresenta uma dependˆencia emx na forma de uma gaussiana.

Ela vai a zero quando nos aproximamos muito ou nos afastamos muito do limite el´astico e

possui um máximo para um determinado valor dex = x̃. Conforme aumentamos o valor de`,

a localização do máximõx diminui tanto para a linha azul (A do D3/D7, parede r´ıgida e parede

macia) como para a linha vermelha (B do D3/D7).

Na Fig. 3.3 ilustramos o comportamento deF2 vsx para valores pequenos dex. O primeiro

gráfico mostra o comportamento singular do caso A do D3/D7. No segundo gráfico compara-

mos a função de estruturaF2 para o caso B do D3/D7 (linha vermelha) com o modelo de parede

rı́gida e parede macia (linha preta). Esses gr´aficos foram feitos paraQ = 75 mas não diferem

significativamente para outros valores deQ >> 1.
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Figura 3.2:F2 vsx para` = 0, 1, 2 eQ = 75. A linha vermelha representa o caso B do D3/D7.
A linha azul representa o caso A do D3/D7 e os modelos de parede rı́gida e parede macia.

Figura 3.3:F2 vsx parax pequeno no casò= 0 eQ = 75. O primeiro gráfico corresponde
ao caso A do D3/D7 (linha azul). No segundo gráfico a linha vermelha representa o caso B do
D3/D7 e a linha preta corresponde aos modelos de parede rı́gida e parede macia

Dependência deF2 emQ2

Nós analisamos também a dependˆencia deF2 emQ2 para diversos valores dex. Na Figura

3.4 representamos gráficos de− ln(F2(Q)/F2(Q0)) como função deln(Q2/Q2
0), para vários

valores dex e`. No primeiro gráficox = 0.5,Q0 = 45, ` = 0, 1, 2 onde as funções de estrutura

dos 4 modelos coincidem. Cada linha representa um valor diferente de`. Desse gráfico pode-

mos deduzir a dependˆenciaQ−2(`+2) = Q2 (1−∆) da função de estruturaF2. Essa dependˆencia

nos diz que, para valores fixos dex, a função de estrutura diminui quando aumentamos a

virtualidadeQ2. Veremos na pr´oxima seção que essa dependˆencia é universal para modelos

AdS/QCD onde a Teoria de calibre dual possue constante de acoplamentog2
Y MNc grande.
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O segundo gráfico corresponde ax = 0.9, Q0 = 12, ` = 0. Nesse gráfico a linha vermelha

representa o caso B do D3/D7 enquanto a linha azul representa o caso A do D3/D7 e os modelos

de parede rı́gida e parede macia. Esse gr´afico mostra um pequeno desvio do comportamento

Q−4 no caso B do D3/D7 para valores dex perto de 1. Para valores pequenos dex é o caso A do

D3/D7 que se desvia dos outros como é evidente no terceiro gráfico ondex = 0.25 eQ0 = 39.

Figura 3.4:− ln(F2(Q)/F2(Q0)) vs ln(Q2/Q2
0) para os 4 modelos considerados. No primeiro

gráfico,x = 0.5 eQ0 = 45. Cada linha no gr´afico representa os resultados coincidentes para
os 4 modelos nos casos` = 0, 1, 2. No segundo gr´aficox = 0.9 , ` = 0 e a linha vermelha
representa o caso B do D3/D7 enquanto a linha azul representa os outros modelos . No terceiro
gráfico, comx = 0.25 e ` = 0, todas as funções de estrutura coincidem (linha preta) a exceção
do caso A do D3/D7 que oscila para valores grandes deQ (linha azul) .

3.4.4 Fatores de forma de ḿesons escalares

É poss´ıvel calcular fatores de forma de mésons escalaresF (q2) para os casos A e B do modelo

D3/D7 a partir da relação

〈P + q,X|Jµ(0)|P,Q〉 = 2F (q2) [2P µ + qµ] . (3.85)
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O limite elásticox = 1 é garantido pela condiçãonX = 0. Para o caso do campo de calibre no

bulk (caso A), usando as eqs. (C.4) e (3.71) encontramos paraq2 grande

F (q2) =
Q

2
Γ(2` + 4)(` + 2)

( 4m2
h

q2

)`+2

=
Q

2
Γ(2∆ − 2)(∆− 1)

( 4m2
h

q2

)∆−1

. (3.86)

No caso do campo de calibre na D7-brana (caso B) obtemos o mesmo resultado (apˆendice C).

Esse resultado foi obtido anteriormente na ref. [68] usando diferentes soluções escalares. O

comportamento em (3.86) é o mesmo obtido no modelo de parede r´ıgida e parede macia para

q2 grande.

3.5 Análise dos resultados para as funç̃oes de estrutura

Nesta seção comparamos as previs˜oes para as funções de estrutura via AdS/QCD com as pre-

visões da QCD no limite de Bjorkenq2� Λ2 . É natural que esses resultados sejam diferentes

porque as Teorias de Calibre envolvidas nos modelos AdS/QCD possuem constante de acopla-

mento grande em qualquer regime de energia enquanto a QCD possue liberdade assintótica. A

análise feita aqui se restringe ao limiteNc � 1 . Efeitos deNc finito são considerados na ref.

[79] no contexto do problema de saturação e na ref. [20] onde são inclu´ıdos estados hadrˆonicos

compostos .

Dependência emq2

Para poder comparar a dependˆencia emq2 é conveniente introduzir os momentos

M (s)
n (q2) ≡

∫ 1

0

dx xn−1(2x)1−sFs(x, q
2) (n = 0, 2, 4 · · · , s = 1, 2) . (3.87)
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No limite de Bjorken, esses momentos podem ser expandidos na seguinte forma [17]

M (s)
n (q2) ≈ 1

4

∑

j

C
(s)
n,jAn,j

(
Λ2

q2

)1
2
τn,j−1

, (3.88)

onde a soma denota contribuições de operadores hadrˆonicos de spinn e twist τn,j . Essa ex-

pansão é obtida a partir de uma expans˜ao em produto de operadores (OPE) do produto das duas

correntes hadrˆonicas que aparecem no tensor Comptonforward T µν . Numa Teoria de Calibre

comNc � 1 a constante efetiva é a constante de ’t Hooftλ = g2
Y MNc. Quandoλ � 1 os

operadores hadrônicos adquirem uma dimensão anˆomala muito pequena e a soma em (3.88) é

dominada pelos operadores de mı́nimotwist τn,j = 2 . Nesse caso os momentosM (s)
n (q2) e as

funções de estruturaF1 eF2 são aproximadamente independentes deq2 (Bjorken scaling). Esse

comportamento é observado aproximadamente nos dados experimentais para valores grandes

deq2 ex > 0.1 e indica a existência de p´artons no interior do h´adron (vide Fig 3.5). Na QCD

os operadores hadrˆonicos adquirem dimensões anˆomalas e oBjorken scalinǵe quebrado.

Figura 3.5: Espalhamento Comptonforwardparag2
Y MNc � 1 [17] (contribuição de p´artons).

Por outro lado quandoλ� 1 a Teoria de Calibre é não perturbativa e os modelos AdS/QCD

sugerem para as funções de estrutura e os momentosM
(s)
n (q2) o comportamento(Λ2/q2)τ−1 .

Esse comportamento pode ser interpretado como a contribuição de operadores comtwist igual

a 2τ na expans˜ao (3.88). Segundo a ref. [17] esses operadores possuem dimensãoprotegida

no sentido que a dimensão não muda significativamente quandoλ � 1 . Esse tipo de com-

portamento é bem diferente aoBjorken scalinge pode ser interpretado como a contribução

do hádron inteiro para o espalhamento profundamenteinelástico(vide Fig 3.6). De qualquer
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forma, é importante observar que a violação doBjorken scalingobtida nos modelos AdS/QCD

é semelhante à observada experimentalmente para valores dex perto de regime elástico [80].

É interessante comentar o pequeno desvio do comportamento(Λ2/q2)τ−1 observado no

caso B do momento D3/D7. Nesse caso a corrente hadrônica dual ao campo de calibre na

D7-brana é uma corrente de sabor da Teoria Super Yang-MillsN = 2. É poss´ıvel que na

expans˜ao em produto de operadores para esse tipo de correntes possam surgir correções devido

à dependˆencia da escala de massa na constante de acoplamentoλ = g2
Y MNc .

Figura 3.6: Espalhamento Comptonforwardparag2
Y MNc � 1 [17] (contribuição do hádron).

Dependência emx

É interessante comparar a dependˆencia emx das funções de estrutura perto do regime

elástico. Fazendo o limiteq2 → ∞ com s fixo (de forma quex → 1) e usando o resultado

para o fator de forma hadrônico vemos que a função de estruturaF2 é proporcional aq6−4τg(s)

ondeg(s) é uma função des ≈ q2(1 − x) . Para Teorias de Calibre comλ � 1 o Bjorken

scalingequivale à condiçãog(s) ∼ s2τ−3 enquanto para Teorias comλ � 1 a dependˆencia

(q2)1−τ leva à condiçãog(s) ∼ sτ−2 . A última condição é consistente com a dependˆencia

(1−x)τ−2 deF2 perto do regime el´astico encontrada usando modelos AdS/QCD que constrasta

com o comportamento(1−x)2τ−3 esperado na QCD . Quandox se afasta um pouco do regime

elástico mas ainda no regime de Supergravidade (Regime I), os modelos AdS/QCD apresentam

um comportamento para as funções de estrutura na forma de funções gaussianas com máximos
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emx dependentes na dimensão∆ = `+ 3 do operador hadrˆonico inicial. Esse comportamento

é muito interessante devido à semelhança com o comportamento observado em dados experi-

mentais para as funções de estrutura no regime deq2 pequeno e0.1 < x < 1 [80]. Isso pode

indicar queos resultados para as funções de estrutura obtidos atrav´es dos modelos AdS/QCD,

embora calculados no regime deq2 grande, podem dar informação a respeito do regime deq2

pequeno. O regime deq2 pequeno é um regime não perturbativo da QCD (e portanto de difı́cil

acesso). Desta forma, os modelos AdS/QCD surgem como uma alternativa interessante para

nos aproximarmos desse regime. Ainda no Regime I, observamos também a coincidˆencia do

caso A do modelo D3/D7 com os modelos de parede rı́gida e parede macia (linha azul da Fig.

3.2). Essa coincidˆencia se deve provavelmente a que a solução para o campo de calibre é a

mesma. Por´em, conforme diminuimosx a função de estruturaF2 do caso A do D3/D7 começa

a divergir de uma maneira nada intuitiva.

No Regime II dos modelos de parede r´ıgida e parede macia o comportamentox−1 da função

de estruturaF2 pode ser interpretado como a contribuiçãox1−ᾱ0 depomeronscom trajetórias de

Regge lineares de interceptoᾱ0 = 2 . Esse intercepto é o mesmo obtido para gr´avitons e por-

tanto a dependˆenciax−1 pode ser vista como uma consequˆencia da dualidade gráviton-pomeron

em modelos AdS/QCD. Por outro lado, c´alculos baseados na QCD perturbativa mostram um

comportamentox1−ᾱ0 com ᾱ0 ∼ 1.4 .

3.6 Estados hadr̂onicos compostos

Como vimos nas seções anteriores, nos c´alculos das refs. [17, 18, 19], foi feita a hip´otese que o

estado final hadrˆonico é criado por um operador de dimensão∆′ igual à dimensão do operador

que cria o estado hadrˆonico inicial∆. Por outro lado, a dimensão de um operador hadrˆonico

pode ser identificada com o número de constituintes do estado hadrˆonico [13], portanto o caso

∆′ = ∆ representa um processo de espalhamento onde o estado hadrˆonico final possui o mesmo

número de constituintes que o estado inicial.

No DIS, quandox é muito pequeno a energia centro de massa
√
s é muito maior que a escala
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de massa do h´adron inicial, de forma que é poss´ıvel encontrar mais de um h´adron no estado final.

Esse aumento de h´adrons produzidos no estado final deveria estar associado a um incremento

do número de constituintes do estado final. Na ref. [20] abordamos esse problema da maneira

mais simples possı́vel, representando o estado final por um campo de SupergravidadeΦ dual a

um operadorO de dimensão∆′ > ∆. O estado criado pelo operadorO representa um estado

hadrônico com mais constituintes que o estado inicial. Na nossa abordagem fazemos a hip´otese

de que o estado hadrônico com∆′ constituintes pode evoluir emN estados hadrˆonicos onde a

relação entreN e∆ depende do tipo de estado hadrˆonico considerado.

Nesta seção revisamos o c´alculo feito na ref. [20], dentro da aproximação de Supergravi-

dade, das contribuições para as funções de estrutura provenientes de estados hadrˆonicos finais

com∆′ > ∆. Esse c´alculo, feito no contexto do modelo de parede r´ıgida, mostra que no regime

dex pequeno as contribuições de estados com∆′ > ∆ são relevantes e modificam significati-

vamente a dependˆencia das funções de estrutura nos parˆametrosq2 ex .

3.6.1 ∆′ = ∆ e a transversalidade do tensorT µν

No caso de hádrons escalares, o dicion´ario entre o v´ertice de interação fóton-hádron-hádronX e

a interação de campos em Supergravidade para o modelo de parede rı́gida é da forma

(2π)4 δ4(PX − P − q) ηµ 〈P + q,X|Jµ(0)|P,Q〉 =

∫
d10x
√
−gAm jm , (3.89)

jm = iQ
(
Φi∂mΦ∗X − Φ∗X∂mΦi

)
, (3.90)

válida sempre quex� (gNc)
−1/2 . As soluções relevantes para o campo de calibre e os campos

escalares são

Aµ = ηµe
iq·y qzK1(qz) , Az = −iq · η eiq·y z K0(qz) (3.91)

Φi = eiP ·y Ci

R4
Λ z2 J∆−2(Λz)Y (Ω) , ΦX = eiPX ·yCX

R4
Λ1/2s1/4z2 J∆′−2(s

1/2z)Y (Ω) ,

(3.92)
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ondeP ePX são os momentos dos estados hadrˆonicos inicial e final,q é o momento do fóton

virtual e s = −P 2
X = −(P + q)2 , P 2 = −Λ2 , . Ci eCX são constantes de normalização e

Y (Ω) é um autoestado do laplaceano angular emS5

A condição∆′ = ∆ implica na conservação da correntejm = (jz, jµ) definida em (3.90):

1√
−g ∂m

(√
−g jm

)
= 0 .

Essa propriedade permite escrever a interação entreAm e jm na forma

∫
d10x
√
−gAm jm =

∫
d10x
√
−gAµ

(
jµ −

i

q2
qµη

να∂νjα

)
≡
∫
d10x
√
−gAµ jeff

µ , (3.93)

onde ∂µj
µ
eff = 0 . A conservação dejµ

eff tem como consequˆencia a transversalidade da parte

imaginária do tensorT µν : qµ ImT µν = 0 = qν ImT µν, onde

ImT µν = 2π2
∑

X

δ
(
(P+q)2 −P 2

X

)
〈P,Q|Jν(0)|P+q, X〉 〈P+q, X|Jµ(0)|P,Q〉 . (3.94)

As funções de estrutura para∆′ = ∆ são [17]

F
∆′=∆

1 (x, q2) = 0 ; F
∆′=∆

2 (x, q2) = πC0Q2

(
Λ2

q2

)∆−1

x∆+1(1 − x)∆−2 , (3.95)

ondeC0 = 22∆π|Ci|2|CX|2 Γ2(∆) .

É interessante observar que essas funções de estrutura são independentes deq2 para∆ =

1 (um tipo deBjorken scaling), correspondendo ao caso em que o h´adron possui um único

constituinte. No limite dex pequeno a função de estruturaF2 em (3.95) possui o comportamento

F
∆′=∆

2 (x, q2)

q2
∼
(
q2 xλ

)γs−1

, λ = −∆ + 1

∆
, γs = 1−∆ . (3.96)
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3.6.2 Funç̃oes de estrutura escalares com∆′ > ∆

No espalhamento profundamente inel´astico parax pequeno, a energia
√
s ≈

√
q2/x é sufi-

cientemente grande para produzir mais de um h´adron no estado final. Numa Teoria de Calibre

a probabilidade de produção de extra h´adrons é determinada pela constante de acoplamento

g2
Y M ∼ 1/Nc , portanto esse fenˆomeno é necessariamente uma consequˆencia do fato de que na

QCD o número de cores é finito. Uma completa descrição desse fenômeno na aproximação

de Supergravidade deveria envolver a construção de novos campos e termos de interação que

representem os novos v´ertices de interação que surgem na produção de hádrons extra. Em vez

disso, na ref. [20] n´os abordamos o problema em termos do n´umero de constituintes hadrˆonicos.

Um estado final com um n´umero de constituintes hadrˆonicos∆′ maior que o n´umero de consti-

tuintes∆ do estado hadrˆonico inicial eventualmente pode evoluir em mais de um h´adron. No

caso escalar, esse estado pode ser representado por um campo escalarΦX dual a um operador

de dimensão∆′ > ∆.

Cabe ressaltar que efeitos deNc finito também podem ser estudados nos regimes puramente

de Teoria de Cordas (regimes II, III e IV da seção 3.2) . Isso foi feito na ref. [79], onde foi

estudado o problema de saturação no DIS.

Um problema que encontramos ao considerar∆′ > ∆ é o fato de a corrente definida em

(3.90) não ser mais conservada :

1√
−g ∂m

(√
−g jm

)
=
iQ
R2

ΦiΦ
∗
X[∆′(∆′ − 4) −∆(∆− 4)] 6= 0 .

É necess´ario modificar o dicion´ario (3.89) pela prescrição

(2π)4 δ4(PX − P − q) ηµ 〈P + q,X|Jµ(0)|P,Q〉 =

∫
d10x
√
−gAm j̃m , (3.97)
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onde

j̃m ≡ jm − vm
1√
−g ∂n

(√
−g jn

)
,

vz = 0 ; vµ = i
(PX − P )µ

(PX − P )2

R2

z2
, (3.98)

é uma nova corrente definida a fim de garantir a transversalidade da parte imaginária do tensor

T µν 7 . O elemento de matriz neste caso é

〈P + q,X|Jµ(0)|P,Q〉 = 2QCiCX s
1/4Λ∆−1/2 q

(
pµ +

qµ

2x

)
I , (3.99)

onde

I ≈
∫ 1/Λ

0

dz z∆J∆′−2(s
1/2z)K1(qz) ≈

∫ ∞

0

dz z∆J∆′−2(s
1/2z)K1(qz) . (3.100)

O resultado para essa integral é

I = 2∆−1 Γ(∆′+∆
2

)Γ(∆′+∆
2
− 1)

Γ(∆′ − 1)

( s
q2

)∆′/2−1
(q2)−(∆+1)/2

× F (
∆′ + ∆

2
,
∆′ + ∆

2
− 1;∆′ − 1;− s

q2
) , (3.101)

ondeF (a, b ; c ;ω) é a função hipergeométrica de Gauss. Usando esses resultados em (3.94) e

lembrando a relação
∑

X

δ
(
(P + q)2 − P 2

X

)
=

1

2πs1/2 Λ
, (3.102)

obtemos as contribuições de estados com dimensão∆′ para as funções de estrutura escalares

F
∆′

1 (x, q2) = 0

F
∆′

2 (x, q2) = π2 22∆|Ci|2|CX|2Q2
(Λ2

q2

)∆−1
x1−∆′

(1 − x)∆′−2
[Γ(∆′+∆

2
)Γ(∆′+∆

2
− 1)

Γ(∆′ − 1)

]2

×
[
F (

∆′ + ∆

2
,
∆′ + ∆

2
− 1;∆′ − 1;−1 − x

x
)
]2
. (3.103)

7Outra possibilidade é trabalhar desde o começo no calibre∂µAµ = 0 que representa f´otons transversos.
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As funções de estrutura devem envolver a soma de todas as contribuições de estados com di-

mensão∆′ :

F2(x, q
2) = F

∆′=∆

2 (x, q2) +
∑

∆′>∆

F
∆′

2 (x, q2) . (3.104)

Para calcular essa soma é conveniente definir a variávelρ ≡ (∆′ − ∆)/2 que representa o

número de h´adrons extra que podem ser eventualmente produzidos pelo estado final. Nesta

definição fizemos a hip´otese de que os novos h´adrons produzidos possuem somente um par

de constituintes como é o caso de dipolos formados por um quark e anti-quark. A função de

estrutura em termos deρ é

F2(x, q
2) = F

(ρ=0)
2 (x, q2) +

Nmax−1∑

ρ=1

F ρ
2 (x, q2) , (3.105)

onde

F ρ
2 (x, q2) = π2 22∆|Ci|2|CX |2Q2

(Λ2

q2

)∆−1
x1−∆(1− x)∆−2

(1 − x
x

)2ρ

×
[Γ(∆ + ρ)Γ(∆ + ρ− 1)

Γ(∆ + 2ρ− 1)

]2 [
F (∆ + ρ ,∆ + ρ− 1 ;∆ + 2ρ − 1 ; −1 − x

x
)
]2
,

(3.106)

eNmax é o número máximo de h´adrons nos quais o estado final pode evoluir. Usando a pro-

priedade [62]

F (a, b; c;ω) = (1− ω)−a F (a, c− b; c; ω

ω − 1
) ,

obtemos

F ρ
2 (x, q2) = F

(ρ=0)
2 (x, q2)

[Γ(∆ + ρ)Γ(∆ + ρ− 1)

Γ(∆)Γ(∆ + 2ρ − 1)

]2
(1−x)2ρ

[
F (∆+ρ , ρ ;∆+2ρ−1 ; 1−x)

]2
,

(3.107)

ondeF (ρ=0)
2 (x, q2) é a função de estrutura obtida em (3.95) para o caso∆′ = ∆. No apêndice

D mostramos expl´ıcitamente resultados para os primeiros valores deρ .



74

3.6.3 Regime dex pequeno escalingna seç̃ao de choque f́oton-hádron

A aproximação de Supergravidade é valida sempre quex > (g2
Y MNc)

−1/2 (Regime I da seção

3.2), portanto se a constante de ’t Hooftg2
Y MNc for grande o suficiente é poss´ıvel usar ainda

essa aproximação em regi˜oes dex << 1. Como discutimos anteriormente. nesse regime a

energia é suficientemente grande para produzir um n´umero grande de hádrons no estado final.

No referencial centro de massa o estado final est´a em repouso e possui energia
√
s. O número

máximo de h´adrons nesse referencial acontece quando todos os h´adrons produzidos estão em

repouso e possuem massa mı́nimaMmin ≈ Λ , portanto

Nmax ≈
√
s

Λ
≈
( q2

xΛ2

)1/2

. (3.108)

Por outro lado, no regimex� 1 as contribuiçõesF ρ>0
2 dominam :

F ρ >0
2 (x� 1 , q2) ≈ F

(ρ=0)
2 (x� 1 , q2)

1

x2

[ (∆)ρ−1

(ρ− 1)!

]2
, (3.109)

sendo a soma

Nmax−1∑

ρ=1

F ρ
2 (x� 1 , q2) ≈ F

(ρ=0)
2 (x� 1 , q2)

1

x2
N (2∆−1)

max . (3.110)

Usando esses resultados e a eq. (3.95), obtemos o comportamento da função de estrutura para

x� 1 :

F2(x� 1, q2) ≈ πC0Q2

(
q2

Λ2

)1/2

x−1/2 . (3.111)

É conveniente reescrever nosso resultado em termos da seção de choque total do espalhamento

fóton-hádronσγ∗ H :

σ(q2, x) = 4π2αEM
F2(x, q

2)

q2
,∼ (q2xλ)γs−1 , λ = 1 , γs = 0.5 . (3.112)
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Esse comportamento é da forma de umscalingque é semelhante ao bem conhecidogeometric

scaling. Este é um comportamento observado experimentalmente no regimex < 0.01 e0.045 <

q2 < 450GeV 2 e consiste na dependˆencia da seção de choqueσγ∗ H na combinaçãoq2xλ com

λ ∼ 0.3 [81]. Modelos efetivos para a QCD perturbativa descrevem esse comportamento com

valoresλ ∼ 0.3 eγs ∼ 0.37 .

É interessante comparar esse resultado com o resultado obtido na ref. [79] onde foi feito

o cálculo de funções de estrutura escalares no regimex < exp (−
√
g2

Y MNc) (regime III da

seção 3.2) paraNc grande por´em finito. Nesse artigo foi obtido um comportamento semelhante

aogeometric scaling(eq. 3.112) comλ = 1 eγs = −1 numa região dex perto da denominada

linha de saturação.



Capı́tulo 4

Transição confinamento/desconfinamento

A QCD a temperatura finita mora no espaçolR3×S1 ondeS1 representa a coordenada temporal

imaginária com per´ıodoβ identificado com o inverso da temperaturaT . A baixas temperaturas

(e baixas energias), quarks e glúons são confinados dentro de hádrons que são singletos de cor.

Por outro lado, existem muitas evidˆencias experimentais e te´oricas de que a altas temperaturas

a QCD deveria atingir uma fase desconfinante onde quarks e gl´uons formam um plasma [82].

Na ausência de quarks, a transição confinamento/desconfinamento pode ser descrita pela Teo-

ria Yang-Mills SU(3). Essa Teoria sofre uma transição de primeira ordem sendo o parˆametro

de ordem o valor esperado do loop de Polyakov1. Na presença de quarks a transição confina-

mento/desconfinamento torna-se uma transiçãocrossover[83].

Como foi discutido nos primeiros cap´ıtulos, a descoberta da Correspondˆencia AdS/CFT foi

um importante avanço na tentativa de estudar o regime não perturbativo de Teorias de Calibre

SU(Nc) comNc � 1 . No trabalho original de J. Maldacena [3] a Teoria de Calibre é definida

no espaçolR3,1 que é a fronteira do espaçoAdS5 definido nas coordenadas de Poincar´e. Pode-

mos nos perguntar se existe algum espaço que possua fronteiralR3×S1 de forma que possamos

estudar Teorias de Calibre semelhantes à QCD a temperatura finita. Veremos neste cap´ıtulo que

existem dois espaços que são soluções das eqs. de Einstein em 5d com constante cosmológica

negativa e possuem como fronteiralR3×S1, e mais, veremos que usando os modelos de parede

1O loop de Polyakov é um loop de Wilson na direção do tempo imaginário.
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rı́gida e parede macia é poss´ıvel estudar a transição confinamento/desconfinamento para Teorias

de Calibre fortemente acopladas definidas emlR3 × S1.

4.1 Transição confinamento/desconfinamento emS3 × S1

O primeiro estudo hologr´afico da transição confinamento/desconfinamento foi desenvolvido por

E. Witten [10, 21] para uma Teoria Super Yang-MillsN = 4 comNc grande definida no espaço

S3 × S1 . O criterio de confinamento para Teorias de Calibre emS3 × S1 é o comportamento

da energia livre : a baixas temperaturas a contribução de singletos de cor (glueballspor exem-

plo) para a energia livre não depende deNc enquanto a altas temperaturas as contribuições de

glúons se manifestam num comportamento da ordemN2
c . Por outro lado, a energia do v´acuo

depende também deN2
c e portanto no limiteNc � 1 a contribuição dela para a energia livre

é muito maior que as contribuições de singletos de cor.É por isso que a transição confina-

mento/desconfinamento estudada em [10, 21] pode ser vista como uma transição de energia

entre o vácuo e um plasma de gl´uons (Super Yang-Mills plasma). Nessa transição a entropia

muda de zero (v´acuo) a um valor que depende deN2
c e da temperatura (plasma). A mudança na

entropia será o criterio mais importante considerado neste cap´ıtulo.

AdS5 global eAdS5 global com buraco negro de Schwarzschild

O espaço S3 × S1 é a fronteira de dois espaços satisfazendo as eqs. de Einstein em 5d com

constante cosmológica negativa. O primeiro deles é a vers˜ao euclideana doAdS5 definido em

coordenadas globais

ds2 =
(
1 +

r2

R2

)
dτ 2 +

dr2

(
1 + r2

R2

) + r2 dΩ2
3 (4.1)

onde0 < r <∞, dΩ2
3 é a métrica de uma esferaS3 e a coordenada temporalτ é compactificada

numa esferaS1 de per´ıodoβ: 0 ≤ τ ≤ β . Em princ´ıpioβ é arbitrário, mas em geral é escolhido

de forma que na fronteira represente o inverso da temperatura.
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O segundo espaço com fronteiraS3×S1 é o buraco negro de Schwarzschild noAdS5 global

ds2 =
(
1 +

r̄2

R2
− w4M

r̄2

)
dτ̄ 2 +

dr̄2

(
1 + r̄2

R2 − w4M
r̄2

) + r̄2dΩ2
3 , (4.2)

onde0 ≤ τ̄ ≤ β̄, w4 = 16πG5/(6π
2) eM é a massa do buraco negro. A coordenada radial

possui um mı́nimor̄ ≥ r̄+ sendōr+ denominado de horizonte do buraco negro que é a maior

solução da equação

1 +
r̄2

R2
− w4M

r̄2
= 0 .

A condição de regularidade no horizonte implica na relação entre a temperatura do buraco negro

e o horizonte
1

T̄
= β̄ =

4πR2r̄+
4r̄2

+ + 2R2
. (4.3)

Essa relação mostra que a temperatura de um buraco negro de Schwarzschild noAdS5 global

possui um mı́nimo quandōr+ = r̄c
+ = R/

√
2 . Para buracos negros grandes comr̄+ > r̄c

+ a

temperatura aumenta com o horizonte enquanto buracos negros pequenos comr̄+ < r̄c
+ pos-

suem comportamento contr´ario.

Transição Hawking-Page

Os dois espaços definidos em (4.1) e (4.2) surgem como soluções das eqs. de Einstein com

constante cosmológica negativaΛ = −12/R2 :

Rmn −
1

2
gmnR = −1

2
Λgmn , (4.4)

ondeRmn eR são o tensor e o escalar de Ricci respectivamente [84] . Essas eqs. surgem da

ação gravitacional de Einstein-Hilbert :

Sbulk = − 1

16πG5

∫

M
d5x
√
g
(
R − Λ

)
. (4.5)
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Soluções da eq. (4.4) satisfazemR = 5Λ/3 = −20/R2 . Substituindo esse resultado em (4.5)

obtemos uma ação cl´assica,

Sbulk =
1

2πG5R2

∫

M
d5x
√
g , (4.6)

que é proporcional ao volume do espaço solução da eq.(4.4). Para as duas métricas definidas

em (4.1) e (4.2)
√
g = r3 e obtemos as ações

SAdS
bulk =

1

2πG5R2
(2π2)

∫ β

0

dτ

∫ rmax

0

dr r3 =
π2

4πG5R2
β r4

max, (4.7)

SBH
bulk =

1

2πG5R2
(2π2)

∫ β̄

0

dτ̄

∫ r̄max

r̄+

dr̄ r̄3 =
π2

4πG5R2
β̄
(
r̄

4

max − r̄
4

+

)
, (4.8)

ondermax e r̄max são cortes ultravioletas que são usados para tratar com as divergências pre-

sentes nos volumes doAdS5 global eAdS5 global com buraco negro de Schwarzschild (no

final são feitos os limitesrmax → ∞ e r̄max → ∞). Existem duas maneiras de abordar as

divergências ultravioletas em espaços assintoticamente Anti-de-Sitter. No caso de estarmos in-

teressados unicamente na diferença das ações, é suficiente identificar as “fronteiras”rmax com

r̄max e os tempos pr´oprios das métricas (4.1) e (4.2) :

√
1 +

r2
max

R2
dτ =

√
1 +

r2
max

R2
− w4M

r2
max

dτ̄ , (4.9)

que implica na relação

β ≈ [1− w4M R2

2 r4
max

] β̄ = [1−
r̄4
+ +R2 r̄2

+

2 r4
max

] β̄, (4.10)

de forma que a diferença das ações é

∆S = SBH
bulk − SAdS

bulk =
2π2

4G5

r̄3
+(R2 − r̄2

+)

4 r̄2
+ + 2R2

. (4.11)

Essa diferença é positiva quandōr+ < R indicando instabilidade da solução de buraco negro em
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relação aoAdS5 global2 . Por outro lado, quandōr+ > R o sinal negativo da diferença de ações

indica que a solução de buraco negro é estável. Portanto, concluimos que existe uma transição

gravitacional entre o espaçoAdS5 global e oAdS5 global com buraco negro de Schwarzschild.

Essa transição foi descoberta em 1982 por Hawking e Page [85] no caso de 4 dimensões.É

interessante observar que o horizonte crı́ticor̄c
+ = R/

√
2 que divide os dois tipos de solução

de buraco negro (grande e pequeno) é sempre menor queR, portanto segundo o criterio de

Hawking-Page um buraco negro pequeno é necessariamente instável.

A seguir veremos porque podemos associar a transição de Hawking-Page a uma transição

confinamento/desconfinamento. Antes disso lembramos que existe uma segunda maneira de

resolver as divergˆencias ultravioletas em espaços assintoticamente Anti-de-Sitter que consiste

num método baseado na Correspondˆencia AdS/CFT denominado de renormalização hologr´afica

[86, 87]. Esse método será considerado quando estudarmos o casolR3 × S1 .

Quantidades termodinˆamicas e a transição confinamento/desconfinamento

Quando identificamos o espaçoS3×S1 com a fronteira doAdS5 global ou doAdS5 global

com buraco negro de Schwarzschild, descobrimos que o quociente dos raios deS3 eS1 é igual

a
rmax(

β̄
2π

)(
rmax

R

) =
2π R

β̄
.

Ao identificarβ̄ com o inverso da temperatura de uma Teoria Super Yang-MillsN = 4 definida

emS3×S1 identificamos também o raio deS3 com o raio do AdSR 3. A identificaçãōβ = 1/T

nos diz que a temperatura do buraco negro pode ser interpretada como temperatura do plasma

de glúons. Considerando o espaçoAdS5 global como um espaço referencial, a partir de (4.11)

2Numa aproximação semicl´assica da gravitação quântica euclideana a contribuição dominante vem da solução
clássica com m´ınima ação.

3Na verdade, devido a que a Teoria Super Yang-MillsN = 4 possui simetria conforme o parˆametro relevante
é o quociente dos raios [21].
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podemos calcular a energia média do buraco negro

EBH =
∂∆S

∂β̄
=

6π2

16πG5

[
r̄2
+ +

r̄4
+

R2

]
= M , (4.12)

e a entropia

SBH = β̄EBH −∆S =
1

4G5

2π2 r̄3
+ =

1

4G5

Ahorizon . (4.13)

Esse último resultado para a entropia é uma propriedade geral de buracos negros descoberta por

Bekenstein e Hawking na década de 1970. Quando a temperatura do buraco negro é grande,

temos quēr+ ≈ πR2T̄ e obtemos a entropia por unidade de volume

SBH

2π2R3
≈ π3R3

4G5
T 3 =

π2N2
c

2
T 3, (4.14)

onde usamos as relaçõesG5R
5 = 8π3g4

Y Mα
′4 eR4 = 4πg2

Y MNc α
′2 . Essa entropia é a mesma

obtida numa Teoria Super Yang-MillsN = 4 emS3×S1 no limite de temperaturas muito altas.

Por outro lado, devido a que a ação (4.7) é linear emβ podemos deduzir que a entropia para

o espaçoAdS5 global é zero. Concluı́mos que a mudança da entropia entre o espaçoAdS5

global e oAdS5 global com buraco negro de Schwarzschild quando vamos de baixas a altas

temperaturas é a mesma mudança de entropia encontrada na Teoria Super Yang-MillsN = 4

emS3 × S1 paraNc � 1 ao ir de uma fase confinante a uma fase desconfinante. Portantoa

transição gravitacional de Hawking-Page é interpretada holograficamente como uma transição

confinamento/desconfinamento. Essa interpretação holográfica foi testada calculando a energia

livre de um par quark anti-quark numa Teoria Super Yang-MillsN = 4 via cordas estáticas no

AdS5 global eAdS5 global com buraco negro de Schwarzschild [88, 89].

Finalmente, lembramos a posssibilidade de calcular outras quantidades termodinâmicas tais

como a energia livre e o calor espec´ıfico do buraco negro. Um resultado interessante é que a

instabilidade do buraco negro pequeno é associada a um sinal negativo para o calor espec´ıfico.
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4.2 Transição confinamento/desconfinamento emlR3×S1 via

AdS/QCD

No cap´ıtulo 2 revisamos os modelos de parede rı́gida e de parede macia dando ênfase ao cálculo

de massas de h´adrons e amplitudes de espalhamento. Para o modelo de parede rı́gida comen-

tamos brevemente a propriedade de confinamento considerando o exemplo do potencial de um

par quark anti-quark calculado a partir de uma corda estática. Sem parede rı́gida, esse poten-

cial não é confinante, a parede r´ıgida introduz um mı́nimo para a funçãof(u) =
√
−gttgxx

satisfazendo assim o critério de confinamento [56]. No modelo de parede macia o critério de

confinamento deve ser modificado a fim de incluir o d´ılaton de fundo mas o espectro discreto de

glueballse mésons sugere que a Teoria de Calibre dual seja confinante. Nesta seção veremos

como a generalização dos modelos de parede r´ıgida e parede macia para o caso de temperatura

finita leva a uma transição Hawking-Page semelhante à transição discutida na seção anterior

para oAdS5 global eAdS5 global com buraco negro de Schwarzschild. Essa transição foi de-

scoberta por C. Herzog [22] usando um método semelhante ao discutido na seção anterior e na

ref. [23] calculamos quantidades termodinâmicas relevantes nessa transição usando o método

de renormalização holográfica.

O plasma Super Yang-MillsN = 4

Na Correspondˆencia AdS/CFT uma Teoria Super Yang-MillsN = 4 fortemente acoplada

definida emlR3,1 é dual a uma Teoria de Supercordas ou Supergravidade definida emAdS5×S5

ondeAdS5 é definido nas coordenadas de Poincar´e com métrica :

ds2 =
R2

z2
(dz2 − dt2 + dx2) . (4.15)

Considerando o tempo imagináriot = iτ e compactificandoτ numa esferaS1 (0 ≤ τ ≤ β)
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obtemos a métrica

ds2 =
R2

z2
(dz2 + dτ 2 + dx2) . (4.16)

que possui fronteiralR3 × S1 (fazendo o limitez → 0). O perı́odoβ pode ser identificado com

o inverso da temperaturaT da Teoria Super Yang-MillsN = 4 . Essa métrica é usualmente

denominada deAdS5 térmico, nesta seção vamos denominá-la deAdS5 Poincaré. Por outro

lado, a presença de um buraco negro nesse espaço é expressa na seguinte métrica :

ds2 =
R2

z̄2

(
dz̄2

f(z̄)
+ f(z̄)dτ̄ 2 + dx2

)
. (4.17)

onde0 ≤ τ̄ ≤ β̄ , f(z̄) ≡ 1 − z̄4

z̄4
h

, 0 < z̄ < z̄h sendoz̄h a posição do horizonte do buraco

negro. A condição de n˜ao singularidade no horizonte leva a relacionar o per´ıodoβ̄ à posição do

horizonte :
1

T̄
= β̄ = πz̄h . (4.18)

Esse espaço possui também fronteiralR3 × S1. Os dois espaçosAdS5 Poincaré e buraco negro

emAdS5 Poincaré (eqs. (4.16) e (4.17)) são bem distintos dos espaçosAdS5 global e buraco

negro de Schwarzschild emAdS5 global (eqs. (4.1) e (4.2))4. No entanto, é interessante

observar que ao fazer os limitesr2 � R2 e R � 1 e definirz = R2/r nas métricas (4.1)

e (4.2) obtemos as métricas (4.16) e (4.17). O limiteR � 1 pode ser interpretado como a

transformação da esferaS3 num espaçoR3. Usando esses limites na relação (4.11) vemos que

a diferença de ações por unidade de volume é aproximadamente

∆S

2π2R3
=

1

2π2R3
[SBH

bulk − SAdS
bulk ] ≈ − 1

16G5

r̄3
+

R3
≈ −π

3R3

16G5

T 3 = −π
2N2

c

8
T 3 . (4.19)

O sinal negativo sugere que a métrica do buraco negro noAdS5 Poincaré (eq. (4.17) ) pos-

sui uma ação gravitacional menor que a ação gravitacional doAdS5 Poincaré (eq.(4.16)) para

qualquer valor da temperatura, portanto o buraco negro noAdS5 Poincaré deveria ser o espaço

4Essa diferença entre coordenadas é discutida na ref. [27] para o caso de temperatura zero e brevemente no
apêndice E.
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termodinamicamente preferido. Veremos na seção seguinte que esse resultado surge de fato ao

calcularmos a diferença de ações para as métricas (4.16) e (4.17). Isso quer dizer que não existe

transição de Hawking-Page entre oAdS5 Poincaré e o buraco negro noAdS5 Poincaré. Isso

é consistente com o fato de que numa Teoria Super Yang-MillsN = 4 definida emlR3 × S1

não existe transição confinamento/desconfinamento, a Teoria sempre está na fase desconfinante

(plasma Super Yang-Mills).

O Super Yang-Mills plasmaN = 4 em lR3 × S1 fortemente acoplado foi estudado por

vários autores sendo o resultado mais interessante a previs˜aoaparentemente universalda razão

entre a viscosidade de cisalhamento e a densidade de entropia [90, 91]. O valor previsto para

essa razão é bem pequeno o que parece estar de acordo com dados experimentais do RHIC que

indicam que o quark-gluon plasma poderia ser descrito por um fluido ideal.

4.2.1 Transiç̃ao confinamento/desconfinamento no modelo de parede rı́gida

O modelo de parede r´ıgida a temperatura finita consiste em introduzir cortes geométricosz0 e

z̄0 nas métricas doAdS5 Poincaré (4.16) e buraco negro noAdS5 Poincaré (4.17). Esses cortes

podem ser interpretados como gaps de massa na Teoria de Calibre. No caso da métrica de buraco

negro existem duas possibilidades para o cortez̄0 : z̄0 ≤ z̄h ou z̄0 ≥ z̄h. No primeiro caso a

coordenada radial é restrita ao domı́nio0 < z′ ≤ z′0 enquanto no segundo caso a coordenada

radial não percebe a existência do corte :0 < z̄ ≤ zh . Portanto, em geral temos que0 < z̄ ≤ z̃

com z̃ = min(z̄0, z̄h) .

De maneira semelhante à seção anterior as métricas (4.16) e (4.17) são soluções das eqs. de

Einstein satisfazendo a relaçãoR = 5Λ/3 = −20/R2 , portanto

Sbulk = − 1

16πG5

∫

M
d5x
√
g
(
R − Λ

)
=

1

2πG5R2

∫

M
d5x
√
g . (4.20)

Como as métricas doAdS5 Poincaré eAdS5 Poincaré com buraco negro dependem unicamente
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da coordenada radial podemos colocar em evidˆencia a integral nas coordenadasxi (i = 1, 2, 3)

que definimos porVx. A diferença do caso anterior o volume agora é infinito porque estamos

interessados numa Teoria de Calibre definida emlR3 × S1 . A integral na coordenada radial

também diverge, portanto é conveniente introduzir reguladores ultravioletasz = ε e z̄ = ε̄ .

Substituindo (4.16) e (4.17) em (4.20) obtemos

S
AdS

bulk = Vx
R3

2π G5

∫ β

0

dτ

∫ z0

ε

dz z−5 = Vx
R3

8π G5
β
( 1

ε4
− 1

z4
0

)
, (4.21)

S
BH

bulk = Vx
R3

2π G5

∫ β′

0

dτ

∫ z̃

ε̄

dz̄ z̄−5 = Vx
R3

8π G5
β̄
( 1

ε̄4
− 1

z̃4

)
, (4.22)

ondez̃ = min(z̄0, z̄h) . Na ref. [22] calculou-se a diferença de termos de bulk para oAdS5

Poincaré eAdS5 Poincaré com buraco negro identificando os cortes ultravioletaε = ε̄ e in-

fravermelhoz0 = z̄0 além de igualar os per´ıodos próprios na “fronteira”β = β̄
√
f(ε) . O

resultado é

∆Sbulk

Vx

=
1

Vx

[S
BH

bulk − S
AdS

bulk] =





R3

8πG5
β
(

1
2 z̄4

h

)
(z0 < z̄h)

− R3

8πG5
β
(

1
2 z̄4

h
− 1

z4
0

)
(z0 > z̄h) .

(4.23)

Esse resultado indica que existe uma transição Hawking-Page quandoz4
0 = 2z̄4

h , que corre-

sponde a uma temperatura cr´ıticaTC = 21/4/πz0 . A temperaturas abaixo deTC o espaçoAdS5

Poincaré com corte emz = z0 é estável (domina na função de partição) enquanto a temper-

aturas acima deTC o buraco negro emAdS5 Poincaré é termodinamicamente preferido. No

limite dez0 →∞ (semcut-off) recuperamos o resultado (4.19) que indica que o buraco negro

emAdS5 Poincaré é sempre estável na ausˆencia de um corte.

A seguir, faremos uma abordagem mais cuidadosa dessa transição onde inclu´ımos termos

de superf´ıcie nas ações gravitacionais e usamos o método de renormalização holográfica para

lidar com as divergˆencias ultravioleta [23]. Dessa forma é possı́vel calcular quantidades ter-

modinâmicas que permitem identificar a transição de Hawking-Page com uma transição confi-

namento/desconfinamento.
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Termos de superfı́cie e renormalização hologr´afica

Al ém da ação de Einstein-Hilbert (4.20) existe um termo de superf´ıcie proveniente do

princı́pio gravitacional introduzido por Gibbons e Hawking [92] :

Ssurface = − 1

8π G5

∫

∂M
d4x
√
hK , (4.24)

ondeh é o determinante da métrica induzida na fronteirahµν e K é o traço da curvatura

extrı́nseca na fronteira definido como [93]

K = ∇m η
m =

1
√
g
∂m

(√
g ηm

)
, (4.25)

ondeηm é um vetor unitário normal à fronteira.É razoável supor que os cortes geométricosz =

z0 andz̄ = z̄0 não fazem parte da fronteira5. Portanto, a “fronteira” do espaçoAdS5 Poincaré é

a regiãoz = ε o que significa que
√
hAdS = R4/z4 e ηm

AdS = (−z/R, 0, 0, 0, 0) , enquanto

a “fronteira” doAdS5 Poincaré com buraco negro ḗz = ε̄ portanto
√
hBH = R4

√
f(z̄)/z̄4

e ηm
BH = (−z̄

√
f(z̄)/R, 0, 0, 0, 0) . Dessa forma obtemos

SAdS
surface = −Vx

R3

2π G5

β

ε4
, (4.26)

SBH
surface = −Vx

R3

2π G5
β̄
( 1

ε̄4
− 1

2 z̄4
h

)
. (4.27)

Tanto o termo de Einstein-Hilbert como o termo de Gibbons-Hawking são t´ıpicamente di-

vergentes quando avaliados nas métricas deAdS5 Poincaré eAdS5 Poincaré com buraco negro.

Uma abordagem rigorosa para tratar divergências ultravioleta é poss´ıvel para o caso especial

de métricas assintoticamente Anti-de-Sitter. O procedimento, denominado de renormalização

holográfica [86, 87], é motivado pela Correspondˆencia AdS/CFT e consiste em interpretar

as divergências ultravioleta da Teoria de Gravitação como divergˆencias ultravioleta da Teo-

5Em modelostop-downtais como o de Klebanov-Strassler [40] a região onde a simetria conforme é quebrada
não faz parte da fronteira do espaço.
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ria Quântica de Campos dual. Portanto, de maneira semelhante ao que acontece numa Teoria

Quântica de Campos divergˆencias ultravioletas são removidas acrescentando contratermos na

ação. Esses contratermos são em geral da forma [87]:

Sct =
1

8π G5

∫

∂M
d4x
√
hF (R, R̃,∇R̃) , (4.28)

ondeF é uma série finita de invariantes por difeomorfismo construidos a partir do raio do AdS

R e o escalar de curvatura na fronteiraR̃. Os termos emF são fixados pelo requerimento de

que ação gravitacional totalStotal = Sbulk + Ssurface + Sct seja finita.

Das eqs.(4.21), (4.22),(4.26) e (4.26) podemos deduzir que a soma de termos divergentes do

termo de bulk e termo de superf´ıcie é−(3Vx R
3β/8πG5)ε

−4 para oAdS5 Poincaré e−(3Vx R
3β̄/8πG5) ε̄

−4

para oAdS5 Poincaré com buraco negro. Essas divergências devem ser canceladas por con-

tratermos da forma eq. (4.28). Essa condição determina unicamente a funçãoF (R) = 3/R .

Explicitamente, os contratermos são

SAdS
ct = =

1

8πG5

∫

∂M
d4x
√
hAdS

3

R
=

3Vx R
3

8πG5

β

ε4
, (4.29)

SBH
ct = =

1

8πG5

∫

∂M
d4x
√
hBH

3

R
≈ 3Vx R

3

8πG5
β ′
( 1

ε′4
− 1

2z4
h

)
, (4.30)

de forma que as ações gravitacionais totais são finitas :

SAdS
total = −Vx

R3

8πG5

β

z4
0

, (4.31)

SBH
total = −Vx

R3

8πG5

β̄
( 1

z̃4
− 1

2z̄4
h

)
, (4.32)

ondez̃ = min(z̄0, z̄h) . Identificandoz0 com z̄0 e β com β̄ podemos calcular a diferença de

ações regularizadas por unidade de volume [23] :

∆Stotal

Vx

=
1

Vx

[S
BH

total − S
AdS

total] =





R3

8πG5
β
(

1
2 z̄4

h

)
(z0 < z̄h)

− R3

8πG5
β
(

1
2 z̄4

h
− 1

z4
0

)
(z0 > z̄h) ,

(4.33)
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que é a mesma diferença de ações obtida em [22] considerando unicamente termos de bulk

(eq. 4.23). Concluı́mos que formalmente existe uma transição de transição Hawking-Page en-

tre os espaçosAdS5 Poincaré eAdS5 Poincaré com buraco negro na presença de um corte

infravermelho. Essa transição acontece quandoz4
0 = 2z̄4

h , que corresponde a uma temper-

atura cr´ıtica TC = 21/4/πz0 . Como vimos no cap´ıtulo 2, z0 pode ser identificado com a

escala mı́nimaΛ na Teoria de Calibre viaz0 = 1/Λ . Considerando massas deglueballs

nós vimos queΛ ≈ 316Mev portanto no modelo de parede rı́gida a transição Hawking-Page

acontece paraTC ≈ 120Mev [22]. A seguir veremos como o c´alculo de quantidades ter-

modinâmicas feito em [23] permite identificar a transição Hawking-Page como uma transição

confinamento/desconfinamento.

Quantidades termodinˆamicas e a Transição confinamento/desconfinamento

Começamos calculando a energia livre definida na aproximação semiclássica porF =

T Stotal :

FAdS = − R3

8πG5 z4
0

∼ − N2
c

z0R3
(T < TC) , (4.34)

FBH = − R3

16G5
π3T 4 = − N

2
c π

2

8
T 4 (T > TC) , (4.35)

onde usamos as relações exatasG5R
5 = 8π3g4

Y Mα
′4 , R4 = 4πg2

Y MNc α
′2 e a relação aprox-

imadaG5z
3
0R

2 ∼ g4
Y Mα

′4 que é inspirada em modelostop-downtais como o de Klebanov-

Strassler [23]. O resultado (4.35) para a energia livre de um buraco negro noAdS5 Poincaré

é interpretado como a energia livre de um plasma Super Yang-MillsN = 4 em lR3 × S1 que

descreve glúons deconfinados6. Por outro lado, c´alculos de espectroscopia e potencial quark

anti-quark sugerem quez0 é independente deNc o que significa que a energia livre doAdS5

Poincaré com corte é da ordem deN2
c e pode ser interpretada como a energia de v´acuo da Teoria

Super Yang-Mills na presença de um mass gap da ordem1/z0 .

6No regimeT > TC não existe corte portanto a Teoria é desconfinante
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De maneira semelhante podemos calcular a energia médiaE = ∂
∂β
Stotal :

EAdS = FAdS ∼ N2
C (T < TC) , (4.36)

EBH =
3R3

16G5
π3T 4 =

3N2
Cπ

2

8
T 4 (T > TC) , (4.37)

e a entropiaS = βE − Stotal :

SAdS = 0 (T < TC) , (4.38)

SBH =
R3 π3

4G5
T 3 =

π2N2
C

2
T 3 (T > TC) . (4.39)

Observe que a entropia sofre um salto abrupto representando a mudança nos graus de liberdade.

A baixas temperaturas somente existe o v´acuo e singletos de cor (que não contribuem no limite

deNc � 1) enquanto a altas temperaturas os gl´uons desconfinados contribuem para a entropia

com um fator da ordemN2
c . Concluı́mos ent˜ao quea transição Hawking-Page no modelo de

parede rı́gida é dual a uma transição confinamento/desconfinamento emlR3 × S1 para teorias

de calibre no limite deNc � 1 . Essa transição é de primeira ordem como pode ser constatado

analisando a variação do espectro deglueballsou mésons vetoriais ou o comportamento de

loops de Polyakov ou loops de Wilson espaciais.

4.2.2 Transiç̃ao confinamento/desconfinamento no modelo de parede ma-

cia

No modelo de parede macia a temperatura finita al´em dos espaçosAdS5 Poincaré ouAdS5

Poincaré com um buraco negro existe um campo escalar de fundo da formaϕ = c z2 que faz

o papel de um corte infravermelho suave onde
√
c é proporcional à escala mı́nima de massa. A
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ação de Einstein-Hilbert na presença desse campo escalar é

Sbulk =
1

2π G5 R2

∫

M
d5x
√
g e−ϕ . (4.40)

Substituindo as métricas (4.16) e (4.17) obtemos

S
AdS

bulk = Vx
R3β

8πG5

[
c2(

3

2
− γ) +

1

ε4
− 2c

ε2
− c2ln(c ε2)

]
, (4.41)

S
BH

bulk = Vx
R3β̄

8πG5

[
c2(

3

2
− γ)− c2Ei(c z̄2

h) + e−c z̄2
h

( c
z̄2

h

− 1

z̄4
h

)

+
1

ε̄4
− 2c

ε̄2
− c2ln(cε̄2)

]
, (4.42)

ondeγ ∼ 0.5772 é a constante de Euler-Mascheroni eEi(u) ≡
∫∞

u
exp(−t)/t dt . Observe-

mos que, al´em das divergências1/ε4 , surgem novas divergências1/ε2 e ln(c ε2). Existe uma

aparente ambiguidade no modelo de parede macia quando queremos construir termos de su-

perfı́cie devido a que eles deveriam surgir das equações de Einstein envolvendo a métrica e o

campo escalarϕ (backreactiondo dı́laton) que podem envolver soluções diferentes deϕ = c z2

. Aqui adotamos a prescrição que os termos de superf´ıcie e os contratermos são tais que a

combinação deles deve cancelar as singularidades dos termos de bulk. Essa condição leva a

Ssurface + Sct =
1

8πG5R

∫

∂M
d4x
√
h
[
− 1 + 2ϕ + ϕ2 lnϕ

]
, (4.43)

ou explicitamente

S
AdS

surface + S
AdS

ct =
VxR

3β

8πG5

[
− 1

ε4
+

2c

ε2
+ c2ln(c ε2)

]
, (4.44)

S
BH

surface + S
BH

ct =
VxR

3β̄

8πG5

[
− 1

ε̄4
+

2c

ε̄2
+ c2ln(c ε̄2) +

1

2z̄4
h

]
, (4.45)
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de forma que

S
AdS

total =
VxR

3β

8πG5

[
c2(

3

2
− γ)

]
, (4.46)

S
BH

total =
Vx R

3β̄

8πG5

[
c2(

3

2
− γ)− c2Ei(c z̄2

h) + e−c z̄2
h

( c
z̄2

h

− 1

z̄4
h

)
+

1

2z̄4
h

]
. (4.47)

A diferença de ações por unidade de volume é

∆S

Vx
=

R3β̄

8πG5

[
− c2Ei(c z̄2

h) + e−c z̄2
h

( c
z̄2

h

− 1

z̄4
h

)
+

1

2z̄4
h

]
. (4.48)

Numericamente é possivel achar que a transição Hawking-Page acontece parac z̄2
h ≈ 0.419

correspondendo a uma temperaturaTC ≈ 0.492
√
c. Fixando o parˆametroc pela menor massa

do mésonρ obtemos
√
c ≈ 338MeV e portantoTC ≈ 191MeV [22] .

Devido a que a ação (4.46) é linear emβ a entropia para oAdS5 no modelo de parede macia

é zero que é interpretado como a contribuição do v´acuo para Teorias de Calibre no limite de

Nc � 1. Por outro lado, assumindo que o parˆametroc é independente deNc vemos que a

entropia obtida da ação (4.47) é proporcional aN2
c indicando a presença de glúons desconfina-

dos. Portanto conclu´ımos que no modelo de parede macia a transição Hawking-Page pode ser

interpretada como uma transição confinamento/desconfinamento acontecendo na temperatura

TC ≈ 191MeV .



Conclus̃oes

Nesta tese abordamos holograficamente dois problemas interessantes da fı́sica hadrˆonica : o

espalhamento profundamente inel´astico e a transição confinamento/desconfinamento. Usamos

na nossa abordagem trˆes modelos AdS/QCD : o modelo de parede rı́gida, o modelo de parede

macia e o modelo D3/D7. Os modelos AdS/QCD são modelos de Teoria de Cordas inspirados

na Correspondˆencia AdS/CFT que tentam descrever Teorias de Calibre semelhantes à QCD. A

caracter´ıstica em comum dos modelos considerados na tese é que as Teorias de Calibre descritas

por eles possuem n´umero de cores e constante de acoplamento grandes.

No espalhamento profundamente inel´astico, discutido no cap´ıtulo 3, encontramos no limite

Nc →∞ um comportamento universal para a dependˆencia das funções de estrutura hadrˆonicas

com a virtualidadeq2 no limite de Bjorken (q2 � Λ2 com x não muito pequeno ) . Esse

comportamento, analisado na seção 3.6, reflete o car´ater não perturbativo das Teorias de Calibre

descritas pelos modelos AdS/QCD e difere significativamente do comportamento previsto pela

QCD no mesmo regime. Encontramos também um comportamento universal para fatores de

forma hadrônicos no regimeq2� Λ2 que parece estar em acordo com dados experimentais.

Na aproximação de Supergravidade (Regime I) obtivemos a mesma dependˆencia emx para

funções de estrutura no modelo de parede rı́gida, modelo de parede macia e o caso A do modelo

D3/D7. Os resultados para a função de estrutura obtida no caso B do modelo D3/D7, onde

a corrente hadrˆonica é uma corrente de sabor da Teoria Super Yang-MillsN = 2, diferem

significativamente e merecem uma an´alise mais detalhada. No regime II dos modelos de parede

rı́gida e parede macia encontramos contribuições para as funções de estrutura provenientes de

92
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estados massivos de Teoria de Cordas que podem ser interpretadas em termos da dualidade

gráviton/pomeron. Uma quest˜ao importante a ser resolvida é a inclusão depomeronsno modelo

D3/D7.

Mostramos também que efeitos deNc finito tais como a inclus˜ao de estados hadrˆonicos com-

postos muda significativamente o comportamento das funções de estrutura. Em particular, en-

contramos na aproximação de Supergravidade e no limite dexmuito pequeno umscalingpara a

seção de choqueσγ∗ H que é semelhante ao denominadogeometric scaling, um comportamento

observado experimentalmente parax < 0.01 e no amplo regime0.045 < q2 < 450GeV2 . Na

QCD, apesar da constante de acoplamento ser pequena para altas energias, o comportamento

degeometric scalinǵe obtido a partir de métodos n˜ao perturbativos porque a alta densidade de

glúons dentro do h´adron amplifica a intensidade das interações [77]. Essa observação somada ao

fato que o regime deq2 no qual é observado ogeometric scalingparece incluir regi˜oes de acopla-

mento forte sugere que as contribuições não perturbativas provenientes dos modelos AdS/QCD

possam ser relevantes para o entendimento do espalhamento profundamente inel´astico. Um de-

safio atual é poder compatibilizar os nossos resultados para as funções de estrutura com aqueles

obtidos na ref. [79] para o DIS no modelo de parede rı́gida num regime perto da denominada

linha de saturaçãodefinida pela curvaq2
s(x) onde a amplitude de espalhamento dipolo-h´adron

é da ordem de1 sendo o dipolo a “flutuação” do fóton virtual.́E poss´ıvel atingir essa linha

fixandoq2 e diminuindox ou fixandox e diminuindoq2. Na linha de saturação a densidade

gluônica no interior do h´adron satura no sentido que cresce muito lentamente para regimes deq2

ex que ultrapassam essa linha (regime de saturação). Na QCD perturbativa existe um modelo

denominadocolor glass condensateque descreve o espalhamento profundamente inel´astico no

regime de saturação. Poder´ıamos nos perguntar se é poss´ıvel descrever umcolor glass conden-

satenuma teoria n˜ao perturbativa via modelos AdS/QCD.

No contexto geral de espalhamento de hádrons e espectroscopia estamos também inter-

essados em explorar outros modelos AdS/QCD tais como o D4/D8, que quebra totalmente a

Supersimetria e introduz b´arions na Teoria de Calibre, os modelosconifold que são de certa

forma mais pr´oximos do modelo de parede rı́gida, e modelos onde o n´umero de cores é igual
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ao número de sabores (vide por exemplo [94]). Um fenˆomeno muito interessante que gostari-

amos de incluir na nossa abordagem é a aparente conexão entre loops de Wilson e amplitudes

de espalhamento [95] .

Nesta tese abordamos também a transição confinamento/desconfinamento para Teorias de

CalibreSU(Nc) comNc � 1 definidas emlR3×S1 no regime de acoplamento forte (g2
Y MNc �

1) . Usando os modelos de parede rı́gida e parede macia, a transição confinamento/desconfinamento

foi mapeada em uma transição gravitacional de Hawking-Page entre os espaçosAdS5 Poincaré

eAdS5 Poincaré com buraco negro. As quantidades termodinâmicas calculadas na transição

Hawking-Page foram interpretadas em termos das Teorias de Calibre e sugerem uma mudança

abrupta nos graus de liberdade t´ıpica de uma transição confinamento/desconfinamento.É im-

portante observar que a previs˜ao para a temperatura crı́tica onde acontece essa transição depende

do modelo em quest˜ao. No modelo de parede rı́gida o valor previsto foi de aproximadamente

120MeVs enquanto no modelo de parede macia191MeVs . Estudando loops de Polyakov ou

loops de Wilson espaciais é poss´ıvel confirmar que a transição confinamento/desconfinamento

prevista nos modelos de parede rı́gida e parede macia é uma transição de primeira ordem. Um

desafio atual é poder calcular correções em1/Nc para a transição confinamento/desconfinamento.

A implementação dessas correções deve envolver provavelmente o estudo da radiação de Hawk-

ing e da fı́sica deglueballse mésons a temperatura finita. Um estudo detalhado do espectro de

mésons eglueballsnos modelos AdS/QCD a temperatura finita pode ser muito importante para

o entendimento da transição confinamento/desconfinamento.

Os modelos AdS/QCD podem ser também muito úteis no estudo da fı́sica doquark-gluon

plasma. Essa afirmação é motivada no fato que dados experimentais do RHIC indicam que o

quark-gluon plasma corresponderia a um regime n˜ao perturbativo da QCD. Fenˆomenos como

evolução dejets e quarkoniumspodem ser estudados de uma maneira simples usando mod-

elos AdS/QCD devido à possibilidade de incluir tempo real e temperatura. Projetos futuros

incluem o estudo dejets e quarkoniumsatravés de cordas abertas, um estudo profundo da

transição quiral, a implementação de potenciais bariˆonicos ou de isospin e o efeito de cam-

pos magnéticos .
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Finalmente, gostaria de comentar um assunto que chamou muito a nossa atenção. Recen-

temente surgiram trabalhos que sugerem o uso do espalhamento profundamente inel´astico para

estudar fenˆomenos de dissipação no plasma Super Yang-MillsN = 4 [96, 97]. A idéia é imag-

inar um proccesso de espalhamento entre um fóton virtual e um plasma. Devido a que o fóton

virtual se dissocia num dipolo de cor, as funções de estrutura do plasma podem dar informação

da evolução desse dipolo. Estamos interessados numa extensão dessa an´alise para o caso em

que a teoria possua graus de liberdade hadrˆonicos.



Apêndice A

A Teoria Super Yang-Mills N = 4

O conteudo de campos da Teoria Super Yang-MillsN = 4 é denominado multipleto de calibre

(Aµ λ
a
α X

i), ondeAµ é um campo de calibre,λa
α, a = 1, · · · , 4 são férmions de Weyl (gauginos)

eX i, i = 1, · · · , 6 são escalares reais. Todos esses campos se transformam na representação

adjunta deSU(Nc) . Além da simetriaSU(Nc) a Teoria Super Yang-MillsN = 4 possue a

simetria conformeSO(4, 2) e a simetriaSU(4)R ∼ SO(6)R .

A lagrangeana da Teoria Super Yang-MillsN = 4 pode ser escrita como

L = Tr

{
− 1

2g2
Y M

FµνF
µν +

θI

8π2
FµνF̃

µν −
∑

a

iλ̄aσ̄µDµλa −
∑

i

DµX
iDµX i

+
∑

a,b,i

gY MC
ab
i λa[X

i, λb] +
∑

a,b,i

gY MC̄iabλ̄
a[X i, λ̄b] +

g2
Y M

2

∑

i,j

[X i,Xj ]2
}

(A.1)

ondegY M é a constante de acoplamento da Teoria eθI é o denominado ângulo de ı́nstanton. As

constantesCab
i eCiab estão relacionadas às matrizes de Clifford do grupoSO(6)R ∼ SU(4)R.

A lagrangeana (A.1) é invariante sobre as transformações de Supersimetria

δX i = [Qa
α,X

i] = C iabλαb , δλb = {Qa
α, λβb} = F+

µν(σ
µν)α

βδ
a
b + [X i,Xj]εαβ(Cij)

a
b

δλ̄b
β̇

= {Qa
α, λ̄

b
β̇
} = Cab

i σ̄
µ

αβ̇
DµX

i , δAµ = [Qa
α, Aµ] = (σµ)α

β̇λ̄a
β̇

(A.2)
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e sobre as transformações do grupo conformeSO(4, 2) :

δxµ = aµ (translações), δxµ = ωµνx
ν (Lorentz)

δxµ = λxµ (dilatações), δxµ = 2cνx
νxµ − xνx

νcµ (conformes especiais)(A.3)

A Teoria Super Yang-MillsN = 4 não possue divergˆencias ultravioleta e como consequˆencia a

constante de acoplamento não muda com a energia (a função beta é zero) e a simetria conforme

é preservada no n´ıvel quântico. No limiteNc � 1 o regime não perturbativo da Teoria Super

Yang-MillsN = 4 é access´ıvel através da Correspondˆencia AdS/CFT.



Apêndice B

Um modelo h́ıbrido para f érmions

O modelo de parede macia n˜ao pode ser usado em férmions. Isso acontece devido a que o

dı́laton de fundo n˜ao modifica significativamente as eqs. de movimento para espinores. Por´em,

a presença do dı́laton muda a solução do campo de calibre portanto é interessante ver o efeito

do dı́laton no espalhamento profundamente inel´astico no caso fermiônico. Com esse intuito

consideramos aqui um modelo hı́brido consistindo na combinação do corte rı́gido noAdS5 com

o dı́laton de fundoϕ = c z2. A solução n˜ao normalizável para o campo de calibre é a mesma

obtida para o modelo de parede macia :

Aµ(z, y) = ηµ e
iq·y c Γ(1 +

q2

4c
) z2 U(1 +

q2

4c
; 2; cz2)

Az(z, y) =
i

2
η · q eiq·y Γ(1 +

q2

4c
) z U(1 +

q2

4c
; 1; cz2) , (B.1)

A ação efetiva para um campo fermiônico noAdS5 na presença do dı́laton de fundoϕ é

∫
d5x
√
g5 e

−ϕ ψ̄
(D

2
−
←
D

2
− m5

)
ψ (B.2)

onde

D ≡ z

R
γ̂m ∂m −

2

R
γ̂z ,

←
D≡

←
∂m

z

R
γ̂m − 2

R
γ̂z
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e γ̂m = R
z
γm sendoγm são matrizes gamma noAdS5. A eq. de movimento é

(
D −m5 −

z

2R
∂zϕ γ̂

z
)
ψ = 0 . (B.3)

com solução

ψ = C eip·y eϕ/2 z5/2
[
Jm5R−1/2(

√
−p2z)P+ + Jm5R+1/2(

√
−p2z)P−

]
uσ (B.4)

ondeuσ satisfaz /p uσ =
√
−p2 uσ , P± ≡ 1

2
(1± γ̂z) eC é uma constante de normalização.

A solução (B.4) é an´aloga à obtida no modelo de parede r´ıgida [17]. O dı́laton surge como

um fator multiplicativo que cancela na ação e em termos de interação contendo dois campos

fermiônicos. Como o d´ılaton é cancelado na condição de normalização é necess´ario impor o

corte rı́gido no espaço Anti-de-Sitterz = zmax = 1/Λ :

R10

∫ 1/Λ

0

dz

z5
e−ϕ ψ̄ γ1ψ = 1 . (B.5)

obtendoC = C̃ Λ1/2

R9/2 (−p2)1/4 com C̃ uma constante adimensional. A solução (B.4) faz

parte de uma solução fermiônica em 10d :λ = ψ(z, y) ⊗ η(Ω) com normalização angular
∫
d5Ω
√
gΩη̄(Ω)η(Ω) = 1 . No DIS os estados fermiônicos inicial e final podem ser represen-

tados pelas soluções

ψi = C̃i

(
Λ

R9

)1/2

Λ1/2 eiP ·y eϕ/2 z5/2
[
Jτ−2(Λz)P+ + Jτ−1(Λz)P−

]
uiσ′

ψX = C̃X

(
Λ

R9

)1/2

s1/4 eiPX ·y eϕ/2 z5/2
[
Jτ−2(s

1/2z)P+ + Jτ−1(s
1/2z)P−

]
uXσ′ .(B.6)

onde τ = ∆ − 1/2 e ∆ = m5R + 2 . O termo de interação do campo de calibre com dois

férmions ém Supergravidade é da forma

Sint = iQ
∫
d10x
√
−ge−ϕAmλ̄X γ

m λi . (B.7)



100

Por simplicidade escolhemos fótons transversos (Az = 0) Nesse caso, o termo de interação se

reduz a

Sint = iQ
∫
d4y dz d5Ω

√
−ge−ϕAµλ̄X γ

µ λi

= iQ (2π)4δ4(P + q − PX)C̃iC̃XΛτ−1/2s1/4 c ηµ ūXσ′ γ̂
µP+uiσ I , (B.8)

onde

I = Γ

(
1 +

q2

4c

) ∫ 1/Λ

0

dz zτ+1 U(1 +
q2

4c
; 2; cz2) Jτ−2(s

1/2z) .

=
1

2

(
2

q

)τ+2 ∫ c(a−1)/Λ2

0

dζ ζτ/2 Γ (a) U
(
a; 2;

ζ

a− 1

)
Jτ−2

(
2ζ1/2

√
1

x
− 1

)
.

(B.9)

onde ζ = (qz)2/4 e a = 1 + q2/4c . Nessa integral o d´ılaton cancela e portanto n˜ao é difı́cil

mostrar que no limite de Bjorken (q2→∞ comx fixo) a integral se reduz a

I ≈ Γ(τ )

2c

(
2x

q

)τ (
1

x
− 1

) τ
2
−1

. (B.10)

e obtemos o elemento de matriz da corrente hadrˆonica

ηµ〈PX ,X, σ
′|Jµ(0)|P,Q, σ〉 = iQ C̃iC̃XΛτ−1/2s1/4 c ηµ ūXσ′ γ̂

µP+uiσ

×Γ(τ )

2c

(
2x

q

)τ (
1

x
− 1

) τ
2
−1

(B.11)

Lembrando que o espectro de massas fermiônicas é aproximadamente quadr´aticomn ∼ nπΛ

encontramos o resultado para as funções de estrutura fermiônicas

F2 = 2F1 = πQ2C ′
(

Λ2

q2

)τ−1

xτ+1 (1 − x)τ−2 , (B.12)

ondeC ′ = 22τ−1 [C̃i C̃X Γ(τ )]2 . que é o mesmo obtido no modelo de parede rı́gida.



Apêndice C

Cálculo de funções de estrutura e fatores

de forma no D3/D7

C.1 Caso A : Campo de calibre no bulk

Presentamos nesta seção uma aproximação para a integralIbulk definida na eq. (3.72) :

Ibulk =

∫ 1

0

dvv2(1− v2)`+1 K1(
qv

mh
)F (−nX − `− 1, nX + ` + 2; `+ 2; 1 − v2)

. A aproximação que faremos é valida parax→ 1 e q2� m2
h. Usando a propriedade

F (−nX − `− 1,−nX + `+2; `+2; 1− v2) = v2(nX+`+1) F (−nX − `− 1,−nX; `+2; 1− 1

v2
)

e expandindo a função hipergeométrica encontramos

Ibulk =

nX∑

i=0

(−nX − ` − 1)i (−nX)i

(` + 2)i i!
(−1)i Ii , (C.1)

onde(a)i é o sı́mbolo de Pochhamemer e

Ii =

∫ 1

0

dv v2(nX+`+2−i) (1 − v2)`+1+i K1

(
q

mh
v

)
. (C.2)
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No regimex → 1 e q2 � m2
h temos queq2/m2

h >> n2
X. Nesse caso o integrando decresce

rápidamente devido à presença da função de Bessel modificadaK1, e a contribução relevante

para integral vem da regi˜ao0 ≤ v ≤ mh/q.̇ Então podemos usar a aproximação(1−v2)`+1+i ≈

1 no integrando e o domı́nio da integral pode ser estendido a0 ≤ v <∞ :

Ii ≈
∫ ∞

0

dv v2(nX+`+2−i) K1

(
q

mh
v

)

=
1

4

(
2mh

q

)2nX+2`+5−2i

Γ(nX + `+ 3 − i)Γ(nX + ` + 2− i) . (C.3)

Substituindo esse resultado emIbulk e usando a propriedade

(−a)i = (−1)i Γ(a+ 1)

Γ(a + 1− i)

encontramos

Ibulk =

(
2mh

q

)2nX+2`+5
Γ(nX + `+ 3)

4
Γ(nX + `+ 2) 1F2(−nX; ` + 2,−nX − ` − 2;− q2

4mh
2
) ,

(C.4)

onde1F2(a; b, c; z) é uma função hipergeométrica que ao ser expandida cont´ema no numerador

e b e c no denominador. Usando esse resultado na eq. (3.74) encontramos a aproximação para

funções de estrutura perto do limite el´astico :

F2 = 8π3Q2 Γ(2` + 4)

Γ4(`+ 2)

Γ(nX + 2` + 3)

Γ(nX + 1)

(
q2

4m2
h

)−2nX−2`−3
1

x
·

·
(
Γ(nX + ` + 3) Γ(nX + ` + 2) 1F2(−nX; ` + 2,−nX − ` − 2;− q2

4mh
2
)
)2

.(C.5)

O termo dominante dessa express˜ao é

F2 ∼
(

4mh
2

q2

)`+2

(1− x)`+1 =

(
4mh

2

q2

)∆−1

(1 − x)∆−2 . (C.6)
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C.2 Caso B: Campo de calibre na D7-brana

Usando as eqs. (3.78), (3.81) e (3.82) as funções de estrutura podem ser escritas como

F1 = 0 ; F2 = 8π5Q2 Γ(2` + 4)

Γ4(` + 2)

Γ(nX + 2` + 3)

Γ(nX + 1)

(
q2

4m2
h

)3
1

cosh2 (π
√

q2

4m2
h
− 1

4
)

I2
brane

x
.

(C.7)

A fim de calcularIbrane usamos a identidade

F (nX−`−1, nX +`+2; `+2;w) = (1−w)nX +`+1 F (nX−`−1,−nX ; `+2;
w

w − 1
) (C.8)

e expandimos as funções hipergeométricas. Integrando os termos da expans˜ao obtemos

Ibrane = Γ(nX + ` + 2)
∞∑

j=0

(−α)j(1 + α)jΓ(` + 2 + j)

(2)j j!Γ(nX + 2` + 4 + j)

nX∑

i=0

(−nX)i(`+ 2 + j)i

(` + 2)i i!

= (−1)nX Γ(` + 2)
∞∑

j=nX

(−α)j(1 + α)jΓ(` + 2 + j) Γ(j + 1)

(j!)2 (j + 1)Γ(nX + 2` + 4 + j) Γ(j + 1 − nX)
.(C.9)

Essa soma pode ser expressada em termos de variáveis reais usando a relação

(−α)j(1 + α)j

(j! )2
=

j∏

k=1

[(−α)(1 + α)

k2
+
k − 1

k

]
=

j∏

k=1

[ q2

4m2
h k

2
+
k − 1

k

]
. (C.10)

As funções de estrutura são

F2 = 8π5Q2 Γ(2` + 4)

Γ2(`+ 2)

Γ(nX + 2` + 3)

Γ(nX + 1)

1

x

(
q2

4m2
h

)3
1

cosh2 (π
√

q2

4m2
h
− 1

4
)

×
{ ∞∑

j=nX

Γ(` + 2 + j) Γ(j + 1)

(j + 1)Γ(nX + 2` + 4 + j) Γ(j + 1 − nX)

j∏

k=1

[ q2

4m2
h k

2
+
k − 1

k

]}2

.

(C.11)

Aproximação parax << 1

É poss´ıvel aproximar a soma obtida acima no regimen2
X >> q2/4m2

h , que equivale a
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x << 1 . Nesse caso temos a simplificação

j∏

k=1

[ q2

4m2
h k

2
+
k − 1

k

]
≈ 1

4j

j∏

k=2

[ (2k − 1)2

4k(k − 1)

] j∏

k′=1

[
1 +

q2

m2
h (2k′ − 1)2

]

≈ 1.27

4j
cosh

(
πq

2mh

)
, (C.12)

que é válida porquej ≥ nX é muito grande. Substituindo esse resultado na eq. (C.9), encon-

tramos

Ibrane ≈ (−1)nX
1.27

4
Γ(` + 2)Γ(` + 3)

Γ(nX − 1)

Γ(nX + 2` + 5)
cosh

(
πq

2mh

)
, (C.13)

que leva às funções de estrutura

F2|x<<1 ≈ π
5Q2 (1.27)2

2
Γ(2` + 4) (` + 2)2

(
4m2

h

q2

)`+2

x`+4 . (C.14)

Fator de forma elástico

Precisamos trabalhar a soma da eq. (C.9) para o casonX = 0:

I (nX=0)

brane =
Γ(` + 2)

Γ(2` + 4)

∞∑

j=0

(−α)j(1 + α)j(j + 2)`

j!(2`+ 4)j

=
Γ(` + 2)

Γ(2` + 4)

{ d`

dt`
[F (−α, 1 + α; 2` + 4; t) t`+1]

}
t=1

. (C.15)

Usando a propriedade

d`

dt`
F (a, b; c; t) =

(a)`(b)`

(c)`
F (a+ `, b + `; c+ `; t), (C.16)
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encontramos

I (nX=0)

brane =
Γ2(`+ 2)Γ(` + 1)

Γ(2` + 4)

∑̀

k=0

[ 1

k! Γ(` + 1− k) Γ(` + 2 − k)
(−α)`−k(1 + α)`−k

(2` + 4)`−k

× F (−α+ `− k, 1 + α+ `− k ; 3`+ 4 − k ; 1)
]

=
Γ2(`+ 2)Γ(` + 1)

Γ(−α)Γ(1 + α)

∑̀

k=0

Γ(` + 3 + k)

k! Γ(` + 1 − k)Γ(` + 2 − k)

[ 2`+3∏

k′=`+1−k

[
q2

4m2
h

+ k′(k′ − 1)]
]−1

.

(C.17)

O termo relevante na soma, paraq2 >> m2
h ék = 0. Usando a eq. (3.81) encontramos

F (q2) =
Q

2
Γ(2` + 4)(` + 2)

( 4m2
h

q2

)`+2

=
Q

2
Γ(2∆ − 2)(∆− 1)

( 4m2
h

q2

)∆−1

. (C.18)



Apêndice D

Cálculo das primeiras contribuições de

estados hadr̂onicos compostos (∆′ > ∆)

As contribuições para a função de estruturaF2 de estados hadrônicos com dimensão∆′ =

∆ + 2ρ são

F ρ
2 (x, q2) = F

(ρ=0)
2 (x, q2)

[Γ(∆ + ρ)Γ(∆ + ρ− 1)

Γ(∆)Γ(∆ + 2ρ − 1)

]2
(1−x)2ρ

[
F (∆+ρ , ρ ;∆+2ρ−1 ; 1−x)

]2
,

(D.1)

ondeρ = 1, 2, .. é o número de h´adrons adicionais e a função hipergeométricaF (a, b ; c ;ω) é

definida pela expans˜ao

F (a, b ; c ;ω) =
∞∑

n=0

(a)n (b)n

(c)n

ωn

n!
, (D.2)

com (a)n = Γ(a + n)/Γ(a). Neste apˆendice vamos calcular os casosρ = 1 e ρ = 2 .O

casoρ = 1 é simples de calcular porque nesse caso o primeiro e terceiro argumento da função

hipergeométrica são iguais e cancelam na série (D.2) . Dessa forma encontramos

F
(ρ=1)
2 (x, q2) = F

(ρ=0)
2 (x, q2)x−2(1− x)2 . (D.3)
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O cálculo do casoρ = 2 é mais sutil. Das eqs. (D.1) e (D.2) obtemos

F
(ρ=2)
2 (x, q2) = F

(ρ=0)
2 (x, q2)

( ∆

∆ + 2

)2
(1 − x)4

[ ∞∑

n=0

(∆ + 2)n (2)n

(∆ + 3)n

(1− x)n

n!

]2

= F
(ρ=0)
2 (x, q2)∆2(1 − x)4

[ ∞∑

n=0

(2)n

n!

yn

(∆ + 2 + n)

]2
(D.4)

ondey ≡ 1 − x . A serie acima pode ser reescrita como uma integral :

∞∑

n=0

(2)n

n!

yn

(∆ + 2 + n)
=

1

y∆+2

∞∑

n=0

(2)n

n!

∫ y

0

dy′ (y′)∆+1+n

=
1

y∆+2

∫ y

0

dy′ (y′)∆+1
[ ∞∑

n=0

(2)n

n!
(y′)n

]

=
1

y∆+2

∫ y

0

dy′ (y′)∆+1 (1− y′)−2 . (D.5)

Definindox′ ≡ 1 − y′ e substituindo (D.5) em (D.4) obtemos

F
(ρ=2)
2 (x, q2) = F

(ρ=0)
2 (x, q2)∆2 (1 − x)−2∆

[ ∫ 1

x

dx′ (x′)−2 (1− x′)∆+1
]2

= F
(ρ=0)
2 (x, q2)∆2 (1 − x)−2∆ S 2 (D.6)

onde

S ≡ −1 +
1

x
+ (∆ + 1) ln x+

∆+1∑

n=2

(∆ + 1)!

n! (∆ + 1 − n)!

(−1)n

(n− 1)

[
1 − xn+1

]
. (D.7)

Os casosρ ≥ 3 podem ser calculados de maneira semelhante.É interessante observar o que

acontece no limitex→ 1 . Nesse limite, todas as contribuições paraF2 vão a zero (inclusive o

casoρ = 0). Definindoε = 1−x → 0 não é difı́cil mostrar que nos casosρ = 1, 2 (eqs. (D.3) e

(D.6)), as contribuições para a função de estrutura envolvem potˆencias deεmaiores que no caso

ρ = 0 . Portanto, as contribuições provenientes de extra hádrons são desprezı́veis e a função de

estrutura pode ser aproximada pela contribução dominante∆′ = ∆. Isso é consistente como

o fato que o limitex → 1 é um limite de espalhamento el´astico onde o estado final n˜ao deve

possuir extra h´adrons.



Apêndice E

Sistemas de coordenadas para oAdSn+1

E.1 Coordenadas globais

O espaço Anti-de-Sitter emn+1 dimensões consiste num hiperbol´oide de raioR com equação

X0
2 +Xn+1

2 −
n∑

i=1

Xi
2 = R2 , (E.1)

imerso num espaço chato den+ 2 dimensões com métrica

ds2 = −dX2
0 − dX2

n+1 +
n∑

i=1

dXi
2 . (E.2)

As coordenadasXm comm = 0, .., n + 1 são denominadas coordenadas de imersão. Uma

maneira simples de parametrizar o hiperbol´oide é introduzindo as relações

X0 = R sec ρ cos τ ,

Xi = R tan ρΩi , i = 1, .., n ,

Xn+1 = R sec ρ sin τ , (E.3)

onde0 ≤ ρ < π/2 é uma coordenada radial,−π < τ ≤ π uma coordenada temporal e−1 ≤

Ωi ≤ 1 são coordenadas de uma esfera unit´ariaSn−1 satisfazendo a relação
∑n

i=1 Ωi
2 = 1 .

As coordenadasρ , τ eΩi representa o hiperbol´oide inteiro e são denominadas decoordenadas
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globais. A métrica doAdSn+1 expressa nesse sistema de coordenadas é

ds2 =
R2

cos2 ρ
(−dτ 2 + dρ2 + sin2 ρ dΩ2

n−1) . (E.4)

ondedΩ2
n−1 =

∑n
i=1 dΩ

2
i . A fronteira do espaço Anti-de-Sitter nessas coordenadas e a

hipersuperf´ıcieρ = π/2 que corresponde à infinidade espacial nas coordenadas de imersão.É

muitas vezes conveniente redefinir as coordenadas radial e temporalr ≡ R tan ρ , t ≡ R τ ,

de forma que a métrica doAdSn+1 global pode ser escrita como

ds2 =
(
1 +

r2

R2

)
dτ 2 +

dr2

(
1 + r2

R2

) + r2 dΩ2
n−1 (E.5)

onde0 < r <∞ e −Rπ < t < Rπ .

E.2 Coordenadas de Poincaŕe

Para chegar ao sistema de coordenadas de Poincar´e é conveniente definir as coordenadas cone

de luz :

r ≡ X0 −Xn , s ≡ X0 +Xn . (E.6)

Essa mudança de coordenadas permite absorber uma das coordenadas de imersão temporais (a

coordenadaX0). Redefinindo as outras coordenadas como

xi ≡
RXi

r
(espacial), t ≡ RXn+1

r
(temporal), (E.7)

vemos que a equação do hiperbol´oide (E.1) pode ser escrita comor s + r2

R2 (t2 − x2) = R2 ,

ondex2 ≡
∑n−1

i=1 (xi)
2. A partir dessa equação podemos eliminar uma das coordenadas cone de

luz. Escolhendo a coordenadar como dependente das outras encontramos as relações
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X0 =
R2

2r
(1 +

r2

R4
(R2 + x2 − t2)) , Xn =

R2

2r
(1 +

r2

R4
(−R2 + x2 − t2)) ,

Xi =
r

R
xi i = 1, .., n− 1 , Xn+1 =

r

R
t . (E.8)

As coordenadasr, t exi formam o sistema decoordenadas de Poincaré. A métrica doAdSn+1

escrita nesse novo sistema fica na seguinte forma :

ds2 =
r2

R2
(−dt2 + dx2) +

R2

r2
dr2 . (E.9)

ondedx2 =
∑n−1

i=1 dx
2
i representa a métrica do espaço euclideanolRn−1 . É importante

ressaltar que a coordenada radialr corta o espaçoAdSn+1 em dois retalhos :

- Retalho I : consiste na regi˜ao r > 0 , que significaX0 > Xn e corresponde a uma

metade do hiperbol´oide. Em coordenadas globais essa região é obtida impondo a condição

cos τ > Ωn sin ρ .

- Retalho II : consiste na regi˜ao r < 0 que corresponde à outra metade do hiperbol´oide

X0 < Xn. Em coordenadas globais essa regi˜ao é definida pela condiçãocos τ < Ωn sin ρ .

O espaçoAdSn+1 Poincaré é definido em geral parar > 0 (retalho I) . O horizonte desse

espaço, definido pelo limiter → 0, é na verdade o hiperplanoX0 = Xn que corta o hiper-

bolóide em dois (Vide Fig. E.1)

Figura E.1: O espaço AdSn+1 sendo cortado pelo hiperplanoX0 = Xn [27] (coordenadasXi

fixas parai = 1, .., n− 1).
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