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Múltiplos Graus de Liberdade de um Fóton.
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Resumo

Teletransporte qûantico em ḿultiplos
graus de liberdade de um fóton

Diney Soares Ether Júnior

Orientador: Ruynet Lima de Matos Filho

Co-orientador: Stephen Patrick Walborn

Resumo da tese de doutorado submetida ao Programa de Pós-Graduação do Insti-

tuto de Fı́sica da Universidade Federal do Rio de Janeiro, como parte dos requisitos ne-

cessários à obtenção do tı́tulo de Doutor em ciências (Fı́sica).

Neste trabalho é proposta uma extensão do protocolo de teletransporte quântico a to-

dos os graus de liberdade de um fóton paraxial, que são o vetor de onda transversal, a

frequência, e a polarização. Como todo o estado quântico é teletransportado, o protocolo

é chamado de completo. Alguns exemplos são discutidos, e um esquema experimental

é proposto. Além disso, propusemos um esquema simplificado que permite o teletrans-

porte no vetor de onda transversal. Neste contexto, analisamos exemplos, comparamos

as fidelidades com aquelas obtidas no limite clássico, e analisamos o caso de detectores

não-pontuais.

O protocolo desenvolvido poderá ser útil em tarefas de informação quântica, pois per-

mite a transmissão com alta fidelidade de uma grande quantidade de informação quântica

codificada em múltiplos graus de liberdade de um fóton.

Palavras-chave: teletransporte quântico, campo de um único fóton, espectro angular,

hiper-emaranhamento, e conversão paramétrica descendente espontânea.

Rio de Janeiro

Maio de 2009
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Abstract

Quantum teleportation in multiple
degrees of freedom of a single-photon

Diney Soares Ether Júnior

Orientador: Ruynet Lima de Matos Filho

Co-orientador: Stephen Patrick Walborn

Abstract da tese de doutorado submetida ao Programa de Pós-Graduação do Insti-

tuto de Fı́sica da Universidade Federal do Rio de Janeiro, como parte dos requisitos ne-

cessários à obtenção do tı́tulo de Doutor em ciências (Fı́sica).

In this thesis, we discuss an extension of the quantum teleportation to all the degrees

of freedom of a paraxial single-photon field: the polarization, the transverse wave vector

and the frequency. Our protocol is named complete since the whole quantum state of

the photon is teleported. We analyze several illustrative examples and propose an experi-

mental scheme. We also proposed a simplified experimental scheme which teleports only

the quantum state codified in the transverse wave vector degree of freedom of a single-

photon. In this context, fidelities are calculated for some examples and compared with the

ones obtained in classical limit regime and in the case of nonpoint detectors.

Our protocol may be useful for some quantum information tasks, since it allows for

the transmition with high fidelities of a huge amount of information codified in multiple

degrees of freedom of a single-photon field.

Key words: quantum teleportation, single-photon field, angular spectrum, hyper-entangled

states, spontaneous parametric down conversion, and sum frequency generation.

Rio de Janeiro

maio de 2009
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dre Tacla, ao bacanı́ssimo Fernando de Melo (viva cabeludo!), ao Leandro Aolita, e ao
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niel Schneider (vamos à Potá?), ao Bruno Escher, ao trabalhador e sereno Rafael Morais,

ao François, à Paula, e ao Adriano. Aprendi e me diverti comtodos vocês.
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4.1 O teletransporte quântico completo . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . 63

4.1.1 Medida conjunta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

4.1.2 Operação unitária, estado final, e fidelidade . . . . .. . . . . . . 72

4.2 Exemplos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

5 Um caso mais simples: o teletransporte qûantico em vetor de onda transver-
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Caṕıtulo 1

Introduç ão

A definição da palavrainformação é a ação e efeito deinformar , que, na linguagem

escolástica, é dar umaforma a umamatéria. Também emprega-se, na linguagem comum,

para indicar o ato pelo qual se faz conhecer alguma coisa a alguém [49]. Este ato, estudado

pelas tradicionais áreas da informação1 e computação, sofreu uma revolução na década de

80, quando fı́sicos, em colaboração com cientistas destas áreas, propuseram a utilização

da teoria quântica para o armazenamento, a transmissão, ea codificação de informação. O

resultado destes estudos foi o surgimento de duas novas áreas interdisciplinares, nomeadas

informação ecomputaç̃aoquânticas, que estão atualmente em expansão [95].

A diferença fundamental entre a tradicional teoria de informação e a informação

quântica é o uso doprinc ı́pio de superposiç̃ao quântico, aplicado a um ou mais sistemas

fı́sicos, para a codificação de informação. Enquanto esta era anteriormente codificada em

“bits”, que são entidades discretas e binárias, isto é, que assumem somente os valores0

ou 1, nos sistemas quânticostoda a informação é codificada noestado qûantico do sis-

tema, que geralmente pode ser escrito como a superposiçãodos elementos de uma base

1A tradicional teoria da informação nasceu nas décadas de 40 e 50 com os trabalhos de

Claude Shannon [113].
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do espaço vetorial que o contêm. No caso de um sistema quântico de dois nı́veis, temos

|ψ〉 = α |0〉 + β |1〉 , (1.1)

ondeα, β ∈ C, C sendo o conjunto dos números complexos, e|0〉 e |1〉 os elementos desta

base. Esta nova unidade de codificação é chamada de “qbit ” [95], e de fato corresponde

a uma grande quantidade de bits, pois dados os números complexosα e β e uma alta

precisão, é necessário um grande número de bits para descrevê-los. Todavia, de acordo

com os postulados da teoria quântica [60, 121], esta quantidade enorme de informação

é dita inacessı́vel, escondida, ou “suspendida” entre os dois estados|0〉 e |1〉, pois ao

se realizar uma medida projetiva do observável cujos autovetores são os elementos desta

base, o resultado obtido será somenteum bit , e o sistema quântico descrito pelo qbit

acima sofrerá umatransição abrupta e irreversı́vel (um “salto”) para um dos estados

|0〉 ou |1〉 correspondentes ao resultado obtido [60]. Em outras palavras, tanto a grande

quantidade de bits como a superposição presentes no estado quântico a ser medido são

destruı́das no processo de medição.

A partir do princı́pio de superposição aplicado a sistemas simples e compostos, pro-

tocolos de transmissão de informação criptografada [10, 46], e algoritmos de computação

paralela [64, 57, 58, 59] foram propostos, assim como a realização de redes quânticas

de comunicação [34, 44, 33]. Neste contexto, um dos mais importantes protocolos de

comunicação desenvolvidos é oteletransporte quântico.

1.1 O teletransporte qûantico

O teletransporte quântico [11] é um protocolo de transmissão de informação quântica que

foi desenvolvido pelos pesquisadores Charles Bennett, Gilles Brassard, Claude Crépeau,

Richard Jozsa, Asher Peres, e William K. Wooters. Durante a sua elaboração, estes pes-

quisadores localizavam-se em quatro paı́ses que cobriam 8 fusos horários. Por esta razão,

um dos autores, Asher Peres, comentou: “Enquanto uns dormiam, outros trabalhavam”, e
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outro, Charles Bennett, disse: “O Sol nunca se pôs durante anossa colaboração”[103].

A idéia básica deste protocolo é a transmissão de informação quânticadesconhecida,

ou arbitr ária, entre dois sı́tios denominados Alice e Bob. Não obstante,conforme a

etimologia da palavra teletransporte2, não ocorre apassagemda informação quântica

entre os dois sı́tios: ela é destruı́da no sı́tio de Alice, ereconstruı́da no sı́tio de Bob, sem o

seutransporte direto entre os dois sı́tios. De acordo com W. K. Wootters:“It is quantum

information, which cannot be copied and cannot appear at thenew location without being

destroyed at the old location” [108]. De fato, para se realizar esta tarefa, a informação,

que é codificada no estado quântico de um sistema, é necessariamente destruı́da [141]

e posteriormente reconstruı́da a partir decorrelações qûanticas, que são estabelecidas

entre os sı́tios compartilhando-se previamente um estado emaranhado [45, 111, 139], e

informação clássica, que é obtida por Alice, e posteriormente enviada a Bob. Estes

dois “canais” de comunicação distintos são necessários, e é justamente a necessidade

do envio da informação clássica que faz com que o teletransporte satisfaça o princı́pio

de causalidadeda relatividade restrita [107], e que por sua vez impede a comunicação

superluminal3.

2o prefixo téle vem do grego e significa longe , ao longe (tel égrafo, televisão, tele fone, etc),

e o substantivo transporte vem do verbo latino transportare , que significa levar de um lugar

para o outro . Sendo assim, teletransporte é levar algo ao longe .
3No antigo seriado de ficção cientı́fica da década de 60 Star Trek, o teletransporte aparecia

como um mecanismo de envio instantâneo, isto é, superluminal, de matéria a distância. Exis-

tiam as máquinas “transportadoras”, que permitiam a “desmaterialização ” de uma personagem

em uma estação, digamos localizada em Marte, e seu reaparecimento instantâneo em outra na

Terra. Este processo possui uma semelhança com o teletransporte quântico, que é o envio de

algo sem o transporte direto entre os dois sı́tios, daı́ o “levar algo ao longe”. Não obstante, exis-

tem diferenças profundas: enquanto no Star Trek a matéria era destruı́da, e miraculosamente,

reconstruı́da instantâneamente em um outro lugar, no teletransporte quântico é a informaç ão

quântica , e não o sistema (fóton, átomo, ı́on, etc), que é destruı́da, e reconstruı́da no outro sı́tio,

mediante ao compartilhamento de um canal quântico e outro clássico. Por este último canal se

transmite a informação clássica, que viaja a uma velocidade subluminal, e portanto impede a
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A importância do protocolo de teletransporte se dá tanto no âmbito fundamental

como no das aplicações. No âmbito fundamental, o protocolo demonstra que correlações

quânticas acrescidas de comunicação clássica constituem um recurso poderoso, pois ele

permite a transmissão de informação quântica de um sı́tio a outro sem o seu transporte

direto. Portanto, entender a natureza das correlações quânticas se tornou uma tarefa fun-

damental [70]. Por outro lado, o teletransporte quântico foi aplicado nas redes de trans-

missão de informação criptografada, que poderão ser estendidas a longas distâncias via

repetidores quânticos [22], e na arquitetura e comunicação de computadores quânticos

[56].

Ao longo dos últimos doze anos, o protocolo de teletransporte quântico foi experi-

mentalmente verificado em sistemas fotônicos [24, 23, 73, 83, 128], em ı́ons aprisonados

[106, 9, 99], em sistemas de ressonância nuclear magnética [94], em ensembles atômicos

(interface luz-matéria) [114, 144], e em campos eletromagnéticos intensos [54], sendo

esta última realização uma implementação da generalização do protocolo para variáveis

contı́nuas [19], que neste caso são as quadraturas do campo. O protocolo foi também re-

alizado a longas distâncias [86, 126], sendo uma das experiências realizada através do rio

Danúbio [126]. Apesar do teletransporte ter sido implementado apenas parcialmente na

maioria destes experimentos (por exemplo, em alguns deles somente alguns dos estados

de Bell eram discriminados), todos representaram avançosimportantes, e demonstraram

o interesse da comunidade cientı́fica pelo tema.

1.2 O campo de um f́oton

Em algumas das implementações experimentais fotônicasdo teletransporte, o objetivo era

teletransportar o estado de polarização|Ψ〉 de um fóton, que na base de polarização linear

violação do princı́pio de causalidade .
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{|H〉 , |V 〉} é dado por

|Ψ〉 = α |H〉 + β |V 〉 , (1.2)

e corresponde a um qbit, expressão (1.1) (|H〉 ≡ |0〉 e |V 〉 ≡ |1〉). Embora estas ex-

periências tenham sido bem sucedidas, a polarização é apenas um dos graus de liberdade

de um fóton. De fato, o fótonparaxial, que é o utilizado nestas experiências, é descrito

de formacompleta, isto é, em todos os seusgraus de liberdade, pelo estado quântico

|φ〉 =
∑

s

∫

dq

∫

dω u(q, ω, s) |q, ω, s〉 , (1.3)

ondeq, ω, e s são, respectivamente, ovetor de onda transversal, a frequência, e a

polarização. Comparando as expressões (1.2) e (1.3), vemos que a última é muito mais

rica e complexa; enquanto a polarização é uma variável discreta, que assume apenas dois

valores, e corresponde a um qbit, o vetor de onda transversale a frequência são varı́aveis

contı́nuas, que permitem diferentes formas de codificação de informação. De fato, su-

ponhamos que a amplitudeu(q, ω, s) em (1.3) seja uma função fatorável, isto é, os três

graus de liberdade são descorrelacionados,

u(q, ω, s) = f(q) g(ω)λs, (1.4)

ondef(q) eg(ω) são funções bem comportadas, eλs ∈ C. Se expandirmosf eg em uma

base de seus espaços vetoriais, por exemplo a base dos polinômios de Hermite, teremos

as superposições

f(q) =
∞

∑

n=0,m=0

CnmHn

(qx
σ

)

Hm

(qy
σ

)

exp

[

−
(q2
x + q2

y)

2σ2

]

,

g(ω) =

∞
∑

n=0

DnHn

(

ω

β

)

exp

[

− ω2

2β2

]

. (1.5)

Escolhendo convenientemente os coeficientesCnm eDn, podemos codificar informação

quântica simultânea em diferentes graus de liberdade, e em dois sistemas de D-nı́veis,

que são chamados deqdit [93], pois correspondem à generalização do qbit. Uma outra
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possibilidade também interessante é aquela em que a amplitudeu(q, ω, s) correlaciona

os diferentes graus de liberdade. Por exemplo, se

u(q, ω, s) = F (q, ω)λs, (1.6)

teremos um estado emaranhado codificado entre os graus de liberdade de vetor transversal

e frequência de um único fóton, que pode ser útil na criptografia quântica sem alinhamento

de eixos [5, 117].

Ao longo dos últimos anos vários estudos envolvendo estesoutros graus de liber-

dade de um fóton foram realizados, demonstrando assim sua importância e utilidade. De

fato, os observáveis vetor de onda transversal e frequência (ou energia) são variáveis

contı́nuas, isto é, seus autovalores têm um espetro cont´ınuo, sendo portanto similares as

quadraturas de campo. No âmbito da ótica quântica o vetorde onda transversal foi utili-

zado na manipulação de correlações espacias transversais de fótons [91], que permitiram

a verificação de efeitos quânticos genuı́nos, como o anti-agrupamento espacial de fótons

[97, 31], a interferometria Hong-Ou-Mandel multimodal [130], o comprimento de de Bro-

glie de um bi-fóton [50], etc. Por outro lado, na área de informação quântica, o vetor de

onda transversal foi utilizado na criptografia [133], e na primeira medição experimental

direta, isto é, sem a reconstrução tomográfica, de um quantificador de emaranhamento

quântico, a concorrência [134]. A frequência tem sido bastante utilizada na geração de

emaranhamento dos tipos energia-tempo [53] e time-bin [123, 21], assim como na cripto-

grafia [125, 4].

1.3 Motivação, objetivos, e estrutura da tese

Devido a todas as considerações acima discutidas, neste trabalho proporemos a extensão

do protocolo de teletransporte quântico para todos os graus de liberdade de um fóton para-

xial. Em outras palavras, estudaremos oteletransporte quântico completo de um f́oton

paraxial, isto é, o teletransporte de todo o seu estado quântico, que é codificado em todos
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os graus de liberdade: o vetor de onda transversal, a frequência, e a polarização. Atual-

mente, o teletransporte quântico completo de um objeto quˆantico macroscópico, ou até

mesmo mesoscópico, isto é, formado por algumas centenas de átomos, ainda é uma tarefa

descrita somente em livros e filmes de ficção cientı́fica. Noentanto, ainda poderı́amos nos

perguntar como realizar o teletransporte quântico completo de um objeto microscópico

“simples”, como o fóton paraxial. Como se faz para teletransportá-lo completamente?

Quais são os recursos necessários? Seria este teletransporte útil? Como realizá-lo expe-

rimentalmente? Caso o arranjo experimental seja de difı́cil implementação experimental,

ainda seria possı́vel teletransportar somente o estado codificado em uma das variáveis

contı́nuas, digamos o vetor de onda transversal? Neste trabalho responderemos a estas

questões.

No capı́tulo 2, discutiremos o protocolo de teletransportequântico, e duas de suas

implementações óticas, a experiência de Innsbruck [24] e o teletransporte em variáveis

contı́nuas [54].

No capı́tulo 3, apresentaremos alguns conceitos importantes da ótica de Fourier, como

o vetor de onda transversal e o espectro angular de um campo, eos relacionaremos aos

estados dos campos quânticos de um e dois fótons paraxiais. Posteriormente, discutire-

mos o fenômeno não-linear da conversão paramétrica descendente espontânea (C.P.D.E.),

que é a forma atualmente mais utilizada para a geração de dois fótons, e seu reverso tem-

poral, a geração de soma de frequências (G.S.F.), que é parte importante de um detector

emaranhador de dois fótons (D.E.D.F.).

No capı́tulo 4, utilizaremos os conceitos desenvolvidos para propor o teletransporte

quântico completo de um fóton paraxial. Para realizar esta tarefa, Alice e Bob com-

partilharão um estado hiper-emaranhado codificado em doisfótons, e Alice utilizará um

D.E.D.F. em sua medida conjunta. Analisaremos alguns exemplos que demonstram a

utilidade do teletransporte, e proporemos um esquema experimental.

No capı́tulo 5, simplificaremos o esquema experimental proposto no capı́tulo anterior
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e analisaremos um esquema que visa teletransportar somenteo estado quântico de um

fóton paraxial codificado no grau de liberdade contı́nuo devetor de onda transversal.

Analisaremos alguns exemplos, o limite clássico, o caso dedetectores não-pontuais, e a

transferência de emaranhamento entre diferentes frequências.

No capı́tulo 6, trataremos das perspectivas e conclusões deste trabalho.

Incluı́mos um apêndice onde encontram-se algumas passagens matemáticas, e uma

comparação entre a medida destrutiva realizada por Alicee uma medida projetiva corres-

pondente.

1.4 Publicaç̃oes

Abaixo incluı́mos uma lista dos trabalhos desenvolvidos aolongo do perı́odo de doutora-

mento.

• ETHER, D. S., WALBORN, S. P., ZAGURY, N. Complete teleportation of a para-

xial single-photon field. Physical Review A, v.79, n.3, 2009, p.032305.

• WALBORN, S. P., ETHER, D. S., DE MATOS FILHO, R. L., ZAGURY, N.Quan-

tum teleportation of the angular spectrum of a single-photon field. Physical Review

A, v.76, n.3, 2007, p.033801.

• ETHER, D. S., SOUTO RIBEIRO, P. H., MONKEN, C. H., DE MATOS FILHO,

R. L. Effects of spatial transverse correlations in second-harmonic generation. Phy-

sical Review A, v.73, n.5, 2006, p.053819.



Caṕıtulo 2

O teletransporte quântico

Neste capı́tulo apresentaremos o teletransporte quântico [11], assim como sua primeira

implementação experimental [24].

2.1 O problema

Observemos a Figura 2.1. Um remetente, tradicionalmente chamado de Alice, recebeu

um sistema quânticou no estadodesconhecido1

|ψ〉u = α |0〉u + β |1〉u , (2.1)

e deseja transmitı́-lo a Bob, o destinatário, cujo enderec¸o é tambémdesconhecido. Como

realizar esta tarefa2?

Como possı́veis soluções, Alice poderia:

1. Enviar o sistema diretamente a Bob. Caso seja difı́cil enviá-lo, Alice optaria por

enviar um sistema ancilari. De fato, dado este sistema em um estado padrão|φ0〉i,
1Neste capı́tulo trataremos somente de sistemas quânticos de dois nı́veis.
2Notem que o estado é dado pela expressão (2.1) para o preparador , que é o ente que o cons-

truiu, e portanto o conhece. Todavia, na perspectiva de Alice , o estado quântico de seu sistema

é a mistura completamente aleatória I
u/2, onde I

u é o operador identidade correspondente, e

que representa seu total desconhecimento, ou “ignorância total”, sobre o estado preparado.



2.1 O problema 11
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Figura 2.1: Diagramat versusx que representa o problema. Alice recebe de um prepara-

dor P o sistema quânticou no estado̺ u = |ψ〉u 〈ψ|u que deseja enviar a Bob. Todavia,

Alice não sabe nem o paradeiro de Bob, que pode ser um dos diversos cı́rculos da figura,

nem o estado̺ u de seu sistema.
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isto é, conhecido, Alice poderia interagı́-lo unitariamente com seu sistema no estado

desconhecido|ψ〉u via a operação de trocaUs (SWAP),

Us(|ψ〉u |φ0〉i) = |φ0〉u |ψ〉i . (2.2)

Posteriomente, Alice enviaria o sistema ancilar a Bob, que ointeragiria via a operação

inversaU†
s com seu sistema preparado no estado conhecido|φ0〉b,

U
†
s(|φ0〉b |ψ〉i) = |ψ〉b |φ0〉i , (2.3)

e desse modo o estado|ψ〉 desconhecido de Alice seria transmitido a Bob.

2. Determinar seu estado quântico, e posteriormente enviar a Bob a informação ne-

cessária para reconstruı́-lo. Por desconhecer o paradeiro de Bob, Alice realizaria

inúmeras cópias da informação obtida, e a transmitiriapara todos os endereços

possı́veis.

Enquanto a primeira tentativa malogra por Alice desconhecer o paradeiro de Bob, e pelo

fato de sistemas quânticos seremfr ágeissob a ação do meio ambiente [96], de modo que

Bob recebe o sistema ancilar corrompido, isto é, sem as suaspropriedades quânticas (por

exemplo, sem as suas coerências), a segunda fracassa pela razão de não ser possı́vel deter-

minar o estado quântico desconhecido [35]. De fato, Alice possuium sistema quântico,

ou em outra palavras, umáunica cópia deste sistema. Ao tentar determinar seu estado,

Alice atuará sobre ele, isto é, omedirá. Todavia, como discutimos acima, esta medida

projetiva provocará uma “transição abrupta do estado dosistema para um dos autove-

tores do observável correspondente”. Ou seja, apesar de Alice obter uma informação

parcial neste procedimento, o sistema é irreversivelmente e aleatoriamente modificado. A

informação codificada no estado quântico desconhecido ´e irremediavelmente perdida, e

não poderá ser recuperada. Reconhecendo esta limitação, Alice poderia copiar, ouclo-

nar, o estado quântico desconhecido muitas vezes, e medir cadaum dos constituintes

deste ensemble. Alice obteria informações parciais a cada medida, que a permitiriam ob-

ter o estado quântico, ou aproximá-lo, após um grande número delas. No entanto, este
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procedimento fracassa pela existência doteorema da ñao-clonagem[141], que impede

clonagem perfeita de um estado quânticodesconhecido.3

A solução deste problema foi obtida através do protocolode teletransporte quântico,

que descreveremos a seguir.

2.1.1 O protocolo

Observemos a Figura 2.2. Antes da comunicação se estabelecer, Alice e Bob comparti-

lham dois sistemasa e b descritos no estado quântico

∣

∣ψ−〉

ab
=

1√
2
(|01〉ab − |10〉ab). (2.4)

Este estado pertence a um importante conjunto de estados quˆanticos, osestados de Bell,

que são dados por

∣

∣φ+
〉

ab
= (|00〉ab + |11〉ab)/

√
2,

∣

∣φ−〉

ab
= (|00〉ab − |11〉)ab/

√
2,

∣

∣ψ+
〉

ab
= (|01〉ab + |10〉ab)/

√
2,

∣

∣ψ−〉

ab
= (|01〉ab − |10〉ab)/

√
2, (2.5)

e formam uma base no espaço de Hilbert conjunto dos sistemasa e b. Após Alice receber

o estado desconhecido (2.1), o estado inicial será dado então por

|ψI〉 = |ψ〉u
∣

∣ψ−〉

ab

= (α |0〉u + β |1〉u)(
1√
2
( |01〉ab − |10〉ab)), (2.6)

que é um estado produto tensorial entreu eab: o sistemau de Alice édescorrelacionado

do sistemaab [118]. Reescrevendo o estado do subsistemaua na base dos estados de Bell

3Notem que o estado é desconhecido. A clonagem de um estado conhecido é obviamente

permitida.
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ρu

A

B

P

Medida de Bell

Comunicação
Clássica

Operação unitária

Emaranhamento

ρb
t

ρab

x

Figura 2.2: Diagramat versusx que ilustra o protocolo de teletransporte. Após o compar-

tilhamento com Bob do sistemaab preparado no estado emaranhado̺ab = |ψ−〉ab 〈ψ−|ab,
Alice recebe o sistemau, e realiza sobre ele e o sistemaa uma medida de Bell, cujos re-

sultados são enviados a Bob por um canal de comunicação clássico. De acordo com os

resultados obtidos, Bob realiza uma operação unitária,e recupera o estado do sistemau

em seu sistema. No caso em que Alice e Bob compartilham um par de Bell, e dois bits

são enviados, temos̺b = ̺u.
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deste espaço, teremos

|ψI〉 =
∣

∣φ+
〉

ua
(α |1〉b − β |0〉b)/2 +

∣

∣φ−〉

ua
(α |1〉b + β |0〉b)/2

−
∣

∣ψ+
〉

ua
(α |0〉b − β |1〉b)/2 −

∣

∣ψ−〉

ua
(α |0〉b + β |1〉b)/2. (2.7)

Nesta etapa, Alice realiza umamedida de Bellno subsistemaua, que o projeta em um

dos estados de Bell (2.5). Aplicando os postulados da mecânica quântica ao estado acima,

vemos que esta medida projeta com iguais probabilidades o estado do sistema de Bob em

uma de quatro superposições de|0〉b e |1〉b, dependendo do resultado da medida. Por

exemplo, se o resultado da medida corresponder ao estado|φ+〉ua, o estado do sistema de

Bob será projetado emα |1〉b − β |0〉b. Após a obtenção do resultado da medida, Alice o

comunicaa Bob por meio de umcanal de comunicaç̃ao clássico.4

A etapa final consiste em Bob realizar uma operação unitária U no estado de seu sis-

tema,condicionadaaos resultados recebidos na comunicação com Alice. Não haverá

dúvidas sobre qual operação realizar, pois, como veremos abaixo, cada resultado da me-

dida de Alice corresponde a uma operação unitária distinta. Por exemplo, no caso acima

descrito em que o estado de Bob é igual aα |1〉b − β |0〉b, ele aplicará a operaçãoσZσX ,

ondeσZ eσX são duas das matrizes de Pauli, de modo que

(σZσX)(α |1〉b − β |0〉b) = σZ(α |0〉b − β |1〉b) = α |0〉b + β |1〉b ,

que corresponde a umacópia do estado desconhecido recebido por Alice: a tarefa foi

realizada com sucesso. Na Tabela 2.1, indicamos as probabilidades e as projeções cor-

respondentes a menos de fases globais irrelevantes, assim como as operações unitárias

condicionadas de Bob.
4Um canal é dito “clássico” quando permite a transmissão de bits. Como veremos adiante,

dois bits serão obtidos por Alice e enviados a Bob.
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probabilidade sistemaua sistemab operaç̃ao U

1/4 |φ+〉ua α |1〉b − β |0〉b σZσX

1/4 |φ−〉ua α |1〉b + β |0〉b σX

1/4 |ψ+〉ua α |0〉b − β |1〉b σZ

1/4 |ψ−〉ua α |0〉b + β |1〉b 1

Tabela 2.1: Probabilidades de medida, projeções dos sistemaua eb, e operações unitárias

de Bob.

2.1.2 A medida de Bell

Como se dá a medida de Bell? Quais são os resultados obtidos? Como realizá-la? Para

respondermos a estas perguntas, analisemos esta medida commais detalhes, e os recursos

necessários para implementá-la. Os estados de Bell (2.5)formam uma base no espaço ve-

torial conjuntoua, que é formado pela reunião dos espaços dos sistemasu ea. Portanto,

é de se esperar que eles sejam autovetores de um observável, ou mais geralmente, autove-

tores comuns de umconjunto completo de observ́aveis que comutam(C.C.O.C.). Que

observáveis são estes e quais são as suas interpretações fı́sicas? Estes observáveis são

[37]

σ
u
Zσ

a
Z ,

σ
u
Xσ

a
X , (2.8)

onde os ı́ndicesu e a designam as matrizes de PauliσZ e σX correspondentes aos sub-

sistemasu e a, respectivamente. Ao realizarmos uma medida deσ
u
Zσ

a
Z sobre o sistema

ua em um dos estados de Bell, obteremos informação sobre o valor daparidade deste es-

tado: os valores encontrados são iguais ou opostos? Por outro lado, ao medirmosσu
Xσ

a
X ,

obteremos informação sobre afase(+/-) da superposição. Na Tabela abaixo, indicamos

os autovalores, isto é os resultados das medidas destes observáveis, correspondentes a

cada um dos estados (2.5). Enquanto a medida do primeiro observável realiza a distinção



2.1 O problema 17

φ/ψ, a segunda diferencia o sinal+/−, permitindo assim a distinção dos quatro estado

de Bell. Esta distinção corresponde àdeterminação do estado do sistemaua após a

medida, que é obtida na medição de um C.C.O.C. [119] (o sistemaua é projetado em um

dos estados de Bell). Além disso, notemos que a medida simultânea destes observáveis

Estado de Bell σ
u
Zσ

a
Z σ

u
Xσ

a
X

|φ+〉ua 1 1

|φ−〉ua 1 -1

|ψ+〉ua -1 1

|ψ−〉ua -1 -1

Tabela 2.2: Estados de Bell e autovalores deσ
u
Zσ

a
Z eσ

u
Xσ

a
X correspondentes.

não nos fornece informaçãoindividual sobre o sistemau oua. Por exemplo, suponhamos

que os observáveislocais5
σ
u
Z ⊗ I

a e I
u ⊗ σ

a
Z , ondeIu e I

a são as respectivas identidades

nos sistemasu e a, fossem medidos. Obterı́amos resultados em cada um dos sistemas

individualmente, isto é, os valores deσu
Z eσ

a
Z , que poderiam ser combinados para obter

o valor do bit de paridade. No entanto, estes observáveis s˜ao incompatı́veis comσu
Xσ

a
X ,

de modo que é impossı́vel medı́-los sem perturbar o valor o bit de fase. Analogamente,

poderı́amos medirσu
X ⊗ I

a e I
u ⊗ σ

a
X nos dois sistemasu ea, combinar os resultados, e

obter o bit de fase. Todavia, não seria possı́vel obter o valor do bit de paridade, pois estes

últimos observáveis locais são incompatı́veis comσ
u
Zσ

a
Z. Sendo assim, a única forma

de obter a informação simultânea sobre os valores dos bits de paridade e fase é medir o

C.O.C.C.{σu
Zσ

a
Z ,σ

u
Xσ

a
X}, o que implica em não obter informação individual sobre os

sistemas. Por estas razões, dizemos que a medida de Bell églobal ou conjunta sobre os

sistemasu ea.
5A palavra local é aqui empregada no sentido de um observável que atua no espaço de

Hilbert de um dos sistemas, u ou a, e portanto não deve ser confundida com o conceito fı́sico de

local , que concerne o lugar espacial .
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Finalmente, para analisarmos a implementação da medida de Bell, notemos que os

projetores da base conjunta do C.C.O.C.{σu
Zσ

a
Z ,σ

u
Xσ

a
X}, que é a base de Bell, podem

ser escritos em termos dos projetores da base computacionaldo sistemaua. De fato, se

utilizarmos a operação unitáriaU, definida como

U = UHUCNOT, (2.9)

onde

UH =
1√
2
(σu

X + σ
u
Z) ⊗ I

a,

UCNOT = |0〉u 〈0|u ⊗ I
a + |1〉u 〈1|u ⊗ σ

a
X , (2.10)

teremos a correspondência biunı́voca entre os projetoresdas bases de Bell e computacio-

nal:

|00〉ua 〈00|ua = U
∣

∣φ+
〉

ua

〈

φ+
∣

∣

ua
U

†,

|10〉ua 〈10|ua = U
∣

∣φ−〉

ua

〈

φ−∣

∣

ua
U

†,

|01〉ua 〈01|ua = U
∣

∣ψ+
〉

ua

〈

ψ+
∣

∣

ua
U

†,

|11〉ua 〈11|ua = U
∣

∣ψ−〉

ua

〈

ψ−∣

∣

ua
U

†. (2.11)

Vemos então que, após a operação unitáriaU, a medida do C.C.O.C.{σu
Zσ

a
Z ,σ

u
Xσ

a
X}

é equivalente à medida conjunta dos observáveislocaisσ
u
Z ⊗ I

a e I
u ⊗ σ

a
Z . Em outras

palavras, ao invés de medir os observáveis conjuntos{σu
Zσ

a
Z ,σ

u
Xσ

a
X}, aplica-seU sobre

o sistemaua, e mede-se os observáveis locaisσ
u
Z ⊗ I

a e I
u ⊗ σ

a
Z: os dois bits de fase

e paridade são obtidos nas medidas deσ
u
Z e σ

a
Z, respectivamente. De acordo com as

expressões (2.9) e (2.10), notemos queU é o produto de duas operações unitárias distintas:

enquantoUH, que é chamada deporta de Hadamard, é uma operação local sobre o

sistemau, UCNOT, ouporta não-controlada, é uma operaçãoconjunta sobre o sistema

ua, que altera o valor do bit do sistemaa, o bit alvo, dependendo do valor do bit do

sistemau, o bit decontrole.
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Em resumo, a quantidade de informação extraı́da pela medida de Bell é igualdois

bits, e, no contexto do teletransporte, esta é a informação a ser enviada a Bob através de

um canal de comunicação clássico.

2.1.3 Observaç̃oes

A discussão acima nos mostra que o teletransporte é um protocolo de transmissão de

informação quântica que utiliza dois canais de comunicação distintos: (i) um canal

quântico, que é o estado emaranhado compartilhado, e que define as correlações quânticas

entre Alice e Bob (ii) um canal de comunicação clássico, por onde serão enviados os

dois bits obtidos na medida de Bell. Simbolicamente, representamos estaseparaç̃ao da

informação quântica em dois canais pela relação “1 qbit = 1 ebit + 2 bits”, onde 1 qbit

é a quantidade de informação a ser enviada, 1 ebit é uma unidade de informação que cor-

responde a um par de Bell [12], e 2 bits é a quantidade de informação a ser enviada pelo

canal clássico.

Poderı́amos nos questionar sobre anecessidadee aqualidade destes dois canais de

comunicação na realização do teletransporte. Por exemplo, caso um canal não seja uti-

lizado, funcionaria corretamente o protocolo? O que aconteceria se os canais fossem

ruidosos, de modo a ocorrerem perdas na transmissão de informação? Para respondermos

a estas perguntas, primeiramente definamos uma medida dosucessodo teletransporte,

isto é, definamos uma quantidade que nos indique quão diferentes são os estados inicial e

final dos sistemasu e b. Consideremos então afidelidade [96, 72], que será dada por

F(|ψ〉u ,̺b) ≡
√

〈ψ|u ̺b |ψ〉u =
√

〈̺b〉u (2.12)

no caso em que o estado inicial|ψ〉u é puro, e̺ b é o estado final do sistemab. Além disso,

definamos afidelidade média, que a fidelidade acima ponderada sobre todos os estados

puros6 do sistemau,

F̄ = 〈F〉|ψ〉
u
, (2.13)

6A limitação da média sob estados puros é justificada pela hipótese razoável de que o prepa-
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e que nos dá uma medida do sucesso ou qualidade do teletransporteindependentedo es-

tado desconhecido do sistemau. Notemos que estas quantidades são valoresmédios, isto

é, definidas sobre um ensemble de sistemas idênticos, e portanto impossı́veis de serem

determinadas no caso discutido acima, em que Alice recebe uma única cópia do sistema

quântico. De fato, para determinar estas quantidades, Alice deveria receber um ensem-

ble de cópias de seu sistema e subdividı́-lo em dois grupos:enquanto o primeiro seria

utilizado para realizar um procedimento tomográfico que a permitiria determinar seu es-

tado com certo erro experimental, o segundo seria enviado por teletransporte a Bob, que

também realizaria uma tomografia, e portanto determinariaaproximadamente o estado

teletransportado. Comparando os dados obtidos, Alice e Bobpoderiam calcular a fideli-

dade. Finalmente, notemos que é conveniente calcular as fidelidades acima reescrevendo

os coeficientesα eβ do estado desconhecido (2.1) do sistemau na forma

α = cos
θ

2
,

β = eı φ sin
θ

2
, (2.14)

de modo que a fidelidade será dada porF = F(θ, φ,̺b), e a fidelidade média por

F̄ =
1

4π

∫ 2π

0

∫ π

0

F(θ, φ,̺b) sin θ dθ dφ. (2.15)

Suponhamos que Alice realize a medida de Bell, e envie os doisbits extraı́dos a Bob

através de um canal de comunicação clássico ruidoso, demodo que Bob os receba, mas

não consiga lê-los7. Nesta situação, qual é o estado teletransportado8?

rador tem um alto controle sob o sistema u, de modo a conseguir prepará-lo em um estado com

um alto grau de pureza.
7Dizemos que, na perspectiva de Bob, a medida de Alice é não lida , pois Bob sabe que ela a

realizou, mas ele desconhece seu resultado.
8Notemos que esta pergunta é feita sob a perspectiva do preparador , que conhece o estado

enviado a Alice e deseja transmitı́-lo. Na perspectiva de Bob, o estado de seu sistema é a mistura

estatı́stica completamente aleatória ̺b = I
b/2, onde I

b é o operador identidade, e que representa

sua “ignorância total”.
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Observando a Tabela 2.1, vemos que o estado do sistema de Bob será dado por uma

soma de todas as possı́veis superposições de|0〉b e |1〉b ponderada pela probabilidade de

ocorrência de cada uma delas, que é igual a1/4, ou seja, pelo operador densidade

̺b =
1

4
[(α |1〉b − β |0〉b)(α∗ 〈1|b − β∗ 〈0|b) + (α |1〉b + β |0〉b)(α∗ 〈1|b + β∗ 〈0|b)

+(α |0〉b − β |1〉b)(α∗ 〈0|b − β∗ 〈1|b) + (α |0〉b + β |1〉b)(α∗ 〈0|b + β∗ 〈1|b)]

=
1

2
I
b, (2.16)

ondeI
b é o operador identidade no sistemab. Vemos então que o estado teletransportado

é a mistura estatı́stica completamente aleatória, cuja fidelidade e fidelidade média em

relação a estado inicial (2.1) são dadas por

F = F̄ =
1√
2
≈ 0.707. (2.17)

De fato, este caso é análogo à situação em que após receber um ensemble de sistemas

preparados no estado puro desconhecido (2.1), Bob tenta descobrir este estado “chutando”

a mistura completamente aleatória. A medida de acerto ser´a dada pela fidelidade, que é

igual a1/
√

2 [105].

Um segundo exemplo é o caso em que Bob recebe os dois bits de Alice, mas somente

um bit é conhecido [36]. Em outras palavras, suponhamos que Bob sabe o resultado do

bit de paridade, digamos−1, mas desconhece o valor do bit de fase. Novamente, qual é o

estado teletransportado? Se observarmos a Tabela 2.1, veremos que o estado do sistema

de Bob será dado por uma soma das possibilidades correspondentes aos estados|ψ+〉ua
ou |ψ−〉ua, ponderadas pelas probabilidades de ocorrência, que sãoiguais a1/2,

̺b =
1

2
(α |0〉b − β |1〉b)(α∗ 〈0|b − β∗ 〈1|b) +

1

2
(α |0〉b + β |1〉b)(α∗ 〈0|b + β∗ 〈1|b)

= |α|2 |0〉b 〈0|b + |β|2 |1〉b 〈1|b . (2.18)

Este estado corresponde a situação em que aspopulaçõesdo estado quântico desconhe-

cido são transmitidas, mas ascoer̂enciassão perdidas. A fidelidade e a fidelidade média
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serão dadas por

F(θ) =

√

1 − 1

2
sin2 θ,

F̄ =
1

2

∫ π

0

√

1 − 1

2
sin2 θ sin θ dθ ≈ 0.812. (2.19)

A situação acima é análoga ao caso em que após receber umensemble de sistemas pre-

parados em um estado puro desconhecido (2.1), Bob realiza uma medida projetiva sobre

estes sistemas ao invés de adivinhar seu estado [105]. De fato, escolhendo o observável

σZ , o estado do ensemble após a medida será igual a

̺b = |α|2 |0〉b 〈0|b + |β|2 |1〉b 〈1|b , (2.20)

que coincide com (2.18). Sendo assim, ao calcularmos a fidelidade e fidelidade média

entre este estado e aquele da Eq.(2.1), chegaremos aos mesmos resultados (2.19). Além

disso, como demonstrado em [36, 104], esta situação tamb´em é análoga ao caso em que

Alice e Bob compartilham um estado separável, isto é,desemaranhado, e dois bits são

enviados, de modo que o valor̄F ≈ 0.812 define olimite cl ássico, isto é, o melhor que

se faz sem a utilização de emaranhamento9.

Comparando estes dois exemplos, vemos que a qualidade do teletransporte é pior no

caso em que Bob não lê nenhum bit enviado do que naquele em que somente um bit é lido:

o teletransporte depende da utilização e da qualidade dosdois canais de comunicação

envolvidos, e para que o teletransporte funcione corretamente é necessário o envio de

dois bits de informação, que correspondem aos resultados das medidas dos observáveis

paridade e fase. De fato, a natureza destes bits é bem diferente: enquanto o bit de paridade

nos indica uma correlaçãoclássica10 entre os sistemasu e a, isto é, se simplesmente

9Notemos que a definição de fidelidade aqui utilizada, Eq. (2.12), é diferente daquela utilizada

nestes trabalhos (de fato, esta fidelidade é a raiz quadrada da outra), de modo que os resultados

para a fidelidade e fidelidade média são diferentes. Quando se utiliza a definição proposta pelos

autores em [36, 104], chega-se ao limite clássico F̄ = 2/3.
10O termo “clássico” aqui utilizado nos indica que estas correlações poderiam ser reproduzidas
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foram preparados no mesmo estado (|0〉u⊗ |0〉a ou |1〉u⊗ |1〉a), ou em estados diferentes

(|0〉u ⊗ |1〉a ou |1〉u ⊗ |0〉a), o bit de fase indica uma correlaçãoquântica, pois, como

vimos acima, esta é uma informação sobre a superposição presente neste estados, que é

uma caracterı́stica genuinamente quântica. Além disso,notemos que os valores dos bits

de paridade e fase são intercambiáveis, isto é, realizando rotações sob os sistemasu e a

antes da medida projetiva do C.C.O.C.{σu
Zσ

a
Z ,σ

u
Xσ

a
X}, obteremos resultados trocados

em relação aos expostos na Tabela 2.2. Por exemplo, aplicando as rotações11 H
u ⊗H

a =

(Hu ⊗ I
a)(Iu ⊗H

a) ao estado|φ−〉ua, teremos

(Hu ⊗ H
a)

∣

∣φ−〉

ua
= (Hu ⊗ I

a)(Iu ⊗H
a)

1√
2
(|00〉ab − |11〉)ab,

=
1√
2
(|01〉ua + |10〉)ua,

=
∣

∣ψ+
〉

ua
. (2.21)

Observando a Tabela 2.2, vemos que os autovalores correspondentes aos observáveis

σ
u
Zσ

a
Z e σ

u
Xσ

a
X serão agora -1 e 1, respectivamente (o oposto dos valores obtidos para

|φ−〉ua).
Enfatizemos que não há nenhuma informação sobre o estado desconhecido (2.1) nos

canais quântico e clássico quando analisadosindividualmente: enquanto o sistema de

Bob, que é parte do canal quântico, encontra-se sempre, emsua perspectiva, em uma

mistura estatı́stica completamente aleatória, e portanto sem nenhuma informação sobre

o estado desconhecido, pelo canal clássico serão enviados os resultados da medida de

Alice, que sãoequiprováveis, e portanto também independentes deste estado [15]. De

fato, durante a transmissão via teletransporte, nem Alicenem Bob possuem informação

alguma sobre o estado desconhecido, que é destruı́do na medida de Bell, e posteriormente

reconstruı́do no sistema de Bob a partir de correlações quânticas (1 ebit), e informação

por dois sistemas que assumem somente dois valores, e não a sua superposição, como por

exemplo, duas moedas, ou duas bolas que assumem somente duas cores, etc.
11Notemos que H

u ⊗ H
a é observável não-local , todavia pode ser escrito como um produto

dos observáveis locais H
u ⊗ I

a e I
u ⊗ H

a.
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clássica (2 bits). Este estado não é transportado entre Alice e Bob; ele ételetransportado,

ou “levado ao longe”, como discutimos na seção 1 da introdução. Esta propriedade pode

ser útil no envio de informação segura entre Alice e Bob.

O teletransporte está de acordo com oprinc ı́pio de causalidade12: a transmissão do

estado quântico só ocorrerá quando Bob receber e ler os dois bits de informação enviados

pelo canal de comunicação clássico. Como esta informação se propaga a umaveloci-

dade finita, a reconstrução do estado quântico não poderá ser instantânea, e portanto sua

transmissão não violará o princı́pio de causalidade. Finalmente, vemos que há umorde-

namento temporal implı́cito no teletransporte quântico: Bob saberá qual ´e a operação

unitária a realizar somenteapóso recebimento dos dois bits de informação de Alice.

Finalmente, notemos o caráterecon̂omicodo protocolo: compartilhado o estado ema-

ranhado entre Alice e Bob, basta a Alice comunicar somente dois bits clássicos obtidos

na medida de Bell para que os números complexosα e β sejam transmitidos. De fato, a

transmissão direta destes números com uma alta precisãoexigiria o envio de um grande

número de bits, e não somente dois, daı́ a economia. Além disso, como estes dois bits

podem ser copiados, Alice não precisa conhecer o endereçode Bob para realizar a trans-

missão de seu estado: compartilhado o estado emaranhado, basta copiar os bits e enviá-los

a todos os sı́tios possı́veis de Bob.

Antes de discutirmos uma implementação experimental fotônica do protocolo de te-

letransporte, lembremos que na proposta original [11], é também discutido o teletrans-

porte de estados quânticos mais complicados, pertencentes a espaços vetorias de dimensão

maior (sistemas discretos de D nı́veis ouqdits [93]).

12No contexto da Relatividade, o princı́pio de causalidade afirma que a velocidade de

propagação da ação entre eventos causais é inferior ou igual à velocidade de propagação da

luz [107].
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2.2 Implementaç̃oes experimentaiśoticas

Ao longo dos últimos doze anos, o protocolo de teletransporte quântico foi experimen-

talmente verificado em sistemas fotônicos [24, 23, 73, 83, 128], em ı́ons aprisonados

[106, 9], em sistemas de ressonância nuclear magnética [94], em ensembles atômicos

(interface luz-matéria) [114, 144], e em campos eletromagnéticos intensos [54], sendo

esta última realização uma implementação da generalização do protocolo para variáveis

contı́nuas [19], que neste caso são as quadraturas do campo. O protocolo foi também

realizado a longas distâncias [86, 126], sendo uma das experiências realizada através do

rio Danúbio [126]. Apesar do teletransporte ter sido implementado apenas parcialmente

na maioria destes experimentos (por exemplo, em alguns deles somente alguns dos es-

tados de Bell eram discriminados), todos representaram avanços importantes, e demons-

traram o interesse da comunidade cientı́fica pelo tema. Comoneste trabalho estaremos

interessados em implementações óticas, descreveremosbrevemente nesta seção duas das

experiências citadas. A primeira delas é a experiência de Innsbruck, que foi a primeira

realização experimental do teletransporte, e a segunda ´e a primeira realização do tele-

transporte em variáveis contı́nuas.

2.2.1 A experîencia de Innsbruck: pioneirismo

A primeira realização experimental do teletransporte quântico [24] foi uma implementação

da proposta de S. L. Braunstein e A. Mann [15], e ocorreu em 1997, na cidade de Inns-

bruck, naÁustria. O objetivo desta experiência consistiu em teletransportar o estado de

polarização|Ψ〉 de um fóton 1, que na base de polarização linear{|H〉 , |V〉} é dado por

|Ψ〉1 = α |H〉1 + β |V〉1 , (2.22)

e corresponde a um qbit (|H〉 ≡ |0〉 e |V〉 ≡ |1〉), mediante à utilização de um canal

quântico constituı́do por um par de fótons 2-3 preparado no estado de Bell

∣

∣Ψ−〉

23
=

1√
2
(|HV〉23 − |VH〉23). (2.23)
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f1 f2
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d1 d2

canal clássico
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Figura 2.3: Esquema da experiência de Innsbruck.

Para compreendermos o mecanismo de geração destes fótons e a preparação de seus esta-

dos quânticos, assim como a medida conjunta realizada por Alice, observemos o esboço

do esquema experimental, que encontra-se na Figura 2.3.

Geração de pares de f́otons e preparaç̃ao dos estados qûanticos

Um cristal não-linear uniaxial é bombeado por pulsos de luz laser ultravioleta que pos-

suem200 fs de duração, taxa de repetição de76 MHz, e que são retro-refletidos em um

espelho. Durante as passagens destes pulsos pelo cristal, ´e possı́vel que alguns dos fótons

que os constituem se convertam espontâneamente num par de fótons, fenômeno chamado

deconvers̃ao paramétrica descendente espontânea(C.P.D.E.) [77], e que estudaremos

com mais detalhes nos capı́tulos ulteriores. A situação de interesse é aquela em que os

pares de fótons 2-3 e 1-4 são gerados na ida e na volta dos pulsos, respectivamente. Além

disso, nesta experiência utilizou-se um cristal cortado para o tipo II de C.P.D.E., em que

os fótons de um par são sempre gerados com polarizações ortogonais entre si, e cada fóton
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a

b

c d

|H>

|V>

pulsos UV

CPDE tipo II - vista frontal

Figura 2.4: Na C.P.D.E. tipo II, cada fóton de um par é emitido ao longo de direções que

formam um cone. Nesta ilustração, o cone de cima corresponde à direção do fóton gerado

no estado de polarização horizontal|H〉, enquanto que o de baixo corresponde ao fóton

gerado no estado|V〉. A orientação destas polarizações é definida em relação ao eixo

do cristal. Direções diametralmente opostas, por exemplo a-b ou c-d, correspondem as

direções em que os fótons de um par se correlacionam.

é emitido ao longo de direções de propagação que formamum cone, o que é ilustrado na

Figura 2.4.

Orientando o cristal e escolhendo convenientemente as direções longitudinais de propagação,

é possı́vel preparar os pares de fótons em diferentes estados quânticos. Sendo assim, para

o par 1-4 escolheram-se as direções longitudinais diametralmente opostasa eb indicadas

na Figura 2.4, que dão origem ao estado quântico13

|ψ〉14 = |H〉1 |a〉1 |V〉4 |b〉4 ,

= |H〉1 |V〉4 |a〉1 |b〉4 , (2.24)

13Notemos que neste estado não ocorrem as componentes |H〉
1
|V〉

4
|a〉

1
|a〉

4
e

|H〉
1
|V〉

4
|b〉

1
|b〉

4
, que correspondem a dois fótons com a mesma direção longitudinal,

pois devido à conservação de momento linear que ocorre na C.P.D.E. entre os fótons destruı́do

e criados, estes últimos têm sempre direções distintas (exceto no caso unidimensional, em que

as direções 1 e 4 coincidem, e que não corresponde ao arranjo experimental descrito acima).
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onde|a〉 e |b〉 descrevem os estados de direções longitudinais. Este estado é um pro-

duto tensorial tanto nos subespaços correspondentes aos dois fótons 1 e 4 quanto nos

subespaços de polarização e de direção longitudinal de um dos fótons. Passando pos-

teriormente o fóton 1 por um conjunto de placas de onda convenientemente orientadas,

teremos a transformação|H〉1 → |Ψ〉1, onde|Ψ〉1 é dado pela Eq.(2.22), e corresponde ao

estado a ser teletransportado. O fóton 4 será utilizado para sinalizar a presença do fóton 1.

Para o par de fótons 2-3, escolheram-se as direções longitudinaisc e d indicadas na

figura, em que os cones se cruzam, pois nestes pontos de intersecção duas possibilidades

de preparação ocorrerão:

|H〉2 |c〉2 |V〉3 |d〉3 ou |V〉2 |c〉2 |H〉3 |d〉3 . (2.25)

Tornando estas possibilidades indistinguı́veis, o que é alcançado através de placas de

compensação (para detalhes ver [109]), e utilizando placas de ondas convenientes, tere-

mos a superposição

|ψ〉23 =
1√
2
(|H〉2 |c〉2 |V〉3 |d〉3 − |V〉2 |c〉2 |H〉3 |d〉3),

=
1√
2
(|H〉2 |V〉3 − |V〉2 |H〉3) |c〉2 |d〉3 ,

=
∣

∣Ψ−〉

23
|c〉2 |d〉3 , (2.26)

cuja parte em polarização será usada como canal quântico no teletransporte.

Medida de Bell parcial eótica linear: o divisor de feixes

Após receber os fótons 1 e 2, Alice deveria realizar uma medida de Bell em seus subespaços

de polarização. No entanto, no caso em questão este procedimento é de difı́cil realização

experimental, pois envolve uma interação fóton-fótonna forma de uma porta não-controlada.

Sendo assim, nesta experiência optou-se por não realizara medida de Bell “completa”,

isto é, a projeção em seus quatro estados, mas uma medida de Bell parcial, que consiste

somente numa projeção em um de seus estados, o singleto,|Ψ−〉12. O teletransporte pas-

sará então a não ser mais determinı́stico, e sim probabilı́stico, funcionando apenas em
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1/4 das vezes. Abaixo descreveremos o procedimento experimental [25, 3] para se rea-

lizar esta projeção, que é baseado em ótica linear e interferência quântica de partı́culas

idênticas.

Para realizar a projeção no estado singleto|Ψ−〉12 de polarização dos fótons 1 e 2,

Alice os incide em um divisor de feixes simétrico e não-polarizado, cada fóton entrando

por uma de suas portas, o que é ilustrado na figura 2.3. De acordo com o postulado da

mecânica quântica de simetrização [120], se estes fótons, que são bósons, foremindis-

tinguı́veis, seu estado quântico “global”, isto é, formado tanto pelos seus graus de liber-

dade internos (polarização), quanto pelos externos (direção longitudinal ou momento lon-

gitudinal) serásimétrico sob a permutação destas partı́culas. Sendo assim, combinando

estes graus de liberdade, vemos que os estados quânticos “globais” possı́veis destas duas

partı́culas são dados por

|ψ〉12 =
∣

∣Ψ−〉

12
|ψA〉12 ,

|ψ〉12 =
∣

∣Ψ+
〉

12
|ψS〉12 ,

|ψ〉12 =
∣

∣Φ−〉

12
|ψS〉12 ,

|ψ〉12 =
∣

∣Φ+
〉

12
|ψS〉12 , (2.27)

onde{|Ψ−〉12 , |Ψ+〉12 , |Φ−〉12 , |Ψ+〉12} são os estados de Bell, Eq. (2.5), em polarização,

e

|ψS〉12 =
1√
2
(|a〉1 |c〉2 + |c〉1 |a〉2),

|ψA〉12 =
1√
2
(|a〉1 |c〉2 − |c〉1 |a〉2), (2.28)

são, respectivamente, os estados simétrico e antissimétrico do subespaço formado pelas

direções longitudinais destes fótons14. Observando os estados (2.27), vemos que devido

14Os demais estados simétricos e antissimétricos que envolvem superposições das componen-

tes do tipo |a〉
1
|a〉

2
e |c〉

1
|c〉

2
não aparecem aqui, pois, como veremos adiante, estas componen-

tes são eliminadas pelas detecções em coincidência entre os detectores f1-f2-p-d1 e f1-f2-p-d2.
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à condição de simetrização, o estado singleto em polarização, que é o único dos estados

de Bell antissimétrico na permutação das partı́culas, é também o único cujo estado de

momento longitudinal é antissimétrico. Esta propriedade é extremamente importante,

pois é devido a ela e à interferência quântica de amplitudes de probabilidade no DF que

o estado|ψA〉12 permanece invariante sob a ação do DF (o estado|ψA〉12 é autovetor do

operador Hamiltoniano do DF). De fato, utilizando as expressões de evolução para os

operadores de aniquilaçãoa ec referentes às direções longitudinais a e c [62],

a → a
′ = U

†
DF aUDF =

1√
2
(a + ic),

c → c
′ = U

†
DF cUDF =

1√
2
(ia + c), (2.29)

ondeUDF é o operador de evolução do DF, teremos

UDF |ψA〉12 = |ψA〉12 ,

UDF |ψS〉12 =
−i√

2
(|a〉1 |a〉2 + |c〉1 |c〉2). (2.30)

Vemos então que a detecção em coincidência dos fótons nos detectores f1 e f2, que

localizam-se nos braços distintos do DF, corresponde à projeção no estado de Bell|Ψ−〉12
em polarização (os outros estados de Bell estão associados a detecção de dois fótons

no mesmo braço do DF, isto é, a detecção do estado|ψS〉12). Devido à condição de

simetrização do estado quântico das partı́culas idênticas, os graus de liberdade externos

assistem, ouauxiliam, a projeção do estado singleto em polarização. Este é um exemplo

de como outros graus de liberdade podem ajudar a realizar tarefas no grau de liberdade

de trabalho, que neste caso é a polarização.

É importante observar que esta projeção no estado singleto só funcionará se os fótons

1 e 2 forem idênticos. Não obstante, vimos que estes fótons são independentes e gerados

simultaneamente com os fótons 4 e 3, respectivamente, de modo que a detecção destes

últimos fornece informação temporal sobre os primeiros, tornando-os assim distinguı́veis

temporalmente. Para torná-los indistinguı́veis e assim apagar a informação temporal, an-

tes do DF passam-se estes fótons por filtros ultra-finos centrados em 788 nm e de largura
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4nm, que os alargam temporalmente de 50 fs, que é o tempo de coerência de sua emissão,

para 520 fs, que é um intervalo de tempo superior ao intervalo máximo entre as emissões

dos pares de fótons 2-3 e 1-4, que é dado por sua vez pelo tempo de coerência do bombe-

ador, que é da ordem de 200 fs.

Operação unitária e previsões téoricas

De acordo com a discussão da seção 2.1.1, após a projeç˜ao no estado singleto|Ψ−〉12 Alice

enviará seus resultados a Bob, que realizará uma operaç˜ao unitária condicional no estado

quântico do fóton 3. Como no caso em questão o canal quântico é também um estado

singleto, Eq. (2.23), vemos pela Eq. (2.7) que esta operaç˜ao será dada pela identidade.

Os resultados experimentais foram obtidos preparando-se ofóton 1 em uma dada

polarização, e analisando a estatı́stica das detecções em coincidências quádruplas dos de-

tectores f1, f2, p, e d1/d2, em função da posição do espelho refletor, que controla o grau

de indistinguibilidade dos fótons 1 e 2. Por exemplo, no caso em que o fóton 1 é prepa-

rado no estado de polarização linear|+45o〉 = 1√
2
(|H〉 + |V〉), Bob utiliza uma placa de

λ/2 orientada a22, 5o, que realiza a tranformação|+45o〉 → |H〉, juntamente com um

divisor de feixes polarizado (DFP), que transmite esta componente. A ausência de coin-

cidências f1-f2-p-d1, juntamente com a presença de coincidências f1-f2-p-d2 é uma assi-

natura do teletransporte, o que é ilustrado na Figura 2.5. Analogamente, para a preparação

|−45o〉 = 1√
2
(|H〉 − |V〉), que sofrerá pela placaλ/2 a transformação|−45o〉 → |V〉,

e depois a reflexão no DFP, terı́amos a ausência e presençade coincidências dos tipos

f1-f2-p-d2 e f1-f2-p-d1, respectivamente. Todavia, fora da região de teletransporte, que

corresponde ao caso em que as partı́culas são distinguı́veis, coincidências do tipo f1-f2-

p-d1 quanto f1-f2-p-d2 seriam simultaneamente encontradas, pois o fóton 3 é membro de

um par emaranhado, sendo portanto descrito pela mistura completamente aleatória,1
2
I.
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Figura 2.5: Esboço da previsão teórica das coincidências triplas em função da posição do

espelho retrorefletor, para a preparação do fóton 1 no estado|+45〉. (a) coincidências f1-

f2-d1 exibem declı́nio (b) coincidências f1-f2-d2 se mantém inalteradas. A área marcada

indica a região de teletransporte, em que os fótons 1 e 2 são indistinguı́veis.
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Cr ı́ticas

Apesar de todos os resultados obtidos estarem de acordo com as previsões teóricas, de-

monstrando assim o sucesso da experiência e seu consequente pioneirismo, ela recebeu

algumas crı́ticas importantes. S. L. Braunstein e H. J. Kimble argumentaram [20] que,

devido à natureza probabilı́stica da C.P.D.E., a fidelidade média do teletransporte no es-

quema utilizado só é superior ao limite clássico15 se houver a detecção do fóton 3, que

necessariamente o destrói, e assim impede seu uso em algumatarefa ulterior. O tele-

transporte realizado só funcionariaa posteriori, sendo portanto chamado decondicional

[54]. Para realizar o teletransportea priori, ou não-condicional, seria então necessário

preservar, ou não detruir, o fóton 3.

Para entendermos esta crı́tica, voltemos a Figura 2.3. Vimos que a situação de inte-

resse na experiência é aquela em que os pares de fótons 2-3e 1-4 são gerados, respecti-

vamente, na ida e na volta dos pulsos UV. Não obstante, o estado quântico que descreve

o campo gerado nestas duas C.P.D.E. sucessivas é dado geralmente por uma série pertur-

bativa do tipo

|Ψ〉1234 = |ψ〉23 ⊗ |ψ〉14 ,

= (|VAC〉23 + η |1〉2 |1〉3 + η2 |2〉2 |2〉3 + . . .) ⊗

(|VAC〉14 + η |1〉1 |1〉4 + η2 |2〉1 |2〉4 + . . .),

= |VAC〉23 |VAC〉14 + η(|VAC〉23 |1〉1 |1〉4 + |VAC〉14 |1〉2 |1〉3) +

η2(|VAC〉23 |2〉1 |2〉4 + |1〉2 |1〉3 |1〉1 |1〉4 + |VAC〉14 |2〉2 |2〉3) + . . . ,

(2.31)

onde|n〉i representan fótons no campoi, eη é um parâmetro perturbativo16. Enquanto o

15Conforme discutimos na seção 2.1.3, esta fidelidade assume o valor F = 0.812 ou F = 2/3

[36, 104] de acordo com a definição empregada.
16Enfatizemos que esta expressão é escrita de uma forma bastante simplificada, em que so-

mente o número de fótons em cada modo é explicitado. Todavia, ela é suficiente para o entendi-

mento da crı́tica.
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primeiro termo da série (ordemη0) corresponde ao caso em que nenhum fóton é gerado,

os termos de ordemη correspondem a geração de um único par nas duas conversões (ou

na ida, ou na volta dos pulsos). Além disso, os termos de ordem η2 correspondem ao caso

em que dois pares são gerados: dois na ida e nenhum na volta, evice-versa, e a situação

desejada, em que um par é gerado na ida e outro na volta.

Na experiência de Innsbruck, os termos de ordemη0, η1, e o termo de ordemη2

|VAC〉14 |2〉2 |2〉3 são descartados pela seleção dos eventos em que ocorrem as coincidências

triplas f1-f2-p, de modo que o teletransporte ocorrerá probabilisticamente, isto é, condi-

cionado a estas detecções. No entanto, sem a detecção deum fóton no campo 3, duas das

componentes da série perturbativa,

|1〉2 |1〉3 |1〉1 |1〉4 e |VAC〉23 |2〉1 |2〉4 , (2.32)

contribuirão para o estado deste campo, que será igual a

̺3 =
1

2
|1〉3 〈1|3 +

1

2
|VAC〉3 〈VAC|3 . (2.33)

Enquanto o primeiro termo nos fornece a fidelidade média em polarizaçãoF̄foton entre os

estados dos fótons 1 e 3, o segundo não fornece informação alguma sobre a polarização

do fóton 1. Sendo assim, este segundo termo equivaleria areceber um fóton cuja

polarização é descrita por um estado mistura estatı́stica completamente aleat́oria,

e cuja fidelidade média em relação ao estado inicial é igual aF̄mist ≈ 1/217. Ponderando

estes resultados, terı́amos a fidelidade média em polarização

F̄ =
1

2
× F̄foton +

1

2
× 1

2
=

1

2
× F̄foton +

1

4
. (2.34)

Para que a fidelidade média seja maior que o limite clássico, F̄ > 2/3, é necessário

que F̄foton > 0.83, que é um valor próximo ao obtido experimentalmente,F̄foton =

17Novamente, aqui aparece um problema de definição. De acordo com [36, 104], a fidelidade

média para a mistura estatı́stica completamente aleatória seria 1/2, e não 1/
√

2 como calculamos

na expressão (2.17).
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(0.80±0.05) [27], de modo que o teletransporte realizado não forneceria resultados supe-

riores aos obtidos na situação em que não há emaranhamento compartilhado (discutimos

esta situação na seção (2.1.3)).

Os autores argumentaram que esta crı́tica não era relevante, pois a discriminação

das componentes|1〉2 |1〉3 |1〉1 |1〉4 e |VAC〉23 |2〉1 |2〉4 poderia ser alcançada através do

uso de um detector p que discrimasse as componentes de um e dois fótons. Sendo as-

sim, o problema não era fundamental, mas tecnológico, e com solução a ser alcançada

dentro de alguns anos18. De fato, o problema foi resolvido em uma experiência rea-

lizada em 2003 [102], em que filtros colocados no modo 1 tornaram as coincidências

f1-f2-p correspondentes ao termo|VAC〉23 |2〉1 |2〉4 rarı́ssimas em relação as relacionadas

a |1〉2 |1〉3 |1〉1 |1〉4.
Finalmente, notemos que através de uma simples modificaç˜ao experimental, que con-

siste em também preparar o par de fótons 1-4 em um estado emaranhado, foi possı́vel

a realização experimental da troca ou transferência de emaranhamento (SWAP) entre

partı́culas [101].

2.2.2 O teletransporte qûantico em variáveis cont́ınuas

O teletransporte quântico foi também estudado no contexto dasquadraturas de campos

óticos [127, 19, 16], que são observáveis de espectro contı́nuo, ouvari áveis cont́ınuas.

Em 1998, A. Furusawaet al. realizaram experimentalmente o primeiro teletransporte de

um estado quântico coerente, que é um tipo de estado codificado nestas variáveis [54].

O experimento alcançou uma fidelidade média deF = 0.58 ± 0.02, que é superior ao

limite clássicoF class. = 0.5 para estados coerentes, e foi a primeira realização de um

teletransportea priori, ou condicional, em que o estado quântico após o teletransporte

não édestrúıdo, permitindo assim a sua aplicação em tarefas ulteriores.

18De fato, detectores do tipo time multiplex detectors (TMD) [1], que distinguem componentes

de até 8 fótons, já são produzidos com tecnologia atual [84], mas ainda não são comercializados.
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Para compreendermos esta experiência, faremos na próxima seção uma digressão so-

bre as quadraturas e a função de Wigner de um campo, e posteriormente uma discussão

sobre o artigo teórico de S. L. Braunstein e H. J. Kimble [19], que suscitou esta realização

experimental.

As quadraturas e a funç̃ao de Wigner

As quadraturas de um modo de um campo eletromagnético são os observáveis adimensi-

onais [65, 16]

Xφ =
ae−ıφ + a†eıφ

2
, (2.35)

ondea ea† são, respectivamente, os operadores criação e aniquilação de fótons do modo

normal correspondente. Em particular, os observáveisX0 e Xπ/2, ou mais geralmente o

par {Xφ,Xφ+π/2}, desempenham um papel análogo aos observáveis posiçãoX0 e mo-

mento linearP0 de um oscilador mecânico. As quadraturas têm um espectro contı́nuo, ou

seja, seus autovalores não assumem somente valores discretos (por esta razão são comu-

mente chamadas devari áveis cont́ınuas), e seus autovetores são não-normalizáveis. Por

exemplo, dada a quadraturaXφ, temos

Xφ |xφ〉 = xφ |xφ〉 , (2.36)

onde o autovalorxφ ∈ R, e

〈x′φ|xφ〉 = δ(xφ − x′φ), (2.37)

sendoδ a distribuição de Dirac.

Dado que as quadraturas ortogonais{Xφ,Xφ+π/2} satisfazem a regra de comutação

[Xφ,Xφ+π/2] = ı/2, (2.38)

e, portanto são observáveis incompatı́veis, ou seja, não podem ser medidos simultane-

amente por uma procedimento projetivo, parece impossı́velassociá-las um “espaço de
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fase”, em que cada par de eixos ortogonais do espaço seria definido pelo par{Xφ,Xφ+π/2}
e cada ponto pelos autovalores(xφ, xφ+π/2) correspondentes, que definiriam o estado do

sistema quântico. Não obstante, a idéia do espaço de fase quântico não é absurda, e de

fato o estado do sistema é descrito por umadistribuiç ão de quase-probabilidadesneste

espaço [112]. Uma das distribuições mais importantes éa função de Wigner [140, 60],

W (α) = W (x, p) =
1

π

∫

du e−2ıpu 〈x+ u/2|̺ |x− u/2〉 , (2.39)

ondeα = x + ıp, sendo(x, p) ≡ (x0, xπ/2) os autovalores das quadraturas ortogonais

X0 eXπ/2, respectivamente, e̺ é o operador densidade que descreve o sistema quântico.

Enfatizemos aequivalência entre a função de Wigner e o estado quântico̺: toda a

informação codificada no estado quântico está presentena função de Wigner19, que por

sua vez é função dos valores(x, p).

O teletransporte quântico

O teletransporte quântico em variáveis contı́nuas [19] encontra-se esquematizado na Fi-

gura 2.6. Victor prepara um campo eletromagnético monomodo u em uma função de

WignerWu(α1) = Wu(x1, p1), e o envia a Alice. Mesmo não conhecendo esta função,

Alice deseja enviá-la a Bob, e para realizar esta tarefa utilizará o teletransporte quântico.

Inicialmente, Alice e Bob compartilham um campo eletromagnético de dois modos

a e b preparado em um estado devácuo comprimido, oriundo de umoscilador pa-

ramétrico ótico (OPO) [142], e cuja função de Wigner é dada por20 [137, 54, 16]

Wab(α2;α3) =
4

π2
exp

{

−e−2r
[

(x2 − x3)
2 + (p2 + p3)

2
]

− e2r
[

(x2 + x3)
2 + (p2 − p3)

2
]}

,

(2.40)

19Para maiores informações sobre esta equivalência e o procedimento tomográfico de

reconstrução da função de Wigner, ver [116, 38].
20De fato, esta descrição monomodo do estado quântico dos campos provenientes de um OPO

é uma simplificação, visto que estes campos são policromáticos. Para maiores detalhes consultar

[17].
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Figura 2.6: O teletransporte quântico em variáveis cont´ınuas. Victor envia a Alice recebe

o campou preparado na função de WignerWu(α1) = Wu(x1, p1). Alice e Bob comparti-

lham o estado de vácuo comprimido proveniente de um OPO, e descrito porWab(α2;α3).

Alice mistura os modosu e a em um divisor de feixes acrescido de placas defasadoras

de π/2, e realiza homodinagens das quadraturas{X′
1,P

′
2}. As diferençasiX e iP en-

tre correntes elétricas obtidas são enviadas a Bob, que realiza no modob deslocamentos

condicionais através dos moduladoresMx eMp, e de um espelho M com alta refletivi-

dade. Finalmente, Bob envia o modob a Victor, que realiza uma homodinagem para a

confirmação do teletransporte.
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ondeαj = xj + ıpj, sendo quej = 2, 3 definem as coordenadas(xj, pj) dos modosa e

b, respectivamente, er > 0 é um parâmetro real. Esta função de Wigner descreve dois

modos do campo em um estadoemaranhado, sendo que o limiter → ∞, em que

Wab(α2;α3) → Cδ(x2 + x3)δ(p2 − p3) (2.41)

corresponde ao estado EPR proposto em [45] no contexto de duas partı́culas. De fato, na

representação das posiçõesx2 ex3 das duas partı́culas, este estado é dado por

∣

∣ψEPR
〉

ab
=

∫∫

dx2 dx3Ψab(x2, x3) |x2〉a |x3〉b (2.42)

onde

Ψab(x2, x3) = δ(x2 + x3 − x0), (2.43)

sendox0 uma constante, ou, equivalentemente,

∣

∣ψEPR
〉

ab
=

∫

dx2 |x2〉a |x0 − x2〉b . (2.44)

Por outro lado, na representação dos momentos lineares, temos

∣

∣ψEPR
〉

ab
=

∫∫

dp2 dp3Ψab(p2, p3) |p2〉a |p3〉b (2.45)

onde

Ψab(p2, p3) =
1

2π~

∫∫

dx dx′e−
ı

~
(p2x+p3x′)δ(x+ x′ − x0)

= e−
ı

~
p3x0

1

2π~

∫

dxe
ı

~
(p3−p2)x

= e−
ı

~
p3x0δ(p3 − p2). (2.46)

Fazendox0 = 0, vemos a equivalência entre a função de ondaΨab(p2, p3), e o termo na

expressão (2.41).

O estado inicial do sistema de três modos normais do campo será dado então por

WI(α1, α2, α3) = Wu(α1)Wab(α2;α3). (2.47)
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De acordo com a Figura (2.6), após o compartilhamento com Bob do estado emara-

nhado, Alice incide os modosu e a em um divisor de feixes acrescido de placas defasa-

doras deπ/2, de modo a realizar a evolução [67]

a1 → a
′
1 = U

†
DF a1 UDF =

1√
2
(a1 − a2)

a2 → a
′
2 = U

†
DF a2 UDF =

1√
2
(a1 + a2) (2.48)

nos operadores de aniquilaçãoa1 ea2 correspondentes aos modosu ea, respectivamente.

Reescrevendo estes operadores em termos das quadraturas decada um dos modos (j =

1, 2) X0j = 1
2
(aj + a

†
j ), eXπ

2
j = P0j = − ı

2
(aj − a

†
j ), que passaremos a denotar porXj e

Pj, teremos

aj = Xj + ıPj,

a
†
j = Xj − ıPj, (2.49)

de modo que (2.48) pode ser reescrita como

X1 → X
′
1 =

1√
2
(X1 − X2),

P1 → P
′
1 =

ı√
2
(P1 − P2),

X2 → X
′
2 =

1√
2
(X1 + X2),

P2 → P
′
2 =

ı√
2
(P1 + P2). (2.50)

Invertendo estas expressões, podemos obter a evolução em termos das funções de Wigner,

que, de acordo com [16, 19, 115, 82], será dada por

WI(α1, α2, α3) = WI(x1, p1, x2, p2; x3, p3)

= Wu(x1, p1)Wab(x2, p2; x3, p3)

→ W (x′1, p
′
1, x

′
2, p

′
2, x3, p3) = Wu

[

1√
2
(x′1 + x′2),

1√
2
(p′1 + p′2)

]

×

Wab

[

1√
2
(x′1 − x′2),

1√
2
(p′1 − p′2); x3, p3

]

, (2.51)
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e que pode ser reescrita na forma

W (x′1, p
′
1, x

′
2, p

′
2, x3, p3) =

∫∫

dx dpWu(x, p) δ

[

x− 1√
2
(x′1 + x′2)

]

×

δ

[

p− 1√
2
(p′1 + p′2)

]

Wab

[

1√
2
(x′1 − x′2),

1√
2
(p′1 − p′2); x3, p3

]

.

(2.52)

onde utilizamos as distribuições delta de Dirac para incluir as integrais emx ep.

Após o divisor de feixes, Alice realiza a medida projetiva do par de quadraturas

{X′
1,P

′
2}, que, conforme (2.50), são observáveis compatı́veis:

[X′
1,P

′
2] =

[

1√
2
(X1 −X2),

ı√
2
(P1 + P2)

]

= 0. (2.53)

Notemos que a evolução (2.50)mistura as quadraturas dos modosu e a, de modo que

a medida de qualquer uma delas após a interação fornecer´a somente informações sobre

a soma e a diferença destas quadraturas antes da interação, e não sobre seus valores

individuais. Vemos então que esta medida éconjunta, e se assemelha à medida de Bell

em sistemas discretos (ver seção (2.1.2)).

A medida projetiva de Alice é realizada através de medidashomodinas[68], que, con-

forme a Figura (2.6), consistem na mistura das saı́das do divisor de feixes com osciladores

locais com fases ajustáveis (conforme [68],θ = π para a medida deX e θ = 0 paraP),

seguida das medidas das diferenças entre os números de fótons de cada uma das saı́das.

De fato, através de um ensemble de medidas, Alice consegue medir a distribuição de pro-

babilidades deX′
1 e P

′
2, que em termos da função de Wigner (2.52), é obtidas através de

integrações parciais emX′
2 eP

′
1:

W (x′1, p
′
2, x3, p3) =

∫∫

dp′1 dx
′
2 W (x′1, p

′
1, x

′
2, p

′
2, x3, p3)

=

∫∫

dx dpWu(x, p)Wab

(√
2x′1 − x, p−

√
2p′2; x3, p3

)

(2.54)

As diferenças entre os números de fótons obtidas duranteintervalos de tempo, que no

regime intenso se transformam nas correntes elétricasiX e iP, são enviadas a Bob por meio
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de um canal de comunicação clássico. Condicionado aos valores recebidos, Bob realiza

a operação unitáriax3 → x′3 = x3 −
√

2x′1 e p3 → p′3 = p3 −
√

2p′2, que corresponde à

deslocamentos nas quadraturas do modob:

W (x′1, p
′
2, x3, p3) =

∫∫

dx dpWu(x, p) ×

Wab

(√
2x′1 − x, p−

√
2p′2; x3 −

√
2x′1, p3 −

√
2p′2

)

(2.55)

Finalmente, o modob é enviado a Victor, que realiza uma medida homodina neste campo,

obtem sua função de Wigner, e consegue assim compará-la com aquela do modou. De

fato, o resultado desta última homodinagem é dado pelas integrações parciais de (2.55)

emx′1 ep′2, que, juntamente com a expressão (2.40), nos fornecem a função de Wigner do

modob:

Wb(x3, p3) =

∫∫

dx′1 dp
′
2

∫∫

dx dpWu(x, p) ×

Wab

(√
2x′1 − x, p−

√
2p′2; x3 −

√
2x′1, p3 −

√
2p′2

)

=
1

2πe−2r

∫∫

dx dpWu(x, p) exp

[

−(x− x3)
2 + (p− p3)

2

e−2r

]

(2.56)

DefinindoG(x, p) ≡ 1
σ

exp
[

− (x2+p2)
σ

]

, ondeσ = e−2r, vemos que o resultado acima

pode ser reescrito na forma

Wb(x3, p3) =
1

2π

∫∫

dx dpWu(x, p)G(x− x3, p− p3)

= (W ∗G)(x3, p3), (2.57)

onde∗ denota a convolução entre as funçõesWu eG. Notemos que no limiter → ∞,

temosG(x− x3, p− p3) ∝ δ(x− x3)δ(p− p3), o que dá

Wb(x3, p3) →Wu(x, p), (2.58)

ou seja, no caso em que o par emaranhado é do tipo EPR, expressão (2.41), a função de

Wigner que descreve o modou é transferida integralmente para o modo deb.
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No caso em que o parâmetror, que define o grau de compressão no estado emara-

nhado (2.40), é finito, é conveniente definir uma medida do sucesso do teletransporte.

No presente contexto de variáveis contı́nuas em quesomente estados coerentesserão

considerados no modou, esta medida será dada pelafidelidade [18]:

F = F(|α1〉u ,̺b) = 〈α1|u ̺b |α1〉u , (2.59)

onde|α1〉u é um estado coerente do modou, e ̺b é operador densidade final do campo

b. Notemos que esta expressão pode ser reescrita em termos dafunção distribuiçãoQ de

Husimi [112, 129]:

F = πQ̺b(α1), (2.60)

Além disso, é definida afidelidade média sobre todos os estados coerentes iniciais

F̄ =

∫

F(|α1〉u ,̺b)P (|α1〉u) d |α1〉u , (2.61)

ondeP (|α1〉u) é a densidade de probabilidade correspondente. De acordo com [14], se

não houver emaranhamento compartilhado entre Alice e Bob (situação em quer = 0 na

expressão (2.40)), a fidelidade média será limitada por

F̄ ≤ 1

2
, (2.62)

que define o limiar clássico. Como havı́amos dito, a fidelidade média alcançado no expe-

rimento de Furusawaet al. [54] foi igual aF = 0.58±0.02, de modo que o teletransporte

foi realizado com sucesso.



Caṕıtulo 3

Fundamentos

Neste capı́tulo, apresentaremos uma breve sı́ntese de conceitos importantes para este tra-

balho.

3.1 Ótica de Fourier

Com o objetivo de clarificar os conceitos de vetor de onda transversal e espectro angular

de um campo eletromagnético, assim como suas extensões para os campos quânticos de

um e dois fótons, façamos uma breve revisão sobre a óticade Fourier [90, 55, 110].

3.1.1 Vetor de onda transversal e espectro angular

Consideremos uma região0 ≤ z ≤ Z do espaço (ver Figura 3.1), onde é definido um

campo escalar monocromático de frequênciaω, tal que

E(r, t) = U(r) e−i ω t, (3.1)

ondeU(r) é uma amplitude complexa. Sendo uma função de quadrado integrável em

todos os planosz = cte, 0 ≤ z ≤ Z, esta amplitude pode ser decomposta numa transfor-
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Figura 3.1: Ilustração da região0 ≤ z ≤ Z, onde no planoz a amplitudeU(ρ, z) é

linearmente decomposta.

mada de Fourier bidimensional,

U(ρ, z) =
1

(2 π)2

∫

dqu(q, z) e iq·ρ, (3.2)

ou equivalentemente

u(q, z) =

∫

dρU(ρ, z) e−iq·ρ, (3.3)

onder = (ρ, z), sendoρ o vetor deposiç̃ao transversalno planoz, eq o vetor deonda

transversal ao vetor de ondak. Além disso,u(q, z) é oespectro angular, que satisfaz a

equação de propagação [90]

u(q, z) = u(q, 0) e±i kz z, (3.4)

onde o sinal +(-) corresponde à propagação no sentido positivo (negativo), e

k2
z = k2 − q2. (3.5)

Considerando somente a propagação ao longo do eixoz positivo, e substituindo (3.5) e

(3.4) em (3.2), teremos

U(ρ, z) =
1

(2π)2

∫

dq u(q, 0) ei (q·ρ+
√

k2−q2 z), (3.6)
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que tem uma interpretação interessante: a amplitudeU(ρ, z) em um pontoρ num dado

planoz é obtida a partir de uma superposição de ondas planasei (q·ρ+
√

k2−q2 z) ponderada

pelo espectro angularu(q, 0) no planoz = 0. Como a direção de propagação de cada

onda plana é dada exclusivamente pelo vetor transversalq1, vemos que o espectro angu-

lar seleciona ondas planas propagantes em diferentes ângulos, o que justifica o adjetivo

angular em seu nome.

3.1.2 Propagaç̃ao em meios lineares, aproximaç̃oes, e exemplos

Através dos conceitos da ótica de Fourier, é possı́vel tratar a propagação de campos em

meios materiais. De fato, os campos de maior interesse são os feixesóticosou paraxi-

ais, que se propagam nas vizinhanças de uma direção preferencial, e são descritos por

espectros angulares que satisfazem a aproximação de Fresnel (paraxial) [110],

kz =

√

k2 − q2 ≈ k

(

1 − q2

2k2

)

, (3.7)

onde|q| ≪ k = |k|. Os meios materiais de interesse são os lineares, que satisfazem a

relação

u(q, z) = H(q, z) u(q, 0), (3.8)

ondeH(q, z), que caracteriza as propriedades do meio, é chamada de func¸ão de trans-

ferência. Um exemplo é dado pela expressão (3.4), que nosforneceH(q, z) = ei
√

k2−q2 z,

e que corresponde à propagação no espaço livre. Um outroexemplo, importante nos

próximos capı́tulos, é a propagação de um campo entre osplanos focais de uma lente fina

(ver Figura 3.2), que nos fornece a relação [90, 110]

U(ρ, 2f) ∝ u

(

κ

f
ρ, 0

)

. (3.9)

1A relação (3.5) vincula as componentes q e kz do vetor de onda k, pois neste caso o campo

e monocromático (k2 é uma constante), e se propaga ao longo da direção positiva. Sendo assim,

a partir dos valores de q determina-se kz, e por conseqüência a direção de propagação da onda

plana correspondente.
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Figura 3.2: Propagação entre os planos focais de uma lentefina, que realiza o mapeamento

u(qf , 0) ⇐⇒ U(ρ, 2f), ondeqf = κ
f
ρ.

Vemos que a lente realiza uma transformada de Fourier bidimensional: o espectro angular

u(qf , 0) avaliado no vetor de onda transversalqf = κ
f
ρ no planoz = 0, é mapeado na

amplitudeU(ρ, 2f) no planoz = 2f .

3.2 Meĉanica quântica

A ótica de Fourier também é um instrumento útil na descrição do estado de campos

quânticos, como os campos de um e dois fótons.

3.2.1 Os campos de um e dois fótons

No caso de um campo deum único fóton polarizado, monocromático, e paraxial ao longo

da direção definida pelo vetor unitárion1, temos

|φ〉 =

∫

dq u(q) |q〉1 , (3.10)

ondeq é o vetor de onda transversal, isto é, a componente do vetorde ondak perpendi-

cular an1, tal que|q| ≪ |k|. Além disso,|q〉1 ≡
∣

∣q + k(1 − q2/2k2)n1

〉

é um estado

de Fock que representa um fóton com polarização, e vetor de ondaq + k(1 − q2/2k2)n1
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definidos, tal que

〈q|q′〉 = δ2(q′ − q), (3.11)

ondeδ2 é uma distribuição de Dirac bidimensional. A amplitudeu(q) é o espectro angular

no planoz (omitimos o ı́ndicez para simplificar a notação), que é interpretado como a

densidade de probabilidade de encontrar um fóton no estado(3.10) com vetor transversal

entreq eq + dq,

u(q) = 〈q|φ〉. (3.12)

Através do uso de elementos óticos, como anteparos ou filtros, é possı́vel manipular o

espectro angular, e assim codificar informação no campo deum único fóton. Por exem-

plo, Walbornet al. [133] utilizaram anteparos para codificar 37 sı́mbolos na amplitude

U(ρ, 0) de um fóton, e o utilizaram na distribuição de uma chave quântica [10]. Uma ou-

tra possibilidade de codificação é decompor o espectro angular em uma base do espaço de

funções, e manipular adequadamente os coeficientes da expansão. Por exemplo, tomando

a base das funções Hermite-Gaussianas, terı́amos

u(q) =

∞
∑

n=0,m=0

DnmHn

(

kx
σ

)

Hm

(

ky
σ

)

exp

[

−
(k2
x + k2

y)

2σ2

]

. (3.13)

Selecionando convenientemente os coeficientesDnm, terı́amos um sistema de D-nı́veis,

ou qdit [93], que é a extensão natural do qbit, e que poderá ser útil na implementação de

tarefas de informação quântica que envolvam sistemas dedimensões superiores a D=2.

Um outro sistema quântico importante é o campo dedois fótons, que no caso mono-

cromático, polarizado, e paraxial ao longo de direções2 definidas porn1 e n2, é descrito

pelo estado [91, 132]

|ψ〉 =

∫∫

dq dq′Φ(q,q′) |q〉1 |q′〉2 . (3.14)

2Estas direções são distintas a princı́pio, de modo que os fótons são distinguı́veis. Caso

elas sejam iguais, é necessário simetrizar o estado (3.14), o que equivalente à simetrização de

Φ(q,q′).
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A amplitude normalizadaΦ(q,q′) = 〈q,q′|ψ〉, que é interpretada como a densidade de

probabilidade de encontrar, respectivamente, os fótons 1e 2 com vetores transversais

entreq eq + dq eq′ eq′ + dq′, define as correlações presentes nos vetores transversais

destes fótons. De fato, na maioria dos casos, esta amplitude não assume a forma fatorável,

Φ(q,q′) 6= F1(q)F2(q
′), o que implica na impossibilidade de escrever o estado quântico

acima como o produto de dois estados de um fóton3. Por exemplo, se

Φ(q,q′) = δ2(q + q′ − q0), (3.15)

ondeδ é uma delta de Dirac, eq0 é uma constante, terı́amos

∣

∣ψEPR
〉

=

∫

dq |q〉1 |q0 − q〉2 , (3.16)

que é um estado do tipo EPR [45], maximamente emaranhado, e similar aos encontrados

no âmbito das quadraturas, expressões (2.44) e (2.45).

3.2.2 Generalizaç̃oes para campos policroḿaticos: codificaç̃ao em

diferentes graus de liberdade e hiper-emaranhamento

A ótica de Fourier pode ser generalizada para campos vetoriais policromáticos [110], que

são descritos por

E(r, t) =
∑

s

∫

dω U(r, ω, s) ǫ(s) e−i ω t, (3.17)

ondeω e s são, respectivamente, a frequência e a polarização, sendo a soma ems sobre

os valores{0, 1} de uma base ortonormal de polarização, eǫ(s) o vetor unitário corres-

pondente. Analogamente à expressão (3.3), a amplitudeU(ρ, z, t, s) se relaciona com o

espectro angular generalizadou(q, z, ω, s) através da relação

u(q, z, ω, s) =

∫∫

dρ dtU(ρ, z, t, s) e−i(q·ρ−ω t), (3.18)

3Devido a esta inseparabilidade, os dois fótons se comportam como uma entidade única, que

é comumente chamada de bi-f óton [132, 50, 51].
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que nos permite generalizar o estado de um fóton (3.10) para

|φ〉 =
∑

s

∫

dq

∫

dω u(q, ω, s) |q, ω, s〉1 , (3.19)

cuja manipulação do espectro angular generalizadou(q, ω, s) também permite a codificação

de informação. Por exemplo, se o espectro angular assumisse a forma fatorável

u(q, ω, s) = f(q) g(ω)λs, (3.20)

que é justificada pela aproximação de pulsos paraxiais quase-contı́nuos4 [110], poderı́amos,

analogamente à expressão (3.13), decompor as funções bem comportadasf(q) e g(ω)

em bases de seus espaços vetoriais, e ajustar os coeficientes da expansão para codificar

informação quântica simultânea no vetor de onda transversal e frequência. De fato, esco-

lhendo a base dos polinômios de Hermite, terı́amos as superposições

f(q) =

∞
∑

n=0,m=0

CnmHn

(

kx
σ

)

Hm

(

ky
σ

)

exp

[

−
(k2
x + k2

y)

2σ2

]

,

g(ω) =

∞
∑

n=0

DnHn

(

ω

β

)

exp

[

− ω2

2β2

]

, (3.21)

cujos coeficientesCnm eDn nos permitem codificar informação quântica simultâneana

forma de qdits no vetor de onda transversal e na frequência.Um outro caso de interesse é

aquele em que o espectro angular assume uma forma não-separável, como por exemplo,

u(q, ω, s) = F (q, ω)λ(s), (3.22)

que corresponde à situação em que há emaranhamento5 entre diferentes graus de liberdade

de um único fóton.
4Esta aproximação supõe que os envelopes temporal e espacial do pulso variam lentamente,

de modo que o pulso é praticamente constante em um ciclo. Neste regime, uma das soluções

possı́veis da equação de onda é uma onda que evolui no tempo sem alterar sua estrutura espa-

cial, isto é, com sua amplitude temporal e espacial separadas.
5A palavra emaranhamento é aqui utilizada de acordo com a sua definição [63], que equivale

a não-separabilidade .
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Finalmente, também podemos generalizar o estado de dois f´otons (3.14) para

|ψ〉 =
∑

s,s′

∫∫

dq dq′
∫∫

dω dω′Φ(q, ω, s,q′, ω′, s′) |q, ω, s〉1 |q′ω′, s′〉2 , (3.23)

onde a amplitudeΦ(q, ω, s,q′, ω′, s′) correlaciona seus diferentes graus de liberdade, pois

em geral ela não assume a forma separávelΦ(q, ω, s,q′, ω′, s′) 6= F1(q)F2(q
′)G1(ω)G2(ω

′)λsλs′.

Se

Φ(q, ω, s,q′, ω′, s′) = F (q,q′)G(ω, ω′)λs,s′, (3.24)

ondeF (q,q′), eG(ω, ω′) são funções bem comportadas, terı́amos uma situação em que

estes graus de liberdade são descorrelacionados, mas há emaranhamento simultâneo em

cada um. Esta propriedade é conhecida comohiper-emaranhamento [78, 7, 6], e tem

sido utilizada em aplicações recentes na informação quântica [134, 136, 8]. Um exemplo

é dado por

Φ(q, ω, s,q′, ω′, s′) =
1√
2
δ2(q + q′ − q0)δ(ω + ω′ − ω0)(−1)sδss′, (3.25)

ondeq0, ω0 são constantes, o que dá

∣

∣ψEPR
〉

=
1√
2

∑

s

(−1)s
∫

dq

∫

dω |q, ω, s〉1 |q0 − q, ω0 − ω, s〉2 , (3.26)

e que corresponde a um estado em que a polarização é descrita por um estado de Bell

(conforme (2.5)), e o vetor de onda transversal e frequência por estados do tipo EPR

(expressão (3.16)).

Até aqui vimos o campo de dois fótons, todavia não discutimos como gerá-lo experi-

mentalmente. Na próxima seção, descreveremos o métodoatualmente mais utilizado para

a sua geração, aconvers̃ao paramétrica descendente espontânea. Além disso, descre-

veremos o processo temporal reverso, ageraç̃ao de soma de freqûencias, que adicionada

a um detector, permite a “projeção” em estados maximamente emaranhados.
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3.3 A convers̃ao paramétrica

A conversão paramétrica descendente espontânea (C.P.D.E.) é um fenômeno que consiste

nodecaimento espont̂aneode um fóton bombeador, de vetor de ondakp e frequênciaωp,

em um par de fótons, denominados sinal e complementar, cujos vetores de onda são dados

porks eki, e frequênciasωs eωi, respectivamente. Neste decaimento, que é mediado por

um cristal não-linear, a energia e o vetor de onda são aproximadamente conservados,

ωp ≈ ωi + ωs,

kp ≈ ki + ks, (3.27)

sendo que esta última condição, que também é chamada deajustamento de fase [41],

é alcançada devido a propriedades de birrefringência docristal não-linear. De fato, em

cristais uniaxiais, existem dois tipos de ajustamento de fase: enquanto na conversão de

ajustamento tipo I os fótons gerados têm a mesma polarizac¸ão, que é ortogonal à do fóton

bombeador, e são emitidos em cones concêntricos, no tipo II, como vimos na seção 2.2.1,

os fótons são gerados com polarizações ortogonais entre si, e são emitidos em cones não-

concêntricos (para maiores detalhes ver [132]).

3.3.1 Teoria qûantica e aproximaç̃oes

As primeiras investigações experimental [29] e teórica[75] da C.P.D.E. datam da década

de 70. Posteriormente, vários tratamentos teóricos foram apresentados [69, 138, 91, 124,

92], cada um abordando diferentes aspectos do fenômeno. N˜ao obstante, em todos os

trabalhos em que muitos modos são envolvidos, a C.P.D.E. émodelada por um operador

Hamiltoniano efetivo, que, no formalismo de Schrödinger,é dado por

H(t) = H0 + H
NL(t), (3.28)

onde

H0 = H
p + H

s + H
c, (3.29)
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é o operador de campo livre, sendo

H
p = ~

∑

s

∫

ℜ
dkω(k)

[

a
†(k, s)a(k, s) +

I

2

]

,

H
s = ~

∑

s

∫

ℜ
dkω(k)

[

b
†(k, s)b(k, s) +

I

2

]

,

H
c = ~

∑

s

∫

ℜ
dkω(k)

[

c
†(k, s)c(k, s) +

I

2

]

(3.30)

os operadores livres correspondentes aos modos bombeador,sinal, e complementar, e

H
NL(t) =

1

2

∫

ℜ
dr E

p(r) · PNL(r, t) (3.31)

é uma perturbação não-linear quadrática dependente do tempo, onde o operador polariza-

bilidade não-linear elétricaPNL(r, t) é dado por

P
NL
i (r, t) = ǫ0 χ

(2)
ijk (t)E

s
j(r)E

c
k(r), (3.32)

sendoχ (2)
ijk (t) os elementos do tensor susceptibilidade quadrática [28, 30]. Nestas ex-

pressões,ℜ é a região de integração, que corresponde a todo o espaço.

Substituindo nesta expressão a expansão dos operadores de campo elétrico [89],

E
p(r) =

∑

s

∫

dk l(ω, s) a(k, s) eık·rǫ(k, s) + c.h.,

E
s(r) =

∑

s

∫

dk l(ω, s) b(k, s) eık·rǫ(k, s) + c.h.,

E
c(r) =

∑

s

∫

dk l(ω, s) c(k, s) eık·rǫ(k, s) + c.h.,

(3.33)

onde

l(ω, s) = ı

[

~ω(k, s)

2 (2π)3ǫ0 n2(k, s)

] 1/2

, (3.34)

e considerando somente os termos em que ocorre a conservaç˜ao do momento linear,~(k−
k′ − k′′) ≈ 0, teremos

H
NL(t) =

∑

s,s′,s′′

∫∫∫

dk dk′ dk′′ Ξ(k, s,k′, s′,k′′, s′′, r, t) a(k, s) b
†(k′, s′) c

†(k′′, s′′)

+ c.h. (3.35)
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onde

Ξ(k, s,k′, s′,k′′, s′′, r, t, V ) =
1

2
V ǫ0 χ

(2)
ijk (t)l(ω, s)l

∗(ω′, s′)l∗(ω′′, s′′)ǫi(k, s)ǫ
∗
j (k, s)ǫ

∗
k(k, s) ×

Πj=x,y,zsinc (∆kjLj) (3.36)

sendo∆kj = (k − k′ − k′′)j, eV = LxLyLz o volume de quantização.

Passando ao formalismo de interação [122], o estado do sistema, que é dado por

|ΨI(t)〉 = e
ı t

~
H0 |ΨS(t)〉 , (3.37)

onde|ΨS(t)〉 é o estado na formulação de Schrödinger, evoluirá segundo a equação

ı~
d

dt
|ΨI(t)〉 = H

NL
I (t) |ΨI(t)〉 , (3.38)

onde

H
NL
I (t) = e

ı t

~
H0H

NL(t)e−
ı t

~
H0

=
∑

s,s′,s′′

∫∫∫

dk dk′ dk′′ Ξ(k, s,k′, s′,k′′, s′′, r, t, V )eı∆ωt ×

a(k, s) b
†(k′, s′) c

†(k′′, s′′) + c.h.. (3.39)

onde∆ω = ω(k) − ω(k′) − ω(k′′). Realizando uma expansão perturbativa na equação

(3.38), teremos então

|ΨI(t)〉 =

[

I +
1

ı~

∫ t

t0

dt′ HNL
I (t′) + . . .

]

|ΨI(t0)〉 . (3.40)

Neste ponto da teoria, algumas aproximações são usualmente realizadas. Por exemplo, no

estudo de correlações envolvendo campos multimodais paraxiais [91, 132, 6, 47], admite-

se que:

1. O tensorχ (2)
ijk (t) é constante no tempo, de modo se escolhermos a origem dos tem-

pos tal quet = T/2 e t0 = −T/2, e tomarmos o limiteT → ∞ no estado (3.40),

teremos
∫ T

2

−T

2

dt eı∆ω t ∝ δ(∆ω), (3.41)

ondeδ é uma distribuição de Dirac.
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2. O estado quântico do campo bombeador é polarizado e descrito por um estado

coerente, de modo que

a(k, s) → δs,s0 u(k), (3.42)

ou seja, o operador de aniquilação dos modos do bombeador ´e transformado em

uma amplitude complexa.

3. As dimensões transversais espaciaisRT do cristal abarcam o perfil do bombeador,

de modo tomando o limiteLx, Ly → ∞ na expressão (3.36), teremos

sinc (∆kxLx) sinc (∆kyLy) ∝ δ(∆kx)δ(∆ky), (3.43)

onde, novamente,δ é a distribuições de Dirac.

4. As funçõesl(ω, s) na (3.36) são aproximadamente constantes para todos os modos

envolvidos. Não obstante, elas acoplam somente os modos paraxiais, isto é, dadas

as direções de propagação preferenciaisnj, ondej = p, s, i corresponde aos modos

bombeador, sinal, e complementar, vale a aproximação de Fresnel (paraxial), Eq.

(3.7). Sendo assim, podemos escrever

a(k, s) → a(q, ω, s) ≡ a
[

q + (ω/c)
(

1 − q2c2/2ω2
)

np, s
]

(3.44)

para o operador de aniquilação do bombeador. Nesta expressão,q é o vetor de

onda transversal à direçãonp de propagação do bombeador, eω é a frequência

correspondente. O mesmo vale para os operadoresb(k, s) e c(k, s) dos modos

sinal e complementar.

3.3.2 O estado qûantico da C.P.D.E.

Utilizando estas aproximações no estado (3.40), supondoque os modos sinal e com-

plementar estão inicialmente no estado de vácuo,
∣

∣ΨI(−T
2
)
〉

= |VAC〉, e considerando
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somente a primeira correção na série perturbativa, chegaremos ao estado quântico que

descreve a C.P.D.E. [91, 6]:

|ψ〉CPDE = C1 |VAC〉 + C2 |ψ〉 , (3.45)

onde

|ψ〉 =
∑

s,s′

∫∫

dq dq′
∫∫

dω dω′Φ(q, ω, s,q′, ω′, s′) |q, ω, s〉s |q′ω′, s′〉i (3.46)

é um estado de dois fótons, expressão (3.23).C1 e C2 são constantes de normalização,

tais que|C2| ≪ |C1|, comC2 dependendente da susceptibilidade não-linear do cristal,

assim como de sua dimensão longitudinalLz, etc. A expressão (3.45) nos mostra que

o estado quântico resultante da conversão paramétrica ´e uma superposição, ponderada

pelos coeficientesC1 e C2, do estado de vácuo quântico com um estado de dois fótons,

cuja amplitude de probabilidade é dada por

Φ(q, ω, s,q′, ω′, s′) = λs,s′
1

π

√

2Lz
k
u(q + q′, ω + ω′, Z)γ(q, ω,q′, ω′), (3.47)

ondeu(q, ω, Z) é oespectro angular normalizadodo bombeador [91] no planoZ que

passa pelo plano do cristal, eγ(q, ω,q′, ω′) é a função ajustamento de fase longitudinal,

que em geral depende da dimensãoLz longitudinal do cristal, e das magnitudesk, ks, eki

do bombeador, sinal e complementar, respectivamente. No regime quase-monocromático

ou de pulsos paraxais quase-contı́nuos [110, 91, 92, 2] estafunção é aproximadamente

igual a

γ(q, ω,q′, ω′) ≈ sinc

[

Lz|q − q′|2
4K

]

sinc [α(ω − ω′)] , (3.48)

que se reduz a uma constante,

γ(q, ω,q′, ω′) → 1, (3.49)

no limite de cristal fino,Lz → 0, e é muitas vezes aproximada por uma função Gaussiana

em alguns cálculos [80],

γ(q, ω,q′, ω′) =
1

g
√
π

exp

(

−|q − q′|2
2g2

)

1

σ
√
π

exp

(

−|ω − ω′|2
2σ2

)

, (3.50)
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ondeg =
√

Lz/4K. Finalmente, combinando estes resultados com a fatoração do espec-

tro angularu(q+q′, ω+ω′, Z) ≈ F (q+q′)G(ω+ω′), que, conforme [110], é válida neste

regime, terı́amos a amplitude (3.47) escrita numa forma fatorável6 similar à da expressão

(3.24).

Aplicando os postulados da mecânica quântica [121] à superposição (3.45), vemos que

as probabilidades de encontrar zero fótons e dois fótons no campo gerado pela C.P.D.E.

são dadas respectivamente por|C1|2 e |C2|2, onde|C1|2 ≫ |C2|2: a C.P.D.E. pode ser

vista então como umafonte probabilı́stica de dois f́otons.

3.4 A geraç̃ao de soma de freqûencias

3.4.1 Processo reverso temporal̀a C.P.D.E., Hamiltonianos efetivos,

e estado qûantico

Um outro fenômeno de interesse é ageraç̃ao de soma de freqûencias(G.S.F.), que con-

siste na aniquilação de dois fótons, de momentosk1f e k2f , e frequênciasω1f e ω2f , e

a criação de outro, com momento e frequênciakg e ωg. Assim como a C.P.D.E., este

processo é mediado por um cristal não-linear, que impõe os vı́nculos deconservaç̃ao de

energia, e aconservaç̃ao de momento:

ω1f + ω2f ≈ ωg,

~(k1f + k2f) ≈ ~kg. (3.51)

Estes vı́nculos são alcançados de duas maneiras atravésda birrefringência do cristal: no

tipo I, os dois fótons aniquilados têm amesma polarizaç̃ao, e a G.S.F. dá origem a

um fóton com polarização ortogonal a desses fótons. Jáno tipo II, os dois fótons têm

6De fato, argumentos experimentais para esta fatoração foram demonstrados no trabalho de

J. T. Barreiro et al. [7], onde estados de dois fótons hiper-emaranhados com alta pureza em cada

grau de liberdade separado foram gerados.
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polarizações ortogonais, e a G.S.F. dá origem a um fóton com polarização igual à de um

deles. Além disso, notemos que no caso degenerado de G.S.F., isto é, em queω1f = ω2f =

ωf , eωg ≈ 2ωf , temos ageraç̃ao de segundo harm̂onico (G.S.H.), que foi o primeiro

processo não-linear observado [52], o que ocorreu no inı́cio da década de 60.

Comparando a G.S.F. com a C.P.D.E., vemos que um processo é oreverso temporal

do outro. De fato, a G.S.F. é tratada quanticamente [143, 88, 76] pelo termo conjugado

hermiteano da C.P.D.E. no Hamiltoniano efetivo (3.35), em que aparece o termo

b(k, s)c(k′, s′)a†(k′′, s′′), (3.52)

sendob(k, s) ≡ a1f(k, s) e c(k′, s′) ≡ a2f(k, s) os operadores de aniquilação corres-

pondentes aos modos do campo fundamental. Seguindo aproximações similares àquelas

descritas na seção anterior, é possı́vel demonstrar que, no regime paraxial, os Hamiltoni-

anos efetivos (3.35) para as conversões tipo I e II, podem ser reescritos como

HI ≡ g1

∫∫

dq dq′
∫∫

dω dω′
a1f(q, ω, s) a2f(q

′, ω′, s) a
†
g(q + q′, ω + ω′, s⊥) + h.c.,

HII ≡ g2

∫∫

dq dq′
∫∫

dω dω′
a1f(q, ω, s) a2f(q

′, ω′, s⊥) a
†
g(q + q′, ω + ω′, s) + h.c.,

(3.53)

ondeg1 e g2 são constantes de acoplamento, que dependem das dimensões do cristal, da

susceptibilidade não-linear, etc.

3.4.2 O detector emaranhador de dois f́otons (D.E.D.F.)

Uma das aplicações da G.S.F. é a realização de umdetector emaranhador de dois f́otons

[81], que descreveremos através da sigla D.E.D.F.7que realiza “projeções” em estados

maximamente emaranhados. Para que este ponto se torne compreensı́vel, estudemos pri-

meiramente o caso de um único grau de liberdade, o vetor de onda transversal.

7Esta abreviação vem da tradução do termoentangling two-photon detector, definida em [81].
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Suponhamos que um par de fótons descrito no estado (3.14) incida sobre um cristal

não-linear cortado para a G.S.F., cujo Hamiltoniano efetivo é descrito por [135]

H = g1

∫∫

dq dq′ dq′′ δ2(q + q′ − q′′) a1f(q)a2f(q
′)a†

g(q
′′) + h.c,

= g1

∫∫

dq dq′
a1f(q)a2f(q

′)a†
g(q + q′) + h.c, (3.54)

e que corresponde a um caso particular de (3.53). Após a interação perturbativa, o estado

quântico do sistema evoluirá para

|ψ〉GSF = |ψ〉f |VAC〉g + g1 |VAC〉f
∫∫

dq dq′Φ(q,q′) |q + q′〉g + . . . , (3.55)

onde|VAC〉f é o estado de vácuo do campo incidente. Considerando somente a compo-

nente em primeira ordem deste estado,

∣

∣ψ(1)
〉

GSF
= |VAC〉f

∫∫

dq dq′Φ(q,q′) |q + q′〉g , (3.56)

teremos a probabilidade de encontrar o campo incidente no v´acuo e o fóton gerado com

o vetor de onda transversal entreq0 eq0 + dq0 igual a

dP(q0) =
∣

∣

∣
〈VAC|f 〈q0|g |ψ〉GSF

∣

∣

∣

2

dq0

=

∣

∣

∣

∣

∫

dqΦ(q,q0 − q)

∣

∣

∣

∣

2

dq0, (3.57)

e se detectarmos destrutivamente o fóton gerado com o vetortransversalq0, teremos o

estado final

|ψF 〉 = ag(q0) |ψ〉GSF

∝ |VAC〉 , (3.58)

onde|VAC〉 é o estado de vácuo de todos os campos envolvidos.

Suponhamos agora que ao invés de incidirmos os fótons sobre um cristal não-linear,

os incidamos sobre um dispositivo que realiza a medida projetiva do observável soma dos

vetores de onda transversaisQ, cujos autovetores são estados do tipo (3.16), ou seja,

Q
∣

∣ψEPR
〉

= q0

∣

∣ψEPR
〉

, (3.59)
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onde

∣

∣ψEPR
〉

=

∫∫

dq dq′δ2(q + q′ − q0) |q〉1 |q′〉2 ,

=

∫

dq |q〉1 |q0 − q〉2 , (3.60)

sendoq0 uma constante. De acordo com os postulados da mecânica quântica [121], a

probabilidade de encontrar numa medida deQ no estado (3.14) o vetor de onda transversal

entreq0 eq0 + dq0 é dada por

dP(q0)dq0 =
∣

∣

〈

ψEPR
∣

∣ψ〉
∣

∣

2
dq0

=

∣

∣

∣

∣

∫

dqΦ(q,q0 − q)

∣

∣

∣

∣

2

dq0, (3.61)

e o estado após a medida fica

|ψF 〉 =
∣

∣ψEPR
〉

. (3.62)

Comparando estas duas expressões com (3.57) e (3.58), vemos que na G.S.F. a probabi-

lidade de encontrar o campo incidente no vácuo e o fóton gerado com o vetor de onda

transversal entreq0 e q0 + dq0 é igual à probabilidade de encontrar o valorq0 numa

medida projetiva do observávelQ no estado (3.14). A G.S.F. mais detecção se assemelha

então a um dispositivo que realiza uma “projeção” no estado maximamente emaranhado

(3.16). Todavia, notemos a diferença entre a “G.S.F.+detecção” e a medida projetiva de

Q: enquanto a primeira é destrutiva, ou seja, envolve uma detecção que evolui o sistema

para o estado de vácuo, a segunda é projetiva, e evolui os dois fótons para o autovetor

correspondente ao autovalor medido.

A extensão destas idéias para o grau de liberdade de frequˆencia é trivial: a G.S.F., que

é descrita pelo operador Hamiltoniano

H = g1

∫∫

dω dω′
a1f(ω)a2f(ω

′)a†
g(ω + ω′) + h.c, (3.63)

seguida da detecção do fóton gerado equivale a uma projec¸ão sobre um autovetor do

observável soma de frequênciasΩ, ou, equivalentemente, do observável energia,Ω/~:

Ω
∣

∣ψEPR
〉

= ω0

∣

∣ψEPR
〉

, (3.64)
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onde
∣

∣ψEPR
〉

=

∫

dω |ω〉1 |ω0 − ω〉2 . (3.65)

No caso da polarização a “G.S.F.+detector” equivale a um discriminador completo8 dos

estados de Bell em polarização, isto é, um dispositivo que mede simultaneamente os ob-

serváveisσ1
Zσ

2
Z eσ

1
Xσ

2
X em polarização. Conforme apresentado em [73], se dois cristais

cortados para G.S.F. do tipo I forem combinados de modo que seus eixos sejam perpen-

diculares entre si, teremos uma interação descrita por umHamiltoniano dado por

H = g
∑

s

a1f(s)a1f(s)a
†
g(s

⊥) + h.c, (3.66)

onde a soma é sobre a base ortonormal de polarização{0, 1}, que pode ser a base linear

{H,V}, e s⊥ denota o valor ortogonal as. Se incidirmos um par de fótons preparado no

estado de polarização|ψI〉 = α |φ+〉+β |φ−〉 = 1/
√

2[(α+β) |00〉+(α−β) |11〉] sobre

este conjunto, teremos, após a interação perturbativa,o estado renormalizado

|ψF 〉 = |VAC〉f
1√
2
[(α + β) |1〉g + (α− β) |0〉g]. (3.67)

Reescrevendo este estado na base de polarização linear{0X , 1X} do fóton gerado, onde

|0X〉 = 1/
√

2(|0〉 + |1〉) e |1X〉 = 1/
√

2(|0〉 − |1〉), chegaremos a

|ψF 〉 = |VAC〉f (α |0X〉g + β |1X〉g). (3.68)

A partir desta expressão, vemos que as probabilidades de encontrar os valores0X e 1X

para a polarização do fóton gerado são dadas por|α|2 e |β|2, respectivamente, que são

as probabilidades de ocorrência dos estados|φ+〉 e |φ−〉 no estado inicial. Em outras

palavras, o Hamiltoniano (3.66) permite a distinção entre estados|φ+〉 e |φ−〉.
8Como demonstrado experimentalmente em [73], é possı́vel a discriminaçao de todos os es-

tados de Bell mediante à utilização de uma interação não-linear. Todavia, esta tarefa é impossı́vel

quando somente interações lineares são utilizadas [85], sendo um exemplo a experiência discu-

tida na seção 2.2.1.
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Analogamente, para a discriminação dos estados de Bell|ψ+〉 e |ψ−〉 basta combinar

dois cristais cortados para G.S.F. tipo II com os eixos cruzados, de modo a ter o Hamilto-

niano de interação

H = g
∑

s

a1f(s)a1f(s
⊥)a†

g(s) + h.c.. (3.69)

Finalmente, notemos que se os Hamiltonianos (3.54), (3.63), (3.66), e (3.69), que des-

crevem a interação nos diferentes graus de liberdade, fossem combinados, terı́amos um

D.E.D.F. completo, isto é, que permitiria a “projeção” sobre autovetores do tipo (3.26),

∣

∣ψEPR
〉

=
1√
2

∑

s

(−1)s
∫

dq

∫

dω |q, ω, s〉1 |q0 − q, ω0 − ω, s〉2 , (3.70)

que de fato é um autovetor comum do conjunto de observáveisque comuta{Q,Ω,σ1
Zσ

2
Z ,σ

1
Xσ

2
X}.

No próximo capı́tulo desenvolveremos estas idéias e as utilizaremos na proposta de realização

do teletransporte completo de um fóton.



Caṕıtulo 4

O teletransporte quântico completo de

um fóton paraxial

Neste capı́tulo, utilizaremos os conceitos desenvolvidospara analisar o teletransporte

quântico completo de um fóton paraxial [48, 71], que é um dos objetos quânticos mais

simples. O termo completo significa que o teletransporte transmite todo o estado quântico

do fóton, que é codificado em todos os graus de liberdade: frequência, vetor de onda trans-

versal, e polarização. A medida que o esquema geral é explicado, apresentaremos uma

possı́vel proposta experimental, que é baseado nos conceitos discutidos no capı́tulo 3.

Posteriormente, analisaremos alguns exemplos.

4.1 O teletransporte qûantico completo

No capı́tulo 2, discutimos duas implementações experimentais do teletransporte quântico.

Enquanto na primeira o estado quântico era codificado na polarização, que é um grau de

liberdadediscreto, na segunda eram utilizadas as quadraturas do campo, que são variáveis

cont́ınuas. No presente capı́tulo, apresentaremos um esquemahı́brido , que transmite o

estado quântico de um fóton paraxial codificado tanto em variáveis contı́nuas, o vetor de
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onda transversal e a frequência, como na polarização. Defato, como estes são todos os

graus de liberdade possı́veis, e portanto aonde todo o estado quântico de um fóton paraxial

é codificado, denominaremos este esquema de teletransporte quânticocompleto.

Como havı́amos discutido na seção 3.2.2, o estado quântico puro mais geral de um

fóton paraxial é dado pela expressão

|φ〉1 =
∑

s

∫

dq

∫

dω u(q, ω, s) |q, ω, s〉1 , (4.1)

ondeq,ω, es são, respectivamente, o vetor de onda transversal, a frequência, e a polarização,

e |q, ω, s〉1 ≡ |q + (ω/c) (1 − q2c2/2ω2)n1, s〉 é um estado de Fock que descreve um

fóton com vetor de ondak = q+(ω/c) (1 − q2c2/2ω2)n1 tal que|q| ≪ |k|, e polarização

s. Dependendo da forma do espectro angularu(q, ω, s), é possı́vel codificar informação

quântica em múltiplos graus de liberdade, ou até mesmo emaranhamento entre eles, de

modo que este tipo de sistema poderá ser útil em tarefas de informação quântica que en-

volvam sistemas com dimensões superiores aD = 2. Suponhamos que Alice receba

um fóton preparado no estado quântico acima, e deseje transmitı́-lo a Bob1. Como re-

alizar esta tarefa? Alice e Bob utilizarão o teletransporte quântico, cujo esquema geral

encontra-se ilustrado na Figura 4.1.

Como parte inicial do protocolo, Alice e Bob compartilham previamente um par de

fótons 2 e 3 preparados no estado quântico

|ψ〉23 =

1
∑

s=0

∫∫

dq dq′
∫∫

dω dω′Φ(q, ω, s,q′, ω′, s) |q, ω, s〉2 |q′ω′, s〉3 , (4.2)

onde a amplitude normalizadaΦ(q, ω, s,q′, ω′, s) é dada por

Φ(q, ω, s,q′, ω′, s) = F (q,q′)G(ω, ω′)λs, (4.3)

sendo que as funçõesF (q,q′), G(ω, ω′), e λs determinam o emaranhamento nos dife-

rentes graus de liberdade. De fato, como vimos no capı́tulo anterior, esta situação cor-

1Notemos que transmitir o estado (4.1) equivale a enviar o espectro angular generalizado

u(q, ω, s).
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Canal Quântico

u(q,ω,s)

Φ(q,ω,s,q`,ω`,s)

comunicação

clássica2

3

1 4,5

u(q,ω,s)Bob

UUαβ(qB,ωΒ)

Alice

aαβ(q0,ω0)H

Figura 4.1: Esquema geral do teletransporte quântico completo de um fóton paraxial.

Alice e Bob compartilham previamente um par de fótons 2 e 3 preparado no estado hiper-

emaranhado de amplitudeΦ(q, ω, s,q′, ω′, s). Alice realiza uma medida de Bell genera-

lizada nos fótons 1 e 2, que consiste numa interação não-linear perturbativa que gera um

fóton na direção 4 e 5, seguida de sua detecção, que fornece informações sobre seu vetor

de ondaq0, sua frequênciaω0, e a sua polarização na base diagonal,{A,D}. Os resulta-

dos da medida são enviados por um canal de comunicação cl´assico a Bob, que realiza uma

operação unitária condicional, e assim obtêm o estado do fóton 1 codificado no fóton 3.



4.1 O teletransporte qûantico completo 66

responde ao compartilhamento de um par de fótons hiper-emaranhado, que pode ser ge-

rado probabilisticamente via C.P.D.E. [78, 6, 7]: enquantoo emaranhamento presente nos

graus de liberdade de vetor de onda transversal e frequência é conseqüência direta das

leis de conservação de momento linear e energia, respectivamente, o emaranhamento em

polarização é gerado ou através da configuração de “cones cruzados” [77], que ocorre na

C.P.D.E. tipo II e que foi discutida na seção 2.2.1, ou por meio de dois cristais cruzados

e cortados para C.P.D.E. tipo I [79]. Combinando estes recursos, temos um par de fótons

que, no regime de pulsos paraxiais quase-contı́nuos, é aproximadamente descrito pelo

estado hiper-emaranhado acima.

O estado quântico inicial do sistema de três fótons serádado então por

|ψI〉123 = |φ〉1 |ψ〉23 . (4.4)

4.1.1 Medida conjunta

Após o compartilhamento do par de fótons 2 e 3, Alice realizará uma medida conjunta

sobre os fótons 1 e 2, que será dividida em duas partes, e corresponde a uma generalização

da medida de Bell em polarização descrita na seção 2.1.2.

Interação não-linear

De acordo com a Figura 4.1, a primeira parte da medida de Aliceconsiste numa

interação não-linear entre os fótons 1 e 2, que será descrita pelo Hamiltoniano

H =
2

∑

i=1

Hi, (4.5)

onde

H1 ≡ g1

1
∑

s=0

∫∫

dq dq′
∫∫

dω dω′
a1(q, ω, s) a2(q

′, ω′, s)a†
4(q + q′, ω + ω′, s⊥) + h.c.

H2 ≡ g2

1
∑

s=0

∫∫

dq dq′
∫∫

dω dω′
a1(q, ω, s) a2(q

′, ω′, s⊥)a†
5(q + q′, ω + ω′, s) + h.c.

(4.6)
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sendoa†
i(q, ω, s) eai(q, ω, s) operadores de criação e aniquilação de fótons com vetores

de ondak = q + (ω/c) (1 − q2c2/2ω2)ni e polarizaçãos, e g1 e g2 constantes de aco-

plamento. Estas expressões descrevem uma interação não-linear em que dois fótons são

destruı́dos, e outro é criado; enquantoH1 destrói fótons com a mesma polarizaçãos nas

direções 1 e 2, e cria outro com a polarização ortogonals⊥ na direção 4,H2 destrói fótons

com polarizações ortogonaiss ands⊥ nas direções 1 e 2, e cria outro com polarização

s na direção 5. Admitindo queg1 andg2 são pequenas, podemos utilizar o tratamento

perturbativo descrito nas seções 3.3.1, 3.3.2, e 3.4, e obter o estado quântico

|ΨF〉 = [I + ηH + . . .] |ΨI〉 , (4.7)

ondeη é um parâmetro perturbativo que depende das constantes deacoplamentog1 eg2.

Supondo que o estado inicial do sistema é dado por|ΨI〉 = |ψI〉123 |VAC〉45, onde|ψI〉123
é dado pela expressão (4.4), e|VAC〉45 é o estado de vácuo dos modos 4 e 5, teremos a

correção em primeira ordem dada por

∣

∣ψ(1)
〉

= NH |ψI〉123 |VAC〉45 , (4.8)

ondeN é uma constante de normalização.

A realização experimental do Hamiltoniano (4.5) pode seralcançada através de cris-

tais não-lineares cortados para a geração de soma de frequências (G.S.F.), e arranjados

conforme ilustrado na Figura 4.2. Enquanto o primeiro par éconstituı́do por cristais cor-

tados para o tipo I de conversão e alinhados com eixos óticos perpendiculares de modo a

realizarem a conversãoH,H → V e V,V → H, o segundo par é constituı́do por cristais

do tipo II, que alinhados levam a evoluçãoH,V → H e V,H → V para as componentes

dos fótons 1 e 2. Além disso, devido ao ajustamento de fase efinura dos cristais [91], são

garantidas as conservações de vetor de onda transversal efrequência.

Apesar deste esquema ter sido experimentalmente implementado por Kimet al. [73],

a eficiência de conversão2 da G.S.F. envolvendo fótons da C.P.D.E. é extremamente baixa,

2A eficiência η na C.P.D.E. é definida como a razão do número de pares produzidos pelo
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Figura 4.2: Esquema de implementação do Hamiltoniano não-linear de Alice. Os fótons

1 e 2 impingem em cristais não-lineares cortados para G.S.F. Enquanto o primeiro par,

NL1, realiza conversões do tipo I, em que as componentes dosfótons 1 e 2 sofrem as

evoluçõesH,V → H e V,H → V, o segundo, NL2, realizaH,V → H e V,H → V. As

conservações de vetor de onda transversal e frequência são asseguradas pelo ajustamento

de fase e finura dos cristais, conforme [91].
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tipicamente da ordem de10−14, de modo que torna-se inviável a realização destas duas

conversões. Não obstante, existem alternativas promissoras, como a utilização de novos

cristais não-lineares [39], ou o uso do processo ótico não-linear de mistura de quatro

ondas estimulado, em que ocorre a conversãoω1 + ω2 −→ ωs + ωi, ondes é um laser

externo intenso. De acordo com Ou [100], dependendo da intensidade do laser externo,

este “aniquilador de dois fótons” atingiria altas eficiências.

Aquisição de informaç̃ao

A segunda parte da medida de Alice é a aquisição de informação sobre o vetor de onda

transversal, a frequência, e a polarização do fóton criado. Para obtê-las, Alice utiliza

fotodetectores, filtros, e polarizadores que implementam os operadores de aniquilação

a00(q0, ω0) = a4(q0, ω0,D),

a01(q0, ω0) = a5(q0, ω0,A),

a10(q0, ω0) = a4(q0, ω0,D),

a11(q0, ω0) = a5(q0, ω0,A). (4.9)

Cada operadoraαβ(q0, ω0) destrói um fóton com vetor de ondak0 = q0+(ω0/c) (1 − q2
0c

2/2ω2
0)nj,

ondej = 4, 5, e polarizaçãoD ouA, ondeD(A) são os elementos da base de polarização

linear que forma450(1350) com os elementosH(V) da base padrão. Aplicando um destes

operadores no estado (4.8), teremos o estado do sistema após a medida:

|ψαβ〉 ∝ aαβ(q0, ω0)
∣

∣ψ(1)
〉

, (4.10)

que naturalmente dependerá do operador de aniquilação aplicado (para maiores detalhes,

consultar o apêndice A.1).

número de fótons do bombeador. Tipicamente, para um cristal β-borato de bário, bombeado com

um laser UV pulsado de 100mW, terı́amos 1010 pares de fótons convertidos por segundo. Usando

ν ∼ 1015Hz para UV, chegarı́amos a P = 100mW ∼ 1017 fótons/s, o que dá η ∼ 10−7 [26].
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Assim como a medida de Bell em polarização descrita na seção (2.1.2), notemos a

caracterı́sticaconjunta ou global desta medida de Alice. A interação não-linear des-

crita pelo Hamiltoniano (4.5) destrói fótons com vetoresde onda transversaisq e q′ e

frequênciasω e ω′, e cria outro com vetor de ondaq + q′ e ω + ω′. Sendo assim, ao

detectar o fóton gerado nas direções 4 ou 5, Alice obteráinformações somente sobre a

somados vetores de onda transversais e frequências dos fótons1 e 2, e não sobre seus

valores individuais3. Analogamente, ao detectar sua polarização na base diagonal{D,A},

Alice não distinguirá se este fóton nasceu do primeiro ousegundo termos (s = 0 es = 1)

das HamiltonianasH1 eH2, e portanto também não terá informação sobre as polarizações

individuais dos fótons 1 e 2. Além disso, notemos que apesar de destrutiva, a medida

realizada por Alice sobre os fótons 1 e 2 se assemelha a umaprojeção do estado inicial

(4.4) em estados do tipo EPR no vetor de onda transversal, frequência, e polarização

∣

∣ψEPR
〉

12
=

1√
2

∑

s

(−1)s
∫∫

dq dq′
∫∫

dω dω′δ2 (q′ + q − q0) δ (ω + ω′ − ω0) ×

|q, ω, s〉1
∣

∣q′, ω′, s⊥
〉

2
,

=
1√
2

∑

s

(−1)s
∫

dq

∫

dω |q, ω, s〉1
∣

∣q0 − q, ω0 − ω, s⊥
〉

2
, (4.11)

De fato, como vimos na seção 3.4.2, este procedimento corresponde à ação de um de-

tector emaranhador de dois fótons (D.E.D.F.), que mede projetivamente o conjunto de

observáveis que comutam{Q,Ω,σ1
Zσ

2
Z ,σ

1
Xσ

2
X}, ondeQ e Ω são os operadores soma

dos vetores de onda transversais e a soma das frequências dos fótons 1 e 2, eσ1
Zσ

2
Z e

σ
1
Xσ

2
X são a paridade e a fase da polarização, conforme a seção2.1.2. Na seção A.2 do

apêndice, analisamos com mais detalhes esta correspondência entre as medidas destrutiva

3Notemos que este procedimento é análogo à mistura no divisor de feixes seguida da homo-

dinagem na experiência de teletransporte em quadraturas, seção 2.2.2. Não obstante, apesar

de ambos os teletransportes lidarem com variáveis contı́nuas, notemos as diferenças: enquanto

nas quadraturas a aquisição de informação é contı́nua no tempo, isto é, é dada pela aquisição

de uma corrente elétrica, no presente contexto as informações sobre o vetor de onda transversal

e frequência do fóton gerado são obtidas de uma única vez, na detecção do fóton.
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Figura 4.3: Esquema de detecção de Alice. O fóton gerado na direção 4 atravessa uma

lente fina, uma placa deλ/2, um divisor de feixes polarizado (D.F.P.), um sistema de

fibras óticas, e um conjunto de espectrômetros.

e projetiva.

A realização experimental dos operadores de aniquilaç˜ao (4.9) está ilustrada na Figura

4.3. Após as interações não-lineares, o fóton gerado em uma dada direção atravessa uma

lente fina, uma placa de meia-onda, um divisor de feixes polarizado (D.F.P.), um sistema

de fibras óticas, e um conjunto de espectrômetros. A placa de meia-ondaλ/2 orientada

a 22,50 e o D.F.P. permitem a separação entre as componentes de polarizaçãoD e A, de

modo a discriminar todos os estados de Bell [73], como discutimos na seção 3.4.2. Por

outro lado, de acordo com o exemplo da seção 3.1.2, a lente fina montada na configuração

f-f mapeia a distribuição do vetor de onda tranversal no plano do cristal nas posições no

plano de detecção. Em cada uma destas posições encontra-se uma fibra ótica de um dado

comprimento conhecido, de modo que as posições são mapeadas no tempo de trânsito do

fóton pelas fibras. As fibras são conectadas a espectrômetros, que realizam a separação

das frequências. Após todos estes estágios, o fóton é finalmente detectado em um dado

tempo4 τ , e sua detecção nos fornecerá as informaçõesα eβ, isto é, a sua direção (4 ou 5)

4Neste esquema experimental lasers pulsados se fazem necessários para a contagem do

tempo. Além disso, o comprimento das fibras será limitado superiormente pela diferença entre
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Figura 4.4: Esquema completo de detecção de Alice: interações não-lineares seguidas da

detecção do fóton gerado.

e polarização (D eA), além deq0, eω0. Estas informações serão posteriormente enviadas

a Bob para a realização da operação unitária. O esquemacompleto da detecção de Alice

encontra-se na Figura 4.4.

Finalmente, notemos que este esquema experimental de teletransporte quântico é con-

dicionado à detecção do fóton gerado na G.S.F. Sendo assim, ele é ditosinalizado (Um

outro exemplo de teletransporte sinalizado é fornecido em[144]).

4.1.2 Operaç̃ao unitária, estado final, e fidelidade

Após a medida, Alice envia seus resultados a Bob, que realiza sobre o fóton 3 a operação

unitária condicionalUαβ(qB, ωB) definida por

Uαβ(qB, ωB) |q, ω, s〉 = σ
α
Zσ

β
X |q + qB, ω + ωB, s〉 , (4.12)

ondeσ
α
Zσ

β
X corresponde à identidade1, ou os operadores de PauliσZ , σX , e σZσX

dependendo dos valores0 e 1 dos ı́ndicesα e β. A operação (4.12) corresponde a des-

locamentosqB eωB no vetor de onda transversal e frequência, respectivamente, além de

dois pulsos, e inferiormente pelo tempo de duração destes pulsos.
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uma rotaçãoσα
Zσ

β
X na polarização. Os deslocamentosqB e ωB dependem dos valores

q0 e ω0 obtidos por Alice, e dos valores centrais do vetor de onda transversal central e

frequênciaqp e ωp da amplitudeΦ(q, ω, s,q′, ω′, s) no estado (4.2). Por outro lado, as

rotações dependem, respectivamente, dos ı́ndicesα e β que definem a polarização e a

direção em que o fóton criado na GSF é detectado. Utilizando (4.12) em (4.10), chegare-

mos ao estado final do sistema:
∣

∣

∣
ψαβF

〉

∝ Uαβ(qB, ωB) |ψαβ〉 . (4.13)

Para ilustrar este resultado, consideremos o caso limite emque Alice e Bob compar-

tilham um estado maximamente hiper-emaranhado, isto é, umestado tipo EPR [45] nos

graus de liberdadeq eω, juntamente com o estado de Bell|φ+〉23 em polarização. Neste

caso, as funçõesF (q,q′),G(ω, ω′), eλs na amplitude (4.3) assumem a forma

F (q,q′) ∝ δ2(q + q′ − qp),

G(ω, ω′) ∝ δ(ω + ω′ − ωp),

λs = 1/
√

2. (4.14)

Na seção A.1 do apêndice, é demonstrado que, após as respectivas correções na polarização,

todos os estados (4.13) assumem a forma
∣

∣

∣
ψαβF

〉

∝
∑

s

∫

dq

∫

dω u(∆q − qB,∆ω − ωB, s) |q, ω, s〉3 , (4.15)

onde∆q ≡ q + q0 − qp, ∆ω ≡ ω + ω0 − ωp, e excluı́mos o estado dos outros campos,

todos no vácuo. UsandoqB = q0 − qp eωB = ω0 − ωp, Bob terá

∣

∣ψ11
F

〉

∝ |φ〉3 , (4.16)

que corresponde ao teletransporte perfeito do estado quântico do fóton 1.

Ao invés de obter o estado quântico final neste caso limite,substituamos a Eq (4.14)

no estado (4.10). Por exemplo, no casoα = β = 1, teremos

|ψ11〉 ∝
∑

s

(−1)s
∫

dq

∫

dω u(∆q,∆ω, s)
∣

∣q, ω, s⊥
〉

3
. (4.17)
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Usando a expressão da transformada de Fourier do espectro angular dada no capı́tulo 3,

u(q, z, ω, s) =

∫∫

dρ dtU(ρ, z, t, s) e−i(q·ρ−ω t), (4.18)

chegaremos a

|ψ11〉 ∝
∑

s

(−1)s
∫∫

dq dω

∫∫

dρ dtU(ρ, t, s)e−i[(∆q)·ρ−∆ω t]
∣

∣q, ω, s⊥
〉

3
. (4.19)

Aplicando nesta expressão a operação

U(ρ, t, s) → ei(qB·ρ−ωB t) U(ρ, t, s), (4.20)

onde novamenteqB = q0 −qp eωB = ω0 −ωp, juntamente com a rotação
∣

∣q, ω, s⊥
〉

3
→

σZσX

∣

∣q, ω, s⊥
〉

3
= (−1)s |q, ω, s〉3 na polarização, obteremos novamente|ψ〉 → |ψ11

F 〉 ∝
|φ〉3. Vemos então que os deslocamentos no vetor de onda transversal e frequência realiza-

dos por Bob são respectivamente equivalentes a inclusão de fases dependentes da posição

e do tempo na amplitudeU(ρ, t, s). Os demais casos do estado quântico final (4.13) são

idênticos, exceto pela rotação em polarização (I paraα = β = 0, σZ paraα = 1, β = 0,

eσX paraα = 0, β = 1, conforme (4.12)).

Experimentalmente a operação unitária (4.13) condicional pode ser implementada

através de um par de placas de ondas, ou células de Pockels,que implementam a rotação

em polarização, seguida de um modulador espacial eletro-ótico, que inclui na amplitude

do vetor de onda transversal uma faseeiqB·ρ dependente da posição, e que, como vimos,

corresponde ao deslocamento no vetor de onda transversal. Finalmente, o deslocamento

em frequência seria realizado através de uma outra G.S.F.entre o fóton 3 e um campo de

luz laser intenso de frequênciaωB, tal queω3 + ωB −→ ω1. Altas eficiências percentuais

(93%) foram recentemente alcançadas neste processo [43].

Antes de discutirmos outros exemplos, definiremos a medida do sucesso do tele-

transporte como a fidelidade5 F , que no caso de dois estados puros|η〉 e |ξ〉 se reduz

5Novamente aqui nos deparamos com o problema da definição da fidelidade. No presente

capı́tulo, tomaremos aquela definida em [36], que é diferente daquela apresentada no capı́tulo

(2), expressão (2.12).
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aF = |〈η|ξ〉|2. No presente caso, teremos

Fαβ(q0, ω0) = |〈φ|ψαβF 〉|2, (4.21)

onde |φ〉 é o estado do fóton 1, Eq. (4.1), e
∣

∣

∣
ψαβF

〉

é o estado final (4.13). Como o

estado final depende dos resultados das medidas de Alice, isto é, de qual operador (4.9)

foi implementado, definiremos também a fidelidade média6

F̄ =
∑

α,β

∫

dq0

∫

dω0 pαβ(q0, ω0)Fαβ(q0, ω0), (4.22)

ondepαβ(q0, ω0) é um peso dado por

pαβ(q0, ω0) = Tr[̺45Παβ(q0, ω0)], (4.23)

onde̺45 = Tr123(
∣

∣ψ(1)
〉 〈

ψ(1)
∣

∣), com
∣

∣ψ(1)
〉

dado pela Eq. (4.8), é o operador densidade

dos campos 4 e 5 antes da aniquilação do fóton gerado, e

Παβ(q0, ω0) = a
†
αβ(q0, ω0) |VAC〉 〈VAC| aαβ(q0, ω0) (4.24)

é um projetor correspondente ao estado de Fock de um fóton.Este peso corresponde à pro-

babilidade de medir o fóton criado com vetor de ondak0 = q0+(ω0/c)(1−q2
0c

2/2ω2
0)nj ,

ondej = 4 ou5, e polarizaçãoA ouD.

6Para evitar uma possı́vel confusão, notemos que a média aqui considerada é diferente da-

quela encontrada na expressão (2.13) do capı́tulo 2. Enquanto a expressão (4.21) é sobre os

resultados da medida de Alice, (2.13) é realizada sobre todos os possı́veis estados desconheci-

dos.
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4.2 Exemplos

Suponhamos agora que as funçõesF (q,q′),G(ω, ω′), eλs na amplitude (4.3) sejam dadas

por

F (q,q′) = v(q + q′)γ(q − q′),

G(ω, ω′) = t(ω + ω′)µ(ω − ω′),

λs = 1/
√

2, (4.25)

que aproximam os resultados em experimentos de CPDE com bombeadores pulsados (ver

seção 3.3.2 e [6]), e que o espectro angular do fóton 1 assuma a forma fatorável

u(q, ω, s) = f(q) g(ω)λs, (4.26)

que é justificada pela aproximação de pulsos paraxiais quase-contı́nuos, conforme dis-

cutido na seção 3.2.2 e em [110]. Substituindo estas expressões e os deslocamentos

qB = q0 − qp e ωB = ω0 − ωp na (4.13), e o resultado obtido na (4.21), chegaremos

a

Fαβ(q0, ω0) = M(q0)T (ω0), (4.27)

onde

M(q0) =

∣

∣

∣

∣

C

∫∫

dq dq′f ∗(q′) f(q) v(q′ − q + qp)γ(2q0 − q′ − q − qp)

∣

∣

∣

∣

2

,

T (ω0) =

∣

∣

∣

∣

D

∫∫

dω dω′ g∗(ω′) g(ω) t(ω′ − ω + ωp)µ(2ω0 − ω′ − ω − ωp)

∣

∣

∣

∣

2

,

(4.28)

sendoC eD constantes de normalização. Como Alice e Bob compartilham um estado

maximamente emaranhado em polarização, notemos que as expressões acima não de-

pendem nem dos ı́ndicesα e β nem dos coeficientesλs do estado inicial. Todavia, ela

depende tanto dos resultados das medidasq0 eω0 como das amplitudesf(q) eg(ω).
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A fidelidade média, Eq. (4.22), será dada por

F̄ = M̄ T̄ , (4.29)

onde

M̄ =

∫

dq0M(q0),

T̄ =

∫

dω0T (ω0). (4.30)

Finalmente, suporemos que as funçõesv(q), γ(q), t(ω), eµ(ω) são Gaussianas,

v(q) = J(qX − qpX , 0, σq+)J(qY − qpY , 0, σq+),

γ(q) = J(qX , 0, σq−)J(qY , 0, σq−),

t(ω) = J(ω − ωp, 0, σω+),

µ(ω) = J(ω, 0, σω−), (4.31)

ondeqp e ωp são, respectivamente, o vetor de onda transversal centrale a frequência

central do par hiper-emaranhado, e

J(a, b,∆) =

√
2

∆
√
π

exp

(

− a2

2∆2
− i a b

)

. (4.32)

Como veremos abaixo, se tomarmos nas (4.31) os limitesσq+/σ → 0 e σq−/σ → ∞,

teremos o caso EPR discutido acima, expressões (4.14).

Exemplo 1: amplitude gaussiana deslocada em vetor de onda transversal e freqûencia

Suponhamos que as funções na amplitude (4.26) sejam descritas por

f(q) = J(qX − qcX , 0, σq)J(qY − qcY , 0, σq),

g(ω) = J(ω − ωc, 0, σω), (4.33)

que correspondem a funções Gaussianas deslocadas nos espaços dos vetores de onda

transversal e frequências pelas quantidadesqc eωc, respectivamente.
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A Figura 4.5 mostra a dependência deM com a razãoq0X/σq entre a componenteX

do vetor de onda transversal detectadoq0X e a larguraσq da amplitude do fóton 1, para

diferentes valores centraisqcX/σq = 0, 2, 4, e para os parâmetrosqpX = 0, σq+/σq = 1/2,

e σq−/σq = 5. Vemos que altas fidelidades (M > 0.9) são alcançadas no intervalo

q0X = qcX ± 2σq, sendo o valor máximo obtido quando os vetores de onda transversal

detectado e central coincidem,q0X = qcX . O mesmo deve ocorrer paraq0Y = qcY .

Um resultado importante é ilustrado na Figura 4.6, que ilustra a dependência da fi-

delidade médiaM̄ com as razõesσq+/σq e σq−/σq, que quantificam a qualidade das

correlações quânticas, para os parâmetrosqcx/σq = 1, qpx = 0. A média é calculada

no intervaloQ/σq = 4.2. Vemos que altas fidelidades são alcançadas quando as raz˜oes

σq+/σq eσq−/σq se tornam pequena e grande, respectivamente, o que corresponde a mais

correlações quânticas, sendo o limiteσq+/σq → 0 e σq−/σq → ∞ dado pelo estado

tipo EPR7. Este gráfico nos demonstra que apesar de correlações EPRserem somente

alcançadas em um limite que de fato é não-fı́sico8, quanto mais fina for a largura da função

soma e mais larga a função diferença frente à largura da amplitude a ser teletransportada,

melhores serão os resultados obtidos.

Os resultados numéricos para a frequência são similaresaos apresentados acima, pois

as fidelidades (4.28) correspondentes ao vetor de onda transversal e frequência são se-

melhantes. Não obstante, a Figura 4.7 mostra a dependência da fidelidadeT com a

razãoω0/σω entre a frequência detectadaω0 e a larguraσω da amplitude do fóton 1,

paraωc/σω = 2.5 × 104, ωp/σω = 5.0 × 104, que correspondem a pulsos de duração de

picosegundos com frequências centraisωc ≈ 2.5 × 1015Hz eωp ≈ 5.0 × 1015Hz, res-

pectivamente, e larguras espectraisσω ≈ 100GHz. Além disso, fixaram-se os parâmetros

7Poderı́amos nos questionar sobre o limite inverso σq+/σq → ∞ e σq−/σq → 0. De fato,

neste limite também teremos correlações tipo EPR na diferença do vetores de onda transversais.

Se Bob realizar operações unitárias do tipo soma, e não de diferença, altas fidelidades serão

encontradas.
8Um limite similar ocorre para o caso das quadraturas de campo. Ver expressão (2.40).
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q0x/σq

Figura 4.5: Dependência da fidelidadeM com a razãoq0X/σq para os valores centrais

qcX/σq = 0, 2, 4 (linhas sólida, pontilhada larga, e pontilhada pequena, respectivamente)

e parâmetrosqpX/σq = 0, σq+/σq = 1/2, eσq−/σq = 5. Altas fidelidades (M > 0.9) são

alcançadas paraq0X = qcX ± 2σq.

σω+/σω = 1/2, eσω−/σω = 20. Vemos que altas fidelidades (T > 0.9) são alcançadas

no intervaloω0 = ωc ± 50σω.

Exemplo 2: amplitude gaussiana deslocada em posição e tempo

Consideremos agora o caso em que as funções na amplitude dofóton 1 são dadas por

f(q) = J(qX , xc, σq)J(qY , yc, σq),

g(ω) = J(ω − ωc, tc, σω), (4.34)

que correspondem a uma amplitude Gaussiana deslocada derc = (xc, yc) no espaço

transversal, e também deslocada deωc e tc na frequência e tempo, respectivamente. Na

Figura 4.8, ilustramos a dependência da fidelidade médiaM̄ com o produtoxcσq, para os

parâmetrosqpX/σq = qcX/σq = 0, σq+/σq = 1/2, σq−/σq = 10, eQ/σq = 4.2. Vemos

que . Além disso, os resultados obtidos demonstram que a fidelidade média descresce

com o aumento do deslocamento transversalxc. A razão deste decréscimo é a seguinte:

quanto maior o valor dexc, menor é a sobreposição das amplitudes dos fótons 1 e 2, o
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σq+/σq

σq-/σq

Figura 4.6: Fidelidade médiāM como função deσq+/σq e σq−/σq, paraqcX/σq = 1,

qpX/σq = 0, e um intervalo de tamanhoQ/σq = 4.2. Altas fidelidades são alcançadas

quandoσq+/σq → 0 eσq−/σq → ∞.

ω0/σω

Figura 4.7: Dependência deT comω0/σω paraωc/σω = 2.5 × 104, ωp/σω = 5.0 × 104,

σω+/σω = 1/2, eσω−/σω = 20. Altas fidelidades (T > 0.9) são alcançadas no intervalo

ω0 = ωc ± 50σω.
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xcσq

Figura 4.8: Fidelidade médiāM como função dexcσq, paraqpX/σq = qcX/σq = 0,

σq+/σq = 1/2, σq−/σq = 10, eQ/σq = 4.2. Vemos queM̄ > 0.95 paraxc = (0±1/σq).

A fidelidade média decresce a medida que o deslocamento transversalxc aumenta.

que implica em uma perda de informação sobre a amplitude doprimeiro, e portanto em

uma diminuição da fidelidade média. O mesmo raciocı́nio ´e empregado para a amplitude

deslocada temporalmente emtc: quanto maior é a separação temporal dos “pacotes” das

amplitudes dos fótons 1 e 2, menor é a sobreposição entreeles, e portanto menor será a

fidelidade.

É importante notarmos que, de acordo com a Eq. (4.29), para termos altos valores da

fidelidadeF̄ , é necessário que tantōM comoT̄ também assumam altos valores. Além

disso, notemos que os dois exemplos acima discutidos demonstram que o esquema de

teletransporte completo pode funcionar bem para os pares devariáveis de Fourier con-

jugadas: posição transversal - vetor de onda transversal, e frequência - tempo. Sendo o

teletransporte um protocolo linear, vemos então que qualquer campo paraxial com ampli-

tude fatorável e na forma de uma combinação linear de Gaussianas (que pode ser utilizado

para codificação de qdits [93]) também poderá ser teletransportado com uma razoável fi-

delidade.



Caṕıtulo 5

Um caso mais simples: o teletransporte

quântico em vetor de onda transversal

No capı́tulo anterior, vimos que a realização experimental do teletransporte quântico com-

pleto de um fóton paraxial é um grande desafio. Neste capı́tulo, apresentaremos um es-

quema experimental mais simples [135], em que somente o estado quântico codificado

em vetor de onda transversal é teletransportado1. Como discutimos na seção 3.2.1, este

grau de liberdade é muito versátil para a codificação de informação quântica, o que o

torna bastante interessante e útil, além de ser uma variável contı́nua análoga às quadratu-

ras de campo. Analisaremos alguns exemplos, o limite clássico correspondente, o caso de

detectores não-pontuais, e a transferência de emaranhamento entre diferentes frequências.

5.1 Teletransporte qûantico em vetor de onda transver-

sal

O esquema experimental simplificado do teletransporte encontra-se ilustrado na Figura

5.1. Os passos são idênticos aos discutidos no capı́tulo 4:

1Um estudo similar foi recentemente proposto em [87].
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v(q)
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GSH 2-D detector
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u(q)
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Figura 5.1: Esquema experimental para o teletransporte quˆantico de um fóton em vetor

de onda transversal. SLM designaspatial light modulator, ou modulador espacial eletro-

ótico.

1. Alice recebe um fóton preparado no estado quântico2

|φ〉1 =

∫

dq u(q) |q〉1 , (5.1)

ondeu(q) é o espectro angular no planoz = 0 da figura.

2. Alice e Bob compartilham os fótons 2 e 3, que são produzidos em uma CPDE

(conforme a seção 3.3.2), e preparados no estado emaranhado monocromático e

polarizado

|ψ〉23 =

∫∫

dq dq′ Φ(q,q′) |q〉2 |q′〉3 , (5.2)

onde

Φ(q,q′) = v(q + q′, Z)γ(q − q′), (5.3)

sendov(q + q′, Z) o espectro angular no campo bombeador da CPDE no plano

do primeiro cristal, eγ(q) =
√

2L/π2K sinc(Lq2/4K) é a função ajustamento de

fase, ondeL é o comprimento longitudinal do cristal, eK é o número de onda do

bombeador, conforme a expressão (3.48).

2Discutimos este estado no capı́tulo 3, seção 3.2.1.
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3. O estado inicial dos três fótons será dado então por

|ψI〉 =

∫∫∫

dq dq′ dq′′ u(q)Φ(q′,q′′) |q〉1 |q′〉2 |q′′〉3 . (5.4)

4. Alice realiza uma medida conjunta sobre os fótons 1 e 2, cuja primeira parte é dada

por uma GSF descrita pelo Hamiltoniano (ver seção 3.4.2)

H ∝
∫∫∫

dq dq′ dq′′ δ2(q + q′ − q′′)a1(q)a2(q
′)a†

4(q
′′) + h.c., (5.5)

que leva o sistema ao estado

|ψ〉 ∝ |0〉1 |0〉2
∫∫∫

dq dq′ dq′′u(q)Φ(q′′ − q,q′) |0〉1 |0〉2 |q′〉3 |q′′〉4 . (5.6)

Posteriormente, o fóton 4 atravessa uma lente fina arranjada na configuração f-f, e

é detectado no plano focal. O operador de detecção é dadopor

E
(+)(ρD) ∝ a (qD) , (5.7)

ondeρD é a posição de detecção, eqD = κ
f
ρD é o vetor de onda transversal

correspondente no plano do cristal. Como vimos no capı́tulo3, seção 3.1.2, esta

configuração da lente fina realiza o mapeamentoqD ↔ ρD.

Após a detecção, o estado do fóton 3 evoluirá para

|ψ〉 ∝
∫∫

dq dq′ u(q)Φ (qD − q,q′) |q′〉3 . (5.8)

5. Alice envia o valorqD a Bob, que realiza a operação unitária

P(α) |q〉 = |q + α〉 , (5.9)

ondeα = qD. O estado final do fóton 3 é dado então por

|ψF 〉 ∝
∫∫

dq dq′ u(q)Φ (qD − q,q′ − α) |q′〉3 . (5.10)
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Substituindo (5.3) em (5.10), e calculando a fidelidadeF = |〈φ|ψF 〉| (ver Eq.(2.12)) entre

os estados (5.10) e (5.1), teremos

F(qD) =

∣

∣

∣

∣

C

∫∫

dq dq′u∗(q′)u(q)v(q′ − q)γ (2qD − q′ − q)

∣

∣

∣

∣

, (5.11)

ondeC é uma constante de normalização. Como esta quantidade depende deqD = κ
f
ρD,

tomemos uma média ao longo de uma região de detecçãoQ, de modo a obter a fidelidade

média

F =
1

Q

∫

Q

dqDF(qD). (5.12)

5.2 Exemplos e limite cĺassico

Suponhamos quev(q) eγ(q) sejam funções Gaussianas, ou seja,

v(q) =
1

w
√
π

exp

(

− q2

2ε2

)

,

γ(q) =
1

g
√
π

exp

(

− q2

2g2

)

, (5.13)

ondeε e g =
√

L/4K são as larguras correspondentes, eu(q) seja um modo Hermite-

Gauss (HG),

unm(q) = DnmHn

(

kx
σ

)

Hm

(

ky
σ

)

exp

[

−
(k2
x + k2

y)

2σ2

]

, (5.14)

ondeHn(x) é on-ésimo polinômio de Hermite,Dnm é uma constante, eσ é a sua largura.

A Figura 5.2 ilustra resultados numéricos da dependênciada fidelidade médiaF com

a razãoε/σ para diferentes modos HG em dois casos distintos, e para uma ´areaQ =

3σ × 3σ. Para as linhas sólidas,g/σ = 200, isto é, a função ajustamento de fase é muito

mais larga do que o espectro angular do bombeador, o que implica em(ε/σ)/(g/σ) =

ε/g ≪ 1 para todos os valoresε/σ do gráfico. Neste regime, vemos que altas fidelidades

(F > 0.90) são alcançadas paraε/σ < 1, ou seja, quanto mais fino é o espectro angular

do bombeador em relação ao do fóton 1, mais os fótons 2 e 3 se assemelham a um par
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tipo EPR, e por consequência maior é a fidelidade média. Por outro lado, para as linhas

interrompidas, temosg/σ = ε/σ, ou equivalentemente(ε/σ)/(g/σ) = ε/g = 1. Neste

regime, baixas fidelidades (F < 0.5) são sempre encontradas, mesmo paraε/σ < 1. Qual

é a razão para a grande discrepância entre os valores das fidelidades nestes dois casos?

No caso das linhas interrompidas, em queε/g = 1, vemos que o produto das Gaussi-

anas (5.13) assume a forma fatorávelF(q)F(q′). Sendo assim, não há emaranhamento

presente no canal quântico (o estado dos fótons 2 e 3 é um produto tensorial), o que

implica na drástica diminuição da fidelidade reportada acima. Por outro lado, quando

ε/g < 1, temos uma situação em que o estado do par de fótons 2 e 3 é emaranhado, o

que provoca as altas fidelidades encontradas. De fato, no caso da CPDE, o caso quântico

é experimentalmente alcançado manipulando-se o campo bombeador e usando um cristal

fino, tal queε/g < 1.

Finalmente, notemos que este protocolo permite o envio com alta fidelidade de uma

grande quantidade de informação codificada no espectro angular. Por exemplo, consi-

derando o conjunto dos modos HG de ordemn = 0 atéN , existemM =
∑N+1

j=0 j =

(N + 1)(N + 2)/2 modos disponı́veis. Usando os parâmetrosε/σ = 0.3 e g/σ = 200,

temosF > 0.97 paraN até 7, o que é equivalente ao envio delog2M > 5 qbits com esta

alta fidelidade.

5.3 Detecç̃ao não-pontual, e transmiss̃ao de emaranha-

mento

Até agora consideramos que Alice detecta o fóton 4 através de um detector pontual, que

permite descobrir sua posição de detecçãoρD. Não obstante, os detectores reais são

não-pontuais, tendo uma área aonde os fótons são detectados. Qual é a influência deste

detector na fidelidade do teletransporte?

Suponhamos que Alice utilize um detector de áreaD descrito pela função abertura
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Figura 5.2: Dependência da fidelidade médiaF com a razãoε/σ para diferentes modos

HG. As linhas sólidas correspondem ao caso quântico em queg/σ = 200, e as inter-

rompidas ao caso de descorrelação, em queg/σ = ε/σ. Em ambos os casos, a área de

detecção é igual aQ = 3σ × 3σ.

D(ρD − ρ0), que é centrada emρ0. Após a detecção do fóton 4, o estado do fóton 3

evoluirá para o operador densidade mistura estatı́stica

̺ =

∫

dρD D(ρD − ρ0) |ψ〉 〈ψ| , (5.15)

onde|ψ〉 é dado pela expressão (5.8). As condições de hermiticidade e normalização deste

estado implicam queD(ρ) é um número real, e
∫

dρD D(ρD−ρ0) = 1, respectivamente.

Agora, surge a questão: qual é o deslocamento a ser realizado por Bob, se Alice não

sabe lhe informar em que ponto dentro da área ocorreu a detecção? Uma possibilidade é

aplicarP(κρ0/f), embora este deslocamento possa não ser o melhor possı́vel. Após esta

correção, teremos o estado final

̺F = P(κρ0/f)̺P
†(κρ0/f), (5.16)
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cuja fidelidade em relação ao estado inicial (5.1),F =
√

Tr(|φ〉 〈φ|̺F ), é dada por

F =

[

|C|2
∫

dρDD (ρD − ρ0) |T (ρD,ρ0)|2
]1/2

, (5.17)

onde

T (ρD,ρ0) =

∫∫

dq dq′u(q)u∗
(

q′ − κ
ρD − ρ0

f

)

v(q′ − q)γ

(

2κρD
f

− q′ − q

)

.

(5.18)

Na Figura 5.3 analisamos a dependência da fidelidadeF em função da razãoε/σ para

diferentes modos HG, no caso em que a área de detecção é umquadrado de larguraa =

0.8σ centrado na origem, de modo queD(ρD) = const. dentro do quadrado, e zero fora.

Comparando estes resultados com os correspondentes no casode detectores pontuais,

vemos que todas as fidelidades sofrem um pequeno decréscimo. Todavia, elas são ainda

superiores às fidelidades correspondentes aos casos em queo estado dos fótons 2-3 é

descorrelacionado. Enfatizemos a diferença entre os resultados apresentados nas figuras

5.2 e 5.3: enquanto na primeira a posição de detecção é conhecida, e a média é realizada

sobre todas as posições possı́veis, na segunda não se sabe ao certo a posição de detecção

dentro da área do detector, o que permite a Bob realizar somente um deslocamento médio.

Uma outra possibilidade no esquema da Figura 5.1 é a transferência de emaranha-

mento presente em um par de fótons para outro em que os fótons têm frequências bem

diferentes, que é um processo análogo ao verificado em [123]. Observando a expressão

(5.2), vimos que em geral a funçãoΦ(q,q′) é não-separável, o que implica na existência

de emaranhamento entre os vetores de onda transversais dos fótons 2 e 3, que possuem

frequências centrais próximas. No entanto, se manipularmos o fóton 1 de modo que

u(q) ∝ δ2(q), ou seja, se espectro angular é muito mais fino que o do bombeador da

CPDE, e o substituirmos no estado (5.6), teremos

|ψ〉34 ∝
∫∫

dq dq′Φ(q′,q) |q〉3 |q′〉4 , (5.19)
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Figura 5.3: FidelidadeF em função da razãoε/σ para diferentes modos HG, e parâmetros

g/σ = 200, ea = 0.8σ, ondea é a largura da função incerteza do vetor de onda detectado.

que corresponde ao mesmo estado emaranhado anterior, mas codificado nos fótons 3 e

4, que possuem diferentes frequências centrais. Vemos então que o emaranhamento en-

tre o par de fótons 2 e 3, é transferido para o par de fótons 3e 4. Além disso, ajus-

tando a frequência do fóton 1 e as condições de ajustamento de fase, podemos controlar

a frequência do fóton 4, e assim sintonizá-lo para uma transição atômica ou iônica es-

pecı́fica em uma rede quântica, por exemplo.



Caṕıtulo 6

Conclus̃oes e perspectivas

Nesta tese de doutorado propusemos um estudo teórico do teletransporte quântico

completo de um fóton paraxial, que é um dos objetos quânticos mais simples. O termo

completo significa que o protocolo proposto transmite o estado quântico codificado em

todos os possı́veis graus de liberdade: o vetor de onda transversal, a frequência, e a

polarização. Analisamos o protocolo detalhadamente, propusemos alguns exemplos, e um

esquema experimental baseado nos fenômenos óticos não-lineares de C.P.D.E. e G.S.F.

Sendo esta tarefa de difı́cil realização experimental, propusemos uma versão simplificada

deste protocolo, em que somente o estado quântico codificado no grau de liberdade de ve-

tor de onda transversal é teletransportado. Neste contexto, também analisamos exemplos,

o limite clássico, e o uso de detectores não-pontuais.

Para que as idéias apresentadas se tornassem claras e acessı́veis, desenvolvemos os

capı́tulos 2 e 3. No capı́tulo 2 discutimos o protocolo de teletransporte quântico, e duas

implementações experimentais óticas: uma no contexto de variáveis discretas, e outra

em variáveis contı́nuas. No capı́tulo 3 discutimos o conceito de espectro angular de um

campo, e os estendemos aos campos quânticos de um e dois fótons. Além disso, dis-

cutimos os fenômenos não-lineares da C.P.D.E. e G.S.F., que são processos temporais

reversos. Enquanto o primeiro gera fótons emaranhados probabilisticamente, e é uma das
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formas atualmente mais empregadas, o segundo, quando agregado a um detector, permite

a “projeção” do campo incidente em estados maximamente emaranhados.

Neste trabalho, há algumas questões em aberto que mereceminvestigação. Enumeremo-

las:

1. Envio de emaranhamento: Um caso a ser analisado no protocolo de teletransporte

completo é aquele em que o espectro angular do fóton a ser teletransportado assume

uma forma não-fatorável, por exemplo

u(q, ω, s) = F (q, ω)λs. (6.1)

Conforme discutimos na seção 1.2, o teletransporte transmitiria um estado quântico

com emaranhamento codificado entre diferentes graus de liberdade de um fóton.

2. Emaranhamento ñao-Gaussiano: Uma outra situação de interesse é aquela em

que Alice e Bob compartilham um estado emaranhado não-Gaussiano. Seria in-

teressante comparar as fidelidades do teletransporte obtidas nesta tese, que corres-

pondem ao caso Gaussiano, com aquelas a serem obtidas nesta nova situação.

3. Sobre o D.E.D.F.: Recentemente, Lamataet al. [81] demonstraram, por um argu-

mento similar a proposta KLM de computação [74], que um D.E.D.F., que é base-

ado numa interação não-linear, pode ser simulado atrav´es de ótica linear, fótons an-

cilares, e medidas projetivas. Sendo assim, seria interessante analisar esta simulação

e sua viabilidade experimental. Este ponto é importante, visto que, conforme este

mesmo artigo, o uso de ótica linear na detecção de fótonsno teletransporte limita a

quantidade de informação a ser enviada.

4. Alice e Bob compartilham um estado emaranhado misto em variáveis cont́ınuas:

Em nosso trabalho analisamos o caso em que Alice e Bob compartilhavam um

estado hiper-emaranhado, mas puro em cada grau de liberdadeseparado. Uma

questão a ser analisada é o teletransporte em variáveis contı́nuas no caso em que
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Alice e Bob compartilham um estado emaranhado misto. De fato, no caso discreto,

M. Horodeckiet al. [70] demonstraram uma relação entre a fidelidade mı́nima do

protocolo de teletransporte e a fração de singleto, que éa fidelidade entre o estado

misto em questão e um estado de Bell. Talvez estas idéias tenham correspondência

nos protocolos de teletransporte em variáveis contı́nuas.

5. Extens̃oes para outros sistemas: A idéia do teletransporte completo talvez possa

ser aplicada a outros sistemas, como por exemplo em moléculas, ou em condensa-

dos de Bose-Einstein [98]. De fato, interações não-lineares entre condensados de

Bose-Einstein já foram experimentalmente realizadas [42], assim como propostas

teóricas para a criação de emaranhamento entre dois condensados [32]. Combi-

nando estes recursos com uma operação unitária apropriada, talvez seja possı́vel te-

letransportar completamente o estado quântico de um condensado de Bose-Einstein.
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[18] BRAUNSTEIN, S. L., VAN LOOCK, P. Quantum information with continuous va-

riables. Review of Modern Physics, v.77, n.2, 2005, p.545.

[19] BRAUNSTEIN, S. L., KIMBLE, H. J. Teleportation of Continuous Quantum Vari-

ables. Physical Review Letters, v.80, n.4, 1998, p.869.

[20] BRAUNSTEIN, S. L., KIMBLE, H. J. A posteriori teleportation. Nature, v.394,

1998, p.840.

[21] BRENDEL, J., GISIN, N., TITTEL, W.et al.Pulsed Energy-Time Entangled Twin-

Photon Source for Quantum Communication. Physical Review Letters, v.82, n.12,

1999, p.2594.

[22] BRIEGEL, H. J., D̈UR, W., CIRAC J. I.et al. Quantum Repeaters: The Role of

Imperfect Local Operations in Quantum Communication. Physical Review Letters,

v.81, n.26, 1998, p.5932.

[23] BOSCHI, D., BRANCA, S., DE MARTINIet al.Experimental Realization of Tele-

porting an Unknown Pure Quantum State via Dual Classical andEinstein-Podolsky-

Rosen Channels. Physical Review Letters, v.80, n.6, 1998, p.1121.

[24] BOUWMEESTER, D., PAN, J.-W, MATTLE, K.et al.Experimental quantum tele-

portation. Nature, v.390, n.6660, 1997, p.575.

[25] BOUWMEESTER, D., EKERT A. ZEILINGER, A. The physics of Quantum Infor-

mation. Alemanha, Springer-Verlag Berlin Heidelberg, 2000, cap.3, p.60.

[26] BOUWMEESTER, D., EKERT A. ZEILINGER, A. The physics of Quantum Infor-

mation. Alemanha, Springer-Verlag Berlin Heidelberg, 2000, cap.3, p.54.

[27] BOUWMEESTER, D., PAN, J.-W, WEINFURTER, H.et al.High-fidelity telepor-

tation of independent qubits. Journal of Modern Optics, v.47, n.2, 2000, p.279.
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University Press, 2006, cap.3, p.131.

[63] HAROCHE, S., RAIMOND, J. M. Exploring the Quantum. GrãBretanha, Oxford
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[118] TANNOUDJI, C. C., DIU, B., LALOË, F. Quantum Mechanics. França, John Wi-

ley and Sons, 1977, 1v, cap.3, p.292.
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Mandel Interference. Physical Review Letters, v.90, n.14,2003, p.143601.
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Apêndice A

Cálculos adicionais

Neste apêndice explicitamos os cálculos referentes a sec¸ão 4.1 em que o protocolo de te-

letransporte quântico completo de um fóton é apresentado. Além disso, desenvolvemos a

semelhança entre a medida destrutiva realizada por Alice ea medida projetiva do conjunto

de observáveis que comutam{Q,Ω,σ1
Zσ

2
Z ,σ

1
Xσ

2
X}.

A.1 Teletransporte quântico completo

Reescrevamos a expressão (4.8) em uma forma mais detalhada:

∣

∣ψ(1)
〉

= N

2
∑

i=1

Hi |ψI〉123 |VAC〉45 ,

≡ |ζ〉 + |η〉 (A.1)

onde definimos

|ζ〉 ≡ NH1 |ψI〉123 |VAC〉45 ,

|η〉 ≡ NH2 |ψI〉123 |VAC〉45 . (A.2)

108
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Usando as (4.1), (4.2), e (4.6), teremos

|ζ〉 = |VAC〉125 ⊗ Ng1

∑

s

∫∫∫

dq dq′ dq′′
∫∫∫

dω dω′ dω′′u(q, ω, s) Φ(q′, ω′, s,q′′, ω′′, s) ×

|q′′, ω′′, s〉3
∣

∣q + q′, ω + ω′, s⊥
〉

4
,

|η〉 = |VAC〉124 ⊗ Ng2

∑

s

∫∫∫

dq dq′ dq′′
∫∫∫

dω dω′ dω′′u(q, ω, s) Φ(q′, ω′, s⊥,q′′, ω′′, s⊥)

∣

∣q′′, ω′′, s⊥
〉

3
|q + q′, ω + ω′, s〉5 , (A.3)

Realizando nos subespaços dos fótons 4 e 5 a mudança de base em polarização

|q, ω, 0〉 =
1√
2
(|q, ω, 0X〉 + |q, ω, 1X〉),

|q, ω, 1〉 =
1√
2
(|q, ω, 0X〉 − |q, ω, 1X〉), (A.4)

onde{0, 1} e{0X , 1X} denotam, respectivamente, as bases{H,V} e{D,A}, teremos

|ζ〉 = |VAC〉125 ⊗
Ng1√

2

∑

s

∫∫∫

dq dq′ dq′′
∫∫∫

dω dω′ dω′′u(q, ω, s)Φ(q′, ω′, s,q′′, ω′′, s) ×

|q′′, ω′′, s〉3 [|q + q′, ω + ω′, 0X〉4 + (−1)s+1 |q + q′, ω + ω′, 1X〉4],

|η〉 = |VAC〉124 ⊗
Ng2√

2

∑

s

∫∫∫

dq dq′ dq′′
∫∫∫

dω dω′ dω′′u(q, ω, s)Φ(q′, ω′, s⊥,q′′, ω′′, s⊥) ×
∣

∣q′′, ω′′, s⊥
〉

3
[|q + q′, ω + ω′, 0X〉5 + (−1)s |q + q′, ω + ω′, 1X〉5]. (A.5)

Observando estas expressões, é evidente que uma medida dos observáveis vetor de onda

transversal, freqüência, e polarização do fóton 4 ou 5projetará o fóton 3 em um estado

quântico correlacionado aos resultados destas medidas. Por exemplo, se uma medida

destrutiva descrita pelo operadora11(q0, ω0) = a5(q0, ω0, 1X) for realizada sobre fóton

5, teremos

|ψ11〉 ∝ a11(q0, ω0)
∣

∣ψ(1)
〉

∝ |VAC〉 ⊗
∑

s

∫∫

dq dq′′
∫∫

dω dω′′(−1)s u(q, ω, s) ×

Φ(q0 − q, ω0 − ω, s⊥,q′′, ω′′, s⊥)
∣

∣q′′, ω′′, s⊥
〉

3
, (A.6)
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onde|VAC〉 é o estado de vácuo de todos os campos envolvidos. Se Bob aplicar sobre este

estado a operação unitáriaU11(qB, ωB), tal que

U11(qB, ωB) |q, ω, s〉 = σZσX |q + qB, ω + ωB, s〉 , (A.7)

teremos

∣

∣ψ11
F

〉

∝ U11(qB, ωB) |ψ11〉

∝ |VAC〉 ⊗
∑

s

∫∫

dq dq′′
∫∫

dω dω′′u(q, ω, s) ×

Φ(q0 − q, ω0 − ω, s⊥,q′′ − qB, ω
′′ − ωB, s

⊥) |q′′, ω′′, s〉3 , (A.8)

onde utilizamos

σZσX(−1)s
∣

∣q′′, ω′′, s⊥
〉

3
= (−1)s

∣

∣q′′, ω′′, (σZσX)(s⊥)
〉

3
,

= (−1)s |q′′, ω′′, (σZ)(s)〉3 ,

= |q′′, ω′′, s〉3 . (A.9)

Se, por exemplo,

Φ(q, ω, s,q′, ω′, s) =
1√
2
F (q,q′)G(ω, ω′), (A.10)

com

F (q,q′) ∝ δ2(q + q′ − qp),

G(ω, ω′) ∝ δ(ω + ω′ − ωp), (A.11)

teremos

∣

∣ψ11
F

〉

∝ |VAC〉 ⊗
∑

s

∫

dq

∫

dω u(∆q − qB,∆ω − ωB, s) |q, ω, s〉3 , (A.12)

onde∆q ≡ q+q0−qp and∆ω ≡ ω+ω0−ωp. Utilizando os deslocamentosqB = q0−qp

eωB = ω0 − ωp,
∣

∣ψ11
F

〉

∝ |VAC〉 ⊗ |φ〉3 , (A.13)

que corresponde ao perfeito teletransporte completo do fóton 1.
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A.2 Medida conjunta destrutiva versus projetiva

Primeiramente, notemos que o conjunto de observáveis{Q,Ω,σ1
Zσ

2
Z ,σ

1
Xσ

2
X} tem como

autovetores comuns estados da forma

∣

∣ψEPR
〉

12
=

1√
2

∑

s

(−1)s
∫∫

dq dq′
∫∫

dω dω′δ2 (q′ + q − q0) δ (ω + ω′ − ω0) ×

|q, ω, s〉1
∣

∣q′, ω′, s⊥
〉

2
,

=
1√
2

∑

s

(−1)s
∫

dq

∫

dω |q, ω, s〉1
∣

∣q0 − q, ω0 − ω, s⊥
〉

2
, (A.14)

que é um estadomaximamente emaranhadosdo tipo EPR [45] no vetor de onda trans-

versal e freqüência, e um estado de Bell|ψ−〉12 em polarização. De fato, aplicandoQ e

Ω no estado acima, teremos

Q
∣

∣ψEPR
〉

12
= q0

∣

∣ψEPR
〉

12
,

Ω
∣

∣ψEPR
〉

12
= ω0

∣

∣ψEPR
〉

12
,

σ
1
Zσ

2
Z

∣

∣ψEPR
〉

12
= −

∣

∣ψEPR
〉

12
,

σ
1
Xσ

2
X

∣

∣ψEPR
〉

12
= −

∣

∣ψEPR
〉

12
. (A.15)

Ao invés de realizar uma medida conjunta via ótica não-linear, suponhamos que Alice

realizasse uma medida projetiva deste conjunto no estado inicial de três fótons (4.4).

Terı́amos então o seguinte estado quântico:

|ψ〉proj ∝ Π |ψI〉123
=

∣

∣ψEPR
〉

12
⊗

∑

s

∫∫

dq dq′
∫∫

dω dω′(−1)su(q, ω, s) ×

Φ(q0 − q, ω0 − ω, s⊥,q′, ω′, s⊥)
∣

∣q′, ω′, s⊥
〉

3
(A.16)
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ondeΠ =
∣

∣ψEPR
〉

12

〈

ψEPR
∣

∣

12
. Se Bob aplicar sobre este estado a operação unitária

U11(qB, ωB), teremos

∣

∣ψ11
F

〉

proj
∝ U11(qB, ωB) |ψ〉proj

∣

∣ψEPR
〉

12
⊗

∑

s

∫∫

dq dq′
∫∫

dω dω′u(q, ω, s) ×

Φ(q0 − q, ω0 − ω, s⊥,q′ − qB, ω
′ − ωB, s

⊥) |q′, ω′, s〉3 ,

(A.17)

Comparando esta expressão com a (A.8), vemos claramente a diferença e a semelhança

entre as duas medidas adotadas por Alice. Enquanto a medida via interação não-linear

destrói os fótons 1 e 2, isto é, evolui os campos 1 e 2 para o estado de vácuo, a segunda

projeta estes campos no estado maximamente emaranhado (A.14). Não obstante, o estado

quântico do fóton 3 é o mesmo nos dois procedimentos.
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