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RESUMO

Nesta tese, fazemos um estudo detalhado da estabilidade de equilíbrios de sistemas Hamil-
tonianos autônomos e periódicos com n graus de liberdade que possuem todos os autovalores
imaginários puros nos casos de existência de ressonâncias simples e múltiplas . Observando que o
conjunto das ressonâncias possui estrutura de módulo finitamente gerado, caracterizamos a forma
normal de Lie da função Hamiltoniana dependendo da matriz do sistema linearizado ser diago-
nalizável ou não. Usando esta caracterização, obtemos integrais primeiras do sistema truncado na
forma normal de Lie em qualquer ordem, as quais são bastante úteis para fornecer nossos critérios
para conhecer a estabilidade do equilíbrio. Nossos Teoremas Principais são bastantes gerais pois
incluem e estendem vários resultados existentes na literatura além de fornecerem respostas a es-
tabilidade nos casos críticos de vários artigos. Para sistemas com ressonâncias simples, nosso
Teorema Principal esgota todas as possibilidades de se detectar estabilidade e instabilidade em al-
guma ordem finita através do truncamento da forma normal de Lie da função Hamiltoniana. No
caso de ressonâncias múltiplas, uma resposta bem geral, mas não completa, é dada sobre a estabil-
idade do equilíbrio. Como aplicação dos nossos resultados, fizemos um estudo da estabilidade do
movimento de partes centrais de galáxias.

Palavras chaves: Sistemas Hamiltonianos, Estabilidade, Equilíbrios.



ABSTRACT

In this thesis, we made a detailed study of the stability of equilibrium solutions of autonomous
and periodic Hamiltonianos systems with n degrees of freedom that possess all eigenvalues pure
imaginary in the case of existence of simple and multiple resonances. Observing that the set of the
resonances possess structure of module finitely generated, we characterize the Lie normal form of
the Hamiltoniana function depending on the matrix of the linearized system to be diagonalizable
or not. Using this characterization, we get first integrals of the system truncated in any order in
its Lie normal form, which are sufficiently useful to supply our criteria to decide the stability of
the equilibrium. Our Main Theorems are sufficient generalities therefore indicate and extend some
existing results in literature beyond supplying to answers the stability in the critical cases of some
articles. For systems with simple resonances our Main Theorem depletes all the possibilities of de-
tecting stability and instability in some finite order through the truncation of the Lie normal form
of the Hamiltonian function. In the case of multiples resonances, a general, but not complete reply,
it is given on the stability of the equilibrium. As application of our results, we made a study of the
stability of motions of galaxies central parts.

Key words: Hamiltonian systems, Stability, equilibrium.
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Introdução

Os sistemas Hamiltonianos aparecem naturalmente em diversas teorias importantes, por exem-
plo o problema dos n-corpos, problema fundamental da Mecânica Celeste, admite uma formulação
Hamiltoniana. O estudo dos tais sistemas tem sido uma das principais áreas de pesquisa das úl-
timas décadas e entre os problemas mais importantes, destaca-se o de saber se uma determinada
solução é estável ou não. Uma motivação inicial a este problema foi dada por Newton, ao ques-
tionar sobre a estabilidade do sistema solar. O sistema solar é eterno? ou será que as pertubações
externas farão com que o sistema solar deixe de existir num futuro distante?

Desde que a estabilidade de certas soluções de um sistema Hamiltoniano pode ser reduzido
a estabilidade de um equilíbrio que, podemos supor sem perder generalidade, seja a origem do
espaço de fase, é suficiente estudar estabilidade de equilíbrios. Nesta tese, daremos respostas sobre
a estabilidade de equilíbrios de sistemas Hamiltonianos em alguns casos que ainda não foram
considerados. É importante frisar que o problema de detectar a estabilidade de uma solução de
equilíbrio de um sistema Hamiltoniano é, em geral, um problema aberto demasiadamente difícil
e somente em casos particulares existem métodos para conhecer. Dois grandes resultados gerais
são:

• se a parte quadrática da expansão da função Hamiltoniana em série de Taylor em torno da
solução de equilíbrio nula tem sinal definido no caso autônomo, a solução nula é estável no
sentido de Liapunov (ver, por exemplo [11] ou [35]), desde que podemos tomar a função
Hamiltoniana como função de Liapunov e, então o Teorema de Liapunov pode ser aplicado.
Este resultado é conhecido como Teorema de Dirichlet.

• se existir um autovalor (respectivamente, no caso periódico, expoente característico) do sis-
tema linearizado com parte real não-nula, então a solução nula é instável (ver, por exemplo,
[11] ou [35]).

Assim, suporemos em toda esta tese que os autovalores (respectivamente, no caso periódico,
expoentes característicos) são imaginários puros e que a parte quadrática não tem sinal definido no
caso autônomo. Neste caso, diversos resultados parciais foram publicados com informação sobre
esta pergunta, a maioria deles por pesquisadores Russos, por exemplo, A. Kolmogorov (Teoria



10

KAM); M. Liapunov [22]; N. Chetaev [11]; N. Krasovskii [20]; V. Arnold [2], [4], [4];A. Mar-
keev [24], [25], [26], [27], [28], [29]; A. Bruno [7]; A. Sokolskii [36], [37], [38], [14], [15]; A. Ku-
nitsyn [18], [19]; L. Khazin [16], [17]; A. Ivanov [14], [15], etc. deram importantes contribuições.
Além desses, J. K. Moser [31], [32] teve importantes contribuições. Com o desenvolvimento da
teoria KAM, vários matemáticos trabalharam na direção de usar tal teoria para estabelecer estabil-
idade, só que esta técnica impõe grandes limitações, por exemplo, de dimensões, já que tal teoria
só vale no plano. Dois grandes resultados para sistema autônomos com dois graus de liberdade
que usam esta teoria são o Teorema de Arnold-Moser e o Teorema de Cabral-Meyer (1999). O
último é o teorema mais importante sobre sistemas Hamiltonianos autônomos com dois graus de
liberdade e ele é uma generalização de vários resultados particulares sobre estabilidade na presença
de ressonâncias e, em particular, do Teorema de Arnold-Moser. Este teorema deixa possibilidades
de generalização, já que ele não da informação no caso crítico, isto é, quando a função ângulo
tem todos os zeros degenerados. Este caso crítico será tratado nesta tese. Outras importantes con-
tribuições no caso autônomo diagonalizável foram dadas por Moser em [32] com o Teorema de
Arnold-Moser; Markeev em [25] ou [24] estudou sistema Hamiltonianos com dois graus de liber-
dade; Alfriend, Richardson [5] e Khazin [16] estudaram a estabilidade sob hipóteses de existência
de ressonâncias simples de terceira e quarta ordem para sistemas Hamiltonianos autônomos com n
graus de liberdade. Khazin em [17] estudou estabilidade sob existência de ressonâncias múltiplas
de terceira ordem em sistemas com número de graus de liberdade arbitrário e em [18] os autores
Kunitsyn e Perezhogin consideram o caso de ressonâncias múltiplas de quarta ordem. Sobre sis-
temas não-autônomos, o problema de estabilidade com um grau de liberdade foi considerado por
Markeev em [27], Sokolskii em [37] (ver Teorema 2.1) e recentemente Cabral e Meyer [8] us-
ando idéias do livro de Markeev [24] estabelecem o resultado geral citado acima. Para dois graus
de liberdade alguns casos dependendo das ressonâncias foram analisados por Markeev em [26]
quando todos seus multiplicadores são distintos e as freqüências apresentam certas relações de
ressonância de terceira e quarta ordem. O caso onde os multiplicadores do sistema linearizado
são iguais e satisfazem certas ressonâncias paramétricas foi estudado por Ivanov e Sokolskii em
[14] e [15]. Em [19], Dzhumabayeva e Kunitsyn estudaram o problema de estabilidade no caso
periódico sob hipótese de existência de ressonâncias múltiplas de quarta ordem. Outra importante
contribuição é devido a Moser [32], provando que na ausência de ressonância temos estabilidade
formal. Apesar dos grandes progressos nesta área nos últimos anos, ainda restam muitas perguntas.
Algumas delas serão respondidas nesta tese.

Em praticamente todos resultados publicados os autores dão informações em alguns sub-casos
nos quais analisam a forma normal do sistema Hamiltoniano até uma ordem finita, mas o tipo de
estabilidade fornecido, em geral, não é no sentido de Liapunov. A técnica usada nesta tese é estudar
a estabilidade do ponto do equilíbrio como segue. Primeiramente, a forma normal de Lie até deter-
minada ordem é obtida e após isso, aplicamos o Teorema de Chetaev ao Hamiltonian truncado na
forma normal para obter um critério para a instabilidade. A fim de obter a informação sobre a esta-
bilidade usamos o Teorema de Liapunov ao sistema truncado, em toda a ordem finita mas arbitrária.
Neste ponto, Khazin em [16] introduziu o conceito da Birkhoff-estabilidade, para dizer que o equi-
líbrio do sistema Hamiltoniano após aplicar uma transformação de Birkhoff é estável em toda a
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ordem finita mas arbitrária. Desde que estamos considerando a transformação de Lie e incluiremos
o caso não diagonalizável no qual não está definida a forma normal de Birkhoff, por analogia nós
chamaremos este tipo de estabilidade de Lie-estabilidade. Em geral, para nosso conhecimento,
após ter revisado a literatura com tópicos relacionados, a afirmação "Lie-estabilidade (resp. a
Birkhoff-estabilidade) implica a estabilidade no sentido de Liapunov "ainda não foi provada.

Nós últimos anos pouquíssimos pesquisadores se dedicam a estudar o problema de estabili-
dade de soluções de equilíbrios em sistemas Hamiltonianos e poucos são os resultados recentes
de grande relevância. Uma grande dificuldade da área é a pouca vastidão de resultados gerais que
podem ser aplicados. Os principais teoremas gerais usados são os clássicos Teorema da Estabili-
dade de Liapunov, Teorema da Instabilidade de Liapunov e o Teorema de Chetaev além, é claro,
da Teoria KAM no caso de baixas dimensões.

É importante enfatizar que o estudo da estabilidade de uma solução periódica de um sistema
Hamiltonian autônomo com n graus de liberdade pode ser reduzido ao estudo de uma solução
do equilíbrio de um sistema Hamiltoniano periódico. Nesse ponto, como nossos resultados no
caso diagonalizável se aplicam ao caso periódico, nosso trabalho pode ser aplicado ao estudo da
estabilidade de soluções periódicas.

No estudo da estabilidade dos sistemas truncados é crucial saber se as freqüências ω1, · · · ,ωn

são linearmente independentes ou dependente sobre Q como é notado por Arnold em [1] e Moser
em [32]. No primeiro caso, dizemos que o sistema não possui ressonâncias e, no segundo caso,
possui ressonâncias. Na ausência de ressonâncias, Lie-estabilidade (Birkhoff-estabilidade) é fácil
de verificar, mas no segundo caso, apenas em casos particulares é possível ter a informação sobre
a Lie-estabilidade. Nesta tese, deixaremos bem explícito o papel das ressonâncias para a forma
normal da função Hamiltoniana, a qual é usada para obter os teoremas de estabilidade.

A importância dos resultados principais desta tese podem ser vistos de diferentes ponto de vista.
Por exemplo, usando idéias do livro clássico de Markeev [24], Cabral e Meyer [8] no Teorema 4.1
deram um resultado geral para sistemas Hamiltonianos autônomos com dois graus de liberdade
válido nos casos ressonantes e não-ressonantes. Nesta tese, nós damos resultados similares mas
para sistemas com n-graus da liberdade no caso autônomo e no caso periódico. Por outro lado,
existe um caso crítico no Teorema 4.1, onde os autores não deram qualquer informação sobre o tipo
de estabilidade. Em nosso trabalho, nós damos a informação no caso crítico também. Para sistemas
Hamiltonianos autônomos com n graus de liberdade sob a presença de uma única ressonância
de ordem três e quatro temos os trabalhos de Khazin [16] e de Alfriend e Richardson [5]. Em
nosso trabalho nós generalizamos estes resultados para toda a ordem de ressonância e incluímos
o caso periódico. Recentemente em 2001, Markeev [28] estudou estabilidade no caso crítico da
ressonância 3 : 1. Em nosso trabalho nós também re-obtemos o resultado de Markeev e, além disso,
melhoramos estes resultados, porque damos informações num caso adicional que Markeev não
considerou. No caso onde a matriz do sistema linearizado é não-diagonalizável, alguns resultados
parciais foram publicados com informações sobre a questão da estabilidade do equilíbrio. Por
exemplo, para sistemas Hamiltonian com dois graus de liberdade, Sokolskii em [36] forneceu um
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teorema sobre a estabilidade formal e a instabilidade no sentido de Liapunov. Em seu critério, a
estabilidade depende somente de um coeficiente real, A, o qual depende dos coeficientes dos termos
de quarta ordem da função Hamiltoniana original. Então, se A > 0 a solução nula é formalmente
estável e se A < 0 a solução nula é instável no sentido de Liapunov. Em [38] Sokolskii melhora
seu resultado e mostra que no caso A > 0 a solução nula é estável no sentido de Liapunov. Mas,
seguindo argumentos de Treshchev [39], a prova dada por Sokolskii em [38] envolve um erro,
porque a integral que define a variável ação não é avaliada corretamente. Além disso, Treshchev
em [39] mostra que se A > 0 de fato, a solução do equilíbrio é estável no sentido de Liapunov.
Também, enfatizamos que nos artigos [36], [38] e [39] os autores não deram nenhuma informação
sobre o tipo de estabilidade da solução de equilíbrio no caso crítico, isto é, A = 0. Para sistemas
Hamiltonianos com três graus de liberdade, temos o trabalho de Mansilla [23] publicado em 2006,
o qual dá informações de acordo com termos de quarta ordem. Outra vez, neste artigo o autor
não dá informações sobre a estabilidade no caso crítico de quarta ordem. Nesta tese, damos uma
generalização dos resultados de Sokolskii [36] no sentido de dar informações sobre a estabilidade
nos casos em que os termos de quarta ordem nada afirmam, isto é, no caso A = 0 . Também
generalizamos os resultados de Sokolskii e de Mansilla para sistemas com n graus de liberdade e
melhoramos o Teorema de Mansilla no sentido de dar informações nos casos críticos.

É importante frisar aqui que, esta tese de doutorado é uma continuação da minha Dissertação
de Mestrado [34] sob a orientação, também, de Cláudio Vidal Diaz. Assim, uma leitura preliminar
da minha Dissertação de Mestrado facilita a leitura desta tese.

Esta tese está dividida em seis capítulos organizados como segue.

No primeiro capítulo damos uma visão geral do problema, mostrando definições e resultados
provados nos últimos anos que serão melhorados e/ou estendidos nesta tese, ele não tem um caráter
essencial para a leitura da tese e o leitor mais especializado pode começar com o capítulo dois, no
qual fornecemos resultados importantes envolvendo propriedades do módulo de ressonâncias e
da forma normal de Lie da função Hamiltoniana. Uma conseqüência importante dos teoremas
deste capítulo é que podemos explicitar algumas integrais primeiras do Hamiltoniano truncado na
forma normal de Lie dependendo de propriedades das ressonâncias, as quais serão importantes
para provar os teoremas sobre estabilidade dos capítulos seguintes.

No terceiro capítulo, assumindo que o módulo de ressonâncias é cíclico usaremos as carac-
terizações das formas normais ou, mais precisamente, as integrais primeiras do sistema truncado
na forma normal de Lie para obter condições necessárias para Lie-estabilidade e instabilidade no
sentido de Liapunov no caso diagonalizável autônomo e periódico. No caso não-diagonalizável
autônomo forneceremos um teorema geral para Lie-estabilidade ou Lie-instabilidade no qual us-
amos um lema sobre sistemas mecânicos para provar a instabilidade. Os resultados deste capítulo,
apesar de serem aplicados apenas quando o módulo de ressonâncias é simples, são bastante gerais
e um fato importante a ser frisado é que dão informações nos casos críticos de vários artigos.

O capítulo quatro é dedicado ao estudo da estabilidade no caso diagonalizável de sistemas
autônomos e periódicos quando o módulo de ressonâncias tem mais de um gerador. Damos difer-
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entes condições necessária para Lie-estabilidade da solução de equilíbrio e assumindo uma certa
particularidade sobre o módulo de ressonâncias damos condições necessárias para instabilidade no
sentido de Liapunov, que apesar da particularidade sobre o módulo, o resultado é bem geral ao
ponto de ser o mais geral desta tese.

Afim de mostrar generalidade nos nossos resultados, no quinto capítulo mostramos que os
nossos resultados estendem e melhoram vários resultados conhecidos na literatura, inclusive um
resultado nosso publicado recentemente (2005) no periódico "Regular and Chaotic Dynamics"que
também é parte desta tese.

No último capítulo, damos uma aplicação dos nossos resultados ao estudo da estabilidade de
um potencial galático. Nessa aplicação temos ressonância de segunda ordem e parte quadrática
diagonalizável. O nosso critério utiliza até termos de oitava ordem. É bom saber que os resulta-
dos conhecidos, por exemplo, o Teorema de Cabral-Meyer não daria informações neste caso e os
nossos resultados fornecem um critério. Para fornecer este critério, calculamos a forma normal de
Lie da função Hamiltoniana usando o Maple 10 e estudamos os zeros da função ângulo do nosso
Teorema Principal.



Capítulo 1

Uma visão geral do problema

O objetivo deste capítulo é passar ao leitor uma visão geral do problema de estabilidade,
notando algumas diferentes definições de estabilidade e alguns resultados conhecidos que serão
melhorados nesta tese. A leitura deste capítulo deixará o leitor ciente da importância dos resulta-
dos principais desta tese, como por exemplo, o caso crítico de vários artigos que, até o momento
não eram bem entendidos.

1.1 Algumas definições de estabilidade

Considere um sistema Hamiltoniano com n graus de liberdade

q̇ =
∂H
∂p

, ṗ =−∂H
∂q

. (1.1)

Sabe-se da teoria básica das equações diferenciais ordinárias que satisfeitas certas condições sobre
o campo acima, cada solução z(t) do sistema Hamiltoniano (1.1) depende continuamente de t e
das condições iniciais (z0, t0). Em particular, prova-se que pequenas mudanças ou pertubações
em z0 produzem pequenas mudanças em z(t) num intervalo ao redor de t0. Mostra-se também
que duas soluções que começam próximas, permanecem próximas durante um intervalo de tempo
suficientemente grande, mas finito. Uma pergunta que se faz é se duas soluções que se iniciam
próximas permanecem próximas para todo tempo, ou será que existem soluções que desviam-se,
não importando o quão próximas elas se iniciaram. Questões como estas pertencem a um ramo da
matemática conhecido como teoria da estabilidade, assunto fundamental desta tese.

Dada uma solução z(t) do sistema Hamiltoniano (1.1) é possível escolher um sistema de co-
ordenadas dependendo de t tal que a solução z(t) seja uma solução de equilíbrio do novo sistema,
mais especificamente, podemos supor que essa solução de equilíbrio é a origem do espaço de
fase. Por esse motivo, assumiremos sem perda de generalidade que a origem do espaço da fase é
um solução de equilíbrio de (1.1). Nesta tese H = H(q,p) no caso autônomo ou H = H(q,p, t) =
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H(q,p, t +2π) no caso 2π-periódico, é uma função analítica real de (q,p) = (q1, · · · ,qn, p1 · · · , pn)
numa vizinhança do ponto de equilíbrio. Supõe-se que a série de Taylor de H numa vizinhança da
origem é

H = H2 +H3 + · · ·+H j + · · · , (1.2)

onde H j representa um polinômio homogêneo do grau j em (q,p), isto é,

H j = ∑
|k|+|l|= j

hkl qkpl, (1.3)

com k = (k1, · · · ,kn) ∈ Zn, l = (l1, · · · , ln) ∈ Zn, |k| = |k1|+ · · ·+ |kn|, |l| = |l1|+ · · ·+ |ln|, hkl =
hk1···knl1···ln , qk = qk1

1 · · ·qkn
n e pl = pl1

1 · · · pln
n . Note que no caso 2π-periódico hkl = hkl(t) = hkl(t +

2π).

Vamos agora definir estabilidade da solução de equilíbrio nula de (1.1). A grosso modo, dize-
mos que esta solução é estável quando toda solução z(t) que se inicia com valores próximos de
zero está definida para todo t ≥ 0 e permanece próxima durante todo o tempo. Vamos a definição
precisa:

Definição 1.1.1 (Estabilidade no sentido de Liapunov) (A) A solução de equilíbrio nula de (1.1)
é dita estável no sentido de Liapunov se para cada número real ε > 0 podemos encontrar δ =
δ(ε) > 0 tal que se z(t) é uma solução de (1.1) satisfazendo ‖z(0)‖ < δ, então ‖z(t)‖ < ε para
todo t ≥ 0;
(B) Se a solução nula não é estável dizemos que ela é instável no sentido de Liapunov.

Devido ao grande valor prático e teórico, a teoria da estabilidade é uma área muito importantes
de pesquisa em equações diferenciais. Freqüentemente, em problemas das engenharias, da física,
ou da própria matemática, precisa-se saber sobre a estabilidade de uma certa solução. Na Mecânica
Celeste, por exemplo, é de grande interesse prático saber sobre a estabilidade de soluções particu-
lares do problema dos n-corpos, por exemplo, dos pontos de equilíbrio relativos.

Existem outros tipos de estabilidade que algumas vezes é mais fácil de checar e suficiente em
aplicações no caso tratado aqui, por exemplo, a estabilidade formal definida a seguir.

Definição 1.1.2 (Estabilidade formal) Dizemos que a solução de equilíbrio nula do sistema
Hamiltoniano (1.1) é formalmente estável (ou "quase estável"na notação de Moser [31]) se existe
uma série de potências G, talvez divergente, que formalmente é uma integral primeira definida
positiva autônomo ou 2π-periódico em t, dependendo do caso.

Observação 1.1.1 Em outras palavras, o equilíbrio é formalmente estável se todos os coeficientes
da série de potências

n

∑
i=1

(
∂G
∂qi

∂H
∂pi

− ∂G
∂pi

∂H
∂qi

)
+

∂G
∂t

(1.4)

são identicamente nulos e um número finito de formas de grau mínimo na série G representa uma
função definida positiva.
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A noção de estabilidade formal é muito importante para analisar a estabilidade num intervalo
de tempo muito grande, porém finito. A presença da estabilidade formal significa que a instabil-
idade no sentido de Liapunov não é detectada pelo cálculo de termos de ordem por mais elevada
que seja no desenvolvimento do Hamiltoniano em série de potências. Em outras palavras: se o
sistema é instável no sentido de Liapunov mas formalmente estável, então a instabilidade não é
causada por termos de ordem finita. Sob a existência de estabilidade formal, se existem trajetórias
que se afastam do movimento não perturbado, então o movimento ao longo dela se faz de modo
extremamente lento. Vamos, neste momento, invocar Moser [31] e lembrar seu comentário "É um
importante problema matemático encontrar a relação entre estabilidade formal e estabilidade no
sentido de Liapunov". A priori não se conhece um exemplo de um equilíbrio formalmente estável
mas instável no sentido de Liapunov. Segundo Moser [31] a conjectura é que esta é a situação.
No caso particular onde o sistema é autônomo e a parte quadrática é definida positiva, trivialmente
os dois tipos de estabilidade discutidos coincidem, assim como no caso onde a forma normal da
função Hamiltoniana converge.

Outra definição de estabilidade, a qual aparece no paper de Khazin [16] será lembrada aqui.

Definição 1.1.3 (Birkhoff-estabilidade) No caso em que a matriz do sistema linearizado associ-
ado a (1.1) é diagonalizável, dizemos que a solução nula de (1.1) é Birkhoff-estável se existe m > 2
tal que a solução nula do sistema Hamiltoniano na forma normal de Birkhoff em toda ordem j≥m
é estável no sentido de Liapunov.

Como nesta tese também estudaremos o caso não-diagonalizável, para a qual a forma normal
de Birkhoff não está bem definida e a forma normal de Lie está, definiremos e usaremos outro tipo
de estabilidade que no caso diagonalizável coincide com a definição acima.

Definição 1.1.4 (Lie-estabilidade e Lie-instabilidade) (A) Dizemos que a solução nula de (1.1)
é Lie-estável se existe m > 2 tal que a solução nula do sistema Hamiltoniano na forma normal de
Lie em toda ordem j ≥ m é estável no sentido de Liapunov.
(B) Analogamente, dizemos que a solução nula de (1.1) é Lie-instável se existe m > 2 tal que a
solução nula do sistema Hamiltoniano na forma normal de Lie em toda ordem j ≥m é instável no
sentido de Liapunov.

Mais um problema matemático interessante: qual a relação ente Lie-estabilidade e estabilidade
no sentido de Liapunov? e entre Lie-instabilidade e instabilidade no sentido de Liapunov? por
enquanto não conhecemos respostas para estas questões. Não conhecemos nenhuma solução de
equilíbrio estável no sentido de Liapunov que não seja Lie-estável, ou vice versa.

Outro tipo de estabilidade é a estabilidade para a maioria das condições iniciais que definiremos
a seguir segundo Arnold [4].

Fixe V uma vizinhança da origem e seja EV o conjunto dos pontos z0 ∈V tais que dado ε > 0
podemos encontrar δ = δ(ε) > 0 tal que se z(t) é uma solução de (1.1) satisfazendo ‖z(0) = z0‖< δ

então ‖z(t)‖< ε para todo t ≥ 0
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Definição 1.1.5 (Estabilidade para a maioria das condições iniciais) Dizemos que a solução de
equilíbrio nula de (1.1) é estável para a maioria das condições iniciais se a medida de Lebesgue
de EV coincide com a de V para alguma vizinhança da origem V .

Sabe-se que o conceito de estabilidade para a maioria das condições inicias é, em geral, mais
fraco que o conceito de estabilidade no sentido de Liapunov como foi provado por Arnold [4] por
meio de um exemplo e será feito em breve, nesta tese.

1.2 Alguns resultados conhecidos

O objetivo desta seção é mostrar uma recompilação dos principais resultados obtidos nos últi-
mos anos sobre estabilidade de equilíbrios de sistemas Hamiltonianos. Na prática, é bastante difícil
dizer se a solução de equilíbrio nula de (1.1) é estável no sentido de Liapunov, já que existem pou-
cas ferramentas matemáticas que podem auxiliar-nos. Um método conhecido que as vezes pode
responder a questão é a análise das equações linearizadas. Veremos como isso funciona. Primeira-
mente assuma que o campo do lado direito em (1.1) é de classe C1 na vizinhança da origem, sejam
A a matriz do sistema linearizado e ±λ1, . . . ,±λn os autovalores de A. Se existe j ∈ {1, . . . ,n}
com parte real não-nula então o equilíbrio é instável no sentido de Liapunov. Em caso contrário,
ou seja, quando todos os autovalores têm parte real nula, o problema de estabilidade no sentido de
Liapunov é altamente não-trivial. Nesta tese, estudaremos o sub-caso no qual todos os autovalores
são imaginários puros, os quais sempre denotaremos por ±ω1i, . . . ,±ωni todos não-nulos.

Mostraremos nesta seção que basicamente todos os resultados usam as mesmas técnicas, a
saber, para sistemas Hamiltonianos periódicos com um grau de liberdade usar o Teorema da Curva
Invariante para estabelecer estabilidade ou o Teorema de Chetaev para instabilidade. Um sistema
com dois graus de liberdade autônomos se reduz a um sistema com um grau de liberdade e per-
iódico no tempo e usam-se os resultados conhecidos. Para sistemas com n graus de liberdade os
resultados sobre estabilidade são formais no sentido de dependerem da convergência da forma nor-
mal do Hamiltoniano e para instabilidade se usam o Teorema da Instabilidade de Liapunov ou o
Teorema de Chetaev.

1.2.1 O caso autônomo versus o caso periódico em sistemas com um grau de
liberdade

Nesta subseção mostraremos que existem importantes e significativas diferenças entre os ca-
sos autônomos e periódicos que podem ser facilmente notados já para sistema com um grau de
liberdade. Para iniciar, no caso autônomo se a parte quadrática é definida positiva (ou definida
negativa) então pelo Teorema de Dirichlet-Lagrange segue que o equilíbrio é estável no sentido
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de Liapunov. Este resultado, em geral, não é verdadeiro para o caso periódico como veremos nos
próximos exemplos.

Primeiramente considere o seguinte exemplo

ẍ+ x = 0, x ∈ R.

É claro que a função Hamiltoniana associada é

H =
1
2
(x2 + y2), com y = ẋ,

que é definida positiva e ela é uma integral primeira, então pelo Teorema Dirichlet-Lagrange a
origem é estável no sentido de Liapunov. No entanto, considere a equação de Hill,

ẍ+ p(t) x = 0, x, t ∈ R,

onde p(t +T ) = p(t), cuja função Hamiltoniana associada é

H =
1
2

[y2 + p(t)x2], com y = ẋ,

e as equações do movimento são
ẋ = y, ẏ =−p(t)x. (1.5)

Neste caso não é obvio o tipo de estabilidade da origem. O tipo de estabilidade dependerá da
função periódica p(t). Vamos discutir este exemplo com alguns detalhes aqui. Seja X(t) a matriz
fundamental de (1.5) dada por

X(t) =

(
ϕ(t) ψ(t)
ϕ̇(t) ψ̇(t)

)
.

Como det(X(T )) = 1, pois o fluxo é simplético e para cada t ∈ R a equação característica é

λ
2−aλ+1 = 0, onde a = ϕ(T )+ ψ̇(T ). (1.6)

As raízes de (1.6) são

λ =
1
2
[a±

√
a2−4], (1.7)

então, se a > 2 existe um multiplicador característico de X(T ) com módulo maior que um, e
portanto a origem será instável. Por outro lado, se −2 < a < 2 então o equilíbrio será estável, pois
os multiplicadores característico de X(T ) têm módulos um e são distintos.

Construiremos duas soluções independentes de nossa equação de Hill com condições iniciais
ϕ(0) = 1, ϕ̇(0) = 0, ψ(0) = 0 e ψ̇(0) = 1. Elas são dadas pelas séries convergentes

ϕ(t) =
∞

∑
k=0

(−1)k
ϕk(t)

ψ(t) = t +
∞

∑
k=1

(−1)k
ψk(t)

(1.8)
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com ϕ0(t) = 1, ψ0(t) = t, e para k ≥ 1

ϕk(t) =
∫ t

0
(t− t1)p(t1)ϕk−1(t1)dt1

=
∫ t

0

∫ t1

0
· · ·

∫ tk−1

0
(t− t1)(t1− t2) · · ·(tk−1− tk)

p(t1)p(t2) · · · p(tk)dtk · · ·dt2dt1,

(1.9)

e
ψk(t) =

∫ t

0
(t− t1)p(t1)ψk−1(t1)dt1

=
∫ t

0

∫ t1

0
· · ·

∫ tk−1

0
(t− t1)(t1− t2) · · ·(tk−1− tk)tk

p(t1)p(t2) · · · p(tk)dtk · · ·dt2dt1.

(1.10)

Derivando a última expressão, e substituindo na respectiva série temos

a = ϕ(T )+ ψ̇(T )

= 2−T
∫ T

0
p(t)dt+

∞

∑
k=2

(−1)k
∫ T

0

∫ t1

0
· · ·

∫ tk−1

0
(T − t1 + tk)(t1− t2) · · ·(tk−1− tk)

p(t1)p(t2) · · · p(tk)dtk · · ·dt2dt1.

(1.11)

Se assumimos que p(t)≤ 0 e não identicamente nula, então∫ T

0
p(t)dt < 0,

e a integral múltipla e no k-ésimo termo da série (1.11) tem sinal igual a (−1)k; então cada termo
do lado direito da expressão (1.11) é positivo, então a > 2. Concluímos:

Teorema 1.2.1 Se a função T -periódica p(t) é não positiva e não identicamente nula, a origem
da equação de Hill (1.5) é instável.

Em particular, na equação de Hill

ẍ− cos2(t)x = 0,

p(t) =−cos2(t) (π-periódica) a origem é instável.

Por outro lado, se p(t)≥ 0 ponha

Mk =
∫ T

0

∫ t1

0
· · ·

∫ tk−1

0
(T − t1 + tk)(t1− t2) · · ·(tk−1− tk)p(t1)

p(t2) · · · p(tk)dtk · · ·dt2dt1,
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para k ≥ 2 e

M1 = T
∫ T

0
p(t)dt.

Então a expressão para a em (1.11) torna-se

a = 2−
∞

∑
k=1

(−1)k−1Mk. (1.12)

Pelas afirmações Mk > 0 (k = 1,2,3, · · · ) e como conhecendo a convergência da série temos que
Mk → 0 quando k → ∞. Por outro lado,

Mk+1 =
∫ T

0

∫ t1

0
· · ·

∫ tk−1

0

∫ tk

0
(T − t1 + tk+1)(t1− t2) · · ·(tk−1− tk)(tk− tk+1)

p(t1)p(t2) · · · p(tk)p(tk+1)dtk+1dtk · · ·dt2dt1,

e pela desigualdade

(T − t1 + tk+1)(tk− tk+1)≤
1
4
(T − t1 + tk)2 <

1
4
(T − t1 + tk)2, 0≤ tk ≤ t1

que é uma conseqüência entre a média geométrica e aritmética. Então

Mk+1 ≤ T
4

∫ T

0

∫ t1

0
· · ·

∫ tk−1

0
(T − t1 + tk)(t1− t2) · · ·(tk−1− tk)p(t1)

p(t2) · · · p(tk)
∫ tk

0
p(tk+1)dtk+1dtk · · ·dt2dt1.

(1.13)

Agora, assumindo que

0 < T
∫ T

0
p(t)dt ≤ 4, (1.14)

segue de (1.13) que
Mk+1 ≤Mk, k ≤ 1.

Portanto, a série em (1.12) é do tipo de Leibnitz e, como conseqüência,

−2≤−T
∫ T

0
p(t)dt +2 < a < 2.

Assim, temos provado:

Teorema 1.2.2 Se a função T -periódica p(t) é não-negativa e satisfaz (1.14) então a origem da
equação de Hill (1.5) é estável no sentido de Liapunov

Com o importante exemplo da equação de Hill percebemos que o problema de estabilidade de
equilíbrios de sistema Hamiltonianos periódicos com um grau de liberdade no caso não-autônomo
é não trivial, ao contrário do caso autônomo para o qual temos:

Teorema 1.2.3 Seja λ 6= 0 autovalor do sistema linearizado de um sistema Hamiltoniano autônomo
com um grau de liberdade. Então a posição de equilíbrio é estável no sentido de Liapunov se, e
somente se, λ é imaginário puro
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Demonstração. É imediata.

No entanto, no caso periódico o problema de estabilidade é não trivial e o resultado mais geral
é seguinte teorema provado por Sokolskii [37] Cabral e Meyer [8]:

Teorema 1.2.4 (Teorema de Sokolskii (1977), Cabral e Meyer (1999)) Seja

K(r,φ, t) = Ψ(φ)rm +O(rm+ 1
2 ),

onde m = l/2 e l ≥ 3 um número inteiro, a função Hamiltoniana H na forma normal até ordem
2m em variáveis ação-ângulo. Se Ψ(φ) 6= 0 para todo φ então a origem é estável no sentido
de Liapunov. No caso em que Ψ(φ) tem um zero simples o equilíbrio é instável no sentido de
Liapunov.

O principal resultado usado na prova da estabilidade do Teorema 1.2.4 é o Teorema da Curva
Invariante [2] e para instabilidade usa-se o Teorema de Chetaev [11].

No caso onde todos os zeros de Ψ não são simples pode ocorrer estabilidade ou instabilidade.
Por exemplo, a origem do sistema Hamiltoniano associado a

H = r2 [1+ cos4φ]+ r3

é estável pois H é uma integral primeira positiva definida, enquanto no caso

H = r2 [1+ cos4φ]+ r4 sen8φ,

a origem é instável. Pois existe a solução particular φ = π/4 e r(t) = r(0)
[1−24r3(0)t]1/3 que é ilimitada

quando t → 1
24r3(0) . Note que em ambos os exemplos a função

Ψ(φ) = 1+ cos4φ

possuem todos os zeros não simples.

Em geral não se conhece um critério para decidir a estabilidade no caso crítico, isto é, quando
os zeros se Ψ não são simples. É conhecido apenas para ressonâncias de quarta ordem o qual foi
fornecido por Markeev [29] em 1997. Nesta tese daremos um Teorema que generaliza e estende o
Teorema 1.2.4 no sentido de ser válido para sistemas com n graus de liberdade e dar informações
nos casos críticos.

1.2.2 Sistemas com dois graus de liberdade

Para sistema Hamiltonianos com dois graus de liberdade temos alguns resultados importantes
mas, assim como no caso periódico com um grau de liberdade o problema não é fechado, pois
existem casos críticos que não são bem compreendidos.
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Começaremos exibindo os principais e mais gerais resultados no caso autônomo. Assuma que
as freqüências ω1, ω2 têm sinais opostos e satisfazem a relação de ressonância

m1ω1 +m2ω2 = 0 (1.15)

onde m1 e m2 são positivos e relativamente primos ou m1 = m2 = 1. Se m1 = m2 = 1 assuma que
a matriz do sistema linearizado é diagonalizável.

Escreva a função Hamiltoniana em variáveis ação-ângulo (r,ϕ) := (r1,r2,ϕ1,ϕ2) definidas por

q j =
√

2r j cosϕ j, p j =
√

2r jsenϕ j, ( j = 1,2)

e assuma que a função Hamiltoniana H está na forma normal até termos de ordem m onde m =
2l−1 ou m = 2l, i.e.,

H(r,ϕ1,ϕ2) = H2(r)+ · · ·+H2l−2(r)+Hm(r,m1ϕ1 +m2ϕ2)+H∗ (1.16)

onde

• H2 = ω1r1−ω2r2

• H2 j é um polinômio homogêneo de grau j em r1, r2,

• Hm(r,m1ϕ1 + m2ϕ2) é um polinômio homogêneo de grau m em
√

r1,
√

r2 com coeficientes
que são séries de Fourier no ângulo m1ϕ1 +m2φ2,

• H∗ denota termos de ordem maior que m nas variáveis
√

r1,
√

r2.

• H é uma função analítica das variáveis
√

r1,
√

r2, ϕ1, ϕ2 e 2π periódica em ϕ1 e ϕ2.

O seguinte teorema foi provado por Arnold [2] e Moser [31].

Teorema 1.2.5 (Teorema de Arnold (1963), Moser (1962)) Seja D2 j = H2 j(ω2,ω1). Se para
algum j = 2, . . . , l−1 temos D2 j 6= 0 então a solução de equilíbrio qi = pi = 0 é estável no sentido
de Liapunov.

Quando o Teorema de Arnold-Moser não pode ser aplicado, isto é, quando

D2 j = 0, for j = 2, . . . , l−1,

o termo Hm poderá decidir a estabilidade do equilíbrio. Neste caso, seja

Ψ(φ) = Hm(ω2,ω1,m1φ).

Cabral e Meyer [8] forneceram o seguinte teorema:

Teorema 1.2.6 (Teorema de Cabral e Meyer (1999)) Se Ψ(φ) 6= 0 para todo φ então a solução
de equilíbrio qi = pi = 0 é estável no sentido de Liapunov. Quando Ψ tem um zero simples a
solução de equilíbrio é instável no sentido de Liapunov.



1. Uma visão geral do problema 23

Para a afirmação de estabilidade não precisamos da condição de ressonância e assim Hm poderia
ser independente do ângulo. Então o Teorema de Cabral-Meyer inclui o Teorema de Arnold-Moser.

A prova destes teoremas consiste essencialmente em fixar um nível de energia e então reduzir
a um sistema Hamiltoniano com um grau de liberdade dependendo periodicamente de um novo
"tempo". Para provar a instabilidade é suficiente considerar o nível nulo de energia e então apli-
cando o Teorema 1.2.4 se conclui a instabilidade. Como a estabilidade é sobre uma vizinhança
limitada da origem, não podemos considerar apenas o nível nulo. É necessário considerar um
intervalo da forma [−ε,ε] com ε > 0 e então usar Teoria KAM.

No caso onde todos os zeros de Ψ são não simples podemos ter estabilidade ou instabilidade.
De fato, considere a função Hamiltoniana

H = 3r1− r2 + r2
2 +

√
3 r1/2

1 r3/2
2 senφ+ ar3

1. (1.17)

Note que temos relações de ressonâncias de quarta ordem (ω1,ω2)=(3,1) e Ψ(φ) = 9(1 + senφ).
Então:

• Se a = 1 então a solução de equilíbrio é estável no sentido de Liapunov pois a função
V = (r1 − 3r2)2 + H2 é uma integral primeira definida positiva para o sistema Hamiltoni-
ano associado.

• Se a = −1 a solução de equilíbrio é instável. Considere o movimento nas curvas de nível
V1 = r2− 3r2 = 1, V2 = H = 0 que são integrais primeiras. Nestes níveis r1 = r2 = 0 ou
r2 = 3r1 = 27[1+ sen(φ)]. O primeiro caso não tem interesse para nós pois corresponde ao
próprio equilíbrio. No segundo caso, temos uma solução particular que é dupla assintótica
para o ponto r1 = 0. As trajetórias correspondendo a esta solução é o cardioide r1 = 9[1 +
sen(φ)]. Se t →±∞ então r1 → 0 enquanto φ→−π/2. Neste caso a seguinte desigualdade
vale

dφ

dt
=−81[1+ sen(φ)]2,

dr1

dt
=−9r2

1 cos(φ).

Se pomos φ(0) = −π/2− µ onde 0 < µ << 1 então r1(0) = 18sen 2(µ/2)− µ2. O ângulo
φ decresce monotonicamente com o tempo e permanece no terceiro quadrante, o valor de
r1 cresce monotonicamente do valor tão pequeno quanto desejado de r1(0) a r1 = 9 o qual
também indica que a solução de equilíbrio é instável.

O caso crítico requer tratamento especial. É claro que a resposta a estabilidade está nos termos de
ordem maior que m. Recentemente em 2001, Markeev [28] estudou o caso crítico na ressonância
3:1, vejamos o resultado fornecido por ele. A forma normal de Lie da função Hamiltoniana até
sexta ordem, H6, em variáveis ação-ângulo pode ser escrito como

H6(r,φ) = ω1r1−ω2r2 + c20r2
1 + c11r1r2 + c02r2

2

+r1/2
1 r3/2

2 [a13senφ+b13 cosφ]+ c30r3
1 + c21r2

1r2 + c12r1r2
2 + c03r2

2

+r3/2
1 r3/2

2 [a33senφ+b33 cosφ]+ r1/2
1 r5/2

2 [a15senφ+b15 cosφ],

(1.18)
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onde c20, c11, c02, a13, b13, c30, c21, c12, c03, a33, b33, a15 e b15 são constantes reais e φ = ϕ1 +3ϕ

(ver Markeev [28] para maiores detalhes). Seja

A4 = c20 +3c11 +9c02,

B4 =
√

27(a2
13 +b2

13),

A6 = c30 +3c21 +9c12 +27c03,

B6 =
√

27√
a2

13+b2
13

[a13(a33 +3a15)+b13(b33 +3b15],

C6 =
√

27√
a2

13+b2
13

[a13(b33 +3b15)−b13(a33 +3a15].

(1.19)

Temos o seguinte resultado:

Teorema 1.2.7 (Teorema de Markeev (2001)) Assuma que A4 = B4 (caso critico de quarta or-
dem ) e A4A6−B4B6 6= 0. Se

A4A6−B4B6 > 0 (condição de Markeev) (1.20)

a solução nula é estável no sentido de Liapunov e para a desigualdade oposta em (1.20) a solução
nula é instável.

Assim, o Teorema de Markeev dá informações no caso crítico de quarta ordem mas resta uma
resposta a estabilidade quando A4A6 −B4B6 = 0. No último capítulo, usando nossos Teoremas
Principais fornecidos nesta tese daremos um melhoramento deste Teorema.

Assumindo, agora, que a matriz do sistema linearizado é não-diagonalizável, a forma normal
de Lie de H até quarta ordem tem a forma

H4 = 1
2(q2

1 +q2
2)+ω(q1 p2−q2 p1)+A(p2

1 + p2
2)

2+
B(p2

1 + p2
2)(q1 p2−q2 p1)+C(q1 p2−q2 p1)2,

(1.21)

onde A = h20, B = h11 e C = h02. Sokolskii em [36] mostrou:

Teorema 1.2.8 (Teorema de Sokolskii (1974)) Se A > 0, a posição de equilíbrio é formalmente
estável. Se A < 0 a posição de equilíbrio é instável no sentido de Liapunov.

No artigo [38] Sokolskii mostrou que no caso A > 0 a solução nula é estável no sentido de Lia-
punov. Mas, seguindo argumentos dados por Treshchev [39], a prova de Sokolskii em [38] envolve
um erro, porque a integral definindo a variável ação não foi avaliada corretamente. Treshchev
mostrou em [39] que se A > 0 a solução de equilíbrio é estável no sentido de Liapunov.

Nos artigos [36], [38] e [39] os autores não deram qualquer informação sobre a estabilidade do
equilíbrio no caso A = 0. Nesta tese abordaremos este caso.

Passemos agora ao caso periódico com dois graus de liberdade. Os resultados que apresentare-
mos foram provados por Markeev [26] e aplicam-se somente ao caso onde as freqüências possuem
relações de ressonâncias de terceira e quarta ordem.
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Para ressonâncias de terceira ordem as possibilidades são (com m ∈ Z):

(1) 3ω1 = m;
(2) 3ω2 = m;
(3) ω1 +2ω2 = m;
(4) 2ω1 +ω2 = m.

Nesta situação, a forma normal de H até terceira ordem, após introduzir variáveis ação-ângulo
e usando uma simplificação conveniente o Hamiltoniano assume a forma:

K(r1,r2,φ1,φ2, t) = H ′
3 +O((r1 + r2)2), (1.22)

onde de acordo com os diferentes casos temos, respectivamente:

(1) H ′
3 = 4

√
2(x2

3000 + y2
3000) r3/2

1 sen(3ϕ1);

(2) H ′
3 = 4

√
2(x2

0300 + y2
0300) r3/2

2 sen(3ϕ2);

(3) H ′
3 = 4

√
2(x2

1200 + y2
1200) r1/2

1 r2 sen(ϕ1 +2ϕ2);

(4) H ′
3 = 4

√
2(x2

2100 + y2
2100) r1r1/2

2 sen(2ϕ1 +ϕ2),

onde xkl e ykl são constantes que dependem dos coeficientes do Hamiltoniano original H. Temos:

Teorema 1.2.9 (Teorema de Markeev (1968)) Se x2
k1k2l1l2 +y2

k1k2l1l2 6= 0 então a solução de equi-
líbrio é instável no sentido de Liapunov.

No caso de existência de ressonância de quarta ordem e não existência de ressonâncias de
terceira ordem as possibilidades são (com m ∈ Z):

(1) 4ω1 = m;
(2) 4ω2 = m;
(3) 2(ω1 +ω2) = m;
(4) ω1 +3ω2 = m;
(5) 3ω1 +ω2 = m.

A função Hamiltoniana H em variáveis ação-ângulo, usando uma conveniente simplificação, é
dada por

K(r1,r2,φ1,φ2, t) = c20r2
1 + c11r1r2 + c02r2

2 +H ′
4 + · · · , (1.23)

onde de acordo com os diferentes casos temos respectivamente:

(1) H ′
4 =

√
x2

4000 + y2
4000 r2

1 sen(4φ1);

(2) H ′
4 =

√
x2

0400 + y2
0400 r2

2 sen(4φ2);
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(3) H ′
4 =

√
x2

2200 + y2
2200 r1r2 sen2(φ1 +φ2);

(4) H ′
4 =

√
x2

1300 + y2
1300 r1r3/2

2 sen(φ1 +3φ2);

(5) H ′
4 =

√
x2

3100 + y2
3100 r3/2

1 r2 sen(3φ1 +φ2)

onde xkl e ykl são constantes que dependem dos coeficientes do Hamiltoniano original H.

Definindo
A1 =

√
x2

4000 + y2
4000, B1 = c20,

A2 =
√

x2
0400 + y2

0040, B2 = c02,

A3 =
√

x2
2200 + y2

2200, B3 = c20 + c11 + c02,

A4 = 3
√

3(x2
1300 + y2

1300), B4 = c20 +3c11 + c02,

A5 = 3
√

3(x2
3100 + y2

3100), B5 = 9c20 +3c11 + c02,

(1.24)

temos o seguinte resultado:

Teorema 1.2.10 (Teorema de Markeev (1968)) Se A j > |B j| então a posição de equilíbrio é in-
stável no sentido de Liapunov. No caso A j < |B j| o equilíbrio é formalmente estável.

Os Teoremas de Markeev 1.2.9 e 1.2.10 não dão informações sobre a estabilidade nos casos
x2

k1k2l1l2 + y2
k1k2l1l2 = 0 e A j = |B j|. De fato, podemos ter estabilidade ou instabilidade dependendo

dos termos de maior ordem. Nesta tese, daremos melhoramentos dos Teorema de Markeev no
sentido de dar informações nos casos críticos e também estenderemos a n graus de liberdade.

1.2.3 Sistemas com n > 2 graus de liberdade

No caso n > 2 pouco se conhece sobre a estabilidade do equilíbrio até o presente momento.
Do pouco que se conhece os resultados são formais no sentido de dependerem da convergência da
forma normal da função Hamiltoniana. Mostraremos alguns resultados conhecidos neste caso.

Khazin em [16] estudou o problema de estabilidade no caso autônomo para sistemas com n
graus de liberdade assumindo a hipóteses de não existência de ressonâncias de ordem dois e:

• existe uma única ressonância de terceira ordem.

• existe uma única ressonância de quarta ordem e não existem de ordem três.
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No primeiro caso a função Hamiltoniana H pode ser reduzida a forma:

Γ(r,φ) =
n

∑
j=1

ω j r j +2A
√

rk cosφ+ ∑
|s|=4

As rs +Γ6(r,φ)+R(r,φ), (1.25)

onde
k1ω1 + · · ·+ knωn = 0, k j ≥ 0

rk = rk1
1 . . .rkn

n , φ = k1ϕ1 + · · ·+ knϕn com k = (k1, . . . ,kn) ∈ Zn e |k|= 3 fixado. A função R em r
tem grau maior que três.

Teorema 1.2.11 (Teorema de Khazin (1971)) Se A 6= 0 então a solução de equilíbrio é instável
no sentido de Liapunov.

No segundo caso a forma normal de H assume a forma:

Γ(r,φ) =
n

∑
j=i

ω jr j +2A
√

rk cos(φ)+ ∑
|s|=2

Asrs +Γ6(r,φ)+Γ8(r,φ)+R(r,φ), (1.26)

onde, agora, k1ω1+· · ·+knωn = 0, k j ≥ 0, rk = rk1
1 · · ·rkn

n , φ = k1φ1+· · ·+knφn com k =(k1, . . . ,kn)∈
Zn e |k|= 4 fixado. A função R tem grau maior que 4 nas variáveis r1, . . . ,rn.

Aqui

∑
|s|=4

Asrs := ∑
i+ j=2

Ai jrir j.

Teorema 1.2.12 (Teorema de Khazin (1971)) Se

|A|> S :=
1

2
√

kk ∑
i+ j=2

Ai jkik j, A 6= 0.

então a solução de equilíbrio é instável no sentido de Liapunov. Se |A|< S o equilíbrio é Birkhoff-
estável.

Novamente não é dada qualquer informação sobre a estabilidade nos casos A = 0 e |A| = S
nos Teoremas 1.2.11 e 1.2.12, respectivamente. Estes teoremas, também serão melhorados nesta
tese no sentido de acrescentar as informações nos casos críticos, estender a sistemas periódicos
também e incluir ressonâncias de qualquer ordem.

Apresentaremos, agora, o resultado obtido por Mansilla em [23] para sistemas Hamiltonianos
com três graus de liberdade com parte linearizada não-diagonalizável. A forma normal de Lie de
quarta ordem da função Hamiltoniana (1.1) com três graus de liberdade é

H4 = ω1
2 (q2

1 + p2
1)+ 1

2(q2
2 +q2

3)+ω(q2 p3−q3 p2)+

∑
j1+ j2+ j3=2

h j1 j2 j2(q
2
1 + p2

1)
j1(p2

2 + p2
3)

j2(q2 p3−q3 p2) j3. (1.27)

Então:
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Teorema 1.2.13 (Teorema de Mansilla (2006)) Assuma que n = 3 e h020 6= 0. Se h020 > 0, a
origem é uma solução de equilíbrio formalmente estável do sistema Hamiltoniano (1.1). No caso
h020 < 0 o equilíbrio é Lie-instável.

O Teorema de Mansilla [23] será estendido a sistemas com n graus de liberdade e melhorado
no sentido de dar informações no caso h020 = 0, o qual será feito no Teorema 3.2.2.

Uma versão dos Teoremas de Khazin para sistemas Hamiltonianos periódicos que podem ser
considerados uma generalização dos Teoremas de Markeev 1.2.9 e 1.2.10 foi publicado recen-
temente em 2005 pelo autor e pelo orientador C. Vidal [40] no periódico "Regular and Chaotic
Dynamics"e pode ser visto como parte desta tese. Como conseguimos resultados mais gerais que
incluem o os resultados de tal artigo, o mesmo será visto no último capítulo como um caso par-
ticular dos nossos principais teoremas. Vamos enunciá-los aqui. Assumiremos, assim como nos
Teoremas de Khazin, que o sistema não possui ressonâncias de segunda ordem e:

• existe uma única ressonância de terceira ordem.

• existe uma única ressonância de quarta ordem e não existem de ordem três.

Vamos considerar os seguintes casos ressonantes (m é um número inteiro):

• (A) 3ω j = m para um único j ∈ {1, . . . ,n};

• (B) ω j1 +2ω j2 = m para um único par j1, j2 ∈ {1, . . . ,n} com j1 6= j2;

• (C) ω j1 +ω j2 +ω j3 = m para uma única tripla j1, j2, j3 ∈ {1, . . . ,n} todos distintos;

• (D) 4ω j = m para um único j ∈ {1, . . . ,n};

• (E) 2(ω j1 +ω j2) = m para um único par j1, j2 ∈ {1, . . . ,n} com j1 6= j2;

• (F) ω j1 +3ω j2 = m para um único par j1, j2 ∈ {1, . . . ,n} com j1 6= j2;

• (G) ω j1 +ω j2 +2ω j3 = m para uma única tripla j1, j2, j3 ∈ {1, . . . ,n} todos distintos;

• (H) ω j1 + ω j2 + ω j3 + ω j4 = m para uma única quádrupla j1, j2, j3, j4 ∈ {1, . . . ,n} todos
distintos.

Os casos (A), (B) e (C): Aplicando uma conveniente mudança canônica de coordenadas depen-
dendo do tempo após normalizar o Hamiltoniano até termos de terceira ordem podemos assumir
que o novo Hamiltoniano tem a forma

K = Akl K̃ +O(|ζ|4). (1.28)

onde sem perda de generalidade podemos assumir que j = 1 no caso (A), j1 = 1, j2 = 2 no caso
(B) e j1 = j2 = j3 = 1 no caso (C) e então obtemos respectivamente,
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• (A-1) K̃ = r3/2
1 sen(3ϕ1),

• (B-1) K̃ = r1/2
1 r2sen(ϕ1 +2ϕ2),

• (C-1) K̃ = r1/2
1 r1/2

2 r1/2
3 sen(ϕ1 +ϕ2 +ϕ3),

e
Akl = 4

√
2(α2

kl +β2
kl). (1.29)

O seguinte resultado encontra-se provado em [40]:

Teorema 1.2.14 [Vidal, C. e Santos, F. (2005)]. Se α2
kl +β2

kl 6= 0 então a solução de equilíbrio é
instável no sentido de Liapunov.

Observação. No caso (A), k = (3,0,0,0, · · · ,0) e l ≡ 0; no caso (B), k = (1,2,0,0, · · · ,0) e l ≡ 0
e no caso (C), k = (1,1,1,0, · · · ,0) e l ≡ 0.

Os casos (D)-(H): Aqui o Hamiltoniano transformado tem a forma

K =−2 ∑
k1+...+kn=2

gk1...knk1...kn rk1
1 · · ·r

kn
n +Akl K̃ +O(|ζ|5), (1.30)

onde Akl = 8
√

α2
kl +β2

kl e a função K̃ para os casos (D)-(H) e assumindo sem perder generalidade
que j1 = 1 no caso (D); j1 = 2, j2 = 2 no caso (E); j1 = 1, j2 = 3 no caso (F); j1 = j2 = 1, j3 = 2
no caso (G); j1 = j2 = j3 = j4 = 1 no coso (H), obtemos respectivamente,

• D-1) K̃ = r2
1sen(4ϕ1);

• E-1) K̃ = r1r2sen2(ϕ1 +ϕ2);

• F-1) K̃ = r1/2
1 r3/2

2 sen(ϕ1 +3ϕ2);

• G-1) K̃ = r1/2
1 r1/2

2 r3sen(ϕ1 +ϕ2 +2ϕ3);

• H-1) K̃ = r1/2
1 r1/2

2 r1/2
3 r1/2

4 sen(ϕ1 +ϕ2 +ϕ3 +ϕ4).

Pondo
ρk = ρk1...kn =−2gk1...knk1...kn. (1.31)

e

• A4 = 8
√

α2
kl +β2

kl , B4 = ρ200...0, no caso (D);

• A5 = 8
√

α2
kl +β2

kl , B5 = ρ200...0 +ρ110...0 +ρ020...0, no caso (E);

• A6 = 8
√

3(α2
kl +β2

kl), B6 = ρ200...0 +3ρ110...0 +9ρ020...0, no caso (F);
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• A7 = 8
√

α2
kl +β2

kl , B7 = ρ200...0 +3ρ110...0 +9ρ020...0, no caso (G);

• A8 = 8
√

α2
kl +β2

kl , B8 = ρ20000...0+ρ02000...0+ρ00020...0+ρ11000...0+ρ10100...0+ρ10010...0+
ρ01100...0 +ρ01010...0 +ρ00110...0, no caso (H).

Agora podemos enunciar o seguinte teorema provado em [40]:

Teorema 1.2.15 [Vidal, C. e Santos, F. (2005)]. Se A j > |B j| ( j = 4,5,6,7,8) então a posição de
equilíbrio é instável no sentido de Liapunov.

Observação. No caso (D), k = (4,0,0,0, · · · ,0) e l ≡ 0; no caso (E), k = (2,2,0,0, · · · ,0) e l ≡ 0;
no caso (F), k = (1,3,0,0, · · · ,0) e l ≡ 0; no caso (G), k = (1,1,2,0, · · · ,0) e l ≡ 0 e no caso (H),
k = (1,1,1,1,0, · · · ,0) e l ≡ 0.

Também em [40] temos o seguinte teorema:

Teorema 1.2.16 [Vidal, C. e Santos, F. (2005)]. Se A j < |B j| ( j = 4,5,6,7,8) temos que:

• i) A solução de equilíbrio é estável para o Hamiltoniano truncado em quarta ordem.

• ii) Se a função H−O(|ζ|5) é definida positiva a solução de equilíbrio é formalmente estável.

Vamos, agora, ver a condição necessária para estabilidade para a maioria das condições iniciais
fornecido por Arnold e que pode ser encontrado no livro de Markeev [24]. Assumindo que o
sistema Hamiltoniano (1.1) é autônomo e não possui relações de ressonâncias até quarta ordem,
a função Hamiltoniana normalizada até termos de quarta ordem em variáveis ação-ângulo ordem
tem a forma:

H(r,ϕ) = H2(r)+H4(r)+R(r,ϕ), (1.32)

onde R tem ordem não inferior a cinco relativamente a qi =
√

2ri cosϕi, pi =
√

2risenϕi e 2π-
periódica em ϕi.

Teorema 1.2.17 (Teorema de Arnold (1964)) Se para r = 0 é satisfeita uma das condições:

det
(

∂2H4

∂ri∂r j

)
6= 0 (1.33)

ou

det

 ∂2H4
∂ri∂r j

∂(H2+H4)
∂ri

∂(H2+H4)
∂r j

0

 6= 0

então a solução de equilíbrio nula é estável para a maioria das condições iniciais.
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Como foi mostrado por Arnold em [4], estabilidade para a maioria das condições iniciais não
é uma condição necessária para estabilidade no sentido de Liapunov. Um exemplo, o qual pode
ser encontrado no livro de Markeev [24] é o sistema Hamiltoniano com dois graus de liberdade
dependendo explicitamente do tempo associado a

H = ω1r1−ω2r2 +ω3r3 + r1r3− r1r2 + r2r3 + r1r2r1/2
3 sen(2ϕ1 +2ϕ2 +ϕ3), (1.34)

onde ω1,ω2,ω3 > 0 e 2ω1−2ω2 +ω3 = 0. O segundo determinante do Teorema de Arnold acima
vale (ω1 + ω2)2 que é não-nulo e, portanto, temos estabilidade para a maioria das condições.
Mostraremos na observação 3.1.4 que, como conseqüência do nosso Teorema 3.1.1, a solução nula
é instável no sentido de Liapunov.

Passemos, agora, a alguns resultados envolvendo estabilidade formal devidos a Moser, Glimm
e Bryuno. Assuma nesse momento que a função Hamiltoniana H é 2π-periódica em t. Se o
sistema linearizado é estável então podemos escolher um sistema de coordenadas tal que o novo
Hamiltoniano tem a forma

H =
n

∑
j=1

ω j

2
(q2

j + p2
j)+H3 +H4 + . . . ,

onde±ω1i, . . . ,±ωni são os expoentes característicos da matriz do sistema linearizado. Um primeiro
resultado devido a Glimm [13] é

Teorema 1.2.18 (Teorema de Glimm (1964)) Se a parte quadrática de H

H2 =
n

∑
j=1

ω j

2
(q2

j + p2
j)

é definida positiva então a solução nula é formalmente estável.

No artigo [32] Moser mostrou o seguinte teorema:

Teorema 1.2.19 (Teorema de Moser (1958)) Se

k1ω1 + · · ·+ knωn 6∈ Z, (1.35)

para inteiros k1, . . . ,kn ≥ 0 satisfazendo k1 + · · ·+ kn > 0 então a solução nula é formalmente
estável.

As condições do Teorema de Moser são muito fracas pois utilizam apenas informações sobre
os termos lineares, no entanto as restrições sobre as freqüências são muito fortes.

Assuma agora que a condição (1.35) é satisfeita para inteiros satisfazendo |k1|+ · · ·+ |kn|< 4.
Então existe uma mudança canônica de variáveis tal que o novo Hamiltoniano possui a forma

H =
n

∑
j=1

ω jr j +
n

∑
j1, j2=1

a j1, j2r j1r j2 +H5 + . . . .

No artigo [7] Bryuno provou o seguinte teorema:
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Teorema 1.2.20 (Teorema de Bryuno (1971)) Sob prévias hipóteses, se

n

∑
j1, j2=1

a j1, j2r j1r j2 6= 0

para vetores r pertencentes à interseção dos quadrantes k j ≥ 0 com o espaço linear formado pelos
vetores com coordenadas inteiras que são soluções da equação

k1ω1 + · · ·+ knωn ∈ Z

então a solução nula é formalmente estável.

Os Teoremas de Moser, Glimm e Bryuno acima são casos particulares dos nossos Teoremas
principais desta tese.



Capítulo 2

Ressonâncias e formas normais

Neste capítulo, mostraremos propriedades importantes da forma normal de Lie da função
Hamiltoniana no caso em que os autovalores do sistema linearizado são imaginários puros. Este
capítulo é bastante importante em nosso trabalho já que a caracterização dada da forma nor-
mal da função Hamiltoniana permite obter integrais primeiras dos sistemas truncados na forma
normal de Lie, as quais serão usadas nos próximos capítulos para obter informações sobre a
estabilidade do equilíbrio.

2.1 Ressonâncias

Lembrando que em toda a tese estamos assumindo que os autovalores (respectivamente, ex-
poentes característicos no caso periódico) do sistema linearizado são imaginários puros, os quais
denotamos ±ω1i, . . . ,±ωni 6= 0, as vezes chamaremos |ω1|, . . . , |ωn| de freqüências do sistema lin-
earizado, já que supondo que a solução de equilíbrio do sistema Hamiltoniano (1.1) é estável em
aproximação linear (ou equivalentemente a matriz do sistema linearizado é diagonalizável) pode-
mos supor, sem perda de generalidade (ver [24], [32] para mais detalhes), que uma transformação
canônica linear foi construída tal que

H2 =
ω1

2
(q2

1 + p2
1)+ · · ·+ ωn

2
(q2

n + p2
n), (2.1)

onde±ω1i, · · · ,±ωni são os autovalores do sistema linearizado no caso autônomo ou os expoentes
característicos no caso periódico. A função Hamiltoniana H2 acima corresponde ao Hamiltoniano
de um sistema linear de n osciladores harmônicos desacoplados.

No caso não-diagonalizável ou equivalentemente quando o equilíbrio é instável em aproxi-
mação linear, assumiremos que ωn−1 = ωn e |ωi| 6= |ω j| for i 6= j, i, j ∈ {1, . . . ,n−2}. Além disso,
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podemos supor, sem perda de generalidade (veja [1] para maiores detalhes), que uma transfor-
mação canônica foi feita tal que

H2 =
ω1

2
(q2

1 + p2
1)+ · · ·+ ωn−2

2
(q2

n−2 + p2
n−2)+

1
2
(q2

n−1 +q2
n)+ωn(qn−1 pn−qn pn−1), (2.2)

onde ±ω1i, · · · ,±ωn−2i,±ωni,±ωni são os autovalores do sistema linearizado.

Como relações de ressonâncias entre as freqüências do sistema linearizado são muito impor-
tantes no problema de estabilidade (veja [3]), queremos torna-la precisa para o sistema (1.1) (de
acordo com [3], [24]).

Definição 2.1.1 Dizemos que o sistema (1.1) apresenta relação de ressonância se existe um vetor
inteiro k = (k1, . . . ,kn) 6= 0 tal que

k1ω1 + · · ·+ knωn = 0. (2.3)

no caso autônomo ou
k1ω1 + · · ·+ knωn ∈ Z. (2.4)

no caso 2π-periódico. O número |k| = |k1|+ · · ·+ |kn| é chamado a ordem da ressonância. Por
outro lado, se

k1ω1 + · · ·+ knωn 6= 0 (resp. 6∈ Z) . (2.5)

vale para todos vetores inteiros k = (k1, · · · ,kn) ∈ Zn satisfazendo as desigualdades |k| = j, j =
1, · · · ,s, dizemos que o sistema (1.1) não apresenta relações de ressonância até ordem s, inclusive.

Considere o Z-módulo

Mω = {k = (k1, · · · ,kn) ∈ Zn; k ·ω = k1ω1 + · · ·+ knωn = 0 (resp. ∈ Z)},

associado as freqüências ω1, · · · ,ωn, aqui ω = (ω1, · · · ,ωn). É claro que Mω = {0} é equivalente a
dizer que ω1, · · · ,ωn são linearmente independentes sobre Q no caso autônomo ou ω1, · · · ,ωn,−1
são linearmente independentes sobre Q no caso periódico, isto é, Mω = {0} se e somente se o
sistema não possui ressonâncias. No caso oposto, o sistema possui ressonâncias e um vetor inteiro
k ∈Mω \{0} é chamado vetor do ressonância e sua ordem de ressonância é |k|= |k1|+ · · ·+ |kn|.

Proposição 2.1.1 O Z-módulo Mω é finitamente gerado, isto é, existem k1, . . . ,ks ∈Mω tais que

Mω = k1Z+ · · ·+ksZ = { j1k j + · · ·+ jsks; j1, . . . , js ∈ Z; k1, · · · ,ks ∈Mω},

com s < n no caso autônomo e s≤ n no caso periódico.

Demonstração. Desde que Mω é um sub-módulo do módulo finitamente gerado Zn e Z é um
domínio principal, temos que Mω é finitamente gerado.

Sempre assumiremos que o conjunto de geradores {k1, . . . ,ks} é minimal.
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Definição 2.1.2 Assuma que Mω 6= {0}. Se Mω é cíclico (ou equivalentemente s = 1) dizemos que
o sistema (1.1) possui ressonâncias simples e no caso oposto (equivalentemente s > 1) dizemos
que o sistema possui ressonâncias múltiplas.

Observação 2.1.1 Note que no caso especial de sistemas Hamiltonianos autônomos com dois
graus de liberdade ou periódicos com um grau de liberdade, Mω = {0} ou Mω is cíclico, isto é,
Mω = kZ para algum k ∈ Mω. Então o caso de múltiplas ressonâncias pode ocorrer apenas em
sistema Hamiltonianos autônomos com n > 2 ou periódico com n ≥ 2. De fato, para sistemas
Hamiltonianos autônomos com três graus de liberdade podemos ter ressonâncias múltiplas, por
exemplo, o sistema Hamiltoniano com função Hamiltoniana em variáveis ação-ângulo

H = r1−2r2 +3r3 +H3 + . . . ,

tem Mω = (2,1,0)Z + (3,0,−1)Z para o qual s = 2 então temos ressonâncias múltiplas. Para
sistemas periódicos com dois graus de liberdade considere

H = r1 +2r2 +H3 + . . . .

Para este Hamiltoniano Mω = (1,0)Z+(0,1)Z e temos s = 2. Note que no caso periódico podemos
ter H2 definida positiva e Mω 6= {0} o que não ocorre no caso autônomo.

Uma importante definição que aparece no caso de ressonâncias múltiplas é:

Definição 2.1.3 Assuma que s > 1 e considere as ressonâncias kα1 e kα2 com α1,α2 ∈{1, . . . ,s},α1 6=
α2. Dizemos que estas ressonâncias não têm interações se kα1

1 kα2
1 = · · · = kα1

n kα2
n = 0. Dizemos

que kα1, . . . ,kαm com α1, . . . ,αm ∈ {1, . . . ,s} não têm interações se kαi e kα j não têm interações
para cada i, j ∈ {1, . . . ,m}, i 6= j.

Observação 2.1.2 Ressonâncias múltiplas sem interações podem aparecer apenas em sistemas
Hamiltonianos autônomos com n≥ 4 ou periódico com n≥ 3. Um exemplo onde temos ressonân-
cias múltiplas sem interações é o sistema Hamiltoniano autônomo associado a

H = r1−2r2 +πr3−3πr4 +H3 + . . .

para o qual Mω = (2,1,0,0)Z+(0,0,3,1)Z.

É importante notar que no caso em que a matriz do sistema linearizado é não-diagonalizável
temos ressonância de segunda ordem, pois em caso contrário todos os autovalores seriam distintos
e a matriz seria diagonalizável.

Nas próximas seções mostraremos propriedades importantes da forma normal de Lie da função
Hamiltoniana dependendo das propriedades do módulo Mω. No caso diagonalizável nossos resul-
tados valem nos casos autônomo e periódico e no caso não-diagonalizável apenas no autônomo.
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2.2 Forma normal de Lie de sistemas Hamiltonianos autônomos
e periódicos no caso diagonalizável

Supondo que a matriz do sistema linearizado associado a (1.1) é diagonalizável, vimos que a
parte quadrática da função Hamiltoniana tem forma normal H2 como em (2.1) nos casos autônomo
e periódico. Nesta seção, estudaremos e caracterizaremos a forma normal de Lie do sistema não-
linear.

Seja Hm(r,ϕ, t) o truncamento da função Hamiltoniana na forma normal de Lie nas variáveis
canônicas ação-ângulo (r,ϕ) = (r1, . . . ,rn,ϕ1, . . . ,ϕn) definidas por

q j =
√

2r j cosϕ j, p j =
√

2r jsenϕ j. (2.6)

Mostraremos que sob algumas hipóteses sobre ω1, · · · ,ωn a função Hm depende apenas de algumas
combinações lineares com coeficientes inteiros de ϕ1, · · · ,ϕn. O principal resultado desta seção é:

Proposição 2.2.1 Assuma que Hm (m é um número inteiro fixado maior que dois) está na forma
normal de Lie, isto é,

{H2,Hm}− ∂Hm

∂t
= 0, (2.7)

onde {,} é o colchete de Poisson (para maiores detalhes veja Meyer and Hall [30]). Então,

• Se Mω = {0}, então Hm = Hm(r) para todo m, isto é, Hm depende apenas das ações
r1, . . . ,rn.

• Se Mω = k1Z+ . . .ksZ 6= {0}, temos que Hm = Hm(r,k1 ·ϕ, · · · ,ks ·ϕ) no caso autônomo
ou Hm = Hm(r,k1 ·ϕ+k1 ·ωt, · · · ,ks ·ϕ+ks ·ωt) no caso periódico.

Demonstração. Desde que Hm(r,ϕ, t) está na forma normal de Lie, segue da equação de Lie (2.7)
que

ω1
∂Hm

∂ϕ1
+ · · ·+ωn

∂Hm

∂ϕn
= ω · ∂Hm

∂ϕ
= {H2,Hm}=

∂Hm

∂t
. (2.8)

Podemos assumir que
Hm(r,ϕ, t) = ∑

η,µ
aη(r)ei(η·ϕ+µt), (2.9)

onde η = (η1, · · · ,ηn) ∈ Zn, µ = 0 no caso autônomo e µ 6= 0 é um número real no caso periódico,
e aη = aη1···ηn . A equação (2.8) nos fornece

∑
η,µ

iaη(r)(η ·ω−µ)eiη·ϕ = 0,

que ocorre se, e somente se, η ·ω = 0 no caso autônomo ou η ·ω = µ ∈ Z no caso periódico; assim
aη = 0 se η 6∈Mω. Se Mω = {0}, aη = 0 exceto para η = 0, então Hm(r,ϕ) = a0(r).
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No caso Mω = k1Z+ · · ·+ ksZ, a função Hm está na forma (2.9) onde η ∈ Mω e assim Hm =
Hm(r,k1 ·ϕ, . . . ,ks ·ϕ) no caso autônomo ou Hm = Hm(r,k1 ·ϕ + k1 ·ωt, · · · ,ks ·ϕ + ks ·ωt) no
caso periódico.

Note que no caso especial de sistemas Hamiltonianos com dois graus de liberdade, Mω = {0}
ou Mω é cíclico, isto é, Mω = kZ para algum k ∈ Mω. Neste caso, Hm = Hm(r) se o sistema não
possui ressonâncias e Hm = Hm(r,k ·ϕ + µt) com µ = 0 no caso autônomo ou µ = k ·ω no caso
periódico, no caso oposto.

Corolário 2.2.1 Se o sistema (1.1) possui ressonâncias simples, isto é, Mω = kZ, temos que

|k|= min{|l|; l ∈Mω \{0}}.

Neste caso, se o processo de normalização de Lie for feito até ordem m ≥ |k| arbitraria, então o
Hamiltoniano truncado em variáveis ação-ângulo tem a forma

Hm = H2(r)+H4(r)+ · · ·+H2l(r)+H|k|(r,φ+µt)+ · · ·+Hm(r,φ+µt), (2.10)

onde µ = 0 no caso autônomo ou µ = k ·ω no caso periódico, 2l é o maior inteiro par menor que
|k|, φ = k ·ϕ = k1ϕ1 + · · ·+ knϕn e m é arbitrário. Além disso,

H|k|(r,ϕ) = ∑
|η|=2|k|

aη(r)eiη·ϕ+µt = a0(r)+ak(r)eik·ϕ+µt +a−ke−ik·ϕ+µt

= A(r)+B(r)cos(φ+µt),
(2.11)

onde A(r) = a0(r) e B(r) = ak(r)/2.

Observação 2.2.1 No caso periódico, faça a mudança canônica de variáveis (r,ϕ) � (r̃, ϕ̃)
dependente do tempo:

r̃ = r, ϕ̃ = ϕ+ωt.

Desde que esta transformação é dada pela função geradora S(r̃,ϕ) = r̃(ϕ+ωt) e pelas relações

r =
∂S
∂ϕ

, ϕ̃ =
∂S
∂r̃

;

então ∂S
∂t = r̃ ·ω e o novo Hamiltoniano tem a forma

H̃m = Hm(r̃,k1 · ϕ̃, . . . ,ks · ϕ̃).

Note que H̃m é autônomo e H̃2 = 0. Nós denotaremos no resto desta tese H̃m = Hm, r̃ = r e ϕ̃ = ϕ,
isto é, sempre que falarmos da forma normal do Hamiltoniano no caso periódico estamos supondo
que a transformação acima que elimina o tempo em ordem menor que m foi feita.

A proposição 2.2.1 também nos fornece a importante conseqüência:



2. Ressonâncias e formas normais 38

Corolário 2.2.2 Se a∈Rn e a ·k1 = · · ·= a ·ks = 0 então a função I = a ·r é uma integral primeira
do sistema Hamiltoniano associado a Hm. Em particular, o sistema Hamiltoniano associado a Hm

tem ao menos n− s integrais primeiras na forma I j = a j · r, ( j = 1, . . . ,n− s) com a j ·k1 = · · · =
a j ·ks = 0 com o conjunto a1, · · ·an−s linearmente independentes.

Demonstração. De fato, temos que

{I,Hm}= a · ∂Hm

∂ϕ
= a ·k1 ∂Hm

∂(k1 ·ϕ)
+ · · ·+a ·ks ∂Hm

∂(ks ·ϕ)
.

Se a ·k j = 0, j = 1, . . . ,s a função I é uma integral primeira para o sistema associado a Hm. A
segunda parte do corolário é trivial.

Durante esta tese usaremos a notação I j = a j · r, ( j = 1, . . . ,n− s), para as n− s integrais
primeiras do sistema Hamiltoniano associado a Hm fornecidas pelo Corolário 2.2.2.

A seguinte proposição será usada nesta tese:

Proposição 2.2.2 A função Hamiltoniana na forma normal de Lie de ordem m tem a forma

Hm = Hm
1 (r,k1 ·ϕ)+ · · ·+Hm

s (r,ks ·ϕ) (2.12)

se para todo (k, l) tal que |k|+ |l| ≤ m temos k− l ∈ k jZ para algum j ∈ {1, . . . ,s}.

Demonstração. Assumindo que Hm está na forma normal de Lie de modo que

0 = {H2,Hm}= ω1

(
q1

∂Hm

∂p1
− p1

∂Hm

∂q1

)
+ · · ·+ωn

(
qn

∂Hm

∂pn
− pn

∂Hm

∂qn

)
, (2.13)

e fazendo a conveniente mudança complexa de variáveis dada por

x j = q j + ip j, x j = q j− ip j, j = 1, . . . ,n, (2.14)

o novo Hamiltoniano tem a forma

Hm(x,x) = ∑
|k|+|l|≤m

h̃klxkxl.

Logo a equação de Lie (2.13) nas variáveis (x,x) assume a forma

∑
|k|+|l|≤m

i(k− l) ·ωh̃klxkxl = 0, (2.15)

e temos que
Hm(x,x) = ∑

|k|+|l|≤m,k−l∈Mω

h̃klxkxl. (2.16)

Assumindo que x j = r jeiϕ j e conseqüentemente x j = r je−iϕ j (para j = 1, . . . ,n) então

Hm(r,ϕ) = ∑
|k|+|l|≤m,k−l∈Mω

h̃klr
k+l

2 e(k−l)·ϕ, (2.17)
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onde akl = ak1...knl1...ln são constantes reais. Por hipótese k− l ∈ k jZ para algum j ∈ {1, . . . ,s}
então

Hm = ∑
|k|+|l|≤m,k−l∈k1Z

h̃klr
k+l

2 e(k−l)·ϕ + · · ·+ ∑
|k|+|l|≤m,k−l∈ksZ

h̃klr
k+l

2 e(k−l)·ϕ,

= Hm
1 (r,k1 ·ϕ)+ · · ·+Hm

s (r,ks ·ϕ),
(2.18)

onde
Hm

j (r,k j ·ϕ) = ∑
|k|+|l|≤m,k−l∈k jZ

h̃klr
k+l

2 e(k−l)·ϕ

para j = 1, . . . ,s. A prova está completa.

Sobre a forma normal no caso em que os geradores k1, . . . ,ks não têm interações temos o
seguinte corolário da Proposição 2.2.2:

Corolário 2.2.3 Se k1, . . . ,ks não têm interações e |k1|= · · ·= |ks| := κ então (2.12) é verificado
se m < 2κ.

2.3 Forma normal de Lie no caso não-diagonalizável para sis-
tema Hamiltonianos autônomos com ressonâncias simples

Nesta seção, assumiremos que H2 tem a forma dada em (2.2). Neste caso, caracterizaremos a
forma normal de Lie da função Hamiltoniana (1.2) no caso autônomo. Usando esta caracterização
mostraremos que o sistema Hamiltoniano na forma normal de Lie tem n−1 integrais primeiras e
explicitaremos elas. Sobre a forma normal de Lie da função Hamiltoniana temos o teorema:

Teorema 2.3.1 Se a função Hamiltoniana H = H2 +H3 +H4 + . . . está na forma normal de Lie,
então H j = 0 se j é ímpar e

H j = ∑
j1+···+ jn= j/2

a j1... jnX j1
1 . . .X jn

n , (2.19)

se j é par, onde X1 = q2
1 + p2

1, . . . ,Xn−2 = q2
n−2 + p2

n−2, Xn−1 = p2
n−1 + p2

n, Xn = qn−1 pn−qn pn−1

e a j1... jn são coeficientes reais dependendo dos coeficientes hkl da função Hamiltoniana original.

Demonstração. Seja A a matriz tal que ż = J∇H2(z) = Az com z = (q,p)T . Cálculos simples
mostram que

HT
2 =

ω1

2
(q2

1 + p2
1)+ · · ·+ ωn−2

2
(q2

n−2 + p2
n−2)+

1
2
(p2

n−1 + p2
n)+ωn(qn−1 pn−qn pn−1),
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é a função Hamiltoniana associada a ż = AT z. Agora, fixe j ∈ {3,4, . . .} e assuma que H j está na
formal normal de Lie. Então a equação de Lie torna-se

0 = {HT
2 ,H j}

=
(

∂HT
2

∂q1

∂H j

∂p1
−

∂HT
2

∂p1

∂H j

∂q1

)
+ · · ·+

(
∂HT

2
∂qn−2

∂H j

∂pn−2
−

∂HT
2

∂pn−2

∂H j

∂qn−2

)
+(

∂HT
2

∂qn−1

∂H j

∂pn−1
−

∂HT
2

∂pn−1

∂H j

∂qn−1

)
+
(

∂HT
2

∂qn

∂H j

∂pn
−

∂HT
2

∂pn

∂H j

∂qn

)
= ω1

(
q1

∂H j

∂p1
− p1

∂H j

∂q1

)
+ · · ·+ωn−2

(
qn−2

∂H j

∂pn−2
− pn−2

∂H j

∂qn−2

)
+(

ωn pn
∂H j

∂pn−1
− (pn−1−ωnqn)

∂H j

∂qn−1

)
+
(
−ωn pn−1

∂H j

∂pn
+(pn +ωnqn−1)

∂H j

∂qn

)
= ω1

(
q1

∂H j

∂p1
− p1

∂H j

∂q1

)
+ · · ·+ωn−2

(
qn−2

∂H j

∂pn−2
− pn−2

∂H j

∂qn−2

)
+

ωn

(
pn

∂H j

∂pn−1
− pn−1

∂H j

∂pn

)
+ωn

(
qn

∂H j

∂qn−1
−qn−1

∂H j

∂qn

)
−(

pn−1
∂H j

∂qn−1
+ pn

∂H j

∂qn

)
.

(2.20)

Para provar que H j = 0 se j é ímpar e H j tem a forma (2.19) se j é par, escreveremos a equação
de Lie (2.20) nas variáveis complexas convenientes (não canônica) dada por

x j = q j + ip j, x j = q j− ip j, ( j = 1, . . . ,n−2)
xn−1 = qn−1 + iqn, xn−1 = qn−1− iqn,

xn = pn−1 + ipn, xn = pn−1− ipn.

(2.21)

Assumindo que
H j(x,x) = ∑

|k|+|l|= j
h̃klxkxl

a equação de Lie (2.20) nas variáveis (x,x) assume a forma

∑
|k|+|l|= j

h̃kl[i(k− l) ·ω+ kn−1x−1
n−1xn + ln−1x−1

n−1xn]xkxl = 0. (2.22)

Obviamente, assumiremos que os coeficientes h̃kl não são todos nulos. Mostraremos que a equação
(2.22) implica (k− l) ·ω = 0. Para fazer isso, suporemos o oposto para chegar em uma contradição.
Primeiramente, re-escreveremos a equação de Lie (2.22) na forma conveniente

0 = ∑
|k|+|l|= j

h̃kli(k− l) ·ωxkxl + kn−1h̃klx−1
n−1xnxkxl + ln−1h̃klx−1

n−1xnxkxl

= ∑
|k|+|l|= j

h̃kli(k− l) ·ωxkxl +(kn−1 +1)h̃k1,...,kn−2,kn−1+1,kn+1,lxkxl+

(ln−1 +1)h̃k,l1,...,ln−2,ln−1+1,ln−1xkxl

= ∑
|k|+|l|= j

[h̃kli(k− l) ·ω+(kn−1 +1)h̃k1,...,kn−2,kn−1+1,kn−1,l+

(ln−1 +1)h̃k,l1,...,ln−2,ln−1+1,ln−1]xkxl

(2.23)



2. Ressonâncias e formas normais 41

A última equação em (2.23) implica

h̃kl =
(kn−1 +1)h̃k1,...,kn−2,kn−1+1,kn−1,l +(ln−1 +1)h̃k,l1,...,ln−2,ln−1+1,ln−1

i(k− l) ·ω
. (2.24)

Note que aqui está implícito que os coeficientes

h̃k1,...,kn−2,kn−1+1,−1,l = 0 e h̃k,l1,...,ln−2,ln−1+1,−1 = 0

e conseqüentemente, usando (2.24) temos que h̃k1,...,kn−2,kn−1,0,l1,...,ln−2,ln−1,0 = 0. Isso é suficiente
para concluir que

h̃k1,...,kn−2,kn−1,0,l = 0 0 h̃k,l1,...,ln−2,ln−1,0 = 0. (2.25)

De fato, usando (2.24) recursivamente temos

h̃k1,...,kn−2,kn−1,0,l =
(ln−1 +1)
i(k− l) ·ω

h̃k1,...,kn−2,kn−1,0,l1,...,ln−2,ln−1+1,ln−1

=
(ln−1 +1)(ln−1 +2)

i(k− l) ·ω
h̃k1,...,kn−2,kn−1,0,l1,...,ln−2,ln−1+2,ln−2

...
...

...

=
(ln−1 +1) . . .(ln−1 + ln)

i(k− l) ·ω
h̃k,l1,...,ln−2,ln−1+ln,0

= 0

(2.26)

e de maneira similar temos que h̃k1,...,kn−2,kn−1,kn,l1,...,ln−2,ln−1,0 = 0.

Usando a equação (2.24) provaremos que se (k− l) ·ω 6= 0 então h̃kl = 0 o que é uma con-
tradição. De (2.24) e usando um processo recursivo temos que

h̃kl =
(kn−1 +1)
i(k− l) ·ω

h̃k1,...,kn−1+1,kn−1,l +
(ln−1 +1)
i(k− l) ·ω

h̃k,l1,...,ln−2,ln−1+1,ln−1

=
(kn−1 +1)(kn−1 +2)

[i(k− l) ·ω]2
h̃k1,...,kn−2,kn−1+2,kn−2,l+

(ln−1+1)(ln−1+2)
[i(k−l)·ω]2 h̃k,l1,...,ln−2,ln−1+2,ln−2

...
...

...

=
(kn−1 + p)!

p![i(k− l) ·ω]p h̃k1,...,kn−1+p,kn−p,l +
(ln−1 + p)!

p![i(k− l) ·ω]p h̃k,l1,...,ln−2,ln−1+p,ln−p,

(2.27)

onde p é o máximo entre kn e ln. Além disso, pela afirmação em (2.25) concluímos que h̃kl = 0.
Desde que h̃kl = 0 se k− l ·ω = 0, sendo ω = (ω1, . . . ,ωn−2,ωn,ωn) e

Mω = {k = (k1, · · · ,kn) ∈ Zn; k ·ω = k1ω1 + · · ·+ kn−2ωn−2 + kn−1ωn + knωn = 0},

então
H j(x,x) = ∑

k−l∈MΩ

h̃klxkxl.
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Temos que k− l ∈MΩ implica

k1 = l1, . . . ,kn−2 = ln−2 e kn−1 + kn = ln−1 + ln, (2.28)

assim, j = k1 + · · ·+ kn + l1 + · · ·+ ln = 2(k1 + · · ·+ kn) é par. Então H j = 0 se j é ímpar. Se j é
par, usando as relações (2.28) e a equação de Lie (2.22) mostraremos que

H j = H j(x1x1, . . . ,xn−2xn−2,xn−1xn−1,xnxn,xn−1xn− xn−1xn). (2.29)

De fato, se k− l 6∈Mω então a equação (2.23) nos fornece

kn−1hkl =−(ln−1 +1)hk1,...,kn−2,kn−1−1,kn+1,k1,...,kn−2,ln−1+1,ln−1, (2.30)

onde kn−1 + kn = ln−1 + ln. Assuma que k2 ≤ ln (ou equivalentemente kn ≥ ln−1). Considerando
a relação de ordem parcial definida por (k, l) ≺ (k′, l′) se, e somente se, ln−1 < l′n−1 obtemos a
seguinte seqüencia de (k, l) em k− l ∈Mω

(k1, . . . ,kn−2,kn−1 + ln−1− j,kn− ln−1 + j,k1, . . . ,kn−2, j,kn−1 + kn− j) := ( j),

para j = 0,1, . . . ,kn−1 + ln−1. Por (2.30) obtemos

h( j) = (−1) j (kn−1 + ln−1)!
j!(kn−1 + ln−1− j)!

h(0);

então

H j =
kn−1+ln−1

∑
j=1

(−1) j (kn−1 + ln−1)!
j!(kn−1 + ln−1− j)!

h(0)(x1x1)k1 . . .(xn−2xn−2)kn−2

(xnxn)kn−ln−1(xn−1xn− xn−1xn)kn−1+ln−1

= H j(x1x1, . . . ,xn−2xn−2,xnxn,xn−1xn− xn−1xn).

(2.31)

No caso kn−1 > ln (ou equivalentemente kn < ln−1) considere a seqüencia

(k1, . . . ,kn−2,kn−1 + kn− j, j,k1, . . . ,kn−2, ln−1− kn + j, ln + kn− j) := ( j),

for j = 0,1, . . . , ln + kn ordenada por kn. Então obtemos

H j =
kn+ln

∑
j=1

(−1) j (kn + ln)!
j!(kn + ln− j)!

h(0)(x1x1)k1 . . .(xn−2xn−2)kn−2

(xn−1xn−1)ln−1−kn(xn−1xn− xn−1xn)ln+kn

= H j(x1x1, . . . ,xn−2xn−2,xn−1xn−1,xn−1xn− xn−1xn).

(2.32)

Em ambos os casos (2.31) e (2.32) temos a veracidade de (2.29).

Desde que
x1x1 = (q2

1 + p2
1), . . . ,xn−2xn−2 = (q2

n−2 + p2
n−2),

xn−1xn−1 = (q2
n−1 +q2

n), xnxn = (p2
n−1 + p2

n),
xn−1xn− xn−1xn =−2i(qn−1 pn−qn pn−1)

(2.33)
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por (2.29), a função H j nas coordenadas (q,p) tem a forma

H j = H j(X1, . . . ,Xn−2,Xn−1,Xn,Xn+1), (2.34)

onde X j = q2
j + p2

j ( j = 1, . . . ,n−2), Xn−1 = p2
n−1 + p2

n, Xn = qn−1 pn−qn pn−1 e Xn+1 = q2
n+1 +q2

n.
Por outro lado, usando (2.34) e a regra da cadeia temos

0 = {HT
2 ,H j}

=
n−2

∑
m=1

ωm

(
qm

∂H j

∂Xm

∂Xm

∂pm
− pm

∂H j

∂Xm

∂Xm

∂qm

)
+

ωn

(
pn

∂H j

∂Xn−1

∂Xn−1

∂pn−1
− pn−1

∂H j

∂Xn−1

∂Xn−1

∂pn

)
+

ωn

(
pn

∂H j

∂Xn

∂Xn

∂pn−1
− pn−1

∂H j

∂Xn

∂Xn

∂pn

)
+

ωn

(
qn

∂H j

∂Xn

∂Xn

∂qn−1
−qn−1

∂H j

∂Xn

∂Xn

∂qn

)
+

ωn

(
qn

∂H j

∂Xn+1

∂Xn+1

∂qn−1
−qn−1

∂H j

∂Xn+1

∂Xn+1

∂qn

)
−(

pn−1
∂H j

∂Xn

∂Xn

∂qn−1
+ pn

∂H j

∂Xn

∂Xn

∂qn

)
−
(

pn−1
∂H j

∂Xn+1

∂Xn+1

∂qn−1
+ pn

∂H j

∂Xn+1

∂Xn+1

∂qn

)
=

n−2

∑
m=1

2ωm

(
qm

∂H j

Xm
pm− pm

∂H j

Xm
qm

)
+

2ωn

(
pn

∂H j

Xn−1
pn−1− pn−1

∂H j

Xn
pn

)
+ωn

(
−pn

∂H j

Xn+1
qn− pn−1

∂H j

Xn+1
qn−1

)
+

2ωn

(
qn

∂H j

Xn−1
qn−1−qn−1

∂H j

Xn
qn

)
+ωn

(
qn

∂H j

Xn+1
pn +qn−1

∂H j

Xn+1
pn−1

)
−(

pn−1
∂H j

Xn
pn− pn

∂H j

Xn
pn−1

)
−2
(

pn−1
∂H j

Xn+1
qn−1 + pn

∂H j

Xn+1
qn

)
=−2(qn−1 pn−1 +qn pn)

∂H j

∂Xn+1
.

(2.35)

A equação (2.35) implica H j = H j(X1, . . . ,Xn). Então, a demonstração está completa.

Como conseqüência do Teorema 2.3.1 podemos provar:

Corolário 2.3.1 As funções

I1 =
1
2
(q2

1 + p2
1), . . . , In−2 =

1
2
(q2

n−2 + p2
n−2), In−1 = qn−1 pn−qn pn−1 (2.36)

são integrais primeiras do sistema Hamiltoniano na forma normal de Lie.

Demonstração. De fato, assumindo que H = H2 + H3 + . . . está na forma normal de Lie, então
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pelo Teorema 2.3.1 temos

{I j,H} = q j
∂H
∂p j

− p j
∂H
∂q j

= q j
∂H
∂X j

∂X j

∂p j
− p j

∂H
∂X j

∂X j

∂q j

= q j
∂H
∂X j

p j− p j
∂H
∂X j

q j

= 0

(2.37)

para j = 1, . . . ,n−2. Por outro lado,

{In−1,H} =
∂In−1

∂qn−1

∂H
∂pn−1

+
∂In−1

∂qn

∂H
∂pn

− ∂In−1

∂pn−1

∂H
∂qn−1

− ∂In−1

∂pn

∂H
∂qn

= pn
∂H

∂pn−1
− pn−1

∂H
∂pn

+qn
∂H

∂qn−1
−qn−1

∂H
∂qn

= pn
∂H
∂Xn

∂Xn

∂pn−1
− pn−1

∂H
∂Xn

∂Xn

∂pn
+qn

∂H
∂Xn

∂Xn

∂qn−1
−qn−1

∂H
∂Xn

∂Xn

∂qn

=−pn
∂H
∂Xn

qn− pn−1
∂H
∂Xn

qn−1 +qn
∂H
∂Xn

pn +qn−1
∂H
∂Xn

pn−1

= 0.

(2.38)

A prova do corolário está completa.

O Corolário 2.3.1 será muito importante no capítulo seguinte para obter um critério para con-
hecer a estabilidade da solução de equilíbrio.



Capítulo 3

Estabilidade no caso de ressonâncias
simples

Assumindo que o módulo de ressonâncias é cíclico, forneceremos critérios para conhecer a
estabilidade do equilíbrio nos casos diagonalizável (autônomo e periódico) e não-diagonalizável
(autônomo) para sistemas com o número de graus de liberdade arbitrário. Mas, nossos resultados
são enunciados e provados de tal forma que o caso cíclico é uma conseqüência natural dos Teore-
mas Principais. Os teoremas fornecidos neste capítulo generalizam e estendem vários resultados
conhecidos na literatura, como veremos no capítulo 5 desta tese. Daremos uma interpretação
geométrica das hipóteses do Teorema 3.1.1.

3.1 Estabilidade no caso diagonalizável para sistemas autônomos
e periódicos

Nesta seção, assumindo que a matriz do sistema linearizado é diagonalizável daremos um teo-
rema que fornece condições necessárias e suficientes para estabilidade nos casos autônomo e per-
iódico quando Mω é cíclico, digamos Mω = k Z com k = (k1, . . . ,kn) ∈ Zn. Em geral, o problema
de saber sobre a estabilidade da solução nula é resolvido somente em alguns casos particulares.
Por exemplo, para um sistema Hamiltoniano autônomo sob ressonâncias simples Khazin [16], Al-
friend e Richardson [5] fornecem um critério quando m = |k|= 3,4, isto é, existe uma relação de
ressonância da ordem três ou quatro. Este critério é:

• se |k|= 3, existe uma transformação canônica tal que

H3 = 2Ar|k1|/2
1 . . .r|kn|/2

n cosφ,

onde A é uma constante real dependendo dos coeficientes do Hamiltoniano original. Se
A 6= 0 a solução nula é instável.
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• para |k|= 4, existe uma transformação canônica tal que H3 = 0 e

H4 = ∑
| j1|+···+| jn|=2

c j1... jnr j1
1 . . .r jn

n +2Ar|k1|/2
1 . . .r|kn|/2

n cosφ,

onde A e c j1... jn são constantes reais. Seja

S =

| ∑
| j1|+···+| jn|=2

c j1... jnk j1
1 . . .k jn

n |

|2Ak|k1|/2
1 . . .k|kn|/2

n |
.

Se S > 1, a solução nula é estável para H4 (para H j se todas as ressonâncias são jk =
( jk1, · · · , jkn), j ∈ Z) e no caso S < 1 a solução nula é instável.

O caso S = 1 corresponde a um caso crítico, já que o critério não dá informação. De fato,
podemos obter estabilidade ou instabilidade dependendo dos termos de ordem maior que quatro.
Por exemplo, seja

H = 3r1− r2 + r2
2 +

√
3r1/2

1 r3/2
2 senφ+a r3

1,

onde a é um coeficiente constante e φ = ϕ1 + 3ϕ2. Neste caso, k = (1,3) e S = 1. Para a = 1,
a solução nula é estável no sentido de Liapunov e para a = −1, instável (para mais detalhes,
veja [28]).

Observação 3.1.1 Os resultados de Khazin não dão informações nos casos A = 0 ou S = 1 para
sistemas autônomos. O Teorema 3.1.1 que será fornecido nesta seção mostra como conhecer a
estabilidade nestes casos e também se estende ao caso periódico.

Em um trabalho recente Cabral e Meyer [8] deram um resultado geral para o problema de
estabilidade para um sistema Hamiltoniano autônomo com dois graus de liberdade, que se aplica
a ambos os casos ressonantes e não-ressonantes (Teorema 4.1). Encontramos um caso crítico
que corresponde ao caso onde certa função possui todos os zeros não simples, e neste caso os
autores não deram nenhuma informação. Markeev [28] recentemente em 2001 chama a atenção
do caso crítico para um sistema Hamiltoniano autônomo com dois graus de liberdade sob presença
de ressonância 3 : 1. Ele fornece condições para estabilidade, mas outra vez, em seus resultados
temos um caso crítico que não é analisado. No caso geral, não há um resultado neste sentido.

Nosso principal objetivo nesta seção é generalizar os resultados obtidos por Cabral e Meyer [8]
para sistemas com número de graus de liberdade maior que dois e estender os resultados obtidos
por Khazin [16], Alfriend and Richardson [5] sob hipóteses de ressonâncias simples, no sentido de
dar informações nos casos críticos também.

Para enunciar e provar o nosso resultado, faremos algumas considerações e/ou notações sobre a
forma da função Hamiltoniana H dada em (1.2) após normalizado introduzir variáveis ação-ângulo.
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1. A função Hamiltoniana truncada Hm de ordem m ≥ |k| ≥ 2 é assumida ser escrita em var-
iáveis ação-ângulo como

Hm = H2(r)+ · · ·+H2l(r)+H|k|(r,φ+µt)+ · · ·+Hm(r,φ+µt) (3.1)

onde, µ = 0 no caso autônomo, µ = k ·ω no caso periódico, 2l é o maior inteiro par menor
|k|, φ = k ·ϕ = k1ϕ1 + · · ·+ knϕn.

2. No caso k1,k2, · · · ,kn ≥ 0 ou ≤ 0, sem perda de generalidade, assumiremos que k1 6= 0.
Defina a função

Fm(r1,φ) = Hm
(

k1
k1

r1,
k2
k1

r1, · · · , kn
k1

r1,φ
)

= A4 r1 + · · ·+A2l rl
1 +Ψ|k|(φ) r|k|/2

1 + · · ·+Ψm(φ) rm/2
1 ,

(3.2)

onde
A2 j =

1

k j
1

H2 j(k), j = 2, · · · , l, e Ψα(φ) =
1

ks/2
1

Hα(k,φ), (3.3)

com α = |k|, · · · ,m.

Observação 3.1.2 Do Corolário 2.2.1 é claro que a primeira condição acima sobre Hm é verifi-
cada se o sistema (1.1) possui ressonâncias simples.

Khazin em [16] introduziu o conceito de Birkhoff-estabilidade para dizer que a solução de
equilíbrio é estável no sentido de Liapunov para qualquer ordem finita. Aqui, nós também usare-
mos este conceito e o chamaremos de Lie-estabilidade conforme definição no capítulo anterior,
desde que estamos considerando a função Hamiltoniana H após aplicada uma transformação de
Lie.

A versão analítica do principal teorema desta seção é:

Teorema 3.1.1 Sob as notações acima:
(A) Se existem i, j ∈ {1, . . . ,n}, i 6= j, tais que kik j < 0 e o Hamiltoniano truncado em (3.1) é
verificado para qualquer ordem m > 2, então a solução nula de (1.1) é Lie-estável;

(B) Se k1,k2, · · · ,kn ≥ 0 ou ≤ 0 e para algum m > 2 a função em (3.2) Fm(r1,φ) 6= 0 para todo
(r1,φ) com r1 > 0 suficientemente pequeno e o Hamiltoniano truncado em (3.1) é verificado para
qualquer qualquer ordem maior que 2, então a solução nula de (1.1) é Lie-estável;

(C) Se k1,k2, · · · ,kn ≥ 0 ou ≤ 0 e para algum m > 2 existe φ = φ∗ tal que Fm(r1,φ
∗) = 0 para

todo r1 > 0 suficientemente pequeno, e além disso, para todo φ com Fm(r1,φ) = 0 nós temos que
∂Fm
∂φ

(r1,φ) 6= 0 para todo r1 > 0 suficientemente pequeno e o Hamiltoniano truncado em (3.1) é
válido ao menos até ordem 3(m− 1)− |k| então existe uma função V e uma região Γ tais que
V < 0 em Γ, V = 0 em ∂Γ e para todo ρ > 0 existe ι = ι(ρ) > 0 tal que

|V | ≥ ρ⇒ |V̇ |> ι em Γ,

onde V̇ é a derivada de V ao longo das soluções do sistema Hamiltoniano associado a H. Em
particular, a solução nula de (1.1) é instável no sentido de Liapunov.
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Demonstração. Para provar (A), inicialmente consideremos o caso onde existem i, j ∈ {1, . . . ,n},
i 6= j, tais que kik j < 0. Como k1 6= 0, podemos assumir sem perda de generalidade que k1 > 0.
Após selecionar números reais positivos a2, · · · ,an tais que a2k2 + · · ·+ankn < 0, a função

G = a2(k2r1− k1r2)+ · · ·+an(knr1− k1rn)

= (a2k2 + · · ·+ankn)r1− k1a2r2−·· ·− k1anrn

é uma integral primeira negativa definida para Hm. Como G é uma integral primeira para j ≥m do
sistema Hamiltoniano H j, no caso autônomo ou periódico, então a solução nula é Lie-estável.

No caso (B), k1,k2, · · · ,kn ≥ 0 ou ≤ 0, e como k1 6= 0 defina as funções I j = k jr1 − k1r j ( j =
2, · · · ,n). Pelo Corolário 2.2.2, Hm e I j são integrais primeiras para Hm nos casos autônomo e
periódico. Assumindo que Fm(r1,φ) 6= 0 para todo (r1,φ) com r1 > 0 suficientemente pequeno, e
como

W = I2
2 + · · ·+ I2

n +(Hm)2

é uma integral primeira do sistema Hamiltoniano Hm e W = 0 se, e somente se, r j = k j
k1

r1 ( j =
2, · · · ,n) e então

0 = Hm
(

k1

k1
r1,

k2

k1
r1, · · · ,

kn

k1
r1,φ

)
= Fm(r1,φ),

que é possível se e somente se r1 = · · · = rn = 0. Então, o Teorema de Liapunov assegura a
estabilidade da solução nula de Hm. Como W é uma integral primeira para o Hamiltoniano H j

para todo j ≥ m, a solução nula é Lie-estável.

Para provar o caso (C), está implícito que

Fm(r1,φ) = Ψ|k|(φ)r|k|/2
1 + · · ·Ψm(φ)rm/2

1 ,

pois em caso contrário a função Fm teria sinal definido para r1 suficientemente pequeno. Assuma
que m é minimal entre todos os valores de m que satisfazem (C). Nós obteremos um número real
positivo δ e uma região Γ tal que

V = I2
2 + · · ·+ I2

n +(H−H2)2−δ
2rm

1

satisfaz V < 0 em Γ, V = 0 em ∂Γ e para todo ρ > 0 existe ι = ι(ρ) > 0 tal que

|V |> ρ⇒ |{V,H}|> ι em Γ.

Como H2 = 0 no caso periódico, a função V neste caso possui a forma

V = I2
2 + · · ·+ I2

n +H2−δ
2rm

1 .

Seja
Ωa = {V ≤ 0, r1 < a},

Ω
+
a = {V ≤ 0, r1 < a,

∂Fm

∂φ
(r1,φ) > 0}
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e
Ω
−
a = {V ≤ 0, r1 < a,

∂Fm

∂φ
(r1,φ) < 0},

onde a é um número real positivo o qual será escolhido convenientemente. Desde que, por hipótese,
Fm possui ao menos um zero, digamos φ∗, é fácil ver que Ωa 6= /0, pois V (k1

k1
r1,

k2
k1

r1, · · · , kn
k1

r1,φ
∗) =

Fm(r1,φ
∗) = 0 para algum r1 suficientemente pequeno. Por outro lado, como Fm possui um zero

simples e é periódica em φ, segue que Ω+
a e Ω−

a são subconjuntos não vazios de Ωa.

Em Ωa vale (k jr1 − k1r j)2 = I2
j ≤ δ2rm

1 assim, existem funções reais diferenciáveis β j =
β j(r1,r j) ( j = 2, . . . ,n) com |β j| ≤ 1 tais que

r j =
k j

k1
r1 +β jδrm/2

1 , j = 2, . . . ,n. (3.4)

Por outro lado, (H−H2)2 ≤ δ2rm
1 e como em Ωa

(H−H2)(r,ϕ) = (H−H2)(k1
k1

r1,
k2
k1

r1 +βδrm/2
1 , . . . , kn

k1
r1 +βδrm/2

1 ,φ)
= Hm(k1

k1
r1,

k2
k1

r1, · · · , kn
k1

r1,φ)+ · · ·
= Fm(r1,φ)+ . . . ,

(3.5)

temos que
Fm(r1,φ)2 +R(r1,ϕ) = (Fm(r1,φ)+ · · ·)2 ≤ δ

2rm
1 , (3.6)

onde R(r1,ϕ) denota termos de ordem maior que m/2 na variável r1.

Agora, obteremos condições sobre δ tais que, para o número a suficientemente pequeno, Ωa =
Ω+

a
⋃

Ω−
a e Ω+

a
⋂

Ω−
a = {r1 = · · · = rn = 0}. Para fazer isto é suficiente mostrar que para todo

r1 > 0 suficientemente pequeno
∂Fm

∂φ
(r1,φ) 6= 0

em Ωa, para a suficientemente pequeno. Vamos assumir o oposto e chegar em uma contradição.
Então, escolhendo (r#

1,φ
#) (r#

1 < a) tal que ∂Fm
∂φ

(r#
1,φ

#) = 0 por hipótese, segue que Fm(r#
1,φ

#) 6= 0.
Agora escolha a suficientemente pequeno tal que

|R(r#
1,φ

#)|< 1
2

Fm(r#
1,φ

#)2.

Então, combinando a desigualdade anterior e a escolha de δ temos que

Fm(r#
1,φ

#)2

(r?
1)m +

R(r#
1,ϕ

#)
(r#

1)m
≤ δ

2,

assim, escolhendo δ2 = Fm(r#
1,φ

#)2/(2(r#
1)

m), temos

Fm(r#
1,φ

#)2

2(r#
1)m

<
Fm(r#

1,φ
#)2

(r#
1)m

+
R(r#

1,φ
#)

(r#
1)m

≤
Fm(r#

1,φ
#)2

2(r#
1)m

,

que é uma contradição.
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Na continuação, calcularemos a derivada de V ao longo das soluções do sistema Hamiltoniano
associado a H,

dV
dt = {V,H}

= 2I2{I2,H}+ · · ·+ In{In,H}+2(H−H2){H−H2,H}
−δ2mrm−1

1 {r1,H}
= 2I2{I2,H}+ · · ·+ In{In,H}−2(H−H2){H2,H}−δ2mrm−1

1 {r1,H}.

(3.7)

Como I j, j = 2, · · · ,n, e H2 (ou H2 = 0 no caso periódico) são integrais primeiras para o sistema
Hamiltoniano truncado de ordem m′/2 (para todo inteiro m′ ≥ 2) nas variáveis ação-ângulo, então

{I j,H}= O(rm′/2+1/2
1 ), ( j = 2, . . . ,n) e {H2,H}= O(rm′/2+1/2

1 ),

em Ωa. Em outras palavras, por (3.4) e (3.5), em Ωa temos I j = O(rm/2
1 ), j = 2, . . . ,n e H−H2 =

O(r|k|/2
1 ). Então

2I2{I2,H}+ · · ·+ In{In,H}= O(rm/2+m′/2+1/2
1 )

2(H−H2){H2,H}= O(r|k|/2+m′/2+1/2
1 )

em Ωa. Note que
{r1,H} = ∂Hm

∂ϕ1
(r,φ)+O(rm/2+1/2

1 )

= ∂Hm

∂φ
(r,φ) ∂φ

∂ϕ1
+O(rm/2+1/2

1 )

= k1
∂Hm

∂φ
(r,φ)+O(rm/2+1/2

1 ),

assim, em Ωa

δ
2mrm−1

1 {r1,H}= k1δ
2mrm−1

1
∂Fm

∂φ
(r1,φ)+O(r3m/2−1/2

1 ).

Tomando m′ > 3(m−1)−|k|, temos que

m+m′+1
2

≥ |k|+m′+1
2

>
3m
2
−1,

além disso, em Ωa, vale

dV
dt

=−δ
2mk1

∂Fm

∂φ
(r1,φ) rm−1

1 +O(r3m/2−1/2
1 ),

onde os pontos representam termos de grau maior que m/2 em r1. Escolha Γ = Ω+
a se k1 > 0 ou

Γ = Ω−
a se k1 < 0 e a suficientemente pequeno tal que dV/dt é negativo em Γ. Temos que V = 0

em ∂Γ, V < 0 emΓ e para todo ρ tal que |V | ≥ ρ

a≥ r1 ≥
ρ1/m

δ2/m
.

Como
{V,H}=−δ

2mk1
∂Fm

∂φ
(r1,φ) rm−1

1 +O(r3m/2−1/2
1 ),

escolhendo r1 tal que

|O(r3m/2−1/2
1 )|< |1

2
δ

2mk1
∂Fm

∂φ
(r1,φ) rm−1

1 |
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e observando que em [ρ1/m

δ2/m ,a]× [0,2π] a função ∂Fm
∂φ

(r1,φ) tem um mínimo positivo, digamos µ,
em Γ, se |V | ≥ ρ temos que

|{V,H}|> 1
2

δ
2mk1µ

ρ(m−1)/m

δ2(m−1)/m
,

escolha

ι(ρ) =
1
2

δ
2mk1µ

ρ(m−1)/m

δ2(m−1)/m

e temos provado (C).

Note que, desde que a função V é uma função de Chetaev na região Γ, no caso autônomo ou
periódico, o Teorema de Chetaev garante a instabilidade da solução nula.

Um importante caso particular do Teorema 3.1.1 é:

Teorema 3.1.2 Assuma que o sistema (1.1) possui ressonâncias simples com vetor de ressonân-
cias dado por k = (k1, · · · ,kn). Além disso,
(A) Se existem i, j ∈ {1, . . . ,n}, i 6= j, tais que kik j < 0, então a solução nula de (1.1) é Lie-estável;

(B) Se k1,k2, · · · ,kn ≥ 0 ou ≤ 0 e para algum m a função em (3.2) Fm(r1,φ) 6= 0 para todo (r1,φ)
com r1 > 0 suficientemente pequeno, então a solução nula de (1.1) é Lie-estável;

(C) Se k1,k2, · · · ,kn ≥ 0 ou ≤ 0 e para algum m > 2 existe φ = φ∗ tal que Fm(r1,φ
∗) = 0 para todo

r1 > 0 suficientemente pequeno, e além disso, para todo φ com Fm(r1,φ) = 0 implica ∂Fm
∂φ

(r1,φ) 6= 0
para todo r1 > 0 suficientemente pequeno, então a solução nula de (1.1) é instável no sentido de
Liapunov.

Demonstração. Segue diretamente do Corolário 2.2.1 e do Teorema 3.1.1.

Observação 3.1.3 Nos Teorema 3.1.1 e 3.1.2 podemos trocar Lie-estável por formalmente estável.
De fato, a função G da prova de (A) é uma integral primeira do sistema Hamiltoniano formal na
forma normal de Lie. Em (B) trocando a função W por

W̃ = I2
2 + · · ·+ I2

n +H2,

onde H está na forma normal de Lie, segue que ela é uma integral primeira do sistema Hamilto-
niano formal na forma normal de Lie. Portanto, em ambos os casos temos que a solução nula é
formalmente estável.

Observação 3.1.4 Mostraremos agora, que como havíamos afirmado antes, a solução nula do
sistema Hamiltoniano associado a (1.34), que é estável para a maioria das condições iniciais, é
instável no sentido de Liapunov. De fato, para tal sistema

F5(r1,φ) = H(2r1,2r1,r1,φ) = 4r5/2
1 senφ

onde φ = 2ϕ1 + 2ϕ2 + ϕ3. Desde que F5 possui zeros simples em φ, pelo Teorema 3.1.1 segue a
instabilidade do equilíbrio.
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Agora, daremos uma interpretação geométrica das hipóteses do nosso Teorema 3.1.1. Con-
sidere os seguintes conjuntos

S1 = {(r,φ) ∈ Rn+1 / Hm(r,φ) = 0}

e
S j = {(r,φ) ∈ Rn+1 / k jr1− k1r j = I j = 0}, com j = 2, · · · ,n.

Como S1 = (Hm)−1({0}) e ∇(r,φ)Hm(r,φ) 6= 0, S1 é uma superfície n-dimensional em Rn+1. Os
conjuntos S j ( j = 2, . . . ,n) são planos n-dimensionais em Rn+1 ou S j = {r1 = r j = 0}. Note que
{r = 0} ⊂ S1∩·· ·∩Sn. Temos o seguinte teorema:

Teorema 3.1.3 Sob prévias notações:
(I) S1∩·· ·∩Sn = {r = 0} (para algum m > 2) se, e somente se, existem i, j ∈ {1, . . . ,n}, i 6= j, tais
que kik j < 0 ou no caso k1,k2, · · · ,kn ≥ 0 ou ≤ 0 a função em (3.2) é tal que Fm(r1,φ) 6= 0 para
todo (r1,φ) com r1 > 0 suficientemente pequeno;

(II) existe φ∗ tal que (r,φ∗)∈ S1∩·· ·∩Sn (r 6= 0) e a intersecção entre S1 e S2∩·· ·∩Sn nos pontos
(r,φ∗) é transversal (para algum m) se, e somente se, k1,k2, · · · ,kn ≥ 0 ou ≤ 0 e para algum m > 2
existe φ = φ∗ tal que Fm(r1,φ

∗) = 0 para todo r1 > 0 suficientemente pequeno, e além disso, para
todo φ com Fm(r1,φ) = 0 implica ∂Fm

∂φ
(r1,φ) 6= 0 para todo r1 > 0 suficientemente pequeno.

Demonstração. (I) É claro que precisamos analisar apenas o caso k1,k2, · · · ,kn ≥ 0 ou≤ 0. Neste
caso, (r,φ) ∈ S2 ∩ ·· ·Sn se, e somente se, r j = k j

k1
r1 para todo j ∈ {2, · · · ,n}. Por outro lado, se

(r,φ) ∈ S1 então 0 = Hm(r,φ) = Fm(r1,φ) = 0 se, e somente se, r1 = 0 para todo φ. Com isso
concluímos a prova de (I).

(II) Seja k1,k2, · · · ,kn ≥ 0 ou ≤ 0 e (r,φ∗) ∈ S1∩ ·· ·∩Sn e r1 > 0. Então, r j = k j
k1

r1 para todo
j ∈ {2, · · · ,n} e Hm(r1,

k2
k1

r1, · · · , kn
k1

r1,φ
∗) = Fm(r1,φ

∗) = 0. Por definição, a intersecção entre S1

e S2,∩·· ·∩Sn ocorre transversalmente em (r,φ∗) se, e somente se,

T(r,φ∗)S1 +T(r,φ∗)(S2∩·· ·∩Sn) = Rn+1. (3.8)

Note que T(r,φ∗)(S2,∩·· · ∩ Sn) é o subespaço gerado por (k1, · · · ,kn,0) e (0, · · · ,0,1). Por outro
lado, como S1 = (Hm)−1({0}) temos que T(r,φ∗)S1 é o complemento ortogonal de

∇(r,φ)H
m(r,φ∗) =

(
∂Hm

∂r1
(r,φ∗), · · · , ∂Hm

∂rn
(r,φ∗),

∂Fm

∂φ
(r1,φ

∗)
)

,

onde r = (k1
k1

r1, · · · , kn
k1

r1). Note que

(0, · · · ,0,1) ·∇Hm(r,φ∗) =
∂Fm

∂φ
(r1,φ

∗). (3.9)

Agora, assumindo a veracidade de (3.8), mostraremos que ∂Fm
∂φ

(r1,φ) 6= 0. Para fazer isso é sufi-
ciente observar que

(k1, . . . ,kn,0) ·∇Hm(r,φ∗) = k1
∂Hm

∂r1
(r,φ∗)+ · · ·+ kn

∂Hm

∂rn
(r,φ∗) = 0, (3.10)
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pois Fm(r1,φ
∗) = 0 e r = (k1

k1
r1, . . . ,

kn
k1

r1). Então, neste caso (k1, · · · ,kn,0) ∈ T(r,φ∗)S1, e pela

condição (3.8) temos que (0, · · · ,0,1) 6∈ T(r,φ∗)S1, e então pela relação em (3.9), ∂Fm
∂φ

(r1,φ
∗) = 0.

A recíproca é claro das afirmações, pois (0, · · · ,0,1) ∈ T(r,φ∗)(S2 ∩ ·· · ∩ Sn) \ T(r,φ∗)S1; assim
(3.8) vale e então concluímos (II).

3.2 Estabilidade no caso não-diagonalizável para sistemas Hamil-
tonianos autônomos

Nesta seção, assumindo que a matriz do sistema linearizado é não-diagonalizável e que Mω =
(0, . . . ,0,1,1)Z forneceremos teoremas sobre estabilidade do equilíbrio.

Inicialmente assuma que o sistema Hamiltoniano (1.1) tem dois graus de liberdade. Então pelo
Teorema 2.3.1, a forma normal de Lie da função Hamiltoniana (1.1) numa ordem arbitrária j > 2
tem a forma

H j = 1
2(q2

1 +q2
2)+ω2(q1 p2−q2 p1)+

[ j/2]

∑
j1+ j2=2

h j1 j2(p2
1 + p2

2)
j1(q1 p2−q2 p1) j2. (3.11)

O seguinte teorema dá informações no caso h20 = 0.

Teorema 3.2.1 Assuma que n = 2 e existe s≥ 2 tal que h j0 = 0, j = 2, . . . ,s−1, e hs0 6= 0. Então
(A) Se hs0 > 0, a origem é uma solução de equilíbrio Lie-estável do sistema Hamiltoniano associ-
ado a H;
(B) Se hs0 < 0, h j1 j2 = 0 para j1 + j2 < s, j1 6= 0, e j1 + j2 = s, 0 6= j1 6= s−1, então a origem é
uma solução de equilíbrio instável no sentido de Liapunov.

Demonstração. (A) É suficiente tomar m = 2s e considerar

I = q1 p2−q2 p1 e H j

que são integrais primeiras do sistema Hamiltoniano associado a H j onde j é um número inteiro
arbitrário maior ou igual a m. Assim, a função

W = I2 +(H j)2

é uma integral primeira do sistema Hamiltoniano associado a H j, e como para hs0 > 0 temos

W = 0 ⇔ I = Hm = 0

⇔ 1
2(q2

1 +q2
2)+hs0(p2

1 + p2
2)

s +
[ j/2]

∑
i=s+1

hi0(p2
1 + p2

2)
i = 0

⇔ q1 = p1 = q2 = p2 = 0 numa vizinhaça da origem,

(3.12)
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então o Teorema de Liapunov garante a estabilidade da solução nula de H j para todo inteiro arbi-
trário j ≥ m. Portanto, a solução nula é Lie-estável e a prova de (A) está completa.

(B) Assumindo que hs0 < 0, h j1 j2 = 0 para j1 + j2 < s, j1 6= 0, e j1 + j2 = s, 0 6= j1 6= s− 1,
então a função Hamiltoniana normalizada até ordem 2s tem a forma

H = 1
2(q2

1 +q2
2)+ω(q1 p2−q2 p1)+

h02(q1 p2−q2 p1)2 + · · ·+h0,s−1(q1 p2−q2 p1)s−1+
hs0(p2

1 + p2
2)

s +hs−1,1(p2
1 + p2

2)
s−1(q1 p2−q2 p1)+h0s(q1 p2−q2 p1)s + . . . ,

(3.13)

onde os pontos significam termos de ordem maior que 2s nas variáveis q1,q2, p1 e p2. Seja V =
q1 p1 +q2 p2. Desde que,

{V,q2
1 +q2

2}= 2(q2
1 +q2

2),{V, p2
1 + p2

2}= 2(p2
1 + p2

2), e {V,q1 p2−q2 p1}= 0, (3.14)

então

{V,H} =−(q2
1 +q2

2)+2shs0(p2
1 + p2

2)
s+

2(s−1)hs−1,1(p2
1 + p2

2)
s−1(q1 p2−q2 p1)+ . . .

=−(q2
1 +q2

2)+2shs0(p2
1 + p2

2)
s−1[p2

1 + p2
2 +2αq1 p2−2αq2 p1)]+ . . .

=−(q2
1 +q2

2)[1−2shs0α2(q2
1 +q2

2)(p2
1 + p2

2)
s−1]+

2shs0(p2
1 + p2

2)
s−1[(p1−αq2)+(p2−αq1)]+ . . . ,

(3.15)

onde
α =

(s−1)hs−1,1

2shs0

e os pontos indicam termos de ordem maior que 2s nas variáveis q1,q2, p1 e p2. Pela última
expressão de {V,H} em (3.15) é claro que ela é definida negativa numa vizinhança da origem se
hs0 < 0 e como V não tem sinal definido, pelo Teorema da Instabilidade de Liapunov concluímos
a instabilidade do equilíbrio.

Observação 3.2.1 Na tese do Teorema 3.2.1 podemos trocar o tipo de estabilidade de Lie-estável
por formalmente estável. De fato, mudando a função W por

W̃ = I2 +H2,

onde H está na forma normal de Lie segue que esta função é uma integral primeira formal para o
sistema Hamiltoniano na forma normal de Lie.

Vimos nesta seção um critério (Teorema 3.2.1) para obter Lie-estabilidade (ou estabilidade for-
mal) e instabilidade no sentido de Liapunov da solução de equilíbrio que generaliza o Teorema
de Sokolskii (Teorema 1.2.8) no sentido de dar informações no caso A = h20 = 0. Vamos agora
dar uma generalização parcial de nosso resultado a sistemas com n graus de liberdade. A ex-
pressão "generalização parcial"é porque nesta generalização forneceremos Lie-instabilidade e não
estabilidade no sentido de Liapunov.

Antes de provar o principal resultado desta seção, lembraremos e provaremos o seguinte resul-
tado que será usado.
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Lema 3.2.1 Considere um sistema mecânico q̈ = ∇U(q), com ∇U(q0) = 0. Seja

H(q,p) =
1
2
‖ p ‖2 −U(q)

o sistema Hamiltoniano associado e considere a região

C : H < 0,
n

∑
i=1

qi pi > 0.

Se a série de Taylor de U numa vizinhança da origem term a forma U = Um +Um+1 + . . . com Um

definida positiva na região C, então a solução de equilíbrio (q0,0) do sistema Hamiltoniano H é
instável no sentido de Liapunov.

Demonstração. Considere a função

V (q,p) =−H
n

∑
i=1

qi pi.

Desde que,

V̇ = {V,H}=−H

(
n

∑
i=1

pi
∂H
∂pi

−qi
∂H
∂qi

)
=−H[2 ‖ p ‖2 +mUm(q)]+ . . . ,

é definida positiva na região C, em uma vizinhança da origem, pelo Teorema de Chetaev a solução
nula é instável.

O principal teorema desta seção é:

Teorema 3.2.2 Assuma que o sistema Hamiltoniano (1.1) tem n graus de liberdade. Então usando
notações do Teorema 2.3.1 temos:
(A) Assumindo que existe um número inteiro s≥ 2 tal que h0...0 j0 = 0, j = 2, . . . ,s−1, e h0...0s0 6= 0,
então
(A.1) Se h0...0s0 > 0 a solução nula é Lie-estável;
(A.2) No caso h0...0s0 < 0 a solução nula é Lie-instável;
(B) a solução nula é Lie-instável se não existe um número s como no ítem (A).

Demonstração. (A.1) A prova neste caso é similar a prova do ítem (A) do Teorema 3.2.1. De
fato, é suficiente tomar m = 2s e como as funções

I1 =
1
2
(q2

1 + p2
1), . . . , In−2 =

1
2
(q2

n−2 + p2
n−2), In−1 = qn−1 pn−qn pn−1 e In = H j

são integrais primeiras do sistema Hamiltoniano associado a H j para todo número inteiro arbitrário
j ≥ m; assim, a função

W = I2
1 + I2

2 + · · ·+ I2
n
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é uma integral primeira do sistema Hamiltoniano associado a H j. Como h0...0s0 > 0, temos

W = 0 ⇔ I1 = I2 = · · ·= In = 0
⇔ q1 = p1 = · · ·= qn−2 = pn−2 = 0 e

1
2(q2

n−1 +q2
n)+h0...0s0(p2

n−1 + p2
n)

s +
[ j/2]

∑
i=s+1

h0...0i0(p2
n−1 + p2

n)
i = 0

⇔ q1 = p1 = · · ·= qn = pn = 0 numa vizinhança da origem.

(3.16)

Então a estabilidade da solução de equilíbrio do sistema Hamiltoniano associado a H j segue do
Teorema de Liapunov. Como j ≥ m pode ser escolhido arbitrário, a solução nula é Lie-estável.

(A.2) Assuma que h0...0 j0 = 0, j = 2, . . . ,s− 1, e h0...0s0 < 0 e seja m = 2s. Neste caso, como
I1, . . . , In−1 são integrais primeiras do sistema Hamiltoniano associado a H j para todo número in-
teiro arbitrário j ≥ m então S : I1 = · · · = In−2 = In−1 = 0 é um subconjunto invariante pelo fluxo
definido pelo sistema Hamiltoniano associado a Hm. Restringindo o Hamiltoniano H j a S, a função
Hamiltoniana torna-se

H j|S = 1
2(q2

n−1 +q2
n)+h0...0s0(p2

n−1 + p2
n)

s +
[ j/2]

∑
i=s+1

h0...0i0(p2
n−1 + p2

n)
i. (3.17)

Então, o sistema Hamiltoniano associado a H j|S é

q̇n−1 = 2sh0...0s0 pn−1(p2
n−1 + p2

n)
s−1 +

[ j/2]

∑
i=s+1

2ih0...0i0 pn−1(p2
n−1 + p2

n)
i−1

q̇n = 2sh0...0s0 pn(p2
n−1 + p2

n)
s−1 +

[ j/2]

∑
i=s+1

2ih0...0 j0 pn(p2
n−1 + p2

n)
i−1

ṗn−1 =−qn−1

ṗn =−qn.

(3.18)

O sistema Hamiltoniano (3.18) é equivalente ao sistema mecânico Z̈ = ∇U(Z), onde Z =(pn−1, pn)T

e

U(Z) =−h0...0s0(p2
n−1 + p2

n)
s−

[ j/2]

∑
i=s+1

h0...0i0(p2
n−1 + p2

n)
i.

Assumindo h0...0s0 < 0, a função Us(Z) = −h0...0s0(p2
n−1 + p2

n)
s é definida positiva na região

C : Hm|S < 0, q2 p2 + q3 p3 > 0, assim pelo Lema 3.2.1 a solução nula do sistema mecânico
Z̈ = ∇U(Z) é instável no sentido de Liapunov; conseqüentemente, a solução nula de H j é instável
para todo j ≥ m. Desde que j pode ser escolhido arbitrariamente ≥ m a solução nula é e Lie-
instável para o sistema Hamiltoniano associado a H.

(B) Neste caso seja m = 2. Note que restringindo H j ao subconjunto invariante S : I1 = · · · =
In−2 = In−1 = 0 no caso h0...0i0 = 0 para todo inteiro i≥ 2 a função Hamiltoniana assume a forma

H j|S =
1
2
(q2

n−1 +q2
n).
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Desde que solução nula do sistema Hamiltoniano associado a H j|S é instável para todo j ≥m = 2;
assim a solução nula de H é Lie-instável. A prova do teorema está completa.

Nosso Teorema 3.2.2 estende o Teorema de Mansilla 1.2.13 a n graus de liberdade e dá infor-
mações no caso h020 = 0 o qual não foi considerado por Mansilla em [23].

Observação 3.2.2 A observação 3.2.1 é verdadeira também para o Teorema 3.2.2. De fato, a
integral primeira formal do sistema Hamiltoniano é

W̃ = I2
1 + I2

2 + · · ·+ I2
n ,

onde In = H está na forma normal de Lie.



Capítulo 4

Estabilidade no caso de ressonâncias
múltiplas para sistemas autônomos e
periódicos

Este capítulo é dedicado ao estudo da estabilidade da solução de equilíbrio nula de um sis-
tema Hamiltoniano autônomo ou periódico com n graus de liberdade cujo sistema linearizado
é diagonalizável e possui múltiplas ressonâncias de ordens arbitrárias. Nós damos condições
necessárias e suficientes para estabilidade (Lie-estabilidade e instabilidade no sentido de Lia-
punov) sob condições bastante gerais.

4.1 Condições necessárias para Lie-estabilidade

Neste capítulo estamos assumindo que Mω = k1Z + · · ·+ ksZ, com s > 1. Iniciemos com o
simples resultado:

Proposição 4.1.1 Se existe a = (a1, . . . ,an) ∈ Rn, com a1, . . . ,an > 0 tal que

k1 ·a = · · ·= ks ·a = 0,

então a solução nula de (1.1) é Lie-estável.

Demonstração. Neste caso, usando o Corolário 2.2.2 temos que I = a · r é uma integral primeira
do sistema Hamiltoniano associado a Hm para todo m. Desde que a = (a1, . . . ,an) ∈ Rn, com
a1, . . . ,an > 0, I é definido positivo e pelo Teorema de Liapunov concluímos que a solução nula de
(1.1) é Lie-estável.

Uma condição necessária para existência de a como na Proposição 4.1.1 é que para todo α ∈
{1, . . . ,s} existem i, j ∈ {1, . . . ,n}, i 6= j, tais que kα

i kα
j < 0. Esta condição em geral não é suficiente
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pois no caso s = n−1 todo a tal que k1 ·a = · · ·= ks ·a = 0 tem a forma a = cω = (cω1, . . . ,cωn)
onde c é uma constante real.

Considere o conjunto

S = {(r,ϕ); I1(r) = · · ·= In−s(r) = 0},

onde I1(r) = a1 ·r, . . . , In−s(r) = an−s ·r são as integrais primeiras fornecidas pelo Corolário 2.2.2.
Outro resultado sobre Lie-estabilidade é:

Proposição 4.1.2 Se S = {r = 0} então a solução nula de (1.1) é Lie-estável;

Demonstração. Uma simples prova desta proposição é obtida tomando a função

W = I2
1 + · · ·+ I2

n−2

como função de Liapunov. De fato, é uma integral primeira definida positiva do sistema Hamilto-
niano truncado na forma normal de Lie de qualquer ordem.

Observação 4.1.1 Note que a existência de a como na Proposição 4.1.1 implica S = {0}. De
fato, como k1 · a = · · · = ks · a = 0 existem constantes reais c1, . . . ,cn−s tais que a = c1a1 + · · ·+
cn−san−s e então a · r = 0 que ocorre se, e somente se, r = 0. Então temos outra prova diferente
da Proposição 4.1.1.

As condições da Proposição 4.1.1 e 4.1.2 dependem apenas de condições sobre os vetores de
ressonância k1, . . . ,ks. Ela é independente dos termos de ordem maior que dois. Por exemplo, um
sistema Hamiltoniano autônomo com quatro graus de liberdade que tem função Hamiltoniana em
variáveis ação-ângulo

H = r1 +2r2 +3r3−πr4 +H3 + . . .

é Lie-estável independente dos termos de ordem maior que dois. De fato, neste caso Mω =
(2,−1,0,0)Z+(3,0,−1,0)Z e tomando a = (1,2,3,π) temos a ·(2,−1,0,0) = a ·(3,0,−1,0) = 0
ou equivalentemente (2,−1,0,0) e (3,0,−1,0) têm componentes que mudam de sinal.

Agora, obteremos condições necessárias para Lie-estabilidade da solução de equilíbrio de-
pendendo da forma normal de Lie de (1.1) truncada em alguma ordem m > 2. É assumido que
S 6= {r = 0}. Neste caso considere a função

Fm = Hm|S×Rs = Fm(r j1, . . . ,r js,k
1 ·ϕ, . . . ,ks ·ϕ), (4.1)

para alguns j1, . . . , js ∈ {1, . . . ,n}. Temos o seguinte teorema geral:

Teorema 4.1.1 Usando notações prévias, se S 6= {r = 0} e existe m > 2 tal que Fm(r j1, . . . ,r js,k1 ·
ϕ, . . . ,ks ·ϕ) 6= 0 para todo (r j1, . . . ,r js,k1 ·ϕ, . . . ,ks ·ϕ) com r j1, . . . ,r js > 0 suficientemente pe-
queno, então a solução nula é Lie-estável.
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Demonstração. Assuma que S 6= {r = 0} e considere a função

V = I2
1 + · · ·+ I2

n−s +(Hm)2.

Esta função é uma integral primeira do sistema Hamiltoniano associado a Hm para todo m ≥ 2.
Por outro lado, temos que V = 0 se, e somente se, r ∈ S e Fm(r j1, . . . ,r js,k1 ·ϕ, . . . ,ks ·ϕ) = 0.
Assumindo que existe m > 2 tal que Fm(r j1, . . . ,r js,k1 ·ϕ, . . . ,ks ·ϕ) 6= 0 para todo (r j1, . . . ,r js,k1 ·
ϕ, . . . ,ks · ϕ) com r j1, . . . ,r js > 0 suficientemente pequeno temos que r = 0. Pelo Teorema de
Liapunov a solução nula é estável para o sistema Hamiltoniano associado a H j para j ≥ m. O
teorema está provado.

Seja
Sm = {(r,ϕ);Hm(r,ϕ) = 0}.

As hipóteses do teorema anterior são claramente equivalentes a S∩Sm = {r = 0}.

No caso Sm = {r = 0} temos estabilidade no sentido de Liapunov. De fato, a função Hamil-
toniana H na forma normal de Lie até ordem m é uma integral primeira definida positiva para o
sistema Hamiltoniano associado a (1.1). O Teorema de Liapunov (tomando H como função de
Liapunov) garante que a solução nula é estável no sentido de Liapunov.

Observação 4.1.2 Nas teses das Proposições 4.1.1, 4.1.2 e Teorema 4.1.1 podemos mudar Lie-
estável por formalmente estável (ou "quase estável"na notação de Moser [32]). De fato, a função
I da prova em 4.1.1 e W da Proposição 4.1.2 são integrais primeiras do Hamiltoniano formal em
sua forma normal de Lie. No Teorema 4.1.1 mudando a função V por

V = I2
2 + · · ·+ In +H2,

onde H está na forma normal de Lie, segue que ele é uma integral primeira formal do sistema
Hamiltoniano na forma normal de Lie. Portanto, em ambos os casos temos que a solução nula é
formalmente estável.

4.2 Condições necessárias para instabilidade no sentido de Li-
apunov

É claro que nesta seção suporemos S∩ Sm 6= {r = 0} para todo m > 2. Uma questão natural
que surge é saber se neste caso a solução nula é instável no sentido de Liapunov. Nesta seção,
damos uma resposta a esta questão adicionando algumas hipóteses extras.

Assuma que |k1| ≤ · · · ≤ |ks| e k1, . . . ,kγ não têm interações onde 0≤ γ≤ s. Assumamos, por
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simplicidade, que

k1 = (k1
1, . . . ,kα1,0, . . . ,0),

k2 = (0, . . . ,0,k2
α1+1, . . . ,k

2
α1+α2

,0, . . . ,0),
...

kγ = (0, . . . ,0,kγ

α1+···+αγ−1+1, . . . ,k
γ

α1+···+αγ−1+αγ
,0, . . . ,0),

(4.2)

onde k1
1,k

1
2, . . . ,k

1
α1
≥ 0, . . . ,kµ

α1+···+αµ−1+1, . . . ,k
µ
α1+···+αµ

≥ 0, com k1
1 > 0, . . . ,kµ

α1+···+αµ−1+1 > 0
e para todo l ∈ {µ + 1, . . . ,γ} existem i, j tais que kl

ik
l
j < 0, onde 1 ≤ µ ≤ γ. Se existe m > |k1|

número inteiro tal que m′ := |kγ+1|−1 < 3(m−1)−|k1| e se

Hm = Hm
1 (r,k1 ·ϕ)+ · · ·+Hm

γ (r,kγ ·ϕ), (4.3)

considere as funções

F1
m(r1,k1 ·ϕ) = Hm

1 (k1
1

k1
1
r1, . . . ,

k1
α1
k1

1
r1,0, . . . ,0,k1 ·ϕ)

F2
m(rα1+1,k2 ·ϕ) = Hm

1 (0, . . . ,0,
k

α1+1
α1+1

k
α1+1
α1+1

rα1+1, . . . ,
k

α1+1
α1+α2

k
α1+1
α1+1

rα1+1,0, . . . ,0,k2 ·ϕ)

...

Fµ
m(rα1+···+αµ−1+1,kµ ·ϕ) = Hm

µ (0, . . . ,0,
kα1+···+αµ−1+1

kµ
α1+···+αµ−1+1

rα1+···+αµ−1+1, . . . ,

kµ
α1+···+αµ−1+αµ

kµ
α1+···+αµ−1+1

rα1+···+αµ−1+1,0, . . . ,0,kµ ·ϕ).

(4.4)

Temos o seguinte resultado:

Teorema 4.2.1 Sob prévias notações, assuma que existe j ∈ {1, . . . ,µ} tal que para todo r j > 0
suficientemente pequeno existe k j ·ϕ tal que

F j
m(rα1+···+α j−1+1,k j ·ϕ) = 0, (4.5)

e existe c = (0, . . . ,0,cµ+1, . . . ,cn) com cµ+1, . . . ,cn > 0 tal que c ·k1, . . . ,c ·ks = 0. Se

∂F j
m

∂(k j ·ϕ)
(rα1+···+α j−1+1,k j ·ϕ) 6= 0 (4.6)

para todo (rα1+···+α j−1+1,k j ·ϕ) satisfazendo (4.5) então existe uma função V e uma região Γ tal
que V < 0 em Γ, V = 0 em ∂Γ e para todo ρ > 0 existe ι = ι(ρ) > 0 tal que

|V | ≥ ρ implica |V̇ |> ι em Γ,

onde V̇ significa a derivada de V ao longo das soluções do sistema Hamiltoniano associado a H.
Em particular, a solução nula de (1.1) é instável no sentido de Liapunov.
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Demonstração. Por simplicidade assumiremos que j = 1 (os casos j 6= 1 são análogos). Para
k1, . . . ,kµ como em (4.2) escolhendo

a2 = (k1
2,−k1

1,0, . . . ,0), . . . ,
aα1 = (k1

α1
,0, . . . ,0,−k1

1,0, . . . ,0)
aα1+2 = (0, . . . ,0,k2

α1+2,−k2
α1+1,0, . . . ,0), . . . ,

aα1+α2 = (k1
α1+α2

,0, . . . ,0,−k2
α1+1,0, . . . ,0)

...
aα1+···+αµ−1+2 = (0, . . . ,0,k

α1+···+αµ−1
α1+···+αµ−1+2,−k

α1+···+αµ−1
α1+···+αµ−1+1,0, . . . ,0), . . . ,

aα1+···+αµ−1+αµ = (0, . . . ,0,k
α1+···+αµ−1
α1+···+αµ−1+αµ

,0, . . . ,0,−k
α1+···+αµ−1
α1+···+αµ−1+1,0, . . . ,0),

(4.7)

temos que ai ·k1 = · · ·= ai ·ks = 0 para i ∈ Λ := {1, . . . ,α1 + · · ·+αµ}\{1,α1 +1, . . . ,α1 + · · ·+
αµ−1 + 1}. Pelo Corolário 2.2.2 as funções I j = ai · r, i ∈ Λ, são integrais primeiras do sistema
Hamiltoniano associado a Hm. Por outro lado, existe c = (0, . . . ,0,cµ+1, . . . ,cn) com cµ+1, . . . ,cn >

0 tal que c ·k1, . . . ,c ·ks = 0 e então a função I = cµ+1rµ+1 · · ·+cnrn é uma integral primeira positiva
do sistema Hamiltoniano associado a Hm.

Vamos obter um número real positivo δ e uma região Γ tal que

V = ∑
i∈Λ

I2
i + I2 +(H−H2)2−δ

2rm
1 (4.8)

satisfaz V < 0 em Γ, V = 0 em ∂Γ e para todo ρ > 0 existe ι = ι(ρ) > 0 tal que

|V |> ρ⇒ |V̇ |> ι em Γ.

Seja
Ωa = {V ≤ 0, r1 < a},

Ω
+
a = {V ≤ 0, r1 < a,

∂F1
m

∂φ
(r1,φ) > 0}

e

Ω
−
a = {V ≤ 0, r1 < a,

∂F1
m

∂φ
(r1,φ) < 0},

onde a é um número inteiro positivo. Desde que por hipótese F1
m possui ao menos um zero, digamos

k1 ·ϕ∗, é fácil ver que Ωa 6= /0, pois

V (
k1

1

k1
1

r1, . . . ,
k1

α1

k1
1

r1,0, . . . ,0,k1 ·ϕ∗) = F1
m(r1,k1 ·ϕ∗) = 0

para algum r1 suficientemente pequeno. Por outro lado, como F1
m possui um zero simples e esta

função é periódica em k1ϕ, segue que Ω+
a e Ω−

a são subconjuntos não-vazios Ωa.

Em Ωa vale I2
i ≤ δ2rm

1 para i ∈ Λ e I2 ≤ δ2rm
1 (conseqüentemente c2

µ+1r2
µ+1, . . . ,c

2
nr2

n ≤ δ2rm
1 );
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assim, existem funções reais fi = fi(r1,ri) i ∈ Λ∪{µ+1, . . . ,n} com | f j| ≤ 1 tal que

r2 =
k1

2

k1
1

r1 + f2δrm/2
1 , . . . ,

rα1 =
k1

α1

k1
1

r1 + fα1δrm/2
1 ,

rα1+2 =
kα1+1

α1+2

kα1+1
α1+1

rα1+1 + fα1+2δrm/2
1 , . . . ,

rα1+α2 =
kα1+1

α1+α2

kα1+1
α1+1

rα1+1 + fα1+α2δrm/2
1 ,

...

rα1+···+αµ−1+2 =
k

α1+···+αµ−1+1
α1+···+αµ−1+2

k
α1+···+αµ−1+1
α1+···+αµ−1+1

rα1+···+αµ−1+1 + fα1+···+αµ−1+2δrm/2
1 , . . . ,

rα1+···+αµ−1+αµ =
k

α1+···+αµ−1+1
α1+···+αµ−1+αµ

k
α1+···+αµ−1+1
α1+···+αµ−1+1

rα1+···+αµ−1+1 + fα1+···+αµ−1+αµδrm/2
1 ,

rµ+1 = fµ+1
δ

cµ+1
rm/2

1 , . . . ,rn = fn
δ

cn
rm/2

1 .

(4.9)

Por outro lado, em Ωa temos (H−H2)2 ≤ δ2rm
1 e usando (4.9) concluímos

(H−H2)(r,ϕ) = Hm(r1, . . . ,rα1+···+αµ−1+1,k1 ·ϕ, . . . ,kµ ·ϕ)+O(rm/2+1/2
1 ), (4.10)

e, portanto
Hm(r1, . . . ,rα1+···+αµ−1+1,k1 ·ϕ, . . . ,kµ ·ϕ)2 +R(r1,ϕ)≤ δ

2rm
1 , (4.11)

onde R(r1,ϕ) denota termos of ordem maior que m na variável r1. Neste ponto é importante
observar que

F1
m(r1,k1 ·ϕ) = Hm(r1,0, . . . ,0,k1 ·ϕ, . . . ,kµ ·ϕ).

Agora, vamos obter condições sobre δ tal que, para a suficientemente pequeno, Ωa = Ω+
a

⋃
Ω−

a

e Ω+
a

⋂
Ω−

a = {r1 = · · · = rn = 0}. Para fazer isso é suficiente mostrar que para todo r1 > 0
suficientemente pequeno é verificado

∂F1
m

∂(k1 ·ϕ)
(r1,k1 ·ϕ) 6= 0

em Ωa, para a suficientemente pequeno. Vamos assumir o oposto para chegar numa contradição.
Então, escolhendo (r#

1,k
1ϕ#) (r#

1 < a) tal que ∂F1
m

∂(k1·ϕ)(r
#
1,k

1 ·ϕ#)= 0 por hipótese temos que Fm(r#
1,k

1 ·
ϕ#) 6= 0. Agora, escolhemos a suficientemente pequeno tal que

|R(r#
1,k

1 ·ϕ#)|< 1
2

Fm(r#
1,k

1 ·ϕ#)2

e rα1+1 = · · ·= rα1+···+αµ−1+1 = 0. Então, pela desigualdade em (4.11) temos

F1
m(r#

1,k
1 ·ϕ#)2

(r#
1)m

+
R(r#

1,ϕ
#)

(r#
1)m

≤ δ
2,
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assim, escolhendo δ2 = F1
m(r#

1,k
1 ·ϕ#)2/(2(r#

1)
m) temos

F1
m(r#

1,k
1 ·ϕ#)2

2(r#
1)m

<
F1

m(r#
1,k

1 ·ϕ#)2

(r#
1)m

+
R(r#

1,ϕ
#)

(r#
1)m

≤
F1

m(r#
1,k

1 ·ϕ#)
2(r#

1)m
,

o que é uma contradição.

Nosso próximo passo é calcular a derivada V̇ de V ao longo das soluções do sistema Hamilto-
niano associado a H. Primeiramente, é imediato que

V̇ = ∑
i∈Λ

2Ii{Ii,H}+2I{I,H}−2(H−H2){H2,H}−δ
2mrm−1

1 {r1,H}+
∂V
∂t

. (4.12)

Como Ii, i ∈ Λ, I e H2 (ou H2 = 0 no caso periódico) são integrais primeiras do sistema Hamilto-
niano truncado de ordem m′/2 na forma normal de Lie em variáveis ação-ângulo, então

{Ii,H}= O(rm′/2+1/2
1 ), (i ∈ Λ), {I,H}= O(rm′/2+1/2

1 ) e {H2,H}= O(rm′/2+1/2
1 ),

in Ωa. Em outras palavras, por (4.9) e (4.10), em Ωa temos Ii = O(rm/2
1 ), i ∈ Λ, I = O(rm/2

1 ) e

H−H2 = O(r|k
1|/2

1 ). Então

∑
i∈Λ

2Ii{Ii,H}+2I{I,H} = O(rm/2+m′/2+1/2
1 )

2(H−H2){H2,H} = O(rm/2+m′/2+1/2
1 )

(4.13)

em Ωa. Note que

{r1,H} =
∂Hm

1
∂ϕ1

(r,k1 ·ϕ)+O(rm/2+1/2
1 )

=
∂Hm

∂(k1 ·ϕ)
∂(k1 ·ϕ)

∂ϕ1
(r,k1 ·ϕ)+O(rm/2+1/2

1 )

= k1
1

∂Hm
1

∂(k1 ·ϕ)
(r1,k1 ·ϕ)+O(rm/2+1/2

1 ),

assim, em Ωa

δ
2mrm−1

1 {r1,H}= k1
1δ

2mrm−1
1

∂F1
m

∂(k1 ·ϕ)
(r1,k1 ·ϕ)+O(r3m/2−1/2

1 ).

É importante observar que como Hm′
é autônomo então

∂V
∂t

= O(rm′/2+1/2
1 ).

Desde que m′ > 3(m−1)−|k1| então

m+m′+1
2

>
3m
2
−1,

portanto em Ωa temos

V̇ =−δ
2mk1

1
∂F1

m

∂(k1 ·ϕ)
(r1,k1 ·ϕ) rm−1

1 +O(r3m/2−1/2
1 ).



4. Estabilidade no caso de ressonâncias múltiplas para sistemas autônomos e periódicos 65

Escolha Γ = Ω+
a se k1

1 > 0 ou Γ = Ω−
a se k1

1 < 0 e a suficientemente pequeno tal que V̇ é negativo
em Γ. Temos que V = 0 em ∂Γ, V < 0 em Γ e para todo ρ tal que |V | ≥ ρ temos

a≥ r1 ≥
ρ1/m

δ2/m
.

Como

V̇ =−δ
2mk1

1
∂F1

m

∂(k1 ·ϕ)
(r1,k1 ·ϕ) rm−1

1 +O(r3m/2−1/2
1 ),

escolhendo r1 tal que

|O(r3m/2−1/2
1 )|< |1

2
δ

2mk1
1

∂F1
m

∂(k1 ·ϕ)
(r1,k1 ·ϕ) rm−1

1 |

e observando que no conjunto compacto [ρ1/m

δ2/m ,a]× [0,2π] a função ∂F1
m

∂(k1·ϕ)(r1,φ) tem um mínimo
positivo, digamos b, então em Γ, se |V | ≥ ρ temos que

|V̇ |> 1
2

δ
2mk1

1b
ρ(m−1)/m

δ2(m−1)/m
,

escolhendo

ι(ρ) =
1
2

δ
2mk1

1b
ρ(m−1)/m

δ2(m−1)/m

temos provado o teorema.

Note que, como V é uma função de Chetaev na região Γ, em ambos os casos autônomo e
periódico, o Teorema de Chetaev garante a instabilidade da solução nula.

No caso de ressonâncias simples Mω = kZ para algum k ∈ Zn temos que

|k|= min{|l|; l ∈Mω \{0}}.

Pela Proposição 2.2.1, se o processo da normalização de Lie segue até uma ordem m ≥ |k|, inclu-
sive, então o Hamiltoniano truncado em variáveis ação-ângulo toma a forma

Hm = H2(r)+H4(r)+ · · ·+H2l(r)+H|k|(r,φ+µt)+ · · ·+Hm(r,φ+µt), (4.14)

onde 2l é o maior número inteiro par menor que |k|, φ = k ·ϕ = k1ϕ1 + · · ·+knϕn e m é arbitrário.
Então os Teoremas 4.2.1 e 4.1.1 fornecem o Teorema 3.1.1 como conseqüência.

Outro corolário do Teorema 4.2.1 é o seguinte:

Corolário 4.2.1 Assuma que os geradores do módulo de ressonâncias k1, . . . ,ks não têm inter-
ações (i.e., para todo l ∈ {1, . . . ,s} e todo i1, i2 ∈ {1, . . . ,n} temos kl

i1kl
i2 = 0) e existe j ∈ {1, . . . ,µ}

tal que para todo r j > 0 suficientemente pequeno existe k j ·ϕ tal que

F j
m(rα1+···+α j−1+1,k j ·ϕ) = 0. (4.15)

Se
∂F j

m

∂(k j ·ϕ)
(rα1+···+α j−1+1,k j ·ϕ) 6= 0 (4.16)

para todo (rα1+···+α j−1+1,k j ·ϕ) satisfazendo (4.15) então a solução nula de (1.1) é instável no
sentido de Liapunov.
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Demonstração. Assuma por simplicidade que k1, . . . ,kµ têm todas as componentes positivas e
kµ+1, . . . ,ks têm componentes que mudam de sinal. Mostraremos que existe c =(0, . . . ,0,cµ+1, . . . ,cn)
com cµ+1, . . . ,cn > 0 tal que c ·k1, . . . ,c ·ks = 0 e o corolário segue.

Comecemos com o caso s = µ + 1. Neste caso, assuma que kµ+1 = (0, . . . ,0kµ+1
µ+1, . . . ,k

µ+1
n ).

Sem perda de generalidade podemos assumir que kµ+1
µ+1 > 0. Note que cµ+2 =(0, . . . ,0,kµ+1

µ+2,−kµ+1
µ+1,0, . . . ,0)

cµ+3 = (kµ+1
µ+3,0,−kµ+1

µ+1,0, . . . ,0), . . . ,cn = (kµ+1
n ,0, . . . ,0,−kµ+1

µ+1) formam uma base de

P = {v ∈ Rn;v ·kµ+1 = 0};

assim, dado c ∈ P existem aµ+1, . . . ,an tais que

c = aµ+1cµ+2 + · · ·+ancn = (aµ+1kµ+1
µ+2 + · · ·+ankµ+1

n ,−aµ+1kµ+1
1 , . . . ,−ankµ+1

1 ).

Desde que kµ+1
µ+1kµ+1

j < 0 para algum j ∈ {2, . . . ,n} podemos escolher aµ+1, . . . ,an < 0 tais que

aµ+kµ+1
2 + · · ·+ankµ+1

n > 0 e conseqüentemente c tem todas as componentes positivas.

No caso s > µ+1 basta tomar c = cµ+1 + · · ·+cs onde cµ+1, . . . ,cs são tais que k j ·c j = 0 com
j ∈ {µ+1, . . . ,s} obtidos de forma análoga ao c do caso s = µ+1.



Capítulo 5

Casos particulares

Mostraremos neste capítulo que vários teoremas importantes podem ser vistos como casos
particulares dos nossos principais teoremas.

Iniciamos com um sistema Hamiltoniano autônomo com dois graus de liberdade. Seja D2 j =
H2 j(|ω2|, |ω1|) e Ψ(φ) = H|k|(|ω1|, |ω1|,φ). O Teorema Principal 3.1.1 implica:

Corolário 5.0.2 (Teorema de Cabral Meyer (1999)) Assuma que H em (1.2) possui dois graus
de liberdade.
(I) Se D2 j 6= 0 para algum j ∈ {2, · · · , l} ou Ψ(φ) 6= 0 para todo φ, a solução nula é Lie-estável.
(II) Se Ψ tem um zero simples, isto é, se existe φ∗ tal que Ψ(φ∗) = 0 e Ψ′(φ∗) 6= 0, a solução de
equilíbrio é instável.

Demonstração. Neste

F|k|(r1,φ) =
D2

|ω2|
r1 + · · ·+

D2 j

|ω2| j
rl

1 +
Ψ(φ)
|ω2||k|/2 r|k|/2

1 .

Se D2 j 6= 0 para algum j ∈ {2, · · · , l} ou Ψ(φ) 6= 0 para todo φ temos que F|k|(r1,φ) = 0 implica
r1 = 0. No caso oposto, desde que

F|k|(r1,φ) = Ψ(φ)r|k|/2
1 e

∂F|k|
∂φ

(r1,φ) = Ψ(φ)r|k|/2
1 ,

temos que

F|k|(r1,φ)2 +
∂F|k|
∂φ

(r1,φ)2 6= 0

para todo (r1,φ) com r1 > 0; assim, o Teorema 3.1.1 conclui the instabilidade da solução nula.

O caso D2 j 6= 0 é conhecido como o Teorema de Arnold. Os outros casos deste teorema podem
ser encontrados em [8], por Cabral e Meyer que fornecem estabilidade no sentido de Liapunov.
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Mas, chamamos atenção que eles não dão informações no caso crítico, i.e., quando a função Ψ

tem um zero, o qual não é simples.

Outro resultado que pode ser encontrado na literatura diz respeito a um sistema Hamiltoniano
autônomo com n graus de liberdade. Seja Ψ(φ) = k|k|/2

1 Ψ|k|(φ) = k|k|/2
1 H|k|(k,φ) = A + Bcosφ,

onde A = k|k|/2
1 A(k) e B = k|k|/2

1 B(k). O Teorema Principal 3.1.1 nos dá:

Corolário 5.0.3 Assuma que H em (1.2) possui n graus de liberdade.
(I) Se A2 j 6= 0 para algum j ∈ {2, · · · , l} ou Ψ(φ) 6= 0 para todo φ (equivalentemente |A|> |B|), a
solução nula é Lie-estável.
(II) Se Ψ possui um zero simples (equivalentemente |A| < |B|), então a solução de equilíbrio é
instável.

Demonstração. Como

F|k|(r1,φ) = A2r1 + · · ·+A2lrl
1 +[A+Bcosφ] r|k|/2

1 ,

se A2 j 6= 0 for some j ∈ {2, · · · , l} ou |A|> |B| temos que F|k|(r1,φ) = 0 implica r1 = 0. No caso
oposto,

F|k|(r1,φ) = [A+Bcosφ]r|k|/2
1 e

∂F|k|
∂φ

(r1,φ) =−Br|k|/2
1 senφ,

assim, se |A|< |B| temos

∂F|k|
∂φ

(r1,φ) = 0 implica F|k|(r1,φ) = A±B 6= 0.

Pelo Teorema Principal 3.1.1 segue a veracidade deste corolário.

Resultados equivalentes a este corolário no caso de existência de ressonâncias simples de ter-
ceira e quarta ordem foram provados por Khazin [16], Alfriend e Richardson [5]. Novamente,
nestes trabalhos os autores não dão informações sobre a estabilidade no caso crítico, i.e., no caso
onde Ψ′(φ) = 0 para todo φ tal que Ψ(φ) = 0. Além disso, os autores não consideraram o caso
periódico.

Agora, consideraremos uma função Hamiltoniana H com dois graus de liberdade que possui
ressonâncias de ordem 4 dada por ω1 = 3ω2 > 0, (neste caso k = (1,3)). A forma normal de Lie
de H até sexta ordem H6 em variáveis ação-ângulo pode ser escrito como

H6(r,φ) = ω1r1−ω2r2 + c20r2
1 + c11r1r2 + c02r2

2+

r1/2
1 r3/2

2 [a13senφ+b13 cosφ]+ c30r3
1 + c21r2

1r2 + c12r1r2
2 + c03r2

2+

r3/2
1 r3/2

2 [a33senφ+b33 cosφ]+ r1/2
1 r5/2

2 [a15senφ+b15 cosφ],

(5.1)
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onde c20, c11, c02, a13, b13, c30, c21, c12, c03, a33, b33, a15 e b15 são constantes reais e φ = ϕ1 +3ϕ2

(ver Markeev [28] para maiores detalhes). Seja

A4 = c20 +3c11 +9c02,

B4 =
√

27(a2
13 +b2

13),

A6 = c30 +3c21 +9c12 +27c03,

B6 =
√

27√
a2

13+b2
13

[a13(a33 +3a15)+b13(b33 +3b15],

C6 =
√

27√
a2

13+b2
13

[a13(b33 +3b15)−b13(a33 +3a15].

(5.2)

Aqui o Teorema Principal 3.1.1 nos dá

Corolário 5.0.4 Assuma que a função Hamiltoniana H em (1.2) tem dois graus de liberdade e
possui a relação de ressonância ω1 = 3ω2 > 0 com parte quadrática não definida.
(I) Assuma que a2

13 +b2
13 6= 0. Se

|A4|> B4 (5.3)

a solução nula é Lie-estável; para o sinal oposto na desigualdade (5.3) a solução nula é instável.
(II) No caso |A4|= B4 (caso crítico de quarta ordem) e A4A6−B4B6 6= 0, se

A4A6−B4B6 > 0 (condição de Markeev) (5.4)

a solução nula é Lie-estável e para a desigualdade oposta em (5.4) a solução nula é instável.
(III) Se |A4|= B4, A4A6−B4B6 = 0 e C6 6= 0, a solução nula é instável.
(IV) No caso |A4| = B4, A4A6−B4B6 = 0 e C6 = 0 podemos obter estabilidade ou instabilidade
dependendo dos termos de maior ordem.

Demonstração. (I) Desde que a2
13 +b2

13 6= 0, podemos fazer a mudança canônica de variáveis

r j → r j, ϕ j → ϕ j−4θ onde sen4θ =
b13√

a2
13 +b2

13

,cos4θ =
a13√

a2
13 +b2

13

.

O novo Hamiltoniano até termos de sexta ordem é dado por

H6(r,φ) = ω1r1−ω2r2 + c20r2
1 + c11r1r2 + c02r2

2 +
√

a2
13 +b2

13r1/2
1 r3/2

2 senφ+

c30r3
1 + c21r2

1r2 + c12r1r2
2 + c03r2

2+
1√

a2
13+b2

13
r3/2

1 r3/2
2 [(a33a13 +b33b13)senφ+(−a33b13 +b33a13)cosφ]+

1√
a2

13+b2
13

r1/2
1 r5/2

2 [(a15a13 +b15b13)senφ+(−a15b13 +b15a13)cosφ].

(5.5)

A função ângulo de quarta ordem é F4(r1,φ) = (A4 + B4senφ)r2
1; assim, se |A4| > |B4| = B4 a

função F4(r1,φ) 6= 0 para todo (r1,φ) e para |A4|< B4 para todo r1 > 0 existe φ = arcsin(−A4/B4)
tal que F4(r1,φ) = 0 e ∂F4

∂φ
(r1,φ) 6= 0. Pelo Principal Teorema 3.1.1 concluímos (I).

(II) No caso |A4|= B4 6= 0 temos que F4(r1,φ) = A4[1+ B4
A4

senφ] r2
1 e pelo Teorema Principal com

m = 4 nada podemos concluir sobre a estabilidade da solução nula. Então, neste caso nós devemos
analisar a função ângulo de sexta ordem, a qual é dada por

F6(r1,φ) = A4[1+
B4

A4
senφ] r2

1 +[A6 +B6senφ+C6 cosφ] r3
1.
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Para decidir o sinal de F6 para r1 > 0 suficientemente pequeno, primeiro considere φ tal que
senφ 6= −A4/B4. Temos que F6(r1,φ) 6= 0 e escolhendo r1 > 0 suficientemente pequeno segue
que sign(F6) = sign(A4). Por outro lado, se senφ =−A4/B4 =±1, isto implica em cosφ = 0 e

sign(A4) = sign(F6|senφ=−A4
B4

) = sign(A6−B6
A4

B4
) = sign(

A4A6−B4B6

A4
),

ou equivalentemente,
A4A6−B4B6 > 0.

Em qualquer caso temos que F6 6= 0 para todo r1 > 0 suficientemente pequeno e pelo Teorema 3.1.1
a solução nula é Lie-estável.

De forma similar a analise anterior, se senφ =−A4/B4 e A4A6−B4B6 < 0, segue que sign(A4)=
−sign(A6). Por outro lado, para todo φ tal que senφ 6= −A4/B4, segue que sign(F6) = sign(A4).
Então, existe φ (para todo r1 > 0 suficientemente pequeno) tal que F6(r1,φ) = 0. Além disso,
nestes pontos

∂F6

∂φ
= |A4|cosφr2

1 +(B6 cosφ−C6senφ)r3
1 6= 0,

pois cos(φ) 6= 0. Então, pelo Teorema 3.1.1 concluímos a instabilidade da solução nula.

(III) Neste caso, temos que

F6(r1,φ) = A4[1+
B4

A4
senφ] r2

1 +[A6(1+
B4

A4
senφ)+C6 cosφ] r3

1.

Assim, F6(r1,φ) = 0 se e somente se senφ =−A4/B4 =±1 (então cosφ = 0) e nestes pontos

∂F6

∂φ
(r1,φ) =

C6A4

B4
r3

1 =±C6r3
1 6= 0

se C6 6= 0. Pelo Teorema 3.1.1 a solução nula é instável.

(IV) Para provar este ítem, exibiremos um exemplo onde de acordo com termos de ordem maior
que seis podemos obter estabilidade ou instabilidade da solução nula. Considere a função Hamil-
toniana com dois graus de liberdade em variáveis ação-ângulo

H = 3r1− r2 +3
√

3r2
1− r1/2

1 r3/2
2 senφ+3

√
3r3

1− r3/2
1 r3/2

2 senφ+δr4
1− r1r3

2 cosφ,

onde φ = ϕ1 +3ϕ2 e δ é uma constante real. Desde que, para este Hamiltoniano

c30 = 3
√

3, c21 = c12 = c03 = 0, a13 =−1, b13 = 0,

c40 = 3
√

3, c31 = c22 = c13 = c04 = 0, a33 =−1, b33 = a15 = b15 = 0,

obtemos |A4|= 3
√

3 = B4, A4A6 = 27 = B4B6 e C6 = 0. Neste caso

F8(r1,φ) = 3
√

3[1− senφ] r2
1 +3

√
3[1− senφ] r3

1 +[δ−27cosφ] r4
1

e
∂F8

∂φ
(r1,φ) =−3

√
3cosφr2

1−3
√

3cosφr3
1 +27senφr4

1.
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Se δ = 0, então F8(r1,φ) = 0 para r1 > 0 suficientemente pequeno, senφ = 1 e, nestes pontos

∂F8

∂φ
(r1,φ) = 27r4

1 6= 0,

for all r1 > 0. Pelo Teorema 3.1.1 a solução nula é instável. Por outro lado, para δ > 27 temos que
F8(r1,φ) > 0 para todo r1 > 0 e pelo Principal Teorema a solução nula é Lie-estável.

O ítem (I) deste corolário é uma conseqüência do Corolário 5.0.2, enquanto o ítem (II) foi
provado por Markeev (2001) em [28]. De fato, como estamos considerando uma função Hamilto-
niana com dois graus de liberdade, Markeev fornece estabilidade no sentido de Liapunov. O caso
A4A6−B4B6 = 0, no ítem (III) não foi considerado por Markeev em seu trabalho. Mas, aqui nós
mostramos que a solução nula é instável quando C6 6= 0.

Como aplicação do Teorema 3.1.1 no caso periódico, k1, . . . ,kn ≥ 0 ou ≤ 0 e sob existência de
ressonâncias simples de terceira ordem, existe uma transformação canônica tal que

H3(r,φ) = ω1r1 + · · ·+ωnrn +Ark1/2
1 · · ·rkn/2

n senφ,

onde φ = k ·ϕ. Neste caso, a função ângulo é

F3(r1,φ) = Akk1/2
1 . . .kkn/2

n r3/2
1 senφ;

assim, se A 6= 0, pelo Teorema 3.1.1 a solução nula é instável no sentido de Liapunov.

Sob existência de ressonâncias simples de quarta ordem, podemos assumir que

H4(r,φ) = c40...0r2
1 + c310...0r3/2

1 r1/2
2 + · · ·+ c0...04r2

n +Ark1/2
1 . . .rkn/2

n senφ.

Para este caso
F4(r1,φ) = [C +Dsenφ] r2

1

onde
C = c40...0k2

1 + c310...0k3/2
1 k1/2

2 + · · ·+ c0...04k2
n e D = Akk1/2

1 . . .kkn/2
n .

Pelo Teorema 3.1.1, se |C| > |D| a solução nula é Lie-estável e para |C| < |D| a solução nula é
instável no sentido de Liapunov.

Uma prova direta sem usar o Teorema 3.1.1 foi dada pelo autor e orientador em [40]. Vejamos
sem muitos detalhes:

Desde que no caso |k|= 3 podemos obter H3(r,φ) = Ark/2senφ, onde rk/2 = rk1/2
1 . . .rkn/2

n , φ =
k1ϕ1 + · · ·+ knϕn e A é uma constante real; assim, a demonstração da instabilidade é equivalente
a mostrar que se A 6= 0 então a solução nula é instável no sentido de Liapunov. Vamos provar a
afirmação de instabilidade nos casos:

• (A): k = (3,0, . . . ,0);
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• (B): k = (1,2,0, . . . ,0);

• (C): k = (1,1,1,0, . . . ,0).

Os demais casos são similares.

Nestes casos, construímos as seguintes funções de Chetaev:

V = V1V2 . . .Vn,

onde:

• (A): V1 = r3/2
1 cos6φ e Vj = rα

1 − r2
j , j = 2, . . . ,n;

• (B): V1 = r1/2
1 r2 cos2φ, V2 = rα

2 − (2r1− r2)2 e Vj = rα
2 − r2

j , j = 3, . . . ,n;

• (C): V1 = r1r2r3 cos2φ, V2 = rα
1 − (r2− r1)2, V3 = rα

1 − (r3− r1)2 e Vj = rα
1 − r2

j , j = 4, . . . ,n.

com 2 < α < 3. Defina a região V > 0 por

−π

4
< φ <

π

4
e Vj > 0, j = 2, . . . ,n.

Na fronteira desta região Vj ( j = 2, . . . ,n) é igual a zero e no interior as seguintes desigualdades
valem:

• (A): r j = β jr
α/2
1 , 0 < β j < 1, j = 2, . . . ,n;

• (B): r1 = 1
2(r2 +β2rα/2

2 ) e r j = β jrα
2 , 0 < |β2|,β j < 1, j = 3, . . . ,n;

• (C): r2 = r1 +β2rα/2
1 , r3 = r1 +β3rα/2

1 e r j = β jr
α/2
1 , 0 < |β2|, |β3|,β j < 1, j = 3, . . . ,n.

A derivada de V ao longo das soluções de H são, respectivamente:

• (A): dV
dt = Ar(n−1)α+2

1 g1(φ)+O(r(n−1)α+5/2
1 );

• (B): dV
dt = Ar(n−1)α+5/2

1 g2(φ)+O(r(n−1)α+3
1 );

• (C): dV
dt = Ar(n−1)α+7/2

1 g3(φ)+O(r(n−1)α+4
1 ),

onde a1 = 9/2, b1 = 3, a2 = 3/2, b2 =
√

2, a3 = 1, b3 = 1 e

g j(φ) = a j

n

∏
l=2

(1−β
2
l )cosφ+ senφsen(2φ)]+αb jγ j cosφcos(2φ),

com

γ j = ∑
i=2n

n

∏
2=l 6=i

(1−β
2
l ), æ = 1,2,3).
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Desde que na região V > 0, γ j cos(φ)cos(2φ) > 0 e cosφ + senφsen2φ ≥ 1, o seguinte lema
conclui que dV

dt é definido positivo na região V > 0. O Teorema de Chetaev garante a instabilidade
da solução nula.

Lema Assuma que V (r,φ) = rlh(r)Ω(φ) onde (r,φ) ∈2, l > 0, 0 < h(r) < 1, h,Ω ∈C1 e a região
V > 0 é definida por a < φ < b onde dentro dela é satisfeito Ω(φ) < 1. Suponha que na região
V > 0,

dV
dt

= Arαh(r)g(φ)+O(rα+1/2),

onde A > 0, α > 1 e g é contínua com g(φ) > 0 para todo φ ∈ [a,b]. Então dV
dt é definida positiva

na região V > 0.
Demonstração. Como g é contínua, pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, g assume um mínimo
m o qual é positivo. Dado ε > 0 com V > ε, como na região V > 0, 0 < Ω(φ),h(r) < 1 temos
r > ε1/l +O(ε). Então

dV
dt

≥ Aε
α/lm+O(ε)

e, escolhendo ε suficientemente pequeno, por exemplo, ε tal que |O(ε)|< Aεα/lm
2 obtemos

dV
dt

>
Aεα/lm

2
= δ;

Assim, dV
dt é definido positivo na região V > 0.

No caso |k|= 4 a forma normal de Lie da função Hamiltoniana até quarta ordem tem a forma

H4(r,φ) = ∑
|j|=2

cjrj +Crk/2senφ,

onde j = ( j1, . . . , jn) ∈ Zn, | j|= | j1|+ . . . | jn|, c j = c j1... jn , r j = r j1
1 . . .r jn

n e C é uma constante real.
Então,

Ψ(φ) = ∑
| j|=2

c jk j +Ckk/2senφ = A+Bsenφ,

onde A = ∑
|j|=2

cjkj e B = Ckk/2; Assim, existe φ+ tal que Ψ(φ+) = 0 e Ψ′(φ+) 6= 0 se e somente

se |A|> |B|. Provaremos a instabilidade da solução nula nos casos:

• (A): k = (4,0, . . . ,0);

• (B): k = (2,2,0, . . . ,0);

• (C): k = (1,3,0, . . . ,0);

• (D): k = (1,1,2,0, . . . ,0);

• (E): k = (1,1,1,1,0, . . . ,0).
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Os demais casos são similares.

Considere a função de Chetaev V dada por

V = V1V2 . . .Vn,

onde

• (A): V1 = r2
1 cos(aφ) e Vj = rα

1 − r2
j , j = 2, . . . ,n;

• (B): V1 = r1r2 cos(aφ) V2 = rα
2 − (r1− r2)2 e Vj = rα

2 − r2
j , j = 3, . . . ,n;

• (C): V1 = r1/2
1 r3/2

2 cos(aφ), V2 = rα
2 − (3r1− r2)2 e Vj = rα

2 − r2
j , j = 3, . . . ,n;

• (D): V1 = r1/2
1 r1/2

2 r3 cos(aφ), V2 = rα
3 − (2r1 − r3)2, V3 = rα

3 − (2r2 − r3)2, Vj = rα
3 − r2

j ,
j = 4, . . . ,n;

• (E): V1 = r1/2
1 r1/2

2 r1/2
3 r1/2

4 cos(aφ), V2 = rα
1 −(r2−r1)2, V3 = rα

1 −(r3−r1)2, V4 = rα
1 −(r4−

r1)2, Vj = rα
1 − r2

j , j = 5, . . . ,n,

com a = 1+ ε, 0 < ε << 1 e 2 < α < 3.

Defina a região V > 0 por

− π

4a
< φ <

π

4a
e Vj > 0, j = 2, . . . ,n.

Dentro da região V > 0 a seguinte desigualdade vale:

• (A): r j = β jr
α2
1 , 0 < β j < 1, j = 2, . . . ,n;

• (B): r1 = r2 +β2rα/2
2 , r j = β jrα

2 , 0 < |β2|,β j < 1, j = 3, . . . ,n;

• (C): r1 = 1
3(r2 +β2rα/2

2 ), r j = β jr
α/2
2 , 0 < |β2|,β j < 1, j = 3, . . . ,n;

• (D): r1 = 1
2(r3 +β1rα/2

3 ), r2 = 1
2(r3 +β2rα/2

3 ),r j = β jr
α/2
2 , 0 < |β1|, |β2|,β j < 1, j = 4, . . . ,n;

• (E): r2 = r1 +β2rα/2
1 , r4 = r1 +β4rα/2

1 , r j = β jr
α/2
2 , 0 < |β2|, |β3|, |β4|,β j < 1, j = 5, . . . ,n.

As derivadas de V ao longo das soluções do sistema Hamiltoniano associado a H são:

• (A): dV
dt = r(n−1)α+3

1 [g1(φ)+O(ε)]+O(r(n−1)α+7/2
1 );

• (B): dV
dt = r(n−1)α+3

1 [g2(φ)+O(ε)]+O(r(n−1)α+7/2
1 );

• (C): dV
dt = r(n−1)α+3

1 [g3(φ)+O(ε)]+O(r(n−1)α+7/2
1 );

• (D): dV
dt = r(n−1)α+3

1 [g4(φ)+O(ε)]+O(r(n−1)α+7/2
1 );
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• (E): dV
dt = r(n−1)α+5

1 [g5(φ)+O(ε)]+O(r(n−1)α+11/2
1 ).

onde

g j(φ) = a j

n

∏
l=2

(1−β
2
l )[A+Bsenφ]+αAb jγ j cosφcos(aφ)

com a1 = 8, b1 = 4,a2 = 4, b2 = 2,a3 = 2/33/2, b3 = 1,a4 = 1, b4 = 1,a5 = 1, b5 = 1 e

γ j = ∑
i=2n

n

∏
2=l 6=i

(1−β
2
l ), j = 1, . . . ,5.

Como por hipótese |A| > |B| e em V > 0 temos γ j cosφcosaφ > 0 e, usando o lema, segue que
tomando ε > 0 suficientemente pequeno, a função dV

dt será definida positiva na região V > 0. O
Teorema de Chetaev assegura a instabilidade no sentido de Liapunov.



Capítulo 6

Aplicação a um Hamiltoniano galático

Neste capítulo, aplicaremos o Teorema Principal 3.1.1 ao estudo da estabilidade da solução de
equilíbrio nula de Hamiltonianos galáticos. Esta aplicação é importante, pois é um típico exemplo
onde os teoremas clássicos não se aplicam e o nosso sim, já que temos casos críticos em quarta e
sexta ordem num sistema com ressonâncias de segunda ordem.

Considere o Hamiltoniano galático associado a

H =
1
2
(y2

1 +ω
2
1x2

1)−
1
2
(y2

2 +ω
2
2x2

2)− ε[β(x4
1 + x4

2)+2αx2
1x2

2], (6.1)

onde ω1 > 0, ω2 > 0 são as freqüências ao longo dos eixos x1 e x2 respectivamente, ε > 0 é um
parâmetro de perturbação enquanto α e β são parâmetros reais. Sistemas Hamiltonianos simi-
lares foram consideradas por vários pesquisadores para estudar o movimento de partes centrais de
galáxias, por exemplo, um Hamiltoniano similar aparece em Caranicolas [10].

Se ε = 0, o sistema Hamiltoniano associado a H é linear com autovalores imaginários puros
e a matriz associada é diagonalizável; assim, a solução nula é estável no sentido de Liapunov.
Assuma que ε 6= 0. Neste caso, para obter um critério para estabilidade não-linear obteremos a
forma normal da função Hamiltoniana (6.1) até uma ordem necessária.

Primeiro, fazendo a mudança canônica de variáveis (x1,x2,y1,y2)−→ (q1,q2, p1, p2) dada por

q1 =
1

√
ω1

y1, q2 =
1

√
ω2

y2, p1 =
√

ω1x1 p2 =
√

ω2x2,

obtemos

H =
ω1

2
(q2

1 + p2
1)−

ω2

2
(q2

2 + p2
2)− ε[β(

p4
1

ω2
1
+

p4
2

ω2
2
)+

2α

ω1ω2
p2

1 p2
2]. (6.2)

Assumindo que ω1 6= ω2 e usando Maple 10 obtemos

F4 = [4αω
2
1ω

2
2 +3β(ω4

1 +ω
4
2)]r

2
1.
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Pelo Teorema 3.1.1 a solução nula é Lie-estável se 4αω2
1ω2

2 + 3β(ω4
1 + ω4

2) 6= 0. Caso contrário,
precisamos considerar os termos de sexta ordem, os quais verificam

F6 = [4α2(ω6
1ω4

2 +ω4
1ω6

2)+24αβ(ω4
1ω10

2 +ω6
1ω4

2−ω2
1ω8

2−ω8
1ω2

2)
+17β2(ω2

1ω8
2 +ω8

1ω2
2−ω10

1 −ω10
2 )]r3

1

e se
4α2(ω6

1ω4
2 +ω4

1ω6
2)+24αβ(ω4

1ω10
2 +ω6

1ω4
2−ω2

1ω8
2−ω8

1ω2
2)

+17β2(ω2
1ω8

2 +ω8
1ω2

2−ω10
1 −ω10

2 ) 6= 0,

segue que F6 6= 0 para todo r1 > 0 suficientemente pequeno. Então, a solução nula é Lie-estável.

Consideremos agora o caso ω1 = ω2 = ω, i.e., existem relações de ressonância de segunda
ordem. Usando Maple 10 obtemos

F4(r1,φ) = Ψ4(φ)r2
1, Ψ4(φ) = H4(1,1,φ) =−ε(2α+3β+αcos2φ),

onde φ = ϕ1 + ϕ2. No caso |2α + 3β| > |α| temos que Ψ4(φ) 6= 0 para todo φ; assim, pelo Teo-
rema 3.1.1 a solução nula é Lie-estável. Se |2α + 3β| < |α| a função Ψ4 tem um zero simples e
podemos concluir a instabilidade no sentido de Liapunov da solução nula.

Assuma agora que |2α + 3β| = |α|, isto é, α = −β ou α = −3β. Neste caso, a função F4 não
dá informações sobre a estabilidade da solução nula; assim, obtemos

F6(r1,φ) = Ψ4(φ)r2
1 +Ψ6(φ)r3

1, Ψ6(φ) = H6(1,1,φ) = 30αε
2(α+(2α+3β)cos2φ).

Desde que, neste caso,

F6(r1,φ)2 +
∂F6

∂φ
(r1,φ)2 = 0

quando cos2φ = (2α + 3β)/α = ±1 (então sen2φ = 0) a função F6 não dá informações no caso
crítico de quarta ordem. Então, é necessário obter a função F8. Usando Maple 10

F8(r1,φ) = H8(r1,r1,φ) = Ψ4(φ)r2
1 +Ψ6(φ)r3

1 +Ψ8(φ)r4
1,

com

Ψ8(φ) = H8(1,1,φ) =
ε3

4
[A+Bcos2φ+C cos4φ],

A =−6720α
3−24120αβ

2−46275α
2
β−16875β

3,

B =−2130α
3 +90αβ

2 +1380α
2
β,

C = 1425α
3−57357αβ

2−27060α
2
β.

Se α =−β, temos que

F8(r1,φ) = r2
1[Ψ4(φ)+Ψ6(φ)r1 +Ψ8(φ)r2

1],

onde
Ψ4(φ) = εα[1− cos2φ],



6. Aplicação a um Hamiltoniano galático 78

Ψ6(φ) = 30ε
2
α

2[1− cos2φ],

e

Ψ8(φ) =
ε3α3

4
[32310−3420cos2φ−28872cos4φ].

Neste caso
∆(φ) = Ψ6(φ)2−4Ψ8(φ)Ψ(φ)

= 36α4ε4sen 2φ[12832cos4 φ−12552cos2 φ−281],

assim, ∆(φ) < 0 para todo φ 6= ±π,±2π, . . . e ∆(φ) = 0 para φ = ±π,±2π, . . . . Isto mostra que
F8(r1,φ) 6= 0 para todo r1 > 0 e, pelo Teorema 3.1.1, a solução nula é Lie-estável.

No caso α =−3β temos que

Ψ4(φ) =−εα[1+ cos2φ],

Ψ6(φ) = 30ε
2
α

2[1+ cos2φ],

e

Ψ8(φ) =
ε3α3

4
[6650−2580cos2φ−4072cos4φ],

assim
∆(φ) = Ψ6(φ)2−4Ψ8(φ)Ψ(φ)

= 4α4ε4 cos2 φ[16288cos4 φ−17968cos2 φ+6651].

Neste caso ∆(φ) > 0 para todo φ 6=±π/2,±3π/2, . . . e ∆(φ) = 0 para φ =±π/2,±3π/2, . . . ; assim,
para todo r∗1 > 0 suficientemente pequeno existe φ∗ tal que F8(r∗1,φ

∗) = 0 além disso, nestes pontos

∂F8

∂φ
(r∗1,φ

∗) 6= 0.

De fato, para r1 > 0 suficientemente pequeno

∂F8
∂φ

(r1,φ) = r2
1[2εαsen2φ−60ε2α2sen2φr2

1 + ε3α3(1290sen2φ+4072sen4φ)r2
1]

= r2
1sen2φ[2εα−60ε2α2 +1290ε3α3 +8144ε3α3 cos2φ]

= 0,

se, e somente se, sen2φ = 0 ou

2εα−60ε
2
α

2 +1290ε
3
α

3 +8144ε
3
α

3 cos2φ = 0.

Nestes casos F8(r1,φ) 6= 0; assim, a solução nula é instável.

Os resultados obtidos neste capítulo podem ser resumidos no seguinte teorema:

Teorema 6.0.2 Se ε = 0, a solução nula de (6.1) é estável no sentido de Liapunov. Assumindo
que ε 6= 0 então:

(A) No caso ω1 6= ω2, se 4αω2
1ω2

2 +3β(ω4
1 +ω4

2) 6= 0 ou 4αω2
1ω2

2 +3β(ω4
1 +ω4

2) = 0 e 4α2(ω6
1ω4

2 +
ω4

1ω6
2)+24αβ(ω4

1ω10
2 +ω6

1ω4
2−ω2

1ω8
2−ω8

1ω2
2)+17β2(ω2

1ω8
2 +ω8

1ω2
2−ω10

1 −ω10
2 ) 6= 0 a solução

nula de (6.1) é Lie-estável.
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(B) Assumindo ω1 = ω2 = ω, se |2α + 3β| > |α| a solução nula de (6.1) é Lie-estável; para a
desigualdade oposta temos instabilidade no sentido de Liapunov. No caso |2α + 3β| = |α| (caso
crítico), se α =−β a solução nula é Lie-estável e no caso α =−3β é instável.
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