UNIVERSIDADE FEDERAL DE PERNAMBUCO
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

ESTABILIDADE DE EQU\ILiBRIOS DE SISTEMAS
HAMILTONIANOS AUTONOMOS E PERIODICOS

Tese apresentada ao Departamento de Matemdtica da Universidade
Federal de Pernambuco, como parte dos requisitos para obtencdo do

titulo de Doutor em Matemdtica.

FABIO DOS SANTOS

Sob orientacao do professor Claudio Vidal Diaz

Recife, 2007.



Livros Gratis

http://www.livrosgratis.com.br

Milhares de livros gratis para download.



Santos, Fabio dos

Estabilidade de equilibrios de sistemas
hamiltonianos autdnomos e periddicas f Fabio dos
Santos. — Recife : O Autor, 2007.

82 folhas.

Tese {doutorada} — Universidade Federal de
Pernambuco, CCEN. Matematica, 2007.

Inclui bibliografia.
1. Sistamas hamiltonianos. 2. Estabilidade. 3.
Mecéanica Celeste, 4. Equilibrios. . Titulo,

515.39 CDD (22.ed.) MEI2007-087



Tezse mibmetida an Carpo Docente da Pragmama de s pmnduacio da Depataments de
Edanornd tiea s Universiedade Fedoral de Mermambuce como pare o= et
necessLres pam o abiengio do Ceme de L3paiomad o s Lo ncess,

T Y

dongd TPkl Widderd Duiere LITFPE
Orentador

P I e .

E-':M!lerm ia M_’l-u'_i_:SI-'f:‘
— ke
i— o I o

Edwardo Shirdpge Uaes sandvo, UFPE

}i{ ol

daie Kmiigap § i

’i'—~---'-'¥ ey Cmant
Semnrlicr Alvees Ciearedn, UG

HIE”-‘.TAHII.TDAF_I-F'. DE F‘.ﬂ-l.l]{:ﬁF:F. NE
FOILITT TRETO TYE STSTEMAS FLAMIL TOMLANCKS
ALTONOMOS E PERIODICOS

X
TS R T R TR

LMNIYERSILDA DE FEDERAL DE FERNAMBLUOO
CEMTRO [ CIEMCIAS EXATAS E DA MATUREZA
DEP ARTAMENTO E WMATEMATICAN

oataale Lindversinirsg — Tele (W01 20 2084 83— Fass T8 T) 2T36 8400
RECIFL = DTEASIL

' i ;.5 JI..

Rdaia - 2007 Fis e
1

w-l= ahmk —
1 .II = L 1
= } = s I
3 _LE -

L-H.I-;-'\..-.:-dr-‘_l =

] _I'E
=y e o

. fioa MawerhET



A minha filha Amanda.



AGRADECIMENTOS

A minha filha Amanda, simplesmente por existir.

Aos meus pais José Indcio e Arlete, pelo incentivo dado a cada coisa que fago, inclusive aos meus
estudos de doutorado.

A minha esposa Cristina Carvalho pela amizade, companheirismo, compreensado e por nossa linda
filha Amanda.

Ao professor Claudio Vidal por sua orientagdo, dedicacdo, disponibilidade e amizade.
Ao CNPq pelo auxilio financeiro.

Aos meus irmaos Naldison e Unaldo e minhas irmas Ana, Neuma, Fldvia, Fabiana e Ada, que

sempre torceram por mim.

A todos meus colegas do dmat-UFPE que contribuiram, direta ou indiretamente, para realizacao
deste trabalho, em particular, a Eder, Allyson, André, Paulo Rabelo, Rodrigo, Jodo Paulo, Joilson,
Marcelo, Zaqueu, Claudio Cristino, Adriano Regis, Adriano Veiga, Ana Cristina, Hélio, Umberto,
Débora, Eudes, Anete, Wallison, Evaneide, Renata, Wilberclay, Tarciana, Luis del Campos, Hugo,

Lucas, Kalasas, Cleto, Ademarkson, Angelo, Lucia, Isis, Adecarlos, etc.

A todos que esqueci de citar no item acima.

Ao meu grande Amigo de mestrado Gleidson Gomes.

Aos pernas de pau da pelada do Inocop, por me deixarem fazer mais gols que Pelé.

Novamente, agradeco a Eder (subentende-se Eder e Marta), Allyson e André pela boa convivéncia

como colegas de apartamento.

A todos os professores do Dmat-UFPE, em particular a Claudio Vidal, César Castilho, Eduardo
Leandro, Aron Simis, Fernando Cardoso, pelos bons cursos dados, importantes na minha formacao
e, quanto aos trés primeiros e Hildeberto Cabral, também pelas palestras do grupo de pesquisa
Sistemas Dinamicos em Mecanica Classica e Celeste.

Aos funcionarios do Dmat-UFPE: Tania, Claudia, Seu Antonio, Fatima, Manoel Ronaldo e todos

do Dma-UFS que, direta ou indiretamente, tiveram um papel importante na minha formacao.

A Lucas o amigio conhecido popularmente como Alemdo que, por vender cervejas geladas e
baratas, tem um papel importante na formacao dos alunos do Dmat-UFPE, pois 14 saem grandes

teoremas.

A todos os meus amigos sergipanos e pernambucanos, que sempre torceram por mim.



RESUMO

Nesta tese, fazemos um estudo detalhado da estabilidade de equilibrios de sistemas Hamil-
tonianos autdnomos e periédicos com n graus de liberdade que possuem todos os autovalores
imagindrios puros nos casos de existéncia de ressonancias simples e multiplas . Observando que o
conjunto das ressonancias possui estrutura de modulo finitamente gerado, caracterizamos a forma
normal de Lie da funcdo Hamiltoniana dependendo da matriz do sistema linearizado ser diago-
nalizdvel ou ndo. Usando esta caracteriza¢io, obtemos integrais primeiras do sistema truncado na
forma normal de Lie em qualquer ordem, as quais sdo bastante tteis para fornecer nossos critérios
para conhecer a estabilidade do equilibrio. Nossos Teoremas Principais sao bastantes gerais pois
incluem e estendem vérios resultados existentes na literatura além de fornecerem respostas a es-
tabilidade nos casos criticos de vérios artigos. Para sistemas com ressonancias simples, nosso
Teorema Principal esgota todas as possibilidades de se detectar estabilidade e instabilidade em al-
guma ordem finita através do truncamento da forma normal de Lie da fun¢do Hamiltoniana. No
caso de ressonancias multiplas, uma resposta bem geral, mas ndo completa, é dada sobre a estabil-
idade do equilibrio. Como aplicacdo dos nossos resultados, fizemos um estudo da estabilidade do
movimento de partes centrais de galdxias.

Palavras chaves: Sistemas Hamiltonianos, Estabilidade, Equilibrios.



ABSTRACT

In this thesis, we made a detailed study of the stability of equilibrium solutions of autonomous
and periodic Hamiltonianos systems with n degrees of freedom that possess all eigenvalues pure
imaginary in the case of existence of simple and multiple resonances. Observing that the set of the
resonances possess structure of module finitely generated, we characterize the Lie normal form of
the Hamiltoniana function depending on the matrix of the linearized system to be diagonalizable
or not. Using this characterization, we get first integrals of the system truncated in any order in
its Lie normal form, which are sufficiently useful to supply our criteria to decide the stability of
the equilibrium. Our Main Theorems are sufficient generalities therefore indicate and extend some
existing results in literature beyond supplying to answers the stability in the critical cases of some
articles. For systems with simple resonances our Main Theorem depletes all the possibilities of de-
tecting stability and instability in some finite order through the truncation of the Lie normal form
of the Hamiltonian function. In the case of multiples resonances, a general, but not complete reply,
it is given on the stability of the equilibrium. As application of our results, we made a study of the

stability of motions of galaxies central parts.

Key words: Hamiltonian systems, Stability, equilibrium.
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Introducao

Os sistemas Hamiltonianos aparecem naturalmente em diversas teorias importantes, por exem-
plo o problema dos n-corpos, problema fundamental da Mecanica Celeste, admite uma formulacao
Hamiltoniana. O estudo dos tais sistemas tem sido uma das principais dreas de pesquisa das ul-
timas décadas e entre os problemas mais importantes, destaca-se o de saber se uma determinada
solucdo € estdvel ou ndo. Uma motivagdo inicial a este problema foi dada por Newton, ao ques-
tionar sobre a estabilidade do sistema solar. O sistema solar € eterno? ou serd que as pertubagdes

externas fardo com que o sistema solar deixe de existir num futuro distante?

Desde que a estabilidade de certas solu¢gdes de um sistema Hamiltoniano pode ser reduzido
a estabilidade de um equilibrio que, podemos supor sem perder generalidade, seja a origem do
espaco de fase, € suficiente estudar estabilidade de equilibrios. Nesta tese, daremos respostas sobre
a estabilidade de equilibrios de sistemas Hamiltonianos em alguns casos que ainda nio foram
considerados. E importante frisar que o problema de detectar a estabilidade de uma solugdo de
equilibrio de um sistema Hamiltoniano €, em geral, um problema aberto demasiadamente dificil
e somente em casos particulares existem métodos para conhecer. Dois grandes resultados gerais

sao:

e se a parte quadratica da expansio da funcdo Hamiltoniana em série de Taylor em torno da
solucdo de equilibrio nula tem sinal definido no caso auténomo, a solucdo nula € estavel no
sentido de Liapunov (ver, por exemplo [11] ou [35]), desde que podemos tomar a funcao
Hamiltoniana como func¢ado de Liapunov e, entdo o Teorema de Liapunov pode ser aplicado.

Este resultado € conhecido como Teorema de Dirichlet.

e se existir um autovalor (respectivamente, no caso periddico, expoente caracteristico) do sis-
tema linearizado com parte real ndo-nula, entdo a solu¢do nula € instavel (ver, por exemplo,
[11] ou [35)).

Assim, suporemos em toda esta tese que os autovalores (respectivamente, no caso periodico,
expoentes caracteristicos) sao imagindrios puros e que a parte quadratica nao tem sinal definido no
caso autdonomo. Neste caso, diversos resultados parciais foram publicados com informacao sobre

esta pergunta, a maioria deles por pesquisadores Russos, por exemplo, A. Kolmogorov (Teoria
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KAM); M. Liapunov [22]; N. Chetaev [11]; N. Krasovskii [20]; V. Arnold [2], [4], [4];A. Mar-
keev [24], [25], [26], [27], [28], [29]; A. Bruno [7]; A. Sokolskii [36], [37], [38], [14], [15]; A. Ku-
nitsyn [18], [19]; L. Khazin [16], [17]; A. Ivanov [14], [15], etc. deram importantes contribui¢des.
Além desses, J. K. Moser [31], [32] teve importantes contribuicdes. Com o desenvolvimento da
teoria KAM, vdrios matemdticos trabalharam na direcao de usar tal teoria para estabelecer estabil-
idade, s6 que esta técnica impde grandes limita¢des, por exemplo, de dimensdes, jd que tal teoria
s6 vale no plano. Dois grandes resultados para sistema autdonomos com dois graus de liberdade
que usam esta teoria sdo o Teorema de Arnold-Moser e o Teorema de Cabral-Meyer (1999). O
ultimo € o teorema mais importante sobre sistemas Hamiltonianos autobnomos com dois graus de
liberdade e ele € uma generalizacdo de varios resultados particulares sobre estabilidade na presenca
de ressonancias e, em particular, do Teorema de Arnold-Moser. Este teorema deixa possibilidades
de generalizacdo, ja que ele ndo da informag@o no caso critico, isto €, quando a funcdo angulo
tem todos os zeros degenerados. Este caso critico sera tratado nesta tese. Outras importantes con-
tribui¢des no caso autonomo diagonalizdvel foram dadas por Moser em [32] com o Teorema de
Arnold-Moser; Markeev em [25] ou [24] estudou sistema Hamiltonianos com dois graus de liber-
dade; Alfriend, Richardson [5] e Khazin [16] estudaram a estabilidade sob hipéteses de existéncia
de ressonancias simples de terceira e quarta ordem para sistemas Hamiltonianos autbnomos com n
graus de liberdade. Khazin em [17] estudou estabilidade sob existéncia de ressondncias multiplas
de terceira ordem em sistemas com nimero de graus de liberdade arbitrario e em [18] os autores
Kunitsyn e Perezhogin consideram o caso de ressonancias multiplas de quarta ordem. Sobre sis-
temas ndo-auténomos, o problema de estabilidade com um grau de liberdade foi considerado por
Markeev em [27], Sokolskii em [37] (ver Teorema 2.1) e recentemente Cabral e Meyer [8] us-
ando idéias do livro de Markeev [24] estabelecem o resultado geral citado acima. Para dois graus
de liberdade alguns casos dependendo das ressonédncias foram analisados por Markeev em [26]
quando todos seus multiplicadores sdo distintos e as freqii€éncias apresentam certas relacoes de
ressondncia de terceira e quarta ordem. O caso onde os multiplicadores do sistema linearizado
sdo iguais e satisfazem certas ressonancias paramétricas foi estudado por Ivanov e Sokolskii em
[14] e [15]. Em [19], Dzhumabayeva e Kunitsyn estudaram o problema de estabilidade no caso
periddico sob hipdtese de existéncia de ressondncias multiplas de quarta ordem. Outra importante
contribui¢do € devido a Moser [32], provando que na auséncia de ressonancia temos estabilidade
formal. Apesar dos grandes progressos nesta drea nos dltimos anos, ainda restam muitas perguntas.

Algumas delas serdo respondidas nesta tese.

Em praticamente todos resultados publicados os autores ddo informagdes em alguns sub-casos
nos quais analisam a forma normal do sistema Hamiltoniano até uma ordem finita, mas o tipo de
estabilidade fornecido, em geral, nao € no sentido de Liapunov. A técnica usada nesta tese é estudar
a estabilidade do ponto do equilibrio como segue. Primeiramente, a forma normal de Lie até deter-
minada ordem € obtida e ap0s isso, aplicamos o Teorema de Chetaev ao Hamiltonian truncado na
forma normal para obter um critério para a instabilidade. A fim de obter a informacéo sobre a esta-
bilidade usamos o Teorema de Liapunov ao sistema truncado, em toda a ordem finita mas arbitraria.
Neste ponto, Khazin em [16] introduziu o conceito da Birkhoff-estabilidade, para dizer que o equi-

librio do sistema Hamiltoniano apds aplicar uma transformacao de Birkhoff € estavel em toda a
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ordem finita mas arbitraria. Desde que estamos considerando a transformacao de Lie e incluiremos
o caso nao diagonalizavel no qual ndo estd definida a forma normal de Birkhoff, por analogia nés
chamaremos este tipo de estabilidade de Lie-estabilidade. Em geral, para nosso conhecimento,
apos ter revisado a literatura com tépicos relacionados, a afirmacgdo "Lie-estabilidade (resp. a

Birkhoff-estabilidade) implica a estabilidade no sentido de Liapunov "ainda ndo foi provada.

Nés ultimos anos pouquissimos pesquisadores se dedicam a estudar o problema de estabili-
dade de solucgdes de equilibrios em sistemas Hamiltonianos e poucos sdo os resultados recentes
de grande relevancia. Uma grande dificuldade da area € a pouca vastiddo de resultados gerais que
podem ser aplicados. Os principais teoremas gerais usados sdo os classicos Teorema da Estabili-
dade de Liapunov, Teorema da Instabilidade de Liapunov e o Teorema de Chetaev além, € claro,
da Teoria KAM no caso de baixas dimensdes.

E importante enfatizar que o estudo da estabilidade de uma solugio periédica de um sistema
Hamiltonian autdbnomo com n graus de liberdade pode ser reduzido ao estudo de uma solucio
do equilibrio de um sistema Hamiltoniano periédico. Nesse ponto, como nossos resultados no
caso diagonalizdvel se aplicam ao caso periddico, nosso trabalho pode ser aplicado ao estudo da
estabilidade de solucdes periddicas.

No estudo da estabilidade dos sistemas truncados € crucial saber se as freqiiéncias ®y,- - ,®,
sdo linearmente independentes ou dependente sobre (Q como € notado por Arnold em [1] e Moser
em [32]. No primeiro caso, dizemos que o sisttma ndo possui ressonancias e, no segundo caso,
possui ressonancias. Na auséncia de ressonancias, Lie-estabilidade (Birkhoff-estabilidade) é facil
de verificar, mas no segundo caso, apenas em casos particulares € possivel ter a informacdo sobre
a Lie-estabilidade. Nesta tese, deixaremos bem explicito o papel das ressonancias para a forma

normal da fun¢do Hamiltoniana, a qual € usada para obter os teoremas de estabilidade.

A importancia dos resultados principais desta tese podem ser vistos de diferentes ponto de vista.
Por exemplo, usando idéias do livro cldssico de Markeev [24], Cabral e Meyer [8] no Teorema 4.1
deram um resultado geral para sistemas Hamiltonianos autonomos com dois graus de liberdade
valido nos casos ressonantes € nao-ressonantes. Nesta tese, nds damos resultados similares mas
para sistemas com n-graus da liberdade no caso autbnomo e no caso periddico. Por outro lado,
existe um caso critico no Teorema 4.1, onde os autores ndo deram qualquer informagao sobre o tipo
de estabilidade. Em nosso trabalho, nés damos a informago no caso critico também. Para sistemas
Hamiltonianos auténomos com n graus de liberdade sob a presenca de uma tnica ressonancia
de ordem trés e quatro temos os trabalhos de Khazin [16] e de Alfriend e Richardson [5]. Em
nosso trabalho nds generalizamos estes resultados para toda a ordem de ressonéncia e incluimos
o caso periddico. Recentemente em 2001, Markeev [28] estudou estabilidade no caso critico da
ressondncia 3 : 1. Em nosso trabalho nds também re-obtemos o resultado de Markeev e, além disso,
melhoramos estes resultados, porque damos informac¢des num caso adicional que Markeev nao
considerou. No caso onde a matriz do sistema linearizado € ndo-diagonalizavel, alguns resultados
parciais foram publicados com informacdes sobre a questdo da estabilidade do equilibrio. Por
exemplo, para sistemas Hamiltonian com dois graus de liberdade, Sokolskii em [36] forneceu um
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teorema sobre a estabilidade formal e a instabilidade no sentido de Liapunov. Em seu critério, a
estabilidade depende somente de um coeficiente real, A, o qual depende dos coeficientes dos termos
de quarta ordem da funcdo Hamiltoniana original. Entdo, se A > 0 a solucdo nula é formalmente
estdvel e se A < 0 a solug@o nula € instavel no sentido de Liapunov. Em [38] Sokolskii melhora
seu resultado e mostra que no caso A > 0 a solucdo nula é estdvel no sentido de Liapunov. Mas,
seguindo argumentos de Treshchev [39], a prova dada por Sokolskii em [38] envolve um erro,
porque a integral que define a varidvel acdo ndo € avaliada corretamente. Além disso, Treshchev
em [39] mostra que se A > 0 de fato, a solucdo do equilibrio € estavel no sentido de Liapunov.
Também, enfatizamos que nos artigos [36], [38] e [39] os autores ndo deram nenhuma informacao
sobre o tipo de estabilidade da soluc@o de equilibrio no caso critico, isto €, A = 0. Para sistemas
Hamiltonianos com trés graus de liberdade, temos o trabalho de Mansilla [23] publicado em 2006,
o qual d4 informagdes de acordo com termos de quarta ordem. Outra vez, neste artigo o autor
ndo da informacdes sobre a estabilidade no caso critico de quarta ordem. Nesta tese, damos uma
generalizagdo dos resultados de Sokolskii [36] no sentido de dar informacdes sobre a estabilidade
nos casos em que os termos de quarta ordem nada afirmam, isto €, no caso A =0 . Também
generalizamos os resultados de Sokolskii e de Mansilla para sistemas com n graus de liberdade e

melhoramos o Teorema de Mansilla no sentido de dar informagdes nos casos criticos.

E importante frisar aqui que, esta tese de doutorado é uma continuacio da minha Dissertac¢io
de Mestrado [34] sob a orientagdo, também, de Cldudio Vidal Diaz. Assim, uma leitura preliminar

da minha Dissertacdo de Mestrado facilita a leitura desta tese.
Esta tese estd dividida em seis capitulos organizados como segue.

No primeiro capitulo damos uma visdo geral do problema, mostrando defini¢des e resultados
provados nos dltimos anos que serdo melhorados e/ou estendidos nesta tese, ele ndo tem um carater
essencial para a leitura da tese e o leitor mais especializado pode comecar com o capitulo dois, no
qual fornecemos resultados importantes envolvendo propriedades do mddulo de ressonancias e
da forma normal de Lie da fun¢cdo Hamiltoniana. Uma conseqiiéncia importante dos teoremas
deste capitulo é que podemos explicitar algumas integrais primeiras do Hamiltoniano truncado na
forma normal de Lie dependendo de propriedades das ressonincias, as quais serdo importantes

para provar os teoremas sobre estabilidade dos capitulos seguintes.

No terceiro capitulo, assumindo que o médulo de ressonancias € ciclico usaremos as carac-
terizagdes das formas normais ou, mais precisamente, as integrais primeiras do sistema truncado
na forma normal de Lie para obter condi¢es necessdrias para Lie-estabilidade e instabilidade no
sentido de Liapunov no caso diagonalizdvel autonomo e periédico. No caso ndo-diagonalizdvel
autdbnomo forneceremos um teorema geral para Lie-estabilidade ou Lie-instabilidade no qual us-
amos um lema sobre sistemas mecanicos para provar a instabilidade. Os resultados deste capitulo,
apesar de serem aplicados apenas quando o mddulo de ressonancias € simples, sdo bastante gerais

e um fato importante a ser frisado é que dao informacdes nos casos criticos de varios artigos.

O capitulo quatro ¢ dedicado ao estudo da estabilidade no caso diagonalizdvel de sistemas

autdnomos e periddicos quando o médulo de ressonancias tem mais de um gerador. Damos difer-



13

entes condicdes necessdria para Lie-estabilidade da soluc¢do de equilibrio e assumindo uma certa
particularidade sobre o mddulo de ressonancias damos condi¢des necessarias para instabilidade no
sentido de Liapunov, que apesar da particularidade sobre o médulo, o resultado € bem geral ao

ponto de ser o mais geral desta tese.

Afim de mostrar generalidade nos nossos resultados, no quinto capitulo mostramos que os
nossos resultados estendem e melhoram varios resultados conhecidos na literatura, inclusive um
resultado nosso publicado recentemente (2005) no periddico "Regular and Chaotic Dynamics"que

também € parte desta tese.

No ultimo capitulo, damos uma aplicagdo dos nossos resultados ao estudo da estabilidade de
um potencial galatico. Nessa aplica¢do temos ressondncia de segunda ordem e parte quadratica
diagonalizavel. O nosso critério utiliza até termos de oitava ordem. E bom saber que os resulta-
dos conhecidos, por exemplo, o Teorema de Cabral-Meyer nao daria informagdes neste caso e 0s
nossos resultados fornecem um critério. Para fornecer este critério, calculamos a forma normal de
Lie da fun¢do Hamiltoniana usando o Maple 10 e estudamos os zeros da fun¢do angulo do nosso

Teorema Principal.



Capitulo 1

Uma visao geral do problema

O objetivo deste capitulo é passar ao leitor uma visdo geral do problema de estabilidade,
notando algumas diferentes defini¢oes de estabilidade e alguns resultados conhecidos que serdo
melhorados nesta tese. A leitura deste capitulo deixard o leitor ciente da importdncia dos resulta-
dos principais desta tese, como por exemplo, o caso critico de vdrios artigos que, até o momento

ndo eram bem entendidos.

1.1 Algumas definicoes de estabilidade

Considere um sistema Hamiltoniano com n graus de liberdade

. _O0H  OH (L.1)

1=73 p’ p oq .
Sabe-se da teoria basica das equagdes diferenciais ordindrias que satisfeitas certas condi¢cdes sobre
o campo acima, cada solugdo z(¢) do sistema Hamiltoniano (1.1) depende continuamente de 7 e
das condi¢des iniciais (zo,fp). Em particular, prova-se que pequenas mudangas ou pertubagdes
em zy produzem pequenas mudangas em z(¢) num intervalo ao redor de fy. Mostra-se também
que duas soluc¢des que comegam préoximas, permanecem préximas durante um intervalo de tempo
suficientemente grande, mas finito. Uma pergunta que se faz é se duas solugdes que se iniciam
proximas permanecem proximas para todo tempo, ou serd que existem solucdes que desviam-se,
ndo importando o quao préximas elas se iniciaram. Questdes como estas pertencem a um ramo da

matematica conhecido como teoria da estabilidade, assunto fundamental desta tese.

Dada uma solucdo z(¢) do sistema Hamiltoniano (1.1) é possivel escolher um sistema de co-
ordenadas dependendo de ¢ tal que a solugdo z(¢) seja uma solugdo de equilibrio do novo sistema,
mais especificamente, podemos supor que essa solu¢do de equilibrio € a origem do espaco de
fase. Por esse motivo, assumiremos sem perda de generalidade que a origem do espago da fase é
um solucdo de equilibrio de (1.1). Nesta tese H = H(q, p) no caso autdbnomo ou H = H(q,p,t) =
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H(q,p,+2m) no caso 2x-periddico, é uma fungdo analiticareal de (q,p) = (g1, sqn, P1-** s Pn)
numa vizinhanca do ponto de equilibrio. Supde-se que a série de Taylor de H numa vizinhanca da
origem €

H=H+H3+---+Hj+-, (1.2)

onde H| representa um polindmio homogéneo do grau j em (q,p), isto &,

Hi= Y hadq"p, (1.3)
Ik|-+[1=

comk = (ky, - ,kn) € Z", 1= (L1,---,Ip) € Z", K| = |ki| + -+ |kn|, 1| = |l1]| + -+ |In], lia =

k_ ki k 1_ L I/
hkl“'knll'“ln’q _ql qnn ep _pl pril

2m).

. Note que no caso 2x-periddico hxy = hiy (1) = hi(t +

Vamos agora definir estabilidade da solucdo de equilibrio nula de (1.1). A grosso modo, dize-
mos que esta solucdo é estdvel quando toda solugdo z(¢) que se inicia com valores préximos de
zero esta definida para todo ¢ > 0 e permanece proxima durante todo o tempo. Vamos a defini¢do

precisa:

Definicao 1.1.1 (Estabilidade no sentido de Liapunov) (A) A solucdo de equilibrio nula de (1.1)
é dita estdvel no sentido de Liapunov se para cada niimero real € > 0 podemos encontrar d =
d(€) > 0 tal que se z(t) é uma solugcdo de (1.1) satisfazendo ||z(0)|| < §, entdo ||z(t)|| < € para
todot > 0;

(B) Se a solucdo nula ndo é estdvel dizemos que ela é instdvel no sentido de Liapunov.

Devido ao grande valor prético e tedrico, a teoria da estabilidade € uma 4rea muito importantes
de pesquisa em equacdes diferenciais. Freqiientemente, em problemas das engenharias, da fisica,
ou da propria matemadtica, precisa-se saber sobre a estabilidade de uma certa solucdo. Na Mecénica
Celeste, por exemplo, € de grande interesse pratico saber sobre a estabilidade de solu¢des particu-

lares do problema dos n-corpos, por exemplo, dos pontos de equilibrio relativos.

Existem outros tipos de estabilidade que algumas vezes € mais fécil de checar e suficiente em

aplicacdes no caso tratado aqui, por exemplo, a estabilidade formal definida a seguir.

Definicao 1.1.2 (Estabilidade formal) Dizemos que a solucdo de equilibrio nula do sistema
Hamiltoniano (1.1) é formalmente estdvel (ou "quase estdvel'na notacdo de Moser [31]) se existe
uma série de poténcias G, talvez divergente, que formalmente é uma integral primeira definida

positiva autonomo ou 2n-periodico em t, dependendo do caso.

Observacao 1.1.1 Em outras palavras, o equilibrio é formalmente estdvel se todos os coeficientes

da série de poténcias

3G oH 8G8_H> 3G 14

n
J— R + PR
i:Z{ (aqz' dpi  9p; g, ot
sdo identicamente nulos e um niimero finito de formas de grau minimo na série G representa uma

fungdo definida positiva.
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A nocdo de estabilidade formal € muito importante para analisar a estabilidade num intervalo
de tempo muito grande, porém finito. A presenca da estabilidade formal significa que a instabil-
idade no sentido de Liapunov ndo € detectada pelo calculo de termos de ordem por mais elevada
que seja no desenvolvimento do Hamiltoniano em série de poténcias. Em outras palavras: se o
sistema € instdvel no sentido de Liapunov mas formalmente estdvel, entdo a instabilidade ndo é
causada por termos de ordem finita. Sob a existéncia de estabilidade formal, se existem trajetdrias
que se afastam do movimento nao perturbado, entdo o movimento ao longo dela se faz de modo
extremamente lento. Vamos, neste momento, invocar Moser [31] e lembrar seu comentério "E um
importante problema matemaético encontrar a relacio entre estabilidade formal e estabilidade no
sentido de Liapunov". A priori ndo se conhece um exemplo de um equilibrio formalmente estdvel
mas instdvel no sentido de Liapunov. Segundo Moser [31] a conjectura € que esta € a situacao.
No caso particular onde o sistema € autdonomo e a parte quadratica € definida positiva, trivialmente
os dois tipos de estabilidade discutidos coincidem, assim como no caso onde a forma normal da

funcdo Hamiltoniana converge.
Outra defini¢c@o de estabilidade, a qual aparece no paper de Khazin [16] serd lembrada aqui.

Definicao 1.1.3 (Birkhoff-estabilidade) No caso em que a matriz do sistema linearizado associ-
ado a (1.1) é diagonalizdvel, dizemos que a solucdo nula de (1.1) é Birkhoff-estdvel se existe m > 2
tal que a solucdo nula do sistema Hamiltoniano na forma normal de Birkhoff em toda ordem j > m

é estdvel no sentido de Liapunov.

Como nesta tese também estudaremos o caso nao-diagonalizavel, para a qual a forma normal
de Birkhoff ndo estd bem definida e a forma normal de Lie estd, definiremos e usaremos outro tipo

de estabilidade que no caso diagonalizdvel coincide com a defini¢do acima.

Definicao 1.1.4 (Lie-estabilidade e Lie-instabilidade) (A) Dizemos que a solucdo nula de (1.1)
€ Lie-estdvel se existe m > 2 tal que a solucdo nula do sistema Hamiltoniano na forma normal de
Lie em toda ordem j > m é estdvel no sentido de Liapunov.

(B) Analogamente, dizemos que a solucdo nula de (1.1) é Lie-instdvel se existe m > 2 tal que a
solucdo nula do sistema Hamiltoniano na forma normal de Lie em toda ordem j > m é instdvel no

sentido de Liapunov.

Mais um problema matematico interessante: qual a relacdo ente Lie-estabilidade e estabilidade
no sentido de Liapunov? e entre Lie-instabilidade e instabilidade no sentido de Liapunov? por
enquanto nao conhecemos respostas para estas questdes. Nao conhecemos nenhuma solugdo de
equilibrio estdvel no sentido de Liapunov que nao seja Lie-estdvel, ou vice versa.

Outro tipo de estabilidade € a estabilidade para a maioria das condic¢des iniciais que definiremos

a seguir segundo Arnold [4].

Fixe V uma vizinhanca da origem e seja Ey o conjunto dos pontos zy € V tais que dado € > 0
podemos encontrar d = §(€) > 0 tal que se z() é uma solucdo de (1.1) satisfazendo ||z(0) = zo|| < &
entdo ||z(t)|| < € paratodoz >0
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Definicao 1.1.5 (Estabilidade para a maioria das condic6es iniciais) Dizemos que a solugdo de
equilibrio nula de (1.1) é estdvel para a maioria das condicoes iniciais se a medida de Lebesgue

de Ey coincide com a de V para alguma vizinhanga da origem'V.

Sabe-se que o conceito de estabilidade para a maioria das condi¢des inicias €, em geral, mais
fraco que o conceito de estabilidade no sentido de Liapunov como foi provado por Arnold [4] por

meio de um exemplo e sera feito em breve, nesta tese.

1.2 Alguns resultados conhecidos

O objetivo desta se¢do é mostrar uma recompilagdo dos principais resultados obtidos nos ulti-
mos anos sobre estabilidade de equilibrios de sistemas Hamiltonianos. Na pratica, € bastante dificil
dizer se a solucdo de equilibrio nula de (1.1) € estavel no sentido de Liapunov, ja que existem pou-
cas ferramentas matemadticas que podem auxiliar-nos. Um método conhecido que as vezes pode
responder a questao € a analise das equagdes linearizadas. Veremos como isso funciona. Primeira-
mente assuma que o campo do lado direito em (1.1) é de classe C! na vizinhanga da origem, sejam
A a matriz do sistema linearizado ¢ +A,...,+A, os autovalores de A. Se existe j € {1,...,n}
com parte real ndo-nula entdo o equilibrio € instavel no sentido de Liapunov. Em caso contrario,
ou seja, quando todos os autovalores tém parte real nula, o problema de estabilidade no sentido de
Liapunov ¢ altamente nao-trivial. Nesta tese, estudaremos o sub-caso no qual todos os autovalores

sd0 imagindrios puros, os quais sempre denotaremos por £®1i,. .., =®,i todos ndo-nulos.

Mostraremos nesta secdo que basicamente todos os resultados usam as mesmas técnicas, a
saber, para sistemas Hamiltonianos periddicos com um grau de liberdade usar o Teorema da Curva
Invariante para estabelecer estabilidade ou o Teorema de Chetaev para instabilidade. Um sistema
com dois graus de liberdade autdbnomos se reduz a um sistema com um grau de liberdade e per-
i6dico no tempo e usam-se os resultados conhecidos. Para sistemas com n graus de liberdade os
resultados sobre estabilidade sao formais no sentido de dependerem da convergéncia da forma nor-
mal do Hamiltoniano e para instabilidade se usam o Teorema da Instabilidade de Liapunov ou o

Teorema de Chetaeyv.

1.2.1 O caso autonomo versus o caso peridodico em sistemas com um grau de
liberdade

Nesta subsecdo mostraremos que existem importantes e significativas diferencas entre os ca-
sos autdbnomos e periddicos que podem ser facilmente notados ja para sistema com um grau de
liberdade. Para iniciar, no caso autdbnomo se a parte quadratica é definida positiva (ou definida
negativa) entdo pelo Teorema de Dirichlet-Lagrange segue que o equilibrio € estavel no sentido
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de Liapunov. Este resultado, em geral, ndo é verdadeiro para o caso periédico como veremos nos

proximos exemplos.
Primeiramente considere o seguinte exemplo
X+x=0, xeR.

E claro que a fun¢do Hamiltoniana associada é

1
H=2(+y%), com y=x,

que ¢é definida positiva e ela € uma integral primeira, entdo pelo Teorema Dirichlet-Lagrange a

origem € estavel no sentido de Liapunov. No entanto, considere a equacdo de Hill,
i+pt)x=0, xteR,

onde p(t+T) = p(t), cuja fungéo Hamiltoniana associada é

1
H=[*+p0)F], com y=x,

e as equagdes do movimento sao
x=y, y=-—p(t)x (1.5)

Neste caso ndo € obvio o tipo de estabilidade da origem. O tipo de estabilidade dependera da

funcdo periddica p(t). Vamos discutir este exemplo com alguns detalhes aqui. Seja X () a matriz

REORC
X<’>‘<¢<r> W) )

Como det(X(T)) = 1, pois o fluxo é simplético e para cada r € R a equag@o caracteristica é

fundamental de (1.5) dada por

A —al+1=0, onde a=q¢(T)+y(T). (1.6)

As raizes de (1.6) sdo
1
kzi[ai\/a2—4], (1.7)

entdo, se a > 2 existe um multiplicador caracteristico de X(7') com médulo maior que um, e
portanto a origem serd instavel. Por outro lado, se —2 < a < 2 entdo o equilibrio sera estavel, pois

os multiplicadores caracteristico de X (7)) t¢ém médulos um e sdo distintos.

Construiremos duas solugdes independentes de nossa equagdo de Hill com condi¢des iniciais
¢(0) =1, ¢(0) =0, y(0) =0 e y(0) = 1. Elas sdo dadas pelas séries convergentes

[}

o(t)= Y (—1)*ou(r)
=0 (1.8)
v(t) = 1+ Y (= 1)*y ()
k=1
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com @g(t) =1, yo(t) =1, e parak > 1

O(t) = /Oz(t_tl)l’(ll)q)k—l(ll)dﬁ

B /ot /ot1 "'/otkl (t=1)(11 = 12) -+ (11 — 1) (19)

p(t1)p(t2) - p(te)dty - - - dtrdty,

Wi(t) = /Ot (t—t1)p(t1)Wi—1(t1)dt1

rorh fk—1
:/0/0 /O (t—tl)(ll—tz)...(tk_] _tk)tk (1.10)

p(t1)p(t2) -~ p(tx)dty - - - dtrdty.

Derivando a ultima expressdo, e substituindo na respectiva série temos

a= oT)+W(T)
= 2— T/OTp(t)dH—

g(—l)k /OT/OH_,./O%1(T_;1+tk)(t1_t2)...(tkl_tk)

p(t1)p(t2) -~ p(te)dty - - - dtrdty.

(1.11)

Se assumimos que p(¢) < 0 e ndo identicamente nula, entdo

T
/ p(t)dt <0,
0

e a integral miltipla e no k-ésimo termo da série (1.11) tem sinal igual a (—1); entio cada termo

do lado direito da expressao (1.11) é positivo, entdo a > 2. Concluimos:

Teorema 1.2.1 Se a fungdo T-periddica p(t) é ndo positiva e ndo identicamente nula, a origem

da equagdo de Hill (1.5) é instdvel.

Em particular, na equacao de Hill
.. 2 .
X—cos”(t)x =0,
p(t) = —cos?(t) (n-periédica) a origem € instdvel.

Por outro lado, se p(¢) > 0 ponha

M, = /()T/()tl---/o[kI(T—tl'f'lk)(tl—IZ)"'(tk—l_tk)p(tl)

p(t2) - p(te)dty - - - dtrdty,
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parak >2e
T
M = T/ p(t)dr.
0

Entdo a expressdo para a em (1.11) torna-se
a=2-Y (-1)""'M;. (1.12)
k=1

Pelas afirmag¢des My > 0 (k= 1,2,3,---) e como conhecendo a convergéncia da série temos que

M; — 0 quando k — co. Por outro lado,

T rh -1 [l
M1 = / / / / (T —t1+te1) (1 —12) -+ (te—1 — 1) (G — Ty 1)
0 Jo o Jo
p(t1)p(t2) - p(te) ptir1)dts1dty - - diadhy,
e pela desigualdade
1 , 1 s
(T =t tee) (i —tin) < (T =0 +8)” < (T =0 +0)°, 0<n<n

que € uma conseqiiéncia entre a média geométrica e aritmética. Entao

T rn Tr—1
MHlE%/‘/':/ (T —n+6)(n —t2) - (-1 — i) p(t1)
0 JO 0
. (1.13)

plt2)p(0) [ pltes )ty diadsy.
Agora, assumindo que
T
0< T/ p(t)dt <4, (1.14)
0

segue de (1.13) que
My <M, k<1.

Portanto, a série em (1.12) € do tipo de Leibnitz e, como conseqiiéncia,
T
-2< —T/ pt)dt+2<a<?2.
0
Assim, temos provado:

Teorema 1.2.2 Se a fungdo T-periddica p(t) é ndo-negativa e satisfaz (1.14) entdo a origem da

equacdo de Hill (1.5) é estdvel no sentido de Liapunov

Com o importante exemplo da equagdo de Hill percebemos que o problema de estabilidade de
equilibrios de sistema Hamiltonianos periédicos com um grau de liberdade no caso ndo-autonomo

€ ndo trivial, ao contrario do caso autdnomo para o qual temos:

Teorema 1.2.3 Seja A # 0 autovalor do sistema linearizado de um sistema Hamiltoniano auténomo
com um grau de liberdade. Entdo a posicdo de equilibrio é estdvel no sentido de Liapunov se, e

somente se, \ é imagindrio puro
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Demonstracio. E imediata. ]

No entanto, no caso periédico o problema de estabilidade € ndo trivial e o resultado mais geral
¢ seguinte teorema provado por Sokolskii [37] Cabral e Meyer [8]:

Teorema 1.2.4 (Teorema de Sokolskii (1977), Cabral e Meyer (1999)) Seja
K(r,0,1) = W(0)" +0("*2),

onde m =1/2 e |l > 3 um niimero inteiro, a fun¢do Hamiltoniana H na forma normal até ordem
2m em varidveis agdo-dngulo. Se ¥(§) # 0 para todo ¢ entdo a origem é estdvel no sentido
de Liapunov. No caso em que ¥ (0) tem um zero simples o equilibrio é instdvel no sentido de

Liapunov.

O principal resultado usado na prova da estabilidade do Teorema 1.2.4 é o Teorema da Curva

Invariante [2] e para instabilidade usa-se o Teorema de Chetaev [11].

No caso onde todos os zeros de ¥ ndo sdo simples pode ocorrer estabilidade ou instabilidade.
Por exemplo, a origem do sistema Hamiltoniano associado a

H=1r [1+ cos4¢] +7
€ estdvel pois H € uma integral primeira positiva definida, enquanto no caso
H = r* [1 +cos 4] + r* sen 80,

a origem ¢ instdvel. Pois existe a solugdo particular ¢ = /4 e r(t) = % que ¢ ilimitada
1

quando t — 430)" Note que em ambos os exemplos a fun¢do

Y(0) =1+cosdod
possuem todos os zeros nao simples.

Em geral ndo se conhece um critério para decidir a estabilidade no caso critico, isto €, quando
os zeros se W ndo sdo simples. E conhecido apenas para ressonincias de quarta ordem o qual foi
fornecido por Markeev [29] em 1997. Nesta tese daremos um Teorema que generaliza e estende o
Teorema 1.2.4 no sentido de ser valido para sistemas com n graus de liberdade e dar informagdes
nos casos criticos.

1.2.2 Sistemas com dois graus de liberdade

Para sistema Hamiltonianos com dois graus de liberdade temos alguns resultados importantes
mas, assim como no caso peridédico com um grau de liberdade o problema ndo é fechado, pois

existem casos criticos que nio sdo bem compreendidos.
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Comecaremos exibindo os principais € mais gerais resultados no caso autobnomo. Assuma que

as freqii€ncias my, m; tém sinais opostos e satisfazem a relacdo de ressonancia
mi; +mow; =0 (1.15)

onde m e my sdo positivos e relativamente primos ou m; = my = 1. Se m; = my = 1 assuma que

a matriz do sistema linearizado € diagonalizavel.
Escreva a fungdo Hamiltoniana em varidveis acdo-angulo (r,@) := (r1,r2, @1, 92) definidas por

qj=/2rjcosQj, pj=+/2rjseng;,  (j=1,2)

e assuma que a funcdo Hamiltoniana H estd na forma normal até termos de ordem m onde m =

2l—1oum=2l1.e.,
H(r,@1,92) = Hy(r)+---+Hy—o(r) + Hu(r,m @1 +mo@) + H* (1.16)

onde

Hy = wir; —mnr

H>; € um polindbmio homogéneo de grau j em ry, 17,

Hy,(r,m1@1 + m@;) é um polindmio homogéneo de grau m em /7y, /r; com coeficientes
que sdo séries de Fourier no angulo m; @ +my¢»,

H* denota termos de ordem maior que m nas variaveis /71, \/72.

H é uma funcdo analitica das varidveis /71, /72, @1, @2 € 27 peridédica em @1 € @;.

O seguinte teorema foi provado por Arnold [2] e Moser [31].

Teorema 1.2.5 (Teorema de Arnold (1963), Moser (1962))  Seja Dj = H>j(0,01). Se para
algum j=2,...,1—1temos Dyj # 0 entdo a solugcdo de equilibrio q; = p; = 0 é estdvel no sentido
de Liapunov.
Quando o Teorema de Arnold-Moser nao pode ser aplicado, isto é, quando
D;; =0, for j=2,...,01—1,
o termo H,, podera decidir a estabilidade do equilibrio. Neste caso, seja
W () = Hp(02,01,m10).
Cabral e Meyer [8] forneceram o seguinte teorema:

Teorema 1.2.6 (Teorema de Cabral e Meyer (1999)) Se W(0) # 0 para todo ¢ entdo a solugdo
de equilibrio q; = p; = 0 € estdvel no sentido de Liapunov. Quando ¥ tem um zero simples a

solucdo de equilibrio é instdvel no sentido de Liapunov.
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Para a afirmacao de estabilidade ndo precisamos da condi¢do de ressonancia e assim H,, poderia

ser independente do angulo. Entao o Teorema de Cabral-Meyer inclui o Teorema de Arnold-Moser.

A prova destes teoremas consiste essencialmente em fixar um nivel de energia e entdo reduzir
a um sistema Hamiltoniano com um grau de liberdade dependendo periodicamente de um novo
"tempo". Para provar a instabilidade € suficiente considerar o nivel nulo de energia e entdo apli-
cando o Teorema 1.2.4 se conclui a instabilidade. Como a estabilidade é sobre uma vizinhanga
limitada da origem, nio podemos considerar apenas o nivel nulo. E necessirio considerar um

intervalo da forma [—¢€,€] com € > 0 e entdo usar Teoria KAM.

No caso onde todos os zeros de W sdo nio simples podemos ter estabilidade ou instabilidade.

De fato, considere a fungdo Hamiltoniana
H:3r1—r2+r§+\/§ri/2r§/2 send + arf. (1.17)

Note que temos relagdes de ressonincias de quarta ordem (®1,2)=(3,1) e ¥(¢) = 9(1 +sen¢).

Entao:

e Se a = 1 entdo a solu¢do de equilibrio € estavel no sentido de Liapunov pois a funcao
V = (r; —3r2)?> + H? é uma integral primeira definida positiva para o sistema Hamiltoni-

ano associado.

e Se a = —1 a solugdo de equilibrio € instavel. Considere o movimento nas curvas de nivel
Vi =r —3rp =1, V, = H = 0 que sdo integrais primeiras. Nestes niveis r; = r, =0 ou
rp =3r; =27[1 +sen(¢)]. O primeiro caso ndo tem interesse para nds pois corresponde ao
proprio equilibrio. No segundo caso, temos uma solu¢do particular que € dupla assintética
para o ponto r; = 0. As trajetérias correspondendo a esta solugdo é o cardioide r; = 9[1 +
sen (()]. Se t — +eo entdo r; — 0 enquanto ¢ — —n/2. Neste caso a seguinte desigualdade

% — —81[1+sen (¢))?, % = —9r2 cos(0).

Se pomos ¢(0) = —71/2 —u onde 0 < u << 1 entdo r1(0) = 18sen?(u/2) — u?. O angulo

¢ decresce monotonicamente com o tempo e permanece no terceiro quadrante, o valor de

vale

r1 cresce monotonicamente do valor tdo pequeno quanto desejado de r1(0) a r; =9 o qual

também indica que a solugdo de equilibrio € instdvel.

O caso critico requer tratamento especial. E claro que a resposta a estabilidade estd nos termos de
ordem maior que m. Recentemente em 2001, Markeev [28] estudou o caso critico na ressonancia
3:1, vejamos o resultado fornecido por ele. A forma normal de Lie da fun¢cdo Hamiltoniana até
sexta ordem, H®, em varidveis acdo-angulo pode ser escrito como

HG(MP) =1 —0)2r2+62or%+611r1 rz-I—Cozrg
1/2 3/2
-l-rl/ ”2/ [algsen¢+b13cos¢]-I—c;;orf+cz1r%r2+clzr1r§+c03r% (1.18)

+ri’/2r§/2 [azzsen + b33 cos Q] + ri/zrg/z [ajssend + byscos ],
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onde c20, C11, C02, A13, b13, c30, €21, C12, C03, A33, b33, ais € b15 sdo constantes reais e ¢ =0 + 3(p

(ver Markeev [28] para maiores detalhes). Seja

Ay =0+ 3¢t + 9o,

By =,/27(aj;+b1s),

Ag = c30+3c21 +9c12+27co3, (1.19)
By = ﬁ[an(%3+3a1s)+b13(b33+3b15],

Cs = —~L27 _[a13(b33 +3by5) — b13(as3 +3ays).

R
Va3 tbis

Temos o seguinte resultado:

Teorema 1.2.7 (Teorema de Markeev (2001)) Assuma que A4 = B4 (caso critico de quarta or-
dem ) e AyAg — B4Bg # 0. Se

A4Aq — B4Bg > 0 (condicdo de Markeev) (1.20)

a solugdo nula é estdvel no sentido de Liapunov e para a desigualdade oposta em (1.20) a solugdo

nula € instdvel.

Assim, o Teorema de Markeev d4 informagdes no caso critico de quarta ordem mas resta uma
resposta a estabilidade quando A4Ag — B4Bg = 0. No ultimo capitulo, usando nossos Teoremas

Principais fornecidos nesta tese daremos um melhoramento deste Teorema.

Assumindo, agora, que a matriz do sistema linearizado é ndo-diagonalizdvel, a forma normal

de Lie de H até quarta ordem tem a forma

H*= L@} +a3)+0(q1p2— q2p1) +A(P? + p3)*+

LT 5 (1.21)
B(p1+p3)(qip2—q2p1) +C(q1p2 — q2p1)*,

onde A = hyo, B=hj1 e C = hgyy. Sokolskii em [36] mostrou:

Teorema 1.2.8 (Teorema de Sokolskii (1974)) Se A > 0, a posicdo de equilibrio é formalmente

estavel. Se A < 0 a posi¢do de equilibrio é instdvel no sentido de Liapunov.

No artigo [38] Sokolskii mostrou que no caso A > 0 a solug@o nula € estiavel no sentido de Lia-
punov. Mas, seguindo argumentos dados por Treshchev [39], a prova de Sokolskii em [38] envolve
um erro, porque a integral definindo a varidvel acdo ndo foi avaliada corretamente. Treshchev

mostrou em [39] que se A > 0 a solugdo de equilibrio € estavel no sentido de Liapunov.

Nos artigos [36], [38] e [39] os autores ndao deram qualquer informacao sobre a estabilidade do

equilibrio no caso A = 0. Nesta tese abordaremos este caso.

Passemos agora ao caso periédico com dois graus de liberdade. Os resultados que apresentare-
mos foram provados por Markeev [26] e aplicam-se somente ao caso onde as freqiiéncias possuem

relacdes de ressondncias de terceira e quarta ordem.
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Para ressonancias de terceira ordem as possibilidades sdo (com m € Z):

(1) 3w, =m;
(2) 30 =m;
3) 01 +20; =m;
@) 2014+ 0w = m.

Nesta situacdo, a forma normal de H até terceira ordem, apds introduzir varidveis acdo-angulo

e usando uma simplificacdo conveniente o Hamiltoniano assume a forma:
K(r1,72,01,02,1) = Hy +0((r1 +12)?), (1.22)

onde de acordo com os diferentes casos temos, respectivamente:

3/2
(1) H = 4\/2()6%000 +Yho00) 11 sen (301);

3/2
(2) H; = 4\/2(x(2)300 +y%300) r2/ sen (3¢2);

1/2
(3) Hy = 4\/2(’6%200 +Yhoo) 11/ 72 sen (@1 +262);

1/2
4) H = 4\/2()‘%100 +3100) riry/” sen (201 +¢a),
onde xy; € yy; sdo constantes que dependem dos coeficientes do Hamiltoniano original H. Temos:

Teorema 1.2.9 (Teorema de Markeev (1968)) Se x%l koli Ly +y,%l kol = 0 entdo a solucdo de equi-

librio é instdvel no sentido de Liapunov.

No caso de existéncia de ressonancia de quarta ordem e nao existéncia de ressonancias de

terceira ordem as possibilidades sdo (com m € Z):

(1) 4oy = m;

(2) 4wy =m;

(3) 2(o; + ) = m;
4) o1 +3wr = m;
(5) 3w + wy = m.

A func¢@o Hamiltoniana H em varidveis acdo-angulo, usando uma conveniente simplificacdo, é
dada por
2 2
K(r1,r2,01,02,1) = caori +cririra +coars + Hy + -+, (1.23)

onde de acordo com os diferentes casos temos respectivamente:

(1) Hy = \/)@21000 + Y000 71 sen (401);
(2) Hy = \/ XG400 T Y00 73 sen (492);
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(3) Hy =y X3300 + V3200 7172 €N 2(01 + 02);
/ 2 2 3/2 .
4) Hy = A/ X1300 + Y1300 717,"  sen (¢1 + 3(1)2),
/ 2 2 3/2
(5) Hy = \/x3100+ Y3100 71 72 560 (301 +¢2)

onde xy; € yy; sdo constantes que dependem dos coeficientes do Hamiltoniano original H.

) 2 _
A1 = 1/X4000 T Yao00» By = 20,
A — x2 + 2 B, =
2 = 1/ %0400 T Y0040> 2 = €02,

A; = x%200+y%2007 B3 = cx0+c11 +co2,s (1.24)

Definindo

Ay = 3\/3 (x%:),oo +y%300), B4 = c20+3c11 +co2,

A5 = 3\/3()‘%100 +y§100), BS = 9C20 + 3C11 +C027
temos o seguinte resultado:

Teorema 1.2.10 (Teorema de Markeev (1968)) Se A; > |B;| entdo a posicdo de equilibrio € in-

stavel no sentido de Liapunov. No caso A < |Bj| o equilibrio é formalmente estdvel.

Os Teoremas de Markeev 1.2.9 e 1.2.10 ndo ddo informagdes sobre a estabilidade nos casos
x,%l koli, T y%l ki, = 0€Aj=|Bj|. De fato, podemos ter estabilidade ou instabilidade dependendo
dos termos de maior ordem. Nesta tese, daremos melhoramentos dos Teorema de Markeev no

sentido de dar informagdes nos casos criticos e também estenderemos a n graus de liberdade.

1.2.3 Sistemas com n > 2 graus de liberdade

No caso n > 2 pouco se conhece sobre a estabilidade do equilibrio até o presente momento.
Do pouco que se conhece os resultados sdo formais no sentido de dependerem da convergéncia da

forma normal da fun¢do Hamiltoniana. Mostraremos alguns resultados conhecidos neste caso.
Khazin em [16] estudou o problema de estabilidade no caso autdbnomo para sistemas com n
graus de liberdade assumindo a hipéteses de nao existéncia de ressonancias de ordem dois e:
e cxiste uma unica ressonancia de terceira ordem.

e existe uma Unica ressonancia de quarta ordem e ndo existem de ordem trés.
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No primeiro caso a fun¢do Hamiltoniana H pode ser reduzida a forma:

I'(r,¢) = Zn: w;rj+2A Virk cos O+ Z As ' +T6(r,0) +R(r,0), (1.25)

j=1 |s|=4
onde

rkzrllCl k0 =k 4 4 ky @, com k = (ky,...,k,) € Z" e |k| = 3 fixado. A func¢dio R em r

tem grau maior que trés.

Teorema 1.2.11 (Teorema de Khazin (1971)) Se A # 0 entdo a solucdo de equilibrio ¢é instdvel

no sentido de Liapunov.

No segundo caso a forma normal de H assume a forma:

L(r0) = Y 0jrj+24 Vr* cos(0)+ Y. A’ +Ts(1,0) +Ts(,0) +R(1,0), (1.26)
Jj=i |s|=2
onde, agora, ky®; + - -+ k0, = 0, k; >0, K = A1 o =ky @1+ -+ kO comk = (ky, ..., ky) €
Z" e |k| = 4 fixado. A fun¢fo R tem grau maior que 4 nas varidveis ry, ..., 7.
Aqui

Z ASI”S = Z A,-jr,-rj.

|s|=4 i+j=2

Teorema 1.2.12 (Teorema de Khazin (1971)) Se

1
Al >8:=—— Ajikiki;, A#NO.
’ zm i+]Z:2 LY
entdo a solugdo de equilibrio € instdvel no sentido de Liapunov. Se |A| < S o equilibrio é Birkhoff-
estavel.

Novamente ndo é dada qualquer informagdo sobre a estabilidade nos casos A =0¢ |[A| =S
nos Teoremas 1.2.11 e 1.2.12, respectivamente. Estes teoremas, também serdo melhorados nesta
tese no sentido de acrescentar as informagdes nos casos criticos, estender a sistemas periddicos

também e incluir ressonancias de qualquer ordem.

Apresentaremos, agora, o resultado obtido por Mansilla em [23] para sistemas Hamiltonianos
com trés graus de liberdade com parte linearizada ndo-diagonalizavel. A forma normal de Lie de

quarta ordem da fun¢do Hamiltoniana (1.1) com trés graus de liberdade é

HY = S(qi+pD) +3(a3+43) + 0(q2p3 — G3p2)+

Y i (ai+pD) N (p3+ p3) 2 (q2p3 — q3p2) . (1.27)
Jitj2+j3=2

Entao:
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Teorema 1.2.13 (Teorema de Mansilla (2006)) Assuma que n = 3 e hoyg # 0. Se hypo > 0, a
origem é uma solucdo de equilibrio formalmente estdvel do sistema Hamiltoniano (1.1). No caso

hoxo < 0 0 equilibrio é Lie-instdvel.

O Teorema de Mansilla [23] serd estendido a sistemas com n graus de liberdade e melhorado
no sentido de dar informagdes no caso hyyg = 0, o qual serd feito no Teorema 3.2.2.

Uma versdo dos Teoremas de Khazin para sistemas Hamiltonianos periédicos que podem ser
considerados uma generalizacdo dos Teoremas de Markeev 1.2.9 e 1.2.10 foi publicado recen-
temente em 2005 pelo autor e pelo orientador C. Vidal [40] no periddico "Regular and Chaotic
Dynamics"e pode ser visto como parte desta tese. Como conseguimos resultados mais gerais que
incluem o os resultados de tal artigo, o mesmo sera visto no ultimo capitulo como um caso par-
ticular dos nossos principais teoremas. Vamos enuncid-los aqui. Assumiremos, assim como nos

Teoremas de Khazin, que o sistema ndo possui ressonancias de segunda ordem e:

e existe uma unica ressonancia de terceira ordem.

e existe uma Unica ressonancia de quarta ordem e ndo existem de ordem trés.

Vamos considerar os seguintes casos ressonantes (m € um nimero inteiro):

(A) 3w; =m paraum tnico j € {1,...,n};

(B) ®j, +2m;, = m para um unico par ji, j» € {1,...,n} com ji # jo;

(C) ®j, + ®j, + ®;, = m para uma tnica tripla ji, j2, j3 € {1,...,n} todos distintos;

(D) 4w; = m paraum tnico j € {1,...,n};

(E) 2(®), +®;,) =m para um tnico par ji, jo € {1,...,n} com ji # jn;

(F) ®;, +3w;, = m para um unico par ji, j» € {1,...,n} com ji # jo;

(G) wj, + ®j, +2w;, = m para uma Unica tripla ji, j2, j3 € {1,...,n} todos distintos;

H) o;, + ®j, + 0, + ;, = m para uma tnica quadrupla ji, jo, j3,js € {1,...,n} todos
distintos.

Os casos (A), (B) e (C): Aplicando uma conveniente mudanga candnica de coordenadas depen-
dendo do tempo apds normalizar o Hamiltoniano até termos de terceira ordem podemos assumir

que o novo Hamiltoniano tem a forma
K=AuR+0(|¢". (1.28)

onde sem perda de generalidade podemos assumir que j = 1 no caso (A), j; = 1, j» = 2 no caso

(B) e j1 = j» = j3 = 1 no caso (C) e entdo obtemos respectivamente,
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o (A-1) I?:rf/zsen(S(pl),
e B-1) K= r}/zrzsen((pl +2¢2),

o (C-1) K=r"r"r} sen (01 +¢2+03),

Ay =44/ 2(0, +Bg,)- (1.29)

O seguinte resultado encontra-se provado em [40]:

Teorema 1.2.14 [Vidal, C. e Santos, F. (2005)]. Se OL,%Z + B%l # 0 entdo a solucdo de equilibrio é

instdvel no sentido de Liapunov.

Observacao. No caso (A), k = (3,0,0,0,---,0) e/ = 0; no caso (B), k = (1,2,0,0,---,0) e [ =0
eno caso (C), k= (1,1,1,0,--- ,0) el =0.

Os casos (D)-(H): Aqui o Hamiltoniano transformado tem a forma

K=-2 Y .k k Ak Ay R+ 0(CP), (1.30)
ki+...+k,=2

onde Ay = 84/ 0‘/%1 + B%I e a fungdio K para os casos (D)-(H) e assumindo sem perder generalidade
que j; = 1 no caso (D); j1 =2,jo=2nocaso (E); ji=1,jo=3nocaso (F); j1=j2=1,j3=2

no caso (G); j1 = j» = j3 = ja = 1 no coso (H), obtemos respectivamente,
e D-1) K =risen(4¢;);
e E-1) K = rirsen2(Q; +¢2);

F-1) K= ri/zrg/zsen((pl +3¢2);

G-1) K= r}/zr;/zmsen (@1 + @2 +2¢3);

H-1) K = ri/r 2y 7y sen (01 + 02 + 03 + ¢4).

Pondo
Pk = Phy.dy = —28Kk1 .. knky .. hin - (1.31)

o Ay=28/02,+PB2, Bs=paop..0.no caso (D);
o As=8/02,+PB%, Bs=p20.0+P110..0+ P020..0, 0 caso (E);

o Ag=8y/3(a%,+B%). Bs=p200..0+3P110..0 +9P020...0. 1O caso (F);

HH
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e A7=8,/0a2, +PB%, B7=p200.0+3p110..0 +9p020..0, 0 caso (G);

o Ag= 8\/0% + B;%l, Bg = P20000...0 T P02000...0 T P00020...0 +P11000...0 +P10100...0 +P10010...0 +
P01100...0 T P01010...0 + P00110...0, NO caso (H).

Agora podemos enunciar o seguinte teorema provado em [40]:

Teorema 1.2.15 [Vidal, C. e Santos, F. (2005)]. Se A; > |Bj| (j =4,5,6,7,8) entdo a posi¢do de

equilibrio é instdvel no sentido de Liapunov.

Observacao. No caso (D), k = (4,0,0,0,---,0) e / = 0; no caso (E), k = (2,2,0,0,---,0) e [ = 0;
no caso (F), k = (1,3,0,0,---,0) el = 0; no caso (G), k = (1,1,2,0,--- ,0) e I = 0 e no caso (H),
k=(1,1,1,1,0,---,0) e [ = 0.

Também em [40] temos o seguinte teorema:

Teorema 1.2.16 [Vidal, C. e Santos, F. (2005)]. Se A; < |Bj| (j =4,5,6,7,8) temos que:

e i) A solucdo de equilibrio é estdvel para o Hamiltoniano truncado em quarta ordem.

e ii) Se afuncdo H— O(|C|) é definida positiva a solucdo de equilibrio é formalmente estdvel.

Vamos, agora, ver a condi¢cao necessdria para estabilidade para a maioria das condicdes iniciais
fornecido por Arnold e que pode ser encontrado no livro de Markeev [24]. Assumindo que o
sistema Hamiltoniano (1.1) € autbnomo e n@o possui relacdes de ressonancias até quarta ordem,
a fun¢dao Hamiltoniana normalizada até termos de quarta ordem em varidveis acdo-angulo ordem
tem a forma:

H(r,¢) = Ha(r) + Hy(r) + R(r,9), (1.32)

onde R tem ordem ndo inferior a cinco relativamente a g; = /2r;cos®;, p; = v/2rijsen@; e 27-

periddica em @;.

Teorema 1.2.17 (Teorema de Arnold (1964)) Se para r = 0 é satisfeita uma das condicoes:

d%H,
det 0 1.33
¢ (al’iarj) 7& ( )
ou
8821814 8(H28+H4)
det | ity o 70
arj

entdo a solugdo de equilibrio nula é estdvel para a maioria das condigoes iniciais.



1. Uma visao geral do problema 31

Como foi mostrado por Arnold em [4], estabilidade para a maioria das condi¢des iniciais ndo
¢ uma condi¢do necessdria para estabilidade no sentido de Liapunov. Um exemplo, o qual pode
ser encontrado no livro de Markeev [24] € o sistema Hamiltoniano com dois graus de liberdade

dependendo explicitamente do tempo associado a

1/2

H=wiri —mr+wirs+rir3—rirn+nrnr-+ rirar;’ sen (2([)1 +2¢> +(p3), (1.34)

onde ®1,®y,®3 > 0e 2m; — 20, + ®3 = 0. O segundo determinante do Teorema de Arnold acima
vale (] + @;)? que é ndo-nulo e, portanto, temos estabilidade para a maioria das condigdes.
Mostraremos na observacdo 3.1.4 que, como conseqiiéncia do nosso Teorema 3.1.1, a solucdo nula

€ instavel no sentido de Liapunov.

Passemos, agora, a alguns resultados envolvendo estabilidade formal devidos a Moser, Glimm
e Bryuno. Assuma nesse momento que a funcdo Hamiltoniana H é 2m-periddica em 7. Se o
sistema linearizado € estdvel entdo podemos escolher um sistema de coordenadas tal que o novo

Hamiltoniano tem a forma
1 0;
= Eﬁ —2 qj +pj +H3+Hy+ ..

onde £1,...,+0,i sdo os expoentes caracteristicos da matriz do sistema linearizado. Um primeiro

resultado devido a Glimm [13] é

Teorema 1.2.18 (Teorema de Glimm (1964)) Se a parte quadrdtica de H
n
Wj 2 2
Hy = Ztl 7](61]' +pj)
j:
é definida positiva entdo a solug¢do nula é formalmente estdvel.

No artigo [32] Moser mostrou o seguinte teorema:

Teorema 1.2.19 (Teorema de Moser (1958)) Se
ko + -+ k,0, € Z, (1.35)

para inteiros ki, ...k, > 0 satisfazendo ki + --- + k, > 0 entdo a solucdo nula é formalmente

estavel.

As condicdes do Teorema de Moser sdo muito fracas pois utilizam apenas informacdes sobre

os termos lineares, no entanto as restri¢des sobre as freqii€éncias sdo muito fortes.

Assuma agora que a condi¢do (1.35) é satisfeita para inteiros satisfazendo |k;|+-- - + |k,| < 4.

Entao existe uma mudanga candnica de varidveis tal que o novo Hamiltoniano possui a forma

H= Z(")Jrj+ Z ajyjyrjtj, +Hs+ ..
Jj=1 Ji,j2=1

No artigo [7] Bryuno provou o seguinte teorema:
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Teorema 1.2.20 (Teorema de Bryuno (1971)) Sob prévias hipoteses, se

n
Z aj jyrjrj, 7 0

J1,j2=1

para vetores ¥ pertencentes a intersegdo dos quadrantes kj > 0 com o espago linear formado pelos

vetores com coordenadas inteiras que sdo solugdes da equagdo
ko) +---+ ko, €7Z

entdo a solugdo nula é formalmente estdvel.

Os Teoremas de Moser, Glimm e Bryuno acima sdo casos particulares dos nossos Teoremas

principais desta tese.



Capitulo 2
Ressonancias e formas normais

Neste capitulo, mostraremos propriedades importantes da forma normal de Lie da funcdo
Hamiltoniana no caso em que os autovalores do sistema linearizado sdo imagindrios puros. Este
capitulo é bastante importante em nosso trabalho ja que a caracterizacdo dada da forma nor-
mal da funcdo Hamiltoniana permite obter integrais primeiras dos sistemas truncados na forma
normal de Lie, as quais serdo usadas nos proximos capitulos para obter informagcoes sobre a

estabilidade do equilibrio.

2.1 Ressonancias

Lembrando que em toda a tese estamos assumindo que os autovalores (respectivamente, ex-
poentes caracteristicos no caso periddico) do sistema linearizado sdo imagindrios puros, os quais
denotamos +®i,...,+,i # 0, as vezes chamaremos |®i|, ..., |®,| de freqiiéncias do sistema lin-
earizado, ja que supondo que a solu¢do de equilibrio do sistema Hamiltoniano (1.1) € estavel em
aproximacao linear (ou equivalentemente a matriz do sistema linearizado é diagonalizavel) pode-
mos supor, sem perda de generalidade (ver [24], [32] para mais detalhes), que uma transformacao

candnica linear foi construida tal que

®, 5, 2 Wp, o 2
Hy = —~(qi+p1)+ -+ (g +Pu), 2.1
onde +£m1i,--- ,+®,i sdo os autovalores do sistema linearizado no caso autbnomo ou os expoentes

caracteristicos no caso periddico. A fun¢do Hamiltoniana H, acima corresponde ao Hamiltoniano

de um sistema linear de n osciladores harmonicos desacoplados.

No caso ndo-diagonalizdvel ou equivalentemente quando o equilibrio € instdvel em aproxi-

magdo linear, assumiremos que ®,_| = 0, e |@;| # |®;| fori # j,i,j € {1,...,n—2}. Além disso,
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podemos supor, sem perda de generalidade (veja [1] para maiores detalhes), que uma transfor-

macao candnica foi feita tal que

0 ) ) 1
Hy=—2(qi+p]) + -+ =5 (@ra+ Pa2) + 5 (@1 +40) + On(gn1Pn— Gpnr), 22)
onde i, -, W, _2i, 0,i, £®,i sdo os autovalores do sistema linearizado.

Como relacdes de ressondncias entre as freqiiéncias do sistema linearizado sdo muito impor-
tantes no problema de estabilidade (veja [3]), queremos torna-la precisa para o sistema (1.1) (de
acordo com [3], [24]).

Definicao 2.1.1 Dizemos que o sistema (1.1) apresenta relacdo de ressondncia se existe um vetor
inteiro k = (ky,...,k,) # 0 tal que

kioy+ -+ k,0, =0. (2.3)
no caso auténomo ou
kio|+---+k,m, € Z. 2.4
no caso 2mn-periddico. O nimero K| = |ki|+---+ |kn| € chamado a ordem da ressondncia. Por
outro lado, se
ko) + -+ k,0, #0 (resp. ¢7) . (2.5)
vale para todos vetores inteiros kK = (ky,--- ,k,) € Z" satisfazendo as desigualdades |k| = j, j =
1,--- s, dizemos que o sistema (1.1) ndo apresenta relacdes de ressondncia até ordem s, inclusive.

Considere 0 Z-médulo
My=1{k=(k1, ,kn) €Z"; k-0=ko0;+ - +k,0, =0 (resp. € Z)},

associado as freqiiéncias o1, - ,®,, aqui ® = (@1, --- ,®,). E claro que My, = {0} é equivalente a
dizer que ®1,- - - ,®, sdo linearmente independentes sobre (Q no caso autdénomo ou M1, - -, ®,, — 1
sdo linearmente independentes sobre Q no caso periddico, isto é, Mg, = {0} se e somente se o
sistema nao possui ressonancias. No caso oposto, o sistema possui ressonancias € um vetor inteiro

k € M\ {0} é chamado vetor do ressonancia e sua ordem de ressonancia € |K| = |ky|+--- =+ |ky].
Proposicio 2.1.1 O Z-médulo My, é finitamente gerado, isto é, existem K, ... K* € M, tais que
Mo=K'Z+ - +KZ={jik/ ++jk’ji,....js €Z k' -+ k' €My},

com s < n no caso auténomo e s < n no caso periodico.

Demonstracao. Desde que M € um sub-mdédulo do médulo finitamente gerado Z" e Z € um

dominio principal, temos que M, € finitamente gerado. (]

Sempre assumiremos que o conjunto de geradores {k',... ,k*} é minimal.
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Definicao 2.1.2 Assuma que My, # {0}. Se M, é ciclico (ou equivalentemente s = 1) dizemos que
o sistema (1.1) possui ressondncias simples e no caso oposto (equivalentemente s > 1) dizemos

que o sistema possui ressondncias multiplas.

Observacao 2.1.1 Note que no caso especial de sistemas Hamiltonianos auténomos com dois
graus de liberdade ou periédicos com um grau de liberdade, My, = {0} ou My, is ciclico, isto é,
My = KZ para algum k € M. Entdo o caso de miiltiplas ressondncias pode ocorrer apenas em
sistema Hamiltonianos auténomos com n > 2 ou periédico com n > 2. De fato, para sistemas
Hamiltonianos auténomos com trés graus de liberdade podemos ter ressondncias miiltiplas, por

exemplo, o sistema Hamiltoniano com fun¢do Hamiltoniana em varidveis agcdo-dangulo
H=ri—-2rn+3rn+H3+...,

tem My = (2,1,0)Z + (3,0,—1)Z para o qual s = 2 entdo temos ressondncias miltiplas. Para

sistemas periodicos com dois graus de liberdade considere
H=r+2rn+H;+....

Para este Hamiltoniano My = (1,0)Z+ (0, 1)Z e temos s = 2. Note que no caso periddico podemos

ter Hy definida positiva e Mg # {0} o que ndo ocorre no caso auténomo.

Uma importante defini¢do que aparece no caso de ressonancias multiplas €:

Definicdo 2.1.3 Assuma que s > 1 e considere as ressondncias k* ek*? com o, 00 € {1,...,s}, 04 #
. Dizemos que estas ressondncias ndo tém interagdes se k\'kj{*> = -+ = ky'kn> = 0. Dizemos
que K* ... K% com ay,..., 0y, € {1,...,s} ndo tém interacoes se K% e K% ndo tém interacéoes

paracadai,j€{l,...,m}, i # j.

Observacao 2.1.2 Ressondncias miiltiplas sem interacdes podem aparecer apenas em sistemas
Hamiltonianos autonomos com n > 4 ou periédico com n > 3. Um exemplo onde temos ressonan-

cias miuiltiplas sem interacoes é o sistema Hamiltoniano autonomo associado a
H=r—2rn+7ars—3nrys+Hz+...
para o qual My, = (2,1,0,0)Z+ (0,0,3,1)Z.
E importante notar que no caso em que a matriz do sistema linearizado é nio-diagonalizdvel

temos ressonancia de segunda ordem, pois em caso contrario todos os autovalores seriam distintos

e a matriz seria diagonalizdvel.

Nas proximas secoes mostraremos propriedades importantes da forma normal de Lie da fun¢do
Hamiltoniana dependendo das propriedades do médulo M. No caso diagonalizdvel nossos resul-

tados valem nos casos autdnomo e periddico e no caso ndo-diagonalizdvel apenas no autonomo.
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2.2 Formanormal de Lie de sistemas Hamiltonianos autonomos

e peridodicos no caso diagonalizavel

Supondo que a matriz do sistema linearizado associado a (1.1) € diagonalizdvel, vimos que a
parte quadratica da funcdo Hamiltoniana tem forma normal H, como em (2.1) nos casos autobnomo
e periddico. Nesta se¢do, estudaremos e caracterizaremos a forma normal de Lie do sistema nao-

linear.

Seja H™(r,@,t) o truncamento da fungdo Hamiltoniana na forma normal de Lie nas varidveis

candnicas agdo-angulo (r,@) = (ry,...,rn, @1,...,9,) definidas por

qj=+/2rjcosQ;, pj=+/2r;jsenq;. (2.6)

Mostraremos que sob algumas hipéteses sobre ®1, - - - , ®, a funcdo H™ depende apenas de algumas

combinacdes lineares com coeficientes inteiros de @g,---,@,. O principal resultado desta secao é:

Proposicao 2.2.1 Assuma que H™ (m é um niimero inteiro fixado maior que dois) estd na forma
normal de Lie, isto é,
my OH™

onde {,} é o colchete de Poisson (para maiores detalhes veja Meyer and Hall [30]). Entdo,

e Se My = {0}, entdo H™ = H™(r) para todo m, isto é, H" depende apenas das agoes

riy...,I'n.

o Se My =K'Z+...K*Z # {0}, temos que H™ = H"(r,k' - @,--- ,K*- @) no caso auténomo
ou H" = H"(r,k' - @ +k!-ot,--- ,k*- @ +k* - t) no caso perisdico.

Demonstracdo. Desde que H™ (r,®,?) estd na forma normal de Lie, segue da equagéo de Lie (2.7)

que
oH™ oH™ oH™ aH”’
O—++0,=—=0-——={H,,H"} = — 2.8
Podemos assumir que
Za el tt), (2.9)
onden = My, - ,Nn) € Z", u = 0no caso autdbnomo e u 7# 0 é um nimero real no caso periédico,

€ an = ay,..m,- A equagdo (2.8) nos fornece
Lian(r)(n-0— )" =0

que ocorre se, € somente se, 1 - ® = 0 no caso autdnomo ou N - ® = u € Z no caso periddico; assim
an =0sen ¢ My. Se My, = {0}, an = 0 exceto paran = 0, entdo H™ (r, Q) = ap(r).
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No caso My, =k'Z +---+Kk*Z, a funciio H" estd na forma (2.9) onde 1 € M, e assim H” =
H"(r,k'-¢,... k* @) no caso autdbnomo ou H" = H"(r,k! - ¢+ k' -or,--- ,k*- @ +Kk*- t) no

caso periodico. (]

Note que no caso especial de sistemas Hamiltonianos com dois graus de liberdade, My, = {0}
ou My, é ciclico, isto é, M, = KZ para algum k € M,,. Neste caso, H” = H"(r) se o sistema ndo
possui ressondncias e H” = H™(r,k - ¢ 4+ ut) com u = 0 no caso autdbnomo ou u = k - ® no caso

periddico, no caso oposto.
Corolario 2.2.1 Se o sistema (1.1) possui ressondncias simples, isto é, My = K7Z, temos que
k| = min{|l|;1 € M\ {0}}.

Neste caso, se o processo de normalizacdo de Lie for feito até ordem m > |K| arbitraria, entdo o

Hamiltoniano truncado em varidveis agdo-angulo tem a forma
H" = Hz(l’) —|—H4(I‘) +--- +H21(I‘) +H‘k|(r,¢+,ut) + - +Hm(l‘,¢—|—yt>, (2.10)

onde u = 0 no caso auténomo ou u = K- ® no caso periodico, 21 é o maior inteiro par menor que

k|, 0=k -@=k Q1+ +k,Q, e m é arbitrdrio. Além disso,
Hy(r,9) = Y an(r)e™™ =ag(r) + ax(r)e™ ™ +q_ye "o
n|=2[Kk]| (2.11)
=A(r)+ B(r)cos (0 +ut),

onde A(r) = ap(r) e B(r) = ai(r)/2.

Observacdo 2.2.1 No caso periddico, fagca a mudanga candnica de varidveis (r,9) — (T,Q)

dependente do tempo:

r=r, @=0+or.
Desde que esta transformagdo é dada pela fungdo geradora S(r,©) =T1(@+ ot) e pelas relagdes

L9 S _9S
% T

entdo %—f =T-® e 0 novo Hamiltoniano tem a forma

H"=H"(Fk'-¢,... kK*-9).

Note que H™ é auténomo e Hy = 0. Nés denotaremos no resto desta tese H" = H", T =r e ¢ = @,
isto €, sempre que falarmos da forma normal do Hamiltoniano no caso periédico estamos supondo

que a transformagcdo acima que elimina o tempo em ordem menor que m foi feita.

A proposicao 2.2.1 também nos fornece a importante conseqiiéncia:
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Corolario 2.2.2 SeacR"ea-k' =-.-=a-Kk* =0 entdo a funcdo I = a-r é uma integral primeira
do sistema Hamiltoniano associado a H". Em particular, o sistema Hamiltoniano associado a H™
tem ao menos n— s integrais primeiras na forma l; =a;-r, (j=1,...,n—s) com aj-k1 ==

a; -k’ =0 com o conjunto ay,---a,_; linearmente independentes.

Demonstracao. De fato, temos que

oH™ oH™ oH™
{LH"Y =a-—— =a-k' - ——+ - ta k= —.
o9 I(k! - @) I(k*- )
Sea-k/ =0, j=1,...,s a funcio I é uma integral primeira para o sistema associado a H”. A
segunda parte do coroldrio € trivial. [
Durante esta tese usaremos a notagdo I; = a;-r, (j =1,...,n—s), para as n — s integrais

primeiras do sistema Hamiltoniano associado a H"” fornecidas pelo Corolario 2.2.2.

A seguinte proposi¢ao serd usada nesta tese:

Proposicao 2.2.2 A funcdo Hamiltoniana na forma normal de Lie de ordem m tem a forma
H" =H'(r k' @)+ +H]'(r K -¢) (2.12)

se para todo (k,1) tal que |k|+ 1| < m temos k —1 € k/Z para algum j € {1,...,s}.

Demonstracao. Assumindo que H™ estd na forma normal de Lie de modo que

oH™ oH™ oH™ oH™
0= {HH"} =01 (15— — pro— |+ + 0  gno— — pn=— ) , 2.13
{H>,H"} 1(CI1 FF D1 8q1> (q 3 p aqn) (2.13)

e fazendo a conveniente mudanca complexa de varidveis dada por
xXj=gqj+ipj, Xj=gqj—ipj, j=1,...,n, (2.14)
o novo Hamiltoniano tem a forma

H"(x,%)= Y hax"%\
[k|+1|<m

Logo a equacdo de Lie (2.13) nas varidveis (x,X) assume a forma

: 7 kol
l(k — l) . COhk]X X = O, (215)
(K[ +[1] <m
e temos que
H™(x,X) = ) e e (2.16)
K|+ 1] <m.k—1EMq
Assumindo que x; = rjei‘Pf e conseqlientemente X; = rje*i“’i (para j =1,...,n) entdo

H'(r9)= Y harielVe (2.17)
K|+ 1| <m k—1eM,,
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onde aw = ay,. k,1,...1, S0 constantes reais. Por hipotese kK —1 € k/Z para algum j € {1,...,s}
entao
~ k). ~ k().
H" = Z har 2 e® De ... 4 Z hygr 2 ek l)‘P7
K|+ 1| <m.k—1ek! Z K|+ 1| <m k—1€ksZ (2.13)

:H{n(rvkl (p)++HSm(r7ksq))u

onde
. ~  kH
Kkt k).
H"(r,k/ @) = Y higr 2 kD@
K|+ 1| <m k—1ckiZ
para j = 1,...,s. A prova estd completa. [
Sobre a forma normal no caso em que os geradores k!,... k® ndo tém interacdes temos o

seguinte coroldrio da Proposi¢do 2.2.2:

Corolario 2.2.3 Se k!, ... K* ndo tém interagées e |K'| = - -- = |k*| := K entdo (2.12) é verificado
sem < 2K.

2.3 Forma normal de Lie no caso nao-diagonalizavel para sis-

tema Hamiltonianos autonomos com ressonincias simples

Nesta secdo, assumiremos que H, tem a forma dada em (2.2). Neste caso, caracterizaremos a
forma normal de Lie da fun¢ao Hamiltoniana (1.2) no caso autdnomo. Usando esta caracterizacao
mostraremos que o sistema Hamiltoniano na forma normal de Lie tem n — 1 integrais primeiras e

explicitaremos elas. Sobre a forma normal de Lie da fun¢do Hamiltoniana temos o teorema:

Teorema 2.3.1 Se a funcdo Hamiltoniana H = Hy + H3 + H4 + ... estd na forma normal de Lie,

entdo H; = 0 se j é impar e

Hj= Y aj, i X X (2.19)
]l++]n:]/2

se j € par; onde X1 = qi + P, Xn2 = o+ P50 Xa1 = Py + Dy Xn = dn—1Pn — qnPn—1
e aj,..j, sdo coeficientes reais dependendo dos coeficientes hi da fungdo Hamiltoniana original.

Demonstraciio. Seja A a matriz tal que z = JVH,(z) = Az com z = (q,p)”. Célculos simples
mostram que
T 01

Hy = —-(qi+pi)++

[6) ) 1
— (g2 +piy)+ 3 (PE_1 + P2) + @n(gn_1Pn — GuPn-1),
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é a funcdo Hamiltoniana associada a z = ATz. Agora, fixe j € {3,4,...} e assuma que H; esta na

formal normal de Lie. Entao a equacao de Lie torna-se
= {HZT ,Hj }

_ (aHzT OH; OHj aHj> . ( OH;, OH;  OH;] OH, )
dq1 dp1 Ip1 9q1 0Gn—20pn—2  OPn-—29Gn—2
(aHzT OH;  OH; OH; )+ <8H2T OH; OH; aHj>
0Gn—10pn—1  OPn—19Gn—1 0gn Opn  Opn 9qn

oH; oH; oH, oH;
= Q1——P1 -+ 02| gp2s—— —Pno25— |+
8p1 an apnfz BQn 2

(2.20)

8Hj 8Hj aHj aHj

((annapn—l (P w"q")aqn——l) * ( P15, (p"+w”q"_l)3_qn
oH; oH; 0H ; oH;

= Q1——P1 S i () ) QH—Z—j_pn 2 +

api 9q1 Opn—2 dGn—2

o (R OHN Qo
aHj aH]

pn—la o +pn aqn

Para provar que H; = 0 se j € impar e H; tem a forma (2.19) se j € par, escreveremos a equagdo

de Lie (2.20) nas varidveis complexas convenientes (ndo candnica) dada por

xXj  =qjtipj, Xj=qj—ipj, (j=1,...,n=2)
Xn—1 =qn-1+1iqn, Xn—1=qn—1—1Iiqn, (2.21)
Xp  =Pn-1+iPpn, Xp=Pn-1—1Pp.
Assumindo que
Hj(X,i) = Z Zklxkil
K[+1]=/

a equagdo de Lie (2.20) nas varidveis (x,X) assume a forma

1 — 1 ke
K[ +[l]=j
Obviamente, assumiremos que os coeficientes iikl ndo sdo todos nulos. Mostraremos que a equagao
(2.22) implica (k —1) - @ = 0. Para fazer isso, suporemos o oposto para chegar em uma contradicao.

Primeiramente, re-escreveremos a equagdo de Lie (2.22) na forma conveniente

0 = Z %kli(k—l) - 0x%! +k,_ lhklx lan X +1,_ 1hk1x llanle
\k|+|l|:j~ _
= Z hi(k—1) - Ox %! + (kn—1+1)hg, ,...,kn_z,kn_l+1,kn+1,1inl+
[K|-+1[=j
(et + Dbty oty ity +1.4,—1XEX) (2.23)

= Y [k —1) -0+ (Koot + Dtk ks 1+1d0— 11+
K|+ 1=y

(14 Dhicty, by sty 1.0, —1 )X
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A tltima equacdo em (2.23) implica

(kn—14+Dhie, . ks by 11 kn—10F Tt + )Ryt 0ty +1,0,—1

g =
K i(k—1)

(2.24)

Note que aqui estd implicito que os coeficientes

hk17~~-7kn727kn71+1771al = 0 ¢ hk7ll7"'aln727ln71+1771 = O

e conseqlientemente, usando (2.24) temos que g, k. 5k, 1.0.0,..dn a4, 1,0 = 0. Isso € suficiente

para concluir que

hkla"'7kn727kn71707l = O 0 hkall""7ln7271n7170 = O. (2'25)
De fato, usando (2.24) recursivamente temos

’l:l’ o (ln—l + 1) -~
kl?"‘vkn*27kn7170al - m kla"'7kn72akn71707l]a""ln727ln71+1aln71

(lnfl + 1)(ln71 +2)N
l(k _ l) 0O k17“'7kn727kn71707117'“71}17271!171_’_271}1_2

(2.26)

(ot 1) e (It + 1)~
l(k _ l) 0 kvllv~-~7ln—27ln—]+ln70

=0
e de maneira similar temos que i, . k. k1 kndiseosdn2,dn 1,0 = 0

Usando a equagdo (2.24) provaremos que se (k—1) - ® # 0 entdo ha=0o0 que é uma con-
tradicao. De (2.24) e usando um processo recursivo temos que

_ (kn—1+1)+ + (ln—l'i‘l);;
l'(k _ l) 0O k17"'7kn—1+17k}17171 l(k_ l) 0O k7ll7"'vlil—27ln—1+17ln*1

_ (knfl + 1)(knfl +2)~

%kl

i(k—1)- 0] Kt edon 2 den 1 2= 20
ly— D(l,-14+2)7
%hk,ll7~-~Jn72,lnfl+2,ln*2 2.27)
(kn1+p)! = (i1 +p)! ~

g p' [l'(k — l) - O)]p hk] 7...,kn—l +P7kn*1771 p’ [i(k o l) . (D]p k./l] a-~-7ln—27ln—l +p7ln7p7

onde p € o maximo entre k, € [,. Além disso, pela afirmacdo em (2.25) concluimos que ﬁkl =0.
Desde que%kl =0sek—1-w=0, sendo ® = (0f,...,0,-2,0,,0,)

My = {k = (kla T 7kn) €Z";, k-o=koy+--+k20,2+ k10, +k,0, = O};
entao

Hj (X, i) = Z Zklxkil.
k—-leMq
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Temos que k —1 € Mg implica
ki :lla---vkan:ln72ekn71+kn:ln71+ln7 (2.28)

assim, j =k +---+k,+01 +---+1, =2(k1 +--- +k,) é par. Entdo H; = 0 se j é impar. Se j ¢
par, usando as relagdes (2.28) e a equacgdo de Lie (2.22) mostraremos que

Hj = Hj(xl)_cl yon e s Xn—2Xn—2, Xn—1Xn—1,XnXn, Xn—1Xn _xnflxn)- (2.29)
De fato, se k —1 & M, entdo a equacdo (2.23) nos fornece
kn—1ha = = (La—1+ )Rk, ko oy 1=t 1k e don2sdn 1 41— 15 (2.30)

onde k,,—1 +k, = l,—1 +[,. Assuma que k; < [, (ou equivalentemente k,, > [,,_1). Considerando
a relagdo de ordem parcial definida por (k,1) < (kK',I') se, e somente se, ,—; < [/, obtemos a
seguinte seqilencia de (k,1) emk —1€ M,

(kla"‘akn—%kn—l +ln—1 _jakn_ln—l +j7k17"'7kn—27.j7kn—1 +kﬂ_]) = (.])7

para j=0,1,...,k,—1 +1,—1. Por (2.30) obtemos

(kn—l + ln—l)!

U J ket by — )10
entao ) l
n71+ n—1 . (k +l )'
H: = 1)/ : n—1 n—1 -. i X% kl‘” Xy 2%y o kn_n
(% ) 1 (X 1 Ty — 1)1 (231)
= Hi(‘xlxl’ e 7xn72xn72axn)_cn7xn—1xn _xnfl.xn).

No caso k,—1 > [, (ou equivalentemente k,, < [,,_1) considere a seqiiencia
(kl,.. kn o ky 1 +ky —JyJ, k1, .. k2,01 —kn—l—j,ln—l—kn —]) = (]),
for j=0,1,...,l,+k, ordenada por k,. Entdo obtemos

kyn+-1y . (k +1 )|

ki (xnfz)_cnfz)k”_z

>!h(0) (xp_q)
Intkn (2.32)

=

(xn—lxn—l )ln*l —hn (xn—lxn - )_Cn—lxn)
— Hj(Xl)_Cl, <o ;xn—an—Zaxn—lj_Cn—l ,xn—lj_cn _)_Cn—lxn)~
Em ambos os casos (2.31) e (2.32) temos a veracidade de (2.29).

Desde que
X1X] = (Q% +P%)> ey Xp—2Xp—2 = (q%—z +P;%—2)=
Xn—1Xp—1 = (CI%—I +CI%)7 XnXpn = (P%—l +p3), (2.33)
Xn—1Xp — Xp—1Xp = _2i(Qn—1pn - ann—l)
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por (2.29), a fun¢do H; nas coordenadas (q,p) tem a forma
Hj:Hj(Xl,...,Xn,z,Xn,l,Xn,XnH), (2.34)

onde X; = q?—l—p? (G=1,...,n—=2), X, :pfl_1 —I—p,%,Xn =qn—1Pn—GnPn—1€Xn11 = qZH —|—q%.
Por outro lado, usando (2.34) e a regra da cadeia temos

n? OH; X,  OH, dX,,
"\ 0" 0Ky Opm " X O

o, ( OH; X, i OH; X, 1)
15y
aXn 1 apn 1 P 0X,—1 apn
o 8Hj 0X,, aH 0X,, n
aHj 0X, aHj BX,,
! " aXn a%’l—l =t aXn aCIn
( aH 00X, 1 aHj aXn_H)
7 —qn—1 - |-
aXnJrl aQH 1 aXn+1 aCIn 535
( OH; 3%, OH;0K, ) ( OH; 0X,,1  OH, ax,m) 2.35)
-1 - -1
Pr=19%, 3gn—1 P ox,, 9q Pt oX Ogn | P 0Kt 94
n? 0H 0H
Z (q X PPy 4
e oH, oH; i) + 0 oH; n
Png— X, | Pn—1—Pn-1 Xn n — Pn-1 X1 dn—1
2w oH; 0H; ig) +o N oH,
Qanil n—1 —qn-1—~4 Xn n pn qn— 1Xn+1 Pn—1
0H; 0H;
Pn—1 X, ~ Pn pn pn 1 Pn— Xn_HQn
-2
(CIn 1Pn—1 +ann)aXn+1
A equagio (2.35) implica H; = Hj(Xj,...,X,). Entdo, a demonstragdo estd completa. [
Como conseqiiéncia do Teorema 2.3.1 podemos provar:
Corolario 2.3.1 As funcoes
Lo 1 5 2
h=3(g1+p1)s T2 = 5(@2FPu2)s 1 = dn1Pn = GnPn-1 (2.36)

sdo integrais primeiras do sistema Hamiltoniano na forma normal de Lie.

Demonstracao. De fato, assumindo que H = H + H3 + ... estd na forma normal de Lie, entdo
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pelo Teorema 2.3.1 temos

oH oH
{1;,H} = Cljﬁ —Pj%

OH 0X;  OH X,

=g~ —pi—
ToX;jop; 7 0X; dq; (2.37)
oH oH
=4dj5v Pj—Pjxyv 4)
L)
=0
para j = 1,...,n—2. Por outro lado,
ol,_1 oH ol, 1 0H 0I,_; OoH ol, | oH
{Infl 7H} = - -
aQn—l apn—l aCIn apn apn—l aqn—l apn aCIn
B oH oH n oH oH
Prapay P opn T Mg 1 g,
oH 09X, oH 90X, oH X, oH 09X, (2.38)
Pnxy 5 — Pn-1 qn —qn—-13y
X, apnfl X, apn X, Banl X, aQn
oH oH n oH n oH
Pn 8an" pnflaXnCInfl dn aann anlaxnpnfl
=0.
A prova do corolario esta completa. (]

O Corolario 2.3.1 serd muito importante no capitulo seguinte para obter um critério para con-

hecer a estabilidade da solugao de equilibrio.



Capitulo 3

Estabilidade no caso de ressonancias
simples

Assumindo que o modulo de ressondncias é ciclico, forneceremos critérios para conhecer a
estabilidade do equilibrio nos casos diagonalizdvel (auténomo e periodico) e ndo-diagonalizavel
(autonomo) para sistemas com o niimero de graus de liberdade arbitrdrio. Mas, nossos resultados
sdo enunciados e provados de tal forma que o caso ciclico é uma consegqiiéncia natural dos Teore-
mas Principais. Os teoremas fornecidos neste capitulo generalizam e estendem vdrios resultados
conhecidos na literatura, como veremos no capitulo 5 desta tese. Daremos uma interpretacdo

geométrica das hipoteses do Teorema 3.1.1.

3.1 Estabilidade no caso diagonalizavel para sistemas autonomos

e periodicos

Nesta secdo, assumindo que a matriz do sistema linearizado € diagonalizavel daremos um teo-
rema que fornece condi¢des necessdrias e suficientes para estabilidade nos casos auténomo e per-
i6dico quando M,, é ciclico, digamos My, =k Z com k = (ky,...,k,) € Z". Em geral, o problema
de saber sobre a estabilidade da solu¢@o nula € resolvido somente em alguns casos particulares.
Por exemplo, para um sistema Hamiltoniano autbnomo sob ressonancias simples Khazin [16], Al-
friend e Richardson [5] fornecem um critério quando m = |k| = 3,4, isto é, existe uma relagdo de

ressondncia da ordem trés ou quatro. Este critério é:

e se |k| = 3, existe uma transformagfo candnica tal que
ki|/2 kn|/2
H; = 2Ar|1 /2 pal/ cos o,

onde A € uma constante real dependendo dos coeficientes do Hamiltoniano original. Se

A # 0 a solug@o nula € instavel.
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e para K| = 4, existe uma transformagao candnica tal que H3 =0 e

lkil/2  |kal/2
1

_ J1 ]
Hy = Z Cjyjuly - T+ 2Ar T cos g,

L]+ jnl=2
onde A e cj, . j, 30 constantes reais. Seja
) J
| Z Cjy.jnky - K
L1+ jn|=2

S —
AR gl

Se S > 1, a solugdo nula é estdvel para H* (para H/ se todas as ressonancias sio jk =

(jki,---, jkn), j € Z) e no caso S < 1 a solug@o nula é instavel.

O caso S = 1 corresponde a um caso critico, jd que o critério ndo dd informacao. De fato,
podemos obter estabilidade ou instabilidade dependendo dos termos de ordem maior que quatro.
Por exemplo, seja

H=3r—-n +r§ + \/gr}/zrg/zsenq)jta r:f,

onde a é um coeficiente constante e ¢ = @; + 3¢@,. Neste caso, k= (1,3) e S=1. Paraa =1,

a solucdo nula € estavel no sentido de Liapunov e para a = —1, instdvel (para mais detalhes,
veja [28]).

Observacao 3.1.1 Os resultados de Khazin ndo ddo informagées nos casos A =0 ou S = 1 para
sistemas autonomos. O Teorema 3.1.1 que serd fornecido nesta secdo mostra como conhecer a

estabilidade nestes casos e também se estende ao caso periodico.

Em um trabalho recente Cabral e Meyer [8] deram um resultado geral para o problema de
estabilidade para um sistema Hamiltoniano autbnomo com dois graus de liberdade, que se aplica
a ambos 0s casos ressonantes e nao-ressonantes (Teorema 4.1). Encontramos um caso critico
que corresponde ao caso onde certa fun¢do possui todos os zeros ndo simples, e neste caso 0s
autores nao deram nenhuma informagao. Markeev [28] recentemente em 2001 chama a atengao
do caso critico para um sistema Hamiltoniano autdbnomo com dois graus de liberdade sob presenca
de ressonancia 3 : 1. Ele fornece condi¢Oes para estabilidade, mas outra vez, em seus resultados

temos um caso critico que ndo € analisado. No caso geral, ndo hd um resultado neste sentido.

Nosso principal objetivo nesta se¢do € generalizar os resultados obtidos por Cabral e Meyer [8]
para sistemas com numero de graus de liberdade maior que dois e estender os resultados obtidos
por Khazin [16], Alfriend and Richardson [5] sob hipdteses de ressonancias simples, no sentido de

dar informacdes nos casos criticos também.

Para enunciar e provar o nosso resultado, faremos algumas consideragdes e/ou notagdes sobre a

forma da fun¢cdo Hamiltoniana H dada em (1.2) ap6s normalizado introduzir varidveis acdo-angulo.
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1. A funcdo Hamiltoniana truncada H™ de ordem m > |k| > 2 é assumida ser escrita em var-
idveis acao-angulo como

H™ = Hy(r) + -+ Ho(r) + Hyg (v, +pat) + - - - 4 Hpy (1, 0+t ) (3.1

onde, u = 0 no caso autdonomo, u = k- ® no caso periddico, 2/ € o maior inteiro par menor

K|, 0 =K-@ =k +-- + k.

2. No caso ki,kp, -+ ,k;, > 0 ou <0, sem perda de generalidade, assumiremos que k; # O.

Defina a funcao

k k k
Fm(rhq)) = H" (klrbﬁrl;'“ 7ﬁr17¢)

1

3.2)
= Agri+-+Ayr + P (0) ”‘1k|/2+"‘+lpm(¢) VT/2>
onde | 1
Arj=—Hyj(k), j =2, 1, e Po(0) = —>Ha(k,0), (3-3)
ki K/
coma = k|,---,m.

Observacao 3.1.2 Do Coroldrio 2.2.1 é claro que a primeira condi¢do acima sobre H™ ¢é verifi-

cada se o sistema (1.1) possui ressondncias simples.

Khazin em [16] introduziu o conceito de Birkhoff-estabilidade para dizer que a solucdo de
equilibrio € estavel no sentido de Liapunov para qualquer ordem finita. Aqui, nés também usare-
mos este conceito e o chamaremos de Lie-estabilidade conforme definicdo no capitulo anterior,
desde que estamos considerando a fun¢do Hamiltoniana H apds aplicada uma transformacao de
Lie.

A versdo analitica do principal teorema desta secao é:

Teorema 3.1.1 Sob as notacoes acima:
(A) Se existem i,j € {1,...,n}, i # j, tais que kikj < 0 e o Hamiltoniano truncado em (3.1) é

verificado para qualquer ordem m > 2, entdo a solugcdo nula de (1.1) é Lie-estdvel;

(B) Se ki,ka,-- ,k, >0 ou <0 e para algum m > 2 a fungdo em (3.2) F,,(r1,0) # 0 para todo
(r1,0) com r; > 0 suficientemente pequeno e o Hamiltoniano truncado em (3.1) é verificado para

qualquer qualquer ordem maior que 2, entdo a solucdo nula de (1.1) é Lie-estdvel;

(C) Se ky,ka,-+ kn >0 ou <0 e para algum m > 2 existe ) = 0* tal que F,,(r1,0*) = 0 para
todo ry > 0 suficientemente pequeno, e além disso, para todo ¢ com F,(r1,0) = 0 nds temos que
aa%(rl,q)) # 0 para todo r1 > 0 suficientemente pequeno e o Hamiltoniano truncado em (3.1) é
vdlido ao menos até ordem 3(m — 1) — |K| entdo existe uma funcdo V e uma regido T tais que
V<0emI,V=0emdl eparatodop >0 existet=1(p) > 0 tal que

V|>p=|V|>1emT,

onde V é a derivada de V ao longo das solugbes do sistema Hamiltoniano associado a H. Em

particular, a solug¢do nula de (1.1) é instdvel no sentido de Liapunov.
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Demonstracdo. Para provar (A), inicialmente consideremos o caso onde existem i, j € {1,...,n},
i # j, tais que k;k; < 0. Como k; # 0, podemos assumir sem perda de generalidade que k1 > 0.

Ap0s selecionar nlimeros reais positivos ap, - - - , a, tais que axky + - - - + apk, < 0, a fungdo
G= az(kzrl — klrz) +-- —|—an(knr1 — klrn)

= (asky+---+anky)r1 —kiagry — - — kyapry

¢ uma integral primeira negativa definida para H”'. Como G € uma integral primeira para j > m do

sistema Hamiltoniano H/, no caso autdnomo ou periddico, entdo a solugdo nula € Lie-estdvel.

No caso (B), ki,k2,-- ,k, > 0 ou <0, e como k; # 0 defina as fungdes I; = kjri —kirj (j =
2,---,n). Pelo Coroldrio 2.2.2, H™ e I; sdo integrais primeiras para H™ nos casos autbnomo e
periédico. Assumindo que F,(r1,0) # 0 para todo (r1,$) com r; > 0 suficientemente pequeno, e
como

W=0B+ - +I24+(H")?

¢ uma integral primeira do sistema Hamiltoniano H"™ ¢ W = 0 se, e somente se, r; = ﬁrl (J=

2,---,n) e entdo
ki ko kn
02Hm<k_1rluar17"'7§rlaq) :Fm(rlaq)):
que é possivel se e somente se r; = --- = r, = 0. Entdo, o Teorema de Liapunov assegura a

estabilidade da solugiio nula de H”. Como W é uma integral primeira para o Hamiltoniano H/
para todo j > m, a solu¢do nula é Lie-estavel.
Para provar o caso (C), estd implicito que

Fu(r1,0) = g (@)% + - W,,(0)r

)

m/2
1

pois em caso contrdrio a fungdo F, teria sinal definido para r| suficientemente pequeno. Assuma
que m € minimal entre todos os valores de m que satisfazem (C). NOs obteremos um nidmero real

positivo d e uma regido I tal que
V=DB+-+[4(H-H)* &
satisfazV < 0em I', V =0 em dI e para todo p > 0 existe 1 =1(p) > 0 tal que
V| >p=|{V,H}| >1emT.
Como H, = 0 no caso periddico, a funcdo V neste caso possui a forma
V=D+ - +I+H>-§/"

Seja
Q,={V <0, r <a},

0; =V 0. n<a. G2(n.0) >0}
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e
oF,
Q, ={Vv<0, rn<a, 50 —2(r1,0) < 0},
onde a € um numero real positivo o qual serd escolhido convenientemente. Desde que, por hipdtese,
F,, possui ao menos um zero, digamos ¢*, é facil ver que Q, # 0, pois V( At iz L r1,¢*) =

Fu(r1,0") = 0 para algum r; suficientemente pequeno. Por outro lado, como F, possui um zero

simples e € periédica em ¢, segue que Q. e Q_ sdo subconjuntos ndo vazios de Q.

Em Q, vale (kjrl — Kk rj)2 = IJZ. < 62;”1" assim, existem funcdes reais diferencidveis P =

Bj(r1,rj) (j=2,...,n) com |B;| <1 tais que

k;
r :k—r1+B]5rm/2, j=2,...,n. (3.4)

Por outro lado, (H — H2)2 < 52,1111 e como em Q,

(H—Hy)(r,9) =(H-— Hz)( bri, & r1+[55r;n/2,. 2r +[58rm/2,)
_Hm(kl ’lgm ..,fl?;rhq,)jL... (3.5)
—Fm(rlvq))
temos que
Fu(r1,0)* +R(r1,9) = (Fu(r1,0) +---)? < 817, (3.6)

onde R(ry, @) denota termos de ordem maior que m/2 na varidvel r;.

Agora, obteremos condi¢des sobre d tais que, para o nimero a suficientemente pequeno, Q, =

QrUQ, e QO NQ, ={ri = =r, =0}. Para fazer isto ¢ suficiente mostrar que para todo
r1 > 0 suficientemente pequeno

oF;,

- 0

aq) (r 17¢) 7&

em €,, para a suficientemente pequeno. Vamos assumir o oposto e chegar em uma contradi¢do.
Entdo, escolhendo (¥, ") (rf < a) tal que 3 (rf,q)#) = 0 por hipétese, segue que Fy, (14, 0%) # 0.
Agora escolha a suficientemente pequeno tal que

1F (rlaq)#)z'

R <
RO, 0% < 5

Entdo, combinando a desigualdade anterior e a escolha de & temos que

Fm(r#iq)#)z R(r#fa(p#> <82
e =

assim, escolhendo & = F,(rf,0%)2/(2(r¥)™), temos

Fn(r],0")? _ Fu(r},0%)% | R(E,0%) _ Fu(r{,0%)
N I TG T

que é uma contradi¢do.
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Na continuacdo, calcularemos a derivada de V ao longo das solugdes do sistema Hamiltoniano

associado a H,

={V.H}
=2L{L,H}+ -+ 1,{l,,H} +2(H—H)){H—H,,H}

3.7
—&mr! Y, H} S
=2{b,H} + -+ 1,{l,,H} —2(H — Ho){Hy, H} — &mr"{r,H}.
Como I}, j=2,---,n, e Hy (ou Hy = 0 no caso periddico) sdo integrais primeiras para o sistema

Hamiltoniano truncado de ordem m’/2 (para todo inteiro m’ > 2) nas varidveis agdo-angulo, entdo

(1, Hy =02, (j=2,....n) e {Ho, H} = O(}" >/,

em ,. Em outras palavras, por (3.4) e (3.5), em £, temos I; = O(r;n/z), j=2,....neH—H, =

0<r|1k|/2). Entdo
2L{L,H} +- -+ L{lL,,H} = 0( m/2+m' /2+1/2)

em Q,. Note que
{r.H} = H"’( ¢>+0< '"/2“/2>

—kl <r ¢>+0< ’"/2“/2),

assim, em £, |
82 mry’ l{l”l,H} 176152mr1 aI:l) (r1,0) + O(r) 3m/2— 1/2)

Tomando m’ > 3(m—1)

m+m'+1 _ |k|+m'+1 _ 3m
> >——1,
2 2 2

além disso, em Q,, vale

dv
— = —82mk1

oF, /2172y
dt 00

2 (r,0) P +0(r

Y

onde os pontos representam termos de grau maior que m/2 em ry. Escolha I' = Q se k; > 0 ou
I'=Q_ se k; <0 e a suficientemente pequeno tal que dV /dt é negativo em I'. Temos que V =0
em dI', V < 0 emI e para todo p tal que |V| > p

1/m

a>l’1>82/m

Como
oF, n/2-1/2y

{V,H} = —&mhk; == % " (r1,0) 7 0(r

9

escolhendo rq tal que

oF, _
(r1,0) 7]

3m/2—1/2 1
06" < |58 mb 5
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1/m - L. .. .
e observando que em [gzw,a] x [0,2m] a fungdo aa%(rl,(l)) tem um minimo positivo, digamos g,

em I, se |V| > p temos que

1 5 p(m—l)/m
escolha (m=1)/
B 1 ) P m—1)/m

e temos provado (C).

Note que, desde que a funcdo V € uma fungdo de Chetaev na regido I', no caso autdnomo ou

periddico, o Teorema de Chetaev garante a instabilidade da solugdo nula. [

Um importante caso particular do Teorema 3.1.1 é:

Teorema 3.1.2 Assuma que o sistema (1.1) possui ressondncias simples com vetor de ressondn-
cias dado por k = (ky,- -+ ,k,). Além disso,
(A) Seexistemi,j € {1,...,n}, i # j, tais que kik; < 0, entdo a solugdo nula de (1.1) é Lie-estdvel;

(B) Se ky,ka, -k, >0 ou <0 epara algum m a fungdo em (3.2) F,(r1,0) # 0 para todo (ry,0)

com r1 > 0 suficientemente pequeno, entdo a solugcdo nula de (1.1) é Lie-estdvel;

(C) Se ky,ka, -+ ,ky >0 ou <0 e para algum m > 2 existe ¢ = 0* tal que F,,(r1,0*) = 0 para todo
r1 > 0 suficientemente pequeno, e além disso, para todo ¢ com F,,(r1,9) = 0 implica aa—% (r1,0) #0
para todo r1 > 0 suficientemente pequeno, entdo a solu¢do nula de (1.1) é instdavel no sentido de

Liapunov.

Demonstracao. Segue diretamente do Corolario 2.2.1 e do Teorema 3.1.1. [

Observacao 3.1.3 Nos Teorema 3.1.1 e 3.1.2 podemos trocar Lie-estdvel por formalmente estdvel.
De fato, a funcdo G da prova de (A) é uma integral primeira do sistema Hamiltoniano formal na

forma normal de Lie. Em (B) trocando a fungdo W por
W=0L+ - +I}+H,

onde H estd na forma normal de Lie, segue que ela é uma integral primeira do sistema Hamilto-
niano formal na forma normal de Lie. Portanto, em ambos os casos temos que a solugcdo nula é

formalmente estdvel.

Observacao 3.1.4 Mostraremos agora, que como haviamos afirmado antes, a solugcdo nula do
sistema Hamiltoniano associado a (1.34), que é estdvel para a maioria das condi¢oes iniciais, é

instavel no sentido de Liapunov. De fato, para tal sistema
5/2
Fs(r1,0) = H(2r1,2r1,7r1,0) = 4r)'"sen ¢

onde ¢ =201+ 202 + @3. Desde que F5 possui zeros simples em ¢, pelo Teorema 3.1.1 segue a
instabilidade do equilibrio.
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Agora, daremos uma interpretacdo geométrica das hipéteses do nosso Teorema 3.1.1. Con-

sidere os seguintes conjuntos

S; ={(r,0) eR"" / H™(r,¢0) =0}

S~:{(F¢>ER"+1/k'rl—kU’j:I-:O} com ]:2’,1

Como S; = (H™) ' ({0}) e V, oH™(r,9) # 0, S1 € uma superficie n-dimensional em R**1. Os
conjuntos §; (j = 2,...,n) sdo planos n-dimensionais em R""! ou S; = {r; = r; = 0}. Note que
{r=0} C SiN---NS,. Temos o seguinte teorema:

Teorema 3.1.3 Sob prévias notacoes:
(I) SiN---NS, ={r=0} (para algum m > 2) se, e somente se, existemi,j € {1,...,n}, i # j, tais
que kikj < 0 ou no caso ki,kz,--- ,k, >0 ou <0 a fungdo em (3.2) é tal que F,(r1,9) # 0 para

todo (r1,0) com r; > 0 suficientemente pequeno;

(Il) existe O tal que (r,0*) € S N---NS, (r#0) e a intersecc¢do entre Sy e SN --- NS, nos pontos
(r,0") é transversal (para algum m) se, e somente se, ki,ka,- - .k, > 0 ou <0 e para algum m > 2
existe O = O* tal que F,(r1,9*) = 0 para todo r| > 0 suficientemente pequeno, e além disso, para

todo ¢ com Fy(r1,9) = 0 implica a;q’)" (r1,0) # 0 para todo r| > 0 suficientemente pequeno.

Demonstraciio. (I) E claro que precisamos analisar apenas o caso ki, k2, - ,k, > 0 ou < 0. Neste
caso, (r,¢) € SN ---S, se, e somente se, r; = k—{rl para todo j € {2,---,n}. Por outro lado, se
(r,0) € Sy entdo 0 = H"(r,0) = F™(r1,0) = 0 se, e somente se, r; = 0 para todo ¢. Com isso
concluimos a prova de (I).

(II) Seja ki,kz,--- ,ky > 0ou <0e (r,0*) € SiN---NS, e ry > 0. Entdo, rj = ],:—{rl para todo
je{2,---,n}e H’"(rl,%rl, e 7%r17¢*) = F"(r1,0%) = 0. Por defini¢do, a interseccdo entre S;

e S2,N---NS, ocorre transversalmente em (r,0*) se, e somente se,
Tr01)S1 + Tipor) (S2N- -0 Sy) = RYL (3.8)

Note que 7;.4+)(S2,N---NSy) € o subespago gerado por (ki,---,k,,0) € (0,---,0,1). Por outro
lado, como S; = (H™)~'({0}) temos que T1.¢+)S1 € 0 complemento ortogonal de

oH™ oH™ oF,,
Vo007 = (G0 G 100, G100,

onde r = (],il Pl ,’,j—’;rl). Note que

o,
el
ETI

Agora, assumindo a veracidade de (3.8), mostraremos que aa—¢(r1,¢) = (. Para fazer isso é sufi-

(0,---,0,1)- VH™(r,0") = (r1,0%). (3.9)

ciente observar que

(ki,...,k,,0)- VH"(r,0%) =

ki ;I;ﬂ(r,d) )tk BH (r(b ) = (3.10)
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pois Fy(r1,0*) =0e r= (%rl,...,%rl). Entdo, neste caso (ki,---,k,,0) € T(r+S1, € pela
condigdo (3.8) temos que (0,---,0,1) & 7,451, € entdo pela relagdo em (3.9), aa%(rl,q)*) =0.

A reciproca € claro das afirmagdes, pois (0,---,0,1) € T(,.4-)(S2 M-+ N Sy) \ T(1+)S1; assim
(3.8) vale e entdo concluimos (II). n

3.2 Estabilidade no caso nao-diagonalizavel para sistemas Hamil-

tonianos autonomos

Nesta se¢do, assumindo que a matriz do sistema linearizado € ndo-diagonalizdvel e que M, =

(0,...,0,1,1)Z forneceremos teoremas sobre estabilidade do equilibrio.

Inicialmente assuma que o sistema Hamiltoniano (1.1) tem dois graus de liberdade. Entdo pelo
Teorema 2.3.1, a forma normal de Lie da fun¢do Hamiltoniana (1.1) numa ordem arbitréria j > 2
tem a forma

i_ 12, 2 & 2, 2\ j
H/ = 3(qi+ @)+ o(qipa—qap)+ Y, hjjp (i +p3) (q1p2 — q2p1) . (3.11)
Jitj2=2

O seguinte teorema da informagdes no caso hyg = 0.

Teorema 3.2.1 Assuma que n =2 e existe s > 2 tal que hjo =0, j=2,...,s—1, e hyo # 0. Entdo
(A) Se hyy > 0, a origem é uma solugdo de equilibrio Lie-estdvel do sistema Hamiltoniano associ-
ado a H;

(B) Se hyy <0, hj,j, =0para j1+ j» <s, j1 #0, e j1+ jo=s 0# j1 #s—1, entdo a origem é
uma solucdo de equilibrio instdvel no sentido de Liapunov.

Demonstracao. (A) E suficiente tomar m = 2s e considerar

I=qipr—qap1 e H’

que sdo integrais primeiras do sistema Hamiltoniano associado a H/ onde j € um niimero inteiro

arbitrario maior ou igual a m. Assim, a funcdo
W =1*+(H/)?
é uma integral primeira do sistema Hamiltoniano associado a H/, e como para /s > 0 temos

W=0 <I=H"=0
| [j/2] ) b
& NG +a3) +ho(Pi+pd)+ Y ho(pt+p3) =0 (3.12)
i=s+1
< q1 = p1 = q2 = p2 = 0 numa vizinhaga da origem,
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entdo o Teorema de Liapunov garante a estabilidade da solugiio nula de H/ para todo inteiro arbi-

trario j > m. Portanto, a solu¢@o nula € Lie-estavel e a prova de (A) estd completa.

(B) Assumindo que /s < 0, hjy,;, = 0 para ji +jo < s, ji 70, ¢ ji+jp=5 0% j1 #s—1,
entdo a fun¢do Hamiltoniana normalizada até ordem 2s tem a forma

H= 3(qi+45)+0(qp2—q2p1)+
hoo(qip2 — qop1)*+ -+ +hos—1(qip2 — qop1)* '+ (3.13)
hso(pt + P3)* +hs—11(pt +3)* q1p2 — q2p1) + hos(q1p2 — q2p1) + -,
onde os pontos significam termos de ordem maior que 2s nas variaveis qi,q2,p1 € p2. SejaV =
q1P1+ q2p2. Desde que,
(Viai+ a3} =2(ai + @) V. pi +p3} =2(pi +p3), e {Viip2 —qop1} =0, (3.14)
entao
{V.H} =—(q1+a3)+2shso(pi +p3)’+
2(s = Dhs—1,1(pT +p3)* " (q1p2 — q2p1) + ...
= —(q1 +43) +2shs0(p + p3)* '[P + P3 +20q1p2 — 20q2p1)] + - - (3.15)
= — (g1 +3)[1 — 2shs00? (qF +3) (P} + P3)* ']+
2shso(pt+p3)* H(p1 —agq2) + (P2 —aq1)] + ...,

onde
_ (s—1)hs—11

2shyo
e os pontos indicam termos de ordem maior que 2s nas varidveis qi,q2,p1 € pz. Pela ultima

expressdo de {V,H} em (3.15) é claro que ela é definida negativa numa vizinhanga da origem se
hso < 0 e como V ndo tem sinal definido, pelo Teorema da Instabilidade de Liapunov concluimos
a instabilidade do equilibrio. [

Observacao 3.2.1 Na tese do Teorema 3.2.1 podemos trocar o tipo de estabilidade de Lie-estdvel

por formalmente estdvel. De fato, mudando a funcdo W por
W =1 +H?

onde H estd na forma normal de Lie segue que esta funcdo é uma integral primeira formal para o

sistema Hamiltoniano na forma normal de Lie.

Vimos nesta se¢do um critério (Teorema 3.2.1) para obter Lie-estabilidade (ou estabilidade for-
mal) e instabilidade no sentido de Liapunov da solucdo de equilibrio que generaliza o Teorema
de Sokolskii (Teorema 1.2.8) no sentido de dar informagdes no caso A = hyg = 0. Vamos agora
dar uma generalizacdo parcial de nosso resultado a sistemas com n graus de liberdade. A ex-
pressdo "generalizacdo parcial"é porque nesta generalizacdo forneceremos Lie-instabilidade e nao

estabilidade no sentido de Liapunov.

Antes de provar o principal resultado desta se¢ao, lembraremos e provaremos o seguinte resul-

tado que serd usado.



3. Estabilidade no caso de ressonéncias simples 55

Lema 3.2.1 Considere um sistema mecanico 4 = VU(q), com VU(qp) = 0. Seja

Hap) =3 | p|>~Ula

o sistema Hamiltoniano associado e considere a regido

n
C:H<0,) gipi>0.
i=1
Se a série de Taylor de U numa vizinhanga da origem term a forma U = Uy, + U, 1+ ... com Uy,
definida positiva na regido C, entdo a solucdo de equilibrio (qo,0) do sistema Hamiltoniano H é

instavel no sentido de Liapunov.

Demonstracao. Considere a fungdo
n

V(qvp) =—-H qipi-

i=1

Desde que,

. " 9H  9H )
V={V,H =—H g = —HR S mUp(Q)] + ...,
{v,H} <gp®.qw> 2 p|I* +mUn(q)]

i i
€ definida positiva na regido C, em uma vizinhanca da origem, pelo Teorema de Chetaev a solucdo

nula é instavel. ]

O principal teorema desta secao €:

Teorema 3.2.2 Assuma que o sistema Hamiltoniano (1.1) tem n graus de liberdade. Entdo usando
notagoes do Teorema 2.3.1 temos:

(A) Assumindo que existe um niimero inteiro s > 2 tal que hy._ ojo =0, j=2,...,s—1, e hy._050 # 0,
entdo

(A.1) Se hy..0s0 > 0 a solugcdo nula é Lie-estdvel;

(A.2) No caso hg. 050 < 0 a solugdo nula é Lie-instdvel;

(B) a solugdo nula é Lie-instdvel se ndo existe um niimero s como no item (A).

Demonstracao. (A.1) A prova neste caso € similar a prova do item (A) do Teorema 3.2.1. De

fato, € suficiente tomar m = 2s € como as funcdes

1 1 i
h= E(q%er%),- R E(CI%—Z +p1%—2)7 In—1 = Gn—1Pn — gnpn—1 € I = H’

sdo integrais primeiras do sistema Hamiltoniano associado a H/ para todo niimero inteiro arbitrario
J > m; assim, a fun¢do
W=F+G+ - +I7
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¢ uma integral primeira do sistema Hamiltoniano associado a H/. Como hq_ o0 > 0, temos

W=0 «L=hL=---=1,=0
S q=p1=--=qgn2=pan2=0¢
L(,.2 2 2 2 & 2 2\i (3.16)
f(qn—l +qn) +h0...0s0(pn_1 _|_pn)s + Z hO...Oi()(pnfl +pn)l =0
i=s+1
& g1 = p1 =+ =qn = pp = 0 numa vizinhanca da origem.

Entio a estabilidade da soluco de equilibrio do sistema Hamiltoniano associado a H/ segue do

Teorema de Liapunov. Como j > m pode ser escolhido arbitrario, a solu¢do nula é Lie-estdvel.

(A.2) Assuma que ho._ ojo =0, j =2,...,5s —1, € hy. 050 <0 e seja m = 2s. Neste caso, como
Ii,...,I,_1 sdo integrais primeiras do sistema Hamiltoniano associado a H/ para todo niimero in-
teiro arbitrario j >mentio S: I} =--- =1, o =1I,_1 =0éum subconjunto invariante pelo fluxo
definido pelo sistema Hamiltoniano associado a H™. Restringindo o Hamiltoniano H/ a S, a fun¢io

Hamiltoniana torna-se

_ /2] .
Hils =g 1+ a2 +ho.oo(p_ + 2+ Y ho.oio(pa i +p5) (3.17)
i=s+1
Entdo, o sistema Hamiltoniano associado a H/ 5 é

) ) /2] ) i

Gn-1 =2sho_o0pn—1(pi_ | + P2 1+ Y 2iho 0iopn-1(Ph_1+pn)"
i=s+1
2 2 & 2 2vi—1
dn  =2sho_osopa(Pa_ + P2+ Z 2iho..0jopn(Pu—1+Pn)"~ (3.18)
i=s+1

Pn—1 = —qn-1
Pn = —{qn-

O sistema Hamiltoniano (3.18) é equivalente ao sistema mecanico Z = VU (Z),onde Z = (p,_1,pn)"

e
) ) [i/2] ) )
U(Z) = _hO..,OSO(pnfl +pn)s - Z ho...0i0<pnfl +pn)l'
i=s+1
Assumindo hg_os0 < 0, a fungdo Us(Z) = —ho_,,oso(pﬁ_1 + p2)* é definida positiva na regido

C:H"|3<0, g2p2+q3p3 >0, assim pelo Lema 3.2.1 a solucdo nula do sistema mecanico
7=VU (Z) é instével no sentido de Liapunov; conseqiientemente, a solu¢éo nula de H J é instdvel
para todo j > m. Desde que j pode ser escolhido arbitrariamente > m a solucdo nula é e Lie-

instavel para o sistema Hamiltoniano associado a H.

(B) Neste caso seja m = 2. Note que restringindo H/ ao subconjunto invariante S : I} = --- =

I,_> =1,_1 =0 no caso hg._ ojo = 0 para todo inteiro i > 2 a fun¢do Hamiltoniana assume a forma

o
Hi|g= E(q;iﬁqﬁ)-
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Desde que solugio nula do sistema Hamiltoniano associado a H/ | € instdvel para todo j > m = 2;

assim a solucdo nula de H € Lie-instdvel. A prova do teorema esta completa. [

Nosso Teorema 3.2.2 estende o Teorema de Mansilla 1.2.13 a n graus de liberdade e da infor-
macdes no caso iy = 0 o qual ndo foi considerado por Mansilla em [23].

Observacao 3.2.2 A observacdo 3.2.1 é verdadeira também para o Teorema 3.2.2. De fato, a

integral primeira formal do sistema Hamiltoniano é
W=EF+5+-+12,

onde I, = H estd na forma normal de Lie.



Capitulo 4

Estabilidade no caso de ressonancias
multiplas para sistemas autonomos e
periodicos

Este capitulo é dedicado ao estudo da estabilidade da solugdo de equilibrio nula de um sis-
tema Hamiltoniano auténomo ou periodico com n graus de liberdade cujo sistema linearizado
¢ diagonalizdvel e possui miiltiplas ressondncias de ordens arbitrdrias. Nos damos condigoes
necessdrias e suficientes para estabilidade (Lie-estabilidade e instabilidade no sentido de Lia-

punov) sob condicoes bastante gerais.

4.1 Condicoes necessarias para Lie-estabilidade
Neste capitulo estamos assumindo que My = K'Z + - -- +Kk*Z, com s > 1. Iniciemos com o
simples resultado:

Proposicao 4.1.1 Se existe a = (ay,...,a,) € R", comay,...,a, > 0 tal que
k''a=.-..=k’-a=0,

entdo a solugdo nula de (1.1) é Lie-estdvel.

Demonstracao. Neste caso, usando o Corolario 2.2.2 temos que / = a-r é uma integral primeira

do sistema Hamiltoniano associado a H™ para todo m. Desde que a = (ay,...,a,) € R", com
ai,...,a, >0, I é definido positivo e pelo Teorema de Liapunov concluimos que a solu¢do nula de
(1.1) é Lie-estavel. [

Uma condi¢do necessdria para existéncia de a como na Proposicao 4.1.1 é que para todo o €

o

{1,... s} existemi,j e {l,...,n}, i j, tais que k; k?‘ < 0. Esta condi¢do em geral ndo é suficiente
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poisno casos =n—1todoatal quek' -a=--- =k*-a=0tem a formaa = co = (coy,...,cw,)

onde ¢ € uma constante real.

Considere o conjunto

§={(r,0); h(r)=--=1l(r) =0}

onde I;(r)=a; r,...,I,_(r) =a,_;-r sio as integrais primeiras fornecidas pelo Coroldrio 2.2.2.

Outro resultado sobre Lie-estabilidade é:

Proposicao 4.1.2 Se S = {r = 0} entdo a solugdo nula de (1.1) é Lie-estdvel;

Demonstracao. Uma simples prova desta proposic¢ao é obtida tomando a fun¢do
W=+ -+,

como fung¢do de Liapunov. De fato, € uma integral primeira definida positiva do sistema Hamilto-

niano truncado na forma normal de Lie de qualquer ordem. [

Observacao 4.1.1 Note que a existéncia de a como na Proposi¢do 4.1.1 implica S = {0}. De
fato, como k! a=... =K' a=0 existem constantes reais cy, ... ,Cn—s tais que a =cia; +---+
Cn—s@y—s € entdo a-r = 0 que ocorre se, e somente se, v = 0. Entdo temos outra prova diferente

da Proposicdo 4.1.1.

As condic¢des da Proposicao 4.1.1 e 4.1.2 dependem apenas de condi¢gdes sobre os vetores de
ressonancia k!, ... k*. Ela é independente dos termos de ordem maior que dois. Por exemplo, um
sistema Hamiltoniano autobnomo com quatro graus de liberdade que tem fungao Hamiltoniana em
varidveis agao-angulo

H=r+2rn+3rn—mry+H;+...

¢ Lie-estdvel independente dos termos de ordem maior que dois. De fato, neste caso My =
(2,—1,0,0)Z+(3,0,—1,0)Z e tomando a = (1,2,3,7) temos a- (2,—1,0,0) =a-(3,0,—1,0) =0

ou equivalentemente (2,—1,0,0) e (3,0,—1,0) tém componentes que mudam de sinal.

Agora, obteremos condi¢des necessdrias para Lie-estabilidade da solug¢do de equilibrio de-
pendendo da forma normal de Lie de (1.1) truncada em alguma ordem m > 2. E assumido que

S # {r = 0}. Neste caso considere a fung¢io

Fy = H"|sxrs = Fu(rjy, - 7,k -0, K- 0), (4.1)
para alguns ji,...,js € {1,...,n}. Temos o seguinte teorema geral:
Teorema 4.1.1 Usando notagdes prévias, se S # {r =0} e existe m > 2 tal que Fy(r;,,...,rj, k-

Q,...,kK* - @) # 0 para todo (rjl,...,rjs,kl -@,....K°- @) com rj,...,rj > 0 suficientemente pe-

queno, entdo a solucdo nula é Lie-estdvel.
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Demonstracdo. Assuma que S # {r = 0} e considere a func¢io
V=FA4 -+ +(H™)?.

Esta fun¢do ¢ uma integral primeira do sistema Hamiltoniano associado a H™ para todo m > 2.

Por outro lado, temos que V = 0 se, e somente se, r € S e Fm(rj],...,rjs,k1 Q,.... kK@) =0.

Assumindo que existe m > 2 tal que Fy,(7j,, ..., rjs,k1 -@,...,K*- @) #0paratodo (rj,,..., rjx,k1 .

Q,...,K*- @) com rj,...,r; > 0 suficientemente pequeno temos que r = 0. Pelo Teorema de

Liapunov a solucio nula é estdvel para o sistema Hamiltoniano associado a H/ para j > m. O

teorema esta provado. [
Seja

§" = {(r,0);H" (r,¢) = 0}.

As hipéteses do teorema anterior sdo claramente equivalentes a SNS” = {r = 0}.

No caso §” = {r = 0} temos estabilidade no sentido de Liapunov. De fato, a fun¢do Hamil-
toniana H na forma normal de Lie até ordem m € uma integral primeira definida positiva para o
sistema Hamiltoniano associado a (1.1). O Teorema de Liapunov (tomando H como func¢do de

Liapunov) garante que a solu¢do nula € estavel no sentido de Liapunov.

Observacao 4.1.2 Nas teses das Proposicoes 4.1.1, 4.1.2 e Teorema 4.1.1 podemos mudar Lie-
estdavel por formalmente estdvel (ou "quase estdvel 'na notacdo de Moser [32]). De fato, a funcdo
I da prova em 4.1.1 e W da Proposigdo 4.1.2 sdo integrais primeiras do Hamiltoniano formal em

sua forma normal de Lie. No Teorema 4.1.1 mudando a fungcdo V por
V=B+ -+, +H,

onde H estd na forma normal de Lie, segue que ele é uma integral primeira formal do sistema
Hamiltoniano na forma normal de Lie. Portanto, em ambos os casos temos que a solucdo nula é

formalmente estdvel.

4.2 Condicoes necessarias para instabilidade no sentido de Li-

apunov

E claro que nesta secio suporemos SN S™ # {r = 0} para todo m > 2. Uma questdo natural
que surge € saber se neste caso a solu¢do nula € instavel no sentido de Liapunov. Nesta secdo,

damos uma resposta a esta questdo adicionando algumas hipdteses extras.

Assuma que |k!| < --- < |k*| e k!,... kY ndo tém interacdes onde 0 < ¥ < 5. Assumamos, por
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simplicidade, que

k! =(kl,... kq,0,...,0),
K> =(0,...,0,k% 1, kg, 100050 -,0),

4.2)
— ¥ Y
kY - (07 ce 707ka1+...+aﬂ{71+1 9 ’ka|+"'+ay—l+afy’0’ e 70)7
onde k{,k}, ... kg, > 0,...,kﬁl+...+%_l+1,...,k51+.‘.+% >0, com k} > 0""’k;<;1+~-+ocy_1+1 >0

e para todo [ € {u+1,...,y} existem i, j tais que kl.ké <0,onde I <u<7. Seexiste m > |k!|

1

ndmero inteiro tal que m’ := [K¥"1|—1 <3(m—1)— |k!| e se

1
considere as fungdes
! 1 m ki ka 1
Fm<l’1,k (P) :Hl (arl,...,ﬁrl,o,...,(),k (p)
(11+1 (Xl+l
F2(ro,+1,k%-9) = H"(0,... ,o,gi—ﬁml+1,...,;,gl—ﬁrm],o,...,o,kz-cp)
oy +1 o +1
(4.4)
Kooy 4ot (41
F,’ﬁf(ral_k..._myil_,_l,k“ . (p) = HL”(O, . ,0, MFQI+...+(X#71+1, ceey
O -0y 41
Kty +ta, 1 ta
Hrm—i—mﬂxﬂ,ﬁl ,0,...,0,k"- q))
S
Temos o seguinte resultado:
Teorema 4.2.1 Sob prévias notagées, assuma que existe j € {1,...,u} tal que para todo r; > 0
suficientemente pequeno existe K/ - @ tal que
Fl(rayttoy_+1,k - 9) =0, (4.5)
e existe €= (0,...,0,Cut1,--.,Cn) COM Ci1,...,cn > 0tal que ¢ k' ... c-k* =0. Se
JF;, :
a(kj—'r.n(p)(r(XI‘F“‘+(Xj—1+l7k].(p) #0 (4.6)

para todo (ra1+...+aj71+1 K/ - @) satisfazendo (4.5) entdo existe uma fungdo V e uma regido I tal
queV <0emT,V =0emdl e paratodop >0 existe L =1(p) > 0 tal que

|V| > p implica |V| >1emT,

onde V significa a derivada de V ao longo das solugées do sistema Hamiltoniano associado a H.

Em particular, a solucdo nula de (1.1) é instdavel no sentido de Liapunov.
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Demonstracao. Por simplicidade assumiremos que j = 1 (os casos j # 1 sdo andlogos). Para

k!,... k" como em (4.2) escolhendo
a (kz, k 50), ..,
ag, (al, 0 kl,o, .,0)
Ag, 42 (0 0(1+27 k061+l’0 70)5"'7
2
Ao+, ( o400 7 0 —k 1+1707 70) (47)
Ol +---+0,—1 Ol 44001
aocl+-~+oc”_1+2 = (07"';07ka1+.,.+az_]+27_ ql+...+qz_1+170 0)7 ce
Ol +---+0ly— Ol 440l
aa1+..,+%71+% - (0, “e ’07k061+-~'+0(“571+ay70 707 _kOC1+~~+(l:71+l’ 0)7
temos que a;-k! =---=a;-k® =0parai € A = {1, ou+-Foa\{lLoar+1,...;00 4+
O+ 1}. Pelo Corolario 2.2.2 as fungdes 1 j=a;-r, i €A, sdo integrais primeiras do sistema
Hamiltoniano associado a H™. Por outro lado, existe ¢ = (0,...,0,¢u41,...,¢,) COM Cyy1,...,Cp >
Otalquec-k',...,c-k* =0eentdoafuncio ]l = Cut1Tu+1 " +Cury € uma integral primeira positiva

do sistema Hamiltoniano associado a H™.
Vamos obter um nimero real positivo 6 e uma regido I tal que

V= l§1i2+12+ (H — Hy)? — 8/ (4.8)

satisfazV < 0em I,V =0 em dI e para todo p > 0 existe 1 =1(p) > 0 tal que

V|>p=|V|>1emT.

Seja
Q,={V <0, r <a},
oF 1
:{VSO, rn <a, aq) (1’1 ¢)>O}
(&
a l

onde a é um nimero inteiro positivo. Desde que por hipétese F,} possui a0 menos um zero, digamos

k' - @*, é facil ver que Q, # 0, pois

Kl k1

k] r, kl I"l,O, 707k1'(P*):Fn!l(r1,k]'(P*):O

V(g

para algum r| suficientemente pequeno. Por outro lado, como Fn'1 possui um zero simples e esta

fungio é periddica em k'@, segue que Q e Q. sdo subconjuntos nio-vazios Q.

Em Q, vale I? < 87" para i € A e I* < 87" (conseqiientemente C#Jrl ;21+1’ L Cir2 < &
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assim, existem fungoes reais f; = f;(r1,r;) i€ AU{u+1,...,n} com |f;| <1 tal que

kl
2 m/2
%) :FH—fer sy
1
kg, m2
Vo - k] rl+f0€18r 5
o +1
_ oy t2 m/2
To+2 - a]+1r(xl+l+f0h+28r1 7t
o +1
op+1 /
_ Mo t0p m 2
Toy +op — o+l Foy+1 +foc1+oc25
o+1 (49)
k()(,1~|>---+(1‘u_1+1

o+ Oy +2 m)2
- 0o+ 0t 141 051+ 0 — 1+1 +f(X1+'~~+(XH71+28r1 geeey

kO(] +~~~+(X.IJ 1+1
k(X1+"'+OL,~,,1+1

Fou 440y 142

ooy 0y m/2
Pttty 1+0u = oo, 1 Fouttog 1+1 F fo a1+, 877
0+ 0 +1
m/2 m/2
Tu+1 :f,qul_rl g fn_rl .
Cut1 Cn

Por outro lado, em Q, temos (H — H)? < Szr’l” e usando (4.9) concluimos

(H—H)(r,0) = H"(r1,....roy+tay 11K - 0o K- @)+ O( 7112, (4.10)

e, portanto
Hm(rlv'“>r061+"'+06y—]+17k1'(Pa"‘ak'u'(p)z—i_R(rla(p) 821’1, 4.11)

onde R(ry,@®) denota termos of ordem maior que m na varidvel r;. Neste ponto é importante
observar que

El(ri k' @) =H"(r,0,...,0,k' - @,... . k" - ).

Agora, vamos obter condigdes sobre § tal que, para a suficientemente pequeno, Q, = QF JQ;,
e QI NQ, ={r1 = =r, =0} Para fazer isso é suficiente mostrar que para todo r; > 0
suficientemente pequeno € verificado

oF,)
m(mkl'@)?éo

em (2, para a suficientemente pequeno. Vamos assumir o oposto para chegar numa contradi¢do.
Entdo, escolhendo (f, k'¢*) (rf < a) tal que 57 7%s ( ) 2~ (% k! @) = 0 por hipétese temos que Fy, (1, k! -

o) # 0. Agora, escolhemos a suficientemente pequeno tal que

1
|R(’#7k1 (P#)‘ < EFm(r?vkl _(p#)Z

€ Foy+1 ="+ =g +-+a, +1 = 0. Entdo, pela desigualdade em (4.11) temos
Frrll(r#fakl ‘(p#)Z R(I#,(p#) < 62
() (rHm
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assim, escolhendo & = F} (## k! ¢%)2/(2(r¥)™) temos

Fu(rf K -9%)? F,( K -9%)?  R(Y,¢%) _ F,(r] K -¢%)
2(r) ()" e =20

o que é uma contradi¢do.

Nosso préximo passo é calcular a derivada V de V ao longo das solucdes do sistema Hamilto-

niano associado a H. Primeiramente, € imediato que

) 8V
V=Y 21{l;,H} +21{I,H} — 2(H — H){Hp,H} — &mr}' ' {r(,H} +5 (4.12)
ieEA

Como [;, i € A, I e Hy (ou Hy = 0 no caso periddico) sdo integrais primeiras do sistema Hamilto-

niano truncado de ordem m’ /2 na forma normal de Lie em varidveis agdo-angulo, entdo
{1, HYy = 004 ), (e n), {LHY = 061" ") e {H,HY = 04217,

in Q,. Em outras palavras, por (4.9) e (4.10), em €, temos I; = O( m/z)’ e A= O(r'ln/z) .
H—H, = 0(r, Ik'l/2 ). Entdo
Y 2n{l,H}Y+21{1,H} = O I1/2)
2 24m’ /24+1/2 (413)
2(H — Hy){H>,H} = 0(7, m/2+m' [2+1/ )
em Q,. Note que
oH" .
{r,H} = a_l(r’kl Q) +0( /2+1/2)
?1
_ oH™ a(k1 Q)
~ I(kl-9) 0

m

H m
= kl—l(p(rl,k1 @)+ O(ry /2+1/2),

(r,k" )+ 00>

assim, em £,

N _, OF) 3m/2—1/2
Smr i HY =& mr ™! 50 s (k@) 06",

A . ! Z A ~
E importante observar que como H™ € autdnomo entao

1% m' [2+41/2
E:O<rl/+/).

Desde que m’ > 3(m — 1) — |k!| entdo

m+m +1 >3m 1
2 2 ’

portanto em £, temos

.

1
(kI @) (ri,k! @) At 0(" P,
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Escolha T = Q] se k% >0oul'=Q, se ki < 0 e a suficientemente pequeno tal que V é negativo
em I". Temos que V.=0em dI, V < 0em I e para todo p tal que |V| > p temos

1/m
a>r > _82/’” .
Como -
. ) _ 3m/2—1/2
V= Sk g k) 0,
escolhendo ry tal que
1
3m/2-1/2 lo 1 OF 1 m—1
0(ry )I<158 mkla(T'f’(mm,k Q) |
e observando que no conjunto compacto [%,a] x [0,2m] a fungdo M%ﬁ@(rl,@ tem um minimo
positivo, digamos b, entdo em I', se |V| > p temos que
' Loy oy, pln—D/m
escolhendo 1)/
T

temos provado o teorema.
Note que, como V € uma funcdo de Chetaev na regido I', em ambos os casos autonomo e

periddico, o Teorema de Chetaev garante a instabilidade da solugdo nula. (]

No caso de ressonancias simples My = kZ para algum k € Z" temos que

k| = min{[l;1€ M\ {0}}.

Pela Proposicdo 2.2.1, se o processo da normalizagio de Lie segue até uma ordem m > |k/|, inclu-
sive, entdo o Hamiltoniano truncado em varidveis a¢do-angulo toma a forma
H™ = Hy(r) + Hy(r) + - - - + Hp () + H (v, 0+t ) + - - -+ Hy (1, + pat), (4.14)

onde 2/ é o maior niimero inteiro par menor que K|,  =k-¢@ =k1Q; + - - - + k, @, e m é arbitrério.

Entdo os Teoremas 4.2.1 e 4.1.1 fornecem o Teorema 3.1.1 como conseqiiéncia.
Outro corolério do Teorema 4.2.1 € o seguinte:

Corolario 4.2.1 Assuma que os geradores do médulo de ressondncias K',... K* ndo tém inter-

agoes (i.e., paratodol € {1,...,s} etodo iy,i €{1,...,n} temoskflkf2 =0)eexiste j€{1,...,u}

tal que para todo r; > 0 suficientemente pequeno existe k' - ¢ tal que

F,{;(rm...mj,ﬁ] k/ @) =0. (4.15)
Se .
oF; j
m(”al+~~+a_,~,l+lak 9) #0 (4.16)

para todo (’”oc1+~-~+ocj,1+l,kj - Q) satisfazendo (4.15) entdo a solugdo nula de (1.1) é instdvel no

sentido de Liapunov.
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Demonstraciio. Assuma por simplicidade que k',... k" tém todas as componentes positivas e
ket K tém componentes que mudam de sinal. Mostraremos que existe ¢ = (0,...,0,¢u41,...,¢
com Cy41,-..,¢, > 0 tal que ¢- k',...,c-k* =0 e o coroldrio segue.

Comecemos com o caso s = u+ 1. Neste caso, assuma que k**! = (0, k‘ZH, k““)
Sem perda de generalidade podemos assumir que k“ 1 > 0. Note que ¢, 42 = ( kL‘ iy kﬁ 41,0

+1
Cut3 = (k”+3, , kZH, ooy 0), e = (K0, ,—kL’H) formamumabasede
P={veR"v- k! =0};
assim, dado ¢ € P existem dy1,...,a, tais que
+1

Desde que kﬁﬂk’ﬁ < 0 para algum j € {2,...,n} podemos escolher a,1,...,a, < 0 tais que
am_k‘;r] 4+ 4 ank’rfrl > 0 e conseqiientemente ¢ tem todas as componentes positivas.

No caso s > u+ 1 basta tomar ¢ = ¢;41 + -+ ¢; onde €,y 1,. .., ¢ s30 tais que kj-cj =0 com

je€{u+1,...,s} obtidos de forma andloga ao ¢ do caso s = u+ 1. ]



Capitulo 5
Casos particulares

Mostraremos neste capitulo que vdrios teoremas importantes podem ser vistos como casos

particulares dos nossos principais teoremas.

Iniciamos com um sistema Hamiltoniano autdnomo com dois graus de liberdade. Seja D =
Hyj(|oa], |@1]) e () = Hy (|1 ], |@1],0). O Teorema Principal 3.1.1 implica:

Corolario 5.0.2 (Teorema de Cabral Meyer (1999)) Assuma que H em (1.2) possui dois graus
de liberdade.

(I) Se Dy # 0 para algum j € {2,--- 1} ou ¥(0) # 0 para todo ¢, a solugdo nula é Lie-estdvel.
(II) Se ¥ tem um zero simples, isto é, se existe O* tal que P (¢*) =0 e W' (0*) # 0, a solucdo de
equilibrio é instdvel.

Demonstraciao. Neste

D, Dyj ;. P(0) /2
AL

]! o e K727

Se Dy # 0 para algum j € {2,--- 1} ou P(¢) # 0 para todo ¢ temos que Fi(r1,9) = 0 implica

r1 = 0. No caso oposto, desde que

Fiy(r1,0) =

kl/2

M2 o O o) — ()2,

F|k|(r17¢) = @((l))rl aq)

temos que

oF
Flkl("17¢)2+$(r1,¢)2 #0

para todo (r1,$) com r; > 0; assim, o Teorema 3.1.1 conclui the instabilidade da solu¢do nula. m

O caso Dy # 0 é conhecido como o Teorema de Arnold. Os outros casos deste teorema podem

ser encontrados em [8], por Cabral e Meyer que fornecem estabilidade no sentido de Liapunov.
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Mas, chamamos atencdo que eles ndo dao informagdes no caso critico, i.e., quando a funcdo ¥

tem um zero, o qual ndo € simples.

Outro resultado que pode ser encontrado na literatura diz respeito a um sistema Hamiltoniano
auténomo com n graus de liberdade. Seja ¥(¢) = k|1k|/2‘1"k‘ (0) = k‘lk‘/zH|k|(k,¢) = A+ Bcos0,
onde A = k|1k|/2A(k) eB= k|1k|/2B(k). O Teorema Principal 3.1.1 nos da:

Corolario 5.0.3 Assuma que H em (1.2) possui n graus de liberdade.
(I) Se Ay # 0 para algum j € {2,--- 1} ou ¥(9) # 0 para todo ¢ (equivalentemente |A| > |B

solugdo nula é Lie-estdvel.

), a

(II) Se ¥ possui um zero simples (equivalentemente |A| < |B|), entdo a solugcdo de equilibrio é

instdvel.

Demonstracao. Como

Fii(r1,0) = Aoy + -+ Ayrt +[A+ Bcos ] r‘lsz,

se Ayj # 0 for some j € {2,---,1} ou |A| > |B| temos que Fjy(r1,¢) = 0 implica r; = 0. No caso

oposto,
Fi(r1:0) = A+ Beostir® e X r1,0) = Bt seng,
assim, se |A| < |B| temos
dFjx| —
W(rl,q)) =0 implica Fjy(r1,0) =A£B#0.
Pelo Teorema Principal 3.1.1 segue a veracidade deste coroldrio. ]

Resultados equivalentes a este coroldrio no caso de existéncia de ressonancias simples de ter-
ceira e quarta ordem foram provados por Khazin [16], Alfriend e Richardson [5]. Novamente,
nestes trabalhos os autores nao dao informagdes sobre a estabilidade no caso critico, i.e., no caso
onde W' (0) = 0 para todo ¢ tal que ¥(¢) = 0. Além disso, os autores ndo consideraram o caso

periddico.

Agora, consideraremos uma fun¢do Hamiltoniana H com dois graus de liberdade que possui
ressonancias de ordem 4 dada por ®; = 3w, > 0, (neste caso k = (1,3)). A forma normal de Lie
de H até sexta ordem H® em varidveis acdo-angulo pode ser escrito como

HS(r,0) = 171 — ara+ caord +c1irira + coara+

rll/zr;/z[a13sen¢+b13 cos Q]+ c307; + co177r2 + Cior1 73 + o33+ .1

3/2 3/2

r r2/ [azzsend + b33 cos O] + rll/zrg/z[a15sen(|)+b15 cos ¢,



5. Casos particulares 69

onde 20, C11, C02, A13, b13, c30, C21, C12, C03, A33, b33, ais € b15 sdo constantes reais e ¢ =0 + 3([)2
(ver Markeev [28] para maiores detalhes). Seja

Ay = cr+3ci1 + 9o,

By =4/27(a3;+b1y),

A¢ =30+ 3c21+9ci12+27co3, (5.2)
V2

B = —\/m[als(aee +3ays) +bi3(b33 + 3bis),

27
Co = \/G‘{T%[aw(bﬁ +3b15) — bi3(azz + 3ays).

Aqui o Teorema Principal 3.1.1 nos da

Corolario 5.0.4 Assuma que a funcdo Hamiltoniana H em (1.2) tem dois graus de liberdade e
possui a relacdo de ressondancia ®) = 30, > 0 com parte quadrdtica ndo definida.
(I) Assuma que a%3 + b%3 # 0. Se

A4 > By (5.3)
a solugdo nula é Lie-estdvel; para o sinal oposto na desigualdade (5.3) a solucdo nula é instdvel.
(II) No caso |A4| = By (caso critico de quarta ordem) e A4A¢ — B4Bg # 0, se

A4A¢ — B4Bg > 0 (condigdo de Markeev) 5.4)

a solugdo nula é Lie-estdvel e para a desigualdade oposta em (5.4) a solugdo nula é instdvel.
(III) Se |A4| = Ba, AsAg — BaBg = 0 e Cg # 0, a solugdo nula é instdvel.
(IV) No caso |As4| = Bs, AsA¢ — BsBg = 0 e C¢ = 0 podemos obter estabilidade ou instabilidade

dependendo dos termos de maior ordem.

Demonstracao. (I) Desde que a% + b% # 0, podemos fazer a mudanga canodnica de varidveis

bi3

a
2 2
\/ @13+ b3

2 2
VESEREAE
O novo Hamiltoniano até termos de sexta ordem é dado por

1/2 3/2
HS(r,0) :(olrl—cozrz—l—czor%+c11r1r2—i—c02r%+\/a%3—|—b%3r1/ rz/ sen -+

3013 + ey 4 Ciarir3 + co3rs+
3/2 32
a21+b2 rl/ r2/ [(a33a13 +b33b13)send + (—az3b13 + b3zai3) cos ]+
13 13
1/2 5/2
/—azl+bz rl/ ”2/ [(ar5a13+b15b13)sen® + (—ajsbi13z + bisaiz) cos ).
13 13

rj—rj, ©;— @;—40 onde sen40 = ,c0s840 =

(5.5)

A fungdo angulo de quarta ordem é Fy(r1,¢) = (A4 + Bysend)r3; assim, se |A4| > |Bs| = By a
funcdo Fy(ry,¢) # 0 para todo (r1,0) e para |A4| < B4 para todo r; > 0 existe ¢ = arcsin(—A4/Bs)

tal que F4(r1,0) =0¢e aa%(rl,q)) # 0. Pelo Principal Teorema 3.1.1 concluimos (I).

(IT) No caso |A4| = B4 # 0 temos que Fy(ry,0) = Aq[1 + f;—:sen 0] 73 € pelo Teorema Principal com
m = 4 nada podemos concluir sobre a estabilidade da solu¢do nula. Entdo, neste caso nés devemos

analisar a funcdo angulo de sexta ordem, a qual é dada por

B
Fo(r1,0) = A4]l —I—A—4 sen §] r%—l— [A6 + Besen® + Cg cos 0] rf.
4
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Para decidir o sinal de Fg para r; > O suficientemente pequeno, primeiro considere ¢ tal que
sen( # —A4/Bs. Temos que Fg(r1,9) # 0 e escolhendo r; > 0 suficientemente pequeno segue
que sign(Fg) = sign(A4). Por outro lado, se sen¢ = —A4 /B4 = +1, isto implica em cos¢p =0 e

A4Ag — B4Bg

Ay )

. } . Ay .
sign(Aq) = sign(Fy| )= sign(As — Be ") = sign(

—A
sen ¢:T44

ou equivalentemente,
A4Ag— BayBg > 0.

Em qualquer caso temos que Fg # 0 para todo r| > 0 suficientemente pequeno e pelo Teorema 3.1.1

a solucdo nula é Lie-estdvel.

De forma similar a analise anterior, se sen = —A4 /B4 e AsAg — B4Bg < 0, segue que sign(A4) =
—sign(Ag). Por outro lado, para todo ¢ tal que sen¢ # —A4 /By, segue que sign(Fg) = sign(A4).
Entdo, existe ¢ (para todo r; > 0 suficientemente pequeno) tal que Fg(r1,0) = 0. Além disso,

nestes pontos

oF
3o~ Malcosort + (Bscoso — Cosend)ri 0.

pois cos(0) # 0. Entdo, pelo Teorema 3.1.1 concluimos a instabilidade da solu¢do nula.

(IIT) Neste caso, temos que
o B4 2 B4 3
Fo(r1,0) = Aq[1 + A—senq)] ri + [Ag(1+ A—senq)) +Cgcos 0] ry.
4 4

Assim, Fg(r1,0) = 0 se e somente se sen(¢ = —A4/B4 = %1 (entdo cos ¢ = 0) e nestes pontos

OF;  CeAq

w(”la(b)—B—4

se Cg # 0. Pelo Teorema 3.1.1 a solucéo nula € instavel.

r} = +Ceri #0

(IV) Para provar este item, exibiremos um exemplo onde de acordo com termos de ordem maior
que seis podemos obter estabilidade ou instabilidade da solucao nula. Considere a funcdo Hamil-

toniana com dois graus de liberdade em varidveis agdao-angulo
1/2 3/2 2.3/2
H=3r—r+3V3r] - rl/ rg/ send +3v/3r} — r?/ rg/ sen¢ + 8rf — rir3 cos ¢,
onde ¢ = @ + 3, e & é uma constante real. Desde que, para este Hamiltoniano

c30=3V3, cn=cn=cp=0, az=-1, b;3=0,

ci=3V3, ci=cn=c3=cu=0, ayx=—1, byz=ay;5=>hb;5=0,

obtemos |A4| = 3v/3 = By, A4Ag = 27 = B4Bg e Cg = 0. Neste caso

Fy(r1,0) = 3V/3[1 —seno] 7 +3v/3[1 —send] r} +[§ —27cos 0] r}

%—?(rl,q)) = —3v/3cosOr — 3v/3cos or +27sen or.
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Se 8 =0, entdo Fg(ry,) = 0 para r; > 0 suficientemente pequeno, sen¢ = 1 e, nestes pontos

0.0 0.

for all r; > 0. Pelo Teorema 3.1.1 a solugdo nula € instdvel. Por outro lado, para > 27 temos que

F3(r1,9) > 0 para todo r; > 0 e pelo Principal Teorema a solugao nula é Lie-estavel. [

O item (I) deste coroldrio € uma conseqiiéncia do Corolério 5.0.2, enquanto o item (II) foi
provado por Markeev (2001) em [28]. De fato, como estamos considerando uma fun¢do Hamilto-
niana com dois graus de liberdade, Markeev fornece estabilidade no sentido de Liapunov. O caso
A4A6 — B4Bg = 0, no item (III) ndo foi considerado por Markeev em seu trabalho. Mas, aqui n6s

mostramos que a solu¢do nula € instavel quando Cg # 0.

Como aplicagdo do Teorema 3.1.1 no caso periddico, ki, ...,k, > 0 ou < 0 e sob existéncia de

ressonancias simples de terceira ordem, existe uma transformacao canonica tal que

H3(r7¢) =@+ Oy -I-Arllq/2 S rﬁ"/zsenq),
onde ¢ = k- @. Neste caso, a fungdo dngulo é
Fs3(r1,0) = Ak]fl/2 . .kn”/zri/zsenq);

assim, se A # 0, pelo Teorema 3.1.1 a solu¢do nula € instavel no sentido de Liapunov.

Sob existéncia de ressonancias simples de quarta ordem, podemos assumir que

3/2 1/2 K2 ke/2
H4(l',¢)=C4o...or%+C310...or1/ r2/ +'--+Co..,o4r,21+Ar11/ ---rn"/ sen@.

Para este caso
Fy(r1,9) = [C+Dsend] ri

onde
C = cao.0ki + C310...0k?/2k§/2 +deo 4kl e D = Ak’fl/z e

Pelo Teorema 3.1.1, se |C| > |D| a solugdo nula é Lie-estdvel e para |C| < |D| a solugdo nula é

instavel no sentido de Liapunov.

Uma prova direta sem usar o Teorema 3.1.1 foi dada pelo autor e orientador em [40]. Vejamos

sem muitos detalhes:
ki /2 kn/2
rl'/ ...rn”/ , 0=

ki@1+---+k,9, e A € uma constante real; assim, a demonstracdo da instabilidade € equivalente

Desde que no caso |k| = 3 podemos obter H3(r, ) = Ar¥/%sen ¢, onde r¥/? =

a mostrar que se A # 0 entdo a solucdo nula € instdvel no sentido de Liapunov. Vamos provar a
afirmacdo de instabilidade nos casos:

e (A):k=(3,0,...,0);
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e B):k=(1,2,0,...,0);

e (O):k=(1,1,1,0,...,0).

Os demais casos sdo similares.
Nestes casos, construimos as seguintes funcdes de Chetaev:
V=WW..V,

onde:

e (A): V1:rf/2cos6¢er:r?—r?,j:Z,...,n;
v 12 o R R R .
o B):Vi=r"rncos20,Vo=ry—(2ri—r) eV;=r3 ri, J=3,...m

o (C):Vi=rirrscos20, Va=rf—(rn—r)% Va=r{—(r3—r)*eV;=r{—r5, j=4,....n.

com 2 < o < 3. Defina a regido V > 0 por

T T .
—Z<¢< Z e Vj>0, j=2,...,n.
Na fronteira desta regido V; (j = 2,...,n) € igual a zero e no interior as seguintes desigualdades
valem:

o (A) rj:BjV?/2,0<Bj< l,j=2,....n;
2 .
e (B): rlz%(rz—l—ﬁzrg/ Jeri=B;r¥,0<|Ba],Bi<1,j=3,....n;

2 2 :
'(C)Ir2=r1+l327(1x/,r3=7’1+l33rl erj=p;r e ,0<[Ba],[B3],Bj < 1,j=3,...,n

A derivada de V ao longo das solucdes de H sdo, respectivamente:

o (A): ‘2—‘; :Argnil)oprzgl((l)) + O(rgnil)ows/z);
e (B): ‘Z—‘t/ = Ar%n_l)aﬁ/zgz(q}) + O(rgn_])aH);

onde a; =9/2,by =3,ap=3/2, by =v2,a3=1,b3=1¢

= a]H — B?) cos ¢ + sen dsen (20)] +ab;yjcosdcos (2¢),

com

Yi= Z ﬁ (1_[312)7 33:1,2,3).

=21 2=[£i
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Desde que na regido V > 0, yjcos(¢)cos (2¢) > 0 e cos¢ +sendsen2¢ > 1, o seguinte lema
conclui que ‘fl—‘; ¢ definido positivo na regido V > 0. O Teorema de Chetaev garante a instabilidade

da solucdo nula.

Lema Assuma que V(r,0) = r'h(r)Q(¢) onde (r,¢) €%, 1>0,0 < h(r) < 1, h,Q € C' e a regido
V > 0 ¢ definida por a < ¢ < b onde dentro dela é satisfeito Q(0) < 1. Suponha que na regido
V>0,

dv

= ATh(g(9) +0( ),

onde A >0, o> 1 e g é continua com g(0) > 0 para todo ¢ € [a,b]. Entdo ‘fl—‘; é definida positiva
na regiaoV > Q.

Demonstracao. Como g € continua, pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, g assume um minimo
m o qual é positivo. Dado € > 0 com V > €, como na regido V > 0, 0 < Q(¢),4(r) < 1 temos
r>¢e!/! 4 0(¢). Entdo

ci,—‘t/ > Ae ! m+ O(e)

. Ae!m
e, escolhendo € suficientemente pequeno, por exemplo, € tal que |O(g)| < 255" obtemos

dv _ Ae*'m
—_ > = 90;
dt 2
Assim, ‘fl—‘; ¢ definido positivo na regido V > 0. [

No caso |k| = 4 a forma normal de Lie da fun¢do Hamiltoniana até quarta ordem tem a forma

Hy(r,0) =) ¢ +cr*?seno,

lil=2
onde j = (j1,...,jn) €Z" |j| = |j1|+---|jnl cj=cjy.j, 7' = r{‘ ...rJ" ¢ C é uma constante real.
Entao,
Y(0) = Z cjk! + CK"%sen¢ = A + Bsen 0,
|j1=2
onde A=) cikl e B = Ck*/2; Assim, existe ¢ tal que W(¢*) =0 e W'(¢*) # 0 se e somente

lil=2
se JA| > |B|. Provaremos a instabilidade da solugdo nula nos casos:
o (A):k=(4,0,...,0);
e B):k=(2,2,0,...,0);
e (O):k=(1,3,0,...,0);
e D):k=(1,1,2,0,...,0);

e (E):k=(1,1,1,1,0,...,0).
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Os demais casos sdo similares.
Considere a funcdo de Chetaev V' dada por
V=ViV...V,,

onde

e (A): V) =r}cos(ad) er:r?—rﬁ,j:L...,n;
e (B): Vi =rirycos(ad) szrg—(rl—r2)2er:rS‘—r?,j:&..‘,n;
e (O)rV; :r}/zr;/zcos(aq)),szrg‘—(3r1 —rz)zer:rg‘—ri,j:&...,n;

e D):V = ri/zré/zm cos(af), Vo =r§ — (2r — r3)2, Vi3 =ry—(2r— r3)2, Vi=r}— ri,
j=4,...,n;

1/2.1/2.1/2 1/2
) (E):V1:r]/ ”2/ r3/ r4/ cos(a), Va=r¢—(ra—r1)2, Va=r¢—(r3—r1)%, Va=r¥— (ra —

2 2
r) ,ijr(lx—rj,]:S,...,n,

coma=1+¢e0<e<<le2<a<i.
Defina a regidao V > 0 por

T T
—— <0< — e V;>0, j=2,...,n.
4a 0 4a €V J "

Dentro da regidao V > 0 a seguinte desigualdade vale:

o (A): rj:Bjr?2,0<[3j<l,j:2,...,n;

2 .
e (B): r1=rz+[32r§/ =B, 0< B, B <1, j=3,....,m;

o (©:r1=L(r+Bart?), ri =B 0< Bal,Bj < 1, =3,....m

2 2 2 .
o O):r =403 +Birs %) o= L3+ Bord )y = Byry 2 0 < Bl IBal By < 1. j=4,....m:

2 2 2 .
e (E): rz=r1+l32r?/ ,r4=r1+B4r?/ ,rj:le”g/ .0 <|B2l,IB3l],1Bal, B < 1, j=5,...,n.

As derivadas de V' ao longo das solucdes do sistema Hamiltoniano associado a H sdo:

o (AW =V (0)+0(e)] + O VT,

9

e (B): CZ_‘I/ _ Vgn_l)a+3[g2(¢)—|—0(8)] +O(rgn—l)cx+7/2)

9

o (O W — /"B es(0) +0(e)] + O V)

o O G =" ga(0) + 0le)) +00" ),
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o (B): ¥ — A6 0) 4 O(e)] + O(A" NH /),

onde .
gj(0) = a; [ J(1 —B})[A + Bsen 9] + oAb y; cos o cos (ad)
=2

coma; =8, by =4ay=4by=2,a3=2/32 b3 =las=1,by=1las=1,bs=1¢

n

vvi=Y [l (-8, j=1.....5

=21 2=[#i

Como por hipétese |A| > |B| e em V > 0 temos yjcosdcosad > 0 e, usando o lema, segue que

tomando € > 0 suficientemente pequeno, a funcio ”fi—‘t/ serd definida positiva na regiao V. > 0. O

Teorema de Chetaev assegura a instabilidade no sentido de Liapunov. [



Capitulo 6
Aplicacao a um Hamiltoniano galatico

Neste capitulo, aplicaremos o Teorema Principal 3.1.1 ao estudo da estabilidade da solu¢do de
equilibrio nula de Hamiltonianos galdticos. Esta aplicagdo é importante, pois é um tipico exemplo
onde os teoremas cldssicos ndo se aplicam e o nosso sim, jd que temos casos criticos em quarta e

sexta ordem num sistema com ressondncias de segunda ordem.

Considere o Hamiltoniano galatico associado a

1 1
H = (5 + i) — 2 (03 + 03x3) — [B(x +3) + 20x3), (6.1)

onde ® > 0, ®; > 0 sdo as freqiiéncias ao longo dos eixos x| e x; respectivamente, € > 0 é um
pardmetro de perturbacdo enquanto o e B sdo parAmetros reais. Sistemas Hamiltonianos simi-
lares foram consideradas por varios pesquisadores para estudar o movimento de partes centrais de

galdxias, por exemplo, um Hamiltoniano similar aparece em Caranicolas [10].

Se € = 0, o sistema Hamiltoniano associado a H € linear com autovalores imagindrios puros
e a matriz associada € diagonalizdvel; assim, a solucdo nula é estdvel no sentido de Liapunov.
Assuma que € # 0. Neste caso, para obter um critério para estabilidade ndo-linear obteremos a

forma normal da func@o Hamiltoniana (6.1) até uma ordem necesséaria.

Primeiro, fazendo a mudanga candnica de variaveis (x,x2,v1,y2) — (q1,92, p1, p2) dada por

1 1
1= —F—)1, 2= —F=Y2, 1 = vV01x1 2 =/ 02X2,
q \/O)_ly q \/0)—2)’ P P
obtemos . A
W, o o2 W, o - Pi, P2 200 5 5
H=— - —= —eB(—=+ =)+ —— . 6.2
> (g1 +p7) > (a2 +p3) [B(m% +w%)+wlw2p1pz] (6.2)

Assumindo que ®; # M, e usando Maple 10 obtemos

Fy = [400703 4 3B(0} + @3)]r7.
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Pelo Teorema 3.1.1 a solucdo nula é Lie-estdvel se 40(0)%0)% + 3[3((0‘1l + 0)‘21) = (. Caso contrdrio,

precisamos considerar os termos de sexta ordem, os quais verificam
Fo= [402 (%0} + 0]0f) +240B(0twl’ + ofwl — 0?0 — 0dw?)
+17B% (705 + of w3 — ] — wl%)]r
e se
402 (080} + 0fwd) + 240B (0t 0l + 0ol — v? 0 — ofwl)
+17B% (705 + ¥l — wl® — wl?) #£0,
segue que Fg # 0 para todo r| > 0 suficientemente pequeno. Entdo, a solucio nula é Lie-estavel.

Consideremos agora o caso ®] = M, = O, 1.e., existem relacdes de ressondncia de segunda

ordem. Usando Maple 10 obtemos
Fa(r1,0) = Wa(0)r, Wa(0) = Hy(1,1,0) = —e(200+ 3B + 0ccos 20),

onde ¢ = @; + @. No caso |20+ 3B| > |a| temos que WP4(d) # 0 para todo ¢; assim, pelo Teo-
rema 3.1.1 a solug@o nula é Lie-estdvel. Se [2a+ 3P| < |a| a fungdo W4 tem um zero simples e

podemos concluir a instabilidade no sentido de Liapunov da solucao nula.

Assuma agora que |20+ 3B| = |a, isto é, o = — ou o« = —3. Neste caso, a fungdo Fs ndo
d4 informacdes sobre a estabilidade da solucdo nula; assim, obtemos

Fo(r1,0) =Wa(0)ri +Ps(0)r7,  We(9) = He(1,1,0) = 300e* (ot + (201 + 3B) cos 29).

Desde que, neste caso,

F6<r1,¢>2+%—’§<n,¢>2 0

quando cos2¢ = (2a+ 3B) /o = £1 (entdo sen2¢ = 0) a funcdo Fg ndo dé informagdes no caso

critico de quarta ordem. Entdo, € necessario obter a fun¢do Fg. Usando Maple 10

Fs(r1,0) = H3(r1,71,0) = ¥4(0)r] +Ws(0)r] +Ws(0)r],

com
3

Wy (0) = Hy(1,1,0) = %[A + Bcos 2+ Ccosdd],

A = —67200° — 2412008 — 462750°B — 16875p°,
B = —21300 4+ 90ap? 4 13800:2p,
C = 14250° — 57357ap* — 270600:%P.

Se o0 = —, temos que

Fy(r1,0) = r{[P4(0) +Po(9)r1 + P (0)r7],

onde
Y4(0) = ea[l —cos2¢),
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W () = 30ea?[1 — cos20),

o

W5(0) = — (32310 - 34200520 — 28872 cos 4¢].

Neste caso

A(9) =We(0)> —4Ws(9)¥(9)
= 360*e*sen?0[12832 cos* ¢ — 12552 cos? ¢ — 281],

assim, A(¢) < 0 para todo ¢ # +m,£2m,... e A(¢) = 0 para ¢ = +m,+2x,.... Isto mostra que
F3(r1,9) # 0 para todo r; > 0 e, pelo Teorema 3.1.1, a solu¢@o nula é Lie-estavel.

No caso oo = —3[ temos que
W4(0) = —eaf[l + cos29],

W (0) = 30e20?[1 + cos 24,

303
Ws(0) = gf (6650 — 2580 cos2¢ — 4072 cos 4],

assim

A9) = Ws(9)> — 4¥s(0)¥(0)
= 4a*e* cos? ¢[16288 cos* d — 17968 cos? ¢ + 6651].

Neste caso A(¢) > 0 paratodo ¢ # +m/2,£37n/2,... e A(¢) =0 para ¢ = £xn/2,+3w/2,...; assim,

para todo r} > 0 suficientemente pequeno existe ¢* tal que F3(r},¢*) = 0 além disso, nestes pontos

oFy
el

De fato, para r; > 0 suficientemente pequeno

—=(r1,9") #0.

aFS r1,0) = ri[2easen2 — 60e?0>sen2¢r? + 30> (1290sen 20 + 4072sen 40)r?
i 1
= risen20[2e0 — 60e20% 4 1290e3 0> + 8144e> o’ cos 24
_07

se, e somente se, sen2¢0 = 0 ou

2e0— 60e2 0% + 12903 o® + 8144€30® cos 2¢ = 0.

Nestes casos Fg(r1,0) # 0; assim, a solugdo nula € instavel.
Os resultados obtidos neste capitulo podem ser resumidos no seguinte teorema:

Teorema 6.0.2 Se € = 0, a solugcdo nula de (6.1) é estdvel no sentido de Liapunov. Assumindo
que € # 0 entdo:

(A) No caso ®1 # @, se 400703 +3B(w] +03) # 0 ou 4awiws + 3P (0] +®F) =0 e 40% (003 +

of0f) +240B (o} 0l + 0fw] — ofwd — olw3) + 17p% (o]0l + ofw] — 0]° — 0)?) # 0 a solugdo
nula de (6.1) é Lie-estdvel.
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(B) Assumindo ®; = 0 = ®, se |20.+ 3P| > |a| a solugcdo nula de (6.1) é Lie-estdvel; para a
desigualdade oposta temos instabilidade no sentido de Liapunov. No caso |20+ 3B| = |a| (caso

critico), se o, = —P a solugcdo nula é Lie-estdvel e no caso o. = —3p € instdvel.
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Baixar livros de Servico Social
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