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Não sabeis vós que os que correm no estádio, todos, na verdade, correm,
mas um só leva o prêmio? Correi de tal maneira que o alcanceis. E todo
aquele que luta de tudo se abstém; (...). Pois eu assim corro, não como a
coisa incerta; assim combato, não como batendo no ar.

Apóstolo Paulo
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Resumo

Desenvolvemos algumas idéias de integrabilidade clássica através da equação Korteweg-
de Vries (KdV). Posteriormente, no contexto de uma Mecânica Newtoniana Defor-
mada obtida como limite de uma Mecânica Quântica Não-Comutativa, onde a não-
comutatividade é incluida em todos os graus de liberdade da teoria, obtemos uma
versão perturbada da equação KdV. Nesse mesmo contexto investigamos alguns siste-
mas bidimensionais de muitas partículas, que ao aplicar o limite contínuo, resultam em
generalizações não-comutativas alternativas de teorias de campo bidimensionais.

Palavras-chave: integrabilidade, não-comutatividade

Área do conhecimneto: física matemática



Abstract

We develop some ideas about classical integrability conditions applied to Korteweg-de
Vries (KdV) equation. Later, in the context of a Deformed Newtoniam Mechanics
obtained as a limit of a Noncommutative Quantum Mechanics, where the noncommu-
tativity includes all degrees of freedom of noncommutative theory, we get a perturbed
version of the KdV equation. In the same context we investigated some two-dimensional
many-particle systems, which apply to the continuous limit, build up alternative non-
comutative generalizations of the two-dimensioanal �eld theories.
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1
Introdução

Em 1687 foi publicado Philosophiae Naturalis Principia Mathematica, onde Newton
em três volumes conseguiu formular a evolução temporal dos corpos usando três leis,
sendo que a segunda dessas envolve cálculo diferencial. Louis de Lagrange (1736 -
1813) em seu trabalho "Mecanique Analytique"publicado em 1788, apresenta uma
nova formulação da teoria, hoje conhecida como formalismo lagrangiano, não podemos
deixar de mencionar Euler (1707 - 1783) que foi quem iniciou a racionalização da
Mecânica.

Posteriormente em 1834 e 1835, Hamilton (1805 - 1865) apresenta uma forma geral
para solucionar um problema de Mecânica, hoje conhecido como formalismo Hamil-
toniano. Nesses quase dois séculos de desenvolvimento da Mecânica Clássica o maior
ganho foi a simpli�cação, pois de Newton para Lagrange a descrição dos movimen-
tos dos corpos passou de equações vetoriais para equações escalares e de Lagrange
para Hamilton de equações diferencias de segunda ordem para equações diferenciais de
primeira ordem.

A idéia de simplicidade está ligada ao fato de exibirmos soluções explícitas dessas
equações diferenciais. Portanto dado um conjunto de equações diferenciais, que re-
presenta um sistema clássico, sempre será possível exibir soluções explícitas? Com o
trabalho �Note sur les équations de la dynamique�, J. Math. Pures Appl. 20 (1855)
137-138, Joseph Liouville (1809 - 1882) demonstrou que a resposta para tal pergunta
está ligada com a integrabilidade desse sistema, e, no século XX essa resposta foi en-
riquecida por Arnold.

Nossos estudos sobre a integrabilidade de um sistema será a nível clássico, e, dentro
desse contexto um dos primeiros problemas a serem analisados segundo essa ótica foi
o problema de Kepler. Mas foi no período formado entre a década de sessenta e a
década de setenta do século XX que tivemos um surto em estudos que se propunham
veri�car como a integrabilidade pode nos fornecer as soluções de um sistema, que de
forma geral são representados por equações diferenciais.

No caso do problema de Kepler por uma questão dimensional é facil ver que a
grandeza momento angular se conserva, tornando assim as equações de movimneto
mais simples, ou seja, obtém-se a solução de uma forma "trivial". Em geral, para
sistemas não-lineares a análise se torna mais complexa e não é tão simples, mesmo com
o teorema de Liouvlle, analisar a integrabilidade do sistema.

Em 1834 John Scott Russel descobre o fenômeno ondulatório, que mais tarde se-
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ria chamado de onda solitária ou sóliton. Depois dessa descoberta, Russel realizou
vários experimentos e concluiu que a onda se propagava com uma velocidade proporci-
onal a gravidade, amplitude e profundidade do canal onde essas ondas solitárias eram
produzidas.

Tal resultado estava em contradicão com os resultados teóricos obtidos por Sir
G.B. Airy em seu livro �Tides and Waves�, onde também encontrou uma fórmula para
o velocidade de uma onda relativa a sua altura e amplitude, Airy concluiu que uma
onda solitária não poderia existir. Somente em 1895 D.J. Korteweg and G. de Vries
propuseram uma equação diferencial não-linear que apresentava soluções que conse-
guiam retratar o resultado obtido por Russel e que por consequência recebeu o nome
de equação Korteweg-de Vries.

O resultado computacional obtido em 1955 por Fermi, Pasta e Ulam [31] após a
simulação de uma rede cristalina unidimensional com interações quadráticas e cúbicas
mostrou que após um longo período o sistema tem um comportamento periódico ao
invés de ergódico. No ano de 1964 o limite contínuo obtido desse modelo(com for-
ças quadráticas) mostrado por Zabusky e Kruskal [24], mostrou-se relacionado com a
equação Korteweg-de Vrie.

Por outro lado, pode-se mostrar [42] que existe uma in�nidade de grandezas que são
conservadas associadas a equação Korteweg-de Vries de tal forma que a conservação
dessas grandezas implica na integrabilidade desse sistema, assim a equação Korteweg-
de Vries é um dos principais exemplos de sistemas integráveis.

Posteriormente Peter D. Lax em seu trabalho �Integrals of nonlinear equations
of evolutions and solitary waves�, Comm. Pure and Appl. Math. 21 (1968) 467-490
apresentou ummétodo geral para obter soluções para equações diferenciais não-lineares.
O método consiste em associar um operador linear com a evolução de equações diferen-
ciais não-lineares. Tal procedimento é chamado atualmente de par de Lax. Dessa forma
qual será o operador linear associadoa à equação KDV? Veremos que tal operador é
∂2

∂x2 + 1
6
u e com o mesmo teremos então outra maneira de obter soluções para a equação

KDV. Portanto, classicamente podemos veri�car a integrabilidade de um sistema de
equações diferenciais pelo teorema de Liouville-Arnold ou pelo par de Lax.

Além de sistemas integráveis, outro assunto que se tem estudado é a não-comutativi-
dade. Um exemplo simples de não-comutatividade, que está em nosso dia-a-dia é as ro-
tações espaciais. Porém, rotações espaciais se referem a dimensões macroscópicas. Será
que a idéia de não-comutatividade está presente em situações que envolvem dimensões
microscópicas? Caso envolva, quais seriam as consequências?

Para responder essas perguntas, ou pelo menos, obter um esclarecimento, precisa-
mos nos remeter à Mecânica Quântica. Outro fato que nos estimula a estudar uma
formulação não-comutativa da Mecânica Quântica é que teorias de campo de�nidas em
espaços não-comutativos aparecem como certos limites de baixas energias de teorias de
corda na presença de campos magnéticos [1], além disso não-comutatividade também
tem sido abordada em outros contextos, como matéria condesada [44]. Nesse sentido,
é que nos dispusemos estudar extensões não-comutativas de alguns tópicos da Física.

Assim no segundo capítulo buscaremos compreender o teorema de Liouville-Arnold
e segundo o mesmo estudar a integrabilidade da equação KDV, �nalizando com a for-
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mulação do par de Lax. No terceiro capítulo faremos uma breve introdução de teorias
de campo não-comutativas. Partiremos então do espaço de fase quântico considerando
a não-comutatividade entre os operadores de posição e na situação em que ~1 −→ 0
analisaremos quais consequências ocorrem devido a não-comutatividade entre os ope-
radores de posição do espaço de fase quântico.

Finalmente , no quarto capítulo, de posse dos resultados obtidos no terceiro capí-
tulo, estudaremos extensões não-comutativas de alguns modelos clássicos, no limite do
discreto para o contínuo.

1~ = h
2π , onde h é a constante de Planck



2
Modelos Integráveis Clássicos

2.1 Introdução
Décadas de estudo de modelos integráveis, seja a nível quântico ou a nível clássico tem
gerado um desenvolvimento matemático que une vários aspectos referentes a problemas
físicos que parecem dispersos. A proposta desse capítulo é apresentar idéias básicas de
integrabilidade de um sistema clássico através da equação Korteweg-de Vries e isso será
feito usando fortemente os seis primeiros capítulos do livro Integrable Models publicado
por World Scienti�c Publishing Co. Pte. Ltd. escrito por Ashok Das. É aconselhável
ao leitor que veja primeiro o apêndice A da dissertação para que tenha uma leitura
mais agradàvel do presente capítulo.

2.2 Sistemas Hamiltonianos
Em Mecânica Clássica um sistema Hamiltoniano com n graus de liberdade1 é formado
por uma Hamiltoniana H(qi, pi) e um conjunto de variáveis canônicas (qi, pi) com i,j =
1,2,...n cuja evoluções temporais são dadas pelos colchetes de Poisson2

q̇i = {qi, H} (2.1)
ṗi = {pi, H}, (2.2)

sendo que qi e pi obedecem as seguintes relações

{qi, qj} = 0 (2.3)
{pi, pj} = 0 (2.4)

{qi, pj} = δij. δij =

{
1 se j = i
0 se j 6= i

(2.5)

1n = M - p, onde M é número de coordenadas e p o número de vínculos.
2O colchete de Poisson de duas variáveis dinâmicas F e G, de�ni-se como

{F, G} =
n∑

k=1

(
∂F

∂qk

∂G

∂pk
− ∂G

∂pk

∂F

∂qk

)

4
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De maneira mais explícita temos

q̇i =
∂H

∂pi

(2.6)

ṗi = −∂H
∂qi

. (2.7)

2.3 Integrabilidade de Sistemas Hamiltonianos
Conforme foi dito na introdução, nossa proposta será compreender o teorema de Li-
ouville - Arnold [43, 42], que passaremos chamar somente de Liouville e estudar a
integrabilidade da equação KdV através do mesmo.

De�nição 2.1. Um sistema Hamiltoniano conservativo com n graus de liberdade e
Hamiltoniana H(qi, pi) é dito integrável se existem n constantes de movimento em
involução, isto é:
1){Ki, H} = 0
2){Ki, Kj} = 0
3)os vetores3 ∇Ki, são linearmente indepedentes em cada ponto do espaço de fase,
onde i, j = 1, 2, ..., n.

Teorema de Liouvile-Arnold 1. Considere um sistema Hamiltoniano integrável com
n graus de liberdade. Então:
a) Existem variáveis canônicas (ϕ1, ..., ϕn, J1, ..., Jn) tais que H = H(J1..., Jn), de modo
que a solução das equações de movimento nas novas variáveis é

Jk = constante, ϕk = ϕk(0) + wkt, k = 1, ...n

onde cada wk = ∂H
∂Jk

é constante.
b) As equações de Hamilton nas variáveis originais (q,p) podem ser resolvidas por qua-
draturas.
c) Se o conjunto de hipersuperfícies de nível das constantes de movimento em involução
Fk, de�nido por

Mc = {(q, p) | Fk(q, p) = Ck, k = 1, ...n} ,

é compacto e conexo,4 as variáveis canônicas (J, ϕ) podem ser escolhidas como variáveis
de ação-ângulo e o movimento é multiperiódico com frequências wk = ∂H

∂Jk
.

3∇ é o operador nabla no espaço de fase.
4No presente contexto, compacto signi�ca a mesma coisa que fechado e limitado. Um conjunto é

conexo se não é união de conjuntos disjuntos.
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Rati�cando, não estamos interassados em provar5 o teorema de Liouville, mas sim
em entender sua implicações, portanto se um sitema é descrito pelas coordenadas canô-
nicas (qi, pi), i = 1, 2, ...,n. Seja Ki n funcionais independentes que representam quan-
tidades conservadas, sendo assim

{Ki, Kj} = 0, i, j = 1, 2...n (2.8)
onde

Ki = Ki(qj, pj) = Pi. (2.9)
Considere uma transformação canônica gerada por W (qi, Pi), tal que

H = H(Pi), (2.10)
onde os Pi são os novos momentos. As variáveis canônicas conjugadas aos Pi, conhecidas
como variáveis angulares θi são de�nidas por

θi =
∂W

∂Pi

. (2.11)

De tal forma que
{θi, θj} = {Pi, Pj} = 0 (2.12)
{Pi, θj} = {Ki, θj} = δij i, j = 1, 2...n . (2.13)

As equações de movimento para a novas variáveis canônicas são
Ṗi = {Pi, H} = 0 (2.14)

θ̇i =
∂H

∂Pi

= {θi, H(Pj)} = fi(Pj) (2.15)

onde foi admitido que os Pi são grandezas conservadas. Dessa maneira temos
θ̇i = constante, (2.16)

pois os fi são constantes já que dependem das constantes Pi. Os θi podem ser facilmente
integrados, dando

θi = fit+ αi (2.17)
sendo que αi são constantes de integração. Portanto, satisfeita as três condições con-
tidas na de�nição (2.1) mediante uma transformação canônica, obtem-se de forma
explícita as soluções das equações de movimento. É importante ressaltar que pode ser
impossível obter a transformação e assim não inverter a solução para ter as evoluções
como

qi = qi(fi, αi, t) (2.18)
pi = pi(fi, αi, t). (2.19)

(2.20)
È necessario frisar que o teorema de Liouville a�rma somente a existência das soluções.

5Veja a demonstração na referência [43]
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2.4 Equação Korteweg-de Vries
No século XV, os países europeus que desejavam comprar especiarias (pimenta, açafrão,
gengibre, canela e outros temperos), tinham que recorrer aos comerciantes de Veneza
ou Gênova, que possuíam o monopólio destes produtos. Esses comerciantes tinham
acesso aos mercados orientais tendo a Índia como principal fornecedor. Por isso os
burgueses italianos cobravam preços exorbitantes pelas especiarias vindas do oriente.
A comunicação e o transporte de mercadorias vindas do oriente eram realizados pelo
Mar Mediterrâneo, dominado pelos italianos. Encontrar uma nova rota para as Índias
era uma tarefa difícil, porém muito desejada. Portugal e Espanha queriam muito ter
acesso direto às fontes orientais, para também lucrar com este interessante comércio.
Outro fator importante, que estimulou as navegações nesta época, era a necessidade dos
europeus de conquistarem novas terras. Eles desejvam isso para poder obter matérias-
primas, metais preciosos e produtos não encontrados na Europa. Até a Igreja Católica
estava interessada neste empreendimento, pois, implicava em novos �éis.

Logicamente para concretizar seus objetivos os europeus tiveram que desenvolver
tecnologia de navegação. Além disso, criação de novos portos e canais de navegação
foi um passo natural desse empreendimento, provocando assim um avanço em estudos
Hidrodinâmicos. Em 1834 a margem do canal Eddinburgh-Glasgow um engenheiro
naval britânico chamado John Scott Russel observava uma barcaça sendo puxada por
dois cavalos, um em cada margem do canal, quando a embarcação parou a massa de
água que estava sendo arrastada proseguiu por mais três quilômetros a quase quinze
quilômetros por hora.

"Este fenômeno é belíssimo e estraordinário: quando o vi pela primeira vez foi o
dia mais feliz da minha vida. (...) È isto que uma elevação de água faz: ela não perma-
nece onde está, mas viaja a grande distância."Assim Russel descreveu esse fenômeno,
que hoje é chamada de sóliton ou onda sólitaria. E como relatado na introdução, a
própria história da equaçao KdV demonstra sua importância ao descrever resultados
de problemas computacionais [24].

Conforme mencionado, estudaremos a integrabilidade da equação KdV. Para rea-
lizar nosso objetivo se faz impotante analisar de forma qualitativa algumas característi-
cas de soluções de equações diferenciais, porque as soluções nos permitem compreender
e quanti�car as grandezas envolvidas em fenômenos físicos.

Por exemplo as soluções da equação de Schrödinger nos informam qual é o com-
portamento de uma partícula sob a ação de um dado potencial. Depois de uma certa
manipulação algébrica, através das equações de Maxwell obtemos uma equação de onda
e percebemos que o campo elétrico e o campo magnético propagam-se perpendiculares
entre si a uma velocidade c no vácuo. Dessa forma a solução da equação KdV nos per-
mitirá entender os resultados mais importantes, intrínsecos ao sistema por ela descrito.
Ao dissertar sobre alguns assuntos que envolvem funções do tipo h(x,t), será omitida a
depedência temporal e espacial quando estivermos realizando operações sobre as mes-
mas. No caso, em que tal escolha possa prejudicar o entendimento da dissertação, as
variáveis não serão omitidas. Por hora vamos focar nossa atenção na propagação de
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ondas unidimensionais, que são representadas por

∂2u

∂x2
=

1

v2

∂2u

∂t2
, (2.21)

que é denominada equação de onda. De forma geral u(x,t) se apresenta da seguinte
forma

u(x, t) = g(x+ vt) + f(x− vt), (2.22)

sendo que f e g são funções arbitrárias. Uma forma mais explícita para u(x, t) seria
cos(Kx−ωt) ou sen(Kx−ωt) ou a soma das duas que pode ser escrita como ei(Kx−ωt),
onde K é o número de ondas e ω é a frequência. Isso, signi�ca que, para a equação
(2.21) é valido o principío da superposição, ou seja a equação (2.21) é uma equação
diferencial linear. Assumindo

u(x, t) = Aei(Kx−ωt) (2.23)

e substituindo na equação (2.21) vem que

∂2Aei(Kx−ωt)

∂x2
=

1

v2

∂2Aei(Kx−ωt)

∂t2

A2ei(Kx−ωt)i2K2 =
1

v2
A2ei(Kx−ωt)i2ω2.

Consequentemente temos

ω = Kv. (2.24)

Se u(x, t) for escrita como a superposição de soluções da equação de onda, podemos
de�nir uma velocidade para esses pacotes de ondas chamada velocidade de grupo, que
será dada por

vg =
dω

dK
. (2.25)

Perceba que a de�nição acima aplicada a equação (2.24), nos dá

vg =
dω

dK
= v. (2.26)

Isso indica que essas ondas não se espalham, pois as ondas que formam o pacote propa-
gam com a mesma velocidade v, indepedente do número de ondas K e do comprimento
de onda λ. De maneira simples obtemos um resultado importante através da solução
da equação de onda, como haviamos comentado antes. Vamos analisar outras duas
equações diferenciais lineares e ver o que acontece com a propagação dos pacotes de
ondas. Seja

ut + ux + uxxx = 0 (2.27)
ut + ux − uxx = 0 (2.28)
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onde ut signi�ca a derivada de u em relação a t e ux a derivada de u em relação a x.
Podemos propor o mesmo tipo de solução ei(Kx−ωt) para as equações (2.27), (2.28) e
obter respectivamente

ω = K −K3 (2.29)
ω = K − iK2. (2.30)

Por de�nição, dimensionalmente, velocidade é espaço dividido pelo tempo e pelo fato
de [K] = L−1 e [ω] = T−1, temos que

v = ω
K

= 1−K2 (2.31)
vg = dω

dK
= 1− 3K2 (2.32)

vg ≤ v. (2.33)
Claramente vemos que, no caso de (2.27) há ondas viajando com diferentes velocidades,
ou seja, há uma dispersão no pacote de ondas. Por essa razão o termo uxxx da equação
(2.27) recebe o nome de dispersivo. Já para a equação (2.28), temos que

u(x, t) = e−K2t+iKx−iKt. (2.34)
A solução obtida decai exponencialmente para o caso em que K 6= 0 e t → ∞; tal
decaimento é chamado de dissipativo. Portanto, dado uma equação diferencial, basta
encontrar sua solução para estudarmos as propriedades dos fenômenos ocorridos. Nesse
sentido vamos analisar que efeitos surgem de:

ut + uux = 0. (2.35)
Equações de tal tipo são chamadas não-lineares e em geral os métodos para encontrar
suas soluções são mais complicados. O termo uux torna inválido o uso do princípio da
superposição para equação a (2.35). A equação diferencial

ut + auux + buxxx = 0 (2.36)
é denominada equação KdV. Somente resolvendo a equação KdV é que podemos saber
qual comportamento terá a solução que satisfaça uma equação diferencial que tem um
termo não-linear e um termo dispersivo. A equação KdV é invariante em relação as
seguintes mudanças de variáveis.
I)x −→ b

1
3x, t −→ −t, u −→ ua−1b

1
3

II)t −→ t+ c1
III)x −→ x+ c2
IV)x −→ cx, t −→ c3t, u −→ c−2u
V)x −→ x+ γt, u −→ u+ γ.
Aplicando a mudança de variável dada em I à equação KdV, obtem-se

∂a−1b
1
3u

∂(−t) = −aa−1b
1
3u
∂a−1b

1
3u

∂b
1
3x

− b
∂3a−1b

1
3u

∂(b
1
3x)3

a−1b
1
3

−1

∂u

∂t
= −aa

−1b
1
3a−1b

1
3

b
1
3

u
∂u

∂x
− ba−1b

1
3

b

∂3u

∂x3

ut = uux + uxxx, (2.37)
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ou seja, mantém a mesma estrutura. Vamos nos conter em fazer apenas a mudança de
variável indicada em I, pois será útil para realização de nossos cálculos. Para veri�car
que a estrura da equação KdV se mantém em relação as outras mudanças de variáveis
basta seguir o mesmo procedimento.

Propriedades das Soluções da Equação KdV
Proposição 2.1. A equação KdV admite uma solução única dada uma condição ini-
cial(c.i.).

De fato, considere a equação
ut = uux + uxxx (2.38)

e
vt = vvx + vxxx (2.39)

admitindo que
u(x, 0) = v(x, 0) c.i. (2.40)

com x ∈ [−∞,∞]. Consequentemente
(u− v)t = uux − vvx + (u− v)xxx (2.41)

que pode ser reescrita como
(u− v)t = u(u− v)x + (u− v)vx + (u− v)xxx. (2.42)

De�nindo w(x, t) = u(x, t)− v(x, t), a equação (2.42) �ca
wt = uwx + wvx + wxxx. (2.43)

Suponha que para x −→ ±∞, u(x, t) e v(x, t) −→ 0. Mutiplicando (2.43) por w e
integrando-a no intervalo [−∞,∞], tem-se

∫ ∞

−∞
dxwwt =

∫ ∞

−∞
dxwuwx +

∫ ∞

−∞
dx(w2)vx +

∫ ∞

−∞
dxwwxxx. (2.44)

O primeiro e último termo do lado direito da equação (2.44), podem ser reescritos da
seguinte forma: ∫ ∞

−∞
dxwuwx =

∫ ∞

−∞
dx

1

2

(
w2

)
x
u

=

[
1

2
w2u

]∞

−∞
−

∫ ∞

−∞
dx

1

2
w2ux

∫ ∞

−∞
dxwwxxx = [wwxx]

∞
−∞ −

∫ ∞

−∞
dxwxxwx

= −1

2

∫ ∞

−∞
dx

(
w2

x

)
x

=

[
w2

x

2

]−∞

∞
.
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Assumindo que as derivadas de u e v −→ 0 quando x −→ 0 a equação (2.44), �ca

d

dt

∫ ∞

−∞
dx

1

2
w2 =

∫ ∞

−∞
dxw2

(
vx − 1

2
ux

)
(2.45)

onde o termo do lado esquerdo da equação (2.44) foi reescrito de forma conveniente.
Podemos de�nir

E(t) =

∫ ∞

−∞
dx

1

2
w2 (2.46)

m = 2max|vx − 1

2
ux| (2.47)

e pela relação (2.47) a equação (2.45) pode ser escrita como6

dE(t)

dt
≤ mE(t) (2.48)

E(t) ≤ E(0)emt. (2.49)

Assim, da equação (2.40) vem que w(x, 0) = 0 e portanto usando (2.46):

E(0) = 0 (2.50)

implicando em

E(t) = 0 ∀ t. (2.51)

Dessa forma, tem-se

E(0) =

∫ ∞

−∞
dx

1

2
w2(x, 0) (2.52)

E(t) =

∫ ∞

−∞
dx

1

2
w2(x, t) (2.53)

que nos remete, com (2.50) e (2.51), a:

w(x, t) = u(x, t)− v(x, t) = 0 (2.54)

implicando em

u(x, t) = v(x, t) ∀(x, t), (x, t) → (−∞,∞) (2.55)

con�rmando assim a a�rmação feita .
6∫∞
−∞ f(x)g(x)dx ≤ ∫∞

−∞ | f(x)g(x) | dx ≤ ∫∞
−∞ | f(x) || g(x) |≤ ∫∞

−∞ | f(x) | max| g(x) |
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Soluções Tipo Sóliton
De�nição 2.2. Uma onda tipo sóliton para a equação KdV tem as seguintes proprie-
dades:
I)u(x, t) −→ 0 quando x −→ ±∞
II)A onda representada por u(x, t) viaja somente para esquerda.
III)A amplitude da onda é diretamente proporcional a sua velocidade.
IV)A onda u(x, t) não tem dispersão.

Assuma que

u(x, t) = u(ξ), ξ = x+ ct com c > 0. (2.56)

Substituindo na equação (2.37), vem que

uξ
∂ξ

∂t
= uuξ + uξξξ (2.57)

cuξ = uuξ + uξξξ (2.58)

que pode ser reescrita como

c
du

dξ
=

d

dξ

(1

2
u2 +

d2u

dξ2

)
. (2.59)

A integral inde�nida de (2.59) é

1

2
u2 +

d2u

dξ2
− cu = A (2.60)

onde A é uma constante. Mutiplicando (2.60) por du
dξ
, temos

du

dξ

(1

2
u2 +

d2u

dξ2
− cu

)
=

du

dξ
(A) (2.61)

que por conveniência será reescrita da seguinte forma
1

2

d

dξ

((du
dξ

)2)
+

1

6

d

dξ
(u3)− c

2

d

dξ
(u2) =

du

dξ
A.

(2.62)

Já a integral inde�nida da equação (2.62) nos dá

1

2

(du
dξ

)2

+
u3

6
− cu2

2
= u(A) + A

′ (2.63)

onde A′ é outra constante. Impondo as condições de contorno u,du
dξ
,d2u
dξ2 −→ 0 quando

ξ −→ ±∞, concluimos que A′
= 0. Assim

1

2

(du
ξ

)2

+
u3

6
− cu2

2
= 0, (2.64)
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sendo que admitimos A = 0 por conviniência. Repare que a equação diferencial,
tornou-se separável. Portanto realizando a separação de variável, temos

∫ u

0

du′

u′
√
−u′

3
+ c

= ±
∫ ξ

0

dξ
′ (2.65)

de�nindo u = χsech2(θ), onde χ = 3c e sob a condição −1
3
u+c ≥ 0 obtemos o seguinte

resultado

ξ = ± 2θ√
c

+ x0; ξ ∈ [−∞,∞] (2.66)

onde x0 é uma constante de integração. Assim u(x, t) �ca

u(x, t) = χsech2(
±√c

2
(x+ ct)− x0) (2.67)

ou

u(x, t) = χsech2(
±√c

2
ξ − x0). (2.68)

Agora vamos analisar as propriedades dessa solução. A escolha de sinal é irrelevante,
pois u(x, t) é par em relação a ξ. Fica evidende que u(x, t) −→ 0, quando x −→∞ pois
sech2(±∞) = 0. Outro detalhe é que a condição −1

3
u+ c ≥ 0 implica em c > 1

3
u > 0,

nos garantindo uma solução real, evitando que a solução seja oscilante. Explicitamente
temos a amplitude proporcional a velocidade de propagação. Falta somente analisar a
relação de dispersão de u(x, t). Desde que

u(x, t) = f(x+ ct) (2.69)

cada modo de Fourier pode ter a seguinte forma7

uk(x, t) = exp(ik(x+ ct))f̃(k) (2.70)

que claramente nos dá

wk = kc. (2.71)

Consequentemente

c =
wk

k
(2.72)

vg =
dwk

dk
= c (2.73)

portanto u(x, t) não dispersa. Logo u(x, t) é um sóliton.
7f(x, t) =

∫∞
−∞ dkei(kx+wt)f̃(k)
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Equação KdV Como Sistema Hamiltoniano
Na de�nição 2.1 e pelo o enunciado do teorema de Liouville, vimos que satisfeita as
condições de integrabilidade, obtemos Ṗi = {Pi, H} = 0, ou seja, é preciso conhecer
a Hamiltoniana do sistema. Portanto para estudarmos a integrabilidade da equação
KdV é fundamental saber a forma da Hamiltoniana para a mesma. Usando os col-
chetes de Poisson, damos à equação KdV, uma estrutura canônica e assim obtemos a
Hamiltoniana relacionada a ela. Então a forma

ut = uux + uxxx (2.74)

deve ser apresentada como

ut = {u(x, t), H}. (2.75)

Para isso, basta escrever (2.74) como

ut =
∂

∂x

(u2

2
+
∂2u

∂x2

)
(2.76)

e observar que o funcional

F [u] =

∫ ∞

−∞
dx

(
u3

3!
− 1

2

(∂u
∂x

)2
)

(2.77)

tem como derivada8

δF

δu(x)
=
u2(x)

2
+
∂2u(x)

∂x2
. (2.78)

Fazendo

F [u] ≡ H[u] (2.79)

podemos escrever (2.76) como:

ut =
∂

∂x

δH[u]

δu(x)
(2.80)

obtendo (2.75) sob a forma:

{u(x, t), H[u]} =
∂

∂x

δH[u]

δu(x)
. (2.81)

Usando os colchetes9 de Poisson e H dada por (2.77) temos que
∫ ∞

−∞
dy
δH[u]

δu(y)
{u(x), u(y)} =

∂

∂x

δH[u]

δu(x)
. (2.82)

8A derivada para funcionais é discutida no apêndice A
9A evolução temporal de u(x) pode ser obtida através do colchetes de Poisson para funcionais, ver

apêndice A
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Isso nos mostra que10

{u(x), u(y)}1 =
∂

∂x
δ(x− y), (2.83)

portanto a equação KdV é um sistema Hamiltoniano com

H2 =

∫ ∞

−∞
dx

{
u3

3!
− 1

2

(
∂u

∂x

)2
}

(2.84)

tal que11

ut = {u(x, t), H2}1 = uux + uxxx. (2.85)

Um fato interessante e importante em relação a equação KdV é que podemos expressar
outras Hamiltonianas com outros colchetes de Poisson para u(x) e u(y). Para con�rmar
nossa a�rmação vamos de�nir:

{u(x), u(y)}2 =

[
∂3

∂x3
+

1

3

( ∂

∂x
u(x) + u(x)

∂

∂x

)]
δ(x− y) (2.86)

e

H1 =

∫ ∞

−∞
dx

1

2
u2(x). (2.87)

A derivada funcional da equação (2.87) é

δH1

δu(y)
= u(y), (2.88)

de tal maneira que

ut = {u(x, t), H1}2 (2.89)

=

∫ ∞

−∞
dxdy

δu(x)

δu(x)
{u(x), u(y)} δH1

δu(y)

=

∫ ∞

−∞
dx
δu(x)

δu(x)

∫ ∞

−∞
dy{u(x), u(y)} δH1

δu(y)

=

∫ ∞

−∞
dxδ(x− y)

∫ ∞

−∞
dy

( ∂3

∂x3
+

1

3

( ∂

∂x
u(x) + u(x)

∂

∂x

))
δ(x− y)u(y)

=

∫ ∞

−∞
dy

( ∂3

∂x3
+

1

3

( ∂

∂x
u(x) + u(x)

∂

∂x

))
δ(y − x)u(y)

10Os índices são colocados nos colchetes de Poisson e Hamiltonianas de forma convenientes.
11A notação da equação (2.85) deve ser interpretada da seguinte forma: os cálculos serão realizados

com a Hamiltoniana H2 usando o colchete de Poisson {u(x), u(y)}1 segundo a de�nição A.3 do apêndice
A
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=

∫ ∞

−∞
dyu(y)

∂3δ(x− y)

∂x3
+

1

3

∫ ∞

−∞
dyu(y)

∂(u(x)δ(x− y))

∂x
+

+
1

3

∫ ∞

−∞
dyu(y)u(x)

∂δ(x− y)

∂x

= uxxx +
1

3
uux +

2

3
uux

ut = uux + uxxx (2.90)

onde da antepenútima igualdade para penultima igualdade foi realizada integração por
partes12. Portanto podemos ter mais de uma Hamiltoniana para um dado sistema e
esse fato será usado para mostrar a integrabilidade da equação KdV.

Integrabilidade da Equação KdV
Estendendo a idéia vista na seção (2.2) para um sistema contínuo, caso um sistema
possua um número in�nito de quantidades conservadas em involução esse sistema é
integrável e como foi mencionado a equação KdV é integrável. Portanto devemos con-
seguir exibir um número in�nito de quantidades conservadas em involução relacionadas
a equação KdV para con�rmar nossa a�rmação. Se Q[u] é uma quantidade conservada,
então

dQ[u]

dt
= {Q[u], H} = 0 (2.91)

onde de�niremos para um Q[u] qualquer

Q[u] =

∫ ∞

−∞
dxρ[u(x, t)] (2.92)

de tal forma que

dQ[u]

dt
= lim

4t−→0

{∫∞
−∞ dx (ρ[u(x, t+4t)]− ρ[u(x, t)])

4t

}

= lim
4t−→0





∫∞
−∞ dx

(
ρ[u(x, t)] + ∂ρ[u(x,t)]

∂t
4t+O((4t)2) + ...− ρ[u(x, t)]

)

4t





= lim
4t−→0





∫∞
−∞ dx

(
∂ρ[u(x,t)]

∂t
4t+O((4t)2) + ...

)

4t





= lim
4t−→0

{∫ ∞

−∞
dx

(
∂ρ[u(x, t)]

∂t
+O((4t)) + ...

)}
.

12As integrais foram resolvidas usando as propriedades da função delta de Dirac, as quais se encon-
tram no apêndice A
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Portanto, aplicando o limite, temos

dQ[u]

dt
=

∫ ∞

−∞
dx
∂ρ[u(x, t)]

∂t
= 0, (2.93)

pode-se dizer que a densidade ρ[u(x, t)] é parte de uma equação de continuidade, desde
que uma corrente J [u(x, t)] se anule nos extremos, dessa forma teremos

∂ρ[u(x, t)]

∂t
+
∂J [u(x, t)]

∂x
= 0 (2.94)

uma equação da continuidade. Portanto além dos Qi[u] serem integráveis a própria
densidade deve satisfazer a equação da continuidade. Perceba que de�nindo

ρ0[u(x, t)] = u(x, t) (2.95)

J0 = −
(1

2
u2 +

∂2u

∂x2

)
(2.96)

podemos reescrever a equação KdV na forma da equação da continuidade. Assim

Q0(u) = H0 =

∫ ∞

−∞
dxρ0[u(x, t)] =

∫ ∞

∞
dxu(x, t) (2.97)

é uma constante de movimento. A segunda constante de movimento pode ser obtida
fazendo

uut = u(uux + uxxx) (2.98)
ou

∂

∂t

(u2

2

)
=

∂

∂x

(1

3
u3 − 1

2

(∂u
∂x

)2

+ u
∂2u

∂x2

)
. (2.99)

Com procedimento análogo logramos

ρ1[u(x, t)] =
1

2
u2 (2.100)

J1 = −
(1

3
u3 − 1

2

(∂u
∂x

)2

+ u
∂2u

∂x2

)
(2.101)

H1 =

∫ ∞

−∞
dxρ1[u(x, t)]. (2.102)

Note que a equação (2.102) é igual a equação (2.87). A Hamiltoniana H2 pode ser
nossa terceira constante, que por uma questão de notação passaremos representar a
mesma por HKdV . Então, para que HKdV seja nossa terceira constante de movimento,
basta satisfazer a segunda condição da de�nição 2.1. Portanto

dHKdV

dt
= {HKdV , HKdV }
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=

∫ ∞

−∞
dxdy

δHKdV

δu(x)
{u(x), u(y)}δHKdV

δu(y)

=

∫ ∞

−∞
dxdy

δHKdV

δu(x)

∂δ(x− y)

∂x

δHKdV

δu(y)

= −
∫ ∞

−∞
dxdy

δHKdV

δu(x)

∂δ(y − x)

∂y

δHKdV

δu(y)

=

∫ ∞

−∞
dx
δHKdV

δu(x)

∂

∂x

δHKdV

δu(x)

=

∫ ∞

−∞
dx

1

2

∂

∂x

[(
δHKdV

δu(x)

)2
]

=

[(
δHKdV

δu(x)

)2
]∞

−∞
=

[(
u2(x)

2
+
∂2u(x)

∂x

)2
]∞

−∞
= 0, (2.103)

onde u e suas derivadas vão a zero quando x −→ ±∞. Para averiguarmos coerência
em nossa notação, notemos que

{u(x, t), H2}1 =

∫ ∞

−∞
dxdy

δu(x, t)

δu(x)

∂δ(x− y)

∂x

δH2

δu(y)

= −
∫ ∞

−∞
dx
δu(x, t)

δu(x)

∫ ∞

−∞
dy

(
∂δ(y − x)

∂y

δH2

δu(y)

)

= −
∫ ∞

−∞
dxδ(x− y)

∫ ∞

−∞
dy

(
∂δ(y − x)

∂y

δH2

δu(y)

)

= −
∫ ∞

−∞
dy

(
∂δ(y − x)

∂y

δH2

δu(y)

)

=
∂

∂x

(
u2

2
+
∂2u

∂x2

)

= uux + uxxx

= ut. (2.104)

Já o colchete de Poisson para u(x) e H1 usando {u(x), u(y)}1 é13

{u(x, t), H1}1 =

∫ ∞

−∞
dy{u(x), 1

2
u2(y)}

=

∫ ∞

−∞
dyu(y){u(x), u(y)}

=

∫ ∞

−∞
dyu(y)

∂

∂x
δ(x− y)

13Algumas propriedades algébricas do colchete de Poisson das variáveis dinâmicas F e G.
{F + αG, J} = {F,J} + α{G,J}
{FG, J} = F{G,J} + {F,J}G
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=
∂u(x)

∂x
= ux. (2.105)

H2 e H1 podem ser considerados como geradores da evolução temporal e de transla-
ção espacial respectivamente, portanto energia e momento. Agora vamos mostrar que
usando uma versão da equação de Ricatti iremos obter uma transformação chamada
Miura, sendo que isso será importante para construir sistematicamente quantidades
conservadas.

Transformação de Miura
Usando a transformação

u(x, t) = v2(x, t) + i
√

6
∂v

∂x
(2.106)

chamada equação de Ricatti na equação (2.37), obtem-se

vt = v2vx + vxxx, (2.107)

conhecida como equação KdV modi�cada (MKdV). Substituindo equação (2.106) na
equação (2.37), vem que

(
v2(x, t) + i

√
6
∂v

∂x

)
t

=
(
v2(x, t) + i

√
6
∂v

∂x

)(
v2(x, t) + i

√
6
∂v

∂x

)
x

+

(
v2(x, t) + i

√
6
∂v

∂x

)
xxx

2vvt + i
√

6vxt = 2v3vx + 2vvxxx + i
√

6v2vxx + 2i
√

6vv2
x + i

√
6vxxxx

+6vxvxx − 6vxvxx

(
2v + i

√
6vx

)
vt = 2v3vx + 2vvxxx︸ ︷︷ ︸

2v(v2vx+vxxx)

+ i
√

6v2vxx + 2i
√

6vv2
x + i

√
6vxxxx︸ ︷︷ ︸

i
√

6 ∂
∂x

(v2vx+vxxx)

+6vxvxx − 6vxvxx︸ ︷︷ ︸
0

(2v + i
√

6vx)vt = (2v + i
√

6vx)(v
2vx + vxxx)

vt = v2vx + vxxx. (2.108)

Portanto, além de veri�carmos a veracidade da a�rmação, concluimos pelas equações
(2.106) e (2.107) que qualquer solução da equação MKdV nos fornece solução para
a equação KdV. Um outro detalhe relacionando as equações MKdV e KdV é que
apesar da equação MKdV ser derivada da equação KdV, elas não possuem as mesmas
simetrias. Isso pode ser veri�cado por meio das mudanças de variáveis do tipo V,
as quais a equação KdV é invariante [42]. Além disso, o resultado obtido realizando
as mudanças de variáveis do tipo V será usado posteriormente para mostrar que as
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equações MKdV e KdV possuem in�nitas quantidades conservadas. Note que dada a
seguinte mudança de variáveis

t −→ t (2.109)

x −→ x+
3

2ε2
t (2.110)

u −→ u+
3

2ε2
(2.111)

v −→ ε√
6
v +

√
6

2ε
(2.112)

ao substituirmos na equação (2.107), vem que

∂
(

ε√
6
v +

√
6

2ε

)

∂t
=

(
ε√
6
v +

√
6

2ε

)2 ∂
(

ε√
6
v +

√
6

2ε

)

∂x
+
∂3

(
ε√
6
v +

√
6

2ε

)

∂x3

ε√
6

{
∂v

∂x

∂x

∂t
+
∂v

∂t

∂t

∂t

}
=

(
ε√
6
v +

√
6

2ε

)2
ε√
6
vx + +

ε√
6
vxxx

{
3

2ε2
vx + vt

}
=

(
ε√
6
v +

√
6

2ε

)2

vx + +vxxx

vt = − 3

2ε2
vx +

(
ε2

6
v2 + v +

3

2ε2

)
vx + vxxx

vt =
(ε2

6
v2 + v

)
vx + vxxx. (2.113)

Portanto, explicitamente a equação MKdV não é invariante mediante mudança de
variáveis do tipo V. Perceba que quando ε −→ 0 nós temos

vt = vvx + vxxx (2.114)

que é a equação KdV para v(x, t). Já para ε −→∞, realizando o reescalamento v −→√
6

ε
v vem que

vt = v2vx + vxxx, (2.115)

ou seja, a equação MKdV. Agora, como foi mencionado, vamos mostrar que a equação
KdV tem in�nitas quantidades conservadas. Se v(x, t) é uma solução14 da equação

vt =
(ε2

6
v2 + v

)
vx + vxxx,

ou

vt =
∂

∂x

( ε2
18
v3 +

1

2
v2 + vxx

)
, (2.116)

14v(x, t) é uma solução geral, ou seja, v(x, t) é qualquer função que satisfaça a equação (2.113).
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então, v(x, t) também fornece soluções para equação KdV quando ε −→ 0 através da
relação

u =
ε2v2

6
+ v + iε

∂v

∂x
, (2.117)

obtida substituindo as equações (2.111), (2.112) na equação (2.106). Pois

u = v, ε = 0, (2.118)

ou seja, quando ε −→ 0 a equação MKdV fornece soluções para equação KdV. Olhando
para (2.117) notamos que se conseguirmos encontrar quantidades conservadas para a
equação MKdV automaticamente estaremos encontrando para KdV. Perceba que a
equação (2.116) tem a forma da equação da continuidade,

∂ρ

∂t
+
∂J

∂x
= 0 (2.119)

onde

ρ[v(x, t)] = v(x, t) (2.120)

Jv = −
(
ε2

18
v3 +

1

2
v2 + vxx

)
. (2.121)

Portanto, de�nindo

K =

∫ ∞

−∞
dxρ[v(x, t)], (2.122)

tem-se que

dK

dt
=

d

dt

∫ ∞

−∞
dxv(x, t)

=

∫ ∞

−∞
dx
∂v(x, t)

∂t

=

∫ ∞

−∞
dx
∂J

∂x

=

[
ε2

18
v3 +

1

2
v2 + vxx

]∞

−∞
= 0, (2.123)

onde v, vxx −→ 0 quando x −→±∞. Como na equação (2.95) temos uma relação direta
de ρ[v(x, t)] com v(x, t) e na equação (2.96) uma corrente Jv associada à ρ[v(x, t)]. Nesse
sentido, ao exibirmos in�nitas quantidades para equação MKdV estaremos obtendo
in�nitas quantidades para a equação KdV. Para isso, ao invés de termos u(x, t) em
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função de v(x, t) na equação (2.117), nós podemos inverter a equação (2.117) e expandir
v(x, t) em termos de u(x, t) como

v(x, t) =
∞∑

n=0

εnvn[u(x, t)]. (2.124)

Da equação (2.116) podemos ver vn[u(x, t)] como quantidade conservada da equação
KdV , desde que a série em ε satisfaça a equação da continuidade. Note que

Q[u] =

∫ ∞

−∞
dx

(
v + iε

∂v

∂x
+
ε2v2

6

)

=

∫ ∞

−∞
dx

(
v +

ε2v2

6

)
+ iε

∫ ∞

−∞
dx
∂v

∂x

=

∫ ∞

−∞
dx

(
v +

ε2v2

6

)
+ iεv|∞−∞ (2.125)

=

∫ ∞

−∞
dx

(
v +

ε2v2

6

)
+ iε(0− 0)

=

∫ ∞

−∞
dx

(
v +

ε2v2

6

)
. (2.126)

Podemos nos perguntar se a equação (2.117) pode nos levar a uma relação polinomial
inversa em termos de u(x,t) já que pela equação (2.126) o termo que envolve derivada
espacial não contribui para escrever Q[u(x, t)]. Para investigar essa questão vamos
ignorar o terceiro termo do lado direito da equação (2.117). Portanto

u(x, t) =
ε2

6
v2 + v (2.127)

que pode ser reescrita como

u+
6

4ε2
=

(√6

2ε
+

ε√
6
v
)2

√
6

2ε
+

ε√
6
v =

(
u+

6

4ε2

) 1
2

v =

√
6

ε

[(
u+

3

2ε2

) 1
2
]
−
√

6

2ε

v =
3

ε2

[(
1 +

2

3
ε2u

) 1
2 − 1

]
, (2.128)

ou seja, v tem uma relação polinomial em termos u e essa relação é uma série em
termos pares de ε, já que

(1 + x)k =
∞∑
0

k!

(k − n)!

xn

n!
para |x| < 1. (2.129)
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Portanto, de�nindo x = 2
3
ε2u a equação (2.128) em relação a ε se comporta da seguinte

forma:

v ∼ 3

ε2

(
1 +

1

2

2uε2

3
+

∞∑
2

k!

(k − n)!

xn

n!
− 1

)

v ∼
(
u+

∞∑
2

k!

(k − n)!
3ε2n−2

(
2u
3

)n

n!

)
. (2.130)

Vamos mostrar que os termos impares da expansão de vn[u(x, t)] em ε estão envolvidos
com derivadas espaciais. Considere v escrita como:

v = y + iz, y, z ∈ R. (2.131)

Então ao substituirmos (2.131) em (2.117), obtemos

u = y + iz + iε
∂

∂x
(y + iz) +

ε2

6
(y2 − z2 + i2yz)

u =
(
y − ε

∂z

∂x
+
ε2

3
(y2 − z2)

)
+ i

(
z + ε

∂y

∂x

)
+
ε2

3
yzi. (2.132)

Desde que u seja real, temos que

z + ε
∂y

∂x
+
ε2

3
yz = 0

ou

z
(
1 +

ε2

3
y
)

= −ε∂y
∂x

de outra forma

z = −ε∂y
∂x

1(
1 + ε2

3
y
) = −3

ε

∂

∂x
ln

(
1 +

ε2

3
y
)
. (2.133)

A relação (2.133) é o su�ciente para mostrar que a parte imaginaria de v é uma derivada
espacial que envolve termos impares da série em ε, pois

ln(1 + x) =
∞∑
0

(−1)n

n+ 1
xn+1, para |x| < 1 (2.134)

e de�nindo

x =
ε2

3
y, (2.135)

tem-se que

z ∼ ε2n+2

ε
∼ ε2n+1. (2.136)
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Com o objetivo de mostrar que através da equação (2.124) podemos obter in�nitas
quantidades de movimento, vamos usar a equação (2.117) para de�nir a escala de
dimensões das mesmas. Portanto

[u] = 1

[v] = 1

[x] = −1

2
(2.137)

[ε] = −1

2
.

Ao substituirmos a proposta de v(x, t) feita em (2.124) na equação (2.117) vem que

u =
∞∑

n=0

εnvn + i

∞∑
n=0

εn+1(vn)x +
∞∑

n=0

εn+2

6

n∑
m=0

vn−mvm

u =
∞∑

n=0

εn[vn + i(vn−1)x +
1

6

n−2∑
m=0

εnvn−m−2vm]

assumindo que v−1 = v−2 = 0 concluimos que u = v0 e consequentemente temos

vn + i(vx)n−1 +
1

6

n−2∑
m=0

εnvn−m−2vm = 0 n > 0 (2.138)

uma relação recursiva entre varias densidades que por sua vez, nos permite realizar
construções das mesmas. Por exemplo, para n = 1 e n = 2 temos respectivamente

v1 + i
∂v0

∂x
= 0

v1 = −i∂u
∂x
, (2.139)

v2 + i
∂v1

∂x
+

1

6
v2

0 = 0

v2 = −1

6
u2 − ∂2u

∂x2
. (2.140)

Como já haviamos comentado ao analisarmos as equações (2.130) e (2.136), os termos
pares de ε em v estarião associados a u e os impares à parte imaginária, que são
derivadas. Precisamos agora mostrar que através de (2.138) podemos obter in�nitas
quantidades conservadas para a equação KdV. Podemos escrever ρ0 e ρ1 por meio das
equações (2.139)e (2.140) já que:

ρ0 = 3u (2.141)

onde o fator 3 não muda o resultado obtido em (2.97). Dessa forma concluimos que

ρ0 = 3v0. (2.142)
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Para ρ1 temos:

ρ1 =
1

2
u2. (2.143)

De (2.140), vem que

v2 = −(
1

6
u2 + uxx). (2.144)

Dessa forma obtemos

ρ1 = −3v2 =
1

2
u2 + derivadas. (2.145)

ρ2 = 3v4 =
1

6
u3 − 1

2

(
∂u

∂x

)2

. (2.146)

Vale lembrar da equação (2.126) que as derivadas não contribuem para escrever as
quantidades conservadas. O processo realizado para ρ0 e ρ1 pode ser feito para ρn, logo

ρn = 3(−1)nv2n, (2.147)

nos levando à

Hn =

∫ ∞

−∞
dxρn = 3(−1)n

∫ ∞

−∞
dxv2n. (2.148)

Fazendo

m′ =
n

2

temos

Hm′ =

∫ ∞

−∞
dxρm′ = 3(−1)

n
2

∫ ∞

−∞
dxvn

= µ

∫ ∞

−∞
dxvn. (2.149)

Dessa forma, pela de�nição de K obtemos

K =

∫ ∞

−∞
dxρ[v(x, t)] =

∫ ∞

−∞
dxv(x, t) =

∑
n

∫ ∞

−∞
dxεnvn[u(x, t)]

=
∑

n

µ−1εnHm′ (2.150)

O comportamento das escalas das n constantes de movimento podem ser calculado
como segue. De�nindo

[
∂

∂x
] =

1

2
(2.151)
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e das equações (2.138), (2.139) e (2.140) vem que

[u] = [v0] = 1

[v1] =
1

2
+ 1 = [v0] +

1

2

[v2] = 2 = [v1] +
1

2

ou de outra maneira

[u] = [v0] =
0

2
+ 1

[v1] =
3

2
=

1

2
+ 1

[v2] = 2 =
2

2
+ 1.

Dessa forma podemos concluir que

[vn] = [vn−1] +
1

2
(2.152)

[vn] =
n

2
+ 1. (2.153)

Portanto para as densidades �ca

[ρn] = [v2n] = n+ 1 (2.154)

pois

ρn ∼ v2n. (2.155)

Sendo assim claramente existem in�nitas constantes de movimento e como cada cons-
tante está associada a uma escala distinta �ca evidente que elas são independentes. Nos
falta mostrar que essas constantes estão em involução, para isso é interessante notar
que as quantidades conservadas

H0 =

∫ ∞

−∞
dxu(x, t) (2.156)

H1 =

∫ ∞

−∞
dx

1

2
u2(x, t) (2.157)

H2 =

∫ ∞

−∞
dx

( 1

3!
u3 − 1

2
u2

x

)
(2.158)
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...

Hn para n = 0, 1, 2, ... (2.159)

satisfazem a relação
(
D3 +

1

3
(Du+ uD)

) δH−1

δu(x)
= D

δH0

δu(x)
, D = Dx =

∂

∂x
. (2.160)

Assumindo que H−1 = 0, logicamente temos
(
D3 +

1

3
(Du+ uD)

) δH−1

δu(x)
= 0 (2.161)

e

D
δH0

δu(x)
= Dx(1) = 0. (2.162)

Note que o mesmo ocorre para H0 e H1

(
D3 +

1

3
(Du+ uD)

) δH0

δu(x)
= D

δH1

δu(x)
, (2.163)

sendo que
(
D3 +

1

3
(Du+ uD)

) δH0

δu(x)
=

∫ ∞

−∞
dy

(
D3

x +
1

3
(Dxu+ uxDx)

)
3δ(x− y)

= 3Dx

∫ ∞

−∞
dyδ(x− y)

+

∫ ∞

−∞
dy[(Dxu(x)δ(x− y) + 2u(x)Dxδ(x− y))]

= 3Dx(1) +Dxu(x)

∫ ∞

−∞
dyδ(x− y)

+ 2u(x)Dx

∫ ∞

−∞
dyδ(x− y)

= Dxu(x)(1) + 2u(x)Dx(1)

= Dxu(x)

= ux. (2.164)

De outra forma, temos que

D
δH1

δu(x)
= Dxu(x). (2.165)

Como conseguimos obter êxito para H−1 e H0 isso nos permite conjecturar que vale
para todo n,

(
D3 +

1

3
(Du+ uD)

)δHn−1

δu(x)
= D

δHn

δu(x)
n = 0, 1, 2, ... . (2.166)
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Esses resultados indicam que todas as constantes de movimento obedecem a relação
funcional acima. Das equações (2.123) e (2.150) segue que

dHm

dt
= 0. (2.167)

Pelas equações (2.83), (2.86), (2.90) e (2.104) a evolução temporal de uma constante
de movimento pode ser dada por

dHm

dt
= {Hm, H2}1 (2.168)

ou
dHm

dt
= {Hm, H1}2. (2.169)

Portanto15

dHm

dt
=

∫ ∞

−∞
dxdy

δHm

δu(x)

( ∂3

∂x3
+

1

3

( ∂

∂x
u(x) + u(x)

∂

∂x

))
δ(x− y)

δH1

δu(y)
u(x)

= −
∫ ∞

−∞
dx

( ∂3

∂x3
+

1

3

( ∂

∂x
u(x) + u(x)

∂

∂x

))
δ(x− y)

δHm

u(x)
u(x). (2.170)

As quantidades conservadas são funcionais. Logo suas derivadas funcionais dependem
de u e das derivadas de u. Olhando a equação (2.170) percebemos que o resultado da
integral dependerá de u e das derivadas de u. Isso irá ocorrer devido a propriedade da
função delta. Portanto a equação (2.170) será nula, pois u e suas derivadas são nulas
para x = ∓ ∞, o que rati�ca o resultado da equação (2.167). Nos resta mostrar que
as quanidades conservadas estão em involução. Sendo assim

{Hn, Hm}1 =

∫ ∞

−∞
dxdy

δHn

δu(x)
Dxδ(x− y)

δHm

δu(y)

=

∫ ∞

−∞
dx

δHn

δu(x)
Dx

δHm

δu(x)

= −
∫ ∞

−∞
dxDx

δHn

δu(x)

δHm

δu(x)

= −
∫ ∞

−∞
dx

(
D3

x +
1

3

(
Dxu+ uDx

))δHn−1

δu(x)

δHm

δu(x)

=

∫ ∞

−∞
dx
δHn−1

δu(x)

(
D3

x +
1

3

(
Dxu+ uDx

)) δHm

δu(x)

=

∫ ∞

−∞
dx
δHn−1

δu(x)
Dx

δHm+1

δu(x)

= {Hn−1, Hm+1}1. (2.171)
15Os cáculos referentes as integrais das equações (2.170) e (2.171), encontran-se no apêndice A.
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Então pelas equações (2.167), (2.168) e (2.171) temos

{Hm+1, H1}1 = {Hm, H2}1 = 0

{Hm, H2}1 = {Hm−1, H3}1 = 0

...

{H2, Hm}1 = {H1, Hm+1}1 = 0.

E por um processo de recorrência, conclui-se que

{Hn, Hm}1 = {Hn−1, Hm+1}1 = 0, (2.172)

ou de outra forma

{Hn, Hm}1 = {Hm, Hn}1 = 0. (2.173)

Portanto mostramos que todas as quantidades estão em involução e além disso são
independentes. Isto prova , pelo teorema de Liouville, que a equação KdV é integrável.

2.5 Método de Lax
Existem conhecidos métodos para resolver equações diferenciais lineares para um dado
conjunto de condições iniciais. Um exemplo é a transformada de Fourier que troca uma
equação diferencial por uma equação algébrica que é resolvida facilmente. Agora se a
equação diferencial for não-linear, como a equação KdV, qual procedimento deve ser
realizado para que possamos obter as soluções de tal equação diferencial não-linear?
Nesse sentido é que vamos procurar entender como uma equação linear surge para a
evolução de uma dada equação não-linear e como encontrar a equação linear apropriada
para essa equação não-linear. Para entender esse procedimento precisamos conhecer o
método chamado par de Lax.

Equação de Riccati e Equação de Schrödinger
Na seção anterior escrevemos a equação KdV como um sistema Hamiltoniano. Através
de uma generalização da equação de Riccati vamos obter uma equação diferencial com
a estrutura da equação de Schrödinger. Seja então

u(x, t) = v2(x, t) + i
√

6vx(x, t) (2.174)

ao substituirmos em

ut = uux + uxxx (2.175)
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obtemos

vt = v2vx + vxxx. (2.176)

De�nindo

u(x, t) + 6λ = v2(x, t) + i
√

6vx(x, t) (2.177)

como outro caso da equação de Riccati para equação KdV e substituindo novamente
em

ut = uux + uxxx (2.178)

vem que

2vvt + i
√

6vxt = −12λvvx − iλ6
√

6vxx + 2v3 + i
√

6v2vxx + i2
√

6vvxvx

+ 2vvxxx + i
√

6vxxxx

vt =
i
√

6

2v
[−6λvxx + (vt − v2vx − vxxx)x]− 6λvvx + v2vx + vxxx

vt − (v2 − 6λ)vx − vxxx = 0. (2.179)

Nós já sabemos que a solução da equação MKdV fornece a solução da equação KdV.
De�nindo

v(x, t) = i
√

6
ψx

ψ
(2.180)

a equação (2.177) �ca

u(x, t) + 6λ = −6
ψxx

ψ2
− 6

ψ2
x

ψ2
+ 6

ψ2
x

ψ2

ψxx +

(
1

6
u(x, t) + λ

)
ψ = 0, (2.181)

que é a equação de Schrödinger independente do tempo. Em geral não é possível inver-
ter a equação (2.177), porém se conhecermos ψ que satisfaz a equação acima podemos
então inverter a equação (2.177). Desde que λ seja o autovalor da equação de Schrö-
dinger o espectro é invariante ao parâmetro t, já que foi realizada uma transformação
de Galileu. Da equação (2.180) podemos espressar ψ em função de v, tal que

ψ(x, t) = exp

(
− i√

6

∫ y2

y1

dxv(x, t)

)
(2.182)

e assim obtermos

ψt = ψ

(
− i√

6

∫ y2

y1

dxvt(x, t)

)
. (2.183)
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A equação obtida em (2.179) pode ser escrita como

vt =

(
1

3
v3 − 6λv + vxx

)

x

(2.184)

que ao ser substituida em (2.183) �ca

ψt = ψ

(
− i√

6

∫ y2

y1

dx
∂

∂x

(1

3
v3 − 6λv + vxx

))
(2.185)

consequentemente

ψt = ψ

(
− i√

6

(1

3
v3 − 6λv + vxx

))
(2.186)

e pela de�nição de v(x, t) temos

ψt +
1

6
uxψ + 4λψx − 1

3
uψx = const.ψ, (2.187)

a evolução temporal de ψ que satisfaz a equação de Schrödinger.

O Par de Lax
Dada uma evolução não-linear, estamos interessado em encontrar um operador linear
cujos autovalores são constantes sobre a evolução não-linear. Por simplicidade vamos
considerar uma evolução linear regida por um Hamiltoniano H independente do tempo,
ou seja, queremos operadores em que o valor esperado não mudam com o passar do
tempo. Portanto se A tem essas propriedades temos

U †(t)A(t)U(t) = A(0) (2.188)

com

U(t) = exp(−iHt) (2.189)

diferenciando ambos lados da equação (2.188), vem que

∂A(t)

∂t
= i[A(t), H] = i (A(t)H −HA(t)) (2.190)

isto é, o valor esperado de A(t) é independente do tempo. Perceba que podemos
escrever

∂U

∂t
= −iHU(t) = BU(t) (2.191)

e

B = iH (2.192)



2.5. Método de Lax 32

um operador anti hermitiano. Vamos exigir o mesmo para uma evolução não-linear.
Portanto, seja

L(u(x, t)) = L(t) (2.193)
um operador linear em u(x, t) com autovalores independentes do parâmetro t, dessa
forma temos

U(t)†L(u(t)U(t) = L(0). (2.194)
Diferenciando ambos os lados da equação acima vem que

∂U(t)†

∂t
L(u(t)U(t) + U(t)†

∂L(t)

∂t
U(t) + U(t)†L(u(t)

∂U(t)

∂t
= 0. (2.195)

Apesar de não sabermos a forma de U(t) continua sendo valido que
U(t)†U(t) = 1 (2.196)

e diferenciando a equação (2.196) obtemos
∂U(t)†

∂t
U(t) + U(t)†

∂U(t)

∂t
= 0. (2.197)

E como antes temos
∂U

∂t
= B(t)U(t), (2.198)

onde novamente B(t) é um operador anti hermitiano. Substituindo esse resultado na
equação (2.195) vem que

−U(t)†B(t)L(u(t)U(t) + U(t)†
∂L(t)

∂t
U(t) + U(t)†L(u(t)B(t)U(t) = 0

−U(t)†[B(t), L(t)]U(t) + U(t)†
∂L(t)

∂t
U(t) = 0

∂L(t)

∂t
= [B(t), L(t)]. (2.199)

Portanto, assumindo que L(t) tem um espectro invariante em relação ao tempo, temos
que sua evolução temporal é similar ao caso linear. A diferença é que nesse caso não
conhecemos a forma de B(t). Então seja

L(t)ψ(t) = −λψ(t) (2.200)
ψ deve estar unitariamente relacionada ao seu valor em t = 0. Isto é,

ψ(t) = U(t)ψ(0) (2.201)
a evolução temporal de ψ será

∂ψ(t)

∂t
=
∂U(t)

∂t
ψ(0) = B(t)ψ. (2.202)

Os operadores L(t) e B(t), quando existem, são conhecidos como método de Lax ou
par de Lax correspondendo a evolução de uma dada equação diferencial não-linear e
desempenha uma regra fundamental para determinar a solução da mesma.
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Par de Lax e Equação KdV
Agora estamos interessado em encontrar os operadores que formam o par de Lax da
equação KdV. Seja

ψxx +
(1

6
u(x, t) + λ

)
ψ = 0 (2.203)

a equação de Schödinger independente do tempo com o potencial u(x, t) que satisfaz
ut = uux+ uxxx nos induzindo a de�nir

L(t) =
∂2

∂x2
+

1

6
u(x, t) = D2 +

1

6
u(x, t)

e consequentemente
∂L(t)

∂t
=

1

6

∂u

∂t
.

Logo, de acordo com a de�nção de L(t) temos que

[B(t), L(t)] =
∂L(t)

∂t
=

1

6

∂u

∂t
. (2.204)

Analisando a equação (2.204) podemos propor diferentes formas para B(t). A primeira
delas é:

B = σD, D =
∂

∂x
.

onde σ é uma constante. Porém, deve-se notar que a escala de ∂u
∂x

é 3
2
equanto a escala

de D é 1
2
. A próxima forma para B(t) seria

B = a3D
3 + a1(Du+ uD),

onde a1 e a3 são constantes. Essa proposta para B(t) parece ter a forma adequada do
ponto de vista da escala de ∂u

∂x
, já que [D3] = 3

2
e [(Du + uD)] = 3

2
. Então, vamos

assumir que

[B(t), L(t)] =
∂L(t)

∂t
,

onde

L = D2 +
1

6
u

B = a3D
3 + a1(Du+ uD)

tal que

[B,L]ϕ =
(
a3D

3 + a1(Du+ uD)
) (

D2 +
1

6
u

)
ϕ

︸ ︷︷ ︸
d1

−
(
D2 +

1

6
u

) (
a3D

3 + a1(Du+ uD)
)
ϕ

︸ ︷︷ ︸
d2

.
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Para veri�car se nossa proposta descreve a evolução temporal de u(x, t), precisamos
escrever d1 − d2 de uma maneira mais explícita. Portanto, de maneira mais explícita
d1 �ca

d1 = a3

{
D5(ϕ) +

1

6
D3(uϕ)

}
+ a1

{
D(uϕxx) +

1

6
D(u2ϕ)

}

+ a1

{
uϕxxx +

1

6
uD(uϕ)

}

= a3

{
D5(ϕ) +

1

6
uxxxϕ+

3

6
uxxϕx +

3

6
uxϕxx +

1

6
uϕxxx

}
+ a1 {uxϕxx + uϕxxx}

+ a1

{
2

6
uuxϕ+

1

6
u2ϕx + uϕxxx +

1

6
u2ϕx +

1

6
uuxϕ

}

= a3D
5(ϕ) + a3

1

6
uxxxϕ+ a3

3

6
uxxϕx +

(
a3

3

6
+ a1

)
uϕxxx +

(
a3

3

6
+ a1

)
uxϕxx

+ a1
2

6
u2ϕx + a1

3

6
uuxϕ,

equanto que para d2, tem-se

d2 = a3

{
D5(ϕ) +

1

6
uϕxxx

}
+ a1

{
2uϕxxx + 4uxxϕx + 5uxϕxx + uxxxϕ+

2

6
u2ϕx

}

+

{
1

6
uuxϕ

}

= a3D
5(ϕ) +

(
a3

1

6
+ 2a1

)
uϕxxx + 5a1uxϕxx + 4a1uxxϕx + a1uxxxϕ+ a3

1

6
uϕxxx

+ a1
2

6
u2ϕx + a1

1

6
uuxϕ. (2.205)

Logo,

d1 − d2 =
(a3

6
− a1

)
uxxxϕ+

a1

3
uuxϕ+

(a3

2
− 4a1

)
(uxxϕx+ uxϕxx).(2.206)

Dessa forma, temos que

[B,L]ϕ =
(a3

6
− a1

)
D3ϕ+

a1

3
uD(u)ϕ+

(a3

2
− 4a1

)
(D2(u)D +D(u)D2)ϕ

[B,L] =
(a3

6
− a1

)
D3 +

a1

3
uD(u) +

(a3

2
− 4a1

)
(D2(u)D +D(u)D2).

As constantes a1 e a3 deve satisfazer a seguinte condição:
a3

2
− 4a1 = 0 (2.207)

ou

a3 = 8a1, (2.208)
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para que B(t) forme o par de Lax da equação KdV com L(t), pois dessa forma

[B,L] = (u(Du) + (D3u)).

Então, ao escolhermos a1 = 1
2
, teremos

∂L

∂t
= [B,L]

1

6

∂u

∂t
=

1

6

(
u
∂u

∂x
+
∂3u

∂x3

)

∂u

∂t
= u

∂u

∂x
+
∂3u

∂x3
. (2.209)

Portanto o par de Lax para equação KdV é:

L(t) = D2 +
1

6
u (2.210)

B(t) = 4D3 +
1

2
(Du+ uD). (2.211)

Para rati�car que nossa proposta é verdadeira, de acordo com a equação (2.202), temos
que

∂ψ(t)

∂t
= Bψ

ψt = −1

6
uxψ − 4λψx +

1

3
uψx + const.ψ

= −1

6
uxψ4ψxxx +

2

3
(uψx + ψux) +

1

3
uψx + const.ψ

ψt = (4D3 +
1

2
(Du+ uD) + const)ψ,

sendo que a constante não muda o comutador entre B e L. Assim

B = 4D3 +
1

2
(Du+ uD). (2.212)

Portanto, de acordo com o proposto conseguimos relacionar a evolução temporal de
uma equação não-linear com a evolução temporal de uma equação linear. Da equação
(2.180) vemos que se obtermos ψ teremos v(x, t) e consequentemente lograremos u(x, t)
através da equação de Riccati. Perceba que ψ é solução da equação diferencial linear,
que em geral é simples de ser obtida. Então, ao conseguirmos exibir o par de Lax implica
em obter v(x, t) e u(x, t). Agora, no próximo capítulo iremos dissertar a respeito de
teorias não-comutativas e analisar quais são as consequências da não-comutatividade
a nível clássico.



3
Teorias Não-Comutativas

3.1 Introdução
Não-comutatividade pode ser observada em simples rotações espaciais ou até no pro-
blema de Landau, onde momento linear não comuta na presença de campo magnético.
Porém não são essas as principais motivações que tem levado muitos pesquisadores a es-
tudarem esse assunto. Sobretudo nos últimos anos [40], muitas propostas foram feitas,
mas a que sobreviveu e ainda não tem qualquer comprovação experimental é a teoria
de cordas. É justamente nesse contexto (teorias de corda), no limite de baixas energias
na presença de campos magnéticos, que surgem teorias de campos não-comutativas
[1]. Deve-se notar porém que há razões que tornam as teorias não-comutativas pouco
viáveis ou úteis, pois a não-comutatividade pode ser expressa como

[xi, x
j] = θij, (3.1)

onde θ tem dimensão [L2], postulando assim uma incerteza na posição que implica em
uma teoria não local com todas as complicações que isso pode trazer. Além disso, da
equação (3.1) podem surgir con�itos em relação a invariância de Lorentz.

Em contra partida talvez a não-comutatividade melhore algumas características de
teorias de renormalização e na perspectiva de unir gravitação e teoria quântica existe
uma expectativa de que o espaço-tempo deve ter sua natureza alterada em distâncias
na escala de Planck apresentando assim uma incerteza que impede precisões melhores
que o comprimento de Planck e isso poderia ser descrito pela equação (3.1). Por isso
muitas formulações da Mecânica Quântica nesse tipo de espaços têm sido considera-
das por vários autores [7, 8], interessados principalmente pelas possíveis consequências
fenomenológicas. Além de extensões não-comutativas da Mecânica Quântica, também
tem sido realizadas extensões de teorias de campo não-comutativas [34, 35]. Essas ex-
tensões são feitas substituindo o produto usual do espaço de funções suaves sobre o R2

com coordenadas (x,t) pelo produto associativo não-comutativo chamado Moyal (∗).
A realização dessa extensão através da ação para sine-Gordon quebra a integrabilidade
do sistema, porém para o modelo quiral principal não há problema algum [4].

Desde que geometrias não-comutativas começaram a ser considerados no contexto
da teoria cordas [1] e em teorias de campo em geral [2], a não-comutatividade tem
sido geralmente considerada apenas no espaço entre as coordenadas, para evitar pro-
blemas de unitáriedade e causalidade [3]. Por outro lado para o caso particular da

36
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não-comutatividade bidimensional de teorias campo introduzir o tempo como uma co-
ordenada não-comutativa é obrigatório [4, 6]. Na formulação da Mecânica Quântica
sobre estes espaços não-comutativos também é considerado que as coordenadas do es-
paço de uma única partícula não comutam [7], [8], [9], [10] e [11]. Dessa maneira,
uma formulação da Mecânica Quântica Não-Comutativa com apenas uma dimensão
espacial, não é possível ou implicaria no tempo como uma coordenada não-comutativa.

Porém existe uma forma alternativa de incluir os efeitos não-comutativos em teorias
de campo: baseia-se na consideração da não-comutatividade entre os graus de liberdade
[12, 13]; por exemplo, na Mecânica Quântica Não-Comutativa as coordenadas de uma
partícula, que são os graus de liberdade do sistema não comutam. Então, se o conceito
de não-comutatividade entre os graus de liberdade for estendido para a teoria quântica
de campo, talvez a forma mais natural de introduzir a não-comutatividade seria a de
considerar que os campos em cada ponto do espaço não comutam ao invés da noção
de não-comutatividade usual de campos [12].

A situação intermediária entre teorias de campos não-comutativas e Mecânica Quân-
tica Não-Comutativa de uma partícula, e portanto Mecânica Quântica de multipartí-
culas, não foi profundamente estudada até agora. Embora se considere geralmente
que as coordenadas de diferentes partículas comutam [10], não existe qualquer limita-
ção conceitual matemática ou física, no cenário não relativistico, para implementar a
não-comutatividade entre as coordenadas de diferentes partículas [14] . Neste sentido,
aplicar o conceito de não-comutatividade entre os graus de liberdade para sistemas
discretos com N partículas seria uma razoável consideração.

Por outro lado, a Mecânica Clássica é visto como uma situação limite da Mecânica
Quântica , portanto é um assunto interessante investigar as modi�cações da habitual
Mecânica Clássica no limite da Mecânica Quântica Não-Comutativa [15, 17]. A apli-
cação do limite clássico , mostrou-se não Newtoniana. Assim, neste capítulo vamos
mostrar de forma minuciosa o teorema de Ehrenfest1 no contexto da Mecânica Quân-
tica Não-Comutativa, e, nós vamos ver que o mesmo nos leva à segunda lei de Newton
deformada.

3.2 O Limite Clássico da Mecânica Quântica Não-
Comutativa

Como foi mencionado vamos investigar o limite clássico do teorema de Ehrenfest que
nos a�rma que o valor esperado de operadores quânticos seguem uma equação de movi-
mento clássico. Nós veremos que as equações de movimento dos valores esperados dos
operadores da Mecânica Quântica Não-Comutativa não são Newtonianas e coincidem
com as equações obtidas em [15, 16, 17]. Vamos considerar uma partícula movendo em
n-dimensões dentro do contexto da Mecânica Quântica Não-Comutativa com o tempo

1A demonstração do teorema de Ehrenfest, encontra-se na seguinte referência: A.S.Davydov, Quan-
tum Mechanics, Pergamon Press Ltd 2nd Edition (1976)
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comutando com as coordenadas. Este sistema é descrito pelas coordenadas canônicas

(x̂i, p̂i) (3.2)

que obdecem a relação de comutação2

[x̃i, x̃j] = iθij (3.3)
[x̃i, p̃j] = i~δij (3.4)
[p̃i, p̃j] = 0. (3.5)

com θij sendo um tensor antisimétrico de dimensão [L2]. Vamos considerar para tais
sistemas o espaço de Hilbert usual da Mecânica Quântica [7]. Nesse sentido a evolução
dinânmica do estado |ψ〉 é dada pela usual equação de Schrödinger

i~
∂

∂t
|ψ〉 = H|ψ〉 (3.6)

onde o Hamiltoniano é de�nido como

H =
p̂p̂

2m
+ V (x̂) (3.7)

onde p̂ é o operador momento e V (x̂) é o operador potencial. O Hamiltoniano dependerá
de coordenadas que respeitam as equações (3.3), (3.4) e (3.5). È possível de�nir um
novo sistema

x̃i = x̂i +
1

2~
θij p̂j (3.8)

p̃i = p̂i (3.9)

sendo que esse novo sistema de coordenadas satisfaz as relações usuais de comutações

[x̃i, x̃j] = 0 (3.10)
[x̃i, p̃j] = i~δij (3.11)
[p̃i, p̃j] = 0. (3.12)

Portando o Hamiltoniano nesse novo sistema de coordenadas será

H =
p̂p̂

2m
+ V (x̂i +

1

2~
θij p̂j). (3.13)

Se considerarmos que o parâmetro não-comutativo é pequeno, o potencial pode ser
expandido em torno de x̃i e portanto

V = V (x̃i) + V
′
(x̂i − x̃i) +O(θ2) + ...

V = V (x̃i) +
∂V

∂x̃i

((x̃i − 1

2~
θij p̂j)− x̃i) +O(θ2) + ...

V = V (x̃i)− 1

2~
θij p̂j

∂V

∂x̃i

+O(θ2) + ....

2O comutador dos operadores A e B, de�ni-se como: [A,B] = AB - BA.
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Considerando a expansão até a primeira ordem, temos

V = V (x̃i)− 1

2~
θij p̂j

∂V

∂x̃i

. (3.14)

Agora nós vamos averiguar como o teorema de Ehrenfest se comporta nesse contexto.
Vamos admitir ainda que podemos usar a forma habitual do valor médio uma vez que
o parâmetro de não-comutatividade entra como um termo perturbativo. Sendo assim,
pelo teorema de Ehrenfest, a média da evolução temporal de um operador Ω é dada
por

〈dΩ
dt
〉 =

i

~
〈[H,Ω]〉+

∂Ω

∂t
. (3.15)

Usando a equação (3.15), vem que

d

dt
〈x̃i〉 =

i

~
〈[H, x̃i]〉 (3.16)

d

dt
〈p̃i〉 =

i

~
〈[H, p̃i], 〉 (3.17)

onde consideramos que os operadores x̃i e p̃i não dependem do tempo. Para x̃i temos
que3

i

~
〈[H, x̃i]〉 =

i

~
〈[ p̂

2
i

2m
+ V (x̂i +

1

2~
θij p̂j), x̃i]〉

=
i

~
〈[ p̂

2
i

2m
+ V (x̃i)− 1

2~
θij p̂j

∂V

∂x̃i

, x̃i]〉

=
i

~
〈([V (x̃i), x̃i]− 1

2
θij
∂V

∂x̃i

[p̃j, x̃i] +
1

2m
[p̃2

i , x̃i])〉

=
i

~
〈([V (x̃i), x̃i]︸ ︷︷ ︸

0

)− 1

2~
θij
∂V

∂x̃i

[p̃j, x̃i]︸ ︷︷ ︸
−i~

+
1

2m
([p̃i, x̃i]p̃i + p̃i[p̃i, x̃i])〉

=
i

~

(
− 1

2~
θij
∂V

∂x̃i

(−i~) +
1

2m
(−2i~p̃i)

)

=
1

m
〈p̃i〉 − θij

2~
〈∂V
∂x̃i

〉.

Consequentemente

d

dt
〈x̃i〉 =

1

m
〈p̃i〉 − θij

2~
〈∂V
∂x̃i

〉 (3.18)

3Algumas propriedades algébricas do comutador dos operadores A e B.
[A + αB, C] = [A,C] + α[B,C]
[AB, C] = A[B,C] + [A,C]B
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já para p̃i temos que
i

~
〈[H, p̃i]〉 =

i

~
〈[ p̂

2
i

2m
+ V (x̂k +

1

2~
θkj p̂j), p̃i]〉

=
i

~
〈 1

2m
[p̃2

i, p̃i]− 1

2~
θkj[p̃j

∂V

∂x̃k

, p̃i] + [V (x̃k), p̃i]〉

=
i

~
〈 1

2m
[p̃2

i, p̃i]︸ ︷︷ ︸
0

− 1

2~
θkj

(
[p̃i, p̃j]

∂V

∂x̃k

+ p̃j[
∂V

∂x̃k

, p̃i]

)
+ [V (x̃k), p̃i]︸ ︷︷ ︸

i~ ∂V
∂x̃i

〉

=
i

~

(
− i~

2~
θkj〈p̃j

∂2V

∂x̃k∂x̃i

〉+ i~〈∂V
∂x̃i

〉
)

= −〈∂V
∂x̃i

〉+
θkj

2~
〈p̃j

∂2V

∂x̃k∂x̃i

〉
dessa forma logramos

d

dt
〈p̃i〉 = −〈∂V

∂x̃i

〉+
θij

2~
〈p̃j

∂2V

∂x̃k∂x̃i

〉. (3.19)

As equações (3.19), (3.18) são as relações correspondente ao teorema de Ehrenfest para
primeira ordem de θ e mostram que devem seguir para equações classicas dentro do
contexto da mecânica Newtoniana deformada. De fato o limite clássico existirá somente
se o parâmetro não-comutativo for para zero mais rápido do que ~ −→ 0, e somente
para θij

~ −→ 0 quando θij −→ 0 esse limite conduzirá a mecânica Newtoniana. As
equações abaixo

d

dt
xi =

pi

m
− θ̃ji

∂V

∂xj

(3.20)

d

dt
pi = −∂V

∂xi

(3.21)

foram obtidas em [16] admitindo que
{xi, xj} = iθ̃ij (3.22)
{xi, pj} = δij (3.23)
{pi, pj} = 0. (3.24)

Agora vamos realizar uma mudança de variável no contexto clássico semelhante a feita
no contexto quântico. Portanto x̃i = xi + 1

2
θ̃ijpj, p̃i = pi tal que

{xi, xj} = 0 (3.25)
{xi, pj} = δij (3.26)
{pi, pj} = 0, (3.27)

ou seja, as variáveis satisfazem as relações usuais dos colchetes de Poisson. Consequen-
temente as equações de movimento são dadas por

d

dt
x̃i = {x̃i, H} (3.28)

d

dt
p̃i = {p̃i, H}. (3.29)
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Vamos admitir que a Hamiltoniana do sistema é dada por

H =
p̃p̃

2m
+ V (x̃i − 1

2
θ̃ij p̃j), (3.30)

nesse sentido, o potencial, até a primeira ordem de θ̃, pode ser expresso como

V = V (x̃i)− 1

2
θ̃ij p̃j

∂V

∂x̃i

. (3.31)

Então os colchetes de Poisson4 para x̃i e p̃i �cam

{H, x̃i} = { p̃
2
i

2m
+ V (x̃i +

1

2
θ̃ij p̂j), x̃i}

= { p̂
2
i

2m
+ V (x̃i)− θ̃ij p̃j

∂V

∂x̃i

, x̃i}

= {V (x̃i), x̃i} − 1

2
θ̃ij
∂V

∂x̃i

{p̃j, x̃i} − 1

2
θ̃ij p̃j {∂V

∂x̃i

, x̃i}
︸ ︷︷ ︸

0

+
1

2m
{p̃2

i , x̃i}

= ({V (x̃i), x̃i}︸ ︷︷ ︸
0

)− 1

2
θ̃ij
∂V

∂x̃j

{p̃j, x̃i}︸ ︷︷ ︸
δij

+
1

2m
({p̃i, x̃i}p̃i + p̃i{p̃i, x̃i})

= −1

2
θ̃ij
∂V

∂x̃j

+
1

2m
(2p̃i)

=
1

m
p̃i − θ̃ij

2

∂V

∂x̃j

(3.32)

{H, p̃i} = { p̂
2
i

2m
+ V (x̃k +

1

2
θ̃kj p̃j), p̃i}

=
1

2m
{p̃2

i, p̃i} − 1

2
θ̃kj{p̃j

∂V

∂x̃k

, p̃i}+ {V (x̃k), p̃i}

=
1

2m
{p̃2

i, p̃i}︸ ︷︷ ︸
0

−1

2
θ̃kj

(
{p̃i, p̃j} ∂V

∂x̃k

+ p̃j{ ∂V
∂x̃k

, p̃i}
)

+ {V (x̃k), p̃i}︸ ︷︷ ︸
− ∂V

∂x̃i

=
1

2
θ̃kj p̃j

∂2V

∂x̃k∂x̃i

− ∂V

∂x̃i

= −∂V
∂x̃i

+
1

2
θ̃ij p̃j

∂2V

∂x̃k∂x̃i

. (3.33)

Dessa forma a evolução temporal das variáveis canônicas são

d

dt
x̃i =

p̃i

m
− θ̃ji

2

∂V

∂x̃j

(3.34)

d

dt
p̃i = −∂V

∂x̃i

+
θ̃kj

2
p̃j

∂2V

∂x̃k∂x̃i

. (3.35)

4Foram usadas as propriedades algébricas dos colchetes de Poisson citadas no capítulo 2
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A equivalência entre equações (3.19) e (3.35) pode ser provada tomando o limite clássico
da Mecânica Quântica. Desde que o limite clássico da equação (3.19) exista, a princípio
podemos tomar θij = ~θ̃ij em (3.19). Além disso devemos assumir que a função de onda
de nosso sistema seja diferente de zero somente em uma pequena região do espaço em
torno do valor médio da coordenada, ou seja, que podemos expandir o potencial em
torno do valor médio 〈x̃i〉 = ¯̃xi. Seguindo esse caminho obteremos

d

dt
x̃i =

p̃i

m
− θ̃ji

2

∂V

∂x̃j

, (3.36)

d

dt
p̃i = −∂V

∂x̃i

+
θ̃kj

2
p̃j

∂2V

∂x̃k∂x̃i

(3.37)

que são relações anàlogas as equações (3.35), (3.34) para o valor médio de x̃i, que
são válidas a medida em que | ∂V

∂x̃i
| À 1

2
| ∂3V
∂x̃kx̃j x̃i

| < ∆x̃j∆x̃k >. Essa inequação é
valida quando o potencial muda suavemente com a coordenada x̃i e quando o desvio
médio é pequeno. Porém pequenos valores para 〈∆x̃〉 implicam em uma considerável
indeterminação no valor do momento. Por outro lado, para continuar mantendo idéias
clássicas sobre o movimento de uma partícula é necessário considerar também que
<

p̃2
i

2µ
>À <(∆p̃i)

2>
2µ

. Essas condições são melhores satisfeitas quando a partícula está se
movendo com grande momento e há uma suave variação do campo externo. Portanto
numa situação como essa , o centro do pacote de onda se move classicamente regido
pela segunda lei de Newton deformada, que é,

m
d2

dt2
x̂i = −∂V

∂x̂i

+mθ̃ij
∂2V

∂x̂k∂x̂j

d

dt
x̂k (3.38)

que é obtida da equação (3.37) depois de retornar para variável original de acordo com
as equações (3.8), (3.9). È extraordinário que as equações (3.18), (3.19) coincidam
com as equações de movimento obtidas em [15, 16, 17] usando uma proposta diferente.
Perceba que para uma unica partícula se movendo em uma dimensão o termo não-
comutativo não estará presente. Então, a �m de considerar modelos bidimensionais
não-comutativos estaremos forçados a considerar a não-comutatividade da coordenada
tempo. A formulação de uma teoria não-comutativa alternativa contem muitos aspectos
interessantes a serem investigados, como por exemplo a descrição da evolução temporal
de alguns modelos discretos através da segunda lei de Newton deformada. Justamente
isso, será realizado no quarto capítulo.



4
Modelos Não-lineares da
Não-Comutatividade

4.1 Introdução
Seguindo nosso estudo de uma teoria não-comutativa alternativa, investigamos alguns
modelos discretos bidimensionais de muitas partículas incluindo a não-comutatividade
em todos os graus de liberdade da teoria. O limite contínuo desses modelos, conside-
rando a não-comutatividade entre todos os graus de liberdade da teoria, resultam em
generalizações não-comutativas alternativas de teorias de campo bidimensionais.

4.2 In�nitas Correntes de Osciladores e a Segunda Lei
de Newton Deformada

Seja um sistema com N partículas em um espaço com (n + 1) dimensões. Nós po-
demos introduzir uma não-comutatividade geral entre todas as coordenadas sobre a
con�guração espacial como,

[xI
i , x

J
j ] = iθIJδij + iΘijgIJ (4.1)

onde I, J = 1,..., n e i, j = 1,..., N. O primeiro termo representa a usual não-comutativi-
dade [7] e [8] entre as coordenadas da mesma partícula que nós chamaremos de não-
comutatividade local e é representado por um tensor constante antissimétrico θIJ . O
segundo termo representa a não-comutatividade entre as coordenadas de diferentes
partículas que nós chamaremos de não-comutatividade não-local que é descrito por
um tensor constante antissimétrico, também com dimensões [L2]. Aqui gIJ é uma
matriz simétrica que estabelece entre quais coordenadas de diferentes partículas a não-
comutatividade será considerada. Se apenas as coordenadas com a mesma direção não
comutam gIJ = δIJ . Para a situação bidimensional, onde o tempo é uma coordenada
que comuta, há obviamente uma dimensão espacial e, desta maneira, o primeiro termo
da equação (4.1) não irá contribuir, levando a

[xi, xj] = i~Θ̃ij (4.2)

43
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onde gIJ = δIJ = 1 e Θ̃ij = Θij

~ . Por razões óbvias a não-comutatividade não-local
não estará presente em sistemas de uma partícula. Portanto, neste sentido a inclusão
deste tipo de não-comutatividade não contradiz as habituais formulações de uma única
partícula [7],[8]. No cenário não relativistico aparentemente não existe uma aparente
restrição à não-comutatividade das posições físicas [14]. Na transição de sistemas de
muitas partículas para teoria de campos, esta situação mais geral dá a possibilidade
de introduzir a não-comutatividade num contexto bidimensional com a liberdade de
considerar a possibilidade da coordenada tempo comutar. Além disso, anteriormente
não-comutatividade não-local também tem sido considerada em outros cenários [20],
[22].

A partir de agora, vamos investigar a forma como a evolução dinâmica de um
sistema bidimensional (uma espacial) de osciladores é afetada quando os parênteses
Poisson entre as coordenadas de diferentes partículas são diferentes de zero. Esta situ-
ação pode ser visto como o limite clássico de um sistema quântico de multipartículas
onde existe a não-comutattividade não-local entre as coordenadas de diferentes par-
tículas. Sobre o caso em apreço a interação dos potenciais podem ser harmônicas,
cúbicas, quadraticas ou até mesmo exponenciais. Assim, as coordenadas de diferente
partículas irão satisfazer o parêntes de Poisson expresso pelas equações (3.22), (3.23)
e (3.24), tomando Θ̃ij ao invés de θ̃ij. A evolução temporal desse sistema com N graus
de liberdade [13] será dada pela segunda lei de Newton sobre o espaço não-comutativo
expressa por

m
d2

dt2
xi = −∂V

∂xi

+mΘ̃ij
∂2V

∂xk∂xj

dxk

dt
. (4.3)

4.3 Equação da Onda Deformada
Inicialmente vamos considerar a simples situação da interação elástica que é dada por

V =
1

2

∑
i

[(xi+1 − xi)
2] (4.4)

onde nós vamos assumir que os pontos de massa podem somente se moverem ao longo
do comprimento da corrente e temos denotado o deslocamento da i-ésima partícula
por xi. Como tentativa preliminar de introdução da não-comutatividade não-local nós
iremos considerar somente as interações entre os primeiros vizinhos, então

Θ̃ij =





Θ para j = i+ 1,
−Θ para j = i− 1,
0 de outra forma.

, (4.5)

sendo Θ um parâmetro constante e dessa forma a evolução temporal dessas coordenadas
serão governadas pela equação (4.3). Então considerando apenas a interação entre os
primeiros vizinhos para nosso potencial quadrático

V =
k

2
{(xi+1 − xi)

2 + (xi − xi−1)
2} (4.6)
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a equação (4.3) �ca

mẍi = −k
2

∂

∂xi

{(xi+1 − xi)
2 + (xi − xi−1)

2}+mΘ̃ij
∂2V

∂xj∂xk

ẋk. (4.7)

Por conviniência, vamos de�nir

c = mΘ̃ij
∂2V

∂xj∂xk

ẋk (4.8)

e simpli�car o primeiro termo do lado esquerdo da equação (4.7). Então

mẍi = −k{(xi+1 − xi)(−1) + (xi − xi−1)(1)}+ c

mẍi = k(xi+1 − xi − xi + xi−1) + c.

Os primeiros vizinhos da i-ésima partícula são xi−1 e xi+1; portanto

c = mΘi,i+1
∂2V

∂xk∂xi+1

ẋk +mΘi,i−1
∂2V

∂xk∂xi−1

ẋk (4.9)

e para facilitar os cálculos, notemos que

∂V

∂xi+1

= fi+1 = k(xi+2 − xi+1)(−1) + k(xi+1 − xi)(1) (4.10)

∂V

∂xi−1

= fi−1 = k(xi − xi−1)(−1) + k(xi−1 − xi−2)(1). (4.11)

Então c �ca

c = mΘ

{
∂

∂xk

{fi+1}ẋk − ∂

∂xk

{fi+1}ẋk

}

e como os primeiros vizinhos de xi+1 e xi−1 são xi+2, xi, xi−2, xi respectivamente, c,
torna-se

c = mΘ

{
∂

∂xi+1

{fi+1}ẋi+1 +
∂

∂xi

{fi+1}ẋi +
∂

∂xi+2

{fi+1}
}
ẋi+2

−mΘ

{
∂

∂xi−2

{fi−1}ẋi−2 +
∂

∂xi

{fi−1}ẋi +
∂

∂xi−1

{fi+1}
}
ẋi−1.

Consequentemente

c = mkΘ{{((−1)(−1) + (1)(1))}ẋi+1 + {((1)(−1) + (0)(1))}ẋi

+ {((−1)(1) + (0)(1))}ẋi+2} −mkΘ{{((0)(−1) + (−1)(1))}ẋi−2

+ {((1)(−1) + (0)(1))}ẋi + {((−1)(−1) + (1)(1))}ẋi−1}
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e naturalmente chegamos a
c = mkΘ{2ẋi+1 − 2ẋi−1 − ẋi+2 + ẋi−2}. (4.12)

Então temos que
mẍi − k(xi+1 − 2xi + xi−1)−mΘk(2ẋi+1 − 2ẋi−1 − ẋi+2 + ẋi−2) = 0 (4.13)

Aqui · representa a derivada temporal. Perceba que quando nós consideramos a
interação para os primeiros vizinhos levando em conta a não-comutatividade temos
também a in�uência dos segundos vizinhos na forma de termos dispersivos. Tendo um
olhar mais atento a esta equação, é possível notar que ela também pode ser interpretada
como a equação do movimento de uma partícula carregada em um espaço n-dimensional
que executa pequenas oscilações na posição equilíbrio de tal modo que a expansão do
potencial em série de Taylor na posição equilíbrio pode ser representada por
V = Kijxixj com

Kij = k




2 −1 0 . . . 0

−1 2 −1
. . . 0

0 −1
. . . . . . 0

... . . . . . . . . . ...
0 . . . 0 −1 2



, (4.14)

submetidos à ação de um campo magnético constante n-dimensional Bij = Θ(Ki+1,j -
Ki−1,j) [22]. Neste sentido, a não-comutatividade conduz a um termo de correção que
pode ser visto como uma interação adicional entre a partícula e o espaço, devido à exis-
tência de um campo externo. Se o potencial não estiver presente as partículas irão se
comportar como livre. Assim, no caso dos efeitos perturbativos da não-comutatividade
não-local entre as coordenadas será relacionado com a presença de uma interação po-
tencial.

Algumas propriedades macroscópicas de sistemas discretos podem ser melhor in-
vestigadas no limite contínuo. Por isso, vamos ver como os efeitos não-comutativos
irão aparecer na teoria de campo correspondente aplicando o limite contínuo. Mas,
para fazer face a este limite, devemos ser cuidadosos. Se tomarmos o limite contínuo
exato todos os vestígios discretos poderão ser perdidos. Por isso vamos considerar uma
distância δ muito pequena entre as partículas , embora diferente de zero [24], e desta
forma, podemos considerar as expansões de Taylor,

xi±1 → φ(x± δ, t) = φ(x, t)± δ∂xφ± δ2

2
∂xxφ± 1

3!
δ3∂xxxφ+O(δ4) (4.15)

xi±2 → φ(x± 2δ, t) = φ(x, t)± 2δ∂xφ± 4δ4

2
∂xxφ± 8

3!
δ3∂xxxφ+O(δ4). (4.16)

Então vamos veri�car como a equação (4.13) �ca expandida até terceira ordem. Vamos
de�nir

ã = mẍi (4.17)
b̃ = k(xi+1 − 2xi + xi−1) (4.18)
c̃ = mΘk(2ẋi+1 − 2ẋi−1 − ẋi+2 + ẋi−2) (4.19)
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Portanto

ã = mẍi = m
∂2

∂t2
(φ) = mφtt, (4.20)

b̃ = k

{
(φ+ δφx +

δ2

2
φxx +

δ3

3!
φxxx)− 2φ+ φ(x)− δφx +

δ2

2
φxx − δ3

3!
φxxx

}

b̃ = k

{
2φ− 2φ+ δφx − δφx +

2δ2

2
φxx − δ3

3!
φxxx +

δ3

3!
φxxx

}

b̃ =
2kδ2

2
φxx, (4.21)

c̃ = 2mΘk

{
∂

∂t

(
φ+ δφx +

δ2

2
φxx +

δ3

3!
φxxx

)}

− 2mΘk

{
∂

∂t

(
φ− δφx +

δ2

2
φxx +−δ

3

3!
φxxx

)}

− mΘk

{
∂

∂t

(
φx + 2δφx +

4δ2

2
φxx +

8

3!
δ3φxxx

)}

+ mΘk

{
∂

∂t

(
φ− 2δφx +

4δ2

2
φxx − 8δ3

3!
φxxx

)}
.

Continuando nosso cálculo, temos

c̃ = mΘk
∂

∂t
(2φ− 2φ+ φ− φ)

+ mΘk
∂

∂t
(2δφx + 2δφx − 2δφx − 2δφx)

+ mΘk
∂

∂t

(
2δ2

2
φxx − 2δ2

2
φxx − 4δ2

2
φxx +

4δ2

2
φxx

)

+ mΘk
∂

∂t

(
2δ3

3!
φxxx +

2δ3

3!
φxxx − 8δ3

3!
φxxx − 8δ3

3!
φxxx

)
.

E �nalmente

c̃ = mΘk
∂

∂t
(−2δ3φxxx) = −2mΘkδ3 ∂4φ

∂x3∂t
. (4.22)

Logo a equação de movimento da interação quadrática no limite contínuo é

mφtt − kδ2φxx + 2kmΘδ3φxxxt = 0. (4.23)

Rede�nindo as variáveis como

t→ t

√
Y

µ
, µ =

m

δ
, Y = kδ, [Y ] = ML−1T−2, [µ] = ML−1 (4.24)
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onde veri�camos que a nova de variável é admensional, pois
√

[Y ]

[µ]
=

√
ML−1T−2

ML−1
= T−1 (4.25)

e da mudança de variável, vem que

Y

µ
mφtt − kδ2φxx + 2

√
Y

µ
kmΘδ3φxxxt = 0

φtt − kδ2

m

µ

Y
φxx + 2

m

m

µ

Y
k

√
Y

µ
Θδ3φxxxt = 0

φtt − kδ

Y

δ

m
µφxx + 2Θ

√
µY

kδ

Y
δ2φxxxt = 0

φtt − φxx + 2Θ
√
µY δ2φxxxt = 0 (4.26)

Portanto veri�camos que a equação da onda nesta aproximação ganhou uma correção
dispersiva . Se uma abordagem ingenua para o contínuo (δ = 0) fosse tomada, po-
deríamos deixar de fora um efeito dispersivo devido ao termo relacionado com a não-
comutatividade proveniente do sistema discreto. Como a equação Klein-Gordon que
descreve o campo escalar está profundamente ligada à equação de onda, uma extensão
não-comutativa do campo escalar nesta abordagem, pode ter um termo adicional. En-
tão ela irá contrastar com as tradicionais extensões náo comutativas do campo escalar
feitas através da introdução do produto no Moyal na ação e que devido às proprieda-
des deste produto preservam sua forma original comutativa [23]. A não-comutatividade
nesta abordagem tradicional aparece apenas em termos da interação [23].

Por outro lado poderia ser interessante analisar a relação de dispersão que pode ser
obtida a partir da equação obtida acima, E2 - K2 + 2ΘEk

√
µyk3=0. Dessa relação

podemos ver como o termo adicional da equação obtida irá conduzir a efeitos dispersivos
para o pacote de onda. Considerando Θ pequeno o limite da relação de dispersão pode
ser expresso como E2

k ∼ K2 + 2Θ
√
µyδ2k4 . É interessante notar a semelhança entre

esta expressão da dispersão e relações consideradas por diferentes autores (ver [26], [27]
e [28]), a �m de explicar os desvios da invariância de Lorentz que alguns resultados
astrofísicos experimentais têm sugerido [29].

4.4 Modelos α e β Deformados
Em muitas situações práticas, considerar apenas interações elásticas não é uma boa
aproximação e é necessário incluir termos não-lineares. Assim, vamos estudar a modelo
Fermi-Pasta-Ulam [31] onde podemos introduzir adicionalmente forças cúbicas,

Vα =
∑

i

[k
2
(xi+1 − xi)

2 +
α

3
(xi+1 − xi)

3
]

(4.27)
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conhecido como modelo α ou forças quárticas adicionais,

Vβ =
∑

i

[k
2
(xi+1 − xi)

2 +
β

4
(xi+1 − xi)

4
]

(4.28)

conhecido como modelo β.
Estas teorias estão estreitamente relacionadas com muitos problemas físicos como

a integrabilidade das equações não-lineares, as suas soluções sóliton, dinâmica do caos
e condensados Bose-Einstein. Elas foram introduzidas por Fermi, Pasta e Ulam [31]
quando eles foram investigar a distribuição da energia entre os modos de vibração de um
sólido. O limite contínuo do modelo (com as forças quadráticas), como demonstrado
em 1964 por Zabusky e Kruskal [24] está relacionado com uma notável equação dife-
rencial parcial não-linear chamado de Korteweg-de Vries [32], que descreve propagação
da onda em águas rasas e plasmas e que possuem soluções tipo sóliton interessantes.
Dessa forma, torna-se relevante veri�car como se apresentará a evolução temporal de
N partículas submetidas a essas interações no limite contínuo segundo a segunda lei
de Newton deformada. Para isso, precisamos primeiro obter a equação de movimento
discreta, portanto para o modelo α, vem que

m
d2

dt2
xi = −∂Vα

∂xi

+mΘ̃ij
∂2Vα

∂xj∂xk

ẋk. (4.29)

Dessa forma, o primeira termo do lado direito da igualdade acima �ca

−∂Vα

∂xi

= k(xi+1 − 2xi + xi−1) + α(xi+1 − xi)
2 (4.30)

e naturalmente obtemos

mẍi = k(xi+1 − 2xi + xi−1) + α(xi+1 − xi)
2

+mΘ̃ij
∂2Vα

∂xj∂xk

ẋk. (4.31)

Para aproveitarmos resultados já obtidos no modelo do potencial elástico, vamos adotar
que

Bα = mΘ̃ij
∂2Ṽα

∂xk∂xj

ẋk, Ṽα =
∑

j

[α
3

(xi+1 − xi)
3
]
; (4.32)

logo

mẍi = k(xi+1 − 2xi + xi−1) + α(xi+1 − xi)
2

+ mΘ
d

dt
{k(2xi+1 − 2xi−1 − xi+2 + xi−2)}+mΘ̃ij

∂2Ṽα

∂xj

∂xkẋk (4.33)
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onde o segundo termo do lado direito da equação acima foi obtido nos cáculos da
segunda lei de Newton deformada para o potencial elástico. Novamente levaremos em
conta a interação entre os primeiros vizinhos, onde Θ̃ij satisfaz

Θ̃ij =





Θ para j = i+ 1,
−Θ para j = i− 1,
0 de outra forma.

, (4.34)

de tal maneira que

Bα = mΘ

{
∂

∂xk

[
∂

∂xi+1

(α
3

(xi+2 − xi+1)
3 +

α

3
(xi+1 − xi)

3
)]

ẋk

}

− mΘ

{
∂

∂xk

[
∂

∂xi−1

(α
3

(xi − xi−1)
3 +

α

3
(xi−1 − xi−2)

3
)]}

que após a derivação parcial, torna-se

Bα = mΘ

{
∂

∂xk

[
α(xi+2 − xi+1)

2(−1) + α(xi+1 − xi)
2(1)

]
ẋk

}

− mΘ

{
∂

∂xk

[
α(xi − xi−1)

2(−1) + α(xi−1 − xi−2)
2(1)

]
ẋk

}
.

Por conviniência, agora de�nimos

fα,xi+1
≡ −α(xi+2 − xi+1)

2 + α(xi+1 − xi)
2 (4.35)

e

fα,xi
≡ −α(xi − xi−1)

2 + α(xi−1 − xi−2)
2 (4.36)

tal que

Bα = mΘ

{
∂

∂xi+1

(fα,xi+1
)ẋi+1 +

∂

∂xi

(fα,xi+1
)ẋi +

∂

∂xi+2

(fα,xi+1
)ẋi+2

}

− mΘ

{
∂

∂xi−1

(fα,xi
)ẋi−1 +

∂

∂xi−2

(fα,xi
)ẋi−2 +

∂

∂xi

(fα,xi
)ẋi

}

onde levamos em conta a interação entre os primeiros vinhos de xi+1 e xi−1; dessa forma
temos que

Bα = mΘ{2α(xi+2 − xi+1)(−1) + 2α(xi+1 − xi)(1)}ẋi+1

+ mΘ{2α(xi+2 − xi+1)(1) + 2α(xi+1 − xi)(0)}ẋi+2

+ mΘ{2α(xi+1 − xi)(−1)}ẋi

− mΘ{2α(xi − xi−1)(−1)(−1)2α(xi−1 − xi−2)(1)}ẋi−1

− mΘ{2α(xi−1 − xi−2)(−1)}ẋi−2

− mΘ{2α(xi − xi−1)(−1)(1)}ẋi

(4.37)
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ou de uma maneira mais elegante, a equação acima pode ser reescrita como

Bα = mΘ
d

dt
{α[(xi+1 − xi)

2 − (xi−1 − xi−2)
2 − (xi+2 − xi+1)

2 + (xi − xi−1)
2]}. (4.38)

Lembrando que nossa intenção é obter a equação de movimento do modelo α no limite
contínuo, para isso e por facilitar nossos cálculos, vamos escrever

a = (xi+2 − xi+1) (4.39)
b = (xi+1 − xi) (4.40)
c = (xi − xi−1) (4.41)
d = (xi−1 − xi−2) (4.42)

que no limite contínuo, até a quarta ordem de δ �ca

(xi+2 − xi+1) =

(
δφx +

3

2
δ2φxx +

7

6
δ3φxxx +

5

8
δ4φxxxx

)
(4.43)

(xi+1 − xi) =

(
δφx +

1

2
δ2φxx +

1

6
δ3φxxx +

1

24
δ4φxxxx

)
(4.44)

(xi − xi−1) =

(
δφx − 1

2
δ2φxx +

1

6
δ3φxxx − 1

24
δ4φxxxx

)
(4.45)

(xi−1 − xi−2) =

(
δφx − 3

2
δ2φxx +

7

6
δ3φxxx − 5

8
δ4φxxxx

)
. (4.46)

Usando as últimas de�nições e as anteriores podemo escrever a equação de movimento
do modelo α como

mẍi = kã+ α[(b)2 − (c)2]

+ mΘ
d

dt
{k(2xi+1 − 2xi−1 + xi−2 − xi+2)

+ α[(b)2 − (d)2 − (a)2 + (c)2]} (4.47)
de c̃ dado por (4.19) e ã dado por (4.17) vemos que

k(2xi+1 − 2xi−1 + xi−2 − xi+2) = −2Kδ3φxxx (4.48)
ẍi = φtt (4.49)

e consequentemente
mφtt = kã+ α[(b)2 − (c)2]

+ mΘ
d

dt
{−2Kδ3φxxx

+ α[(b)2 − (d)2 − (a)2 + (c)2]}. (4.50)
Agora nos resta calcular (b)2 − (c)2 e (b2 − d2 − a2 + c2). Nesse sentido

b2 − c2 = (b− c)(b+ c)

=

(
2δφx +

1

3
δ3φxxx

)(
δφx +

1

12
δ4φxxxx

)

= 2δ3φxφxxx (4.51)
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e de�nindo

ν = b2 − d2 − a2 + c2,

(4.52)

vem que

ν =

(
δφx +

1

2
δ2φxx +

1

6
δ3φxxx +

1

24
δ4φxxxx

)2

−
(
δφx − 3

2
δ2φxx +

7

6
δ3φxxx − 5

8
δ4φxxxx

)2

−
(
δφx +

3

2
δ2φxx +

7

6
δ3φxxx +

5

8
δ4φxxxx

)2

+

(
δφx − 1

2
δ2φxx +

1

6
δ3φxxx − 1

24
δ4φxxxx

)2

=

(
δ2φ2

x + δ3φxδ
2φxx +

1

4
δ4φ2

xx

)
+

1

3
δ4δφxφxxx

−
(
δ2φ2

x − 3δ3φxδφxx +
9

4
δ4φ2

xx

)
− 7

3
δ4φxφxx

−
(
δ2φ2

x + 3δ3φxδ
2φxx +

9

4
δ4φ2

xx

)
− 7

3
δ4δφxφxxx

+

(
δ2φ2

x − δ3φxδ
2φxx +

1

4
δ4φ2

xx

)
+

1

3
δ4δφxφxxx.

Portanto

ν = −4(δ4φ2
xx + δ4δφxφxxx). (4.53)

Dessa forma a equação de movimento do modelo α pode ser reescrita como

mφtt = kã+ 2αδ3φxφxxx +mΘ
d

dt
{−2Kδ3φxxx − 4α(δ4φ2

xx + δ4δφxφxxx)}. (4.54)

Rede�nindo t −→
√

Y
µ
t e de�nindo ᾱ = α

K
a equação de movimento do modelo α �ca

φtt −[1 + 2ᾱδφx]φxx − δ2

12
φxxxxφ

+ 2Θ
√
µY δ2 d

dt

[
φxxx + 2δᾱ∂x(φxφxx)

]
= 0 α−modelo. (4.55)

Realizando processo análogo devemos encontrar a equação de movimento para o modelo
β. Sendo assim

m
d2

dt2
xi = −∂Vβ

∂xi

+mΘ̃ij
∂2Vβ

∂xj∂xk

ẋk, (4.56)
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e para derivada parcial de Vβ em relação a xi, teremos

−∂Vβ

∂xi

= k(xi+1 − 2xi + xi−1) + β{(xi+1 − xi)
3 − (xi − xi−1)

3}. (4.57)

Consequentemente a segunda lei de Newton deformada para o modelo β, torna-se

m
d2

dt2
xi = k(xi+1 − 2xi + xi−1) + β{(xi+1 − xi)

3 − (xi − xi−1)
3}

+ mΘ̃ij
∂2Vβ

∂xj∂xk

ẋk (4.58)

e novamente para aproveitar resultados já obtidos, adotaremos que

Bβ = mΘ̃ij
∂2Ṽβ

∂xk∂xj

ẋk, Ṽβ =
∑

i

[
β

4
(xi+1 − xi)

4] (4.59)

e portanto

mẍi = k(xi+1 − 2xi + xi−1) + α(xi+1 − xi)
2 +

+ mΘ
d

dt
{k(2xi+1 − 2xi−1 − xi+2 + xi−2)}+mΘ̃ij

{
∂2Ṽβ

∂xk∂xj

ẋk

}
, (4.60)

onde outra vez foi usado o resultado do potencial elástico e levamos em conta a interação
entre os primeiros vizinhos. Agora vamos prosseguir calculando Bβ. Então

Bβ = mΘ̃i,i+1
∂2V

∂xk∂xi+1

ẋk +mΘ̃i,i−1
∂2V

∂xk∂xi−1

ẋk (4.61)

já que xi+1 e xi−1 são os vizinhos mais próximos de xi. Usando as condições que Θ̃
satisfaz, vem que

Bβ = mΘ
∂

∂xk

(
∂

∂xi+1

(
β

4
(xi+2 − xi+1)

4 + +
β

4
(xi+1 − xi)

4

))
ẋk

− mΘ
∂

∂xk

(
∂

∂xi−1

(
β

4
(xi − xi−1)

4 +
β

4
(xi−1 − xi−2)

4

))
ẋk

que derivando nos dá

Bβ = mΘ
∂

∂xk

(β(xi+2 − xi+1)
3(−1) + β(xi+1 − xi)

3(1))ẋk

− mΘ
∂

∂xk

(β(xi − xi−1)
3(−1) + β(xi−1 − xi−2)

3(1))ẋk.

Por conviniência vamos adotar

fβ,xx+1 ≡ −β(xi+2 − xi+1)
3 + β(xi−1 − xi−2)

3 (4.62)
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e

fβ,xx−1 ≡ −β(xi − xi−1)
3 + β(xi−1 − xi−2)

3, (4.63)

que para os primeiros vizinhos de xx+1 e xx−1 �ca

Bβ = mΘ

{
∂

∂xi

(fβ,xx+1)ẋi +
∂

∂xi+1

(fβ,xx+1)ẋi+1 +
∂

∂xi+2

(fβ,xx+1)ẋi+2

}

− mΘ

{
∂

∂xi

(fβ,xx−1)ẋi +
∂

∂xi−1

(fβ,xx−1)ẋi−1 +
∂

∂xi−2

(fβ,xx−1)ẋi−2

}
.

Após derivarmos fβ,xx+1 e fβ,xx−1 , vemos que

Bβ = mΘ{+3β(xi+1 − xi)
2(−1) + +3β(xi+2 − xi+1)

2(−1)(−1)ẋi+1

+ 3β(xi+1 − xi)
2(1)(1)ẋi+1 + +3β(xi+2 − xi+1)

2(−1)(1)ẋi+2}
− mΘ{+3β(−xi−1 + xi)

2(−1)(1)ẋi + +3β(−xi−1 + xi)
2(−1)(−1)ẋi−1

+ 3β(xi−1 − xi−2)
2(1)(1)ẋi−1 + +3β(xi−1 − xi−2)

2(1)(−1)ẋi−2}.

Podemos reescrever a equação acima da seguinte forma

Bβ = mΘ{−3β(xi+1 − xi)
2 + 3β(xi+2 − xi+1)

2ẋi+1 + 3β(xi+1 − xi)
2ẋi+1

− 3β(xi+2 − xi+1)
2ẋi+2}

− mΘ{−3β(−xi−1 + xi)
2ẋi + 3β(xi − xi−1)

2ẋi−1 + 3β(xi−1 − xi−2)
2ẋi−1

− 3β(xi−1 − xi−2)
2ẋi−2}

que colocando termos iguais em evidência, �ca

Bβ = mΘ{3β[−(xi−1 − xi−2)
2(ẋi−1 − ẋi−2)− (xi−1 − xi−2)

2(ẋi−1 − ẋi−2)

− (xi+2 − xi+1)
2(ẋi+2 − ẋi+1) + (xi − xi−1)

1(ẋi − ẋi−1) + (xi+1 − xi)
2(ẋi+1 − ẋi)]}

que de forma mais compacta, escreve-se

Bβ = mΘ
d

dt
{β[−(xi−1 − xi−2)

3 − (xi+2 − xi+1)
3 + (xi − xi−1)

3]}

+ mΘ
d

dt
{β(xi+1 − xi)

3}. (4.64)

Portanto, para o caso discreto, a equação de movimento da modelo β é

mẍi = k(xi+1 − 2xi + xi−1) + β[(xi+1 − xi)
3 − (xi − xi−1)

3]

+ mΘ
d

dt
{k(2xi+1 − 2xi−1 + xi−2 − xi+2) + β[−(xi−1 − xi−2)

3

− (xi+2 − xi+1)
3 + (xi − xi−1)

3 + (xi+1 − xi)
3]} (4.65)

Porém nosso objetivo é obter a equação de movimneto no limite contínuo. Isso será
feito usando resultados de cálculos anteriores, pois o limite contínuo de alguns termos
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já são conhecidos, então a equação acima pode ser reescrita da seguinte forma

mφtt =

(
δ2φxx +

1

12
δ4φxxxx

)
+ β[b3 − c3]

+ mΘ
d

dt
{−2δ3φxxx + β[−d3 − a3 + c3 + b3]} (4.66)

onde também foi usado algumas de�nições realizadas anteriormente. Os termos que
envolvem a,b,c e d podem ser simpli�cados utilizando algumas propriedades básica de
fatoração. Nós temos que

b3 − c3 = (b− c)(a2 + ab+ b2)

=

(
δφx +

1

2
δ2φxx +

1

6
δ3φxxx +

1

24
δ4φxxxx

)
(a2 + ab+ b2)

−
(
δφx − 1

2
δ2φxx +

1

6
δ3φxxx − 1

24
δ4φxxxx

)
(a2 + ab+ b2)

=

(
δ2φxx +

1

12
δ4φxxxx

)
(a2 + ab+ b2)

qualquer termo que resulte da mutiplicação por 1
12
δ4φxxxx será despresado , pois terá

δ com potência superior a quarta ordem. Portanto
b3 − c3 = (δ2φxx)(a

2 + ab+ b2)

por outro lado, levando em conta somente os termos até quarta ordem de δ, temos que

(a2 + ab+ b2) =

(
3δ2φ2

xx +
1

3
δ4φxφxxxx +

1

4
δ4φ2

x

)

então

(b− c)(a2 + ab+ b2) = (δ2φxx)

(
3δ2φ2

xx +
1

3
δ4φxφxxxx +

1

4
δ4φ2

x

)

= 3δ4φxx(φx)
2. (4.67)

Para outra parte da equação de movimento do modelo β,vamos de�nir
η = c3 − a3 + d3 − b3

que pode ser reescrita como
η = (c− a)(c2 + ac+ a2) + (d− b)(d2 + db+ b2)

=

(
−2δ2φxx − δ3φ− 3

8
δ4φxxxx

)
(c2 + ac+ a2) + (2δ2φxx − δ3φxxx)(d

2 + db+ b2)

=

(
−2δ2φxx − δ3φ− 3

8
δ4φxxxx

)(
3δ2φ2

x + 3δ3φxφxx + 4δ4φxxxφx +
37

24
δ4φ2

xx

)

+ (2δ2φxx − δ3φxxx)

(
3δ2φ2

x − 3δ3φxφxx
17

6
− 2δ4φxφxxx +

7

4
δ4φ2

xφxxxx

)

= (6− 6)δ4φxxφ
2
x

= 0. (4.68)
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É importante ressaltar que esse resultado foi obtido desconsiderando os termos com
δ com potência acima da quarta ordem. Sendo assim, a equação de movimento do
modelo β no limite contínuo pode ser reescrita como

mφtt =

(
δ2φxx +

1

12
δ4φxxxx

)
+ 3βδ4φxx(φx)

2 +−2mΘδ3φxxxt

novamente, rede�nindo t −→
√

µ
y
t e de�nindo β̄ = β

K
a equação de movimento do

modelo β �ca

mφtt − [1 + 3δβ̄(φx)
2]φxx − 1

12
δ2φxxxx + 2mΘ

√
µyδ2φxxxt = 0 β −modelo (4.69)

Note que o termo de deformação do modelo β é equivalente ao dos osciladores harmô-
nicos, que é uma consequência do fato de que as contribuições dos β termos aparecem
apenas para quinta ordem de δ. Portanto, a aplicação da segunda lei de Newton de-
formada (4.3) para evolução dinâmica de alguns sistemas tem nos levado a equações
não-lineares por termos dispersivos no caso da modelo β (2mΘ

√
µyδ2φxxxt) e por termos

dispersivos e não-lineares, no caso de modelo α (2Θ
√
µY δ2 d

dt

[
φxxx + 2δᾱ∂x(φxφxx)

]
).

4.5 Equação KdV Deformada
Um sistema relacionado com integrabilidade é a corrente de Toda aberta [33]. O modelo
consiste de uma cadeia unidimensional de N partículas com interações exponenciais
não-lineares entre os vizinhos mais próximos [33] de forma que o potencial é expressa
como

VT =
∑

i

{a
b

exp [b(xi+1 − xi)]− [a(xi+1 − xi)]
}

(4.70)

com a, b sendo parâmetros constantes. Se estamos considerando que o comportamento
dinâmico deste sistema é regido pela segunda lei de Newton deformada, isso implica
que

m
d2

dt2
xi = −∂VT

∂xi

+mΘ̃ij
∂2VT

∂xj∂xk

d

dt
xk. (4.71)

Derivando VT em relação a xi a equação acima �ca

mẍi = −ba
b

exp [b(xi+1 − xi)] +
ba

b
exp [b(xi − xi−1)] + (a(−1) + a(1)) +mΘ̃ij

∂2VT

∂xk∂xj

ẋk.

De�nindo

c̃ = mΘ̃ij
∂2VT

∂xk∂xj

ẋk (4.72)
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a equação (4.71), torna-se

mẍi = −ba
b

exp [b(xi+1 − xi)] +
ba

b
exp [b(xi − xi−1)] + c̃ (4.73)

e lembrando que

Θ̃ij =





Θ para j = i+ 1,
−Θ para j = i− 1,
0 de outra forma.

, (4.74)

c̃ �ca

c̃ = mΘ
∂

∂xk

{
∂

∂xi+1

[a
b

exp [b(xi+2 − xi+1)] +
a

b
exp [b(xi+1 − xi)]

]
ẋk

}

− mΘ
∂

∂xk

{
∂

∂xi+1

[a(xi+2 − xi+1)] ẋk

}

+ mΘ
∂

∂xk

{
∂

∂xi+1

[−a(xi+1 − xi)] ẋk

}

− mΘ
∂

∂xk

{
∂

∂xi−1

[a
b

exp [b(xi − xi−1)] +
a

b
exp [b(xi−1 − xi−2)]− a(xi − xi−1)

]
ẋk

}

− mΘ
∂

∂xk

{
∂

∂xi−1

[−a(xi−1 − xi−2)] ẋk

}
.

Então derivando VT para xi+1 e xi−1 obtemos

c̃ = mΘ
∂

∂xk

[
ab(−1)

b
exp [b(xi+2 − xi+1)] +

ab(1)

b
exp [b(xi+1 − xi)]

]
ẋk

− mΘ
∂

∂xk

[a((−1) + (1))] ẋk

− mΘ
∂

∂xk

[
ab(−1)

b
exp [b(xi − xi−1)] +

ab(1)

b
exp [b(xi−1 − xi−2)]

]
ẋk

− mΘ
∂

∂xk

[a((−1) + (1))] ẋk

e de�nindo

fi+1(x) =
ab(−1)

b
exp [b(xi+2 − xi+1)] +

ab(1)

b
exp [b(xi+1 − xi)] (4.75)

fi−1(x) =
ab(−1)

b
exp [b(xi − xi−1)] +

ab(1)

b
exp [b(xi−1 − xi−2)] (4.76)

e levando em conta a interação entre os primeiros vizinhos, logramos

c̃ = mΘ

{
∂

∂xi

[fi+1(x)] ẋi +
∂

∂xi+1

[fi+1(x)] ẋi+1 +
∂

∂xi+2

[fi+1(x)] ẋi+2

}

−mΘ

{
∂

∂xi

[fi−1(x)] ẋi +
∂

∂xi−1

[fi−1(x)] ẋi−1 +
∂

∂xi−2

[fi−1(x)] ẋi−2

}
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que após colocar os termos em evidência, nos dá

c̃ = mabΘ{(ẋi+1 − ẋi) exp [b(xi+1 − xi)]− (ẋi+2 − ẋi+1) exp [b(xi+2 − xi+1)]}
mabΘ{(ẋi − ẋi−1) exp [b(xi − xi−1)]− (ẋi−1 − ẋi−2) exp [b(xi−1 − xi−2)]}

que de forma equivalente, nos fonece

c̃ = mabΘ
d

dt
{exp [b(xi+1 − xi)]− exp [b(xi+2 − xi+1)] + exp [b(xi − xi−1)]}

− mabΘ
d

dt
{exp [b(xi−1 − xi−2)]} (4.77)

Portanto a equação(4.71), torna-se

mẍi = a
{

exp [b(xi+1 − xi)]− exp [b(xi − xi−1)]
}

+ mΘab
d

dt
{exp [b(xi+1 − xi]) + exp [b(xi − xi−1)]− exp [b(xi+2 − xi+1)]}

− mΘab
d

dt
{exp [b(xi−1 − xi−2)]} . (4.78)

Para simpli�car os cáculos da equação (4.78) no limite contínuo vamos assumir que
a=b=m=1. E além disso vamos considerar que xi+1 − xi −→ Xi. E dessa forma
obtermos

ẍi+1 − ẍi = Ẍi

=
{

exp [b(xi+2 − xi+1)]− exp [(xi+1 − xi)]
}

+ Θ
d

dt

{
exp [(xi+2 − xi+1]) + exp [(xi+1 − xi)]− exp [(xi+3 − xi+2)]

− exp [(xi − xi−1)]
}

−
{

exp [(xi+1 − xi)]− exp [(xi − xi−1)]
}

+ Θ
d

dt

{
exp [(xi+1 − xi]) + exp [(xi − xi−1)]− exp [(xi+2 − xi+1)]

− exp [(xi−1 − xi−2)]
}

Ẍi = exp [(Xi+1)] + exp [(Xi−1)]− 2 exp [(X i)] + Θ
d

dt

{
2(exp [(Xi+1)]− exp [(Xi−1)]

− exp [(Xi+2)] + exp [(Xi+2)]
}
. (4.79)

Agora vamos de�nir

exp [(Xi)] = 1 + Vi. (4.80)
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Substituindo a equação (4.80) na equação (4.79), obtemos

Ẍi = Vi+1 + Vi−1 + Θ
d

dt
{2Vi+1 − 2Vi−1 − Vi+2 + Vi−2} . (4.81)

Quando o limite contínuo é aplicado, temos que

Vi → φ(x, t) (4.82)
Vi±1 → φ(x± δ, t) (4.83)
Vi±2 → φ(x± 2δ, t). (4.84)

Então a equação (4.81) �ca

Ẍi = φ(x+ δ, t) + φ(x− δ, t)− 2φ(x, t) + Θ
d

dt
{2φ(x+ δ, t)− 2φ(x− δ, t)}

+ Θ
d

dt
{−φ(x+ 2δ, t) + φ(x− 2δ, t)}

= δ2φxx +
1

12
δ4φxxxx − 2Θ

d

dt

{
δ3φxxx

}
, (4.85)

onde foi usado os resultados das equações (4.16) e (4.16) até quarta ordem. De forma
idêntica a equação (4.80), no limite contínuo, temos

φ = exp (δu)− 1. (4.86)

A equações (4.80) e (4.86), no limite contínuo, nos dá

Xi = δu. (4.87)

Portanto, podemos reescrever a equação (4.85) como:

utt = δφxx +
1

12
δ3φxxxx − 2Θ

d

dt

{
δ2φxxx

}
. (4.88)

Precisamos derivar φ quatro vezes. No entanto, como estamos considerando os termos
até a quarta ordem de δ, percebemos que para primeiro termo do lado direito da
equação (4.88) só os termos até terceira ordem de δ contribuirá, já que o mesmo está
mutiplicada por δ. Para o segundo termo do lado direito, só os termos de primeira
ordem, pois ele está mutiplicado por δ3. Seguindo o mesmo raciocínio, para o terceiro
termo do lado direito, apenas os termos de segunda ordem em δ serão computados.
Essa análise é útil, pois assim não precisamos derivar todos os termos em todas as
ordens de δ. Sendo assim, de�nindo ζ = δu e expandindo exp [ζ] em série de taylor,
até quarta ordem de δ , chegamos a

exp [ζ] = exp [0] +
∂exp [ζ]

∂ζ

∂ζ

∂u
δu+

∂2exp [ζ]

∂ζ2

∂ζ

∂u
(δu)2 + ...

= 1 + δ2u+
1

2
δ3u2 +

1

6
δ4u3 + ..., (4.89)
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em seguida derivando φ quatro vezes em relação a x, logramos

φx = δ exp [ζ]ux

φxx =
(
δuxx + δ2(ux)2

)
exp[ζ]ux

φxxx =
(
δuxxx + δ2uxxux

)
exp [ζ] + ... (4.90)

φxxxx = δuxxxx exp [ζ].

Usando os resultados das equações (4.89) e (4.90), obtemos

utt = δ2uxx
(
δ1 + δ2u+ ...

)
+ δ3(ux)

2
(
δ1 + δ2u+ ...

)
+

1

12
δ3uxxxx

(
1 + δ2u+ ...

)

− 2Θ
d

dt

{
δ2

(
δuxxx + δ2uxxux + ...

) (
1 + δ2u+ ...

)}
. (4.91)

Realizando a seguinte troca de variável

t −→ tδ, (4.92)

a equação (4.91) �ca

utt = uxx+ δ
(
uxxu+ (ux)

2
)

+
δ2

12
uxxxx − 2δ2Θuxxxt. (4.93)

Por conviniência, vamos mudar para a notação em que

ux =
∂u

∂x
= ∂xu. (4.94)

Reescrevendo a equação (4.93) segundo a notação da equação (4.94), temos

∂ttu = ∂xxu+
δ

2
∂xx(u

2) +
δ2

12
∂xxxxu− 2δ2Θ∂xxxtu (4.95)

Desta maneira, obtemos a equação Boussinesq pertubada por um termo dispersivo
não-comutativo que é o mesmo que aparece na perturbação da onda equação (4.26) e
no β-modelo (4.69). Por outro lado, é sabido que a equação Boussinesq leva à equação
KdV quando é considerado que as ondas viajam em uma só direção. Vamos tentar ,
derivar da equação (4.95) a correspondente extensão não comutativa da equação KdV.
Para isso vamos fazer a seguinte mudança de variável

u =
∂ϕ

∂x
(4.96)

de tal forma que

∂tt

(∂ϕ
∂x

)
= ∂xx

(∂ϕ
∂x

)
+

1

2
δ∂xx

((∂ϕ
∂x

)2)
+
δ2

12
∂xxxx

(∂ϕ
∂x

)
− 2Θδ2∂xxxt

(∂ϕ
∂x

)
.

Integrando, vem que
∫ ∞

−∞
dx∂tt

(∂ϕ
∂x

)
=

∫ ∞

−∞
dx

{
∂xx

(∂ϕ
∂x

)
+

1

2
δ∂xx

((∂ϕ
∂x

))
+
δ2

12
∂xxxx

(∂ϕ
∂x

)
− 2Θδ2∂xxxt

(∂ϕ
∂x

)}
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de acordo com a de�nição feita na equação (4.96) obtemos

∂ttϕ = ∂xxϕ+ δ
∂ϕ

∂x

∂2ϕ

∂x2
+
δ2

12
∂xxxxϕ

−2Θδ2∂xxxtϕ+ const (4.97)

Agora nós iremos considerar que a função ϕ representa uma onda se propagando para
a direita, ou seja, ϕ(x, t) = ϕ(x − vt), onde v 6= 0 é um parâmetro proporcional à
velocidade de propagação das ondas com a condição extra v 6= 1. Nesse sentido, seja

ϕ(x− vt) = ϕ(z). (4.98)

Derivando a equação (4.98) em relação a x e t respectivamente, temos

∂ϕ(z)

∂x
=

∂ϕ(z)

∂z

∂z

∂x
=

∂ϕ(z)

∂z
(4.99)

∂ϕ(z)

∂t
=

∂ϕ(z)

∂z

∂z

∂t
= −∂ϕ(z)

∂z
v. (4.100)

Das equações (4.99), (4.100), obtem-se

∂ϕ(z)

∂x
= −1

v

∂ϕ(z)

∂t
(4.101)

∂2ϕ(z)

∂x2
=

1

v2

∂2ϕ(z)

∂t2
. (4.102)

Substituindo o resultado das equação (4.101), (4.102) na equação (4.97), logra-se

(1− v2)∂xxϕ + δ∂xxϕ∂xϕ+
δ2

12
∂xxxxϕ (4.103)

+ 2Θδ2v∂xxxxϕ+ const = 0. (4.104)

Considerando-se para equação que ∂xϕ = Φ e que as derivadas do tempo podem ser
recuperadas introduzindo um parâmetro ε, ε 6= 1 que irá nos dar a proporção da
derivada temporal e derivada espacial, nos termos onde v∂xϕ = -∂tϕ foi introduzido,
portanto admitindo que

∂xΦ −→ ε∂x + (1− ε)∂tΦ (4.105)

a equação para Φ �ca

(1− v2)ε∂xΦ +(1− v2)(1− ε)∂tΦ + δΦ∂xΦ +
δ2

12
∂xxxΦ

+ 2Θδ2vε∂xxxΦ + 2Θδ2v(1− ε)∂xxtΦ + const = 0. (4.106)

Fazendo ξ = x− ε
1−ε

t, τ = t
1−ε

e const = 0. Essa mudança de variável proposta implica
em Φ(x, t) −→ Φ(ξ, τ) e usando a regra da cadeia obtemos

∂Φ

∂t
=
∂Φ

∂ξ

∂ξ

∂t
+
∂Φ

∂τ

∂τ

∂t
, (4.107)
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que substituindo na equação(4.106), obtem-se

(1− v2)ε∂ξΦ +(1− v2)(1− ε)

{
−∂Φ

∂ξ

ε

1− ε
+
∂Φ

∂τ

1

1− ε

}
+ δΦ∂ξΦ +

δ2

12
∂ξξξΦ

−2Θδ2vε∂ξξξΦ −2Θδ2v(1− ε)∂ξξ

{
−∂Φ

∂ξ

ε

1− ε
+
∂Φ

∂τ

1

1− ε

}
= 0 (4.108)

evidenciando os termos, obtemos

(1− 1)(1− v2)ε∂ξΦ + ∂τΦ +
1

(1− v2)
δΦ∂ξΦ

1

(1− v2)

δ2

12
∂ξξξΦ

+(2− 2)
1

(1− v2)
Θδ2vε∂ξξξΦ− 2

1

(1− v2)
Θδ2v∂ξξτΦ = 0 (4.109)

tal que

∂τΦ +
1

(1− v2)
δΦ∂ξΦ +

1

(1− v2)

δ2

12
∂ξξξΦ− 2

1

(1− v2)
Θδ2v∂ξξτΦ = 0. (4.110)

De�nindo

a =
δ

1− v2
, b =

δ2

12(1− v2)
, c =

2δ2v

1− v2
(4.111)

chegamos a

∂τΦ + aΦ∂ξΦ + b∂ξξξΦ−Θc∂ξξτΦ = 0. (4.112)

Fazendo o seguinte reescalamento

ξ → (b)
1
3 ξ τ → −τ Φ → (a)−1(b)

1
3 Φ (4.113)

e em seguida realizando o procedimento utizado para obter a equação (2.37), podemos
expressar a equação KdV em sua forma usual, mas agora com um termo não-comutativo
adicional

∂τΦ = Φ∂ξΦ + ∂ξξξΦ + Θ2v

(
122δ2

1− v2

) 1
3

∂ξξτΦ (4.114)

Considerando o parâmetro não commutativo muito pequeno o termo adicional, em
princípio, pode ser considerado como uma perturbação fraca sobre a equação KdV.
Note que, neste caso, esta perturbação, a �m de ser real também deve satisfazer v
> 1. Os efeitos das perturbações fracas sobre as soluções da equação KdV tem sido
estudada por diferentes métodos [36],[37] e [38]. Por isso, empregando estes métodos
seria possível investigar a in�uência do termo não-comutativo adicional sobre soluções
sóliton da equação KdV original. Neste ponto poderia ser interessante para comparar
com as outras extensões não comutativas da equação KdV propostas sobre a literatura
[34] e [35]. Se, na proposta Moyal (KdV) apresentada em [34] e [35] nós expandirmos
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o produto Moyal (estrela) em θ vamos descobrir que a primeira correção será exibida
para a segunda ordem do parâmetro θ,

ut + uxxx − 6uux − θ2

2

[
∂xtu∂xttu+ ∂xxxu∂ttu− 4∂xxtu∂xtu

]
= 0. (4.115)

Note que esta expressão contrasta com o resultado obtido nos cálculos realizados
nesse capítulo em que o termo de correção em primeira ordem de Θ. Este fato, em certo
sentido é natural uma vez que, na extensão não comutativa da equação KdV da equação
(4.115) a não-comutatividade é introduzida ao nível do espaço-tempo, assumindo desta
maneira, o tempo como uma coordenada não comutativa, enquanto que para nós o
tempo tem sido sempre uma coordenada comutativa. Neste sentido, não se espera uma
equivalência entre os dois formalismo. Os modelos aqui apresentados podem ser vistos
como formulações não-comutativas alternativas de teorias de campo que surgem a partir
do limite contínuo de sistemas discretos cujas evoluções são regidas pela segunda lei
de Newton deformada, equação (4.3). Note que em todos os casos as habituais teorias
comutativas são recuperados quando o limite de Θ −→ 0 é estabelecida. Além disso,
gostaríamos de dizer que exploramos as implicações da não-comutatividade não-local
no nível clássico onde o seu efeito se manifesta sob a forma de um termo adicional
sobre as equações de movimento que pode, em princípio, ser considerado como uma
perturbação. Obviamente, a nível quântico as consequências podem ser mais drásticas,
uma vez que não será possível ter uma teoria quântica de campo livre, no sentido de
que não pode ser visto como uma coleção de in�nitos osciladores hârmonicos quânticos.
Consequentemente a investigação das implicações desta não-comutatividade não-local
a nível quântico é um assunto interessante que pode ser prosseguido no futuro. Do
outro lado, a nova física que a introdução desta não-comutatividade implica pode ser
explorada em cenários onde as violações da simetria de Lorentz foram considerados
[26],[27] e [28]. Por último, seria interessante uma investigação mais profunda da relação
discreta-contínua dentro do contexto não-comutativo, incluindo também o tempo como
uma coordenada não-comutativa [39]. Um dos modelos estudados foi a corrente de
Toda aberta, cujo limite contínuo resultou em uma generalização da equação KdV,
que conforme vimos no segundo capítulo tem uma estrutura de estudo muito rica.
Logo, poderia-se analisar os critérios de integrabilidade dessa extensão não-comutativa
da equação KdV de forma semelhante a que foi analisada no segundo capítulo para
equação KdV.



5
Conclusão

Começamos dissertando sobre a integrabilidade de um sistema a nível clássico e a
respeito da não-comutatividade. Prosseguindo, desenvolvemos alguns conceitos de in-
tegrabilidade clássica usando a equação KdV. Em seguida por meio de uma Mecânica
Quântica Não -Comutativa, que inclui a não-comutatividade em todos os graus de liber-
dade da teoria, detalhe cerne do quarto capítulo, obtemos uma Mecânica Newtoniana
Deformada. E por último, estudamos a evolução temporal das correntes de oscilado-
res através da segunda lei de Newton deformada, e veri�camos como se da a relação
discreto-contínuo para as equações de movimento, agora deformadas pelo parâmetro
não-comutativo.

Ao trilharmos esse caminho, descobrimos que a equação KdV é um sistema integrá-
vel, pois satisfaz os critérios de integrabilidade estabelicidos pelo teorema de Liouville
e que a evolução temporal de x̃i e p̃i, admitindo a mudança de variável proposta pelas
equações (3.8), (3.9) são equações equivalentes as equações (3.20), (3.21). Além disso,
vimos também a equivalência entre as equações (3.19) e (3.35) tomando o limite clás-
sico da Mecânica Quântica. Outro fato de relevância está representado pela equação
(4.1) que trata da não-comutatividade local e não local diferente da equação (3.1). E ao
�nal desse caminho construimos generalizações não comutativas alternativas de teorias
de campo bidimensionais aplicando o limite contínuo para as correntes de osciladores.

Dessa forma, nosso trabalho propoem uma forma alternativa para construir gene-
ralizações não comutativas, onde não se tem a necessidade de considerar o tempo como
uma coordenada não comutativa. Isso é expresso explicitamente pelo contraste entre
as equações (4.114) e (4.115).
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Apêndice A

Propriedades da Função Delta de Dirac

δ(x) =

{ ∞ se x = 0,
0 se x 6= 0,

(A.1)

∫ ∞

−∞
δ(x)dx = 1 (A.2)

∫ ∞

−∞
δ(x− a)f(x)dx = f(a) (A.3)

∫ ∞

−∞

∂δ(x− a)

∂x
f(x)dx = −∂f(a)

∂x
. (A.4)

δ(x) = δ(−x) (A.5)

De�nindo

f(x, y) = δ(x− y), z = x− y.

Note que

∂xf =
dδ(z)

dz

∂z

∂x
= δ

′
(z)

∂yf =
dδ(z)

dz

∂z

∂y
= −δ′(z)

Dessa forma, podemos escrever

∂xf = −∂yf. (A.6)
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Seja a integral ∫ ∞

−∞
dxg(x)δ(x− y).

Por conviniência, escreve-se
f(z) = δ(z), (A.7)

de�nindo
z = x− y (A.8)

que a derivada em relação a x é
dz

dx
= 1. (A.9)

Pelas equações (A.8) , (A.9), a integral
∫ ∞

−∞
dxg(x)δ(x− y) (A.10)

pode ser reescrita como ∫ ∞

−∞
dzg(z + y)δ(z). (A.11)

Dessa forma, pela equação (A.3) da função delta de Dirac, temos que
∫ ∞

−∞
dzg(z + y)δ(z) = g(y). (A.12)

Portanto ∫ ∞

−∞
dxg(x)δ(x− y) = g(y). (A.13)

De posse dos resultados contidos nas equações acima, pode-se realizar algumas inte-
grações que são uteis para obter os resultados das equações (2.90), (2.170) e (2.171).
As integrais referentes a equação (2.90) são:

1. ∫ ∞

−∞
dyu(y)

∂3δ(x− y)

∂x3
=

−
∫ ∞

−∞
dyu(y)

∂3δ(x− y)

∂y3
=

= −
[
u(y)

∂2δ(x− y)

∂y2

]∞

−∞
+

∫ ∞

−∞
dyuy

∂2δ(x− y)

∂x2

=

[
uy
∂δ(x− y)

∂y

]∞

−∞
−

∫ ∞

−∞
dyuyy

∂δ(x− y)

∂y

= −uyyδ(x− y) +

∫ ∞

−∞
dyuyyy

∂δ(x− y)

∂y

= uxxx, (A.14)
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onde assumimos que u(x) e suas derivadas vão a zero quando x −→ 0.

2. ∫ ∞

−∞
dy

{
u(y)

∂(u(x)δ(x− y))

∂x
+ u(y)u(x)

∂δ(x− y)

∂x

}
=

−3u(x)

∫ ∞

−∞
dyu(y)

∂δ(y − x)

∂y
= 3uux. (A.15)

A integrail envolvida na equação (2.170) é
∫ ∞

−∞
dxdy

δHm

δu(x)

( ∂3

∂x3
+

1

3

( ∂

∂x
u(x) + u(x)

∂

∂x

))
δ(x− y)

δH1

δu(y)
u(x),

(A.16)
onde, por conviniência será de�nido

δHm

δu(x)
= fm[u(x)] = fm.

Assim

3. ∫ ∞

−∞
dxdyfmu(y)

∂3δ(x− y)

∂x3
=

= −
∫ ∞

−∞
dxfm

∫ ∞

−∞
dyu(y)

∂3δ(y − x)

∂y3

=

∫ ∞

−∞
dxfmuxxx

= [fmuxx]
∞
−∞ −

∫ ∞

−∞
dx(fm)xuxx

= − [(fm)xuxx]
∞
−∞ +

∫ ∞

−∞
dx(fm)xxux

= [(fm)xxux]
∞
−∞ −

∫ ∞

−∞
dx(fm)xxxu

= −
∫ ∞

−∞
dx(fm)xxxu (A.17)

onde assumimos que u(x) e suas derivadas vão a zero quando x −→ 0.

4. ∫ ∞

−∞
dxdyfmuxu(y)δ(x− y) =

= −
∫ ∞

−∞
dxfmux

∫ ∞

−∞
dyu(y)δ(x− y)

= −
∫ ∞

−∞
dxfmuxu(x) (A.18)
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5.
∫ ∞

−∞
dxdyfmu(x)

∂u(y)δ(x− y)

∂x
=

= −
∫ ∞

−∞
dxfmu(x)

∫ ∞

−∞
dyu(y)

∂δ(x− y)

∂y

=

∫ ∞

−∞
dxfmuxu(x)

= [fmu(x)u(x)]
∞
−∞ −

∫ ∞

−∞
dx(fmu(x))xu(x)

= −
∫ ∞

−∞
dx(fmu(x))xu(x) (A.19)

onde mais uma vez, u(x) e suas derivadas vão a zero quando x −→ 0.

Para a equação (2.171) são realizados cálculos idênticos.

Derivada de um Funcional
Algumas equações no capítulo um foram obtidas através de algumas operações que
serão melhor estudadas nesse apêndice.

Uma dessas operações foi a derivada de funcionais. Por isso é importante saber a
de�nição de um funcional e saber também a de�nião da operação chamada derivada
de um funcional. Portanto:

De�nição A.1. Seja V um espaço vetorial sobre um corpo K; um funcional é toda
função F: V −→ K.

De�nição A.2. A derivada de um funcional F: V −→ K é de�nida

δF [u(x)]

δu(y)
= lim

ε−→0

1

ε
(F [u(x) + εδ(x− y)]− F [u(x)]) (A.20)

Agora vamos usar a de�nição acima para ver como se da a passagem da equação
(2.77) para equação (2.78). Para esse caso em especi�co,

F [u] =

∫ ∞

∞
dx

(
u3

3!
− 1

2

(∂u
∂x

)2
)

(A.21)

da de�nição A.2, vem que

δF [u(x)]

δu(y)
= lim

ε−→0

1

ε

{ ∫ ∞

−∞
dx

(
1

3!
(u+ εδ(x− y))3 − 1

2

(
∂(u+ εδ(x− y))

∂x

)2
)

− F [u(x)]
}
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= lim
ε−→0

1

ε

{ ∫ ∞

−∞
dx

[ 1

3!

(
u3(x) + 3u2(x)εδ(x− y) + 3uε2(δ(x− y))2

+ ε3(δ(x− y)3)
)
− 1

2

(∂u
∂x

)2

− ε
(∂u
∂x

)∂δ(x− y)

∂x
− 1

2
ε2
∂δ(x− y)

∂x

2]
− F [u(x)]

}

δF [u(x)]

δu(y)
= lim

ε−→0

1

ε

{ ∫ ∞

−∞
dx

[u3(x)

3!ε
+

1

2
u2(x)δ(x− y) +

1

2
uε(δ(x− y))2

+
1

3!
ε2(δ(x− y))3 − 1

2ε

(∂u
∂x

)2

−
(∂u
∂x

)∂δ(x− y)

∂x
− 1

2
ε
∂δ(x− y)

∂x

2

− u3

ε3!

+
1

2ε

(∂u
∂x

)2]}
.

Aplicando o limite e somando os termos semelhantes, temos
δF [u(x)]

δu(y)
=

1

2

∫ ∞

−∞
dxu2(x)δ(x− y)−

∫ ∞

−∞
dx
∂u

∂x

∂δ(x− y)

∂x
.

Realizando uma integração por partes no segundo termo do lado direito da igualdade
acima e usando a propriedade da função delta de Dirac nas duas integrais da mesma
igualdade, logramos

δF [u(x)]

δu(y)
=

1

2
u2(y) +

∂2u(y)

∂y2
(A.22)

que é a equação (2.78) da capítulo um. Portanto, com a de�nição A.2 podemos obter
a derivada de um funcional. Então, usando a de�nição 2.1 na equação (2.156), temos

δH0

δu(y)
= lim

ε−→0

∫ ∞

−∞
dx (u(x) + εδ(x− y)− u(x))

= lim
ε−→0

∫ ∞

−∞
dx (εδ(x− y)) ,

(A.23)
que ao aplicar o limite, obtem-se

δH0

δu(y)
=

∫ ∞

−∞
dxδ(x− y). (A.24)

Já para equação (2.157) �ca
δH1

δu(y)
=

1

2
lim
ε−→0

1

ε

∫ ∞

−∞
dx

(
u(x)2 + 2εδ(x− y)u(x) + (εδ(x− y))2 − u(x)2

)

=
1

2
lim
ε−→0

1

ε

∫ ∞

−∞
dx (2εδ(x− y)u(x)) ,

(A.25)
que ao aplicar o limite, logra-se

δH1

δu(y)
= u(y). (A.26)
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Colchetes de Poisson
De�nição A.3. O colchete de Poisson de dois funcionais A[u] e B[u] é de�nido como

{A[u], B[u]} =

∫ ∞

−∞
dxdy

δA[u]

δu(x)
f(x, y)

δB[u]

δu(y)
, f(x, y) = {u(x), u(y)} . (A.27)

Como exemplo da aplicação da de�nição A.3, vamos calcular o colchete de Poisson
de u(x) e H[u], descritos abaixo

u(x) = u(x)

H[u] =

∫ ∞

−∞
dx

(
u3

3!
− 1

2
(
∂u

∂x
)2

)

f(x, y) =
∂δ(x− y)

∂x
.

Portanto, usando a deinição A.3, temos que

{u(x, t), H[u]} =

∫ ∞

−∞
dxdy

δu(x)

δu(x)
f(x, y)

δH

δu(y)

=

∫ ∞

−∞
dxδ(x− y)

∫ ∞

−∞
dy
∂δ(x− y)

∂x

(
1

2
u2(y) +

∂2u(y)

∂y2

)

= −
∫ ∞

−∞
dy
∂δ(x− y)

∂y

(
1

2
u2(y) +

∂2u(y)

∂y2

)

=
∂

∂x

(
1

2
u2(x) +

∂2u(x)

∂x2

)

= uux + uxxx

= ut. (A.28)

No capítulo dois, vimos que o resultado acima é a evolução temporal da equação KdV,
ou seja, a de�nição A.3 nos fornece a evolução de um funcional.
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Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matemática
Baixar livros de Medicina
Baixar livros de Medicina Veterinária
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC
Baixar livros Multidisciplinar
Baixar livros de Música
Baixar livros de Psicologia
Baixar livros de Química
Baixar livros de Saúde Coletiva
Baixar livros de Serviço Social
Baixar livros de Sociologia
Baixar livros de Teologia
Baixar livros de Trabalho
Baixar livros de Turismo
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