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Resumo

Seja k um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero e seja C
uma curva quartica projetiva nao singular definida sobre k£ com corpo de
fungoes racionais k(C'). Considere uma projegao de C, com um centro de
projecao em (', sobre uma reta [. Esta projecao determina uma extensao
de corpos k(C) | k(I). Nesta dissertagao estudamos as seguintes questoes:
Quando a extensao k(C) | k(1) é galoisiana? Qual é o género do modelo nao
singular do fecho galoisiano desta extensao?



Abstract

Let k£ be an algebraically closed field of characteristic zero. Let C be a
smooth plane projective quartic curve over k with rational function field of
k(C'). We consider a projection from C' to a line [ with center at a point of C'.
This projection determines a field extension k(C') | k(I). In this dissertation
we study the following two questions: Under what conditions is the extension
kE(C) | k(1) a Galois extension? What can be the genus of the nonsingular
model of the Galois closure of this extension?



0.1 Introducao

Pontos de Galois associados a uma curva projetiva plana foram introduzi-
dos em 1996 pelo matematico japonés Hisao Yoshihara. Um ponto do plano
projetivo é chamado ponto de Galois para uma curva projetiva desse plano se
uma projecao da curva, com centro nesse ponto, sobre uma reta induz uma
extensao de Galois do corpo de fungoes da curva sobre o corpo de funcoes
da reta. Muitas questoes surgiram a partir desse conceito. Nessa dissertacao
estamos particularmente interessados no caso em que a curva é uma quartica
nao singular.

Para tornar os conceitos mais precisos vamos estabelecer as seguintes
notagoes. Vamos supor que k seja um corpo algebricamente fechado de ca-
racteristica zero. Seja K um corpo de fungoes algébricas em uma variavel
sobre k. Um subcorpo K’ de K (que contém k) é um subcorpo racional
maximal de K se todo corpo intermedidrio entre K’ e K, diferente de K’, nao
¢ racional. Vamos denotar um subcorpo maximal de K por K,,. Queremos
compreender melhor a estrutura da extensao K | K,,. Quando esta extensao
é galoisiana? Se L é o fecho galoisiano de K | K, qual é o grupo de Galois
da extensao L | K,,7 Qual é o género do corpo de fungoes L? Em outras
palavras, qual é o género do modelo nao singular de uma curva plana que
tenha L como corpo de fungoes?

Seja C' uma curva projetiva plana nao singular de grau d e seja mp uma
projecao de C' sobre uma reta [, com centro de proje¢ao num ponto P. Esta
projecao induz uma extensao de corpos k(C) | k(I). No caso em que P esta
sobre a curva temos que o grau de k(C') sobre k() é igual a d — 1 ese P é
um ponto fora da curva entao o grau dessa extensao é igual a d.

Nesta dissertagao estudaremos os casos em que o grau [k(C) : k()] é igual
a 3, isto é, o caso em que C é uma quartica e P estd em C e o caso em que
C' é uma cubica nao singular e o ponto P esta fora de C'. Quando a extensao
E(C) | k(I) for galoisiana diremos que P é um ponto de Galois associado a
C.

Os resultados que obteremos sao os seguintes. No caso em que C' é uma
quértica projetiva nao singular e P é um ponto de C, a extensao k(C) | k() é
galoisiana se, e somente se, apds uma eventual mudanca projetiva de coorde-
nadas, a equagao afim de C torna-se f(x,y) = y+ g(x,y), onde g(z,y) é um
polinémio homogéneo de grau quatro sem fatores multiplos e g(x,0) # 0. A
extensao k(C') | k(1) é galoisiana se, e somente se, P é um ponto de inflexao
cuja reta tangente tem multiplicidade de interseccao 4 com C em P, isto é, P
¢ um ponto de inflexdo nao ordinario. Além disso, passam por P outras qua-
tro retas tangentes inflexionais (naturalmente em pontos de C' diferentes de
P). A curva C nesse caso tem poucos pontos de Galois, a saber, a quantidade
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de tais pontos é zero, um ou quatro. Para uma quartica genérica, o grupo de
Galois de k(C) | k(1) é isomorfo a S5, o grupo simétrico de 3 elementos e nao
hé pontos de Galois. Também para uma quartica genérica o fecho galoisiano
tem género 3. Quando P nao é um ponto de Galois entao o género do modelo
nao singular assume um dos valores do conjunto {6,7,8,9,10}. Exceto para
um numero finito de pontos de C' o género do modelo nao singular associado
ao fecho galosiano de k(C') | k(I) é igual a 10.

Se P nao ¢é ponto de Galois de C' mas é um ponto de inflexao ordinério,
isto é, a multiplicidade de interseccao de C' com a reta tangente em P é igual
a 3, entao o género do fecho galoisiano de k(C) | k(1), é igual a 10 menos
o numero de retas tangentes inflexionais de C' distintas de Tp, onde Tp é a
reta tangente em P.

Se P nao é ponto de Galois de C' mas é um ponto de inflexdao nao ordinério,
isto é, a multiplicidade de interseccao de C' com a reta tangente em P ¢ igual
a 4, entao o género do fecho galoisiano de k(C) | k() é igual a 9 menos o
numero de retas tangentes inflexionais de C' distintas de T'p.

No caso em que C' é uma cubica projetiva plana nao singular e P é um
ponto de C' entao k(C) | k(l) é uma extensao de grau dois e, portanto, a
extensao é sempre galoisiana. No caso em que P é um ponto fora de C' entao
os resultados que obteremos sao os seguintes.

A extensao k(C) | k() é galoisiana se, e somente se, P é um ponto comum
de trés retas tangentes inflexionais de C.

Para uma cubica genérica temos que o grupo de Galois da extensao
E(C) | k(I) é isomorfo a S3, o grupo simétrico de 3 letras.

Quanto ao género do fecho galoisiano temos:

P é um ponto de Galois de C se, e somente se, g(P) = 1. Se P nao é
ponto de Galois de C' entao g(P) € {2,3,4}. Exceto para um nimero finito
de pontos de C temos g(P) = 4.

Organizamos o trabalho da seguinte forma:

No capitulo 1 apresentamos alguns conceitos e resultados basicos e gerais
necessarios para o desenvolvimento da dissertacao. O capitulo tem também
como objetivo fixar notagoes, uniformizar a linguagem além de ser uma ten-
tativa de tornar o trabalho autosuficiente.

No capitulo 2 estao os resultados centrais da dissertacao. Na secao 2.1
fazemos a apresentacao e a contextualizacao das questoes a serem abordadas.
Na secao 2.2 enunciamos e provamos o resultado central do trabalho que é
a descricao dos pontos de Galois sobre uma quartica projetiva plana nao
singular. Dedicamos a sec¢ao 2.3 ao caso da cibica nao singular com o centro
de projecao fora da curva. Este estudo é relativamente mais simples do que
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o caso da quartica. Finalmente na segao 2.4 apresentamos alguns exemplos
que de uma certa forma complementam os resultados apresentados na secao
2.2.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos alguns conceitos e resultados necessérios
para o desenvolvimento desta dissertacao. Admitiremos que o corpo k é
algebricamente fechado de caracteristica zero.

1.1 Espacos Projetivos

Sejam k um corpo qualquer, que pensamos como corpo de base (no decor-
rer do texto vamos fazer restrigdes ao corpo k), e n € N. O espaco afim
n-dimensional é definido como

A" = A"(k) ={(a,...,a,) | a; € k}.

O espaco projetivo n-dimensional é obtido da forma seguinte.
Defina no espago afim (n + 1)-dimensional a relagdo de equivaléncia ~:
Dados (ag, ay, ..., ay), (bo, b1, ..., b,) € A"\ {(0,0,...,0)} dizemos que

(a()aa/l? "'7an) ~ (b07b17 "')bn)

se, e somente se, existe A € k, A # 0, tal que b; = Aa; para0 <i<n. A
classe de equivaléncia de (ag, a, ..., a,) é representada por

(ap:ay:...:ay).
O espago projetivo n-dimensional é o conjunto
P* =P"(k) ={(ap:a1:...:a,) | a; € k, ndo todos nulos}.
Para cada 0 < i < n, seja U; = {(ap : a1 : ... 1 a,) € P" | q; = 1}.

Naturalmente temos que
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O conjunto H,, = P"\ U, = {(ap : a1 : ... : a,—1 : 0) € P"} é chamado de

hiperplano no infinito e os pontos P € H,, sao os pontos no infinito de P".

Naturalmente esta escolha de H,, é apenas para uma certa conveniéncia.
Vemos com facilidade que as aplicagoes, definidas por,

Vi ¢ A" — U, cpr
(ag, a1, yan_1) — (ag:--+:a;_1:1:ai1::ay)
sao bijecoes e, portanto, nos fornecem n + 1 “copias” de A" em P".

Se n = 1, chamaremos o espaco projetivo P! de reta projetiva. O espaco
projetivo P2, de dimensao 2, ¢ chamado de plano projetivo e pode ser identifi-
cado com o conjunto das retas do espaco afim tridimensional A3 que passam
pela origem.

Figura 1.1:

De uma maneira mais geral, podemos definir o espaco projetivo associado
a um espago vetorial V de dimensao arbitraria sobre um corpo k como segue.

Definigao 1.1. O espago projetivo P(V') associado ao espago vetorial V' € o
conjunto dos subespacos unidimensionais de V.
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1.2 Curvas afins e curvas projetivas

Seja k um corpo algebricamente fechado e sejam f, g € k[X, Y] polinomios
nao constantes em duas indeterminadas X e Y sobre k. E fdcil mostrar (veja
[10], pagina 9) que f(X,Y) =0e g(X,Y) = 0 tém as mesmas solugdes em A?
se, e somente se, f e g possuem os mesmos fatores irredutiveis. Assim, dois
polinomios, sem fatores irredutiveis multiplos, definem o mesmo conjunto de
zeros em A? se, e somente se, eles diferem por um multiplo constante nao
nulo. Isto nos permite fazer a seguinte definigao:

Definicao 1.2. Uma curva algébrica plana afim ou, abreviadamente,
curva ¢ uma classe de equivaléncia de polinomios ndao constantes, que iden-
tifica dois polinomios se um deles € multiplo constante nao nulo do outro.

Dizemos que a equac¢ao da curva é qualquer um dos polindmios da classe
de equivaléncia que a define, conforme a definicao acima. O grau da curva é
o grau de qualquer polinémio que a define. As curvas de grau 1,2,3 e 4 sao
chamadas respectivamente de retas, conicas, ciubicas e quarticas. Uma curva é
irredutivel se ela admite uma equacao dada por um polinomio irredutivel. As
componentes irredutivers de uma curva sao as curvas definidas pelos fatores
irredutiveis do polinomio que a define.

Seja f uma curva e seja P um ponto de f. Sem perda de generalidade (ad-
mitindo mudangas afins de coordenadas conforme defini¢ao 1.6 mais adiante)
admitiremos P = (0,0). Podemos escrever

f:fm+fm+1+"'+fd7

onde cada um dos f; é um polinomio homogéneo de grau ¢ para m < i < d,
e fm # 0. O polinomio f,, pode ser escrito:

fm = (alX + b1Y)n1 cee (CLpX + bpY)np,
onde os fatores (a; X + b;Y) sao distintos. As retas dadas por

sao as retas tangentes a f em P. O expoente n; é a multiplicidade da tangente
l;. Vejamos os exemplos a seguir.

Exemplo 1.3. A rosdcea de trés pétalas no plano complexo dada pela equacgao
X1 42XV 4 VY (Y —VBX)(Y +V3X) =0
apresenta trés tangentes distintas no ponto (0,0), a saber

V=0, Y=vV3X eY=—-V3X.
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Figura 1.2: C': X* +2X?2Y2 4+ Y* - Y3 +3X2Y =0

ki

Exemplo 1.4. A cissoide
XY +Y3 - X?=0
tem uma unica tangente no ponto (0,0), que é X =0, com multiplicidade 2.

Seja C' uma curva definida por um polinomio f, dizemos que um ponto
P = (a,b) € C é um ponto simples ou ponto nao singular ou ponto regular

de C' se if of
d—X(a, b) #0 ou d—Y(a,b) # 0.

Um ponto de C' que nao é ponto simples é dito ser um ponto singular ou uma
singularidade. Assim, um ponto P = (a,b) € A% é um ponto singular de C
se, e somente se,
df df
b) = ——=(a,b) = —=(a,b) = 0.
Fla,b) = Sola,b) = 5 (a,b)
Se P = (a,b) € C' é um ponto regular, a unica reta tangente a C em P é a
reta dada pela equacao:
daf df
Tp : —(P)(X — —(P)(Y —b)=0.
P o (P)X —a) + - (P)(Y = b)

Seja f = fo+ fi+- - -+ fq um polindomio de grau d nas duas indeterminadas

X e Y escrito como soma de componentes homogéneas, isto é, cada f; é um
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Figura 1.3: C': X?Y +Y3 - X?2=0

polindmio homogéneo de grau i, com f; # 0. Considere a homogeneiza¢ao
de f, a saber, o polindbmio homogéneo de grau d nas indeterminadas X,Y e
Z obtido a partir de f da seguinte forma:

(XY, 2)= foZ'+ A(X,Y)Z -+ fu(X)Y) = Z°f (% ;) :
O subconjunto de P? : {(x : y : 2) € P? | f*(z,y,2) = 0} claramente
contém o conjunto de zeros de f em A? quando olhamos A? contido em P?
pela imersdao (x,y) — (z : y : 1). Além disso, os pontos de P? que estao
no conjunto de zeros de f* e que nao estao no conjunto de zeros de f sao
exatamente os pontos infinitos de P? que sdao zeros de f*. Isto motiva a
definicao de curva projetiva da seguinte forma:

Definicao 1.5. Uma curva plana projetiva é uma classe de equivaléncia
de polinomios homogéneos nao constantes, em trés indeterminadas, que iden-
tifica dois polinomios quando um é maltiplo constante nao nulo do outro.

Os conceitos introduzidos para curvas afins sao estendidos de forma na-
tural para as curvas projetivas.
Valem para polinomios homogéneos as seguintes relagoes:

1. Seja F(X,Y, Z) um polinémio qualquer. Entao F' é homogéneo de grau
d se, e somente se, F(tz,ty,tz) = t‘F(z,y, z) para todos x,y, 2,t € k.
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2. (Relagao de Eiiler) Seja F'(X,Y,Z) um polinémio homogéneo de grau
d. Entao,

dF dF dF
XY.2)+Y (XY 2+ 7
ax | ) HY )+ 72

Seja C' uma curva projetiva definida pelo polinomio homogéneo F. Um
ponto P = (a:b:c) € C éum ponto simples ou ponto ndo singular ou ponto
reqular de C' se vale

d-F(X,Y,Z)=X X,Y, 7).

dF F dF
dX<abC)7é0 ou dy(abc)%() ou dZ(abc)#O

Um ponto de C' que nao é ponto simples é dito ser um ponto singular
ou uma singularidade. Assim, um ponto P = (a : b : ¢) € P? é um ponto
singular de C se, e somente se,

dF dF dF
dX(a b,c) = dY(a b,c) = 77

Naturalmente, pela relagao de Eiiler, temos que P = (a : b: ¢) € P? ¢ um
ponto singular de C' se, e somente se,

F(a,b,c) = —(a,b,c) =0.

dF dF dF
b, b,
ax b0 = gylabe) = gz
Se P=(a:b:c) e C ¢éum ponto regular, a reta tangente a C' em P ¢ a
reta (projetiva) definida pela equagao:

—(a,b,c) =0.

dF dF dF
Tp: X o (P) +Y —(P) + Z—(P) = 0.

Em varias situagoes nesta dissertacao consideramos mudancas de coorde-
nadas.

Definicao 1.6. Uma transformacdao afim ou afinidade em A? é uma
aplicacao T : A?> — A? composta de uma translacdo com um isomorfismo
linear.

Toda transformacao afim é da forma T'(x1,22) = (y1,¥2), onde

Y1 = a11T1 + a12T2 + aq

Y2 = G21T1 + A22%2 + Q2
com det(a;;) # 0.
Definicao 1.7. Seja T : k* — k® um isomorfismo linear. Visto que uma
tal aplicacao preserva retas de k* passando pela origem, temos definida uma

bijecao natural, que ainda designamos por T : P? — P2, chamada uma pro-
jetividade ou mudanca projetiva de coordenadas em P?.
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1.3 Conjuntos algébricos

Os fatos listados nesta secgdo podem ser encontrados em [1]. Um ideal
I C k[Xy,...,X,] define um conjunto algébrico em A™, a saber,

V() =A{(a1,...,a,) € A" | q(ay,...,a,) =0V ¢(X1,...,X,) € I}

O Teorema da Base de Hilbert garante que todo ideal de k[X7,...,X,] é
finitamente gerado. Assim, os conjuntos algébricos de A" sao exatamente
o lugar de pontos satisfazendo um numero finito de equagoes polinomiais
em n indeterminadas sobre k. Além disso, a aplicagdo V' explicitada acima
que associa a cada ideal de k[X1,..., X,] um subconjuntos algébricos de A"
satisfaz as propriedades seguintes:

1. V(0)=A" e V(k[Xy,...,X,]) =0;

2. Se I C Jentao V(I) DV (J);

3. VILNL) =V (L) UV(l) ;

4. V(3 osen D) =(Maea V), onde A é uma familia arbitraria de indices.

Portanto os subconjuntos algébricos de A" formam a cole¢ao de conjuntos
fechados de uma topologia em A™ que é conhecida como topologia de Zariski.
A topologia de Zariski em A" induz uma topologia em qualquer conjunto
algébrico V. C A" E claro que os fechados de V' sao os seus subconjuntos
algébricos. Note que a topologia de Zariski é uma topologia muito fraca e
bem diferente da topologia usual do R™ e de C"; por exemplo, os fechados de
A sdo, além do vazio e o préprio A, os conjuntos finitos; os fechados de A2
sao, além do vazio e do préprio A2, os conjuntos finitos e as curvas algébricas
afins.

A aplicacao V definida acima possui uma espécie de “inversa’” que des-
crevemos a seguir: Um subconjunto X C A" define um ideal em k[X1, ..., X,]:

I(X) = {q(X1,..., Xn) €K[X1,.... %] | q(P)=0 ¥ Pe X}

Isto ¢é, I leva o subconjunto X no ideal dos polinomios que se anulam em X.
E de fécil verificacao as propriedades de [ listadas a seguir:

1. Se X C Y entao I(X) D I(Y);

2. Para todo X C A", tem-se que X C V(I(X)), valendo a igualdade se,
e somente se, X é um conjunto algébrico.



CAPITULO 1. PRELIMINARES 11

3. Se J C k[Xy,..., X, entdo J C I(V(.J)).

Nem sempre a inclusao no item 3 acima ¢ uma igualdade. Na verdade
esta questao esta ligada ao Teorema dos Zeros de Hilbert, que numa versao
simplificada, afirma que se J é um ideal de k[X7,..., X,] entao

I(V(J)) =V,

onde,
VIJ={qeklXy,...,X,]|¢" € J para algum n}.

No caso em que J é um ideal primo vale que v/J = J. Assim, restringindo
a correspondéncia I aos ideais primos tem-se uma inversa para V', que por
sua vez, neste caso, deve ser restrita aos conjuntos algébricos irredutiveis que
denominamos de variedades algébricas . Observamos ainda que um conjunto
algébrico V' é irredutivel se, e somente se, (V) é um ideal primo.

1.4 Aplicacoes regulares e racionais

Seja V' uma variedade afim em A™ e I(V) seu ideal (primo). O anel
quociente
k[ Xy, ..., X,)
(V)
pode ser visto de maneira natural como um anel de fungées com dominio V'
e contradominio k. Podemos ver isto da seguinte forma.

kK[V] =

Defina uma fung¢do polinomial em V' como sendo uma funcao ¢ : V — k
tal que existe um polindémio G € k[X7, ..., X,,] satisfazendo

¢(P) = G(P) para todo P € V.

Assim, se dois polinomios F, H € k[X, ..., X,] sdo tais que p(P) = G(P) e
©(P) = H(P) para todo P € V entao G(P) — H(P) = 0 para todo P € V
e, portanto G — H € I(V). Logo, em k[V] temos que, F = G, onde a barra
denota a classe de equivaléncia definida pelo ideal I. Desta forma, o anel das
fungoes polinomiais em V' é isomorfo a k[V].

Sejam V' C A™ e W C A™ conjuntos algébricos (em ambientes possivel-
mente distintos). Uma aplicagdo ¢ : V. — W é polinomial se existem m
polinémios Gy,...,G,, € k[Xq,...,X,] tais que

#(P) = (G1(P),...,G,(P)) paratodo PeV.

Neste caso dizemos também que ¢ é uma aplicacao regular de V em W.
Naturalmente uma aplicacao regular ¢ : V' — W induz um homomorfismo
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de anéis ¢* : k[W]| — k[V] definido por ¢*(¢) = ¢ o ¢. Na verdade, todo
k—homomorfismo de k—élgebra ¥ : k[WW] — k[V] é da forma ¥ = ¢* para
alguma aplicacao regular ¢ : V' — W. Assim, hd uma “equivaléncia” entre
a aplicagoes regulares de V' em W e k—homomorfismos de k—algebras entre
kW] e k[V].

Seja V uma variedade, entao k[V] é um dominio. O corpo de fungées de
V' é o corpo de fragdes do anel k[V], e o denotamos por k(V), isto é:

k(V):{%|g,hek[V],h7éO}.

Observacao 1.8. Se C' ¢ uma curva algébrica irredutivel, entao C' € uma va-
riedade algébrica, assim temos bem definido k(C') como o corpo de fungées

de C.

Se p = g € k(V), em principio ¢ nao é uma fungao, no sentido estrito
da definicao de funcao, devido aos zeros de h. No entanto ¢ é bem definida
em P € V sempre que h(P) # 0. Entao ¢ estd definida fora dos zeros de h
que é um fechado na topologia de Zariski de V. Logo o “dominio” de ¢ é
um aberto de V. Fixado um ponto P € V, podemos olhar para o conjunto
de todas estas “funcgoes” que estao definidas em P. Isto nos leva a definicao
do anel local de V em P, a saber,

Yvp={p € k(V) |y éregular em P}.

Naturalmente, temos que k[V] C ¥y p C k(V) para qualquer P € V. Na
verdade, vale:

]{Z[V] = m 19V,P~

Uma aplicacao ¢ : V --» A" é uma aplicacao racional se existem fungoes
racionais 1, ..., @, tals que

d(P) = (¢1(P),...,on(P)) paratodo P € ﬂ dom(¢p;)

Uma aplicagao racional ¢ : V --» W entre duas variedades V' C A" e
W C A™ é uma aplicagao racional ¢ : V --» A™ tal que a imagem do
dominio de ¢ esteja contido em W. Uma aplicacao racional ¢ : V --» W é
bi-racional se existe uma aplicacao racional ¥ : W --» V tal que ¢ o) = Id
e Yo ¢ = Id nos devidos dominios de definicao.

Como podemos ver na proposigdo 12 da pagina 155 de [1], duas curvas
sao birracionalmente equivalentes se, e somente se, seus corpos de funcoes sao
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isomorfos. Na pagina 179 de [1] encontramos o Teorema 3, que nos mostra
que toda curva projetiva C' tem um modelo nao singular C, isto é:

Se C' é uma curva projetiva entdao existe uma curva projetiva nao singular
C birracionalmente equivalente a C'.

Precisamos tomar um certo cuidado pois mesmo sendo C' uma curva plana
projetiva o seu modelo nao singular C pode nao ser uma curva plana proje-
tiva.

1.5 O género de um curva

No estudo de variedades algébricas muitos objetos sao associados a ela
com o objetivo de obter classificacoes. Na exposicao feita acima por exemplo,
foram definidos o anel das fungoes regulares, o corpo de fungoes, o anel local
associado a um ponto. No caso de curvas temos o grau. Alguns objetos sao
invariantes por determinados tipos de transformacoes e outros nao.

O grau de uma curva algébrica plana afim é invariante por transformagoes
afins de coordenadas, no entanto nao é invariante por aplicagoes bi-racionais,
por exemplo, toda conica é bi-racionalmente equivalente a uma reta, no en-
tanto uma conica tem grau 2 e uma reta tem grau 1.

Como o matematico noruegués Abel (Niels Henrik Abel (1802-1829)) no-
tou, o nimero de diferenciais de primeira espécie (também chamadas de
1-formas regulares) linearmente independentes sobre uma curva C' é mais
importante do que o grau, uma vez que é um invariante bi-racional. Este
nimero é chamado de género de C' e é denotado por g(C'). As curvas podem
ser classificadas em trés classes fundamentais, de acordo com o seu género.

1. g(C) =0 : curvas racionais.
2. g(C) =1 : curvas elipticas.
3. g(C) >2 : demais curvas.

No estudo de corpos de fungoes algébricas em uma varidavel (que sao
corpos de fungoes de curvas) temos o teorema fundamental da teoria que é o
Teorema de Riemann-Roch. Esse teorema permite calcular o género de uma
curva por um caminho bastante arduo.

Por outro lado, ha uma férmula do género dada por um teorema de M.
Noether que permite calcular o género a partir do grau da curva e de con-
tribuigoes de suas singularidades. Assim para o cédlculo efetivo, precisamos
lancar mao de processos locais de dessingularizacao da curva que normal-
mente se utiliza explosoes do anel local.
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Podemos dizer que esses processos sao bi-racionais, uma vez que nao
héd mudanca no corpo de fungoes das curvas envolvidas. Por exemplo, é
possivel mostrar que toda curva algébrica possui um modelo plano (com
mesmo corpo de fungées) que tem como singularidades, no méximo pontos
multiplos ordindrios. A partir dai torna-se mais facil calcular a contribuicao
das singularidades (Veja [1]).

A férmula de M. Noether nos diz que, para uma curva projetiva plana C
de grau d, o seu género é:

o(0) = T2 5 i)

pPeC

onde §(P) = 0 se P é um ponto regular da curva. Em particular, para uma
curva projetiva plana nao singular de grau d o seu género é

(d—1)(d—-2)
2

Por exemplo, as retas (d = 1) e as conicas irredutiveis (d = 2) tém género
g = 0. As cuibicas nao singulares tém género g = 1. Ja as quérticas nao
singulares tém género g = 3. Perceba que nao existe curva plana projetiva
nao singular com género g = 2.

Em [6], pdgina 271, encontramos um importante resultado envolvendo
géneros de curvas que € a formula de Riemann-Hurwitz. Enunciaremos da
seguinte forma:

Seja f : C; — (5 uma aplicacao regular sobrejetiva entre as curvas
suaves (' e Cy. Entao

29c, — 2 =d(29c, — 2) + Y (ep — 1),

onde g¢, é o género de C4, g¢, € 0 género de Cy, d = [k(CY) : k(Cy)] e ep é 0
indice de ramificacao em P € (4.

9(C) =

1.6 Multiplicidade de interseccao

H& duas formas classicas de definir a multiplicidade ou indice de inter-
seccao de duas curvas projetivas num ponto qualquer do plano projetivo.

Uma primeira defini¢ao é via a codimensao do ideal gerado pelas equagoes
das duas curvas no anel de polinomios localizado no ponto em estudo. Essa
é a abordagem usada em [1].

A segunda utiliza a resultante dos dois polindmios. Nesta abordagem
hé um trabalho cuidadoso de escolher bem o sistema de coordenadas para
efetuar os calculos. Este é o caminho tomado em [10].
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Estas duas definicbes naturalmente satisfazem os axiomas que determi-
nam unicamente a multiplicidade de interseccao de curvas planas projetivas,
que de fato, fornecem um algoritmo efetivo para a sua determinacao. Lista-
mos a seguir estes axiomas.

Dadas duas curvas algébricas planas projetivas em P2, F = F(X,Y, Z)
e G = G(X,Y,Z) (aqui estamos identificando a curva com sua equagao) e
um ponto P em P2, a multiplicidade de interseccao de F' com G em P, que
denotaremos por I(F' - G, P), satisfaz os sete axiomas seguintes. Além disso,
esses axiomas determinam /(F - G, P) univocamente.

1. I(F-G,P)=1I(G-F,P)e NU{oco}.
2. I(F-G,P)=0se, esomente se, P¢Z FNG.

3. I(F -G, P) = o se, e somente se, P estd numa componente comum de
FeQg.

4. Se T : P? — P? é uma mudanca projetiva de coordenadas entdo
I(F-G,P) = I(F'-GT,T(P)). Aqui FT e GT sao as respectivas
equacgoes das curvas transformadas por 7.

5. Se X, Y denotam os eixos coordenados afins I(X -Y,(0:0:1)) = 1.

6. I(F-(G+AF),P)=1(F-G,P) paratodo A € K[X,Y, Z] homogéneo
satisfazendo grau(A) = grau(G) — grau(F).

7. I(F - (G1Gs),P) = I(F - G1, P) + I(F - Gy, P).

Um mostra da efetividade do calculo da multiplicidade de interseccao de
duas curvas num ponto utilizando os axiomas acima listados pode ser vista
no exemplo seguinte.

Exemplo 1.9. Considere a curva C : f(z,y) = 2® + 2% — y* no plano
complezo A?(C) cujo trago real estd representado na figura abaizo.

Vamos calcular a multiplicidade de intersecao de C' com a reta X = 0 em
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Figura 1.4:

P=(0:0:1):

I(F-X, P> — I((X*+ X272 -Y?2)- X, P>
_ 7 ( Y2Z+XX2+XZ)>-X, P)

(
(

~ (02 % ) =1y x P) s (7%, )
(v-x

I
~

) (Y X, P)+[<Z-X, P)

= 14140 =2

Dada uma curva plana projetiva C' com equacao F' e dado um ponto P
nao singular de C'. Neste caso, Tp ¢ a tinica reta de P? que tem multiplicidade
de intersec¢ao maior do que 1 com C' em P, isto é, [(F - Tp, P) > 2.

Se I(C - Tp,P) > 3, dizemos que P é um ponto de inflezio de C' e,
neste caso, dizemos que Tp é uma reta tangente inflexional. No caso em que
I(C - Tp, P) = 3 dizemos que P é um ponto de inflexao ordindrio.

Observamos que um ponto de inflexao é um ponto nao singular. Natu-
ralmente se P € C' é um ponto singular de C' entao, para qualquer reta L
passando por P, temos que I(C - L, P) > 2.
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Sejam C' e D curvas planas projetivas e P € C'N D. Entao
I(C- D, P)>multp(C) - multp(D).

Vale a igualdade acima se, e somente se, as tangentes de C' em P forem todas
distintas das tangentes de D em P.

Observe que no Calculo Diferencial e Integral de Newton e Leibnitz os
pontos de inflexao de uma curva dada pelo grafico de uma funcao sao aqueles
pontos onde a segunda derivada muda de sinal. Geometricamente isto sig-
nifica que a concavidade da curva muda. No contexto da geometria algébrica,
para curvas dadas por graficos de funcoes, os pontos de inflexao sao pontos
onde a segunda derivada se anula. Por exemplo, P = (0,0) é um ponto
de inflexao de Y = X? em ambos os contextos, mas é ponto de inflexao de
Y = X* apenas no contexto da geometria algébrica.

Com o conceito de multiplicidade de interseccao podemos enunciar um
dos resultados centrais de [10], o Teorema de Bézout.

Teorema 1.10 (Teorema de Bézout). Sejam F' e G duas curvas planas pro-
jetivas sem componente em comum. Se o grau de F' é dp e o grau de G € dg
entao

dp-dg= Y _ I(F-G,P).

PeclP?

O teorema de Bézout, em outras palavras, afirma que o nimero de pontos
em comum, contados com as multiplicidades, de duas curvas planas projetivas
F e G, sem componente em comum, ¢ igual ao produto dos seus graus.



Capitulo 2

Pontos de Galois

2.1 Contextualizagao

Um dos principais objetivos desta dissertacao é estudar propriedades de
uma projegao central de uma curva no plano projetivo P?(C) sobre uma reta,
cujo centro de projecao é um ponto. Um protétipo desta situacao é o exemplo
seguinte. Seja C' a ctbica nao singular definida pela equacao

F(X,Y,2)=Y?*Z — X3+ 75

Considere o ponto P = (0:1:0) eareta L : Y =0. Observe que P € C.
Pensando em L = P! = {(a : 0 : ¢) | a,c € C ,;a # 0 ou ¢ # 0}, defina a
projecao
m:C\{P} — P!
(@a:b:¢) — (a:0:¢)

Podemos ver 7 da seguinte forma. Seja L'(a:c) a reta determinada por P e (a :
0: c), asaber, L'(a:c) :cX—aZ =0. Entaon(a:b:c) = LﬂL'(a:C) =(a:0:c¢).
Em coordenadas afins, 7 é a projecao vertical de C, = {(a,b) | b* = a® — 1}
sobre o eixo z, isto é m(a,b) = a. Naturalmente, para (a : ¢) € P! genérico,
existem dois pontos @, R € C tais que 7(Q) = 7(R) = (a : ¢), a saber,
Q=(a:b:¢c)e R=(a:by:c), onde by e by sdo as duas raizes da equagao
y*c—a®*+ & =0. Se (a:c) éum ponto finito, isto é, ¢ # 0, entao podemos
supor ¢ = 1 e neste caso b; e by sdo as duas raizes da equacao y> = a®—1. Na
verdade, quando a® = 1, esta equacao se reduz y? = 0 e, portanto ela possui
apenas uma solugao (dupla). Esta é uma situacao que, na linguagem cléssica,
a aplicagio 7 é chamada de um recobrimento duplo de P'(C). Isto significa
que, C' “recobre” a reta projetiva P1(C) “duas” vezes no sentido que, para
(a:b) ¢ {(1:1),(w:1),(w?:1)}, comw? =1, tem-se que 7 *(a : b) sdo
dois pontos distintos de C'. Esta é a situacao geométrica. Do ponto de vista

18
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algébrico, temos que 7 induz uma inclusao do corpo de fungoes de P!(C)
no corpo de fungoes de C, isto é k(P'(C)) C k(C). Ora, k(P'(C)) = k(x)
e k(C) = k(x,y) = k(z)[y], onde y* = 2* — 1. Assim, k(C) | k(P(C))
¢ a extensao de corpos k(x)[y| | k(z) de grau 2. Portanto, informagoes
geométricas da projecao m podem ser obtidas da extensao k(x)[y] | k(z). Isto
é o que faremos para estudar os chamados “pontos de Galois” associados a
curva C.

Daqui para frente admitiremos £ sendo um corpo algebricamente fechado
de caracteristica zero. Seja K | k um corpo de fungoes algébricas em uma
variavel.

Um subcorpo intermediario k C K’ C K é chamado subcorpo racional ma-
ximal se K’ é racional e, para qualquer subcorpo intermedidrio K" contendo
K’, isto é, K’ C K" C K, tem-se necessariamente K” = K’. Vamos fixar
entao um subcorpo racional maximal K, de K. Pelo teorema de Liiroth, cada
subcorpo K’ satisfazendo k # K’ C K, é racional. Estamos interessados em
estudar a estrutura da extensao K | K,,. Por exemplo:

1. Quando ela é uma extensao galoisiana?

2. Se L é o fecho galoisiano de K | K,,, qual é o grupo de Galois da
extensao L | K,,7

Definicao 2.1. A gonalidade de K ¢ definida por
Gon(K) =min{m | m = [K : k(t)] },
onde t € uma transcendente de K sobre k.

Definigao 2.2. Um subcorpo racional maximal satisfazendo
(K : K] = Gon(K)
¢ chamado um subcorpo racional g-maximal.

Observe que existem muitos subcorpos racionais maximais que nao sao
g-maximais. Veja o exemplo abaixo.

Seja K = k(z,y) o corpo de fungoes tal que y* = x? e seja p = 2¢ + 3 um
nimero primo. Seja z = x%, claramente temos que k(z,y) = k(z,2) = K.
Como 22 = 220 - y? = 22073 = 27, segue que [K : k(z)] = p. Isto decorre
do fato que z é raiz do polinémio X" — 2% € k(z)[X], que é irredutivel sobre
k(z). A irredutibilidade pode ser verificada em [8], III.1.14 Proposition.
Consequentemente temos que k(z) é um subcorpo racional maximal, mas

nao é g-maximal.
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Quando K é o corpo das fungOes racionais de uma curva plana nao
singular C' de grau d > 2 temos que, se K,, é um subcorpo racional g-
maximal, entao [K : Km} =d— 1, e a extensdao K | K,, pode ser obtida
por 7 k(P') — k(C), onde 7, é uma projecao de C' sobre uma reta com
um centro P € C (Estes resultados podem ser conferidos em [6], Theorem
5.3.17.).

Figura 2.1: Projecao m, com centro em P € C

/

S

Seguindo a situagao acima, também consideraremos uma projecao m, de
C' em uma reta [ com centro em P ¢ C (Veja a pagina 76 de [6]). Entao
temos uma extensao de corpos

m  k(P') — k(C) tal que [k(C) : k(P")] = d.

Neste caso vemos que k(PP') é um subcorpo racional maximal k(C), mas nao
é g-maximal.

Estamos interessados nas projegoes centrais mp, com P € C',ecom P ¢ C,
sendo C' uma curva projetiva plana nao singular. E f4cil ver que a extensao de
corpos nao depende da reta [ sobre a qual estamos projetando C', no entanto
depende do ponto P, assim denotaremos o corpo de fungoes k(P') por Kp e
L, o fecho galoisiano k(C') | Kp, por Lp.

Definigao 2.3. Um ponto P € P? é chamado ponto de Galois ou ponto
galoisiano da curva C se k(C) | Kp é uma extensdo galoisiana.
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Figura 2.2: Projecao m, com centro em P ¢ C

Seja Cp 0 modelo nao singular de uma curva cujo corpo de fungoes seja
Lp, e seja 7p : Cp — C o recobrimento induzido por k(C) < Lp. O género
de Cp sera denotado por g(P) e o grupo de Galois Gal(Lp/Kp) por Gp.

Observe que toda extensao de grau dois é galoisiana, assim, quando C' é
uma curva de grau 2, temos que as extensoes sao todas galoisianas qualquer
que seja o ponto P € P?, portanto Lp = k(C), g(P) é igual ao género de C,
e as respostas as questoes “1”7 e “2” sao triviais. Nos concentraremos agora
nos casos em que o grau da extensao k(C) | Kp é igual a 3, isto é, quando
d=3eP¢C,equandod=4e P eC.

Definigao 2.4. Denotaremos a quantidade de pontos de Galois da curva C
por §(C).

2.2 Projecao de uma quartica

Nesta secao estaremos interessados no caso da projecao central de uma
quartica projetiva plana com centro P € C.

Teorema 2.5. Seja C' uma curva qudrtica projetiva nao singular em P?(C)
e P um ponto de C'. Entao temos,

(1) P é um ponto de Galois de C se, e somente se, g(P) =3 ;
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(2) Se P nao € ponto de Galois de C' entao g(P) € {6,7,8,9,10} ;
(3) Genericamente, g(P) =10 e Gp = Ss, 0 grupo simétrico de 3 letras;

(4) A quantidade de pontos de Galois de C é 6(C') = 0, 1, ou 4. Além
disso, se C' € uma qudrtica genérica entdo 6(C) = 0.

Prova. Sejam C' uma curva quartica plana projetiva nao singular e P
um ponto de C'. Sejam f = f(z,y) = 0 uma equagao afim para C' e f;(z,y)
a parte homogénea de grau i de f, isto é,

f(x,y) - f4(x,y) + fg(l',y) + f2($,y> + fl(xay) + f0(1’7y)'

Vamos escrever também ¢;(t) = fi(1,1).
Apo6s uma mudanca projetiva de coordenadas conveniente podemos as-
sumir que:

(i) P =(0,0);

(ii) areta X e C se intersectam transversalmente em cada uma de suas
interseccoes;

(iii) a reta Y é a reta tangente a C' em P;

(iv) se [ é uma reta que passa por P e por um ponto de C' no infinito,
entao ela nao é uma reta tangente em nenhum ponto de C.

Como existe uma quantidade finita de retas tangentes a C' passando por
P! podemos considerar a “reta no infinito” como sendo uma das infinitas
retas existentes satisfazendo a condicao desejada.

Seja I, a reta y = tx. Assim podemos supor que a projecao mp € definida
como sendo mp(C' N k) =t e Al

Considere no plano afim A2 a curva C' definida por

fla.ty = 121

= @a(t)2” + p3(t)2" + pa(t)z + @1 (1).

Na verdade C ¢ a explosao de C' na origem. Quando ¢ = oo, consideramos
z = sy, onde st = 1. Denotaremos k(t) = Kp e k(C) = K. Observe que
pela defini¢ao de C, temos k(C) = k(C), pois k(z,y) = k(x,t).

'Que o nimero de retas tangentes a C passando por P é finito podemos verificar na
pégina 90 de [10]
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Figura 2.3:

x4+y4_3y3_x2_y2+3y=0 y y=tx

Como @4(t) # 0, temos

e
d—f(:v, t) = 34 (t)x? + 2p3(t)z + p2(t) ndo constante,
T

~

e com esta hip6tese, o discriminante D(t) de f(x,t) € k[t][x] (veja pagina 75
de [2]) estd definido:

wa(t)  p3(t) ( ®

0 904(t) 903(t) 802(t) 901(t)
D(t) = det | 3pa(t) 2ws(t) af
0 3pa(t) 2p3(t) wa(t)
0 0 3pa(t) 2p3(t) @a(t)

2p3(t) 2(t) 0 0

= i) det | 300 s eal) 0 *
0 3oa(t) 2p3(t) a(t)

0 o

a(t 3(t o(t 1(t

+ 3 det | Ol 00 ) 0

portanto,

D(t) = — 40303 + 180102003004 — 4304 — dip103 — 2T3075),
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onde p; = p;(t).

Segue de ([2] p. 84), que
5 2
D(t) = —pa(t)" [ [ (i — )",
i<j
onde os z; sdo as raizes de f(z,t) = 0 no fecho algébrico de k(t).
Observe ainda que, como @4(t) # 0, temos que,

D(t) = 0 se, e somente se, f(:v, t) possui raiz multipla.

(veja [2], Proposigao I11.3.15).

Neste trabalho, terao grande importancia os valores t, para os quais f (z,t)
possua raizes multiplas. Por isto, daqui por diante chamaremos de discrimi-
nante de f(z,t) € k[t][z] o polinémio ¢ (t) € k[t] definido por

D(t)

wi) = —palt)’

Y(t) = 202+ 1801000304 — 4p30s — 4p1ps — 2722 =

= ()" T (2 — )"

i<j

Observe que também podemos considerar mp como sendo a projecao de
C sobre o eixo t € AY(C).

Utilizando as notagoes ja introduzidas anteriormente (pdgina 14), es-
creveremos [(C - Ty, ()) para denotar o indice de intersecao de C' com a
reta Ty tangente a C em Q € C.

Lema 2.6. Se (t — )" é um fator de 1(t), entao n, =1 ou n, = 2.
1. Para o # 0 temos:

(a) n, = 2 se, e somente se, a reta l, é uma reta tangente a C' em
um ponto Q tal que I(C - Ty, Q) = 3; neste caso, () € um ponto
de inflexao ordindrio de C.

(b) no, =1 se, e somente se, a reta l, € uma reta tangente a C' em
um ponto Q) tal que I(C - Ty, Q) = 2; neste caso, l, € uma reta
tangente “ordindria” de C.
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2. Para o = 0 temos:

(a) n, = 2 se, e somente se, [(C-Tp, P) = 4; neste caso, P é um ponto
de inflexao de ordem 4 (reta tangente inflexional nao ordindria)

de C.

(b) no, = 1 se, e somente se, I(C - Tp,P) = 3 ou ly € uma reta
bitangente. No caso I(C - Tp, P) = 3, P é um ponto de inflexdo
ordindrio de C.

Prova. Considere a aplicacao de C sobre P! (parte afim) 7p : C — P tal
que se Q € C'N; entao 7p(Q) =t € A C P, Entdo 7p induz uma imersao
75 : T(P') — T(C). Suponha que o € A' seja uma raiz de 1. Observe que
s =t — o é um parametro local em « € A'. Pela imersao 7%, podemos ver
s no anel das funcoes regulares I'(C') ou ainda, no anel local 94 (C). Seja u
um parametro local em ) € C. Entao podemos escrever

3:)\mum+)\m+1um+l+...:um(/\m+)\1u+)\2u2_‘__”)

onde \; € C e \,, # 0. Assim, mudando de parametro local em @ (ja que
A+ Au+Agu? + - -+ & inversivel em 9o (C')), podemos supor s = u™. Como
gr(C) = 4, vemos claramente que 1 < m < 3. Suponha que m = 3. Como
s —u® =0 em 9g(C), podemos escrever

3 _ g(z,1)

(1)

Assim ¢ ¢ multiplo de f em Clx, t], digamos g(z,t) = gl(a:,t)f(:v,t) para
algum ¢;(z,t). Logo,

com g(z,t), h(z,t) € T(C), 9(Q) = 0 e h(Q) # 0.

S—U

>

(s — uP)h(x,t) = gi(x,t) f(x,1).

Observe que necessariamente, g;(Q) # 0 devido a ordem do zero da fungao
s —u’ em Q. Assim, flz,t) = (s —u?) - £(u), onde £(u) é um inversivel em
Yo (O).

Escolha uma raiz ctibica de s (no fecho algébrico), digamos ug = /s e w
uma raiz ctbica primitiva da unidade. Assim, numa vizinhanca de s = 0, o

discriminante 1) sera
Y(t) = —5(u)5(u0 - uow)z(uo — u0w2)2(u0w = u0w2)2
= —e(u)’(1 —w)*(1 = w?)*(w — w?)?uq

= —e(u)’(1 —w)*(1 — w?)?w? - s
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Como s =t — «a, podemos escrever
B(t) = —e()(1 = w) (1 — )2t — ) = &1(u) - (= ),

onde 1 (u) é inversivel numa vizinhanca de ¢t = .
De maneira andloga, quando m = 2, obtemos que 9(t) = eo(u) - (t — ).

Também quando o = 0, uma analise andloga nos fornece o resultado do lema.

Como observamos anteriormente, podemos considerar 7p como a projecao
de C' sobre o eixo t. Agora, considerando (); # (); sempre que ¢ # j, teremos
teremos as seguintes opcoes para a imagem inversa de mp em a:

1. Para a # 0

(a) 7T1;1(Oé> = {Ql; QQ,Qg} S my,=1< na:O;
() 75l (a) ={Q1,Qs} & my =2 & ny = 1;
(c) mpi(a) ={Q1} & my =3 & n, = 2.

2. Paraa =0
(a) 7T1;1(0) = {P,Ql,QQ} <~ My = IR= Nng = O,
(b) 75" (0) = {P,Q1} & mp =2 & ng = 1;
(c) 751 (0) = {P} & my =3 < ng = 2.

Dado um t fixo, se x1, z9, € x3 sdo as raizes de
f(z,t) = pa()2® + ps(t)a” + pa(t)x + 1 (t),

entdo as raizes de f(x,tx) sdo xy, x2, x3 € 0. Pelo Teorema de Bézout, como
C tem grau 4 e [, tem grau 1, as possibilidades dos pontos de intersecao
entre estas duas curvas, levando em consideragao as multiplicidades, sao:

1. Para a # 0

(a) mp'(a) = (P,Q1,Qa,Q3) < l, ndo é tangente a C
75 (@) = (P, Q1,Q2,Q3) & ny = 0;

(b) 7T131(05) = (P,Q1,Q1,Q2) & 1, é tangente a C' em Q1,
com I<C ’ lom Ql) =2
7-‘-};1(00 = (PananaQZ) = Ng = 1,
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(C) ﬂ-];l(a> - (P7Q17 Qla Ql) <~ la é tangente a C em Q17
com [(C-l,, Q1) =3

7Tl;l(a) = (P7Q17Q1an) & Ng = 2.
2. Paraa=0

(a) 5 (a) = (P, P,Q1, Q) < Iy é tangente a C em P,
com [(C -1y, P)=2
7.(;1(&) = (P7P7Q17Q2) <~ ng = O

(b) 7p (04> = (P, P,Q1,Q1) < ly é bitangente a C', em P e em Q)
7TPI(Oé) = (P7 P?QDQI) < Ny = 1

(¢) mp'(a) = (P, P, P,Q;) & Iy é tangente a C' em P,
com I(C -1y, P)=3
7 (a) = (P,P,P,Q1) & ng=1

(d) 7p'(a) = (P, P, P, P) < Iy é tangente a C em P,
com I(C -1y, P)=4
7p (a) = (P, P,P,P) < ng =2

Com estes resultado concluimos a demonstracao do Lema 2.6.

Pela escolha de coordenadas vemos que t = a # 0 é um ponto ramificado
se, e somente se, [, € uma reta tangente a C, ou equivalentemente o é uma
raiz de ¢ (t) = 0. Além disto, a condi¢ao (ii) nos garante que ¢t = co nao ¢ um
ponto ramificado, e pela condicao (iv), se p4(a) = 0, entdo t = o ndo é um
ponto ramificado. Sejam a e b os nimeros de fatores simples e duplos de ¥(t),
respectivamente. Pelas condigoes de (i) a (iv), todos os pontos ramificados
de 7p : C — laparecem em C' — A, o que nos d4

V() = At —a1) ... (t —ag)(t — ags1)? ... (t — aps)?,

com A, aq, ..., Qqip €k, e X # Q.
Agora, sendo m,, o indice de ramificacao em «, temos n, = m,— 1, entao,
pela féormula de Riemann-Hurwitz para o recobrimento m, : C' — [, temos

200 -2 = [KO): k()20 —2)+ > (ma
2x3—-2 = 3(2x0-2)+ (a+2b)
4 = —6+ (a+2b)

o que resulta em a + 2b = 10. Podemos assim concluir que o grau de ¥(t) é
igual a 10.
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Dos resultados apresentados até aqui fica clara a seguinte observacao.

Observacao 2.7. Seja P € C, onde C € uma qudrtica nao singular e seja
Tp a tangente a C em P. Exitem dois inteiros nao negativos “a” e “b”, tais
que a4+ 2b = 10 e o numero de retas tangentes a C', distintas de Tp, € dado
por:

1. SeTp € uma tangente com indice de intersec¢ao igual a 2
e “a” tangentes com indice de interseccao igual a 2;
e ‘b7 tangentes inflexionais.

2. Se Tp € uma bitangente
e ‘a — 17 tangentes com indice de intersec¢ao igual a 2;
e ‘D7 tangentes inflexionais.

3. Se Tp é uma inflexional com indice de interseccao igual a 3
e ‘a — 17 tangentes com indice de intersec¢ao igual a 2;
e ‘D7 tangentes inflexionais.

4. Se Tp € uma inflexional com indice de intersec¢ao igual a 4
e “a” tangentes com indice de interseccao iqual a 2;
e ‘D— 17 tangentes inflexionais.

Levando em consideracao que o indice de interseccao é invariante por
mudanca de coordenadas, temos que o nimero de retas tangentes passando
por P também é invariante por mudanga de coordenadas. Este argumento
nos mostra que, se nao exigissemos a condigao (ii), poderiamos ter a reta
X = 0 tangente a curva C, e consequentemente C — A! teria um ponto
ramificado a menos. Isto nos leva a seguinte observagao referente ao grau do

discriminante ) (t).

Observagao 2.8. O grau do discriminante ¥ (t) € igual a:
e 10 se, e somente se, X =0 e C se intersectam transversalmente;
e 9 se, e somente se, X = 0 € tangente ordinaria de C;

e 8, se e somente se, X = 0 € tangente inflexional de C.

Seja Dp a curva nao singular com o corpo de fungdes Mp = k(t, z), onde

2?2 = 1)(t). Esta curva é chamada curva discriminante.
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Suponha que 22 = (t) = b1 (¢)ho(t)?, onde 11 (t) e 1o(t) tém apenas
fatores simples. Entao o grau de ¢4 (t) é igual a a, o grau de 15(t) é igual a
b, e obtemos Lp = k(z,t, 2).

Observe que k[z,y, z] é o produto tensorial de k[x,t] por klt, z] sobre klt]
e, portanto Cp é a desingularizacao do produto fibrado de C' por Dp sobre
P!. O diagrama seguinte ilustra esta situacao.

C x DP
wp ./ \
C Dp
™ "\ /
Pl

Assim, concluimos que um ponto ) € C' é um ponto ramificado do mor-
fismo 7p : Cp — C se, somente se, 7p(Q) = a, com h(a) = 0, e o indice de
ramificagao do recobrimento mp no ponto @) é igual a um.

Entao o nimero de pontos ramificados de 7p ¢é igual a a. Destas ob-
servagoes obtemos o seguinte lema.

Lema 2.9. Se P nao é um ponto de Galois, entio g(P) = 10 — b, onde
0<b<4.

Prova. Como a+2b = 10, temos b < 5. No entanto, observe que se b = 5,
entdo 1 (t) seria um quadrado perfeito, e terfamos z = () ou z = —1bs(t),
o que nos daria z € k(t) C k(z,t) = k(z,t) = k(z,t,2) = Lp, portanto
mp seria um recobrimento galoisiano, o que contradiz a hipdtese. Portanto
b < 4. Pela férmula de Riemann-Hurwitz para o recobrimento 7p : Cp — C,
temos que

29(P) =2 = [k(Cp) 1 k(C)](2-g9c —2) +a
2g(P)—2 = 2(2-3—-2)+a

Portanto,

_10+a 10+ (10 — 2b)

=10—0.
2 2

9(P)

O que prova o lema. W

Apés a demonstracao deste lema podemos concluir os itens (1) e (2) do
Teorema 2.5:
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1. g(P) = 3 se, e somente se, P é um ponto de Galois;

2. g(P) €{6,7,8,9,10} se P nao é um ponto de Galois.

Para computar a quantidade de pontos de inflexao sobre uma curva plana
projetiva C, contando com multiplicidades, defina

W(C) =Y [I(C-T,,Q) —2]

QeC
Lema 2.10. W(C) = 24.

Lembrando que gr(C) =4 e g(C) = 3, a prova do Lema 2.10 segue dos
resultados sobre pontos de inflexdo que podem ser encontrados em [3], pdgina
294. Estes resultados podem ser vistos como generalizagoes das féormulas de
Pliicker classicas.

O Lema 2.10 mostra que o conjunto dos pontos de inflexao de C' é finito.
Em particular obtemos o seguinte lema.

Lema 2.11. Ezceto para um nimero finito de pontos de C' temos g(P) = 10.

Prova. Se I(C -1y, P) # 4 e para cada « nao nulo com ¢ (a) = 0, I, nao
for uma reta tangente a C' em um ponto de inflexao, entao g(P) =10 —b =
10 — 0 = 10. Como existem finitos pontos de inflexao em C', para um ponto
genérico P € C', temos g(P) = 10. &

Este tltimo lema nos mostra a primeira afirmagao do item (3) do Teorema
2.5: a saber, em geral g(P) = 10.

Vamos mostrar agora que no caso genérico Gp = S3. Como ¢(P) = 10
entdo a extensao k(C) | K,, nao é galoisiana. Portanto [L : K,,] = 6. Entao
Gp = S5 ou Gp = Zg. Mais ainda como k(C') | K,, ndo é galoisiana, pela
correspondéncia de Galois, Gp possui 3 subgrupos de ordem 2, portanto

Gp = 5s.
Para o item (4) do Teorema 2.5 temos a proposi¢ao seguinte.

Proposicao 2.12. O recobrimento wp : C' — Py € galoisiano se, e somente
se, tomando uma transformacdo projetiva apropriada, a equacdo de C' pode
ser escrita como f(x,y) = y+g(x,y), onde g(x,y) é um polindmio homogéneo
de grau quatro sem fator multiplo e g(x,0) # 0.

Prova. O grau da extensao k(C) | k(t) é igual a 3. Portanto, ela é
galoisiana se, e somente se, o grupo de Galois a ela associado tem ordem 3.
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Ora, a menos de isomorfismos, o unico grupo de ordem 3 é o grupo ciclico
de 3 elementos. Portanto a extensao é ciclica de grau 3, e usando o teorema
90 de Hilbert (p.213 de [4]) verifica-se que a extensdo pode ser obtida da
seguinte forma:

a(t

k(C) = k(x,t), onde * = D)’ com a(t),b(t) € k[t].

Colocando y = tx, obtemos que

b<y>x3:a(g>.

x x

Para se obter uma equacao de grau 4, necessariamente a e b sao polindmios
de grau no maximo 1. Dai segue que C' pode ser dada por uma equagao da
forma a 23y + asx* = byx + byy, com ay, as, by, by € k. Portanto, facilmente
vemos que C' é birracionalmente equivalente a uma curva definida por uma
equagao da forma y + g(z,y) = 0, onde g(z,y) é um polinémio homogéneo
de grau 4. Isto mostra a primeira parte da proposicao.

Para mostrar que ¢g(z,y) nao possui fatores miltiplos, suponha por con-
tradicao que pudéssemos escrever

g(x,y) = (a1 + bry)*(asx + boy)(aszw + bsy), com os a; e os b; em k.

E fécil verificar que o ponto do infinito (—by : a; : 0) seria uma singulari-
dade da curva C, contradizendo o fato que C' é nao singular. Finalmente, se
g(z,0) = 0 entdo o coeficiente de z* seria igual a zero e, portanto a curva C
seria redutivel, mas isto contradiz a nossa hipétese inicial.

Observe que a curva birracionalmente equivalente a C' que obtivemos no
final da demonstracao é plana e nao singular. Como a curva inicial C é
plana e nao singular, pela unicidade, a menos de transformacao projetiva,
do modelo nao singular, necessariamente esta curva obtida ¢ projetivamente
equivalente a C. Isto conclui a prova da proposicao. l

Observacao 2.13. Se wp : C — Py € galoisiana, isto é, se P € C é um
ponto de Galois, entao I[(C Y, P)=4.

Pela Proposigao 2.12, temos que C' é dada por f(z,y) =y + g(x,y) e a
homogeneizacao de f é

F(X,Y,2)=YZ?+ (a1 X 4+ bY)(as X + bY ) (asX + b3Y ) (ay X + b,Y),
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onde a; # 0 para i = 1,2, 3,4, ja que g(z,0) # 0. Podemos entao supor que
o produto de todos a; seja iguais a 1. Entao podemos escrever

FX,)Y,2)=YZ + X"+ YB(X,Y) = X'+ Y(Z* + B(X,Y)),

onde B(X,Y) é um polindmio homogéneo de grau 3 em X e Y. Assim, a
multiplicidade de interseccao I(Y - C, P) sera

IY-F, P) = IY-[X"+Y(Z°+B(X,Y))], P)
= I(Y-X* P)
4-I(Y - X, P)=4-1=4.

Para completar a prova do Teorema 2.5 precisamos verificar o item (4), a

saber, temos que mostrar que o nimero de pontos de Galois de C' ¢é 0, 1 ou
4.

Observe que o corpo k(x,y) é uma extensao galoisiana de k(t) se, e so-
mente se, \/9(t) € k(t). Podemos expressar geometricamente esta condigao
como:

O ponto P é tal que I(C -, P) =4, esel, (o # 0) é uma reta tangente
a C' em algum ponto @) € C, entdao I(C -1l,, P) = 3. Isto mostra que cada
ponto de Galois determina quatro pontos tais que I(C - I,, P) = 3, isto é,
quatro pontos ordinarios de inflexao. Calculando Y [I(C'- Ty, Q)) — 2] apenas
para um ponto de Galois e para os quatro pontos que o seguem, temos

Y I(C ToQ) —2]=2+1+1+1+1=6.
QeC

No entanto, pelo Lema 2.10 temos que

W(C) =Y [I(C To,Q) —2] = 24,
QeC

concluimos que 6(C') - 6 < 24, portanto, §(C) < 4.

Se C' é uma qudrtica genérica, entdao §(C') = 0, pois ela nao possui pontos
P tais que I(C' - Tp, P) =4 (Veja [7], pagina 138).

Suponha que C' tem um ponto de Galois P, entao podemos assumir que
P = (0,0) e que a equagao afim que define C' é escrita como f(x,y) =
y + g(x,y) como na proposi¢ao 2.12. No caso em que C tenha um outro
ponto de Galois ) distinto de P, isto é, Q # (0,0), entao vemos que §(C') = 4.
Esta tltima afirmagao é facilmente verificada considerando a transformacao
projetiva

U(z,y) = (wz,wy),



CAPITULO 2. PONTOS DE GALOIS 33

onde w é uma raiz cibica primitiva da unidade. Veja que ¥(C) = C' e que
desta forma obtemos quatro pontos de Galois, a saber,

P = (0,0) Py = (a,b) #(0,0)
Py = VU(R) = (wa,wb) Py = Y(U(PR)) = (wa,w?).

Com este ultimo resultado completamos a prova do Teorema 2.5. B

2.3 O caso de uma cubica plana nao singular

Teorema 2.14. Para cada cibica C' nao singular plana e cada ponto P ¢ C,
temos:

1. g(P) =1 se, e somente se, P é um ponto de Galois;
2. g(P) =2,3,4 se, e somente se, P nao € um ponto de Galois;

3. g(P)=4eGp = S3 se P € ponto genérico.

Prova. Tomando uma mudanca projetiva de coordenadas conveniente,
podemos assumir que:

(i) P=(0,0) ¢ C

(1i)) X = 0 e C se intersectam transversalmente em todas as suas inter-
seccoes.

Pela escolha de coordenadas temos

f(x.y) = fs(x,y) + folz,y) + fi(z,y) +c,

onde ¢ é um elemento nao nulo k, e f;(x,y) é a parte homogénea de grau
i de f(x,y). Seja [, a reta y = tz. Entdo podemos supor que a projegao é
definida como 7p(C'N L) =t € A' C PL.

Novamente fazendo f;(1,t) = ¢;(t) teremos no plano afim (z,t) € A% a
curva C' definida por

fla,t) = f(z,tz) = p3(t)2® + @a(t)2® + o1 (t)z + c.

A relagao y =tz nos dé k(x,y) = k(z,t), consequentemente k(C) = k(C).
Desta forma estudaremos a extensao K/Kp, onde K = k(z,t) e Kp = k().

Sendo 1 (t) o discriminante de f(z,t) € k[t][x], temos o seguinte lema por
um argumento similar ao Lema 2.6.
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Figura 2.4:

o~
C

Lema 2.15. Se (t — )" € um fator de ¥ (t), entdo n, =1 oun, = 2. Além
disso:

(1) no =1 se, e somente se, a reta l, € uma reta tangente em um ponto que
nao seja ponto de inflexao de C;

(2) no =2 se, e somente se, a reta l, € uma reta tangente a C' em um ponto

Q tal que I(C - Ty, Q) = 3.
Conforme a prova do Lema 2.6, temos as equivaléncias:
1. 75 () = {Q1,Q2,Q3} & my =1 & n, = 0.
2. 7r]§1(04) ={Q1,Q2} & my,=2n,=1.
3. mp(a) ={Q1} & my =3 n, =2

Pela escolha das coordenadas, vemos que t = « é um ponto ramificado se,
e somente se, [, ¢ uma reta tangente de C, ou equivalente (o) = 0. Além
disto, a condi¢do (i) nos garante que ¢ = oo néo é um ponto ramificado.
Assim consideraremos o recobrimento C' — Al.

Sejam a e b os nimeros de fatores simples e duplos de (t), respec-
tivamente. Novamente, sendo m, o indice de ramificacdo em «, temos
Ne = My — 1, e, lembrando que gc = g(C) = 1 e g = g() = 0, pela
férmula de Riemann-Hurwitz temos que

2.90 -2 = [k(C) . k(l)](Zgl - 2) + Z(ma — 1)

2-1-2 = 3(2:0—2)+ (a+ 2b)
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Segue que a + 2b = 6.

Dai temos que o grau de 9 (t) é igual a 6.

Podemos ver que P é um ponto de Galois se, e somente se, 1(t) é um
quadrado perfeito, ou seja, se e somente se b = 3. Assim, um ponto de Galois
precisa de trés pontos de inflexao.

Entao temos o seguinte lema anédlogo ao Lema 2.9.

Lema 2.16. Se P ndo é um ponto de Galois, entio g(P) = 4 — b, onde
0<b<2

Prova. Admitindo que P nao seja um ponto de Galois, isto é, que 0 <
b < 2, pela férmula de Riemann-Hurwitz para o recobrimento 7p : Cp — C,
temos que

29(P) =2 = [k(Cp) : K(C)(2 X gc—2)+a
2g(P)—2 = 2(2x1-2)+a

Segue que
2+a

9(P) = ——-

Como a + 2b = 6, vemos imediatamente que g(P) =4—-b W
Fica assim estabelecido o item (2) do Teorema 2.14.

Agora, poderiamos proceder como no caso da curva quartica nao singular
para computar a quantidade de pontos de inflexdo ao calcular W (C') uti-
lizando os resultados encontrados em [3], pagina 294. No entanto, no caso
de uma cubica, sé podemos ter pontos de inflexao ordinarios. Assim pode-
mos utilizar as férmulas classicas de Pliicker e encontrar W (C') = 9. (Veja o
capitulo 7 de [10]).

Assim, novamente temos uma quantidade finita de pontos de inflexao
e, portanto a afirmacao sobre a genericidade de C segue. Como C' tem 9
pontos de inflexdo, se P ¢ (J, l,, onde [, sdo retas tangentes em pontos de
inflexao, entao 1(t) tem somente fatores simples, ou equivalentemente b = 0.
Assim vemos que se P é um ponto genérico, entao g(P) = 4. A prova de
que Gp = S3 é completamente analoga ao caso da quartica. Isto conclui a
demonstracao do Teorema 2.14.

Observacao 2.17. Perceba que para cada ponto de Galois precisamos de
trés retas inflexionais. Usando o fato de que C' tem exatamente 9 retas
inflexionais, encontramos

4(C) < o0.
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Dos resultados apresentados até aqui fica clara a seguinte observacao.

Observacao 2.18. Seja C' uma curva cubica suave e P um ponto fora de
P. Pelo ponto P passam “a” retas tangente ordindrias de C, e “b” retas
tangentes inflexionais ordindrias de C', de modo que a + 2b = 6.

2.4 Exemplos com P €

Nesta seccao vamos mostrar, através de exemplos, que todos os géneros
g(P) € {3,6,7,8,9,10} obtidos por este processo conforme o Teorema 2.5
para curvas quarticas planas projetivas C' nao singulares e P € C' ocorrem.

O Teorema 2.5 nos mostra que, se C' é uma quartica suave e P € C,
entdo g(P) € {3,6,7,8,9,10}. No entanto nao é demonstrado que, para
cada g € {3,6,7,8,9,10}, existe alguma quartica C' e algum ponto P € C
tal que g(P) = g.

Nos exemplos a seguir, para cada g € {3,6,7,8,9,10}, vamos explicitar
uma quéartica C' e um ponto P € C tal que g(P) = g.

Exemplo 2.19. Se C € a curva qudrtica de Fermat x* + y* = 1, a con-
figuracao dos pontos de inflexao de C, no caso em que P € C é:

1. Se P é um ponto de inflexdo, entao g(P) = 9. Note que, neste caso,
existem 12 pontos de inflexao.

2. Se P nao é um ponto de inflexdao, entio Gp = S e g(P) = 10.
Assim vemos que 0(C) = 0.

Prova. A curva quartica de Fermat C' : F = X* + Y4 — Z* = 0 é ndo
singular e possui 12 pontos de inflexao. Além disso, se () é um desses pontos
de inflexao entao I(F - Ty, Q) = 4, isto ¢, todos eles sdo pontos de inflexao
nao ordinarios. Estes 12 pontos sao

(0:A:1), (A:0:1) e (p:1:0),

onde \* = 1 e p* = —1. Para verificar este fato podemos usar as propriedades

do indice de interseccao encontradas na pagina 14 desta dissertacao. Observe
inicialmente que

X' +Y'-Z'=Y'"+ (X - )\2)  B(X,2),
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onde B(X,Z) = X3+ AX2Z + N2X Z% + N3Z3. Assim, para P= (A:0:1),
temos:

I(F-(X—=)X2), P) = I(Y*"+X"-Z")- (X -)\2), P)
= I(Y*+ (X —=)\2)-B(X,2)]- (X = \Z), P)
= I[(Y*- (X = \Z)], P)
= 4-I[(Y - (X = \Z)], P)
— 4.1(Y-Z P)=4-1=4

De forma andloga podemos verificar que se P = (0: A : 1), entdo I(F - (Y —
A), P)=4ese P=(p:1:0), entdo I(F - (Y — pX), P)=4.
Pelo Lema 2.10 temos que

> {I(C Ty, Q) — 2} = 24,

QeC

0 que nos garante a impossibilidade de existirem outros pontos de inflexao
em C.

Agora, pelo Lema 2.6 e pelo Lema 2.9 temos que se um ponto P € C' é
tal que:

(1) P nao é ponto de inflexdo de C, entao g(P) = 10.
(2) P é ponto de inflexao de C, entao g(P) = 9.

Exemplo 2.20. Seja C' a qudrtica plana projetiva definida por
F(X,)Y,Z)=X*-Y*'+ X? 72>+ Y?* 22 + Y2 =0
eP=(0:0:1). Entao g(P) =8.

Prova. Observe inicialmente que C' é nao singular. A parte afim de C
é definida por f(z,y) = 2* —y* + 22+ y?> + y = 0. Fazendo y = tz, temos
flx,y) = z* — t'2* + 2% + 222 + tz, o que nos fornece

A~

Flat) = %f@,m) (1= NP 4 (14 )z 41,
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e consequentemente

pa(t) = 1—t
ps3(t) = 0
0at) = 1+¢2
®1 (t) = .

Calculando o discriminante 1 (¢) encontramos

Y(t) = 202+ 1801000304 — 4304 — 4105 — 27202

= —4(*+1)3(1 =) — 2783 (1 — t4)?
= —(FP+1D*1—t)(1+ )41+ )%+ 273(1 — ¢%)]
(t+0)%(t — )2 (t — 1) (¢t + 1)(—23t* + 35t* + 4).

As quatro raizes distintas do polinomio g(t) = —23t* + 35t + 4 sao

~ [3543VATT 3543V
a= 16 a4 = 16

_ L pAT-s o BV =85
4= 16 4= 6

Deste modo temos o discriminante v (t) fatorado abaixo:
Y(t) = =23(t +i)*(t — )*(t = D(t + 1)t — aa)(t — 02)(t — as)(t — o).

Agora, como (t) possui dois fatores duplos e seis fatores simples, usando o
lema 2.9 temos

g(P)=10-b=10—-2=38.
Exemplo 2.21. Seja C' a qudrtica plana projetiva definida pelo polinémio
FX,)Y,Z)=X(X-Y)X+Y)(Y +32)+3YZ*=0
eP=(0:0:1). Entao g(P) =T17.

Prova. Observe inicialmente que C' é nao singular. A parte afim da
curva C' ¢ definida pelo polinomio

f(z,y) = 2%y — xy® + 32° — 3wy® + 3y.
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Fazendo y = tx, temos que f(z,tzr) = tz* — t32* + 323 — 3t22® + 3tx, o que
nos fornece

fla,t) = if(x, tr) = (t — )2 + (3 — 3t*)a® + 3t.

Consequentemente,
wi(t) = t—1t2=t(1—1?)
©3(t) = 3—3t2 =3(1—-1t?)
@a(t) = 0

Assim o discriminante é dado por

Y(t) = 202+ 1801000304 — 4304 — 4103 — 27202,

ou seja,

Y(t) = —4BH[3(1 - )P — 27(3t)*[t(1 - )
= —4(3t)27(1 — t*)* — 27(9tH)t*(1 — 1*)?
= —81t(1 — t3)2[4(1 — t*) + 387
= 811 —t)*(1 +1)*(3t> — 4t* + 4)

Agora, calculando o discriminante tradicional de g(t) = 3t* — 4t* + 4
encontraremos

3 -4 0 4 0
0 3 —4 0 4
D) = det|9 —8 0 0 0 |=8592.
09 -8 0 0
00 9 —-80

Isto nos mostra que ¢(t) nao possui raizes multiplas, portanto
g(t) = 3(t — on)(t — ao)(t — ),
com «q, ao e ag distintos. Este resultado nos mostra que

Y(t) = —243t(t — 1) (t — an)(t — az)(1 —t)*(1 + 1)
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Agora, pela observagao 2.8 e pelo lema 2.6 temos que Y é tangente infle-

xional ordinaria em P e, além de Y, existem outras trés tangentes inflexionais

ordindrias passando por P, e trés tangentes ordinarias. Isto é suficiente para

concluir que g(P) = 7.

Exemplo 2.22. Seja C' a qudrtica projetiva plana definida por
F(X,Y,Z)=(X*=3Y?) (XY +Y*+3XZ —3yZ+32%) +3YZ* =0

e P=(0:0:1). Entao g(P) =6.

Prova. Observe inicialmente que C' é nao singular. A parte afim da
curva C' é dada por

f(z,y) = 2®y — 3oy® + 2%y — 3y* + 3% — 929® — 3%y + 9y® + 322 — 9y + 3.
Fazendo y = tx temos que

flztr) = to* —3832% + 22 — 3t*a* + 32° — 9t%23 — 3t +

+9t323 + 322 — 92 + 3ta,

O que nos fornece

~

fla,t) = Lf(z te) =
= (=3t* =33+ >+ t)x® + (9t — 9% — 3t + 3)x*+

+(=9¢t* + 3)x + 3t,

consequentemente,
ou(t) = =3t =383+t 4 ¢,
@3(t) = 9t° —9t* — 3t + 3,
©o(t) = —91? +3,
e1(t) = 3t

Sendo o discriminante ¢ (t) dado por
V() = (—9t* +3)%(9t> — 9t* — 3t +3)? +
+18(3t)(—9t* + 3)(9t> — 9% — 3t + 3)(—3t* — 3t> +1* +-t) —
4(—9t% 4+ 3)3 (=3t — 3t3 + 2 + 1) — 4(3t)(9t* — 9t* — 3t + 3)® —
27(3t)* (=3t — 383 + 12 +1)? =
= 27(3 — 22t + 17¢* + 192t — 327t* — 558¢° + 1179t° + - - -
- 54017 — 1296¢%).
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Podemos fatorar v (t) como segue
W(t) = 27(V3t —1)2(V3t + 1)2(—144¢* + 60¢> + 35t — 22t + 3).
Agora, calculando o discriminante classico de
g(t) = —144t* 4 60t + 35t% — 22t + 3,

encontraremos

[ —144 60 35 =22 3 0
0 —144 60 35 =22 3
0 0 —144 60 35 =22
D(t) = det | —576 180 0 =22 0 0
0 =576 180 0 =22 0
0 0 =576 180 70 —22
0 0 0 =576 180 70

ll;ooooooo
)

I

o

Isto nos mostra que g(t) possui pelo menos uma raiz multipla.
Mostraremos que g(t) possui apenas uma raiz dupla.

Suponhamos, por absurdo, que g(t) possua duas raizes duplas digamos,
a1 € ap. Entao teriamos,

Y(t) = 27(V3t = D*(V3t + 1)*(t — ar)*(t — a2)?,

o que nos forneceria um quadrado perfeito, e portanto, P seria um ponto de
Galois. Pela observagao 2.13 terfamos I(C-Y, P) = 4, o que é um contradigao,
uma vez que neste caso, [(C'-Y, P) = 2.

Concluimos entao que ¢(t) possui duas raizes simples a; e ay, e uma raiz
dupla ags, ou seja,

g(t) = —144(t — a)*(t — an)(t — as3).
Isto nos permite concluir que
() = —3888(t — ay ) (t — avg) (£ — a3)?(V/3t — 1)2(V/3t + 1)

Pela observacao 2.8 e pelo lema 2.6 temos que X é uma tangente in-
flexional ordinaria e, além de X, existem outras trés tangentes inflexionias
ordinérias passando por P. Podemos também perceber que, por P, passam
duas retas tangentes ordinarias distintas de Y. Isto é suficiente para concluir
que g(P) = 6.
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Exemplo 2.23. Seja C' a curva plana projetiva definida pelo polinémio
FX,Y,Z2)=YZ*+X*+Y*=0
e P=(0:0:1). Entao, g(P) = 3.

Prova. Observe inicialmente que C' é nao singular. A parte afim da
curva C' é definida por
flzy) =y +g(z,y),

onde
g(z,y) = ' 4yt = (2®+iy?)(a? —iy®) =

= (74 ay)(r — aqy) (v + agy) (v — agy),

V2 V2 V2 V2
Ty Ty C Ty Ty
portanto g(z,y) nao possui fator miltiplo. Agora, como g(z,0) = z* # 0,
pela Proposigao 2.12; o ponto P = (0,0) é tal que g(P) = 3.

com

a1
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