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4
ResumoNeste trabalho estudamos o modelo de Jaynes-Cummings de dois fótons parades
rever a interação de um átomo de Rydberg na 
on�guração Ξ (ladeira) de três níveis
om um úni
o modo do 
ampo eletromagnéti
o. A des
rição deste sistema foi obtidausando o hamiltoniano efetivo e também o hamiltoniano mi
ros
ópi
o 
ompleto, 
om oobjetivo de 
ompararmos resultados obtidos nas duas des
rições. No modelo de Jaynes-Cummings de dois fótons des
rito pelo hamiltoniano mi
ros
ópi
o 
ompleto propusemosesquemas para realização de tro
a de emaranhamento quânti
o e teletransporte quânti
oaproximado e 
ondi
ional de estados at�mi
os des
onhe
idos bem 
omo estados de super-posição de zero e dois fótons do 
ampo. Esses dois esquemas foram realizados sem uso demedida na base dos estados de Bell.
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Abstra
tIn this work we have studied the two-photon Jaynes-Cummings model to de-s
ribe the intera
tion of a three-level atom in Ξ-
on�guration with a single-mode of a
avity-�eld. We have used the e�e
tive and full mi
ros
opi
 Hamiltonian approa
h to
ompare the results obtained in these two des
riptions. We employed the two-photonJaynes-Cummings model in the the full mi
ros
opi
 Hamiltonian 
ontext to implements
hemes to quantum entanglement swapping, for approximate and 
onditional quantumteleportation for an unknown atomi
 state, and for a superposition of zero- and two-photon states. Both s
hemes were implemented using no measurement in the Bell basestates.
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1 IntroduçãoDesde 1965 os pro
essos de dois fótons em sistemas at�mi
os foram propos-tos [1℄ e desde então trabalhos teóri
os têm sido desenvolvidos 
om o objetivo de estudarpropriedades estatísti
as e dinâmi
as destes sistemas [2, 3℄. Observou-se que estes sis-temas são importantes em Ópti
a Quânti
a devido a seu alto grau de 
orrelação entreos fótons emitidos. Esta 
orrelação pode levar a geração de estados não-
lássi
os do
ampo eletromagnéti
o, tais 
omo estados 
omprimidos [4℄, estados de Fo
k [5℄, estadosde fase [6℄, exibição de estatísti
a sub-Poissoniana [7℄, anti-agrupamento de fótons [7℄,violação de desigualdades na ópti
a 
lássi
a em experimentos de interferên
ia [8,9℄, entreoutros eventos.Em Ópti
a Quânti
a os pro
essos de dois fótons em sistemas at�mi
os temsido des
ritos, durante muitos anos, pelo hamiltoniano efetivo. Porém, foi mostrado queexistem diferenças entre resultados obtidos a partir desta des
rição [10℄. A dis
repân
iade resultados é atribuída usualmente à diferença dos elementos não-diagonais da matrizreduzida do 
ampo eletromagnéti
o obtida do hamiltoniano efetivo e do hamiltonianomi
ros
ópi
o 
ompleto [11℄. Esta diferença surge nas amplitudes de probabilidade a par-tir do hamiltoniano mi
ros
ópi
o 
ompleto quando é apli
ado um 
aso limite, em que onúmero médio de fótons na 
avidade é muito grande, para demonstrar que estas ampli-tudes são idênti
as as obtidas via hamiltoniano efetivo. Porém observa-se que há umadiferença entre elas de um fator de fase global, sendo este o responsável pela dis
repân
ianos resultados obtidos nas duas des
rições neste 
aso. Dis
utimos isto 
om mais detalhesno Capítulo 2.Em 1987 a teoria quânti
a dos mi
romasers de dois fótons foi desenvolvida [12℄,a qual foi implementada experimentalmente [13℄, tornando possível o estudo da interaçãode um átomo 
om um úni
o modo do 
ampo eletromagnéti
o em 
ondições 
ontroláveis.Em 1993 o teletransporte quânti
o foi apresentado por Bennett et al [14℄, sendohoje um dos pro
essos fundamentais para a apli
ação direta na 
omputação quânti
a [15℄e na 
omuni
ação quânti
a [16℄. A 
ara
terização 
ru
ial deste fen�meno é a transferên
iade informação quânti
a entre sistema não interagentes usando para isto somente um 
anal



1 Introdução 12quânti
o e outro 
lássi
o. Tem re
ebido uma grande atenção da 
omunidade 
ientí�
adesde a sua proposta pioneira, prin
ipalmente após a sua realização experimental, ondenas primeiras experimentações foram usados pares de fótons emaranhados pelo pro
essode 
onversão paramétri
a [17�19℄. Em seguida usaram estados 
omprimidos emaran-hados [20℄, bem 
omo pontos quânti
os 
omo fontes de fótons [21℄. Desde então, váriosesquemas foram sugeridos para a implementação do pro
esso de teletransporte quânti
oem diferentes 
ontextos, tais 
omo em armadilhas de íons [22℄, 
ampos viajantes [23, 24℄e em 
ampos armadilhados em 
avidades eletrodinâmi
as quânti
as [25, 26℄.O emaranhamento quânti
o é uma das 
ara
terísti
as mais interessantes dame
âni
a quânti
a, e tem se tornado uma fonte importante para estudos fundamentaisdesta teoria, in
luindo o paradoxo de Einstein-Podolsky-Rosen (EPR) [27℄. Ele tam-bém desempenha um papel de destaque nos pro
essamentos de informação quânti
a, tais
omo teletransporte quânti
o [14,28,29℄, 
odi�
ação superdensa1 [30℄ e 
riptogra�a quân-ti
a2 [31℄. Devido a sua importân
ia, nos últimos anos tem atraído muita atenção paraa realização do emaranhamento quânti
o; logo vários sistemas quânti
os foram propos-tos 
omo possíveis 
andidatos para a engenharia de estados emaranhados, tais 
omo em
avidades eletrodinâmi
as [29, 32℄, armadilhas de íons [33℄ e sistemas ópti
os [28℄. Den-tre estes, a 
avidade eletrodinâmi
a quânti
a é um dos sistemas mais promissores paraa geração de estados emaranhados e para a realização de pro
essamento de informaçãoem pequena es
ala [34℄. A razão disto se deve a que, nestas 
avidades o tempo de vidado estados at�mi
os é longo, o que permite armazenar os q-bits e dando tempo para queos fótons possam ser apli
ados no envio de informação quânti
a por longas distân
ias,através de �bras ópti
as. O emaranhamento quânti
o de dois átomos e também o demulti-partí
ulas já foram demonstrados experimentalmente em 
avidades eletrodinâmi
asquânti
as [35�37℄.Nos 
apítulos seguintes, esta dissertação está disposta da seguinte forma: nosegundo 
apítulo desenvolvemos a teoria do modelo de Jaynes-Cummings de dois fótons,deduzindo o hamiltoniano mi
ros
ópi
o 
ompleto, obtido através das aproximações dedipolo e de onda girante; resolvemos a equação de S
hrödinger dependente do tempo1Codi�
ação superdensa é uma té
ni
a que envia dois bits de informação 
lássi
a usando apenas umq-bit 
om auxílio do emaranhamento quânti
o.2Criptogra�a quânti
a utiliza os prin
ípipos da Me
âni
a Quânti
a para garantir uma 
omuni
açãosegura. Com ela, emissor e re
eptor podem 
riar e 
ompartilhar uma 
have se
reta para 
riptografar ede
ifrar suas mensagens.



1 Introdução 13usando o método das amplitudes de probabilidade. Em seguida apresentamos resulta-dos obtidos a partir da des
rição deste sistema via hamiltoniano efetivo e tambem viahamiltoniano mi
ros
ópi
o 
ompleto, 
om o intuito de 
omparar resultados e eventuaisdiferenças en
ontradas nas duas des
rições. Por �m, dis
utimos as restrições sobre umtal sistema sendo des
rito pelo hamiltoniano efetivo. No ter
eiro 
apítulo dis
utimos oproto
olo de teletransporte de estados quânti
os, 
om e sem medida na base dos estadosde Bell, e fazemos a apli
ação de teletransporte de estados at�mi
os e do 
ampo usando omodelo de Jaynes-Cummings de dois fótons, 
omparando tanto a probabilidade de su
essodo teletransporte quanto a �delidade do estado teletransportado. No quarto 
apítulo ap-resentamos a idéia da tro
a de emaranhamento quânti
o, e fazemos a apli
ação do modelode Jaynes-Cummings de dois fótons para a realização da tro
a de emaranhamento quân-ti
o, a probabilidade de su
esso da tro
a de emaranhamento e a �delidade de geração deum estado bipartite maximamente emaranhado, 
omposto pelo estado do átomo e de ummodo do 
ampo. No quinto e último 
apítulo apresentamos as 
on
lusões do trabalho eperspe
tivas futuras usando este modelo.
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2 Modelo de Jaynes-Cummings de dois fótons2.1 IntroduçãoApresentamos neste 
apítulo dois modelos de Jaynes-Cummings de dois fótons,usados para des
rever a interação átomo-
ampo, são eles: o hamiltoniano efetivo e ohamiltoniano mi
ros
ópi
o 
ompleto. Ini
iamos des
revendo a interação átomo-
ampo, eem seguida apresentamos a dedução do hamiltoniano mi
ros
ópi
o 
ompleto. Resolvemosa equação de S
hrödinger para este hamiltoniano usando o método das amplitudes deprobabilidade para as duas des
rições, obtendo a evolução do estado do sistema átomo-
ampo, |ψ(t)〉. Obtemos a evolução temporal da probabilidade de permanên
ia do sistemanum 
erto autoestado |a, n〉 do hamiltoniano que des
reve a interação átomo-
ampo, onde
a representa estado at�mi
o e n o número de fótons no modo 
onsiderado do 
ampo, aprobabilidade é dada por |〈a, n|ψ(t)〉|2. Finalmente dis
utimos o limite físi
o no qualambas des
rições levem aos mesmos resultados [11℄.2.2 Interação átomo-
ampoConsidere um sistema 
omposto por N partí
ulas 
arregadas 
om 
arga qn napresença de um 
ampo eletromagnéti
o externo, des
rito pelo poten
ial es
alar U(rn) eo poten
ial vetor A(rn). A lagrangeana que des
reve a dinâmi
a deste sistema é dadapor [38℄,

L =

N
∑

n

1

2
mnṙ

2
n +

ε0

2

∫

[

E2(r) − c2B2(r)
]

d3r +

N
∑

n

[qnṙn · A(rn) − qnU(rn)] , (2.1)onde o primeiro termo é a energia 
inéti
a das partí
ulas, o segundo termo é a energiado 
ampo eletromagnéti
o e o ter
eiro termo é a energia de interação entre as partí
ulase o 
ampo eletromagnéti
o. Temos que na Eq.(2.1) o 
ampo elétri
o é dado por E =

−∇U(r)− Ȧ(r) e o 
ampo magnéti
o B = ∇×A(r). É possível obter desta lagrangeanaas equações de Maxwell-Lorentz, que são 
ompostas pelas quatro equações de Maxwell asquais des
revem a dinâmi
a do 
ampo eletromagnéti
o, e a equação de Newton-Lorentz
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uja força resultante nas partí
ulas é a força de Lorentz, sendo que esta equação des
revea dinâmi
a das partí
ulas 
arregadas.Fazendo uma transformação de Legendre, para mudar a representação da 
o-ordenada asso
iada à velo
idade ṙn para o momento linear pn, obtemos o hamiltonianode a
oplamento mínimo [39℄, asso
iado à lagrangeana a
ima, 
omo sendo
H =

N
∑

n

1

2mn

[pn − qnA(rn, t)]
2 + V (r) +

N
∑

n

qnU(rn, t), (2.2)onde esta hamiltoniana é invariante sob transformação de gauge
U ′(rn, t) = U(rn, t) −

∂

∂t
ξ(r, t) , (2.3)

A′(rn, t) = A(rn, t) + ∇ξ(r, t) , (2.4)sendo que ξ(r, t) é a função de gauge a ser de�nida de forma 
onveniente posteriormente.A equação de S
hrödinger dependente do tempo é dada por
Ĥψ(r, t) = i~

∂

∂t
ψ(r, t). (2.5)Para resolvermos esta equação é apropriado fazer uma transformação unitária R̂ de talforma que ψ′(r, t) = R̂ψ(r, t), 
om o intuito de simpli�
armos a forma da expressão �nalque obteremos do termo responsável pela interação do átomo-
ampo. Sendo assim, paramantermos a equação de S
hrödinger invariante sob esta transformação unitária, temosque o novo hamiltoniano Ĥ ′ �
a expresso 
omo

Ĥ ′ = R̂ĤR̂† + i~
∂R̂

∂t
R̂† . (2.6)Considerando um 
aso simpli�
ado no qual temos um átomo 
omposto porum elétron orbitando em torno de um nú
leo at�mi
o na presença de um 
ampo eletro-magnéti
o externo na Eq.(2.2), onde r é a distân
ia do elétron 
om respeito ao nú
leoat�mi
o, e es
olhendo a transformação unitária R̂ = e−i e

~
ξ(r,t), resulta o hamiltoniano Ĥ ′para este sistema na forma,

Ĥ ′ =
1

2m
[p + eA′(r, t)]

2 − eU ′(r, t) + V (r) , (2.7)onde A′(r, t) e U ′(r, t) são dados pelas Eqs. (2.3) e (2.4) sem o índi
e n, respe
tivamente.Fazendo a es
olha de gauge de Coulomb, onde es
olhemos que U(r, t) = 0 e queo poten
ial vetor satisfaz a 
ondição de transversalidade ∇ · A(r, t) = 0. Esta es
olha de
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ampo 16gauge não é invariante sob transformação de Lorentz, enquanto o gauge de Lorentz, estesim, é o invariante neste 
aso. Porém, no domínio de apli
abilidade da Ópti
a Quânti
aesta es
olha na maioria das vezes não traz nenhuma in
onsistên
ia nos resultados obtidos:as partí
ulas não se movimentam 
om velo
idades relativísti
as durante a interação átomo-
ampo. A grande vantagem da es
olha do gauge de Coulomb é que o 
ampo de radiaçãoagora �
a 
ompletamente des
rito apenas usando o poten
ial vetor. O hamiltoniano Ĥ ′nesta es
olha de gauge �
a es
rito 
omo
Ĥ ′ =

1

2m
[p + e (A(r, t) + ∇ξ(r, t))]2 + e

∂

∂t
ξ(r, t) + V (r) . (2.8)O poten
ial vetor A(r, t), para o 
aso em que não há fontes próximas do átomo,satisfaz à seguinte equação de onda

∇2A(r, t) − 1

c2
∂2

∂t2
A(r, t) = 0 , (2.9)
uja solução é

A(r, t) = A0e
i(k·r−ωt) + A∗

0e
−i(k·r−ωt) , (2.10)onde |k| = 2π/λ é o vetor de onda do 
ampo. Na aproximação de dipolo elétri
o, o 
ampoé suposto uniforme sobre toda dimensão do átomo, devido a ser o 
omprimento de ondado poten
ial vetor muito maior, 4000 ≤ λ ≤ 8000 Å , 
omparado 
om as dimensões doátomo |r| ≃ 10 Å. Com isto, k · r ≪ 1 e podemos des
onsiderar a variação espa
ial dopoten
ial vetor sobre as dimensões do átomo na Eq.(2.10), impli
ando que A(r, t) ≃ A(t).Fazendo a es
olha da função do gauge de Coulomb 
om sendo ξ(r, t) = −A(t) · r, temosque

∇ξ(r, t) = −A(t) (2.11)
∂

∂t
ξ(r, t) = −r · dA(t)

dt
= −r · E(t) (2.12)Substitiundo estes resultados no hamiltoniano Ĥ ′ dado pela Eq.(2.8), temos
omo resultado

Ĥ ′ =
p2

2m
+ V (r) − d ·E(t) , (2.13)onde d = er é o momento de dipolo elétri
o. Logo, 
onsiderando o 
aso típi
o de átomosde Rydberg, podemos ver que a interação átomo-
ampo surge do tratamento do átomo
omo sendo um dipolo elétri
o 
onstituído de um elétron de valên
ia 
om o �hard 
ore�(nú
leo at�mi
o mais os outros elétrons das 
amadas internas, sendo que o 
onjunto possui
arga total +e). Desta forma a interação átomo-
ampo é tal que o 
ampo eletromagnéti
o
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ampo 17muda somente o estado at�mi
o do elétron de valên
ia. Para obtenção do hamiltonianoa
ima, omitimos 
onsiderações rela
ionadas às 
ontribuições advindas da interação doátomo 
om 
ampo magnéti
o e do movimento do átomo durante a interação 
om o 
ampoeletromagnéti
o, visto que estes fatores dependem do 
ampo magnéti
o que por sua vezapare
e na força de Lorentz dividido pela velo
idade da luz no vá
uo, sendo assim ir-relevante 
omparado 
om o termo de interação de dipolo elétri
o obtido a
ima. Logoa interação entre um úni
o átomo 
om o 
ampo eletromagnéti
o pode ser des
rita peloseguinte hamiltoniano na aproximação de dipolo elétri
o
Ĥ = Ĥa + Ĥc − d̂ · Ê, (2.14)onde Ĥa e Ĥc são as energias do átomo e do 
ampo de radiação, respe
tivamente, naausên
ia da interação, d = re é o momento de dipolo elétri
o do átomo, e e é a 
arga doelétron. O hamiltoniano do 
ampo eletromagnéti
o Ĥc, que na verdade é a energia do
ampo eletromagnéti
o transversal livre, é dado em termos dos operadores de 
riação (â†)e aniquilação (â) 
omo [39℄

Ĥc =
∑

k

~ωk

(

â†
k
âk +

1

2

)

, (2.15)onde o índi
e k se refere aos modos normais de vibração do 
ampo eletromagnéti
o 
ujafrequên
ia angular de os
ilação seja ωk, e satisfazem a relação de 
omutação [âk, â
†
k′] =

δk,k′. A dedução da equação Eq. 2.15 está des
rita em detalhes no apêndi
e A.O hamiltoniano do átomo é um operador hermitiano, tal que os autoestadosdeste operador satisfazem a equação de autovalor Ĥa|i〉 = Ei|i〉, onde Ei são as possíveisenergias do elétron nos níveis at�mi
os. Portanto seus autoestados {|i〉} formam umabase 
ompleta de estados, ou seja, é válida a relação de 
ompleteza ∑i |i〉〈i| = I. Logo,usando esta relação de 
ompleteza, podemos expressar o hamiltoniano Ĥa em termos dosoperadores de transição at�mi
a σij = |i〉〈j|, resultando em
Ĥa = IĤaI =

∑

i

Ei|i〉〈i| =
∑

i

Eiσii . (2.16)Além disto o termo de dipolo elétri
o d = er, também pode ser es
rito damesma forma a
ima se usarmos a relação de 
ompleteza, resultando que
d̂ =

∑

i,j

|i〉〈i|d̂|j〉〈j| =
∑

i,j

dijσij , (2.17)
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ópi
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ompleto 18onde dij = e〈i|r̂|j〉 é o elemento da matriz da transição do dipolo elétri
o referente aosníveis at�mi
os |i〉 e |j〉. Usando a representação dos autoestados |r〉 do operador vetorposição r̂, de modo que r̂|r〉 = r|r〉, temos que
dij = e

∫

rψ∗
i (r)ψj(r)d

3r, (2.18)sendo que ψκ(r) = 〈r|κ〉. Como os estados eletr�ni
os do átomo livre tem suas paridadesde�nidas, tal que ψκ(−r) = ±ψκ(r), então dij = 0 se a paridade de |ψi(r)〉 é a mesma de
|ψj(r)〉, logo temos que dii = 0, sendo 
onsequên
ia da integração de uma função ímparsobre intervalo simétri
o que é todo o espaço. O operador do 
ampo elétri
o Ê, onde
onsideramos 
omo a origem o nú
leo at�mi
o, é dado por [39℄

Ê =
∑

k

êkEk

(

âk + â†
k

)

, (2.19)onde Ek =
√

~ωk/2ǫ0V , e por simpli
idade, 
onsideramos a polarização linear e o vetorda polarização 
omo sendo real.Substituindo os resultados obtidos de Ĥc (des
onsiderando a energia do pontozero), Ĥa, d̂ e Ê, dadas pelas Eqs. (2.15), (2.16), (2.17) e (2.19), respe
tivamente, naEq.(2.14), o hamiltoniano de interação átomo-
ampo �
a es
rito 
omo
Ĥ =

∑

k

~ωkâ
†
k
âk +

∑

i

Eiσii + ~

∑

i,j

∑

k

gij
k
σij

(

âk + â†
k

)

, (2.20)onde gij
k

= −dij · êkEk/~ é a 
onstante de a
oplamento entre os níveis at�mi
os |i〉 ↔ |j〉e o modo normal k do 
ampo.2.3 Hamiltoniano mi
ros
ópi
o 
ompletoO nosso interesse é o estudo da interação de um átomo de três níveis, des
ritopor átomo de Rydberg na 
on�guração Ξ (do tipo ladeira), representado na Fig. (2.1),
om um úni
o modo do 
ampo eletromagnéti
o. Com este objetivo, 
al
ularemos ostermos referentes a este tipo de interação, para en
ontrar o hamiltoniano deste sistemainteragente.Ini
iando 
om a des
rição do átomo, vamos tomar o nível energéti
o de refer-ên
ia de energia zero 
omo sendo o nível intermediário |f〉, es
olha esta feita de modo
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Figura 2.1 : Diagrama esquemáti
o do átomo de três níveis interagindo 
om um úni
omodo do 
ampo na 
avidade.arbitrário e que é 
onveniente para fa
ilitar os 
ál
ulos. Deste modo, temos que o hamil-toniano do átomo Ĥa, usando o resultado obtido da Eq.(2.16), �
a expresso assim
Ĥa = ~ (ω1|e〉〈e| − ω2|g〉〈g|) = ~ (ω1σee − ω2σgg) , (2.21)onde ω1 = ωe − ωf e ω2 = ωf − ωg são as frequên
ias asso
iadas às transições dos níveisat�mi
os |e〉 ↔ |f〉 e |f〉 ↔ |g〉, respe
tivamente. Consequentemente, temos as seguintesrelações satisfeitas

〈i|j〉 = δi,j ,
∑

i

|i〉〈i| = I, (2.22)onde os índi
es i, j = e, f, g.A des
rição do 
ampo eletromagnéti
o livre, representado por um úni
o mododo 
ampo polarizado 
om frequên
ia de�nida Ω é, de a
ordo 
om a Eq. (2.15),
Ĥc = ~Ω

(

â†â +
1

2

)

. (2.23)onde â† e â são os operadores de 
riação e aniquilação de fótons do 
ampo 
om frequên
ia
Ω, e satisfazem a relação [â, â†] = 1. O próximo passo é o 
ál
ulo do hamiltoniano deinteração do átomo de três níveis 
om 
ampo eletromagnéti
o. Para isto temos que obtero momento de dipolo elétri
o e o 
ampo elétri
o, visto que a interação é do tipo dipoloelétri
o d̂ · Ê. Das Eqs. (2.17) e (2.19), e usando o fato que dii = 0 e dij = dji (supondo
dij real), obtemos hamiltoniano de interação átomo-
ampo na forma

Ĥac = ~gef

(

â† + â
)

(|e〉〈f | + |f〉〈e|)

+ ~gfg

(

â† + â
)

(|f〉〈g|+ |g〉〈f |)

+ ~geg

(

â† + â
)

(|e〉〈g|+ |g〉〈e|) (2.24)
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ros
ópi
o 
ompleto 20onde gef , gfg e geg são as 
onstantes de a
oplamento do 
ampo 
om as transições at�mi
as
|e〉 ↔ |f〉, |f〉 ↔ |g〉 e |e〉 ↔ |g〉, respe
tivamente.É 
onviniente e usual trabalhar 
om o hamiltoniano na representação de inter-ação, porque o hamiltoniano obtido nesta representação é mais simples de ser trabalhado;essa transformação elimina termos referentes ao átomo e 
ampo livres. Sendo assim, es-
revendo o hamiltoniano total na forma Ĥ = Ĥ0 + Ĥac, onde Ĥ0 = Ĥa + Ĥc é o termosem interação, temos que ao hamiltoniano na representação de interação é dada por

ĤI = ei
Ĥ0

~
tĤace

−i
Ĥ0

~
t . (2.25)Usando o fato de que [Ĥa, Ĥc] = 0, temos que o operador evolução do hamil-toniano Ĥ0 pode ser 
al
ulado da seguinte forma

e−i
Ĥ0

~
t = e−iΩâ†ât

[

e−iω1t|e〉〈e| + |f〉〈f | + eiω2t|g〉〈g|
] (2.26)onde expandimos a exponen
ial em série de Taylor e usamos a relação de 
ompletezados autoestados do átomo. Através da 
onhe
ida relação: eαÂB̂e−αÂ = B̂ + α[Â, B̂] +

α2

2!
[Â, [Â, B̂]] + . . ., válida para o 
aso em que [Â, B̂] 6= 0, sendo que α é apenas umparâmetro, pode-se demonstrar que

eiΩâ†âtâ†e−iΩâ†ât = â†eiΩt , eiΩâ†âtâe−iΩâ†ât = âe−iΩt. (2.27)Usando as Eqs. (2.26) e (2.27) podemos 
al
ular o hamiltoniano na represen-tação de interação dada pela Eq. (2.25), onde obtemos 
omo resultado
ĤI = ~gef

(

â|e〉〈f |e−iδt + â†|f〉〈e|eiδt + â|f〉〈e|e−i(Ω+ω1)t + â†|e〉〈f |ei(Ω+ω1)t
)

+ ~gfg

(

â|f〉〈g|eiδt + â†|g〉〈f |e−iδt + â|g〉〈f |e−i(Ω+ω2)t + â†|f〉〈g|ei(Ω+ω2)t
)

+ ~geg

(

â|e〉〈g|eiΩt + â†|g〉〈e|e−iΩt + â|g〉〈e|e−3iΩt + â†|e〉〈g|e3iΩt
)

, (2.28)sendo que a dessintonia δ = Ω − ω1 = ω2 − Ω, este parâmetro é que faz 
om que aprobabilidade de o
upação do nível intermediário |f〉 seja reduzida, aumentando a prob-abilidade de o
orrên
ia do pro
esso de geração de dois fótons, onde as transições são dotipo |e〉 ↔ |g〉.Considere que pretendemos resolver a equação de S
hrödinger na representaçãode interação dada por
ĤI(t)|ψ(t)〉I = i~

d

dt
|ψ(t)〉I , (2.29)



2.3 Hamiltoniano mi
ros
ópi
o 
ompleto 21a solução formal para esta equação é do tipo |ψ(t)〉I = Û(t)|ψ(t0)〉I , onde Û(t) é o operadorevolução do sistema, que neste 
aso é obtido na forma [40℄
Û(t) = 1̂ +

(

1

i~

)
∫ t

t0

ĤI(τ)dτ +

(

i

i~

)2 ∫ t

t0

dτ2

∫ τ2=τ1

t0

dτ1ĤI(τ2)ĤI(τ1) + . . .

+

(

1

i~

)n ∫ t

t0

dτn

∫ τn

t0

dτn−1 . . .

∫ τ2

t0

dτ1ĤI(τn) . . . ĤI(τ1) + . . . . (2.30)Se usarmos a Eq. (2.30) para 
al
ular o operador evolução do sistema repre-sentado pelo hamiltoniano dado pela Eq. (2.28), os termos multipli
ados por exponen
iaispropor
ionais a δ, Ω+ω1, Ω+ω2, Ω e 3Ω, vão apare
er no denominador no resultado �nalda integração. Comparando estes termos, notamos que δ é um termo muito menor queos demais, visto que Ω ≈ ω1 ≈ ω2. Portanto, na Eq. (2.28) podemos desprezar os outrostermos, visto que estes os
ilam muito rapidamente se 
omparado 
om os termos propor-
ionais a e±iδt. Além disso, termos desprezados são os que 
orrespondem aos pro
essos quenão 
onservam energia do sistema1; por exemplo, o termo â|f〉〈e|e−i(Ω+ω1)t 
orrespondeao pro
esso de absorção de um fóton do 
ampo e a transição do átomo do estado ex
itadopara o estado intermediário, enquanto â†|e〉〈f |ei(Ω+ω1)t 
orresponde ao pro
esso inversodo anterior, ou seja, há a 
riação de um fóton no 
ampo e o átomo evolui do estado inter-mediário para o estado ex
itado; os demais termos desprezados 
orrespondem a pro
essossemelhantes. As 
onsiderações feitas a
ima formam um 
onjunto de aproximações quedenominamos �aproximação de onda girante�. Sendo assim, o resultado �nal obtido parao hamiltoniano na representação de interação, via aproximação de onda girante, é dadopor
ĤI = ~gef

(

â|e〉〈f |e−iδt + â†|f〉〈e|eiδt
)

+ ~gfg

(

â|f〉〈g|eiδt + â†|g〉〈f |e−iδt
)

, (2.31)sendo que os termos: â|e〉〈f |e−iδt e â|f〉〈g|eiδt 
orrespondem aos pro
essos de aniquilaçãode um fóton do 
ampo e de transição dos níveis at�mi
os |f〉 → |e〉 e |g〉 → |f〉, respe
-tivamente; já os termos â†|f〉〈e|eiδt e â†|g〉〈f |e−iδt 
orrespondem aos pro
essos inversos,
ria-se um fóton no 
ampo e o átomo transi
iona dos estados |e〉 → |f〉 e |f〉 → |g〉,respe
tivamente.1Se o
orrido isoladamente, porém sempre há a 
onservação de energia do sistema, visto que estespro
essos podem o
orrer em pares, de tal forma a 
onservar a energia do sistema.



2.4 Metodologia 222.4 MetodologiaUma vez deduzido o hamiltoniano, temos que resolver a equação de S
hrödingerpara obter a evolução do estado, |ψ(t)〉, ao longo do tempo. Existem três métodos: ométodo dos operadores de Heinsenberg, o método do operador de evolução unitária e ométodo das amplitudes de probabilidade.O método dos operadores de Heinsenberg parte das equações de Heinsenbergpara os operadores do 
ampo eletromagnéti
o, â†(t) e â(t), e os operadores at�mi
os, σ̂±(t)e σ̂z(t), isto para o 
aso de um sistema de interação átomo-
ampo. Estas soluções são úteispara o 
aso de 
ál
ulos de funções de 
orrelação, ne
essárias no estudo de propriedadesdo 
ampo eletromagnéti
o, tais 
omo: função de 
orrelação de segunda ordem g2(τ), quedetermina efeitos quânti
os de agrupamento ou anti-agrupamento de fótons; a função deinversão at�mi
a W (t), para o estudo da inversão at�mi
a, o 
olapso e o ressurgimentode os
ilações at�mi
as; dentre outras.O método do operador de evolução unitária é um método simples, a idéiaé expandir o operador evolução do sistema Û(t) usando a expansão da exponen
ial dooperador evolução, obtida pela expansão em série de Taylor, e tentar simpli�
ações queresultem numa expressão 
ompa
ta do operador, tarefa esta que às vezes pode ser trabal-hosa dependendo do operador hamiltiniano. O estado do sistema evoluído é en
ontradoatuando o operador en
ontrado no estado ini
ial do sistema |ψ(0)〉. É útil para 
asos deevolução de estados do tipo estado 
oerente, 
omprimido entre outros, expandidos na basede Fo
k, e 
uja evolução pode ser en
ontrada de forma mais direta a partir do operadorevolução então obtido.Já o método das amplitudes de probabilidade 
onsiste em propor uma soluçãoda equação de S
hrödinger do tipo
|ψ(t)〉 =

∑

i,n

Ci,n(t)|i, n〉 (2.32)onde i representa os níveis at�mi
os possíveis de o
upação do elétron no átomo e n é avariável dis
reta para a expansão de estados genéri
os na base de Fo
k. Substituindo asolução a
ima na equação de S
hrödinger dependente do tempo, obtemos um sistema deequações diferen
iais a
opladas para as amplitudes de probabilidade Ci,n(t). Resolvendoeste sistema obtemos a evolução do estado do sistema no tempo |ψ(t)〉, ou seja, obtemosdiretamente a função de onda.



2.5 Apli
ação do método das amplitudes de probabilidade 23No nosso 
aso de interesse vamos usar este último método para a resoluçãoda equação de S
hrödinger dependente do tempo, visto que ele pode ser resolvido viaprogramas de 
ál
ulos algébri
os e númeri
os (Maple por exemplo). É importante ressaltarque ambos métodos apresentados a
ima levam a resultados idênti
os das propriedades dosistema.2.5 Apli
ação do método das amplitudes de probabili-dadeNesta seção iremos apresentar a apli
ação do método das amplitudes de prob-abilidade men
ionado a
ima para resolução da equação de S
hrödinger dependente dotempo, 
ujo sistema é formado de um átomo de três níveis interagindo 
om um úni
omodo da 
avidade.A des
rição deste sistema será feita através de dois hamiltonianos distintos: oefetivo e o mi
ros
ópi
o 
ompleto. Ambos des
revem o pro
esso degenerado de geraçãode dois fótons, porém o primeiro é um hamiltoniano obtido a partir de uma aproximaçãofeita sobre o hamiltoniano mi
ros
ópi
o 
ompleto. Desse modo a apli
abilidade do hamil-toniano efetivo para des
rever tal sistema deve ser 
uidadosa. Avaliaremos na próximaseção a apli
abilidade deste hamiltoniano e vamos 
omparar os resultados provenientesde ambos.2.5.1 Hamiltoniano efetivoVamos 
onsiderar um átomo de Rydberg de dois níveis at�mi
os interagindo
om um úni
o modo do 
ampo eletromagnéti
o, 
f. Fig. (2.2). Os níveis at�mi
os |e〉 e |g〉estão a
oplados atráves da 
onstante de a
oplamento λ para uma exata ressonân
ia de doisfótons 
uja frequên
ia angular é Ω = (ωe−ωg)/2; ωe, ωf , e ωg são as frequên
ias asso
iadasaos níveis at�mi
os |e〉 e |g〉, respe
tivamente; ou seja, o elétron no nível at�mi
o ex
itado
|e〉 transi
iona para o nível fundamental |g〉 emitindo dois fótons na 
avidade, ou entãoo
orre o pro
esso inverso: a 
avidade está 
om dois ou mais fótons, o elétron que está noestado fundamental é ex
itado e transi
iona para o estado ex
itado |e〉 absorvendo doisfótons na 
avidade.
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|gFigura 2.2 : Diagrama esquemáti
o do átomo de dois níveis interagindo 
om um úni
omodo do 
ampo na 
avidade.O hamiltoniano que des
reve este sistema na representação de interação, obtidoatravés da aproximação de dipolo elétri
o, onda girante e da des
onsideração dos termosde �Stark shift� (deslo
amento Stark), é igual a
Ĥ = ~λ

(

â2|e〉〈g| + â†2|g〉〈e|
)

, (2.33)onde o termo â2|e〉〈g| representa o pro
esso de transição do elétron do estado at�mi
ofundamental para o ex
itado absorvendo dois fótons, e o termo â†2|g〉〈e| representa opro
esso de transição do estado ex
itado para o fundamental e a 
riação de dois fótons.Os operadores â e â† são os operadores de 
riação e aniquilação de fótons de frequên
ia
Ω, respe
tivamente.Usando o método das amplitudes de probabilidade antes men
ionado, en
on-tramos a função de onda do sistema átomo-
ampo

|ψ(t)〉 =
∑

n

[Ce,n(t)|e, n〉 + Cg,n(t)|g, n〉] , (2.34)sendo que o estado |i, n〉, onde i = e, g , representa o elétron do átomo no estado at�mi
o |i〉e o 
ampo eletromagnéti
o no estado de número |n〉; Ci,n(t) é a 
orrespondente amplitudede probabilidade deste estado.Substituindo o hamiltoniano da Eq. (2.33) e a função de onda da Eq. (2.34)na equação de S
hrödinger dependente do tempo, obtemos um sistema de equações difer-en
iais de primeira ordem a
opladas para as amplitudes de probabilidade, 
omo segue
dCe,n(t)

dt
= −iλ

√

(n+ 1)(n+ 2)Cg,n+2(t),

dCg,n+2(t)

dt
= −iλ

√

(n+ 1)(n+ 2)Ce,n(t). (2.35)
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ação do método das amplitudes de probabilidade 25Considerando que ini
ialmente o sistema átomo-
ampo está desa
oplado, ouseja,
Ce,n(0) = CeCn,

Cg,n+2(0) = CgCn+2, (2.36)onde os Cn(0) representam as amplitudes do estado ini
ial arbitrário do 
ampo e Ca, onde
a = e, g , são as amplitudes de probabilidade do estado do átomo ini
ial normalizado,

|χ〉 = Ce|e〉 + Cg|g〉. (2.37)Resolvendo estas equações diferen
iais a
opladas (Eq. 2.35) 
om as 
ondiçõesini
iais (Eq. 2.36) obtemos os 
oe�
ientes dependentes do tempo,
Ce,n(t) = cos

(

√

(n+ 1)(n+ 2)λt
)

CeCn

− i sen
(

√

(n+ 1)(n+ 2)λt
)

CgCn+2 , (2.38)
Cg,n+2(t) = cos

(

√

(n+ 1)(n+ 2)λt
)

CgCn+2

− i sen
(

√

(n + 1)(n+ 2)λt
)

CeCn. (2.39)Estas são as amplitudes de probabilidade obtidas usando o hamiltoniano efetivo parades
rever a interação átomo-
ampo para este tipo de sistema. Para obtermos o 
oe�
iente
Cg,n(t) da função de onda proposta de a
ordo 
om a Eq. (2.34), basta substituirmos
n→ n− 2 na Eq. (2.39).
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2.5 Apli
ação do método das amplitudes de probabilidade 26Nas Figs. (2.3) e (2.4), mostramos a evolução temporal das probabilidadesde permanên
ia dos estados at�mi
os |e〉 (Pe = |Ce,n(t)|2) e |g〉 (Pg = |Cg,n(t)|2), ondeem ambos 
asos os estados ini
iais são |e, 0〉 e |e, 2〉, respe
tivamente. Pode ser obser-vado que quanto maior o número de fótons na 
avidade maior a frequên
ia de transiçãoat�mi
a, 
onhe
ida 
omo frequên
ia de Rabi, que é dada por Λn = λ
√

(n+ 1)(n+ 2), ouseja, torna-se maior a ex
itação sofrida pelo elétron para transi
ionar nos níveis at�mi-
os. Isto �
a evidente porque 
onforme foi de�nida a
ima, a frequên
ia de Rabi dependediretamente do número de fótons na 
avidade. Para um tempo de interação da ordemde t = m(π/2Λn), onde m = 1, 2, 3, . . . , temos que: se m é ímpar o estado de o
upaçãoat�mi
a é tro
ado, ou seja, o elétron que ini
ialmente estava no estado ex
itado |e〉 passaa o
upar o estado fundamental |g〉 e se 
ria dois fótons na 
avidade; se m é par, o estadoat�mi
o do elétron é sempre igual ao estado ini
ial |ψ(t = 0)〉. Agora se t = m(π/4Ω), oestado at�mi
o será 
omposto por uma superposição dos estados ex
itado e fundamental,onde as probabilidades de dete
ção do mesmo são iguais.2.5.2 Hamiltoniano mi
ros
ópi
o 
ompletoNo presente trabalho, fazemos uso do modelo de Jaynes-Cummings de doisfótons 
ompleto [11℄ para implementar esquemas de teletransporte (Cap. 3) e tro
a deemaranhamento quânti
os (Cap. 4). Este modelo des
reve a interação de um átomo detrês níveis na 
on�guração Ξ 
om um úni
o modo do 
ampo da 
avidade, assumindoressonân
ia exata de dois fótons. De modo que o nível intermediário, |f〉, pode ser dess-intonizado da ressonân
ia de um fóton através de um parâmetro de dessintonia δ. Narepresentação de interação, 
onforme foi mostrado na seção 2.3, o operador hamiltonianoque des
reve o sistema é es
rito na forma
Ĥ = ~g1

(

â|e〉〈f |e−iδt + â†|f〉〈e|eiδt
)

+ ~g2

(

â|f〉〈g|eiδt + â†|g〉〈f |e−iδt
)

, (2.40)onde g1 = gef e g2 = gfg representam a 
onstante de a
oplamento de um fóton 
omrespeito as transições |e〉 ↔ |f〉 e |f〉 ↔ |g〉, respe
tivamente. A dessintonia δ é dada por
Ω− (ωe −ωf) = (ωf −ωg)−Ω, onde Ω é a frequên
ia do 
ampo na 
avidade, ωe, ωf , e ωgsão as frequên
ias asso
iadas aos níveis at�mi
os |e〉, |f〉, e |g〉, respe
tivamente.Primeiramente, para atingir nossa proposta pre
isamos 
al
ular a função deonda que des
reve o sistema átomo-
ampo, usando o método das amplitudes de probabil-
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ação do método das amplitudes de probabilidade 27idade, a função de onda é des
rita 
omo
|ψ(t)〉 =

∑

n

[Ce,n(t)|e, n〉 + Cf,n(t)|f, n〉 + Cg,n(t)|g, n〉] , (2.41)onde |a, n〉 (a = e, f, g) indi
a o átomo no estado |a〉 e o 
ampo no estado de Fo
k |n〉.Os 
oe�
ientes Ca,n(t) representam as 
orrespondentes amplitudes de probabilidade.Inserindo as Eqs. (2.40) e (2.41) na equação de S
hrödinger dependente dotempo, obtemos um 
onjunto de três equações diferen
iais de primeira ordem a
opladaspara as amplitudes de probabilidade, 
omo seguem,
dCe,n(t)

dt
= −ig1Cf,n+1(t)

√
n+ 1e−iδt,

dCf,n+1(t)

dt
= −ig1Ce,n(t)

√
n + 1eiδt − ig2Cg,n+2(t)

√
n+ 2eiδt,

dCg,n+2(t)

dt
= −ig2Cf,n+1(t)

√
n+ 2e−iδt. (2.42)Considerando que ini
ialmente o sistema átomo-
ampo está desa
oplado, isto é, podemoses
rever que

Ce,n(0) = CeCn,

Cb,n+1(0) = CfCn+1,

Cc,n+2(0) = CgCn+2, (2.43)onde os Cn(0) representam amplitudes do estado ini
ial arbitrário do 
ampo e Ca são asamplitudes at�mi
as do estado do átomo ini
ial normalizado,
|χ〉 = Ce|e〉 + Cf |f〉 + Cg|g〉. (2.44)Resolvendo este sistema de equações diferen
iais a
opladas (2.42) 
om as 
ondições ini
iais(2.43) obtemos os 
oe�
ientes dependentes do tempo,

Ce,n(t) =

[

g2
1(n+ 1)

Λnα2
n

γn + 1

]

CeCn

− g1

√
n + 1

Λn

sen(Λnt)e
−i δt

2 CfCn+1

+

[

g1g2

√

(n + 1)(n+ 2)

Λnα2
n

γn

]

CgCn+2 , (2.45)
Cf,n+1(t) = −ig1

√
n+ 1

Λn

sen(Λnt)e
i δt

2 CeCn

+

(

cos(Λnt) −
iδ

2Λn

sen(Λnt)

)

ei δt

2 CfCn+1

− i
g2

√
n + 2

Λn

sen(Λnt)e
i δt

2 CgCn+2 , (2.46)
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Cg,n+2(t) =

g1g2

√

(n + 1)(n+ 2)

Λnα2
n

γnCeCn

− i
g2

√
n+ 2

Λn

sen(Λnt)e
−i δt

2 CfCn+1

−
[

g2
2(n+ 2)

Λnα2
n

γn + 1

]

CgCn+2 , (2.47)onde
γn(t) =

[

Λn cos(Λnt) + i
δ

2
sen(Λnt) − Λne

i δt

2

]

e−i δt

2 , (2.48)
Λn =

√

δ2

4
+ α2

n, (2.49)
αn =

√

g2
1(n+ 1) + g2

2(n+ 2), (2.50)os Λn sendo as frequên
ias de Rabi do sistema interagente átomo-
ampo. Para obtermos os
oe�
ientes da função de onda proposta de a
ordo 
om a Eq. (2.41), basta substituirmos
n → n − 1 na Eq. (2.46) e n → n − 2 na Eq. (2.47) permite nos obter os 
oe�
ientes
Cf,n(t) e Cg,n(t), respe
tivamente. Estes 
oe�
ientes são as amplitudes de probabilidadeque permitem de�nir o estado |ψ(t)〉 dado pela Eq. (2.41).Nas Figs. (2.5-2.10) apresentamos a evolução temporal das probabilidades dedete
ção do estado |a, n〉 no estado |ψ(t)〉, 
uja expressão é Pa = |Ca,n(t)|2, para trêsdiferentes valores de dessintonia δ. Em 
ada par de �guras 
onsideramos que o estadoini
ial do sistema átomo-
ampo 
omo: |e, 0〉 e |e, 2〉, respe
tivamente.Consideramos nas Figs. (2.5) e (2.6) que δ = 0; podemos ver neste 
aso que há
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ção doestado |a, n〉 onde o estado ini
ial do sis-tema é |e, 0〉, onde 
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ção doestado |a, n〉 onde o estado ini
ial do sis-tema é |e, 2〉, onde 
onsideramos a dessin-tonia δ = 0.
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ação do método das amplitudes de probabilidade 29uma probabilidade 
onsiderável de permanên
ia do elétron no estado intermediário |f〉,ou seja, há o pro
esso de geração de um fóton via transições at�mi
as do tipo |e〉 ↔ |f〉 e
|f〉 ↔ |g〉. Para um pequeno número de fótons na 
avidade, temos que a probabilidade dedete
ção do estado fundamental |g〉 não 
hega ser a igual a 1 para um tempo de interaçãoespe
í�
o, diferentemente do 
aso des
rito pelo hamiltoniano efetivo. Porém, à medidaque o número de fótons aumenta na 
avidade a probabilidade de dete
ção dos estadosfundamental e intermediário também aumenta, e o mesmo a
onte
e 
om a frequên
iade Rabi Λn (frequên
ia de transição at�mi
a), o que era esperado de a
ordo 
om a suaprópria de�nição dada pela Eq. (2.49).
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Figura 2.7 : Probabilidade de dete
ção doestado |a, n〉 onde o estado ini
ial do sis-tema é |e, 0〉, onde 
onsideramos a dessin-tonia δ = g.
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Figura 2.8 : Probabilidade de dete
ção doestado |a, n〉 onde o estado ini
ial do sis-tema é |e, 2〉, onde 
onsideramos a dessin-tonia δ = g.Nas �gs. (2.7) e (2.8) 
onsideramos δ = g, isto quer dizer que o nível in-termediário 
omeça �
ar fora da ressonân
ia para transições que emitem um fóton na
avidade. As 
ara
terísti
as 
itadas para o 
aso anterior (em que δ = 0) se mantêm;porém observa-se que as probabilidades de medida dos estados ex
itado |e〉 e fundamental
|g〉 são diferentes, e que o tempo para que o
orra as transições aumenta, isto porque ofato da dessintonia ser diferente de zero signi�
a que as transições agora se tornaram maisdifí
eis de o
orrer.Já nas Figs. (2.9) e (2.10) 
onsideramos δ = 80g, sendo este um 
aso degrande interesse, visto que a probabilidade de o
upação do nível intermediário torna-sedesprezível, da ordem de 6 × 10−4. Sendo assim, este 
aso pode ser 
omparado 
om oresultado das probabilidades dado pelo hamiltoniano efetivo, dispostas nas Figs. (2.3) e
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Figura 2.9 : Probabilidade de dete
ção doestado |a, n〉 onde o estado ini
ial do sis-tema é |e, 0〉, onde 
onsideramos a dessin-tonia δ = 80g.
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Figura 2.10 : Probabilidade de dete
ção doestado |a, n〉 onde o estado ini
ial do sistemaé |e, 2〉, onde 
onsideramos a dessintonia δ =

80g.(2.4). No 
aso de pequeno número de fótons na 
avidade, notamos que a probabilidade detransição dos níveis at�mi
os ex
itado e fundamental não 
hega a atingir valores iguais a
0 e 1, respe
tivamente, 
omo no 
aso das des
rição do hamiltoniano efetivo. Para valoresgrandes do número médio de fótons (n ∼ 40) as probabilidades passam a apresentar
ara
terísti
as semelhantes.A seguir apresentaremos detalhadamente as 
ara
terísti
as deste limite, noqual pode-se 
omparar os resultados das amplitudes de probabilidade obtidas nas duasdes
rições, que são dadas pelo hamiltoniano efetivo e pelo hamiltoniano mi
ros
ópio 
om-pleto.2.6 Comparação entre os hamiltonianosMostraremos aqui que sob 
ertas 
ondições o modelo de Jaynes-Cummingsde dois fótons, des
rito 
orretamente pelo hamiltoniano mi
ros
ópi
o 
ompleto, pode seraproximado pelo hamiltoniano efetivo [11℄. Mostraremos que as duas des
rições levam aexpressões idênti
as para as amplitudes de probabilidade, a menos de um fator de faseglobal. Com este intuito em mente, por questões de simpli
idade, vamos 
onsiderar queas 
onstantes de a
oplamento g1 = g2 = g na Eq. (2.50),e também vamos introduzir uma
onstante de a
oplamento para a transição de dois fótons efetiva λ′ = g2/δ e de�nir umparâmetro ǫn = 4λ′

δ
(2n + 3). A frequên
ia de Rabi Λn, da Eq. (2.49), �
a expressa em



2.6 Comparação entre os hamiltonianos 31termos de ǫn 
omo Λn = δ
2

√
1 + ǫn. Considerando que ǫn ≪ 1 de tal forma que podemosexpandir Λn em termos de ǫn, 
hegamos que a seguinte 
ondição pre
isa ser satisfeita

ǫ2n
16

δ

λ′
λ′t≪ π, (2.51)já que nas Eqs. (2.45-2.47) o Λn apare
e 
omo sendo um argumento de funções trigonométri-
as [11℄. A es
olha na qual resulta que ǫn ≪ 1 é fazer 
om que δ seja grande 
omparado
om g. Se assumirmos que Cn(0) é uma função abruptamente lo
alizada de n em torno de

n = n 
om n≫ 1, então podemos tro
ar n+ 1, n+ 2, e (2n+ 3)/2 por √(n+ 1)(n+ 2)nas Eqs.(2.45-2.47), e a desigualdade (2.51) reduz a [11℄,
δ

λ′
≫ 4n2

π
λ′t, (2.52)na qual depende do tempo de interação t, do número médio de fótons n, da dessintonia

δ e da 
onstante de a
oplamento átomo-
ampo λ′. Para pequenos valores de λt, ǫn ≪ 1impli
ando que δ/λ ≫ 4(2n + 3). Deste modo, as Eqs. (2.45-2.47) sujeitas as 
ondiçõesdes
ritas a
ima podem ser es
ritas 
omo [11℄
Ce,n(t) = ei

√
(n+1)(n+2)λt

{

cos
(

√

(n+ 1)(n+ 2)λt
)

CeCn

+ i sen
(

√

(n + 1)(n+ 2)λt
)

CgCn+2

}

, (2.53)
Cf,n+1(t) = O(

√

ǫn/2),

Cg,n+2(t) = ei
√

(n+1)(n+2)λt
{

i sen
(

√

(n + 1)(n+ 2)λt
)

CeCn

+ cos
(

√

(n+ 1)(n+ 2)λt
)

CgCn+2

}

. (2.54)Comparando estas equações a
ima das amplitudes de probabilidade, obtidas apartir do hamiltoniano mi
ros
ópio 
ompleto, 
om as amplitudes de probabilidade obtidasa partir do hamiltoniano efetivo, Eqs. (2.38) e (2.39), vemos 
laramente que as amplitudesde probabilidade referentes as o
upações do estados |e, n〉 e |g, n〉 diferem das obtidas apartir do hamiltoniano efetivo de um fator de fase global adi
ional ei
√

(n+1)(n+2)λt. Alémdisto, observamos que a probabilidade de en
ontrar o átomo no estado at�mi
o inter-mediário |f〉 torna-se muito pequena, visto que é propor
ianal à raiz de ǫ, onde 
onsider-amos que ǫn ≪ 1.Para entender melhor a diferença das amplitudes de propriedade devido aoapare
imento do fator de fase adi
ional, vamos es
rever o operador densidade do sistema
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ρ̂ac(t) =

∑

i,j

∑

n,m

Ci,n(t)C∗
j,m(t)|i, n〉〈j,m| (2.55)onde i, j = e, f, g 
orrespondem aos estados do átomo. Pode-se observar que o fatorde fase global somente afeta os termos não-diagonais da matriz densidade do sistema,enquanto que os termos diagonais não são afetados pelo simples fato de serem eliminadosquando é feito o produto da amplitude de probabilidade 
om o seu 
omplexo 
onjugado.Este fator de fase surge devido a dinâmi
a do �Stark shift� dos níveis do átomo, que nadedução do hamiltoniano efetivo foi des
onsiderado [11, 41℄.No artigo de Toor and Zubairy [11℄ é mostrado que quantidades físi
as as quaissomente dependem dos elementos da diagonal do matriz densidade reduzida do 
ampo,tais 
omo a inversão de população at�mi
a e a função de distribuição de fótons, apresen-tam resultados idênti
os nas duas des
rições no limite imposto pela Eq. (2.52). Porém,no 
aso das propriedades asso
iadas às variân
ias das quadraturas do 
ampo eletromag-néti
o, tal 
omo o efeito de �squeezing� (
ompressão das quadraturas do 
ampo), onde ostermos não-diagonais da matriz densidade são importantes, é obtido um 
omportamentodrasti
amente diferente usando as duas des
rições.
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3 Teletransporte Quânti
o3.1 IntroduçãoTeletransporte quânti
o é uma té
ni
a usada para transferir informação deestados quânti
os, usualmente armazenada em uma partí
ula ou fóton (ou 
onjunto defótons) para outra partí
ula em outro lugar via emaranhamento quânti
o. Portanto, nestepro
esso não há transporte de matéria ou energia, nem permite 
omuni
ação através datro
a de informação 
om velo
idade superior à velo
idade da luz no vá
uo. Uma 
ar-a
terísta interessante do teletransporte quânti
o é que ele permite também transmitirinformação de uma superposição de estados quânti
os, 
onstituindo-se numa ferramentamuito importante e útil para o desenvolvimento da 
omputação [15℄ e 
omuni
ação quân-ti
as [16℄. De um modo mais pre
iso, o teletransporte quânti
o é um proto
olo quânti
ono qual um q-bit |α〉 (q-bit é a notação de um bit quânti
o, sendo uma unidade de infor-mação quânti
a) pode ser transmitido, em prin
ípio, de uma lo
alidade para outra. Ospré-requisitos são: a existên
ia de um 
anal de 
omuni
ação 
onven
ional (
anal 
lássi
o)
apaz de transmitir dois bits 
lássi
os (obtidos a partir da medição de um dos quatroestados de Bell), e um par de q-bits emaranhados |β, γ〉, onde o estado |β〉 se en
ontra naorigem e o estado |γ〉 no destino, para quem se deseja transmitir a informação.O proto
olo é realizado em três etapas: faz-se uma medida 
onjunta a qualproduz os dois bits 
lássi
os; transmite-se os dois bits de informação para onde se desejateletransportar a informação (nessa etapa depende-se de envio de uma informação 
lássi
a,a qual é sempre transmitida 
om velo
idade υ < c); e por �m dois bits são usados paraes
olher um dentre quatro estados possíveis para re
onstruir o estado |γ〉.As duas partes são Ali
e (A), o remetente, e Bob (B), o destinatário1; o q-bit é uma superposição de estados quânti
os representados por |0〉 e |1〉 em geral, sendorepresentado por um vetor bidimensional no espaço de Hilbert. Suponha que Ali
e tem1Ali
e e Bob são os personagens geralmente utilizados para representar o pro
esso de teletransportequânti
o, sendo que Ali
e envia a informação e Bob a re
ebe.
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o arbitrário |ψ〉, des
onhe
ido por ela, e que ela desejaenviá-lo para Bob. Vamos supor que Ali
e e Bob estejam 
ompartilhando um estadoemaranhado (q-bit) AB, ou seja, Ali
e possui um parte do estado A e Bob a outra parteB. Consideremos que C representa o q-bit no qual Ali
e deseja transmitir para Bob.Ali
e apli
a então uma operação unitária sobre os q-bits A e C, emaranhandoestes estados e gerando um estado emaranhado AC, estabele
endo assim um 
anal quân-ti
o. Em seguida Ali
e mede o resultado deste estado para obter dois bits 
lássi
os. Nestepro
esso os dois q-bits são destruídos. O q-bit de Bob B, agora 
ontém informação 
omrespeito ao q-bit C; entretanto, a informação está ainda inde�nida. Mais pre
isamente, oq-bit de Bob B está num dos quatro estados uniformente es
olhido de forma aleatória eBob não pode obter qualquer informação sobre C de seu q-bit.Ali
e realizou um medida sobre os q-bits AC, no qual indi
a qual dos quatroestados Bob possui, ela envia o resultado de sua medida para Bob. Bob apli
a umatransformação unitária 
onveniente no seu q-bit, transformando-o em uma 
ópia idênti
aao do q-bit C. Exempli�
amos a seguir todo este pro
esso detalhadamente.Supondo que Ali
e deseja teletransportar um q-bit C para Bob. Este q-bitpode ser es
rito de forma geral 
omo |ψ〉 = α|0〉+ β|1〉. Nosso esquema de teletransportequânti
o requer que Ali
e e Bob 
ompartilhem um estado maximamente emaranhado deantemão, ou seja, que eles 
ompartilhem um dos quatros estados de Bell dados por
|Φ+〉 =

1√
2
(|0〉A ⊗ |0〉B + |1〉A ⊗ |1〉B), (3.1)

|Φ−〉 =
1√
2
(|0〉A ⊗ |0〉B − |1〉A ⊗ |1〉B), (3.2)

|Ψ+〉 =
1√
2
(|0〉A ⊗ |1〉B + |1〉A ⊗ |0〉B), (3.3)

|Ψ−〉 =
1√
2
(|0〉A ⊗ |1〉B − |1〉A ⊗ |0〉B). (3.4)Ali
e possui uma das partí
ulas do par 
ujo estado está emaranhado (A), e Bobmantém a outra em seu poder (B). Os índi
es A e B do estado emaranhado se refere àspartí
ulas de Ali
e e Bob, respe
tivamente. Iremos supor que Ali
e e Bob 
ompartilhemo estado emaranhado |Φ+〉 por exemplo.Então, Ali
e tem duas partí
ulas (C que ela quer teletransportar seu estado, eA uma das partí
ulas do estado emaranhado), e Bob tem a outra partí
ula, B. O sistema



3.1 Introdução 35total, representando o estado das três partí
ulas ABC é dado por
|ϕ〉 = |ψ〉 ⊗ |Φ+〉 = (α|0〉 + β|1〉) ⊗ 1√

2
(|0〉 ⊗ |0〉 + |1〉 ⊗ |1〉) . (3.5)Ali
e fará uma medida par
ial em uma das bases dos estados de Bell sobreos dois q-bits que ela possui. Para deixar o resultado de sua medida mais explí
ito,rees
revemos os dois q-bits de Ali
e na base dos estados de Bell

|0〉 ⊗ |0〉 =
1√
2
(|Φ+〉 + |Φ−〉) , (3.6)

|0〉 ⊗ |1〉 =
1√
2
(|Ψ+〉 + |Ψ−〉) , (3.7)

|1〉 ⊗ |0〉 =
1√
2
(|Ψ+〉 − |Ψ−〉) , (3.8)

|1〉 ⊗ |1〉 =
1√
2
(|Φ+〉 − |Φ−〉) . (3.9)O estado das três partí
ulas apresentadas a
ima pode ser es
rito em termosda superposição dos quatros estados de Bell da seguinte forma

|ϕ〉 =
1

2

[

|Φ+〉 ⊗ (α|0〉 + β|1〉) + |Φ−〉 ⊗ (α|0〉 − β|1〉)
]

+
1

2

[

|Ψ+〉 ⊗ (β|0〉 + α|1〉) + |Ψ−〉 ⊗ (−β|0〉 + α|1〉)
]

. (3.10)Observe que a mudança que �zemos até agora é para mudar a base da partedo sistema que Ali
e possui. Nenhuma operação tem sido feita e as três partí
ulas estãoainda no mesmo estado. A operação de teletransporte atual 
omeça quando Ali
e medeseus dois q-bits na base dos estados de Bell. Da expressão a
ima de
orre que o resultadolo
al da medida é que o estado das três partí
ulas irá 
olapsar, 
om igual probabilidade,num dentre os quatro estados,
|Φ+〉 ⊗ (α|0〉 + β|1〉) , (3.11)
|Φ−〉 ⊗ (α|0〉 − β|1〉) , (3.12)
|Ψ+〉 ⊗ (β|0〉 + α|1〉) , (3.13)
|Ψ−〉 ⊗ (−β|0〉 + α|1〉) . (3.14)As duas partí
ulas de Ali
e estão agora emaranhadas em um dos quatros es-tados de Bell. O emaranhamento originalmente 
ompartilhado entre Ali
e e Bob está



3.1 Introdução 36quebrado. A partí
ula de Bob possui um dos quatro estados de superposição apresenta-dos a
ima. Observe que o q-bit de Bob está agora em um estado pare
ido 
om o estadoa ser teletransportado.O passo 
ru
ial para a realização do teletransporte quânti
o é a medida lo
al, aqual foi feita por Ali
e na base dos estados de Bell. Em seguida, Ali
e tem que 
ompletarseu 
onhe
imento do estado das três partí
ulas, o resultado de sua medida revela emqual dos quatro estados o sistema está. Ela deve simplesmente enviar o seu resultadoda medida para Bob através de um 
anal 
lássi
o. Os dois bits revelam qual dos quatroestados ela obteve.Depois de Bob re
eber a messagem de Ali
e, ele saberá em qual dentre osquatros estados sua partí
ula está. Usando esta informação, ele apli
a uma operaçãounitária na sua partí
ula de tal forma a transformar seu estado no estado desejado α|0〉+
β|1〉. Assim:

• Se Ali
e informar a Bob que o estado medido é |Φ+〉, Bob sabe que seu q-bit jáestá no estado desejado e ele não pre
isa fazer nada. Isto equivale a uma operaçãounitária trivial dada pelo operação identidade.
• Se a Ali
e informar que o estado é |Φ−〉, Bob envia seu q-bit através de uma portaunitária dada pela matriz de Pauli abaixo para re
uperar o estado desejado.

σ3 =





1 0

0 −1





• Se Ali
e informar que o estado é |Ψ+〉, Bob apli
a a porta unitária abaixo e re
uperaassim seu estado desejado.
σ1 =





0 1

1 0





• Finalmente, se Ali
e informar que o estado é |Ψ−〉, Bob usará a seguinte operaçãounitária dada por
σ3σ1 = iσ2 =





0 1

−1 0



 ,e assim ele re
uperará seu estado desejado |ψ〉.Completadas todas essas etapas a
ima, o estado da partí
ula C que Ali
e tinhaem seu poder foi teletransportado para a partí
ula B de Bob, en
errando assim o pro
esso
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o [42℄. Algumas 
onsiderações são pertinentes: enquanto o q-bitde Bob �
ou no estado desejado |ψ〉 = α|0〉 + β|1〉, q-bit de Ali
e tornou-se parte deum estado emaranhado; logo o teletransporte não resultou na 
ópia de q-bit; sendo isso
onsistente 
om o teorema da não-
lonagem [43℄, segundo o qual é impossível fazer uma
ópia de estado quânti
o des
onhe
ido; não houve a transferên
ia de matéria ou energiadurante o teletransporte, a partí
ula de Ali
e não foi enviada a Bob, somente seu estadoé que foi transferido. O termo teletransporte, nomeado pela primeira vez por Bennett etal [14℄, re�ete a indistinguibilidade das partí
ulas quânti
as. Igualmente, a informaçãoarmazenada não foi transferida de um q-bit a outro 
om velo
idade superluminal, vistoque um 
anal 
lássi
o foi usado para que o pro
esso de teletransporte se efetivasse 
omsu
esso. A seguir apresentamos uma forma en
ontrada para realização de teletransportequânti
o, distinta da forma exata apresentada anteriormente, mas sim de uma formaaproximada, onde a medida nos estados de Bell não é 
onsiderada.3.2 Teletransporte quânti
o sem medida dos estados deBellNo artigo de Zheng Ref. [44℄ ele propõe um esquema para um teletransporteaproximado e 
ondi
ional de um estado at�mi
o sem medida dos estados de Bell. Nestaseção detalhamos a diferença entre teletransporte 
om medida dos estados de Bell e tele-transporte sem medida dos estados de Bell. Na verdade, não existe teletransporte quânti
osem medida dos estados de Bell [45℄. O que o
orre, 
omo mostrado na proposta de Zhenge também de Cardoso et al Ref. [46℄, é que estados de Bell, nesses 
asos, são 
ompos-tos pelo estado do átomo e estado do 
ampo, sendo ne
essário apenas, para 
ompletar oteletransporte, a medida do estado at�mi
o, uma vez que o estado do 
ampo na 
avidadepassa a ser 
onhe
ido. Como a proposta é medir apenas o estado do átomo, teremosuma probabilidade de su
esso de 25% para esse teletransporte; daí o nome �teletransporte
ondi
ional�. Porém, o fato de não ser ne
essário medir diretamente os estados de Bell, faz
om que a �delidade do estado teletransportado não seja, a prin
ípio, igual a 100%, sendoessa a origem da denominação �teletransporte aproximado�. Isso também de
orre do fatode que nem sempre o estado na 
avidade é 
onhe
ido, há na verdade uma aproximação
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o 38em 
onsiderar a 
avidade no estado de vá
uo, por exemplo, visto que a probabilidade deter um fóton na 
avidade é muito pequena.Logo, quando utilizamos o termo �teletransporte sem medida dos estados deBell�, estamos nos referindo a uma medida não explí
ita (geralmente imperfeita) dosestados de Bell. Nas Se
ções a seguir faremos apli
ação deste tipo de teletransportequânti
o, o que tornará a expli
ação a
ima mais 
lara.3.3 Teletransporte de estado at�mi
oAqui apresentaremos uma proposta de teletransporte de um estado at�mi
odes
onhe
ido, sem medida na base de Bell, usando o modelo de Jaynes-Cummings dedois fótons [47�49℄, 
omo apresentado no 
apítulo anterior. Na Fig. (3.1) apresentamosesquema representativo das etapas a serem seguidas para a efetuação do teletransportequânti
o. De forma su
inta, o pro
esso é feito da seguinte forma: antes, 
ria-se o 
analquânti
o representado pelo estado |ϕqc〉 obtido através da interação do átomo 2 
om a
avidade ini
ialmente preparada no estado de vá
uo, por um tempo t1; em seguida, oátomo 1 é preparado no estado des
onhe
ido |ϕin〉, sendo este o estado at�mi
o quedesejamos teletransportar para o átomo 2; o átomo 1 interage na 
avidade em um intervalode tempo t2; disso resulta que o sistema total �
a sendo des
rito pelo estado |ϕ〉1,2,c. Apósessa interação na 
avidade é feita a medida do estado, sendo este o estado �nal do sistema
|Ψ〉2,c, o qual des
reve o estado do átomo 2 e a 
avidade C, o estado do átomo 1 já é
onhe
ido; �nalmente se o átomo 1 foi dete
tado no estado ex
itado, o teletransporte foirealizado 
om su
esso. A seguir des
reveremos detalhadamente 
ada etapa deste pro
esso.Primeiramente vamos supor que o átomo 1 está ini
ialmente preparado noestado

|ϕ〉in = α|e〉1 + β|g〉1, (3.15)onde os 
oe�
ientes α e β satisfazem à 
ondição |α|2 + |β|2 = 1 e que o átomo 2 está pre-viamente preparado no estado ex
itado |e〉2. A preparação do estado at�mi
o |ϕ〉in podeser feita passando um átomo no estado ex
itado numa zona de Ramsey2, por exemplo.Em seguida, deixamos o átomo 2 interagir 
om um modo da 
avidade no estado de vá
uo2No apêndi
e B apresentamos os sistemas físi
os ne
essários para realização experimental das propostasque serão apresentadas.
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Figura 3.1 : Esquema representativo do teletransporte de estado at�mi
o.
|0〉C por um 
onveniente intervalo de tempo t1. Com isso, um �entanglement�, ou 
analquânti
o é 
riado, dado por

|ϕ〉qc = Ce,0
e,0(t1)|e, 0〉2C + Ce,0

f,1(t1)|f, 1〉2C + Ce,0
g,2(t1)|g, 2〉2C , (3.16)onde Cj,m

i,n (t) representa a amplitude de probabilidade do estado |i, n〉 obtido a partir daevolução do estado ini
ial |j,m〉 num intervalo de tempo t, onde i, j = {e, f, g}, sendoque n e m representam o número de fótons na 
avidade. Então, o estado des
revendo osistema inteiro é es
rito na forma,
|ψ〉 = α

[

Ce,0
e,0(t1)|e, e, 0〉12C + Ce,0

f,1(t1)|f, e, 1〉12C + Ce,0
g,2(t1)|g, e, 2〉12C

]

+ β
[

Ce,0
e,0(t1)|e, g, 0〉12C + Ce,0

f,1(t1)|f, g, 1〉12C + Ce,0
g,2(t1)|g, g, 2〉12C

]

. (3.17)Num passo seguinte, enquanto o átomo 2 é enviado para um re
eptor (Bob), o átomo 1 noestado |ϕin〉 é enviado para interagir 
om o 
ampo da 
avidade num intervalo de tempo
onveniente t2. O então sistema evolui para o estado
|ψ〉 = αCe,0

e,0(t1)
[

Ce,0
e,0(t2)|e, e, 0〉12C + Ce,0

f,1(t2)|e, f, 1〉12C + Ce,0
g,2(t2)|e, g, 2〉12C

]

+ αCe,0
f,1(t1)

[

Ce,1
e,1(t2)|f, e, 1〉12C + Ce,1

f,2(t2)|f, f, 2〉12C + Ce,1
g,3(t2)|f, g, 3〉12C

]

+ αCe,0
g,2(t1)

[

Ce,2
e,2(t2)|g, e, 2〉12C + Ce,2

f,3(t2)|g, f, 3〉12C + Ce,2
g,4(t2)|g, g, 4〉12C

]

+ βCe,0
e,0(t1)C

g,0
g,0(t2)|e, g, 0〉12C + βCe,0

f,1(t1)
[

Cg,1
g,1(t2)|f, g, 1〉12C + Cg,1

f,0(t2)|f, f, 0〉12C

]

+ βCe,0
g,2(t1)

[

Cg,2
g,2(t2)|g, g, 2〉12C + Cg,2

f,1(t2)|g, f, 1〉12C + Cg,2
e,0 (t2)|g, e, 0〉12C

]

. (3.18)
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o 40Agora, se o transmissor (Ali
e) dete
tar o átomo 1 no estado ex
itado, o sub-sistema reduzido, 
omposto pelo átomo 2 e o 
ampo da 
avidade C, resulta na forma
|Ψ〉2C =

1

N
[ξ|e, 0〉2C + λ|f, 1〉2C + η|g, 2〉2C + γ|g, 0〉2C] , (3.19)

N é o fator de normalização, que será de�nido posteriormente, enquanto que os 
oe�
ientessão de�nidos 
omo: ξ = αCe,0
e,0(t1)C

e,0
e,0(t2), λ = αCe,0

f,1(t1)C
e,1
e,1(t2), η = αCe,0

g,2(t1)C
e,2
e,2(t2),

γ = βCe,0
g,2(t1)C

g,2
e,0 (t2).

Figura 3.2 : Probabilidade de dete
ção do es-tado |f, 1〉2C no estado |Ψ〉2C em função do
oe�
iente α. Figura 3.3 : Probabilidade de dete
ção do es-tado |g, 2〉2C no estado |Ψ〉2C em função do
oe�
iente α.No estado |Ψ〉2C dado pela Eq. (3.19), os termos |f, 1〉2C e |g, 2〉2C referem-sea estados de indesejável obtenção, visto que queremos o átomo 2 no estado |ϕin〉. Seas probabilidades de en
ontrar estes termos, λ e η, forem muito pequenas 
omparada
om aquelas dos demais termos, ξ e γ, podemos des
onsiderar estes estados. Nas Figs.(3.2) e (3.3) observamos isto, que a probabilidade de dete
ção destes dois estados (|f, 1〉2Ce |g, 2〉2C) é muito pequena. Sendo assim, nesta aproximação podemos dizer que apósa dete
ção do átomo 1 no estado ex
itado, a 
avidade C estará no estado de vá
uo,dispensando a ne
essidade de uma medida na base de Bell. Signi�
a que para medir oestado do átomo 1 e o estado do 
ampo na 
avidade C, basta medir apenas o estado doátomo 1. Essa medida 
ompleta a realização do teletransporte quânti
o.É importante reforçar que é a medida do átomo 1 no seu estado ex
itado |e〉1que 
ompleta o teletransporte quânti
o. A probabilidade dessa medida, que nada mais é
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o 41do que a probabilidade de su
esso da realização do teletransporte, é dada por
Pa = N2 = |ξ|2 + |λ|2 + |η|2 + |γ|2. (3.20)Por outro lado, a �delidade do estado teletransportado para Bob, |ϕ〉in , é expressa 
omo

Fa =
1

N2

[

|αξ|2 + αβ∗ξ∗γ + |βη|2 + α∗βξγ∗ + |βγ|2
]

, (3.21)sendo 
al
ulada através de Fa = |〈ϕin|Ψ〉2C〉|2, onde agora |ϕin〉 = α|e〉2 + β|g〉2. Ostempos de interação dos dois átomos, t1 e t2, são es
olhidos de tal forma a otimizara �delidade, o que impli
a de forma indireta que neste pro
esso a es
olha dos temposde interação será tal que a probabilidade de dete
ção dos estados indesejáveis é muitopequena, permitindo-nos 
onsiderar que a 
avidade C �
a no estado de vá
uo. A parterela
ionada 
om o 
anal 
lássi
o, ne
essário para efetivação do teletransporte quânti
o,está no fato de Ali
e, que mediu o átomo 1, dizer a Bob que dete
tou o átomo 1 no estadoex
itado. A Fig. (3.4) mostra o grá�
o da probabilidade de su
esso do teletransportedo estado at�mi
o em função do 
oe�
iente α no estado |ϕin〉 a ser teletransportado.Assumimos que α é real. Tem-se duas 
urvas expostas nesta �gura, sendo que umadelas usa a des
rição dada pelo hamiltoniano efetivo Pw (representado pelo símbolo N)enquanto a outra (dada pela Eq. (3.20) é des
rita pelo hamiloniano mi
ros
ópi
o 
ompleto
Pa (representada pelo símbolo •). Podemos notar que o 
omportamento de Pa difere
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3.4 Teletransporte de estado do 
ampo 42bastante de Pw: Pw não apresenta dependên
ia 
om relação ao 
oe�
iente α quanto Pa;a probabilidade de su
esso Pa ≃ 22% sendo menor que Pw ≃ 25%, este último sendo omáximo al
ançável num teletransporte quânti
o sem medida na base de Bell.Na Fig. (3.5) mostramos o grá�
o da �delidade do estado at�mi
o teletrans-portado em função de α, para as duas des
rições, sendo que Fw 
orresponde a �delidadeobtida usando o hamiltoniao efetivo e Fa a �delidade obtida usando o hamiltoniano mi-
ros
ópi
o 
ompleto. Pode-se ver nesta �gura que o 
omportamento da 
urva Fa diferemuito de Fw, sendo sua dependên
ia 
om α bem maior que a de Fw; a �delidade do es-tado teletransportado |ϕin〉 = |e〉 é 100%, para α = 1, enquanto que para |ϕin〉 = |g〉 éaproximadamente 96% (α = 0). Notamos também que o valor mínimo da �delidade Fa épróximo de 96%. Ambas as Figs. (3.4) e (3.5) foram obtidas usando parâmetros experi-mentais atuais [50℄, dados por: g1 = g2 = g = 17, 5 MHz e δ = 80g, nos quais os temposde interação do átomo 2 e do átomo 1 foram t1 = 1, 96µs e t2 = 6, 27µs, respe
tivamente.3.4 Teletransporte de estado do 
ampoO mesmo pro
edimento a
ima, feito para o teletransporte quânti
o do estadoat�mi
o des
onhe
ido, sem medida na base de Bell, pode ser mapeado para o teletrans-porte quânti
o de uma superposição de estados de Fo
k do tipo |ϕin〉 = α|0〉C2
+ β|2〉C2

,também sem medida na base de Bell, usando o modelo de Jaynes-Cummings de dois fó-tons [47�49℄. A Fig. (3.6) mostra um esquema representativo das etapas do proto
olo derealização deste teletransporte quânti
o. De forma resumida, temos que o teletransporte éefetuado da seguinte maneira: prepara-se o estado de superposição dos estados de Fo
k na
avidade C2, enquanto um átomo é preparado no estado ex
itado |e〉1. Ambos interagemna 
avidade C1 por um intervalo de tempo 
onveniente t1, 
riando o 
anal quânti
o |ϕqc〉;em seguida o átomo interage no 
avidade C2 preparada no estado ini
ial |ϕin〉 por umintervalo de tempo t2; 
om isto o estado de todo o sistema é igual a |ϕ〉1,C1,C2
; por �mo estado at�mi
o é medido em um dete
tor de ionização. Para efetuar o teletransporte
om su
esso é ne
essário dete
tar o átomo no estado at�mi
o ex
itado. Des
reveremosdetalhadamente a seguir 
ada etapa do teletransporte apresentado a
ima.O primeiro passo é preparar o estado |ϕin〉 da 
avidade C2 a ser teletrans-
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Figura 3.6 : Esquema representativo do teletransporte de estado do 
ampo.portado para a 
avidade C1,
|ϕin〉 = α|0〉C2

+ β|2〉C2
. (3.22)Esta preparação pode ser obtida passando pela 
avidade um átomo no estado ex
itado,deixando-o interagir por um intervalo de tempo t de modo a forne
er o estado desejado.Prepara-se um átomo no estado ex
itado |e〉1 e deixa-se-o interagir por umintervalo de tempo t1 na 
avidade C1 preparada no estado de vá
uo; 
om isto 
ria-se o
anal quânti
o |ϕqc〉, responsável por emaranhar o estado do átomo 
om a 
avidade C1.O resultado é o estado emaranhado

|ϕqc〉 = Ce,0
e,0(t1)|e, 0〉1,C1

+ Ce,0
f,1(t1)|f, 1〉1,C1

+ Ce,0
g,2(t1)|g, 2〉1,C1

. (3.23)Então, o estado des
revendo o sistema inteiro (átomo e dois 
ampos) é es
ritona forma,
|ψ〉1,C1,C2

= α
[

Ce,0
e,0(t1)|e, 0, 0〉 + Ce,0

f,1(t1)|f, 1, 0〉 + Ce,0
g,2(t1)|g, 2, 0〉

]

+ β
[

Ce,0
e,0(t1)|e, 0, 2〉 + Ce,0

f,1(t1)|f, 1, 2〉 + Ce,0
g,2(t1)|g, 2, 2〉

]

. (3.24)Num próximo passo, o átomo interage na 
avidade C2, que está no estado |ϕin〉, por umintervalo de tempo t2, o estado do sistema total evoluído sendo dado por
|ψ〉1,C1,C2

= αCe,0
e,0(t1)

[

Ce,0
e,0(t2)|e, 0, 0〉 + Ce,0

f,1(t2)|f, 1, 1〉 + Ce,0
g,2(t2)|g, 2, 2〉

]

+ αCe,0
e,0(t1)C

g,0
g,0(t2)|g, 2, 0〉+ αCe,0

f,1(t1)
[

Cf,0
f,0(t2)|f, 1, 0〉+ Cf,0

g,1 (t2)|g, 1, 1〉
]

+ βCe,0
f,1(t1)

[

Ce,1
e,1(t2)|e, 0, 2〉 + Ce,2

f,3(t2)|f, 0, 3〉 + Ce,2
g,4(t2)|g, 0, 4〉

]

+ βCe,0
f,1(t1)

[

Cf,2
e,1 (t2)|e, 1, 1〉 + Cf,2

f,2(t2)|f, 1, 2〉 + Cf,2
g,3 (t2)|g, 1, 3〉

]

+ βCe,0
g,2(t1)

[

Cg,2
g,2(t2)|g, 2, 2〉+ Cg,2

f,1(t2)|f, 2, 1〉 + Cg,2
e,0 (t2)|e, 2, 0〉

]

. (3.25)
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ampo 44Em seguida o átomo é dete
tado no estado ex
itado, levando o estado dos
ampos des
revendo as 
avidades C1 e C2 à forma
|Ψ〉C1,C2

=
1

N
[ξ|0, 0〉C1,C2

+ µ|0, 2〉C1,C2
+ ν|1, 1〉C1,C2

+ γ|2, 0〉C1,C2
] , (3.26)onde µ = βCe,0

e,0(t1)C
e,2
e,2(t2), ν = βCe,0

e,0(t1)C
f,2
e,1 (t2), ξ e γ sendo os mesmos do 
aso anterior,de teletransporte do estado at�mi
o. Novamente, N é o fator de normalização do estado.

Figura 3.7 : Probabilidade de dete
ção do es-tado |0, 2〉C1,C2
no estado |Ψ〉C1,C2

em funçãodo 
oe�
iente α. Figura 3.8 : Probabilidade de dete
ção do es-tado |1, 1〉C1,C2
no estado |Ψ〉C1,C2

em funçãodo 
oe�
iente α.Tal 
omo no 
aso do teletransporte quânti
o do estado at�mi
o, o estado obtido
|Ψ〉C1,C2

dado pela Eq. (3.26) apresenta duas 
omponentes indesejáveis para realização doteletransporte quânti
o sem medida dos estados de Bell. Logo as es
olhas dos tempos deinteração t1 e t2 serão tais que deverão minimizar a probabilidade de dete
ção destes doisestados (|0, 2〉C1,C2
e |1, 1〉C1,C2

). Nas Figs. (3.7) e (3.8) observamos que a probabilidadede dete
ção destes dois estados é muito pequena.Por �m, Ali
e, que foi quem mediu o estado at�mi
o, envia a Bob, via um 
anal
lássi
o, o resultado da sua medida. Caso tenha sido o estado ex
itado, o teletransportefoi realizado 
om su
esso; se resultou o 
ontrário, o pro
edimento todo deve ser repetido.A probabilidade de su
esso Pc de medir o átomo no estado ex
itado é dada
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Pc = N2 = |ξ|2 + |µ|2 + |ν|2 + |γ|2 , (3.27)
al
ulada pela expressão Pc = |〈e|Ψ〉C1,C2

〉|2. Essa probabilidade nada mais é do que aprobabilidade de su
esso de efetuarmos o teletransporte do estado do 
ampo |ϕin〉 da 
avi-dade C2 para C1. Por outro lado, para que a �delidade, Fc, do estado teletransportado de
C2 para C1 seja igual aquela de 100%, obtida quando o estado efetivamente tetranportadoé o estado desejado |ϕin〉, |〈ϕin|Ψ〉C1,C2

|2, é pre
iso que
Fc =

1

N2

[

|αξ|2 + αβ∗ξ∗γ + |αν|2 + α∗βξγ∗ + |βγ|2
]

. (3.28)As Figs. (3.9) e (3.10) mostram a probabilidade de su
esso do teletransportedo estado do 
ampo e a �delidade do estado teletransportado ser igual a |ϕin〉, respe
ti-vamente, para os mesmos parâmetros experimentais usados no teletransporte do estadoat�mi
o e também mostrando as diferenças nas duas des
rições dadas pelo hamiltonianoefetivo [47℄ (Pw e Fw) e o hamiltoniano mi
ros
ópi
o 
ompleto [48,49℄ (Pc e Fc). Na Fig.(3.9) temos que probabilidade de su
esso Pc varia no intervalo 0, 17 . Pc . 0, 30, depen-dendo do valor do parâmetro α; além disso a diferença entre das probabilidades de su
esso
Pw e Pc são bastante grandes. Na Fig. (3.10) notamos que o valor mínimo da �delidade
Fc é próximo de 95%, e que há uma dependên
ia 
om relação ao parâmetro α e tambémuma dis
repân
ia entre os 
urvas de �delidade Fw e Fc. A �delidade de teletransportaro estado |ϕin〉 = |2〉C2

é próximo de 95%, enquanto que para o estado |ϕin〉 = |0〉C2
a�delidade é de 100%. A es
olha dos tempos de interação nas 
avidades C1 e C2 são dadaspor t1 = 2, 28µs e t2 = 6, 27µs, respe
tivamente; estes tempos foram es
olhidos de talforma a otimizar a �delidade.Com relação ao uso da �delidade padrão, F = |〈φ|ψ〉|2, 
omo uma função quedá uma �boa medida� do teletransporte aproximado, no artigo de Serra et al Ref. [51℄ foimostrado que há um 
onjunto in�nito de estados que exibem a mesma �delidade. Sendoassim esta medida pre
isa ser 
omplementada 
om uma informação auxiliar sobre o estadoteletransportado |ψ〉; tal informação pode ser dada pela função de Wigner [52℄, que é umafunção de distribuição de quasi-probabilidade3 possuindo 
ara
terísti
as bem parti
ularespara 
ada estado. Nas Figs. (3.11-3.16) mostramos as funções de Wigner para o estadoteletransportado |Ψ〉C1,C2

, onde tomamos o traço na 
avidade C2, e o estado preparado3Diz-se quase-probabilidade porque ela é uma função de distribuição no espaço de fase que podeassumir valores negativos.
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Figura 3.9 : Probabilidade de su
esso do tele-transporte do estado do 
ampo em funçãodo 
oe�
iente α obtidos a partir da des
riçãovia hamiltoniano efetivo (Pw) e a partir dohamiltoniano mi
ros
ópi
o 
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Figura 3.10 : Fidelidade do teletransporte doestado do 
ampo em função do 
oe�
iente αobtidos a partir da des
rição via hamiltoni-ano efetivo (Fw) e a partir do hamiltonianomi
ros
ópi
o 
ompleto (Fc).para ser teletransportado |ϕin〉 para diferentes valores de α. Notamos nesta �gura que hámuita semelhança nas funções de Wigner. Se 
ompararmos os valores da �delidade Fc daFig. (3.10) 
om as 
ara
terísti
as apresentadas pelas funções de Wigner, temos que: para
α = 1 a �delidade é de ∼ 96% de a
ordo 
om Fc, 
omparando as Figs. (3.11) e (3.12)observamos que não há diferença notável nos resultados, o que pode ser justi�
ado pela
ara
terísti
a gaussiana da função de Wigner neste 
aso, impedindo uma boa distinção.Para α = 1/

√
2 a �delidade é da ordem de ∼ 95% de a
ordo 
om Fc, 
omparando as Figs.(3.13) e (3.14) vemos que há diferença notável nos resultados, embora a forma das duasfunções sejam pare
idas. Este resultado é esperado, de a
ordo 
om o valor da �delidadeneste 
aso espe
í�
o; para α = 0 a �delidade é de 100% de a
ordo 
om Fc; 
omparandoas Figs. (3.15) e (3.16) observamos que não há diferença notável nos resultados. Dessemodo a �delidade obtida para o 
aso do teletransporte de estados do 
ampo foi uma boafunção para 
omparar o estado obtido após a realização do proto
olo de teletransportequânti
o 
om o estado que queríamos teletransportar.Novamente, 
omo apresentado no 
apítulo anterior, os resultados obtidos us-ando o hamiltoniano efetivo apresentam algumas dis
repân
ias 
om os resultados obtidosvia hamiltoniano mi
ros
ópi
o 
ompleto. Mostrando neste 
aso de teletransporte que aapli
ação do hamiltoniano efetivo leva a alguns desvios dos resultados obtidos usandohamiltoniano mais realista; 
onsequên
ia do fato de que, no hamiltoniano efetivo, o uso
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Figura 3.11 : Função de Wigner do estadoteletransportado para α = 1. Figura 3.12 : Função de Wigner do estado aser teletransportado |ϕin〉, onde α = 1.

Figura 3.13 : Função de Wigner do estadoteletransportado para α = 1/
√

2. Figura 3.14 : Função de Wigner do estado aser teletransportado |ϕin〉, onde α = 1
√

2.

Figura 3.15 : Função de Wigner do estadoteletransportado para α = 0. Figura 3.16 : Função de Wigner do estado aser teletransportado |ϕin〉, onde α = 0.do número médio de fótons pequeno é proibitivo [11℄. Vimos que as probabilidades depermanên
ia nos autoestados do hamiltoniano, no 
aso limite δ = 80g, ainda aprensentadiferenças entre as duas des
rições para o 
aso em que o número médio de fótons na
avidade é pequeno. Este é mais um 
aso onde a apli
ação do hamiltoniano efetivo, tantopara o 
aso de teletransporte de estado at�mi
o 
omo para o 
aso de superposição deestados, é de uso indevido e irrealista; ao mesmo tempo mostrando que a utilização dohamiltoniano mi
ros
ópi
o 
ompleto é ne
essária, se queremos al
ançar resultados maisproximos da realidade.
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4 Tro
a de emaranhamento quânti
o4.1 IntroduçãoEmaranhamento quânti
o é um fen�meno 
urioso da me
âni
a quânti
a, 
ar-a
terizado por um efeito de 
orrelação dos estados de dois ou mais objetos (partí
ulas oufótons), de tal modo que o estado de um deles não pode ser de�nido sem 
onsiderar osestados dos demais, independente da separação espa
ial entre eles. Se 
onsiderarmos opar de autovetores {|0〉A, |1〉A} de um hamiltoniano ĤA e outro par {|0〉B, |1〉B} de outrohamiltoniano ĤB, o estado seguinte é um exemplo de estado emaranhado

1√
2

(

|0〉A ⊗ |1〉B − |1〉A ⊗ |0〉B
)

, (4.1)onde notamos não ser possível separar os estados. Eles estão �entrelaçados�. Se �zermosuma medida do estado da partí
ula A por exemplo, temos que o estado da partí
ula Bdependerá do resultado desta medida; desta forma dizemos que o estado des
rito a
imaestá emaranhado.Atualmente, para estabele
er emaranhamento quânti
o entre estados de partí
u-las, elas devem ser 
oletadas da mesma fonte [53,54℄, 
omo no 
aso de emaranhamento defótons gêmeos, ou fazê-las interagirem entre si [35℄ e então obter o estado emaranhado de-pois de uma 
onveniente evolução temporal. Outra forma de obter estados emaranhadosé projetar o estado de duas partí
ulas no estado emaranhado. Durante esta projeção nãoé ne
essário haver interação direta entre as partí
ulas. Se 
ada uma das partí
ulas estápreparada em um estado emaranhado 
om a outra, pode-se efetuar uma medida apropri-ada (tal 
omo a medida dos estados de Bell) sobre a outra partí
ula par
eira, de tal formaque o estado das duas outras partí
ulas restantes estarão automati
amente em um estadoemaranhado. Este pro
esso é 
hamado de tro
a de emaranhamento quânti
o [55℄.Se Ali
e tem uma partí
ula que está emaranhada 
om uma partí
ula que Bobpossui, e Bob teletransporta esta para Carol, então, a partí
ula de Ali
e estará emaran-hada 
om a de Carol. A Fig. (4.1) mostra um diagrama que, de forma simples, expli
ao pro
esso: Ali
e tem uma partí
ula 1, Bob possui duas, 2 e 3, Carol possui a partí
ula
4. A partí
ula de Ali
e está emaranhada 
om uma das partí
ulas de Bob; no 
aso 
on-
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Figura 4.1 : Esquema representativo da tro
a de emaranhamento quânti
o.sideramos ser a partí
ula 2. A partí
ula 3 de Bob está emaranhada 
om a partí
ula 4de Carol. Se Bob realiza uma medida em suas duas partí
ulas na base dos estados deBell e 
omuni
a o seu resultado a Carol, via um 
anal 
lássi
o 
omo feito no esquema deteletransporte quânti
o, no Capítulo 3, o estado da partí
ula 2 pode ser teletransportadopara a partí
ula 4 de Carol. O resultado �nal é que as partí
ulas de Ali
e e Carol (partí
u-las 1 e 4), que nun
a interagiram diretamente uma 
om a outra, agora são partí
ulas emestado emaranhado.4.2 Tro
a de emaranhamento quânti
o via JC de doisfótonsNo que segue, mostramos 
omo implementar o esquema de tro
a de emaran-hamento quânti
o, de a
ordo 
om a proposta de Wang e Liu [56℄, usando o modelo deJaynes-Cummings (JC) de dois fótons sem medida na base de Bell. Na Fig. (4.2) temosum esquema representativo da tro
a de emaranhamento, assim resumida: os átomos 1e 2 estão emaranhados, sendo seu estado representado por |Φ〉1,2, e as 
avidade C3 e C4também estão emaranhadas e seu estado é representado por |Φ〉3,4; o átomo 2 interage
om a 
avidade C3 num intervalo de tempo t1 e em seguida é dete
tado. Se for dete
tadono estado ex
itado 
om su
esso temos 
omo resultado �nal que o estado do átomo 1 e da
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Figura 4.2 : Esquema representativo da tro
a de emaranhamento quânti
o dos estadosemaranhados |Φ〉1,2 (átomo 1 e 2) e |Φ〉3,4 (das 
avidades C3 e C4) para |Ψ〉1,4 (átomo 1 e
avidade C4).
avidade C4, representado por |Ψ〉1,4, os quais em nenhum momento interagiram entre si,�
am emaranhados. A expli
ação detalhada deste pro
esso é feita em várias etapas, 
omosegue. Primeiramente, os dois átomos (1 e 2) e as duas 
avidades (3 e 4) estão prepara-dos previamente nos estados
|Φ〉1,2 = α1 |g〉1 |e〉2 + β1 |e〉1 |g〉2 , (4.2)
|Φ〉3,4 = α2 |2〉3 |0〉4 + β2 |0〉3 |2〉4 , (4.3)respe
tivamente; |0〉 denota o estado de vá
uo enquanto |2〉 denota o de dois fótons nummodo. O estado de emaranhamento entre os átomos 1 e 2 podem ser obtidos a partir dainteração desses átomos por uma outra 
avidade; já o emaranhamento entre as 
avidades

C3 e C4 pode ser obtido a partir da interação de um átomo de Rydberg de três níveisinteragindo em C3 e em seguida em C4.Para atingir o pro
esso de tro
a de emaranhamento [56℄, Bob envia o átomo 2através da 
avidade C3 e este irá interagir 
om o 
ampo da 
avidade por um intervalo de



4.2 Tro
a de emaranhamento quânti
o via JC de dois fótons 51tempo t1. Desse modo a evolução do sistema total leva-o ao estado
|Ψ〉1234 = α1α2 |g〉1 |0〉4 [C

(e,2)
e,2 (t1) |e〉2 |2〉3 + C

(e,2)
f,3 (t1) |f〉2 |3〉3 + C

(e,2)
g,4 (t1) |g〉2 |4〉3]

+α1β2 |g〉1 |2〉4 [C
(e,0)
e,0 (t1) |e〉2 |0〉3 + C

(e,0)
f,1 (t1) |f〉2 |1〉3 + C

(e,0)
g,2 (t1) |g〉2 |2〉3]

+α2β1 |e〉1 |0〉4 [C
(g,2)
g,2 (t1) |g〉2 |2〉3 + C

(g,2)
f,1 (t1) |f〉2 |1〉3 + C

(g,2)
e,0 (t1) |e〉2 |0〉3]

+β1β2 |e〉1 |2〉4 |g〉2 |0〉3 . (4.4)Se o átomo 2 é dete
tado no estado |e〉2 depois de atravessar a 
avidade C3, oestado des
revendo o átomo 1 e as 
avidades C3 e C4 vão 
olapsar no estado,
|Ψ〉134 =

1

N

[

α1α2C
(e,2)
e,2 (t1) |g〉1 |2〉3 |0〉4 + α1β2C

(e,0)
e,0 (t1) |g〉1 |0〉3 |2〉4

+ α2β1C
(g,2)
e,0 (t1) |e〉1 |0〉3 |0〉4

]

. (4.5)Nesse estado, o primeiro termo |g〉1|2〉3|0〉4 refere-se ao átomo no estado fundamental,a 
avidade C3 
om dois fótons e a 
avidade C4 no vá
uo. Na Fig. (4.3) temos que aprobabilidade de dete
ção deste estado é pequena, logo 
omo a probabilidade de en
on-trar este termo é muito pequena 
omparada 
om as dos outros dois estados, podemos

Figura 4.3 : Probabilidade de dete
ção do estado |g〉1 |2〉3 |0〉4 no estado |Ψ〉134 em funçãodo 
oe�
iente β.
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onsiderá-lo. Nesta aproximação podemos dizer que depois da dete
ção do átomo 2no estado ex
itado, a 
avidade C3 é projetada no estado de vá
uo. Com isto não há ane
essidade de uma medida na base dos estados de Bell, visto que somente o estado doátomo 2 foi dete
tado.A probabilidade de su
esso de dete
tar o átomo 2 no seu estado ex
itado é
Pe = N2 = |α1α2C

(e,2)
e,2 (t1)|2 + |α1β2C

(e,0)
e,0 (t1)|2 + |α2β1C

(g,2)
e,0 (t1)|2 , (4.6)enquanto que a �delidade de obter o átomo 1 e a 
avidade C4 no estado desejado (maxi-mamente emaranhado) |ϕin〉 = 1√

2
(|g〉1|2〉4 + |e〉1|0〉4) é

F =
1

2N2

∣

∣

∣
α1β2C

(e,0)
e,0 (t1) + α2β1C

(g,2)
e,0 (t1)

∣

∣

∣

2

. (4.7)Suponhamos que os 
oe�
ientes do estado ini
ial das Eqs. (4.6) e (4.7) obede
em àsseguintes relações: β1 = β, α1 =
√

1 − β2, β2 = (1 + ε)β, e α2 =
√

1 − (1 + ε)2β2, onde
ε é a taxa de erro 
onstante entre os 
oe�
ientes β1 e β2, sendo que ε e β satisfazem àrelação |ε| < 1, |(1 + ε)β| < 1.
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Figura 4.4 : Probabilidade de su
esso da realização da tro
a de emaranhamento quânti
o emfunção do 
oe�
iente β para as duas des
rições, onde ε = 0.1 . As 
urvas nominadas porEHA 
orrespondem as obtidas via hamiltoniano efetivo, já as FMHA é via hamiltonianomi
ros
ópi
o 
ompleto.A Fig. (4.4) mostra a probabilidade de su
esso de medir o átomo 2 no estadoex
itado em função do 
oe�
iente β para a des
rição da tro
a de emaranhamento. Usamos
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Figura 4.5 : Fidelidade do estado obtido a partir da tro
a de emaranhamento quânti
o emfunção do 
oe�
iente β para as duas des
rições, onde ε = 0, 1. As 
urvas nominadas porEHA 
orrespondem as obtidas via hamiltoniano efetivo, já as FMHA é via hamiltonianomi
ros
ópi
o 
ompleto.a des
rição via hamiltoniano efetivo [56℄ (
urvas EHA) e a des
rição via hamiltoniano mi-
ros
ópi
o 
ompleto (
urvas FMHA). Observamos que tanto no 
aso em que 
onsideramoso 
oe�
iente β, 
om erro e sem erro, o
orre alguma dis
repân
ia nos resultados, o que éobtido para tempo de interação t1 = 2, 06µs, do átomo 2 na 
avidade C3, sendo este tempoes
olhido de forma a maximizar o valor da �delidade, o que é equivalente a minimizara probabilidade de obtenção do estado de dois fótons na 
avidade C3. A probabilidadeem ambos os 
asos é maior quando β ∼ 1/
√

2, 
orrespondendo ao estado maximamenteemaranhado |ϕin〉.Na Fig. (4.5) temos a �delidade de 
riação do estado emaranhado |ϕin〉 emfunção do 
oe�
iente β, obtida também para as duas des
rições. Comparando os resul-tados, vemos que diferentemente do resultado obtido para a probabilidade, a �delidadeobtida usando o hamiltoniano efetivo (representado por EHA) neste 
aso difere muitoda �delidade obtida a partir do hamiltoniano mi
ros
ópi
o 
ompleto (representado porFMHA), prin
ipalmente 
om relação ao 
oe�
iente β. A �delidade F dada pela Eq. (4.7)é superior a 90% para 0 . β ≤ 0, 9; para β > 0, 9 a �delidade de
ai rapidamente parazero, o efeito da in
lusão do erro ε = 0, 1 (representada pela 
urva FMHA(ε) ) não mudasigni�
amente a �delidade obtida. Já o mesmo 
omportamento da �delidade não é visto
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o via JC de dois fótons 54usando o hamiltoniano efetivo: ela assume valores superiores a 90% para 0, 1 ≤ β . 1,e de
ai rapidamente a zero para β < 0, 1; a variação da �delidade 
om respeito ao erro
ε = 0, 1 ( representada pela 
urva EHA(ε) ), e para 0, 6 ≤ β . 0, 9 : a �delidade 
omeça adiminuir à medida que β aumenta, diferen
iando assim do resultado para o 
aso em quenão se 
onsidera o erro.Diante dos resultados apresentados a
ima, vemos que apesar de não haver tantadis
repân
ia nas probabilidade de su
esso obtidas via hamiltoniano efetivo, a des
riçãodeste pro
esso ainda é pertinente via hamiltoniano mi
ros
ópio 
ompleto, visto que 
omrelação a �delidade houve uma 
erta diferença 
onsiderável de resultados. Além do mais,o número médio de fótons na 
avidade durante o experimento não supera de 4 fótons.Vimos no Capítulo 2 que, para estes 
asos, o melhor resultado é obtido via hamiltonianomi
ros
ópi
o 
ompleto.
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5 Con
lusãoNeste trabalho, estudamos detalhadamente o modelo de Jaynes-Cummings dedois fótons, apresentando duas des
rições nas quais são mais usadas para des
rever estetipo de interação átomo-
ampo. A primeira des
rição é dada via hamiltoniano efetivo,que é um modelo aproximado e mais simples para des
rever este tipo de sistema, e a outrades
rição padrão é via hamiltoniano mi
ros
ópi
o 
ompleto. A dedução do hamiltonianomi
ros
ópi
o 
ompleto foi apresentada a partir do hamiltoniano de interação átomo-
ampogeral, onde 
onsideramos que o sistema era 
omposto por um úni
o átomo de Rydberg
om três níveis at�mi
os na 
on�guração Ξ (ladeira) interagindo 
om um úni
o modo do
ampo eletromagnéti
o, e usamos a aproximação de dipolo elétri
o e de onda girante. Apartir do hamiltoniano na representação de interação usamos o método das amplitudes deprobabilidade para obter o estado do sistema evoluindo no tempo |ψ(t)〉I , resultado esteobtido através da resolução de uma sistema de equações diferen
ias de primeira ordema
opladas, para as amplitudes de probabilidades, obtidas da equação de S
hrödinger de-pendente do tempo. O mesmo foi feito para o hamiltoniano efetivo 
om intuito de obteras amplitudes de probabilidade, para 
omparação de resultados relativos à probabilidadede permanên
ia nos autoestados destes hamiltonianos. Notamos que há uma dis
repân
iamuito grande, tanto da expressão analíti
a das amplitudes de probabilidade quanto daprópria probabilidade de permanên
ia nos autoestados men
ionados, para 
ada hamilto-niano. Mas observamos que há também um limite no qual o modelo de Jaynes-Cummingsde dois fótons pode ser des
rito usando o hamiltoniano efetivo, havendo restrições quantoao regime de apli
ação deste hamiltoniano: uma delas é que a quantidade média de fó-tons na 
avidade deve ser muito grande (n & 40). Além disso, para quantidades físi
asque dependem dos 
oe�
ientes não-diagonais do operador densidade do sistema, 
omono estudo do efeito �squeezing� por exemplo, não é re
omendado o uso do hamiltonianoefetivo, mesmo quando o número médio de fótons é grande. Isto se deve a um fator de faseglobal que apare
e nos 
oe�
ientes do hamiltoniano mi
ros
ópi
o 
ompleto quando é feitoo limite onde a dessintonia δ e o número de fótons médio �
am relativamente grandes.No hamiltoniano efetivo este fator de fase não surge devido a des
onsideração do efeitoda dinâmi
a do �Stark Shift� durante a sua dedução.
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amos o hamiltoniano mi
ros
ópi
o 
ompleto para a implementação deteletransporte quânti
o de um estado at�mi
o des
onhe
ido e de estado do 
ampo do tiposuperposição de estados de Fo
k, 
om zero e dois fótons, e também para implementar atro
a de emaranhamento quânti
o entres dois átomos e duas 
avidades.No 
aso do teletransporte de estado quânti
o, em ambos os 
asos observamosque tanto a probabilidade de su
esso do teletransporte quanto a �delidade do estadoteletransportado apresentam resultados diferentes do obtidos via hamiltoniano efetivo.Além disto a probabilidade e a �delidade não são iguais nos dois 
asos; isto porque nohamiltoniano mi
ros
ópi
o 
ompleto apare
em termos rela
ionados 
om as transições parao estado intermediário, o qual não apare
e no hamiltoniano efetivo, e também devidoa diferença da probabilidade de permanên
ia em 
ada autoestado do hamiltoniano. Aprobabililidade de su
esso e a �delidade mínima obtidas para o teletransporte at�mi
o éde ∼ 22% e ∼ 96%, respe
tivamente, sendo que os tempos de interação do átomo 2 é de
t1 = 1, 96µs e do átomo 1 de t2 = 6, 27µs. Enquanto que para o teletransporte do estadodo 
ampo a probabilidade de su
esso e a �delidade mínima obtidos para o teletransportesão iguais a 0, 17 . Pc . 0, 30 e ∼ 95%, respe
tivamente, e os tempos de interação doátomo na 
avidade C1 e C2 são iguais a t1 = 2, 28µs e t2 = 6, 27µs, respe
tivamente. Nosdois pro
edimentos de teletransporte foram usados parâmetros experimentais atualizadospara a obtenção das probabilidades de su
esso, �delidade e dos tempos de interação.Já na apli
ação para tro
a de emaranhamento quânti
o, para probabalidadede su
esso observamos que tanto no 
aso em que 
onsideramos 
om ou sem erro no 
o-e�
iente β (referente a geração do estado emaranhado) há uma pequena dis
repân
ianos resultados, obtida usando tempo de interação do átomo 2 na 
avidade C3 igual a
t1 = 2, 06µs. Enquanto isso, para a �delidade vimos que não há muita semelhança nosresultados obtidos nas duas des
rições. Há intervalos nos quais para determinados valoresde β a �delidade é superior a 90%, porém des
res
e rapidamente para outros valores.Além disso, quando 
onsideramos um erro asso
iado ao 
oe�
iente β não notamos muitadiferença na �delidade obtida a partir das duas des
rições.Portanto, baseando nos resultados apresentados anteriormente, notamos que ades
rição da interação átomo-
ampo via hamiltoniano mi
ros
ópi
o 
ompleto nos pro
es-sos de dois fótons é ne
essária, visto que o hamiltoniano efetivo neste regime não apresentauma des
rição realísti
a dos pro
essos envolvidos, tanto nos 
asos de teletransporte quân-ti
o quanto no de tro
a de emaranhamento quânti
o.
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A Quantização do 
ampoA.1 Quantização de um Os
ilador Harm�ni
o SimplesPara pro
edermos à quantização da energia de um 
ampo de radiação vamosfazer uma analogia 
om a quantização de um os
ilador harm�ni
o simples (OHS). Apre-sentaremos a seguir a resolução do problema de um OHQ, para, em seguida, fazer umaanalogia direta 
om a quantização do 
ampo eletromagnéti
o. Partiremos da equação deonda de S
hrödinger independente do tempo

Ĥ|Ψ〉 = E|Ψ〉, (A.1)
om
Ĥ =

1

2
mω2q̂2 +

p̂2

2m
(A.2)em que ω é a freqüên
ia de os
ilação, m é a massa da partí
ula e p̂ e q̂ são respe
tivamenteos operadores do momento e da posição dessa partí
ula, que satisfazem a relação de
omutação [q̂, p̂] = i~, que é o postulado fundamental da me
âni
a quânti
a. A Eq.(A.1) nos diz que Ĥ atuando sobre |Ψ〉 produz um autovalor E (nesse 
aso a energia doos
ilador). Expressemos o hamiltoniano H da seguinte forma:

Ĥ = ~ω
(

α2q̂2 + β2p̂2
)

, (A.3)em que α =
(

mω
2~

)
1

2 e β =
(

1
2m~ω

)
1

2 , e o termo ~ω por enquanto é tratado apenas 
omoum arranjo matemáti
o. Fatorando a Eq. (A.3) obtemos
Ĥ = ~ω [(αq̂ − iβp̂) (αq̂ + iβp̂)] . (A.4)De�nindo â = (αq̂ + iβp̂) e â† = (αq̂ − iβp̂), segue desta de�nição dos oper-adores de 
riação â† e aniquilação â que:

â†â = α2q̂2 + β2p̂2 − ~αβ. (A.5)onde a relação de 
omutação entre eles é [â, â†] = 1. Como ~αβ = 1/2, obtemos
â†â = α2q̂2 + β2p̂2 − 1

2
. (A.6)
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o 58Multipli
ando a Eq. (A.6) por ~ω e substituindo os valores dos parâmetros α e β, en
on-tramos:
H = ~ωâ†â+

~ω

2
. (A.7)Desprezando aqui a energia de ponto zero, dado por E0 = ~ω

2
en
ontramos o hamiltonianodo Os
ilador Harm�ni
o Simples Quantizado na seguinte forma:

H = ~ωâ†â . (A.8)A.2 Quantização do Campo Eletromagnéti
oO que é demonstrado aqui, analogamente à resolução do os
ilador harm�ni
osimples, observada a
ima, é que podemos en
ontrar também uma natureza quânti
a parao 
ampo eletromagnéti
o.Partindo das Equações de Maxwell e 
onsiderando um sistema no vá
uo, ouseja, ρ = 0 (não há 
arga) e J = 0 (
ondutividade nula), temos::
∇× E = −∂B

∂t
(A.9)

∇× B = µ0ε0
∂E

∂t
(A.10)

∇ · E = 0 (A.11)
∇ · B = 0, (A.12)em que E é o vetor 
ampo elétri
o, B é o vetor 
ampo magnéti
o, µ0 é a 
onstante depermeabilidade magnéti
a no vá
uo e ε0 é a 
onstante de permissividade elétri
a no vá
uo.Podemos também simpli�
ar a Eq. (A.10) fazendo c =

√

1
µ0ε0

, ou seja, µ0ε0 =

1
c2
. Então a Eq. (A.10) pode ser es
rita 
omo:

∇×B =
1

c2
∂E

∂t
. (A.13)Sabemos que a luz pode se manifestar 
omo partí
ula, 
omo por exemplo noefeito Compton ou no efeito fotoelétri
o. Nosso próximo passo é en
ontrar uma relaçãoentre os 
on
eitos de onda e partí
ula para o 
ampo eletromagnéti
o.Consideremos uma onda elétri
a esta
ionária no vá
uo polarizada na direçãode z. Vamos es
revê-la 
omo:

E = E0p(t)ẑ sen kx, (A.14)



A.2 Quantização do Campo Eletromagnéti
o 59sendo p(t) a parte os
ilatória temporal da solução, ẑ o vetor unitário que indi
a a direçãoque aponta o 
ampo elétri
o, polarizado na direção do eixo z, k é o numero de onda e E0uma 
onstante rela
ionada à amplitude máxima do 
ampo elétri
o. Da Eq. (A.9) temos:
(

∂

∂x
x̂ +

∂

∂y
ŷ +

∂

∂z
ẑ

)

×E(x)ẑ = −∂B
∂t

∂E(x)

∂x
ŷ = −∂B

∂t
(A.15)

∴ B = B(x)ŷ.A Eq. (A.15) impli
a que B terá uma dependên
ia 
om a variável x e apontana direção de y. Usando A.14 e A.15, temos:
∂B

∂t
=ŷ

∂

∂x
(E0p(t) sen kx)

∂B

∂t
=E0kŷp(t) cos kx

B = E0kŷ cos kx

∫ t

0

p(t)dt. (A.16)que nos mostra que B é propor
ional a cos(kx). Substituindo as Eqs. (A.14) e (A.16) naEq. (A.15), temos:
∂B(x)

∂x
ŷ =

1

c2
∂E

∂t
. (A.17)Fazendo k ∫ t

0
p(t)dt = q(t)

c
e usando as Eqs. (A.14) e (A.16), 
om ω = kc,temos:
∂q

∂t
= ωp, (A.18)Semelhantemente substituindo as Eqs. (A.14) e (A.16) na Eq. (A.17), temos:

∂p

∂t
= −ωq. (A.19)Podemos eliminar p ou q das Eqs. (A.18) e (A.19) basta derivar uma delas esubstituir na outra:

∂2q

∂t2
+ ω2q = 0 (A.20)

∂2p

∂t2
+ ω2p = 0. (A.21)As Eqs. (A.20) e (A.21) são as 
onhe
idas equações de um os
ilador har-m�ni
o simples. As Eqs. (A.18) e (A.19) podem ser obtidas do formalismo de Hamilton,es
revendo a hamiltoniana:

H =
1

2
ω(p2 + q2) (A.22)
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o 60e veri�
ando que
∂q

∂t
=

∂H

∂p

∂p

∂t
= −∂H

∂qe resultam nas Eqs. (A.18) e (A.19).A Eq. (A.22) é a energia da onda eletromagnéti
a dentro da 
avidade. Elatambém pode ser obtida partindo da densidade de energia eletromagnéti
a no vá
uo [57℄
µEM =

1

2

(

ε0E
2 +

B2

µ0

)

≡ EnergiaVolume . (A.23)A energia dentro da 
avidade é a integração no volume dessa densidade, ou,no 
aso unidimensional,
U =

∫ L

0

µEMdx ≡ H. (A.24)Substituindo as Eqs. (A.14) e (A.16) na Eq. (A.24), teremos:
H =

1

4
E2

0ε0L
(

p2 + q2
)

. (A.25)Comparando as Eqs. (A.22) e (A.25), obtemos E0:
E0 =

√

2ω

ε0L
. (A.26)Temos já todos os elementos para quantizar o 
ampo eletromagnéti
o. Tudo oque pre
isamos é fazer uma analogia entre o OHQ e a hamiltoniana da onda eletromag-néti
a. Para isso vamos es
rever a Eq. (A.22) fazendo a seguinte substituição:

p̂ =
√

~P̂ ; q̂ =
√

~Q̂; (A.27)então:
Ĥ = ~ω

(

P̂ 2

2
+
Q̂2

2

)

. (A.28)Notando que a Eq. (A.28) é formalmente idênti
a à uma equação de um OHQassim 
omo mostrado na seção anterior, 
om m = 1, p̂ = P̂ e x̂ = Q̂. Desse modo, emtermos de â e â† a Eq. (A.28) �
a:
Ĥ = ~ω

(

â†â+
1

2

)

. (A.29)
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o 61Assim, temos
P̂ = i

√

~

2

(

â† − â
)

; (A.30)
Q̂ =

√

~

2

(

â† + â
)

. (A.31)Voltando as equações de E e B, Eqs. (A.14) e (A.16), e substituindo nas Eqs.(A.30) e (A.31), temos:
Ex = i

(

â† − â
)

√

~

2
E0 sen(kx), (A.32)e

By =
(

â† + â
)

√

~

2

E0

c
cos(kx). (A.33)As Eqs. (A.34) e (A.35) forne
em o valor do 
ampo elétri
o e magnéti
o,ambos quantizados. Note que essa quantização 
onsidera apenas um modo do 
ampoeletromagnéti
o. Para o 
aso de N modos do 
ampo, teremos

Ex =

N
∑

j=1

i
(

â†j − âj

)

√

~

2
E

(j)
0 sen(kxj), (A.34)e

By =
N
∑

j=1

(

â†j + âj

)

√

~

2

E
(j)
0

c
cos(kxj). (A.35)Para o hamiltoniano dado pela Eq. (A.29) temos, no 
aso de N modos,

Ĥ =
N
∑

j=1

~ωj

(

â†j âj +
1

2

)

. (A.36)



62
B Sistemas Físi
os Ne
essáriosB.1 Átomos de RydbergÁtomos de Rydberg são aqueles que possuem número quânti
o prin
ipal, n,muito grande [58℄. Uma de�nição de quão grande n deve ser para o átomo ser 
onsideradode Rydberg não existe, mas para �ns práti
os n ≥ 15 é satisfatório. Estes átomos possuempropriedades bastante in
omuns: por exemplo, eles podem ser 10 mil vezes maiores oumais que um átomo no estado fundamental e sua vida média pode superar 30ms.Suas grandes dimensões impli
am um grande momento de dipolo, o que adaptajustamente sua utilização para estudos de interações at�mi
as 
om 
ampos eletromag-néti
os na faixa de mi
roondas. Átomos de Rydberg podem ser usados para se estudareletrodinâmi
a quânti
a de 
avidade, estados não-
lássi
os do 
ampo eletromagnéti
o nafaixa men
ionada e também fen�menos de teletransporte.Uma 
lasse espe
ial de átomos de Rydberg é a de �átomos 
ir
ulares�, em queo momento angular orbital l e sua projeção no eixo z, m, têm valores máximos: m = l =

n − 1. Se nos re
ordarmos das regras de seleção de dipolo elétri
o, ∆l = ±1 e ∆m =

±1, vemos que esses estados só podem se a
oplar aos estados 
ir
ulares imediatamentesuperiores (n + 1) ou inferiores (n − 1). Essa propriedade possui 
onseqüên
ias muitoimportantes nos tempos de vida dos estados 
ir
ulares. Por exemplo, um átomo 
ir
ular
om n = 50 terá um tempo de vida de 
er
a de 30ms [58℄.Geralmente os átomos de Rydberg estudados têm n entre 20 e 60. Por que nãose usam átomos de nmaior? Há dois fatores limitantes: i) quanto maior n, menor o 
ampoelétri
o ne
essário para ionizar o átomo e �
a 
ada vez mais difí
il blindar os átomos de
ampos tão tênues; ii) a seção de 
hoque geométri
a aumenta 
om n4 e as 
olisões 
omeçama di�
ultar a obtenção de resultados experimentais (no 
aso de experiên
ias em 
élulas avapor).
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om Alto Fator de QualidadeCavidades de alto fator de qualidade Q são utilizadas para aprisionar 
ampos esta-
ionários para estudar interação radiação-matéria. Quando falamos em alto fator de qual-idade, falamos também de alto tempo de vida do 
ampo eletromagnéti
o na 
avidade. Arelação entre essas duas grandezas é dada por
Q = τv × ω.O fator de qualidade é da ordem de 108 para um tempo de vida do 
ampo na 
avidadeda ordem de τv ∼ 10−2s e a freqüên
ia do 
ampo aprisionado ω da ordem de 1010s−1.A 
avidade é feita de dois espelhos esféri
os bem polidos de Nióbio (
ada es-pelho tendo um diâmetro de 50mm e um raio de 
urvatura de 40mm e 
om uma distân
iaentre os espelhos de 27mm [34℄. Todo esse aparato é resfriado para 
er
a de 1K paraminimizar efeitos de ruídos térmi
os. No equilíbrio térmi
o, a 
avidade 
ontém 
er
ade 0, 7 fótons térmi
os que são removidos enviando pulsos at�mi
os 
ontendo átomos noestado fundamental que, interagindo em ressonân
ia 
om a 
avidade, absorvem e�
iente-mente tais fótons e reduz a temperatura do sistema. Após esse pro
esso de resfriamento,o número de fótons é reduzido para abaixo de 0, 1 [34℄.As freqüên
ias do 
ampo e das transições at�mi
as podem ser ajustadas paraobtermos interações do tipo ressonante e dispersiva. Um modelo para o estudo da inter-ação radiação-matéria foi o proposto por Jaynes-Cummings 
ujo hamiltoniano, na repre-sentação de interação (ver apêndi
e B), é

V̂I = ~λ
(

âσ+ + â†σ−
)

, (B.1)sendo ~ a 
onstante de plan
k dividida por 2π, λ é a freqüên
ia de Rabi, â† e â osoperadores de 
riação e aniquilação de fótons do 
ampo eletromagnéti
o, σ+ e σ− são osoperadores de levantamento e abaixamento dos níveis at�mi
os. Nesse tipo de interaçãohá tro
a de fótons entre o 
ampo e o átomo. Desse modo, o operador de evolução temporal
ÛJC(t) = exp(−iVIt/~) do sistema átomo-
ampo pode ser expresso 
omo:

ÛJC(t) = cos
(

λt
√

â†â + 1
)

|e〉〈e| + cos
(

λt
√
â†â
)

|g〉〈g|

− i
sen
(

λt
√
â†â + 1

)

√
â†â+ 1

â|e〉〈g| − i
sen
(

λt
√
â†â
)

√
â†â

â†|g〉〈e|. (B.2)A interação dispersiva é uma interação em que as frequên
ias do 
ampo e dastransições at�mi
as são ligeiramente diferentes. Essa interação é feita via Efeito Stark, em
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tores Seletivos 64que a apli
ação de um 
ampo elétri
o nas paredes da 
avidade garante um alargamentonos níveis de energia do átomo fazendo 
om que a frequên
ia de transição at�mi
a e afrequên
ia do 
ampo tenham essa leve diferença. Devido a isso, não se observa tro
a defótons entre o átomo e o 
ampo. O hamiltoniano para esse tipo de interação é dada por
Ĥdis = ~χâ†âσee.em que σee = |e〉〈e| sendo |e〉 o primeiro estado ex
itado, χ = g2/δ é a 
onstante dea
oplamento entre o átomo e o 
ampo, λ é a frequên
ia de Rabi e δ é a diferença entre afrequên
ia do átomo e a frequên
ia do 
ampo.B.3 Dete
tores SeletivosA dete
ção dos estados at�mi
os se dá através de dete
tores at�mi
os seletivos. É adete
ção do estado at�mi
o em |e〉 ou |g〉 que projetará o estado do 
ampo na 
avidade.Esses dete
tores são 
onstituídos por duas pla
as metáli
as nas quais se apli
a um 
ampoelétri
o. O arranjo do sistema é montado de tal forma que em um primeiro dete
tor há aapli
ação de um 
ampo elétri
o 
apaz de ionizar o átomo se ele estiver no estado ex
itado

|e〉 e insu�
iente para ionizar o átomo se ele estiver no estado |g〉. Para o segundo dete
tor,
olo
ado após o primeiro, o 
ampo elétri
o é mais intenso e 
apaz de ionizar o átomo quese en
ontra no estado fundamental |g〉. Toda nossa informação sobre o estado do sistemaé dada pela dete
ção de ionização do átomo. Os átomos 
ir
ulares são ionizados num
ampo elétri
o de 128 V/cm quando o átomo se en
ontra no estado ex
itado [34℄.B.4 Zonas de RamseyAs zonas de Ramsey são ne
essárias para gerar superposição de estados at�mi-
os. Tal superposição é produzida pelo me
anismo 
lássi
o de um 
ampo preso em uma
avidade que, ao 
ontrário das 
avidades 
om alto fator de qualidade em que os fótonssão dissipados em taxas su�
ientemente baixas, por apresentar baixa qualidade deve ser
ontinuamente bombeada por uma fonte externa a �m de 
ompensar a perda das pro-priedades 
lássi
as da 
avidade [59℄.O efeito sentido por um átomo ao atravessar uma zona de Ramsey pode ser
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rito pelo operador de rotação
Û(φ, ϕ) = cos

(

φ

2

)

I − i sen

(

φ

2

)

[

e−iϕσ+ + eiϕσ−] , (B.3)em que φ é o ângulo de rotação desejada, I é o operador identidade e σ+ e σ− são osoperadores de Pauli, análogo aos operadores de spin:
σ+ = |e〉〈g| (B.4)
σ− = |g〉〈e| (B.5)então, se um átomo 
ruza uma zona de Ramsey, seus níveis evoluirão de a
ordo 
om ooperador evolução (B.3):

ÛZR(φ, ϕ)|g〉 = cos

(

φ

2

)

|g〉 − ie−iϕ sen

(

φ

2

)

|e〉 (B.6)e
ÛZR(φ, ϕ)|e〉 = cos

(

φ

2

)

|e〉 − ieiϕ sen

(

φ

2

)

|g〉. (B.7)
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Baixar livros de Meteorologia
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