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Resumo

Neste trabalho vemos que um universo em expamr&elerada pode ser bem
representado por uma eqgaacde estadoao linear; este caso, inclui modelos
como o Novo Modelo de & de Chaplygin Modificado (NMCG).8¢ focamos
nossos estudos na eqaagiferencial que envolve as perturbas de densidade
no modelo NMCG com objetivo de obter algumas sokggerais.

Palavras-chave:perturbages de densidade, cosmologia, relatividade geés, g
de Chaplygin.

Areas do conhecimento: Cosmologia, iBica Matematica, Gravitacao. 1.04.04.04-
0, 1.05.01.01-0, 1.05.01.03-7.



Abstract

In this work we show that the acelerated expanding univeasebe well rep-
resented by a non-linear equation of state; this case iaslotbdels like the new
modified Chaplygin gas model (NMCG). We focus in the study ofdifierential
equation obtained for the density perturbations in the NMC&&leh, in order to
obtain some general solutions.

Keywords: Gravitation, Cosmology, Mathematical Methods.
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Capitulo 1

Introduc ao

Os dados acerca do universo em que vivemos mostram-nosteuesaem pro-
cesso conhuo de expario, pois as demais gadias esio afastando-se da nossa
continuamente [1], [2]. Descobertas recentes permitirderir que esta expaas
ocorre com velocidade de afastamen&m rtonstante, ou seja, a expangpode
ser dita acelerada. Tal acelefiagleve ser ocasionada por uma energia taxaia
expanfo, e esta energ@denominada “energia escura”, geralmente representada
por uma constante cosndgjica [3].

Um tratamento bastante completo pode ser dado paraoiemo da expade
cosmica associando-se a eqaagle Friedmann, que rege o comportamento do
universo, a uma outra equagvinda da termodamica, denominada equig de
estado, que relaciona prasse densidade de energia.

O objetivo central deste traballedratar da expa@® dsmica acelerada, provo-
cada por uma energia escura, de origem desconhecida, masdiiea a veloci-
dade com as quais as galas se afastam da nossa.

A teoria usada como base para explicar o universo como unetagmsmolo-
gia moderna, fundamentada na teoria da Relatividade G&bgrada peloigico
alenio Albert Einstein no iitio do €£culo XX [4]. Assim, em primeiro lugar
apresenta-se aqui umaaesgeral da Relatividade Geral, incluindo algo sobre ten-
sores e as equaes de Einstein. Considef@s cosmadlgicas inclidas na ratrica
de Friedmann-Lemtae-Robertson-Walker, quando aplicadas nas €ipgmge Ein-



stein, levam a duas equ@s conhecidas como eqoag de Friedmann, que rela-
cionam a didmica do universo com seu coatl de méaéria e energia, @m da
pres§o do(s) fluido(s) constituinte(s) do universo [5]. Tai®mfa@es, em geral,
fazem parte de um modelo cosragico por meio do uso de uma eqéage es-
tado.

Como primeiro modelo, usando uma edg@age estado do tipoaw-linear,
juntamente com a equag de Friedmann, mostramos a semelhanca néitesn
da equago da exparéo acelerada do universo com a ed@de um oscilador
amortecido. Entretanto, o oscilador em qgéespossui um termo favavel ao
aumento de suas oscifzgs, que pode denominar-se anti-atrito, e cujadong¢
mostra-se ao menos@ongaa da energia escura [6].

Depois partimos para modelos com ediumade estadodo-linear conhecidos
na literatura como modelos dagde Chaplygin, onde analisamos por fim o com-
portamento de perturbéaes de densidade.



Capitulo 2

Elementos de alculo tensorial

2.1 Introducao

A teoria da Relatividade Geral de Einstein foi criteriosataeslaborada com
uso de tensores [5]. Por ser esta a teoria atualmente erdpregaestudo das
intera@es gravitacionais, torna-se indispavsl um breve ensaio com tais obje-
tos materaticos. Nesta s@p o desenvolvimento bastante éito objetiva prin-
cipalmente construir um “palco” para o desenvolvimentoet&ia de Einstein,
assim como algebra de operadores no espaco de Hilbert constitui umsdpa
para o desenvolvimento da nétca qéntica.

2.2 Tensores

Os tensoresa em geral uma extefis do conceito de vetor, seridda alguma,
sua caractéstica mais importante enquanto objeto m&i&oo, € a invarancia
sob transformeip de coordenadas [5].

Os sistemas de coordenadas generalizadas evidencianmaquai$ de uma
forma de representar um vetor (veja Figura 2.fjue sugere dois casos distintos.

IFigura dispoivel em http://en.wikipedia.org/wiki/Covarian@md contravariancef_vectors



Covariant vs. Contravariant
Representation of a Vector
A=aé'=a'e

Figura 2.1: diferentes formas de represeatage um mesmo vetor.

As componentes’ e a; SA0 denominadas contravariantes e covariantes res-
pectivamente. Ao considerar tal obj&t@osével descre@-lo completamente se-
gundo as seguintes refas [7]:

al = (gi’ﬂ) a’, (2.1)

oz
a; = <8x Z) a;. (2.2)

2.3 Derivada absoluta

Sendo um espago cujo tensoetmico g, est definido, e tamém o seu inverso
g, ambos possuindo entre si a seguinte @ag,, ¢"* = 1, sef entio possrel
“levantar” e “baixar” osindices de um tensor, tal que

Xy = guX", (2.3)

ou
XM= g"X, . (2.4)

Através de uma diferenciao ordiraria de um tensor covariante,
d(Xu) = d(g,uVXy) = d(guu) X" +g;wd (XV) ) (2-5)
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é possivel notar que a derivada de um tensio @ um tensdt, pois em geral

d (guV) # 0.
Ficou claro que a derivap destbi o ca@ater tensorial do elemento em quEst

[7]. Neste sentido surge a proposta de derivada absolutagarnivada que preserva
o cag@ter tensorial. De forma simples a derivada absoluta padesséta como:

D (X,) =D (guX") =D (gu) X"+ 9D (X") . (2.6)

Notadamente, o termo sublinhado sendo rautbque determina a transforndac
de(2.6) como predominantemente tensorial.

Usando o conceito de invarcia do produto escalag, possvel construir a
derivada absoluta partindo dagonhecida derivada ordiria, en&o

d(X,X") =D (X, X"), (2.7)

ou
d(X,) X" + X,d (X") = D (X,) X"+ X,D (X"). (2.8)

Reagrupando os termos €ms) percebe-se que
0= X, [DX" —dX"| + [DX, — dX,] X", (2.9)
enfio se torna interessante a seguinte proposta
DXF —dX" =T* Xdz", (2.10)

DX, — dX, = T, X,dz". (2.11)

Deste modo as equdes(2.11) e (2.10) satisfazem a equag(2.9).
Assim, as equdies que representam a derivada absoluta de um tensor covari-
ante e de um tensor contravariante podem ser escritas como

DX, = dX, — T2 X.dz", (2.12)

2Um tensoré um elemento que obedece a seguinte lei de transfaonag” = (%) XV,
ou tamk&m conforme citado erf2.3).



DXHM =dX" 4Tk X%z, (2.13)
Agora, com uso da relag de derivago ordiraria
0

Oz
substitadda em(2.12) e (2.13) geram-se finalmente as retss de derivedp abso-
luta para tensores covariantes e contravariantes, réspeente,

dX, = (X)) da* = 0y X da?, (2.14)

DX, = (8,X, — %, X,) da", (2.15)

DX" = (9,X" +T* X*)da". (2.16)

Derivacao Covariante

Uma outra operap, denominada derivag covariante [5], [7], [8], pode ser
definida partindo d¢€2.15) e (2.16), tal que

DX,

E =YX = 0,X, ~T5,X, (2.17)
DX
T = VXN = 0, X" Th, X (2.18)
xV

Considerando o fato de qéf.f = X"(conforme podex ser visto na s&p Derivada
de Lie), e as definfies em(2.17) e (2.18), torna-se &cil notar que

DX,
B = XV, (2.19)
DX"

S = XUV, (2.20)

nao possuem distid quanto ao operador que&stuando, mas apenas no tipo
de tensor. Deste modbconveniente separar o operador na seguinte forma,

D D
o = Du = X"V,, (2.21)
ou para o caso de atuEgconsecutiva,
D xey (Xx°v
Dt = a 3) - (2.22)



Conexao

Neste estgio o $mbolo de conedol'{,, pode ter suas propriedades associadas ao
tensor netrico, e erfio ser escrito em fud@ deste tensor [5], [7].

Seja agora um tensor covariante de ordem 2 que possa setalpstw pro-
duto A, B,, enfo,

D(A,B,)=D(A,) B, +A,D(B,) . (2.23)
Mas,
DA, = dA, —T$,Aada?, (2.24)
e
DB, =dB, — ', B,dz". (2.25)

Entio de(2.23)...(2.25) nota-se que
D (A,By) = d(A,B,) — 'S, AaB,dx* — 'S, B A da?. (2.26)
O uso do tensor Btrico na equadp (2.26) traz
D (gu) = d(gu) = T Gapda™ = T3, govda?, (2.27)

e permutando ciclicamente oslicesu, v e A obttm-se

D (gw) =d (gm/) - (gwfj“y + gauriu) dx’\, (2.28)
D (guk) =d (gzl)\) - (gowrg)\ + goz)\FZy) dxua (229)
D (gan) = d(ga) = (9ol + GauTsn) da”. (2.30)

Lembrando quéD (g,.,) = D (¢**) =0,V p,v, € que

0
dguy = Dt (gvr) da* = Ougun, (2.31)
é posével escrever a partir dg.28) ... (2.30) que
8,\gW = gaufi‘y + ga,j]:‘?\[u, (232)
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a,ugy)\ - goa/]-—‘:j)\ + goa/\]-—‘lo;w (233)
augku = goz/\FS,u + gaurg)\- (234)

Ao multiplicar as equaies (2.32) ... (2.34) por g** e resolver este sistema
consideranda®;,, = I'; ,, segue finalmente a cor@xescrita em furép do tensor
meétrico,

1
ng - EgaA (a,ugllk + al/g)\,u - a)xg,uy> . (235)

2.4 Derivada de Lie

Considere os vetores tangentes ao conjunto de curvas desean@z®(u), que
podem ser escritos da seguinte forma:

dx®(u)
du

= X%z(u)), (2.36)

e tami&m um campo tensorial onde os tensdr&$(z(u)) esto situados. Se-
jam ainda dois p@&metros distintog” e (), ficando claro queX“(P) nao sea
necessariamente igual& (Q).

Seja agora um pequeno incremento

ox® = duX®, (2.37)
tal como a disincia entreX*(P) e X*(Q),
oz = 2" — 2. (2.38)
Entio a posigo final pode ser escrita utilizan@®.37) e (2.38), ou seja,
7' =% + juX“. (2.39)
Fica evidente que sBE e () s30 muito pbximos,

P -0 (2.40)

3Por simplicidade X¢(z(u)) = X¢, ouX*(x(u)) = X%(x).

11



ento,
% — ' (2.41)

Ou seja,
% — %+ duX. (2.42)

A matriz de transformaip de coordenadas pode ser obtida, sabendo que

7 = 2% + ouX?, (2.43)
gue implica em
oz’ J .., “
b b (2% 4+ duX(z(u))]
= Oy + oudpy X“. (2.44)

Supondo um tensor contravariante de ordem 2,

_ow o
 Oxc Oxd’

ao substituin(2.44) em(2.45) vem que

T (2) (2.45)

T (') = (6% 4 0ud.X") (6} + oudyX®) T (x)
= 02057 () + 820u0a X T + §40ud. X T + du? f(X°, X2H6)

Considerandou? f(X?, X) = 0, poisdu & muito pequeno, fica

T (2') = 82057 (x) 4 626udy X T + 650ud, X T
= T%(x) + 6u [0.XT? + 0,X"T*] . (2.47)

Este tensor, que sofre um arrastamento infinitesimal, pedexpandido emésie
de Taylor, logo,

T(2') = T (x) + (2" — 29)0. T (x) + O (2) . (2.48)
Com uso da reld@p(2.39), obm-se
T (2") = T*(x) + 6uX 0.1 (). (2.49)

12



O tensorl(z') & o tensorg em@ (proprio do campo tensorial), enquanto
T'*(z') & o tensor arrastado (deparaQ).
Fazendo agora a diferenca entre o tena@m( com o tensor arrastado (de

P para@),
T =T (2') = [T*(x)+ 6uX0.T%(x)] —
(62657 (2) + 626u0, X T + 656ud. X T |
(2.50)

e efetuando algumas simplifidaes,
Ty = T' (2') = 6u [X°0. T () — T®(x)0.X* — T*(2)9.X"] . (2.51)

Finalmente dividindo pobu a equago (2.51) e tomando o limite quando
ou — 0, resultaa
Tab 1\ __ ritab (a0
[T = T ()
Su—0 ou

} = X°0,T%(x) — T®(2)0.X* — T*(x)9,X". (2.52)

A operago Lx T & a derivada de Lie, [7], [5] que representa simplesmente
0 seguinte fato

ab( .1\ __ rab (.0
LyxT® = lim [T (z1) — T (&) (2.53)
ou—0 ou
SuponddlT® = T em(2.52) e (2.53), vem que
Lx (T*T") = X0, (T*T") — (T°T") 0.X* — (T°T°) 8. X". (2.54)

Sabendo ainda que
Ly (T°T) = (L T*) T + T (LxT")

e tamkem que

9. (T°T") = (3.T*) T* + T (9.T?)
é facil notar a partir dé€2.54) a forma de uma derivada de Lie para um tensor
contravariante de rank 1, sendo esta

LxT% = X°0,T% — T*0, X°. (2.55)
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Tal expres@o pode ser escrita tafim com uso das derivadas covariantes, pois
LxT® = X°V,T% — T"V, X° (2.56)
implica que
LxT* = X"0,T" — T"9, X" + [X'T%,T° — T'T%, X°] , (2.57)
onde foi usada a defirip de derivada covariante como segue
VT = 9,7 +T°,T°. (2.58)
Nota-se tamém sem dificuldade (para um espaco senétopgue
[(X'T, T —T°I% X°] =0, (2.59)

Em resumo, a derivada de Lie pode ser escrita em termos dadicovariante,
como segue,
LxT* = XV,T* — T°V,X*. (2.60)

2.5 Tensor de Riemann

O tensor de Riemann ocupa um lugar especial no desenvohdndenteoria da
Relatividade Geral, pois este tensandana indicago das propriedades geétricas
do espaco [9]. Conforme a defifig de derivago covariante,

V% = 0,7 +T°,T°, (2.61)
€ posével escrever a seguinte refat:

V.VaX® — VoV X" = f(X9. (2.62)

40 dmboloT%, & chamado con&o e rdoé um tensor.

Onde o tensor de toapé 72 = 0, lembrando qué, = T'¢, — I'9,

5Uma motivao para estudar tal igualdaéle famosa relé&p o, 0,g — 90,9 = 0 que expressa
a homogeneidade da fuéngg.

14



Explorando agora as propriedadesfd& “) com auslio de (2.61), a seguinte
igualdade pode ser obtida

fXY) = 03X — alp X" + T Tjy X" — Te, I3 X" +
+ 0oy = T5) [0.X° + T3 X°] + [[2.00 — Tey0:) X°. (2.63)

O termo destacado por uma chave @3) é facilmente identificado como nulo,
e os demais termos sublinhados c@®m o denominado tensor de Riemann
assim definido:

Rgcd = acrgd - adrgc + dergc - Fgcrgd' (264)

Agora a forma final da equag (2.62) se@é facilmente escrita com uso de
(2.63) e(2.64), tal que

VeViX* = V4V X = Ry X"+ T8 — T4 [0.X* + T3 X",  (2.65)

ou eno

V.VaX® =V VX = RE XD+ [T, — T4 VX" (2.66)
Ora, para um espaco sem taod <, = [I'¢, — I'%.] = 0, e neste caso a forma final
de(2.66) ficara apenas

V.VyX* - V,V X = R, X" (2.67)

Em homenagem ao matético alendio Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866).
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Capitulo 3

Equacoes de Einstein

3.1 Introducao

No nosso cotidiano o uso da geometria euclidiana se mostazgepois a maio-

ria dos fenomenos com 0s quais nos deparamos envolvendeslag medida

em linha reta: a trena, por exemplo, quem objeto utilizado para medies de
distancia nos passa a imprassde que a menor déstcia entre dois pont@&suma

linha reta; mas séarque istcé verdade sempre? Neste ttajw veremos que ou-

tras geometrias quean a euclidiana podem se apresentar mais interessantes em
determinados contextos. O estudo sistematizado destasetrgs, especifica-
mente associado ao estudo das int@esagravitacionais, conduz naturalmente a
uma teoria geogtrica da gravita@o descrita pelas equzs de Einstein [9].

3.2 Movimento de saglites e corpos

Quando dois objetos pximos um do outro & abandonados na supeié do
nosso planeta, a partir de um pequena altura, a drigetlestes assemelha-se a
duas linhas retas paralelas.

E conhecido o fato dos objetos cairem na supirterrestre devido ao campo
gravitacional proporcionado pela grande diferenca emtmeassa da Terra e dos
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objetos em queab.

Um satlite orbitando em torno da Terra assim como a Lua ou urlitat
artificial 50 exemplos de movimento cujas trajéds rio K0 linhas retas e sim
linhas curvas; notadamente os&diés rao saem darbita terrestre por estarem
acoplados gravitacionalmendemesma, ou seja, existe um campo gravitacional
gerado pela massa da Terra.

Os planetas e outros corpos celestes orbitam seguindtbtragecurvas, con-
forme indica a figura abaixo, por estarem acoplados grawitabmente ao Sol
devidoa massa deste (veja Figura 3.1)

Figura 3.1: Os planetas no sistema sokw se movem em linha reta, antpode-
se imaginar que a linha natural na qual o planeta se move iposkr melhor
descrita numa geometri@o-euclidiana.

Seguindo este raciotio: o sistema solar gira em torno do centro da nossa
galaxia, que gira em torno do centro de um aglomerado dax@al, etc. De
fato, existem trajéfrias que &o linhas curvas associadas ao movimento dos cor-
pos acoplados gravitacionalmente devido a presenca deampacgerado pela
distribuicdo de matria.

Em dntese:

Matéria— Campo Gravitacional- Trajetrias dos corpos acoplados

Figura dispoivel em http://www.pgie.ufrgs.br/portalead/oei/saatarsys.jpg
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3.3 Geodsicas

A trajetoria descrita naturalmente por um corpo assim como a Lua sendo
em torno da Terra, pode ser interpretada, num sentido maisggeco, como
uma linha curva.

E facil imaginar que escolhendo duas posi distintas da Lua se movendo
em torno da Terra a menor dasicia entre dois pontogio sed uma linha reta.

Este tipo de geometria rdo-euclidiand Num espaco curvo assim como a
superfcie do globo terrestre, onde a menor @igtia entre dois pontos sobre esta
superfcie & ligada por uma linha curva denominada gesida, define-se uma
geometria chamada riemanniana (veja Figura®3.2)

Figura 3.2: As linhas naturais de movimento sobre um gl@mwirvas; uma
formiga por exemplo ao caminhar sobre uma @npercebe este tipo de trajet.

Fisicamente as geédicas &0 importantes pois tornam poasl uma teoria
da gravita@o bem mais geoétrica. Ao assumir que uma grande massa-
spon&vel, por exemplo, por um movimento em uma ¢gexda [9], a i&ia de
forca mudando o corpo de dit@g em cada ponto pode ser sub&titu Em seu
lugaré possvel dizer que“massa gera geometria”, ou seja, a presengaaéria

2Na geometria euclidiana a menor @istia entre dois pont@suma reta.
SFigura dispoivel em http://en.wikipedia.org/wiki/lmage:Spherid¢aangle.svg
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torna o espaco curvo (veja a figura 3.3)ssim, ao ines de:
Matéria— Campo Gravitacional> Trajebrias dos corpos acoplados

obttm-se que

Matéeria— Geodesicas

Figura 3.3: As trajdirias poseis num espacgo curv@s dadas pelas linhas cur-
vas naturais dessa régi deformada do espaco.

Esta nova vi&o geonétrica, por estar associada adaulo tensorial com co-
ordenadas cuniiheas generalizadas, permite descrever as leisitzaFde forma
invariante sob transforméaes de coordenadas [5].

. ~ . 7 oy d2 _

Assim como a acelerag pode ser descrita pela reﬂagmateratlca(ﬁ> x =
a, & possvel definir uma aceleré@p relativa entre duas ge@sicas conto

DQ
(D—T?) n° =XV (XVgn©), (3.1)

4Figura dispoivel em http://pt.wikipedia.org/wiki/Imagem:Geodesigupng

SDois corpos muito f@ximos, abandonados simultaneamente de uma certa alturel@go
ao solo, enquanto caem experimentam tal acederagtre si. A&m deste fato as geésicas muito
proximas implicam no anulamento da derivada de Lie [9].
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E para geoésicas de dois corpos muitogmimos a derivada de Lie fica
0= X"V, 7% — T°V, X, (3.2)

ou
XV, T = T°V, X°. (3.3)

Substituindo(3.3) em(3.1), segue que

D2
(m) n° = X%, (nBWXC)

= X (Van’VsX 4+ 1V, V5X°)
= XV n’VaX+ X9V, VsXC. (3.4)

Lembrando dé2.67) queé posével substituiv, Vs X = VgV, X+Ry, ;X"
em(3.4), engo,

DQ
(—DT2) n° = XVan’VeX°+ X% (VsVo X+ R, 5 X°)
— XV VX + X9V 5V, X + X0 RS, ;X
= n"Va (XPVX) + X9 Ry, 5 X". (3.5)

Desde que o vetor tangerdageo@sica seja
XPVsX© =0, (3.6)
segue finalmente que

D72
Esta equa®o descreve o fato de que o desvio entre as gsodse um efeito da
curvatura do espago-tempo.

D2
( ) iy = RL XX, (3.7)

3.4 As equages de Einstein

A gravidade estudada por Newton pode ser descrita por duagiss, a primeira
delas descreve o caminho de uma jgaitt atraes do espaco. Se uma peuia
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se move atra®s dum campo gravitacional com potialg, enfio a segunda lei de
Newton traz

—

F=mad= —mﬁgb, (3.8)

simplificando e escrevendo a acel@@agomo segunda derivada da pasiegm
relaggo ao tempo, vem
&r_ —Vé. (3.9)
dt?
Esta equaio descreve o comportamento de umaipald em resposta presenca
de campo gravitacional@aralogaa equago de desvio das geesicas

D2 a __ a b c d 1
eI = Ry u’u‘n®. (3.10)

Considerando agora a egaacde Poisson, que descreve a maneira da massa
atuar como uma fonte de campo gravitacional, tal que

V¢ = 4nGp. (3.11)

O tensor de Rieman®;., da uma indicago da curvatura do espago, pois
dependendo somente @¢. e de sua derivadas fica claro que para um espago
plano os componentes dg, sendo escritos em coordenadas egids implicam
no anulamento dos;.; consedientemente?;., = 0. Com uso das relées

1
I_‘l?c = §gad (adgbc + abgcd - acgdb) s (312)
e
gcd - aCF(bld - 8dFZc + dergc - gc Zd’ (313)

€ nofavel que o tensor de cuvatura&sissociada derivada segunda daétnica
[9]. Podemos considerar aatrica como um aamlogo ao pancial da teoria new-
toniana da gravitéip e, assim, termos envolvendo o tensor de curvaturaatever
aparecer no lado esquerdo da e@uac

Assim como a equ@p V¢ = 4rGp relaciona o trago d&/;V,¢ com a
densidade de méatia, naturalmente, espera-se que o traco do tensor daterav
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(65R%,.) denominado tensor de Ricci esteja associadécertm o tensor energia-

momentd. Enfio
Ry o< Ty, (3.14)

e isto tamém pode ser interpretado como a seguinte afigmac
[a curvatura do espaco-tempa@erada pela presenca de emet-energia.
Uma importante lei de consenag do tensof ™ [5] & dada pela rel&p
V,T% =0, (3.15)

associada com a conser#@agde energia e de momento. Mas considerdfds)
€ posével notar que
VoR™ £ 0. (3.16)

Entio para respeitaf3.15) &€ necesario acrescentar um termo eff.14),
gerando um novo tensor, denominado tensor de Eirfstein

1
Gab = Rab — §gabR. (317)

Agora, com todas as exdgcias satisfeitas, a eq@acde Einstein toma sua
forma final:
Gab X Taba (318)

ou
Gab == IfTab. (319)

A constantes pode ser definida tal que= —8x G recupera os resultados no
limite da teoria de gravitd@p newtoniana. Finalmenéposs$vel escrever

1
Rab — §gabR = —87TGTab. (320)
5Na teoria da relatividade especial massa e eneggi@quivalentes; para incorporar estziad
nesta nova teoria da gravitege posével propor um tensor que envolva todas as formas de massa-

energia, esté o tensor denominado tensor energia-momento.
70 termo que foi acrescentado para obter o tensor de Eins&inda seguinte rel&p

VaoRap = %g“bVaR que vem das rel@gs de permut@p do tensor de Riemann (identidades
de Bianchi):V, Ryepe + VeRaeab + VoRaeca = 0.
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Einstein, inicialmente @0 satisfeito com a damica prevista para o universo
proposta por estas eq@#ss, adicionou um termo chamado constante cosgit,
cuja fun@o seria manter o universo asto; pela includo deste termo obin-se

que
1
2
recentemente obsen@es indicam um tipo de energia daouo atuando no uni-
Verso, e esta energia pode, a0 menos em jpimcser associada constante cos-

molbgica.

Rab - Rgab - Agab = _87TGTab7

80 proprio Einstein logo aps as observégs de Hubble teria considerado esta atitude o maior
erro de sua vida.
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Capitulo 4

Equacao de Friedmann

4.1 Introducao

Usando agora as equ#s de Einstein associadas com @tnca de Friedmann-
Lemdtre-Robertson-Walker (FLRW), lembrando que tatrita inclui condiges
de homogeneidade e isotropia [4], torna-se patobter as equégs de Fried-
mann.

4.2 Leilde Hubble

Em 1929, o asthomo norte-americano Edwin Hubble, pioneiro em pesquisas
na area da astronomia extragatica, notou que quase todas asagels por ele
observadas se afastavam da nossaxigl Isto implica em dizer que o universo
esh se expandindo (veja a figura 4.1)

IFigura dispoivel em: http://www.answers.com/topic/big-bang-theory
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Y Singularidad

Figura 4.1: Universo em expains.

Para completar, Hubble observou a seguinte lei: quanto distente estiver
uma gahxia, mais rapidamente ela se afasta o U seja, a lei de Hubble,

= _H 7, (4.1)
~~

€ o0 suporte observacional da cosmologia moderna.

A lei de Hubble, que& uma lei empica, pode ser deduzida levando em conta
a seguinte furi@o para o raio,

r(t) = a(t)ro, (4.2)

ondea(t) &€ denominado fator de escala [10].

4.3 Metrica de Friedmann-Lematre-Robertson-Wal-
ker (FLRW)

A teoria da relatividade geral de Einstein deve ser utikizaara exlicar a expaas
do universo. O elemento de linha para um universo h@neg e isofspico em
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expandoé dado pela seguinte rebeg[4], [11],

dr?
1—kr?

ds? = dt? — a?(t) + r* (d6? + sin® 6d¢?) | , (4.3)

e tal rela@o tamiém recebe o nome deattica de FLRW.

4.4 Tensor energia-momento

Um fluido perfeitoé caracterizado porés quantidades, uma 4-velocidade=
4% 'ym campo de densidades = po(z) € um campo de pre&sp = p(z). No
limite quandop se anula, um fluido perfeito se reduz para poeira. Isto sugere
o tensor energia-momento para um fluido perfeito seja dasd4dmn [5], [8], [9],
[11]

T = pouu® + pS®, (4.4)

para um tensor siétrico S?°. Os (inicos tensores de ordem 2 associados com
fluido saou®u’e a métricag?®, e enfio a proposta mais natu@lma combingio
linear destes, logo

S = \utu® + pg. (4.5)

Com uso de4.5) e (4.4) decorre que
T = (po + p) uu’ + pg®, (4.6)

parag=1e\ =1.
De forma a@loga define-se a forma covariante do tensor energia-moment

Top = (p + p) Ugts + DYab, 4.7)

ondeuguy = 1, ujuy = ustts = uzusz = 0
Com uso da ratrica FLRWE posé$vel escrever o tensor &trico g,;,, partindo
da relag@o
ds® = gap(z) [dz®da’], a,b={0..3}, (4.8)
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A representa®o matricial se torna conveniente para o tensetrico tal que

goo go1 Yoz 9Jo3
gio 911 912 913

Gab= . (4 9)
g20 G21 G22 G23

g30 931 9g32 933

Para que a equag (4.8) represente a equag (4.3) & necesario quea = b, ou
seja

ds® = goo (dx0)2 + g1 (dx1)2 + goo (dx2)2 + g33 (clyc‘g)2 , (4.10)

e isto equivale a dizer que somente os componentes da diggormapal seéo
nao-nulos. Deste modo a matfiz9) ficara sendo apenas

go 0 0 O
PP L (4.12)
0 0 g O

0 0 0 933

Por comparaio entre(4.10) e (4.3) segue finalmente que

1 0 0 0
0 —a2(1—k2)™" 0 0
ab= 412
Jab 0 0 —a?r? 0 ( )
0 0 0 —a?r?gin’ 0

Conhecendo o tensor étrico & possvel determinar a con&o I'¢, usando
(2.35), por conseguinte obter os tensor&s, (tensor de Riemann) B, (tensor
de Ricci).E posével obter tambem o escalar de curvatufg pois R = ¢*° R

Assim sendo a represengagmatricial ajuda a organizar esteéwios resulta-
dos:

I = {10 T T3 T8} (4.13)

2\eja o exertcio (6.31) da reféncia [5].
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0 0 0 0
0 aa(l—Fkr2)™" 0 0
rg— [ 0 eatt=kr , (4.14)
0 0 aar? 0
0 0 0 aar’sin®6
0 aa™? 0 0
Lk k)t 0 0
. aa=" kf(r;k) , (4.15)
0 0 f(r k) 0
0 0 0 f(r,k)sin® 6
ondef(r, k) = —r (1 — kr?),
0 0 aa! 0
0 0 r—t 0
2 = , 4.16
be aac™t r~t 0 0 ( )
0 0 0 —sinf cosf
0 0 0 aa™t
0 0 0 r1
3 = 4.17
be 0 0 r2 coth ( )
aa”t r7! cotd 0
O escalar de Ricci sardado pelo produto matricial
900 0 0 0 Roo Ror Ro2 Ros
(| 0 R R R R
R— g . 10 11 12 13 ’ (4.18)
g 0 Ry Ro1 Ry Ros
0 0 0 933 Rsy Rs1 Rsy Rss
logo,
R =g"Ro + g"" Ry + 9% Ry + ¢** Ras, (4.19)

e fica endo evidente que os componentes do tensor de Ricci réeaespara obter
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0 escalar de Riccia® apenas aqueles cujos valotesh sejam idnticos. Erdo:

Ry O 0 0
0 Ru O 0
0 0 Ry O
0 0 0 Ras

'Ry =

3aa~1 0 0 0
(ai+2a2+2k)
_ 0 om0 0 . (4.20)
0 0 f(a,d) 0
0 0 0 f(a,d)sin®6

onde f(a,a) = r*(ad+ 24*> + 2k). Finalmente, usando o tensor de Ricci de
(4.20), o tensor mtrico de(4.12), e lembrando que®’ = ﬁ o0 escalar de Ricci
fica ¢

R=— (ad +a* + k). (4.21)

4.5 A equa@o de Friedmann

Calculando os tensorés,;, e T,, obtem-se que

—3(@*+k)a?+A 0 0 0
0 f(d,a,a)gn 0 0
Gab = .. )
0 0 f(d,a,a)ges 0
0 0 0 f(d,a,a)gss
(4.22)
sendof (d,a,a) = [2aa™ + (&> + k)a™2? — A], e
p 0 0 0
0 0 0
T, = o (4.23)
0 0 pg O
0 0 0 pgss
Relembrando que
Gay = —87G Ty, (4.24)
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é possvel entio reconhecer apenas 2 solugoes distintas com usio2d...(4.24).
A primeira destas soldgs recebe o nome eq@acde Friedmann, obtida para o
casoa = b = 0, logo,

Goo = —87TGT00, (425)
ou seja,
—-3(a*+k)a?+ A= —87Gp, (4.26)
gue pode ser reescrita como
LN\ 2
a k 8tGG A
z Bl —. 4.27
(a) * a? 3 pY 3 (4.27)
A outra solu@o distinta sex paraac = b = ¢, sendoi = {1, 2, 3}, e segue que
Gii = —87TGT%Z', (428)
engo,
f(d,a,a)gi = —87Gpgii, (4.29)
e finalmente ol#m-se que
2.. .2 k:
2 (45 ) = —sxGp+ A (4.30)
a a?  a?
Combinando as equaes(4.27) e (4.30) o seguinte resultad® encontrado:
a AN 4
== _Z ) 4.31
- =3~ 5mG(p+3p) (4.31)

As equades(4.27) e (4.31) sao as famosas equigs de Friedmann que des-
crevem a evolu@o temporal do fator de escala devid@xpango espacial do
universo.

A constantek que aparece na equax;(4.27) est diretamente ligada cur-
vatura do espacgo-tempo. O paretro de curvaturd;, & um rumero que pode
assumir tés valores discretog: = 0 se o univers@ espacialmente planb,= —1
se 0 universo tem curvatura espacial negativa-e+1 se a curvatura do universo
for positiva [4], [12].

De acordo com a curvatura do universo, podemosésrfarmas geoetricas
diferentes para o universo (veja a figura #.2)

SFigura dispoivel em http://map.gsfc.nasa.gov/m-uni-101shape.html
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Figura 4.2: Universo eéfico (com curvatura positiva), universo hipelibo (com
curvatura negativa) ou ainda um universo plano (com curaatula).
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Capitulo 5

Modelos cosmabgicos

5.1 Introducao

Uma maneira bastante geral de descrever o universo coesis@coplar uma
equa@o de estado (que relaciona pés® densidade de energia), juntamente
com a equago de Friedmann [12], [13].

Atualmente existe a necessidade de considerar um comgoeénico extra
Nno universo: a energia escura [3], que geralméntepresentada pela constante
cosmobgica [14], [15], [16], mas que pode estar ligada a outrosetasdcos-
mologicos [17], [18], [19], [20], [21], [22].

Como motiva@o para o uso de uma eqaagde estadoao-linear, mostramos
gue a equap de um oscilador amortecido possuidor de um termo de atatiat
(favoravel ao aumento da velocidade de ex@a)® uma equap de estadodo
linear descrevem um cario de expar&o acelerada, no qual a energia escura e 0
antiatrito possuem furldgs equivalentes [6].

5.2 Modelo com equago nao-linear
e Equa@o de conservap de energia:
p+3H (p+p)=0; (5.1)
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e Equa@o de estadoao-linear:

p=0—1p+f(p); (5.2)
e Equago de Friedmann:
k 8T

H +— = — :

t =50 (5.3)
onde ) )
HEE:H—E—(E) . (5.4)
a a a

Aplicando a derivada temporal na eqaagle Friedmann e manipulando alge-
bricamente atraés das equées (5.1) a (5.4) obtem-se [23]

.3 k(3
H+%H2+p (77 - 1> = —dnf(p) . (5.5)

Substituindo os valores da eqaag5.4) na equap (5.5), vem que

. L\ 2 N\ 2 k
g — (g) + 377 (%) + (377 - 1) = —4nf(p) - (5.6)

Agora, paray # 0 essa equap pode ser escrita como

d? y 3y (3 5 y
T (a%> + k2 (1 - 1) a7 2= —67r’ya37f (p) , (5.7)

enquanto que para= 0 a equagoé

4 (Ina) — ko —47nf (p) . (5.8)

a?

5.3 A egua@o de um oscilador amortecido

Pode-se escrever a eqéaacde um oscilador amortecido,eal da forma cos-
tumeira, com uma constante adicional ligadaelocidade. Assim tanto forcas
dissipativas s@o descritas quanto forcas ligadas com o aumento dasgissla
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Para um oscilador ha@nico amortecido comum tem-se adacde uma forca
restauradora do tips, = —mDzx, junto com a forca de atrito, amortecedora, de-
pendente da velocidadé,; = —mC'i. Enfo, usando a segunda lei de Newton,
pode-se escrever

2+ Cz+Dx=0. (5.9)

Essa equap pode ser reescrita como

As forcas de anti-atrito s@o dominantes em relagas forcas dissipativas sempre
queC < 0,ousejal; < Cs.
A solucao da equadp para o oscilador amorteciésempre do tipo

z(t) = e 5t Aet\/%_D + Be_t\/%_D , (5.11)

ou, no caso dé — D = 0,
z(t)=e T [At+ B] (5.12)

ondeA e B sao constantes. Na m&aica chssica, usualmente a quantid%eD

€ negativa, de modo que as exponenciais que aparecem nacakima podem

ser convertidas em fubes seno e cosseno. Entretanto, pode-se imaginar casos
em que%2 — D & uma quantidade absolutamente positiva, ou seja, nesses ca
nao ha oscilag@o e o sistema cresce indefinidamente.

5.4 O fator de escala e o oscilador amortecido

Para que as equags que governam a evolu do fator de escala sejam seme-
Ihantesa de um oscilador hardmico amortecid@ necesario que se tenha, para

v # 0,
f(p)=alH+3, (5.13)

ou, paray = 0,
f(p)=aH+ Glna, (5.14)
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ondea e 3 sao constantes de proporcionalidade. Assim, tem-se g,
d? 3y d 3 3y 3v (3 3 _g
p7e) (a2> +47ra% <a2> + 6mfyaz? = —k; (——1 a2 -, (5.15)
ou, no caso de = 0,

d—2 (Ina) + 47rai (Ina) + 476 (Ina) = E )
dt? dt a?
Se a curvatura for nula(= 0) essas equées &0 as mesmas de um oscilador
harnmbnico amortecido.

Pode-se e@db esperar que para um universo onde o0 anti-atrito (que 1s&@oca
representa a energia escura) seja dominante).

Usando as equdes (5.2), (5.3) e (5.13) pode-se escrever que, p&d,

(5.16)

3 k

enguanto que, usando as edqies; (5.2), (5.3) e (5.14), pode-se notar que para

~v = 0vale
3

p=——o (H2+£)+QH+ﬁlna. (5.18)
8T a?

Sea < 0 isso significa que a pre&s do fluido cosmdagico tem ao menos um
termo negativo, que pode ser dominante sob certas desligPresso negativa
é algo incomum nai$ica chssica, Newtoniana, mé&suma propriedade esperada
para a ‘energia escura’.

Os casos mais simples de se analigar sempre aqueles em qu&orta cur-
vatura ¢ = 0). Além disso deve-se sempre lembrar que o universo est
pandindo de forma acelerada, ou seja, as Sals@btidas para o fator de escala

devem ser fun@es que crescem de forma acelerada.

5.5 Solu®es para o fator de escala

Usando a soluipo da equéagp para o oscilador amortecido, tem-se que o fator de
escala obedece as eqies

CL%Y (t) _ €—2Trat |:A€t\/47r2a2—67rﬁ'y + Be—t\/47r2a2—67rﬁ'yi| ’ (519)
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ou, no caso dér?a? — 675y = 0,

3y

a? (t) =e ™ [At + B, (5.20)

paray # 0, e

a (t) = exp {6—27rat |:A€t\/47r2a2—47rﬁ + Be—t\/47r2a2—47rﬁ]} 7 (521)
ou, no caso dér?a? — 473 = 0,
a(t) =exp{e*™" [At + B]} . (5.22)

Um exemplo de um caso particular de edaade estado que fornece tal tipo
de solu@oé
p=(y—1)p—Mp'", (5.23)

onde M > 0 & uma constante. Nesse caso, quahde 0 tem-se, usando a
equa@o de Friedmann, que

3M?
f o) =—H\["—. (5.24)
s
e, assim,
2
a=— M , =0, (5.25)
8
de modo que, s& # 0,
a? (t) = A+ BeVorM? (5.26)
e, sey =0,
a(t) = exp{A—l—Bet‘(j”MQ} . (5.27)
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104

Figura 5.1: Gafico mostrando o comportamento do fator de eseam fun@o
do tempot para a equap (5.26), comy = 4/3,eB=—-A = 1.

5.6 O gas de Chaplygin

Um modelo bastante encontrado na literatura como tent@iviescrever um flu-
ido cosmobgico com equdin de estadodv-linearé o do @s de Chaplygin, que
pode ser encontrado em un&xie de variages [24]—[33], seja com dois&s ou
quatro paametros livres. Tal & poderia, a0 menos em pfipio, representar
um universo que passou por uma fase com predancia de madria para depois
chegar a uma fase com predo@niitia de uma energia escura.

Modelo Equacao basica
Gas de Chaplygin original p=—A/p
Gas de Chaplygin generalizado p=—Ap™*
Gas de Chaplygin modificado p=(—1)p—Mp*
Novo modelo de gs de Chaplygin modificadop = (y — 1) p — Mp~*a™"
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5.7 O novo modelo de gs de Chaplygin modificado
(NMCG)

O novo modelo de @ de Chaplygin modificado (NMC@) representado pela
seguinte equap de estadodo-linear [34]:
p=0—-1)p—Ma"p™", (5.28)

gue quando associada com consefzege energia produz o seguinte resultado

d [(pa%)”“} = 3M (14 p)a® " 1dq, (5.29)

ou, de maneira equivalente, pasa (1 + ) # veu # —1,

p=[Aa" + (B — A)a ] T (5.30)

ondeA = 3M (1 + p) [3y (1 + p) —v] "' e B = p, ™. Entretanto, neste caso,temos
que

P Mary 0w — A
w—p vy—1—Ma"p v—1 1+(BA+A)a”_3V(1+”) (5.31)
e
A= e Lo ) 532
dp 3 14+w

A equa@o de Friedmann, neste caso aser

Hz—l—ﬁ _ 8_7T [Aa—u+ (B — A) a737(1+u)]ﬁ _ (5.33)
a? 3

Para3y (14 p) = v temos

1

p= afﬁ |:pé+u +3M (1 + M) hl(l:| e
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5.8 Compara@o com outros modelos

E bastante interessante nesteagit comparar o NMCG com o modelo de um
universo oscilante apresentado por Martin Bojowald [35$irascomo fizemos
anteriormente, comparando um modelo de egaate estadodo-linear com o
modelo de um oscilador possuidor de termo antiatrito.

A equa@o de Friedmann aparece como

H? = Ayea™® (1 — Bosca4z"50_4) , (5.34)

ondeA,., Bos € T, SA0 constantes. Tal resultado pode ser reproduzido pelo
NMCG em um espaco plano com usoyde= 0, v = 2 ev = 10 — 4x,.. EnO

temos S
p:<p0+%_2>a—6{1_[)0(%_2)+M}, 535
el (po LM ) a6 {1 o MaT ] . (5.36)
3 Vo — 2 po (Ve —2) + M
COMA,, = & (,00 + %—]‘{2> B, = W. Para alguns valores do panetro

7. (definido na relaor = 3+, (1 + 1)) essa equdp possui resultados exatos.
Por exemplo, se escolhermgs= 2/3, teremos

4 Ma?
H2=o2n (222 _pp)a |1 224 |, (5.37)
3 M —

cujas soludes $0 dadas pelas equiss pararétricas

= <§ij\; . 1>isinh5 [(SWM)%U] , (5.38)
e
t = (;‘)‘ij\; - 1)i SrM)77 |F <a, g) _9E (a?) +
L A cosh [(87TM)%77}
(2 M)~ 2 sinh? |:(87TM)27]i| R [(8 M)l ] : (5.39)
sin ™ 2n
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1—sinh[(87rM)%n}

ondecos o = , eF (a,k) e E(a, k) A0 as integrais giticas de

primeira e de segunda dspe respectivamertte
Outro resultado interessangéeobtido atraés da escolha = 4/3, v, = 1,
i = —2andv = —3. Enfao teremos

1
 Aad + (B - A)at’

p (5.40)

e, por conseguinte, num universo plano a satuga equaio de Friedmang&®

N[

{9+—JL—}MWHB—mﬁ]+

2 4(B-A)

A? . [2a(B—-A) T (8« 3
m {arcsm |:T + 1:| — 5} = (g) t, (541)

onde foi utilizado queB < A a fim de obterw < 0 para valores de <
(1—-B/A)™.

2\eja a equago 2.465.5 da reféncia [36].
SVeja as equdies 2.262.1 e 2.261 (comk 0 e A < 0) da refeéncia [36].
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Capitulo 6

Formacao de estruturas

6.1 Introducao

A formagao de estruturas pode ser modelada a partir de pequenagdkdude
densidade; deste modo a ev@oglas perturb@gs de densidade estaria associada
com o surgimento de estrutura@senicas. Uma maneira simples de observar tal
fato segue a abordagem encontrada na&efga [13], conforme detalhamos na
Se@o seguinte.

6.2 Perturbagdes de densidade

Figura 6.1: Figura ilustrativa de uma esfera com pequenarnpa@o de densi-
dade
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A densidade total da esfera, pode ser escrita como uma densidadedia p
associada a uma pequena pertudlsatdesta densidade édia, de forma queé

seia um rumero muito pequeno,
0] < 1,

ou seja,
p=p(l+39).
Podemos e@db calcular a forga

B —GMAmM

F PR

gue segue a defiraQ

dp dM dv dM dv
_dp_ A, de A de
a - Va TV E T v aw T

Considerando que a varig da massa da esfera seja muito pequena,

A =0
enfo a acelerap fica sendo
. —GAm
R= R
ou, de maneira aloga,
. —GM
R= 7
Arelacdo (6.2) traz
M m N m 5
vV v V7
de onde podemos destacar o segundo termo,
5 — mé  Am
PP=y = v

isolandoAm para substituir em (6.6), de modo que tem-se
Am = pégﬂRg,
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(6.1)

(6.2)

(6.3)

(6.4)

(6.5)

(6.6)

(6.7)

(6.8)

(6.9)

(6.10)



e, logo,

. G 4
R= — 5 ) gwR?’ . (6.11)
\%

A massa total da esfera pode ser escrita comddoide densidade, e, supondo
o volume aproximadamente constante, segue:

4
M = gwa’)p. (6.12)
ou seja,
M 1/3
Ry = (2—) = cte. (6.13)
p

Conforme pode ser notado de (6.8),

M = i+ mé, (6.14)
e deste modo,
M = pV + pVé, (6.15)
ou ainda,
4 _ 3
M = ?p(l +0)R°. (6.16)
Entao segue que
M\ Y3
(3—) =(1+6)"R. (6.17)
Amp
Finalmente, com o uso de (6.13), vem que
Ry = (1+6)3R. (6.18)
IsolandoR,
R=Ry(1+46)7?, (6.19)

e expandindd@l + 6)~'/3 em rie de Taylor segue que

(14+6) Y3 =(01- g +0(2)), (6.20)
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e endo

d
R=Ry(1+0)"*~ Ry (1 — 5) . (6.21)
Finalmente, )
. o
R~ _Rog’ (6.22)

e usando a aproximaQ Ry ~ R

R )
=~ <_§> . (6.23)

Usando erdo a expresm (6.11) em (6.22) verificamos que
o = 4nGpo. (6.24)

Considerando agora um caso um pouco mais geral
dr o
M = —R(t) p(t) (1 +0()), (6.25)
N———
v p

ficando com a proporcionalidade e isolan@gegue que
R(t) oc p~3(1 +6)71/3. (6.26)

Considerando tan@m que a densidadeinversamente proporcional ao cubo do
fator de escala,
p(t) o< [a(t)] 77, (6.27)

engo, de (6.26) e (6.27) segue que
R(t) oc a(1+406)"Y3. (6.28)

Expandindo emésie de Taylor o term¢l + §) /3,
o

(1+0)"V3=1- 31002, (6.29)
e truncando aé&rie vem 5
(1+0) Y ~1- 3 (6.30)
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Substituindo (6.30) em (6.28) dbh-se imediatamente ags$rrelages seguintes:

R(t) x a <1 - g) ) (6.31)
: B 5
1(1—= | —a= .32
R(t)oca( 3> ag, (6.32)
€ . . .
. 5 ) o )
o I T _
R(t)oca( 3) Gg —ag —ag (6.33)
Dividindo ento (6.33) por (6.31) ficamos com
Rty a4 2 da )
— X - — = - . 6.34
Rt “a 3a(1=3) 3(1-1) (6.3
Levando agora em conta a seguinte expans
A 5
1—- =1+4+- 2 6.35
que ao ser truncada traz
o\ ! 5
1—= ~l+ - 6.36
(1-3) ~1+3 (6.36
pode-se substituir em (6.34) para se obter
R(t) a4 2da 5\ o B
—x—-——=—— |1+ ) =—=(14+= 6.37
RO~ a 3a(+3> 3(+3>’ (6.37)
Ou alnda’ . . . .. ..
R(t)ocg_gﬁ_géé_a_é_@' (6.38)

Rt)y " a 3a 9a 3 9

Neste moment@ poss/el notar que os termas e 6 podem ser conhecidos
devido ao fato de& ter sido definido previamente como uma quantidade muito
pequena. Assim,

16| <1 — 6% =~0, (6.39)
e, logo,
d , o d
- (6?) ~ - (0)=0, (6.40)
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ou seja,
200 ~ 0 — 06 ~ 0.

Agora possimos dois fatos,
P ~0, 06 ~0,

gue utilizaremos de maneira&aga,

2 . .. . ..
%(52)%0%52+55—>—62m55.

Multiplicando poré,

5 (=82) ~ o (s8) ~ (-0d) (5) =0,
de onde nota-se facilmente que

5(55) ~ 0

(6.41)

(6.42)

(6.43)

(6.44)

(6.45)

entio oud ~ 0 oudd ~ 0. Como sabemos, & pequeno, masio nulo, e erito

segue que
50 ~ 0,

Finalmente, com uso de (6.41) e (6.46) em (6.38), sai que

M G _
R=— == (pV) = —=mGp(1 + )R,
de onde segue que
R 4 4
7= —§7TGp — g?TGp(S
Com o uso de (6.47) e (6.49) vem
i 26 6 4 4
« 34 37 3OO

(6.46)

(6.47)

(6.48)

(6.49)

(6.50)



e para o caso limité ~ 0,

. 4
- _Zrap, (6.51)
a 3
e, assim, de (6.51) e (6.50), encontramos
4 204 0 4 4
——7Gp—=— — == ——7Gp — =G pd 6.52
gTUP— 37 T3 = T3mEp T g, (6.52)
ou simplesmente, ' )
206 90 4
—— ——=——7Gpd 6.53
34 3 537G, (6.53)
gue pode ser reescrita como
51+ 2% = 4nGps . (6.54)
a

6.3 Perturbagdes de densidade no NMCG

O estudo da evol@p das perturb@gs de densidade no NMCG, gele tema cen-
tral deste trabalh@& motivado principalmente devido ao fato destas pert@dmc
estarem diretamente associadas com a foaimde estruturas no universo.

Na se@o anterior, partindo de conjecturas simples e com uso daeal®mo
newtoniano obtivemos equags para a evol@p das perturb@gs no universo.
Porem as conhecidas limitées da teoria newtoniana implicam diretamente na
necessidade de uma eqgéagnais geral, vinda da relatividade geral. Para tanto,
um resumo pode ser encontrado na &fera [37], para um universo definido pela
métrica de FLRW, com curvatura nula (universo plano), e nease a equap
para a evolugo das perturb@gs de densidadedada por

d*5 3 dé 30 k2v?

——t—(1— 20%) — — — (1 — 6v® — 3uw? =——— 5. (6.

Tty (1= 5w +20%) = — o (1= 60" = 3u” + 8w) = =750 (6.55)
Para o NMCG temos que

1—5w+2v* = 1—5w+2 (7—1)(1+,u)—uw—i—z -

3 1+w

2v vy

= 14+2(v-1)(1 — 2w — = ——

20 -DA+p+ 5 - 6G+2w— 1,
(6.56)
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2ury
Ly

1—602 —3w?+8w=1-6(y—1) (1 +p) —2v+ (8 + 6u) w— 3w+
© C
14+w=~y-— , (6.58)
1—2z

ondeC = M/A=~—-v/[3(1+p)ez=—(E2) a1, Enflo,

d?s k2 v vy
@*W[W—”(”“)‘*‘“g(“m)}é
Uy ] do

3 2u
— [1+2(v—=1)(1 — —(5+2 -
bon (L4200 = DL+ + 5 =~ G4 o= 5

2a 3 da

34
=50 {1—6(7—1)(1+u)—2y+(8+6,u)w—3w +1+w} ,

ou, notando que = yz", comy = [- 2" en=1/[3v (1 + pn) — v],

d25 3k2n2z2n72n9w72

— +

dz2 S A2ey2=2ev (1 — 2)2»’6
3 21 542 wl—221gs
nl4—37—— R s 37]

7_1—’_ + 3 2xv
Z =
y

3 n 1—2z

73 -z (1—2 3z 2

9n25[<2_7>< 2>_13_4+2u_27c— CL- _%]
(6.60)

ondex = 1/[2 (1 + p)]. Reescrevendo em termos de: e um outro pémetro,
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Yoo talquer =3y, (1+p) =322, C=y—v,en= 5%, obtemos erdto

L e B
dZZ 67TA2xy2—3'yw<,y_,y)(1_Z)2x Y = Ya 1— » Z—’y—‘"”

v vy
1|33 Br+1 = ] ds
13 ,yx—l—i— T+ 4 ds
o ws (2= (-8)  FHl-2y y-q ¥
(v = 72) 2 (v — ) 1—2 Q-2 z-=

Uma outra maneira de escrever este resuléado

@_[1‘%—7+%(1—3x)+3x+1 1 |as
dz? (v —7z) 2 l—z  2-2dz
ka [AOk (ZL’, Y 733) + Alk (.Z’, 75 ’YCE) Z+ A2k (.T, Y, ’YLL‘) 22] 5
67‘(‘A2$y2_37x 227%(%) (1 _ Z)2m+1 (Z o %)

[AO (Ia%’h) + Al (937%%:) z 4+ AQ <I7777$> Z2 + A3 (I7777$) 23]5
2 - ’
(7 =) 2 (1= 2) (2= %)

= 2z

(6.62)

onde o grupo de coeficientey, (z,v,7.), comj = 0,1,2, e 4; (x,7,7,), com

1 = 0,1,2,3, pode ser obtido explicitamente por compaclireta entre (6.61)

e (6.62). Estadiltima formaé especialmente importante por ser a que mais se
aproxima da equap diferencial de Riemann [36].
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6.4 Casos particulares

Solugdes parak = 0

O caso mais simples de todesbtido para: = 0, para o qual a equag (6.61)
se torna

25 12 -3y 3r+1  Z | do
T2 z—1+ = |7
dz Z |l v=" 1—2z z—-= dz

200 |2-v)(v—3) HFHl-20y -7 5l
= 2 T — - 2L — 7 | o
(V= 72) 2 (v = Y2) 1—=2 (1—2) z—

(6.63)

sendo que esse caso apresenta como&okugalica uma combingdo das funges
de Heun. Tal soluio geral, no entant@ demasiadamente extensa se escrita com
a escolha de umbsgpa@metro.

As fungdes de Heun,

HeunG (©7,011,0111,01v,0v,0v,,2) = f (%), (6.64)

sao em geral, soldies da equdap diferencial

d_2 (2) + [(=©r1 — O — 1) de%f(Z) - @IV@Id%f(z) — (©11191v — O11) f(2)]
dz? z(z—1)(—z+6y)
[(Ov1+6v)0r = Ovi +Om + O + D/ (oo
2(z —1)(—2 +©y) : .
Escolhendo agora o conjunto de @aetros
4 1
{v: Ve, 2, A, B} = {17 3’ 575,3} (6.66)
uma solu@o gerak
5(z) = (32 — 4)2 Ci1HeunG (—%,07 -2, %’ %’ 41— z)
& (z—1)
(32’—4)2 CyHeunG (—%,%3,_%717%7_4’1_2) 667
22 Vzi—1 '
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ondeC; e C, sAo constantes arbitrias, e para este caso podemos expressar grafi-

camente a sol@p (ver Figura 6.4).

0,004

0,003

H
N
8 0,002 :
<
0,001 °
©

0,000 T T T
1,0 1,1 1,2 1,3 1,4
z
Figura 6.2: Gafico obtido numericamente para a s@lo¢6.67), conC; = — -

1
eCQ - m

Modelos comy = 0
Parau = 0 teremose = 1/2, e o resultado dado pela eqaaq6.61) fica reduzido

a
RY) kzz%(%%Q v—1 ”/7% 5
02 M AT () (- 2) |- -2
5 3 5 Yo
ZAY = Va 1—=2 Z—:,yE dz
__ 0 -0 =51 5-7v v-wl 7
(V=12 (=% 2 1-z (1-2)7%2 z2-2

(6.68)
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Neste casod@o obtivemos uma sol&o anditica.

Um outro caso aparentemente simgeguando se tem simultaneamente:
0ev, =2/3. Enfao

5 k2 -1, 5 5
dz? 247TA(7—§)Z2(1—,2) 7—% z_%
_ - 3 2;}/_1_{_ 2 _|_ 3’72 “we

¢ 2—y -7 Y—31 3
— [ - e | (6.69)

As solu@es deste caso foram encontradag@ tami@ém extensas combindes
das fun@es de Heun.

Como um exemplo esp#ico, podemos escolhgr = 0, v = 2/3 e, =
—2/3. En&io obtemos

dz? l—z 1+4z]dz 422[1—-2 (1-2)7% 1+z
k2 1 1
= - g
32mAytz (1 — 2) [4 1T z} %) (6.70)
ou
26 1 g 1 d_5+ 6 (1422 —222)
dz? z 11— I+z]dz  22(1—2)72(1+2)
(z+5)
) 6.71
T 1287 Aytz (1—2)1+2) " (6.71)
que, pelo uso da higeses = 3 (1 — 2)2 T, vem
T z(z+5)dl'  (3z2+1) k*(z +5)
: (1 ) dz2 2 dz + 4z b= 1287 Ay* L (6.72)

gue tamiém teve sua sol@p encontrada como combiries das funes de Heun.
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6.5 Exemplos com soluges anaiticas

Para algumas escolhas edfieas dos pametros:, v ey da equago que define
0 novo ds de Chaplygin modificado algumas podem ter sma@naticas mais
tradicionais (sem envolver fudies de Heun) para o contraste de densidade
Obviamente, um destes caséspbtido atrags da escolha e consequente-
mente~, igual a zero. Similarmente, podemos encontrar g@acanaticas,
solugoes com a escolha= 0, onde a equap a ser resolvida fica sendo

d*6 K2z (n=3)-2 { x % - 1] )
dz? 6 A2ry2=3vqy, (1 — z)%
1] 10z 5 Sx—i—l} dé  2x6 [4x 241 TV

Yo 1=z 2

— - + +1
3, l—2  (1—2)?

(6.73)

2| 37, 1—z|dz V22

Um primeiro passo no sentido de obter sdleg anaticasé usar a hiptese

d=2(1—-2)T, (6.74)
que traz
do P q ary , \a
LI IR PV S
e

d*6 2 2 2 2 2 dr’
_:{[p P 2pg +;1 CHFjL(_P_ CJ)_

dz? 22 z(1-2) (1-2z z 1—z)dz
d*T
(-2 7
+d22}z( 2) (6.76)
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Ento,

d2P+ 2p+ i +1-3r 294341 dl
dz? z 1—=2 dz

k25 (w=3)-2 | %—x
; SERR ST
6mrAZy2=3vy, (1 —2)" |72 2 1—2
p_|_<10x_3>p+__16x 1 0g2 £+ 3aq + 222
+ 5 + 5 r
2 (1-2)
(2q+3z+1)p+ (42 - 30+ 1) g+ 12 4 22— 452
— ' ’ '=0.(6.77)
z2(1-2)
Escolhendo agora= % g =1,z = —1andy, = 2/3 obtemos
d*T k2 A? ) 3 k%A% 1
— -2+ — (- —|T'=0. 6.78
d22+{47r ( +22) (4+ 8%)2’2] ( )
Mudando a vaével dez to u = z/«, onde«a & uma constante, obtemos @mjue
d’T k2 A2 5 3 K2A%\ 1
24— -1 - — | I'=0. 6.79
du? * [ 4w ( * 2au) (4 * 8 ) UQ} ( )
A escolha
9 m
transforma estaltima equago em
a’T IR
—— 4 = = 6.81
az l 1T e ] 0. (6:81)
onde\ = 85% pu? =1+ EA Estelltimo resultadcé na forma da equag
diferencial resolvida pelas funes de Whittaker [36], ou seja,
I'(u) = 1My, (u) + coMy—y, (u) (6.82)
onde .
My, (u) = uttieT5 (u—/\+§,2u—1;u) : (6.83)
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com

az ala+1)2? ala+1)(a+2)23
Dloyz) =1+ 22 4 Z 4 ..., (684
(. 7:2) Yy y(y+D 28 y(r+1) (v +2) 3 689

sendo a fungo confluente hipergeastrica. Todavia, temos, finalmente, para o
NMCG comy =0, u = —-3/2ev = —1,

5 (a) = <ai - ﬁ) [ & [ITE ( m) toM g E <_%)] |

ondef =1 +3 —2 e k= 3M’“ . Tais soluges podem ser representadas grafica-
p
mente (ver Flguras 6.5e6. 5)

0,6
0,4

0,24

-02-+
-04-
-0,6 ¢

-0,8

PP T X X

Figura 6.3: Representag giéfica de uma das soloes dadas pela equaz;(6.85).
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0,45

0.4+

0,354

0,3

0,25

0,1 02 030405 0,7 1

Figura 6.4: Representag g@fica da segunda das sabes dadas pela equées
(6.85).

Uma outra escolha interessagte = 0, v, = 2/3, ex = 1/2. Enfo, obtemos

d?F+ p+2 2¢+3]dl
dz? dz

2 2
Pop—pm  atDlets) @+ QRet3) fpm

22 (1— 2)2 z(1—2)

z 1—=z2

n r=0.

(6.86)

Colocando; = —1oug = —3ep =3 (1 +,/1— %) obtemos uma equag
hipergeongtrica eml” [36], [38].
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Capitulo 7

Conclusao

Neste trabalho a busca por sddes anaticas para a equag que rege as per-
tuba®es de densidade no novo modelo ds de Chaplygin modificado retornou
resultados nugricos e andficos, sempre que escolhidos ndnimo um dos
pametros da equag diferencial em quesb.

Nossoansatzinicial foi ajustar a forma da equag diferencial para que esta
fosse semelhante a uma eqaiagde Riemann. Pém escolhendo algumas sabes
particulares conseguimos perceber, usando compui@de alta performance, que
uma classe de fudgs denominadas fudes de Heun atende boa parte dos ca-
SOS que nos propusemos a estudar. Assim, podemos demansapossvel
obter fun@es especiais que representam as pertigsade densidade ao menos
em alguns casos.

Em especial, obtivemos solies para um caso representado pelasdescle
Whittaker comy = 0 e, = % Seria interessante para trabalhos futuros uma
aralise mais detalhada das propriedades terngwdicas dos flidos no NMCG
com objetivo de obter solégs espdficas que representem os componentes do
universo de maior interesse, bem como comparar a$aémgerais deste mode-
lo com dados experimentais, como por exemplo os obtidos @a&spectro de
potenciaP, queé simplesmente dado pér o« 6.
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