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durante toda a vida, esses são imprescind́ıveis.

Bertolt Brecht, no poema: Os que lutam.



Agradecimentos

• Aos meus pais, irm̃aos e todos os demais familiares;

• Em especial, a minha esposa Ione por todo o amor compreensão e tamb́em

pelo fomento financeiro complementar, a minha filha Ingrid por aceitar
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Resumo

Neste trabalho vemos que um universo em expansão acelerada pode ser bem

representado por uma equação de estado ñao linear; este caso, inclui modelos

como o Novo Modelo de Ǵas de Chaplygin Modificado (NMCG). Ńos focamos

nossos estudos na equação diferencial que envolve as perturbações de densidade

no modelo NMCG com objetivo de obter algumas soluções gerais.

Palavras-chave:perturbaç̃oes de densidade, cosmologia, relatividade geral, gás

de Chaplygin.

Áreas do conhecimento: Cosmologia, F́ısica Matemática, Gravitação. 1.04.04.04-

0, 1.05.01.01-0, 1.05.01.03-7.



Abstract

In this work we show that the acelerated expanding universe can be well rep-

resented by a non-linear equation of state; this case includes models like the new

modified Chaplygin gas model (NMCG). We focus in the study of thedifferential

equation obtained for the density perturbations in the NMCG model, in order to

obtain some general solutions.

Keywords: Gravitation, Cosmology, Mathematical Methods.
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Caṕıtulo 1

Introduç ão

Os dados acerca do universo em que vivemos mostram-nos que este est́a em pro-

cesso contı́nuo de expans̃ao, pois as demais galáxias est̃ao afastando-se da nossa

continuamente [1], [2]. Descobertas recentes permitiram inferir que esta expansão

ocorre com velocidade de afastamento não constante, ou seja, a expansão pode

ser dita acelerada. Tal aceleração deve ser ocasionada por uma energia favorávelà

expans̃ao, e esta energiáe denominada “energia escura”, geralmente representada

por uma constante cosmológica [3].

Um tratamento bastante completo pode ser dado para o fenômeno da expansão

cósmica associando-se a equação de Friedmann, que rege o comportamento do

universo, a uma outra equação vinda da termodin̂amica, denominada equação de

estado, que relaciona pressão e densidade de energia.

O objetivo central deste trabalhoé tratar da expansão ćosmica acelerada, provo-

cada por uma energia escura, de origem desconhecida, mas quemodifica a veloci-

dade com as quais as galáxias se afastam da nossa.

A teoria usada como base para explicar o universo como um todoé a cosmolo-

gia moderna, fundamentada na teoria da Relatividade Geral, elaborada pelo fı́sico

alem̃ao Albert Einstein no ińıcio do śeculo XX [4]. Assim, em primeiro lugar

apresenta-se aqui uma visão geral da Relatividade Geral, incluindo algo sobre ten-

sores e as equações de Einstein. Considerações cosmoĺogicas inclúıdas na ḿetrica

de Friedmann-Lemaı̂tre-Robertson-Walker, quando aplicadas nas equações de Ein-
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stein, levam a duas equações conhecidas como equações de Friedmann, que rela-

cionam a din̂amica do universo com seu conteúdo de mat́eria e energia, além da

press̃ao do(s) fluido(s) constituinte(s) do universo [5]. Tais informaç̃oes, em geral,

fazem parte de um modelo cosmológico por meio do uso de uma equação de es-

tado.

Como primeiro modelo, usando uma equação de estado do tipo não-linear,

juntamente com a equação de Friedmann, mostramos a semelhança matemática

da equaç̃ao da expans̃ao acelerada do universo com a equação de um oscilador

amortecido. Entretanto, o oscilador em questão possui um termo favorável ao

aumento de suas oscilações, que pode denominar-se anti-atrito, e cuja função

mostra-se ao menos análogaà da energia escura [6].

Depois partimos para modelos com equação de estado ñao-linear conhecidos

na literatura como modelos de gás de Chaplygin, onde analisamos por fim o com-

portamento de perturbações de densidade.
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Caṕıtulo 2

Elementos de ćalculo tensorial

2.1 Introdução

A teoria da Relatividade Geral de Einstein foi criteriosamente elaborada com

uso de tensores [5]. Por ser esta a teoria atualmente empregada no estudo das

interaç̃oes gravitacionais, torna-se indispensável um breve ensaio com tais obje-

tos mateḿaticos. Nesta seção o desenvolvimento bastante sintético objetiva prin-

cipalmente construir um “palco” para o desenvolvimento da teoria de Einstein,

assim como áalgebra de operadores no espaço de Hilbert constitui um “palco”

para o desenvolvimento da mecânica qûantica.

2.2 Tensores

Os tensores são em geral uma extensão do conceito de vetor, sem dúvida alguma,

sua caracterı́stica mais importante enquanto objeto matemático, é a invarîancia

sob transformaç̃ao de coordenadas [5].

Os sistemas de coordenadas generalizadas evidenciam que há mais de uma

forma de representar um vetor (veja Figura 2.1)1. que sugere dois casos distintos.

1Figura dispońıvel em http://en.wikipedia.org/wiki/Covarianceandcontravarianceof vectors
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Figura 2.1: diferentes formas de representação de um mesmo vetor.

As componentesai e ai são denominadas contravariantes e covariantes res-

pectivamente. Ao considerar tal objetoé posśıvel descrev̂e-lo completamente se-

gundo as seguintes relações [7]:

ai =

(
∂x i

∂x′j

)

a′j, (2.1)

ai =

(
∂x′j

∂x i

)

a′
j. (2.2)

2.3 Derivada absoluta

Sendo um espaço cujo tensor métricogµν est́a definido, e tamb́em o seu inverso

gµν , ambos possuindo entre si a seguinte relaçãogµνg
µν = 1, seŕa ent̃ao posśıvel

“levantar” e “baixar” ośındices de um tensor, tal que

Xµ = gµνX
ν , (2.3)

ou

Xµ = gµνXν . (2.4)

Através de uma diferenciação ordińaria de um tensor covariante,

d (Xµ) = d (gµνX
ν) = d (gµν) Xν + gµνd (Xν) , (2.5)
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é possivel notar que a derivada de um tensor não é um tensor2, pois em geral

d (gµν) 6= 0.

Ficou claro que a derivação destŕoi o caŕater tensorial do elemento em questão

[7]. Neste sentido surge a proposta de derivada absoluta, uma derivada que preserva

o caŕater tensorial. De forma simples a derivada absoluta pode ser escrita como:

D (Xµ) = D (gµνX
ν) = D (gµν)X

ν + gµνD (Xν) . (2.6)

Notadamente, o termo sublinhado sendo nuloé o que determina a transformação

de(2.6) como predominantemente tensorial.

Usando o conceito de invariância do produto escalar,é posśıvel construir a

derivada absoluta partindo da já conhecida derivada ordinária, ent̃ao

d (XµX
µ) = D (XµX

µ) , (2.7)

ou

d (Xµ) Xµ + Xµd (Xµ) = D (Xµ) Xµ + XµD (Xµ) . (2.8)

Reagrupando os termos em(2.8) percebe-se que

0 = Xµ [DXµ − dXµ] + [DXµ − dXµ] Xµ, (2.9)

ent̃ao se torna interessante a seguinte proposta

DXµ − dXµ ≡ Γµ
ανX

αdxν , (2.10)

DXµ − dXµ ≡ −Γα
νµXαdxν . (2.11)

Deste modo as equações(2.11) e (2.10) satisfazem a equação(2.9).

Assim, as equaç̃oes que representam a derivada absoluta de um tensor covari-

ante e de um tensor contravariante podem ser escritas como

DXµ = dXµ − Γα
νµXαdxν , (2.12)

2Um tensoŕe um elemento que obedece a seguinte lei de transformação: X ′µ =
(

∂x′µ

∂xν

)

Xν ,

ou tamb́em conforme citado em(2.3).
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DXµ = dXµ + Γµ
ανX

αdxν . (2.13)

Agora, com uso da relação de derivaç̃ao ordińaria

dXµ =
∂

∂xλ
(Xµ) dxλ ≡ ∂λXµdxλ, (2.14)

substitúıda em(2.12) e (2.13) geram-se finalmente as relações de derivaç̃ao abso-

luta para tensores covariantes e contravariantes, respectivamente,

DXµ =
(
∂νXµ − Γα

νµXα

)
dxν , (2.15)

DXµ = (∂νX
µ + Γµ

ανX
α) dxν . (2.16)

Derivação Covariante

Uma outra operaç̃ao, denominada derivação covariante [5], [7], [8], pode ser

definida partindo de(2.15) e (2.16), tal que

DXµ

dxν
≡ ∇νXµ = ∂νXµ − Γα

νµXα, (2.17)

DXµ

dxν
≡ ∇νX

µ = ∂νX
µ + Γµ

ανX
α. (2.18)

Considerando o fato de quedxν

du
= Xν(conforme podeŕa ser visto na seção Derivada

de Lie), e as definiç̃oes em(2.17) e (2.18), torna-se f́acil notar que

DXµ

du
≡ Xν∇νXµ, (2.19)

DXµ

du
≡ Xν∇νX

µ, (2.20)

não possuem distinção quanto ao operador que está atuando, mas apenas no tipo

de tensor. Deste modóe conveniente separar o operador na seguinte forma,

D

du
≡ D

Du
≡ Xν∇ν , (2.21)

ou para o caso de atuação consecutiva,

D2

Du2
= Xα∇α

(
Xβ∇β

)
. (2.22)
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Conex̃ao

Neste est́agio o śımbolo de conex̃aoΓa
bc, pode ter suas propriedades associadas ao

tensor ḿetrico, e ent̃ao ser escrito em função deste tensor [5], [7].

Seja agora um tensor covariante de ordem 2 que possa ser descrito pelo pro-

dutoAµBν , ent̃ao,

D (AµBν) = D (Aµ) Bν + AµD (Bν) . (2.23)

Mas,

DAµ = dAµ − Γα
λµAαdxλ, (2.24)

e

DBν = dBν − Γα
λνBαdxλ. (2.25)

Ent̃ao de(2.23)...(2.25) nota-se que

D (AµBν) = d (AµBν) − Γα
λµAαBνdxλ − Γα

λνBαAµdxλ. (2.26)

O uso do tensor ḿetrico na equaç̃ao(2.26) traz

D (gµν) = d (gµν) − Γα
λνgαµdxλ − Γα

λµgανdxλ, (2.27)

e permutando ciclicamente osı́ndicesµ, ν eλ obt́em-se

D (gµν) = d (gµν) −
(
gαµΓα

λν + gανΓ
α
λµ

)
dxλ, (2.28)

D (gνλ) = d (gνλ) −
(
gανΓ

α
µλ + gαλΓ

α
µν

)
dxµ, (2.29)

D (gλµ) = d (gλµ) −
(
gαλΓ

α
νµ + gαµΓα

νλ

)
dxν . (2.30)

Lembrando queD (gµν) = D (gµν) = 0, ∀ µ, ν, e que

dgνλ =
∂

∂xµ
(gνλ) dxµ ≡ ∂µgνλ, (2.31)

é posśıvel escrever a partir de(2.28) ... (2.30) que

∂λgµν = gαµΓα
λν + gανΓ

α
λµ, (2.32)
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∂µgνλ = gανΓ
α
µλ + gαλΓ

α
µν , (2.33)

∂νgλµ = gαλΓ
α
νµ + gαµΓα

νλ. (2.34)

Ao multiplicar as equaç̃oes(2.32) ... (2.34) por gαλ e resolver este sistema

considerandoΓα
µν = Γα

νµ, segue finalmente a conexão escrita em funç̃ao do tensor

métrico,

Γα
µν =

1

2
gαλ (∂µgνλ + ∂νgλµ − ∂λgµν) . (2.35)

2.4 Derivada de Lie

Considere os vetores tangentes ao conjunto de curvas de congruênciaxa(u), que

podem ser escritos da seguinte forma:

dxa(u)

du
≡ Xa(x(u)), (2.36)

e tamb́em um campo tensorial onde os tensores3 Xa(x(u)) est̃ao situados. Se-

jam ainda dois parâmetros distintosP e Q, ficando claro queXa(P ) não seŕa

necessariamente igual aXa(Q).

Seja agora um pequeno incremento

δxa = δuXa, (2.37)

tal como a dist̂ancia entreXa(P ) eXa(Q),

δxa = x′a − xa. (2.38)

Ent̃ao a posiç̃ao final pode ser escrita utilizando(2.37) e (2.38), ou seja,

x′a = xa + δuXa. (2.39)

Fica evidente que seP eQ são muito pŕoximos,

P → Q, (2.40)

3Por simplicidade,Xa(x(u)) ≡ Xa, ouXa(x(u)) ≡ Xa(x).
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ent̃ao,

xa → x′a. (2.41)

Ou seja,

xa → xa + δuXa. (2.42)

A matriz de transformaç̃ao de coordenadas pode ser obtida, sabendo que

x′a = xa + δuXa, (2.43)

que implica em

∂x′a

∂xb
=

∂

∂xb
[xa + δuXa(x(u))]

= δa
b + δu∂bX

a. (2.44)

Supondo um tensor contravariante de ordem 2,

T ′ab (x′) =
∂x′a

∂xc

∂x′b

∂xd
, (2.45)

ao substituir(2.44) em(2.45) vem que

T ′ab (x′) = (δa
c + δu∂cX

a)
(
δb
d + δu∂dX

b
)
T cd (x)

= δa
c δ

b
dT

cd (x) + δa
c δu∂dX

bT cd + δb
dδu∂cX

aT cd + δu2f(Xb, Xa).(2.46)

Considerandoδu2f(Xb, Xa) = 0, poisδu é muito pequeno, fica

T ′ab (x′) = δa
c δ

b
dT

cd (x) + δa
c δu∂dX

bT cd + δb
dδu∂cX

aT cd

= T ab(x) + δu
[
∂cX

aT cb + ∂dX
bT ad

]
. (2.47)

Este tensor, que sofre um arrastamento infinitesimal, pode ser expandido em série

de Taylor, logo,

T ab(x′) = T ab(x) + (x′c − xc)∂cT
ab(x) + O (2) . (2.48)

Com uso da relaç̃ao(2.39), obt́em-se

T ab(x′) = T ab(x) + δuXc∂cT
ab(x). (2.49)
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O tensorT ab(x′) é o tensor j́a emQ (próprio do campo tensorial), enquanto

T ′ab(x′) é o tensor arrastado (deP paraQ).

Fazendo agora a diferença entre o tensor já emQ com o tensor arrastado (de

P paraQ),

T ab(x′) − T ′ab (x′) =
[
T ab(x) + δuXc∂cT

ab(x)
]
−

[
δa
c δ

b
dT

cd (x) + δa
c δu∂dX

bT cd + δb
dδu∂cX

aT cd
]

,

(2.50)

e efetuando algumas simplificações,

T ab(x′) − T ′ab (x′) = δu
[
Xc∂cT

ab(x) − T cb(x)∂cX
a − T ac(x)∂cX

b
]
. (2.51)

Finalmente dividindo porδu a equaç̃ao (2.51) e tomando o limite quando

δu → 0, resultaŕa

lim
δu→0

[
T ab(x′) − T ′ab (x′)

δu

]

= Xc∂cT
ab(x)−T cb(x)∂cX

a −T ac(x)∂cX
b. (2.52)

A operaç̃aoLXT ab é a derivada de Lie, [7], [5] que representa simplesmente

o seguinte fato

LXT ab ≡ lim
δu→0

[
T ab(x′) − T ′ab (x′)

δu

]

. (2.53)

SupondoT aT b = T ab em(2.52) e (2.53), vem que

LX

(
T aT b

)
= Xc∂c

(
T aT b

)
−
(
T cT b

)
∂cX

a − (T aT c) ∂cX
b. (2.54)

Sabendo ainda que

LX

(
T aT b

)
= (LXT a) T b + T a

(
LXT b

)
,

e tamb́em que

∂c

(
T aT b

)
= (∂cT

a) T b + T a
(
∂cT

b
)
,

é fácil notar a partir de(2.54) a forma de uma derivada de Lie para um tensor

contravariante de rank 1, sendo esta

LXT a = Xb∂bT
a − T b∂bX

a. (2.55)
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Tal express̃ao pode ser escrita também com uso das derivadas covariantes, pois

LXT a = Xb∇bT
a − T b∇bX

a (2.56)

implica que

LXT a = Xb∂bT
a − T b∂bX

a +
[
XbΓb

caT
c − T bΓb

caX
c
]

, (2.57)

onde foi usada a definição de derivada covariante como segue4

∇bT
a ≡ ∂bT

a + Γb
caT

c. (2.58)

Nota-se tamb́em sem dificuldade (para um espaço sem torção)5 que

[
XbΓb

caT
c − T bΓb

caX
c
]

= 0, (2.59)

Em resumo, a derivada de Lie pode ser escrita em termos da derivada covariante,

como segue,

LXT a = Xb∇bT
a − T b∇bX

a. (2.60)

2.5 Tensor de Riemann

O tensor de Riemann ocupa um lugar especial no desenvolvimento da teoria da

Relatividade Geral, pois este tensor dá uma indicaç̃ao das propriedades geométricas

do espaço [9]. Conforme a definição de derivaç̃ao covariante,

∇bT
a ≡ ∂bT

a + Γb
caT

c, (2.61)

é posśıvel escrever a seguinte relação6:

∇c∇dX
a −∇d∇cX

a ≡ f(Xa). (2.62)

4O śımboloΓb
ca é chamado conexão e ñaoé um tensor.

5Onde o tensor de torçãoéT a
bc = 0, lembrando queT a

bc ≡ Γa
bc − Γa

cb
6Uma motivaç̃ao para estudar tal igualdadeé a famosa relação∂a∂bg−∂b∂ag = 0 que expressa

a homogeneidade da funçãog.
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Explorando agora as propriedades def(Xa) com aux́ılio de (2.61), a seguinte

igualdade pode ser obtida

f(Xa) = ∂cΓ
a
bdX

b − ∂dΓ
a
bcX

b + Γa
ecΓ

e
bdX

b − Γa
edΓ

e
bcX

b +

+ [Γe
cd − Γe

dc]
[
∂eX

a + Γa
beX

b
]
+ [Γa

ec∂d − Γa
ed∂c] X

e.
︸ ︷︷ ︸

(2.63)

O termo destacado por uma chave em(2.63) é facilmente identificado como nulo,

e os demais termos sublinhados compõem o denominado tensor de Riemann7,

assim definido:

Ra
bcd ≡ ∂cΓ

a
bd − ∂dΓ

a
bc + Γe

bdΓ
a
ec − Γe

bcΓ
a
ed. (2.64)

Agora a forma final da equação (2.62) seŕa facilmente escrita com uso de

(2.63) e (2.64), tal que

∇c∇dX
a −∇d∇cX

a = Ra
bcdX

b + [Γe
cd − Γe

dc]
[
∂eX

a + Γa
beX

b
]
, (2.65)

ou ent̃ao

∇c∇dX
a −∇d∇cX

a = Ra
bcdX

b + [Γe
cd − Γe

dc]∇eX
a. (2.66)

Ora, para um espaço sem torçãoT e
cd ≡ [Γe

cd − Γe
dc] = 0, e neste caso a forma final

de(2.66) ficaŕa apenas

∇c∇dX
a −∇d∇cX

a = Ra
bcdX

b. (2.67)

7Em homenagem ao matemático alem̃ao Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866).
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Caṕıtulo 3

Equações de Einstein

3.1 Introdução

No nosso cotidiano o uso da geometria euclidiana se mostra eficaz, pois a maio-

ria dos fenomenos com os quais nos deparamos envolvem relações de medida

em linha reta: a trena, por exemplo, queé um objeto utilizado para medições de

dist̂ancia nos passa a impressão de que a menor distância entre dois pontosé uma

linha reta; mas será que istóe verdade sempre? Neste capı́tulo veremos que ou-

tras geometrias que não a euclidiana podem se apresentar mais interessantes em

determinados contextos. O estudo sistematizado destas geometrias, especifica-

mente associado ao estudo das interacões gravitacionais, conduz naturalmente a

uma teoria geoḿetrica da gravitaç̃ao descrita pelas equações de Einstein [9].

3.2 Movimento de sat́elites e corpos

Quando dois objetos próximos um do outro s̃ao abandonados na superfı́cie do

nosso planeta, a partir de um pequena altura, a trajetória destes assemelha-se a

duas linhas retas paralelas.

É conhecido o fato dos objetos cairem na superfı́cie terrestre devido ao campo

gravitacional proporcionado pela grande diferença entrea massa da Terra e dos
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objetos em questão.

Um sat́elite orbitando em torno da Terra assim como a Lua ou um satélite

artificial s̃ao exemplos de movimento cujas trajetórias ñao s̃ao linhas retas e sim

linhas curvas; notadamente os satélites ñao saem dáorbita terrestre por estarem

acoplados gravitacionalmenteà mesma, ou seja, existe um campo gravitacional

gerado pela massa da Terra.

Os planetas e outros corpos celestes orbitam seguindo trajetórias curvas, con-

forme indica a figura abaixo, por estarem acoplados gravitacionalmente ao Sol

devidoà massa deste (veja Figura 3.1)1.

Figura 3.1: Os planetas no sistema solar não se movem em linha reta, então pode-

se imaginar que a linha natural na qual o planeta se move poderia ser melhor

descrita numa geometria não-euclidiana.

Seguindo este raciocı́nio: o sistema solar gira em torno do centro da nossa

gaĺaxia, que gira em torno do centro de um aglomerado de galáxias, etc. De

fato, existem trajet́orias que s̃ao linhas curvas associadas ao movimento dos cor-

pos acoplados gravitacionalmente devido a presença de um campo gerado pela

distribuiç̃ao de mat́eria.

Em śıntese:

Matéria→ Campo Gravitacional→ Trajet́orias dos corpos acoplados.

1Figura dispońıvel em http://www.pgie.ufrgs.br/portalead/oei/solar/solarsys.jpg
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3.3 Geod́esicas

A trajetória descrita naturalmente por um corpo assim como a Lua se movendo

em torno da Terra, pode ser interpretada, num sentido mais geométrico, como

uma linha curva.

É fácil imaginar que escolhendo duas posições distintas da Lua se movendo

em torno da Terra a menor distância entre dois pontos não seŕa uma linha reta.

Este tipo de geometriáe ñao-euclidiana2. Num espaço curvo assim como a

superf́ıcie do globo terrestre, onde a menor distância entre dois pontos sobre esta

superf́ıcie é ligada por uma linha curva denominada geodésica, define-se uma

geometria chamada riemanniana (veja Figura 3.2)3.

Figura 3.2: As linhas naturais de movimento sobre um globo são curvas; uma

formiga por exemplo ao caminhar sobre uma maçã percebe este tipo de trajetória.

Fisicamente as geodésicas s̃ao importantes pois tornam possı́vel uma teoria

da gravitaç̃ao bem mais geoḿetrica. Ao assumir que uma grande massaé re-

sponśavel, por exemplo, por um movimento em uma geodésica [9], a id́eia de

força mudando o corpo de direção em cada ponto pode ser substituı́da. Em seu

lugaré posśıvel dizer que“massa gera geometria”, ou seja, a presença de mat́eria

2Na geometria euclidiana a menor distância entre dois pontośe uma reta.
3Figura dispońıvel em http://en.wikipedia.org/wiki/Image:Sphericaltriangle.svg
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torna o espaço curvo (veja a figura 3.3)4. Assim, ao inv́es de:

Matéria→ Campo Gravitacional→ Trajet́orias dos corpos acoplados,

obt́em-se que

Matéria→ Geod́esicas.

Figura 3.3: As trajet́orias posśıveis num espaço curvo são dadas pelas linhas cur-

vas naturais dessa região deformada do espaço.

Esta nova vis̃ao geoḿetrica, por estar associada ao cálculo tensorial com co-

ordenadas curvilı́neas generalizadas, permite descrever as leis da Fı́sica de forma

invariante sob transformações de coordenadas [5].

Assim como a aceleração pode ser descrita pela relação mateḿatica
(

d2

dt2

)

x ≡
a, é posśıvel definir uma aceleração relativa entre duas geodésicas como5:

(
D2

Dτ 2

)

ηc = Xα∇α

(
Xβ∇βηc

)
, (3.1)

4Figura dispońıvel em http://pt.wikipedia.org/wiki/Imagem:Geodesiques.png
5Dois corpos muito pŕoximos, abandonados simultaneamente de uma certa altura emrelaç̃ao

ao solo, enquanto caem experimentam tal aceleração entre si. Aĺem deste fato as geodésicas muito

próximas implicam no anulamento da derivada de Lie [9].
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E para geod́esicas de dois corpos muito próximos a derivada de Lie fica

0 = Xb∇bT
a − T b∇bX

a, (3.2)

ou

Xb∇bT
a = T b∇bX

a. (3.3)

Substituindo(3.3) em(3.1), segue que
(

D2

Dτ 2

)

ηc = Xα∇α

(
ηβ∇βXc

)

= Xα
(
∇αηβ∇βXc + ηβ∇α∇βXc

)

= Xα∇αηβ∇βXc + Xαηβ∇α∇βXc. (3.4)

Lembrando de(2.67) queé posśıvel substituir∇α∇βXc = ∇β∇αXc+Rc
bαβXb

em(3.4), ent̃ao,
(

D2

Dτ 2

)

ηc = Xα∇αηβ∇βXc + Xαηβ
(
∇β∇αXc + Rc

bαβXb
)

= Xα∇αηβ∇βXc + Xαηβ∇β∇αXc + XαηβRc
bαβXb

= ηα∇α

(
Xβ∇βXc

)
+ XαηβRc

bαβXb. (3.5)

Desde que o vetor tangenteà geod́esica seja

Xβ∇βXc = 0, (3.6)

segue finalmente que
(

D2

Dτ 2

)

ηa = Ra
bcdX

bXcηd. (3.7)

Esta equaç̃ao descreve o fato de que o desvio entre as geodésicaśe um efeito da

curvatura do espaço-tempo.

3.4 As equaç̃oes de Einstein

A gravidade estudada por Newton pode ser descrita por duas equaç̃oes, a primeira

delas descreve o caminho de uma partı́cula atrav́es do espaço. Se uma partı́cula
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se move atrav́es dum campo gravitacional com potêncialφ, ent̃ao a segunda lei de

Newton traz
~F = m~a = −m~∇φ, (3.8)

simplificando e escrevendo a aceleração como segunda derivada da posição em

relaç̃ao ao tempo, vem
d2~x

dt2
= −~∇φ. (3.9)

Esta equaç̃ao descreve o comportamento de uma partı́cula em respostàa presença

de campo gravitacional ée ańalogaà equaç̃ao de desvio das geodésicas
(

D2

Dτ 2

)

ηa = Ra
bcdu

bucηd. (3.10)

Considerando agora a equação de Poisson, que descreve a maneira da massa

atuar como uma fonte de campo gravitacional, tal que

∇2φ = 4πGρ. (3.11)

O tensor de RiemannRa
bcd dá uma indicaç̃ao da curvatura do espaço, pois

dependendo somente deΓa
bc e de sua derivadas fica claro que para um espaço

plano os componentes degab sendo escritos em coordenadas retilı́neas implicam

no anulamento dosΓa
bc; conseq̈uentementeRa

bcd = 0. Com uso das relações

Γa
bc =

1

2
gad (∂dgbc + ∂bgcd − ∂cgdb) , (3.12)

e

Ra
bcd = ∂cΓ

a
bd − ∂dΓ

a
bc + Γe

bdΓ
a
ec − Γe

bcΓ
a
ed, (3.13)

é not́avel que o tensor de cuvatura está associadòa derivada segunda da métrica

[9]. Podemos considerar a métrica como um ańalogo ao pot̂encial da teoria new-

toniana da gravitaç̃ao e, assim, termos envolvendo o tensor de curvatura deverão

aparecer no lado esquerdo da equação.

Assim como a equação ∇2φ = 4πGρ relaciona o traço de∇i∇jφ com a

densidade de matéria, naturalmente, espera-se que o traço do tensor de curvatura
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(
δc
dR

d
abc

)
denominado tensor de Ricci esteja associado então com o tensor energia-

momento6. Ent̃ao

Rab ∝ Tab, (3.14)

e isto tamb́em pode ser interpretado como a seguinte afirmação:

[a curvatura do espaço-tempoé gerada pela presença de matéria-energia.]

Uma importante lei de conservação do tensorT ab [5] é dada pela relação

∇bT
ab = 0, (3.15)

associada com a conservação de energia e de momento. Mas considerando(3.15)

é posśıvel notar que

∇bR
ab 6= 0 . (3.16)

Ent̃ao para respeitar(3.15) é necesśario acrescentar um termo em(3.14),

gerando um novo tensor, denominado tensor de Einstein7:

Gab = Rab −
1

2
gabR. (3.17)

Agora, com todas as exigências satisfeitas, a equação de Einstein toma sua

forma final:

Gab ∝ Tab, (3.18)

ou

Gab = κTab. (3.19)

A constanteκ pode ser definida tal queκ ≡ −8πG recupera os resultados no

limite da teoria de gravitação newtoniana. Finalmenteé posśıvel escrever

Rab −
1

2
gabR = −8πGTab. (3.20)

6Na teoria da relatividade especial massa e energia são equivalentes; para incorporar esta idéia

nesta nova teoria da gravitaçãoé posśıvel propor um tensor que envolva todas as formas de massa-

energia, estée o tensor denominado tensor energia-momento.
7O termo que foi acrescentado para obter o tensor de Einstein veio da seguinte relação

∇aRab = 1

2
gab∇aR que vem das relações de permutação do tensor de Riemann (identidades

de Bianchi):∇aRdebc + ∇cRdeab + ∇bRdeca = 0.
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Einstein, inicialmente ñao satisfeito com a din̂amica prevista para o universo

proposta por estas equações, adicionou um termo chamado constante cosmológica8,

cuja funç̃ao seria manter o universo estático; pela inclus̃ao deste termo obtém-se

que

Rab −
1

2
Rgab − Λgab = −8πGTab,

recentemente observações indicam um tipo de energia do vácuo atuando no uni-

verso, e esta energia pode, ao menos em princı́pio, ser associadàa constante cos-

mológica.

8O próprio Einstein logo aṕos as observações de Hubble teria considerado esta atitude o maior

erro de sua vida.
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Caṕıtulo 4

Equação de Friedmann

4.1 Introdução

Usando agora as equações de Einstein associadas com a métrica de Friedmann-

Lemâıtre-Robertson-Walker (FLRW), lembrando que tal métrica inclui condiç̃oes

de homogeneidade e isotropia [4], torna-se possı́vel obter as equações de Fried-

mann.

4.2 Lei de Hubble

Em 1929, o astr̂onomo norte-americano Edwin Hubble, pioneiro em pesquisas

na área da astronomia extragaláctica, notou que quase todas as galáxias por ele

observadas se afastavam da nossa galáxia. Isto implica em dizer que o universo

est́a se expandindo (veja a figura 4.1)1.

1Figura dispońıvel em: http://www.answers.com/topic/big-bang-theory
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Figura 4.1: Universo em expansão.

Para completar, Hubble observou a seguinte lei: quanto maisdistante estiver

uma gaĺaxia, mais rapidamente ela se afasta de nós, ou seja, a lei de Hubble,

~v = H
︸︷︷︸

ȧ
a

~r, , (4.1)

é o suporte observacional da cosmologia moderna.

A lei de Hubble, quée uma lei emṕırica, pode ser deduzida levando em conta

a seguinte funç̃ao para o raio,

r(t) = a(t)r0, (4.2)

ondea(t) é denominado fator de escala [10].

4.3 Métrica de Friedmann-Lemâıtre-Robertson-Wal-

ker (FLRW)

A teoria da relatividade geral de Einstein deve ser utilizada para exlicar a expansão

do universo. O elemento de linha para um universo homogêneo e isotŕopico em
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expans̃aoé dado pela seguinte relação [4], [11],

ds2 = dt2 − a2(t)

[
dr2

1 − kr2
+ r2

(
dθ2 + sin2 θdφ2

)
]

, (4.3)

e tal relaç̃ao tamb́em recebe o nome de métrica de FLRW.

4.4 Tensor energia-momento

Um fluido perfeitoé caracterizado por três quantidades, uma 4-velocidadeua =
dxa

dτ
, um campo de densidadesρ0 = ρ0(x) e um campo de pressãop = p(x). No

limite quandop se anula, um fluido perfeito se reduz para poeira. Isto sugereque

o tensor energia-momento para um fluido perfeito seja da forma [4], [5], [8], [9],

[11]

T ab = ρ0u
aub + pSab, (4.4)

para um tensor siḿetrico Sab. Os únicos tensores de ordem 2 associados com

fluido s̃aouaube a ḿetricagab, e ent̃ao a proposta mais naturalé uma combinaç̃ao

linear destes, logo

Sab = λuaub + µgab. (4.5)

Com uso de(4.5) e (4.4) decorre que

T ab = (ρ0 + p) uaub + pgab, (4.6)

paraµ = 1 eλ = 1.

De forma ańaloga define-se a forma covariante do tensor energia-momento

Tab = (ρ + p) uaub + pgab, (4.7)

ondeu0u0 = 1, u1u1 = u2u2 = u3u3 = 0

Com uso da ḿetrica FLRWé posśıvel escrever o tensor ḿetricogab, partindo

da relaç̃ao

ds2 = gab(x)
[
dxadxb

]
, a, b = {0...3} , (4.8)
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A representaç̃ao matricial se torna conveniente para o tensor métrico tal que

gab=








g00 g01 g02 g03

g10 g11 g12 g13

g20 g21 g22 g23

g30 g31 g32 g33








. (4.9)

Para que a equação (4.8) represente a equação (4.3) é necesśario quea = b, ou

seja

ds2 = g00

(
dx0
)2

+ g11

(
dx1
)2

+ g22

(
dx2
)2

+ g33

(
dx3
)2

, (4.10)

e isto equivale a dizer que somente os componentes da diagonal principal ser̃ao

não-nulos. Deste modo a matriz(4.9) ficaŕa sendo apenas

gab=








g00 0 0 0

0 g11 0 0

0 0 g22 0

0 0 0 g33








. (4.11)

Por comparaç̃ao entre(4.10) e (4.3) segue finalmente que

gab=








1 0 0 0

0 −a2 (1 − kr2)
−1

0 0

0 0 −a2r2 0

0 0 0 −a2r2 sin2 θ








. (4.12)

Conhecendo o tensor métrico é posśıvel determinar a conexão Γa
bc usando

(2.35), por conseguinte obter os tensoresRa
bcd (tensor de Riemann) eRab(tensor

de Ricci).É posśıvel obter tamb́em o escalar de curvaturaR, pois2 R ≡ gabRab.

Assim sendo a representação matricial ajuda a organizar estes vários resulta-

dos:

Γa
bc =

{
Γ0

bc, Γ
1
bc, Γ

2
bc, Γ

3
bc

}
, (4.13)

2Veja o exerćıcio (6.31) da refer̂encia [5].
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Γ0
bc =








0 0 0 0

0 aȧ (1 − kr2)
−1

0 0

0 0 aȧr2 0

0 0 0 aȧr2 sin2 θ








, (4.14)

Γ1
bc =








0 ȧa−1 0 0

ȧa−1 kf(r, k)−1 0 0

0 0 f(r, k) 0

0 0 0 f(r, k) sin2 θ








, (4.15)

ondef(r, k) ≡ −r (1 − kr2) ,

Γ2
bc =








0 0 ȧa−1 0

0 0 r−1 0

ȧa−1 r−1 0 0

0 0 0 − sin θ cos θ








, (4.16)

Γ3
bc =








0 0 0 ȧa−1

0 0 0 r−1

0 0 r−2 cot θ

ȧa−1 r−1 cot θ 0








. (4.17)

O escalar de Ricci será dado pelo produto matricial

R =








g00 0 0 0

0 g11 0 0

0 0 g22 0

0 0 0 g33















R00 R01 R02 R03

R10 R11 R12 R13

R20 R21 R22 R23

R30 R31 R32 R33








, (4.18)

logo,

R = g00R00 + g11R11 + g22R22 + g33R33, (4.19)

e fica ent̃ao evidente que os componentes do tensor de Ricci necessários para obter
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o escalar de Ricci são apenas aqueles cujos valoresa e b sejam id̂enticos. Ent̃ao:

δb
aRab =








R00 0 0 0

0 R11 0 0

0 0 R22 0

0 0 0 R33








=









3äa−1 0 0 0

0
(aä+2ȧ2+2k)

(1−kr2)
0 0

0 0 f(a, ä) 0

0 0 0 f(a, ä) sin2 θ









, (4.20)

ondef(a, ä) ≡ r2 (aä + 2ȧ2 + 2k). Finalmente, usando o tensor de Ricci de

(4.20), o tensor ḿetrico de(4.12), e lembrando quegab = 1
gab

, o escalar de Ricci

fica

R =
6

a2

(
aä + ȧ2 + k

)
. (4.21)

4.5 A equaç̃ao de Friedmann

Calculando os tensoresGab eTab obt́em-se que

Gab =








−3 (ȧ2 + k) a−2 + Λ 0 0 0

0 f(ä,ȧ, a)g11 0 0

0 0 f(ä,ȧ, a)g22 0

0 0 0 f(ä,ȧ, a)g33








,

(4.22)

sendof(ä,ȧ, a) ≡ [2äa−1 + (ȧ2 + k) a−2 − Λ], e

Tab =








ρ 0 0 0

0 pg11 0 0

0 0 pg22 0

0 0 0 pg33








. (4.23)

Relembrando que

Gab = −8πGTab, (4.24)
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é posśıvel ent̃ao reconhecer apenas 2 soluçoes distintas com uso de(4.22)...(4.24).

A primeira destas soluções recebe o nome equação de Friedmann, obtida para o

casoa = b = 0, logo,

G00 = −8πGT00, (4.25)

ou seja,

−3
(
ȧ2 + k

)
a−2 + Λ = −8πGρ, (4.26)

que pode ser reescrita como
(

ȧ

a

)2

+
k

a2
=

8πG

3
ρ +

Λ

3
. (4.27)

A outra soluç̃ao distinta seŕa paraa = b = i, sendoi = {1, 2, 3}, e segue que

Gii = −8πGTii, (4.28)

ent̃ao,

f(ä,ȧ, a)gii = −8πGpgii, (4.29)

e finalmente obt́em-se que

2ä

a
+

(
ȧ2

a2
+

k

a2

)

= −8πGp + Λ. (4.30)

Combinando as equações(4.27) e (4.30) o seguinte resultadóe encontrado:

ä

a
=

Λ

3
− 4

3
πG (ρ + 3p) . (4.31)

As equaç̃oes(4.27) e (4.31) são as famosas equações de Friedmann que des-

crevem a evoluç̃ao temporal do fator de escala devidoà expans̃ao espacial do

universo.

A constantek que aparece na equação (4.27) est́a diretamente ligadàa cur-

vatura do espaço-tempo. O parâmetro de curvatura,k, é um ńumero que pode

assumir tr̂es valores discretos:k = 0 se o universóe espacialmente plano,k = −1

se o universo tem curvatura espacial negativa ek = +1 se a curvatura do universo

for positiva [4], [12].

De acordo com a curvatura do universo, podemos ter três formas geoḿetricas

diferentes para o universo (veja a figura 4.2)3.
3Figura dispońıvel em http://map.gsfc.nasa.gov/m-uni-101shape.html
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Figura 4.2: Universo esférico (com curvatura positiva), universo hiperbólico (com

curvatura negativa) ou ainda um universo plano (com curvatura nula).
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Caṕıtulo 5

Modelos cosmoĺogicos

5.1 Introdução

Uma maneira bastante geral de descrever o universo consisteem acoplar uma

equaç̃ao de estado (que relaciona pressão e densidade de energia), juntamente

com a equaç̃ao de Friedmann [12], [13].

Atualmente existe a necessidade de considerar um componente ex́otico extra

no universo: a energia escura [3], que geralmenteé representada pela constante

cosmoĺogica [14], [15], [16], mas que pode estar ligada a outros modelos cos-

mológicos [17], [18], [19], [20], [21], [22].

Como motivaç̃ao para o uso de uma equação de estado ñao-linear, mostramos

que a equaç̃ao de um oscilador amortecido possuidor de um termo de antiatrito

(favoŕavel ao aumento da velocidade de expansão) e uma equação de estado ñao

linear descrevem um cenário de expans̃ao acelerada, no qual a energia escura e o

antiatrito possuem funções equivalentes [6].

5.2 Modelo com equaç̃ao não-linear

• Equaç̃ao de conservação de energia:

ρ̇ + 3H (ρ + p) = 0 ; (5.1)
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• Equaç̃ao de estado ñao-linear:

p = (γ − 1)ρ + f(ρ) ; (5.2)

• Equaç̃ao de Friedmann:

H2 +
k

a2
=

8π

3
ρ , (5.3)

onde

H ≡ ȧ

a
⇒ Ḣ =

ä

a
−
(

ȧ

a

)2

. (5.4)

Aplicando a derivada temporal na equação de Friedmann e manipulando alge-

bricamente atrav́es das equações (5.1) a (5.4) obtem-se [23]

Ḣ +
3γ

2
H2 +

k

a2

(
3γ

2
− 1

)

= −4πf (ρ) . (5.5)

Substituindo os valores da equação (5.4) na equação (5.5), vem que

ä

a
−
(

ȧ

a

)2

+
3γ

2

(
ȧ

a

)2

+
k

a2

(
3γ

2
− 1

)

= −4πf (ρ) . (5.6)

Agora, paraγ 6= 0 essa equação pode ser escrita como

d2

dt2

(

a
3γ
2

)

+ k
3γ

2

(
3γ

2
− 1

)

a
3γ
2
−2 = −6πγa

3γ
2 f (ρ) , (5.7)

enquanto que paraγ = 0 a equaç̃aoé

d2

dt2
(ln a) − k

a2
= −4πf (ρ) . (5.8)

5.3 A equaç̃ao de um oscilador amortecido

Pode-se escrever a equação de um oscilador amortecido, além da forma cos-

tumeira, com uma constante adicional ligadaà velocidade. Assim tanto forças

dissipativas serão descritas quanto forças ligadas com o aumento das oscilações.
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Para um oscilador harm̂onico amortecido comum tem-se a ação de uma força

restauradora do tipoFr = −mDx, junto com a força de atrito, amortecedora, de-

pendente da velocidade,Fat = −mCẋ. Ent̃ao, usando a segunda lei de Newton,

pode-se escrever

ẍ + Cẋ + Dx = 0 . (5.9)

Essa equaç̃ao pode ser reescrita como

ẍ + (C1 − C2) ẋ + Dx = 0 . (5.10)

As forças de anti-atrito serão dominantes em relaçãoàs forças dissipativas sempre

queC < 0, ou seja,C1 < C2.

A soluç̃ao da equaç̃ao para o oscilador amortecidoé sempre do tipo

x (t) = e−
C
2

t

[

Aet

√

C2

4
−D + Be−t

√

C2

4
−D

]

, (5.11)

ou, no caso deC
2

4
− D = 0,

x (t) = e−
C
2

t [At + B] , (5.12)

ondeA eB são constantes. Na mecânica cĺassica, usualmente a quantidadeC2

4
−D

é negativa, de modo que as exponenciais que aparecem na soluc¸ão acima podem

ser convertidas em funções seno e cosseno. Entretanto, pode-se imaginar casos

em queC2

4
− D é uma quantidade absolutamente positiva, ou seja, nesses casos

não h́a oscilaç̃ao e o sistema cresce indefinidamente.

5.4 O fator de escala e o oscilador amortecido

Para que as equações que governam a evolução do fator de escala sejam seme-

lhantesà de um oscilador harm̂onico amortecidóe necesśario que se tenha, para

γ 6= 0,

f (ρ) = αH + β , (5.13)

ou, paraγ = 0,

f (ρ) = αH + β ln a , (5.14)
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ondeα eβ são constantes de proporcionalidade. Assim, tem-se, paraγ 6= 0,

d2

dt2

(

a
3γ
2

)

+ 4πα
d

dt

(

a
3γ
2

)

+ 6πβγa
3γ
2 = −k

3γ

2

(
3γ

2
− 1

)

a
3γ
2
−2 , (5.15)

ou, no caso deγ = 0,

d2

dt2
(ln a) + 4πα

d

dt
(ln a) + 4πβ (ln a) =

k

a2
. (5.16)

Se a curvatura for nula (k = 0) essas equações s̃ao as mesmas de um oscilador

harm̂onico amortecido.

Pode-se então esperar que para um universo onde o anti-atrito (que na ocasião

representa a energia escura) seja dominanteα < 0.

Usando as equações (5.2), (5.3) e (5.13) pode-se escrever que, paraγ 6= 0,

p =
3

8π
(γ − 1)

(

H2 +
k

a2

)

+ αH + β , (5.17)

enquanto que, usando as equações (5.2), (5.3) e (5.14), pode-se notar que para

γ = 0 vale

p = − 3

8π

(

H2 +
k

a2

)

+ αH + β ln a . (5.18)

Seα < 0 isso significa que a pressão do fluido cosmológico tem ao menos um

termo negativo, que pode ser dominante sob certas condições. Press̃ao negativa

é algo incomum na fı́sica cĺassica, Newtoniana, masé uma propriedade esperada

para a ‘energia escura’.

Os casos mais simples de se analisar são sempre aqueles em que não h́a cur-

vatura (k = 0). Além disso deve-se sempre lembrar que o universo está ex-

pandindo de forma acelerada, ou seja, as soluções obtidas para o fator de escala

devem ser funç̃oes que crescem de forma acelerada.

5.5 Soluç̃oes para o fator de escala

Usando a soluç̃ao da equaç̃ao para o oscilador amortecido, tem-se que o fator de

escala obedece as equações

a
3γ
2 (t) = e−2παt

[

Aet
√

4π2α2−6πβγ + Be−t
√

4π2α2−6πβγ
]

, (5.19)
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ou, no caso de4π2α2 − 6πβγ = 0,

a
3γ
2 (t) = e−2παt [At + B] , (5.20)

paraγ 6= 0, e

a (t) = exp
{

e−2παt
[

Aet
√

4π2α2−4πβ + Be−t
√

4π2α2−4πβ
]}

, (5.21)

ou, no caso de4π2α2 − 4πβ = 0,

a (t) = exp
{
e−2παt [At + B]

}
. (5.22)

Um exemplo de um caso particular de equação de estado que fornece tal tipo

de soluç̃aoé

p = (γ − 1) ρ − Mρ1/2 , (5.23)

ondeM > 0 é uma constante. Nesse caso, quandok = 0 tem-se, usando a

equaç̃ao de Friedmann, que

f (ρ) = −H

√

3M2

8π
, (5.24)

e, assim,

α = −
√

3M2

8π
, β = 0 , (5.25)

de modo que, seγ 6= 0,

a
3γ
2 (t) = A + Bet

√
6πM2

, (5.26)

e, seγ = 0,

a (t) = exp
{

A + Bet
√

6πM2
}

. (5.27)
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Figura 5.1: Gŕafico mostrando o comportamento do fator de escalaa em funç̃ao

do tempot para a equaç̃ao (5.26), comγ = 4/3, eB = −A = 1.

5.6 O ǵas de Chaplygin

Um modelo bastante encontrado na literatura como tentativade descrever um flu-

ido cosmoĺogico com equaç̃ao de estado ñao-linearé o do ǵas de Chaplygin, que

pode ser encontrado em uma série de variaç̃oes [24]–[33], seja com dois, três ou

quatro par̂ametros livres. Tal ǵas poderia, ao menos em princı́pio, representar

um universo que passou por uma fase com predominância de mat́eria para depois

chegar a uma fase com predominância de uma energia escura.

Modelo Equação básica

Gás de Chaplygin original p = −A/ρ

Gás de Chaplygin generalizado p = −Aρ−µ

Gás de Chaplygin modificado p = (γ − 1) ρ − Mρ−µ

Novo modelo de ǵas de Chaplygin modificadop = (γ − 1) ρ − Mρ−µa−ν
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5.7 O novo modelo de ǵas de Chaplygin modificado

(NMCG)

O novo modelo de ǵas de Chaplygin modificado (NMCG)é representado pela

seguinte equação de estado ñao-linear [34]:

p = (γ − 1) ρ − Ma−νρ−µ , (5.28)

que quando associada com conservação de energia produz o seguinte resultado

d
[(

ρa3γ
)1+µ

]

= 3M (1 + µ) a3γ(1+µ)−ν−1da , (5.29)

ou, de maneira equivalente, para1 3γ (1 + µ) 6= ν eµ 6= −1,

ρ =
[
Aa−ν + (B − A) a−3γ(1+µ)

] 1

1+µ , (5.30)

ondeA ≡ 3M (1 + µ) [3γ (1 + µ) − ν]−1 eB ≡ ρ1+µ
0 . Entretanto, neste caso,temos

que

w =
p

ρ
= γ − 1 − Ma−νρ−(1+µ) = γ − 1 −

M
A

1 +
(

B−A
A

)
aν−3γ(1+µ)

(5.31)

e

v2 =
∂p

∂ρ
= (γ − 1) (1 + µ) − µw +

ν

3

(

1 − γ

1 + w

)

. (5.32)

A equaç̃ao de Friedmann, neste caso, será

H2 +
k

a2
=

8π

3

[
Aa−ν + (B − A) a−3γ(1+µ)

] 1

1+µ . (5.33)

1Para3γ (1 + µ) = ν temos

ρ = a−
ν

1+µ

[

ρ
1+µ
0 + 3M (1 + µ) ln a

] 1
1+µ

.

38



5.8 Comparaç̃ao com outros modelos

É bastante interessante neste estágio comparar o NMCG com o modelo de um

universo oscilante apresentado por Martin Bojowald [35], assim como fizemos

anteriormente, comparando um modelo de equação de estado ñao-linear com o

modelo de um oscilador possuidor de termo antiatrito.

A equaç̃ao de Friedmann aparece como

H2 = Aosca
−6
(
1 − Bosca

4xosc−4
)

, (5.34)

ondeAosc, Bosc e xosc são constantes. Tal resultado pode ser reproduzido pelo

NMCG em um espaço plano com uso deµ = 0, γ = 2 e ν = 10 − 4xosc. Ent̃ao

temos

ρ =

(

ρ0 +
M

γx − 2

)

a−6

[

1 − Ma−3(γx−2)

ρ0 (γx − 2) + M

]

, (5.35)

e

H2 =
8π

3

(

ρ0 +
M

γx − 2

)

a−6

[

1 − Ma−3(γx−2)

ρ0 (γx − 2) + M

]

, (5.36)

comAosc = 8π
3

(

ρ0 + M
γx−2

)

eBosc = M
ρ0(γx−2)+M

. Para alguns valores do parâmetro

γx (definido na relaç̃aoν ≡ 3γx (µ + 1)) essa equação possui resultados exatos.

Por exemplo, se escolhermosγx = 2/3, teremos

H2 = 2π

(
4ρ0

3
− M

)

a−6

[

1 − Ma4

M − 4ρ0

3

]

, (5.37)

cujas soluç̃oes s̃ao dadas pelas equações paraḿetricas

a =

(
4ρ0

3M
− 1

) 1

4

sinh
1

2

[

(8πM)
1

2 η
]

, (5.38)

e

t =

(
4ρ0

3M
− 1

) 1

4

(8πM)−
1

2

[

F

(

α,

√
2

2

)

− 2E

(

α,

√
2

2

)]

+

(2πM)−
1

2 sinh
1

2

[

(8πM)
1

2 η
] cosh

[

(8πM)
1

2 η
]

1 + sinh
[

(8πM)
1

2 η
] , (5.39)
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ondecos α =
1−sinh

[

(8πM)
1
2 η
]

1+sinh
[

(8πM)
1
2 η
] , e F (α, k) e E (α, k) são as integrais elı́pticas de

primeira e de segunda espécie respectivamente2.

Outro resultado interessanteé obtido atrav́es da escolhaγ = 4/3, γx = 1,

µ = −2 andν = −3. Ent̃ao teremos

ρ =
1

Aa3 + (B − A) a4
, (5.40)

e, por conseguinte, num universo plano a solução da equaç̃ao de Friedmanńe3

[
a

2
+

A

4 (B − A)

]
[
Aa + (B − A) a2

] 1

2 +

A2

8 (B − A)
3

2

{

arcsin

[
2a (B − A)

A
+ 1

]

− π

2

}

=

(
8π

3

) 1

2

t , (5.41)

onde foi utilizado queB < A a fim de obterw < 0 para valores dea <

(1 − B/A)−1.

2Veja a equaç̃ao 2.465.5 da referência [36].
3Veja as equaç̃oes 2.262.1 e 2.261 (comc < 0 e∆ < 0) da refer̂encia [36].
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Caṕıtulo 6

Formação de estruturas

6.1 Introdução

A formaç̃ao de estruturas pode ser modelada a partir de pequenas flutuações de

densidade; deste modo a evolução das perturbações de densidade estaria associada

com o surgimento de estruturas cósmicas. Uma maneira simples de observar tal

fato segue a abordagem encontrada na referência [13], conforme detalhamos na

seç̃ao seguinte.

6.2 Perturbações de densidade

Figura 6.1: Figura ilustrativa de uma esfera com pequena perturbaç̃ao de densi-

dade
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A densidade total da esfera,ρ, pode ser escrita como uma densidade média ρ̄

associada a uma pequena perturbação δ desta densidade ḿedia, de forma queδ

seŕa um ńumero muito pequeno,

|δ| ≪ 1, (6.1)

ou seja,

ρ = ρ̄(1 + δ). (6.2)

Podemos então calcular a força

F =
−GM∆m

R2
, (6.3)

que segue a definição

F ≡ dp

dt
= v

dM

dt
+ M

dv

dt
= v

dM

dt
+ M

dv

dt
. (6.4)

Considerando que a variação da massa da esfera seja muito pequena,

lim
dM→0

v
dM

dt
= 0, (6.5)

ent̃ao a aceleraç̃ao fica sendo

R̈ =
−G∆m

R2
, (6.6)

ou, de maneira análoga,

R̈ =
−GM

R2
. (6.7)

A relaç̃ao (6.2) traz
M

V
=

m̄

V
+

m̄

V
δ, (6.8)

de onde podemos destacar o segundo termo,

ρ̄δ =
m̄δ

V
=

∆m

V
, (6.9)

isolando∆m para substituir em (6.6), de modo que tem-se

∆m = ρ̄δ
4

3
πR3, (6.10)
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e, logo,

R̈ = − G

R2




ρ̄δ

4

3
πR3

︸ ︷︷ ︸

V




 . (6.11)

A massa total da esfera pode ser escrita como função da densidade, e, supondo

o volume aproximadamente constante, segue:

M =
4

3
πR3

0ρ̄. (6.12)

ou seja,

R0 =

(
3M

4πρ̄

)1/3

= cte. (6.13)

Conforme pode ser notado de (6.8),

M = m̄ + m̄δ, (6.14)

e deste modo,

M = ρ̄V + ρ̄V δ, (6.15)

ou ainda,

M =
4π

3
ρ̄ (1 + δ) R3. (6.16)

Ent̃ao segue que
(

3M

4πρ̄

)1/3

= (1 + δ)1/3R . (6.17)

Finalmente, com o uso de (6.13), vem que

R0 = (1 + δ)1/3R. (6.18)

IsolandoR,

R = R0(1 + δ)−1/3 , (6.19)

e expandindo(1 + δ)−1/3 em śerie de Taylor segue que

(1 + δ)−1/3 = (1 − δ

3
+ O (2)), (6.20)
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e ent̃ao

R = R0(1 + δ)−1/3 ≈ R0

(

1 − δ

3

)

. (6.21)

Finalmente,

R̈ ≈ −R0
δ̈

3
, (6.22)

e usando a aproximaçãoR0 ≈ R

R̈

R
≈
(

− δ̈

3

)

. (6.23)

Usando ent̃ao a express̃ao (6.11) em (6.22) verificamos que

δ̈ = 4πGρ̄δ. (6.24)

Considerando agora um caso um pouco mais geral

M =
4π

3
R3(t)

︸ ︷︷ ︸

V

ρ̄(t) (1 + δ(t))
︸ ︷︷ ︸

ρ

, (6.25)

ficando com a proporcionalidade e isolandoR segue que

R(t) ∝ ρ−1/3(1 + δ)−1/3 . (6.26)

Considerando também que a densidadée inversamente proporcional ao cubo do

fator de escala,

ρ(t) ∝ [a(t)]−3 , (6.27)

ent̃ao, de (6.26) e (6.27) segue que

R(t) ∝ a(1 + δ)−1/3 . (6.28)

Expandindo em śerie de Taylor o termo(1 + δ)−1/3,

(1 + δ)−1/3 = 1 − δ

3
+ O (2) , (6.29)

e truncando a śerie vem

(1 + δ)−1/3 ≈ 1 − δ

3
. (6.30)
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Substituindo (6.30) em (6.28) obtém-se imediatamente as três relaç̃oes seguintes:

R(t) ∝ a

(

1 − δ

3

)

, (6.31)

Ṙ(t) ∝ ȧ

(

1 − δ

3

)

− a
δ̇

3
, (6.32)

e

R̈(t) ∝ ä

(

1 − δ

3

)

− ȧ
δ̇

3
− a

δ̈

3
− ȧ

δ̇

3
. (6.33)

Dividindo ent̃ao (6.33) por (6.31) ficamos com

R̈(t)

R(t)
∝ ä

a
− 2

3

δ̇ȧ

a
(
1 − δ

3

) − δ̈

3
(
1 − δ

3

) . (6.34)

Levando agora em conta a seguinte expansão,
(

1 − δ

3

)−1

= 1 +
δ

3
+ O (2) , (6.35)

que ao ser truncada traz
(

1 − δ

3

)−1

≈ 1 +
δ

3
(6.36)

pode-se substituir em (6.34) para se obter

R̈(t)

R(t)
∝ ä

a
− 2

3

δ̇ȧ

a

(

1 +
δ

3

)

− δ̈

3

(

1 +
δ

3

)

, (6.37)

ou ainda,
R̈(t)

R(t)
∝ ä

a
− 2

3

δ̇ȧ

a
− 2

9

δ̇δȧ

a
− δ̈

3
− δδ̈

9
. (6.38)

Neste momentóe posśıvel notar que os termosδδ̇ e δδ̈ podem ser conhecidos

devido ao fato deδ ter sido definido previamente como uma quantidade muito

pequena. Assim,

|δ| ≪ 1 → δ2 ≈ 0, (6.39)

e, logo,
d

dt

(
δ2
)
≈ d

dt
(0) = 0, (6.40)
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ou seja,

2δδ̇ ≈ 0 → δδ̇ ≈ 0. (6.41)

Agora possúımos dois fatos,

δ2 ≈ 0, δδ̇ ≈ 0, (6.42)

que utilizaremos de maneira análoga,

d2

dt2
(
δ2
)
≈ 0 ≈ δ̇2 + δδ̈ → −δ̇2 ≈ δδ̈ . (6.43)

Multiplicando porδ,

δ
(

−δ̇2
)

≈ δ
(

δδ̈
)

≈
(

−δδ̇
)(

δ̇
)

≈ 0, (6.44)

de onde nota-se facilmente que

δ
(

δδ̈
)

≈ 0 (6.45)

ent̃ao ouδ ≈ 0 ou δδ̈ ≈ 0. Como sabemos,δ é pequeno, mas não nulo, e ent̃ao

segue que

δδ̈ ≈ 0, (6.46)

Finalmente, com uso de (6.41) e (6.46) em (6.38), sai que

R̈(t)

R(t)
∝ ä

a
− 2

3

δ̇ȧ

a
− δ̈

3
. (6.47)

Utilizando (6.7)é posśıvel notar que

R̈ = −G
M

R2
= − G

R2
(ρV ) = −4

3
πGρ(1 + δ)R, (6.48)

de onde segue que
R̈

R
= −4

3
πGρ̄ − 4

3
πGρ̄δ . (6.49)

Com o uso de (6.47) e (6.49) vem

ä

a
− 2

3

δ̇ȧ

a
− δ̈

3
= −4

3
πGρ̄ − 4

3
πGρ̄δ , (6.50)

46



e para o caso limiteδ ≈ 0,
ä

a
= −4

3
πGρ̄, (6.51)

e, assim, de (6.51) e (6.50), encontramos

−4

3
πGρ̄ − 2

3

δ̇ȧ

a
− δ̈

3
= −4

3
πGρ̄ − 4

3
πGρ̄δ, (6.52)

ou simplesmente,

−2

3

δ̇ȧ

a
− δ̈

3
= −4

3
πGρ̄δ, (6.53)

que pode ser reescrita como

δ̈ + 2
ȧ

a
δ̇ = 4πGρ̄δ . (6.54)

6.3 Perturbações de densidade no NMCG

O estudo da evolução das perturbações de densidade no NMCG, queé o tema cen-

tral deste trabalho,́e motivado principalmente devido ao fato destas perturbações

estarem diretamente associadas com a formação de estruturas no universo.

Na seç̃ao anterior, partindo de conjecturas simples e com uso do formalismo

newtoniano obtivemos equações para a evolução das perturbações no universo.

Poŕem as conhecidas limitações da teoria newtoniana implicam diretamente na

necessidade de uma equação mais geral, vinda da relatividade geral. Para tanto,

um resumo pode ser encontrado na referência [37], para um universo definido pela

métrica de FLRW, com curvatura nula (universo plano), e nessecaso a equação

para a evoluç̃ao das perturbações de densidadée dada por

d2δ

da2
+

3

2a

(
1 − 5w + 2v2

) dδ

da
− 3δ

2a2

(
1 − 6v2 − 3w2 + 8w

)
= − k2v2

H2a4
δ . (6.55)

Para o NMCG temos que

1 − 5w + 2v2 = 1 − 5w + 2

[

(γ − 1) (1 + µ) − µw +
ν

3

(

1 − γ

1 + w

)]

= 1 + 2 (γ − 1) (1 + µ) +
2ν

3
− (5 + 2µ) w − 2ν

3

γ

1 + w
,

(6.56)
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1− 6v2 − 3w2 + 8w = 1− 6 (γ − 1) (1 + µ)− 2ν + (8 + 6µ) w− 3w2 +
2νγ

1 + w
,

(6.57)

e

1 + w = γ − C

1 − z
, (6.58)

ondeC ≡ M/A = γ − ν/ [3 (1 + µ)] e z ≡ −
(

B−A
A

)
aν−3γ(1+µ). Ent̃ao,

d2δ

da2
+

k2

H2a4

[

(γ − 1) (1 + µ) − µw +
ν

3

(

1 − γ

1 + w

)]

δ

+
3

2a

[

1 + 2 (γ − 1) (1 + µ) +
2ν

3
− (5 + 2µ) w − 2ν

3

γ

1 + w

]
dδ

da

=
3δ

2a2

[

1 − 6 (γ − 1) (1 + µ) − 2ν + (8 + 6µ) w − 3w2 +
2νγ

1 + w

]

,

(6.59)

ou, notando quea = yz−n, comy ≡
[
−B−A

A

]n
en ≡ 1/ [3γ (1 + µ) − ν],

d2δ

dz2
+

3k2n2z2n−2nxν−2

8πA2xy2−2xν (1 − z)2x

[

γ − 1 +
Cµ

1 − z
+

ν

3

1 − 2xν
3γ

z − 2xν
3γ

]

δ

−3n

2z

[

4 − 3γ − 2

3

1 + n

n
+

5 + 2µ

1 − z
C +

2ν

3

1 − 2xν
3γ

z − 2xν
3γ

]

dδ

dz

=
9n2δ

2z2

[

(2 − γ)

(

γ − 2

3

)

−
14
3

+ 2µ − 2γ

1 − z
C − C2

(1 − z)2 − 2ν

3

1 − 2xν
3γ

z − 2xν
3γ

]

,

(6.60)

ondex ≡ 1/ [2 (1 + µ)]. Reescrevendoν em termos deµ e um outro par̂ametro,
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γx, tal queν ≡ 3γx (1 + µ) = 3γx

2x
, C = γ − γx en ≡ 2x

3(γ−γx)
, obtemos então

d2δ

dz2
+

k2xz
2x
3 ( 2−3γx

γ−γx
)−2

6πA2xy2−3γx (γ − γx) (1 − z)2x

[

γ − 1

γ − γx

x +
1
2
− x

1 − z
+

γx

2γ

z − γx

γ

]

δ

−1

z

[
10
3
− 3γ

γ − γx

x − 1 +
3x + 1

1 − z
+

γx

γ

z − γx

γ

]

dδ

dz

=
2xδ

(γ − γx) z2

[

(2 − γ)
(
γ − 2

3

)

(γ − γx)
x −

8x
3

+ 1 − 2xγ

1 − z
− γ − γx

(1 − z)2x −
γx

γ

z − γx

γ

]

.

(6.61)

Uma outra maneira de escrever este resultadoé

d2δ

dz2
−
[

10x
3

− γ + γx (1 − 3x)

(γ − γx) z
+

3x + 1

1 − z
+

1

z − γx

γ

]

dδ

dz

+
k2x

6πA2xy2−3γx

[A0k (x, γ, γx) + A1k (x, γ, γx) z + A2k (x, γ, γx) z2]

z2− 2x
3 ( 2−3γx

γ−γx
) (1 − z)2x+1

(

z − γx

γ

) δ

= 2x
[A0 (x, γ, γx) + A1 (x, γ, γx) z + A2 (x, γ, γx) z2 + A3 (x, γ, γx) z3]

(γ − γx) z2 (1 − z)2
(

z − γx

γ

) δ ,

(6.62)

onde o grupo de coeficientesAjk (x, γ, γx), comj = 0, 1, 2, eAi (x, γ, γx), com

i = 0, 1, 2, 3, pode ser obtido explicitamente por comparação direta entre (6.61)

e (6.62). Estáultima formaé especialmente importante por ser a que mais se

aproxima da equação diferencial de Riemann [36].
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6.4 Casos particulares

Soluç̃oes parak = 0

O caso mais simples de todosé obtido parak = 0, para o qual a equação (6.61)

se torna

d2δ

dz2
− 1

z

[
10
3
− 3γ

γ − γx

x − 1 +
3x + 1

1 − z
+

γx

γ

z − γx

γ

]

dδ

dz

=
2xδ

(γ − γx) z2

[

(2 − γ)
(
γ − 2

3

)

(γ − γx)
x −

8x
3

+ 1 − 2xγ

1 − z
− γ − γx

(1 − z)2x −
γx

γ

z − γx

γ

]

,

(6.63)

sendo que esse caso apresenta como solução anaĺıtica uma combinaç̃ao das funç̃oes

de Heun. Tal soluç̃ao geral, no entanto,é demasiadamente extensa se escrita com

a escolha de um só par̂ametro.

As funç̃oes de Heun,

HeunG (ΘI , ΘII , ΘIII , ΘIV , ΘV , ΘV I , z) = f (z) , (6.64)

são em geral, soluç̃oes da equação diferencial

d2

dz2
f(z) +

[
(−ΘIII − ΘIV − 1) z2 d

dz
f(z) − ΘIV ΘI

d
dz

f(z) − (ΘIIIΘIV − ΘII)f(z)
]

z (z − 1) (−z + ΘI)

+

[
((ΘV I + ΘV )ΘI − ΘV I + ΘIII + ΘIV + 1)z d

dz
f(z)

]

z(z − 1)(−z + ΘI)
= 0. (6.65)

Escolhendo agora o conjunto de parâmetros

{γ, γx, x, A,B} =

{

1,
4

3
,
1

2
, 5, 3

}

(6.66)

uma soluç̃ao geraĺe

δ(z) =
(3z − 4)2

z2

C1HeunG
(
−1

3
, 0,−2, 1

2
, 1

2
,−4, 1 − z

)

(z − 1)

+
(3z − 4)2

z2

C2HeunG
(
−1

3
, 13

6
,−3

2
, 1, 3

2
,−4, 1 − z

)

√
z − 1

(6.67)
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ondeC1 eC2 são constantes arbitrárias, e para este caso podemos expressar grafi-

camente a solução (ver Figura 6.4).

z
1,0 1,1 1,2 1,3 1,4

d

0,000

0,001

0,002

0,003

0,004

Figura 6.2: Gŕafico obtido numericamente para a solução (6.67), comC1 = − 1
7000

eC2 = 1
700

.

Modelos comµ = 0

Paraµ = 0 teremosx = 1/2, e o resultado dado pela equação (6.61) fica reduzido

a

d2δ

dz2
+

k2z
1

3(
2−3γx
γ−γx

)−2

24πAy2−3γx (γ − γx) (1 − z)

[

γ − 1

γ − γx

+

γx

γ

z − γx

γ

]

δ

−1

z

[
5
3
− 3

2
γ

γ − γx

− 1 +
5
2

1 − z
+

γx

γ

z − γx

γ

]

dδ

dz

=
δ

(γ − γx) z2

[

(2 − γ)
(
γ − 2

3

)

(γ − γx)

1

2
−

7
3
− γ

1 − z
− γ − γx

(1 − z)2

1

2
−

γx

γ

z − γx

γ

]

.

(6.68)
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Neste caso ñao obtivemos uma solução anaĺıtica.

Um outro caso aparentemente simplesé quando se tem simultaneamenteµ =

0 eγx = 2/3. Ent̃ao

d2δ

dz2
+

k2

24πA
(
γ − 2

3

)
z2 (1 − z)

[

γ − 1

γ − 2
3

+

2
3γ

z − 2
3γ

]

δ

−1

z

[
5
3
− 3

2
γ

γ − 2
3

− 1 +
5
2

1 − z
+

2
3γ

z − 2
3γ

]

dδ

dz

=
δ

(
γ − 2

3

)
z2

[

2 − γ

2
−

7
3
− γ

1 − z
− γ − 2

3

(1 − z)2

1

2
−

2
3γ

z − 2
3γ

]

. (6.69)

As soluç̃oes deste caso foram encontradas e são tamb́em extensas combinações

das funç̃oes de Heun.

Como um exemplo especı́fico, podemos escolherµ = 0, γ = 2/3 e γx =

−2/3. Ent̃ao obtemos

d2δ

dz2
+

1

2z

[

1 − 5

1 − z
+

2

1 + z

]
dδ

dz
+

δ

4z2

[
5

1 − z
+

2

(1 − z)2 − 3

1 + z

]

=
k2

32πAy4z (1 − z)

[
1

4
+

1

1 + z

]

δ , (6.70)

ou

d2δ

dz2
+

[
1

z
−

5
2

1 − z
− 1

1 + z

]
dδ

dz
+

δ (1 + 2z − 2z2)

z2 (1 − z)2 (1 + z)

=
k2 (z + 5)

128πAy4z (1 − z) (1 + z)
δ , (6.71)

que, pelo uso da hiṕoteseδ = z
1

2 (1 − z)−
1

2 Γ, vem

z
(
1 − z2

) d2Γ

dz2
− z (z + 5)

2

dΓ

dz
+

(3z + 1)

4z
Γ =

k2 (z + 5)

128πAy4
Γ , (6.72)

que tamb́em teve sua solução encontrada como combinações das funç̃oes de Heun.
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6.5 Exemplos com soluç̃oes anaĺıticas

Para algumas escolhas especı́ficas dos par̂ametrosµ, ν eγ da equaç̃ao que define

o novo ǵas de Chaplygin modificado algumas podem ter soluções analı́ticas mais

tradicionais (sem envolver funções de Heun) para o contraste de densidadeδ.

Obviamente, um destes casos,é obtido atrav́es da escolhaν e consequente-

menteγx igual a zero. Similarmente, podemos encontrar soluções analı́ticas,

soluç̃oes com a escolhaγ = 0, onde a equaç̃ao a ser resolvida fica sendo

d2δ

dz2
− k2xz

2x
γx

(γx− 2

3)−2

6πA2xy2−3γxγx (1 − z)2x

[
x

γx

+
1
2
− x

1 − z
− 1

2

]

δ

−1

z

[

−10x

3γx

− 2 +
3x + 1

1 − z

]
dδ

dz
= − 2xδ

γxz2

[
4x

3γx

−
8x
3

+ 1

1 − z
+

xγx

(1 − z)2 + 1

]

.

(6.73)

Um primeiro passo no sentido de obter soluções analı́ticasé usar a hiṕotese

δ = zp (1 − z)q Γ , (6.74)

que traz
dδ

dz
=

[(
p

z
− q

1 − z

)

Γ +
dΓ

dz

]

zp (1 − z)q (6.75)

e

d2δ

dz2
=

{[
p2 − p

z2
− 2pq

z (1 − z)
+

q2 − q

(1 − z)2

]

Γ +

(
2p

z
− 2q

1 − z

)
dΓ

dz

+
d2Γ

dz2

}

zp (1 − z)q . (6.76)
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Ent̃ao,

d2Γ

dz2
+

(

2p + 10x
3γx

+ 1 − 3x

z
− 2q + 3x + 1

1 − z

)

dΓ

dz

− k2xz
2x
γx

(γx− 2

3)−2

6πA2xy2−3γxγx (1 − z)2x

[
x

γx

− 1

2
+

1
2
− x

1 − z

]

Γ

+




p2 +

(
10x
3γx

− 3x
)

p + 8x2

3γ2
x
− 16x2

3γx
+ 2x2

z2
+

q2 + 3xq + 2x2

(1 − z)2



Γ

−
(2q + 3x + 1) p +

(
10x
3γx

− 3x + 1
)

q + 16x2

3γx
+ 2x

γx
− 4x2

z (1 − z)
Γ = 0 .(6.77)

Escolhendo agorap = 1
2
, q = 1, x = −1 andγx = 2/3 obtemos

d2Γ

dz2
+

[
k2A2

4π

(

−2 +
5

2z

)

−
(

3

4
+

k2A2

8π

)
1

z2

]

Γ = 0 . (6.78)

Mudando a varíavel dez to u = z/α, ondeα é uma constante, obtemos então que

d2Γ

du2
+

[
k2A2α2

4π

(

−2 +
5

2αu

)

−
(

3

4
+

k2A2

8π

)
1

u2

]

Γ = 0 . (6.79)

A escolha

α2 =
π

2k2A2
(6.80)

transforma estáultima equaç̃ao em

d2Γ

du2
+

[

−1

4
+

λ

u
+

1
4
− µ2

u2

]

Γ = 0 , (6.81)

ondeλ ≡ 5kA
8
√

2π
e µ2 = 1 + k2A2

8π
. Esteúltimo resultadóe na forma da equação

diferencial resolvida pelas funções de Whittaker [36], ou seja,

Γ (u) = c1Mλ,µ (u) + c2Mλ,−µ (u) , (6.82)

onde

Mλ,µ (u) = uµ+ 1

2 e−
u
2 Φ

(

µ − λ +
1

2
, 2µ − 1; u

)

, (6.83)

54



com

Φ (α, γ; z) = 1 +
α

γ

z

1!
+

α (α + 1)

γ (γ + 1)

z2

2!
+

α (α + 1) (α + 2)

γ (γ + 1) (γ + 2)

z3

3!
+ . . . , (6.84)

sendo a funç̃ao confluente hipergeoḿetrica. Todavia, temos, finalmente, para o

NMCG comγ = 0, µ = −3/2 eν = −1,

δ (a) =

(
1

a
1

2

− β

a
3

2

)[

c1M
− 5k̃

16
,

√

1− k̃2

16

(

− k̃β

a

)

+ c2M
− 5k̃

16
,−
√

1− k̃2

16

(

− k̃β

a

)]

,

(6.85)

ondeβ ≡ 1 + 2

3Mρ
1/2

0

e k̃ ≡ 3Mk√
2π

. Tais soluç̃oes podem ser representadas grafica-

mente (ver Figuras 6.5 e 6.5).

a
0 2 4 6 8 10

K1,0

K0,8

K0,6

K0,4

K0,2

0

0,2

0,4

0,6

Figura 6.3: Representação gŕafica de uma das soluções dadas pela equação (6.85).
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k
0,1 0,2 0,3 0,40,5 0,7 1

0,25

0,3

0,35

0,4

0,45

Figura 6.4: Representação gŕafica da segunda das soluções dadas pela equação

(6.85).

Uma outra escolha interessanteéγ = 0, γx = 2/3, ex = 1/2. Ent̃ao, obtemos

d2Γ

dz2
+

[
2p + 2

z
− 2q + 5

2

1 − z

]
dΓ

dz

+

[

p2 − p − k2

32πA

z2
+

(q + 1)
(
q + 1

2

)

(1 − z)2 − (p + 1)
(
2q + 5

2

)
+ k2

32πA

z (1 − z)

]

Γ = 0 .

(6.86)

Colocandoq = −1 ou q = −1
2

e p = 1
2

(

1 ±
√

1 − k2

8πA

)

obtemos uma equação

hipergeoḿetrica emΓ [36], [38].
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Caṕıtulo 7

Conclus̃ao

Neste trabalho a busca por soluções analı́ticas para a equação que rege as per-

tubaç̃oes de densidade no novo modelo de gás de Chaplygin modificado retornou

resultados nuḿericos e analı́ticos, sempre que escolhidos no mı́nimo um dos

par̂ametros da equação diferencial em questão.

Nossoansatzinicial foi ajustar a forma da equação diferencial para que esta

fosse semelhante a uma equação de Riemann. Porém escolhendo algumas soluções

particulares conseguimos perceber, usando computação de alta performance, que

uma classe de funções denominadas funções de Heun atende boa parte dos ca-

sos que nos propusemos a estudar. Assim, podemos demonstrarqueé posśıvel

obter funç̃oes especiais que representam as pertubações de densidade ao menos

em alguns casos.

Em especial, obtivemos soluções para um caso representado pelas funções de

Whittaker comγ = 0 e γx = 2
3
. Seria interessante para trabalhos futuros uma

ańalise mais detalhada das propriedades termodinâmicas dos flúıdos no NMCG

com objetivo de obter soluções espećıficas que representem os componentes do

universo de maior interesse, bem como comparar as funções gerais deste mode-

lo com dados experimentais, como por exemplo os obtidos parao espectro de

pot̂enciaP , queé simplesmente dado porP ∝ δ2.
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Universo.Revista USP, São Paulo, n.62, p.134-146, ago. 2004.

[21] BORGES, H. A.; CARNEIRO, S.. Friedmann cosmology with decaying

vacuum density.General Relativity and Gravitation, v.37, p.1385-1934, set.

2005.

[22] BEESHAM, Aroonkumar. Cosmological models with a variable cosmolog-

ical term and bulk viscous models.Physical Review D, v.48, p.3539-3543,

out. 1993.

[23] COSTA, Sandro S. e; MAKLER, Martin. Connections among three roads to

cosmic acceleration: decaying vaccum, bulk viscosity, andnonlinear flu-

ids. New York, 15 fev. 2007. Disponı́vel em: <http://arxiv.org/pdf/astro-

ph/0702418>.

[24] KAMENSHCHIK, Alexander; MOSCHELLA, Ugo; PASQUIER, Vincent.

An Alternative to quintessence.Physics Letters B, v.511, p.265-268, jul.

2001.

[25] PINTO, P. et al. Alternatives to quintessence model building. New York, 21
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