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Resumo

Neste trabalho foi estudado o diagrama de fase do modelo de Ising de spins
mistos S = 1e S = 3/2. O sistema considerado é composto por duas sub-
redes, uma com N/2 spins S = 1 a qual foi chamada de sub-rede A, e a outra
sub-rede B com N/2 spins S = 3/2. Os spins da sub-rede A estao acoplados
com os seus primeiros vizinhos na sub-rede B através da interacao de troca
ferromagnética ou ferrimagnética. Todos os spins de cada sub-rede estao sob
acao de uma anisotropia de fon tnico aleatéria (D7 para sub-rede A e Df
para sub-rede B) governada por uma distribui¢do de probabilidade. Neste
modelo ha competicao entre as interagoes de troca e as anisotropias de fon
unico, além do efeito da temperatura. Se por um lado a interacao de troca
tenta ordenar os spins das duas sub-redes paralelamente (J > 0) ou anti-
paralelamente (J < 0), por outro lado as anisotropias alterna em promover
o ordenamento e o desordenamento, e a agitacao térmica, a qual sempre
desordenaré o sistema com o crescimento da temperatura. Os diagramas de
fases no espaco T' x D? exibem basicamente trés tipos de comportamento:
primeiramente na faixa de valores 0 < p < 0.0523 exibem comportamentos
tricriticos para qualquer valor de ¢, e o crescimento desse desse parametro
levam as diferente linhas de transicao de fase se fundirem em uma tinica linha
no limite de ¢ = 1. O segundo refere-se 0.0523 < p < 0.0524, o diagrama
de fase é dividido em duas regioes, uma no caso de ¢ = 0, o sistema comeca
se comporta como o modelo de Blume-Capel para valores D¥ > 0, sem
comportamento tricritico, somente linha de segunda ordem. A outra regiao
para valores de D < 0, ainda o sistemas apresenta comportamento tricritico,
onde a linha de ponto tricritico tem a mesma extensao do primeiro caso, isto é
D4 = —0.5a D4 = —1.5. O terceiro tipo de diagrama de fase trata-se do caso
p > 0.0524 o sistema nao apresenta comportamento tricritico para qualquer
valor do pardmetro ¢, porém o crescimento de ¢ faz as linhas se fundirem e
em ¢ = 1 todas as linhas se fudem em apenas uma linha de segunda ordem.
Os diagramas de fases no espaco 7" x DP exibem comportamento tricritico
para valores do parametro p < 0.06 e para um certo valor critico de q. Nessa

faixa de valores de p, para um valor fixo desse parametro e variando o valor
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de g o efeito ¢ a transformacao gradativa das linhas de primeira ordem em
segunda ordem, assim para valores de ¢ maiores do que um certo valor critico,
todas as linhas de primeira ordem transformam em linha de segunda ordem,

excluindo completamente o comportamento tricritico.
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Abstract

In this work was studied the phase diagram of the model of Ising mixed
spin S = 1 and S = 3 / 2. The system which was considered consists of
two sub-lattice, one with N/2 spins S = 1 which was called of sub-lattice A,
and another sub-lattice B with N/2 spins S = 3/2. The spins of the sub-
lattice A are coupled with their next neighbors in the sub-lattice B through
of the interaction of ferromagnetic exchange or ferrimagnetic. All spins of
each sub-lattice are under the action of an random ion anisotropy single (D:!
for the sub-lattice and D]B for sub-lattice B) governed by a distribution of
probability. In this model there is competition between the exchange and
interaction anisotropy of single ion, addition the effect of temperature. If on
one hand the interaction of exchange attempts to order the spins of the two
sub-lattice in parallel (J> 0) or anti parallel (J <0), in addition the anisotropy
alternating in to order and to disorder and thermal agitation, which always
cluttering the system with the growth of temperature. The phase diagrams
in space (T x D4) exhibit basically three types of behavior: first in the range
of values (0 < p < 0.0523) exhibit tricritical behavior to any value of ¢, and
the growth of this parameter lead to different lines of the phase transition
and merges into a single line in the limit of ¢ = 1. The second refers to
(0.0523 < p < 0.0524), the phase diagram is divided into two regions, one in
the case of ¢ = 0, the system starts to behavior as the model Blume-Capel
for values of ( DP > 0), without tricritical behavior, only the second line
of order. The other region for values of (D < 0), yet the system exhibit
tricritical behavior, where the line of tricritical point has the same extension
of the first case, that is (D4 = —0.5 to D4 = —1.5) . The third type of
phase diagram of this is the case (p > 0.0524) the system does not display
tricritical behavior for any value of ¢, but the growth of ¢ makes the lines are
merging and in q = 1 all lines merges into in just a line of second order. The
phase diagram in the space T'x D exhibit tricritical behavior for parameter
values p < 0.06 and to a certain critical value of ¢. In this range of values
of p, for a fixed value of this parameter and varying the value of ¢ effect is

gradual transformation of the lines of the first order second order lines, so for
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values of ¢ larger than a certain critical value, all lines first order converted

into second-order line, excluding the tricritical behavior completely.
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Capitulo 1

Introducao: Magnetismo

1.1 Introducao

O interesse no estudo do magnetismo remonta hé varios séculos antes da
era crista. Na regido da Magnésia era conhecido um mineral (FeO — FeQOs,
a magnetita) com propriedades de exercer uma forte atragdo sobre o ferro.
Esse estranho fendmeno gerou diversas especulagoes sobre o comportamento
apresentado pela magnetita. Acreditava-se, dentre outras hipdteses, que este
elemento era de origem divina e que possuia almas e outras supersticoes.
O surgimento e utilizagdo da bussola (instrumento constituido basicamente
por FeO — FeOs3) possibilitou as grandes navegagoes, entre outras coisas,
a expansao do comércio e das fronteiras do mundo, bem como permitiu as
primeiras constatagoes de que a propria Terra seria um grande fma natural.
Por sua simplicidade, a bissola foi talvez um dos mais simples instrumentos
a causar fascinio entre os homens. Apesar do grande interesse devotado ao
fendbmeno do magnetismo, o seu desenvolvimento se deu muito lentamente.
O status cientifico s6 foi alcangado na segunda metade do século XIX com
as investigagoes sistematicas das propriedades magnéticas dos materiais feita
por Pierre Curie.

No ininicio do século passado definiu-se como ferromagneto aqueles ma-
teriais magnéticos que exibiam magnetizagao espontanea (ordenamento dos
dipo6los magnéticos) abaixo de uma dada temperaturatura (conhecida por

temperatura critica ou de Curie-Tc) quando na auséncia do campo magnético
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aplicado e é nula para T > Tc (sistema desordenado ou paramagnético). Esta
temperatura era diferente para diferentes materiais .

A explicagao microscopica do magnetismo comegou com a teoria do campo
molecular de Weiss. Ele assumiu que os materiais magnéticos eram compos-
tos por atomos magnéticos (pequenos imas) cada um com momento de dipolo
magnético. A interacgao entre os dipolos magnéticos era de tal forma que cada
um sofria a a¢aode um campo molecular devido aos dipolos vizinhos. Esta
teoria descrevia a variagaoda magnetizagao espontanea com a temperatura
em completa concordancia com os experimentos da época.

Sabe-se hoje que o magnetismo nos materiais é oriundo de efeitos essen-
cialmente quénticos. Assim, na década de 20, com o desenvolvimento da
mecanica quantica, foi possivel explicar a origem dos dipolos magnéticos
atomicos, os quais eram devidos ao desemparelhamento dos spins eletréni-
cos nos fons magnéticos localizados nos sitios da rede. Heisenberg propos
um mecanismo para as interagoesdos spins eletronicos nos materiais, hoje
conhecido como interagao de Heisenberg. Os spins localizados nos sitios 7 in-
teragem com os spins dos sitios j através de uma energia de troca J;;. J;; > 0
favorece o alinhamento paralelo dos spins (ferromagnetismo) e para o caso
Ji; < 0 o favorecimento passa a ser anti-paralelo (antiferromagnetismo).

Atualmente, o interesse no estudo do magnetismo é ainda maior, nao so-
mente pelo fascinio de suas propriedades que tem levado muitos pesquisadores
a se dedicarem integralmente ao estudo dessas propriedades, mas também
devido ao grande valor agregado que gira em torno do comércio de mate-
riais magnéticos. Vérios sao os fatores relevantes, destacando-se o desen-
volvimento tecnologico desses materiais e sua caracterizagao por técnicas
modernas de alta precisao. Por outro lado, a formulagao de modelos teori-
cos simples, baseados na analise microscopica destes materiais, aliadas as
técnicas modernas de simulacao computacional tem conduzido a resultados
satisfatorios na descricao de suas propriedades fisicas.

Os sistemas ferromagnéticos apresentam como principal caracteristica a
existéncia de uma fase magneticamente ordenada na regiao de baixas tem-
peraturas. A transicao de fase entre os regimes ordenado e desordenado pode
ocorrer de forma continua. Neste caso, diz-se que a transicao é de segunda

ordem. Quando a transicao é descontinua, diz-se que a mesma é de primeira
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ordem. Para a descrigao tedrica quantitativa de uma transicao de fase faz-
se necessario identificar uma quantidade, chamada de pardmetro de ordem,
cuja média térmica anula-se em um lado da transi¢ao (quase invariavelmente
no lado da alta temperatura). Nao ha, em geral, nenhum esquema para
definir parametros de ordem. Entretanto, é comum considerar cada situacao
fisica particular. Por outro lado, é possivel enumerar (ou identificar) o tipo
de parametro de ordem para uma dada situacao, através do conhecimento
prévio de um ntmero de exemplos de transi¢oes de fase que sao familiares. A
magnetizagao € o pardmetro de ordem para sistemas ferromagnéticos. Parti-
cularmente para uma transicao de segunda ordem, a magnetizagao diminui
continuamente a medida que a temperatura aumenta, anulando-se em uma
temperatura critica T,.. Proximo a esta temperatura a magnetizacao espon-
tanea varia segundo uma lei de poténcia caracterizada pelo expoente 3, da

forma
M ~|T T,

para T < T.. Outras grandezas termodinamicas de um sistema magnético
possuem singularidades proximas ao ponto critico. Essas, por sua vez, sao
representadas por leis de poténcias com expoentes criticos bem definidos.
Além da magnetizacao, outras grandezas de interesse sao: o calor especifico,
a susceptibilidade magnética e o comprimento de correlagao. Todas apre-
sentam comportamentos caracteristicos nas proximidades do ponto critico
expressos por relagoes similares aquelas da magnetizagaoll, 2, 3, 4, 5.

E objetivo deste capitulo apresentar, em linhas gerais, os primeiros en-
saios para o estudo tedrico de sistemas magnéticos. Varios sao os modelos
conhecidos na literatura para estudar materiais que exibem propriedades
magnéticas. Essencialmente estes modelos buscam simular a estrutura mi-
croscOpica essenciais desses materiais magnéticos, nao tratam todos os de-
talhes estruturais reais. Contudo, entre os modelos conhecidos na literatura,
destacam-se aqueles que sao capazes de capturar a esséncia do que acon-
tece quando um sistema real sofre uma transicao de fase. Neste contexto, os
modelos de Ising[6] e Heisenberg|7] sao os mais explorados na literatura.

No presente capitulo a titulo de revisao, serd apresentado uma solugao

exata do modelo de Ising em uma dimensao.
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1.2 O modelo de Ising

Os dipolos magnéticos do modelo de Ising podem apontar em apenas
duas diregoes: para cima (up) e para baixo (down). Entretanto, sabe-se
que existem materiais que necessitam de spins com maior flexibilidade de
orientacao. Os spins do modelo XY sao capazes de apontar em qualquer
dire¢ao dentro de um dado plano (cada spin é caracterizado por um vetor
S de duas componentes). Um modelo mais geral consiste de um arranjo de
spins S quéantico m-dimensional, no caso de m = 3 tem-se o modelo de
Heisenberg. Entretanto, neste capitulo, estuda-se precisamente o modelo de
Ising , o qual é um caso especial do modelo de Heisenberg quando m = 1.

Do ponto de vista histérico, nao é possivel falar de magnetismo sem refe-
réncia ao modelo de Ising. Proposto em 1920 por Wilhelm Lenz como tema
tese de doutorando para o aluno Ernest Ising, o qual tinha como objetivo
estudar um dos fené6menos mais importantes em matéria condensada, o fer-
romagnetismo de momentos localizados. O modelo inicial era bem simples,
uma cadeia de momentos magnéticos .S; interagindo com seu vizinho préximo

S; na forma

H - —JZ SZ'S]'
(i)

Figura 1.1: cadeia de momentos magnéticos S; interagindo com seus vizinhos préximo

S; e S no modelo de Ising.
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Onde J ¢ interagao de troca. Para J > 0 o alinhamento paralelo dos
momentos é favorecido, o que compete com a desordem imposta pela tem-
peratura. Dessa competicao era esperada uma temperatura critica abaixo
(acima) da qual haveria (nao haveria) ordenamento de toda cadeia.

Além de ferromagnetismo, o modelo de Ising também pode descrever
outros sistemas fisicos, como o gas de rede e a liga binaria. Em 1952 Yang
e Lee usaram o termo gés de rede para descrever um modelo em que M
atomos ocupam aleatoriamente os N > M sitios de uma rede. A cada par
de sitios vizinhos ocupados da-se uma energia F = Ej; se num par vizinho
faltar pelo menos um atomo tem-se £/ = 0. A interacao tem a mesma forma
anterior, —.J.S;(S;+1+.5;_1), mas S; pode ter os valores 0 (auséncia de d&tomo)
ou 1 (presenga de atomo). Hidrogénio adsorvido em uma superficie de ferro
¢é o sistema protoétipo. Jé& a liga binaria consiste em dois tipos de adtomos
ocupando aleatoriamente os sitios de uma rede. Dependendo se os vizinhos
sao do mesmo tipo (mesmo atomo) ou nao, atribui-se energia diferente ao
par. Neste caso, S; = 1 representa um tipo de dtomo enquanto S; = —1
representa o outro tipo,o sistema prototipo é a liga cobre-zinco.

Neste modelo (Ising), assume-se que os spins primeiros vizinhos possuem
energia de interagao JS;S;, com spins confinados nos sitios de uma rede

regular perfodica cuja Hamiltoniana do sistema pode ser escrita sob a forma:
N N
H=-J> 55 —-HY_ S,
i=1 i=1
onde H é o campo externo

1.2.1 Solucgao exata do modelo de Ising em uma dimen-
sao:

O modelo de Ising é um dos poucos modelos de particulas interagentes
para qual se conhece sua solucao exata, sem duvida o mais simples de todos
eles, o interesse por este modelo e por diversas razoes. Por um lado resulta
no interessante papel no desenvolvimento histoérico de sua compreensao fer-
romagnético e suas transi¢ao de fase continua, em cujo processo representa

um papel fundamental.
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Por outro lado, o método de solugao em uma dimensao representado por
Ising e logo foi extendido a outra dimensao por Onsager, constitue a base
de diversos métodos modernos de calculos na fisica estatistica de fendémenos
criticos. Finalmente, hoje se sabe que este modelo de Ising é uma generaliza-
¢ao que serve para explicar uma variedade de fendmeno nao somente fisico,
como também de diversas outras areas.

O modelo inicial era bem simples, seria uma cadeia linear de momentos

magnéticos S; interagindo com seu vizinho préximo S;;q e S;_1.

¥ Si-l % S;’. .Si+1

Figura 1.2: cadeia linear de momentos magnéticos S; interagindo com seus vizinhos

proximo S;41 e S;—1 no modelo de Ising.

Comegamos entao com a solu¢ao em uma dimensao (d = 1) o Hamiltoni-

ano de Ising pode ser escrito de uma forma:

N N
i=1 i=1
Onde S; = 41 e vamos utilizar uma condi¢ao de contorno perioédico, isto
é:
Siyn =S
Assim, podemos escrever o Hamiltoniano de maneira mas simétrica, ou
seja:
N H N
i=1 i=1

A funcao de particao canodnica é dada por:

Zy =) exp(—FH), (1.3)
{si}
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substituindo a Eq.(1.2) na Eq.(1.3)ficaremos

Zy=> exp KZSSZH—F ZS+51+1) :
{si} i=1

onde K = (8J e L = [H. obtemos assim uma produtéria que vamos

representar por:

N
Zv= Y Y .. > [T S (14)
(S1=%1) (So=%1)  (Sy==%1)i=
sendo
T(Si, Sis1) = eap [KSSZ+1+ (S; +Sz+1)] (1.5)

Pode assumir quatro valores pois S; = £1e5;,; = *+1 independente do

valor de 7. Se colocarmos estes valores em forma de matriz,ficaremos

T_ (1,1  T(1,-1) _ exp(K+L)  exp(—K)
T(-1,1) T(-1,-1) exp(—K) exp(K — L)

onde T' é a matriz de transferéncia.

Podemos notar que a produtoéria pode ser representada como um produto
de N matrizes (2 X 2) idénticas, por conseguinte se diagonalizarmos esta
matriz, como um todo, pode ser interpretada como um trago (7'r), ou seja, a
soma de todos os elementos da diagonal principal, do produto de N matrizes
de transferéncia idénticas.

Assim podemos escrever a fung@o de partigao como:

Zy = Y, Z > Z (S1,52)T(S2,53) ... T(Sn, 51))

S1=%41 S3= SN +1 So=

Zy = Z S0 D (Y T*(S1,85)T(S5,54) ... T(Sw, S1))

=+1S4==+1 SN +1 S3==*1

Zy o= Y > oY | Z T3(Sy,S4)T(S4, S5) ... T(Sy, S1))

S1==%1 Ss==%1 Sy==%x1 So=

Zyv = > TY(S1,5) (1.6)

Si1+1

7



1.2.1 Solugao exata do modelo de Ising em uma dimensao: 8

Zy = Tr(TV). (1.7)

Aplicando a equagao secular [det(T" — A1) = 0], onde I é uma matriz
identidade, podemos encontrar as raizes apartir de uma matriz diagonalizada
D.

Zy =M+ 2, (1.8)

onde \; e Ay sao os autovalores da matriz 1" dada por.

M2 = exp(K)cosh(L) £ \/exp(QK)coshQ(L) — 2sinh(2K).

E facil perceber que esses autovalores sao sempre positivos e que A\; > \s.

Para obter a energia livre no limite termodinamico é conveniente reescrever

1+ (il)N] : (1.9)

No limite termodinamico (N — oo) a energia livre por particula.

a funcao de particao por:

, 1
sera dada por
1
g(T,H) = —=ln\, (1.11)

s

substituindo o maior autovalor A\, ficaremos:

g(T,H) = —;ln[exp(K)cosh(L) + \/exp(2K)cash2(L) — 2sinh(2K)]

Como consideramos anteriormente que (K = fJeL = SH), temos

g(T,H) = —;ln[exp(ﬁJ)cosh(ﬁH) +
\/exp(ZﬁJ)cosh2(ﬁH) — 2sinh(26J)] (1.12)

A magnetizagao por spin é dado por:

() "

8
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apos algumas manipulagoes algébricas, ficaremos

o sinh(BH) (1.14)

\/sinhz(ﬁH) + exp(—45J)

no limite H = 0 obtemos m(t,0) = 0 paraT > 0 e m(0,0) = 1. Temos assim
ordenamento apenas com 7' = 0

Este resultado foi frustrante para Ising, e certamente para o Lenz, pois o
modelo nao apresenta transicao de uma fase ordenada para uma fase desor-
denada em qualquer temperatura T' > 0. Entende-se esse desapontamento ja
que a melhor teoria de magnetismo da época, a teoria do campo molecular de
Pierre Weiss, previa transicao de fase em temperatura nao nula independente
da dimensao do sistema. Hoje, com argumentos até relativamente simples,
sabemos que em uma dimensao a cadeia de spins € instavel em qualquer tem-
peratura nao nula, ordenando-se apenas em 7" = (0. O resultado obtido por
Ising, que é correto, nao deve ser visto como fracasso. O erro de Ising foi
na verdade ter conjecturado que em duas ou mais dimensoes também nao
haveria transicao de fase, o que sabemos que esta errado, pois alguns anos
mais tarde, Onsager|8] resolveu o modelo em duas dimensoes, o qual repre-
sentou o maior feito em fisica tedrica. Recentemente, Z.D Zhang|9] publicou
um paper com o titulo Conjectures on the exact solution of three-dimensional
simple orthorhombic Ising lattices, no qual discuti uma possivel solugao para
o modelo de Ising em trés dimensoes. Em sintese, foi estudado um dos mais
importante modelo empregado na explicacao do comportamento magnético

de diversos sistemas fisicos, precisamente o modelo de Ising.



Capitulo 2

Transicao de Fase e Fenémenos

Criticos

2.1 Introducao

Fenomenos Criticos e Transi¢oes de Fases sao responsaveis por quase todos
os eventos essenciais a existéncia da vida na terra. Naturalmente, é muito
conhecida a importancia da agua se apresentar nos trés estados, solidos,
liquido e gasoso. Basicamente, uma transicao de fase de um sistema fisico é
caracterizada por singularidades nas fungoes termodinamicas.

Um sistema termodindmico pode existir em um nimero de diferentes
fases cujo comportamento macroscopico pode ser drasticamente diferente.
Em geral, os sistemas tornam-se mais ordenados quando a temperatura é
baixada, isto porque a interagao comeca a ser mais importante que a agitacao
térmica, e os atomos podem eles mesmos se rearranjarem em estados mais
ordenados.

Mudangas de fases ocorrem abruptamente em alguma temperatura (a qual
chamaremos de temperatura critica 7..), embora evidéncias que ela ocorrera
pode ser encontrada na escala macroscopica quando se aproxima da temper-
atura critica. Para entender as transicoes de fase que podem ocorrer nos
sistemas termodinadmicos é necessario, como o primeiro passo, mapear o di-
agrama de fase do sistema. Em um ponto onde ocorre uma transi¢ao, duas

ou mais fases podem coexistir em equilibrio uma com a outra. A condigao

10



2.1 Introducao 11

para o equilibrio entre as fases ¢ obtida das condigoes equilibrio (méxima en-
tropia ou minima energia). Da condigao de equilibrio pode ser determinado
o numero méximo de fases que podem coexistir e, em principio encontrar
equagoes para as regioes de coexisténcia (no caso do fluido simples, a equagao
de Clausius-Clapeyron).

Do ponto de vista da Mecanica Estatistica, em uma transicao de fase, a
energia livre de Gibbs deve mudar continuamente. No entanto, transi¢oes
de fases podem ser divididas em duas classes de acordo com o comporta-
mento das derivadas da energia livre de Gibbs. Assim, transi¢oes de fase as
quais sao acompanhadas por uma mudanca de estado de modo descontinuas,
implicando descontinuidade na primeira derivada da energia livre de Gibbs
em relagao a temperatura, estas transicoes sao chamadas de "Transi¢oes de
Fase de Primeira Ordem". Por outro lado, transi¢coes de fase as quais sao
acompanhadas por uma mudanga de estado de modo continua, porém com
derivadas de ordens superiores, sao chamadas de transicao de fase continuas
(em particular, de segunda ordem quando a segunda derivada é descontinua
no ponto critico).

Alguns dos mais familiares exemplos de transi¢coes de fase de primeira
ordem acontecem nos fluidos classicos. Portanto, as transicoes vapor-liquido
e liquido-sélido sao todas de primeira ordem. Nestas transigoes, através da
equagao de Clausius-Clapeyron, podem ser encontradas equacoes aproxima-
das para as curvas de coexisténcias. A transicao vapor-liquido termina em um
ponto critico e esse fato possibilita comparar os comportamentos observados
da regiao de coexisténcia do vapor-liquido com o comportamento previsto
pelas equagoes de van der Waals, a primeira teoria cléssica de sucesso que
descreve a continuidade dos estados liquidos e gasosos da matéria, publi-
cada pela primeira vez em 1873[3|. A teoria de van der Waals permanece
atualmente como um importante instrumentos para abordagem dos sistemas
fluidos.

Diferentes sistemas termodinamicos sofrem transi¢oes de fase, assim sis-
temas, tais como, supercondutores e superfluidos sao especialmente interes-
santes, do ponto de vista da mecanica Estatistica, porque exibem os dois
tipos de transigoes de fases, a de primeira ordem (descontinuas) e a continua

(caso particular a de segunda ordem), e ainda fornecem um bom teste para

11
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a terceira lei da termodinamica.

Na auséncia de um campo magnético, a transicao do estado normal para
o estado supercondutor em um metal é continua. Esta transicao de fase é
de natureza puramente quantica e resulta de uma condensac¢ao macroscopica
de pares de elétrons em um tunico estado quantico (condensagdo de Bose-
Einstein). Por outro lado, a transi¢io superfluido em liquido de He® en-
volvem pares de dtomos "dressed de He? os quais condensam, em uma escala
macroscopica, em um tnico estado quantico". Em liquido de He* um ntimero
macroscopico de atomos "dressed de He* condensam no estado fundamen-
tal. A mistura de He® e He* forma uma mistura binéria, a qual pode sofrer
transicao de fase superfluida continua e transicao de fase binaria de primeira
ordem. As maiorias das transi¢oes de fase tém associada com elas um ponto
critico, exceto a transicao de fase liquido-solido que até agora nao foi ainda
encontrado.

Existe uma temperatura bem definida acima da qual uma fase existe e,
quando a temperatura é diminuida, uma nova fase aparece. Quando esta
fase nova aparece, ela freqlientemente tem propriedades de simetria diferente
e uma nova variavel termodinamica, o "parametro de ordem", aparece para
caracterizar esta nova fase. Para as transicoes de fase de primeira ordem nao
é necessario ser uma conexao entre a fase simétrica, de alta temperatura, e
aquela fase de baixa temperatura (nao simétrica). Por outro lado, para as
transicoes de fase continuas, ha sempre uma bem definida conexao entre as
propriedades de simetria das duas fases. Ginzburg e Landau|3| desenvolveram
uma teoria completamente geral de transi¢oes de fases continuas de quebra
de simetria, a qual envolvem uma expansao analitica da energia livre em
termos do parametro de ordem.

Ponto critico exerce um papel muito importante nas teorias de transi¢oes
de fase. Quando o sistema aproxima do seu ponto critico do lado de tempera-
tura mais alta, ele comega a se auto-ajustar no nivel microscopico. Grandes
flutuagoes ocorrem perto do ponto critico, sinalizando a necessidade de um
novo parametro de ordem, o qual finalmente aparece no ponto critico. No
ponto critico, algumas variaveis termodindmicas podem tornar-se infinitas.
Pontos criticos ocorrem em uma imensa variedade de sistemas termodinami-

cos, e uma grande similaridade no comportamento de todos os sistemas
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quando eles se aproximam de seus pontos criticos. Um dos melhores mo-
dos de caracterizar o comportamento de sistemas quando eles se aproximam

do ponto critico é por meio dos expoentes criticos.

2.2 Expoentes Criticos

No espago termodinamico, os pontos onde ocorrem as transicoes de fase de
segunda ordem ¢é conhecido como pontos criticos, e por outro lado, o compor-
tamento dos sistemas termodindmico em uma transicao de fase de segunda
ordem é conhecido como "Fenémeno Critico". E interessante notar que as
medidas realizadas nos sistemas termodinamicos perto do ponto criticos nao
dependem dos detalhes das interacoes entre as particulas que constituem o
sistemas, isto é, sistemas termodinamicos diferentes, na criticalidade apre-
sentam o mesmo comportamento. Esse fato é chamado de "Universalidade",
e ¢ uma das caracteristicas marcantes dos fenémenos criticos.

A universalidade pode ser bem visualizada no famoso experimento de
Guggenheim[10] em 1945, onde ele mediu o comportamento da diferenga
das densidades da fase liquida e da fase gasosa de oito fluidos diferentes e

supreendentemente perto do ponto criticos todos os dados se superpoem, e
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Figura 2.1: dados obtidos por Guggenheim em 1945 de oito fluido diferentes.
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assim podem ser descritos por uma mesma equagao

B

T -1,
, (2.1)

T.

pl_pg'\"

onde = 1/3 = 0.3333... Portanto, um bom teste da universalidade ¢ com-
parar o expoente [ deste experimento com os obtidos em transi¢oes de fases
de diferentes sistemas, os quais possuem um parametro de ordem escalar.
Portanto, ainda pode ser comparado com os resultados obtidos por Heller e
Benedek|[11] (5 = 0.335 £ 0.005) medido em um magneto com anisotropia
uniaxial M, F5. Adicionalmente, comparando com o expoente calculado no
modelo de Ising tridimensional obtido por estimativas numéricas (3 = 0.324)
ou com a soluc¢do exata [ = 1/3, pois tal modelo em trés dimensoes ainda
nao tem solugao exata. Estes fatos demonstram que para descrever transicoes
de fase é mais conveniente utilizar modelos simples, pois 0 modelo de Ising
(o mais simples) descreve os mesmos fendomenos descritos por complicadas
Hamiltonianas.

Nas proximidades do ponto critico, as grandezas ternodinamicas possuem
comportamento singular, para descrever os expoentes criticos sera consider-
ado o modelo de Ising bidimensional para descrever um sistema magnético.
Portanto, para 17" muito maior que 7., o comportamento do sistema é ditado
pela energia térmica, os quais deixam a configuracao dos spins completa-
mente aleatoria, o sistema esta na fase de maior simetria, ou desordenada
(fase paramagnética). Quando a temperatura é diminuida, a energia de in-
teragao entre os spins tem sua importancia aumentada, e consequentemente
comeca a aparecer ilhas de spins paralelamente alinhados. Entao quando T,
é atingida ha uma transicao de fase ferromagnética no modelo de Ising bidi-
mensional, onde o comportamento do pardmetro de ordem (magnetizagao) é

dado por:
m ~ (—t)ﬁ, (2.2)

onde f=1/8et=(T—-T.)/T..
A susceptibilidade molar x possui um comportamento divergente. Os
dados experimentais mostram que apenas em altas temperaturas ocorre um

comportamento linear, o qual constitui a lei de Curie-Weiss. Portanto, a
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susceptibilidade a campo nulo, H = 0, possue um comportamento divergente

da forma
X~ [t (2.3)

onde v = 7/4. Ao longo da isoterma critica, T' = T, a magnetizagao e o

campo magnético estao ligados pela relacao,
H~m’, (2.4)

onde § = 15.
Experimentalmente, também se observa que a capacidade térmica mo-
lar ¢y a campo nulo possui comportamento singular. Essa grandeza pode

divergir de acordo com a lei de poténcia,
e~ i, (2.5)

onde a = 0(log).

No caso em que o < 0, é possivel que cy nao divirja, embora continue com
comportamento singular. Nesse caso, para caracterizar de forma apropriada
a sua singularidade com a < 0, em que c. é o valor finito de ¢y no ponto

critico, admite-se o seguinte comportamento,
—
ce —cm ~ [t]7%, (2.6)

classificando uma singularidade para a = 0, a qual ela deve ser descrita na
forma mais objetiva possivel, pois pelo fato que ela pode ser uma divergéncia

do tipo logaritmo,
cy ~ Inft|. (2.7)

Os expoentes criticos «,3,7 e  nao sao independentementes entre si, ao
contrario estao relacionados por desigualdades, baseadas na segunda lei da

termodinamicas’:

Relacao de Rushbrooke,
a+28+7y2>2, (2.8)
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Relagao de Griffiths,

a+p(0+1)>2. (2.9)
Relagao de Widom,
7> B 1), (2.10)
Relagao de Buckingham,
0—1
d >d— 2.11
[6 +1] — ' (2.11)

onde d representa a dimensionalidade do sistema.

Relacao de Fisher,

2=nv =1, (2.12)
Relacao de Josephson,

dv > 2 — o (2.13)

Estas relacoes de desigualdades indica que o conhecimento de dois expoentes
estima-se todos os demais expoentes.Com o desenvolvimento do grupo de
renormaliza¢ao Kenneth Wilson[12] em 1974 , observou-se que estas desigual-
dades sao realmente igualdades, onde a hipotese de Widom tem sido o ponto
de partida que posteriormente justificada por Kadanoff usando grupo de

renormalizacao no espaco real.

2.3 Teoria Fenomenolégica de Landau

O estudo dos fendmenos criticos é muito dificultoso, basicamente devido
a fisica envolvida ser muito sutil. A total compreensao dessa fisica se da em
diversos estégios, e esta relacionada com a teoria do Grupo de Renormaliza-
¢ao, proposta no comego da década de 70 por Kenneth Wilson[12], pela qual
foi agraciado com o prémio de 1982.

Neste trabalho, os objetivos sao mais modestos, e para tanto uma sim-

ples analise termodinamica proposta por Landau sera suficiente para atingir
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os objetivos, os quais consiste em estudar diagramas de fase do modelo de
Ising de spins mistos. A teoria de Landau fornece os mesmos expoentes criti-
cos da teoria de campo médio, porém tem a vantagem de ser baseada em
poucas hipoteses gerais da termodinamica, e ainda nao envolve os detalhes
microscopicos dos sistemas. Este fato constitui uma vantagem, pois permite
ser usada, sem significativas modificacoes, para anélise do comportamento
critico de sistemas microscopicamente diferentes. Portanto, a teoria de Lan-
dau explica algumas sutilezas das propriedades da universalidade, porém esse
comportamento universal previsto por ela é errada. Basta lembrar que a teo-
ria de campo médio fornece que, perto de T., o pardmetro de ordem vai a

zero com uma lei de poténcia
m o~ (t)°

onde 3 = 1/2. Este valor de  esta em desacordo com os experimentos, os
quais medem [ = 1/3 ~ 0.33333, e com valores obtidos por método mais
sofisticadas, as fornecem 3 = 0.324. Nesta secao sera feita uma anélise de
um ferromagneto uniaxial com objetivos de introduzir a esséncia da Teoria
de Landau.

A teoria de Landau considera algumas simples hipoteses sobre a forma do
potencial termodinamico G(7,m). O potencial deve ser interpretado como
um potencial candnico condicional para o sistema de magnetizacao fixa na
auséncia de um campo magnético aplicado. O potencial canénico é definido
levando em consideracao que a probabilidade de encontrar o sistema com
magnetizacdo m é proporcional a e/ Assim é simétrico em relacao a m
na auséncia de campo magnético. Portanto, a teoria de Landau assume que,
para pequenos valores de m, pode-se expandir o potencial canénico em uma

série de poténcia em relacao a m:
f(T,m) = f,(T) — Va(T)m*> — Vb(T)m* — .... (2.14)

O parametro V ¢é incluido no segundo e terceiro termo simplesmente para
tornar "a” e ”b” independentes do tamanho do sistema. Os sinais menos
sugerem que os termos correspondentes sao negativos, porém eles garantem
que o ponto estaciondrio em m = 0 seja um maximo quando "a” e ”b” sao

positivos.
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2.8 Teoria Fenomenologica de Landau 18

Aqui o interesse é o de analisar a termodindmicas da transicao de fase,
assim perto de T, as fungdes termodindmicas sao nao analiticas, porém
considera-se que f(7,m) como uma fun¢ao analitica em m, pois f(T) é a
parte nao analitica. Na teoria de Landau, a temperatura critica é interpre-
tada como um ponto onde a(7") muda de sinal, isto é, a(7") > 0 para T' > T,
e a(T) < 0 para T < T,, ao mesmo tempo b(T") deve permanecer positivo,
sendo o maximo de f (7, m) iria ocorrer em m = £oo. Perto de T, ¢ adequado
tratar a(7") como uma fungao linear com um zero em 7' = T, e tratar b(7T)

como uma constante. Portanto, assume-se que
a(T) = at
bT) = b (2.15)

onde "a"e "b"sdo constantes e t = (T' — T,)/T..

Esbogando o gréfico f(T,m) em relacdo a m, na regiao 7' < T, o maximo
de f(T,m) descreve o estado de equilibrio, o qual ocorre em dois pontos
simétricos nao zeros. Nessa regiao o sistema exibe uma magnetizagao mesmo
na auséncia de qualquer campo magnético externo, como mostra a figura

abaixo.

m

Figura 2.2: Energia livre molar f versus parametro de ordem m para uma liga binaria em
duas sub-redes comforme a teoria de Landau para uma temperatura abaixo da temperatura

critica.

Em T = T,., o maximo é em m = 0, porém a distribuicao da energia é
achatada, comforme figura abaixo.

18



2.8 Teoria Fenomenologica de Landau 19

Figura 2.3: Energia livre molar f versus parametro de ordem m para uma liga binéria
em duas sub-redes comforme a teoria de Landau para uma temperatura igual que a tem-

peratura critica.

Acima da temperatura critica (7' > T..) o maximo ¢é ainda em m = 0 veja

na figura abaixo.

m

Figura 2.4: Energia livre molar f versus parametro de ordem m para uma liga binaria em

duas sub-redes comforme a teoria de Landau para uma temperatura acima da temperatura

critica.

Isso pode ser facilmente mostrado, considerando as equagoes 2.14 e 2.15,

isto é,
f = f,—Vatm?—Vbm*
af B
0 = — =-=2Vatm —4Vbm
om
0 = atm+ 2bm?, (2.16)
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2.8 Teoria Fenomenologica de Landau 20

cujas solugoes encontradas sao:

m = 0

= @))/ (=)' (2.17)

Quando 7" > T, a solu¢cdo m = 0 descreve um méximo de f(7,m) e as
solugoes nao zero sao imaginarias e portanto fisicamente irrelevantes. Para
T < T. a solugdo m = 0 descreve um maximo local de f(T,m) e agora as
solugoes nao zero sao reais e descrevem os possiveis valores de equilibrios da
magnetizagao. Claramente, a teoria de Landau mostra que o expoente critico
[ da magnetizacao é 3 = 1/2.

Para demonstrar a facilidade da teoria de Landau serao calculados os de-
mais expoentes criticos. Comegando com o expoente « do calor especifico,
entao é necessario transformar o potencial em uma funcao somente da tem-
peratura. Isto é feito trocando a variavel independente m em f(7',m) pelo
seu valor de equilibrio. Portanto, para T proximo da temperatura critica do

lado de baixo de T, tem-se que

f(T) = f,(T)—Vatm*(T) — Vbm*(T)

a2
T) = f,(T)+V|—=(T-T.)*). 2.18
1) = 1)+ v (g -7 218
A energia interna como func¢ao da temperatura de T é escrita como:
g o~ _9f_ _0roT
o3 0T 9P
obtendo
of, Va*T —T,
= KpT? |2+ —— £ 2.1
v BLolor T2y T2 (2.19)
Portanto, o calor especifico para T' < T, é calculado por:
ou
C=—-——
orT’
derivando encontramos
0 af, kpa®*T* Kga®T(T —T.)
= Kp— |T* 2.2
¢ BaT[ 8T] V[ WTZ . (2.20)
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2.8 Teoria Fenomenologica de Landau 21

No limite de T" — T, o calor especifico sera dado por

8f0 k3a2
8T1T_%V-2b'

_ 2
C = }cggjjlj’ (2.21)

Acima de T,, a magnetizacao é nula, entao nessa regiao o calor especifico é

dado pelo primeiro termo da Eq.(2.21), isto é,

of
— 2-Jo
C_KWFWL

Assim, esses fatos mostram que na teoria de Landau nao hé singularidade

(2.22)

do calor especifico, porém ha uma descontinuidade finita em C(T') em T, de

magnitude dada por

]{?BCLQ

AC = CT<TC—OT>TCZV 20

(2.23)

Para ficar de acordo com a Eq.(2.5), a qual define o expoente « do calor
especifico, teremos o = 0.

O célculo da susceptibilidade magnética exige a presenca de um campo
magnético externo, portanto, se tal campo estd presente a energia de uma
dada configuragdo A do sistema é mudada de E(A) para E(A) — HY ;.

Portanto,
FEm) = |88 = ¥ eapl ()|

f(T,m) = ln{exp BHmv) 26 > i — mV)exp(— BE(A))}

f(rm) = PBHmv+In

;NZm—mmwmﬁwmw
f(T,m) = G(T,m)y—o+ BHmv. (2.24)

Substituindo G(T',m)n—¢ na equagao acima, tem-se:

f(T,m) = f,(T)+ BHmv — Vatm? — Vbm*. (2.25)

Assumindo que H é pequeno, positivo e que T" < T,, neste caso plotando

f(T';m) como uma fungao de m, agora terd um duplo maximo assimétrico.
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2.8 Teoria Fenomenologica de Landau 22

O tnico estado de equilibrio serd dado pelo maior maximo em m positivo.
Portanto,
of

P BH — 2atm — 4bm® = 0. (2.26)

O ponto H = 0 et = 0 é um ponto singular para as func¢oes termodinamicas,
e portanto deve-se ter muito cuidado para tomar limites e derivadas.

Para calcular o expoente da susceptibilidade v, é necessario olhar sepa-
radamente no limite de (0m/0H )p—¢ quando ¢ — 0 do lado de baixo e do
lado de cima de T.. Inicialmente olhando pelo lado de baixo (¢t < 0), nota-
se que a equagao (2.26) é uma equagao para m(t, H), assim derivando em

relacao H, tem-se

om ,0m
B —2atxy, — 12bm*(t,0)x, = O. (2.27)

Substituindo m?(t,0) na Eq.(2.27) encontra-se que

Xn = ) (2.25)

onde 8. = 1/KgT..
Considerando os valores positivos de ¢, a magnetizacao é proporcional a
H quando H — 0, e portanto o termo cibico na (2.26) pode ser desprezada.

A susceptibilidade magnética é entao dada por:

Xm = g;n[ = 25@(_01’ (2'29>
comparando estes resultado com a equagdo (2.3) mostra que a Teoria de
Landau prever que v = 1.

Calculos dos expoentes criticos efetuados pelas aproximacoes de campo
médio estao de acordo com os da Teoria de Landau. As aproximagcoes de
campo médio desprezam os efeitos das correlagoes, assim nao ha nenhuma
supresa que suas previsoes nao estao de acordo com os experimentos e com
os calculos realizados através de aproximagoes mais sofisticadas.

Recapitulando, a teoria de Landau permite determinar a topologia dos

diagramas de fase nas vizinhangas dos pontos criticos e multicriticos. Ela é
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2.4 Aproximacao de Campo Médio 23

ainda capaz de fornecer resultados qualitativos, mas sua grande importancia
reside na simplicidade da obtencao dos diagramas de fase. Para transicoes de
fases continuas, a teoria de Landau foi proposta na década de 30, e ela baseava
na introducao do conceito de parametro de ordem e no estabelecimento de
uma expansao da energia livre em termos dos invariantes dessa grandeza, isto

é, que a energia livre é uma fung¢ao analitica nas vizinhancas da criticalidade.

2.4 Aproximacao de Campo Médio

O estudo do comportamento critico dos sistemas termodindmicos, os
quais podem ser descritos microscopicamente por um Hamiltoniano (modelo),
exige a posse de uma solugao exata de tal modelo. No modelo de Ising s6 ha
solugoes exatas aceitas em uma e em duas dimensoes. Recentemente, Z.D
Zhang[9] publicou um paper com o titulo Conjectures on the ezxact solution
of three-dimensional simple orthorhombic Ising lattices, no qual discuti uma
possivel solugao para o modelo de Ising em trés dimensoes.

Devido a importancia de estudar as propriedades dos sistemas termodi-
namicos em trés dimensoes, e na auséncia e ou dificuldades matematicas das
solucoes exatas, é necessario desenvolver métodos para obtencao de solugoes
aproximadas, as quais podem ser comparadas com os resultados exatos em

uma e em duas dimensoes.

2.4.1 Aproximagao de Campo Médio de Pierre Weiss

Pierre-Weiss introduziu um método aproximado para a solu¢gao do mode-
lo de Ising em dimensoes arbitrarias, o qual constitui a base de uma teoria
fenomenologica do ferromagnetismo, conhecida como teoria do campo mole-
cular. A origem do campo molecular foi explicada no contexto da mecanica
quéntica por Heisenberg|7].

Aqui sera considerado o Hamiltoniano de Ising em d dimensoes o qual

pode ser escrito como:

N
H=-J) SiS;—H> S, (2.30)
(i.9) i=1
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2.4.1 Aproximagao de Campo Médio de Pierre Weiss 24

Nesta teoria, cada spin sofre a agao de um campo local gerado por todos
os outros spins vizinhos, além de um campo magnético externo aplicado. O

campo local pode ser escrito da seguinte forma:

hi=JY S;+H, (2.31)
J

onde a soma significa uma soma nos sitios j, os quais sao primeiros vizinhos
do sitio 7. Estas quantidades constituem um conjunto de variaveis aleatorias
que dependem da configuragao particular dos spins, as quais podem escrever

como

onde Ah; sao as flutuagoes de h; em torno do seu valor médio, o qual tem a

forma

(hiy = J> (S;)+ H. (2.33)
(i5)
Para uma rede com invarianga translacional a quantidade (S;) é indepen-

dente do sitio j, e portanto (S;) = m, ou seja,

m=5 > (S5 (2.34)

é a magnetizacao média por spin. A aproximacao do campo médio consiste
em desprezar as flutuagoes de Ah;. Do ponto de vista desta aproximacao,
cada spin encontra-se na presenca de um campo efetivo uniforme gerado pelos

spins restantes da rede dado por
Hep=Jzm + H, (2.35)

onde z é o nimero de primeiros vizinhos, conhecido como niimero de coor-
denacao. Este niimero depende da rede de Bravais e da sua dimensao, assim
para uma rede simples linear z = 2 em uma dimensao, z = 4 em duas
dimensoes (rede quadrada), e z = 6 em trés dimensoes.

A funcao de particao de um conjunto de spin na presenga de um campo

uniforme H pode escrever-se como:
z =2z (2.36)
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2.4.1 Aproximagao de Campo Médio de Pierre Weiss 25

onde

2, = ) exp(—FHs)

S=—+1
Z, = exp(—fH.s) + exp(BH.y)
2y = 2cosh(BH.y), (2.37)

a qual ¢ a funcao de particao de um spin.

A magnetizagao média m =< S; > resulta é escrita como:

Y giet1 Siexp(—FHg)

m=<.S; >=
2_Si=t1 exp(—ﬁHs)
teremos
m =< S; >= tanh(GHs). (2.38)
m = tanh[3(Jzm + H)]. (2.39)

Esta é a equacao de estado, e exceto pela presenca do nimero de coordenacao

é idéntica a equacao de Curie-Weiss.

1 ’0 T s

0,5- :‘ d=2 \

0.0 . ; - !

Figura 2.5: Comportamento da magnetizacdo versus temperatura para uma rede d-

dimensional, onde as curvas, 1(uma dimensao), 2(duas dimensoes) e 3(trés dimensoes).

O sistema apresenta magnetizacao finita na auséncia do campo externo,

portanto, explica a transicao ferromagnética-paramagnética. Esta é uma
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2.4.1 Aproximacao de Campo Médio de Pierre Weiss 26

equagao transcendental, a qual foi resolvida numericamente para H = 0 a
fim de obter o resultado da figura 2.1, e obter temperatura critica (7, = 2
unidimensional, 7. = 4 bidimensional e 7, = 6 no caso tridimensional).
Para calcular a temperatura critica (H = 0) explicitamente basta expandir

a equagao de estado até primeira ordem com (J = 1/T

Zm Zm
= tanh[B(J =1 h()%
m anh[B(Jzm)] anh { — T
no limite m—> 0 obtemos
zm
m = —
T
1 = =
T
T, =z, (2.40)

onde se obtém que T, = z, isto é, a temperatura critica é igual ao niimero de
coordenagao da rede, como mostra a figura 2.1. Esta solugao para o modelo
de Ising ¢ aproximada e quantitativamente incorreta, porém para o modelo
de Curie-Weiss é uma solugao exata.

Nesta aproximagao, o calculo dos expoentes criticos é possivel, lembrando
que os expoentes criticos sao definidos a partir do comportamento assintotico,
perto do ponto critico, das grandezas termodinamicas a eles associadas. Por-

tanto, para T < T, temos:
m ~ (—t)° (2.41)
Xo & [t

ondet = (T —1T.)/T.. Proximo do ponto critico a magnetizagao tende a zero

(m << 1), assim invertendo a equagao m = tanh(Jzm) e desenvolvendo

em série de poténcia em torno de m = 0, teremos:

1 1
gc = tanh™'m =m + gm?’ + gm“r’ + ..
T, 1

m = V3(—t)"/? (2.43)
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m(T, H = 0) ~ v/3(—t)"/2, (2.44)

O expoente critico para o parametro de ordem resulta § = 1/2. Em
forma semelhante pode obter v = 1. Estes valores diferem principalmente
nas medidas observadas experimentalmente para a maioria dos sistemas. A
teoria de campo médio prediz uma transicao de fase em qualquer dimensao
com expoentes criticos que nao dependem da mesma. Esta incorreto que os
expoentes exatos dependem da dimensao, e sabemos que em uma dimensao
o sistema nem se quer apresenta transicao de fase. Nao obstante, a solucao
obtida descreve de maneira qualitativamente correto o fenémeno em dimen-
Sao malores.

Agora sera analizada a continuacgao da energia livre, tem-se que:

1 1
ou seja
f(T,H) = —;ln[Qcosh(ﬁqu + BH)]. (2.45)

A campo nulo H = 0, entao tem-se que:

1
f(T,O):—Bln2 para T >T,,

f(T,0) = —;ln |?COSh (gcm())] para T <T,

Em uma analise mais detalhada esta solu¢ao nos mostra que esta energia
livre para T' < Tec, a fungao f é uma funcao convexa de T, violando por-
tanto o critério da estabilidade termodinamico. E que através de um método
variacional se obtém a equacao de Curie-Weiss e uma expressao correta para
a energia livre.

Em sintese, as condi¢oes da hipotese do campo molecular equivale des-
prezar as flutuagdes do parametro de ordem (neste caso, a magnetizacao), o
que é incorreto. As flutuacoes sao despreziveis quando existe uma alta cone-
ctividade entre os spins. Assim, para modelos com intera¢oes entre primeiro

vizinhos é esperado que os resultados previstos pela teoria de campo médio
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aproximam dos resultados exatos quanto maior for a dimensao espacial da
rede. Por exemplo, os expoentes criticos previstos pela teoria de campo
médio, para o modelo de Ising, sao exatos na dimensao d > 4. A dimensao
mimina para a qual as previsoes da teoria de campo médio sao considerados

exatos é conhecida como "dimensao critica superior".

2.4.2 Aproximacao de Campo Médio via Principio Varia-
cional
Inicialmente seja considerado S uma varidvel aleatoria, e seja também

P(S) > 0 ser sua distribui¢ao de probabilidade. Portanto, o célculo do valor

médio de qualquer func¢do f(S) da variavel aleatoria é dada por:

(f(9)) =2 P(9)f(S), (2.46)
S
onde a soma ¢ feita sobre todos os valores da variavel S. A desigualdade
de Jensen|13] indica que
(exp(f(S))) = exp((f(S))). (2.47)

O proximo passo é considerar um Hamiltoniano cléassico (por exemplo, o
modelo de Ising), o qual é fun¢do de um conjunto de variaveis S discreta ou
continua. Seja também p(.S) uma densidade de probabilidade arbitraria, isto

é, p(S) € uma fungao das variaveis S, a qual deve satisfazer
Trp=1,

e que
p(S) = 0.

Da mecanica Estatistica tem-se que a funcao de particao candnica é

escrita como:

= exp(—pF)

= Trexp(—fH(S))

= Trpexp(—PLH(S) — Inp)

= (exp(=BH(S) — Inp)),, (2.48)

NN NI AN
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onde (— — —), indica que a média foi tomada com a distribui¢ao de proba-
bilidade p(S) e F' representa a energia livre associada com a Hamiltoniana
H.

Aplicando a desigualdade de Jensen se obtém

exp(—BF) = exp(—=B(H(S)) — (Inp)). (2.49)

Tomando o logaritimo dos dois lados da expressao anterior, tem-se:

Infexp(=BF)] = In[exp(=B{H(S)) — (Inp))]

—BF = —BH(S)) — (lnp) (2.50)
portanto,
F < F,=(H(9)), + KpT(lnp),
F < F,=TrpH+ KgT[Tr(plnp)], (2.51)

onde F), representa uma energia livre aproximada associada a distribuicao de
probabilidade p(S5).

Este resultado, ou seja, a desigualdade ¢é valida para qualquer distribuicao
de probabilidade, e apesar de se ter considerado um Hamiltoniano classico,
pode-se mostrar que é valida também para Hamiltoniano quantico (Modelo
de Ising em Campo Transverso, modelo de Heisenberg, etc), porém neste
caso p ¢ um operador.

A expressao (2.21) é geral, porém para um caso particular, onde é exigido
que a energia livre aproximada F), seja minima e sujeita a um tnico vinculo

Trp =1, é facil mostrar que

exp(—AH)
= —, (2.52)

e que [, = F\.

Em sintese, a desigualdade corresponde ao principio da minima energia
livre. Este fato é importante porque permite a implementagao de aproxi-
magoes variacionais para a energia livre, propondo formas aproximadas para
a distribuicao de probabilidade que mais se aproxima da distribuicao de
Boltzmann. Para uma forma funcional, dada para p, sera aquela que mini-

miza a energia livre F,.
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No caso particular em que H, seja um Hamiltoniano tentativa, isto ¢, um

Hamiltoniano para o qual sabe-se calcular exatamente sua funcao de particao

Z, = > exp(—BH,). (2.53)
{s}
Se por hipotese
_exp(—FH,)
==, (2.54)

obtém-se

<F, = TrpH+ KgT[Tr(plnp)]

<F, = Tr“m;fm")H + KT lTr (e‘”p (;fHo)znexp(ZfHo)ﬂ
F<F, = Trelﬂ;m—(o)H + KgT lTr (W(—m{o - znzo)ﬂ
F<F, = Trexm‘;fH")H - TrexM;OﬁHO)HO N

KoT |y (P 2
(G )

o

<F, = TTW[H —H,] - KgT [TT (Wznzoﬂ

= (H—"Ho)o — KgT(InZ,),. (2.55)

> Ly

Dividindo por N dos dois lados tem-se a energia livre por particula

1
fgfp:fo+N<H—Ho>o, (256)

a qual é conhecida como desigualdade de "Peierls-Bogoliubov".

Em sintese, a aproximacgao de campo médio é obtida do fato de usar uma
densidade de probabilidade que é um produto de densidades de probalidade
independentes para cada particula. Por exemplo, se p; for a densidade de
probabilidade considerada, ela dependera unicamente dos graus de liberdade

associados a particula j, portanto

N
p=11rs (2.57)
j=1
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Neste caso, a energia livre variacional de campo médio é dada por:
F,=TrpH+ KgT > Trpjlnp;. (2.58)
J

H4 a necessidade de parametrizar as distribuigoes p;, e pelos menos existem

duas maneiras diferentes de realiza-la. Assim, escolhendo p da forma:

_ cap(—fH,)
Z, ’
onde
HO = Z Hj)
j=1

deste modo, pode-se tomar o Hamiltoniano de uma particula em termos de
campos efetivos e utiliza-los (os campos efetivos) como parametros varia-
cionais ou a serem determinados.

Uma maneira alternativa para parametrizar a distribuicao p; esta asso-
ciada ao conhecimento do parametro de ordem ;. Isso permite minimizar
diretamente

Fp = TT,OH + KBTZTTlean
J

sujeito aos vinculos:
Trp; = 1
Tripjv;l = (¥5).

A vantagem desta alternativa é devido ao fato que simplesmente os parame-

tros variacionais sao os parametros de ordem (1;).

2.4.3 Aproximacao de Campo Médio via método Varia-
cional para o Modelo de Ising

Nesta secao, o interesse é utilizar o modelo de Ising para enfatizar o

método variacional, calculando a energia livre e a equacao de estado do mo-

delo, as quais devem ser comparadas com as do modelo de Pierre Weiss. O

modelo de Ising na presenca de um campo magnético externo é escrito como:

H: —JZ&SJ—HZSZ
(,4) =1
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onde esté considerando que os spins estao distribuidos em pontos de uma
rede hipercubica e estao acoplados através da interacao J entre os primeiros
vizinhos, a primeira soma ¢é sobre os pares primeiros vizinhos. Também ¢
considerado um campo magnético aplicado na direcao do eixo facil em todos
os pontos da rede.

Seja considerado N spins independentes, onde cada spin sofre a acao de um
campo efetivo gerado por todos os outros spins, dessa forma o hamiltoniano

do sistema é dado por:
My = (=08, (2:59)

onde 7 representa o campo efetivo variacional ou simplesmente o parametro
variacional. Seguindo os preceitos da Mecanica Estatistica, a qual diz que to-
das as grandezas termodinamicas sao escritas a partir da fungao de partigao,
serda mostrado os calculos da funcao de particao. Neste caso, sistema nao
interagente, a fungao de particao sera igual ao produto da fun¢ao de particao

de um spin, isto é:
Z,= 2N, (2.60)
Por outro lado, Z, é dado por:

Zy =) exp(—fHi), (2.61)

Si=%1

Realizando a soma das configuracoes, tem-se
Z, = exp(—Pn) + exp(Bn),
resultando em
2, = 2cosh(fn)
Portanto, a funcao de particao é dada por:
Z, = [2cosh(pn)]N. (2.62)

O valor médio (S7), = m (magnetizac¢do por spin) é dado por:
goom
32

(2.63)
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resultando na equacao de estado em termo do parametro variacional
m = tanh(Bn). (2.64)
A energia livre por particula seré dada por,
fo = —KgTln[2cosh(Pn)]. (2.65)

Em seguida, o célculo da média é apresentado abaixo e lembrando que em
uma rede hipercibica com N spins é possivel contar Nz /2 pares de primeiros

vizinhos, dessa forma tem-se;

i=1

% N N
<H - Ho>o = <—JZ SlSJ — HZSz — <—77251>>
(6,) =1

o

N

(H=H)o = —TSSS) — HAS) +n3 (5o (260

=1

tendo em vista que Hamiltoniana tentativa representa um sistema de N spins

independentes, entao é considerado que
(SiS;) = (Si)(S;) = m?,

isto é, a média do produto é igual ao produto da média

(H=H)y = "5 TSNS — NHISY, + Na(S),
(H—"H,)o = —]\;sz2 — Nm(H —n).

A energia variacional é escrita como:
fo= St (M)
- o N o/o
1
f = —KgTIn[2cosh(fn)] — §sz2 —m(H —n). (2.67)

A minimizac¢ao da energia livre (variacional) em relacdo a n determina o

parametro variacional, ou seja

n=Jzm+ H. (2.68)
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Conhecendo o parametro variacional fica determinada a energia livre, ou seja
f = —KgTin[2cosh(B(Jzm + H))] + ;szz, (2.69)

e a equagao de estado
m = tanh[B(Jzm + H)). (2.70)

Na aproximacao de campo médio via principio variacional a equagao de
estado é a mesma, porém a energia livre satisfaz todos os critérios de esta-

bilidade termodinamica em qualquer temperatura.
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Capitulo 3

Efeitos das Aleatoriedades das
Anisotropias de Campo Cristalino

no Modelo de Ising de Spin Misto
S=1eS5=3/2

3.1 Introducao

O estudo das propriedades criticas de sistemas magnéticos tem aumen-
tado nas ultimas décadas. Este estudo tem sido realizado sobre os princi-
pais modelos de magnetismo localizado, em particular, os modelos de Ising e
Heisenberg.

O modelo de Ising, sem duvida, ¢ o modelo que tem suas propriedades
criticas e magnéticas mais estudado nos tltimos quarenta anos entre todos os
outros modelos, porém ainda nos dias atuais tem sido o mais utilizado[14, 15,
16, 17, 18, 19]. Todo este sucesso alcancado é devido sua grande simplicidade,
pois no caso mais simples (spin 1/2) suas variaveis de spins assumem somente
os valores 41, associando os estados para cima e para baixo, desta forma,
qualquer sistema (fisico, biologico, financeiro, social, etc) pode ser modelado
microscopicamente pelo modelo de Ising.

Adicionalmente, efeitos magnéticos mais complexos como, campos cris-

talinos, efeito tunel quéntico e algumas distribui¢oes de desordens (nas lig-
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3.2 O modelo 36

agoes entre os spins, posicional, etc). Desta forma, o modelo de Ising tem
descrito varios sistemas, tais como, fluidos em uma e em duas dimensoes,
ligas ternérias[20], misturas de 3He - 1He[21, 22, 23] e mais uma quantidade
imensa de sistemas fisicos, apresentando diferentes transi¢oes de fase, com
um rico diagrama de fase.

Para estudar as principais caracteristicas das transicoes de fase, o es-
quema que tem sido utilizado consiste em propor o modelo, representando
o sistema ferromagnético, com diversas interagoes, as quais, incluem campo
magnético transverso, interagao de campo cristalino, distribuicoes de dife-
rentes tipos de desordens aleatérias e campos magnéticos aleatorios.

Por outro lado, materiais com estrutura cristalina estavel, em tempera-
tura ambiente, que apresentam momentos magnéticos espontaneos sao de
grande interesse para as pesquisas cientificas, nao somente do ponto de vista
académico, porém também devido suas potencialidades para aplicacoes tec-
nologicas, tais como, em gravagoes magnéticas e em outros aparatos tecnologicos|24].

Particularmente, a ordem ferrimagnética tem uma importancia funda-
mental em alguns desses materiais, e a sintese de novos materiais ferrimag-
néticos é uma frente ativa em ciéncias dos materiais.

Um material ferrimagneto é modelado como sendo composto por dois
diferentes tipos de atomos, cada um com um tipo de spin. Desta forma,
estes diferentes spins sao distribuidos em um cristal composto por duas sub-
redes interpenetrantes. Assim, cada spin interage antiferromagneticamente
com seus primeiros vizinhos, e devido as diferentes magnitude dos spins, este

materiais apresentam magnetizacao espontanea em baixas temperaturas.

3.2 O modelo

Vamos considerar um sistema magnético composto por duas sub-redes
interpenetrantes A e B. Cada ponto dessas sub-rede é ocupado por atomos
magnéticos com spins S = 1 (na sub-rede A) e S = 3/2 (na sub-rede B). Cada
par de primeiros vizinhos (cada spins em uma diferente sub-rede) acoplam
magneticamente através da interacao de troca, e em cada ponto das diferentes
sub-redes h& uma anisotropia uniaxial aleatoria de campo cristalino. Um

campo magnético externo é aplicado em todos os pontos da rede na direcao
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3.2 O modelo 37

do eixo facil. Portanto, a Hamiltoniana que descreve o sistema é dado por:

H o= —J 3 S{SE -3 DMSM? — Y DE(SE)?
(i,5) i€A JEB
~HY St—H> SP (3.1)
icA jeB

Ofde primeié;) termo di equacao gpresenta % interagao entre os pfres de

b ! & ¢ b ! b

b ! & ¢ b ! b

Figura 3.1: Modelo de um Ferromagneto em uma rede bidimensional dividida em duas
sub-redes interpenetrantes equivalentes A (circulo cheio preto) e B(circulo vazio), onde os
primeiros vizinhos estao localizados em sub-rede diferentes. A energia de interagao entre

0s primeiros vizinhos é J.

spins primeiros vizinhos cada um localizados nas diferentes sub-redes A e B.
A magnitude dessa interagao é dada por J, neste caso vamos considerar J >
0. A soma é realizada sobre todos os pares de primeiros vizinhos da rede. O
segundo termo da Hamiltoniana representa a anisotropia aleatéria de campo

cristalino em todos os pontos da sub-rede A, a soma ¢é realizada sobre os N/2
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3.8 Cidlculos da Energia Livre via Método Variacional de Peierls-Bogoliub88

os spins S4 da sub-rede A, os quais assumem os valores (£1,0). A anisotropia
aleatoria que é governada por uma fungao de probabilidade P(D;). O terceiro
termo da equagao indica a anisotropia aleatéria de campo cristalino em todos
os pontos da sub-rede B, também a soma é realizada sobre os N/2 os spins
SB da sub-rede B, os quais assumem os valores (+1/2,43/2). Também esta
anisotropia aleatoria é governada por uma funcéo de probabilidade P(D;).
Finalmente, o quarto e o quinto termos representam a energia de Zumam
sobre todos os spins das sub-redes A e B.

As funcoes de distribuicoes de probabilidades associadas as variaveis ale-

atorias sao dadas pela distribuicao bimodal:

P(D;") = p§(D;) + (1 — p)6(D; — Do) (3.2)

P(D?) = ¢§(D;) + (1 — q)d(D; — Dp) (3.3)

J

Onde p e g estdo no intervalo entre (0 a 1), correspondente o peso na
distribuigdo para ter uma anisotropia e (1 — p) e (1 — ¢) ter anisotropia
D4(Dg) onde que o termo pd(D;) e go(D;) indicam que uma fracdo p e ¢
de spins na sub-rede A e B, estao livres da acdo da anisotropia cristalina
de fon tnico. No caso limite p = 1 e ¢ = 1 indica que todos os spins das
sub-redes nao sofrem acao da anisotropias aleatoéria de campo cristalino. Por
outro lado, o termo (1 — p)d(D; — D?) e (1 — q)d(D; — DP), indica que uma
fragdo (1 — p) e (1 — q) de spins estdo sob a agao da anisotropia aleatoria
de intensidade D? e D® nas sub-redes A e B, os quais sdo responsaveis por
uma transicao de fase dentro da fase ferromagnética. No caso limite p =0 e
q = 0 indica que todos os spins das sub-redes sofrem ac¢ao da anisotropias de

campo cristalino com magnitude constante D? e DZ.

3.3 Calculos da Energia Livre via Método Varia-

cional de Peierls-Bogoliubov

Neste trabalho o interesse é estudar as propriedades criticas e as pro-
priedades termodinamicas do sistema de spins misto de Ising com anisotropias

aleatérias de campo cristalino. Como jé é conhecido, para levar ao fim estes
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3.3.1 Cidlculo da funcao de particao 39

objetivos é necessario seguir uma das duas abordagens. A primeira abor-
dagem ¢ calcular exatamente a energia livre através da solugao exata do
modelo considerado. Esta tarefa é considerada muito drdua, pois pouquis-
simos modelos tém solugbes exatas, exceto o modelo de Ising em umal6] e
duas dimensoes|8|. A outra opgao é obter a energia livre através de alguma
aproximacao, onde a de campo médio ¢é 1til para ter uma primeira visao do
comportamento critico do sistema.

Portanto, vamos utilizar a segunda abordagem com a escolha da aproxi-
macao de campo médio via principio variacional baseado na desigualdade de
Peierls-Bogoliubov. Assim, seguindo este esquema da aproximagcao de campo

médio, a energia livre de Gibbs ¢ obtida da desigualdade
G(H) < Go(Ho) + (H = Ho(n))o = 2(n) (3-4)
onde G, (H,)
Go(H,) = Go(Ho)a + Go(H,)p (3.5)

Nas duas expressoes (3.4) e (3.5) a grandeza G(H) representa a energia livre
associada com Hamiltoniano H do modelo que se quer tratar, e G,(H,) é a
energia livre do Hamiltoniano tentativa H,(n) das sub-redes A e B, os quais
dependem dos parametros variacionais 14 e 1g, e o qual pode ser resolvido
exatamente. A média térmica (....), deve ser tomada sobre uma distribuigao

canonica associada ao Hamiltoniano H,,.

3.3.1 Calculo da funcao de particao

A Hamiltoniana tentativa a qual inclui cluster de um spins é dado por
Af QA2 A B( QB2 B
Ho = =3 [DAMSH? +naSt] = S [DP(SP)? +nsSP) (3.6)
i€A jeB
onde 14 e np sao dois pardmetros variacionais relativo aos dois diferentes
tipos de spins e que respectivamente pertencem a sub-rede A e B. Portanto,
a Hamiltoniana tentativa é dividida em duas partes, cada uma relativo a uma

sub-rede, assim para a sub-rede A, teremos:

HOA = - Z Df(SzA>2 + ZT/ASZA ) (37)

i€A 1€A
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e para a sub-rede B
Hop =— | Y. DP(SP)? + 3 npSP (3.8)
jEB jeB

Com intuito de condensar a notacao, escreveremos a diferenca entre as

Hamiltonianas como sendo,
(AH)o = (H = Ho)o- (3.9)
A fungao de particao da Hamiltoniana tentativa é:

Zo= > > cap(=FH,). (3.10)

{Si:ov:tl} {szzt%,:l:%}
A média térmica escrita em fungao da Hamiltoniana tentativa é definida por:

(A= = 33 Acap(—GH,). (3.11)
Zo {S:} {S;}

3.3.2 Calculo da funcao de particao e da energia livre do
Hamiltoniano tentativa G,(H,) de cada sub-rede
Substituindo a Eq.(3.7) na Eq.(3.10), e fazendo que S que assuma os

respectivos valores (—1,0,1), teremos a fun¢ao de partigao da sub-rede A,

para o sitio tnico ¢ ¢ dada por:.
Z' 4 = 2exp(BD}cosh(Bna) + 1. (3.12)

Substituindo a Eq.(3.8) na Eq.(3.10), e fazendo que Sf que assuma os re-
spectivos valores (—3/2,—1/2,1/2,3/2), teremos a fun¢ao de particio da

sub-rede B para o sitio iinico 5 dado por.
, 9 g 3 1, 5 1
2= Qexp<4ﬁDj )cosh (26773) + 2exp<4ﬁDj )cosh (267)3) . (3.13)

Como escolhemos duas sub-redes interpenetrantes com N/2 spins cada, e o

Hamiltoniano livre de um spin, a funcao de particao total sera dada por.

N
2

z, -2, (3.14)
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tentativa Go(H,) de cada sub-rede 41
sendo
N
Zop = [1 + Zexp(ﬁDf)cosh(ﬁnA)] 2 (3.15)
e

2€xp(ZﬁD;B>COSh (gﬁn3> + 26xp<iﬁDf) cosh (;ﬁnBﬂ H (3.16)

Pela conexao com a termodinamica, a energia livre do Hamiltoniano ten-

ZOB -

tativa é dada pela funcao.

1
Go(H,) = —BanO = Go(Ho)a + Go(Ho) B, (3.17)
sendo
N A
Go(Ho)a = —%ln {1 + 2exp(6D; )cosh(ﬁnA)} : (3.18)
e
N 9 3
o = (ot ()
Go(H,B) 2ﬁln exp<4ﬁ " |cosh 25773
1 . 1
+26xp<4BDj )cosh (26773)]. (3.19)
Substituindo a Eq.(3.1) e a Eq.(3.6), tomando a média ficaremos
N N N
<AH>0 = _EJZ<S;4>O<SJB>O + E”A<Sz‘A>o + 5”3(‘9]}3)0
N N
T H(SAY _ _H(SB 2
2 <S’L >0 2 <S] >07 (3 O>
onde z é o niimero de primeiros vizinhos.
Definindo o funcional energia livre como ¢(na,ng) = Go(H,)/N e as

magnetizagoes por spins nas sub-redes A m4 = ((S{*)), ¢ B mp = ((SF)),
entao substituindo a Eq.(3.17) e Eq.(3.20) na Eq.(3.4) ficamos,

o(na,mp) = —21ﬁln [1 + 26xp(ﬁDiA)cosh (ﬁnA)}

—21ﬁln {26xp<ZﬁDf> cosh <§5778>

+2€:rp<iﬁDf> cosh (;ﬁng)]

1
—zJ a a a
2 ZMemy + 27)Am

1 1 1
+§anb - iHma - §Hmb (3'21>
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3.4 Cidlculos das médias térmicas. 42

3.4 CAlculos das médias térmicas.

As médias térmicas m, = (S;'), emy = (SJ), sao calculadas em fungao
da Hamiltoniano tentativa, Eq.(3.11), que sera dividido em duas partes, cada
uma relativo a uma sub-rede,

para sub-rede A:

e = (54, = 2exp(BDA)sinh(Bn4)

)0 = Seap(BDM)cosh(Bna) + 1 (3.22)

e sub-rede B

_ (5P, = 3sinh (%ﬁn3> + exp(—26DF)sinh (%@73) (3.23)
My = \Wj )0 = 2cosh (%ﬁﬁB) + 2exp(—206DF)cosh (55773). |

Minimizando ¢(na,np) com relagdo ao parametro variacional 7),.

o9
2 0.
na
na = Jzmy + H, (3.24)

e com relacao ao parametro variacional 7p.

0
— =0.
ong
ng = Jzmg, + H. (3.25)

Substituindo a Eq.(3.24) e a Eq.(3.25), na Eq.(3.21),0btemos:

¢ = —216171 {1 + 26xp(ﬁD;4)cosh (B(Jzmyp + H))}
—215171 [Qexp(iﬁDf) cosh (26(sza + H))

+2e$p<iﬁDjB>cosh (;ﬂ(sza + H)ﬂ

1
+§szamb. (3.26)
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3.5 Fxpansao de Landau 43

Finalmente, tomando a média configuracional sobre as variaveis aleatorias
D{* ¢ D? segundo as distribuicédes de probabilidades Eq.(3.2) e Eq.(3.3)
encontraremos

1

d(ma,mp) = {(P)y = §szamb 25171 [QCOS}L <2B(sza + H)) +

2cosh (16(sza + H))]q —

%ln[l + 2cosh(B(Jzmy + H))|p —

—ﬂln {1 + 2exp(BDM)cosh(B(Jzmy + H))] (1—-p)—

Jtn[2eap (3907 Yeosh (S 5(zm, + 1)) +

26
Qeacp(iﬁDB)cosh (;6(sza + H))} (1—gq). (3.27)
teremos:
2exp(BDM)sinh(B(Jzmy + H))
Ma ll + 2exp(BDA)cosh(B(Jzmy + H))] (1=p)+
2sinh(B(Jzmy + H))
ll + 2cosh(B(Jzmy, + H))] (3:28)
e
B [ 3sinh (2 (Jzmq+ H) ) +exp< 25D3>smh( ﬁ(szaJrH)) .
"= | 2cosh (% B(Jzmg + H) ) + 2exp(—26DEB)cosh ( B(Jzmg + H)) S
[ 3sinh (% (Jzmg, + H)) + sinh ( B(Jzmy + H)) (3.20)
| 2cosh (% B(Jzmy + H) ) + 2cosh ( (Jzmg + H))

3.5 Expansao de Landau

Substituindo a Eq.(3.29) na Eq.(3.27), deixaremos a energia livre em
funcao apenas da magnetizagao m,. Por serem muito pequena a magne-
tizagdo m, e my, expandimos a Eq.(3.29) e Eq.(3.27), obtém-se a expansao

de "Landau", antes de expandirmos faremos H = 0 na equacao.

¢ = A, + Aom? + Aymiy + Agm® (3.30)
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Onde que os coeficientes da expansao Ag,As,As,Ag, sao definidos por:

Ay = —216ln[(1 +2a) (s + )]

2 2
Ay = i [tbl . (tbl) Laq t (9% + yb)]

20 2(1+x,)  8(za+ up)

1 tzblnga (tb1)43’)a(1 — 21'(1)
A4 = = |:tb2 - -
203 142, 24(1 + :Ea)2
t4(81xp, — Ldapys, + Z/g)}
192(xy + yp)?

A 1{t  Pa(03+ 2bibs)  tb3bawa(1 — 22,)
LYe ] 2(1 + z,) 6(1 + z4)
(thy)%x4 (1 — 13z, + 1622) B
720(1 + 2,)3
t9(72923 — 2213y, + 1lapy; + yg)]
2880(xp, + yp)?
Com:
A 9 g
t=pJz ; T, = 2exp(SD?); xp = 2exp <4ﬁD )
1. 5 i
yp = 2exp (4ﬁD ) : 2 = exp(—2BDF)
_t0+a) (81— U+ D)
R EE 2T48 (14 )2

5 (729 — 2212, + 1122 + 2})

by = —
* 7 480 (1+ 2)3

Devido a simetria do sistema os termos impares, na expansao de Lan-
dau, sao nulos de acordo com sua teoria fenomenolégica para os sistemas

magnéticos.
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Capitulo 4

Resultados e Discussoes

4.1 Introducao

As equagoes obtidas ( energia livre e as magnetizagoes das sub-redes) ex-
ibem as propriedades da teoria de campo médio. Para cada par de (m4, mp)
obtém-se um conjunto de solugoes, e aquelas que representam as fases estaveis
sao as solugoes que minimizam a energia livre. Portanto, para realizar uma
anélise detalhada do diagrama de fase é necessario executar um minucioso
calculo numérico.

Por outro lado, algumas caracteristicas do diagrama de fase podem ser
obtidos analiticamente. Assim, perto de uma transi¢cao de fase de segunda
ordem de um estado ordenado, com m4 # 0 e mp # 0, para um estado
desordenado my = 0 e mp = 0, as magnetizacoes my e mp sao muito
pequenas, de maneira que justifica uma expansao de Landau nas Eqs.(3.27)
e (3.29), isto é:

b = P + Aym? + Aym? + AgmS + ...

Desta forma, pode-se descrever alguns aspectos do diagrama de fase
através dos coeficientes da expansao de Landau. O diagrama de fase do
modelo é determinado da seguinte forma:

i - linha de transi¢do de fase de segunda ordem ocorre quando A, = 0 e
Ay > 0;

ii - pontos tricriticos ocorrem quando A =0 e A4 =0 e com Ag > 0.
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4.2 Diagrama de Fase no Espaco D versus T 46

iii - linha de transicao de fase de primeira ordem é determinadas analisando
o comportamento da energia livre para as solugoes da eq.(3.22) e da eq.(3.23)
para cada par de (ma,mp).

A anélise da paridade dos coeficientes Ay , A4 e Ag em funcao de J mostra
que esses coeficientes sao fungoes pares, isso leva a conclusao de que o com-
portamento critico do modelo é o mesmo tanto para sistemas ferromagnéticos
(J > 0) como para sistemas ferrimagnéticos (J < 0). Porém, no caso de sis-
tema ferrimagnético os sinais das magnetizagoes das sub-redes (m4 e mp)
sao diferentes, originando uma temperatura de compensagao menor do que
a temperatura critica (7,). Na temperatura de compensagao a magnetizacao
total

M = 2 [ma+ms)

vai a zero (M = 0), porém as m,4 e mp sdo diferentes de zero (m4 # 0 ¢

4.2 Diagrama de Fase no Espago D“ versus T

Sera construido diversos diagramas de fase nos espagos KgT'/z|J| ver-
sus DA/z|J| e KgT/z|J| versus DP/z|J|. Nos diagramas de fase as linhas
tracejadas e as continuas sao utilizadas para representar as transicoes de
fase de primeira e segunda ordem respectivamente, e linhas pontilhadas para
representar linhas de pontos tricriticos. Circulos cheios serao usados para
representar pontos tricriticos, os quais separam linhas de segunda ordem e
linhas de primeira ordem, a letra P indica fase desordenada paramagnética

e F' a fase ordenada ferromagnética.

4.2.1 Diagrama de Fase: Caso Especial p=1e g=1

Neste trabalho foi derivado, como um caso especial, todos os resultados
correspondente ao trabalho de Abubring et al[25]. Inicialmente calculando a
temperatura critica do sistema de spins mistos S4(41,0) e SB(£3/2, +£1/2),

no limite da anisotropia nula obtendo KgT./Jz = 0.9129, de acordo com a
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tabela abaixo.

KgT,./J | 2.7386 | 3.6515 | 5.4772
/ 3 4 6

4.2.2 Diagrama de Fase: Casop=0eq¢=0

Este caso corresponde ao modelo de Ising de spins mistos (Spin — 1 e
Spin — 3/2) com diferentes anisotropias de fon tnico, e foi detalhadamente
estudado por Abubrig et al|25], e constitui um caso especial deste trabalho.
Aqui os resultados sdo comparaveis aos encontrados por Bobak|[26] no con-
texto da teoria de campo efetivo com correlagoes. Portanto, sera exibido
varios diagramas para compreensao do comportamento termodinamico do
sistema.

Na figura (4.1) é mostrado o diagrama de fase com p = 0 e ¢ = 0 no plano
KgT/z|J| versus D4 /z|J| e com diversos valores fixos de DP. Lembrando do
fato que a anisotropia de campo cristalino D > 0 favorece os estados +3/2,
entdo neste diagrama percebe-se que quando DP — 400, a sub-rede de
spin-3/2 comporta-se como um sistema de dois niveis (+£3/2), e nesta regiao
do diagrama de fase (DP > 1.75), as coordenadas dos pontos tricriticos
convergem para (D4/Jz = d* = —1.3950, K3T,/Jz = t = 0.6708). Por
outro lado, na regiao onde D — —o0, os estados SJB = +3/2 sao suprimidos
e o sistema torna-se equivalente a um modelo de Ising de spins mistos (Spin—
1 e Spin —1/2). O diagrama de fase nesta regiao (D < —1) tem os pontos
tricriticos convergindo para a coordenada localizado em (D4/Jz = d* =
—0.4650, KgT,/Jz = t = —0.2236). Na regido intermediaria (-1 < d? <
1.75), as coordenadas dos pontos tricriticos deslocam de (d* = —1.3950,t =
0.6708) para (d* = —0.4650,t = 0.2236) obtendo assim uma linha de pontos
tricriticos. No caso especial, onde as anisotropias sdo iguais D? = D4 = D,
a localizagao do ponto tricritico ¢ listado na tabela abaixo, os quais podem

ser novamente comparados com os obtidos por Bobék|26]:

(DA/Z|J| -1.4797 | 1.9730 | -2.9594
KgT,./J | 0.8705 | 1.1606 | 1.7410
Z 3 4 6
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Figura 4.1: Diagrama de fase de (KpT/z|J| versus D4/z|.J|) para o modelo de Ising
de spin misto ferromagnético com o niimero de coordenagoes z, p =0 e ¢ = 0. O circulo
cheio representa o ponto tricritico, a linha pontilhada representa o comportamento dos
pontos tricriticos, a linha tracejada e a continua representa as transi¢oes de primeira e

segunda ordem respectivamente a letra P indica a fase desordenada paramagnética e F' a

fase ordenada ferromagnética.
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4.2.3 Diagrama de Fase: Casop=0eq #0

Vamos agora fixar o valor da probabilidade p = 0 indicando que todos os
spins da sub-rede A estao sujeitos & acao de um campo cristalino de magni-
tude constante D*. Por outro lado, a probabilidade ¢ varia de zero a um,
indicando que uma parcela ¢ de spins S = 3/2 estao livre da agdo do campo
cristalino de magnitude D”. Observa-se que apesar da magnitude D? ser
constante, o que realmente importa é que a quantidade de spins sob acao
desse campo cristalino é que de fato varia. Por exemplo, no caso de ¢ = 0.10
significa que dez por cento (10%) dos spins S = 3/2 estao fora da agdo do
campo cristalino D®, lembrando que a sub-rede B contém N/2 spins.

As figuras (4.2 a 4.4) exibem o comportamento do diagrama de fase para
p = 0 e ¢ variando até o valor ¢ = 1 . A medida que a probabilidade ¢
cresce, percebe-se um deslocamento das coordenadas dos pontos tricriticos,
independentemente das magnitudes de D? que é fixa. Os comportamentos
(DA — o) de dois estados (S = +3/2) e (D* — —oc0) de spin mistos
(S =1eS = 1/2) migram para o comportamento de um modelo de spin
mistos (S = 1e S = 3/2) com uma anisotropia constante D4 agindo na
sub-rede de spin S* = 1 e com os spins da sub-rede de spin S = 3/2 livre
da acao dessa anisotropia, consequentemente, eliminando a linha de pontos
tricriticos. Esse fato indica que a quantidade de spins S = 3/2 sob agao da
anisotropia é fundamental para a manuten¢ao da linha de pontos tricriticos,
assim muitos spins 3/2 sob ac@o da anisotropia positiva é decisivo para levar o
sistema de spins misto se comportar com um sistema de dois niveis S = +3/2.
Do mesmo modo, quando muito spins 3/2 sob agao da anisotropia negativa,
a qual favorece os estados S = +1/2, assim o comportamento é de sistema
de spins misto S =1e S =1/2.

A figura (4.4) mostra que todas as linhas de segunda e de primeira ordem,
cada uma com um D? especifico, se fundem em uma tnica linha de segunda
e de primeira ordem. Do mesmo modo, todos os pontos tricriticos (linha de
pontos tricriticos) se condensam em apenas um ponto. As linhas de segunda
e de primeira ordem separam as fases paramagnética (regido acima da curva)
e a fase ferromagnética ou ferrimagnética (regido abaixo das curvas). O

comportamento tricritico do sistema é mantido.
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Figura 4.2: Diagrama de fase de (KpT/z|J| versus D#/z|J|) para o modelo de Ising de
spin misto ferromagnético com o nimero de coordenagoes z, p = 0 e ¢ = 0.01. O circulo
cheio representa o ponto tricritico, a linha pontilhada representa o comportamento dos
pontos tricriticos, a linha tracejada e a continua representa as transi¢oes de primeira e
segunda ordem respectivamente a letra P indica a fase desordenada paramagnética e F' a

fase ordenada ferromagnética.
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Figura 4.3: Diagrama de fase de (KpT/z|J| versus D?/z|J|) para o modelo de Ising de
spin misto ferromagnético com o nimero de coordenagoes z, p = 0 e ¢ = 0.80. O circulo
cheio representa o ponto tricritico, a linha pontilhada representa o comportamento dos
pontos tricriticos, a linha tracejada e a continua representa as transicoes de primeira e

segunda ordem respectivamente a letra P indica a fase desordenada paramagnética e F' a

fase ordenada ferromagnética.
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Figura 4.4: Diagrama de fase de (KpT/z|J| versus D?/z|J|) para o modelo de Ising de
spin misto ferromagnético com o nimero de coordenagoes z, p =0 e ¢ = 1. O circulo cheio
representa o ponto tricritico, a linha pontilhada representa o comportamento dos pontos
tricriticos, a linha tracejada e a continua representa as transi¢oes de primeira e segunda
ordem respectivamente a letra P indica a fase desordenada paramagnética e F' para fase

ordenada ferromagnética.
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4.2.4 Diagrama de Fase: Caso p <0.0523 e ¢ # 0

Vamos agora examinar a probabilidade p variar (de zero & um) significa
que parcelas p dos spins da sub-rede A sao deixados livres da acao do campo
cristalino DA. Idem para o parametro ¢q. Dessa forma, nas duas sub-redes ha
uma quantidade de spins fora da acao das anisotropias dos campos cristalinos.
Tomando um valor qualquer dentro dessa regiao, por exemplo, p = 0.20 e
variando o parametro ¢ de zero a um, o diagrama de fase terd a mesma
caracteristica apresentado no caso anterior, isto é, o diagrama de fase mostra
que o sistema migra de um comportamento de dois estados S = +3/2 quando
DB — o0, e do comportamento de spins misto S =1 e S = 1/2 no caso de
DP — —00. Quando ¢ = 1 voltamos a ter o comportamento de modelo de
Ising de spins mistos S = 1 e S = 3/2 com uma anisotropia constante D*
atuando em uma parcela (80%) dos spins S = 1.

Qualquer outro caso com p < 0.0523 e variando o parametro ¢ de zero
a um, o diagrama de fase tera a mesma caracteristica apresentado no caso
anterior, mudando somente as coordenadas do ponto tricritico final quando
q = 1, em sintese, qualitativamente o diagrama de fase ¢ o mesmo.

A figura (4.5) teremos um diagrama de fase para p = 0.01 e ¢ = 0.02
e 0 mesmo exibindo o mesmo comportamento qualitativo do caso p = 0 e
g = 0.01 descrito na figura (4.2) anteriormente, isto é, apresenta os compor-
tamentos do modelo de dois estado S = £3/2 (D — o0) e do modelo de
spins misto S=1e¢ S =1/2 (D — —o0).

Por outro lado, a figura (4.6) com p = 0.0523 e ¢ = 1 mostra que no caso
em que 5,23% dos spins da sub-rede A estao fora da acao da anisotropia
D4, e todos spins da subrede B estdo livres da acdo de qualquer anisotropia
de fon tnico, o comportamento do sistema é aquele de spins mistos de Ising
S =1eS = 3/2 com uma anisotropia constante D?4. O comportamento

tricritico ainda é mantido.
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Figura 4.5: Diagrama de fase de (KpT/z|J| versus D4/z|.J|) para o modelo de Ising
de spin misto ferromagnético com o ntmero de coordenagoes z, p = 0.01 e ¢ = 0.02. O
circulo cheio representa o ponto tricritico, a linha pontilhada representa o comportamento
dos pontos tricriticos, a linha tracejada e a continua representa as transicoes de primeira
e segunda ordem respectivamente a letra P indica a fase desordenada paramagnética e F’

a fase ordenada ferromagnética. 54
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Figura 4.6: Diagrama de fase de (KpT./z|J| versus D4/z|.J|) para o modelo de Ising
de spin misto ferromagnético com o ntmero de coordenagoes z, p = 0.0523 e ¢ = 1. O
circulo cheio representa o ponto tricritico, a linha pontilhada representa o comportamento
dos pontos tricriticos, a linha tracejada e a continua representa as transicoes de primeira

e segunda ordem respectivamente a letra P indica a fase desordenada paramagnética e F’

a fase ordenada ferromagnética.
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4.2.5 Diagrama de Fase: Caso p > 0.0523 eq >0

Vamos agora analisar o caso para p > 0.0523 e ¢ > 0 a topologia do
diagrama de fase é drasticamente mudado. Para valores de ¢ > 0.10 o com-
portamento tricritico desaparece, isto o diagrama de fase apresenta somente
linhas de segunda ordem refletindo assim um comportamento do modelo de
Blume-Capel (spin S > 1/2).

Na figura (4.7) apresenta p = 0.0524, mais da metade dos spins da sub-
rede A estdo fora da acdo da anisotropia D4, e ¢ = 0, todos os spins da sub-
rede B estdo sob acdo da anisotropia DP. O diagrama mostra que qualquer
valor positivo de D? ¢ suficiente para eliminar o comportamente tricritico,
isto é, as linhas de primeira ordem dao lugar a linha de segunda ordem,
suprimindo os pontos tricriticos. Nesta configuragao todos os spins da sub-
rede B estdo sujeitos a uma anisotropia constante de magnitude D, a qual
quando (D® > 0) favorece os estados #3/2 levando o sistema como um
todo apresentar o comportamento do modelo de Blume-Capel, o qual nao
apresenta comportamento tricritico. No caso de anisotropia D? < 0, os
estados S = +3/2 sdo suprimidos, e o comportamento de spins mistos S = 1
e S = 1/2 é dominante, e o comportamento tricritico ¢ mantido, isto é,
valores negativos de D? levam a transicao de fase de primeira ordem e pontos
tricriticos. Assim, uma fracao de spins S = 1 sob agao da anisotropia ja é
suficiente para o sistema apresentar comportamento tricritico.

Na figura (4.8) mostra que com o parametro p = 0.0524 e ¢ = 0.02 o
comportamento tricritico desaparece para qualquer valor de D? positivo ou
negativo. Na sub-rede A menos da metade dos spins nao sofrem agao do
campo cristalino, e os demais spins estao sob agao desse campo cristalino, e
assim tem os estados S £ 1 favorecidos, reforcando assim o comportamento
do modelo de Blume-Capel.

Por outro lado, a variacao de ¢ leva a mesma conclusao anteriores, isto é,
todas as linhas (diversos valores fixos de D?) sao suprimidos resultando no
caso puro (D? = 0) para ¢ = 1. Para quaisquer outros valores de p > 0.0523 e
variando ¢, o sistema exibe o comportamento descrito acima, e sao mostrados
nas figuras (4.9 e 4.10).
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Figura 4.7: Diagrama de fase de (KpT/z|J| versus D4/z|.J|) para o modelo de Ising
de spin misto ferromagnético com o ntmero de coordenagoes z, p = 0.0524 e ¢ = 0. O
circulo cheio representa o ponto tricritico, a linha pontilhada representa o comportamento
dos pontos tricriticos, a linha tracejada e a continua representa as transicoes de primeira
e segunda ordem respectivamente a letra P indica a fase desordenada paramagnética e F’

a fase ordenada ferromagnética.
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4.2.5 Diagrama de Fase: Caso p > 0.0523 eq > 0
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Figura 4.8: Diagrama de fase de (KpT/z|J| versus D4/z|.J|) para o modelo de Ising
de spin misto ferromagnético com o niimero de coordenagoes z, p = 0.0524 e ¢ = 0.02. A

letra P indica a fase desordenada paramagnética e F' a fase ordenada ferromagnética.
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Figura 4.9: Diagrama de fase de (KpT/z|J| versus D?/z|J|) para o modelo de Ising de
spin misto ferromagnético com o nimero de coordenagoes z, p = 0.0524 ¢ ¢ = 0.85 . A

letra P indica a fase desordenada paramagnética e F' a fase ordenada ferromagnética.
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4.2.5 Diagrama de Fase: Caso p > 0.0523 eq > 0
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Figura 4.10: Diagrama de fase de (KgT/z|J| versus D4/z|.J|) para o modelo de Ising
de spin misto ferromagnético com o numero de coordenagoes z, p = 0.0524 e ¢ = 1. A

letra P indica a fase desordenada paramagnética e F' a fase ordenada ferromagnética.
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4.3 Diagrama de Fase no espaco D” versus T

4.3.1 Casop=0eq=0

Na figura (4.11) é mostrado o diagrama de fase no plano (D?,T) para
diferentes valores de DA. Para D4/z|J| > —0.465 o diagrama de fase é topo-
logicamente equivalente aquele do modelo de Blume-Capel de spin — 3/2, o
qual ndo apresenta nenhum ponto tricritico[27]. No caso quando D?/z|J| <
—0.465, um novo tipo de diagrama de fase é encontrado com transicao de fase
de primeira ordem em baixas temperaturas e uma transicao de segunda ordem
em altas temperaturas, separadas por pontos tricriticos. Quando D4 /z|J]|
¢ baixada de —0.465, uma regiao ferromagnética (ou ferrimagnética) torna-
se larga e simultaneamente, o ponto tricritico desloca-se diretamente para
menores valores negativos de D?/z|J| e em altas temperaturas, isto ¢, uma
linha de pontos tricriticos atravessa toda regiao, de altas a baixas tempera-
turas ou de valores positivos de DB /z|.J| a valores grandes negativos. Aqui,
nao esta indicado no diagrama de fase, mas a fase ordenada se divide em
duas através de uma transicao de fase de primeira ordem. A primeira fase
ordenada consiste de spins misto S =1 e S = 3/2 e a segunda S = 1/2 ¢
S = 1. Em D%/z|J| = —0.5 as duas fases se tornam somente uma S = 1
e S = 3/2. Para —1.395 < D4/z|J] < —0.5 a fase ordenada Ferromag-
nética (ou Ferrimagnética) e a fase paramagnética sao separadas por ambas
transicoes de primeira em baixa temperatura e de segunda ordem em altas
tempertaturas. No entanto, em D4/z|J| ~ —1.395 a transicdo de segunda
ordem desaparece e portanto para —1.5 < D4/z|J| < —1.395, a transicdo
paramagnética-ferromagnética é somente de primeira ordem. Em resumo,
este caso p = 0.00 e ¢ = 0.00 no plano D versus T forneceu um rico di-
agrama de fase. Nestas condigoes a sub-rede A tem N/2 spins S = 1 os
quais todos estao sujeitos a acdo da anisotropia D?, e na sub-rede B possui
N/2 spins S = 3/2, sujeitos a acdo da anisotropia DP. Na sub-rede A, a
anisotropia positiva D > 0 favorece os estados S = £1 e negativo (D < 0) o
estado S = 0 e na sub-rede B, D > 0 favorece os estados S = +3/2 ¢ (D < 0)
favorece os estados S = £1/2. Portanto, para D + oo os comportamentos
de dois estados (S = £3/2) e misto (S =1/2 e S = 1) s@o favorecidos.
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Figura 4.11: Diagrama de fase de (KpT/z|J| versus DB /z|J|) para o modelo de Ising
de spin misto ferromagnético com o niimero de coordenagoes z, p =0 e ¢ = 0. O circulo
cheio representa o ponto tricritico, a linha pontilhada representa o comportamento dos
pontos tricriticos, a linha tracejada e a continua representa as transi¢oes de primeira e

segunda ordem respectivamente a letra P indica a fase desordenada paramagnética e F' a

fase ordenada ferromagnética.
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4.3.2 Diagrama de Fase: Casop=0eq #0

Este caso p = 0 e ¢ # 0 no plano D? versus T forneceu um diagrama
de fase bastante rico. Na sub-rede A os spins S = 1, os quais todos estao
sujeitos a acdo da anisotropia D?, cuja acdo se positiva D4 > 0 favorece os
estados S = £1 e negativo (D4 < 0) o estado S = 0. Assim, quando D#
cresce para o lado positivo, os spins desta sub-rede deverao preferencialmente
ocuparem os estados S = 1, comportamento de dois estados, e se por outro
lado, crescer do lado negativo, os spins ocuparao preferencialmente o estado
S = 0. Para valores intermediérios, tanto positivos como negativos, os spins
estarao aleatoriamente ocupando os estados S = +1e S = 0.

Adicionalmente, na sub-rede B os spins S = 3/2, os quais todos estao
sujeitos a acao da anisotropia D®, cuja acao se positiva DB > ( favorece os
estados S = 43/2 e negativo (D? < 0) o estado S = 1/2. Assim, quando
D?® cresce para o lado positivo, os spins desta sub-rede deverdao preferen-
cialmente ocuparem os estados S = +3/2, comportamento de dois estados,
tipo Blume-Capel, e se por outro lado, crescer do lado negativo, os spins
ocuparao preferencialmente o estado S = £1/2. Para valores intermediarios,
tanto positivos como negativos, os spins estarao aleatoriamente ocupando os
estados S = £3/2 e S = +£1/2.

Portanto, temos que combinar estes dois ingredientes. Assim, para val-
ores positivos de D?, o sistema devera apresentar como um sistema de dois
estados, os quais podem ser S = £3/2 ou se normalizar S = £+1, mesmo em
regiao negativa de DP. o diagrama de fase mostrado na figura (4.12) mostra
somente linhas de segunda ordem. A medida que D# assume valores nega-
tivo, o comportamento tricritico aparece, e o diagrama de fase mostra linha
de segunda ordem em altas temperaturas e de primeira ordem em baixas
temperaturas. Este diagrama de fase é qualitativamente semelhante ao da
figura (4.11).
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Figura 4.12: Diagrama de fase de (KpT/z|J| versus DB /z|J|) para o modelo de Ising
de spin misto ferromagnético com o ntimero de coordenagoes z, p = 0.00 e ¢ = 0.01 . O
circulo cheio representa o ponto tricritico, a linha pontilhada representa o comportamento
dos pontos tricriticos, a linha tracejada e a continua representa as transigoes de primeira

e segunda ordem respectivamente a letra P indica a fase desordenada paramagnética e F’

a fase ordenada ferromagnética.
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Figura 4.13: Diagrama de fase de (KgT/z|J| versus D /z|J|) para o modelo de Ising
de spin misto ferromagnético com o nimero de coordenagoes z, p=0e qg=1. A letra P

indica a fase desordenada paramagnética e F' a fase ordenada ferromagnética.

65



4.3.2 Diagrama de Fase: Casop=0eq#0 66

p=0.01
0=0.01

12.00

Ky T/zl)

Figura 4.14: Diagrama de fase de (KpT/z|J| versus DB /z|J|) para o modelo de Ising
de spin misto ferromagnético com o nimero de coordenagoes z, p = 0.01 e ¢ = 0.01. O
circulo cheio representa o ponto tricritico, a linha pontilhada representa o comportamento
dos pontos tricriticos, a linha tracejada e a continua representa as transigoes de primeira

e segunda ordem respectivamente a letra P indica a fase desordenada paramagnética e F’

a fase ordenada ferromagnética.
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A medida que fixando o valor da probabilidade p = 0 e variando o valor da
probabilidade (¢ = 0 — 1), significa que na sub-rede B parcelas crescentes
dos spins estao livre da acao da anisotropia. Percebe-se uma mudanga de
posigoes das coordenadas (KgT/z|J| e DB/z|J|) dos pontos tricriticos. A
linha de ponto tricriticos desloca de forma que aos poucos as transicoes de
primeira ordem vao desaparecendo. Quando ¢ > 0.8 todas as linhas de
primeira ordem desaparecem, dando lugar a somente transicao de fase de
segunda ordem, como mostrada na figura (4.13). Quando ¢ = 1 teremos
vérios linha de segunda ordem paralelas ao eixo D?, os quais correspondem

a pontos na curva do diagrama de fase da figura (4.4).

4.3.3 Diagrama de Fase: Caso p#0eq #0

Neste caso tem-se uma fracdo de spins S = 1 fora da acdo de D4 e
uma fracao de spins S = 3/2 também livres da acao de DP. No caso limite
p = ¢ = 1, o modelo migra para o modelo puro de spins misto S = 3/2 e
S =1 com temperatura critica listado na tabela 1(no final deste capitulo).
Entao o crescimento de p e ¢ resulta no desaparecimento do comportamento
tricritico, isto é, a transicao de fase é somente de segunda ordem, portanto
nao ha pontos tricriticos.

No diagrama de fase, mostrado na figura (4.14), mostra o caso p = 0.01
e ¢ = 0.01. Este diagrama de fase é semelhante aos exibidos anteriormente
com p = 0e g = 0. Aqui o diagrama apresenta os comportamentos de
dois estados para D4 — 0o, comportamento de spins misto D4 — —oo, e
comportamento intermediario com transicao de fase de segunda ordem em
altas temperaturas e de primeira ordem em baixas temperaturas com pontos
tricriticos separando as duas curvas de segunda e de primeira ordem. O
diagrama apresenta uma linha de pontos tricriticos que atravessa as regioes
de DB >0a D? <0.

O crescimento lento de p e ¢, até um valor critico, provoca pequenas
mudancas no diagrama de fase, o que correspondem ao desaparecimento de
algumas linhas de primeira ordem, aos pequenos deslocamentos dos pontos
tricriticos. HEsse comportamento é mostrado no diagrama de fase da figura

(4.15), o qual exibe uma regiao na qual apresenta somente linhas de segunda
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Figura 4.15: Diagrama de fase de (KpT/z|J| versus DB /z|J|) para o modelo de Ising
de spin misto ferromagnético com o nimero de coordenagoes z, p = 0.03 e ¢ = 0.03. O
circulo cheio representa o ponto tricritico, a linha pontilhada representa o comportamento
dos pontos tricriticos, a linha tracejada e a continua representa as transigoes de primeira

e segunda ordem respectivamente a letra P indica a fase desordenada paramagnética e F’

a fase ordenada ferromagnética.
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Figura 4.16: Diagrama de fase de (KpT/z|J| versus DB /z|J|) para o modelo de Ising
de spin misto ferromagnético com o ntiimero de coordenagoes z, p = 0.15 e ¢ = 0. A letra

P indica a fase desordenada paramagnética e F' a fase ordenada ferromagnética.

ordem quando os valores de D4 > —0.75 e somente linhas de primeira
ordem para D4 < —1.4. No intervalo entre esses valores —0.75 > D4 > —1.4,
o diagrama apresenta um comportamento tricritico, com linhas de segunda
ordem na regiao de altas temperaturas e linhas de primeira ordem na regiao
de baixa temperatura, sendo que esses dois regimes de transicoes de fases sao

separados por pontos tricriticos.
Na figura (4.16) é exibido o diagrama de fase para valores de p e ¢ maiores
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do que o valor critico, o qual exibe uma transicao de fase somente de segunda
ordem entre as fase paramagnética (desordenada) e a fase ferromagnético ou
ferrimagnética (fase ordenada). Neste regiao do espago termodindmico nao
ha comportamento tricritico

Para sintetizar esta sec¢ao a tabela 1 abaixo mostra neste espago T versus
D? os valores de p e g(criticos) acima dos quais o modelo apresenta somente

transicao de segunda ordem, isto é, o comportamento tricritico é suprimido.

P q Tipo de transigao
0.00 | ¢ > 0.810 2% ordem
0.01 | ¢ > 0.740 2% ordem
0.02 | ¢ > 0.700 2% ordem
0.03 | ¢ > 0.650 2% ordem
0.04 | ¢ > 0.600 2% ordem
0.05 | ¢ > 0.560 2% ordem
0.06 | ¢ > 0.000 2% ordem
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Capitulo 5

Conclusoes e Perspectivas

5.1 Conclusoes Finais

Neste trabalho foi estudado o diagrama de fase do modelo de Ising de
spins mistos S = 1 e § = 3/2. O sistema considerado é composto por duas
sub-redes, uma com N/2 spins S = 1 a qual foi chamada de sub-rede A, e a
outra sub-rede B com N/2 spins S = 3/2.

Os spins da sub-rede A estao acoplados com os seus primeiros vizinhos na
sub-rede B através da interacao de troca ferromagnética ou ferrimagnética.
Todos os spins de cada sub-rede estao sob acao de uma anisotropia de ion
tinico aleatéria (D7 para sub-rede A e Df para sub-rede B) governada por
uma distribuicao de probabilidade.

Portanto, neste modelo ha competicao entre as interacoes de troca e as
anisotropias de fon tnico, além do efeito da temperatura. Se por um lado a
interagao de troca tenta ordenar os spins das duas sub-redes paralelamente
(J > 0) ou anti-paralelamente (J < 0), por outro lado as anisotropias alterna
em promover o ordenamento e o desordenamento, e a agitagao térmica, a qual
sempre desordenara o sistema com o crescimento da temperatura.

Os diagramas de fases do capitulo 4 descrevem as transicoes de fases
em dois diferentes espacos termodinamicos, um 7' x D4 e outro T' x D5.

Portanto, neste cenério as principais conclusoes serao sintetizadas abaixo.
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5.1.1 Diagramas de fases no espaco 7 x D

Os diagramas de fases no espaco T' x D* exibem basicamente trés tipos

de comportamento:

1 - 0.00 < p < 0.0523: Nesta extensao de valores de p e para valores
de ¢ variando de zero a um, os diagramas de fases exibem comportamento
tricritico, isto é, linhas de segunda ordem separadas das linhas de primeira
ordem por pontos tricriticos. Aqui, para g pequeno e valores fixos grandes de
D%, as linhas de segunda ordem comecam na regidao de altas temperaturas
com D? > 0. O crescimento de |D*|, do lado negativo, faz baixar a tempe-
ratura critica, e a linha de segunda ordem termina em um ponto tricritico,
e em seguida comec¢a uma transicao de fase de primeira ordem, esta linha
termina na temperatura zero e em D4 = —1.5.

Para valores negativos de DZ. a linha de segunda comeca em temperat-
uras intermedidrias com D? > 0. Da mesma forma, o crescimento de |D4|,
do lado negativo, faz baixar a temperatura critica, e a linha de segunda or-

dem termina em um ponto tricritico, comeg¢ando a de primeira ordem, a qual

termina na temperatura zero e em D4 = —0.5. Portanto, ha um linha de
pontos de criticos que extende no eixo D4 entre os valores D4 = —0.5 a
DA = —15.

O aumento do parametro g desloca as coordenadas dos pontos tricriticos,
basicamente aproximam os extremos da linha de pontos tricriticos, o extremo
DA = —0.5 cresce para o lado negativo, aproximando de D4 = —1.5. A linha
de pontos tricritico desloca para a regiao de temperaturas maiores, fazendo
desaparecer algumas linhas da regiao de temperaturas mais baixas. No limite
de ¢ = 1, todas as linhas se fundem em uma tnica, onde a lado da segunda
ordem ¢é na regiao de temperatura maiores e a de primeira na regiao de baixa
temperatura, terminando em 7' =0 e D4 = —1.5.

Do ponto de vista microscopico percebe-se que para ¢ pequeno, e quando
(DB — o0) tende a levar o sistema, como um todo, a ter comportamento de
dois estado (S = £3/2), assim a temperatura critica vai a zero em D4 =
—1.5. Por outro lado, (D? — —o0) favorece ao estado S = £1/2 e o sistema

como um todo tem comportamento de spin mistos (S = 1leS = 1/2) com
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temperatura indo & zero em D4 = —0.5.

Finalmente, o aumento do parametro ¢ faz o sistema migrar do compor-
tamentos de spin mistos (S = 1eS = 1/2) para o comportamento de um
modelo de spin mistos (S = 1 ¢S = 3/2) com uma anisotropia constante
D4 agindo na sub-rede de spin S4 = 1 e com os spins da sub-rede de spin
SB = 3/2 livre da acao dessa anisotropia, consequentemente eliminando a
linha de pontos tricriticos.

Esse fato indica que a quantidade de spins S = 3/2 sob agao da anisotropia
¢ fundamental para a manutencao da linha de pontos tricriticos, assim muitos
spins 3/2 sob acao da anisotropia positiva é decisivo para levar o sistema de
spins misto se comportar com um sistema de dois niveis S = £3/2. Do
mesmo modo, quando muito spins 3/2 sob agao da anisotropia negativa, o

comportamento ¢ de sistema de spins misto S =1e S = 1/2.

2 - 0.0523 < p <€ 0.0524: Nesta regidao do espaco termodinamico uma
pequena parcela (um pouco mais de cinco por cento) dos spins da sub-rede A
estao livres da acao de D4, O diagrama de fase ¢ dividido em duas regioes,
uma no caso de ¢ = 0.00, o sistema comeca se comporta como o modelo de
Blume-Capel para valores D? > 0, sem comportamento tricritico, somente
linha de segunda ordem. A outra regido para valores de D? < 0, ainda o
sistemas apresenta comportamento tricritico, onde a linha de ponto tricritico
tem a mesma extensdo do primeiro caso, isto é D4 = —0.5 4 DA = —1.5.

O crescimento do parametro ¢ tende levar o sistema como um todo a ser
comportar como o modelo de Blume-Capel, o diagrama de fase nao apresen-
ta comportamento tricritico, a transicao de fase entre as fases ordenada e
desordenada é somente de segunda ordem. Assim, para valores de ¢ > 0.02
o sistema apresenta somente linhas de segunda ordem, porém o crescimento
desse parametro faz as linhas se fundirem e em ¢ = 1.00 todas as linhas se

fundem em apenas uma linha de segunda ordem.

3 - p > 0.0524: Nesta regiao do espaco termodinamico o sistema nao apre-
senta comportamento tricritico para qualquer valor do parametro ¢, porém
o crescimento de ¢ faz as linhas se fundirem e em ¢ = 1 todas as linhas se

fudem em apenas uma linha de segunda ordem.
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5.1.2 Diagramas de fases no espago 7' x D

Os diagramas de fases no espaco 17" x D? exibem comportamento tricritico
para valores do parametro p < 0.06 e para um certo valor critico de q. Nessa
faixa de valores de p, para um valor fixo desse parametro e variando o valor
de q o efeito é a transformacao gradativa das linhas de primeira ordem em
segunda ordem, assim para valores de ¢ maiores do que um certo valor critico,
todas as linhas de primeira ordem transformam em linha de segunda ordem,
excluindo completamente o comportamento tricritico. A tabela no final do

capitulo anterior d4 um visao clara do comportamento critico nesse espaco.

5.2 Perspectivas Futuras

Nesta dissertacao foi estudado, usando a teoria de campo médio via de-
sigualdade de Pierls-Bogoliubov, os efeitos de campos cristalinos aleatorios
nos diagramas de fase de um sistema magnético de spins misto S = 1 e
S =3/2. O estudo revelou interessantes efeitos da anisotropia no diagrama
de fase do modelo.

O tema estudado ¢ extenso, e somente no contexto do diagrama de fase
ainda ha varios detalhes a serem explorados, por exemplo, a transi¢ao de fase
dentro da fase ordenada entre a fase de spins misto S =1e .S =1/2 e a fase
de spins misto S =1e S = 3/2.

Devido as equagao oriundas da expansao de Landau serem funcgoes pares
em relagao a J, a interagao de troca produz os mesmos efeitos se J > 0 (caso
ferromagnético) ou J < 0 (caso ferrimagnético), proporcionando estudar
propriedades de sistemas ferromagnéticos e ferrimagnéticos. Neste trabalho
foi explorado somente os aspectos ferromagnéticos, assim fica em aberto o
estudo de todos os aspectos das propriedades dos ferrimagnetos.

No contexto do modelo estudado, nesta dissertagao, ficou em aberto o
estudo das propriedades termodinamicas, tais como, magnetizagao, calor es-
pecifico, tanto do sistema ferromagnético como do ferrimagneto.

Finalmente, ¢ uma boa sugestao retomar o estudo desse modelo utilizando
uma aproximacao mais sofisticada, tipo campo médio de Beth-Pierls, e ainda

mais interessante dentro da simulagao computacional de monte carlo.
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Atualmente, hd um grande interesse em estudar transicoes de fase quéan-
tica, assim o modelo de spin misto de Ising, o qual é classico, pode transformar-
se em um modelo quantico pela introducao de uma anisotropia de campo

cristalino transverso, possibilitando um tema para novos estudos no futuro.
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