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RESUMO

FONSECA, Daniele da Rocha. O ESTIMADOR DE MAXIMA VEROSSIMILHANCA
UTILIZADO EM TESTES DE VIDA SEQUENCIAIS COM TRUNCAG EM: uma
aplicacdo com um modelo Weibull de trés parametros. 2008. Dissertacao
(Mestrado em Engenharia de Producdo) — Programa de PoOs-Graduacdo em
Engenharia de Producdo. UENF, Campos dos Goytacazes - RJ.

Um mecanismo de teste de vida sequencial com uma distribuicdo Weibull de trés
parametros, no qual existe informacdes significativas relativas aos valores dos
parametros de forma e de escala do modelo Weibull representando o produto sendo
testado, ja foi analisado anteriormente por De Souza (2003), De Souza (2004a, b).
Nesse trabalho iremos desenvolver um mecanismo de teste de vida sequencial no
qual a distribuicdo de amostragem sera o modelo Weibull de trés parametros e o
produto sendo analisado € um novo componente metalirgico. Assumiremos que o
valor da vida minima ou parametro de localizacdo sera diferente de zero. Para
estimarmos os parametros de forma, de escala e de vida minima do modelo Weibull
de trés parametros, utilizaremos o estimador de Maxima Verossimilhanca em uma
situacdo de teste de vida truncado por falhas. O emprego do método de Maxima
Verossimilhanca para se estimar os trés parametros do modelo Weibull podera
apresentar problemas no que se refere as condi¢cbes de regularidade ou aderéncia,
veja Murthy et al. (2004), Blischke (1974) e Zanakis and Kyparisis (1986). Para
resolvermos o problema de falta de “regularidade” ou “aderéncia” acima mencionada
utilizaremos uma modificacdo proposta por Cohen, et al. (1984). Um exemplo ir4
ilustrar a aplicacdo do meétodo de Maxima Verossimilhanca proposto e do
mecanismo de truncagem do teste de vida sequencial utilizado nesse estudo.

Palavras-Chaves: Teste de Vida Sequencial; Teste de Hipoteses; Mecanismo de
Truncagem; Estimador de Maxima Verossimilhanca.
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ABSTRACT

FONSECA, Daniele da Rocha. A MAXIMUM LIKELIHOOD APPROACH APPLIED
TO A TRUNCATED SEQUENTIAL LIFE TESTING: using a thr ee parameter
Weibull Model. 2008. Dissertacdo (Mestrado em Engenharia de Producédo) —
Programa de PoOs-Graduacdo em Engenharia de Producdo. UENF, Campos dos
Goytacazes - RJ.

A sequential life testing approach with a three-parameter Weibull underlying
sampling distribution in which there was significant information about the shape and
scale parameters of the Weibull model representing the product under analysis was
analyzed before by De Souza (2003), De Souza (2004a, b). In this work, we will
develop a sequential life testing approach in which the underlying sampling
distribution is the three-parameter Weibull model and the product being analyzed is a
new metallurgical component. We will be assuming that the location parameter or
minimum life is different from zero. To estimate the shape, scale and minimum life of
the three-parameter Weibull model we will use a maximum likelihood approach for
censored failure data. The standard maximum likelihood method for estimating the
parameters of the three parameter Weibull model can have problems since the
regularity conditions are not met, see Murthy, et al. (2004), Blischke (1974) and
Zanakis and Kyparisis (1986). To overcome the “no regularity” problem, we will apply
a modification proposed by Cohen, et al. (1984). We will also develop a truncation
mechanism for the three-parameter Weibull distribution. An example will develop the
proposed Maximum Likelihood approach and the truncated sequential life testing
method applied for the three-parameter Weibull model.

Key-words: Sequential Life-Testing; Hypothesis Testing; Truncation Mechanism;
Maximum Likelihood Estimator.
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CAPITULO 1 — INTRODUCAO

A maioria dos métodos de estimacdo em confiabilidade assume a existéncia
de dados provenientes de falhas, dados estes obtidos através de um mecanismo
denominado Testes de Vida.

Testes de Vida é o nome que damos para uma variedade de métodos de
teste, 0os quais sdo normalmente usados a fim de se obter os dados estatisticos
necessarios para o desenvolvimento dos mesmos. Existem varios tipos possiveis de
Testes de Vida. De acordo com De Souza (2006), alguns geralmente utilizados séo:

a. Uma amostra de n itens é colocada em teste, sendo que serao registrados
os tempos de falhas de cada um dos itens da amostra. Esse teste é chamado de
Teste de Vida sem Trucagem.

b. Uma amostra de n itens € colocada em teste, sendo que o teste terminara
apos o término de um periodo de tempo pré-especificado. Os itens que falharem
poderdo ou ndo ser substituidos. Se os itens que falharem forem substituidos, o
teste sera chamado de Teste de Tipo | Truncado por Tempo com Substituicdo. Se 0s
itens que falharem n&o forem substituidos, o teste sera chamado de Teste de Tipo |
Truncado por Tempo sem Substituicdo.

c. Uma amostra de n itens € colocada em teste,sendo que o teste terminara
apos a ocorréncia de um numero pré-especificado de falhas. Se os itens que
falharem forem substituidos, o teste sera chamado de Teste de Tipo Il Truncado por
Item com Substituicdo. Se os itens que falharem néo forem substituidos, o teste sera
chamado de Teste de Tipo Il Truncado por Item sem Substituicdo.

d. Um item proveniente de uma populacdo é colocado em teste, e
dependendo do resultado desse teste, a populacdo podera ser aceita ou rejeitada,
ou entdo, caso ndo se tenha informacgdo suficiente para se rejeitar ou aceitar a
referida populacdo, um novo item serd colocado em teste. Esse procedimento
devera ser repetido até que exista informacéo suficiente para se tomar uma decisao,
acerca da aceitacdo ou rejeicdo da populacdo de amostragem. Esse teste é
conhecido como Teste de Vida Sequencial.

Apesar de o Teste de Vida Sequencial apresentar vantagens em relacdo a
reducdo de tempo de teste, quando comparado com um teste de vida com um
tamanho de amostra pré-especificado, algumas vezes o numero de itens necessario

para se ter uma deciséo a respeito de se aceitar ou rejeitar uma populacdo sendo



analisada podera ser muito elevado. Desse modo, torna-se desejavel ou ainda
conveniente a truncagem do Teste Sequencial apds a ocorréncia de um namero de
falhas estatisticamente pré-determinado. O objetivo de um mecanismo de truncagem
€ o de manter o tamanho da amostra pequeno, com a consequente reducao dos
custos de teste. Esse tipo de teste é conhecido como um Teste de Vida Sequencial
com Truncagem.

Nesse Trabalho iremos desenvolver um mecanismo de teste de vida
sequencial no qual a distribuicdo de amostragem serd o modelo Weibull de trés
parametros e o produto sendo analisado € um novo componente metallrgico.
Assumiremos que o valor da vida minima ou parametro de localizagédo seré diferente
de zero. Para estimarmos os parametros de forma, de escala e de vida minima do
modelo Weibull de trés parametros, utilizaremos o estimador de Maxima
Verossimilhanca em uma situacao de teste de vida truncado por falhas. O emprego
do método de Maxima Verossimilhanga para se estimar os para@metros do modelo
Weibull de trés parametros poderad apresentar problemas no que se refere as
condi¢cbes de regularidade ou aderéncia, veja Murthy et al., (2004), Blischke, (1974)
e Zanakis and Kyparisis, (1986). Para resolvermos o problema de falta de
“regularidade” ou “aderéncia” acima mencionada utilizaremos uma modificacéo

proposta por Cohen, et al. (1984).

1.1 Objetivo

O principal objetivo de um teste de vida € o de se obter informacbes
relacionadas com falhas apresentadas por um produto ou sistema. Essas
informagdes serdo entdo utilizadas para quantificar a confiabilidade desse produto
ou sistema, determinando-se em seguida se os padrdes ou niveis propostos de
confiabilidade e de seguranca estdo sendo alcancados. Finalmente, o que fazer para
melhorar a confiabilidade e a seguranca do produto ou sistema sendo analisado?
Evidentemente, o tempo necessario para se realizar um teste de vida podera ser
muito elevado, com isso acarretando elevados custos de utlizagdo de
equipamentos, facilidades e pessoal, ou mesmo inviabilizando o emprego de
praticas tradicionais de teste de vida, como a de se obter um numero pre-

determinado de falhas antes do término do mesmo. Uma alternativa para a solucao



desse problema € a de se utilizar testes de vida sequenciais.

O objetivo desse estudo é o de propor inicialmente o desenvolvimento de uma
metodologia que incorpore um mecanismo de truncagem para a aplicacdo dos
modelos Weibull de trés parametros em testes de vida sequenciais. Geralmente
existe muito pouca informacdo relativa aos valores que esses parametros da
distribuicdo de amostragem Weibull possam ter. Para estimarmos os valores dos
parametros de forma, de escala e de vida minima desse modelo, vamos utilizar
estimadores de maxima verossimilhanca (Maximum Likelihood) em uma situacéo de
truncagem por numero de falhas. A seguir, iremos aplicar essa metodologia em
dados obtidos de amostras oriundas de processos industriais realizado em uma

Companhia Siderurgica Brasileira de grande porte.

1.2 Justificativa

A principal justificativa para esse estudo reside na existéncia de uma
necessidade crescente no mundo industrial, a qual se torna cada vez mais
importante; a de se obter com um menor custo de teste e no mais reduzido espaco
de tempo, indicacbes bem fundamentadas estatisticamente e de elevada
confiabilidade sobre o comportamento de produtos e componentes quando em
situagcdes de uso normal.

Essa necessidade atualmente se constitui em motivo de inumeras
conferéncias internacionais anuais sobre o assunto, com destague para as do
COMADEM (Condition Monitoring and Diagnostic Engineering Management),
especificamente dedicada ao desenvolvimento e aplicacéo de testes de vida, e as da
ESRA (European Safety and Reliability Association), ambas na Europa, e a da IIE
(Institute of Industrial Engineers) nos Estados Unidos.

Véarias companhias brasileiras estdo realizando cursos fechados sobre testes
de vida em suas instalacbes (Embraer, Petrobras, CSN; etc., apenas para citar
algumas das mais importantes organizac¢des industriais a realizarem esses cursos).

O produto sendo considerado nesse estudo é um novo componente
metallrgico utilizado na fabricacdo de pontes de viadutos, onde existe muito pouca
informacéo a respeito dos valores que os parametros da distribuicdo de amostragem

Weibull poderiam ter.



1.3 Estrutura do Trabalho

Este trabalho foi organizado em cinco capitulos, distribuidos conforme
descricdo que segue.

No Capitulo 1 tem-se uma introducéo do trabalho, onde sdo apresentados os
motivos da realizacdo deste, e 0s objetivos pretendidos.

No Capitulo 2 é apresentado alguns conceitos importantes relacionado com
Teste de Vida.

No Capitulo 3 tem-se a revisdo bibliografica, onde é apresentado um resumo
das principais publicacdes sobre testes de vida, mostrando a evolugdo do
desenvolvimento dessa linha de pesquisa e suas contribuicdes.

No Capitulo 4 apresenta a metodologia desenvolvida nesse estudo.

No Capitulo 5 tem-se a aplicacdo que ira ilustrar o modelo de teste de vida
sequencial proposto.

As consideracdes finais sdo apresentadas no Capitulo 6, bem como algumas
conclusdes e recomendacdes sobre a aplicabilidade desse trabalho.

E ao final desta pesquisa se encontram as referéncias e o anexo.



CAPITULO 2 — CONCEITOS IMPORTANTES RELACIONADOS COM
TESTES DE VIDA

2.1 Confiabilidade Industrial

Confiabilidade de um sistema "é a probabilidade de que esse sistema, quando
trabalhando sob condi¢cdes operacionais estabelecidas, e sob condicbes ambientais
“mais ou menos” determinadas ira desempenhar suas funcdes especificadas de uma
maneira adequada durante um intervalo de tempo pré-determinado (ou periodo de
tempo desejado) ".(De Souza, 2004).

Como podemos observar, existem problemas 6bvios a serem considerados
com essa definicdo de confiabilidade apresentada acima, como por exemplo, a
nocao de probabilidade da confiabilidade, o que ira admitir também a probabilidade
de falha. Aqui, temos de definir o que sera considerado como uma falha para o
nosso sistema sob analise. O desempenho de um sistema podera deteriorar
gradualmente com o tempo, fazendo com que em algumas ocasides seja muito dificil
se diferenciar entre o sucesso do sistema e a falha do sistema. Uma falha completa
sera facilmente reconhecida, porém variacdo de desempenho com a passagem de
tempo podera ser dificil de ser reconhecida como sendo uma falha. Outro problema
relacionado com essa definicdo de confiabilidade esta relacionado com o julgamento
necessario para se determinar as condi¢cdes ambientais reais ou corretas a serem
encontradas pelo sistema.

As condicbes ambientais poderdo variar com a passagem do tempo, sendo
gue em algumas ocasides sera muito dificil ou mesmo impossivel se determinar as
condicdes ambientais reais que um sistema ir4 enfrentar durante sua vida util,
principalmente em ambientes industriais.

Um outro conceito importante em confiabilidade esta relacionado com a taxa
de falha caracteristica. Como sabemos, a taxa na qual as falhas ocorrem em um

determinado intervalo de tempo (ti ,ti+1) é chamada de a taxa de falhas durante

aguele intervalo, ou seja, a taxa de falhas € a probabilidade de que uma falha por

unidade de tempo ocorra em um determinado intervalo de tempo (ti ,ti+1), dado que
nédo ocorreu uma falha anterior ao t;, o inicio do intervalo. Se representarmos as

confiabilidades dos tempos t; e tj;; por, respectivamente, R(ti) e R(ti+1), a taxa



de falhas sera entdo dada por:

o1 S

Porque a probabilidade de falha de um sistema em um determinado intervalo de

tempo (ti, ti+1) sera dada por:

tis ti t
F(tj, tisq) = jl f(t) dt = jl tt) = [ f(t) at Ent&o;
t; —00 —00
F(ti, tis1) = Flti+a) - F(t) (2.1.1)
(
-
—o ti ti+v 0

Se definirmos a probabilidade de falha de um sistema em termos da fungéo
confiabilidade, teremos:

R(tj,tjsq) = tijﬂ f(t) dt = Ojo f(t) dt - ojo f(t) dt. Logo:
R(t, tiv1) = R(ti) = R(ti+1) (2.1.2)

— o0 L tis1 o



Como podemos observar, a taxa de falhas € uma funcao do tempo. A funcéo
falha instantanea ou taxa de falha instantanea é definida como sendo o limite da
taxa de falhas & medida que a amplitude do intervalo |t; t;4;| Se aproximar de zero.
Logo, se fizermos o intervalo tj;—tj =At, a fungéo falha instantanea h(t) sera

dada por:

) = m, S = R =y )

Se recordarmos que a derivada da funcao confiabilidade é igual & negativa da

funcdo densidade, ou seja, %[R(t)] =—f(t), teremos h(t) = %[(—) (<) (t)], ou

ainda:

h(t) = f(t) (2.1.3)

R(t)

h(t) dt representa a probabilidade de que um sistema, o qual sobreviveu até o
tempo t;, venha a falhar no pequeno intervalo de tempo dado por (ti b+ dt). Logo,
h(t) representa a taxa de mudanga da probabilidade condicional de falhas dado que
o sistema sobreviveu até o tempo t;. f(t) representa a taxa de mudanca da

probabilidade incondicional (comum) de falhas. A funcgéo falha instantanea indica a
mudanca ocorrida na taxa de falhas durante o tempo de vida dos componentes de

uma populagao. f(t) é dita ser uma distribuicdo de taxa de falhas crescente se sua
funcéo falha instantanea h(t) estiver aumentando. f(t) é dita ser uma distribuigio
de taxa de falhas decrescente se sua fungdo falha instantanea h(t) estiver
diminuindo.

Logo, a importancia da funcéo falha instantanea € a de indicar a ocorréncia
de mudancas na taxa de falha durante a vida da populacdo de componentes. A
funcao
falha instantanea para a distribuicdo Weibull & dado por:

p-1
h(t) = g Gj (2.1.4)



A distribuicdo de Weibull € muito utilizada para dados de tempo de vida, pois
seus dois parametros 0 e (3 Ihe ddo uma grande flexibilidade, uma vez que permitem
modelar diferentes tipos de taxas de falhas. Como caso especial, quando o
parametro de forma (3 da distribuicdo Weibull for igual & 1, a distribuicdo resultante
sera a exponencial.

A distribuicdo exponencial caracteriza-se por apresentar taxa de falha
constante, ou seja, o processo de falha ndo possui memadria. A probabilidade de
falha para um componente ou sistema sera a mesma, ndo importando o intervalo de
tempo que esse componente ou sistema tenha sobrevivido anterior ao tempo

presente t. Utilizando as leis da probabilidade condicional, podemos ver que:
1

—=(t+At) 1
0 ——(t+At-t
PT>t+At/T>t) = R(”gt(z)ﬂR(t) - R(;’(’t)m) - ee—t/O _ ooy
P(T>t+At/T>t) = e A/0 (2.1.5)

Como podemos observar, torna-se claro que a probabilidade desejada sera
independente do tempo t que o sistema ou componente tenha sobrevivido anterior
ao intervalo At.

Existe uma relacdo matematica muito importante entre a funcdo falha

instantanea e a fungao confiabilidade. Consideremos entdo a definicdo da funcao

f(t)

falha instantanea dada pela equacao (2.1.3), ou seja h(t) = m Integrando

ambos os lados da equacéo acima, teremos:

J:;h(y) dy = J:;;_(Z/)) dy. Mas, como vimos anteriormente:
d
t ¢ R
f(y) = diy R(y):  Logo: gh(y) dy = '{) dyRT &y

Como lembramos dos cursos de célculo, a integral da fung&o derivada

I% =In u. Logo, com u = R(y), e com du = diy R(y), teremos



t

Jh(y) dy = =[In[R(y)llo = = In[R(t)]-In[RO)]] = - In[R(t)] + In[R(O)

0

t
[h(y) dy == m[R(t)], dadoque R(0)=1, e In(t) =0. Finalmente, teremos:
0

Jt'h(y) dy = - In[R(t); R(t) = exp{—j‘h(y)dy}. Agora, como f(t) = h(t) R(t),

0

f(t) = h(t) ex{—j‘h(y)dy} (2.1.6)

0

Logo, as fungdes f(t), h(t) e R(t) estdo todas relacionadas entre si, e

gualquer uma delas determina por si s6 as outras duas.

2.2 Distribui¢des Utilizadas em Teste de Vida

A seguir sdo apresentadas, resumidamente algumas funcdes que estao
sendo utilizadas em teste de vida, principalmente como informacdo preliminar ou
prior acerca dos parametros da distribuicdo de amostragem Weibull.

Algumas dessas distribuicdes sao:

a. Distribuicdo Exponencial

A distribuicdo exponencial € uma das distribuicdes mais usualmente utilizada
em aplicacdes de testes de vida, sendo que em varios casos essa distribuicdo &
utilizada por ser de facil aplicacdo ao invés de ser uma escolha baseada em um
completo entendimento de suas propriedades. A distribuicdo exponencial € um caso
especial da distribuicdo Weibull de dois parametros. Quando o parametro de forma
[ da distribuicdo Weibull for igual a 1, a distribuicdo resultante sera a exponencial. O

pdf da distribuicdo Weibull é dado por:

£(t) = £(to,p) = g GJH ex{—(%ﬂ 2.2.1)
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0,8>0; t>0; 0 = parametro de escala; B = parametro de forma.

Logo, se fizermos (3 = 1, teremos:
f(t) = (t;0) % e t e8>0 (2.2.2)

Esse € o pdf ou funcdo densidade da distribuicdo exponencial. Com a
proliferacdo de microcomputadores na Ultima década, e com o reconhecimento geral
de que a distribuicdo exponencial € um caso especial da distribuicdo Weibull, o

modelo Weibull tornou-se um modelo de testes de vida muito popular.

b. Distribuicdo Gamma
A distribuicdo Gamma, com pdf dado por:
}\‘n
f(t) = G(tan) = o) 1 g™ (2.2.3)

t=0; n,A>0; n = parametro de forma; A = parametro de escala.

Quando o parametro de forma n da distribuicdo gamma for igual a 1, a
distribuicdo resultante serd a exponencial. Logo, a distribuicdo exponencial €&

também um caso especial da distribuicdo gamma.

c. Distribuicdo Log-Gamma
A distribuicdo Log-Gamma Negativa, com pdf dado por:
f(2) = NLG(zdg) = & 791 (CinZ) . (2.2.4)
r(c)
0<zZ<1; c,d>0; c=parametro de forma; d = parametro de escala
Em confiabilidade Bayesiana, essa distribuicdo sera geralmente transformada de
seus limites (0, 1) em uma distribuicdo log-gamma negativa definida entre os

limites probabilisticos (L , U). O pdf resultante sera dado por:

f(t) = d” 1 (t-L) T In(U-L)-In(t-L)°Y;  L<t<U; c¢,d>0 (2.2.5)




U = limite probabilistico superior; L = limite probabilistico inferior.

d. Distribuicdo Weibull

A funcao densidade da distribuicdo Weibull é dada por:

i) =B (%pjﬁ_l ex —[t%pjﬁ . 120
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(2.2.6)

A distribuicdo Weibull pode ser formulada com dois ou trés parametros. No

caso dos modelos apresentarem apenas dois parametros, o parametro da vida

minima é considerado como sendo igual a zero.

A distribuicdo Weibull com dois parametros tornou-se muito importante na

ciéncia e na engenharia por se ajustar de um modo altamente positivo ao padrao de

variabilidade de muitas coisas. Essa distribuicdo é rica em forma o0 que sugere a

necessidade de uma amostra relativamente grande para que se possam fazer

estimativas com um grau de precisdo usando-se algum processo tradicional

estatistico. Geralmente, na pratica, € muito pequeno o niamero de componentes

industriais disponiveis para se realizar um teste de vida.

e. Distribuicdo Weibull Invertida

A distribuicdo Weibull invertida foi derivada em 1983 por Pascoal Erto, e

podera ser obtida a partir do pdf da distribuicdo Weibull. Considere a distribuicdo

Weibull dada por:

p-1
f(x) = 5 (ij e b/o, x> 0; 08>0

Faca t=

Também, quando: X - oo, t-0, x>0, t - oo

Entéo, se substituirmos o valor de x e de dx na equacéo acima, teremos
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0
B 1 _1/6t)P
o[ £ 1 0P g - I ;

1
(}jm e /0" gt
(ot~ t2 o of

Multiplicando e dividindo o lado direito da equagéo acima por 0, obteremos

0 0 ~ B
t(t) = | Wgﬂ e HON" gt =1.0; t>0; 6,8>0
0

Essa integral é igual a 1. Logo, o integrando acima € o pdf da distribuicdo

Weibull invertida, ou seja

g, “1/(6n)B
f(t) = B e (2.2.7)
(gt),3+1
0,8>0; t>0; 0 = parametro de escala; B = parametro de forma.

A distribuicdo Weibull Invertida tem sido utilizada em estimacdo Bayesiana
para representar toda a informacgéo disponivel acerca do parametro de forma da
distribuicdo de amostragem Weibull Erto (1982); De Souza & Lamberson (1995). Ela
possui um parametro de localizacdo ou vida minima, um parametro de escala e um
parametro de forma. A primeira aplicacdo dessa distribuicdo Weibull Invertida com
trés parametros em um teste de vida sequencial foi realizada em 2005 por De Souza
(2005) no estudo de componentes eletrénicos.

A recente utilizacdo do modelo Weibull Invertido de trés parametros reside no
fato de que quando o parametro de forma da distribuicdo Weibull € maior do que
sete, a curva Weibull se torna muito pontuda (alongada para cima), resultando em
dificuldades computacionais para se obter a precisdo desejada no calculo dos
valores referentes as caracteristicas de interesse do componente ou produto sendo
analisado. Em situac6es como essa, o0 modelo Weibull Invertido parece possuir uma
melhor resposta para esse problema de precisdo apresentado pela distribuicao
Weibull.



CAPITULO 3 — REVISAO BIBLIOGRAFICA SOBRE TESTES DE VIDA
SEQUENCIAIS COM TRUNCAGEM

O principal objetivo de um teste de vida é o de se obter informacdes
relacionadas com falhas oriundas de um produto ou sistema, determinando-se em
seguida se os padrdes ou niveis de confiabilidade que estdo sendo alcancados. (De
Souza, 2004).

Existem varios tipos possiveis de testes de vida. O tempo necessario para se
realizar um teste de vida podera ser muito longo, com isso acarretando elevados
custos de utilizacdo de equipamentos, facilidades e pessoal. Esse tempo elevado
podera até mesmo inviabilizar a obtencdo de um numero pré-determinado de falhas
antes do término do teste. Uma alternativa para a solugédo desse problema é a de se
utilizar testes de vida sequenciais.

Desde o inicio da década de 90 iniciou-se um movimento em direcdo a
aplicacao de testes de vida sequienciais na tentativa de se substituir o antigo sistema
de testes, o qual utilizava tamanhos de amostras pré-fixados. Esses testes pré-
fixados se tornaram obsoletos, devido demandarem amostras com um ndmero
relativamente elevado de itens, o que acarretava um maior custo do teste, além de
um tempo exageradamente longo para a realizacdo dos mesmos.

O mecanismo de teste de vida sequiencial representa uma situacao de teste
de hipoteses na qual uma decisdo € tomada no sentido de se aceitar ou rejeitar a
hipétese nula, ou entdo a de se continuar amostrando, a medida que observacdes
se tornam disponiveis.

O problema que enfrentamos € o de que mesmo com 0 uso de testes de vida
sequenciais, em varias situagdes o numero de itens de uma amostra necessario
para se aceitar ou rejeitar uma determinada producao industrial, podera ser muito
elevado. Torna-se entdo necessario o desenvolvimento de um mecanismo de
truncagem, objetivando o término do teste no menor tempo possivel.

Varias fungbes matematicas foram entdo sugeridas para representar
estatisticamente esses testes sequenciais. Nos ultimos cinco anos duas dessas
funcdes, os modelos Weibull e Weibull Invertido, estdo sendo estudados como
possiveis distribuicdes de amostragem para esses testes.

A seguir apresentaremos um resumo das principais publicacdes sobre testes

de vida, mostrando a evolucdo do desenvolvimento dessa linha de pesquisas.
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3.1 Comentario sobre o artigo “New Practical Bayes Estimation for the

2-Parameter Weibull Distribution”

Por Pasquale Erto (1982)

Neste trabalho Erto (1982) propds novos estimadores Bayesianos para uma
distribuicdo Weibull de dois parametros, em uma situacdo na qual o valor desses
parametros era desconhecido. De acordo com Erto, “em vérias situacdes de teste de
vida existe alguma informacdo anterior ou prior a respeito do produto sendo
analisado, informacéo essa que poderia ser razoavelmente quantificada em termos
de: 1) amplitude do parametro de forma, e 2) um valor antecipado de um percentil
(vida confiavel) de uma distribuicdo de amostragem”.

Erto incorporou esse tipo de informacdo dentro do processo de estimacgao
utilizando uma nova (isso €, ndo completamente especificada) distribuicdo anterior.
Nesse trabalho, devido néo ter sido possivel a utilizacdo de um tratamento analitico,
Erto utilizou integracdo numérica a fim de obter resultados estimados para os dois
parametros da distribuicdo Weibull. Uma nova distribuicdo anterior (prior), chamada
por Erto de Weibull Invertida, foi utilizada para formular uma opinido bem
fundamentada do valor de um percentil da vida confidvel. Em associacdo com o
modelo Weibull Invertida, a distribuicdo Uniforme foi usada para representar a
informacé&o anterior existente sobre o valor do parametro de forma da distribuicdo de

amostragem.

Erto utilizou ambas funcdes densidades (pdf) apenas para representar a
informacdo anterior disponivel, “sem necessariamente supor que os valores dos
parametros correspondentes da distribuicdo de amostragem variassem de um item
para outro da amostra”, isto €, ele supds que os valores reais e os valores atribuidos
aos valores desconhecidos realmente existissem. De acordo com essa hipoétese,
para se investigar a tendéncia e a eficiéncia dos estimadores provenientes de uma
simulagdo Monte Carlo, as amostras pseudo-aleatdrias foram geradas do mesmo

modelo Weibull de falhas.

Erto investigou também o efeito de mas distribuicbes anteriores, ou seja, nao
centrada no valor real dos parametros desconhecidos correspondentes. Ele

incorporou diretamente dentro do processo de estimacdo o conhecimento existente
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(prior) acerca de um percentil da vida confiavel, e ndo especificou explicitamente o
valor do parametro de forma da distribuigcao anterior Weibull Invertida.

O Problema

Considere a funcéo confiabilidade Weibull R (t; 6, B )dada por:

R(;6,8) = exp- (tB /e) (3.1.1)

Faca agora;

R()(R) =R, de modo que R = exp—(xi/e), ou ainda:

In(R) = —xi/e; 0= —xi/ln(J/R)

Se substituirmos o valor de 6 dado pela equacdo acima na equacéao (3.1.1),

obteremos:

)
t/X
Rlt:x 5 B) = R(/ R/, com os valores de X, e de B sendo ambos

desconhecidos.

Erto afirmava que; “em engenharia frequentemente existe algum
conhecimento sobre o mecanismo de falha sendo analisado, o qual pode ser
convertido em valores quantitativos acerca do parametro de forma . Além disso, um
engenheiro provavelmente conhece um pouco mais do que uma simples ordem de
grandeza para o valor da vida confidvel que um determinado produto sendo
analisado poderia ter, ou seja, ele possui um conhecimento bem apurado de um

determinado percentil de vida Xg - Entdo, com o conhecimento desses dois fatores,
mecanismo de falha e valor de um determinado percentil Xg ele podera formular
um intervalo numérico ( B1. B2) para 3, e também obter um valor antecipado de XR

As distribuicbes anteriores e a posterior utilizadas por Erto serdao agora

analisadas.
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Distribuicbes Anteriores e Posterior

Hipoteses utilizadas por Erto.

a) Para o parametro de forma da distribuicdo de amostragem Weibull, Erto
empregou a funcdo densidade anterior (pdf) Uniforme definida no intervalo (B1. B2).

Essa funcéo densidade e dado por:

pdf (8) = f(B) = (ﬁ); B2 >B>P1>0 (3.1.2)
2 1

= 0, em qualquer outra regiao.

b) Para o percentil selecionado Xg @ funcdo densidade anterior utilizada é o

modelo Weibull Invertido seguinte:

pdf(xR) = ab(axR)‘(b+1) exp{—(axR)_b }; ab>0 (3.1.3)

Esta distribuicdo possui um valor esperado, sendo que sua variancia diminui a
medida que o valor do parametro de forma b aumentar.

c) Erto formulou a hipétese de que o parametro de forma b da distribuigéo
anterior Weibull Invertida deveria permanecer nao especificado na distribuicao
anterior dada pela equacéao (3.1.3). Desse modo, ele fez b = 3.

d) A informacao anterior (prior) para o parametro forma 3 necessita ser
convertida em valores para 1 e para B2, na equagéo (3.1.2).

e) De acordo com Erto a informacao anterior existe para Xg necessita ser

convertida em um Xﬁ , 0 qual é igual ao valor esperado da equacao (3.1.3), a

Weibull invertida. Desse modo Erto decidiu fazer X5 = (J/a)l‘(l—%j, o valor

esperado da equacéo (3.1.3).
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A Anélise de Erto

Utilizando a transformacéo 6 = xi In(R) na equagdo (3.1.3), a densidade

(pdf) conjunta é obtida em funcdo de 6 e de B da seguinte maneira:

pdf (6,p) = [—([3 , —[31)z;1f392|n(R)]_1 exp{aﬁ Gln(R)} (3.1.4)

Das hipoteses (c) e (d), obteremos o valor pra o parametro de escala a:

s

Combinando a funcdo densidade dada pela equacéo (2.1.4) com a funcao
semelhanca da amostra completa, a densidade conjunta posterior obtida por Erto foi

a seguinte:

po(61%) = (123) BNa™P [(xE 1) 72 x

y exp{{aﬁ 6ln (R)}_l - Iz(xffj/e] (3.1.5)

Os valores esperados posteriores de 6 e de B seriam:

E(@®1x) = 12/(N11) (3.1.6)
E@®1x) = 13/11 (3.1.7)
Aqui;
Kj
= BogMiaB(xP 1)/ |aBint B .
¥ jﬁls a |i‘|(xi )/{a In (R)+|T|(xiﬂ dB; j=1,2,3(3.1.8)
e também:

m =m_,=N; m, =N+1; k. =k, =N+1; k, =N  (3.1.9)

O método numérico utilizado por Erto para resolver a integral dada pela

equacao (3.1.8) foi o da Regra Trapezoidal.
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Resultado da simulagcdo Monte Carlo empregada por Er  to

Utilizou-se 100 amostras pseudo-aleatorias completas de tamanhos N = 3; 5;
e 7 unidades, as quais foram geradas por Erto de acordo com o modelo de falhas
Weibull tendo o parametro de escala 6 o valor de 1 e o parametro de forma 8 o valor

correspondente de 3.

A cada simulacdo, estimou-se valores para 6, 3, Xoog © R = SKR 098)

utilizando-se seis diferentes distribuicbes anteriores (priors).

A Tabela (3.1.1) seguinte esta reproduzida do artigo de Erto e apresenta os

seis diferentes grupos de distribuicdes anteriores utilizados por Erto na simulacao.

Tabela 3.1.1 — Resultado da simulacdo Monte Carlo e mpregada por Erto

)
0,1 0,2 0,3
BB,
X = \Y Y =
L V) X ggg = 013 . =) 027 ) X g9g = 059
(a=14,02) 098 (a=3,02)
(a=6,51)
VI | Y =
B z 015 B )_ 027 X ggg = 059
2,4 X 098 ~ X 098 ~ (a=2,31)
(a=10,71) (a=4,97)

Observacobes Finais

Uma boa informacao foi obtida quando se considerou os seguintes valores:

Br=2; B2 =4 iogs = [—In(098)]]/3 = 0,27, a partir dos quais se obteve um valor

-1
para a = (x 098) =4,97.

Apos isso, os valores de entrada (input) indexados por algoritmos romanos na
Tabela (3.1.1) foram utilizados para se investigar o efeito de possiveis mas (fracas)
densidades anteriores.

Os resultados informados por Erto mostram que os estimadores obtidos foram

bem razoaveis, mesmo quando se decide pela utilizacdo de mas (fracas) funcbes

densidades anteriores para o0 parametro de escala 8; ou seja, dez vezes maiores ou
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menores do que o valor real de 8; e/ou um intervalo de valores para o parametro de

forma [3, contendo apenas em um dos extremos o valor real de 3.

3.2 Comentario sobre o artigo “Bayesian Weibull Rel  iability Estimation”

Por Daniel I. De Souza Jr e Leonard R. Lamberson (1995)

O mecanismo Bayesiano para um teste de vida sequencial utiliza uma
probabilidade posterior, a qual sera continuamente atualizada a medida que novas
informacbes se tornarem disponiveis. Nesse estudo, De Souza e Lamberson
utilizaram o modelo Weibull como a distribuicdo dos tempos de falhas. As
distribuicbes anteriores ou priors para os parametros de escala 6 e de forma (3 da
distribuicdo de amostragem Weibull foram, respectivamente, os modelos de Valores

Extremos do Tipo Il e Log-gamma Negativa. A funcédo densidade Weibull € dada por:
_1 B
(6 =1 (6]
flt) == | = exp—-|—=| |, t=0 3.2.1
=515 5 (32.1)

Distribuigéo anterior para o parametro de escala 0

A distribuicdo de Valores Extremos do Tipo Il foi utilizada para formular a
informag&o anterior ou prior do parametro de escala 6 do modelo de amostragem

Weibull. Essa distribuicdo possui uma funcéo densidade (pdf) dada por:

£(6) = g [gjbﬂ ex;{—(gﬂ . 020 (3.2.2)

Essa funcédo densidade apresenta um valor esperado e uma variancia dados

respectivamente por:

E() = ar[l——j (3.2.3)

V(o) = a® [F[l—zj - rz(l—lﬂ (3.2.4)
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O coeficiente de variacdo depende apenas do parametro de forma b e € dado

o, [t

= (3.2.5)

por:

Logo, em uma distribuicdo Tipo Il de valores extremos, para um determinado
parametro de escala a, o parametro de forma b determina a variabilidade da
distribuicao anterior.

Na determinacdo dos valores do parametro de forma b e do parametro de
escala a, De Souza e Lamberson assumiram que um técnico ou engenheiro com um
bom nivel de experiéncia em testes de vida saberia estimar um valor inicial
representativo do inicio do aparecimento de falhas em testes padronizados. Logo,
poderia aplicar esse conhecimento prévio na estimagao desses dois parametros. O

coeficiente de variacdo sera pré-selecionado e baseado nesse tempo inicial de falha.

o [0

@ o)

b

Logo, teremos:

= 0,10, dando b=12

O valor pré-selecionado (0,10) para o coeficiente de variagcdo, apesar de ser
considerado razoavel e comum, € arbitrario e podera ser modificado em situacoes

especificas.
Distribuicdo anterior para o parametro de forma B

O modelo Log-Gamma Negativo, definido entre dois limites probabilisticos (L,
U), foi utilizado para formular a informagao anterior do parametro de forma (3 da
distribuicdo de amostragem Weibull. A funcédo densidade (pdf) Log-Gamma Negativa
€ dada por:
d® 1
ric) (u-1)

f(B) = = (B-L) In(U-L)-m@-L]* L<p<u (326)
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O valor esperado e a variancia sdo dados respectivamente por:

E(R) = (U-L) (diﬂjc +L (3.2.7)

v(p) = (U-L)2 {(d f ch _(diﬂjﬂ (3.2.8)

A moda da equacéo (3.2.6) podera ser obtida tirando-se a derivada de f(8) em
relacdo a B e fazendo a equacdo resultante igual a zero. O resultado sera a moda
Bm, a qual sera dada por:

Moda = By = (U-L) exp {—%} + L (3.2.9)

Utilizando-se a moda B, como uma estimativa inicial do parametro de forma 3
da distribuicdo de amostragem Weibull, e resolvendo a equacéo (2.2.9) em relacdo a
d, obteremos:

_ (e=1)+In(U-L)-In(Bm-L)
T n(U-0)-In@m -L) (3.2.10)

Agora, faca B =k (3.2.11)
E(B)

Aqui, k, o coeficiente de variagdo, representa a percentagem de erro na
estimacgéao de B. Logo, teremos:

(3.2.12)

Aqui, d é dado pela equacéo (3.2.10).
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Estimativas Bayesianas
A Distribuicéo Posterior

Fazendo t representar o tempo até a falha, e assumindo-se que [3 e 8 sejam

varidveis aleatérias independentemente distribuidas, teremos h(t,6,8) =
f(0)f(3) o(t\6,8), onde g(t\6,) representa a nossa distribuicdo de amostragem.
Agora, com f (t) = IGIB h(t,6,8) dp do, obteremos:

f(0,p\t) = f(e)f(ﬁ) 9(t10,8) (3.2.13)
jejB g(t\o,p)dodp
Parat , t,,.., t ,Nnosso modelo de amostragem Weibull sera dado por:
_ B B
] (SR tn\e,s)_n!OTB |-|ti exp[ >t /e } (3.2.14)

Agora, se substituirmos as equacgobes (3.2.2), (3.2.6) e (3.2.14) na equagao
(3.2.13), obteremos:

0 e -1 [0 7 ([0) L) -p)°

6 b+1e nB

flo,p\t)= —
(0.8\1) (e exp[—ztiﬁ /OB}
LB ()P B-L)°(u-p)¢) J, AT do |dp

(3.2.15)

B, <B<B,: 0<O<o

Aqui, fm (t) € o denominador da equacéao (3.2.10). A integral dada por:

e (a/0)” exp[—Ztiﬁ /GB}

do
Ie 0 b+10 np

€ muito similar a uma resolvida no anexo dessalinabsendo igual a:
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L= 1 r(”_ﬁuj (3.2.16)

ban[3+b

Agora se substituirmos a equacéo (3.2.16) na equacao (3.2.15), teremos:

~(alo) exp[ >t /0" |p } (Mt)P*p-L)¢(u-p)°

9b+16 np
1 - c np
e (1)) =) P 1)

f(0,p\t)=

A integral IB ba”:;*b pn (|‘| ti)B—l B-L)¢(u ‘B)d r(n—f +1j dp, a

distribuicdo marginal de t, € a constante de proporcionalidade necessaria para
garantir que a distribuicdo posterior integrara & um. Agora, resolvendo essa integral
para (B atravées de métodos numéricos, obteremos um valor de, por exemplo, M.

Ento, nossa expressao para f(0,p\t) ficara:

@) exp[ >t /0" |p } (Mu)*e-L)cu-p)°

(3.2.17)

Determinando a funcdo densidade marginal f(  B|t)

A funcédo densidade marginal (pdf) para o parametro de forma (3 pode ser

obtida através da integracédo da equacéao (3.2.12) em relacdo a 0. Entéo, teremos:

e (3/0)° gy = iﬁ ’
(M) 6-v°u-p)? | p[ ik }

0 0b+10 nB

f(p\1t) do (3.2.18)

Y
TR

~(a/0) exp{ >t /9 }

e b+1e nB

A integral dada por I foi resolvida
0

anteriormente nesse trabalho de De Souza e Lamberson (1995), e o resultado foi
dado na equacéo (3.2.16). Logo, se substituirmos a equacao (3.2.16) na equacéo
(2.2.18), teremos:
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L

") e-0-p (B ] @219

B, <B<B,
Determinando a funcao densidade marginal f(  0|t)

A funcéo densidade marginal (pdf) para o parametro de escala 6 podera ser

obtida através da integracdo da equacéo (3.2.19) em relacdo a 3. Entdo, teremos:

fo\t) =

_(as0)P f exp[ st /o’ } (Mt)P2p-L)c(u-p)°

M9b+1 nB dp

Utilizando a regra de Simpson para integracdo numérica, iremos agora
resolver a integral dada acima. Noés utilizaremos uma combinacdo das regras de
Simpson 1/3 e 3/8, sendo que consideraremos 10 intervalos entre os limites inferior

(L) e superior (U) para f(0\t). Entdo, obteremos:

~(a/0)P
fove) =S«

M baP*L

X

h exp[— Rl/Gﬁl} exp[—Rz/GBZ} exp[— Rll/Gﬁll}
—| W +W +...+W, —€erro
! o7P 2 0P 11 o"Pir
Aqui, R; =Ztﬁi ; i=1,2,...,0; p=1,2,...k; ermo=0

B (Mtp)® 26, -1)°(U-p, )¥x (1, 2 0u )

A funcéo densidade marginal (pdf) f(e \ t) sera finalmente dada por:
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(3.2.20)

Valor Esperado de 0

) o exd-a/6)P exp(Ri /eFj
E@/t) = —— > W] de, 020 < oo
MV S gb+1gnBi

Essa integral € muito parecida com uma integral resolvida anteriormente

nesse trabalho. Desse modo, teremos:

_h _ 1 np-1 .
EO/t) = —— YW, T r[ . +1j, 026 < (3.2.21)

Valor Esperado de f

O valor esperado de (3 € dado pela expressao:

E(B/1)= [ (B/t)d.

onde f(B/t) é dada pela equagéo (2.2.18). Logo:

U .
BV)= gy | e BB ()

L<Bi<U; i=12..0 j=12..p (3.2.22)

A integral dada pela equacao (3.2.22) sera agora resolvida empregando-se a

regra de Simpson para integracdo numerica. Logo, teremos:

_h 1 1 1
E(B\t) = m (Wl an[31+b +W2m++W1lmj, onde
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wi = (B -L)%(u-g )8 P r(”—Eiﬂj x(120u4), j=12,...p.

Logo:

E(B\t) = Zwi aTlﬁb (3.2.25)
|

Esse € o estimador Bayesiano para o parametro de forma 3 da distribuicéo de

amostragem Weibull.

Observag0des Finais

O método Bayesiano para teste de vida sequencial utiliza uma probabilidade
posterior, a qual serd continuamente refinada a medida que observacdes se facam
disponiveis. Quando a distribuicdo de amostragem é o modelo Weibull de dois
parametros, as equacdes das funcdes marginais resultantes irdo necessitar da
utilizacao de algum tipo de integracdo numerica para poderem ser resolvidas. Para
nao estendermos demasiadamente a revisdo desse artigo, ndo apresentaremos 0
exemplo incluido no mesmo. Os autores disseram estarem conscientes do fato de
gue o uso de estatistica Bayesiana em um teste de vida sequiencial ndo ser ainda
um processo bem definido, sendo necessario um certo nivel de conhecimento
acerca da quantificacdo dos parametros das distribuicdes anteriores, bem como dos
parametros da distribuicdo de amostragem Weibull. Entretanto, de acordo com o0s
autores, todos aqueles que desejarem utilizar esse modelo irdo acha-lo como sendo
uma alternativa razoavelmente bem definida para o uso no processo de tomada de

decisbes em aplicacdes industriais.

3.3 Comentario sobre o artigo “Further thoughts on a sequential life testing

approach using a Weibull model”

Por Daniel I. De Souza Jr. (2000)

De Souza desenvolve com maior profundidade a metodologia de teste de

vida seqguencial sem truncagem no qual a distribuicdo de amostragem sera o modelo
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Weibull de dois parametros. A distribuicdo de Weibull de dois parametros é muito
utilizada como modelo de falhas, particularmente para componentes mecanicos e
metallrgicos (De Souza 1999, 1997, De Souza & Lamberson 1995).

A distribuicdo Weibull possui um parametro de forma, um de escala e um de
localizacdo. Neste estudo o parametro localizacdo € conhecido, e o seu valor é igual
a zero. Isso significa que uma falha podera ocorrer no momento em que o produto
for colocado em uso, ou seja, a qualquer intervalo de tempo apos zero (t > 0). A

distribuicdo de Weibull de dois parametros é dada por:

0= (3 e {3f s o

O parametro de escala 0 (a vida caracteristica) € positivo e representa o ponto
percentual 63,21 da distribuicdo de T. O parametro de forma (3, o qual é também
positivo, especifica a forma da distribuicdo. A medida que B aumenta, a moda da

distribuicdo se aproxima de 0. As situagfes de teste de hipotese serdo dadas por:

1. Para ©: HO: 9290; Hl: 9<90

A probabilidade de se aceitar Hy sera dada por (1- a) no caso de 6 = 6,.
Agora, se 6 = 8; onde 0; < 6y, a probabilidade de se aceitar Hy sera fixada em um

nivel pequeno y.
2. Para [3: HO: [32[30; Hl: [3<[30

A probabilidade de se aceitar Hy sera dada por (1- a) no caso de B = [o.
Agora, se 3 = 3; onde B; < Bo, a probabilidade de se aceitar Hy sera também fixada
em um nivel pequeno y.

Quando se definir os valores das quantidades 6y, 61, Bo, B1, 0 € Yy, O teste

sequencial estara totalmente desenvolvido.

O desenvolvimento do teste de vida sequencial utiliza a seguinte relacdo de

verossimilhanga dada por (Kapur &Lamberson, 1977):
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Antes de se obter uma  amostra, a funcao L. =

j,m;n
thl ottt |(9j : Bm) representa a funcdo densidade (pdf) para as variaveis
aleatoriat, (k=1,2, ..., k), ou ainda:

Tl o) 8)
Lj,m;n = |_|f t |6j ,Bm (3.3.1)

k=1

Aqui, f (t | 6;, Bm) representa a funcdo densidade (pdf) das variaveis aleatérias
t; 6, e Bm s@o os valores verdadeiros para os parametros de interesse. Apds uma

amostra for obtida, ij_n ndo € mais uma funcdo densidade, mas sim é

considerado como sendo uma fung&o dos parametros desconhecidos 6; e Bm. Ljm:n €
agora chamado de func¢éo verossimilhanca. Se os valores obtidos para 6; e 3, forem
realmente iguais aos valores reais dos parametros de interesse, entao Ljn., devera
atingir o seu valor maximo e os valores de 6; e B, serdo chamados de estimadores
de méaxima verossimilhanga para 6; e para Bm A relagdo sequencial probabilistica

sera dada por:
SPR=L 111,n/L 00N

Para o modelo Weibull de dois parametros, teremos:

o) e
T (R exp| -| —
n 91 91 91

SPR = , OU ainda,
I.:l (BO t To—l (t. TO
—0 exp| -

% L% %

Bo )" B, .B
P, eo0 n( )B -B Zn: til tio

SPR= |1 x_9_ t P1Po expg -y | L—-—1 (3.3.2)
9[131 Bo ||::||_ | i= elil eio

Logo, a regido continua sera dada por A<SPR<B, onde A=y /(1-a) e B = (1-

y)/a. Iremos aceitar a hipétese nula H, se SPR = B e iremos rejeitar H, se SPR < A.
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Agora, se A < SPR < B, obteremos outro item para nossa amostra. Entédo, teremos:

GBO A n n tﬁl tBO
Y < [:[531 %x_0 H(ti)Bl_BO X ex —z < (1—V) (3.3.3)
(1-a) 6! Bo | i EEI ’
1 0

Tirando-se o logaritmo natural de cada termo da inequacdo anterior e apos

alguma manipulacéo, teremos:

B B
g 0 g0
nin Py x 0 | [(1 V)} <X<nln Py x—9 |+ |n{(1'°‘)} (3.3.4)
o1 Po a o"1 Po y
1 1
n t[_31 tpo n
X = z IT_IT + ([30 —Bl)ZIn(ti) (3.3.5)
i=1/g1 @0 i=1
1 0

No exemplo apresentado nesse artigo, De Souza fornece regras para
trabalharmos com a hipétese nula.

Exemplo

Um componente mecéanico deverd ser submetido a um teste de vida para se
determinar se o mesmo poderia ser representado por uma distribuicdo de
amostragem Weibull. Como esse € um produto bem conhecido, acredita-se que o
mesmo possa ser representado por um modelo Weibull de dois parametros
possuindo um parametro de escala 6 de 2500.000 ciclos e um parametro de forma 3
de 2.5. Foi decidido que a = 0.05 e y = 0.10, e escolheu-se os valores para o0s
parametros da hipoétese alternativa 8, e 3; como sendo 6; =2.000.000 ciclos e 1 =

1,5. Entéo, utilizando-se as equacdes (2.3.4) e (2.3.5), obteremos:

nin

25 B
15 2500000 } - In[w} = nx14.55569- 2.89037

20000001 25 005
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25 m(1_
nin 15 2800000771, w} = nx1455569+2.25129
2,000000%° 25 010
n t_l'5 t_2'5 n ( )
X = ! - : + 10x > In{t. ); Logo teremos :
‘21| 20000001°  2500000%° i

nx14.55569 — 2.89037 < X < nx14.55569 + 2.25129

Um grafico para esse teste de vida sequencial foi entdo desenvolvido,
utilizando —se a equagéo acima. A Figura (3.3.1) apresenta as areas de deciséo para
esse teste de vida.

1201

ACCEPT Ho

80~

60~

[ CUMULATIVE TESTTIVE |

REJECT Ho

201

[ NUMBER OF ITEMS TESTED |

Figura 3.3.1 — Teste de Vida Sequencial para o componente mecéanico sendo analisado

ApoOs esse grafico ter sido desenvolvido, obtém-se uma amostra. O

procedimento é entdo definido de acordo com as seguintes regras:

1. Se X > n x 14.55569 + 2.25129 aceitaremos a hipétese nula H.

2. Se X < n x 14.55569 — 2.89037, rejeitaremos a hipotese nula Ho.

3. Se n x 14.55569 — 2.89037 < X < n x 14.55569 + 2.25129, obteremos mais uma
observacéao.

Neste exemplo, tornou-se necessario testar sete unidades ou observacoes
para obter a decisdo de aceitar a hipétese nula Hy. Os valores correspondentes aos
sete tempos de falhas (numero de ciclos) foram o0s seguintes: 2.467.263.2;
1.574.362.1; 2.010.281.3; 2.361.826.1; 1.016.274.8; 2.605.312.2; 2.663.115,0 ciclos.
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A Tabela (3.3.1) e a Figura (3.3.2) apresentam os resultados desse teste.

Tabela 3.3.1 — Resultados de Teste Sequencial para a distribuicdo Weibull
B1=1.5; 6;=2.000.000 Bo=2.5; 6p=2.500.000

e _Limi_te Limit_e Valor de
inferior superior X
1 11.66532 16.80698 15.12122
2 26.22101 31.36267 29.77428
3 40.77670 45.91837 44.71597
4 55.33239 60.47406 59.80671
5 69.88808 75.02975 73.89523
6 84.44377 89.58543 89.04640
7 98.99946 104.14110 104.2067

No segundo caso escolheu-se os valores de [3; = 2.0 para o parametro de
forma da hipotese alternativa; 6; = 2,000,000 ciclos para Hi; Bo = 2.5 e 69 =
2.500,000 ciclos, respectivamente, para os parametros de forma e de escala da

hipotese nula. Neste caso, sé ap0s a analise de 12 unidades ou observacdes foi

possivel se chegar a uma decisédo de se aceitar a hipotese nula.

Tabela 3.3.2 — Resultado do Teste Sequencial parao modelo Weibull

B1=2.0; 8, = 2,000,000 (o =2.5; 6, =2.500,000

ta _Limi.te Limit.e Valor de
inferior superior X
1 4.698672 9.840336 7.913573
2 12.28772 17.42938 15.35320
3 19.87676 25.01842 23.04058
4 27.46581 32.60747 30.90511
5 35.05485 40.19651 37.97378
6 42.64389 47.78556 45.94856
7 50.23294 55.37460 53.94793
8 57.82198 62.96365 61.72543
9 65.41103 70.55269 69.74948
10 73.00007 78.14173 77.82352
11 80.58911 85.73077 85.65101
12 88.17815 93.31982 93.91177
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J& no terceiro caso, 12 unidades tiveram de ser testadas para ser possivel se
obter a decisdo de se rejeitar a hipétese nula Hp. Uma ma escolha para o valor do
parametro de forma da hipotese nula (3o = 3.5), pode ter causado essa rejeicao.

No quarto caso foi apresentado, com (3; = 2.0; 6; = 2.500.000 ciclos; Bo = 2.5;
By =2.000.000 ciclos, mesmo apos testarmos 20 unidades do produto sob anlise,
ndo foi possivel se obter alguma conclusdo sobre a aceitacdo ou rejeicdo da
hipétese nula Ho.

As conclusbes obtidas a partir dos dados analisados tornaram possivel se
tomar uma das trés decisdes seguintes: 1. Aceitar a hipotese nula Ho. 2. Rejeitar a
hipotese nula Hy. 3. Obter mais uma observacdo. No quarto caso, podemos observar
gque mesmo apoés testarmos 20 unidades do produto sob analise, ndo foi possivel
obter-se alguma concluséo sobre a aceitacéo ou rejeicdo da hipotese nula Ho. Uma
escolha relativamente errébnea ou ma do parametro de escala da hipotese Hp (6o
=2.000.000 ciclos), poderia ter causado essa situacdo. Em casos como esse, ao
invés de tentar-se obter informacdes adicionais, torna-se necessario o
desenvolvimento de um mecanismo de truncagem para esse caso analisado. De
Souza (2001) desenvolve um mecanismo de truncagem para a distribuicdo Weibull

de dois parametros.

3.4 Comentario sobre o artigo “Sequential Life Test ing with a Truncation

Mechanism Using an Underlying Weibull”

Por Daniel I. De Souza Jr., (2001)

Nesse artigo, De Souza desenvolveu um mecanismo de truncagem para um
teste de vida sequencial no qual a distribuicdo de amostragem é o modelo Weibull
de dois parametros. Apresentaram-se regras que permitiram a tomada de uma
decisdo sobre a aceitacdo ou rejeicdo da hipotese nula Hp no momento da
truncagem. Para a determinacédo do valor esperado para o tamanho da amostra E(n)
do teste de vida sequiencial no momento da truncagem, tornou-se necessario a
utilizacdo de algum tipo de integragdo numérica (nesse estudo, foi utilizado a regra
de Simpson 1/3). Um exemplo ilustrou o desenvolvimento desse mecanismo
proposto do teste de vida seqiencial. Na determinacdo de uma equacdo que
represente o valor esperado desse tamanho de amostra E(n), foi aplicado ao

modelo Weibull um mecanismo desenvolvido por Mood (Mood e Graybill (1963) para
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a distribuicdo normal.
De acordo com Mood e Graybill (1963), uma expressao aproximada para o

valor esperado E(n) de uma amostra em um teste de vida sequencial sera dado por:
; (3.4.1)

onde o valor esperado da variavel w, depende dos valores aleatérios de w e da

variavel aleatoria n. Aqui, w é dado por:

f(t:0,.8,)

" Inf(tieo'Bo)

(3.4.2)

A variavel w;, apenas recebe valores que correspondam a situacdes nas
quais W, exceda o valor de In (A) ou seja menor do que o In (B); (A=y/(1-0) e B =
(1-y)/a). Se quisermos ignorar as quantidades pelas quais w, exceda o In (A) ou
seja menor do que o In (B), poderemos entdo dizer que w, recebe essencialmente

apenas dois valores, In (A) e In (B). Quando a distribuicdo verdadeira for f (t;6,3), a

probabilidade de que w;, receba o valor In (A) sera dada por P(6,B), ao passo que a

probabilidade de que w, receba o valor In (B) sera dada por 1- P(8,B). Entdo, de
acordo com Mood e Graybill (1963), a expressao para o valor esperado da variavel

w, sera dado por:

E(W;) = P(6,p)InA+[1-P(6,p)]InB (3.4.3)

Logo, a equacao (3.4.1) sera dada por:

P(6,B)In A +[1-P(6,8)]InB
E(W)

E(n)

12

(3.4.4)

A equacéo (3.4.4) permite que se compare testes de vida seqienciais com
testes de vida com tamanho de amostras fixados. As provas da existéncia das
equacdes (3.4.1) até (3.4.4) podem ser encontradas em Mood (Mood e Grayhill,
1963, p. 391-392).
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Para uma distribuicdo de amostragem Weibull, a equacdo (3.4.2) sera
transformada para:

Bo By Po
W= In i t(Bl_BO)eX _t_+t_ '
1 B 1 oo
1 1 0
ou ainda;
oPo P P
w=iIn—2x2 |+ B, - )in(t)-—— + —
o1 Bo el gPr oo
1 1 0
O valor esperado de w, E(w), sera entdo dado por:
B, OB B B
1 1 0
Elw) = In| — EIn - E t +——Elt (3.4.5)
=t e PPl 5 o
1 1 0
Aqui, teremos:
B
EP {]=e&1r@¢%%] (3.4.6)
B
EP OJ:G&JrP+%%J (3.4.7)
_ 1.9 % -V,
Ein(t)] = In(@)+§ 3 > |In(uj)e i ><(J,20r4)} (3.4.8)
i=1

Neste estudo, o Apéndice (1.0) apresenta as solucdes para E(t*;) e E(t%).
O Apéndice (2.0) mostra a computacdo para E[In(t)]. Os interessados no
desenvolvimento dessas computacdes poderdo encontra-las nos acima
mencionados apéndices nesse trabalho de De Souza (2001). Quando se
decidir  em relagdo aos valores dessas quantidades 6o, 61, Bo, B1, 0 € Y, € apOs 0

calculo do E(n) ter sido feito, o teste de vida sequencial estara totalmente definido.
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Utilizando-se agora as equacoes (3.4.1) até (3.4.8), foi apresentado um exemplo que
ajudou no desenvolvimento do mecanismo de teste de vida sequencial com

truncagem proposto.
Exemplo

O exemplo apresentado neste artigo € um produto feito de um aco de alta
resisténcia e baixa liga submetida a um teste de vida sequencial. No quarto caso
analisado, o mecanismo de teste de vida sequencial sem truncagem néo foi capaz
de chegar a uma decisdo de aceitar ou rejeitar a hipétese nula Hp mesmo apés a
analise de 20 itens. Entéo, utilizando-se as equacodes (3.4.1) até (3.4.8), aplicou-se
para 0 quarto caso analisado no artigo de De Souza (2000), o mecanismo de
truncagem desenvolvido nesse estudo. Desse modo, o valor esperado do tamanho
da amostra E(n) sera dado por:

P(6.8)InA +[1-P(6,8)]InB _ 28390

=~ = 8,998 = 9 itens.
E(w) 03155

12

E(n)

De acordo com Kapur & Lamberson (1977), quando o ponto de truncagem for
alcancado, traca-se uma linha dividindo o grafico sequiencial de acordo com a Figura

(3.4.1) seqguinte:

n0r

: ACEITE Ho I L
60 | e 2

50

|

a0 f

REJEITE Ho

30F

10 I

TEMPO DE TESTE ACUMULADO

1 1 1 )
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

PONTO DE
I TRUNCAGEM

’ NUMERO DE ITENS TESTADOS

Figura 3.4.1 — Procedimento para se realizar a truncagem de um teste de Vida Sequencial
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Esta linha é tracada através da origem do gréfico, sendo paralela as linhas de
aceitacdo e de rejeicdo. A decisdo de se aceitar ou rejeitar a hipétese nula Hg
depende simplesmente de qual lado da linha o item final testado se encontra.
Obviamente esse procedimento ira alterar os niveis de a e de y do teste original;
entretanto, a mudanca serd minima se o ponto de truncagem nao for muito pequeno.
Como podemos ver na Figura (3.4.1), a hipétese nula Hy devera ser aceita, pois a
observacéo final (observacdo niamero 9) se encontra no lado da linha relacionado
com a aceitacdo de Ho.

Com a utilizacdo do mecanismo de truncagem desenvolvido nesse estudo, a
decisdo de se aceitar a hipotese nula Hy foi alcancada com a analise de apenas
nove itens. Esse fato realga a vantagem de se utilizar um mecanismo de truncagem

em testes de vida sequencial.

3.5 Comentario sobre o artigo “ Application of a Se  quential Life Testing with a

Truncation Mechanism for an Underling Three-Paramet  er Weibull Model”
Por Daniel De Souza Jr., (2004)

Nesse estudo, De Souza desenvolve uma abordagem de teste de vida
sequencial com truncagem na qual fornece regras para se trabalhar com uma
hipétese nula Hy em situa¢des nas quais a distribuicdo de amostragem € o modelo
Weibull de trés parametros. Nesse modelo o parametro de localizacdo ou vida
minima ser& diferente de zero.

A distribuicdo Weibull de trés parametros possui um parametro de localizacéo
¢, o qual representa a vida minima de uma caracteristica sendo analisada; um de
forma [, o qual especifica a forma da distribuicdo; e um de escala 6, o qual
representa a vida caracteristica da distribuicdo. Todos os trés parametros sao

positivos. A funcéo densidade da distribuicdo Weibull de trés parametros é dada por:

f(t) =% (?}B_l ex —(t;(ij ; t=>0

As situacdes de teste de hipotese foram dadas por De Souza (2003):

1. Para o parametro de escala 6:
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A probabilidade de se aceitar a hip6tese nula Hy sera dada por (1-a) no caso
de 6 = B8y. Agora, se 8 = 8; onde 6, < 6y, entdo a probabilidade de se aceitar Hy sera

fixada em um nivel inferior y.

2. Para o parametro de forma [3:

HO:BZBO

Hl:[3<BO

A probabilidade de se aceitar a hipétese nula Hy sera também dada por (1-a)
caso de 3 = Bo. Agora, se 3 = [3; onde (3; < 3o, entdo a probabilidade de aceitarmos

Ho sera também fixada em um nivel inferior y.

3. Para o parametro de localizag&o ¢:

Ho:wzwo

Hi:0<9,

Uma vez mais, a probabilidade de se aceitar a hipétese nula Hy sera dada por
(1-a) no caso de ¢ = ¢o. Agora, no caso de ¢ = ¢, onde ¢ < ¢, entdo a probabilidade
de aceitarmos Hp serad também fixada em um nivel inferior y.

Novamente, de acordo com Kapur & Lamberson (1977) e De Souza (2000), o

desenvolvimento de um teste de vida sequencial utiliza a relagao de verossimilhanca

dada por:
an/Lom

No caso do modelo Weibull de trés parametros, a relacdo probabilistica

sequencial (RPS) sera dada por:

RPS = |_1,1,1,n / L0,0,0,m
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ou ainda, para o modelo Weibull de trés parametros, teremos:

B,1 [ B
sl e
_n 0, 0, 0,

RPS = T ;
eO eO e0
n
B, -1
00| n o)t
RPS = %x o (t' (pl) x
61 Po | =l (. - )Bo‘l
1 t o,
B By
expl — $ (t| _(pl) _(ti (pO)
B B
i=] 61 60
1 0

A regido continua sera dada por A < RPS < B, sendo que A =y/(1-a) e B = (1-
y)/a. Aceitaremos a hipétese nula Hy se RPS = B e rejeitaremos Hp no caso de RPS

< A. Agora, se A <RPS < B, faremos mais uma observagao. Entdo, teremos:

Obtendo o logaritmo natural de cada termo da equagdo acima e re-

arrumando-a, teremos:
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0 9 0
lin| o x 0 |_ In[(l_y)}<x<nln LA In{—(l_a)}
elil [30 a el:::l [30 Y
(3.5.1)
By Bo
n (t. - ) (t. -Q ) n
x=3 |l T 20hofp -1« nlt; -, )+
i=1 eBl eBO ' i=1 '
1 0
n
+ B, - )ZIn(ti —(po) (3.5.2)
i=1

Tamanho esperado da amostra de um Teste de Vida Seq Uencial

Novamente, de acordo com Mood e Graybill (1963), uma expressao
aproximada para o tamanho esperado da amostra de um Teste de Vida Sequencial

E(n) sera dado por:

E(n) = : (3.5.3)

onde o valor esperado da variavel W', dependera dos valores aleatérios w e

da variavel n. Aqui, w sera dado por:

f(t;el,psl,cpl)

(3.5.4)
£(t:80,B0.0, )

w=In

Quando a distribuicao verdadeira for f (t;0,3,4), a probabilidade de que o valor
de W', seja In(A) sera igual a P(6,3,4), ao passo de que a probabilidade de que
essa variavel tenha o valor de In(B) serd de 1- P(6,3,¢). Entdo, de acordo com
Mood e Graybill (1963), a expressdo para o valor esperado da variavel W', sera
dado por:

*

E(Wn) ~ P(6,8,¢) In(A)+[1- P(6,B,9)] In(B) (3.5.5)
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Logo, com A =y/(1-a) e com B = (1-y)/a, a Equacéao (2.5.3) sera dada por:

E(n) = P(e,B.¢) ln(A)jILEEv_)P(e’ B.¢) In(B) (3.5.6)

A Equacao (3.5.6) nos permite comparar testes de vida sequencial com testes
com tamanhos de amostras fixos. As provas para a existéncia das Equacgodes (3.5.3)
a (3.5.6) podem ser encontradas em Mood e Graybill (1963), pp. 391-392. Para uma
distribuicAo de amostragem Weibull de trés parametros, a Equacédo (3.5.4) sera

transformada em:

_ 1 L(;)0 (t_(pl)B B (t_(pl)B (t_(po)Bo
w =In exp
o1 Po Bo-1 o1 gPo
t-o,) 1 0
(t_(pl)B (t_(po)Bo
w=n(C) + B, -1)inft-0, )-B, -1 inft-0,) 5 T
1 0
B
g 0
onde C:ﬁx 0
95’1 Bo

O valor esperado de w, E(w), sera entdo dado por:

E(w) = In(C) + B, -1)E{'”(t-<v1) } - B, -1)E{'n(t-%) }—i

6
1
L E{(t—(p )BO} (3.5.7)
oPo °
0
B
Eli(t‘(l)l) 1} =P r(1+%1] (3.5.8)

B
Eli(t—(Po) 0} - ¢ r[1+%°J (3.5.9)
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B
n+ _V. t—@
E{In(t‘(Po) } = In(e)+%x%x{z In(Yi)e Y ><(120r4)}}; Y = [ 5 Oj (3.5.11)
Neste artigo, o Apéndice (1.0) apresenta as solugbes para as Equacdes

(3.5.8) e (3.5.9). O Apéndice (2.0) apresenta as solucdes para as Equacdes (3.5.10)
e (3.5.11).

Determinando um estimador inicial para a Vida Minim  a ¢
A funcao densidade ou pdf de x, sera dada por:

f(xl) = n[l— F(xl)] i f(xl), ou como ainda F(xl) =1- R(xl), obteremos:

Para uma distribuicdo Weibull de trés parametros, teremos:

=2 (5 o]

O valor esperado de x, sera dado por:

ol J( 5 oo [ ]

_ao\B1
© B(t-9 "
e[ 0 j

Quando t - o; U - ; Agora, quando t - ¢; U - 0. Logo, teremos:

_+o\B
Fazendo U = (ﬂj cdu = E
0 0
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E(xl) = Tn(euj/[3 +¢)e_nU du = GOJ?nU]/B eYau + ¢Ofn e "Ydu; onde
0 0 0

[oe)

¢£n eV du = —¢[e‘“U]O =-¢0-1=¢

00

Na solucéo da integral GJ'nU]/[3 e"au ,faca Z=nU; du= E; U _Z
n

n
0

Quando U - «; Z - o; Agora, quando U - 0; Z - 0. Ent&o, teremos:

n

00 ]/B 00
E(xl)ze'[(%j e ?dz +q>:%jz]/[3 e ?dz +¢
0 0

) 1
Finalmente, obteremos: E{x, |= — | =+1]| +
( 1) nYB (B J ¢

O valor esperado de x, e dado pela equagdo acima, o que indica que a vida

minima ¢ podera ser estimada por:

E(®) = 0= X, - —= F(—+1] (3.5.12)

Quando as decisOes relativas a essas quantidades 8o, 81, Bo, B1, $o, ¢1, Q, V,
P(6, B) forem tomadas, e depois do E(n) ter sido calculado, o teste de vida
sequencial estara totalmente definido. Utilizando-se as equacdes de (3.5.1) até
(3.5.12), um exemplo ira ilustrar a aplicacdo do mecanismo de teste de vida

sequencial proposto.

Exemplo

O exemplo apresentado foi adaptado do trabalho publicado por De Souza
(2003). Ele esta relacionado com um produto de a¢o do tipo de alta resisténcia e
baixa liga sendo submetido a um teste de vida. Como esse € um produto bem

conhecido, existe 0 consenso que 0O mMesmo possa Ser representado por uma
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distribuicdo de amostragem Weibull de trés parametros, possuindo um parametro de
escala 6 de 2.000.000 ciclos e um parametro de escala (3 de 2,5. Acredita-se que
esses sdo os valores reais desses parametros. Para se estimar o valor esperado do
parametro de localizacdo ¢ da distribuicdo de amostragem, tornou-se necessario a
realizacdo de algum teste de vida preliminar. Nesse teste preliminar, um grupo de
oito itens desse produto foi submetido a um teste de fadiga até que todos viessem a
falhar. A Tabela (3.5.1) seguinte apresenta os tempos de falhas (ciclos) para esse

teste de vida preliminar.

Tabela 3.5.1 — Tempos de falhas (ciclos) para os oi  to itens testados

2.894.403 3.287.092 2.441.809 1.772.408

3.009.172 1.978.230 4.210.511 2.209.775

O menor tempo de falhas obtido (1.772.408 ciclos) foi considerado como o

estimador do valor de x;. Logo, utilizando-se a Equacéo (2.5.12), teremos:

E() = ¢o = x, - L r(%uj =1,772,407.65 -

2,000,000, 1
1T B r( *1]

(8)V 25 25

1,772,408. - 772,407.65 = ¢ = 1,000,000. ciclos

m
—
©
~—

1
©
o

1

Escolheu-se para a um valor de 0,5 e para y o valor de 0,10. Neste
exemplo, os valores alocados para os parametros das hipoteses nula e alternativa
foram os seguintes: parametro de escala alternativo 8; = 2.500.000 ciclos; parametro
de forma alternativo 31 = 2,0; parametro de localizacao alternativo ¢; = 800.000
ciclos; parametro de escala da hipdtese nula 8y = 2.000.000 ciclos; parametro de
forma da hipotese nula By = 2,5 e parametro de localizacdo da hipotese nula
¢o = 1.000.000 ciclos. Nesse caso, mesmo apos a observacdo de 20 tempos de
falhas, nao foi possivel se tomar a decisdo de se aceitar ou de se rejeitar a hipotese
nula Ho.

Os tempos de falhas (ciclos) obtidos nesse exemplo foram os seguintes:
3.358.581; 2.244.502; 2.705.247; 3.187.634; 1.790.827; 3.605.029; 3.716.727,
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2.928.499; 3.837.785; 4.115.048; 3.071.191; 4.906.894; 3.138.968; 1.907.641;
2.675.526; 4.040.664; 2.117.752; 1.652.901; 2.797.409 e 2.425.281 ciclos.

Os resultados obtidos para esse teste de vida sequencial utilizando-se uma
distribuicdo de amostragem Weibull de trés parametros, foram os seguintes:

Tabela 3.5.2 — Teste Vida Sequencial para modelo We ibull de trés

parametros ¢, = 800.000; 6; = 2.500.000; 1 = 2,0; 6, = 2.000.000; ¢, = 1.000.000;
Bo = 2,5.
ltem _Limi_te Limit_e Valor de
inferior superior X
1 3,694526 8,836189 6,792547
2 10,27942 15,42109 | 13,689060
3 16,86432 22,00599 | 20,662300
4 23,44922 28,59088 | 27,534810
5 30,03412 35,17579 | 34,158530
6 36,61901 41,76068 | 40,793720
7 43,20391 48,34558 | 47,340820
8 49,78810 54,93048 | 54,290150
9 56,37371 61,51538 | 60,729680
10 62,95861 68,10027 | 66,874130
11 69,54350 74,68517 | 73,787720
12 76,12840 81,27007 | 78,692180
13 82,71330 87,85497 | 85,583160
14 89,29819 94,43986 | 92,300880
15 95,88309 101,0248 | 99,274350
16 102,4680 107,6097 | 105,50470
17 109,0529 114,1946 | 112,34790
18 115,6378 120,7795 | 118,83070
19 122,2227 127,3643 | 125,79880
20 128,8076 133,9493 | 132,74640

Para este exemplo, o grafico do teste sequiencial sera dado por:
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Figura 3.5.1 — Resultado do Teste de Vida Sequencial para esse exemplo

Utilizando-se agora as Equacdes (3.5.6) a (3.5.11), com os valores de ¢; =
800.000 ciclos; 6; = 2.500.000 ciclos; 1 = 2,0; 8, = 2.000.000 ciclos; ¢, = 1.000.000
ciclos; Bo = 2,5; a = 0.05; y = 0.10 e fazendo-se a P(0,3,$) ser igual a 0,01,
poderemos entdo calcular o valor esperado do tamanho da amostra E(n) desse teste
de vida sequencial sendo analisado. Entdo, o valor esperado do tamanho da
amostra E(n) sera dado por:

£(n) = POBINA+[1-POp)]inB _ 28390

= = 6,73339 = 7 itens.
E(w) 042163

Um mecanismo para a truncagem da amostra

De acordo com Kapur e Lamberson (1977), quando o ponto de truncagem é
alcancado, traca-se uma linha dividindo o grafico sequencial, conforme apresentado

na Figura (3.5.2) seguinte:
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Figura 3.5.2 — Processo de truncagem para o Teste de Vida Seqtiencial utilizando-se

um modelo Weibull de trés parametros

Essa linha seréa tracada passando pela origem do grafico e paralela as linhas
de aceitacdo e de rejeicdo A decisdo de se aceitar ou de se rejeitar a hipétese nula
Ho dependera apenas do lado dessa linha no qual a ultima observagédo se encontra.
Obviamente esse procedimento ira alterar os niveis a e y do teste de vida original;
entretanto, como vimos anteriormente em um outro artigo, de acordo com Kapur e
Lambersom (1977), essa mudanca sera insignificante se o ponto de truncagem nao
for muito pequeno (< 4 observacdes). Como podemos notar na Figura (3.5.2), a
hipétese nula Ho devera ser aceita, pois a ultima observacdo (observacdo numero 7)
se encontra no lado da linha divisoria relacionada com a aceitagdo de Ho.

A maior vantagem de se utilizar uma abordagem de teste de vida sequencial
em relacdo ao de uma amostra de tamanho fixo € o de reduzir o numero de
observacdes ou itens a ser analisado, com uma consequente reducao nos custos de
teste. Acontece que mesmo com o0 uso de uma abordagem de teste de vida
sequencial, algumas vezes o numero de itens necessario para se obter uma deciséo
de se aceitar ou rejeitar uma hipotese nula podera ser muito grande, como mostrado
por De Souza (2000). Logo, o teste devera ser truncado apds um determinado
tempo fixo ou apds um certo numero de observacdes. O mecanismo de truncagem
para um teste de vida sequencial desenvolvido nesse trabalho fornece regras para
se trabalhar com uma hipotese nula Hy em situacbes nas quais a distribuicdo de

amostragem € o modelo Weibull de trés parametros. Para se calcular o valor



a7

esperado do tamanho da amostra E(n) de nosso teste de vida sequencial, tem-se
que utilizar algum método de integracdo numeérica (no nosso trabalho utilizamos a
regra de Simpson’s 1/3). Os Apéndices (1.0) e (2.0) desse artigo apresentam o
desenvolvimento das equacdes necessarias para se calcular o E(n). Um teste de
vida preliminar foi desenvolvido a fim de se estimar um valor estimado para o
parametro de localizacdo ¢ da distribuicdo de amostragem Weibull. O menor tempo
de falhas observado nesse teste preliminar (1.772.408 ciclos) foi considerado como
o estimador do primeiro tempo de falhas x;.

Em um trabalho anterior, utilizando o exemplo apresentado nesse estudo,
empregando um teste de vida sequencial sem truncagem e trabalhando com uma
distribuicdo de amostragem Weibull de dois parametros, De Souza (2000) nao foi
capaz de obter uma decisdo para se aceitar ou para se rejeitar uma hipotese nula
Ho, mesmo apds a obtencdo de 20 observacdes. Com o mecanismo de truncagem
desenvolvido nesse artigo e trabalhando com uma distribuicdo de amostragem
Weibull de trés parametros, a decisdo de se aceitar a hipotese nula Hy foi alcancada
com a analise de apenas sete observagfes ou itens. Esse fato mostra a vantagem
de se utilizar um mecanismo de truncagem em uma situacdo de teste de vida

sequencial.

3.6 Comentario sobre o artigo “A Truncation Mechani sm in a Sequential Life

Testing Approach with an Underlying Two-Parameter |  nverse Weibull Model”
Por Daniel I. De Souza Jr., (2001b.)

A distribuicdo Weibull Invertida de dois parametros foi derivada por Pascoal
Erto (1982) e tem sido utilizada em estimacdo Bayesiana para representar a
informacé&o disponivel acerca do parametro de escala de um modelo de amostragem
Weibull (Erto, 1982) e (De Souza and Lamberson, 1995). Possui dois parametros,
um de escala (8) e um de forma (B). Essa distribuicdo é rica em forma, o que a torna
apta a representar de uma maneira adequada o padrao de variedade de muitas
situagbes encontradas na industria. A distribuicAo Weibull Invertida de dois

parametros € dada por:
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As situagOes de teste de hipotese foram dadas por (Kapur and Lamberson,
1977) e (De Souza, 2000) e ndo serdo novamente apresentadas nessa revisao.

Teste de Vida Sequencial

O desenvolvimento de um Teste de Vida Sequencial utiliza a razdo de
verossimilhanca (De Souza 1999) e (Kapur and Lamberson, 1977) apresentada
anteriormente nesse capitulo de revisao bibliografica.

Para a distribuicdo Weibull Invertida de dois parametros, a razao

probabilistica sequencial (SPR) sera entdo dado por:

B, +1 B
aile) =)
6, )\ t, t,
0

n
SPR = , OU ainda
e
90 ti ti
B eBlnn() n9l31 6°0
SPR=| L x-1_ t JPoPL xexpg -3 L -—0
b0 B ||:|1 | i= t?l t?o
0 I i
B B
91 91
nin Py x 1 —In[(l_y)}<x< nin B—lx 1 +In{(l_a)} (3.6.1)
eBO BO a eBO 0 Y
0 0
Aqui;
n oP1 gPo n
X=3 %-BL +([31—[30)Z|n(ti) (3.6.2)
i=1jt 1 t O i=1

Valor esperado de um Teste Sequencial

Nesse capitulo de revisdo bibliografica apresentamos anteriormente uma
expressao aproximada para o valor esperado E(n) de uma amostra em um teste de
vida sequencial, expressao essa desenvolvida por (Mood e Graybill, 1963).
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Para uma distribuicdo de amostragem Weibull Invertida de dois parametros, a

expressao para a variavel w sera dada por:

B B
flt;9,, e e, 1 6,0
w = Inw = Ind| —x—— (B Py ) xg——+— +-9 , Ou ainda
f(t’eOlBO) BO BO tBl tBO
B B Bo
g1 1 0
w=in L x 1|4 (B -pg)in) -8 + 20
ego 0 tﬁl tBO
O valor esperado de w, E(w), sera entdo dado por:
By
B, 9 By [ 1 Po 1
= E|l - —_— —_ .6.
E(w) = In| —1- Bo + B, -B,)Eln(t)] -8, E[t[ﬁ} +8, E{tBoJ (3.6.3)
Aqui, teremos:
E[ é J = 1 (3.6.4)
1) gP1 r(l—Blj
B
E( 1 J— ! (3.6.5)
P L
B
1 n+1 —u.
Efn(t]=In(e) — <3 Z[m(ui)e Ix(120r4)} (3.6.6)
i=1

O Apéndice (1.0) deste artigo apresenta as solucdes para o E[1/(t%)] e
E[1/(t%)]. O Apéndice (2.0) mostra a computacéo para o E[In(t)]. Quando se decidir
em relacdo aos valores dessas quantidades 6y, 61, Bo, B1, 0 € Y, € ap0os o calculo do
E(n) ter sido feito, o Teste de Vida Sequencial estara totalmente definido. Usando as
equacdes (3.6.1) até (3.6.6), apresentaremos um exemplo que ir4 desenvolver o

mecanismo proposto de um teste de vida sequencial com truncagem.
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Exemplo

Um certo produto metallrgico feito de um aco de alta resisténcia e baixa liga
sera submetido a um teste de vida sequencial. Como esse é um produto bem
conhecido, existe um conhecimento de que o0 mesmo poderia ser representado por
uma distribuicdo de amostragem Weibull Invertida de dois parametros, possuindo
um parametro de escala 8 de 2.000.000 de ciclos e um parametro de forma 3 de 2,5,
valores esses que acredita-se serem os valores reais desses dois parametros. Foi
decidido se utilizar um a de 0,05 e um y de 0,10. No caso apresentado nesse
exemplo, escolheu-se 0s seguintes valores para os parametros das hipéteses
alternativa e nula: parametro de escala da hipétese alternativa 6; = 2.500.000 ciclos
e parametro de forma da hipotese alternativa [3; = 2,0; parametro de escala da
hipétese nula 8p = 2.000.000 ciclos e parametro de forma da hipotese nula 3o = 2,5.
Nesse caso, mesmo apos o teste de 20 itens, nao foi possivel se tomar uma deciséao
de se aceitar a hipétese nula Hp ou de se rejeitar a hipétese nula Hy. Os valores
correspondentes aos tempos de falhas (ciclos) desses 20 itens amostrados foram os

seguintes:

3.358.581.; 2.244.502.; 2.705.247.; 3.187.634.; 1.790.827.; 3.605.029.; 3.716.727.;
2.928.499.; 3.837.785.; 4.115.048.; 3.071.191.; 5.906.894.; 7.138.968.; 1.907.641.;
2.675.526.; 4.040.664.; 2.117.752.; 1.652.901.; 2.797.409.; 2.425.281.

Os resultados apresentados pelo teste de vida sequencial para o modelo

Weibull Invertido de dois parametros foram:

| NUMERO DE ITENS TESTADOS |
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Figura 3.6.1 — Grafico do Teste de Vida Sequencial para modelo Weibull Invertido
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Tabela 3.6.1 — Resultados do Teste para o0 modelo We

B1=2,0; 6,=2500.000; Bo=2,5  6;,=2.000.000

T _Lim?te Limit_e Valor de

inferior Superior X

1 3,694526 8,836189 6,642992
2 10,27942 15,42109 13,62447
3 16,86432 22,00599 20,51506
4 23,44922 28,59088 27,22959
5 30,03412 35,17579 34,12661
6 36,61901 41,76068 40,66241
7 43,20391 48,34558 47,14869
8 49,78810 54,93048 53,96407
9 56,37371 61,51538 60,39636
10 62,95861 68,10027 66,70446
11 69,54350 74,68517 73,46568
12 76,12840 81,27007 79,01801
13 82,71330 87,85497 84,12077
14 89,29819 94,43986 91,06505
15 95,88309 101,0248 97,96452
16 102,4680 107,6097 104,3059
17 109,0529 114,1946 111,2875
18 115,6378 120,7795 117,6909
19 122,2227 127,3643 124,5001
20 128,8076 133,9493 131,3394
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Utilizando-se agora as equacbes (3.6.1) até (3.6.6) e com 6; = 2.500.000
ciclos; 8 = 6y = 2.000.000 ciclos; B1=2,0; B=Bo =25 a=005 y=0.10 e

elegendo P(6,B) ser igual a 0,01, poderemos entdo calcular o valor esperado do

tamanho da amostra E(n) desse teste de vida sequencial sendo analisado. Logo,

teremos:

fatores da equacéo acima. Entdo, teremos:

P(6,8)InA +[1- P(8,8)]InB

E(w)

B

+ B, ~B ) Elin(t) —efl E{

, onde:

tBl

B
t

Nesse artigo, De Souza apresenta uma solucédo detalhada de cada um dos

E(w)=-7,0312+ 05x153825- 0,3404+ 0,0 = 0,3197
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E(wp) = - 001x 22513+ 099x 28904 = 2,8390

Finalmente, o valor esperado do tamanho da amostra E(n) sera dado por:

P(6,g)InA +[1-P(6,p)InB _ 28390
E(w) ~ 0197

12

E(n)

=~ 8,8802 = 9 itens

Logo, poderemos tomar a decisdo acerca de aceitar ou rejeitar a hipotese
nula Ho depois de analisarmos o item namero nove.

Como vimos anteriormente, de acordo com Kapur (Kapur & Lamberson 1977),
qguando o ponto de truncagem for alcancado, traca-se uma linha dividindo o gréfico

sequencial de acordo com a Figura (3.6.2) seguinte:

] NUMERO DE ITENS TESTADOS |
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Figura 3.6.2 — Procedimento para se realizar a truncagem de um Teste de
Vida Sequencial

Como podemos ver na Figura (3.6.2), a hipétese nula Hy devera ser aceita,
pois a observacéo final (observacdo niamero 9) se encontra no lado da linha

relacionado com a aceitacéo de Hy.



CAPITULO 4 — METODOLOGIA DESENVOLVIDA NESTE ESTUDO

4.1 Teste de Vida Sequencial com a utilizagdo de um estimador de Maxima

Verossimilhanca

O método de Teste de Vida Sequencial, desenvolvido inicialmente por Wald
(Wald, 1947), representa uma situacdo de teste de hipéteses na qual obtém-se uma
decisdo de se aceitar uma amostra, rejeitar uma amostra, ou continuar a
amostragem a medida que as observacfes se tornam disponiveis. O teste estara
terminado no momento em que se obtiver informacédo suficiente que permita se
aceitar ou se rejeitar a hipotese nula Hy. O tamanho da amostra ndo sera pré-fixado,
mas ird depender da analise das observac¢des ou itens da amostra a medida que
ficarem disponiveis.

Como podemos esperar, para a realizacdo de um teste de vida sequencial
necessitaremos de um numero menor de itens ou observacdes do que para se
executar um teste de vida com tamanhos de amostras pré-fixados. Desse modo, a
utiizacdo de um teste de vida sequencial constitui-se em uma alternativa
interessante ao uso de um teste de hipoteses no qual o tamanho da amostra &
fixado antes do inicio do teste de vida. A vantagem do teste sequencial € a de se
utilizar apenas alguns itens ou observagfes na sua aplicacdo, especialmente
quando as distribuicdes de amostragem sao os modelos Weibull e Weibull Invertido.

A distribuicdo Weibull é largamente utilizada como um modelo de falhas,
particularmente para componentes mecanicos e metalurgicos. Essa distribuicdo &
rica em forma, 0 que a torna apta a representar de uma maneira adequada o padréao
de variedade de muitas situa¢gdes encontradas na industria. O modelo Weibull possui
um parametro de localizacao ou vida minima, um de escala e um de forma. A funcao

densidade da distribuicdo Weibull é dada por:

-1
f(t)=% [%pjﬁ ex _[t%pjﬁ , t=20

O parametro de escala 6 (a vida caracteristica) é positivo, e representa o
ponto percentual 63,21 da distribuicdo de T. O paréametro de forma B, o qual é
também positivo, especifica a forma da distribuicdo. O parametro de vida minima ¢ é

também positivo e sera sempre menor do que o primeiro tempo de falhas t;.
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4.2 Teste de Hipoteses

As situacdes de teste de hipdtese serdo dadas por:

Para o parametro de escala 6: Hp: 6 = 8; Hi: 6 < 6,. A probabilidade de se
aceitar Hp sera de (1-a) no caso de 6 = 6,. Agora, se 6 = 8;onde 6; < 8y, entdo a
probabilidade de se aceitar Hy sera fixada em um nivel pequeno y.

Para o parametro de forma f3: Ho: B = Bo; Hi: B < Bo. A probabilidade de se
aceitar Hp sera dada por (1-a) no caso de B = Bo. Agora, se 3 =f3; onde B1 < Bo,
entdo a probabilidade de se aceitar Hy sera mais uma vez fixada em um nivel
pequeno y.

Para o parametro de vida minima (ou localizacdo) ¢: Ho: ¢ = ¢o; Hi: ¢ < ¢o.
Novamente, a probabilidade de se aceitar Hy sera dada por (1-a) no caso de ¢ =
¢o. No caso de termos ¢ = ¢; onde ¢;1 < ¢o, entdo a probabilidade de se aceitar Hy

sera novamente fixada em um nivel pequeno y.

4.3 Desenvolvimento do Teste Sequencial

O desenvolvimento de um Teste de Vida Sequencial utiliza a razédo de
verossimilhancga dado pela relagéo seguinte SPR = Lj 11/ Looon. Antes de se obter

uma amostra, a funcdo dada pela equacao
L mkn = thl,t2 S PP |6j ,Bm,d)k), representa a funcdo densidade

(pdf) para as variaveis aleatoérias t; (i=1, 2, ..., n), ou ainda,

n
Lj,m,k;n = kl_—llf(tk |9j ,Bm,d)k)

Aqui, f (t | 6, Bm, @) representa a fungdo densidade para as variaveis
aleatorias t;, ao passo que as variaveis 6;, Bm, € @« representam os valores reais dos
parametros de interesse. Apés a obtencdo de uma amostra, Ljmknja Ndo € mais uma
funcdo densidade (pdf), mas & agora considerado uma funcdo dos parametros
desconhecidos (6 = 6;, B = Bm, € ® = Q). Ljmkn € agora chamado de uma fungéo de
verossimilhanga. Se os valores obtidos para 6;, Bm, € ¢« forem iguais aos valores
reais dos parametros de interesse 6, B e @, entdo Ljmn devera atingir o seu valor

maximo e os valores 6], fm, e ¢k serdo entdo chamados de estimadores de maxima
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verossimilhanca de 6, B e @. A razdo probabilistica sequencial (SPR) sera entao

dado por SPR = Li11n / Looon, OU a@inda, de acordo com De Souza, 2003, para o

modelo Weibull de trés parametros, teremos:

_ B
Byt =9, Pt expl - ooy
R q 0, %
SPR = 5 ;
|=1(Bo ti =%, 0 (ti ~9, 0
— exp —
9 % %

Logo, a regido continua sera dada por A< SPR <B, onde A=y /(1-a) e B = (1-
y)/a. Iremos aceitar a hipétese nula Hp se SPR = B e iremos rejeitar Hp se SPR < A.
Agora, se A < SPR < B, obteremos outro item para nossa amostra.

Tirando-se o logaritmo natural de cada termo da equacdo anterior e apos
alguma manipulacdo, com a regido continua dada por A< SPR <B, teremos:

s, 00 5, 00
nin| —t-x-9 | - In[( —y)}< X; < nin 1,0 |4 In{(:L a)} 4.1)
9[31 Bo a 9[31 BO
1 1
By Bo
o[k -0)™ b -o,) :
X;= I LA i B -B —1)><ZIn(t - )+
| i= eBl GBO 1 i=1 I 1
1 0
n
Bo -1 nl; - ) (4.2)
i=1

Quando se decidir em relacdo aos valores dessas quantidades ¢o, 61, Bo, B1,

@o, P1, O €Y, o teste de vida sequiencial estara totalmente definido.
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4.4 Mecanismo de Trucagem

Como ja sabemos, a utilizacdo de um Teste de Vida Sequencial constitui-se
em uma alternativa interessante ao uso de um teste de hip6teses no qual o tamanho
da amostra é fixado antes do inicio do teste de vida. Algumas vezes, entretanto,
torna-se desejavel ou ainda conveniente a truncagem do teste sequencial apds a
ocorréncia de alguns numeros de falhas estatisticamente pré-determinadas. O
objetivo dessa truncagem é o de se manter o tamanho da amostra relativamente
pequeno, obtendo-se assim uma 6bvia reducédo nos custos do teste. Essa € a maior
vantagem apresentada por um teste de vida sequencial em relacdo a um teste com
tamanho de amostra fixo. Na determinacdo de uma equacéo que represente o valor
esperado do tamanho da amostra E(n) de um teste de vida sequiencial para efeito de
truncagem, aplicaremos ao modelo Weibull um mecanismo desenvolvido por
Mood (Mood e Graybill, 1963). Para a determinacéo do valor do tamanho da amostra
E(n) do teste de vida sequencial, teremos de utilizar algum tipo de integragcao
numeérica.

De acordo com Mood e Graybill (1963), uma expressdo aproximada para
o valor esperado E(n) de uma amostra em um teste de vida sequencial sera

dado por:

E(n) = P(6,8,9)INA ; RV—) P(6,8,¢)]InB 4.3)

fit;0. ,B,.¢
Aqui, w sera dado por w =lIn ( 171 1)‘. De acordo com De Souza,

t{t6,.8,.0,)

(2003), para 0 modelo Weibull de trés parametros, teremos:

eBO

E(w) = In :Bl1x BOO +B, —1)E{In(t—¢1) }—({30 —1)E{|n(t—¢o) }—

_Bil E{(t_q,l)Bl}LBLOE{(t-q)O)BO} (4.4)
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Apbs o célculo do E(n) ter sido feito, o mecanismo de truncagem estara
totalmente definido.

Nesse momento torna-se importante o esclarecimento de dois pontos
fundamentais relacionado com testes de vida, em situagcdes nas quais assumimos
uma distribuicdo de amostragem.

O primeiro desses pontos esclarece a rotina para se realizar um Teste de
Vida Sequencial com truncagem. Inicialmente, antes da analise de qualquer
observacédo ou item da populacdo amostrada, calcula-se estatisticamente o valor do
ponto de truncagem. Apoés esse calculo, inicia-se a andlise da primeira observacao.
Dependendo do resultado dessa andlise, a populagéo podera ser aceita ou rejeitada,
ou entdo, caso ndo se tenha informacdo suficiente para se rejeitar ou aceitar a
referida populacdo, um novo item sera colocado em teste. Esse procedimento
deverd ser repetido até que exista informacao suficiente para se tomar uma decisédo
acerca da aceitacdo ou rejeicdo da populacdo de amostragem, ou entdo até se
atingir o nimero de itens correspondentes ao ponto de truncagem. Nesse momento,
através de um procedimento para se realizar a truncagem de um teste sequencial, o
qual serd apresentado na aplicacdo desse estudo, toma-se uma decisdo sobre a
aceitacao ou rejeicdo da hipétese nula.

O segundo desses pontos diz respeito a estimacdo dos valores mais
provaveis para 0s parametros da distribuicdo utilizada para representar o
mecanismo de falhas presente. Em boa parte das situacdes encontradas na pratica,
as informagdes existentes ou disponiveis sobre determinado produto ou componente
industrial ndo sdo suficientes para que possamos assumir valores com elevada
confiabilidade para os referidos parametros. Nesse caso, necessitaremos estimar
estatisticamente esses parametros. O método mais confidvel estatisticamente
que é normalmente aplicado em situagbes como essa € o da Méxima
Verossimilhanga, ou como é internacionalmente conhecido, o método do “Maximum
Likelihood”. Iremos agora apresentar o desenvolvimento desse método para o caso
de termos uma distribuicdo de amostragem representada pelo modelo Weibull de

trés parametros.
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4.5 O Método da Maxima Verossimilhanca para o model o de Weibull de trés
parametros em uma situacao de teste truncado por nu meros de falhas (Teste
de Tipo II)

O estimador de Méxima Verossimilhanga para os parametros de forma,
escala e de vida minima de uma distribuicdo de amostragem Weibull em uma

situacao de teste truncado por numero de falhas (teste de vida do Tipo Il), sera dado

por:
L(B:6:0) = {ﬁ ][1_F(tr)]n_r =K [ﬁf(m)} Rt t>0 (4.5)
i= i=1
Com f(t;) = 6% (ti — o) P16 -9/0)P ¢ com R(t,) = &~ (tr=0/0)° , teremos:
-1 I _
ro|r - ¥ (tj-¢/6)P ot
.0 — Il B . i= —\lr— B
L(B;8:0) = K eﬁm(t. ¢)] e il [e (tr-0/0) }

A funcao log-verossimilhanga L = In[L(B;6;0¢)] sera dada por:
r r t; _q) B t _¢ B
L = In(k) + rin(B) —rBIn(6) + (3-1) Zln(ti -¢) —Z('—j —(n-r) (r—j
i=1 i

Para encontrarmos os valores de 6, B e de ¢ que maximizem a funcéo log-
verossimilhanga, obteremos as derivadas em relacdo a 6, 3 e ¢ e as igualaremos a

zero. Entdo, aplicando alguma algebra, teremos:

Para o parametro de escala 6:

.
BxY (t-o)P

dL rp ; + B(n_r)(tr _¢)B =0

LR gB+1 gB+1

(4.6)
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Para o parametro de forma 3:

_ (n—r)[tr_q)jﬁ |n(tf_¢j =0 (4.7)

r llc

g=|1=1 (4.9)

Note que quando (B = 1, a equacgédo (4.9) se reduzira a equacao do estimador
de Maxima Verossimilhanca do modelo exponencial de dois parametros.
Substituindo-se agora a equacgao (4.9) para 6 nas equacdes (4.6) e (4.7) e aplicando
alguma algebra, as equacdes (4.6) e (4.7) se transformardo em:

r

r rx Z(ti —¢)B|n(ti =)+ (n-r)(t, _¢)B|n(tr - )
+ > Inft -¢) - —H= =0 (4.10)
i=1

==

|1 Byt
: 2.5 -9)
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r
x |3 (ti -0)P L+ (n-1)(tr -9)Pt| =0 (4.11)
i=1

O problema foi agora reduzido ao de se resolver simultaneamente as duas
equacoes interativas (4.10) e (4.11). A solugéo simultanea dessas duas equacdes
pode parecer relativamente simples quando comparado ao arduo trabalho de se
resolver simultaneamente as trés equacdes interativas (4.6), (4.7) e (4.8), como
descrito por Harter et. al (1965). Em uma situacdo como essa, uma possivel
simplificagcdo para se obter estimadores quando os valores de todos os trés
parametros sdo desconhecidos seria através do mecanismo proposto por Bain

(1978). Por exemplo, utilizando-se 0 mecanismo proposto por Bain, vamos supor

A A

qgue B e 0O representem bons estimadores lineares sem tendéncias (sigla

internacional representada por GLUES) do parametro de forma 8 e do parametro de

escala 6 relativos a um determinado valor fixo da vida minima ¢. Seria possivel se
escolher um valor inicial para ¢ visando obter-se os estimadores 3 e 0, utilizando-

se a seguir esses dois valores na equacéo (4.11), ou seja, a equacao do estimador
de Méaxima Verossimilhanca para o parametro de vida minima ¢. Pode-se entdo se

obter da equacdo (4.11) um estimador ¢, em seguida pode-se recalcular os
estimadores GLUESs de 3 e de 6 relativos a esse novo estimador ¢, e empregando-

se esses novos valores de B e de 6 na equacédo (4.11), obter-se um novo estimador
para a vida minima ¢. Continuando-se com essa interacdo, chegar-se-ia a valores
aproximados para os estimadores do maximum likelihood. Como podemos observar,
a vantagem de se utilizar os estimadores GLUEs é a de se ter de resolver
implicitamente apenas uma equagéao. A existéncia de solugbes para o0 grupo acima
de equacdes (4.10) e (4.11) tem sido freqientemente estudada por pesquisadores,
pois se pode obter mais de uma solucao para esse problema, ou mesmo ainda nao
se obter nenhuma solugéo; veja o artigo publicado por Zanakis and Kyparisis (1986).

O método de estimacdo padrdo de Maxima Verossimilhanca quando utilizado
na estimacdo dos parametros do modelo Weibull de trés parametros podera
apresentar problemas, devido ao fato de que as condi¢cdes de regularidade néo
serem obtidas: (veja Murthy, et al. 2004, Blischke 1974 e Zanakis & Kyparisis 1986).
Para se resolver esse problema de falta de regularidade, uma das modificacbes

proposta por Cohen, et al. (1984) é a de se substituir a equacao (4.11) pela equacéao
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) 1
E() = ¢ = t,— —1 r(_+1j (4.12)
AR V¢

Aqui, t; representa a primeira ordem estatistica de uma amostra de tamanho
n. Na resolugdo das equacdes resultantes da aplicacdo do método Maximum
Likelihood, iremos utilizar esse método proposto por Cohen et. al (1984). A
derivacdo da equacado (4.12) podera ser encontrada em De Souza (2005), e esta
também apresentada no Anexo (1.0).



CAPITULO 5 — APLICACAO DO MECANISMO DE TESTE DE VID A
DESENVOLVIDO NESTE ESTUDO

Esse exemplo esta relacionado com um novo componente metallrgico sendo
submetido a um teste de vida. Como esse € um novo produto, um novo tipo de aco
de alta resisténcia e baixa liga, no qual o componente vanadio foi substituido pelo
nidbio, existe muito pouca informacao disponivel acerca dos possiveis valores que
os trés parametros da distribuicdo de amostragem Weibull possam ter.

Um teste de vida preliminar é realizado para se determinar um valor estimado
para os parametros da distribuicdo de amostragem. Nesse teste preliminar, um
grupo de doze vigas foi submetido a um teste de vida, com todas as vigas testadas
(cicladas) até a ocorréncia da nona falha. A Tabela (5.1) seguinte apresenta 0s

tempos de falhas (ciclos) para esse teste de vida preliminar.

Tabela 5.1 — Tempos de falhas (ciclos) para o Teste  de Vida preliminar

3.322.329 4.023.048 2.934.330
3.781.710 2.780.470 2.251.930.
4.517.904 3.154.093 3.568.961

A distribuicio de amostragem é o modelo Weibull de trés Parametros.
Utilizando-se o estimador “Maximum Likelihood” para o parametro de forma 3, para o
parametro de escala 0 e para o parametro de vida minima ¢ do modelo Weibull em
um teste de vida truncado por falhas, aplicando-se as equactes (4.10) e (4.12),

obteremos 0s seguintes valores para esses trés parametros:
B =3,24; 6 = 3.592.409 ciclos; ¢ = 555,600 ciclos.

Um teste de vida sequencial foi entdo desenvolvido para se avaliar os valores
estimados obtidos para esses parametros do modelo Weibull de amostragem. Foi
decidido que o valor de a seria de 0,05 e o valor de y seria de 0,10. Escolheram-se
0S seguintes valores para os parametros da hipotese nula Hy e da hipdtese
alternativa H;: parametro de escala alternativo 8; = 3.000.000 ciclos, parametro de
forma alternativo ; = 3,0, parametro de vida minima alternativo ¢, = 500.000 ciclos,
parametro de escala nulo 8y = 3.592.409 ciclos, parametro de forma nulo 3o = 3,24,

parametro de vida minima nulo ¢, = 555.600 ciclos. Nesse exemplo, mesmo apos a
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andlise de 15 itens ou observacoes, ndo foi possivel obter-se uma decisdo de se
aceitar ou de se rejeitar a hipétese nula Ho. Os tempos de falhas (ciclos) obtidos

foram os seguintes:

2.495.133; 3.937.873; 2.169.998; 2.643.848; 4.056.386; 3.178.130; 2.615.244;
4.867.873; 5.093.244; 3.081.700; 4.969.168; 2.430.828; 2.029.255; 2.556.433;
4.023.048.

Os resultados do teste de vida sequencial para o modelo Weibull de trés

parametros foram os seguintes:

70
[ ] ACEITE Ho
60 - ®
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Figura 5.1.0 — Resultados do Teste de Vida Sequencial para o modelo Weibull
de trés pardmetros

Como, mesmo apos a andlise de 15 itens ou observacdes, ndo foi possivel
obter-se uma decisdo de se aceitar ou de se rejeitar a hip6tese nula Hop, torna-se
necessario a aplicacdo de um mecanismo de truncagem para esse teste de vida.

Resolvendo-se agora as equacbes (4.3) e (4.4), com os valores de 6; =
3.000.000 ciclos; 6 = 69 = 3.592.409 ciclos; ¢ = ¢o = 555.600 ciclos; ¢ = 500.000
ciclos; 31 =3,0; B =po = 3,24; a = 0,05; y= 0,10 e fazendo P(8,3,4) ser igual a 0,01,
poderemos entdo calcular o tamanho esperado da amostra para efeito de truncagem
E(n) desse teste de vida sequencial sendo analisado. Desse modo, teremos:

_ P(6,B)InA+[1-P(6,B)]In B
E(n) = 2w

E(n) = 28840.

. E(n) = 9,907 = 10 itens
02911
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Logo, poderemos tomar uma decisao a respeito de se aceitar ou se rejeitar a

hipotese nula Hp ap0s a analise da observagédo de nimero 10.

Procedimento para se aplicar o mecanismo de truncag  em

Como vimos anteriormente, de acordo com Kapur e Lamberson (1977),
quando o ponto de truncagem € alcangado, é tracada uma linha dividindo ao meio o
grafico sequencial, como mostrado na Figura (5.2) seguinte. Essa linha é tracada
iniciando-se na origem do gréafico, paralela as linhas de aceitacdo e de rejeicdo. A

deciséo de se aceitar ou se rejeitar a hipétese nula Hg ira depender simplesmente de

que lado a observacéao final se encontra.

ACEITE Ho I /. .

Al 4F y /
L
(e}
R 30
E
S

20
D
E 10 -
X

0 R 1 1 1 1 1 1 1 1 1

- 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

NUMERO DE ITENS TESTADOS PONTO DE
TRUNCAGEM

Figura 5.2 — Procedimento para se aplicar o mecanismo de truncagem

Obviamente ja vimos que esse procedimento de truncagem altera os niveis ou
valores de a e de y do teste de vida original. Uma vez mais, de acordo com Kapur e
Lamberson (1977), essa mudanca sera muito pequena se o ponto de truncagem nao
for muito pequeno (menor do que trés unidades). Como podemos observar na Figura
(5.2), a hipotese nula Hy devera ser aceita, pois a observacéo final (observacédo de
namero 10), se encontra no lado da linha relacionado com a aceitacdo de Ho.



CAPITULO 6 — CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, desenvolvemos um Teste de Vida Sequencial no qual a
distribuicdo de amostragem € o modelo Weibull de trés pardmetros, e o produto
sendo analisado € um componente metallrgico que foi recentemente modificado.
Desse modo, existe muito pouca informacao disponivel sobre os valores que os trés
parametros desse modelo Weibull poderiam ter. O parametro de localizacdo ou de
vida minima foi considerado ser diferente de zero. Para estimarmos os parametros
de forma, escala e de vida minima do modelo de amostragem empregado nesse
estudo, desenvolvemos um estimador de Maxima Verossimilhanca para a
distribuicdo Weibull de trés parametros em uma situacédo de teste de vida truncado
por falhas. Como vimos durante esse desenvolvimento, esse método de estimacao
padrdo de Maxima Verossimilhanga quando utilizado na estimagdo dos trés
parametros do modelo Weibull podera apresentar problemas, devido ao fato de que
as condicOes de regularidade ndo serem obtidas, veja Murthy et al. (2004), Blischke
(1974) e Zanakis and Kyparisis (1986). Para resolvermos esse problema de falta de
“regularidade” ou “aderéncia”, utiizamos uma modificagdo proposta por Cohen, et al.
(1984). Essa modificacdo consistiu em se substituir a equacéo do parametro de vida
minima obtida através do estimador de Maxima Verossimilhangca por uma equacao
envolvendo o parametro de vida minima e também o primeiro tempo de falhas obtido
no teste de vida realizado. Como sabemos, 0 maximo valor que o parametro de vida
minima podera ter sera sempre menor ou, N0 Maximo, igual ao primeiro tempo de
falhas computado. Utilizamos também nessa analise do teste de vida desenvolvido
um mecanismo de truncagem para a distribuicdo de amostragem Welibull de trés
parametros. Na determinacdo de uma expressao para o tamanho esperado da
amostra E(n) para efeito de truncagem de um Teste de Vida Sequencial, aplicamos
ao modelo Weibull de trés parametros um mecanismo desenvolvido por Mood and
Grayhbill (1963) para a distribuicdo normal. Para determinarmos o tamanho esperado
da amostra E(n) do teste de vida sequencial para efeito de truncagem, tivemos de
utilizar um processo de integracado numeérica (empregamos nesse trabalho a regra de
Simpson 1/3). Utilizamos as regras sugeridas por Kapur e Lamberson (1977) para
tomarmos uma das duas decisdes possiveis no momento da truncagem, ou seja; a
de aceitarmos a hip6tese nula Hp ou a de rejeitarmos a hipétese nula Ho.

Sem a utilizacdo do mecanismo de truncagem empregado nesse trabalho,
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nao fomos capazes de obter uma decisdo acerca de aceitarmos ou rejeitarmos a
hipotese nula Ho, mesmo apos termos analisado 15 observacdes. Com a aplicacdo
desse mecanismo de truncagem, a decisdo de aceitarmos a hipdtese nula foi
alcancada com a analise de apenas 10 observacdes ou itens. Esse fato mostra a
vantagem de se utilizar esse tipo de mecanismo de truncagem em um teste de vida
seqguencial, bem como o de se estimar os parametros de escala, forma e vida
minima de um modelo Weibull através do método de Méaxima Verossimilhanca
utilizando-se a sugestdo proposta por Cohen et. al (1984), ou seja, substituir a
equacdo do parametro de vida minima obtida através do estimador de Maxima
Verossimilhanga por uma equagdo envolvendo o parametro de vida minima e

também o primeiro tempo de falhas obtido de um teste de vida analisado.

6.1 Proposta de Trabalho Futuro

O mecanismo de Teste de Vida Sequencial com truncagem é uma alternativa
plausivel ao de um teste com tamanho de amostra pré-fixado devido utilizar um
namero pequeno de observacdes, especialmente quando a distribuicdo de
amostragem € o modelo Weibull de trés parametros. Acontece que mesmo com 0
uso desse mecanismo sequencial com truncagem, algumas vezes o0 tempo
disponivel para a realizacao do teste podera ser consideravelmente menor do que a
vida esperada do componente. Para a solucdo desse problema existe a alternativa
de um teste de vida acelerado direcionado a forcar os componentes a falharem,
submetendo-os a condi¢des de teste muito mais severas do que as encontradas em
condi¢cdes normais de uso.

Basicamente, um teste de vida acelerado utiliza técnicas diversas com o
objetivo de reduzir o tempo de um teste de vida; através da aceleracdo das falhas de
produtos ou sistemas de elevada confiabilidade. Esses produtos ou sistemas quando
submetidos a um teste de vida comum deverdo apresentar um numero muito
reduzido de falhas durante um periodo razoavel de tempo. Poderdo até nao
apresentar nenhuma falha nesse periodo de testes, devido possuirem elevada
confiabilidade. Os modelos que pretendem resolver esse tipo de problema sao
chamados de modelos de aceleracéo.

O principal problema que enfrentamos quando utilizamos testes de vida

acelerados é o de como relacionarmos a taxa de falha obtida no teste acelerado, no
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qual o produto ou sistema é submetido a um nivel aumentado (elevado) de tensao,
com a verdadeira taxa de falhas que o mesmo vira a apresentar quando em uso sob
condi¢cBes normais de tensao.

O conceito de aceleracao € aquele no qual um produto ou componente, o qual
esta sendo submetido a um nivel aumentado (elevado) de tensao, ir4 apresentar
mecanismos de falha iguais aos apresentados quando submetido a um nivel normal
de tensdo. A Unica diferenca € a de que as falhas deverdo ocorrer mais
rapidamente. Por exemplo, seria como se 0 nosso processo de falha estivesse
sendo filmado, e, apés o seu término, o mesmo filme fosse passado novamente,
mas com uma velocidade maior do que a originalmente filmada. Como exemplo
ainda, podemos citar 0 caso de pontes ou viadutos metalicos, os quais estdo
submetidos as condi¢cdes ambientais reinantes no local aonde se encontram. As
falhas devidas ao efeito da corrosdo metalica deverdo ocorrer a uma velocidade
relacionada com a agressividade do meio ambiente reinante, ou seja, nivel de
elementos quimicos presentes na atmosfera, como o cloro, enxofre, hidrogénio e
oxigénio, por exemplo. Em condi¢cdes laboratoriais, poderiamos aumentar a
concentracdo desses elementos, com isso tornando o ambiente mais agressivo,
resultando na ocorréncia mais rapida de falhas por corrosdo metalica.

O mecanismo de falhas permanece o mesmo, ou seja, falhas por corrosao
metalica. Apenas a velocidade de ocorréncia das falhas foi aumentada, devido ao
aumento da agressividade do meio ambiente.

Quando conseguimos obter um faixa de valores para a tensao aplicada, na
qual (faixa) a hipétese de se manter o mesmo mecanismo de falhas € verdadeira,
temos uma condicdo conhecida como sendo a de uma aceleracdo real. Desse
modo, uma aceleracdo real nada mais € do que uma simples transformacédo da
escala de tempo, ou seja, uma diminuicdo do tempo de teste. Logo, se conhecermos
a distribuicdo de vida de produtos ou sistemas submetidos em condigdo laboratorial
a um elevado nivel de tensédo, e conhecendo ainda a transformacao da escala de
tempo relacionada com a condicdo de operacdo em nivel normal de tenséo,
poderemos entdo derivar matematicamente, para essa condicdo normal de tensao,
tanto a distribuicdo de vida, bem como a respectiva taxa de falhas.

Existem varias opcfes para se acelerar um teste de vida, ou seja, obter-se
falhas em um menor periodo de tempo. Entre essas opc¢des, por exemplo, para

produtos ou sistemas sujeitos a uma ac¢ao de desgaste, como no caso da corrosao
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atmosférica, poderemos aumentar o nivel de tensédo aplicado a esse produto ou
sistema através do aumento da temperatura e da umidade. Outros tipos de sistemas
ou modelos poderéo ter seus niveis de tensdo aumentados através do aumento da
voltagem ou correntes a eles aplicados, ou mesmo pelo aumento do nivel de
radiacdo presente. No caso do tempo de teste ser medido por nimero de ciclos, a
reducdo desse tempo podera ser obtida simplesmente pelo aumento do nimero de
ciclos por unidade de tempo. Um interruptor podera ser submetido a um teste de
vida acelerado apenas pelo aumento da frequéncia de uso do mesmo durante um
determinado espaco de tempo.

Para melhor entendermos a necessidade da interagdo de um teste de vida
sequencial com truncagem com um teste de vida acelerado, no desenvolvimento da
dissertacdo do doutorado, iremos apresentar alguns dos principais modelos que
estdo sendo utilizados ou em fase de desenvolvimento analisando algumas de suas
potencialidades e fraquezas, bem como sugerir possiveis caminhos que possam
levar ao desenvolvimento de novos modelos acelerados. Citamos varias referéncias
sobre testes de vida acelerados, as quais serviram de base para o planejamento da

futura proposta de trabalho que pretendemos desenvolver nos préximos anos.
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ANEXO

Determinando-se um estimador Inicial para a Vida Mi  nima ¢
n-1
A funcéo densidade (pdf) de t; sera dada por: f = n[l F( )] 1‘(t1 )

Agora, como Ht, ) =1- R(t, ), obteremos: f(t, ) = n[R(tl)]n_1 flt,)

Para a distribuicdo de amostragem Weibull de trés parametros, teremos:

p-1 )"
t— t—
)= () {W & }}
O valor esperado de t; sera dado por:
00 B—l [3 n
_ [NB (t-¢ t-¢
)= [T(5) {“l( ) }} .
¢
SHAC
Fazendo-seU=|——| ; du ==
0 0

t= oUYP +¢

Quandot — o; U — o; Agora, quandot - ¢; U - 0. Logo:

Elt, ) = n(GU]/B +¢) U gy = GJ.nU]/B e "W qu + ¢In e " du, onde

O'—;8

[oe)

¢In ey = —q)’e_”uroo = -¢[0-1] =
0
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[o0)
Na solucédo da integral GJ‘nU]/[3 e " au ,facaZ=nU; du= %; U :é.
0

Quando U - o; Z - o; Quando U - 0; Z - 0. Entao:

1B <
E(t1)=ej(%j e‘zo|z+q>=n]/iﬁjz]/f3 e Zdz +¢.
0

Resolvendo-se essa integral, obteremos: E(tl) =t, = %F(%+l}+ ®. Vemos
n
finalmente entdo que ¢ podera ser entdo estimada por:
0 1
E =¢=t,-——TI|=+1 4.12
(¢)¢1n]/B(Bj (4.12)
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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