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Resumo

Neste trabalho usamos o Método de Monte Carlo para estudadelonguantico de Hei-
senberg ferromagnético. Foi utilizada a formula de SuZudtter para transformar uma cadeia
fechada de N spins (S=1/2) em um sistema classico equiedbiiimensional com interacées
de 4 spins , tipo ising. A decomposic¢éo de tabuleiro foizdtia no mapeamento. Um algo-
ritmo de alteracdo global de spin, usado anteriormente piterCeiLandau, foi empregado para
estudar o sistema classico Resultante. Obtivemos resslfsda a energia, susceptibilidade e
calor especifico que foram comparados com resultados pdbbcanteriormente por varios au-
tores. Uma lei de poténcia foi encontrada para susceptloiéiy ~t~Y;y=1.614+0.02 e para o
comprimento de correlag@~t~";v = 0.60+0.01. O valor desses expoentes criticos diferem
daqueles encontrados por Cullen e Landau, provavelmenigodediferentes interpretacoes na
realizacdo da escala de tamanho finito.



Abstract

In this work we adopt a Monte Carlo method to study the isotrgpiantum ferromagne-
tic Heisenberg model. The Suzuki-trotter formula was usettansform a closed chain of N
spins S=1/2 into a two-dimensional classical equivalenh wispin ising-like interaction. In
this mapping it was used the checkboard decomposition. Aispin flip algorithm previously
employed by Cullen and Landau was used in the Monte Carlo stlthealassical system. It
was obtained data for energy, susceptibility and specifat,ibat were compared with those
previously published by several authors. A power law digagg was found for the suscep-
tibility x ~t~Y;y=1.61+0.02 and for the correlation length heat-t~v;v = 0.60+ 0.01.
These critical values differ from those of Cullen and Landanbpbly due to different finite-size
scaling assumptions.
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Introducao

Ha interesse consideravel em modelos magnéticos unidiorezis, parcialmente porque es-
ses modelos podem ser resolvidos mais facilmente do quelosadie dimenséo maior. Além
disso, ha o incentivo devido ao grande nimero de trabalhperiexentais realizados em sis-
temas magnéticos (quase) unidimensionais. Algumas dataswins j4 estudadas S2aCh-
DMSO(dimetil sulfoxido)CuCk- TMSO (tetrametil sulfoxido) (CsH11INH3)CuCle MesNCuCh
TMCuC. Todos esses compostos sao constituidos por cadeiafodesacoplamentos ferro-
magnéticos de spin Sz-Lnos atomos de cobre no interior da cadeia, com uma ligacanétieg
relativamente mais fragd02a10~4) entre as cadeias. O modelo quantico de Heisenberg fer-
romagnético parece o mais adequado para descrever essé@nsidgs. Ao longo dos anos
varios resultados , tanto exatos quanto aproximados, fot#idos para esse modelo através
de uma variedade ampla de métodos. A energia, calor espeefsuiceptibilidade do modelo
de Heisenberg unidimension@ pin= %) ferromagnético e antiferromagnético foram estima-
dos por Bonner e Fisher[8]. Eles usaram métodos numéricagp@gonalizar o Hamiltoniano
para anéis e cadeias de tamanho finito e extrapolaram esséades para o sistema infinito.
Logo depois Baker, Rushbrooke, e Gilbert[9] calcularam asmasgunc¢des termodinamicas
usando expansdes em séries de altas temperaturas. Vatios estudaram os modelos de
Heisenberg antiferromagnético e ferromagnético para temnialo amplo de anisotropias, mas
para os casos considerados aqui,os resultados dele201 9o séo superiores aos resultados
de Bonner , Fisher e Baker. Resultados mais precisos que essesdbtidos por Takahashi
e Yamada[24], utilizando as equag0des integrais oriundandatz de Bethe eles calcularam a
energia livre e a suceptibilidade desse modelo. Os primeiratilizar Monte Carlo quantico
para estudar esse modelo foram Cullen , Landau [3] e LykleBha[@eguindo a abordagem
de Suzuki[23] Cullen e Landau investigaram a utilidade etégies da transformacéo do sis-
tema quéntico unidimensional para um sistema classicoaguote bidimensional. Estudaram
os efeitos de tamanho finito devido a dimenséo adicional(@@nsideram que o método é util
para valores moderados de m desde que a temperatura ndaigajddmais. Usando teoria de
escala de tamanho finito calcularam o expoente critico delegéov e o expoente relativo a
suceptibilidadey. O resultado delesy(= 1.32) ndo concorda com os resultados de Bonner e
Fisher { = 1.8), Bakery = 1.66), Lyklema { = 1.75) e Takahashi e Yamagaf 2). O modo
como geraram os estados do sistema(world line) e o modo tlseaftiam as principais causas



para essa diferencas de valores.

Neste trabalho estudamos o modelo de Heisenberg ferrotamod@idimensional usando a
técnica de Monte Carlo Quantico. Discutimos os resultadostnanodo que eles sdo consis-
tentes com outros existentes, desde de que a temperatuistetnasestudado ndo seja muito
baixa. Este trabalho sera organizado da seguinte formaela faremos uma breve descricdo
do Hamiltoniano do sistema. O Método de Monte Carlo sera brexge apresentado no capi-
tulo seguinte, sera dada mais énfase ao Método Quéanticdrendes detalhar a transformacéao
para sistema bidimensional classico. Cuidadosamentestesemos o processo de geracao de
estados e a simulagéo do sistema classico. Finalmentmatgitnos uma férmula para extrapo-
lar os resultados de volta para o sistema unidimensioniad,g@ao utilizar escala de tamanho
finita para extrair os expoentes criticos da susceptiliédacorrelacdo. Compararemos esses
resultados com os obtidos por outros autores. Terminarestedrabalho com a concluséo e
no apéndice serdo encontradas as passagens matematsdeiaifiadas.



1 Descricao do Modelo

1.1 Hamiltoniano

O sistema a ser estudado é o sistema quantico uni-dimehd®iNaspins, com Hamilto-

niano:

H= —J_ié '§+1—A_§32'S12+1_H_§SZ (1.1)

S-S1=8F,+99 ,+55.,.0ndeS etc, s&o os operadores de Pauli paras as compo-
nentes do spin do iésimo sitio da cadeia unidimensionaltekagédo mais relevante do sistema
€ a interacao de troca, logo vamos explicar detalhadamemtgean dela na secéo seguinte.

1.1.1 Interacado de Troca

Além da interacéo indireta causada pelos elétrons de céncha@s metais, existe uma in-
teracdo de troca direta entre os spins dos ions nos siticddatanto em metais quanto em
isolantes. N&o existe analogo classico para essa interggécé causada pela sobreposicéo
das funcdes de onde eletrénicas em mecanica quantica. Bgsarte que discutiremos nessa
sessdo.[1]. Consideramos um sistema de N elétrons os gtiéndigados a M atomos. Seja as
autofuncdes de um elétron ligado ao atomo no. 1, quando ssiselado do resto do sistema,
pode ser denotado pd¥F(p1), ondep; sdo todas as coordenadas daquele elétron, incluindo a
de spin. Ja que todos os atomos séo idénticos, se o atomo rsepamado dos outros, um elé-
tron ligado a esse tera 0 mesmo conjunto de autofuncdesagspem coordenadas diferentes,
sendo denotado papi(p2), € 0 mesmo se aplica a todos os outros atomos. Suponha que os M
atomos comecem de uma posi¢cao onde eles estdo bem separedo®utro, e entao eles sédo
empurrados um contra o outro. Quando esses atomos se apnoxos estados de cada atomo
comecam a se misturar. Contudo, mesmo quando essa mistuegaodeve existir alguma
relac@o entre os niveis de energia do sistema e aqueles caonoss separados. Em particu-
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lar, para atomos muito distantes um do outro, os niveis dgi@siov vezes degenerados, se
S é o spin do iésimo atomo ent&o= IM;(2S + 1). Essa degenerescéncia é removida quando
0s atomos estdo mais proximos, cada nivel comeca a se dinidirniveis. N0s assumimos,
entretanto, que os atomos nédo estdo muito préximos airgtagksa divisdo € ainda pequena se
comparada com a distancia entre os diferentes niveis aiggiBm tal caso, 0s niveis atdbmicos
originais ainda sao distinguiveis de todo o espectro. Redeerceber intuitivamente que em tal
caso deve haver um modo de construir as autofuncdes (ou amsmanaproximacao razoavel
delas), a partir das funcogs(pj), mesmo que embora néo seja téo facil justificar tal intuicéo
matematica, ou mesmo enunciar as condi¢des para isscegattawma definicAo matematica
rigorosa. A combinag&o mais simples que podemos conseuir(g;j) € o produto

Y = Yr(p1)P2(p2)...Un(PN) (1.2)

e suas permutac¢des. Contudo, essa funcéo néo é permitidagp@o obedece ao princi-
pio de exclusédo de Pauli, pois ndo € anti-simétrica na trecdots elétrons. NOs precisamos
construir a anti-simetria necessaria, uma forma de se @€ utilizando o determinante de
Slater[21]:

det{y
vt a3

ondedet[(]s é dado por:

n(p1) dn(p2) - Ya(pn)

N
‘P(Pl,...,p,\,):\/% W2(P1) W2(P2) ... WaApN) (1.4)

—

Un(PL) UN(P2) - UN(PN)

A troca de quaisquer dois elétrons é equivalente a troca siggmde duas colunas no
determinante, o0 que causa a troca de sinal. Logo, as fornsasgimcdes 1.3 e 1.4 estédo
de acordo com o principio de exclusédo de Pauli. N6s ndo nrestis 0 caso mais geral, e
vamos apenas assumir aqui que o conjunto de fungpésum conjunto ortonormal, embora
as conclusdes que nods vamos chegar possam ser provadasggides menos restritivas. Um
conjunto ortonormal é tal que:

[ w1 (B)wp)dp = 5 (1.5)
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A integracdo na equacao acima é feita sobre todas as codedea@yp,, basicamente uma
integracdo sobre todo espaco real e uma soma sobre as dudsnamtas de spin do elétron.Na
prética, a suposicao € que(pi) = @(r1)ni(Z1) onder; sdo coordenadas espaciaigy 8ao
fungBes normalizadas da componente z do spin (spin up e spim)d A Ultima é sempre um
conjunto de fun¢des ortonormais. Nos também assumimoselétoons da casca interna estéo
fortemente ligados ao seu nucleo, e apenas as funcdes ddamditrons na casca externa séo
afetados pela interacdo com os elétrons dos outros atommsgar@ente, quanto mais cascas
sdo consideradas externas, mais preciso o calculo €, masalneente ndo é pratico entender
os calculos a mais do que uma ou duas cascas. Quando essa &usada como 0 método de
Hartree-Fock para calcular funcdes de onda, raramentéralg@stende o segundo grupo além
da camada de valéncia dos atomos. De todo modo, a camadeidrelétrons juntamente
com o nucleo é considerada como um ion, que cria certo paterecposicdo do ieésimo elétron.
Os potenciais devidos a todos os M ions somam-se na posigaésidm elétron comy;. O
Hamiltoniano do sistema dos N elétrons € dado entéo por:

N 13 €
H=N H+5 Y —+H, 1.6
i; 2 i,jz_l Fij ‘ 9
ondeJ7; € o Hamiltoniano operando no nucleo dos iofs¢ a distancia entre os elétrons i e j,

na segunda soma o caso i=j ndo € levado em conta, e

ﬁ2
A = —ﬁmﬂvi (1.7)

Aqui [J; opera na coordenada do iésimo elétron.Usando esse Hamanitomas autofuncoes
definidas nas equacdes 1.2 e 1.3 a energia desse sistema &

£ — / / / W* 7 Wdpydps...dpw, (1.8)

Como o operador € linear, a integral pode ser escrita como a denmtegrais sobre varios
termos, como:

1 N
E= & + EJZ: &ij + &, (1.9)

onde definimos:
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& ://.../w*,;ﬁwdpldpz...de (1.10)
L€

i :///w = wdpydp,...don (1.11)
ij

£ — / / / W 74Wdpidps...dpu. (1.12)

O ultimo termo na equacao 1.9 envolve apenas 0s ndcleos W®semao nos interessa
aqui para o estudo dos elétrons. Portanto queremos avpéaaga 0s primeiros dois termos.
Vamos considerar primeiro o terngg e lembrar de algumas propriedades do determinante. Ele
tem N! elementos, cada qual € um produto de N funcfes doytipoEm cada produto nao
existe duas fungbes que vém da mesma linha ou da mesma co&ungmdo queH; contém
derivadas que atuam em relac&o a apenas uma coordenadalagptie opera apenas em uma
func@oyi(pi) desde produto. Cada produto pode conter fatores que integrparadamente
como a) [ Wri(pj)Wm(pj)dpj = 1, b) [ Y (o) Ak(pi)dpi , €) [ Wi(pj)Wm(pj)dpj =0 ou
d) [W(pi)2Wn(pi)dpi = 0, com k# m e | # n. Portanto resta apenas um tipo de produto
com um fator em 1.10 para ser avaliado.O Unico tipo de comgbmpossivel cujo o produto de
integrais ndo resultem em zero é quando existe um Unicodattipo b) e todos outros fatores
do produto sdo do tipo a). Normalmente, os termos do detantérpodem ser positivos ou
negativos, mas aqui cada termo de um determinante € medigjaipelo mesmo termo do outro
determinante, de modo que o produto é sempre positivo. Erasopélavrass é constituido da
soma de N! termos, cada qual na forma:

| witon) A on)do,

logo todo o determinante da equacéo 1.10 resulta em:

B N
a =" 3 [ wile) Au(o)d (113)

O indice na equacéo 1.13 € o mesmo do argumgmto integrando. Depois da integracao
sobre essa variavel, o resultado ndo pode depender dessieulpa NOs podemos escolher
gualquer um desses indices, por exemplo, o primeiro, ewescre

1 N
A=y Y / Wi (o) A W(pr)dpy (1.14)
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O que ja mostra que o fator de normalizacao na equacéao 1.8estéo, porque o resultado
€ 1 seH; for trocado por 1. A soma sobre i € dada por:

N N
iZSi =Ng = kzl/ W (P1) HA(p1)dpr = Ee, (1.15)

gue é a energia desses elétrons quando eles estdo separadosautro e ndo interagem.
Quando o mesmo tipo de algebra € repetido gargparece que as coordenadas dos dois elé-
trons estéo contidas ey = |ri —rj|. Logo, para cada termo diet{yx] ha dois termos em
det{yy;] que ndo integram para zero quando se aplica a condi¢céo d@oaimade da equagéo
1.5. Os termos diferentes de zero seréo entéo compostas(miey, (p;j) e seus complexos
conjugados. O argumento anterior sobre a repeticdo dasasastagrais (N-1)! vezes aplica-
se igualmente aqui, tanto como a concluséo que as integr@asapendem da escolha particular
dos indices i e j, que podem ser trocados por 1 e 2. Logo:

13 1 & Y=
2.2 7 2 — W (P2)["dprd 1.16
228 = 5.3 [ [10BOP T 1be(o) Pdender (1.16)

i =1 kk=1

LS N - I
=3 | [ w (B (B2) (P2 e (Pr)dpadp

Podemos interpretae| | (pi)|?> como a probabilidade de se encontrar um elétron na coor-
denadap;. Logo, a primeira soma € a interacdo Colombiana entre um palettens, somados
sobre todos os pares. A segunda soma das integrais ndo padieseda tal simples interpre-
tacdo classica. Esta claro, entretanto, que isso vem dogiateolombiano devido o uso de um
determinante para satisfazer o principio de exclusao di Pssp pode entdo ser considerado
como um tipo de correcao quantica a interacdo colombiasaickdo primeiro somatorio, que
ndo leva em conta o principio de Pauli. De acordo com esseipiondois elétrons que tem o
mesmo spin ndo podem estar na mesma posicao, tal que a sibaepdeles é menor do que
a dos elétrons classicos. As integrais que aparecem nodiegamatorio da equacgéo 1.16 sao
chamadas de integrais de troca. A soma por si s6 € chamadarede energia de troca. Vale
notar que as integrais dos termos de energia obtidos agenpser avaliadas apenas se todas as
funcdesyi(p1) sdo conhecidas, o que dificiimente acontece. E mais comuiaraas fungdes
Wk(p1) pela minimizagdo da energia total obtida quando esses $admenergia sdo substitui-
dos na equacédo 1.9. Considerando a segunda soma na equ&caeriefgia de troca, temos
gue a caracteristica importante desse termo de energiaas quteracdes contidas nela também
somam sobre as fung¢des de spin. Ja que essas funcdes s@oaigagnas as outras, a integral
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irA desaparecer caso 0s spins nao sejam paralelos. Logdaees® na verdade representa a
diferenca de energia em o estado de dois spins paralelostadw @& dois spins antiparalelos.

No caso do estudo exclusivo das propriedades magnéticasmtoiah esse termo ser substi-

tuido por um Hamiltoniano que tenta manter os spins pamalelo antiparalelos, dependendo
do sinal da integral em questéo) uns aos outros. Para dedmarsubstituicdo do Hamiltoniano

mais precisamente, define-se:

WP : funcéo de onda do sistema de elétrons com M atomos, quati@masima distancia
muito grande uns dos outros,de modo que possa ser repis@eta combinacéo das funcoes
de um Unico atomo (ou ion).

WP :a verdadeira autofungdo do sistema, quando os atomos ki@ados mais perto um
do outro, de modo que eles interajam fracamente e que oS nigalegenerescéncias estejam
divididos, mas ndo misturados a ponto que nédo possam segdisios.

Podemos assumir nesse caso que é possivel existir um tipapEamento enti¥ e . Para o
substituto do verdadeiro Hamiltoniano, H, gostariamosdarn Hamiltoniano efetiva74¢+ ,

tal que seus elementos de matriz em relagﬁ_bs@jam 0S mesmos dos elementos de matriz do
Hamiltoniano original em relacao‘y, isto € :

(Wi At £ W) = (W 2| W) (1.17)

Obviamente, se a diferenca de energia entre spins paralaldgparalelos for a integral de troca
mencionada acima, alguma fungéo que contenha a soma destgueeao proporcionaisas;
pode fazer a transformac¢éo do Hamiltoniano H para o Hanmlimnefetivo./; ¢, ondes sao

0s spins de cada elétron. Contudo, ndo é conveniente lidaccadmelétron separadamente,
sendo melhor somar primeiro todos os elétrons de cada atmmiorf) no sitio da rede. Deve-
se tomar cuidado ao realizar esse somatério, detalhesplesssso podem ser encontrados em
[15] e o resultado final pode ser intuitivamente achado como:

M
Ho=—3 %§-S, (1.18)
J:

onde

Jj =2 / W (f'l)w}‘(fz)gwi (T2)j(ry)dr1dTs (1.19)
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A convencéo € manter o sinal negativo na equagéo 1.18, dequedmaral;; positivo temos
um acoplamento ferromagnético que tende a alinhar os spragefamente uns com 0s outros,
enquanto um valor negativo dg obtém-se um acoplamento antiferromagnético. Para um me-
tal, apenas os elétrons da camada interna sao levados eaen@qoe normalmente significa que
S0 os d elétrons nos metais Ni, Co, e Fe. A conducao de eléteomsanetal vaga livremente
em todo cristal e ndo pertence a nenhum sitio especifico dag@d elétrons mais internos sao
contados como uma entidade s6 juntamente com o nucleo. &eakzuma suposi¢cao para o
modelo que resulta em simplificacdes da equacgéo 1.18. Sappfi ~ 0, onde d é o para-
metro de rede e esta seja uma distancia fixa entre quaisq@esitios adjacentes, é razoavel
restringir os limites de integracao fixados de -d a d.Essass¢éo normalmente é denominada,
aproximacéo tight binding". Isso pode ser traduzido para equacdo 1.16 como restricdo da
soma i,j para apenas primeiros vizinhos e considgfar J para todo i e j adjacente.

1.1.2 Termo Zeeman

O efeito Zeeman é o desdobramento dos niveis de energiaodesjalicacdo de um campo
magnético externo. Sera descrito nessa secao a mudancargegrara o modelo em questao.
Um dipolo magnético é definido por uma particula carregadaaatdo. Omomento de
dipolo magnéticou € proporcional ao seu momento angular de spin:

H=ys (1.20)

A constante de propocionalidageé chamada deaz&o giromagnéticga razdo entre o seu
momento magnético dipolar e 0 seu momento magnético angiliEssicamente a razéo giro-
magnética de um objeto rigido € g/2m, onde g é a carga e m é nRRaEn devido a razdes
puramente quanticas relativisticas, a razao giromagnéticelétron € quase o dobro de seu
valor classico. Quando um dipolo esta sob efeito de um canggméticoB, um toquep X
B atua sobre o dipolo tendendo a alinha-lo paralelamenterapa@aA energia associada com
esse torque é dada por:

h=—pu+B=—yB-S (1.21)

Quando temos N spins, e definimBsna direcdo do campo aplicado, a energia devido esse
campo é dada por:

E = ii—sz-s;: —Hisz, (1.22)

ondeH = B,y e S, € o operador de spin na direcao z.
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2 Meétodo de Monte Carlo

2.1 Introducéo geral

Em mecanica estatistica queremos calcular as proprietiiesdinamicas de sistemas de
muitos corpos a partir do ponto de vista microscépico. Muitesses sistemas ndo podem ser
(ou pelo menos néo foram) resolvidos exatamente, o que ouotvdeselvolvimento de um
grande numero de técnicas de aproximacdo. Muitos dos esgudgraproximacao se baseiam
nateoria de perturbacéo, isso significa que uma expansdimi&dem termos do quao pequeno
€ certo parametro fisico. Existem poucos métodos sisteosatjiue sdo essencialmente nao
perturbativos, dentre eles estdo as simulagdes de Monte €até certo ponto, esquemas de
grupos de renormalizacdo. Na mecanica estatistica ddasiplicacdo da técnica de Monte
Carlo é direta[16]. Configuracdes do espaco de fase sdo sasteaoh uma técnica de selecéo
por importanciafmportance sampling), frequentemente o método de "Metropolis”, usando a
distribuicdo de probabilidades classicas de Boltzmann. r&adies praticas os numeros dos
graus de liberdade tém que ser limitados para proximo dem@s de diversas maneiras esses
pequenos sistemas ja se comportam como sistemas infinitos.

2.2 Meétodo de Monte Carlo Classico

Em mecanica estatistica estamos interessados no calculédias do tipo:

_ ZCA(C)e_B%(C)
v AT

(A) (2.1)

onde a soma é sobre todas as configuragcfes microscopicassigtema dado pelo Hamiltoni-
ano.7#. Para um numero de configuracées muito grande, torna-se&, emipraticavel utilizar
uma férmula dessa natureza para efetuar calculos numédoas saida numérica consiste em
realizar a média sobre um grande nimero de configura¢cddadoomuito menor, devidamente
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selecionado, que os sistema original. Neste Caso podentes&sc

M A
)~ 2N (2.2)

Resta saber, no entanto, em que cirunstancias o valor espaagtandeza A pode ser obtido
por meio dessa média aritmética sobre o numero M de configesagignificativas do sistema.
Também cabe uma indagacéo sobre o processo para escoleicesfiguracdes. Questdes
dessa natureza € que vao ser respondidas pelo método de @kmhde A idéia central do
método de Monte Carlo consiste em escolher uma sequéncianfiguractes independentes,
constituindo uma cadeia de Markov(que sera explicada ndrpadcsessao). Algumas confi-
guracdes iniciais sdo geradas longe do equilibrio, mas édmede o tempo passa (tempo no
sentido de Markov) devem ser geradas muitas configuragiieagide equilibrio que podem,
entdo, ser utilizadas para realizar a média aritmética daggg 2.2.

2.2.1 Cadeia de Markov e equacao mestra

O conceito de cadeia de Markov é tdo importante para simegad® Monte Carlo que va-
mos fazer algumas discussdes sobre as idéias basicas sobtesgps markovianos. Sefa
um evento aleatorio ocorrendo no instante de tetnff® pode designar, por exemplo, o con-
junto de variaveis que caracterizam o estado microscopiammdéeterminado sistema). Uma
sequéncia de eventos aleatori¢S;, t1), (S,t2), (Ss, t3),..., comty < tr <tz < ..., é denomi-
nada markoviana quando a probabilidade P de ocorrénciaalgugu evento depende apenas
da probabilidade de ocorréncia do evento imediatamen&ian{isto €, quando a probabili-
dade de ocorréncia de um determinado elemento da sequé@uacadepende do "histéria ante-
rior"do sistema).Utilizando a notac&9S;,tj|S,t;) para designar a probabilidade (condicional)
de ocorréncia do event§), no tempa;j, dada a ocorréncia do everfio no tempd;, temos que
a probabilidade condicional acima pode ser interpretad#c probabilidade de transicdo W
para ir do estado i para o estado |,

Wj =W(S— > ) = P(S},1j|S,ti), (2.3)
gue também deve satisfazer as relagdes usuais para piddddd de transicoes:

Wj >0, dWj=1 (2.4)
J

Podemos entéo construir a probabilidade t&,t,) que no tempd, 0 sSistema esta
no estaddS; com P(Sj,tn) = P(Sj,tn|S,th—1)P(S,th—1) = WjP(S,th—1). A equagéo mestra
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governa a evolucao dessa probabilidade em relagédo ao tgnadando tempo como continuo
ao inves de discreto e escreverR(&;,tn) = P(Sj,t)) temos, portanto, @&quagédo mestra

IP(S
—Eatj’t) = IZWu'P(S,t) - IZV\/J-iP(Sj,t), (2.5)

ondey;W;P(S,t) € a variagido da probabilidade de transi¢cdo de um estadougugigra o
estado j €;W;iP(S;,t) € a variacéo da probabilidade de transi¢éo do estado j paestato

qualquer. A dificuldade reside na obtengéo das probabéisiae transicad;. Nos estados

estacionarios(equilibrio) temos:
d Pes(SJ ,t)

S =0 (2.6)

Observando a equacéo 2.5, ueandicdo suficientgpara o equilibrio é dada pelarincipio
do balanco detalhadp
WjP(S,t) =W;iP(S;,t) Vi, (2.7)

logo, no regime estacionario devemos ter o mesmo numerang¢des de i para j assim como
de j para i, mantendo assim o niumero de estados i e j, visitadostantes. Normalmente
escolhe-s&\ij, afim de satisfazer a equacéo de balanco detalhado no eigyiléth que

V\/,jP(S,'[—>00):V\/jiP(Sj,'[—>00) Vi (2.8)

Desse modo temos certeza de atingir um estado final de equfira tempos suficiente-
mente grandes.
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3 Meétodo de Monte Carlo Quantico

3.1 Introducao

O sucesso do método de Monte Carlo para sistemas classiensdevquestdo da aplica-
bilidade da técnica de Monte Carlo para mecéanica quantieigigta. Esta generalizacado ndo
é linear, em primeiro lugar um grande problema é que os el@®iel®e matriz dos expoentes
dos operadores sé@o necessarios e em segundo lugar a pEdbdo aparecimento de zero
ou elementos negativos de matriz exclui a aplicacdo diret@chica de sorteamento por im-
portancia (importance-sampling). Vamos focalizar na &imnge particdo Z = Tr exp—B.5¢),
para um sistema quantico. Em uma simulacado de Monte Carlcegai com certa configu-
racdo (funcé@o de ond&l), e gostariamos de avaliar Wjexp—B.77)|¥ >. Para avaliar esse
elemento de matriz geralmente necessitariamos diaganalidamiltonianas#” , o que € equi-
valente a obter a solugéo exata. Se, em um caso excepciodasgemos avaliar facilmente
o0 tragco de cada elemento que aparece em uma série de Tayhop de 277°), o método de
Handscomb[13][14] poderia ser usado. Claramente gostasideter um método de aplicacao
muito mais geral. Um modo conhecido em que se pode descreamica quantica € a inte-
gral de caminho. A integral de caminho mais conhecida € griatele caminho de Feynman
(Feynman e Hibbs, 1965; Feynman, 1972). E de se esperar giraaacdes de Monte Carlo
possam ser feitas se for possivel encontrar uma repredertaguncao de particao via integral
de caminho.

Na teoria quantica ha varios procedimentos padréo paraabépresentacao de quantida-
des observaveis via integral de caminho. Porém vamos des@penas o método da formula
de Trotter nesse trabalho.

Exemplo do uso da férmula de Trotter € a soma de caminho dekSumzuqual todo esse
trabalho é baseado. Para modelos de rede de‘%piﬁuzuki mostrou que ao utilizar a formula
de Trotter diferentes representacdes de somas de caminthes ser obtidas utilizando a flexi-
bilidade do particionamento do Hamiltoniano (Suzuki, 92 aplicacdo da soma de Suzuki
em um sistema classico sera feita na proxima sessao.
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As simulac¢des de Monte Carlo para muitos corpos caem em digg®aas distintas. Uma,
onde se quer estudar as propriedades do estado fundameméas® estamos interessados nas
propriedades térmicas. No primeiro caso podemos usarajies de Monte Carlo para avaliar
valores esperados em T = 0 para uma funcao de onde testei@ga¢diMilan, 1965; Ceperley
e Kalos, 1979) ou através de uma integracdo numérica dad&mudacSchrodinger via funcao
de Green (Kalos, Levesque e Verlet, 1974). Essas técnichodee Carlo em T=0 foram
bem aplicadas em modelos com graus de liberdade continup¥t@ilo da funcdo de Green
foi generalizada para tratar problemas quanticos pai@ & foi aplicada em sistemas de duas
particulas interagentes via um potencial de esfera de dasagWhitlock e Kalos, 1979).

Nesse trabalho focalizaremos em um método para T>0 no quahgmte partimos de
uma sequéncia convergente de aproximagodes para as qdasttdamicas. Por construcao esse
tipo de analise se torna ineficaz a medida que a temperat@pra®ma de zero. A técnica
utilizada nesse trabalho é complementar ao método de Momte gaa T = 0, mencionado
anteriormente.
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3.2 Aplicacéo do Método

Utilizamos esse método no sistema quantico uni-dimenkdmbl spins, com Hamiltoni-
ano:

%ﬂ:—Jié-éH—Aiaz.szﬂ—Hisz 11

Embora o método de Monte Carlo (MC) tenha sido empregado areptarem diversos sis-
temas magnéticos, ele ndo pode ser aplicado direamentedmamuantico por causa da difi-
culdade de se encontrar todos os autoestados e autovaldfesriltoniano. Porém, Suzuki[23]
generalizou um resultado obtido por Trotter[26] e usou @ demonstrar que todo sistema
guantico de spin de dimenséao d poderia ser transformado esistema do tipo Ising clas-
sico* de dimensao d+1. Ele sugeriu entdo aplicar o métodoat@é/Carlo no sistema classico
obtido.

3.2.1 Transformacéo para o sistema classico equivalente

A férmula de Suzuki-Trotter é baseada na generalizacao#)rmula de Trotter[26]. De
acordo com o ultimo dois operadores A e B (que geralmentear@otam),satifazem a relacéo:

eA-i—B — lim (eA/meB/m)m
M— oo

A generalizacdo de Suzuki pode ser enunciada como:Apejm conjunto de operadores e
a aproximacad, definida por:

fm(Aj) = {eAl/meAz/m. ) .eAp/m}m

logo

2
p

P 2 m+2 2
exp(y [1Ay/mi))— fm(Ap)|| <= [ Y Ay/m| exp| TEE Y jay/m|
=1 =1 =1

Se os operadores; forem limitados, entéo
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I|m fm(A] = exp ( Z AJ/m>
Logo temos

eh/MtAg/MH+Ap/m _ (eAl/meAZ/m. . eAp/m) m (3.1)
Equacéo 3.1 é aplicavel a sistemas estatisticos quantidgsando a funcao de particao
Z=Tr(e PH) (3.2)
No limite m tendendo a infinito obtemos a fungcéao de particaaex

Z = lim zMm
m—oo

O HamilitonianoH pode ser decomposto de varias maneiras diferentes, parpartigio espe-
cifica temos a aproximacgao:

Z(m) — Tr(e*BHl/me*BHZ/m A e'qp/m)m

Utilizando a decomposicao de tabuleiro de xadrez("chedeedodecomposition™)

H = #°+\pa+ Vs (3.3)
Com
AP = —(I+ANFF,-H+F
N
%0 _ Z%O
N—1
Vp = Vi (3.4)
i=1;3,5..
N
Vg = V, (3.5)
i=2.4.6

Vi= %S9 -39 ) (3.6)
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A somaVj e Vg é a soma de termos que se comutam nessa decomposicdo. ndtliaa
particdo 3.3 em 3.2 obtemos:

Z(m) _ -|-r(e—ijo/me—BVA/me—BVB/m)m
Z(m) — Tr(e—B%/zme_BVA/me_ﬁ%/zme—BVB/m)m (37)
Z(m) — -I-r(efBJfé/ZmefBVA/mefB%E)/ZmefBVB/m' . efBJKO/ZmefBVA/mefB%E)/ZmefBVB/m)

Inserindo 2m identidades (autoestados/fe na equagao 3.7), obtemos:

zZm =y e/ I (< gliePYW/M gz 5 < gleePVe/M|gla . .
|17~7|r:-~-y|2m

< alr‘efﬁvA/m|a|r+l > a|r+l‘efﬁVB/m‘alr+2 > < aIZm |e7BVB/m’a|1 > (38)

Onde r é apenas um inteiro auxiliar para saber de qual idefgjd{ >< a| o operador se
refere na equacéo 3.8.Cadal,, varia entre os ® estados.Onde os estados sdo obtidos
escrevendo os autovalores §fepara todo i. Logo:

|a|r > = ‘Sir > ‘%,r > |SZ,r > ""Sz\l—lJ > |SN,r >

s> = S/s>
HOla" > = (#V—H=xS,)|al >
i ir ; i
lal> = |—=>|=>|->.|->|->|+>
02> = |—=>|->|->..|->[|+>|->
N
a2 > = [+>[+>|+> . ]+ >|+> [+>

comS; = i%. Agora podemos colocar a equacéo 3.8 na forma:

o ,a2m i=1335..r= 35
N-1  2m o
_Bi—zg-a.,r:;m( o+ h(ir) (3.9)
onde
e Phin — (g e PU/MS 1S 1r1a) (3.10)

O elemento de matriz 3.10 pode ser encontrado utilizanderdidhde:
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O=ePW/m = (1/2+25F, )coshK_) + (1/2— 2§, ;)coshK. ) +
sinh(K. )(§"S71 +§ §hy) +sinhK_) (78, +§S5,)  (B.11)

OndeK+ = Bjxﬂy .Vemos que apenas 8 de 16 configuracfes da Eq. 3.10 sao thifeden

2m
zero, e estes sdo dados por:

1,2 <++[0|++> = <——|0]——>=coshK_)
34 <+—|0|+-> = <—+|0]—+>=coshK,)
56 <+—|0]—+> = <—+|0]+—>=sinh(K,)

7.8 <++|0—-—> = <——|0]++ >=sinh(K_)

1,2 <440/ 4pp > = <o |2 _ o
3,4 <+—|€}ﬁ0/2m|—|——> = <_+’e%$0/2m|__|_>:e—|<o
5.6 < 4| 45 — < LM e Ko

7,8 < [@FPM s = < |2 g =
B(Jz+A)
Kp = ———— 3.12
0 am (3.12)
A mesma matriz na eq. 3.10 foi calculada por Suzuki[23].Aguds podemos interpretar
a equacao 3.9 como a funcéo particdo de um modelo classi€nai. descrito por Barma e
Shastry[11] esse Hamiltoniano por ser considerado comasommeo modelo de 8-veértices[2],[28].No
caso Jx=Jy, vemos que os estados 7,8 contribuem cemifh(K_) para funcdo particédo, ou
seja, ndo sao estados acessiveis do sistema, temos paortsntepresentacao de 6 configura-
¢cOes de vertices.

Para cada Plaqueta i,r temos apenas 4 valores possivesneaga:

Estado (SrSi1r|01S 1S 1rs1)

<++[0]++>
<——|0]-—>
3,4 <+—|0]+—>o0u< —+|0|—+ >
5,6 <+—|0|—+>o0u< —+|0|+—>
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estado 1 i estado 2 estado 3 i estado 4

a
Figura 3.1: a)configuragdes possiveis de plaguetas,para jx=jy o tipo #esepta configuracdes proibidas

b)Interacdo de 4 spins indicado nos quadrados escuros(pdafueede classica 2D do modelo de Heisenberg
transformado

A funcéo particdo 3.9 pode ser reescrita como:

m 2m N ir
ZW = Sexp XX_BEE‘”
{0 T
| | ~BVi/m
Eofflr = (%73/2m+%f2+1/2m—H*M'=f—'”(<S‘S““e 7 ‘S‘“S“’”ﬁ(é)ls)
MY = (Si+Sis1+S1i+Setiv1)/4m

OndeM'" é a momento magnético f f'' é a energia efetiva da plaqueta i,r. A somaiem
f é feita quando i, r s&o ambos pares ou ambos impares. Asanpagsiveis para cada ponto
I,r da soma sao:

—(J+A—2H)/4m

—(J+A+2H)/4m

(J+A)/4m—In(cosHK))/B

(J+A)/4m—In(sinh(K))/B
J

P om

(3.14)
(3.15)
(3.16)
(3.17)
(3.18)
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3.2.2 Calculo das funcdes termodinamicas
Podemos reecrever a fungéo de particdo como

S _ v o(-BE")
2

OndeEj(m) € a soma da energia de todos pontos (i,r) possiveis (ambes @ambos impares)
numa dada configuragéo j. Assim podemos obter a aproximagaaenergia média:

Z(m) J
£m [ﬂg'zfm))]
Fm) _ "(@‘me)) (3.19)
EM = EFJ-(”‘)e(BEJ‘(m)) (3.20)

Achamos entdo um funcional F para a energia de modo que a@&negdia € dada pelo valor
esperado desse funcional.
EM — (F(M)

esse funcional difere da forma convencional para valor smédienergia pois como vemos na
equacao 3.14, a energia exibe uma dependéncigdcQobviamente essa dependéncia desapa-
rece quandon = c.)

Utilizando a definicdo do funcional, F, 3.19 em 3.14, obteamseguintes expressdes para as
configuracdes de plaquetas.

F(-1)™ = —(J+A—2H)/4m (3.21)
F™ = —(J+A+2H)/4m (3.22)
F(2M™ = (J+A)/4m—J/2mxtanh(K) (3.23)
F(3)™ = (J+A)/4m—J/2mxcotank(K) (3.24)
onde K = B%n
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Similarmente usando a expresséao para o calor especifico,

cm2 _ _ag;m)
temos
CMT2 = (F(M* _ g(m)y _ (E(M)2
onde
o 2<§§25 )
G(-1)™ = 0 (3.25)
)™ = o (3.26)
G(2)M = J/2mx(1—tanh(K)?) (3.27)
G(3)™M = J/2mx(1— cotaniK)?) (3.28)

Para o calculo da suceptibilidade paralela(na direcaarg)dejue reescrever apenas o termo
H ¥ § no hamiltoniano original, mas por ser diagonal basta apadasona o termo com
respectivos autovalores no novo hamiltoniano:

(m) ( B N 2m )
= exp| — L
2 ECPPA
Obtemos a suceptibilidade via s

(m) — —02(|nZ|(_|m)) Ih=0
dH?

onde—In(Z, z{ ))eaenergla livre, logo

onde

€ a magnetizacao do sistema no estado |.
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4  Simulacao de Monte Carlo do Sistema
Classico Equivalente

4.1 Aplicacdo da amostragem por importancia (importance
sampling)

Como dito anteriormente o método de Monte Carlo consiste ear gera cadeia de Mar-
kov dos estados do sistema. Os estados sdo gerados por udofsgtpe favorece a selecao
de estados cuja contribuicdo a funcao particdo é mais sigtivé. Se um conjunto de estados
é dado pofoylv=1,--- ,M}, entdo a estimativa de Monte Carlo é dada pela equacgéo 2.2:

A(oy)

Mz

—_ 1
AxA=—
le

O método sera aplicado ao sistema classico obtido pelddrares;do de Suzuki-Trotter, mas
certas consideracdes devem ser levadas em conta. Em priogar deve-se lembrar que uma
variavel dindmica A é estimada pela média ponde(8jande B é o funcional apropriado para
A (como visto no capitulo anterior). Logo a equacao 2.2 ¢é fizadia para

_ 1M
M vgl
No caso da energia temos:
_ 1M
E=—Y\F 4.1
Mg;(m) (4.1)

No limite M — o, queremos que essa soma se aproxime de:
1 _pe™
(m _ (m) (—BE
E = > ;Fj e( j > (4.2)

Logo a probabilidade de um estado ocorrer € dado por:

o o(-BE™)

Z/(m)



4.1 Aplicacdo da amostragem por importancia (importance sampling) 23

Para que 4.1 se aproxime da média 3.20 devemos escolher obeligade de transicdo
entre os estados de modo que obedeca o balanco detalhado 2.7.

W P(§,t) =W;iP(Sj,t) Vi 2.7

I — o
Logo as probabilidades devem ser tal que:

W
VTji = eXK—BA%)

OndeA.7 é a diferenga de energia entre i e j. Podemos entéo realiestiggvas necessarias
utilizando o método de monte carlo.

4.1.1 Algoritmo de Metropolis

O algoritmo de metropolis pode ser usado em qualquer sisbesie a probabilidade de
transicdo entre os estado, obedeca a equacao de balanbadi@tdJtilizando a prescricdo de
Metrépolis:

exp—BA) para A >0
W= M ) (4.3)
1 para A7 <0

OndeA” = Ho; —Ho; senddHg, a energia do sistema no estagp

O algoritmo funciona da seguinte forma:

Comecamos com a primeira configuracdo da sequéncia de eXtagios 1, em um estado;

A) A partir de uma configuragéo do sisteXa= 0;, sorteia-se uma nova configuragao
B) Sorteia-se entdo um nimero aleatorio r tal quer0< 1, compara-se r com 0 pe¥d).

C) Casor<W aceita-segj como um novo estado do sistedig 1 < 0;

Casor>W rejeita-segj e o sistema permanece no estXdo, « o
D) Testa critério para término, se falso retorna para efggamm n«— n+1

As etapa deA a C constituem um Unico passo de Monte Carlo. Vejamos um exengdsed
processo em um sistema de dois spins(1/2) classicos:

Vamos definir o primeiro estado do sistema como sefide 01 = |+ > |+ >, ou seja, 0s dois
spins inicialmente para cima. A) partindo da configuragésorteia-se uma nova configuracao
pela alteracdo aleatéria de um dos spins, obtendo por egempt |+ > |— > pela altera¢é@o
do segundo spin.

Vamos assumir quéh, = 0.5, B) Sorteia-se o valor de r, por exemplo, r = 0.23
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C) comor < W, aceitamoss, como 0 novo estado do sisteta= oo = [+ > |— >

D) Normalmente estabele-se como critério de término que @sicesso deva ser repetido N
vezes onde N é um namero muito grande.Como<IN, voltamos para a etapa A) coa = 0»
Caso o valor sorteado fosse r=0.7, rejeitariamos o estagogtaw, e retornariamos para etapa
A)comXp =01 = |+ > |+ >.

Todas configuracGes acessiveis do sistema devem ser p@sggigerem sorteadas comig de
modo a obedecer a condi¢ao de ergodicidade. As configurgedadas entram para soma 2.2
apenas ap6s um numero de n=T passos de Monte Carlo.Isso éarecesara garantir que o
equilibrio 2.7 seja alcancado. Esse numero T normalmengdi@db realizando a soma T até
seu valor oscile levemente em torno de um valor fixo.Denomasaeste nimero T de tempo
de termalizacdo. Certos cuidados devem ser tomados a@utlimétodo acima, pois como
visto por Wiesler[27] e Landau[3], em certos regimes de tmampra (T alta) e dimenséo de
trotter (ngrande), a estimativa 4.1 pode convergir para resultadadas. Isso ocorre quando a
probabilidade de um estado ocorrer é baixa mas a contribais@ma € alta. Vamos considerar
a aplicacéo da equacdo 4.1 para o modelo de heisenbergisotrdJtilizando o funcional F
dado por 3.25, obtemos no limite m grande, H=0,A=0:

F(1) = F(4)~=F2)~1/(B*m) (4.4)
1/8 (4.5)

_n
&
2

Quando a configuracao do sistema possui cerca de m dessfissesgpanas os estados do tipo
3 contribuem significativamente para a soma 4.1. Obtemos® g&respondente desta confi-
guracéo pela equacao 3.17:

Exp(—BmE3)) = e P4 (sinh(BJI/2m))"™E ~ (BI/2m)™ (4.6)

Existem diferentes maneiras de implementar esse métodnesse problema néo ocorre, pois
utilizam uma sequéncia de estados com energias mais proximas das outras. A geracao
desses estados sera descrita na proxima secao.

4.2 Geracao dos Estados

Ja& foi visto no capitulo 2 uma cadeia de Heisenberg-xy dé&worig um sistema classico
equivalente ao modelo de 8 vértices, reduzindo para 6 eérjoando Jx = Jy. Em qualquer
desses casos existem problemas para a simulagéo, mesndo gganodelos ndo tenham como
origem um sistema quantico.lsto sera discutido nas seegemses.
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4.2.1 Algoritmo de geracéo dos estados

As dificuldades aparecem devido interacéo de 4-spins (&8.)&xistem poucas(6 de 16)
configuracdes permitidas. Como dito antes, a principal difexlie é que as transi¢des entre
os estados nao devem ser feitas pela alteracdo arbitraia @@njunto de 4-spins (plagueta)
tipo Ising (inclusive a alteragéo de um unico spin). Da figudavemos que cada configuracao
de plaqueta permitida € obtida de outra configuracao pedeagbo de dois ou quatro spins.
Comecando entao pela alteracéo de dois spins em uma configyracticular de uma plaqueta
deixa duas plaquetas adjacentes em configuracdes profegiados do tipo 4)

estado 1 estado 2 estado 3 estado 4

TT :l- T ......... l ; ......... %
L A S R 1 IT b

__________ 1
o : e t ! 1
ll i I ---------- t ......... 1 I ......... l

Figura 4.1:configuracdes possiveis de plaquetas.

Uma sequUéncia de alteracdo de spins deve ser entdo desgavalvque a plaqueta no
comeco e no fim da sequéncia seja de fato a mesma, isto é, uii@nseqgfechada de spins
deve ser alterada.Isto é uma consequéncia da proprieddida do traco. Ha diversos métodos
para gerar essas configuracdes, os métodos de geracédo quegardisados nesse sistema sao o
"world line"[10], "loop algorithm","loop algorithm in continugs-imaginary-time limit", "worm
algorithm"e o "directed-loop algorithm"[6] . Uma variacad doneiro foi utilizado por Cullen
e Landau[3] e nesse trabalho. O método adotado € o mais sigplenplementar, entrentanto
ha dois problemas com esse método, o primeiro problema égaaetodo requer mais passos
de monte carlo pois gera configuracdes proibidas ao sisgssgaproblema se agrava quando
a temperatura do sistema € reduzida (critical slowing dd@woutro problema € que néo séo
geradas todas as configuracdes possiveis do sistema, nd@cebdo portanto o principio de
ergodicidade. Esse problema nao é tdo sério quanto parec®pestados que faltam sdo
estados exclusivos da condicdo periddicas de contornomengio real, e efeitos de borda
nao tém papel no limite termodinamico. Em [25] é explicade quando o numero de sitios
N > 6 esses estados sdo completamente despreziveis. Essesnpsbao eliminados nos
outros métodos mas estes sdo um pouco mais dificeis de imf@glenOs tipos de seqliéncia
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("estruturas™) dos spins alterados que foram utilizados inadacdes podem ser divididos em
dois tipos: (i) estrutura zigzag que séo de carater essemite ndo locais, (i) uma classe
de estruturas baseada em uma sequéncia de alteracao deospltgtle deixa o spin total do
sistema inalterado. Exemplos do tipo (i) s&o mostrados gasafi4.2a) e b) (lembramos o
leitor da condig&o periddica de fronteira que deixa a redarartoroide).A figura 4.2) mostra
uma sequéncia muito simples de spins representado petarkth mais escura. Sequéncias
mais complicadas aparecem na figural¥).2 Todas estas sequéncias sdo construidas de passos
verticais ou diagonais, onde 0 passo seguinte se encontiresem um indice (da dimenséao
de trotter) maior que o atual. Passos para um indice infedagual ndo sao permitidos. Essas
restricbes simplificam o algoritmo e ndo afetam os resutaddota-se que a seqiiéncia 3 da
figura 4.2b) vai para direita 0 maximo possivel e deve ser restrita paggemine no mesmo
ponto que comecou (devido a condicéo periddica de cont@mimenséao de trotter).

a b

Figura 4.2:(a) Uma sequéncia reta de spins paralelos. (b) Diversagseigqs de spins paralelos em zigzag.

Como visto em trabalhos anteriores (Cullen e Landau), a mam®® @lgoritmo produza
todos possiveis caminhos de um ponto até ele mesmo, sigeistéicdes mencionadas acima,
os resultados das simula¢des nédo concordardo com os vedmiescidos. O modo como Cul-
len e Landau geraram essas sequéncias difere do modo inmpéetoenesse trabalho. Eles
utilizaram um modo iterativo para gera-las.

Esse modo é problematico pois em baixas temperaturas sgagi@atas representariam
melhor o estado do sistema em equilibrio térmico, mas com ageritmo essas sequéncias
s&o geradas com probabilidag€0.5)°™1 enquanto que uma sequéncia completamente curva
aconteceria com probabilidaele(0.5)™ 1. Um modo mais rapido computacionalmente que re-
duz esse problema é gerar previamente (em um programaivegueslas sequéncias fechadas
possiveis e durante a simulacéo escolher uma delas aéeagorie. Desse modo a probabilidade

A . 7 . —1)! -
P de escolha das sequéncias € uniforme (%)*?Deve-se ressaltar que essa alteragéo
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global de spin apenas aumenta a velocidade de converg@wisteima, como foi explicado em
[25].

Logo a probabilidade de sorteio de cada tipo de sequéndaagienas a velocidade em que
o sistema entra em equilibrio.As chances de sorteio podeesselhidas arbitrariamente desde
que ndo mudem de um estado para o ditfie- > j) = P(j— > i). N&o se deve confundir essa
probabilidade de sorteio com a probabilidade de aceitagémdo estado.

Figura 4.3 mostra uma sequéncia de alterages simples lpeaindo alteram a magneti-
zacao do sistema.

a b

Figura 4.3:(a) Indicado em verde estéa a alteracéo local de spins (bEBei@s de spins paralelos apos alteragdo
local.
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Os resultados de uma série de alteracdo de spin em uma segite dstdo mostrados nas
figuras 4.4a) ah) .

f) 9) h)

Figura 4.4:Configuracdes da rede resultante de uma séries de sequéacitisracio de spins.Eehvemos a
proposta de alteragao local indicada pelo quadrado verde) Bela linha verde a proposta de alteragéo dos spins
para uma configuragdo proibida.O Ultimo estaglodo é permitido por causa das plaquetas do tipo 4

O sistema comeca em um estado simples de configuracao ordeatglaquetas estédo no
estado 1 (todos spins para cima, ou todos para baixo ) e a8resasi sucessivas de alteracao
de spin estéo reforcadas na figura.Os niameros nos quadmmbsesdos indicam o estado
correspontende da plaqueta conforme descrito na figuraMréde na figura 4.4)) estd em
uma configuragcdo proibida. Os algoritmos de alteracao e $phcionam da seguinte ma-
neira. N6s lembramos o leitor que a coordenada dos sitiosddeséo i =1,....Ner=1,....2m.
Primeiramente, um ponto (i,r) da rede € escolhido aleat@e. Depois, uma escolha aleat6-
ria com chances iguais é feita entre a estrutura de altedegapins local , a estrutura do tipo
zigzag (global) e uma linha reta como na figura 4.2. Uma venidefia sequéncia de spins a
ser alterada, mudamos o valor de todos spins da sequéngisge@l = S ;.Qualquer que seja
a estrutura de alteracéo de spins usada, o novo estado @ @eceéjeitado como indicado no
procedimento de sorteio por importancia. Dois estadosssiwas na soma da Eq (30) estao
separados por N de tais tentativas, de modo a reduzir a agdiekentre eles.As N tentativas
constituem um unico passo de Monte Carlo. O "loop algorithmiaé reduzir signficamente
esta correlacéo entre os estados gerados , elimina tambehlerpa descrito no capitulo ante-
rior,sobre a acessibilidade dos estados do tipo 3 . O pnoesdo descrito acima é aplicado ao
modelo de 8-vértices (duas representaces em vérticesgdadipo de plaqueta). Para nossos
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objetivos isso deve ser suplementado por um dispositivariahgico que exclui as configura-

¢Oes de plagueta no estado 4. Isso foi feito aqui simplesmejgitando qualquer estado que
continha uma plaqueta na configuracéo 4. Esse procedimemsome muito tempo quando m
fica muito arande.

Taxa de aceitacdo x Temperatura
Cadeia de 32 spins, Dimenséo de trotter= 12

0.7 I T I T [ T | T T T

— Aceitagdo Global b
0.6— — Aceitacéo Local _|
—— Geragao Global
— Geracéo Local
0.5 Aceitacdo Total —

Figura 4.5:Taxa de aceitagio de cada tipo de sequéncias em fung&o deradung.

Podemos ver na figura acima que a taxa de aceitacdo total apedende a 4% em
baixas temperaturas, porém a aceitacao das alteracoessgitEbspin caem para préximo de
zero. Como apenas as alteragdes globais de spin que alteragnetmacdo do sistema isso
pode deixar o sistema preso em uma regido do espaco de cagtigar

4.3 Escala de Tamanho finito
A Teoria de Escala de Tamanho finito decreve o comportamentondsistema finito perto

de um ponto critico em termos dos expoentes criticos da rdithta do sistema correspon-
dende.Para noés isto é importante pbis- 0 € um ponto critico do sistema.

4.4 Expoentes Criticos

Usando a variavel de escata=tLY/V , onde L é o tamanho de cada lado de um sistema
de d dimens@es e é 0 expoente critico relacionado ao comprimento de codelaerto do
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T

ponto criticoTg, e t = ;CTC € possivel obter as seguintes expressdes para o calorfesp€gi

susceptibilidader e comprimento de correlac&d4],[7] :

C=LvF(g,) — At @ (4.7)
X =LYYFy (1) — BtV (4.8)
E=LY"VRy(1) > Bt (4.9)

Nessas equaco€s, F,, F3, sdo chamadas funcdes de escala, e as setas indicam o poogres
em direcdo a forma limite do sistema quande-TT;, € L — 0.0 ponto critico do sistema em
questao 8¢ =0, logo:

coT ¢

xOT7Y

A energia € dada por
e=(E—Ey)OT 9+t

Assumimos uma fungéo de escBIdr) para energia obtida pela integracdo de 4.7 , com forma
limite 7(-9+1) | de forma que,

£(1) = LVLVF(1)—AT ot
£(1) = L Fy(1) — AT 9+1

Na forma assintética, utilizando=T L*l/",

E = L(Cf—l)/VT—CH-l

(4.10)
ondeFR4(1) = F;(7) foi obtido pela integracéo da equacéo 4.7. e para sucégitye,
x=LYvgy
Para L = 2m tém-se na regido assintotica:
e(2m)-0)/v — [T (2m)L/v]-a+1

x(@m)~ = [T (2m)¥V)Y

Assumindo entdo que a relacao de hiperé@:%lase aplica:

a=2-dv (4.11)
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onde, obtemos :
g(2m)?~ YV = [T (2m)Y/v)2v-1 (4.12)

Se escala de tamanho finito é valida para esse sistema eng@g@firo de
log (£(2m)2-1/V) por log([T (2m)1/V]2"~1) deve ser uma reta:

loge+1og2m=(2—1/v) = (logT +log2m=x(1/v))x*(2v —1)
loge = logT *(2v —1)

Similarmente para a susceptibilidade :
xm)vvo = ftem)tV) Y (4.13)

Utilizando o resultado de em 4.12 é possivel estimar o valoryeela inclinacdo desta equacao
na escala logaritimica.
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5 Resultados

Varios autores ja estudaram o sistema em questdo com déereordagens e algumas ve-
zes obtendo resultados conflitantes na estimativa do etgogdtico da susceptibilidade e calor
especifico.Descrevemos rapidamente os métodos utilipaa@guns desses autores, 0s resul-
tados obtidos por eles sao listados na tabela seguinte:

Tabela 1: Expoentes criticase y obtidos usando varios métodos

Autores Métodos a y
Baker Séries de expansdes de — 1.66
(1964 temperaturas e aproximagao de Padé +0.07

Bonner e Fisher Diagonalizagao Numérica —0.45 18
(19649 do Hamiltoniano ~ —0.5

Kondo e Yamaji Aproximagéo de desacoplamento —% 2
(1972 das func6es de Green

Cullen e Landau Formula de Trotter e — 1.32
(1982 Método de Monte Carlo +0.07

Lyklema Handscomb e -0.3 175

(1983 Método de Monte Carlo +0.1 +0.02
Takahashi e Yamada Método do Ansatz —% 2
(1985 de Bethe
Schlottmann Método do Ansatz —0.49 2
(1985 de Bethe +0.02 +-0.02
Inoue e Suzuki Aproximacgéo de par de produto 2
(1986 e método de grupo de renormalizacéo
Takahashi Aproximacéo por ondas de Spin —% 2
(1986
Tohru Koma[17] Método Térmico -3 2
(1988 do Ansatz de Bethe
M. Guimaraes Formula de Trotter e — 161
(2008 Método de Monte Carlo +0.02

tabela obtida de Ref [17]
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5.1 Resultados esperados

O modelo de Heisenberg isotropico ja foi estudado extensenp®r diversos autores, nessa se¢ao discutire-
mos os resultados e na proxima secdo compararemos com badeswbtidos em nossa simulacéo.

5.1.1 Bonner e Fisher(1964)
Hamiltoniano utilizado:
H =2 i(cri Gi1) (5.1)

Eles obtiveram resultados para esse sistema através dpaatao da diagonalizacéo exata de cadeias de spin fini-
tas.Devido a restrigbes computacionais utilizaram apesdasias de tamanho N de 3 a 11 spins para a extrapolagéo
da suceptibilidade.Com o resultado dessas cadeias cioastruma curva limite para suceptibilidade reduzida

X(T) = =[g°B?N/AKTIEN(T), (5.2)

én = 4/N <{i$z}2> (5.3)

~4 -1.0 —o5

5 log I:T?j :

Figura 5.1:grafico log-log da suceptibilidade ferromagnética recaiZi ) — 1 para cadeias finitas isotropicas

Atravéz dessa extrapolacéo obtiveram o expoente criticqueceptibilidadey = 1.8.
Obtiveram também a curva limite para energia e calor especic

Para o célculo do expoente critiaorelativo a energia e calor especifico, foi utilizado apesaduas cadeias
N=9 e 10. O expoente de cada cadeia foi extraido da inclinrdg&arva de energia por entropia vezes temperatura:
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NT
-4.0+

—4.5+

Figura 5.2:(a) Energia para cadeia ferromagnética de Heisenberg aestamanhos (b) Calor especifico para
anéis ferromagnéticos (curvas solidas) e para cadeiamal#elinha tracejada é a curva limite extrapolada.

Assumindo:
U(T)-U(0) = ANJ|(KT/I)*“ (5.4)

Onde A ea sao fixos (quando T 0).Temos para o calor especifico:

C(T)/Nk = A(l—a)(kt/J3])® (5.5)
e para entropia:
SNk = AT % ia/ja)) @ (56)
Combinando 5.4 e 5.6 obtiveram:
U(T)~U(0) = (1+ (o) ) TST) 67)

Pela inclinacdo maxima das cadeias 9 e 10 encontraram-0,42;—0,43 respectivamente. Com uma extrapola-
¢éo linear de 1/N desses resultados estimaramtre -0,45 e -0,5 , de acordo com a teoria de onda de spin.
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5.1.2 Lyklema (1983)

Hamiltoniano utilizado:

1N
H = ;iZ(1+mm+1) (5.8)

Utilizando o método de Handcomb, ele reescreveu a funcaaudiggn como a soma de todos produtos de
interacdes possiveis do sistema. Esse produtos que formaternentos do espaco de amostragem, do qual foi
definido uma cadeia de Markov.Nesse processo a energiaer@specifico sdo funcdes de n, o nimero de termos
na expansao do fator de Boltzmann. Calcularam as funcGeedardmicas para tamanhos de rede de 10 a 128
spins, em uma faixa de temperatura de 0.0125 a 0.2. Utilizamdaior rede estimaram o valor ge o assumindo:

XatY (5.9)
(E-Eq)=TH¢ (5.10)

Utilizando as temperaturas entre 0.075 e 0.2 encontraram-0.3+0.1 ey = 1.75+ 0.02

05—

0020

1-a

04

0,003}/
03r o005

Xt
0.2+

I

0.1+ 20 ) o
0.02 020

010 7 055 020

1 i
S

Figura 5.3:grafico log-log doﬁ por temperatura. Os gréficos inseridos mostram a energizeptiilidade
por temperatura em escala logaritmica
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Para estimativa de utilizaram a seguinte relacgéo :

(y=1 _ In(x/x0)
v In(I/L)

(5.11)

ondel /L é a raz&o entre o tamanho | e L de duas cadeias .

1.0 B

(S0, 64)
0.6l (32,64)

(32,50

(64,112)
(50,112)

(321
0.2 v '
0 0025 T 0050

Figura 5.4:gréfico de% por temperatura.As razoe4. sdo dadas na figura

Utilizando o valor dey calcularamv = 0.74 pelo valor do ponto de intercess%l—) =1.01+0.02 do grafico 5.4.
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5.1.3 Takahashi e Yamada (1985)
O Hamiltoniano utilizado foi:

A= ZJi{sxsﬁl+ay§ﬁl+A(sZaﬁl—1/4)} (5.12)

Utilizando as equagdes integrais oriundas do anzatz deBéth calcularam atravéz de uma série de aproximagoes
comA = cog/n);n=3,4,---,300 e extrapolaram os resultados para obter as fun¢Gesdie@nucas aA =
1.Desde modo obtiveram com alta precisédo os valores da8dartermodinamicas em baixas temperaturas.

F - |J|{—1.042(|:|J—|)1'5+1.O(|-5|)2)—O.9(T/|J)2'5+O((T/J)3)} (5.13)
u = |J|{—0.521(|§|)1‘5+1.0(|:|]—|)2)+1.4(T/|J)2'5+O((T/J)3)} (5.14)
XN = {0.1667(-5)_2+0.58](|-5|)‘1'5)+0.68(T/|J|)‘1+O((T/|J|)°'5)} (5.15)
C = {0.7815(-5)0'52.0(|-5|)l)+3.5(T/|J|)1'5O((T/|J|)2)} (5.16)

onde F é a energia livre , U € energia interyaé a suceptibilidade paralela e C é o calor especifico do sasstem

Energia livre por Temperatura Energia interna por Temperatura
Takahashi e Yamada Takahashi e Yamada
T T T T T T T 0.0 T T T T T T T
-0.02— - 0.04— -
-0.04 B 0.03 —
R u
[ &)
0.06— — 0.02— —
0.08— - 0.01— -
o 1 | | | 1 o 1 | 1 | 1
0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 03 0 0.05 01 0.15 0.2 0.25 0.3
€T
K} I
Susceptibilidade por Temperatura Energia interna por Temperatura
Takahashi e Yamada Takahashi e Yamada
T T q 0.0 T T T T T T T
120 il
1001 | 0.04— -
80~ 7 0,03~ g
2 u
60 B Bl
0.02— -
40 —
0.01— -
20— -
L | | | | | L ] o | | | | |
0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 03 0.35 0.4 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3
I
[} Bl

Figura 5.5:gréfico den) energia livre por temperaturé), energia interna por temperaturg xJ por temperatura
ed) calor especifico por temperatura.



5.1 Resultados esperados 38

5.1.4 Cullen e Landau (1982)
O Hamiltoniano utilizado foi:

=33 (S Y+ ) 517)

A maior diferenca entre os resultados de Cullen e Landaleeesitle no método utilizado para estimar os expo-
entes criticos.
Assumindo que a relacao de hiperescala 4.11 fosse aplicdliearam a equagédo 4.12 param de 2 a 8.

g(2m)> MY = [T(2mP/V)2-t 412

21
£(2m)%v //
10F ;
Slope=1.05 /;*",’/I
0.50
m
010 - a2
J o|4
) X6
005 s|8
-:.0
;¢
B 3 I | A
0.3 1.0 3.0 100
1
T(2m)”

Figura 5.6:escala de tamanho finito para energia. A quantidadeE/NJ+0.25. A linha tracejada é o calculo
exato para m=1.A linha sélida é um ajuste de quadrados-rofius resultados na regido linear.
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Similarmente para a susceptibilidade obtiveram:

x@2m)™V o = [t2mv])Y 413

100
50
=¥
X(2m)¥
[s]
050
010
005 m
ale
0|4
x| B
| B
Q01—
0005~
0.0 1 I 1 I I 1
a0 Q50 10 50 100 500 1000
1

Tem) ™

Figura 5.7:escala de tamanho finito para susceptibilidade. A linhajaala é o calculo exato para m=1.Linha
sélida é um ajuste de quadrados-minimos dos resultadogida tamear.
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5.2 Resultados da simulacéao

5.2.1 Médias e correlacbes

Para evitar correlagdes entre os estados dividimos ail@at@nte as "medidas"do sistema em 12 partes.Em
cada parte a configuracéo do sistema € inicialmente deixadaorios spins para cima. Deixamos entéo o sistema
evoluir a uma temperatura maior que deveria ser simulada@Passos de Monte Carlo por Spin (PMCS).Essa
perturbacéo inicial evita que o sistema fiqgue preso em umaaegpecifica do espaco de configuragbes. Foram
descartados 2000 PMCS para que os sistema chegasse erorieqodi temperatura desejada (termalizagéo), e
6000 PMCS foram utilizados para estimativa das funcdeso@imamicas. As "medidas"foram feitas em 12 tem-
peraturas diferentes entre 0.0125/J a 0.5/J.Realisammedagies em cadeias com tamanhos real N = 32 e com
dimenséo de trotter m = 2,4,6,8,10 e 12. Para cadeias N=%4ot2m usados apenas 500 PMCS para termali-
zacao e 1000 PMCS paras médias em cada parte. Deste modalsganoes para termalizacdo 64000 tentativas
de alteracdo de spins por spin para N=32 e N=128. O tempo maltzacao foi estimado para N=32 nas duas
temperaturas mais baixas, realizando 10 simulacfes pdsanca partir do estado fundamental (todos spins pa-
ralelos).Observamos entéo o nimero de PMCS necessarigumaa susceptibilidade e a energia atingissem um
valor estacionario. Vemos que para m=10,12 o sistema padepecer preso no estado fundamental por cerca de

Tempo de Termalizacdo Tempo de Termalizacéo
cadeia de 32 spins, beta = 800 X3 cadeia de 32 spins, dimens&o de Trotter = m, beta = 800
_E XJ
NJ m=2 T T i T i T i S N m=2
-0.24998 — . m=4 KL
.= m=6 1200
— m=8
-- m=10
m=12 1000
-0.24999—
800
600
-0.24999— e e 2L
: PR TR I Wi PN 400
V4 s = "./ =t .
” / e -~
” // A i P
- - , ER L Son b 200
7 e 7 Do Do
-0.25 T . ' . . . . y . * 0EF t /
0.5 1 1.5 2 25 3 35 1.5 2 25 3 35
Log # Passos de Monte Carlo por spin Passos de Monte Carlo por spin
a b

Figura 5.8:a) Energia eb) Suceptibilidade para diversas dimensoes de trotter enditudg nimero de PMCS

300 e 2000 PMCS respectivamente.Isso se deve a baixa piabdbide aceitacdo das alteracBes globais de spin
(figura 4.5). Para contornar esse problema causamos unmb@dio nas configuracdes iniciais para que diferentes
regides de magnetizagéo fossem acessadas. A perturbans@isie@m deixar o sistema evoluir a uma temperatura
aletoriamente maior que a em questao.Nas figuras 5.2.1 arads\ee essa perturbagéo reduz significamente o
tempo necessario para termalizacéo.
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Tempo de Termalizagao Tempo de Termalizagéo
cadeia de 32 spins, dimenséo de Trotter = 12, beta = 800 cadeia de 32 spins, dimenséo de Trotter = 12, beta = 800

‘ . ‘ . ‘ . T T T T T T T T ]
| — Sem perturbagap |
— Com perturbagap

m
z‘?_,(

— Sem perturbacgép 1200~
— Com perturbacép

1000—
800
600

400

. | 2
0 1000 2000 3000 4000 1000 2000 3000 4000
Passos de Monte Carlo por spin) Passos de Monte Carlo por spin)

a b

Figura 5.9:Termalizagéo da) Energia éb) Suceptibilidade com e sem perturbacédo das configurag@éasisni

5.2.2 Resultados

Na figura 5.10a) podemos comparar os resultados para diversos valores @émshm de trotter. Nossos
resultados se encontram dentro da margem de erro dos daGoediele e Landau.

Energia interna por temperatura Energia por Temperatura
Cullen & Landau x Simulagéo Cadeia fechada de 128 spins
T I T I T T T T T T I T
-0.22— | -0.21— 4
L 4 m=2 (Cullen & Landau £ ] 4 m=2
O m=4 E L (: m ig
-0.225- | X m=6 © 4 m=
e m=8 e m=8
F | »  m=2(simulagao) E , 0.221- ° m = 1(2] Y B
-0.23— x ng — L -+-- Bonner & Fisher ; N
L « m=8 @ P Extrapolagéo para m->
E *  m=12 E 023 G
_E . L x | _E -0.23+— -
Ny 0239 % NJ a
-0.24— % O i b
*
r B 0.24— —
* >1< O
-0.245— i @ E — | ]
Ke 7 7 L
-0.25— = — -0.250"® 2 —
| | | | I | | | | | |
0.1 0.15 0.2 0.25 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3
KT kT
J J
a b

Figura 5.10:Gréfico de Energia por Temperatuga.Comparacéo dos resultados de Energia de Cullen e Landau
(azul) com resultados da simulacéo (vermelho) para tamdalmadeia N=32 e diversos valores da dimensao de
Trotter m.b) Resultados para cadeia de 128 spins.Os erros nos dadosrsdi@sgue os simbolos. linha sélida é a
extrapolacdo dos resultados para m infinito. A linha tratzeg@extrapolacao de Bonner e Fisher da diagonalizacéo
exata de cadeias finitas.

O comportamento real do sistema no limite termodinamo éieadio no limitem,N — o onde m é a dimen-
séo de trotter e N é o tamanho real da cadeia. Para obter espertamento consideramos N=128 como grande o
suficiente para essa regiao de temperatura.Para obtert®-limp utilizamos uma extrapolacao usando a seguinte
relacdo[25]:
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{(Qum) = (Qn) + i a(B,H)m (5.18)
k=1

Onde(Qn) € o valor médio de uma quantidade termodinamica Q.

Bons resultados para m podem ser obtidos utilizando apepameiro termo da soma(k=1),desde que m seja
grande o suficiente. Como o valor de m que podemos simulatrégestilizamos uma extrapolacdo com k até 2,
utilizando m > 4. Podemos ver essa extrapolagéo na figurahb.&® comparagdo com os resultados obtidos por
Bonner e Fisher.

Para o calor especifico utilizamos a extrapolacdo com N=32figura 5.11a) temos os resultados para curva
extrapolada e para véarios m. Na figura 5 lcomparamos com os resultados de Bonner e Fisher, e Tak&hashi
Yamada.Nosso resultado parece concordar com de Bonndrer Besde que a temperatura ndo seja baixa demais.
Para suceptibilidade comparamos os resultados em um ésgalflimica para estimar o valor gipela inclinagéo

Calor especifico Calor especifico

‘ @—@ Bonner & Fisher
Takahashi & Yamada
e—e Monte Carlo

c I c
NK ¢ 16 T ~ P t NK

0.12—

-
0.1 ¢

e—e ajuste m-> o0
oA mM=2 0.08!
-0 m=4 .
x-x M=6
o - m=8
-0 m=10

0.05[—
*-% m=12 0.0/~

0.04—

. .
0.2 0.25 0.6 0.8 K]f

A
o
o
N}
o
S

Figura 5.11:Gréaficos de Calor especifico por TemperatuapResultados da simulag&o para tamanho de ca-
deia N=32 e diversos valores da dimenséo de Trotter m. Os ao® dados sé&o menores que os simhwlos.
Comparacao da extrapolacéo dos resultados para cadeissgg82lguns resultados da literatura.

da reta. Foram utilizados 5 simula¢gBes com N=32, uma com N=3tha com N=128 , que podem ser vistas na
figura 5.12a). O desvio das extrapolagbes aumentam significativamensekpdJ < 0.05, portanto utilizamos
valores entre @5 < kT/J < 0.15 nessa estimativa.Obtivemps- 1.61+ 0.02; ondey foi encontrado pela média e
desvio das inclina¢des de cada curva. Na figura B)18mos outra estimativa payeutilizando apenas os valores
da maior cadeia (N=128).

Podemos ver que a extrapolagdo para suceptibilidade fida prdixima dos resultados de Takahashi e Yamada
desde qu&T/J > 0.05.
Utilizando o mesmo processo que Lyklema, estimamos o vaar dtravés da equacédo 5.11.Podemos ver na
figura 5.13 que o ponto de interceséé@ll € proximo de 101+ 0.01. Este valor também foi obtido por Lyklema.
Utilizando o valor encontrado payeobtemosv = 0.60+ 0.03. Tantoy quantov obtidos correspondem a valores
menores porém préximos aos encontrados por Lyklema. Eatmey diferem dos valores exatgs=< 2,v = 1),
devido ao alto valor do coeficiente (i@)l-5 da equacao 5.15.Acreditamos que valores mais precisoy faya
s6 seriam possiveis de estimar em temperaturas muitodafeais estudadas.
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Suceptibilidade por Temperatura Suceptibilidade por Temperatura
N= 128 spins N= 128 spins
Takahashi & Yamad: B—a Bonner & Fisher
N =128, m->00 y =-1.4027 - 1.63 * x ——  Takahashi & Yamad
% lyklema

error of coefficient= 0.05
Correlation coefficient = -0.9991834

°

O N=64, m>00
X N=32, m>00
+  lyklema

® m->00"

8008

100
g z
X 100 X
- bl
y=-1.4104 - 1.635 * x
40 401~ error of coefficient = 0.005
33  Correlation coefficient = -0.99994
20
10
20—
| | | | | | | | | | | |
0.0125 0.025 0.0375 0.05 0.075 0.10 0.15 0.2 0.05 0.075 0.10 0.15
kT/3
a b

Figura 5.12:Gréficos de Susceptibilidade por TemperatiapExtrapolagdo de resultados da simulagdo para
tamanho de cadeia N=32,64 e 128Comparacao da extrapolagio dos resultados para cadeis dpih® com
alguns resultados da literatura.

In(x,/x,.) Suceptibilidade por Temperatura

In(LIL)
1.01

0.99

0.97

0.05 0.075 0.1 0.125

kT/J

Figura 5.13:gréafico de% por temperatura.As razoe4. sdo dadas na figura
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6 Conclusao

Aplicamos o Método de Monte Carlo para a simulacdo do modeémtico de Heisenberg unidimensional
através da transformacédo de Suzuki-Trotter. Realizamnsogiara dimensdes de trotter m de 2 a 12, em regifes de
temperatura entre 0.0125 a 1.00. Ao realizar a simulacaoinhefs a utilidade de certas técnicas de alteracéo global
de spin, descritos na se¢do 4.2.1. Através da extrapolac@areensdo de trotter m -> 00, obtemos resultados
muito préximos a de outros autores para energia,calor #g&pee suceptibilidade. Utilizamos o mesmo método
que Lyklema para obter uma estimativa dé@t 0.03 para o expoente de correlacdo, e uma estimativaédetl
0.02 para o expoente da susceptibilidgd@omo observado por Cullen e Landau, verificamos certasiiifides
na simulagdo. Uma grande proporcdo do nimero total de pdssionte Carlo € desperdicado na tentativa
de gerar estados proibidos ao sistema.Este problema fazidedao selecionarmos certos tipo de sequéncias de
alteragdo de spin. Apesar da simplicidade de implementigsse algoritmo, outras técnicas de geragdo de estados
como "continuous time-loop algorithm"devem ser usadae sasdeseje estudar as propriedades do sistema em

temperaturas menores.



7 Apéndice

7.1 1) Matriz de tranferéncia

A identidade 7.17 foi obtida por:

Vi = -JSSu+9Y..) (36)

st = Syig Sx:(StS) SX:% ]
S = sy SJ:(SES) g;'? _Ci)}
S, = (51+5111+3+§11:$Si1+$$“)
gy, - S9a-99.-99,+99,)
§8.+99,, = ng
T

2
T? = S'SS1S1+S5 550
+5° 55,5 +5 5 580

T? = §95,5.,+555.50
™ = T

45
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N R K3 K5 K2 K4
KT 2
. R KB K5 . 2 K2
KT 2 2
e =T +(K+§+a+---)*T+(I+§+§+---)*T
N . K3 K5 R 2 KZ
KT 2 2
€ =T +(K++§+a+'“)*1—+(|+§+§+"')*T
T [~ T2 4 sinh(K) + T + coshK) + T2 (7.1)
o+ F— —F =
++ 0 0 0 0
T2 +-— 0 1 0 0
—+ 0 0 1 0
—— 0 0 0 0
(1 0 00
0 -1 0 O
4x
S o 0 -1 0
0O 0 01
i 212 +455.,
[/2 T2 4285,
T2 I/2—-25¢., (7.2)
(-T2 = 1-(/2-2589,)
[—T2 (/2+25§ 4 (7.3)

Substituindo 7.2 e 7.3 em 7.1 obtemos:

A

(/2425 ;) +sinNK) (S, +S S'4) +coshK)(I/2— 25K, ;)



7.2 ii) Transformag&o detalhada para o sistema classico a7
7.2 i) Transformacao detalhada para o sistema classico
Z=Tr(e P (7.4)
H =Ho+Va+Vs (7.5)
Com \
fo=— 3 (I+ AT, +H-S)
=
N-1
Vo = Vi (7.6)
i=1;3;5..
N
Vg = Vi (7.7)
=246
Vi = *J(SXSXHJFSySyH) (7.8)
Utilizando a parti¢cdo 7.5 em 7.4 obtemos:
Z(m) — Tr(e—BHO/me_BVA/me_BVB/m)m
ZM = Tr(e PHo/2mg=pVa/mg=PBHo/2mg—fVe/m)m (7.9)
Z(m) _ -|-r(efBHo/2mefBVA/mefBH0/2mefBVB/m_ ..efBHo/2mefBVA/mefBHO/ZmefBVB/m)
Utilizando a bas&;
S>=19>|%>...|S> ... |Sv-1> SN >
onde
§s> = sis>
s> = [9>2>...(9)IS>...|Sv1> S >
§s> = s|s>
com§ = i%. Considere a identidade:
L = Zysil >< S (7.10)
1
ISt> = |SE>|SE> .S > S, > S > (7.11)
1> = |=>|->...]->...]->|->
ISt> = |->|->...]->...|->|+>

(S S I I P FIEY PN
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Inserindo uma identidade na equacao 7.9, antes @&/2™  obtemos

Z(m) — TI’(|1 e—BHO/Zme—BVA/m IAZ e—BHO/Zme—BVB/m“.

[, @ PHo/2mgpVa/m g Pro/2mg=BVe/m...

|r+1

... er_le*EHO/Zme*BVA/m r

om efﬁ H0/2me7BVB/m)

Substituindo 7.10 na equacao anterior:

zm - Z Tr(|S* >< St|e PHo/2Mg BVa/M Sz - G2 |gPHo/2Mg=BVE/M| Sz . ..
I
< gr ’e*ﬁHO/Zme*BVA/m’ng S< §r+1|e*BH0/2me*BVB/m‘§r+2 >

e < gszl’e—ﬁHo/Zme—BVA/mBzm S< e |e—l3Ho/2me—l3VB/m)

Substituindo 7.11 acima e fazendo trago cofnfA) = ¥, < So|A|So >
zm Z < §o|§1 > < gl‘e—BHO/Zme_BVA/m‘§2 >< g2 |e—BH0/2me—BVB/m|§3 > ...
< g ’e*BHO/Zme*BVA/m’ng S< gr+1|efﬁHo/2mefBVB/m
< mefl ’efﬁHO/zmefﬁVA/m’me > me’efﬁHO/zmefﬁVB/m’gO >
FazenddSo >= |S1 >=|S2m1 > (condig&o periddica na dire¢éo de Trotter) e representando r podemos

escreveZ(™ como:

2m-1
Z(m) — Z nll_lk (< Sf |e—BH0/2me—BVA/m‘Sr+l >< Sr+l|e—ﬁH0/2me—,BVB/m|g’+2 >>
GRS

2m-1 2
Z(m) lm_l (< Sr|e—BHo/2me—BVA/m|Sr+1 >) J_rln (< Sr|e—l3Ho/2me—I3VB/m|Sr+1 >)| (7.12)
% r=135... r=2,46...

Substituindo 7.6 e 7.7 na equacéo 7.12, sabendo que
< S"e—BHO/Zm — g BHy/2m < S’|
H' = —(J+A)*SiSi1—H=S, (7.13)

N .
Hy = ZH&I (7.14)
|
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Obtemos:

2m-1 N
zm = e PHo/2m (< S|ePV/mg+l ) (7.15)

2m

N
ﬂ e BHo/2m |—| (< S|ePU/mg+1 )
=2.4.6... i=2,4,6,...

2m-1

zm  — gexp< % —BHb/2m+ i (In(< S|e PU/m g+ >y 4

sz BHO/2m+ ; (In(< S|e PU/mg+ 5 )))

Substituindo 7.14 na equacao acima temos:

2m-1 N ) N
z" %exp r;3 (iz(_BHgl/zm)-i-iZsan SlePU/mg+l >)> N
2m N iy N et
f;,ll i;(_BHo’ /2m)+i:§4ln(< Sle PU/m g+l )

2m N 2m-1 N

zm zexp(zzl (—BHg' /2m) + Z Z In(< S|e PU/MSH>))+
3i

r=1i

zin Z In(< Sje PU/mg+1 > )))

2m-1 N

zZm = %exp(ZS_ZS{—B(Hg’i/Zm+Hg“"i/Zm)+In(< Sle Mgt L4

2m N ) )
Z g {—B(Hg'/zm HytH /2m) +In(< S e PVi/m g+t >)}>
r=24i=24

Colocando na forma vetorial temos:

2m N ) )
zm = ;exp( > ZBH“'+H5“~')+In(<s,rsmeﬁ“/m|sﬁr+1s+1ﬁr+l>>)

Hg’i —(J+A)*SiSi1

Hy' = HY' —Hxs;
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an i i m+1i H
zm = %GXP(Z .Z —% (Ho’ +Hy A E(Sr,i + S+ S +Sr+1,i+1)>
2m N
+ Z Z In(< S4.,r3+1,r|('3‘7BVi/m|3,r+1si+1,r+1 >))
M = (Si+Si+1+S+1i+S+1i41)/4m

2m N

zm = %exp(zZ—B(Hér’i/2m+H6r+l’i/2m—H*M”H—
r ro

ﬂMg

N
Z In(< S;S{H,r|eipvi/m|5|,r+13+1,r+1 >))

- 2m N .
zZm = Sexp —Bh'"
ou(33
e = R 2m ey m e - NS Siarle PSS ) (7.16)

B

OndeM'" é a momento magnéticont” é a energia efetiva da plaqueta i,r. A somaiea é feita quando i , r séo
ambos pares ou ambos impares.
Podemos avaliafS rS+1r \e*ﬁ\’i/m|s,r+1s+l,r+1> utilizando a expresséao abaixo:

T o= (/24 25, 1) +sinh(K)(S'S,1+5 Sh)
+cosh(K)(1/2- 255, )
ondeT =2+ (S, +55,,). logo pareK = B temos

e*B%*2*33+1+§§+1 = e*B*J*SXSﬁﬁSYSyH/m

eleVi/m
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7.3 i) Elementos de Matriz

Fazend® = e P4/™  temos a contribuicdo para energia efetiva h(i,r).

Estado R=(SsS:1,le PV/™S, 1S 1r11) In(R)/B
1 <4 e PMMp 4> In(1) =0
2 <4 —|ePMmy > In(coshK))/p
3 < —|ePMmM > In(sinh(K))/B
4 < —— e PU/m > In(1) =0
outro <?7e PU/m22> In(0) = —inf

Fazendd = M'' , temos :

Estado R=(SrS+1rIM"|Sr1Ss1r41) -H*R
<+ MV 44 > -H/2m
2 <+— MV |4 — > 0
3 <H— M| 4> 0
4 <— =M= > H/2m

Fazendd = H/'" + H/\"+1 | temos:

Estado R= (S, SsvrH" +HY S 1S 1011) %1
<A [HT R g s —(J+A)/4m
2 <A — [HAp HAH (J+A)/4m
3 <4 — [HAp HAHL s (J+A)/4m
4 < —— |HAT g HAHL - —(J+A)/4m
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